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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar o grupo de Lie G das matrizes estocésticas e,
por meio da aplicacdo de um operador A (A um coproduto de uma certa bi-dlgebra)
em uma simetria C da algebra estocastica (dada pelo espaco tangente de G), construir
um sistema de particulas cujo gerador é definido pela matriz A(C). Como primeiro
resultado, mostramos que, para o grupo de Lie das matrizes estocasticas de dimensao
qualquer, podemos selecionar uma L-matriz Ly do espago tangente T7(G) tal que a
componente conexa da identidade de G, o qual provamos ser igual ao conjunto das
matrizes estocdsticas de determinante positivo, pode ser escrita como a unido de
classes laterais parametrizadas pela exponencial de Ly. Em seguida, nosso préximo
resultado origina-se ao estudarmos a algebra estocdstica das matrizes 3 x 3, onde, ao
inspecionarmos uma subalgebra semi-simples s de g (s isomorfa a sl,) e aplicando-se o
operador A a uma simetria de s, dada por um elemento de Casimir C, nés podemos,
portanto, estabelecer um sistema de particulas de dois sitios e trés estados. Para encerrar
nosso trabalho nés estendemos o sistema de particulas calculado anteriormente para
um sistema de N (N > 2) particulas e exibimos um operador de autodualidade para o

mesmao.

Palavras-chave:Sistema de Particulas, Grupos de Lie, Bi-algebra
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ABSTRACT

The aim of this thesis is to study the Lie group G of stochastic matrices and, by applying
an operator A (A a coproduct of some bialgebra) in a symmetry C of the stochastic
algebra (given by the tangent space of §), to construct a particle system whose generator
is defined by the matrix A(C). As our first result, we show that, for a Lie group of
stochastic matrices of any dimension, we are capable to choose an L-matrix Ly of the
tangent space T1(G) such that the connect component of the identity of G, in which
we prove that is equal to the set of stochastic matrices of positive determinant, can
be written as the union of cosets that are parametrized by the exponential of Ly. Our
follow result comes from studying the stochastic algebra of 3 x 3 matrices g, where,
by inspecting a semisimple subalgebra s of g (s isomorphic to sl;) and applying A to a
symmetry of s, given by a Casimir element C, we can, therefore, set a particle system of
two sites and three states. We finish our work by extending the former particle system
to one system of N (N > 2) particles and we calculate a self-duality operator for this

system.

Keywords:Particle System, Lie Groups, Bialgebra
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INTRODUCAO

Ao estudarmos cadeias de Markov a tempo discreto e a tempo continuo nos interessamos
na seguinte pergunta: “Existe alguma maneira de, através de uma matriz geradora
de um processo de Markov a tempo continuo, gerarmos uma cadeia de Markov a
tempo discreto?”. Além do mais, serd que o caminho inverso também é possivel?
Em face destas perguntas, tentaremos estudar relagdes entre estes processos por meio
das matrizes estocasticas e das matrizes geradoras, que caracterizam estas cadeias de
Markov.

Jeremy G. Summer em seu artigo [1] observa, ao estudar as propriedades algébricas
do grupo de matrizes de Lie G, dado pelas matrizes 2 x 2 estocdsticas, e de seu espago
tangente T1(G), que nada mais é que uma algebra de Lie, que é possivel decompor um
subgrupo de G em func¢do de uma matriz geradora Q de um processo de Markov a
tempo continuo, pela seguinte forma

G%=J ¥,
teR
com GY dado pelas matrizes estocésticas de determinante positivo e 7 um subgrupo
normal de G°. Desta forma, para matrizes quadradas 2 x 2, obtemos uma resposta
positiva para a primeira pergunta acima.

Além do mais, Frank Redig no artigo [2] apresenta um procedimento de se construir
cadeias de Markov a tempo continuo através de uma algebra de Lie g qualquer. Este
procedimento consiste em calcular o coproduto do elemento do Casimir da algebra g,
cujo resultado serd uma cadeia de Markov a tempo continuo. Sendo assim, considerando
que o espaco tangente do grupo das matrizes estocésticas é uma algebra de Lie, obtemos
uma forma de construir cadeias de Markov a tempo continuo através de uma estrutura
algébrica que representa os processos markovianos a tempo discreto.

Em posse destes resultados, este trabalho visa generalizar o resultado de Summer [1]
para grupo de matrizes estocdsticas de dimensdo qualquer e, através do espaco tangente
deste grupo, desejamos obter uma matriz geradora, calculada através do coproduto do

elemento do Casimir desta algebra.
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Para encerrar, baseando-se no trabalho de Baez e Fong [7], enunciamos e provamos
a versdo estocdstica do Teorema de Noether e, a partir de uma simetria dada pela
matriz geradora L, obtida pelo coproduto do elemento do Casimir discutido acima,
construimos um sistema de particulas de dois sitios e trés estados cujo gerador é dado
pela prépria L. Consequentemente, em posse do gerador do sistema de duas particulas,
estabeleceremos um gerador para um sistema de N-particulas, tomando como base o
trabalho de Belitsky e Schiitz [3].

Em seguida, estudamos operadores autoduais para o sistema de particulas de N sitios,
tomando como base para célculo o autodual do sistema mais simples, de duas particulas
e de gerador dado pela matriz L. Para a constru¢do dos autoduais nos baseamos nos
trabalhos de Cuesta [4] e Sudbury e Peter [6]. Em suma, nosso objetivo de trabalho
pode ser descrito pelo diagrama da Figura 1.

Os capitulos desta dissertagdo distribuem-se da seguinte forma:
capitulo 2: Breve discussdo sobre cadeias de Markov a tempo discreto e continuo.

capitulo 3: Aqui descrevemos as propriedades basicas de grupos, grupos topoldgicos
e mostramos que a componente conexa da identidade de um grupo topolégico
é um subgrupo normal, fechado e conexo. Além do mais, mostramos que o
grupo linear geral satisfaz a condi¢do de ser um grupo topolégico. Em seguida,

definimos os grupos de matrizes de Lie.

capitulo 4: Introduzimos a nocdo de algebras, dlgebras de Lie e espagos tangentes.
Mostramos também a importante propriedade do espago tangente ser uma algebra
de Lie.

capitulo 5: Em posse dos resultados dos capitulos anteriores, mostramos que o grupo
das matrizes estocésticas € um grupo de matrizes de Lie e calculamos seu espago
tangente. Em seguida, propriedades referentes a componente conexa do grupo
das matrizes estocésticas sio demonstradas. Tais propriedades nos possibilitam
decompor a componente conexa por meio de uma matriz geradora, utilizando a
exponencial de matrizes. Esta decomposi¢do, como desejado no Procedimento
1 (vide Figura 1), nos possibilita gerar matrizes estocasticas através de uma
matriz geradora. Em seguida, damos alguns exemplos de como gerar matrizes
de transi¢do por meio da decomposi¢do da componente conexa do grupo das

matrizes estocdsticas. Para finalizar o capitulo, obtemos uma matriz geradora,
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como descrito no Procedimento 2 (Figura 1), a partir de uma subélgebra semi-

simples do espago tangente do grupo das matrizes 3 x 3 estocdsticas.

capitulo 6: Inicialmente abordamos os conceitos basicos de um sistema de particulas
e como este pode ser visto como um processo de Markov a tempo continuo. Em
seguida, enunciamos e provamos o Teorema de Noether, versdo estocastica, e,
de acordo com o desejado no Procedimento 3 (vide Figura 1), construiremos
um sistema de duas particulas através da matriz geradora obtida no final do
capitulo 5. Com o sistema de duas particulas estabelecido, estendemos este
sistema para um sistema de N-particulas, o qual nos baseamos no trabalho de
Belitsky e Schiitz [3]. Dado que, a partir desta metodologia, somos capazes de
criar sistemas de N-particulas, nosso préximo objetivo é estudar operadores de
autodualidade para este processo markoviano. Tomando como referéncia os
trabalhos de Cuesta [4] e Sudbury e Peter [6], estabelecemos uma func¢do autodual
para nosso sistema de duas particulas e, a partir do gerador de um sistema de
N-particulas, j& estabelecido, estendemos o autodual do sistema de duas para o

sistema de N-particulas.
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Inicialmente, construimos o Grupo

das matrizes estocédsticas

obtemos o Espaco Tangente g

Através deste grupo,

Procedimento 1

Dada uma matriz geradora Calculamos o elemento do Casimir C
do Espaco Tangente g, desta algebra e definimos uma codalgebra A

calculamos matrizes estocdsticas | | em g tal que tenhamos uma estrutura de bi-dlgebra

Procedimento 2

Obtemos uma matriz geradora

através do coproduto do Casimir A(C)

Procedimento 3
Dada a matriz geradora acima

construimos um sistema de duas particulas

e definimos uma funcdo autodual para este sistema.

Estendemos o sistema de duas para N-particulas.

Assim como estabelecemos um operador autodual para o mesmo

Figura 1: Objetivos do trabalho



UMA ABORDAGEM SUCINTA SOBRE
PROCESSOS MARKOVIANOS

Neste capitulo introduziremos os alicerces bésicos de probabilidade para enunciarmos o
conceito de cadeias de Markov a tempo discreto e continuo. As ideias e demonstragdes

apresentadas aqui podem ser vistas nos livros de James [9], Feller [10] e Durret [11].

2.1 ESPACO DE PROBABILIDADES

Para estudarmos a nogdo da probabilidade de que certos eventos ocorram, como, por
exemplo, a probabilidade de uma moeda lancada 10 vezes dar cara em todos lancamen-
tos, devemos estabelecer certas condi¢des para termos esta medida de probabilidade
bem definida. Para isto, consideremos o conjunto (2 como o conjunto de todos os resulta-
dos possiveis de um certo experimento, em nosso exemplo teriamos () = {cara, coroa},
ou, um outro exemplo, poderiamos ter () = R, com () representando o tempo de vida
possivel de uma populagdo qualquer. (observe que o conjunto () pode englobar muito
mais valores do que alguém esperaria na prética.)

Associado ao conjunto () temos a oc-dlgebra &/ (vide o texto de medida de Fernandez

[12] ou de Isnard [13]):

Defini¢do 2.1. Uma o-dlgebra & é um subconjunto do conjunto de partes de (), i.e.,

o/ C P(Q)), que satisfaz as condicdes:
(i) O,0 e o;
(i) Dada uma sequéncia de eventos (A;);cn, com A; € &7, para todo natural i. Entdo,

U AiEM;
ielN

(iii) Dado o evento A € & entdo O\ A € 7.
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Uma c-algebra importante em probabilidade é a c-dlgebra de Borel, definida da
seguinte forma: seja () um espago topoldgico e S o conjunto formado por todos os

abertos deste espago, entdo, a o-dlgebra gerada por S

B = ﬂ o, com &/ uma o-algebra ,

A CP(QY);
e SCo

¢é denotada por c-algebra de Borel, cujos elementos sdo chamados de borelianos. Segue
abaixo uma caracteriza¢do, cuja demonstracdo pode ser vista no livro de Isnard [13,

capitulo 8], da o-dlgebra de Borel para o R™:

Proposicdo 2.1. Todo intervalo da reta real é um boreliano, e o conjunto de todos intervalos

limitados 1 em IR" gera a o-dlgebra de Borel no R".

Definigao 2.2. Seja () um conjunto ndo vazio, ./ uma c-algebra de subconjuntos de ().

Dizemos que P : &/ — [0, 1] é uma medida de probabilidade se
(i) P[] =1;

(ii) Para toda sequéncia enumerdvel de eventos dois a dois disjuntos, (A;);cN, com

A; € &/ para todo natural, tivermos
P[UZ Al = ) P[A].
i=1

Em outras palavras, P deve ser uma medida c-aditiva. Denotaremos a terna (€2, 27, P)
por espago de probabilidade e, salvo quando ndo houver confusdo, denotaremos nosso

espaco de probabilidade por apenas ().

Para encerrar esta se¢do, definimos o conceito de eventos independentes e proba-
bilidade condicional. Seja (€}, o/, P) um espago de probabilidade e A, B € & eventos

quaisquer. Dizemos que os eventos A e B sdo independentes quando a igualdade
P[A N B] = P[A]P[B]

é satisfeita. Além do mais, definimos a probabilidade condicional P[A|B] como sendo a
probabilidade de um evento A ocorrer dado que o evento B ja ocorreu. Esta probabili-

dade é definida por
P[A N B]
P[B] '
com P[B] # 0. No caso em que tivermos P[B] = 0 definimos a probabilidade condicional
como sendo P[A|B] = P[A].

P[A|B] =



2.2 VARIAVEIS ALEATORIAS

2.2 VARIAVEIS ALEATORIAS

Em probabilidade é comum associar a espacos de probabilidade (€}, <7, P) fun¢des que
avaliam, de alguma maneira, os resultados possiveis do experimento descrito por (). Por
exemplo, suponhamos que certo pesquisador deseja estudar o tempo de vida de uma
populagdo de bactérias armazenadas em ensaios clinicos. Sabemos que o tempo de vida
destas bactérias ndo serd o mesmo, ou seja, existe uma aleatoriedade a ser considerada
quando estudamos o tempo de vida destas bactérias. Portanto, considerando () como o
conjunto que descreve todo tempo de vida possivel das bactérias em estudo, podemos,
entdo, associar uma fungdo X : () — R que nos informa o tempo de vida das bactérias,
e tal funcdo serd chamada de varidvel aleatoria.

Mais formalmente, uma variavel aleatéria é uma funcao X : (1, @) — (()p, 9%) entre
o-algebras, @ C Z(()1) e o C Z(()y), satisfazendo

VB € o tem-se X Y(B) € <,

ou seja, sdo fungdes mensuraveis (vide [13]). Comumente, as varidveis aleatdrias sdo
classificadas como discretas ou continuas e, tais denominagdes, tem relacdo com a forma
como avaliamos as probabilidades dos eventos ocorrerem para cada variavel.

Uma variavel aleatéria X é classificada como discreta se o conjunto dos possiveis
resultados de um experimento () for enumerével, denotado por {x1,x,...}, e, para

cada resultado possivel, tivermos

Q|

Y P[X=x]=1

i=1
enquanto que, uma varidvel aleatéria é chamada de continua quando o conjunto de
resultados possiveis puder ser descrito pela reta real, caso unidimensional, ou pelo
R", caso multidimensional, e existir uma fun¢do f : R” — R (com n € N um natural

tixado), chamada de func¢do densidade, tal que, para todo boreliano B, tenhamos
P[X € B] = / fFdp,
B

com [X € B] = X (B). Segue abaixo alguns exemplos das varidveis aleatérias mais

comuns:
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Exemplo 2.2.1. Uma varidvel aleatéria X tem distribui¢do de probabilidade bernoulli
de parametro 6, denotada por X ~ bernoulli(f), quando os tinicos valores possiveis de

X sdo os valores 1 ou 0, com probabilidade
P[X=1]=6 e P[X=0]=1-6.

Exemplo 2.2.2. Dizemos que a varidavel X : 3 — IN U {0} tem distribui¢do Poisson
de parametro 6 > 0, denotada por X ~ Poisson(f), quando, para todoi =0,1,2,...,
tivermos .
91

P[X =i] = e*GF.

Estes dois exemplos foram de varidveis aleatdrias discretas. A seguir, fornecemos

exemplos de varidveis continuas:

Exemplo 2.2.3. Uma variavel aleatéria X tem distribui¢do uniforme no intervalo [a, b],
X ~ Ula,b], coma < b, se X tiver funcdo de densidade f : R — R valendo

1 gsexe [a,b];

fly ="

0 caso contrario.

Exemplo 2.2.4. X tem distribui¢do exponencial com pardmetro 6 > 0, X ~ exp(0), se X
tiver funcdo de densidade f : R — R satisfazendo
Be % ge x >0;

f(x) =

0 caso contrario.

Segue da varidvel X ter distribuicdo exponencial com parametro 6 a importante
propriedade, chamada de perda de memoria, que diz: a probabilidade do evento
“X > a+b", com a,b constantes, dado que o evento “X > a” ja ocorreu é igual a

probabilidade do evento “X > b” ocorrer. Em outras palavras,
P[X > a+b|X >a] =P[X > b].

Esta propriedade ocorre pois

© Qe 0%dx
P[X > a+b|X >a] = fﬂ;f’—
fa Oe—0xdx

o—0(a+h)

e_eﬂ

_ b

= P[X > b].
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Para encerrar nossos exemplos de varidveis continuas, enunciamos a varidvel de uso

mais rotineiro em aplicag¢des:

Exemplo 2.2.5. Uma varidvel aleatéria tem distribui¢do normal de pardmetros yu e o,

X ~ N(u,0?), se sua fungdo de densidade for

A funcdo de densidade da varidvel normal é conhecida pelo formato de sino, como

exemplificada na Figura 2.

Yy

: X
4

Figura 2: Funcdo densidade de uma normal X ~ N(4, 1).

Seja X uma variavel aleatdria discreta ou continua, com f a fungdo densidade no
caso de variavel continua, e () o0 espaco de probabilidade. Definimos como média ou
esperanga de X, denotada por E[X], e varidncia de X, denotada por Var[X], as seguintes

medidas resumo:
E[X] = /Q XdP = /Q xf(x)dx e Var[X]=E[(X — E[X]}].

A esperanca acima foi definida para uma varidvel aleatéria continua, no caso da variavel

ser discreta, a média serd dada por:

E[X]= ) iP[X=i]
ieX(Q)
A esperanca pode ser interpretada como uma medida que nos informa onde os valores
em estudo se concentram, enquanto a varidncia calcula a dispersdo dos dados ao redor
da média. Outra medida muito usada é o desvio padrdo, que nada mais é que a raiz

quadrada da varidncia.
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Exemplo 2.2.6. Uma varidvel aleatéria X ~ Poisson(f) tem média e variancia dados por

E[X] = 0 e Var[X] = 6. Isto é verdade, pois basta observar que para

E[X]=Y ie =
[X] gze i
temos
E[X] = iﬂ d
N G
0 pli—1)
=0) e "—
L

Para calcular a variancia, utilizamos a igualdade Var[X] = E[X?] — (E[X])? (vide James

[9]). Logo, para E[X?] teremos

Desta forma,
Var[X]=60(0+1) — 6% = 6.

Exemplo 2.2.7. Uma varidvel aleatéria com distribui¢do exponencial de parametro 0,
X ~ exp(f), tem esperanca E[X] = 1/6 e variancia Var[X] = 1/62. Para a demonstracio

deste fato, consulte o texto de probabilidade de James [9].

Finalmente, dizemos que duas varidveis aleatérias X; e X5, definidas no mesmo espago
de probabilidade (), 27, P), sdo independentes se, para quaisquer eventos A;, A € <7,
tivermos

P([X; € A1]N[Xz2 € A2]) = P[X; € Aq] - P[X3 € Azl

Da mesma forma, dizemos que uma sequéncia de varidveis aleatérias (X;);cn, definidas
no mesmo espacgo de probabilidade, sdo independentes e identicamente distribuidas,
denotadas por i.i.d, se as varidveis X; forem conjuntamente independentes e possuirem
mesma distribuicdo de probabilidade. Por exemplo, dizemos que a sequéncia (X;)ieN €
ii.d com distribui¢do uniforme U[0, 1] quando as varidveis forem independentes entre

si e X; ~ U[0,1], para i € N um valor qualquer.
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2.3 PROCESSO DE POISSON

Definiremos abaixo o conceito de um Processo de Poisson de taxa A na reta real, e

ilustraremos algumas de suas importancias.

Definic¢do 2.3. Dada uma sequéncia de varidveis aleatérias independente 17, T, T3, . . .
com distribui¢do exponencial de parametro A. Dizemos que a varidvel aleatdria definida

por
N(t)=max{n e N;T1 + Tr +...+ T, < t},

com t > 0 e N(0) = 0, satisfaz o Principio de Processo de Poisson de taxa A, denotado
por PPP(A).

Um Processo de Poisson pode ser visto como a contagem de incidéncias de um
certo evento num dado intervalo de tempo. Um exemplo interessante, o qual pode ser
visto com mais detalhes em [9], é o processo de contagem de telefonemas recebidos
numa central telefénica que, de fato, serd um processo de Poisson se considerarmos as

seguinte hipoéteses:

(i) A probabilidade da central telefonica receber telefonemas no intervalo [s, s + t) ndo

depender do valor s, para t > 0 qualquer;

(ii) Os eventos de chamadas telefonicas ocorridas em intervalos de tempo disjuntos

sdo independentes;
(iii) Chamadas telefénicas ndo ocorrem ao mesmo tempo.
As demonstragdes dos resultados abaixo podem ser vistas em Durret [11].

Proposicdo 2.2. Seja N(t), com t > 0, um Processo de Poisson de taxa A. Entdo, N(t) tem

como distribuigdo de probabilidade uma Poisson de taxa tA, i.e.,

_ oA (tA)’

PIN(t) = i] g

Em particular, a quantidade de ocorréncias medidas pela varidvel N no intervalo [a, b] é dada

por uma Poisson de taxa (b — a)A. Em outras palavras, N|a, b] ~ Poisson((b — a)A).

Exemplo 2.3.1. Suponhamos que um site de comércio eletronico tenha uma quantidade

de acessos por minuto modelada por um processo de Poisson de taxa 10° pessoas por

11
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minuto. Dessa forma, podemos modelar a quantidade média de pessoas que acessam o
site em intervalos de tempo quaisquer. Por exemplo, no periodo do meio-dia até as 15h

temos que a quantidade média de acessos serd da ordem de 3 - 10% pessoas.
Outro fato importante é o seguinte:

Proposicdo 2.3. Seja N(t), com t > 0, um Processo de Poisson de taxa A. Entdo, as quantidades
de ocorréncias em intervalos disjuntos sdo dadas por varidveis independentes, ou seja, dados
os valores positivos a, b, temos que a varidvel de contagem N(a + b) — N(a) é independente da

varidvel N(c), para todo ¢ < a.

2.4 CADEIAS DE MARKOV

Seja (2 um conjunto enumeravel, o qual chamaremos de espaco de estados, (Uy),eN
uma sequéncia i.i.d com U; ~ U[0,1], e F : 2 x [0,1] — ) uma fungdo. Dizemos que
a sequéncia de variaveis aleatorias (X;),cN, com espago de estados () (i.e., a varidvel
aleatéria X,,, para qualquer natural 7, toma valores no espaco (), é uma Cadeia de

Markov a tempo discreto se a sequéncia (X;),>o satisfazer
Xn=F(X,-1,Uy), paran>1,

com ponto inicial Xy. O ponto inicial do processo markoviano pode ser um valor fixado
inicialmente ou pode ser dado por uma distribui¢cdo de probabilidade.
Decorre, da defini¢cdo de cadeias de Markov, a seguinte caracterizacdo dos processos

markovianos a tempo discreto:

Proposicdo 2.4. Dado Q) um conjunto enumerdvel e (X,),cN uma sequéncia de varidveis
aleatorias de espago de estados Q). Entdo, (Xy,)neN € uma Cadeia de Markov a tempo discreto
se, e somente se, para qualquer natural n e para quaisquer valores ay, ay, . . ., a, pertencentes ao

espago de estados, tivermos
P[X, = an|Xn71 =a,_1,Xp—2=0ay_2,..., X0 =ap] = P[X,, = an|Xn71 =ay,_1] = P(an—L an)/

com p : QO x QO — [0, 1] a matriz que satisfaz Y ,cq p(a, b) = 1, para todo a € Q). Dizemos,

também, que toda matriz cujas linhas somam um é uma matriz de transigdo.

Desta caracterizagdo segue o seguinte exemplo
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Exemplo 2.4.1. Um centro meteoroldgico, situado em Sdo Paulo, avalia a probabilidade
dos seguintes eventos ocorrerem: o dia iniciar chuvoso, ensolarado ou com forte neblina.
Denotando por 0, 1,2 os eventos acima, respectivamente, o centro meteorolégico conclui
que a condicdo climética no inicio de cada dia pode ser descrita por uma cadeia de

Markov (X,),eNn com espago de estados Q) = {0,1,2} e matriz de transi¢do dada por

0 1 2

0( 0,6 03 0,1
p= 11005 0,7 0,25
2\ 0,3 0,3 0,4

Esta cadeia de Markov pode ser visualizada pelo grafo da Figura 3. Além do mais,

0,70

Figura 3: Grafo da matriz de transi¢do p da Cadeia de Markov a tempo discreto com

espaco de estados () = {0, 1,2}, descrita no Exemplo 2.4.1.

7 s

se considerarmos que os eventos “chuvoso”, “ensolarado” e “com forte neblina”, tem

probabilidade de ocorrer, no dia seguinte, dada por
m0)=0,5 m(1)=0,3 e m(2)=0,2
temos que a probabilidade de, daqui a 10 dias, o dia amanhecer chuvoso é igual a
P[X10 = 0] = 7(0)p*°(0,0) + 1(1)p'°(1, 0) + 1(2)p'°(2, 0) = 0, 25005.

Dado uma cadeia de Markov (X;;),cN associada ao espaco de estados () e com matriz
de transicdo p. Dizemos que uma distribuicdo de probabilidade 7= : (O — [0,1] é
invariante se

Y n(b)P[X4 = a|Xo = b] = 71(a), para todo a € Q).
beQ

13
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Em outras palavras, uma medida de probabilidade sobre o espago de estados () é

invariante se, para qualquer n € IN, e para qualquer a € (), tivermos
P[Xy = a] = 7(a),

ou seja, a probabilidade de estar num estado qualquer de seu grafo é um invariante em

relacdo a qualquer instante de tempo discreto n € IN.
Exemplo 2.4.2. Consideremos a cadeia de Markov do Exemplo 2.4.1. Entdo, uma
medida invariante 7t para esta cadeia deve satisfazer

2

Y (b)P[X;1 = a|Xo = b] = m(a),Va € QO ={0,1,2}.

b=0

Logo, a igualdade acima é equivalente a

0,6 0,3 0,1
[71(0) 7r(1) 1(2)] | 0,05 0,7 0,25 | = [7(0) (1) 7r(2)].
0,3 0,3 0,4

Resulta, da igualdade acima, que a medida invariante para o processo markoviano em

questdo sera dada por:
m(0)=1/4 n(l)=1/2 m(2) =1/4.

Abaixo, estabelecemos um critério o qual auxilia no célculo de medidas invariantes

para cadeias de Markov a tempo discreto.

Definicdo 2.4. Dada uma cadeia de Markov (X;),en com espaco de estados (). Dizemos
que uma medida de probabilidade 7 sobre () é reversivel se, para todo elemento a,b € ),
tivermos

mt(a)P[Xy = b|Xo = a] = (b)P[Xq = a|Xo = 1],

como ilustrado na Figura 4.

Decorre de uma probabilidade 7t ser reversivel para a cadeia (X)), que a mesma,

também, serd uma medida invariante, pois, para todos estados a,b € (), temos

mt(a)P[Xy = b|Xg = a] = n(b)P[X; = a| Xy = b]
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rt(a) P[X; =bl Xy = a]

71'(19) P[Xl =al X() = b]

Figura 4: Exemplo de transi¢do entre estados a e b tal que a probabilidade de se iniciar
no ponto 4 e ir para o ponto b é igual ao caminho reverso, i.e., a probabilidade

de comegar no estado b e ir para o estado a.

onde, tomando a somatéria em ralacdo aos estados b € () em ambos os lados da

igualdade, obtemos

m(a) Y P[Xy =b|Xo=al=)_ n(b)P[Xq =a|Xo=1b],
be) beQ
e, como ) y,cq P[X) = b|Xp = a] = 1, temos a igualdade desejada. Portanto, 7 é uma
medida invariante.
Uma abordagem natural a cadeias de Markov a tempo discreto é estender o tempo
em que as transi¢des de estados ocorrem para algo continuo. Sob esta perspectiva,

definimos os processos markovianos a tempo continuo:

Definicdo 2.5. Seja () o conjunto representando os espacos de estado e (X, t > 0)
uma sequéncia de varidveis aleatérias, indexadas pelos valores reais e positivos t > 0,
assumindo valores em (). Dizemos que (X;,t > 0) é uma cadeia de Markov a tempo

continuo se, para toda sequéncia de tempos positivos s; < sy < ... < sy, tivermos
PlXts, = a|Xs, =a1,...,Xs, , = ay—1,Xs, = b] = P[Xy = a¢|Xo = 1],
paraa,b,ay,ay,...,a,-1 € Q, et >0.
Decorre desta defini¢do o seguinte exemplo.

Exemplo 2.4.3. Consideremos o processo de Poisson de taxa 1, dado por N(t) com ¢t > 0,
e a cadeia de Markov a tempo discreto X;;, dada no Exemplo 2.4.1. Logo, seja t > 0 um

instante de tempo, definimos o processo

Yt = XN(t)'

15
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Tal processo sera uma cadeia de Markov a tempo continuo o qual espera tempos
aleatérios de transicdo, dados por exponenciais de taxa 1, para mudar de estados. Além

do mais, as transi¢des sdo dadas por processos de Markov a tempo discreto.

Dada uma cadeia de Markov a tempo continuo (X;, t > 0) estaremos interessados em

estudar as seguintes taxas
y P[Xp4s = j| X¢ = 1]
m
s—0 S

para i,j elementos do espaco de estados do processo. Caso o limite acima exista,

4

denotaremos, entdo, este limite por taxa de transi¢do do estado i para o estado j,

denotado por c(i, j), i.e.,

oo PXs =X =1

c(i,j) = lim [Xees = j1 X ].
5—0 S

Em posse destas taxas de transi¢do definimos a seguinte matriz

i, ) sei #J;
=Y 1) cc,

com () o espago de estados. A matriz Q, definida acima, serd chamada de matriz

Q=(Qijijeq, com Q=

geradora ou L-matriz.
Observacdo. A matriz geradora Q satisfaz a condi¢do de que todas linhas somam zero.

Em posse de uma L-matriz qualquer somos capazes de criar um processo de Markov
a tempo continuo. Para a construc¢do de processos markovianos a tempo continuo, a
partir de uma matriz geradora, consulte Durret [11], capitulo 4.

Um resultado importante para cadeias de Markov a tempo continuo sdo as equagdes
de Kolmogorov. Considerando o processo de Markov (X;, t > 0), com espago de estados

(), definimos para i,j € () a funcao:
pi(i, ) = P[X; = j|Xo = i].

Por meio desta fungao p;(i, j) e da matriz geradora Q, associada ao processo markoviano,

valem as seguintes igualdades:

p'(t) = Qps; (Equacdo Regressiva de Kolmogorov)
p'(t) = piQ. (Equacdo Progressiva de Kolmogorov)

Para as demonstragdes destas igualdades veja o texto de Durret, Essentials of Stochastic

Process, [11].
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Neste capitulo formularemos o conceito algébrico de grupos e algumas de suas propri-
edades. Em seguida, as estruturas de grupos topolégicos e de grupo de matrizes de
Lie serdo discutidos. A importancia de se estudar os grupos topologicos manifesta-se
pelo fato do grupo linear geral ter posse dessa estrutura e, sendo assim, todo grupo
de matrizes de Lie também serd um grupo topolégico. O principal resultado deste
capitulo, dado pelo Teorema 3.3, nos fornecerd informacdo sobre a componente conexa
do elemento identidade de um grupo topolédgico. Gracgas a este resultado, sabemos que
a componente conexa da identidade serd um subgrupo normal, fechado e conexo do
grupo em questdo. As demonstragdes dos Teoremas, assim como os conceitos propostos
neste capitulo, sdo baseados nas seguintes referéncias: Stillwell [14] (para o estudo de
grupos de matrizes de Lie), Kelley [15] (para o tratamento de grupos topoldgicos) e

Martin [16] (capitulo 1, nogdes bésicas de grupos).

3.1 CONCEITOS GERAIS

Seja G um conjunto ndo nulo munido de um operador - : G X G — G. Dizemos que a

tupla (G, -) é um grupo se as seguintes condicdes forem satisfeitas:
(i) a-(b-c)=(a-b)-cparatodoa,b,c € G (associatividade);

(ii) Existe um elemento e € G tal que, para todoa € G, valea - e = e -a = a (existéncia
de identidade);

1_

iii) Para todo a € G existe um elemento a1 € Gtal quea-a 1 =a~!
q

-a = e (existéncia

do elemento inverso).

Daqui em diante, sempre quando ndo houver risco de confusao, denotaremos o grupo

(G, ) por apenas o grupo G.

17
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Exemplo 3.1.1. (O Grupo Linear Geral) Um exemplo importante, o qual iremos trabalhar
bastante no decorrer deste texto, é o do grupo linear geral, denotado por GL(n, R). Este

grupo é definido pelo conjunto
GL(n,R) = {A = (a;j)nxn; a;j € R e det(A) # 0}

munido da multiplicagdo usual entre matrizes.
Defini¢ao 3.1. Dado o grupo G e um subconjunto ndo nulo H C G. Dizemos que H é
um subgrupo de G, denotado por H < G, se:

(i) O elemento identidade do grupo G estiver contido em H;

(ii) Para todo a € H tivermos a~! € H;

(iii) Dados dois elementos quaisquer de H, digamos a,b € H, tivermos a-b € H.

Abaixo, alguns exemplos de subgrupos:

Exemplo 3.1.2. Seja G um grupo, dois exemplos imediatos decorrem da definicdo
de subgrupo, sio eles: {e} e o proprio grupo G. Estes subgrupos sdo chamados de

subgrupos triviais.

Exemplo 3.1.3. Seja o grupo (Z, +) dos inteiros munido da soma usual. O conjunto
H={...,—6,—4,-2,0,2,4,6,...}

munido da soma usual dos inteiros é um subgrupo de Z.

Exemplo 3.1.4. Seja G um grupo qualquer. Denotamos por centro do grupo G o conjunto
Z(G)={x € G; Yy € G,xy = xy}.

Decorre desta definicdo que Z(G) é um subgrupo de G. Para que Z(G) seja um
subgrupo de G devemos checar apenas a propriedade (ii), pois as propriedades (i) e (iii)

sdo imediatas. Portanto, dados os elementos x € Z(G) e y € G quaisquer, temos:
Py =e = @A D =e = xy =y iy

Logo, Z(G) é um subgrupo de G.
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Dado um subgrupo H < G de um grupo G qualquer e os elementos x,y € G.

Denotaremos por xH, Hy e xHy como sendo os seguintes conjuntos:
xH:={x-a;, a € H};
Hy:={a-y; a € H};
xHy :={x-a-y; a € H}.
Em fungdo destas operagdes, temos a seguinte defini¢do:

Definicdo 3.2. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo

normal de G, denotado por H < G, se, para todo x € G, tivermos a inclusdao
xHx™ ! C H.

Observe que a inclusdo acima é equivalente a dizer que xHx ™! = H.

Exemplo 3.1.5. Os subgrupos triviais de um grupo qualquer sdo exemplos imediatos

de subgrupos normais.

Exemplo 3.1.6. Dado um grupo G qualquer, o centro Z(G) é um subgrupo normal de

G, pois, dados x € G e y € Z(G) elementos quaisquer, temos
xyx 1 = xx"ly € Z(G)
e, portanto, xZ(G)x~! C Z(G).

Defini¢ao 3.3. Seja G um grupo qualquer e H < G um subgrupo de G. Definimos,

entdo, por o conjunto das coclasses de H em G como sendo o conjunto
G/H ={Hx; x € G}.

Ao estudar as coclasses, ou classes laterais, dadas pelo subgrupo H < G, obtemos a
seguinte decomposic¢do do grupo G:
G= U Hx,
xeG
que nada mais é que a unido de todos elementos do conjunto G/H. Além do mais,
se H for um subgrupo normal de G teremos que G/H terd estrutura de grupo se

considerarmos o seguinte produto

®:G/HxG/H — G/H
(Hx, Hy) — H(xy).

19
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Para encerrar esta se¢do, enunciaremos o significado de uma fungdo entre grupos
ser um homomorfismo e, decorrente desta definicdo, enunciaremos o Teorema do

Isomorfismo para grupos.

Definicdo 3.4. Seja f : (G, ) — (G/, ®) uma funcdo entre grupos. Entdo, dizemos que f

€ um homomorfismo de grupos se, para todo x,y € G, tivermos

fl-y) = f) © fFW)-
Além do mais, se f for bijetora, dizemos que f é um isomorfismo de grupos, denotados
por G = G'.

Decorre desta defini¢do que o nucleo de todo homomorfismo f : G — G’ entre grupos,
denotado por ker(f), é um subgrupo normal de G. Em posse destas defini¢oes, e do
tfato do ntcleo de um homomorfismo ser um subgrupo normal, enunciamos o seguinte

Teorema:

Teorema 3.1. Dado um homomorfismo entre grupos f : G — G'. Entdo, o segquinte diagrama

G —— m(p)

[ =~

G/ker(f)

comuta, onde 1t(x) = ker(f)xe f(ker( f)x) = f(x), para todo x € G. Caso f seja um isomorfismo

teremos, entio, que G' = G /ker f.

Demonstragio. Vide Martin [16], capitulo 1. H

3.2 GRUPOS TOPOLOGICOS

Seja G um conjunto ndo nulo e .# uma topologia de G. Dizemos que a terna (G, .#, -) é

um grupo topolégico se:

(i) As tuplas (G, #) e (G, -) forem um espago topolégico’ e um grupo, respectiva-

mente;

Para o estudo mais aprofundado de temas relacionados a topologia ou espagos métricos vide Lima [17]
ou [18].
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(ii) As funcdesm : G x G — Gei: G — G dadas por m(x,y) = x -y e i(x) = x| forem

fungdes continuas.

Observe que, fixado um ponto a € G qualquer, as fun¢des de multiplicagdo a esquerda

e a direita por a, denotadas por L, e R,, respectivamente,

L,:G—G
R,:G—G
X+—a-x
X+ Xx-a

sdo homeomorfismo de espagos topoldgicos.

Exemplo 3.2.1. O grupo linear geral é um grupo topolégico. Como ja sabemos, vide
Lima [17], o conjunto das matrizes M, (RR) tem estrutura de espaco topolégico e, por-
tanto, o grupo linear geral é um espago topolédgico com topologia induzida por M, (R).

Finalmente, como as fungoes

m: GL(n,R) x GL(n, R) — GL(n,R) e i:GL(n,R) — GL(n,R)

(A,B)— A-B A A7
sdo continuas, obtemos que GL(n, R) é, de fato, um grupo topoldgico.

Abaixo segue o Teorema que nos permitird avaliar as componentes conexas de grupos
topoldgicos como subgrupos normais, fechados e conexos. Porém, antes de enunciarmos
o Teorema proporemos um Lema, cuja demonstracdo pode ser vista em Lima [17], que

nos auxiliard na prova do Teorema 3.3.

Lema 3.2. Dado uma fungio f : (X, F1) — (Y, F2) entre espagos topoldgicos e C, a componente
conexa do ponto a € X. Se a fungio f for um homeomorfismo teremos, entdo, que a imagem

f(Cy) serd a componente conexa do ponto f(a) em Y.

Teorema 3.3. Dado um grupo topoldgico (G, F, -) e, denotemos por e, o elemento identidade do
grupo. Entdo, a componente conexa da identidade, denotada por G°, serd um subgrupo normal,

fechado e conexo de G.

Demonstragdo. Sabemos que G é um espaco conexo e fechado em G. Resta provarmos
que G° é um subgrupo normal. Para provarmos que G° é um subgrupo, devemos checar

que

P1) e € G

21
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P2) x € G? implica x~! € G;
P3) x,y € G® implica x -y € G°.

A propriedade P1) é imediata. Para todo x & GY, tem-se que, como ja observado, o
operador L,—1 : G — G com L,1(y) = x~! -y é uma fungéo continua. Logo, a imagem

L,-1(G%) é um conexo contendo a identidade, pois L,-1(x) = e. Portanto,
L,1(GYcc®

e,como L,-i(e) € Lx—l(GO), obtemos que x ! € G, mostrando que P2) é satisfeita. Para
a propriedade P3), observe que, para todo x,y € G°, temos x~1 € G, pela propriedade
P2). Entdo, concluimos que e € Ly(G°) e, por Ly(G’) ser um conexo contendo a

identidade, obtemos

ou seja, Ly(y) € Ly(GY). Sendo assim, x -y € G° e a propriedade P3) estd provada.

Finalmente, provemos que GY ¢ um subgrupo normal de G. Dado x € G, um elemento
qualquer, temos que os operadores de multiplicacdo a esquerda, Ly, e a direita, Ry,
sdo fun¢des homeomorfas entre G. Pelo Lema 3.2, obtemos, por GY ser a componente
conexa de e, que

xG% 1 =R, 1 0Ly(G% =R, 1(Cye) =C

x.e.x—ll

ie,xG% 1=Gl¢, a partir dai, concluimos que GY é um subgrupo normal de G. [

3.3 GRUPO DE MATRIZES DE LIE

Iniciamos esta segdo estabelecendo a defini¢do de grupos de Lie:

Defini¢ao 3.5 (Grupos de Lie). Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel que
admite uma estrutura de grupo onde as operagdes de multiplicagdo e inversdo sdo

diferenciaveis.

Exemplo 3.3.1. O grupo GL(n,IR) é um grupo de Lie, visto que a multiplica¢do (resp.

inversdao) de matrizes é continua.
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Em posse da estrutura de grupos de Lie, estudaremos os grupos de matrizes de Lie.

Dizemos que um subgrupo H do grupo topoldgico GL(n,R) é um grupo de matrizes de
Lie se ‘H for um subconjunto fechado. Desta forma, pelo Teorema 3.3, concluimos que a
componente conexa da identidade é um grupo de matrizes de Lie. Além disto, decorre
do Teorema de Cartan do subgrupo fechado (vide o Teorema abaixo) que todo grupo

de matrizes de Lie é um grupo de Lie e, portanto, apresenta estrutura de variedade.

Teorema 3.4 (Teorema de Cartan do subgrupo fechado). Seja H um subgrupo de um grupo
de Lie G. Se H for um subconjunto fechado de G, entdo H é um grupo de Lie.

Demonstragio. Vide o livro: Grupos de Lie, de Martin [19] O
Abaixo segue alguns exemplos classicos de grupo de matrizes de Lie.

Exemplo 3.3.2. Dado o grupo linear geral GL(n, R). O subgrupo
SL(n,R):= {A € GL(n,R); det(A) =1},

denominado por grupo linear especial, € um grupo de matrizes de Lie. Isto é verdade
pois SL(n,R) é a imagem inversa de um fechado, o conjunto {1}, por uma fungdo

continua, o determinante.

Exemplo 3.3.3. Dado o grupo linear geral GL(n, R), temos que o conjunto
O(n,R) = {A € GL(n,R); AA' = A'A =1,}

munido da multiplicagdo usual entre matrizes é um grupo de matrizes Lie, denotado

por grupo ortogonal.

Exemplo 3.3.4. Seguindo o Exemplo acima, dos grupos ortogonais, temos que o grupo
dado por
SO(n,R) = {A € GL(n,R); AA" = A'A = I, e det(A) = 1}

é um grupo de matrizes de Lie, chamado de grupo ortogonal especial ou de grupo das

rotagoes.

Veremos, a seguir, que com o auxilio do operador exponencial de matrizes podemos
estabelecer relagdes com os grupos de matrizes de Lie e seu espago tangente (vide a
subsecdo 4.2.4 para a defini¢do de espago tangente). Para isso, iniciamos esta discussao

definindo a exponencial de matrizes:
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Definic¢do 3.6. A fungdo exponencial de uma matriz quadrada A € M, (IR) é dada por
exp : M,(R) = M,(R)
A ) —,
com A% = I,,.

Observacao. Note que a série acima é absolutamente convergente pois, como para

todo A € M,(R) vale ||A||< oo, temos que a norma da série é dada pela seguinte

desigualdade
o0 AZ o Al
;7 Sg” : I
_lar
e
= elAll,

Decorre da série ser absolutamente convergente que a funcdo exponencial estd bem

definida. Dada uma matriz A € M,(R) qualquer, denotaremos, para simplificar a

A

notagdo, por ¢”* como sendo a matriz exp(A), i.e., ed = exp(A).

Proposicdo 3.5. Dadas as matrizes A, B € M, (R) quaisquer e A um autovalor da matriz A,
com v € R" seu autovetor (i.e., Av = Av). Logo, as seguintes propriedades para a exponencial

sdo vdlidas:

P1) @ =1,;

P2) Se AB = BA, entito %8 = ¢/Aeb;

P3) eBAB‘l — BeABfll.

Pg) det(e?) = o',

Ps) e4v = etrv, para t um real qualquer.

Demonstragdo. Vide Stillwell [14] H

A partir da funcdo exponencial podemos relacionar grupos de matrizes de Lie e
seus espacos tangentes. Estas relagdes sdo dadas pelos seguintes teoremas (cujas

demonstra¢des podem ser encontradas em Stillwell [14, capitulo 7, p. 143 e 149] ):
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Teorema 3.6. Seja G um grupo de matrizes de Lie e T1(G) seu espaco tangente. Entdo, a

imagem do espago tangente pela funcdo exponencial é um subconjunto de G. Isto é:
exp(Ty(G)) C G.

Teorema 3.7. Seja G um grupo de matrizes de Lie e T1(G) seu espago tangente. Entdo, existe
um nimero real, r > 0, suficientemente pequeno e um aberto U de T1(G) contendo a matriz
0 € T1(G) tal que

exp: U C T1(G) = B(I,,v) C G

é uma bijegdo.
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Introduziremos, neste capitulo, os conceitos necessarios sobre algebras para o nosso
trabalho, tal qual, mostraremos como as propriedades de associatividade e existéncia
de unidade em éalgebras, descritas com o auxilio do produto tensorial, podem nos
proporcionar uma forma de expressar estruturas algébricas denotadas por codlgebras,
cuja importancia, para noés, se dara pelo fato do coproduto do elemento do Casimir
de uma certa 4lgebra de Lie (mais precisamente, do espago tangente relativo ao grupo
de matrizes de Lie dado pelas matrizes estocasticas) ser uma matriz que, por uma
perspectiva de processos markovianos, serd uma matriz geradora de uma cadeia de
Markov a tempo continuo. Abordaremos, também, a relagdo existente entre dlgebras de
Lie com os espacos tangentes de grupos de matrizes de Lie. Este capitulo segue de perto
os textos de Martin [20], para o estudo das algebras de Lie, as notas de aula de Brown
[21], para a abordagem de codlgebras e bi-dlgebras, assim como o texto de Stillwell [14]
para a demonstrac¢do do fato de que o espaco tangente do grupo de matrizes de Lie é

uma éalgebra de Lie.

4.1 CONCEITOS BASICOS

Um K-espago vetorial A (K denotando um corpo) munido de uma multiplicagdo
M: Ax A — A é dito ser uma 4lgebra se , para todo x,y,z € Ae A, B € K, as

seguintes propriedades forem satisfeitas:
(i) M(x,y+z)=M(x,y)+ M(x,z) (distributiva a direita);
(ii)) M(x+y,z) = M(x,y)+ M(y, z) (distributiva a esquerda);
(iii) M(Ax, By) = ABM(x, y).
Caso o operador de multiplicagdo satisfaca a propriedade

M(M(x,y),z) = M(x, M(y,z)),Vx,y,z € A (associatividade)
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dizemos que a dlgebra em questdo é associativa. Outra propriedade importante que
algumas 4lgebras podem apresentar é a existéncia de unidade, i.e., existe um elemento

14 € A tal que, para todo x € A, vale a seguinte igualdade
M(x,14) = M(14,x) = x.

Quando uma élgebra A possuir identidade dizemos que A é uma algebra com unidade.
Mais a frente, quando estivermos estudando codlgebras e bi-dlgebras, estaremos apenas
interessados em algebras associativas com unidade.

Observe que o operador multiplicacdo nada mais é que um operador bilinear. Desta
forma, pela propriedade universal do produto tensorial (vide Mac Lane e Birkhoff [22]),

existe uma aplicacao linear M : A ® A — A tal que o diagrama

AxA—5 A® A
N lm
A
comuta. Além do mais, podemos definir uma aplicagdo linear u : K — A tal que
u(lx) = 14, ou seja, a funcado u ird satisfazer, para todo x € Ae A € K, a igualdade
M(u(A), x) = M(x, u(A)).

Em outras palavras, uma dlgebra associativa com unidade pode ser vista como uma
terna (A, M, u) o qual, A é um K-espaco vetoriale, M: AR A — Aeu: K — Asdo

aplicacOes lineares cujos diagramas

Ao A AN A A A A
u% Wu
M®Id M Ko A M Ao K
A A —F— A R /
A
Diagrama 1, associatividade. Diagrama 2, existéncia da unidade

comutam. Acima, temos que as fung()es Id,s1 e sy representam

Id: A— A 81:H<®A—>A Sz:.A@]K—).A

XX (A, x) — Ax (x,A) — Ax.
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Observacdo. Com relacdo aos diagramas acima podemos notar que

(i) O Diagrama 1 comutar significa que a multiplicagdo é associativa pois, dados os

elementos x,y,z € A, temos

Mo (Id @ M)(x ®y ®z) = M(Id(x) ® M(y, z))
= M(x ® M(y, z))

Mo(M® Id)(x ®y ®z)=M(M(x,y) ® Id(z)
= M(M(x,y) ® z)

Logo, pela igualdade M o (Id ® M) = M o (M ® Id), concluimos que M(M(x,y) ®
z) = M(x ® M(y ® z)), ou seja, M é associativa.

(ii) O Diagrama 2 representa a existéncia de identidade em .A. Esta afirmacdo é valida

se observarmos que K® A = 4 ® K e, portanto, para todo x € A vale
Mou®Id(1®x)=Mo(ld®u)(x®1)=x

ou seja,
M(u(lk) ® x) = M(x @ u(lk)) = x.

Desta forma, u(1k) é o elemento unitério da algebra.

Exemplo 4.1.1. (A dlgebra tensorial) Seja V um IR-espaco vetorial. Consideremos o

seguinte conjunto:

T(V) = PV,

k>0

com V¥ = V®...@V, k-vezes. O conjunto T(V) serd um IR-espaco vetorial se
considerarmos como operadores de soma e multiplicagdo por escalar as seguintes

aplicagoes
+: T(V) x T(V) = T(V) O :RxTV)—= T(V)

(Z Ok, Zwk> — Z(vk + wk)/ <A/ Zwk> — Z(/\wk)/
k k k k k

com as somas acima finitas e vy, w;, € VK.
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Além do mais, podemos definir uma multiplicagdo neste espago vetorial:
M:T(V)®@TV)— T(V)
(ZU]{(@'"®v§k'2wll®"'®wgl> — Z(v’{@)...@vé‘k@wé@...®w§l),
k

k k..l )

com vy, ..., 0, Wy..., W € V. Decorre do produto tensorial ser associativo e de

V¥ @R ¥ V&K para todo inteiro k > 0, que o espaco vetorial T(V) sera uma algebra
associativa com unidade, chamada de dlgebra tensorial do espago vetorial V. Aqui, a

unidade da 4lgebra tensorial é dada pela unidade 1 € IR, do corpo dos reais.
Para a dlgebra tensorial vale a seguinte propriedade universal:

Proposicdo 4.1 (Propriedade universal da dlgebra tensorial). Seja V uma espaco vetorial
e A uma dlgebra associativa com unidade. Entdo, para toda transformagdo linear f : V. — A
existe um homeomorfismo de dlgebras ¢ : T(V) — A, entre a dlgebra tensorial do espago V e a

dlgebra A, tal que o diagrama abaixo comuta.
VvV — T(V)

Aqui, i:V — T(V) representa a aplicacdo inclusdo do espaco vetorial na dlgebra tensorial.
Demonstragio. Basta considerar a fungdo ¢ : T(V) — A tal que

L@ @u = Y fe) @ @ fo])

k k
comv’{,...,v’-‘ evV. O]
4.2 ALGEBRAS DE LIE

Nesta se¢do introduziremos os conceitos de algebras de Lie, ideais, dlgebras semi-

simples e espagos tangentes, e mostraremos como estes se relacionam.
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4.2.1 Defini¢des Gerais

Seja g um IR-espaco vetorial. Dizemos que g é uma algebra de Lie se existir um operador

[,1:9 xg— g, chamado de colchete de Lie, satisfazendo
(i) [,] é um operador bilinear;
(ii) [X, X] =0, para todo X € g;
(iii) Para todo X, Y, Z € g vale a igualdade, chamada de identidade de Jacobi,

(X, [Y, Z]]1+[Z,[X, Y]] +[Y,[Z, X]] = 0.

Uma propriedade que decorre imediatamente do colchete de Lie é a propriedade
antissimétrica, i.e., para todo X,Y € g vale [X, Y] = —[Y, X]. Para averiguarmos esta

igualdade, observemos que
0=[X+Y, X+Y]=[X, X]+[X,Y]+[Y, X]+[Y,Y],
ou seja, [X, Y] = —[Y, X].

Exemplo 4.2.1. O R-espacgo vetorial das matrizes n X n com entradas nos niimeros reais
M (R) pode ser visto como uma &lgebra de Lie se considerarmos o seguinte colchete

(denotado por comutador):

[1: Mu(R) x Mu(R) — My(R)
(A,B) — AB — BA.

O operador [,] é um colchete de Lie pois, para toda matriz A, B,C € M,(R) e para
todo A € R, temos

(i)
[A\-A+B,C]=(A-A+B)C—C(\A-A+B)

=A-AC+BC—A-CA—CB)
= A-(AC — CA) +(BC — CB),

ouseja, [A-A+B,C]=A-[A,C]+[B,C]. Aprovade que [A,A-B+C]=A-[A,B]+

[A, C] é similar ao que foi feito acima. Sendo assim, [, ] é um operador bilinear;
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(ii) [A, A] =0, imediato;

(iii) Somando as trés igualdades abaixo
e [A,[B,C]]=[A,BC—-CB]=ABC — ACB— BCA+CBA;
e [C,[A,B]]=[C,AB—BA]=CAB - CBA — ABC + BAC;
e [B,[C,A]l=[B,CA— AC]=BCA—-BAC—-CAB+ ACB

obtemos a identidade de Jacobi, i.e.,

[A,[B,Cll+[C,[A,bl]+[B,[C, A]l = 0.

Desta forma, concluimos que M (IR) munido do colchete [A, B] = AB — BA, para todo
A, B € My(R), é uma algebra de Lie.

Exemplo 4.2.2. O espaco vetorial R® munido do produto vetorial também é uma élgebra

de Lie. Para a demonstracdo deste fato vide o livro de Martin [20].

Definicdo 4.1. Seja g uma &lgebra de Lie e h C g um subespaco vetorial. Dizemos que b
é uma subadlgebra de g se, para todo X, Y € b, tivermos [X, Y] € b.

Um exemplo de uma subdlgebra é o seguinte: seja g uma &4lgebra de Lie e h o
subconjunto
h={Xeg [X,Y]=0, paratodo Y € g}.

Entdo h é uma subalgebra de g chamada de centro da dlgebra de g. Para verificarmos que

b é uma subdlgebra, devemos checar que
e h) é um espago vetorial;
e para todo X,Y € f temos [X, Y] € b.
Que bh é um espago vetorial é imediato, pois
(i) [0,Y]=0-[0,Y] =0, para todo Y € g. Portanto 0 € g;
(ii) Dados X,Y € b, temos que, para todo Z € g, vale
[X+Y,Z]1=[X,Z]+[Y,Z] =0.

Logo, X +Y € b;
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(iii) Dados X € h e A € R, vale, para todo Y € g, que
[AX,Y]=A[X,Y]=0.
Entao, AX € b.

Finalmente, para provarmos que f é uma subélgebra de g, devemos mostrar que, para
todo X, Y € b, vale [X, Y] € h. Para isso, observe que pela identidade de Jacobi temos,
para todo Z € g, a seguinte igualdade

[Z,[X, Y]]+ Y, [Z, X]] +[X,[Y, Z]] = 0.

Como [Z, X] =[Y, Z] =0, obtemos [Z, [X, Y]] = 0 e, portanto, concluimos que [X, Y] € b.

Outro exemplo de subélgebra é o seguinte:
Exemplo 4.2.3. O espago
sl(n) ={X € M,(R); tr(X) =0}

é uma subalgebra de M, (R). Isto é verdade, visto que, para todo X,Y € sl(n) e para
todo A € R, temos
tr(A-X+Y)=A-tr(X)+tr(Y)=0

e 0 € sl(n) (aqui, 0 representa a matriz com entradas todas nulas). Portanto, s/(n) é um

subespaco vetorial e

tr([X,Y]) = tr(XY — YX)
= tr(XY) — tr(YX)
=tr(XY) —tr(XY) =0,
ou seja, [X, Y] € sl(n).

Definicdo 4.2. Seja g uma &lgebra de Lie e h um subespaco vetorial. Dizemos que h é

um ideal de g se, para todo X € g e para todo Y € b, tivermos [X, Y] € b.

Da defini¢do de ideal decorre imediatamente que todo ideal também é uma subdl-
gebra, porém, a volta ndo é verdadeira. Pelo Exemplo 4.2.2 podemos construir um

exemplo de subdlgebra que ndo é um ideal. Considere o subespago vetorial

h={A-(1,0,0; A € R}.
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Temos que h é uma subalgebra de R® pois, para todo A1, A; € R, temos
A1-(1,0,0) x Ap-(1,0,0) =0 € b.

Agora, tome o vetor (0,1,0). O produto vetorial entre (0,1,0) e (1,0, 0) serd igual a
(0,1,0) x (1,0,0) = (0,0, —1) ¢ b,

ou seja, h ndo é um ideal.

4.2.2 Algebras de Lie semi-simples e a Representacdo Adjunta

Nesta subsecédo estabeleceremos o conceito de édlgebras de Lie semi-simples e o conceito
de representacdo adjunta. No estudo do elemento do Casimir de uma 4lgebra de
Lie, i.e., no estudo de certos elementos do centro de uma algebra, teremos que tais
elementos possuem uma férmula fechada quando sua &lgebra for semi-simples. Devido
a importancia do elemento do Casimir em nosso estudo, nesta subsecdo iremos abordar

estas propriedades.

Definicdo 4.3. (Série derivada) Seja g uma 4lgebra de Lie. Definimos por sua série

derivada como sendo a sequéncia de ideais de g : g, ..., g™, g0+D) . satisfazendo
g =g e g"V=[g",g"]
com [g"™, g"™] sendo o seguinte conjunto:
[0, g ={[X, Y] €g XegMeY e g}

Observacdo. Dizemos que uma &lgebra de Lie g é soliivel se existir um natural n > 1 tal
que g™ = {0}.

Exemplo 4.2.4. Seja a algebra de Lie dada por

X -1 1 X 0 O
= Span = , =
RN R NV 7l

com colchete de Lie dado pelo comutador. Fazendo os calculos, obtemos que a série
derivada de g é dada por: gV = g,g® = span{X, — X1} e g = {0}. Pela igualdade,

g® = {0}, obtemos que g é uma élgebra de Lie soltvel.
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Definicdo 4.4. Seja g uma dlgebra de Lie. Dizemos que g é uma algebra de Lie semi-

simples se o tnico ideal solavel h de g for o ideal dado por h = {0}.

A seguir, definimos o conceito de representagdo adjunta:

Definicdo 4.5. Seja g uma algebra de Lie e gl(g) a dlgebra de Lie dada pelas transforma-

¢Oes lineares /1 : g — g com colchete de Lie dado pelo comutador, i.e., para todo f,h € g
vale [f,h] = foh —ho f. Entdo, chamamos de representagio adjunta de g a seguinte
aplicagdo:
Ad:g— gl(g)
X—AdX):g— g
Y —[X,Y].
Dados X,Y € g e A um namero real, temos, para todo Z € g, que
AdX+AY)(Z2) =[X+AY, Z] = [X, Z] + AlY, Z],

ou seja, Ad(X + AY) = Ad(X) + A Ad(Y). Além do mais,
Ad([X, Y)(Z) =[[X, Y], Z]

=—([Y, [Z, X]] + [ X, [Y, Z]]) (igualdade obtida pela identidade de Jacobi)

= _(_[Y/ [X/ Z]] + [X/ [Y/ Z]])

= —(— Ad(Y) o Ad(X) + Ad(X) o Ad(Y))(Z)

= [Ad(X), Ad(Y)](2).

Logo, obtemos que a representacdo adjunta é um homeomorfismo de algebras de Lie.

4.2.3 A Algebra Linear Especial de Lie sl5(IR)

Um caso especifico de algebra de Lie, que surgird em nosso trabalho, serd a 4lgebra
linear especial sl;(IR) sobre o corpo dos reais (“special linear Lie algebra”). Abaixo

segue sua defini¢do:

Definicdo 4.6. A algebra sl>(IR) é a dlgebra de Lie das matrizes quadradas 2 x 2 com
colchete de Lie dado pelo comutador e o qual as matrizes satisfazem a condigdo de

terem seu trago igual a zero:

sh(R) = {A € My(R); tr(A) = 0}.
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A algebra sl(2,R) admite como base os vetores

01 00 1 0
E:= F:= H :=
com comutadores dados por

[E,F]=H, [H, F]=-2F [H,E]-=2E.

Dentre as diversas propriedades de sl>(IR), as quais podem ser vistas em Lang [23],

destacamos as trés abaixo:

Proposicdo 4.2. A dlgebra slr(IR) é uma dlgebra simples, i.e., esta dlgebra contém apenas os

ideais triviais, dados pela identidade e a propria dlgebra.

Proposicdo 4.3. Um elemento de Casimir , denotado por C, da dlgebra sly(R) (i.e., um elemento

do centro da dlgebra), considerando a base acima, é dado por
C = H?> +2(EF + FH).

Proposicdo 4.4. A dlgebra universal envelopante U(sl>(R)), vide Secdo 4.3, é a dlgebra livre

gerada pelos elementos e, f, h que satisfazem as restrigdes

ef — fh=h, hf—fh=—2f he—eh=2e.

4.2.4 O Espaco Tangente e suas propriedades algébricas

Seja G um subgrupo do grupo linear geral GL(n,IR). Dizemos que uma fungado
¢:[0,1] = G é um caminho diferencial se g for diferenciavel, ou seja, g(t) = (a;j(t))
satisfaz a condi¢do de que cada entrada a;; : [0, 1] — R seja uma funcéo diferenciavel.

Com o conceito de caminhos diferencidveis, definimos:

Definicdo 4.7. Seja G um subgrupo de GL(n,R). Dizemos que o espaco tangente de G,
denotado por T1(G), é o seguinte conjunto

T1(G) = {A € M,(R); 3g:[0,1] - G um caminho diferenciével
tal que g(0) = I, e g'(0) = A},

com M, (IR) o conjunto das matrizes n x n e I, a matriz identidade.
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Ou seja, 0 espago tangente T7(G) de um subgrupo G do grupo linear geral é o conjunto
dos vetores tangentes a identidade em G. Além do mais, veremos a seguir que o espago
tangente satisfaz a propriedade de ser uma algebra de Lie. Porém, antes de provarmos

este fato, ilustremos o conceito de espaco tangente pelo seguinte exemplo:

Exemplo 4.2.5. Considere o grupo linear geral das matrizes 2 x 2:

GMZR%={A=<QZ?;ad—bC#O}
c d

Sabemos que o conjunto H = {A € GL(2,R); det(A) = 1} é um subgrupo do grupo
linear geral. Logo, todo caminho diferenciavel g : [0, 1] — H, satisfazendo g(0) = I (I

a matriz identidade), deve satisfazer, se considerarmos
a(t) b(t)
g(t) = ,
c(t) d(t)
a restrigdo (a(t)d(t) — b(t)c(t))’ = 0, ou seja, quando t = 0 devemos ter

a'(0)d(0) + a(0)d'(0) = b'(0)c(0) + b(0)c'(0).

Porém, dada a igualdade g(0) = I, temos que a(0) = 4(0) = 1 e c(0) = b(0) = 0. Logo,

nossa restri¢do para ¢’(0) sera dada por: a’(0) + d’(0) = 0. Sendo assim, obtemos que

o (7O VO
§ (O)_<c'<0) —a’((»)'

Ou seja, 0 espago tangente de H é dado por:

ngﬁ:{<x y);n%zek}
z —X

Teorema 4.5. O espago tangente T1(G) de um subgrupo G de GL(n, R) é uma dlgebra de Lie.

Demonstragdo. Inicialmente, mostremos que T7(G) é um R-espaco vetorial. Dadas as

matrizes X, Y € T1(G), existem os seguintes caminhos diferencidveis

gX:[O,l]—>G e gy:[O,l]—>G,

gx(0) = I o gy(0) = I
gx(0) =X gy(0) =Y

satisfazendo
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Observe que a fungdo

h:[0,11— G
tr gx(t) - gy (t)

é diferenciédvel e h(0) = I,. Tomando a derivada de h no ponto 0, obtemos

H'(0) = g%(0) - gy(0) + ¢x(0) - gv(0)
=X+Y,

portanto, X +Y = I'(0) € T1(G). Agora, dado um escalar A € R e uma matriz X € T1(G)
qualquer, obtemos, como anteriormente, um caminho diferencidvel gx : [0,1] = G, com

gx(0) = I, e gk(0) € X. Tome a fungado
p:[0,1] — [0,1]

At-1{t <1/A}, seA#0;
|_>
0, se A =0.

Vemos que ¢ é diferencidvel e, portanto, a composta gx o 1 € um caminho diferenciavel,
com (gx o ¥)(0) = I,. Tomando a derivada de (gx o 1), obtemos, pela regra da cadeia,

que

(80 1)'(0) = gk(¥(0)) - ¢/(0)
= gk(0)-A
=AX.

Portanto, T7(G) é um R-espago vetorial. Agora, provemos que este espago vetorial tem
estrutura de uma algebra de Lie. Como sabemos que o conjunto das matrizes M, (IR)

munido do colchete
[[]: Mu(R) x Mu(R) = My(R)

(A, B) — AB — BA

é uma algebra de Lie, devemos provar que o colchete [, ] restrito a T7(G) tem imagem
ainda em T7(G), i.e.,, dados A, B € T1(G), devemos provar que [A, B] € T1(G).

Dadas as matrizes A, B € T1(G), existem os caminhos diferenciaveis

gA:[O,l]—>G e gBZ[O,l]—>G,
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satisfazendo
84(0) = I . 88(0) = I
ga(0)=A 8§p(0) = B
Definimos agora a fungdo auxiliar
¢:[0,1]x[0,1] = G

(s,1) =+ ga(s) - g(D) - 84" (5).

Tomando a derivada de ¢ em relagdo a coordenada ¢, obtemos
d _
356 0) =84(5)- g5(t) - 847 (5).
Logo, para todo s € [0, 1], vale
d _
6,0 =I e E(s,0=ga6) B-g4'(s) € Ta(G).

Com isto, definimos o operador p : [0,1] — T1(G), com p(s) := %g(s, 0).
Agora, observe que o espaco tangente é um subespaco vetorial de M,,(IR), que por sua
vez é um espago vetorial normado de dimenséo finita. Logo, T;(G) é um subconjunto

techado em M, (IR). Tomando a derivada do operador p, obtemos

%p(S) =§4(5) - B-g4'(s)+8a(s) - B{—g,'(s)- g () - g4 (5)}

Esta derivada, calculada em s = 0, fornece p’(0) = AB — BA. Porém, a derivada de p em

relacdo ao ponto 0 pode ser vista como

d . [ ga)-B-g, () — g4(0) - B- g,1(0)
&p(o):}fg(‘){ 7 : }
i ga(h)-B-g,'(h)—B
_h—>0 h )

Ou seja, para n € IN, a sequéncia

_ga(l/n)-B-g,'(1/n)— B
xn -
1/n

converge para AB — BA. Como T7(G) é um conjunto fechado, obtemos de

€ T1(G)

x, 222 AB — BA,

que:
[A,B] = AB — BA € T;(G).

Sendo assim, concluimos que T1(G) é uma 4lgebra de Lie. O

39



40

ALGEBRAS

4.3 BI-ALGEBRAS

Antes de definirmos uma bi-4lgebra precisamos estabelecer o conceito de codlgebras:

Definicdo 4.8. Dada a terna (C, J, €), onde C representa um K-espago vetorial munido
dos operadores A : C — C ® C, chamado de coproduto, e ¢ : C — R, denotado por

counidade. Dizemos que esta terna é uma codlgebra se os diagramas abaixo comutarem:

Cocac {5 cac cac
S®Id/ \di@s
A@Id A
K&C A CoK
CRC +—F—C
® A Sl\ /21
C
Diagrama 1, coassociatividade. Diagrama 2, existéncia da counidade

1

Acima, temos que as funcdes Id, e le s, = sdo dadas por:

Id:C—¢C s;7:C—-KaC 5;7:C—CoK

X — X x—1®x x— x®1.

Uma codlgebra importante em nossos estudos é a dlgebra universal envelopante. Esta
algebra, de certa forma, “estende” 4lgebras de Lie para &lgebras associativas com

unidade, preservando o operador colchete.
Definicao 4.9. (dlgebra universal envelopante) Seja g uma algebra de Lie, T(g) sua algebra

tensorial e I(g) o ideal dado por:

I(g) =span{a ®@b—b®a—[a,b] € T(g); a,b € g}. (%)

Denotamos por U(g) = T(g)/I(g), o quociente da 4lgebra tensorial pelo ideal I(g), como

sendo a dlgebra universal envelopante de g.

Observacdo. Dado g uma éalgebra de Lie, I(g) o ideal dado acima na Defini¢do 4.9 e

U(g) sua algebra universal envelopante, temos, para todo a,b € g, que

@@b—b®a—1[a,b])+1(g) = I(g)
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poisa®b—b®a—[a,b] € I(g). Logo,
(a®@b—b®a)+1(g) = ([a,b]) + I(g),

ou seja, o operador colchete da algebra de Lie g é dado pelo comutador na algebra
universal envelopante.

Considerando a algebra de Lie dada pelo espaco das matrizes quadradas n x n
com entrada nos reais munida do comutador. Mostremos que a algebra universal
envelopante U(g) pode ser vista como uma codlgebra. Para simplificar a notagédo,
denotaremos o espago M, (IR) por apenas g (i.e., g = M, (IR)) e denotaremos por I(g) o
ideal descrito acima em ().

Dada a transformacao linear A’ : g — U(g) ® U(g), satisfazendo x — x @ I,, + [, ® x,

com I, a matriz identidade, obtemos, para todo x € g, que

(A AN)oAYx)=IdRA)x @1, + I, ® x)
=x@AN1,)+ I, @ A(x)

Note que [x, I;] =0, pois [x, I;] = x - I,, — I, - x. Logo, decorre de
(x@I; — I, @ x —[x, In]) + I(g) = I(g)

que (x ® I;) + I(g) = (I, ® x) + I(g) e, portanto, na dlgebra universal envelopante podemos
escrever X [ QI =, Q[ Qxel, I, ®x =x X I; ® I,. Ou seja,

(A AN)YoAYX) =2, 9, Rx+ [, xR, +x® I, ® I,.
Todavia, temos que

(AMN@Id)oA)x)=(N@ID(x R, + I, R x)
= AN (x) @ In + A(In) @ x
:x®ln®1n+1n®x®1n+21n®1n®x.
Sendo assim, a transformacdo linear A’ satisfaz a condi¢do (Id @ A') o A’ = (A’ ® Id) o A
para todo x € g. Agora, pela propriedade universal da 4lgebra tensorial, Proposigdo 4.1,

existe um homeomorfismo de algebras A” : T(g) — U(g) ® U(g) tal que A'(x) = A”(x),
para todo x € g. Logo, obtemos o operador A : U(g) — U(g) ® U(g) dado por

A(x +I(g)) = A" (x)
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que satisfaz a restri¢do (Id ® A)o A = (A ® Id) o A. Portanto, A é um coproduto da
algebra universal envelopante das matrizes quadradas.

Finalmente, para definirmos a counidade observamos que a transformacao linear
¢ :g— R dada por x — 0, para toda matriz quadrada x, estabelece, devido a proprie-
dade universal da dlgebra tensorial, um homeomorfismo de dlgebras ¢ : U(g) — R tal
que, para toda matriz x, vale (x) = ¢/(x) e &(1) = 1. Resta, mostrarmos que a propriedade
de counidade é preservada por e.

Note que, para todo x diferente dos escalares, vale:

(Id®e)oA)(x)=(IdRe)(x R I, + I, ® x)
=x®0+1,®0
=0

(exId)oA)(x) = (xR Id)(x R I, + I, ® x)
=0®In+0®x
= 0.

Logo, para todo elemento da algebra universal das matrizes diferente dos reais vale
a igualdade: (Id ® e)o A = (¢ ® Id) o A. De forma semelhante mostramos que esta
igualdade também é valida para os reais. Logo, a terna (U(g), A, €) é uma codlgebra.

Em posse destes resultados podemos definir o conceito de bi-dlgebra.

Definicdo 4.10. Seja H um espago vetorial. Dizemos que H é uma bi-algebra se o mesmo
possuir estrutura de algebra (H, M, u), estrutura de codlgebra (H, A, €) e os operadores

de comultiplicacdo e counidade forem homeomorfismos de dlgebras.

Decorre desta definicdo que a dlgebra universal envelopante das matrizes quadradas
é uma bi-algebra, pois a mesma é uma algebra, uma codlgebra e a comultiplicacdo e

counidade sdo homeomorfismo de &lgebras.
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Cadeias de Markov a tempo discreto (X) e a tempo continuo (X;, ¢t > 0) com espaco de
estados () podem ser caracterizadas por meio de suas matrizes de transigio M = (M;)); jeq
e por meio de suas matrizes geradoras L = (L;j); jeq, respectivamente. Estas matrizes

devem satisfazer as seguintes restri¢des

(i) Mj; > 0 para todo i,j € (Y e },;M;; = 1 para todo i € (). Tais matrizes sdo

chamadas de matrizes de transicdo ou matrizes estocdsticas;

(ii) L; < 0 para todoi € Qe L;; > 0 para todos elementos i # j no espaco de estado.

Além do mais, deve valer a igualdade ) ; L;j = 0 para todo j € (). Matrizes que

satisfazem estas condi¢Oes sdo chamadas de matrizes geradoras ou L-matrizes.

Neste capitulo iremos estudar uma forma de gerarmos cadeias de Markov a tempo
discreto por meio de L-matrizes, e vice-versa. Por exemplo, dada uma L-matriz, que
caracteriza uma cadeia de Markov a tempo continuo, estaremos interessados em obter
uma matriz de transicio M de um processo de Markov a tempo discreto, como por

exemplo a cadeia dada na Figura 5.

Figura 5: Exemplo de uma cadeia de Markov a tempo discreto com espago de estados
0={1,23}.

Acontece que, ao estudarmos o grupo de matrizes de Lie, dado pelas matrizes

estocdsticas, percebemos existir uma relagdo com seu espaco tangente que contém as
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L-matrizes desejadas. Neste capitulo estudaremos estas rela¢des, que foram estudadas
no paper de Summer [1] para o caso de matrizes quadradas de dimensao 2.

Nosso resultado principal foi generalizar o obtido por Summer [1] para matrizes
estocasticas de dimensdo qualquer, o qual provamos que a componente conexa da

identidade G° em relagéo ao grupo G pode ser decomposta da seguinte forma

G0 = | etH, (%)
teR
com Qp uma L-matriz e H o subgrupo de G formado pelas matrizes de determinante
igual a um.

Para obtermos esta decomposi¢do provamos o seguinte resultado (cuja demonstragao
ndo encontramos na literatura e que pode ser vista no Anexo A), o qual afirmamos
que a componente conexa G < G nada mais é que o subconjunto de G formado pelas
matrizes estocasticas de determinante positivo. Tal afirmagao estende o proposto por
Summer [1], o qual provamos sua validade para grupos estocasticos de matrizes de
dimensdo qualquer. Além do mais, esta afirmacdo é fundamental para obtermos a
decomposicdo ().

Para encerrar este capitulo calculamos uma L-matriz a partir do espago tangente do
grupo das matrizes de Lie referente as matrizes estocasticas 3 x 3. Para isto, utilizare-
mos como ferramenta, o operador coproduto da algebra universal envelopante, como

proposto no texto de Redig [2].

5.1 O GRUPO DAS MATRIZES ESTOCASTICAS E SEU
ESPACO TANGENTE

Dado o vetor 1 = (1,1,...,1), cujas coordenadas valem 1, temos que uma matriz

A = (a;j)nxn € estocdstica se, e somente se, a condicao abaixo for satisfeita
A-1=1 e Ogaijgl,Vi,j€{1,2,...,n}.
Logo, da definicdo de matrizes estocdsticas, definimos o seguinte conjunto:
G={AeGL(n,R); A-1=1}.

O conjunto G, definido desta forma, é um subgrupo do grupo linear geral, pois:
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e [,-1=1, imediato;

e Para todas matrizes A,B € G, temos: (AB)-1 = A(B-1) = A-1 = 1. Logo,
AB-1=1, e concluimos que AB € G;

e Dado A € G, vale
Al 1=A"1.(A-1D=(AT1-4)-1=1,
portanto, A leg.

O subgrupo G serd chamado de grupo das matrizes estocasticas.
Mostremos que G é um subconjunto fechado de GL(n, R), ou seja, G é um grupo de

matrizes de Lie. Para isto, tome a seguinte funcdo

¢: GL(n,R) - R"
A— A-1.

Dadas A, B € GL(n,IR) matrizes quaisquer, esta fun¢do satisfaz a condig¢do de que

I9(A) = ¢(B)||= (A= B)-1||< Vn-|[A-B],

pois ||1||= /n. Consequentemente, esta desigualdade significa que a fungdo ¢ é uma

funcdo lipzchitziana e, portanto, ¢ € uma fungdo continua. Finalmente, observe que

G=¢""({1}.

Como o conjunto {1} é fechado em R" e ¢ é uma fungdo continua, concluimos que
G é um subconjunto fechado do grupo linear geral e, desta forma, G é um grupo de
matrizes de Lie.

Estudemos agora o espago tangente de G, o qual chamaremos de algebra das matrizes

estocdasticas ou, simplesmente, de dlgebra estocdstica. Dado um caminho diferenciavel
A:[0,1] = G, com A(0) = I,,,
temos, pela restricdo A(t) -1 =1, para todo t € [0, 1], que
A'(t)-1=0.
Logo, concluimos que A’(0) - 1 = 0 e, portanto, a seguinte inclusdo é verdadeira

Ty(G) C {X € Mu(R); X-1=0}.
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Agora, devido a Propriedade 5, secdo 3.3, sobre a exponencial de matrizes, o qual diz

que, dado uma matriz A, de autovalor A e autovetor v, a seguinte igualdade é vélida

para t um real qualquer, obtemos, para toda matriz A € {X € M,(R); X-1=0} (o

qual admitem o vetor 1 como autovetor e 0 como autovalor), a igualdade:
e1=¢"1=1.

Desta forma, para a funcio f(t) = '/ vale a relacdo: f(t) = ¢!t € G, para todo t € [0,1].

Consequentemente,
fO=L e fO)=A€T9)

Sendo assim, concluimos que

{X e My(R); X-1=0} C T1(9)
e, portanto, obtemos a igualdade desejada

T1(G) ={X € M,(R); X-1=0}.

Em outras palavras, toda matriz X € T1(G) pode ser escrita da seguinte forma

X110 X120 Xin
X21 X22 ' Xog ! .
X = , com ) x;=0,Vie{1,2,...,n}.
j=1
Xnl Xn2 - Xun
- n _ . . _ n—1 .
Portanto, da restricao ijl x;j = 0 obtemos para cada linha i que x;, = — ijl Xjj. Assim,

definindo as matrizes elementares E;; como sendo as matrizes com entrada 1 na posicéo

(1,7) e 0 no resto, obtemos

X= ), - (Ej—Ep).

Desta forma, concluimos que a dimensao do espago tangente serd igual a

dim]R Tl(g) = n(n - 1).
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5.2 RELAQAO ENTRE MATRIZES ESTOCASTICAS E MA-

TRIZES GERADORAS

Nesta secdo mostraremos como a componente conexa da identidade, denotada por
GY, do grupo das matrizes estocésticas G se relaciona com matrizes geradoras de um

processo markoviano a tempo continuo. Para isto, utilizaremos o seguinte resultado:
Proposicdo 5.1. O conjunto das matrizes estocdsticas de determinante positivo
{X € G; det(X) > 0}
é conexo por caminhos.
Demonstragio. A demonstragdo desta proposicdo pode ser vista no Apéndice A. O
Em posse deste resultado obtém-se imediatamente que

Corolério 5.2. A componente conexa G° do grupo das matrizes estocdsticas é igual ao conjunto

das matrizes estocdsticas de determinante positivo, i.e.,
GY = {X € G; det(X) > 0}

Demonstragio. Sabemos, vide [17], que a componente conexa do grupo linear geral é

igual ao conjunto das matrizes de determinante positivo. Logo,
G’ C {X € G; det(X) > 0}.

Além do mais, decorre da Proposi¢do anterior que o conjunto das matrizes estocdsticas

2

de determinante positivo é conexo por caminhos. Portanto, a seguinte inclusdo é

verdadeira
{X € G; det(X) > 0} C G°,

e encerramos a demonstracao. O]
Agora, tomemos o seguinte conjunto
H={A¢€G, det(A) =1}.
‘H serd um subgrupo normal, pois

e A identidade estd em H;
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e A,B € H implica det(AB) = det(A) - det(B) e, portanto, AB € H;
e Para A € H, temos det(A™1) =det(A)"!1 =1, ou seja, ATl e H;
e E, finalmente, para A € ‘H e B € G, temos
det(BAB™ ') = det(B) - det(A) - det(B) ! =1,
logo BHB™! C H.

Além do mais, como toda matriz A € G de determinante positivo pertence a componente
conexa GY (Corol4rio 5.2), temos que H é um subgrupo normal de G°.

Em posse destes resultados somos capazes de demonstrar o Teorema:

Teorema 5.3. Seja G o grupo das matrizes estocdsticas e G a componente conexa da identidade.
Entdo, existe uma matriz geradora de uma cadeia de Markov a tempo continuo (equivalentemente,

uma L-matriz) Qo tal que a seguinte decomposigio é vdlida:

GO = | eN'H.

teR

Demonstragdo. Para realizar a demonstracdo, utilizemos a ideia proposta em [1]. Dado
o grupo R (dos ntimeros reais estritamente positivos) munido do operador multipli-
cacdo, e cuja identidade é dada pelo real 1. Existe um homomorfismo entre os grupos
G% e R~g, dado por

170 : (] — IR>()
X — det(X).

Segue do Teorema do Isomorfismo, da teoria dos Grupos Classicos (vide Teorema 3.1,
Segdo 3.1), que o quociente de G° pelo nticleo de ¥ é isomorfo a imagem de ¢, i.e.,
G /ker(ip) = Im(p). Porém, segue do fato de que Im(yp) = R~ (Corolério 5.2), e do fato
de que ker(y) = H, a seguinte relagao

0
G"/H = Rxo.
Podemos, também, escrever a componente conexa como unido de coclasses

¢°= U QH.
Qego
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Finalmente, fixemos uma matriz Qp € T1(¢) com traco diferente de zero. Sabemos
que e € G e det(e) = etf(Q) > 0, ou seja, eQ € GV Ademais, dadas duas matrizes

M, P € GY, temos que suas coclasses serdo iguais quando
MH = PH < det(M) = det(P),

devido ao homomorfismo 3. Consequentemente, dada uma matriz Q € GO qualquer,
tomando o real ty = In(det(Q))/tr(Qp), obtemos

det(e/00) = ¢f0(Q0) = det(Q),

ou seja, QH = e e, portanto, a igualdade abaixo é verdadeira

GO = | eQM.

teR
[

Corolario 5.4. Para toda matriz M, pertencente ao grupo das matrizes estocdsticas, e de
determinante positivo, existe um real tg € R, e uma matriz P € GO de determinante igual a um,
tal que

M = eRotopl
onde Qo é uma L-matriz. Ou seja, através de uma matriz geradora de uma cadeia de Markov
a tempo continuo podemos gerar uma matriz de transicdo de uma cadeia de Markov a tempo

discreto.

Demonstragio. Segue imediatamente do Teorema acima. O

5.2.1 Aplicagdo do Teorema 5.3

Para ilustrar o Corolédrio 5.4, iremos gerar, por meio de simula¢ées computacionais,
matrizes de transi¢do a partir de matrizes geradoras L, L; e Ly, utilizando a igualdade
M = eleP, onde ty é um real e P uma matriz de traco zero com linhas que também

somam Zero.

Exemplo 5.2.1. Sejam as matrizes geradoras

, -1 1 0 -0,2245 10,0719 0,1526
L= 3 0 -1 1 |eLy=1] 00309 -0,1419 0,1110
0 1 -1 0,1491 0,2695 —0,4186

Obtemos os seguintes resultados:

49



50 MATRIZES ESTOCASTICAS

(i) Para a matriz geradora L, consideremos o real ty = 4, 3329 e a matriz

0,1070 0,3447 —0,4517
P=10,0464 0,1350 —0,1814
0,9555 —0,7135 —0,2420

Logo, realizando a transformacdo M = e'0e”, obtemos a matriz de transicao

0,4416 0,5543 0,0041
M=10,3773 0,4089 0,2138
0,4258 0,3146 0,2596

(ii) Agora, para a matriz geradora Ly, se considerarmos o real ¢y = 2,5490 e a matriz

0,0661 0,0392 —0,1053
P=10,1218 0,018 —0,1407
0,0956 —0,0106 —0,0850

obtemos a seguinte matriz de transicdo

0,6909 0,2206 0,0885
M=10,1926 0,7799 0,0275
0,2931 0,3958 0,3111

Para encerrarmos nossos exemplos, calculemos a matriz de transicdo a partir de

matrizes geradoras 4 x 4.
Exemplo 5.2.2. Seja a matriz geradora

-2,0403 0,5717 0,7232 00,7454
0,9234 —-1,4091 0,1230 0,3627
0,5302 0,4849 —1,6914 0,6763
0,9791 0,3013 0,1422 —1,4226

Tomando a constante como t( = 4,5445 e a matriz P como

0,5348 0,6335 0,8027 —1,9710
—0,8745 0,1085 0,2200 0,5461

0,4856 —1,3721 0,0726 0,8139
-0,6206 0,7202 0,6163 —0,7159
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obtemos a matriz de transicao

0,3656 0,0374 0,5579 0,0391
0,3653 0,0377 0,5578 0,0392
0,3657 0,0373 0,5580 0,0391
0,3657 0,0373 0,5579 0,0391

5.3 CONSTRUINDO UMA MATRIZ ESTOCASTICA A PAR-
TIR DO ESPACO TANGENTE

Dada a algebra estocéstica T;(G) calculada na segdo 5.1, estamos interessados em obter
uma matriz geradora, de um processo de Markov a tempo continuo, através desta

algebra. Isto é possivel se realizarmos os seguintes procedimentos:

(i) Calcularmos o elemento do Casimir da algebra de Lie T1(G), i.e., devemos achar

um elemento no centro da algebra T7(G);
(ii) Definirmos uma codlgebra em T;(G) tal que tenhamos uma estrutura de bi-dlgebra;
(iii) Calcularmos o coproduto do elemento Casimir.

O resultado obtido do coproduto do Casimir nos dard, finalmente, uma matriz geradora.
Para isto, trabalharemos com o espago tangente do grupo das matrizes 3 x 3 com

entradas nos reais:

—X12 — X13 X12 X13
T1(9) = X21 —X1 — X23 X23
X31 X32 —X31 — X32

Todavia, ocorre que nossa algebra de Lie T1(G) ndo é semi-simples e, desta forma, ndo
possuimos uma férmula fechada para calcular o elemento Casimir da mesma. Porém,
devido ao fato de T71(G) ndo ser uma éalgebra solavel, temos garantido, pelo Teorema de
Levi (descrito abaixo e cuja demonstragdo pode ser vista em Martin [20]), a existéncia
de uma subalgebra semi-simples s de T;(G).

Sendo assim, ao invés de trabalharmos com o espaco tangente T7(G) iremos trabalhar

com sua subalgebra semi-simples s, pois a mesma, por ser uma algebra semi-simples,
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terd uma férmula fechada para o célculo de seu elemento do Casimir, facilitando nosso
trabalho.

Teorema 5.5 (Teorema de Levi). Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita e t(g) o
seu radical (v(g) é igual ao maior ideal soliivel da dlgebra g). Entdo, existe uma subdlgebra

semi-simples s o0 qual g se decompde como soma direta da subdlgebra s e do radical v(g).

Com o auxilio computacional, utilizando o software Octave [24] ', obtivemos a

seguinte subdalgebra semi-simples do espaco tangente T;(G):

0 -1 1 1 -1 0 1 -1 0
s=span¢ X;:=|0 0 0],X2=|1 -1 0],X3=|0 -1 1
0 0 O 0 0 O 0O 0 O

Observagdo. A dlgebra de Lie s é isomorfica a dlgebra sl>(R). O isomorfismo decorre

do fato de s admitir a base
e=Xy, h=—-(X1+X3), f=-Xi,
cujas constantes estruturais valem
le, f1=h, [h, fl=-2f, [he]=2e
que sdo iguais as constantes estruturais de sl(R), ou seja, s = sl(IR).

O elemento do Casimir da algebra semi-simples s é dado, entdo, pela férmula (vide o

texto de dlgebras de Lie de Martin [20], pg. 95):

o qual Y; representa a base dual da base (Xj, X, X3), i.e., dada a forma bilinear ndo

degenerada de Cartan-Killing para a dlgebra semi-simples s:

(,):sXs5—>s
(X,Y) — Tr(Ad(X) o Ad(Y)),

com Ad(X) representando a matriz da representacdo adjunta calculada no elemento

X € 5, temos que Y; é dado pela igualdade (Y;, X]-> =, comi, j=1,2,3ed0 simbolo

1 O cédigo do programa utilizado para obter a dlgebra semi-simples s pode ser visto no Apéndice B
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de Kronecker. Realizando os célculos, obtemos para nossa algebra s o seguinte elemento

do Casimir:

C = —{(X1)? + (X3)? — 2(X1 X3 + X2 X1) + (X1 X3 + X3X1)}

-3 0 3
=10 -3 3
0 0 O

Sabemos, vide Se¢do 4.3, que a dlgebra universal envelopante das matrizes quadradas

é uma bi-algebra, com coproduto dado por:
AX)=xx L+, ®x,

para x uma matriz quadrada qualquer. Como a algebra s estd imersa naturalmente na
algebra universal envelopante das matrizes 3 x 3, podemos calcular o coproduto do

elemento do Casimir C:

-6 0 3 0 0 0 3 0 0
0 -6 3 0 0 0 0 3 0
0O 0 -3 0 0 0 0 0 3
0 0 0 -6 0 3 3 0 0
AC)=l 0 0 0 0 -6 3 0 3 0 (5.1)
o 0 0 0 0 -3 0 0 3
o 0 0 0 0 0 -3 0 3
o 0 0 0 0 O 0 -3 3
O 0 0 0 0 0 0 0 0

Portanto, como era esperado, a partir do elemento do Casimir C, da 4lgebra semi-
simples s, obtivemos uma matriz geradora L = A(C) de um processo markoviano a

tempo continuo.
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Neste capitulo descreveremos, inicialmente, o conceito de sistema de particulas e
algumas de suas propriedades. Ap6s esta introducdo, utilizando o trabalho de Baez e
Fong [7], provaremos o Teorema de Noether para a versao estocéstica e, em posse de
uma simetria, dada pela matriz de taxas L (matriz (5.1)) obtida na secdo 5.3, pagina
53, estabeleceremos um sistema de particulas e um operador de autodualidade para
este sistema. Nossa abordagem seguird de perto o exposto em Durret e Biane [5], e em
Belitsky e Schiitz [3].

Como resultado, obtivemos um sistema de particulas de dois sitios e trés estados a
partir da matriz L. Em seguida, estendemos este processo estocdstico para um sistema
de N sitios, utilizando o gerador do sistema de duas particulas dado pela matriz L e

calculamos o seguinte operador de autodualidade para este sistema:

N

D, o) =]]C-mE -3¢,

I=1
com 7, processos pertencentes ao espaco de estado () e #; (resp. ;) denotando o
estado do vértice / relativo ao processo 7 (resp. ¢).
Desta forma, neste capitulo estabelecemos uma conexdo entre sistema de particulas de
N sitios e a algebra de Lie sl>(IR), dlgebra esta obtida na Se¢do 5.3 e que nos possibilitou

o célculo da matriz L.

6.1 UMA BREVE INTRODUCAO

Dado um conjunto enumerével S, cujos elementos x € S serdo denotados como o
individuo ou a particula na posicdo x, F um conjunto finito, representando os possiveis
estados de uma particula (por exemplo, F pode representar o fato de uma particula
estar ou ndo numa posi¢do x € S), e ¢ : S — F uma funcdo que representa exatamente

os estados de cada individuo do espago em estudo. Dizemos, entdo, que um sistema
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de particulas consiste no estudo da evolugdo temporal dos estados de cada ponto do

espaco S. Em outras palavras, dado o conjunto
2={n:S—=F}

de todas configuragdes possiveis de estados para nosso espaco, o estudo do sistema de

particulas consiste na analise da funcao
CC : IRZO — 9
t—¢,

onde &(0) = ¢ e, para qualquer tempo positivo ¢, &(t) representa os estados de cada

particula do nosso sistema. Por comodidade, denotaremos sempre Cf ao invés de &5 (t).

Exemplo 6.1.1. Suponha o conjunto S dado por
S={-5-4,-3...,3,4,5}>

e F como sendo o conjunto F = {0,1}. Podemos interpretar F como o fato de um
individuo, situado numa posi¢do x € S, ter ou ndo uma doenca. (Aqui, 1 representa
que o individuo estd doente e 0 representa o individuo sadio.) O sistema de particulas

definido pelo espaco S e estado F serd representado pela fungao Cf, com

Cg( ) 1 se o individuo na posi¢do x e no tempo t estad doente;
t\X) =

0 se o individuo na posi¢do x e no tempo t ndo estd doente.

A Figura 6 fornece um exemplo de uma fungao étg, onde os pontos azuis representam

individuos sadios enquanto que os pontos vermelhos representam pessoas doentes.

Dado um conjunto finito e ndo nulo .4 C S (S um espaco vetorial), dizemos que dois
pontos x,y € S sdo vizinhos se a relagdo x — y € .4 for satisfeita. Para o Exemplo 6.1.1,

podemos considerar o conjunto .#” como o conjunto
A ={(1,0),(0,1),(-1,0), (0, —1)}.

Em geral, quando o espago S for um espago vetorial normado, o conjunto .#” pode ser
definido como o conjunto
SHi={xes; x|},

com ||| uma norma.
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®--0-- - ®--9--6--90--9
o o e e e e
o--o-- - e--0--0--0---®
- -4 N
¢--9-- T R TR A
oo - e e--e e -
®--o-- - e--0--0--0--®
. Cee e e

Figura 6: Exemplo de um sistema de particulas que modela a distribui¢do de uma
certa doencga no espaco dado por S = {—5,—4,...,4, 5}2. Aqui, pontos azuis
representam pessoas saudéveis e os pontos vermelhos representam pessoas

doentes.

No estudo de sistema de particulas estaremos interessados em estudar o compor-
tamento da fungdo & ao decorrer do tempo, isto ¢, como o estado das particulas ird
mudar com o passar do tempo. O comportamento de Cf serd dado pela seguinte regra:
dado um ponto x € S qualquer, x ird para o estado i € F numa taxa c;(x, (Zf), cujo valor

depende dos estados dos pontos vizinhos de x, i.e.,

i, 85) = 8@ (x + 20), & (x +21), ... & (x + 2z0),
com g;(...) uma funcdo definida nos pontos zg, z1, ..., 2y, € 4. Ou seja, a taxa com que
um ponto x muda de estado esta descrita em funcdo de sua vizinhanga. Suponhamos
que Cf(x) # i, entdo a taxa c; pode ser vista como o limite da razdo da probabilidade de
transicdo de estados dividido pelo tempo para ocorrer a transic¢do:

- P(ES, (%) = 1] (x))
S

s—0

= ¢i(x, &),
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6.2 DINAMICA DO SISTEMA DE PARTICULAS

Para estudarmos a evolugdo de um sistema de particulas, com configuragao inicial ¢,

consideraremos as duas regras:

(i) (Tempo de saltos entre estados) Todo ponto x € S deverd esperar por instantes de
tempo T para “decidir” se ird mudar de seu estado atual para o estado i. Tais
instantes de tempo T* serdo dados por processos de Poisson independentes de
taxa 1. Isto quer dizer que, caso no instante s tenhamos Eg(x) = j, X deveréd esperar
por um tempo aleatério T, cuja distribuicdo de probabilidade é dada por uma
exponencial de parametro 1, para decidir se muda para o estado i ou ndo. A familia
de tempos de espera, dada por varidveis aleatérias de distribuicdo exponencial de

taxa 1, é ilustrada pela Figura 7.

0 Tic,i Téc,i Té"i et

Figura 7: Representacdo do tempo de espera T*/, dado por um processo de Poisson

PPP(1), para um ponto x mudar, ou nédo, para o estado i.

(ii) (Critério para um ponto x mudar de seu estado para um estado i). Ap6s um tempo de
espera t = T¥, o0 ponto x muda de seu estado para o estado i se, dado um valor U,

definido por uma distribui¢do uniforme UJ[0, 1], tivermos

ci(x, &)

U< T
Zl#@i (x) Cl(x/ gt—)

com ¢; as taxas de transicao, definidas na se¢ao anterior, e Cfﬁ(x) o limite, quando
o tempo tende a t pela esquerda, do estado da particula x. Agora, caso a desigual-
dade acima ndo seja satisfeita, teremos que x mantém-se no seu estado atual. Um

exemplo pode ser visto na Figura 8.

Para finalizarmos a constru¢do de um sistema de particulas, enunciamos o argumento
de Harris (1972), cuja ideia baseia-se em responder a seguinte pergunta: “Dado que um
ponto x € S muda de estado em fungao de taxas de transicado c;(x, Cf_), cujos valores
estdo em funcdo dos estados Cf_ (y) dados pelos pontos vizinhos de x. Queremos saber,

entdo, se dado um instante de tempo t qualquer, por quantos pontos x tem sua taxa de
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Probabilidade
1 € _
mantém-se no estado j
u~ap1
pula para o estado i
0 ‘
S ) Tx,i t
() =

Figura 8: Exemplo de transigdo, no instante s, do ponto x no estado j para o estado 7, no

instante de tempo t = s + T*".

transi¢do influenciada”. Por influenciada, queremos dizer o seguinte: sabemos que a

taxa de transigdo de x para o estado i é dada por

ci(x, &) = gi@ (20), .- & _(zn)),

com z, ...,z vizinhos de x cujos estados influenciam o valor da taxa de transicdo de x.
Portanto, dizemos que zy, . . ., z, exercem influencia no valor da taxa de transi¢do de x.

Além do mais, temos, por exemplo, que

ci(z0, &) = Gil@ (wp), ... & (wy)),

com wy, ..., wy vizinhos de zg. Como os pontos wy, ..., w;, influenciam no valor da
taxa de transicdo de zp que, por sua vez, também influencia na taxa de transi¢dao de x,
obtemos, de forma indireta, que os pontos wy, . .., w, influenciam a taxa de transi¢do
do ponto x. Desta forma, podemos ter uma sequéncia infinita de pontos que exercem
influéncia nas taxas de transi¢des do ponto x, como exemplificado na Figura 9.

Agora, observe que, caso os pontos wy, ..., w, ndo tenham mudado de estado no
intervalo de tempo (0, ty), entdo, obtemos que estes pontos ja ndo exercem nenhum tipo
de influencia na taxa de transigdo do ponto x. Seguindo esta intui¢do, enunciamos o

argumento de Harry:

“Para compreendermos a evolucdo de nosso sistema de particulas devemos
estudar o grafo aleatério, dado pelas particulas S, e cujas arestas sejam
dadas pela seguinte regra: fixado um tempo f( suficientemente pequeno,

duas particulas x,y € S estdo conectadas por uma aresta se, ambas forem
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w

Figura 9: Exemplo de uma sequéncia infinita de pontos, x1, x3, ..., que influenciam as

taxas de transi¢des do ponto x.

vizinhas, e existir um tempo T*' < ty em que ocorre transi¢do de estados.
Ou seja, caso a particula x avalie mudar para o estado i, no tempo T < t,

entdo os pontos vizinhos x e y serdo conectados por uma aresta.”

Em posse do grafo aleatério, resultante do argumento de Harry, e pelo resultado (vide
Teorema 2.1, pagina 122, de Durret e Biane [5]) o qual nos garante, com probabilidade 1,
que as componentes conexas deste grafo serdo finitas para um tempo f( suficientemente
pequeno (vide Figura 10), obtemos uma metodologia para estudarmos a evolugdo de
nosso sistema de particulas, a partir destas componentes conexas. Em outras palavras,
como sabemos que para cada particula x de uma componente conexa qualquer, definida
no intervalo [0, tp), sofre influéncia de uma quantidade finita de particulas (perten-
centes a mesma componente conexa que contém a particula x), podemos descrever a
evolucdo do estado desta particula sem problemas. Além do mais, de forma intera-
tiva, podemos descrever a evolucdo do sistema de particulas nos intervalos de tempo
(0, to), [to, 2tp), . . . [nty, (n + 1)tp), .. ., e, portanto, temos bem estabelecida a dindmica de
nosso sistema de particulas para qualquer instante de tempo ¢.

6.3 PROPRIEDADES E O GERADOR DE UM SISTEMA
DE PARTICULAS

Decorre da forma como estabelecemos a dindmica de um sistema de particulas que

a evolugdo temporal de seus estados, dados pela fungdo §;, é uma cadeia de Markov
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DD SN S G
o e e T e ) e "]
e ——— C——— Q) O ————
o e T e S T e o & O )
o0 0 fumbemdd S S
6 tB 2%totempo

Figura 10: Exemplo de um sistema de particulas nos intervalos de tempo [0, ¢o) e [to, 2t).
Para cada intervalo de tempo, destacamos, com cores distintas trés compo-
nentes conexas do grafo. Também ressaltamos que tais componentes conexas

do grafo aleatério podem mudar com o tempo.

a tempo continuo (a demonstracdo deste fato, como as demais demonstracdes das
afirmacoes feitas nesta se¢do, podem ser vistas em Durret e Biane[5] pg 119-122), i.e.,

sejam s, t € R instantes de tempo quaisquer, entdo

P(Ctvs = m|Gs = 10) = P(C: = 11|80 = 110),

com 771,1o : S — F fung¢des representando os estados das particulas.

Seja Z = {n : S — F} o conjunto de todas configuracdes possiveis de estados para
cada particula do sistema e f : 2 — R uma fung¢do. Dizemos que f é uma funcao local
ou cilindrica se existir um conjunto finito H C S tal que, para 1,{ € Z e para todo
x € .\ H, tivermos que 7(x) = ¢(x) implica f(1) = f(¢) (para uma maior explicagdo
deste tipo de fungdes vide Cuesta [4]).

Seja 21, o conjunto formado por todas as fungdes locais, ¥ = {¢ : ¥ — R}, e Pr a lei
do processo com configuracgdo inicial . A partir destes conjuntos e de um instante de

tempo t fixado, definimos o seguinte operador:

T; : .@L — Y
f—=T(f): 2 = R
& — Ezf(Gr),
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onde Eg(-) é a esperanga com relacdo a medida de probabilidade P;. Tal operador

T; satisfaz a condicdo de ser um semigrupo, i.e., o operador T; satisfaz (vide Baez e

Fong [7]):

(i) T; é um operador linear, em relagdo ao tempo t, e preserva distribui¢des de

probabilidades;
(ii) Tt = TsTy, para s, t € Rxo;
(iii) Tp = Id, com Id o operador identidade;
(iv) T; é continua em relacdo ao instante de tempo ¢;

(v) Além do mais, para o operador T; em especifico, vale: T; é um semigrupo de Feller,
i.e., se f for uma fung¢do continua em relacdo a topologia produto do conjunto 7,

entdo T; é uma funcgado continua.

Para encerrar esta se¢do, estabelecemos o gerador do semigrupo. Seja f uma func¢do

local. Entdo o operador . dado por

Zfm =Y, Couq")(fe")— f),

n"'ez\n

com C(#,1') a taxa de transi¢do da configuracdo ; para a %, é chamado de gerador do
processo markoviano a tempo continuo de taxas C(1, 7). Em nota¢do matricial, este

gerador é dado pela L-matriz

C(,¢) sen #§;
Z = (Lyglyger com Lyz=

— Ly CO1, 1) cc

6.4 UMA VERSAO DO TEOREMA DE NOETHER PARA

O CASO ESTOCASTICO

Em mecanica quantica, o Teorema de Noether é utilizado para estabelecer relagdes
entre medidas que se conservam com o tempo e suas simetrias (vide Baez e Fong [7]).

No entanto, este Teorema também possui uma variante para processos estocdsticos, o
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qual estudaremos nesta se¢do. (Aqui, toda notagdo, quanto a ideia para demonstrar o
teorema, foram retirados de [7].)

Antes de enunciarmos e demonstrarmos a versdo estocastica do Teorema de Noether,
devemos estabelecer algumas defini¢des e um pouco de notacdo. Dado um espaco de
probabilidade finito, denotado por X = {x1, x2, ..., x,} e com medida de probabilidade
¢ : X — [0,1], dada pelo vetor

¢ = [¢p(x1) P(x2) ... P(xu)].

Dizemos que toda fun¢do que mapeia o espago X nos reais, O : X — IR, é um observavel,

com representa¢do matricial dada por
O = (Oi]'), com Oi]' = 51~]~O(xi)

e, realizaremos o abuso de notacdo, definindo o vetor formado pelos valores O(x;) pelo
mesmo simbolo que representa a matriz do observével, i.e., denotaremos também por
O o vetor

O =[O(x1) O(x2) ... O(xn)].

Ainda, em relacdo ao observavel O : X — IR, escreveremos sua média e segundo

momento em fung¢do do produto linear canonico (, ) em R™:

E[O] = ) O(x)¢p(x;) = (O, ¢) e E[0*] =) O*(x)¢(x;) = (O ¢).

i:l l=1

Para finalizar, seja 7 = [ 712 ... 71;]7 um vetor e f : R — R uma fungdo qualquer.

Denotaremos, em negrito, o vetor f(7r) como sendo o vetor

flm) =[f(my) f(r2) ... f(mmn)]

Defini¢do 6.1. Dada uma L-matriz' H, definimos o grafo orientado, chamado de grafo
de transicdo, como o grafo cujos vértices sdo formados pelo conjunto X = {x1,xp,...,x,}
e, dados dois pontos quaisquer x;, x; € X, existe uma aresta conectando eles se H;; # 0
ou Hj; #0.

Uma componente conexa do grafo de transi¢do sera um grafo, cujos vértices sdo

dados por um subconjunto Y C X tal que, para dois pontos x;, x; € Y quaisquer, devera

relembre que uma matriz H € R"*" é chamada de L-matriz quando todas suas linhas somam zero e

seus valores fora da diagonal sdo positivos.
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existir uma sequéncia de pontos x; = x;, X1,, . .., Xy, X1,,,, = Xj, COM X}, X}, ..., %, €Y,
satisfazendo
Hy,, #0ouH, ;, #0 parap=12,...,m

Antes de demonstrarmos a versdo estocastica do Teorema de Noether, utilizaremos o

seguinte resultado:

Teorema 6.1. Dado um conjunto finito X de cardinalidade |X|= n, uma L-matriz H € R™*",

e um observdvel O : X — IR. As sequintes afirmagdes sio equivalentes:
(i) O comutador da matriz do observdvel O pela L-matriz H é nulo,i.e,

[O,H]=0OH -HO =0;

(ii) Para todo polinomio f : R — R e para toda medida de probabilidade ¢ : X — R
satisfazendo %cp(t) = ¢(t)H, temos

d
G (F0),00) =0
(iii) para toda medida de probabilidade ¢ : X — R satisfazendo %cp(t) = ¢(t)H, temos
d
210,9(0) = (0%, (1) =

(iv) O(x;) = O(x;) se x;, x;j pertencem a mesma componente conexa do grafo construido a partir

da L-matriz H e do conjunto de pontos X.

Demonstragio. Mostremos que (i) = (ii). Observe que [O, H] = 0 implica que
OH = HO, ousejaparai,j=1,2,...,n quaisquer, vale

Zozka] ZHZZOIJ = OzzH1] Hz]O]]
k=1

Agora, calculemos a derivada do produto interno

U0),9(0) = (FO), 590)) = (FO), p(OH).

Observe que

¢(tHH = Z¢ka1 o Y ¢kHp |
k=1
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com ¢y = ¢(xx). Desta forma, o produto interno escrito acima fica igual a

n

(f(0), p(HH) =) <f(ol)i¢kal> ,
k=i

I=1
com O; = O(x;). Decorre de f ser um polindmio de grau m que f(O;) = L%, 4,0}, com

a; os coeficientes do polindmio. Assim, obtemos de O;H;; = H;;0; que

fODHy = Y_a;(OjHy) = Y a;(O Hy) = f(Ox)Hy.

i=0 i=0
Portanto,
(flO), p(HH) =) <Z <Pkf(oz)sz> =) (Z <Pkf(Ok)sz> =) <<Pkf(ok) Zsz> ,
=1 \i=1 1=1 \k=1 i=1 =1

ou seja, (f(O), ¢(H)H) = 0, pois Y ;_; Hyy = 0, ja que H é uma L-matriz. Desta forma,
concluimos que
%(f(O), ¢(t)) = 0.
Para mostrarmos que (ii) = (iii) basta tomarmos os polindmios fi(x) = x e
f(x) = x2, caso trivial. Agora, para obtermos que (iii) = (iv) notemos que se 0s
pontos x;, x; pertencem a mesma componente conexa entdo existe uma sequéncia de

pontos X; = X1, Xp,, - -+, X1,,, X1, = X tal que

m+1

Hl,,lp+1 #0 ou Hl,,+1lp #0 parap=1,2,...,m.
Desta forma, precisamos mostrar apenas que

O(xy,) = O(xy,), O(xy,) = O(xy,), ... O(xy,) = O(x;

m+1 )

Para isto, utilizaremos o seguinte truque. Fixado um p € {1,2,3,...,m} e assumindo,

sem perda de generalidade, que H;; , # 0, analisemos a somatdria abaixo
pip+l

n
Y (Ox — Oy )*Hy -
k=1

A somatoria pode ser reescrita como

n n n n
Y (Ox— Oy, Hyc =Y OfHpe+ )" Olszl,,k —2) OOy Hy i
k=1 k=1 k=1 k=1

n n n
2 2
= E OkHlpk +Olp E Hlpk - 2Olp E OkHlpk
k=1 k=1 k=1



66

SISTEMAS DE PARTICULAS

Htp. com ey,...,e, a base candnica do R”,

e, observando que o semigrupo U;(t) = ¢
satisfaz %Ui(t) = HU(t), obtemos, pelo item (iii) e pelo fato de H ser uma L-matriz, as

seguintes identidades
® Yo Hyx=0;

e 0= %(O, Ui(t)) = (O, HU,(t)) para todo instante de tempo t. Tomando t =0 e
i =1, temos Ul,, 0) = Inelp. Logo

n
0 = (O,Hey,) = ) OcHy;
k=1

e 0=4(0,Uy(t)) = (0% HU,(t)) para todo instante de tempo t. Tomando t =0 e

i = I, temos, novamente, u, 0) = Ie,. Logo

n
0 = (0% Hey,) = Y O{Hj.
k=1

Desta forma, concluimos que ) }_;(Oy — Olp)zHlpk = 0 e, portanto, como cada parcela
desta soma é maior ou igual a zero pois H;; > 0 parai # j e para i = j temos (O; — O;) = 0,
entdo, concluimos que (Olp+1 — Ol,,) =0, ja que assumimos que Hlplp+1 # (0. Sendo assim,
para cada ponto da sequéncia x; = X1y Xlys ooy Xy Xy = X obtemos

O(xy,) = O(xy,), O(xy,) = O(xy,), ... O(x1,) = O(x;

m+1 )

A partir daf concluimos que O; = O; se x;, x; pertencerem a mesma componente conexa.
Finalmente, para encerrarmos a demonstracdo do Teorema, devemos mostrar que
(iv) = (i). Sabendo que H;; # 0 significa que os pontos x;, x; pertencem a mesma

componente conexa que, pelo item (iv), significa O; = O, obtemos

OxHy;, se Hy #0

n n
OH = Z Okaml , com Z Okaml = .
m=1 Kl m=1 0, caso contrario.

Pelo item (iv), a somatéria acima fica igual a

n O;Hy;, se Hy #0
11 1kl, Kkl
Z OkmHp = )
m=1 0, caso contrario.
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Porém, o produto HO é dado por

n n
HO = (Z HkmOml) , com ) HiyOpi =
m=1

OHy;, se Hy #0
kI m=1

0, caso contrario.
Ou seja, [O, H] = 0. O

Em posse deste Teorema enunciamos o Teorema de Noether (cuja demonstracdo

resulta imediatamente do Teorema acima):

Teorema 6.2 (Teorema de Noether, versdo estocastica). Dado um conjunto finito X de
cardinalidade | X|= n, uma L-matriz H € R™™", e um observdvel O : X — R. Entio, a matriz
do observdvel O comuta com a L-matriz H, i.e., [O, H], se e somente se para toda medida de
probabilidade ¢ : X — [0, 1] satisfazendo %qb(t) = H¢(t) tivermos que o valor esperado e o

segundo momento do observdvel O sdo invariantes com o tempo, i.e.,

d
7(0.9(1) = (0%,9(t) =0.

6.5 ESTABELECENDO UM SISTEMA DE PARTICULAS

A PARTIR DA MATRIZ DE TAXAS DA SEQAO 5.3

Dada a matriz de taxas

-6 0 3 0 O O 3 0 0
O -6 3 0 O O O 3 O
o 0o -3 0 O O O 0 3
o 0 0 -6 0 3 3 0 O
L=y0 0 O O -6 3 0 3 0],
o o o0 o o0 -3 0 o0 3
o o o0 o o o0 -3 0 3
o 0 o0 o o o 0 -33
o o0 o0 o o o 0 0 O
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obtida na se¢do 5.3 (matriz (5.1), pagina 53) a partir do coproduto do elemento do

Casimir da 4lgebra universal envelopante U(s), resultante da adlgebra de Lie

0 -1 1 1 -1 0 1 -1 0
s=span{ X1:=|0 0 O0|,Xp:==|1 -1 0[,X3:=]0 -1 1 p
0 0 O 0 0 O 0 0 O

iremos construir um sistema de particulas a partir desta matriz.

Nosso sistema de particulas serd da seguinte forma: teremos duas particulas intera-
gindo no sistema as quais podem assumir trés estados distintos, ou seja, S = {0,1} e
F ={0,1,2}. A partir deste sistema, teremos que as possiveis configura¢des de estados

para cada particula serdo dadas por
‘@ = {77 : S — F} = {(0/ 0)/ (0/ 1)1 (0/ 2)1 (1/ O)I (1/ 1)1 (1/ 2)/ (2/ 0)1 (2/ 1)/ (2/ 2)}/

com 7 = (0,2), por exemplo, representando a configuracdo ao qual a particula 0 estd no
estado 0 e a particula 1 estd no estado 2. Agora, ordenando o conjunto ¢ de acordo

com a ordem lexicografica dos reais na base 3

2
i) =1+Y nk)31,
k=1

o qual pode ser vista em Belitsky e Schiitz [3], obtemos a seguinte ordenacdo das
fungdes 17 : § — F:
= (O/ O)/ = (1/ 0)/ N3 = (2/ 0)/ N4 = (O/ 1)/ 15 = (1/ 1)/
e = (2/ 1)/ nz7 = (0/ 2)/ g = (1/ 2)/ N9 = (2/ 2)
Resulta desta ordem a cadeia de Markov a tempo continuo dada pela matriz geradora:
0,00 1,0 2,0 (1) @Y &1 02 12 272
0,00/ —6 0 3 0 0 0 3 0 0

L] o -6 3 0 0 0 0 3 0
2,00 0 0 -3 0 0 0 0 0 3
o,1] o 0 0 -6 0 3 3 0 0
L= 1,1| o 0 0 0o -6 3 0 3 0
21| o 0 0 0 0o -3 0 0 3
©0,2)] 0 0 0 0 0 0o -3 0 3
1,2)] o 0 0 0 0 o -3 3
2,2\ 0 0 0 0 0 0 0 0
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Portanto, pela matriz geradora acima, temos que, dado uma configuracdo do sistema
de particulas qualquer, digamos 7, (com o sobrescrito indicando a configuragéo inicial

e t o tempo), teremos, por exemplo, que

i Plttes = @, 0)n! = (1,0)] _

s—0 S

3,

ou seja, a taxa de transi¢do da configuracdo (0, 1) para a configuragao (2,0) vale 3.
Além do mais, podemos estender nosso sistema de duas particulas para um sistema
de N-particulas. Para isto, utilizaremos a metodologia e a mesma notagdo apresentada

em [3], o qual estabelece que a matriz geradora para o sistema de N-particulas é dada

por

N-1
L=Y g,
k=1

com hy gy1 = If)(k*l) ®L® Ié@(kafl). (I3 representa a matriz identidade com I?O =1,1
a identidade do corpo, e I?k = I3 ®...® I k vezes.) Utilizando a base canonica de R3

dada pelos vetores coluna

1 0 0
e1r=10|, e= |1, e3= {0
0 0 1
e estabelecendo as matrizes auxiliares
it=e®e), a =ex®el, d=e;®ef (%)
b+:e3®eg, b*:ez®e§, b:eg®e§
t=ey®el, ¢ =e3®el, T=er®el

que nada mais sdo que a base canoénica do espago vetorial das matrizes 3 x 3, podemos

escrever nossa matriz L em termos destas matrizes:

L=—6RI+I00+0Qa+000)+3[@Rc" +aQb —a@b+0®c +00b —0®Db
+ct QA+ QA - bR+t R0+ R0 —bR0+ctQb+b  @b+bRct+b@bO).

Agora, seja 1, v alguma das matrizes definidas em (), temos que as matrizes

U = I(gg(k_l) QU Ie(?(N_k)z Ok+1 = Isfz)(k) RV If(N_k_l)
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satisfazem u;vr = Iég)(k_l) ®WU®v)® Igg(N_k_l). Sendo assim, o operador hy . =
I tNore I; (N=k=1) pode ser escrito da seguinte forma

hijr1 = — 6(Axli1 + AiOks1 + Opllin + OkOpi1) + 3(axCiyq + iy, — Arbisq + Oxciyq + 0iby 4
— Ugbre1 + L i1 + by g1 — bpllper + € Okt + by Opr — biOpr + Cpbgsr + by bpy

~ 4 ~_
+ bkck+1 + bkbk+1)

e, consequentemente, temos o gerador de um sistema de N-particulas

N-1

L= hpn
k=1

bem definido.

6.6 AUTODUALIDADE

Nesta secdo iremos estabelecer um operador de autodualidade D’ para nosso sistema
de duas particulas e, a partir do mesmo, definiremos um dual para o sistema de N-
particulas cujo gerador foi estabelecido no final da se¢do anterior. Nossa metodologia
serd estabelecida de forma similar a construida por Cuesta [4]. Desta forma, iniciamos

nossa discussao definindo o conceito de autodualidade:

Definicdo 6.2. Sejam as cadeias de Markov a tempo continuo, e independentes, (77;);>0 €
(Ct)t>0, com espaco de estados (), e D : (2 X (3 — R uma fun¢do mensuravel. A fungdo

D é dita ser um operador de autodualidade entre os processos (7;) e (¢;) se

Ey[D(t, )1 = E¢[D(11, E1)]
para todo t > 0 e para todo par de processos markovianos (77, &) € Q2.
Desta definig¢do temos a seguinte caracterizagéo:

Proposicdo 6.3. Seja () um espago de estados, £ um gerador de um processo markoviano e
D : Q) x O3 — R uma fungdo. Entdo, se a fungio D pertence ao dominio do gerador, temos que

D é um operador autodual se, e somente se,

ZD(11,)(&) = ZD(, &)n),

para todo 1, ¢ € Q).
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Demonstracdo. Vide o texto de Cuesta [4]. ]

Observacao. Relembremos que para todo gerador .2 de um processo markoviano a
tempo continuo, e com espago de estados (), existe uma matriz associada ao gerador,

denotada por L = (Ly¢), zcq, satisfazendo:

C(1,¢) sen #¢;

L,~=
ns
- 211’#17 C(U// 77) c.c.

com C(, ¢) as taxas de transi¢do da cadeia de Markov.

Observacao. Note que a igualdade descrita na Proposicdo 6.3 pode ser reescrita como

) Z( 0)D(,0) =), Z(,0)D(c,9),

ceQ) ceQ)

para todo ¢, 7 € (). Note, também, que a igualdade acima é a mesma se considerarmos

a matriz geradora L, associada ao gerador .Z, i.e.,

Z L@,(TD(W/ o) = Z LW,UD(JI g)-

oceQ) ceQ)

Em posse desta defini¢do, a Proposigdo abaixo (vide Sudbury e Lloyd [6]) sera til

para estabelecermos operadores de autodualidade.

Proposicdo 6.4. Dado o espaco de estados finito (), a matriz geradora L de uma cadeia de Markov
a tempo continuo e uma fungio D : () x Q) — RR. Se considerarmos a matriz D = (D, &), zcq
como a matriz dada por Dy, = = D(n,{), entdo, teremos que a fungdo D é um operador de

autodualidade se, e somente se, a igualdade
LD =DL"

for vdlida.
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Desta maneira, para definirmos uma autodualidade para nosso sistema de duas
particulas, dado pela matriz geradora
©,00 (1,00 20 01 L) 21 62 1,2 272
0,0) [ —6 0 3 0 0 0 3 0 0

o] o -6 3 0 0 0 0 3 0
2,00 0 0 -3 0 0 0 0 0 3
o,1] o 0 0 -6 0 3 3 0 0
L= (1,1)]| 0 0 0 0o -6 3 0 3 o |,
1| o 0 0 0 0 -3 0 0 3
0,2)] 0 0 0 0 0 0 -3 0 3
1,2)] o 0 0 0 0 -3 3
2,2)\ 0 0 0 0 0 0 0 0 0

devemos achar uma matriz D tal que a igualdade
LD =DL"

seja satisfeita. Resolvendo este sistema linear, é possivel determinar o seguinte operador

autodual para nosso sistema de duas particulas

2

D((71,12), (1, 62)) = [ [2 = )2 — 1)

=1
com 1 = (n1,1m2),¢ = (&1,Cr) processos pertencentes ao espaco de estados de duas
n = (n,12),¢ = (C1,62) p p pag

particulas. Para o operador D, temos a seguinte representacdo matricial:

0,00 (1,0) (2,00 (0,1) (1,1) 2,1) (0,2) (1,2) (2,2
0,00/ 16 8 0 8 4 0 0 0 0

1,0] 8 4 0 4 2 0 0 0 0
2,00 o 0 0 0 0 0 0 0 0
©0,1)] 8 4 0 4 2 0 0 0 0
D= (1,1)| 4 2 0 2 1 0 0 0 0
21| o 0 0 0 0 0 0 0 0
0,2)] o 0 0 0 0 0 0 0 0
1,2 o 0 0 0 0 0 0 0 0
2,2)\ 0 0 0 0 0 0 0 0 0

que satisfaz LD = DL”.
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Agora, sendo que para um sistema de duas particulas, com gerador dado pela matriz
L, somos capazes de definir um operador de autodualidade D, nosso objetivo, a seguir,

serd estender este operador para um sistema de N-particulas de gerador definido por

N-1

L=Y" Mg,
k=1

(N—k—1) (

com Ny jpq = I§9 CDoLe I? I3 a matriz identidade 3 x 3). Uma forma natural,

para o operador de autodualidade de um sistema de N-particulas, é a seguinte funcao:

N

D, 8)=1]@-nm@—2),

=1
comy =(n1,...,4n) e =(C1,...,EN) pertencentes ao espago de estados de um sistema

de N-particulas. Abaixo mostraremos que D é uma funcdo de autodualidade.

Proposicdo 6.5. Seja o sistema de N-particulas, de espago de estados O3, dado pelo gerador

N-1

L=Y" Mg,
k=1

com hy j4q = 196=D @ L @ 1°N=k=1) onde L é nossa matriz geradora, jd definida no inicio
desta se¢do, e D o autodual definido para o sistema de duas particulas. Entdo, o operador D dado

por
N
DG, o) =]]@-m2-2),
i=1
com ¢,n € Q), é um operador de autodualidade.

Demonstragio. Observagdo, para ndo sobrecarregarmos a notagdo, denotaremos a en-
trada da matriz £,z por apenas L(1, ) = L,z (respectivamente, fazemos o mesmo para
as matrizes hy j1).

Considerando o gerador . associado a matriz geradora L, e ¥’ ao gerador referente

a matriz L, temos, para todos 7, § € (), a igualdade

ZD(,)G) = ) LE0)D(1,0)

e}
N-1
=Y Y hera(@ 0)D(y,0)
k=1 ceQ)
N-1 k+1

=Y Y e hHTIe-me - I 2—n)2—¢),

k=1 oeQ) i=k ie{1,2,. NI\ {kk+1}
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com o = (0}, 0441) € & = (&1, ). Chamando de

Ax(n,¢) = I 2—n:)2—¢),

ie{1,2,. N1\ {kk+1}

obtemos

ZD(y,)(E) = ZAk(n,aZL(ck D", ).

e}

Pela autodualidade de D, conseguimos a igualdade

N-1

LD, @) = Y Ay, HZ'D(, ¢
k=1

Porém,

ZD(, &)= ), L(n,0)D(0,E)

e}

N-1
=Y ) higa(n,0)D(o, Q)

k=1 ce€Q)
k+1
2 Y. L7, o-k>H<2 me-¢ I e-me-8&
k=1 ceQ) i€{1,2,.. N}\{k k+1}
2 Ax(n,8) Y LGy, e5)D(e", ")
el
N-1

=Y Ay, 2D, N,
k=1

Ou seja, ZD(:,¢)(n) = LD(y,-)(C) e, portanto, D é um operador de autodualidade.
O



CONCLUSAO

Inicialmente, neste trabalho, generalizamos (com relagdo a dimensdo das matrizes em
estudo), quando possivel, os resultados propostos por Summer [1] envolvendo os grupos
de matrizes de Lie, relativo as matrizes estocésticas, e seus espagos tangentes. Como
resultado principal, mostramos que a componente conexa da identidade, denotada por

G? admite a seguinte decomposicao

"= Q7Y
teR
para Q uma L-matriz, de dimensdo n x n (n > 2), e H um subgrupo normal da
componente conexa. Além do mais, mostramos que a componente conexa G° é igual a
todas as matrizes estocésticas n x n de determinante positivo.

Em seguida, utilizando os resultados propostos por Redig [2], obtivemos uma matriz
geradora L a partir do espago tangente T7(G) do grupo de Lie relativo as matrizes
estocasticas de dimensdo 3 x 3. O processo para obtencdo da matriz L baseou-se
em, primeiro, calcular uma subdlgebra semi-simples s de T;(G), o qual garante uma
férmula fechada para o calculo de seu elemento do Casimir C. Em posse da matriz C,

estabelecemos a algebra universal envelopante de s e, através do coproduto
AX)=,x+x® I,

com [, a matriz identidade n x n, calculamos a matriz L, dada por L = A(C).

Na parte final do trabalho estabelecemos um sistema de particulas de dois sitios, cujo
gerador é definido pela matriz geradora L, e construimos um operador de autodualidade
para o sistema. Em seguida, mostramos ser possivel estender o sistema de duas para N
particulas e, consequentemente, estendemos a funcdo de autodualidade anterior para o

nosso novo sistema de N particulas.
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A. DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 5.1

1 NOTACAO

Seja GL(n +1,R) o grupo linear geral das matrizes (n + 1) x (n +1). Denotemos por

WO, ., W € GL(n +1,R) as matrizes que podem ser escritas da seguinte forma:

1—a; a; 000 000
by 1—-b; 0 0 0 000
0 100 000
0 010 000
w = 0 0 001 000/,
0 .10
0 1
00
1 0 0 00 000
0 1—a, a 00 000
0 b 1-b 00 000
0 0 0 10 000
w@=10 o0 0 01 000/,
10
01
00
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o © O O -

WO =

o o O O =

wm —

0
0
0

o o o = O

1—&13

O O = O O

0
0
0

bs

S = O O O

(@) (@) e

comay,...,a,,b1,...,b, valores reais.

Em outras palavras, as matrizes W(

_ O O O O

n,..

S O O O O

o o R ..

_ O O O O

0 0O
0 0O
0 0O
00O
00 O0f{,
1 00
01
00
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0 ,
0 0
1—a, ay
by, 1—-0b,

., W podem ser vistas como as matrizes de

blocos (aqui, a matriz Iy, denota a matriz identidade, de k linhas e I colunas, enquanto

que Oy; denota a matriz de zeros, com k linhas e / colunas):

wd = (

Li—1yx(i-1)

W =

comie€{2,3,...,n—1}e

025 (i—1)

(1)
P2><2

025 (n—1) )
0pi—1)yx(n-1) Tm—1)x@m-1)

0(i7'1)><2 0G—1)x(n—i)

(@)
P21><2

Oosn—iy |~

O0pi—iyx(i-1) Oum-ix@) Ln—iyx(n—-i



2 DEMONSTRACAO

w — [To-nxe-1 Ou-1)x2
Lo p )7
2x(n—1) 2%2

com P(zll Y P(zni , matrizes estocasticas 2 x 2.
Dizemos que uma matriz X é do tipo W, parai € {1,...,n}, se X puder ser escrita
como X = WO,

2 DEMONSTRACAO

Seja G, o grupo das matrizes estocésticas n x n dado por
Gn={XeGL(n,R);, X-1=1},

com1=1[11,...,1]7 o vetor cujas entradas sdo os inteiros 1. Mostremos a seguinte

Proposicao:
Proposic¢do. O conjunto das matrizes estocdsticas de determinante positivo
{X € G, det(X) > 0}
é conexo por caminhos.
Antes de provarmos a Proposicdo acima, provemos o seguinte Lema:

Lema. Seja Q Q(n+1) uma matriz de determinante positivo e n > 2. Entdo, existe um

sequéncia finita de matrizes de determinante positivo Xq,Xa, ..., Xy, tal que

1 0 - 0
Q- X;-Xp--- Xy, = Y21 Y22 - :Vz,fm
Yn+11 Yn+12 0 Yn+ln+l

Além do mais, as matrizes X;, i € {1,...,m}, sdo do tipo
X; = W(j),

para algum j € {1,...,n}.
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Demonstragio. Tome Q € G,41) (1 > 2) a matriz de determinante positivo

Q11 Q2+ Qiu-1 Quu  Quua
Q21 Q22 - Qa1 Q2 Q2us

Q= , . _ . . i
Qn+1,1 Qn+1,n+1 e Qn+1,n—1 Qn+1,n Qn+1,n+1

Nosso primeiro passo é mostrar que existe as matrizes Xj e X; tal que

Q-X;-X;=QW,

com
Q(l) Q(l) .. Q(l) 0
) () (1y o)
Q(l) _ Q Q e Qz n+1 Qz n+1
(1) (1) (1)
Qn+1,1 Qn+1,2 U Qn+1,n+1 Qn+1 n+1

Para mostrarmos esta igualdade devemos observar as seguintes possibilidades:
() Qi+ Qipe > 0.

Neste caso, tome a matriz X; dada por

X, = W = [Lo=Dx@-1 Om-1)x2
! 0 P(”) 4
2><(Vl—1) 2%2

com

P _ 1+ Q141 — Q1
%2 =
1-— Ql,n Ql,n

e Xo = Ijy11)x(n+1)- Desta forma,

Qy Q) - Qb 0
1 1 1 1
_n _ Qgi Qg; Q(zzm Qé?ﬁl
Q-Xi-X,=Q =
) 1) (1) (1)
Qn+1,1 Qn+1,2 T Qn+1,n+1 Qn+1,n+1

com det(X1) = Q1 + Q1,n41 > 0.

(i) Q10+ Q141 <O.

Para esta desigualdade, temos algo similar ao exposto acima no item (i). Tome a
matriz X; dada por

X, = WM = In-1x@mn-1) Om-1)x2
SR W po) |
2><(n—1) 2%2



2 DEMONSTRACAO

com

p 1—-Q1n1 Quuat
2x2
1+ Ql,n _Ql,n

e Xo = I(y41)x(ns1)- Desta forma,

ey 1) 1)
Q%i} Q%ﬁ N %’” (?)
QX1 X = Q(l) _ QZ,l Qz,z T 2,n+1 2,n+1
) ) 1 (1)
Qn+1,1 Qn+1,2 T Qn+1,n+1 Qn+1,n+1

com det(Xy) = —(Q1,, + Q1,n4+1) > 0.

(iii) Q1,4+ Q1,n+1 =0.

Dada a restri¢do Q1 , = —Q1 »+1, consideramos a matriz X; dada por

Li—o)xm—2) Om—2)x2 Om—2)x1

X =W D=1 0, , 5 P(zn{zl) 021 |
015 (n—2) 012 I 1
com
n—1 1 0
Pa’ = <0,5 o,5> '
Logo, a matriz
Q:=Q-X

satisfaz a condigdo de que Ql,n + QMH # 0. Portanto, aplicando o item (i) ou (ii)

para a matriz (N), obtemos uma matriz X, do tipo W e,

X, = wm — <I(n—1)X(n—1) 0(n—1)><2>

Ounony  PYL,
tal que
M on . oW 0
I & o
Qz,l 22 QZ,n 2,n+1

QP =Q-X%=Q -X;-Xo =

(1) 1) 1 1
Qn+1,1 Qn+1,2 Qn+1,n Qn+1,n+1
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Dada a matriz Q(l) reahzamos o mesmo procedimento feito acima. Ou seja, depen-

dendo do valor de Q lel)qfl, obtemos matrizes X3, X4 tal que

Q(l) X3 Xy = Q(Z),

com V) ( ) 2
2 2 2
I P ?2) (g)
Q(z) _ Q Q an 1 Q Qz n+1
(2) (2) (2) (2) (2)
Qn+1,1 Qn+1,2 U Qn+1,n71 Qn+1,n Qn+1,n+1

Para checarmos esta igualdade devemos, novamente, observar as seguintes possibi-
lidades (mesmo o procedimento da demonstragdo sendo similar ao anterior, iremos
checar os trés casos possiveis para ilustrar a ideia dos célculos):

@ o)+, >o.

Tome a matriz

Li—o)xmn—2) Om—2)x2 Om—2)x1

X3 =WV = | 00  PYLY 00 |,
01 (n—2) 012 I11
com
pi=1 _ 1+Q1 1 —Qiue
22 =
: 1-Qin Qun
e Xy = Ity ne1)- LOgo,
2 2 2
o Q3 - Q. o0 0
) (2) @) ) )
Q(l) X3 Xy = Q(Z) — Q Q2,2 o QZ n—1 QZ,n QZ n+1
(2) ) (2) )
Qn+1,1 Qn+1,2 T Qn+1,n—1 Qn+1,n Qn+1 n+1

com det(X3) = Q1 noqtQ1n>0.

(ii) Q(l) (111)1_1 < 0.

Para esta desigualdade tome a matriz X3 dada por

Li-oxm—-2) Om—2)x2 Om—2)x1

1
02><(n—2) P(znxz ) 0251 ’

015 (n—2) 012

X3 = W=D =

I 1
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com

p=1 _ 1—-0Q1n+1 Quuet
2x2 1+ Ql,n _Ql,n

e Xy = Ijyi1)x(n+1)- Sendo assim,

2 2 (2)
e S S~
QW . X5 X, =Q®@ = Q1 Ly Qz o1 Qo Qan
V) V) (2) )
Qn+1,1 Qn+1,2 T Qn+1,n—1 Qn+1,n Qn+1 n+1

com det(X3) = —(Q; (1) gt Q ) > 0.

1 1
(i) Q) +Qf") | =

Dada a restricao le;)qfl = —lei)q, tomamos a matriz

Li—3)x(n-3) Om—3)x2 Om—3)x2

X; =W D= 0y, PUY 0o |,
02 (n—3) 022 Iy
com
_ 1 0
Py = .
22 0,5 0,5

Portanto, a matriz
Q:=Q" X5

satisfaz a condigdo de que Ql,n_l + Ql,n # 0. Consequentemente, aplicando o item
(i) ou (ii) para a matriz Q, obtemos uma matriz X do tipo we=1)

X, = W = <I(n—1)x<n—1) O(n—1)x2
02 (n—1) Py

2x2
tal que
2) 2) )
Q(lé} 5o o8 ?2) (g)
Q(z) —Q-X4=Q() Xz - Xy Qz,l Q an 1 Q Q2n+1

)] (2) (2) (2) (2)
Qn+1,1 Qn+1,2 Qn+1,n—1 Qn+1,n Qn+1,n+1
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Podemos continuar esse processo indutivamente obtendo a sequéncia de matrizes:
Q(l), Q(z), e, Q(”’l). A matriz Q(”’l) serd da forma:

Q) 00 0 0
1 1 1 1 1 1
QD Q‘” Qg Q‘” SRR Q(“ ) Qé%f
(nfl) (nfl) (n 1) (n=1) (n 1) (nfl)
Qn+1,1 Qn+1,2 Q T Qn+1,n71 Qn+1 n Qn+1,n+1

Dado o fato de Q"~1) ser uma matriz estocéstica temos que Q(” D Q(n D= =1, ou seja,
como ja visto no item (i) ou (ii) anteriores, existe uma matriz X, _1).o+1 de determinante

positivo e da forma W) tal que

1 0 0 0 0 0
(n) (n) (n) (n) (n) (n)
Q(”) = Q("_l) ‘Xmn—1)2¢1 = QZ’Tl Q . Qzl,is T ann 1 Q $ ann+1
L n—1)2+1 — . . .
( ) ( (n) ( ) ( ) ( )
Qntl 1 Q +1,2 Q SUREE Qnﬁl,n—l an+1,n Qntl,n+1

Sendo assim, obtemos uma sequéncia de matrizes Xq, Xa, ..., X(;—1).241 de determi-

nante positivo e do tipo w), parai=1,2,...,(n —1)-2+1, satisfazendo

1 0 0 e 0 0 0
QY Q% Q(”) Qo QO Q.
Q'Xl, X21- . "X(n*1)~2+1 = Q(Vl) = .’ .’ /.n_ '/7’1 ,.n+
(n) (n) ( ) (n) (n) (n)
Qnﬁl,l an+1 2 Q SOREE Qnrirl,nfl an+l,n Qnril,rwl
O]

Provemos agora a Proposicao.

Proposicdo. O conjunto das matrizes estocdsticas de determinante positivo
{X € Gy; det(X) > 0}
é conexo por caminhos.

Demonstragio. Fagamos a prova por inducdo em relacdo a 7, cujo valor denota a dimen-
sdo das matrizes estocdsticas n x n.

Para n = 2 sabemos que este resultado é verdadeiro (vide [1]).
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Suponhamos que o resultado valha para n qualquer e analisemos o caso G,.1. Dada
uma matriz Q € G,.1 de determinante positivo, sabemos, pelo Lema anterior, que existe

uma sequéncia finita de matrizes de determinante positivo Xj, ..., X;; tal que

Q/ Q/ ... Q’

Q- Xy -Xpy1---Xq = .2,1 .2,2 . 2,.n+1 = Q/-
! ! . !
n+1,1 n+1,2 n+1,n+1

Dada a matriz Q' teremos que realizar algumas transformagdes na matriz tal que

tenhamos a seguinte desigualdade:
Q1 <LVi=23,...,n+l.
Tal propriedade seré ttil para nés. Para isso, devemos tomar o conjunto
IT={ie{23,...,n+1}; Qi1 > Qj;1Vj €{2,3,...,n+1} }

que representa as linhas i tais que Q) é maximal. Agora, definimos por iy € Z como

uma linha qualquer cujo valor Q! é maximal e avaliamos as seguintes possibilidades:

(i) Qi >1

Nesta situacdo podemos ter dois casos:
I={2,3,...,n+1} ou {2,3,...,n+1}\Z #Q.

Consideremos inicialmente o caso em que {2,3,...,n+1} \Z # @. Para todo

1€{2,3,...,n+1} \ Z tomamos a matriz estocdstica

)
1 sei=jei#l;
yO = (Y.(l.)) tal que YO _ X sei=j=1;
ij)ii ij , .
/] 1—a sei=lej=ipy
\O caso contrario,
. Qig1— 1
com « satisfazendo: a > Q,O—_Q, Desta forma, se tomarmos o produto
i1 =11

YO . Q'
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que nada mais é que copiar a matriz Q' trocando a linha I pela soma av; + (1 — a)v;,,
com v e vj, vetores representando a linha ! e a linha iy da matriz Q’, respectiva-

mente. Observe também que det(Y?)) > 0 e que a matriz Y?) pode ser escrita pela

yO _ (T Oux
= !
0nx1 Ag’l)X}’l

uma matriz estocdstica de determinante positivo.

matriz de blocos:

I
com qu)xn

Ao tomarmos a multiplicacdo YD . Q' teremos, na primeira coluna com a linha /, o

valor
(1- “)Q;O,l + “Q;,lr
o qual satisfaz (1 — tx)Qfoll + “Q;,l < 1. Sendo assim, definindo por

r1:=1{2,3,...,n+1}\ Z|,

temos uma sequéncia de matrizes estocasticas de determinante positivo YD, Y@,

..., Y tal que a matriz

1 0o ... 0
Q" = Y™ . yi-D .y . g = Q1 Qo QY
" " . "
n+1,1 n+1,2 n+1,n+1

satisfaz Q;fl < 1,paratodo! € {2,3,...,n+1}\Z.

Resta agora avaliar as linhas k € Z. Para isto, fixe a linha i; € {2,3,...,n+1}\Z
da matriz Q”, que satisfaz Q;’ ; < 1. O argumento a seguir ¢ o mesmo descrito
acima. Para cada k € Z definimos a matriz

1 sei=jei#k;

e sei=j=k;

Z(k):(Zg(j)> tal que Zl(’k].)= . kel
—a sei=kej=iy

0 caso contrario,

_Q,‘, 1 . L . , .
com 0 < & < =—=+—. Como anteriormente, Z%) serd uma matriz estocastica de
Q11—
17 il

determinante positivo o qual pode ser escrita como uma matriz de blocos:
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com A(k)

nxn Uma matriz estocastica de determinante positivo.

Finalmente, se multiplicarmos a matriz Q" pela matriz Z(k), ie.,
Z(k) . QH,
teremos como entrada na linha k e coluna 1 o valor:

1-w)Q ; +aQ; < 1.

Desta forma, definindo ; := |Z|, temos uma sequéncia de matrizes Z1,Z?, ..., Z(2)

tal que, ao multiplicarmos Q" por estas matrizes, obtemos
Q" =z .z . .7 "

que satisfaz
1 <1,Vie{2,3,...,n+1}.

Assim encerramos o caso em que {2,3,...,n+1} \ Z # @. Agora, consideremos
quando
I={23,...,n+1}.

Observe que neste caso basta tomarmos a matriz (estocéstica e de determinante

positivo)

(1 sei=jei#2
0,5 sei=j=2;

F=(F;) talqueF;; =
0,5 sei=2ej=1;

\O caso contrario

pois, se a multiplicarmos por Q’, i.e., se tomarmos
/
F- Q ’

teremos que a entrada da matriz F - Q' da linha 2 e coluna 1 serd menor que os
outros valores das linhas 3,4, ...7n+1 da coluna 1. Logo, ao invés de consideramos
a matriz Q’, basta realizarmos 0 mesmo procedimento feito no inicio do item (i)

para a matriz F- Q’.

(i) Q=1

89
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. / .
Sabemos que deve haver algum jo € {2,3,...,n+1} tal que Qijo 7 0r pois,
caso contrario, teriamos que a primeira linha e a linha iy da matriz Q' seriam
iguais, ou seja, Q’ teria determinante zero e, portanto, a matriz Q também teria
determinante zero, porém, isto é falso por hip6tese. Sabemos, também, que

27:21 fo,j = 0, pois Q;o,l =1 e Q' é uma matriz estocastica. Sendo assim, deve
existir lp,I; € {2,3,...,n+1} tal que Qfo I #0e Q;O I # 0. Portanto, existe um
elemento na linha iy da matriz Q' que é diferente de zero e que ndo se posiciona

na ultima coluna. Chamemos de k tal elemento, i.e., Q;O ko Z0ekyg<n+l.

Consideremos a matriz

1 sei=jei#ko;
1—a sei=kpej=1;
Y= (Yi,]‘) tal que Yi’]‘Z e
o sei=kpej=ko;

0 caso contrario,

onde « satisfaz a seguinte condicao:

/

0<a<1seQjx,

>0, ou

/

a>1se Q. <0.

A matriz definida desta forma é estocastica, tem determinante positivo e pode ser

escrita como uma matriz de blocos:

Y = Anxn 01><1
O1xn Iixa

o qual A« é uma matriz estocastica de determinante positivo.

Agora, tome a matriz

Q'=QY.
Tal matriz tera a forma
1 0 . 0
Q// _ /2/,1 QIZI,Z T Q/2/,11+1
" " . "
n+1,1 n+1,2 n+1,n+1

com Q;(’) 1> 1. A partir daqui, o procedimento ¢ igual ao do item (i).
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cee /
(iii) Qio,l <1
Neste caso ndo ha nada a fazer.
Pelo item (i), (ii) e (iii) acima concluimos que existe uma sequéncia finita de matrizes

estocdsticas de determinante positivo Y, YD y@ oy (aqui denoto todas as matrizes

encontradas nos itens (i), (ii) e (iii) por Y para facilitar a nota¢do), que podem ser escritas

como 0
Y(l) — I1><1 01(l>)<n ou Y/ Y(l) — Anxn 0n><1 )
0nx1 Ay O1xn  Tixa
com Ag)xn matrizes estocdsticas de determinante positivoel = 1,2, ... p. Deste resultado,

obtemos a matriz

1 0 -+ 0
S=YP . YP Dy . o y= | P21 Q2 Quun
Qn+1,1 Qn+1,2 e Qn+1,n+1

que satisfaz éi,l <1,paratodoi=2,3,...,n+1,e det(()) > 0.

Agora definimos a matriz diagonal
1 sei=j=1;
P=(P;) com Pj=qy™lQ; sei=jei>1;
0 caso contrario.

Observe que, parai=1,2,...n+1, P; > 0. Isto é verdade pois, parai =1 temos P;; =1
e, para i > 1, obtemos da desigualdade Q,-,l < 1 que P;; > 0. Desta forma, a matriz P é

invertivel e com determinante positivo. Multipliquemos a matriz Q por P~ 1:

1 0 e 0
Q1 Q2 . Q2,n41
~ 15 15 15
-1 _ Zln:z QZ,Z Z?:z QZ,I Zln:z QZ,Z i
p1.g-| X2 | =z
Qn+1,1 Qnr1,2 o OQnran
15 15 Mol
Z}tz Qn+1,l 2171;2 Qn+1,l Z}tz Qn+1,l

Observe que podemos escrever a matriz Z como a matriz de blocos:

L1 O1xn
Z-= ,
(z(” 70

nx1 nxn
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com B B B
Q1 Q22 . Qa,n+1
" Yt Qo) " Y% Qo) Yt Qa
1 . 2 X . .
Z,1 = : e Zyiy= : ) : ’
Qui11 Q1,2 o Quapn
Z?;zl Qn+1,l Z}tzl Qn+1,l Z?;zl Qn+1,l
uma matriz estocdstica de determinante positivo. Note que, parai = 2,3,...,n+1,
~ ~ 1
podemos escrever Q;1 =1 — Z{le Qi e, portanto, reescrevemos Z51>)<1 como
_1_
Y Q)
o _ .
Zn><1 -
1 1
Z?zzl Qn+1,l

Tomando as constantes ay = Y15 Qa 1,43 = Y1 Q31, - -+, Ans1 = Lo Que1y temos

1 0 0 ... 0 0
14 0O ap 0 ... O 0
#2 0 0 a3 ... 0 O

1 . 3
quilz : eP=1| . .
1
An+1 a, 0
0 0 ... 0 ayy

Ap6s todas estas contas, faremos o caminho reverso agora. Da igualdade P~1-Q = Z

temos que

Q=(P-2).
Porém, como Q = Y . Y?~D ... YD . Q. Y, obtemos

Q =[Y?.Yr-D...YO1Lp.z)Y .
Finalmente, como Q - Xy, - Xj,—1 - - - X1 = Q, concluimos que
Q=[YP.YPD...YOI"YP.Z)Y X - Xpyoq - - - Xq] !
Agora relembre que

e As matrizes X, Xy, ..., Xy, terdo a forma de alguma das matrizes abaixo (vide o

Lema inicial deste Apéndice):

1
a _ Péx)z 02 (n-1) o) _ [Ln-1)x(n-1) Om-1)x2
WY = wW =
0 I 0 P
n—1xm-1) *tn-1)xmn-1) 2x(n—1) 2%2
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[ TG-vxG-p 0(]7,1)>x2 0G—1)x(n—j)
WO=1 001y Py O
0pi—jyx(i-1) Om-px@ w—jxm-j
comj € {2,3,...,.n—1} e Pélx)z,...,Pénx)z matrizes estocdsticas 2 x 2. Como

as matrizes X1, Xp, ..., X;; tem determinante positivo obtemos, por hipdtese de

inducdo, os caminhos continuos X;(t) satisfazendo
Xi(0)=Li1 e Xi(1)=X;

comi=1,2,...,met € [0,1]. Isto é verdade pois X; é uma matriz formada pelo
bloco P(Zl)X » que, por hipétese de indugdo, admite um caminho continuo o ligando

a identidade.

O mesmo vale para a nossa sequéncia de matrizes Y, YD y@ oy, que podem

ser escritas como

0
yO — (T 0(11;<n ou Y, YO = Avsn Onx1 ,
Onxl An><n/ len I1><1

l . f g . - .
com A" matrizes estocasticas de determinante positivo. Ou seja, como as

nxn

matrizes Y e YO, parai=1,2,...p, podem ser escritas por matrizes bloco que
satisfazem a hipétese de indugdo, obtemos os caminhos continuos YO(t) e Y(t)

satisfazendo:

YO0) =L, Y1) =YDe
YO0) =1L, Y1)=Y,

comt € [0,1].

Para encerrar, olhemos para o produto (PZ). Inicialmente, definimos a funcdo

continua
1 0 0 0 0
0 etin() 0o ... 0
0 0 et 0 0
P(t) =
... etn(n) 0
0 0 0 ... 0 el

93



94 A. DEMONSTRACAO DA PROPOSIGCAO 5.1

com t € [0,1]. Em seguida, dado que

L1 O1xn
Z = ,
(Z(l) 70

nx1 nxn

@

temos que a matriz estocastica de determinante positivo Z;;, ,,

admite, por hipétese

de inducgédo, o caminho continuo

7@

nxn

(t) satisfazendo z? 0)=I,1e z? 1) = z?

nxmn nxmn nxn’

com t € [0,1]. Agora, fixemos o caminho continuo para z®

%1 COMO sendo

1

et-ln(az) -

1
Z) () =

Sendo assim, obtemos o caminho continuo

I 015n
Z(t) = 1 2 ’
(Z;il(ﬂ Z3, ()
com Z(0) = I,,;1 e Z(1) = Z. Portanto, a funcdo (PZ)(t) = P(t)Z(t) é continua,
estocastica, e satisfaz (PZ)(0) = I,,,1 e (PZ)(1) = PZ.

Logo, concluimos que a funcao
Q(t) = Yt - Y1) - - - YOOI ®Z)OY (O (1) - Xna (1) -+ - Xa (D]

é continua, tem determinante positivo e é uma matriz estocastica em todos os seus pon-
tos. Além do mais, temos Q(0) = I,,,1 e Q(1) = Q. Com isto encerramos a demonstracdo

de que o conjunto das matrizes estocésticas de determinante positivo
{X € Gy; det(X) > 0}

é conexo por caminhos.



B. PROGRAMA PARA CALCULO DA
ALGEBRA SEMI-SIMPLES DA SECAO 5.3

script escrito para rodar no octave versao 4.0.0

Necessario o pacote "linear-algebra" para rodar

a funcao cartprod().

Dada uma base de um ideal soluvel, o programa ira tentar calcular uma
base para uma algebra semi-simples, tendo em vista o teorema de Levi.
Para avaliar se uma algebra eh semi-simples inspecionamos, via forca

bruta, se a matriz da forma de Cartan-Killing eh inversivel.

0 programa, assim que achar uma algebra semi-simples, ira imprimir os

resultados em um arquivo txt.

o T T T - S -

pkg load all; # carrega o pacote linear-algebra

######### Base do espaco tangente

N = 3;
bases = zeros(N, N, Nx(N-1) );
k =1;
for i = 1:N
for j = 1:N
if (1t=7j)

bases(i,i,k) =

Il |
= '
~- =

bases(i,j, k)
k++;
endif
endfor
endfor
SRR

###### Funcoes auxiliares
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### Operador colchete
function ret = colchete(a, b)
ret = axb - bxa;

endfunction

### Calcula a matriz da transformacao adjunta
function transf_matrix = transformacao(base, X_sist_linear, n)
transf_matrix = zeros(nx(n-1), nx(n-1), nx(n-1) );
for i1 = 1:(nx(n-1))
for j = 1:(nx(n-1))

y = ( colchete(base(:,:,1i), base(:,:,j ) ) )’";
y =vy(:);
transf_matrix(:,j,1i) = X_sist_linear \ y;
endfor
endfor
endfunction

### Calcula a matriz da forma de Killing
function matriz_killing = forma_killing( index_2, n)
matriz_killing = zeros(n, n);

for i = 1:n

for j = 1:n
matriz_killing( i, j) = trace( index_2(:,:, 1) * index_2(:,
endfor
endfor
endfunction
SRR

Pontos = cartprod (1:6, 1:6)
Total =6x*x*2;

### Testando Bases para achar a algebra semi-simples
LIbases = zeros(Total, 6);
for i = 1:Total

o3) )
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LIbases(i, Pontos(i,1l) ) = 1;

LIbases(i, Pontos(i,2) ) = -1;

endfor
LI = zeros(6,6);
LI(]-':) = [Glll-llll-llo];

LI(ZI:) = [-1I110I110I-1];

novaBase = zeros(N, N, Nx(N-1) );

novaBase(:,:,1) = bases(:,:,2) + bases(:,:,4)

novaBase(:,:,2) = bases(:,:,2) + bases(:,:,4)

interacao = 1;
for i = unique(l:Total)

for j = setdiff(1l:Total, i)

for k = setdiff(1l:Total, union(i, j) )

for 1 = setdiff(1l:Total, union( union(i,j

novaBase :,3) = bases

novaBase :,4) = bases(:

novaBase :,6) = bases(:
interacao++;

LI(3,:) = LIbases(i,:);
LI(4,:) = LIbases(j,:);
LI(5,:) = LIbases(k,:);
LI(6,:) = LIbases(l,:);

if ( rank(LI) == 6 )

X = zeros(N**2, Nx(N-1) );

for i = 1:(N%x(N-1))
aux = novaBase(:,:,1)
X(:, 1) = aux(:);

endfor

transformacaoMatriz = transformacao(novaBase, X, N);

(:, (:,:
(:, (:,:
novaBase(:,:,5) = bases(:,:
(:, (

gy

!,

’

’

’

’

’

Pontos (i,

Pontos
Pontos

Pontos

(j
(k
(1

’

’

’

1
1
1
1

( bases(:,:,5)

( bases(:,:

)
)
)
)
)

’

)
)
)
)

k) )
- bases
- bases
- bases

- bases

,1) + bases(:,:

(
(
(
(

y .
7.
'

7.

+ bases(:,:,3)
,6)

);
);
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transformacaoMatriz2 = zeros(3,3,3);
transformacaoMatriz2(:,:,1) = transformacaoMatriz(4:6,4:6,4);

transformacaoMatriz2(:,:,2) = transformacaoMatriz(4:6,4:6,5);

transformacaoMatriz2(:,:,3) transformacaoMatriz(4:6,4:6,6);

al round( transformacaoMatriz(1:3,4:6,4) .x 100000) ./100000;
a2 = round( transformacaoMatriz(1:3,4:6,5) .x 100000) ./100000;
a3 round( transformacaoMatriz(1:3,4:6,6) .*x 100000) ./100000;

if (all( all(al == 0 ) ) && all( all(a2 == 0 ) ) &&
all( all(a3 ==0) ) )
resultado = forma_killing( transformacaoMatriz2, 3 );
rank(resultado)
if (rank (resultado ) == 3 )

filenamel = strcat( num2str(interacao), '.txt');

myfile = fopen(filenamel,'a’);
fdisp (myfile,

T sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok oK oK oK oK 3K oK oK oK 3k ok ok 3k 3k ok 3k ok ok K ok K o ok K ok ok ok ok ok ok ok ok oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK K K K K ok ok k ok ) B
fdisp (myfile, 'i j k 1");
fdisp (myfile, [1 j k 1] );
fdisp (myfile, LI );
fdisp (myfile, transformacaoMatriz );
fdisp (myfile, ' ' );
fdisp (myfile, resultado );
fclose(myfile);

endif

endif
endif
endfor
endfor
endfor

endfor
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