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RESUMO

Esta dissertacdo objetiva exibir a demonstragdo de um resultado analogo do Teorema
de Cheeger-Gromoll obtido por Otis Chodosh, Michael Eichmar e Vlad Moraru. Este
resultado afirma que toda variedade Riemanniana de dimensédo 3, com curvatura escalar

ndo negativa, contendo um cilindro minimizante de 4rea é plana.

Palavras-chave: curvatura escalar, variedade Riemanniana, minimizante de 4rea.
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ABSTRACT

This dissertation is focused on showing an analogous of Cheeger-Gromoll’s theorem
obtained by Otis Chodosh, Michael Eichmar, and Vlad Moraru. This result shows that

a 3-Riemannian manifold with nonnegative scalar curvature is flat if it contains an

area-minimizing cylinder.

Keywords: scalar curvature, Riemannian manifold, area-minimizing.
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INTRODUCAO

Problemas isoperimétricos remontam a Antiguidade dos conhecimentos matemaéticos
do Ocidente, surgem com os gregos de modo mais sistematizado na Colegio de Pappus
de Alexandria®, que é um conjunto de trabalhos reunidos em livros distintos com temas
relacionados entre si, no Livro 5 da cole¢do que é, segundo Katz, "o mais polido da
Colegio"[1, p. 23] no qual as figuras isoperimétricas sdo abordadas. O cldssico problema
isoperimétrico pode ser formulado como sendo, de todas as figuras com perimetro dado L
qual encerra a maior drea A?

Aspectos relativos a esse tipo de questdo permaneceram sendo estudados e anali-
sados pela pesquisa e ensino tradicional da geometria euclidiana e o seu consequente
desenvolvimento.

Porém, com o advento do Calculo, surgem entdo as primeiras abordagens de
questdes geométricas usando-se ferramentas ndo tradicionais (até entdo, basicamente
eram régua e compasso), questdes como comprimento de curvas especificas, cdlculo de
areas e descrigdo analitica de entidades geométricas tornaram-se extremamente comuns,
este é 0 advento da dita geometria analitica como conhecemos, a0 menos em parte.

Citamos como exemplos de mateméticos que ajudaram a desenvolver o célculo e
que trataram de figuras isoperimétricas, os irmaos Johann e Jakob Bernoulli, em cujas
investigagdes centravam-se numa andlise detalhada de casos especificos [2].

Outro caso é o de Jakob Steiner que resolveu vérios problemas isoperimétricos
e em 1836 "provou" um resultado que podemos compatibilizar com a desigualdade
isoperimétrica no plano (L> — 47 A > 0, onde L é comprimento da curva simples fechada
do plano e A area da regido interior encerrada pela curva), usamos aqui as aspas para
nos referir a prova dada por Steiner porque nela havia uma omissdo que foi destacada
por Dirichlet e rigorosamente demonstrada por Weierstrass [3].

Acrescentamos o fato de que, Steiner foi contemporaneo do momento da consoli-

dagdo da geometria sintética, resultado dos estudos de matematicos como Jean-Victor

1 Matematico grego do fim do periodo helenistico viveu entre 290-350 aproximadamente.
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Poncelet e Karl Georg Christian von Staudt [3]. Muitos outros detalhes acerca das
contribui¢des de eminentes matematicos como Euler e Lagrange que abordaram os
problemas isoperimétricos como casos de interesse em seus estudos acerca do célculo
das variagdes podem ser encontradas na obra de Fraser [2].

Percebe-se que, como todos os problemas abrangentes de matemaética, foram
necessdrias muitas abordagens e vdrios séculos, até que se chegasse numa formulagao
precisa da solucdo do problema, provada por Tibor Rad6 em 1930 e Jesse Douglas, em
1931, de maneiras independentes. Evidentemente, ndo podemos deixar de comentar
que os métodos pensados por Steiner foram de muita valia para os que voltaram a tratar
o problema, por exemplo, Carathéodory em 1909 deu uma prova rigorosa de uma das
técnicas que Steiner usou em sua abordagem?[4].

Com o desenvolvimento e melhor formalizacdo do Célculo das Variac¢des, natu-
ralmente os gedmetras inquiriram como os problemas isoperimétricos se comportavam
em ambientes mais genéricos, primeiramente nas superficies do R® e depois em ambi-
entes mais gerais como as variedades Riemannianas e as varifolds. A importancia do
ponto de vista estritamente tedrico versa quanto a compreender as eventuais regides
ou "lugares" nesses ambientes em que temos bem caracterizado um comportamento de
minimizagdo de um funcional de interesse, que originalmente, colocando na linguagem
atual, era a minimizac¢do do funcional comprimento sujeito a condi¢des de bordo. Aqui
j& podemos nos conectar com outro cldssico problema da geometria e cuja andlise e
abordagem confundem-se com o préprio desenvolvimento do calculo variacional, qual
seja, o Problema de Plateau.

No contexto da Geometria Riemanniana desenvolvida no século 20 e 21, diversos
resultados possuem importancia, devido um interesse dos fisicos por sua aplicagdo
para uma melhor compreensdo do espago-tempo, por exemplo, Carlotto et al. em
[5] estudaram superficies minimas estdveis de dimensao 3 em espagos com curvatura
escalar ndo-negativa, onde mostram a rigidez para tais superficies no caso em que a
variedade ambiente é assintoticamente plana e tem horizonte limitado, uma vista nas
referéncias desse artigo nos mostram varios dos enfoques e resultados obtidos com
conexdo com as aplicagdes fisicas.

Um cléssico resultado da Geometria Riemanniana no século 20, foi a prova da
decomposicdo da curvatura de Ricci ndo negativa de Cheeger-Gromoll [6], 0 qual afirma

que se M é uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci ndo negativa,

2 Steiner em sua abordagem usa nog¢des de convexidade e construgdes com poligonos.
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entdo M é isométrica a M x RF onde M nao contém retas e R* estd munido da métrica
plana usual. Tal resultado é uma generalizagdo de um outro resultado de Toponogov, o
qual exigia mais hip6teses.

Desta forma, Chodosh et al. em [7] provaram um anélogo do classico teorema
de Cheeger-Gromoll mas agora com a curvatura escalar ndo negativa, qual seja, con-
siderando M uma variedade Riemanniana de dimensado 3 com curvatura escalar ndo
negativa contendo um cilindro minimizante de area, entdo M é plana.

Esta dissertagdo encontra-se organizada da seguinte maneira: (1) uma introdugao
na qual discutimos brevemente o problema e alguns correlatos, (2) um capitulo de preli-
minares no qual discutimos generalidades da Geometria Riemanniana, apresentamos a
primeira e segunda variacdo da drea, exibimos o operador estabilidade e explicitamos as
nogdes de superficies minimizantes de 4rea, (3) um capitulo no qual fazemos uma série
de lemas auxiliares que serdo usados na prova do resultado principal e exibimos uma
construcdo de uma familia de métricas satisfazendo determinadas propriedades, (4)
um capitulo no qual demonstramos o resultado principal de [7] com detalhes e (5) um
capitulo em que encerramos discutindo brevemente aspectos de interesse do problema

e que ainda permanecem sem prova.






PRELIMINARES

Faremos neste capitulo uma breve revisdo de conceitos de Geometria Riemanniana para
o estudo das variedades Riemannianas, esta revisdo esta baseada nos textos [8], [9], [10]
e [11]. Objetiva-se também estabelecer nota¢des e destacar resultados que serdo usados

ao longo do texto.

Defini¢do 2.1 (Variedade Topolégica). Uma variedade topolégica (ou continua) M, de

dimensdo n, é um espago topolégico tal que:
1. M é Hausdorff.

2. M é localmente Euclidiana de dimensio n, isto é, cada ponto p € M admite uma vizinhanga

aberta U, homeomorfa a um aberto do R".
3. M tem base enumerdvel.

Defini¢do 2.2. Seja ¢ : U C M — V C R" um homeomorfismo definido num aberto U de M.
O par (U, ¢) é chamado sistema de coordenadas locais de M. Se ¢(p) = (x1(p), - - -, xn(p))

entdo x1(p), - - -, xn(p) sdo as coordenadas locais de p e U é uma vizinhanga coordenada.

Definicdo 2.3 (Estrutura diferenciavel). Seja M um espago topolégico localmente Euclidiano
de dimensdo n. Uma estrutura diferenciavel F de classe C¥(1 < k < o0) em M é uma colegio
de sistemas de coordenadas F = {(Un, o), 0 € A} tal que

(a) UDCGA ulx = M-
(b) ¢pno q’)ﬁ_l : pp(Un NUp) — ¢po(Uy N Up) é uma aplicagdo de classe CK entre abertos do R”.

(c) F é maximal com respeito a (b), isto ¢, se (U, ¢) é um sistema de coordenadas de M tal que
podrledyop! €CKVa € A, entio (U, p) é um elemento de F.

Definic¢ao 2.4 (Variedade diferenciavel). Uma variedade diferencidvel de dimensdio n e
classe CK,1 < k < o0, é um par (M, F) onde:
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1. M é uma variedade topoldgica.

2. F é uma estrutura diferencidvel de classe C* em M.

O exemplo mais trivial de variedade diferencidvel é o espago euclidiano R", com
a estrutura diferencidvel dada pela identidade (difeomorfismos).

Convém explorar um pouco mais as consequéncias da Defini¢do 2.4. De agora
em diante, quando escrevermos uma variedade M", o indice superior n indicard a
dimensdo de M. A seguir, estenderemos a nogao de diferenciabilidade as aplicagdes

entre variedades.

Definicao 2.5. Sejam M] e M}' variedades diferencidveis. Uma aplicacdo f : My — M, é
diferencidvel em p € M; se, dada uma parametrizagio ¢ : V. C R™ — My em f(p), existe uma
parametrizagio ¢ : U C R" — M; tal que f(p(U)) C (V) e a aplicagio

gb_lofogb:UClR”—HRm

é diferencidvel em ¢~ (p).

Definicdo 2.6. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagdo diferencidvel o : (—€, €) —
M é uma curva (diferencidvel) em M. Dado p € M, suponha que «(0) = p, seja D conjunto das
fungdes de M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva w em t = 0 é a fungio o’(0) : D — R

dada por

d(f o)

W(O)f ==—7—| , feD.

t=0
Um vetor tangente a M em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva a : (—€,€) — M

com «(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T, M.

O conjunto T, M, com as operagdes usuais de fungdes, possui estrutura de espago
vetorial e tem a mesma dimensdo de M. Além disso, a escolha de uma parametrizagao

¢ : U — M em p determina uma base de T, M dada por

GRS CIN ®

TyM. Decorre dai que a estrutura linear em T, M assim definida ndo depende da

parametrizacdo ¢. O espago vetorial T, M é chamado espaco tangente de M em p.
Sejam Mj e Mj' variedades diferenciaveis e seja f : M; — My uma aplicagdo

diferenciavel. Para cada p € M; e cada v € T, M, escolha uma curva diferenciavel
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:(—€,€) = My com a(0) = p e a’(0) = v. Faga p = foa. A aplicagdo df, : T,M; —
Tf(yyM2 dada por df,(v) = p'(0) é uma aplicacéo linear que nao depende da escolha de
a. Além disso, df, é chamada diferencial de f em p.

Nas mesmas condi¢des acima, dizemos que uma aplicagdo f : M; — M, é
um difeomorfismo se ela é diferenciavel, bijetora e sua inversa f ! é diferencidvel. A
aplicagdo f é um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de p e V de

f(p) tais que f : U — V é um difeomorfismo.

Definicdo 2.7. Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicagdo diferencidvel f :
M — N é uma imersao se dfp : TyM — Ty, N € injetiva para todo p € M. Se, além disto, f
é um homeomorfismo sobre f(M) C N, onde f(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que
f é um mergulho. Se M C N e a inclusio i : M — N é um mergulho, diz-se que M é uma
subvariedade de N.

Observe que se f : M™ — N" é uma imersdo, entdo m < n. A diferencan —m é
chamada a codimensao da imersao f.

Na maior parte das questdes puramente locais de Geometria é indiferente tratar
com imersdes ou mergulhos. Isto provém da seguinte proposicdo (cuja demonstragdo
encontra-se em [9, p. 14]), que mostra ser toda imersao localmente (em certo sentido)

um mergulho.

Proposicao 2.8. Seja f : M — M7J',n < m, uma imersdo da variedade My na variedade M,.
Para todo ponto p € Mj, existe uma vizinhanga V- C My de p tal que a restrigio fy : V — Mp

é um mergulho.

Um exemplo ndo trivial e bastante importante de variedade diferencidvel é o que
chamamos de fibrado tangente, que consiste em, dada M" = {(U,, ¢,)} uma variedade
diferenciavel, considere TM = {(p,v) : p € M, v € T,M}, munindo o conjunto TM da
estrutura diferencidvel {ﬁ,x =1 1(U,), (,T;,X}, onde 7t : TM — M é a projegdo canodnica,

isto é, (p,v) = pe cfi(p, v) = (¢(p), dpp(v)) (de dimensao 2n).

Definicao 2.9. Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M é orientavel se M admite
uma estrutura diferencidvel {(Uy, pa)} tal que para todo par a, B, com ¢po(Uy) N pp(Up) = W #

O, a diferencial da mudanga de coordenadas ¢pg o ¢, L tem determinante positivo.

Caso contrério, dizemos que M é ndo orientdvel. Se M é orientével, a escolha de
uma estrutura diferenciavel satisfazendo (Definicdo 2.9) é chamada orientagcdo de M
e entdo M é orientada. Duas estruturas diferencidveis que satisfazem (Defini¢do 2.9)

determinam a mesma orientacdo se a unido delas ainda satisfaz (Defini¢do 2.9).
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Definic¢do 2.10. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma corres-
pondéncia associando cada ponto p € M a um vetor X(p) € T, M. O campo é diferencidvel se a
aplicagdo X : M — T M é diferencidvel.

Considerando uma parametrizagdo ¢ : U C R” — M é possivel escrever
& d
X(p) = E a;(p)=—, 2
(p) P l(p)axi ( )

0
onde a; : U — R é uma funcdo em U e {g} é a base associada a ¢ (no sentido de
i

(1)), comi=1,---,n. E facil notar que X é diferenciavel se, e sé se, as fungdes a; sdo
diferencidveis para qualquer parametrizagao.

E conveniente, em determinadas situagoes, utilizar a ideia sugerida por (2) e
considerar um campo de vetores como uma aplica¢do X : D — F, do conjunto D das

fun¢ds diferenciaveis em M no conjunto F das fung¢des diferencidveis em M, definida
por
of
(Xf)(p) = Zai(p)g(rﬂ), (3)
i 1

onde f no segundo membro indica, por abuso de notagio, a expressdo de uma funcao
f + M — R na parametrizacdo ¢. Como é imediato verificar, a fungdo Xf obtida em
(3) ndo depende da escolha da parametrizacdo ¢. Neste contexto, também ¢é imediato
verificar que X é diferenciavel se, e somente se, X : D — D, isto é, Xf € D para todo
feD.

Observe que se v : M — M é um difeomorfismo, v € T,M e f é uma fungéo

diferencidvel em uma vizinhanga de y(p), teremos

(dy(@)f)r(p) = o(f o 7)(p).

De fato, seja « : (—€,€) — M uma curva diferenciavel com «(0) = p e a’(0) = v. Entdo

d
(dy@N)r(p) =2 (forea) =o(fon(p).
t=0
A interpretacdo de X como um operador em D permite-nos considerar os iterados
de X. Por exemplo, se X e Y sdo campos diferencidveisem M e f : M — R é uma

funcdo diferencidvel, podemos considerar as fungdes X(Yf) e Y(Xf). Em geral, tais
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operagdes ndo conduzem a campos vetoriais, por envolverem derivadas de ordem
superior a primeira. Entretanto, é possivel mostrar que existe um tinico campo vetorial

Z tal que, para todo f € D,
Zf = (XY - YX)f. @)

O campo vetorial Z em (4) é chamado o colchete [X, Y] = XY — Y X e é claramente

diferencidvel. A operagdo colchete possui as seguintes propriedades:

Proposicao 2.11. Se X, Y e Z sdo campos diferencidveis em M e «, B sdo niimeros reais, e f, g

fungoes diferencidveis, entdo
1. [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade)
2. [aX +BY, Z] = «[ X, Z] + BIY, Z] (linearidade)
3. [[X, Y], Z]1+ 1LY, Z], X1+ [[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi)

4. [fX,8Y] = fglX, YT+ fX(9)Y — gY(f)X.
Demonstragdo. [9, p. 29]. O

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma familia de abertos V, C M com
UsVa = M é localmente finita se todo ponto p € M possui uma vizinhanga U tal
que U NV, #© apenas para um namero finito de indices. O suporte de uma fungao
f : M — R, denotado por supp f, é o fecho do conjunto dos pontos de M onde f é
diferente de zero.

Dizemos que uma familia f, de fung¢des diferencidveis f, : M — R é uma

particao diferencidvel da unidade se:

1. Para todo & € A, temos f, > 0 e o suporte de f, estd contido em uma vizinhanca
coordenada V,, = ¢4(U,) de uma estrutura diferencidvel {(Ug, ¢p)} de M.

2. A familia {V,} é localmente finita.

3. Y fa(p) =1, para todo p € M.
xEA
Dizemos que a parti¢do { f,} da unidade estd subordinada a cobertura {V,}. A
existéncia de particdo da unidade é um resultado cldssico da teoria, cuja prova pode ser

encontrada em [9]:
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Proposi¢do 2.12. Seja M uma variedade diferencidvel e {Vy}yca uma cobertura aberta de
M. Entdo existe uma particio da unidade { f,}, subordinada a cobertura {V,} com supp f;

compacto, Va € A.

2.1 METRICA RIEMANNIANA

Partimos de uma variedade diferenciavel na qual introduzimos em cada ponto uma
maneira de medir comprimentos de vetores tangentes que variam diferenciavelmente
com o ponto, isto é, associamos uma forma bilinear simétrica positiva definida em cada

ponto que varia de modo diferenciavel.

Defini¢do 2.13. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma varie-
dade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno
(, )p (isto é uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaco tangente T,M, que

varia diferenciavelmente no sequinte sentido: se ¢ : U C R" — M é um sistema de coordenadas

locais em torno de p, com ¢(x1,---,x4) =q € p(U) e %(q) =d¢@O,---,1,---,0), entdo
1

<aixi(f1),i(q)> = &ij(x1,+++ Xn) 5)

ax]'

é uma fungdo diferencidvel em U.

Esta definicao, é claro, ndo depende da escolha do sistema de coordenadas.

Deixaremos de indicar o indice p em (, -), sempre que ndo houver possibilidade
de confusdo. As fungbes g;; sdo chamadas expressdo da métrica Riemanniana no
sistema de coordenadas ¢ : U C R" — M. Uma variedade com uma dada métrica
Riemanniana chama-se variedade Riemanniana e denotamos por (M, g) ou ainda
(M, (-, ). Segue da Proposicdo 2.12 que toda variedade Riemanniana admite uma

métrica Riemanniana.

Definicao 2.14. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — N é

chamado uma isometria se:

(u,0)p = (dfp(u), dfp(v»f(p) (6)

para todo p € M, u,v € T,M.
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Definicao 2.15. Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicacdo diferencidvel f :
M — N é uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanga U C M de p tal que
f U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo (6).

E usual dizer que a variedade Riemanniana M é localmente isométrica a varie-
dade Riemanniana N se para todo p em M existe uma vizinhanc¢a U de p em M e uma
isometria local f : U — f(U) C N.

O préximo exemplo mostra como induzir uma métrica Riemanniana para uma

imersao.

Exemplo 2.16. (Variedades imersas) Seja f : M" — N™k uma imersdo. Se N tem uma
estrutura Riemanniana (-, ), f induz uma estrutura Riemanniana -, -)" em M por (u,v)}, =
(dfp(u),dfp(©)) ¢py para u,v € TyM. A métrica de M dada por (-,-)" é chamada entdo a

métrica induzida de (-, -) por f e, neste caso f é uma imersdo isométrica.

Concluimos, mostrando como a métrica Riemanniana permite definir uma nogao
de volume em uma variedade Riemanniana orientada M".

Para isso, sejam p € M e uma parametrizagdo ¢ : U C R" — M, com p € ¢(U),
na orientagdo de M (dizemos que tal parametrizacdo é positiva). Considere uma base

ortonormal positiva {ej,---,e,} em T,M e escreva

0
Xi(p) = g(p)

na base {e;} por X;(p) = )_ajje; . Entdo
i

ik(p) = (Xi, Xi)(p) = Y _ajjai(ej, ep) = ) _ ajjay.
jl j

Como o volume vol(X(p), - - -, Xu(p)) do paralelepipedo formado pelos vetores X;(p), - - -, Xu(p)
em T,M ¢ igual a vol(ey, - - -, e5) = 1 multiplicado pelo determinante da matriz (a;;),

temos que
vol(X1(p), - - -, Xu(p)) = det(a;j) = |/ det(gi;)(p).
Observe que, se i : V C R" — M é outra parametrizacdo positiva em torno de p, com

Yi(p) - a%,(p) e Ij(p) = (Y;, Y;)(p), teremos
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det(gij)(p) = vol(Xi(p), - - -, Xu(p))
= Jvol(Y1(p), - - -, Yu(p))
= ]/ det(hij)(p),

8xj

Agora, consideramos R C M um aberto conexo com fecho compacto, o qual

onde | = det <%> = det(dyp ! o dp)(p) > 0.

chamamos de relativamente compacto. Assumindo que R estd contido em uma vizi-
nhanga coordenada ¢(U), onde ¢ : U — M é uma parametrizacdo positiva (ndo inverte
a orientacdo assumida), tal que, a fronteira de ¢~!(R) C U tem medida nula em R”,

define-se o volume de R, indicado por vol(R) como sendo

vol(R) = /4> g Vet d (7)

A expressdo em (7) estd bem definida, para mostrar isso, consideremos que o
conjunto R estd contido em outra vizinhanga coordenada (V) de uma parametrizacdo

positiva ¢ : V. C R" — M, donde segue que,

/47_1(R) det(gij)dxl ceedxy, = [P—l(R) det(hij)d]/l -~ dy, = vol(R),

onde usamos a férmula de mudanga de variaveis e a orientabilidade de M.

Note que o integrando em (7) é uma forma diferencial positiva de grau n,
chamada usualmente de forma volume de M. Para definir o volume da regido compacta
R, que ndo estd contida em alguma vizinhanga coordenada basta considerarmos uma
parti¢do da unidade {¢;} subordinada a uma cobertura (finita) de R por vizinhangas

coordenadas ¢(ll;) e tomar

vol(R) = Z/(p_l(R) ;0.

Pode-se verificar que a expressdo anterior ndo depende da escolha da parti¢do

da unidade.

Assim sendo, a existéncia de uma forma diferencial positiva de grau n (elemento

de volume) nos permite definir a no¢do de volume em uma variedade diferencidvel.
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As métricas Riemannianas nos fornecem um dos modos de se obter um elemento de

volume.

2.2 CONEXOES

A préxima nogdo fundamental a se procurar generalizar no caso das variedades Rie-
mannianas, versa sobre a derivacao, isto é, como estudar "derivacdo" em variedades
Riemannianas. Grosso modo, o que se faz no contexto das variedades diferencidveis
é estudar a diferenciabilidade das aplicagdes entre abertos de espagos Euclidianos.
Uma pergunta natural que surge no contexto das variedades Riemannianas, é quanto a
influéncia da métrica, uma vez que, variedades Riemannianas sdo uma classe restrita
das variedades diferencidveis, o que torna razoavel supor que a métrica terd papel
importante.

De fato, Levi-Civita em seus estudos de Geometria sob orientacdo de Ricci,
mostrou que existe uma "derivacdo" mais adequada ao contexto Riemanniano, a qual

modernamente recebe o seu nome.

Definicao 2.17. Seja X(M) o conjuntos de todos os campos tangentes a M. Uma conexdo

afim é uma operagio

V: X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) = VY

tal que:
1. Vx(Y1+Y) = VY] + VxYa.
2. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y, onde X(f) é a derivada de f na direciio X.
3. Vx+x,(Y) =Vx, Y+ Vx,Y.
4. VixY = fVxY, para qualquer f € D.

Observacao 2.18. O conceito de conexdo afim é local, no seguinte sentido, dados X1, Xo € X(M)
com Xy = Xy em um aberto U C M,Y € X(M) entido VyX, = VyX, em U. De fato, tome
W = X1 — Xy, entdo W = 0 em U, avaliemos VyW em U. Seja f tal que f = 1 em uma

13
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vizinhanca de p e f = 0 caso contririo, defina W = fW, temos que W = 0 em M, assim

0 = VyW pois conexio é transformacio linear. Mas
0=VyW = Vy(fW) = fVyW+Y(H )W

temos Y(f)W = 0 pois W = 0. Avaliando em p, 1 - VyW(p) = 0 donde VyW = 0. Consequen-
temente, VYW = Vy (X7 — X)) = Vy X7 — VyXo =0 = VyX; = Vy Xo.

Comentamos que, na Defini¢do 2.17, o simbolo VxY pode ser lido como sendo
"derivando o campo Y na direcdo do campo X". Contudo, historicamente, antes surgiu

a nocao de derivacdo covariante.

. . ) DV
Proposicdo 2.19. Dada uma conexdo afim V em M, existe uma tinica operagio V T a

qual chamamos derivada covariante tal que:

DV DW
1. (V W) = I + — T
D DV df
2. E(f )= f

3. Se existe campo Y € X(M) tal que V(t) = Y(c(t)), entdo I:C)ZV

Definicao 2.20. Um campo vetorial X € X(M) ao longo de uma curva diferencidvel iy : I — M

= Ve

DX
é chamado paralelo se I =0, para todo t € I.

Definicdo 2.21. A conexio afim V é Riemanniana (ou compativel com g) se:
X<Y, Z> = <ny,Z> + <Y, sz>

para quaisquer X, Y, Z € X(M).

Definic¢do 2.22. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica
quando para quaisquer X,Y € X(M) valer VxY — VyX =[X, Y].

Teorema 2.23. Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica conexdo afim V em M

satisfazendo as condigdes:
1. 'V é simétrica.

2. 'V é compativel com a métrica Riemanniana
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Demonstragio. Sejam X, Y, Z € X(M) quaisquer. Se uma tal V existir, queremos calcular
(VxY,Z). Consideremos

X(Y,2))=(VxY,Z)+(Y,VxZ) (8)
Y((Z,X)) = (VyX,Z)+(X,VyZ) 9)
Z((X,Y)) = (VzX,Y) +(X,VzY) (10)

Assim, somando (8) e (9) e subtraindo (10),

XY, Z) +Y((X,Z)) — ZUX, Y)) = (VxY, Z) + (VxZ — VX, Y)+
+(VyZ — VY, X) +(VyX — VxY, Z) + (VxY, Z)
=2(VxY, Z) + ([X, Z], Y) + {[Y, Z], X) + ([Y, X], Z)

Consequentemente,

(VxY,Z) = S[X(Y, Z) + Y(X, Z) - Z{X,Y) — (X, Z], Y) - ([Y, Z], X) — {[Y, X], Z)
(11)

Com a expressdo para V obtida em (11), é possivel garantir a existéncia e a

N~

unicidade de uma conexdo Riemanniana. Além disso, as condi¢des 1 e 2 seguem da
construgdo feita para a determinac¢do de V. Mostra-se também que V assim definida é

uma conexao afim. O

A equagdo (11) é denominada férmula de Koszul.

Observacao 2.24. A conexdo dada pelo teorema 2.23 é denominada conexdo de Levi-Civita (ou

Riemanniana) de M.

Passaremos agora a abordar a nogdo de derivada de Lie de um campo X sobre uma

variedade M, a qual denotaremos por LxY que é também um campo vetorial sobre M.

Dado p € M, podemos descrever como definir LxY em p. Para cada x numa
vizinhanga de p, consideremos ®;(x) : [0, €) — M que é solugdo da equacdo diferencial
ordindria

2 () = X@i()

15
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com a condigdo inicial ®p(x) = x. Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para Equagdes
Diferenciais Ordindrias, existe € > 0, independente de x em alguma vizinhanga de p,

tal que existe uma tinica solucéo para t € [0,€). Em cada caso, podemos definir

J ]
(LxY)(p) = 5| (@FY)(p),
t=0
onde (P} Y)(p) = (D} e, () Yoor (-
Lembrando também que (Xf)(p) = %‘t_o(cbf f)p onde ®;f = f o d; e usando

que (D;Yf) = (P;Y),(P; f), afirmamos que (LxY)(p) = [X, Y]y, cuja prova pode ser
encontrada em [12].

De fato,

;Y f)p = (f),
t
< iy OV = Oy
t—

(X(Y/)y =lim

Agora, adicionando e subtraindo (®;Y),f. Consequentemente,

(PFV)p(PEf) = (PEV)pf + (PFY)pf — Vpf
t

<im0y SOy 0 =

(X(Y/))y =lim

t t—0 t
= Ypr + (,CXY)pf

Portanto, XY =YX + LxY.
Agora vamos sinteticamente discutir as equagdes de estrutura de Cartan. Con-
sideremos um referencial ortonormal {ey,---,e,}, existem localmente definidas as

conexdes das 1-formas w;. tais que

n
L — i,
Ve, = E wie;.
i=1

Se §!,--.,0" é o correferencial dual ortonormal a {%,---,6"} entdo os w]’: podem ser

calculados usando a equagdo

. n . .
ae' = — lew]l NO,
]:
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que é escrita, com abuso de linguagem, como d6 = —w A 6.

2.3 A SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

Nesta secdo consideramos a seguinte situagdo: seja f : M — M uma imersdo de uma
variedade diferencidvel M de dimensdo 7 em uma variedade M de dimenséo n +m. O
nosso primeiro objetivo é generalizar a nogdo classica de segunda forma fundamental

estudada no das superficies contidas no R® para o caso f : M — M.

Seja f : M — M uma imersdo, entio para cada p € M, existe uma vizinhanga
U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M, ou seja, existem uma
vizinhanga U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R™" em um aberto V
do R™™, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do subespago
R" € R"™™. Como abuso de linguagem e simplificagdo de notagédo, identificaremos
U com f(U) e cada vetor v € T;M,q € U, com df,(v) € Tf(q)m. Assim, usando essas
identificagOes estenderemos um campo local em U de vetores tangentes a M a um

campo local em U de vetores tangentes a M.

Para cada p € M, o produto interno em T,M o decompde na soma direta
Vi L
TyM =T,M & (T,M)—,
onde (T,M)! é o complemento ortogonal de T,M em T, M.

Se v € T,M, p € M, podemos escrever

v=0 +0N, vl e T,M, N e (TpM)L.

T N

Denominamos v' a componente tangencial de v e v a componente normal de

v. Tal decomposigdo é diferencidvel no sentido que as aplicacdes de TM em TM dadas

por
(p,v) = (p,0") e (p,v)— (p,oV)

sdo diferencidveis.

17
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A conexdo Riemanniana de M serd indicada por V. Dados X e Y, campos locais

de vetores em M, e X e Y extensdes locais a M, definimos
VxY=(VgY)'

E possivel verificar que esta é a conexdo Riemanniana relativa a métrica induzida
de M.

Para definir a segunda forma fundamental da imersdo f : M — M, convém

introduzir previamente a seguinte definicdo. Se X e Y sdo campos locais em M, entdo
B(X,Y)=VxY — VxY (12)

¢ um campo local em M normal & M. Uma conta simples mostra que o campo B(X, Y)
ndo depende das extensdes X e Y. Portanto B(X,Y) estd bem definida. Além disso,
a aplicagdo B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por B(X,Y) = VxY — VxY é bilinear e
simétrica, para quaisquer X, Y € X(U). Como B é bilinear, exprimindo B em um sistema

de coordenadas, concluimos que o valor de B(X, Y)(p) depende apenas de X(p) e Y(p).

Agora, podemos definir a segunda forma fundamental, sejam p € M e 75 €
(T,M)*. A aplicagdo Hy : T,M x T,M — R dada por

Hy(x,y) = (B(x,y),1),x,y € TyM (13)

é uma forma bilinear simétrica.

Definicao 2.25. A forma quadrdtica I1, definida em T, M por
IT,(x) = Hy(x, x)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 7.

Note que fica associada a aplicagdo bilinear H; uma aplicacdo linear autoadjunta
Sy : TyM — T,M dada por

(Sy(x),y) = Hy(x,y) = (B(x,y),1).



2.3 A SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

Agora consideremos o caso particular em que a codimensdo da imersdo € 1, ou
seja, f: M" — M"! Entio a imagem f(M) C M é uma hipersuperficie’.

Sejam p € M e 57 € (T,M)*, com ||57]|= 1, como S, : T,M — T,M é simétrica,
existe uma base ortonormal de autovetores {ey,---,e,} de TpyM com autovalores reais
A1, -+, A, isto é, S(e;) = Aje; para cadai € {1,---,n}, via Teorema Espectral. Se M e M
sdo orientaveis e estdo orientadas, e {e1,- - -, e, } é uma base com a mesma orientagao
de M, o vetor 7 fica univocamente determinado se {ey,---,e,, 77} for uma base na
orientacio de M. Neste caso, denominamos os ¢; por dire¢des principais e 0s A; = «;
de curvaturas principais de f. As fun¢des simétricas de Ay, - - -, A, sdo invariantes da
imersdo. Assim, para todo p € M, podemos definir a curvatura de Gauss-Kronecker K
por

K =det(Sy) = x1(p) . . . kn(p), (14)

e a curvatura média H é definida por

1 1
H = —traco(Sy) = (ki(p) + -+ n(p). (15)

Também definimos o vetor curvatura média ﬁ como sendo ﬁ =H 7, onde
H ¢ a curvatura média e 7 é o vetor normal unitario a hipersuperficie (em relagdo a
orientacgdo fixada). H4 ainda a no¢do de fracamente média convexa significa apenas

que o vetor curvatura média é nulo ou aponta para dentro em cada ponto.

Agora, vamos considerar o caso quando M = R"*!, Com efeito, podemos dar uma
interpretacdo geométrica para S;. Inicialmente, seja v uma extensao local de 7, unitario
e normal & M. Considere S" esfera unitaria de R"*!, isto ¢, 8" = {x € R""! : ||x||=1}, e
defina a aplica¢do normal de Gauss, N : M"" — 5", transladando a origem do campo v
para a origem do R"*! e fazendo N(p) ser o ponto final do transladado de v(p). Como
TyM e Tn)S" sdo paralelos, podemos identifica-los, e vemos que dNy, : T,M — T, M é
dada por

ANy = Swoct)|_ = Ve =(T.0) = ~5,(),

onde ¢ : (—e¢,€) — M é uma curva com ¢(0) = p, ¢’(0) = x, e usamos o fato que (v,v) =1
para garantir que Vv = (V,0) . Logo, segue que —S, é a derivada da aplicagdo normal

de Gauss.

1 Note que uma hipersuperficie pode ter autointersecgdes.
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Uma imersdo f : M — M é geodésica em p € M se para todo 17 € (T,M)* a
segunda forma fundamental b, é identicamente nula em p. A imerséo f é totalmente

geodésica se ela é geodésica em todo ponto p € M.

Uma condi¢do mais fraca do que a de totalmente geodésica é a condicdo de

minima.

Definigdo 2.26. Uma imersdo f : M — M é minima se para todo p € M e todo 17 € (T,M)*

tem-se que o trago de S; = 0.

A razdo da palavra minima neste contexto é que tais imersdes minimizam o
volume da métrica induzida. Mais precisamente, se M C M é uma subvariedade
minima e D C M um dominio suficientemente pequeno de M com bordo dD regular,
entdo o volume de D na métrica induzida é menor ou igual ao volume de qualquer

outra subvariedade de M com o mesmo bordo.

2.4 OPERADORES DIFERENCIAIS

Agora, passaremos a definir os operadores diferenciais em uma variedade Riemanniana.

Definicado 2.27. Sejam (M", g) uma variedade Riemanniana e p € M. Um referencial local
geodésico em p é uma colegio de n campos vetoriais Eq,---,E, € X(U), onde U é uma

vizinhanga de p, ortonormais em cada g € U tais que Vg E;(p) = 0.

Como é sempre possivel construir um referencial geodésico ao redor de um ponto
de uma variedade Riemanniana, fixemos um sistema de coordenadas locais X : U — M

numa vizinhanga de p € M, com {E;} sendo um referencial geodésico em p.

Podemos também considerar um outro referencial no ponto p, digamos X;, no
qual g;j = (X;, X;), desta maneira, como pontualmente X; e E; sdo bases do espago
tangente no ponto p, sabemos, da algebra linear, que existe uma mudancga de base entre
eles, o que procuraremos fazer a seguir é estudar essa mudanga juntamente com as

propriedades diferenciais que possam facilitar os calculos.
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Como {X;} e {E;} sdo bases do espaco tangente T, M, podemos entéo exprimir
os elementos de {E;} em termos de X; e os elementos {X;} em fungdo dos termos E;,

ou seja,

E; = Zal]X e X;= ZbZ]E (16)
=1 j=1

Pondo A = (a;;) e B = (b;;), afirmamos que
A=B1le G 1=AA, (17)
onde G = (g;j) com
gii = (Xi, Xj)

<Z biEx, Zb]lEl>

n

= Y bibj (Ex, Ey)
=1

n

2 bzkb]k/

k=1

>

que ¢é a entrada (i, j) da matriz BB, isto é, G = BB'.

De fato, note que a afirmacédo (17) é equivalente a mostrar que

n

= Zaikbkj e (gil)i]’ = Zakl‘ﬂk]‘. (18)
k=1

k=1

Contudo, de (16), segue que, para quaisquer i e j,

n

=Y an Xy = Iéaik (jzl; bk]-E]-> y (Zalkbk]>

k=1 j=1

Como as combinagdes lineares de um dado vetor numa base sdo tnicas, temos
n

que para cada i € {1,---,n}, Zﬂikbki =1eparacadai,je {1,---,n} comi # j,
k=1

n
Z ajkbyj = 0, 0 que mostra a primeira igualdade de (17).
k=1

21
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A segunda relacdo de (17) é assim provada:
=BBH) '=BHY B =B B !=AA.

Definicao 2.28. Dada uma fungido f € D, definimos o gradiente de f como sendo o iinico

campo vetorial V f € X(M) que satisfaz

(Vf,X) = Xf, (19)

para todo X € X(M).

Mostraremos a seguir que, num referencial geodésico {E;} em tornode p € M, o

gradiente de uma funcdo f : M — R é dado pela expressdo

Vf= é(Em) E

n
De fato, como Vf € X(M), entdo Vf = Z b;E;. Aplicando a métrica com E;, vem que
i=1

(Vf, Ej)= <Zb E;, ]>

Por outro lado, pela Definicdo de gradiente (2.28),

(V£ Ej) = Ei(f),

ou seja, b; = Ej(f). Como consequéncia imediata disto, temos que
n
V1= L(E) (20)
i=1

Definicdo 2.29. Sejam M uma variedade Riemanniana e X € X(M). A divergéncia de X é
trago do operador Y — VyX.

n n
Consideremos um campo X = ZaiE,-, afirmamos que div X = Z E;(a;). De fato,
i=1 i=1
como div X = tr(Y — VyX), temos entdo
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n
div X(p) =) _(VEgX, E;)
i=1

£ (Eﬂf ) ‘)

_ Z<Z 4V Ei+ E; (a) E]-),Ei>
- (L) E]»Ez->

= Y Ei(aj) (Ej, E)

Agora vamos obter as expressdes dos operadores diferenciais em um sistema
de coordenadas locais, ndo necessariamente geodésico, para esse intento simplesmente
usaremos as expressoes obtidas no referencial E; em termos das coordenadas locais,

conforme (16). Afirmamos que,

(Zﬁqu (21)

k=1

De fato,

Wfi@ﬂﬂ&

1

Y e Xi(f) Xy

i,j,k=1

~
.

n

Z Zaz] zk) Xj (f)Xk

jk=1

n

X)Xk

jik

—_
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-y (Zg X (f)) X

k=1

De modo similar encontraremos a expressdo para a divergéncia do campo X em
coordenadas, para tal, antes precisaremos dos conhecidos simbolos de Christoffel, que

sdo as aplicagoes F determinadas mediante a igualdade

n
VxXi= Y T Xk (22)
k=1

Num sistema de coordenadas {X;}, a conexdo V ser simétrica significa que
Vx.Xj— VxXi = [Xi, Xj] =0, (23)

que equivale a I“i.‘]. = I“;‘i.

n
Assim, sendo X = inXi temos que usando as coordenadas do referencial
i=1
geodésico {E;}, ficamos com

n
onde 4; = le bij sdo as coordenadas de X na nova base (b;;)(X;).
i=1

Assim, agora podemos exibir a expressdo da divergéncia de X, como segue,

n n n
div X = ZE a] = ZlE] <lezb1]> = Z E]' (xibij)
j= i=

j=1 i,j=1

- i Ej (x;) bij + Z Ej (bij) xi

ij=1 ij=1
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De fato, em p temos,

VXX =V (g bk (ZbllEl)

Il
M:
M:

bix )V (biEr)

>
I
—_
—
I
—

Il
=
M:

bix ), (baVE.Er + Ex (byy) Ep)

T
—_
—
I

—_

bixEx (bi1) E;

>
—
Il

Il
K, [vj:

1

bixEx (b (Z ﬂlme>
(Z a1mbjEx (bil)> Xon.

k,I1=1

>
—
Il

Il
K, [vj:

1

I
1=

1

3
[

Comparando a expressdo acima com a expressdo (22) dos simbolos de Christoffel,

obtemos que

Logo,

n
= Y apubiEx (ba) -

kI1=1

Z a;biEx (bir) ,

k,I=1

e, consequentemente,

(24)

25
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como queriamos.

Obtemos assim a expressdo da divergéncia do campo X em coordenadas como

sendo

n n .
divX =) X;(x)+ ) Ipxi (25)
i=1 i,j=1

A seguir, demonstramos dois fatos que serdo tteis para chegar a expressdo do

Laplaciano em coordenadas locais. Primeiramente, afirmamos que
n ..
Xk(©) =) 878Xk (8ij)
ij=1

onde ¢ : M — R é fungdo determinante da métrica, definida por g(p) = det(G(p)) que é

sempre uma fungdo positiva. De fato, pela regra da cadeia temos que

X (@) =), 5o Xk (i) - (26)
ij=1 98ij
Agora recordemos que
_ 1)+
g nxn

onde G;; é a matriz dos cofatores de G, ou seja, G;; € o determinante da matriz (n — 1) x
(n — 1) obtida eliminando-se a linha i e a coluna j da matriz G. Por outro lado, sabemos

da férmula de Laplace para calcular o determinante que

n . .
g= detG = Z(_l)H]gijGijz
i=1
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para qualquer j € {1,---,n}. Consequentemente,

g »
= (=1)"G;j,
para quaisquer 7 e j. Assim,
G 1= [1 98 ]
898ij |y ey
ou seja,
j_ 108
8 9ij

Dai, a expressdo (26) pode ser reescrita como sendo

Xe(9) =Y g7eXk (gi) -
i1

Desta ultima igualdade, segue que

2. 8% (55) = LXi(g) = X,(log(s)) @7)
i,j=

Agora, recordemos que a expressdo dos simbolos de Christoffel em termos da

métrica é dada por
1&
=5 Y8 X (jn) + X (gni) — Xn (8i) } - (28)
h=1
Usando (28), mostraremos que

n . 1
YT = 5 Xi(log())
j=1

il—'{j = %iighj {XG (gin) + Xi (8n7) — Xn (8ji) }

N =

-2 ¥ §; (gih)) - ( Y §iX; (gh]-)> -

jh=1

( Y §X, (&'i))

jh=1

27
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1 n . n . 1
=5 (Z §YX; (&'h)) - (Z §X,, (81‘]‘))] 5 Z §X; ()
L \j,h=1 jh=1 jh=1
1[[& ; n . 1
=3 <Z "X, (gij)> - (2 "X, (81']'))] > Z 8" X; (gn)
| \ji=1 jh=1 =
_ Ly ohix (o,
=5 2 87X (gw)
=
= 2 Xi(log(s))

Voltemos a expressdo da divergéncia do campo X e usando as expressdes que

obtemos anteriormente com relagdo a simbolos de Christoffel, segue que

div X = ZXi (x;) +f <ir{])

= 2 Xi (xi) + %Xl(log(g))xl} . (29)

i=1

Por outro lado, observemos que

% X/ + Xi (x:) V3]

= X; (x;) + % (%Xi(g)g%) X;
= X; (x;) +% (Xig(g)) Xj

= Xi (x3) + 5 Xi(l0g(9)x

%Xz‘ (Vgxi) =

usando este fato juntamente com (29), podemos escrever a divergéncia como sendo

1

n
div X = Z 7 Xi (\/8xi) -
i=1
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Defini¢ao 2.30. Sejam M uma variedade Riemanniana e f uma fungdo diferencidvel. A
Hessiana de f é o tensor simétrico

Hess f: X(M) x X(M) — D
(X,Y) — (VxVf,Y)

Definicdo 2.31. Seja f : M — R uma funcido diferencidvel. O Laplaciano de f em M é a
fungdo
Af: M - R
p — div(Vf).

Note que Af € D, além disso, dado {¢1,---,Gn} € um referencial ortonormal,

entao
n

Af =div(Vf) =tr(X — VxVf) = Z(Vgin, ¢;) = tr(Hess f).
i=1

Dessa forma, considerando em p € M, o referencial geodésico {E;,---,E,}, a

expressdo do Laplaciano de f se torna

i=1

Af(p) = div(V f)(p) = div (Zﬁ&) (p) =) fii(p)-
i=1

Por (21), obtemos uma expressdo para Af num sistema de coordenadas locais
{X;}, dada por

Af =div <iszz>

=1

X (V&)
V8 (fgiijm)
j=1

> X (vagxn),

i,j=1

M= 1D
%i; %\

~ I

%\

que é a expressao do operador de Laplace-Beltrami em um sistema de coordenadas
locais {X;} em p € M.
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Lema 2.32. Sejam f,g € D(M). Entdo
A(fg) = fAg +8Df +2(Vf,Vg). (30)

Demonstragdo. Fixado p € M, considere o referencial geodésico {Ey,---,E,} em uma
vizinhanga de p. Desse modo,

n

Af)p) = ) ExEx(f&)(p)

=
—_

1=

Ex(SExf + fEx&)(p)

T
—_

1=

SExEcf(p)+ Y ExgEcf(p)+ Y ExgEcf(p)+ ) fEEx8(p)
k=1 i=1 k=1

S
I
—_

= fAg(p) + gAf(p) +2 Y ExgErf(p)
k=1

= fAg(p) +8Af(p) +2 Y gkExfiEx(p)
k=1

= fAg+gAf +2(Vf,Vg)(p).

Em particular, Af2 = 2fAf +2|Vf|?> onde |Vf|? é o quadrado da norma do
campo Vf.

2.0 CURVATURAS

Definicao 2.33 (Curvatura). A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma corres-
pondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada
por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+Vixy|Z

para todo Z € X(M) e V conexdo Riemanniana de M.
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Tomando um sistema de coordenadas (x1, - - -, x;;) definidas num aberto de M,

sendo X; = 9/0x; os campos coordenados, temos que [X;, X;i] = 0, donde segue que
R(X;, Xj) Xy = VX]-VX,-Xk - VXivXij-
Usando (28), obtemos
R(X;, X)X = Vx,Vx,Xe — Vx,Vx X = Y Vx T X, — Y VxIhX
ir X)X X; VX &k Xixjklxllkllx,]kl

=Y XX, + rﬁkvx].xl] = [Xi(r§k)x, + rj.kvxl.xl}
I - 1

Y | KT X + T Y T3 Xs — XiT) X + Tl Y T3 Xs
S S
S

l

d J l I s
a—xj(r?k) - a_xl-(r?k) - Zz: (Fikr?l - rjkril>

XS.

D

Proposicdo 2.34. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz as propriedades a
Sequir:
1. R é C®-bilinear em X(M) x X(M), isto é,
R(fX1+gXo, Y1) = fR(X1, Y1) + §R(X2, V).
R(X1, fY1+8Y2) = fR(Xq, Y1) + gR(Xq, Y2).
quaisquer que sejam f,g, € D e X1, Xp, Y1, Y2 € X(M).
2. Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é C*-linear,
isto é,
RX,Y)(fZ+ W)= fR(X,Y)Z+R(X, Y)W
quaisquer que sejam X, Y, Z, W € X(M) e qualquer f € D.
3. Primeira Identidade de Bianchi : R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y = 0.

4. Simetrias: quaisquer que sejam X,Y,Z, T € X(M), temos
(@) (RX,V)Z,T)+ (R(Y,Z2)X,T) +(R(Z,X)Y,T) =0.
(b) ( ) =
(c) (RX,Y)Z,T) = —(R(X, )T, Z).
(d) (RX,Y)Z,T) = (R(Z,T)X,Y).

R(X,Y)Z,T) = —(R(Y, X)Z, T).

31
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Demonstragio. Veja [9] ou [11]. O

Definicao 2.35 (Curvatura Seccional). Dado um ponto p € M e o um subespago de dimensio

2 de TyM, o niimero real

K(0) = K(x,y) = —<R|(jf’Ay ;’f;y :

onde {x,y} é base de o e |x Ay|*= (x, x){y,y) — (x,y)? é a drea do paralelogramo determinado

por x e y, é chamado de curvatura seccional de o em p.
Mostra-se que K(¢) independe da escolha de x,y € 0.

Definicdo 2.36 (Tensor de Ricci). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Dados X,Y €
X(M) o tensor de Ricci é definido por

ric™ (X, Y)(p) = tr{z — (R(X, 2)Y)(p)}-

Em um sistema ortonormal local em p, {Xy, -+, Xy}

n
ric”(X, Y) = ) (R(X, X))Y, X;).
i=1
Definicdo 2.37. Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M e x € T,M unitdrio. A

curvatura de Ricci de M na diregio de x em p é dada por
Ricﬁ/f(x) = ricM(x, x)(p).

Se {z1,--,24_1,2n = x} for base ortonormal de TyM, entdo a curvatura de Ricci

é escrita como
1 n—1

Ricéw(x) = Y (R(x,z)x, z;).
i=1

Definig¢ado 2.38 (Curvatura Escalar). Sejam M variedade Riemanniana, p € Me{z1, -+ ,2,-1,2Zn}

base ortonormal de T, M. A curvatura escalar de M em p é definida por

1¢ .
R = . Z{Rlcéw(zj).
]:
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Teorema 2.39. Sejam f : M — M uma imersdo isométrica entre variedades Riemannianas,

p € Mex,y € TyM vetores ortonormais. Entdo

K(x,y) — K(x,y) = (B(x, x), By, y)) — |B(x, y)|*, (31)
onde K denota a curvatura seccional em M.

Demonstracio. Sejam X,Y extensdes locais ortogonais de x e y, respectivamente, que

sdo tangentes a M, denotemos por X, Y as extensdes locais de x,y a M. Entdo,

K(x,y) — K(x,y) = (VyVxX — VxVyX — (V3 V5X — V5 VyX), Y)(p)+
+(Vix X = Vigy X, Y)(p)

Por outro lado, temos que (V[x y|X — V[Y,Y]Xf Y) = —((V[Y’Y]X)N ,Y)(p) = 0.

Além disso, tomando Eq, - - -, E;;, com m = dim M — dim M ortonormais entre si

e normais a M, teremos que
B(X/ Y) = Z Hi(X/ Y)Eil
i
com H; = Hg, dada em (13),i=1,---,m. Avaliando em p,
7VxX = Vy (Z Hi(X, X)E; + VXX>
1
=Y Hi(X,X)VyE; + YH{(X, X)E; + VyVxX
Tomando a métrica,
<VY XA Y> == ZHZ(X/ X)HZ(Y/ Y) + <VYVXX/ Y>
i
Analogamente,
<VY Y Y> == ZHZ(X/ Y)HZ(X/ Y) + <VXVYXI Y>
i

Desta forma,

K(x,y) — K(x,y) = (VyVxX — VxVyX — V5 VX — V£V X, Y)(p)
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= (VyVxX, Y)(p) — (VxVyX, Y)(p) — (Vy VX, Y)(p) + (Vx ,Y)(p)
= (VyVxX,Y)(p) — (VxVyX, Y>(P)+ZH( , X)H;(Y, Y)+

—(VyVxX, Y)(p) — (VxVyX, Y)(p) — ZH(X Y)H;(X,Y)
=Y Hi(X, X)Hi(Y,Y) — Hi(X, Y)H;(X, Y)

= (B(x, ), B(y,y)) — |B(x,y)|*.

2.6 VARIACAO PRIMEIRA E SEGUNDA DA AREA

Sejam M variedade Riemanianna e ¥¥ C M" uma subvariedade imersa com bordo
vazio.

Seja F : ¥ x (—€,€) — M uma variacdo de ¥ com suporte compacto. Chamamos
Fy), de campo variacional e tome {x;} sistema de coordenadas de X. Sejam gij(t) =

d p
§(Fe Fy) = 8 (% g;) e v(t) = | [det(g; (1) /det(g(0)).
J

1

Assim , o funcional 4rea é dado por
A(t) = A(F(Z, 1)) = /Zl/(t) det(g;;(0))- (32)

Derivando (32) em t = 0, temos

d d
g A) = /ZELZO‘/“) det(g;(0)) (33)

Para avaliarmos —‘
dt 1+=0

coordenadas de modo que g;;(0) = ¢;

v(t) em algum ponto x, podemos escolher um sistema de

Assim, no ponto x,

t’tO dt’ \/W\/M

1
ks (a(t:ogff“))
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k
d
;d_‘ xl/ x, |t0

) (VEFy Fo), (34)

NIH

M»

~.
I
—

M»

<va Ff/le>|t:0
i=1
=di 1Vy Ft
n—k k
=Y. Y (Ve (F, Ni)N|, Fy,) + divs F
I=1 i=1
n—k k
=), {Px,-<Ft/ Ni) N+ (F, Ni){VE, Nl/in>} +dive F' (35)
I=1 i=1
n—k k
= Z Z<Ft’ Nl> <vaiNl’ Pxi> + diVZ FtT
=1 i=1
n—k

]
M?\“

<Fl’/ <VFX Nl/ >N]> + leZ Fi’

—
I

-
Il

—_

2 -
|
=

= — Y (F, (H,N})N;) +divs F,
=1

= —(F, H) +divs F/,

onde {Ny, -+, N;} é uma base ortonormal para o fibrado normal de X~ em x, em (34)
usamos que Vr,Fy;, — Vg F = [F, Fy;] = 0 pois sdo campos coordenados em x em (t = 0)
e em (35) usamos que Y ;(Nj, Fy,) = 0, derivando com relagdo a Fy, e lembrando que
F (N, Fy,) = <Vpxi Nj, Fy,) + (N, vaini> obtemos Zi(Vpxi Nj, Fy,) + (N, Vpxi,in> =0,
consequentemente }; (Vg Nj, Fx;) = —(Ni, H).

Portanto,

35
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Procedamos agora com a determinac¢do da segunda variagdo da area para o caso
em que X¥ é estaciondria (isto é, ponto critico do funcional area). Ou seja, queremos
determinar

2 d?
% ‘t:OA(t) / ﬁ‘ v(t) det(gzj (0)). (36)

Derivando v(t) em relacdo a t, obtemos

d2

42 d?
W‘t:o ’ A(E(S, 1)) = /Z 2v(t), /det(g;(0).

A0 =75,

Mas,

+/det(¢i(0
dv(t) _ et(87(0)) 4 4 (detgs (1)
dt 2. [det(g;(0)) %
Y det(g'(0)) det(g;;(1)) tr((gi;(1) ' g};(1))
2, /det(g;i(t))

det(7(0)) /det(gi;(1)) , .
= tr(gij(t)(gij(t)) )

2
=" (gl g™ 1),

onde g/;(t) = glj(t) e tr(g};(Hg"™ (1) = Zgg(t)g” ().

2

Para calcularmos 7 em algum ponto x € X, podemos escolher o sistema de
coordenadas x; para ser ortonormal em x.

Como p
2 u(t) = v(t) tr(g;, (g (1)

entao,

2
2% V() =v(0) tr(g5(0)3™(0) + 5;(0)(g™)'(0) + 5 tr<g1](0>g""(0>v(0> tr(g;(0)¢"(0)))
Ou seja,

2

20| (t) = (g} (0) — tr(g!(0)g} ) + 5 (15} (0))?
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Temos que, no ponto x,

%Lov(” - %tr(&‘j(O)g’m(O))v(O) = %tr(g;j(o»
= —(F,H) +divg F,' (em t=0).

d 1
Como X é estaciondria entdo 0 = $‘ v(t) = 5 tr(gfj(O)), de modo que tr(g’(0)) = 0.

t=0
Consequentemente,

dz 2 / /
203 (B = (8" (0) — (g (0)g'(O)

t=
= tr(g"(0)) — |g'(0)%,

pois ¢’(0) é uma matriz simétrica.

Lema 2.40. Nas condicdes em que fizemos a primeira e segunda variagdo da drea e no ponto x,

tomando um sistema de coordenadas ortonormais), temos

1. |g'(0)*=4[(B(, ), F)|*

2. tr(g"(0)) = 2|(B(-, -), F|*+2| VZF 242 tr(R(-, F)F;, -) + 2 div(Fy).
Demonstragio. Temos que,

d
gfj(O) - E‘t:0<in’ij> = (Ft, Fx].> + <in’Fxft>'

Como <ij,Ft> =0 entdo in<ij,Ft> = 0. Logo, <vainj,Ft> = —<ij,in¢).

Deste modo,

g;;(o) = _<vainj’ Ft> - <vajin’Ft>
= _<(VFYZPJC])N/ Ft> - <(VFXJ.PX1‘)N/ Ft>
= _<B(inl ij)/ Ft> - <B(ij,in), Ft>

Como B é simétrica, temos que gz’.].(O) = —2(B(Fy,, Fx].), F). Portanto,
18'(0)|*= 4[(B(-, ), Fy) %,

pois g;i(0) = 4;; donde temos que o conjunto de vetores Fy, formam uma base ortonormal

para Ty2.

37
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Agora,
k k
tr¢g”(0) =2 Z x;tt, F Z(szt; Frt).
i=1 i=1
Mas,
k k
Z<inttl Fx1> = Z<ththFxt Fx1>
i=1 i=1
k
=) (VEVE F, Ey)
i=1
k k
=) (R(Fy, Ft)FiFy) +) (VE VEFE, Fy)
i=1 i=1
k
=Y (R(Fy, F)F, Fy,) + divs (Fy).
i=1
Consequentemente,
k
tr¢”(0) =2 Z wotr Frit) +2 DFQ’ ) +4 Z(Fx 0 FN) +2 Y (R(Fx,, F)F, Fy,) +2 divs(Fy).
i=1 i=1 i=1

]

Por outro lado, valem as seguintes identidades:

(a)(EY vt F > = <(VFxl.Ft)N/ (VinFt)N>
= ((B(Fy,, Fy,), Ft)Ft, (B(Fy,, Fy,), Ft) Ft)
= |B(Fx, Fx), Ft) Bl (Fy, Fy)
= |B(Fy,, Fy), F) B[

(0)(Fep, Fop) = (Ve ,F) ' (Ve F) ') = (VR F, VEF) = |[VE R
Deste modo,

tr ¢”(0) = 2|(B(-, ), Fo) |242| VN F 242 tr(R(-, F)E;, -) + 2 divy (Fy).
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No ponto x, obtemos

dZ

ﬁ‘t:Ov(t) = —|(B(, ), F)*+|V§ Fy|*— tr(R(E;, F)E;, Fr) + divs(Fy).

Assim,

" _ 4 _ 2 Nr |2
A'O) = 55| ACE ) == [[BC, ), F)P+ [IVERP— [ te(RCF)F)+ [ R

Sendo X um campo normal qualquer, defina B o operador de Simons por

B k
B(X) = )_ (B(E;, Ej), X)B(E;, E)),
=1

Ag o Laplaciano sobre o fibrado normal de %, isto é,

k k
AFX =) (VEVEX)Y =} (Vg £y X)" (57)
i=1 i=1 l

e L o operador de Jacobi (de estabilidade) por
LX = ANX +tr[R(-, X)-] + B(X). (38)

Definicao 2.41 (Estabilidade). Uma subvariedade imersa . C M é dita estavel se para todas

as variagdes F com bordo fixo, tem-se que a sequnda variacdo da drea é ndo negativa.

2.7 ELEMENTOS DE GEOMETRIA CONFORME

Nesta secdo estabeleceremos as relagdes entre os invariantes geométricos para duas

métricas que sdo conformes.

Definicdo 2.42. Seja M" uma variedade Riemanniana com metricas g e §. Dizemos que g é

conforme a g, se existe u : M — R fungio positiva tal que § = e*"g.

. ~ 4 . ~
Consideremos ¢ = un2g com u € C*(M), também escrevermos a relagdo de

~ e _2_
conformidade como ¢ = A%g, onde A é uma funcéo positiva, desta forma, A = uw-2.

39
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Ademais, a escolha do expoente em u é feita por conveniéncia tedrica para a escrita das

equagdes de Calabi-Yau, assunto que escapa ao propositos desta dissertacdo.

Agora, como estamos no caso de uma hipersuperficie ¥"~! C M", temos que o
elemento de drea na hipersuperficie é dado pelo produto simétrico dos elementos de
uma base de T),%, de modo que,

a1 %4(71—21) 2(n—21)
lug:)L He =1 (n—)‘ug:u(n—)‘ug,

Por outro lado, como as métricas sdo conformes, sabemos que os angulos sdo
preservados, consequentemente, tomando 17g~ e 17g vetores normais unitarios com respeito

a g e g, respectivamente, temos que 17§ = Cﬁg, desta forma
~ o~ ~ o~ VPPN 2 4 2 4
1= <V§/ V§>§ = <Cng CVg>§ =G <ng Vg>§ =g unz <ng Vg> =g Tunz

2
Consequentemente, ¢ = u~ 7-2. Entdo

2(n-1)
Ly (ng) = Hgpg = Hgu n2 g =L _ 2 (2 pg)

_ 2(n—-1)
=h o U

2(n—1)
n—2

u n-27,

-1 2(n—-1)
Y o ) s L g

2n—1) 20— n—
- [ty

Portanto,
u1Vgg] . (39)
Vamos mostrar que

Rij = 9i(T) — 0j(Tip) + T, T — T4, T

im™ jk m= ik

Para os calculos, é util introduzir o produto de Kulkarni-Nomizu, o qual toma

dois (o, 2)-tensores A e B e resulta em um (o, 4)-tensor A () B , definido como

AP BX,Y,Z,W) = A(X, Z)B(Y, W) — A(Y, Z)B(X, W) — A(X, W)B(Y, Z) + A(Y, W)B(X, Z).
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Tomemos um sistema de coordenadas normais para a métrica ¢ num ponto

x € M, temos que Ff].(x) =0 e gjj(x) = ¢;;. Calculando

0i(Tj) — 9j(Ty) = Bilg"P(—9j0)g o — Pru)gyj + @p)gjic + Tl
— 9yl (—0i10)gxy — Buan)gip + (@pu)gi + i)
= g7 (—@dju)gpk — @idru)gy + Pidym)g +i(Th) ) +
—g'F (—(ajaiu)gkp — (9j0ku)gip + (0j9pu)gix — aj(rﬁk))
= g7 (—@idki)gp + (Di0pu)gjk + (09k10)gip — (9;0p1)gik) + Riye

Por definicao,

(VU@ 8)(0:,9;,0p, k) = (V2u B &)ijpk
= (V2w)ipgic — (V2)jp&ik — (V21)ikgip + (V1) ik Gip-
Isto ¢,
(VU D ijpk = @i0p1)gjx — (9j0p1)gik — (9010 p; + (0;9k1)g iy

Deste modo,
9i(Th) — 9j(Thy) = P (V?u @ g)ijpk + Rije

Além disso, em x € M, temos:

T, U = T, T = 8P (—@i1)8mp — @m)ip + @p10)gim) + 8™ (—@j1)gkr — (Br10)gr
+(Qm)gjk) — 8P (= @ju)gmp — Omi)gjp + (pu)gjm) + 8" (—(Qitt)gir+
— (Oxu)gir + (9r1)gik)
= g'Pg"™ ((aiu)gmp(a]’u)gkr + (Om1)gip(Oxu)gjr + (Optt) Qim (9r1t) g ji+
(0i1)gmp(Oxu)gjr — (i) gmp(Oru)gjk + (Imu)gip(0j1)Skr — (Om1)gip(r i) jk+
— Op1)&im(9j1)gkr — (Fpu)gim(Ok1)gjr — (0j1)gmp(0it)gkr — (OmU)gjp(Ok1)ir
— (9pu)gjm(Ori)gix — (Omu)gjp(Oktt)gir — (pt)gjm(9r1)gik — (OjU)gmp (k) gir+
— (0ju)gmp(0ru)gix — (Omu)gjp(0ith)gkr + (Im)gjp(0rtt)Gix + (p1t)gjm(0ith) s+
— @pu)gjn(@10gi )
=g'¥ ((aiu)(aju)gkp +(9ju) () gip + (9pu)(9;u)gjx + (i) (Fxu)gjp
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— (0;u)(9pu)gjx + (k) (Qju)gip + — 8" (Omu)(rtt)gip&jk — (Op1t)(0j )ik
— (Ipu)(9ku)gij — (9;u)(9ju)gkp — (Qiu)(Iku)gjp — (Ipu)(Qju)gix+

— (Qju)(Ou)gip + (9ju)(Apu)gix — (;u)(Ok1t)gjp + 8" (Om1)(Or1)gpSik
+ @) @pr)gje + @) Qun)gs )

= ¢ (@un)(@j)gip — Qi) @u)gjp + @pm) @)y — @p) @)+

— |Vul?gipgix + |vu|2g]'pgik>

Mas,

[(du @ du) @ glijpk = (du @ du)ipgjx — (du & du)j,gix — (du @ du)ygjp + (du & du)jxgip

= (0ju)(9pu)gjk — (Qju)(dpu)gix — (9iu)(Iku)gjp + (9ju)(Ik1)gip

e
(IVulPg ® Q)ijpk = (IVul?Qipgix — (IVu*9)jpgik — (| Vul*Qu&ip + (I Vu|*Q) &y
= |Vul?gipgix + | Vul*gjpgix + |Vul*gixgip + IV u|*gigip
= 2|Vu|28ipgjk — Z\V”\zgjpgik-
Portanto,

~ =~ ~ o~ 1
ri’m Zl{_]‘—‘;’m :Z :glp |:(du®du - §|Vu|2g> @g:| -
Ijp

Desse modo,

Kﬁjk = g'P szu +du @ du — %|Vu|2g) @g] + Rf‘jk

ijpk
Usando a métrica g;,, obtemos

R _pl 5 _pl ,2ux

Rijpk = Rijkglp = Rijke 8ip

= 2 {(Vzu +du ® du — %|V”|28) ® g] * e_zujokgl’”
ijpk

Portanto,

Rim = e~ [Rm+ (V2u+du®du - %|Vu|2g) @g} .

(40)
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2.8 GENERALIDADES DE TOPOLOGIA ALGEBRICA

Um dos conceitos caros a geometria é o de conexidade, devido a intuibilidade natural
nas abstracdes de nogdes concretas (imagine um plano com uma reta qualquer r, é
aparentemente intuitivo passar a considerar "os lados do plano” com relagdo a reta
r). Contudo, um olhar mais detido nessa nogdo faz-nos perceber diferencas entre
determinados espacos e insta-nos a ter que precisar no¢des de conexidade por caminhos,
componentes conexas e conexidade local.

Para o nosso interesse aqui, a no¢do de homotopia (do grego "mesmo lugar")
auxilia a classificar quais espagos sdo 0 mesmo, em sentido topolégico. Nesta secdo,
C(X,Y) denota o espago das aplicagdes continuas de X em Y, onde X e Y sdo espagos

topoldgicos.

Definicao 2.43. Sejam X e Y espagos topoldgicos e f,g € C(X,Y). Dizemos que f e g sido
homotépicas e denotamos por f ~ g, se existe uma aplicagdo continua H : X x [0,1] — Y tal
que

H(x,0) = f(x), Vx € X
H(x,1) = g(x), Vx € X.

Chamamos H de homotopia entre f e g e denotamos por H : f ~ g.

A relacdo ~ dada na Defini¢do 2.43 é uma relagdo de equivaléncia, desta maneira,
~ induz uma partigdo de C(X, Y), além disso, homotopias sdo bem comportadas quanto
a composigoes, isto é, dados X, Y, Z espagos topolédgicos e f1,91 € C(X,Y), f2,$2 €
C(Y, Z) tais que f1 >~ g1 e fo ~ g, entdo fr o f; ~ gr 0 g1.

Dizemos que um espago topolégico X é contratil se a aplicacdo identidade
ix(x) = x é homotépica a uma aplicagdo constante c(x) = xo. Pode-se mostrar que
um espaco é contratil se, e somente se, para cada espago topolégico Y, todo par de

aplicagdes f, g € C(X,Y) é homotbpico.
Definicdo 2.44. Dados X,Y espagos topolégicos. Dizemos que X,Y sdo homotopicamente
equivalentes se existem f € C(X,Y)e g € C(Y, X) taisque go f ~ixe f og ~iy.

Aqui convém destacar que espagos homeomorfos sdo homotopicamente equiva-
lentes, contudo a reciproca, em geral é falsa, por exemplo a faixa Mobius e um cilindro

sdo homotopicamente equivalentes, mas ndo homeomorfos.
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Mostra-se também que um espago contratil é necessariamente homotopicamente
equivalente a um espago unitdrio, e também, que contratibilidade implica conexidade
por caminhos.

Agora passamos a definir uma das nogdes centrais da topologia algébrica.
Definicdo 2.45. Seja X um espago topolégico e xo € X.

(a) Dizemos que f : [0,1] — X é um lago com base em x( se f(0) = f(1) = xo. Denotamos

por XX, xg) o conjunto de todos os lagos em X com base em xy.

(b) Dizemos que f,g € ()X, xo) sdo homotdpicos se f ~ g, neste caso, escrevemos f ~y, g.

Considerando o quociente X, xo) = 111(X, xo) munido com a operagio
o
[f1+181=1[f *g]
onde
2t),t€[0,1
(Frgy= JCIELD)

é um grupo, o qual chamamos de grupo fundamental de X com base em x( e denotamos
(m1(X, x0), ).

Definicio 2.46. Dado um espago topolégico X, dizemos que X é um espaco de recobrimento
de X junto com uma aplicacio p : X — X para os quais existe uma cobertura aberta {U,} de X
tal que para cada &, p~'(Uy) é unido disjunta de abertos de X, cada qual é homeomorficamente

aplicado sobre Ul,.

Em [13] e[14] sdo dados vérios exemplos de espagos de recobrimento e uma

perspectiva mais escandida da Topologia Algébrica.

2.9 SUPERFICIES MINIMIZANTES DE AREA

Agora vamos abordar as nogdes de superficies minimizantes de drea, tanto a versao
usual quanto a versdo proposta por Chodosh et al. em [7], que é usada na demonstracdo

do principal artigo em que se baseia esta dissertacao.

Definicao 2.47. Sejam (M, g) variedade Riemanniana orientdvel, possivelmente com bordo e

S C M uma hipersuperficie orientada propriamente mergulhada.



2.0 SUPERFICIES MINIMIZANTES DE AREA

1. S C M ¢é absolutamente minimizante de area em (M, g) se para cada U C M aberto
com fecho compacto,
AUNS) < AUNS)

sempre que S C M é uma hipersuperficie orientada propriamente merqulhada com dS = 9S
eS\U=5\U.

2. § C M é homologicamente minimizante de drea em (M, g) se para cada U C M
aberto com fecho compacto,
AUNS) < AUNS)

sempre que S C M é uma hipersuperficie orientada propriamente mergulhada tal que
S=5+00 +---+0Qy

com compatibilidade da orientagdo, no sentido do Teorema de Stokes para Q)q,---, QN

sendo subvariedades compactas de dimensido maximal e (); C U.

Chodosh et al. em [7] introduzem e discutem uma nogao nao padrdo que usaram
na demonstragdo do resultado central do artigo, além disso, esta no¢do ndo havia sido

considerada anteriormente na literatura, segundo os mesmos.

Definicao 2.48. Sejam (M, g) variedade Riemanniana orientdvel, possivelmente com bordo
e S C M uma hipersuperficie orientada propriamente mergulhada. Dizemos que S C M é
homologicamente minimizante de area™ em (M, g) se para cada U C M aberto com fecho
compacto,

AUNS) < AUNS)

sempre que S C M é uma hipersuperficie orientada propriamente mergulhada tal que
39S =S +00 +---+9Qy

com compatibilidade da orientagdo, no sentido do Teorema de Stokes onde ()1, - - -, Qn C M sio

subvariedades compactas propriamente mergulhadas com dimensdo maximal e 0C); C U.

Os autores argumentam que, "o ponto é que ndés ndo exigimos que (); C U ou
mesmo que (); seja limitado aqui"[7].
Essa propriedade ndo padrdo de minimizac¢do de 4rea é adaptada a um aspecto

delicado na prova do Teorema 4.1. Como acabamos de discutir, ndo podemos esperar
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limites de drea local para sequéncia de superficies que minimizam a 4rea. Por essa razdo,
queremos corrigir a classe de homologia para as superficies com as quais trabalhamos,

ou pelo menos manter sob controle.

Figura 1: Esta figura mostra um cendrio hipotético no qual temos uma situagdo que
ndo se enquadra em nenhumas das definicdes que demos de superficies
minimizantes de drea. Queremos comparar as dreas de i(rl, t1) e f(rz, t)
em um conjunto limitado, usando suas respectivas propriedades de minimi-
zagdo. No entanto, devido a presenca de uma alga, as superficies ndo sdo
homologicamente nem homologicamente* relacionadas. Fonte: [7].

Se usarmos uma familia de superficies homologicamente minimizantes de area,
ndo esta claro como descartar a minimizagdo de planos ou esferas na prova do Teorema
4.1 pelos argumentos de recortar e colar. A Figura 1 mostra um cendrio em que os planos
com 0s quais nos preocupamos nao sao homologicamente relacionados. Para lidar com
esse cendrio, passamos para uma cobertura usando o Lema 3.1 no inicio da prova. A
situagdo ap0s a cobertura é mostrada na Figura 2. Agora, as superficies cujas dreas
desejamos comparar vinculam uma regido ndo compacta. Eles sdo homologicamente*

relacionados, mas ndo homologicamente relacionados.
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)y

Figura 2: Uma representacdo da situacdo na Figura 1 depois de passar para a cobertura
apropriada (usando o Lema 3.1). Agora, pedagos compactos de X(r1, 1) e
2(r2, t2) sdo homologicamente™, mas ndo homologicamente comparaveis. Isso

ocorre porque eles diferem por um conjunto aberto (cinza sombreado) que é
necessariamente ilimitado. Fonte: [7].






RESULTADOS AUXILIARES

Os resultados enunciados e demonstrados neste capitulo constam dos artigos [5], [15] e
[16] e do livro [13], os quais foram adaptados e postos em notagdo consistente para esta

dissertacao.

Lema 3.1 (Teorema 3,[15]). Seja (M, §) uma 3-variedade Riemanniana. Seja ¢ : ¥ — M uma
imersio minima estdvel, orientdvel, completa, com dois lados de uma superficie fechada S tal que
Ro¢ >0, onde R é a curvatura escalar de (M, §). Entdo, X é topologicamente ou uma esfera
ou um toro. Quando . é um toro, a imersdo é totalmente geodésica e R o ¢ = 0, além disso, a

métrica induzida ¢* g em X é plana.

Demonstragio. Dizemos que X é estavel se a segunda variagdo da drea é ndo negativa
para qualquer compacto contido em X. Sejam eq, e; e e3 uma base ortonormal positi-
vamente definida localmente em X com ¢; e e; tangentes e o vetor e3 o vetor normal
globalmente definido.

A segunda forma fundamental de X é o tensor simétrico de ordem 2 sobre X
definido por hjj = (V,es,¢;) para i,j € {1,2}, onde V é a conexdo de M. Temos
entdo, hyy = (Vees, e1), hin = (Veyes, e2), ho1 = (Ve,e3,e1) € hyy = (V,e3,62). Como X é

minima, temos entdo a condi¢do que H = 0, donde
hi1 +hyp = 0. (41)

Juntando com o fato que X é estdvel, temos portanto a desigualdade

do >0 (42)

2
/S [|Vf|2_ (RiC(€3)+ Y. h%) 72

ij=1

onde f é uma fungdo com suporte compacto sobre X e Ric(e3) é a curvatura de Ricci de

M na direcdo e3. Rearranjando e usando a equagdo da curvatura de Gauss (31), obtemos

K = Kyp + hythy — h3, (43)
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onde K € a curvatura Gaussiana de X e K;; € a curvatura seccional de M para a secgéo

determinada por ¢; e ¢;. Da minimalidade e simetria dos h;; temos

1 2
K=K -5 "21 . (44)
1,]=

Por (42), podemos entdo escrever

1 2
e (sxed ) o
ij=1
onde R é a curvatura escalar de M dada por
R = K12 + K23 + K13 = K12 + RiC(€3). (46)

Tomando em (45) f =1, ficamos com

2
03/2<R+%2h$j> < [ Kdo. (47)

ij=1

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet, temos que X é a esfera ou o toro. No caso do

/K+/ ke = 2x(2).
by ox
Como 90X = @ e x(X) = 0 entao fz K =0. Assim, usando (47) e a hip6tese de curvatura

toro, temos

escalar ndo negativa, temos que ZZZI i-1 hlzj =0, isto é, X é totalmente geodésicae R =0

em X. Assim, a equagdo (45) torna-se
/ (IVFP+Kf2)do > 0, 48)
z
para toda f € C*(X).

O operador estabilidade reduz-se a £ = A — K e o primeiro autovalor A, de L é

A = inf{/z(|Vf|2+Kf2)da:/Zf2 = 1}. (49)
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Pela equagdo (48), temos que A; > 0 e fz Kdo = 0. Colocando f como uma
constante oportuna em (48) e (49) obtemos A1 = 0. Assim, concluimos que Ay =0e f =1
satisfazem Lf = Af — Kf =0 que implica K = 0. O

Lema 3.2 (Teorema 3, (ii)[16]). Seja (M, ) uma 3-variedade Riemanniana. Seja ¢ : X — M
uma imersdo minima, estdvel, nido compacta, completa, com dois lados tal que R o ¢ > 0, onde R
é a curvatura escalar de (M, §). Entdo X com a métrica induzida ¢*g é conforme a um plano ou

a um cilindro.

Demonstragio. Primeiramente vamos mostrar que o recobrimento universal de X é
conformemente equivalente a C. Suponha o contrério, entdo X é coberta por um disco.
Da estabilidade de X e do teorema 1 de [16] temos garantida a existéncia de uma

funcdo ¢ definida em X tal que

A¢—K¢+<R+%Zh$j>gp:0. (50)
i

Levantando g para o disco, obtemos uma solucédo positiva para (50) sobre o disco

1
dotado com uma métrica completa, mas <R ) Y hzz]) > 0, junto com o fato que A; é

dado por (49) estamos nas condi¢des do corolério 3 de [16], 0 que nos conduz a uma
contradicdo.

Portanto, mostramos que . é conformemente coberta por C e assim, X é confor-
memente equivalente a C ou X é conforme a um cilindro A. Se for conforme ao cilindro,
precisamos também mostrar que X é plana e totalmente geodésica.

Seja z = x + iy uma coordenada complexa para S, de modo que |dz|? é a métrica
plana sobre S e é dada por ds? = p(z)|dz|?. Fixemos zg € S e tomemos r a distancia de zg
a origem, com relagdo a métrica plana ds? (médulo de zg com essa métrica). Para R > 0,
escolha {(r) tal que {(r) = 1 parar < R/2, {(R) =0 parar > R,{(r) > 0e |{'|< 3/R
para todo r.

Desta maneira, em (45) em lugar de f colocando { e usando a invaridncia

conforme para a integral de Dirichlet’, segue

9 1 &2
A dxd —/ R_K+-Y 12| fdo >0
R? JBg(z) y x ( 2 112:1 l]) f B

A integral de Dirichlet de uma aplicagio u : QO C R?> — R é definida como sendo D[u] = Jo|Vul?dV. Na
teoria das varidveis complexas essa integral é importante devido ao Principio de Dirichlet, o qual afirma a
existéncia de uma funcdo u com boas propriedades e que minimiza D[u].
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onde Bgr(zp) é a bola de centro zy e raio R com relagdo a métrica plana. Como
| dxdy < 27tR?, isto é, tem crescimento limitado pela constante R e assumimos que
Br(20)

Js|K|do < oo, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada® para R — oo,

donde
1&,

ij=1
Como X é topologicamente o cilindro, entdo usando a Desigualdade Cohn-Vossen
[18, p. 85-86] implica que [;. Kdo < 0.

Portanto, concluimos que X é totalmente geodésica e R = 0 em X. Desta forma,
o operador estabilidade reduz-se a A — K. Do teorema 1 de [16], existe uma funcdo

positiva g sobre S satisfazendo Ap — K¢ = 0. Tome w = log ¢, temos

— 2 _ 2 2
A = PP — VOl _ 9Kg — [Vl =K—|V¢(§| _K— Vol (51)

¢? ¢?

Escolhendo-se ¢ como anteriormente, obtemos pela Primeira Identidade de Green

para Variedades 3 que
/M (*Awdo = -2 /MC<VCVZU>EZO'.
Consequentemente, multiplicando-se (51) por {2, vale que
/S|Vw|262d(7 = /ngch7+ 2 /s 7(VZ,Vw)do.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade das médias*, temos

30| VwP+8| V[

20V, Vw)| <27V IVw|< 5

= 121Vl

2 Teorema da Convergéncia Dominada [17, p. 54] Seja {f,} uma sequéncia de fungdes L! tais que: (i)
fn — f quase certamente e (ii) existe ¢ € L! nao negativa tal que |f,|< ¢ quase certamente, para todo 7.
Entdo f € Ll e [ f =limyo0 [ fo-

3 Primeira Identidade Green para Variedades: seja M uma variedade diferencidvel e u,v : M — R, entdo
vale

/ qudV+/ <Vu,Vv>dV=/ uNvdV.
M M M

4 Dados x1, - -+, x; € Rxq, vale 5250 > /oy
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Como

/M|Vw\2g2da= ‘ /M|Vw\2§2da - ‘ /M Kdo +2 /Mg<vg, Vw)do
< /Mgzkda+/Mz|z;||<vg,Vw|da

g/ gdea+1/ C2|Vw|2dc7+4/ IV |*do
M 4 Jm M

Assim,

3
: /5 Vw|g2do < /S 2Kdo + 4 /S IV Pdo. (52)

Tomando limite R — oo, como antes,

§/|Vw|z7lc7§ /Kd()’.
4 Js S

Portanto w é constante, donde ¢ também o é e temos K = 0.

Como M tem curvatura de Ricci ndo negativa, podemos escrever o operador esta-

o1 . 2 P 2 .
bilidade como A + Ric(e3) +}_; ; hi]., e notar que na prova que M é totalmente geodésica
agora segue como no paragrafo anterior, contudo sem exigir que X tenha curvatura

total finita. Da prova anterior, temos também
RiC(€3) = K13 + K23 =0em 2.

Como,
Ric(el) = K12 + K13 Z Oe RiC(@z) = K12 + K23 Z O,

temos

Ric(e;) + Ric(ep) = 2Kqp = 2K > 0.

Portanto, a curvatura Gaussiana de X é ndo negativa, e como X é um cilindro,

temos que K = 0. ]

Lema 3.3 (Proposicdo C1[5]). Seja (M, ) uma 3-variedade Riemanniana. Seja ¢ : ¥ — M
uma imersdo minima, estdvel, orientdvel, completa, ndo compacta e de dois lados tal que
Ro¢ > 0, onde R é a curvatura escalar de (M, g). Se ¥ é um cilindro entdo a imersdo é
totalmente geodésica, a métrica induzida ¢* g é planae Ro ¢ = 0.
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Demonstragio. Pela proposicdo 1° de [15], temos garantida a existéncia de uma fungdo

positiva u sobre X tal que
L
—Au+Ku = E(’h’ +R o ¢p)u

onde K é a curvatura Gaussiana, A o operador ndo positivo definido de Laplace-Beltrami
da métrica induzida ¢* ¢ sobre X e |1|? é a soma dos quadrados das curvaturas principais
da imersdo (devido a segunda forma).

Pelo Teorema 1° de [15] temos que a métrica conformemente relacionada u?¢*g

é completa. Assim, a curvatura Gaussiana para tal métrica é

1 ]Vu]2+K_Au 1 |Vu|2+|h|2+Ro¢
u2 \ 12 u ) w2\ u2 2

onde todas as operagdes geométricas foram tomadas com respeito a métrica induzida
original. Além disso, é ndo negativa, desta forma, segue do teorema de decomposigao
de Cheeger-Gromoll [6] que u?¢*g é plana.

O

Lema 3.4 (Teorema 2[19]). Seja (M, §) uma 3-variedade Riemanniana, completa e conexa com
fronteira fracamente meconvexa possivelmente vazia. Assuma que (M, g) tem curvatura escalar
ndo negativa. Se (M, g) contém um toro de dois lados que tem drea minima em sua classe de

isotopia entdo (M, g) é plana.

Demonstragio. Pelo Principio do Méximo, ou ¥ é uma componente do bordo de M ou
. estd no interior de M.

Caso X seja uma componente do bordo, tome My = M. No caso em que X esta
no interior de M, temos dois casos a considerar, isto é, quando X desconecta ou ndo M.
Caso X desconecta M, tome M = Uy, onde Uy é uma das componentes de M \ X. Caso

2 ndo desconecta M, seja M a variedade com bordo obtida pela separacdo de M ao

Proposi¢do 1 [15]. Se M tem indice finito entdo, existe um compacto C C M tal que M \ C é estavel e
existe uma funcao positiva u sobre M tal que Lu =0 em M\ C, onde £ = A — K+ R+ }|A[?, temos K
sendo a curvatura Gaussiana de M, |A|?> é o quadrado do comprimento da segunda forma fundamental
de X, R a curvatura escalar de M e A o Laplaciano com respeito a métrica sobre X.

Teorema 1 [15]. Sejam N uma variedade Riemanniana de dimensdo 3 e M uma superficie minima em N.
Se M tem indice finito entdo a métrica u?ds? é uma métrica completa em M com curvatura Gaussiana
ndo negativa fora de C. Em particular, segue que M é conformemente difeomorfa & uma superficie de
Riemann com um ntimero finito de pontos removidos.
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longo de X (isto é, o que sobra de M). Em cada um desses casos, 2. é uma componente
do bordo de M.

Para mostrarmos o resultado, é suficiente mostrar que My é plana. Consideremos
a aplicagdo normal de Gauss ® : [0, 00) x X — My ao longo de X dada por ®(t, x) =
exp,(tN), onde N é o vetor normal unitario apontando para dentro ao longo de X (note

que, ® ndo precisa ser definida sobre todo [0, c0) x X).

Pelo teorema 1 de [19], My é plana em uma vizinhanca de X. Entdo, por
argumentos padrdo que requerem apenas curvatura de Ricci ndo negativa como X é
localmente, a drea minima, existe a > 0 € R tal que @ : [4,0) x & — ®([0,4) X X) é
uma isometria (estamos considerando que [0, a) X X estd munido da métrica produto
e, consequentemente, é plano, bem como X). Seja I o maior niimero (possivelmente
infinito) tal que @ : [0,]) x £ — ®([0,]) x X) é uma isometria. Vamos tratar o caso em

que [ é finito e o caso contrério.

Caso | = oo, considere uma sequéncia de geodésicas normais a X, temos que
o limite dessa sequéncia de geodésicas normais é também uma geodésica normal
a 2, desta maneira, ([0, /) x X) é simultaneamente aberta e fechada em M, (que é

componente conexa), assim ([0, ) x X) = My e portanto, M é plana.

Caso [ finito, lembrando que My é completa, cada geodésica normal a %, digamos
Yx it = P(x,1),0 <t <[ estende-se para t = 1.

Agora, suponhamos que @ : [0,/] x £ — P([0,!] x ¥) é uma isometria, entdo
2 = O({I} x X) é um toro mergulhado totalmente geodésico em M) tal que, localmente
tem a menor drea. Pela maximalidade de /, X; estd na mesma componente de Y/ de oMy,

dai usando o Principio do Méximo para hipersuperficies, ¥ e ¥ sdo a mesma, ¥ = /.

Agora podemos argumentar que ®([0, /] x X)) é simultaneamente aberta e fechada

em My. Consequentemente, My = O([0, /] x X), e portanto, é plana.

Suponhamos que @ : [0,/] x £ — &([0,!] x X) ndo é uma isometria. A tnica
forma disto acontecer é se duas geodésicas normais a X, diagamos ‘yx,, vy, forem tais
que Yy, () = vx,(I). Como ndo existem pontos focais em X ao longo de 7y, e ¥y, NO
intervalo [0, [].Assim, existem vizinhangas Uj, Uy C X de xq, xp, respectivamente, tais
que ®:[0,1] x Uy — D([0,I] x Uy) e P : [0,1] x Uy — D([0, ] x Uy) sdo isometrias.

Consequentemente, ®({I} x U;), ({I} x U,) sdo duas hipersuperficies mergu-
lhadas totalmente geodésicas em My que (devido a escolha de /) tem distancia constante
[ de Z.
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Portanto, segue que, ®({I} x Uy) e D({I} x Uy) coincidem perto do ponto final
comum Yy, (I) = x,(I). Por um argumento de continuagdo direto , concluimos que cada
segmento geodésico vy, x € X, de comprimento 2/, encontra-se com X ortogonalmente

em ambos os pontos finais.

Agora podemos argumentar que ®([0, /] x X) é simultaneamente aberta e fechada

em My. Consequentemente, My = O([0, /] x X), e portanto, é plana. O

Lema 3.5 (Proposi¢des 1.33 e 1.36 de [13]). Sejam (M, g) uma 3-variedade Riemanniana com-
pleta e orientdvel e S C M uma superficie propriamente mergulhada, orientdvel, absolutamente
minimizante de drea sem bordo. Existe uma cobertura p : M — M com p*(m(ZVI)) = 1,(711(S)),
ondei:S — M é aplicagio inclusdo. A aplicagdo inclusio é um levantamento para um mer-
gulho préprio 1:S— Mei,: m(S) — m(M)é sobrejetora. Além disso, S=iS)yc Mé

absolutamente minimizante de drea em (M, g), onde § = p*g.

Demonstragiio. Mostraremos a existéncia da cobertura e do levantamento 7. Fixemos
sp € S. Seja s € S, considere o caminho v em S de sy para s. O caminho iy em
M comecando em x((= i(sp)) tem um dnico levantamento iTy em Xo(= p(xp)). Defina
pls) = pr(1).

Mostremos que i estd bem definida: tomemos um outro caminho B de sy para s,
entdo pB o 7y é um laco hy em sy com [hg] € i.(711(M)) C ps(m1(M, %p))), ou seja, existe
uma homotopia h; de hy para o lago i1 que o levanta para um lago h~1 em M baseado em
Xo. Aplicando a propriedade de cobertura homotoépica para h; temos o levantamento .
Como flvl é um laco em x(, consequentemente é %. Da unicidade dos levantamentos de
caminho, por um lado temos que ho é 1B, por outro lado, iy é atravessado em sentido

contrario, com um ponto médio comum ijy(l) = iB(l). Portanto, i estd bem definida.

Mostremos agora que i é continua. Seja U C M aberto que é vizinhanca de i(s)
tendo um levantamento U C M contendo ?(s) tal que p: U — U é um homeomorfismo.
Tome uma vizinhanga aberta conexa por caminhos V de s com i(V) C U. Temos que,
para caminhos de sy para s’ € V, podemos fixar um caminho 7 de s para s seguidos
por caminhos ¢ em V de s para s’. Entdo, os caminhos iy 0 i§ em M tem levantamentos
(iTy)(g) onde i¢ = p‘lig ep .U~ U inversa de p: U — U. Portanto, ?(V) clUe
iy = p~'i, consequentemente, i é continua em s. O diagrama a seguir ilustra a relagdo

entre as aplica¢des consideradas.



3.1 CONSTRUGAO DE UMA METRICA ESPECIFICA

(Y, 90) ——= (X, x0)

S

(X, %)

Mostremos que S é minimizante de 4rea: note que p é injetora ao longo de Se
que cada superficie (propriamente mergulhada) competindo com S se projeta em uma
imersdo propria para superficie S. Usando argumentos com pequenas alteracdes na érea,
isto é, quando consideramos a defini¢cdo da propriedade de absolutamente minimizante
de drea temos que as variedades estdo mergulhadas, desta forma ao considerarmos a
projecdo de concorrente, ele pode se cruzar, mas se S for um concorrente com mesma
area que a regido correspondente de S, exceto pelos possiveis pontos ndo mergulhados.
Assim, procedemos substituindo S por um concorrente mergulhado, aumentando
apenas ligeiramente a 4rea, e assim obtemos uma superficie competidora por baixo

propriamente mergulhada. O

3.1 CONSTRUCAO DE UMA METRICA ESPECIFICA

Nesta segdo vamos construir uma familia de métricas com propriedades de interesse que
consta do Apéndice ] de [5]. Para tal, precisaremos de algumas outras nogdes especificas
de andlise funcional e de geometria. Desse modo, optamos, para comodidade do leitor,

colocar nesta parte do texto tais detalhes.

Definicio 3.6. A norma C*de f: A C M™ — R" é definida por

Ifllck,a= ) sup|D*f| (53)
la|<k A
allf o
onde D* f = —————— com a notagdo multi-indice.

X1 o
dxy' - - 0xy"

E possivel mostrar que, de fato, || f|/-« 4, € uma norma, desta forma podemos
considerar a variedade agora com uma estrutura de espago de Banach donde temos
uma série consideravel de resultados da Andlise Funcional.

A préxima nogdo que definiremos é a de espagos homogeneamente regulares.
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Definicao 3.7. Uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensdo n é homogeneamente re-
gular se existe um € > 0 tal que, a imagem da aplicagdo exponencial de cada bola de raio € em
T,M, p € M é uniformemente proxima de uma bola de raio € em R" na norma C?, isto é, existe
8 > 0 tal que ||gi(p, x) — 51-]'HC2,BW(0,6)§ b para todo p € M, onde g;i(p, x) sdo as coordenadas
do tensor métrico numa carta exponencial normal.

Em particular, M tem raio de injetividade positivo. Observe ainda que, se M é compacta,

entdo M é homogeneamente regular.

Mais detalhes sobre essas variedades homogeneamente regulares podem ser
encontrados, por exemplo, em [20].

Seja f € C*(R) uma fungdo ndo positiva com suporte compacto em [0, 3] tal que
f(s) = —exp ( 18 ) quando s € (1,3). Esta definigdo é feita pra que f'(s) > 0, pois

f(s) = 18 32 exp ( 183) e satisfaga também sf”/(s) + 3f/(s) < 0 para s € (1, 3).

Agora consideremos (M, g) variedade Riemanniana homogeneamente regular.

inj(M, g)
4

Escolha 0 < rp < de modo que

Ag dist(-, p)* < 8

em {x € M : distg(x, p) < 3ro} para todo p € M, onde A, é o operador de Laplace-
Beltrami ndo positivo com respeito a g.

Fixe p € M e 0 < r < rp. Consideremos a fungdo v : M — R dada por

s r4f (distg(x, p)) ‘

r

18r
diste(x, p) — 3
é, ndo positiva e com suporte em {x € M : disty(x, p) < 3r}. Além disso,

Ou seja, v(x) = —r*exp ( ), donde temos que v é diferencidvel pois f o

Agv <0

em {x € M :r < disty(x, p) < 3r}. De fato, temos

Agv = div(Vo) = div (v f (M))

7

= div (f (W) =V diste(x, p))
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vy (—diStg bop )) ,V disty(x, p)> +f (—diStgr(x’ P )) Ag disty(x, p)}

{
(r (Ston

{ . ) =V diste(x, p), V distg(x, p)> f (w) Ag diste(x, p)}
1 {%f” <distgr(x, p)) Y f <dlstgr(x, p)> A disty (x, P)} .

diste(x, p)
r

1
r
1
r
1
r

Fazendo s = entdo, como 1 < s < 3, segue que r < disty(x, p) < 3r.

Assim, temos
1
Agv = ) f +rf )Ag diste(x, p))
diste(x, p) . .
=3 (f”(s) + gprg distg(x, p))

< 3 (5(9) + F/)disty(x, p)Ag disty(x, )

—_

Precisamos estimar diste(x, p)A, diste(x, p), para tal, usamos que
div(V distg(x, p)?) = div(2 diste(x, p)V diste(x, p)) = 2(1 + distg(x, p)Ag diste(x, p)) < 8

que ocorre se, e somente se, diste(x, p)Ag diste(x, p) < 3. Assim,

Agv< sf”(s)+3f (s)) <0

paras € (1,3).
Para € > 0 suficientemente pequeno, uma familia de métricas conformes {g() }c(o,¢)

é dada por
g(t) = (1 + tv)tg.

De fato, quando u € C®(M) é positiva e § = u*¢ é a métrica confome, temos aplicando

(39) e (40)
5
u Rg = uRg — 8Agu

u3H§ = uHg + 4(du)(vg)

ao longo de ¥ e onde vg € 0 vetor normal unitario com relagéo a g.
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Teorema 4.1. Seja (M, §) uma 3-variedade Riemanniana completa, conexa, orientdvel e com
curvatura escalar ndo negativa. Suponha que (M, g) contenha uma superficie propriamente
mergulhada S C M que é homeomorfa ao cilindro e absolutamente minimizante de drea. Entdo
(M, g) é plana. De fato, uma cobertura de (M, g) é isométrica ao espaco S' x R? com um ajuste

de escala, se necessdrio.

Seja S C M um cilindro propriamente mergulhado que é absolutamente minimi-
zante de drea em (M, g).

Pelo Lema 3.1, podemos supor que a aplicagdo inclusdo i : S — M induz
uma aplicacdo sobrejetora i, : 1(S) — m(M). Segue do Lema 3.3 que S C M é
intrinsecamente plano. Por um ajuste de escala em (M, g), se necessério, podemos supor
que S C M é isométrico ao cilindro padrdo S! x R.

Se S C M esta separando M, entdo M \ S tem duas componentes. Cortamos
M ao longo de S e fazemos uma escolha de componente para obter uma 3-variedade
Riemanniana completa, conexa cujo bordo é conexo. Se S C M ndo estd separando
M, entdo M \ S é conexa. Cortamos M ao longo de S para obter uma 3-variedade
Riemanniana completa, conexa cujo bordo tem exatamente duas componentes, das
quais escolhemos uma.

Agora, denotamos a nova 3-variedade Riemanniana por (M, g) (a qual foi esco-
lhida no pardgrafo anterior) e a componente escolhida como seu bordo por X. Note que
Y C M é isométrico a S e absolutamente minimizante de 4rea em (]\71, ).

Denotamos a curva fechada em ¥ que corresponde a S! x {0} por 7 e denotamos
por ¥, a parte de ¥ que corresponde a S' x [}, h].

Fixemos uma geodésica c : [0,€) — M parametrizada pelo comprimento de arco,
com c(0) € v e c'(0) € T)Z. Usando a construgao descrita na segdo 3.1, encontramos
uma familia de métricas Riemannianas suaves {g(7, )}, ¢c(0,¢) em M com as seguintes

propriedades:

(i) g(r,t) — g em C3 quando t,r \, 0.
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(i) g(r,t) — g diferenciavelmente quando t N\, 0 para r € (0, €) fixado.

(iii) g(r,t)=gem {x € M: distg(x, c(2r)) > 3r}.

(iv) g(r,t) < g como formas quadraticas em {x € M: distg(x, c(2r)) < 3r}.

(v) Z(r, t) tem curvatura escalar positiva em {x € M:r< distg(x, c(2r)) < 3r}.
(vi) M é fracamente média convexa com respeito a g(r, t).

A Figura 3 explicita visualmente a métrica g que foi construida.

g =g Rery =0 Rg >0
3r L'{ng
2y(rt) -
— N N\ Pk T
ll\. I. 1.\ = Sl X [_h.-’?] III.

Figura 3: A curvatura escalar de g(r, t) é positiva na regido pintada de cinza. Fonte: [7].

Fixemos h > 1 e seja B;, um aberto cujo fecho é compacto e com bordo suave em
M e tal que {x € M: distz(x, Xp) < 2h} C By. Modificamos a métrica g{(r, t) préximo ao
bordo de By, para g(r, t, h) de maneira que B, é fracamente média convexa com respeito
agrth)e
(1—0)3(r, t) < g(r,t,h) < (1+9)g(rt)

onde 6 € (0,1) é escolhido para satisfazer (54) a seguir. Entre todas as superficies
compactas orientadas em Bj, com bordo 9%, que é um aberto limitado em M, existe
uma cuja drea com respeito a g(r, t, h) é a menor.

Escolhamos uma superficie minimizante de drea de que denotamos por X,(r, t).
Afirmamos que X,(r, t) intersecta {x € M : distg(x, c(2r)) < 3r}. Caso contrario terfamos

que g = g(r, t) ao longo de X (r, t) e podemos calcular, como em [5, p. 992] que

0 < Ag(Xn) — Agrn(En) < AgEn(r 1) — Agn(En)
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= Agorty(En(r, 1) — Agopy(En)

1
= 1— (5A§(r,t,h)(2h(7r 1) — Age,n(En)

1
< 75 4500n En) — Agen(n)

1+0
1— 5A§(r,f)(z‘h) — Ag(rty(En)
20

= mAg(r,t)(Zh)-

IN

Esta é uma contradicao se tomarmos é = §(r, t, h) > 0 com

26 _ Ag(Xn) — Aggn(En)

1-5 Ag

(54)

Uma comparacdo com pequenas esferas geodésicas nos ajuda a estimar limites
para a area das superficies X (r, t) que sdo independentes de todos os parametros.
Usando resultados padrdo de Teoria Geométrica da Medida, isto é, conforme a métrica
varia, a sequéncia de superficies propriamente mergulhadas homologicamente minimi-
zantes de drea”, converge para essa superficie. Assim podemos passar essas superficies
para um limite subsequencial quando i — oo para obter uma superficie propriamente
mergulhada X(r, t). Note que X(r, t) é uma fronteira em M. Por construcdo, temos que a

fronteira é homologicamente minimizante de area* com respeito a g(r, t).

Quando r,t — 0 sdo suficientemente pequenos, a superficie X(r, t) contém uma
curva fechada (1, t) que intersecta {x € M: distg(x, c(2r)) < 3r} e que é o fecho para
7. De fato, existe uma bola pequena com centro em c¢(0) € ¥ onde uma parte de X(r, t)

aparece como o grafico abaixo de T )Z.

O Principio Geométrico de Harnack nos permite continuar este pedago de 2(r, t)
em uma fita a medida que atravessamos y. A fita deve se fechar & medida que
percorremos em volta de -, caso contrdrio haveria duas folhas préximas, o que contradiz
a propriedade de ser minimizante de drea de X(r,f). A componente i(r, t) de X(r, t) é

um bordo em M que é homologicamente minimizante de drea* com relagdo a g(r, t).

Afirmamos que X(, t) ndo é nem um plano nem esfera, se r,t > 0 suficientemente

pequenos. Suponhamos o caso contrério.

Neste caso, y(r,t) limita um disco mergulhado em M. Consequentemente, o

mesmo para ‘.
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Em particular, a aplicagdo inclusdo induz a aplicagdo trivial 11(X) — nl(M).
Pelo Lema 4.2 abaixo, cada superficie fechada e conexa em M. Isso contradiz sua
propriedade de ser homologicamente minimizante de drea*. Suponha que S(r, ) seja
um plano (veja Figura 4). Seja A(r, t) C i(r, t) o disco limitado por y(r, t). Como fl(r, t)
converge para ¥ quando r,t ~\, 0, temos esse A¢(A(r,t)) — oo quando r,t ~\, 0. Escolha
0<n<Kreld <t Kt, de modo que f(rl,tl) e f(rz, ty) sejam planos. Observe
que A(r, t2), A(r1, t1) e um pequeno "tronco" conectando y(r1, t1) a y(r, t2) ligam um
conjunto aberto. Isso contradiz a propriedade de ser homologicamente minimizante de
drea* de £(r1, 1)

A(ra, 12)

Figura 4: Essa possibilidade de que 5(r,t) seja um plano para r, t > 0 suficientemente
pequenos pode ser descartada comparando as areas dos discos A(r, t) ou pela
incompressibilidade de ~. Fonte: [7].

De (v, pag.61), Lema 3.1, Lema3.2 e Lema3s.3 que, para r,t > 0 suficientemente
pequenos, i(r, t) ou intersecta {x € M : distg(x, c(2r)) < r}, ou i(r, t) intersecta
{x e M : distz(x, c(2r)) = 3r} mas ndo {x € M : distg(x, c(2r)) < 3r}. Fixer > 0
pequenos e passemos para o limite geométrico subsequencial com ¢ ™\, 0. Obtemos uma
fronteita propriamente mergulhada %(r) C M que tem uma componente conexa ()
que intersecta {x € M: distg(x, c(2r)) < 3r} e que é disjunta de X. Como antes, vemos
que X(r) é uma fronteira propriamente mergulhada em M que é homologicamente
minimizante de drea* com respeito a 3. Claramente, 3(r) é disjunta de X e contém uma
curva propriamente mergulhada y(r) limite para y. O argumento do pardgrafo anterior
mostra que quando r > 0 é suficientemente pequeno, a superficie £(r) é difeomorfa a
um toro ou um cilindro.

Se f(r) for um toro, entao (]\71, g) serd isométrico ao cilindro padrdo S! x R x[0, o)
ouS! x R x][0,4], para algum a > 0, pelo Lema 3.4.

Assim, podemos supor que 5(r) é cilindrico para todo r > 0 pequeno. Pelo

Lemas.3, & C M ¢é intrinsecamente plano, totalmente geodésico e o tensor de Ricci
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do ambiente avaliado na dire¢do normal é nulo ao longo de S(r). Observe que S(r)
converge para X quando r 0.

Agora vamos mostrar que o tensor de Riemann do ambiente é nulo ao longo
de ~. Usando a primeira e segunda variagdo da 4rea, obtemos uma funcdo positiva
u € C*(X) tal que

(VEu)(X,Y)+ Rm(v, X, Y, v)u =0 (55)

para quaisquer campos X, Y tangentes a X. Aqui, v é o vetor normal unitario a .
Considerando o trago desta equagdo e usando que Ric(v, v) = 0 (isto segue da equagdo
de Gauss), obtemos que u = 0. Segue que, u é uma constante positiva. Voltando a
equacdo original (55), vemos que Rm(v, X, Y, v) = 0 sempre que X e Y sdo tangenciais
a 2. A equagdo de Codazzi implica que Rm(X,Y, Z,v) = 0, desde que X, Y, Z sejam
tangentes, e a equacdo de Gauss fornece que Rm(X, Y, Z, W) = 0 sempre que X,Y,Z, W
sdo tangentes. Segue-se que o tensor da curvatura ambiente se anula ao longo de .
Podemos repetir o argumento acima, comecando com qualquer uma das superfi-
cies 2(r) para r > 0 suficientemente pequeno, usando que elas sdo homologicamente
minimizantes de area* em (M, §). Um argumento de continuidade indica que (M, g) é o

cilindro S! x R x[0, %) ou o cilindro S! x R x[0, a] para algum a > 0.

Lema 4.2. As suposicoes e notagdes usadas aqui sdo como na prova do Teorema 1.1 acima. Se a
inclusio ¥ C M induz a aplicagio trivial 7v1(X) — 711(M), entdo todas as superficies fechadas e

conexas em M sdo separadas.

Demonstragio. Segue da hipétese e a construcio de M de M \ S que M é simplesmente
conexa. (Aqui estamos usando que a aplica¢do 711(S) — 711(M) induzida pela inclusdao
S C M é sobrejetora.) A teoria de interse¢do padrdo da que toda superficie conexa e fe-
chada N C M separa M. De fato, se assumirmos que N C M ndo estd separando, entdo
existe uma curva mergulhada em M que intersecta N transversalmente e exatamente
uma vez. Tal curva ndo pode ser homotopicamente trivial, uma vez que ndo pode ser
colapsada em um tinico ponto.

Suponha agora que N C M é uma superficie conexa e fechada disjunta do bordo
de M. Tal superficie corresponde a uma superficie conexa e fechada N € M, que é
disjunta de S. Usando que N separa M e a construcio de M de M, concluimos que N

separa M. O

Além das hipoéteses consideradas sobre a topologia de M, admitiremos que M

contenha uma superficie incompressivel e propriamente mergulhada S, ou seja, i : S —
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M é um mergulho préprio para o qual é injetiva a aplicagdo induzida i, : 711(S) — (M)

entre seus grupos fundamentais.

Teorema 4.3. Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana conexa, orientdvel e completa com
curvatura escalar ndo negativa. Suponha que (M, g) contenha uma superficie incompressivel e
propriamente merqulhada S C M, que é homeomorfa ao cilindro e homologicamente minimizante
de drea. Entdo (M, g) é plana. Mais ainda, uma cobertura de (M, g) é isométrica a S! x R?, sob

eventual ajuste de escala.
Demonstragiio. N6s seguimos a prova do Teorema 4.1, exceto pelas seguintes mudangas:
(a) Nao precisamos do argumento com a cobertura.

(b) Trabalhamos com superficies Xy (7, t) com 0X;(r, t) = 0X; que tém menor drea em

relacdo a g(r, t, h) e que, juntamente com X limita um conjunto aberto em By,.

(c) Para argumentar que X(r, t) ndo é nem um plano nem uma esfera, usamos X que é

incompressivel.



CONSEQUENCIAS

No artigo base desta dissertacdo [7], os autores afirmam que as técnicas desenvolvidas
para provar o teorema (4.1) podem ser usadas para provar resultados constantes em
vdrias de suas referéncias em [7], que segundo os autores, sdo perspectivas futuras que
eles explorardo.

Além disso, no teorema (4.3) os autores usam o fato da necessidade da condicao
de incompressibilidade, condigdo esta que eles ndo sabem se pode ser enfraquecida, ou
ignorada e o resultado continuar valido.

Outra hipétese que pode ser um caminho de investigacdo vidvel é quanto a
limitagdo da dimensdo da variedade ambiente ter que ser n = 3, porque o resultado ndo

se generaliza para uma dimensdo maior que 3 carece de mais investigagoes.
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