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RESUMO

As matrizes de Redheffer, R, descritas pela primeira vez em 1977, formam uma classe
de matrizes intimamente relacionadas com alguns problemas importante em teoria dos
nameros, como a hipdtese de Riemann e o teorema dos nimeros primos, e também
o problema do Factorisatio Numerorum de Kalmar. O objetivo dessa dissertagdo é
descrever os principais resultados obtidos na literatura referentes a andlise espectral de
R, e também a sua relagdo com o problema do Factorisatio Numerorum de Kalmar. A
nossa contribuicdo principal é uma nova validagdo computacional da desprova de uma

conjectura com relac¢do a localizagdo dos auto-valores de R, no plano complexo.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros, Redheffer, andlise espectral
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ABSTRACT

Redheffer matrices, R, first described in 1977, form a class of matrices closely related
to some important problems in number theory, such as the Riemann hypothesis and the
prime number theorem, and also the Kalmar’s Factorisatio Numerorum problem. The
objective of this dissertation is to describe the main results obtained in the literature
regarding the spectral analysis of R, and also its relationship with Kalmar’s Factorisatio
Numerorum problem. Our main contribution is a new computational validation of the
disproof of a conjecture regarding the location of the eigenvalues of R, in the complex

plane.

Keywords: Number Theory, Redheffer, spectral analysis
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INTRODUCAO

Duas fungdes de grande interesse em Teoria dos Nimeros sdo as fun¢des de Mobius (p)
e Mertens (M):

1 sen =1oun = pypy...px, pi primos distintos e k par,
um) =< —1 sen = pips...px, p; primos distintos e k impar, (1)

0 sen= (pk)zzx, Pk primo, a inteiro,

M(n) =Y (k). (2)
k=1

Alguns exemplos para a funcdo de Mobius: para n = 35, temos que u(35) = 1
pois n = 35 = 5x7; paran = 5, temos que u(5) = —1 e para n = 20, u(20) = O,
pois n = 20 = 22 x 5. Um exemplo para a fungio de Mertens: M(5) = 22:1 uk) =
p)+u2)+uB)+u4)+pu5)=1-1-1+0-1=-2.

7

O interesse nessas fungdes se d4, entre outros motivos, pois um dos problemas mais
famosos da atualidade, a Hipétese de Riemann (R.H.), possui uma versdo equiva-
lente que pode ser descrita de forma bem simples em termos da fungdo de Mertens

(Titchmarsh (1988), p.370):

Teorema 1.1. R.H. é equivalente & M(n) = O(n%>*€), para todo niimero € > 0.

O Teorema dos ntimeros primos (T.N.P.), dado por limy_c @ =1, em que 7t(x) conta

log x
0s nimeros primos até x, também possui uma versao em termos da fungéo de Mertens

(Diamond (1982)):
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M) _
X

Teorema 1.2. O Teorema dos niimeros primos (T.N.P.) é equivalente a limy_, 0 em que

M é a fungdo de Mertens.

Uma forma equivalente de definir a fungdo de Mobius é por meio das relagdes:

1 =1,
Yud={ " (3)

dln 0 sen>1.

De fato, escrevendo as equagdes acima para j = 1,2,...,n, obtemos um sistema de
equagdes lineares triangular inferior cuja solucdo é o vetor (u(1), #(2), ... u(n))!. Essa
descri¢do da fungdo de Mobius permite conectd-la com objetos algébricos da Teoria de
matrizes. Por exemplo, Redheffer (1977) mostrou que a fungdo de Mertens M(n) pode

ser expressa como o determinante da seguinte matriz conhecida hoje como Matriz de
Redheffer:

Ry = (4)

S
o s T S s SR S G St
_— O O =k O =
O O Rk O O =
o O O O O ==

cuja defini¢do precisa (para uma matriz de ordem n x n) é:

1 sejliouj=1,
rij = (5)
0 caso contrario.

Posteriormente, diversos autores se engajaram no estudo das propriedades espec-
trais da matriz de Redheffer (Barrett e Jarvis (1992), Cardon (2010), Vaughan (1993),
Vaughan(1994)) e também observou-se que a permanente de R, conecta-se a outro
problema em teoria dos ntimeros conhecido como Factorisatio Numerorum problem (Wilf

(2004), Hwang (2000)).



INTRODUCAO

O objetivo dessa dissertacdo é descrever os principais resultados obtidos na literatura
referentes a andlise espectral de R, e também sua relacdo com o problema do Factorisatio
Numerorum. A nossa contribuigdo principal é uma nova validacdo computacional da
desprova da conjectura de Barrett-Jarvis com relacdo a localizagdo dos auto-valores
de R;,. Barrett e Jarvis provaram que R, tem n —s — 1 auto-valores iguais a 1, com
s = |log, 1|, e que, dos s + 1 auto-valores restantes, dois sdo assintéticos a \/n e —/n,
respectivamente, e os auto-valores restantes possuem médulo com magnitude O(log(n)).
A conjectura feita pelos autores é de que esse s — 1 auto-valores "menores"possuem
moédulo menor ou igual a 1. Cardon (2010) obteve algumas férmulas de recorréncia
que permitiram o calculo dos coeficientes do polindmio caracteristico Pg, de R, para

valores grandes de n. Por exemplo, para n = 236

e valores proximos, Cardon calculou as
raizes nao triviais (diferentes de 1) de Pg, e concluiu que a conjectura de Barrett-Jarvis
é falsa. No entanto, como algumas dessas raizes resultantes ficaram muito préoximas da
fronteira do circulo unitdrio, surgiu a diivida se estas estdo realmente fora do circulo,
ou se algumas das raizes calculadas numericamente estdo fora do circulo por conta
de erros de arredondamento. Para investigar isso, implementamos uma rotina em
C++, totalmente escrita em aritmética de precisdo quadrupla (utilizando a biblioteca
"libquadmath") para o calculo do namero de raizes de Pg, dentro do circulo unitério,

por meio da férmula integral de Cauchy.

Quanto a estrutura da disserta¢do e o seu contetido, no segundo capitulo, reunimos
alguns resultados preliminares diversos necessérios para o entendimento do restante
da dissertagdo: um pouco de Teoria de Determinantes, alguns topicos de Anélise Real
e Complexa e também de Teoria de Ntumeros. No terceiro capitulo, apresentamos
algumas das propriedades da matriz de Redheffer, como, por exemplo, a sua conexdo
com a fun¢do de Mertens; uma férmula explicita para o seu polindmio caracteristico
e também uma andlise sobre o comportamento assintético da permanente de R,. No
quarto capitulo, apresentamos a analise espectral da matriz de Redheffer obtida por
Barrett e Jarvis (1992) e enunciamos a conjectura de Barrett-Jarvis. No quinto e altimo
capitulo, apresentamos o método de Cardon (2010) para obter contra-exemplos para a
conjectura de Barrett-Jarvis e também a nossa metodologia prépria desenvolvida para

tratar a mesma questao.






PRELIMINARES

Nesse capitulo, apresentaremos algumas defini¢des e também alguns resultados prévios:
lemas e teoremas que ajudam na compreensdo dos capitulos subsequentes a esse. O
capitulo "Preliminares"pode ser lido de forma tradicional, antes dos outros, como
também pode-se ir para os capitulos seguintes e ir voltando aos resultados e defini¢des
de "Preliminares"conforme for preciso. Os resultados e defini¢des estdo divididos de

acordo com temas.

2.1 ALGUNS RESULTADOS DE ANALISE REAL E COM-

PLEXA

Lema 2.1. Para k > 4,vale:

27 (log w)*2 (k — 2)F2
ST e ©

k—1 /k_ 1

mostrar esta desigualdade. Para isto, é suficiente mostrar que

k > 4. Calculando a derivada de h(k) = “V/k — 1 obtemos:

(1 —log(k — 1)) “Vk -1
(k—1)? '

Como K'(k) < 0 para k > 4, entdo “vk—1 < v/3 logo I(cl;/l])clogi > (k_%gZ > "’71

k—1
Demonstragdo. Para k > 4, (6) é equivalente a (k—1)log2 > (E2)k-2 Vamos
q e

(k—1)log?2

k=2
W > e para

(k) =

O que encerra a prova.
O

Lema 2.2.

n—1 k—2 n—1 k—2 k=2
Z (log w) < / (log w) Juw+ (k—2) .
2

_ k—2
b w k-1 w e
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(log w)k—2 2)’< 2
w

Demonstragio. Temos que o maximo de ¢(w) = ,é0 valor !

, que ocorre

com w = ¢572. Seja g € N tal que g < e¥=2 < g+ 1 e vamos supor que :

P(q) < (g +1). (7)

Caso (7) ndo valha, o argumento é analogo ao que se segue. Como ¢ é estritamente

crescente em [271, 4] e ,por (7), o valor minimo de ¢ em [g, g + 1] é ¢(g),entéo vale :

Z Pp(w) < / p(t)dt + p(q) < / P(t)dt + / P(t)dt = / P(t)dt. (8)

w=2k-1

Da mesma forma, ¢ é estritamente decrescente em [q+ 1,1 — 1] e portanto:

T g =g+ ¥ o) < ga+1)+ [ gt ©

w=g+1 w=q+2

De (8) e (9), temos:

T o <oqrns [ g < o@D+ [ g

w=2k-1
O
Lema 2.3. Para x > 0, x € R, x € (0,10g?2), vale que:
ef—1—x < x2 (10)
Demonstragio. Temos que por Taylor
x2
x_1 N
oeteere (),
com 0 < y < x. Daf basta ver que 5 < 5 e % < 1 para x < log2. Como
ey
=)
e x ( > ) x°,
a desigualdade vale para (0, log 2).
O

Lema 2.4. Para € > 0, existe xq tal que:
(1-e)x<(x—1-(log,_. x)?).

em que vale x > x.
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Demonstragio. Para fazer essa demonstracdo observe que é equivalente a provar que

1—-e)< (- 1 M) Temos que 1 — € é constante e que

1 2
lim (1_1_M>:1,

X—r00 X X

Assim, a desigualdade é vélida para x grande. O

dz
27'[1 v z—w’

Teorema 2.5. ([17], pdg 131) Seja n(w, y) = sendo z € C, w um ponto e y uma

curva simples e fechada no plano complexo, entdo:

1 se w estd dentro da regido delimitada por y
n(w,y) = _ o (11)
0 se w estd fora da regido delimitada por <y
Demonstragdo. Primeiramente vamos provar o caso em que n(w,y) = 1. Para isso
considere o circulo C, dentro da regido delimitada pela curva fechada -y, de modo que

w estd em C,. Esse circulo tem centro em «, raio p e |w — a|< p. Para demonstrar que

n(w, y) = 1, basta mostrar que fc = 2711, pois se dividirmos ambos os lados dessa

zZ—
equacdo por 27ti, chegaremos que o lado direito é 1 e o lado esquerdo d4 a defini¢do de

27T 5 npif
¢ d _ | o = 2.
Coz—u 0o pe

n(w, ). Note que:

dz
S S—
?{;p (Z _ lX)k+1

para k =1,2,3,.... Pois fCP (Zj# = ka fozn e~ k949 = 0. Para avaliar fcp -2~ primeiro
devemos fazer
1 1 B 1 11
z—w (z—a)—(w—a) (z—a)l— =1 Cz—al—c
onde ¢ = 7;’ O‘f tem modulo |wp“‘ < 1 através de Cp.Assim 1 =l+c+c?+3+.
3
e L +((f§))z+((f§>)s+ ]
1 _ 1 (w—a)* | (w—a)’
o = mat e T e T e
Assim: L
d )
}1{ z Z?{ o;{) —————=dz = 27i.
sz—w Co 2 o1 /Co (z—a)™
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Para mostrar que n(w, y) = 0 basta notar que ﬁ é holomorfa na regido delimitada por
7 caso w ndo esteja nessa regido, como a integral de linha numa curva fechada de uma
fungdo holomorfa é nula, entdo temos o desejado.

[

Teorema 2.6. ([15], pdg 149) Seja U um aberto em C, simplesmente conexo, f : U — C, f
uma fungio holomorfa, R a regido delimitada pela curva fechada y em U e sejam z1,2z2,23, ...

os zeros distintos de f em R com multiplicidades my, my, ms, ...m; respectivamente. Entdo:

f@,
5 % - dz = ]Zlm]n(z],’y) (12)
Demonstragido. Como f(z1) = 0 entdo olhando para a expansdo em série de f em torno
de z1, temos que f(z) = (z — z1)"™g(z) com g holomorfa em U/z;. Aplicando o mesmo

raciocinio para zy, z3, ..., 2], temos

f(2) = (z—21)"(z — 22)™(z — 23)"™..(z — 21)"h(2),

com h holomorfa em U e h(z) # 0 para qualquer z € U. Além disso, por inducdo em [,

conclui-se que:

l

l m; h (Z)
]Z: Z—z; h(z)

para z # z1, 2,23, ...,Z;. Dai,

f@, i (2)
Zm f(z)dz ]lem]n(z],’y) 21 Wdz.

Sendo a tltima integral nula p01s é holomorfa em U. O

Teorema 2.7. ([17], pdg 136) O niimero N de raizes de um polinémlo P(z), z varidvel complexa,

em uma curva fechada vy no plano complexo é dado por N = Zm fy IIJJ((ZZ)) dz .

Demonstracdo. Combinando os resultados dos Teoremas 2.5 e 2.6, obtemos o resultado
desejado. O

Teorema 2.8. ([17], pdg 137) [Conhecido como Teorema de Rouché.] Suponha que f e g sejam
analiticas e seja v uma curva reqular no Plano Complexo, de modo que |f(z)|> |g(z)| para todo
z € . Entdo f + g e f tem 0o mesmo niimero de raizes dentro de vy, contadas levando-se em

consideragdo suas multiplicidades.
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Demonstragio. Basta provar que:

(f+8) (2) 5, f (2) ;,
27T1 % (f+g)(Z) 27T1 f(Z)

De fato, observe que:

9@ 1 g (/N
2§y 9@ 2 = zm by (e 0 1

L f) e)
= 5§, 7592+ 7 §, TG 42

Como |§7|< 1 sobre <y, entdo existe um aberto U contendo 7y tal que |§|< 1 para qualquer
z € U. Logo, a funcdo 1+ % é holomorfa em U e sua imagem estd contida no conjunto
{z : Re(z) > 0}. Assim, a tltima integral é nula, pois a curva é fechada.

O

2.2 ALGUNS RESULTADOS DE ALGEBRA LINEAR/ALGEBRA

Defini¢do 2.9. Uma permutagio 7t de 1,2,3, ..., n é uma bijegio que tem o conjunto {1,2,3,...,n}

como dominio e contra-dominio.

Dada uma permutagdo 7t dos ntiimeros 1,2, 3, ...,n , podemos ter a seguinte represen-

tacdo em duas linhas dada pela matriz:

1 2 3 ... n
T = .
(1) m(2) n38) ... m(n)
Um exemplo de uma permutagdo usando a notagdo acima:
123456
T = .
2314635

Definigdo 2.10. Uma transposigio t;; é uma permutagio que troca de posi¢io os elementos i e j

e deixa os outros elementos inalterados.

A definicdo acima pode ser exemplificada na representacdo em duas linhas:

b 124 i+1 ... j=1 7 ... n—=1 n
Tol1 2 i+l L j=1d ...on—=1n|
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Definicao 2.11. A permutagio id que ndo altera a ordem de nenhum elemento é chamada de

permutagdo identidade.

Exemplo da permutacdo identidade na representacdo em duas linhas:

. 1 234 ... n
id = .
1234 ... n

Definicao 2.12. Uma multiplicacdo de permutagdes ou ainda, associagdo, composicio de permu-
tagoes 1t e o pode ser expressa por (1to)(i) = (o (7)), em que é aplicada a permutagdo o sobre

cada elemento i e depois a permutagdo 7t sobre cada o(i).

Um exemplo para a defini¢do acima usando a representacdo em duas linhas:

1 23 1 23
T = , 0= .
2 31 1 3 2

1 2 3 123
(o) = [n(l) 7(3) 7'((2)] logo, (7o) = [2 1 3]'

Entdo:

Definicao 2.13. O conjunto de todas as permutagdes 7w de 1,2,3, ...,n é chamado de S,,. Outro

nome para Sy é grupo simétrico de grau n.

Teorema 2.14. ([9], pdg 42-44.[16], pdg 85.) Seja n € Z. um inteiro positivo. Entdo o conjunto
Sy tem as sequintes propriedades:

(1) Dada duas quaisquer permutagdes 7t e o entdo To o € Sy,

(ii) Dada quaisquer trés permutagdes 71,0 e T € Sy, vale que: (mToo)oT=mo(CoT),

(iii) Dada qualquer permutagdo 7w € Sy, entdo: moid =ido =T,

(iv) Dada qualquer permutagio 7T € Sy, existe uma tinica permutagdo ()~! € S,, chamada

permutagdo inversa,em que vale: 7t o () ' =) lom=id

Demonstragdo. (i) Como tanto 7t e o sdo bijecdes que tém o conjunto {1,2,3,...,n} como
dominio e contra-dominio, temos que a imagem de ¢ esta em {1,2,3,...,n}, logo ao
compor 77 com ¢, temos que 7T toma um elemento (imagem de ) em {1,2,3,...,n} e

levaem {1,2,3,...,n}. Logo, moo € Sy.
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(ii) Para verificar esse item podemos aplicar a (roc)o T aumelementoi € {1,2,3, ..., n}:

((rt 0 0) o T)(i). Pela defini¢ao temos: ((7t o 0) o T)(i) = 7t(c(7(i))). Vamos agora aplicar
7t o (0o T) ao mesmo elemento i: 7t o (0 o T)(i). Pela definicdao, temos:

rto (oo T)(i) = m(o(T(i))). Logo (mroo)oT=rmo(roT).

(iii) Como a permutacdo id ndo altera a ordem dos elementos moid =mreidom =1,

logo moid =idom =1t

(iv) Dado que 7t é uma bijecdo, para umi € {1,2,3, ..., n} arbitrario, existe uma tnica
71 tal que para 7(i) = j, 7~ (j) = i. Assim, (7t o (71)"1)(j) = 7((7r)~1(j)) = 7(i) = j ou
seja, 7t o (1) ~! = id. Por outro lado, ((71)~! o 7)(i) = (1) ~1(7()) = (71)"1(j) = i, ou seja,
()1 om=id.

]

Definic¢ao 2.15. Um ciclo o é uma permutagio para alguns inteiros iy, 1,13, ., ip entre 1
en, p < nem queocorre: 0(i;) = ijq paral < j < p; o(ip) = i1, 0(i) = i sempre que
L # i, Fio, i #1301 # 1.

Algumas representa¢des para um ciclo podem ser: (i1, 13,13, ...,iy), (i1 i2 i3 ... iy) em
que p =n, [(iy i2 i3 ... ip)(ips1)(ip+2)---(in)], em que p < 1; ou ainda:
i1 — ip — i3 — ... = iy. Além dessas podemos usar a representacdo em duas linhas.

Tome por exemplo o ciclo qualquer oy = [(1 2 4)(3)], podemos representd-lo como:

123 4
Oy = ’
2 431
esse ciclo contém 3 elementos, pois o objeto (3) é chamado de ponto fixo. O ponto fixo
mapeia o elemento para si mesmo, nesse caso 0y(3) = 3.
O ciclo oy representado acima pode ser interpretado também como uma permutagao

1ty contendo um tnico ciclo a saber (1 2 4). Todo ciclo é uma permutacdo mas nem

toda permutacdo é um ciclo. Por exemplo, a permutagéo:

123456
7TZ: 7
2135 6 4

ndo é um ciclo, mas note que esta permutagao possui dois ciclos que a compdem: (1 2)
e (4 5 6). A transposicdo t;;, que pode ser representada por t;; = (i j), também é um

ciclo.

11
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Teorema 2.16. ([9], pdg 45) Todo ciclo é um produto de transposicoes.

Demonstragido. Suponha um ciclo ¢ de tamanho k + 1, ou seja k +1 elementos. Sem
perda de generalidade considere k+1 = 5. Uma possivel representacdo desse ciclo
é 0 = (i1,ip,13,14,15). Entdo para provar o teorema basta notar que (iy, 12,13, 14,15) =
(i1,15)(i1,14)(i1, 13)(i1, 12). Nessa representagdo se "lé"da direita para esquerda, por exem-
plo aplicando (iy, 12, i3, i4, i5) em i3 temos: (i1,i2)(i3) = i3, (i1,13)(i3) = i1, (i1,14)(i1) = is €
(i1,15)(i4) = is. Ou seja (i1, 12,13, 14, 15)(i3) = is. Na representacdo em duas linhas temos:

i1 i i3 Iy 15
ih i3 iy i5 i1 |
Ou seja, de fato, iz — 4.
]

Definicdo 2.17. Seja 7w € S, uma permutagdo. O par (i, ), com i e j inteiros, é chamado de par

de inversio de 7t, quando i < j implica em 7(i) > 71(j).

Defini¢do 2.18. Seja 7w € S, uma permutagio e x a quantidade de pares de inversio de 1t. A

fungdo sinal da permutagdo é definida por:

1, x é par,
sinal(rt) = (—=1)* = P
—1, xéimpar.

Teorema 2.19. ([16], pdg 86) Dada uma transposiio t;;, para essa transposi¢do existem
2(j — i) — 1 pares de inversdo.
Demonstragio. Para efeito de comparagdo, considere a permutacao id de ordem #n:

. 1234 ... n
id = .
[1 2 34 .. n]

Agora considere uma permutagdo 7 que contém uma Unica transposigdo t;; = (i j),

deixando todos os outros elementos inalterados. Podemos escrever:

R I O A N AT
/ 12 ... i+l ... j—=11i ... n|

Desta maneira, percebemos que i +1,i+2,i+3,...,j —1,j quando colocados ao lado de

i, formam pares de inversdoei+1,i+2,i+3,...,j — 1 quando colocados ao lado de j
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também formam pares de inversdo. Assim para cada transposigdo ha 2(j — i) — 1 pares
de inversao.
O

Teorema 2.20. ([16], pdg 87) Seja n € Z, um inteiro positivo.Vale:

(i) sinal(id) = 1,

(ii) sinal(t;j) = —1,

(iii) Dada uma permutacio 7t € S,, e sua inversa 771, vale: sinal(rt=1) = sinal(r),
(iv) Dada quaisquer duas permutagdes 7,0 € S;, entdo vale que:

sinal(7t o 0) = sinal(7t)sinal (o).

Demonstragio. (i) Como id ndo altera a posicdo de nenhum elemento da permutacéo,

entdo a quantidade de inversdes x é tal que x = 0, entdo (—1)° = 1.
(ii) Temos que, pelo Teorema 2.19: sinal(t;)) = (1207971 = —1.

(iii) Basta ver que a quantidade de pares de inversdo de 7, x(77) e a quantidade de
pares de inversdo de !, x(7r ') sdo tais que x(71) = x(;t~!) . Isso pode ser notado
representando 7T e 1=1 em duas linhas, a representacdo serd a mesma. Por exemplo,

considere sem perda de generalidade uma permutacao:

[ 1 2 3 ] [1 2 3]
Ty = tal que 7T = .
(1) m(2) 7 (3) 321

A inversa (71;) ! tem que fazer (1) ~1(3) = 1, pois 7i(1) = 3; (1) "1(2) = 2, pois x(2) = 2

e () 1(1) = 3, pois 7x(3) = 1. Assim a representacdo em duas linhas de fica () !

Lo [123
() = [3 2 1]'

(iv) Temos que o par (i, j) ndo é um par de inversdo de 7t o ¢ se e somente se : ou (A):
(a,b) = (0(i), 0(j)) ndo é par de inversdo nem de ¢! nem de 7, ou (B): (a, b) = (¢(i), o(j))
é par de inversdo tanto de ¢! quanto de 7. Isso é verdade porque se (A) ocorre,
nenhuma inversdo ocorre para esse par, logo apés 7t o o sobre i e j, ndo hé inversdo. Se

(B) ocorre, a permutacéo 7 "desfaz"a permutacdo o~ ! para (i, j), assim (i, j) ndo é um

13
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par de inversdo de 7 o ¢. Vamos denotar por x(71) a quantidade de pares de inversdo
(a,b) de 7, por x(c ') a quantidade de pares de inversao (a,b) de c~!, por x(c~!, ) a
quantidade de pares de inversao (a, b) tanto de 7t quanto de ¢~ !. Por (iii) e pelo o que

foi descrito acima temos que o nimero de inversdes x(7 o 0) de 7 o o é tal que:

x(mroo) = (x(0) — x(o, 7)) + (x(77r) — x(0, 7)) = (x(0) + x(77)) — 2x(0, 7T).

Assim,

(_1)x((7)(_1)x(n)(_1)—2x(0‘1,n)

sinal(7t o 0)

7

sinal(rt)sinal(o).

Lema 2.21. Toda permutagio, exceto a identidade, é um produto de transposicoes.

Demonstragio. Toda permutagdo exceto a identidade tem ao menos um ciclo. Assim,
aplicando o Teorema 2.16 podemos reduzir um ciclo ou mais ciclos de uma permutagdo

a associagdo de transposicdes. O

Lema 2.22. A fungdo sinal de uma permutagdo 7t definida em 2.18 é equivalente a:
sinal(rr) = (—1)Y
em que y é a quantidade de transposigoes.

Demonstragio. Temos que pelo Lema 2.21, podemos decompor qualquer permutagdo
exceto a identidade em um produto de transposi¢des. Podemos aplicar 2.20, item
(iv), ap6s ter decomposto uma permutagdo 77 em y transposi¢des e por 2.20, item
(ii), temos que o sinal de uma transposigdo t;; € tal que t;; = —1, portanto temos que
sinal(rr) = (—1)Y. O

Teorema 2.23. Para um ciclo o com k + 1 elementos, vale:
sinal(c) = (—1)*.

Demonstragio. Dado que a funcéo sinal de um ciclo ¢ pode ser dada por sinal(c) = (—1)Y
em que y é o numero de transposi¢des de acordo com o Lema 2.22, basta ver que pelo
Teorema 2.16 ao representar o ciclo por transposi¢oes e usando a representacdo que o

Teorema fornece, sempre hd uma transposi¢do a menos que o tamanho do ciclo. O
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Lema 2.24. Dado um k inteiro e uma permutagio 7 € Sy, contendo um tinico ciclo com k +1
elementos, entio temos:
sinal(m)(—1)1 = —1.

Demonstragio. Temos que pelo Teorema 2.23, o sinal de um ciclo com k + 1 elementos é

sinal(c) = (= 1)k,

Assim,
sinal(rr)(—1)"! = sinal(o)(—1)¥*! = (= DF(=1)F*! = (=1)**1 = 1.
0

Definigdo 2.25. Dada uma matriz A = a;; quadrada de ordem n, define-se como o determinante
de A:

detA = Z Sii’lal(7'[){11,7[(1)02’7[(2)&3,7[(3)...an,n(n),
TES,

em que 7T sdo todas as permutagdes do grupo simétrico S.

Teorema 2.26. ([16], pdg 9o0) Valem as seguintes propriedades:

(1) Temos que det(0,) = 0 e det(I,) = 1.

(ii) Seja A' a matriz transposta de A, entdo det(A') = det(A).

(iii) Seja AWV, A2, ., AL, .., AC™ colunas de A, em que todos os elementos agj de AGD)
sdo tais que a j = b j + c(j), de modo que a coluna ACD pode ser representada

por ALD = BUD) + CGI), com b j) elementos de BGD e c(,j) elementos de C). Defina

B= (ALY, ACD)  AGIED BGD, AGHY AL

eC= (AW, AC2)  AGIED Cli), AGHD | A, Vale que det A = detB + detC.

(iv) Seja ACD AC2) - AGD AGD L ACY) colunas de A, considere a matriz

A* = (A("l), ACD o AGD L AGD A("”)), em que houve as trocas das colunas i e j de A,
entdo det A* = —detA.

(v) Se A tem duas colunas idénticas ou duas linhas idénticas, entdo det(A) = 0.

(vi) Se A tem alguma coluna ou linha nula, entdo det(A) = 0.

(vii) Dada matrizes A, B ambas de ordem n, entdo det(AB) = det(A)det(B).

(viii) Se A é uma matriz triangular superior ou inferior, vale que:

det(A) = a114220433...Ayy.

15
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Demonstragdo. (i) Uma matriz que s6 possui 0 em seus elementos, terd sempre
a1, 72(1)42,7(2)3,7(3) -+-An,n(n) = 0, para todas as permutagdes, assim det(0,,) = 0. Para a ma-
triz identidade de ordem , I,;, temos que a tnica parcela a; (1), 7(2)43,7(3)---@n,7(n) 7 0,

é quando 7t = id, 1080 a1, 7(1)A2,7(2)43,7(3)---On,n(n) = 1 € det(l;) = 1.

(ii) Como temos que pela definigdo 2.25: detA =} g sinal(7m)ay, z(1)a2,7(2)43,7(3)---n, 7 (n)-
Entdo para A temos detA' =Y s sinal(m0)aya)1072)2073)3 @), Usando comutati-

vidade e 2.20, item (iii):

detAt = nezs sinal(70)a )10 72(2)207(3),3-Are(n),ns

EZS sinal(7{’1)anfl(1),1517171(2),2%*1(3),3'“arl(n),n’
TTEOy

detA.

(iii) Temos que detA = det A!, logo:

detAt = ﬂg:s sinal(n)an(l),lan(z)z...an(j),j...an(n),n,

= E sinal(ﬂ)an(l),lan@),z...(bn(]-)lj + Cn-(]'),]')...an(n),n,

TES;,
= ¥ sinal(m)agmy---On(,j)---Onmyn + L sinal(m)azqy 1---(Ca), i)y,
TES, TESy,

= detB! +detC! = detB + detC.

(iv) Temos que

detA = Z sinal(n)al,n(l)az,n(z)ag,n(g,)...an,n(n)
TES,

detA* = Z sinal(n)alﬂ(l)azﬂ(z)...aj,n(i)...ai,n(]-)...an,n(n).
TES,

Defina 0 = 7t o tj; e note que 71 = ¢ o t;;. Em particular, 71(i) = 0(j) e 7(j) = o(i), de onde:

detA* = Z Siﬂﬂl(O’O tij)alla(l)azlaa)...ajlg(]-)...ailg(i)...anlg(n).
TES,,

Temos que sinal(o o t;;) = —sinal(0). Logo, detA* = —detA.
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v) A = (AUD, ACD, L ACD, L AGD, L ALM) em que AWK em 1 < k < 7 sdo as
colunas de A. Vamos trocar as colunas iguais A/ e obter
A* = (ACD, ACD) A AGD L AGM) temos que A = A*, logo detA = detA*, mas
por (iv) detA = —det A*. Assim, detA = detA* = 0.

(vi) Basta provar para linha ou para coluna, se for verdade pra uma, é verdade pra
outra, basta usar que detA = detA’'. Vamos provar para linha. Sabendo que detA =
Yores, sinal(m)ay, (1)a2,7(2)43,7(3)---@n, n(n), Pasta notar que dado um x tal que 1 < x <,
sempre 0 elemento 4, , () = 0, anulando todas as parcelas a1, ,;(1)42,7(2)43,7(3)-+-n, 7(n) dO

somatdrio do determinante.

(vii) Considere A, B matrizes quadradas, com elementos a;; em A e b;; em B, entdo

temos:

det(AB) = )} sinal(m) Z Z a1k, by, 71y -+ Ok, )
<, =1 ko=l
= kZ kZ ay,---An, kn 7'[625 sinal(70)by, (1y--bk,, (n),
1 n n

Note que para ki, ko, k3, ..., ky, € {1,2,...,n} fixados, a soma ). sinal(7)by, )---bk,, r(n)
TESy,
é o determinante da matriz composta pelas linhas ki, k, ..., k, de B, assim pela proprie-

dade (v), segue que a expressdo desaparece a menos que k; sejam distintos dois a dois.
Ou seja, a soma de todas as escolhas de ki, ko, ..., k;, podem ser restritas ao conjunto de

indices o(1),0(2), ..., o(n) em que ¢ é uma permutagdo do grupo S,. Ou seja:

det(AB) = 2 a1,0(1)--n,o(n) 2 Sinﬂl(ﬂ')bg(l),n(l)...bg(n),n(n).

TESy TESy
A expressdo acima é equivalente a:

det(AB) = Y sinal(0)ay o1y---nom) Y Siﬂlll(ﬂfoU_l)bl,noa—l(l)...bn/nog—l(n).

eSS, TESy,

Logo det(AB) = det AdetB.

(viii) Se A é matriz triangular superior, qualquer elemento 4;; dela tal que i < j, entdo
a;j = 0. Como a permutacdo 77 em ), g, sdo todas as permutacdes do grupo simétrico

Sy, entdo sempre havera pelo menos um elemento a, ,(x) €M a1 7 (1)2,7(2)3,7(3)--@n, 7(n)

17
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tal que x < 7t(x) exceto pela permutacdo identidade. Ou seja, todas as parcelas do soma-
torio ddo 0, exceto quando 7t = id. Nesse caso a parcela da ay jj1)42,i42)43,id3)-+-On,id(n) =
A11a22...0,. Se A é matriz triangular inferior, o raciocinio é analogo.

O

Teorema 2.27. [Conhecido como Teorema de Laplace.] Seja A = a;; uma matriz quadrada de
ordem n e seja Dj; o determinante da matriz obtida a partir de A, removendo as suas linhas i e j.

Escolhida uma linha i = k de A, entdo o determinante de A, detA, é tal que

n .
detA = Z(—l)k+]ak]'ij.
j=1

O mesmo pode ser feito escolhendo uma coluna j = k de A, nesse caso

n .
detA = Z(—l)l+kllikDik.
i=1
Defini¢do 2.28. A permanente de uma matriz A = a;; quadrada de ordem n é dada por
PerAy = Z A5(1),180(2),200(3),3 - Ao (n),ns
ogEeS,

em que o sdo todas as permutagoes do grupo simétrico Sy.

Daremos um exemplo de cédlculo da Permanente. Seja

1 2
Ay = ,
as permutagdes do grupo S, sdo:

. 12 . 12
= e = .
! 12 27 21

Entdo PerA; = Zs 1,0(1)42,02) = 01,6(1)%2,012) T 11,05(1)72,05(2) = A11A22 + 1221 = 1 X 1+
[AS))

2% (~1)=—1

2.3 ALGUNS RESULTADOS DE TEORIA DOS NUME-

ROS

Definicao 2.29. Dados n e k inteiros positivos, definimos vy, ou v(n, k) como o niimero de

sequéncias de niimeros inteiros positivos distintos mq, my, ... My tais que my =1, myy <ne
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milmig parai=1,2,...,k

O nuimero v, pode ser visto como a quantidade de ciclos com k + 1 elementos
distintos, em que seu primeiro elemento é o 1, cada elemento do ciclo divide o elemento
subsequente e o ultimo elemento é menor ou igual a n. Por exemplo, v(3,1) = 2,
pois temos as sequéncias {1,2} e {1,3}; v(7,2) = 3, pois temos as sequéncias {1,2,4},
{1,2,6} e {1,3,6}.

Lema 2.30 ([2]). Vale a sequinte desigualdade:

n(logn)k1
k— 1)

Demonstragido. (A prova se dard por indugdo.) Como os ciclos com 3 elementos precisam

v(n, k) <

atender o critério de divisibilidade, entdo eles serdo da forma (1, k, dk), com k = 2, temos
que 2d < n,logo 1 < d < 7, ou seja tem-se | 5| — 1 possibilidades. Com k = 3, temos

que 3d < n,logo1 < d < %, ou seja tem-se | 5| — 1 possibilidades. De forma geral, para

n

k =1, temos | 7] — 1 possibilidades. Logo:

v(n,z):gJ—ngJ—ngJ—1+...+EJ—1: y (H—n. (13)

1<k<n

Seja 0(1,2) = Lyopen(|2] —1) < (C5 D)~ (1-2) = n(X}5 b — (1 —2). Como
Yot < fln_l Tdt < [['1dt =logn, entdo:

on2)= Y (L%J —1) < nlog(n).

1<k<n

Isso prova a desigualdade para o caso em que k = 2. No caso geral, considere ciclos da
seguinte forma (iy, ip, ...ix_1, W, rw) com k + 1 elementos que tem o elemento w na posi¢do
k. O ntimero de ciclos da forma (iy, ip, ...ix_1) que atendem o critério de divisibilidade é
v(w, k—1) —v(w — 1,k —1). Além disso, o nimero r deve ser tal que 1 < r < n, o que

gera (| 2] — 1) possibilidades. Assim vale:

n

om k)= Y v(w,k—l)—v(w—l,k—l)(L%J—1).

w=2k-1
Além disso, temos:
o(n, k) = f [o(w, k—1) — v(w — 1,k — 1)]({% 1)< f [o(w, k—1) — v(w — 1,k — 1)](% ~1).

w=2k-1 w=2k—1
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Temos também,

[o(w, k —1) —ov(w —1,k—1)](5; — 1)

w=2k-1
n n
= L owk-DE-1) — L o@-Lk-1)( 1),
w=2k-1 w=2k-1
n—1 n
= Y owk-1)(;-1) - ¥ vw-Lk-1)(-1),
w=2k-1 w=2k-1
n—1 n—
= Y owk-1)(—-1) - ¥ owk-1)(5;g—1)=A.
w=2k-1 w=2k"1-1
n—1
Como v(2K"1 — 1,k — 1) = 0 entdo: A = XI; 1 o(w, k—1)(5 —1— [ —1])
=2
n—1 ¢
= ¥ o(wk—1)(§ — 57) Ou seja, vale:
w=2k-1
o(n, k) = Z o(w, k — 1) — v(w — 1 k—1)(VlJ 1)< f o(w, k — 1) (% — L)
’ it ’ ’ w T o ’ w w+1"
. s . ~ n(logn)k*2
Considerando a hipétese de indugdo v(n, k — 1) < W temos:
k 1 k—2 1 k—2
v(n, k) = nZ” —ok—1 UZ((;Zé)w+11)) = ”Zn —ok-1 (;U(;)%Z&Hl) S ke 2 ] Zn —ok—1 %- Para
k = 3, por exemplo, temos que v(1,3) < nY—1 %% ¢ dado que &Y ¢ decrescente no

intervalo (3,7 — 1), podemos escrever:

n—1 2
v(n,3)<n/ logw , . ,logn)”
3 w 2

(log w)

No caso geral, observe que o ponto maximo de no intervalo

[2=1, 1 — 1], é w = €F=2. Portanto, conforme foi provado nesse capitulo, vale o Lema 2.2,

k—2 k—2
ou seja, vale: /', | Qogwl” ~ i L LV T (k;)

Mas lembrando que vale o
Lema 2.1(provado também nesse capitulo), ou seja, Vale

k—1 k—2
flz M dw > & para k > 4. Entdo, combinando 2.1 e 2.2 , temos:

1 k—2 1 k—2 1 k—1
U(n,k)<ngkj(0g:§) <@m i B duw <n(((’]§_”i)! ' =

Teorema 2.31 ([1], pag.57). Seja d(n) uma fungio que contabiliza a quantidade de divisores de

um dado niimero n. Para todo x > 1 temos:

Y d(n) = xlog x + (2y — 1)x + O(v/x),

n<x

onde vy é a constante de Euler-Maclaurin.
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Demonstragido. Temos que ) d(n) = ), Y, 1. Usando o método da hipérbole de
n<x d<xq<x/d

Dirichlet, vamos construir o gréfico:

Figura 1

Assim temos Y d(n)=2 Y (L%J —d)+ L\/ﬂ Como vale |y| =y +0O(1), logo:

n<x d<\/x
Ydn) = 2 ¥ [7-d+0M]+0(/x),
n<x d<i/x
= 2x ¥ 1-2 ¥ d+0(/%).
d<y/x d<y/x

a+1

Como vale Y  =logx+7+0 (%) parax > le ), ,n* = ¥ i3
n<x = n<x

a =1 ([1], pag 55), entdo temos:

+ O(x"), com



22

PRELIMINARES

2x Y 1-
d<y/x

2 ¥ d+O0(/x)
d<y/x

2x[log v/x +7+O( )] — 2[5 + O(Vx)] + O(v/x),

xlogx + (27 — 1)x + O(/x).



A MATRIZ DE REDHEFFER

A matriz de Redheffer é dada por:

1111 1
1100 0
1010 0
R, =|1101 01, (14)
1000 0
1110 0
conforme descrito em (5), sua regra de formagdo é a seguinte:
{1 sejliouj=1,
rij = (15)
0 caso contrario.

Nesse capitulo, apresentaremos algumas propriedades elementares do determinante e

da permanente da matriz de Redheffer, assim como as do seu polindmio caracteristico.

3.1 O DETERMIMANTE DA MATRIZ DE REDHEFFER

A seguir, mostramos como o determinante da matriz de Redheffer se conecta com a

funcdo de Mertens definida em (2).

Teorema 3.1. [18] O determinante da matriz de Redheffer R,,, det(Ry,), é tal que det(R,) = M(n)

em que M é a fungdo de Mertens.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, considere:

23
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u(1)
u(2)
u(3)
1(4)
u(3)
1u(6)

AN
I

(16)

_ O O O O O
N S Y
I N < T S s S S G S
S O = O O =
O = O O O =
_ O O O O =

_ O O =k O =

o O =, O O O
S =R O O O O

o ©O O O =, O
O O © = O O

Considere também X a matriz obtida permutando-se a primeira linha com a segunda
linha de Rg, depois a segunda com a terceira linha de Rg, assim sucessivamente, até que

a primeira linha "termina"no lugar da dltima. Isso se d4 via 5 transposigdes:

(17)

>
(o))
Il
e e e e
N = T = I e B S o)
_ O = O O O
_ = O O O O

I O e T S S s J S
_ O O ~ O O

Fazendo X4Yy temos:

u(1) + u(2)
u(1) + u(3)

0
0
0 u(1) + pu(2) + u(4)
0
1
1

X6Y6 = (18)

p(1) + u(5)
p(1) + u(2) + p(3) + pu(6)
p(1) + p(2) + p(3) + p(4) + u(5) + pu(6) |

_ = O =k O
= = O O = O
_ O O =k O O
_ O = O O O

Usando a propriedade:

dn 0 sen>1,

1 =1,
Y u(d) = { e (19)



3.2 POLINOMIO CARACTERISTICO

obtemos:

(10000 0 |
01000 0
10100 0
XeYe = 20
676 00010 0 (20)
11001 0
11111 M@

Dai segue que det(XgYs) = M(6).Por outro lado, por construgao, det(Xg) = (—1)°~1det(Re)

e por Laplace, det(Ys) = (—1)°~1(basta desenvolver det(Yg) por Laplace pela primeira
linha). Assim det(X¢Ye) = det(Xg)det(Ys) = —det(Rg)(—1) = M(6). Logo det(Rg) = M(6).
O argumento pode ser refeito para qualquer matriz de Redheffer de ordem n, R,

bastando construir X;;, Y, e repetir os passos acima. Logo, det(R;) = M(n).

3.2 POLINOMIO CARACTERISTICO

Teorema 3.2. [3] O polindmio caracteristico da matriz de Redheffer pr, (x) é tal que pr,(x) =

S
(x—1)" = ¥ o(x — )" *Lemques = |log, 1] e vy é definido em 2.29.
k=1

Vamos dar um exemplo para o uso da expressdo fornecida pelo teorema acima com
3
n = 10. Temos que pg,,(x) = (x — DO — ¥ o —1)77F = (x = )10 — v(10, 1)(x — 1)8 —
k=1
v(10,2)(x —1)” — v(10, 3)(x — 1)°. Como v(10,1) = 9, v(10,2) = 8 e v(10, 3) = 1; entdo vale

PRy (X) = (x — 1)10 —9(x — 1)8 —8(x — 1)7 —(x — 1)6.

Demonstracio. Considere a matriz de Redheffer:
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Rn=

e S S ==

[ e T S S s S S G S
_ O O =k O =
O O = O O =
O O O© O O =

(21)

Para determinar o polindmio caracteristico, precisamos calcular det(A;(x)), sendo
Au(x) = xI — R,. Como vale que det(A,(x)) = det(An(x))!, trabalharemos com (A, (x))":

(An(x) = | -1

o O O O

Ou seja, (An(x)) tem a seguinte regra de formagdo:

(An(x) = aj =

Temos que :

x—1 sei=j,
-1 sej=1,i#1;
-1 seilj,i#j;

0 caso contrario.

(22)

(23)
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det(An(x)) = Y sinal(7)ay, 7(1)2, 7233, 7(3)--0n, m(n)s (24)

TES,

em que 7T é cada permutagdo do grupo simétrico S,,. As permutagdes que contribuem
para det(A,(x))! sdo aquelas que ndo possuem 0 em nenhum elemento do produto
a1, 71(1)42,71(2)3,7(3) -+-An, n(n)- COmMoO cada permutacdo é composta de ao menos um ciclo,
temos que descobrir quais as caracteristicas dos ciclos das permutac¢des que contribuem

com o calculo do determinante e também quantos ciclos existem em sua composigao.

Considere a seguinte permutagdo genérica que ndo € a identidade:

Ty = [(T1, T2, T3, o) Ts, Tex1)0), (25)

sendo (11, T, T3, ..., Ts, Ts+1) um ciclo e 7y 0 menor dos seus elementos. Como esse ciclo
tem mais de 1 elemento, tem s + 1 elementos, ou seja ele ndo é a permutacdo identidade,
entdo para ele contribuir, seus elementos tém que satisfazer a terceira regra de (23), ou
seja, T;|Ti+1. A tltima passagem do ciclo 754,17 — T , representa o elemento a-,, . Sendo
71 0 menor elemento do ciclo, a tinica forma de a, r; # 0 é satisfazendo a segunda
regra de (23). Dessa forma, é necessario que 71 = 1 e que 7|71 parai =1,2,...s. Como
o numero 1 aparece em, no maximo, um dos ciclos que compde 71y, segue que 7T, deve

ser formada por um tnico ciclo satisfazendo a condigdo de divisibilidade:

T | Ti+1 (26)

parai=1,2,3,..,s.

A permutagdo identidade contribui com o termo (x — 1)". De acordo com o que foi
discutido no paragrafo anterior, temos que os ciclos com k + 1 elementos contribuem

com:

sinal(m)(—1)(x — 1)+, (27)

Pelo Lema 2.24: sinal(r1)(—1)¥*1 = —1. Além disso, temos que a quantidade de ciclos
de tamanho k + 1, indica a quantidade de vezes que uma parcela de det(A,(x))! da

sinal()(—1)F* 1 (x — 1) k1 = —(x — 1)* k-1, Entdo temos:
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S S
det(An(x)) = (x = 1)" + ) —vex = )" T = (x = )" = Y ou(x = 1", (28)
k=1 k=1
para algum s < n e v, definido em 2.29.

Agora precisamos descobrir quem é s. Devido aos critérios do ciclo, podemos montar

o ciclo (11, 72, 3, ..., Ts, Ts+1) da seguinte forma:

1— bl — blbz — blbzbg — . b1b2b3...bs, (29)

em que 7T = 1, T = bl,T3 = blbz, T = blbzbg,..., Ts+1 = b1b2b3...b5, com bl' > 2, 1< ] <s.
Temos que b1bybs...bs < n, entdo quanto maior o valor de cada b;, menor vai ser s. Como
s é o maior valor de k possivel, queremos maximizar s. Isso se d4 quando todos os b;

sdo tais que b; =2, paral <i <s. Assim:

2°<mn, ousea, s < log,(n).

Como s é inteiro, o maior valor de s possivel é s = |log,(n)|. Logo, temos que

Pr(¥) = (x — 1" — 3 o(x — )" %1, com s = |log, 1.
k=1
0

Veremos a seguir que o polindmio caracteristico Pg, pode ser calculado recursiva-

mente em n. Para tal, iremos considerar o polindmio U, definido por
U(x, n) = det(u; ), (30)
em que u; ; € tal que:
x—1 sei=loui=j,
uij=< -1  sej#iejli (31)

0 caso contrario.

Assim, podemos enunciar dois teoremas que mostraremos abaixo.

Teorema 3.3. [5]
Paran > 1, vale: U(x, n) = —(x — 1)(Pg, (x) — x(x — 1)1,
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Demonstracdo.

x—1 x-—-1 x—-—1 x—1 x—1 --- x—1
-1 x-1 0 0 0
—1 0 x-—1 0 0
—1 —1 0 x-—1 0
-1 0 0 0 x-—1

U(x,n) =

S O©O O O

Colocando os termos x — 1 da primeira linha em evidéncia, temos:

U(x,n)=—(x—1)

|
—_
|
—_
(@)
=
|
—_
o o o O

Note que:
1 -1 -1 4 1 x—1 -1 -1 -1
1 x-1 0 0 0 1 x—1 0 0
1 0 x-1 0 0 10 x—1 0
1 -1 0 x-1 ol | -1 -1 0 x-1
1 0 0 0 0 1 0 0 0

|
—_
o
=
I
—_
o
o O O O O

o © O O

(32)
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Assim, U(x,n) = —(x — 1)(Pg,(x) — x(x — 1)1,

Teorema 3.4. [5] Paran > 1e x # 1, vale que:

U(x,n) = (x —1)" ! ((x -+ ) Ui, L%Li] ) (34)

2<k<n (x — 1)

Demonstragdo. Temos que:

x—1 x—-1 x—-1 -1 x—1 --- x—-1
-1 x-1 0 0 0
-1 0 x—1 0 0

U(x, 1) =
Em=1_ 1 1 9 x—1 o

(35)

o © O O

Utilizando um processo de eliminagdo em U(x, 1), consistindo de opera¢des em colunas,

obtemos a equacdo abaixo com a7y, a2, ..., &, resultantes desse processo:

x—1 w %3 o3 Ny o Oy
-1 x—-1 0 0 0
-1 0 x-—1 0 0
-1 0 0 x-—1

-1 0 0 0 x-—1

U(x,n) = (36)

o © O O

Em cada passo, foi adicionada uma combinacdo linear adequada de colunas com
indices 2k, 3k, ...,lk com [ = L%J e k > 2, na k-ésima coluna de U(x,n), para as-
sim eliminar as entradas uy;x, com i = 2,3,...,] da k-ésima coluna de U(x,n). Fa-
zendo esse processo de eliminac¢do com k = 2,3, ..., n,nessa ordem, cada determinante
detU[1, 2k, 3k, ..., Ik; k, 2k, 3k, ..., Ik] formados pela entradas de U(x, n) nas intersec¢des
das linhas e das colunas de U(x, n) com os indices 1, 2k, 3k, ..., Ik e k, 2k, 3k, ..., Ik respecti-
vamente sdo deixados inalterados. Note que U(x, ) = detU|[1, 2k, 3k, ..., Ik; k, 2k, 3k, ..., Ik].

Entao os nameros ay, a3, ..., &, em (36) satisfazem:
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U(x, 1) = o — 1)1 (37)
Em seguida, por outro processo de eliminagdo, eliminamos os —1 na primeira coluna
do determinante do lado direito de (36). Logo, utilizando (37):

U(x,n) = (x — 1)1 ((x—1)+ y x"‘—kl):(x—l)”1 ((x—l)"' L U(x—Lf(”JJ)>

2<k<n 2<k<n (x—1)
]

O teorema a seguir, obtido por Cardon (2010), estabelece algumas férmulas de
recorréncia para os coeficientes v, do polindmio caracteristico de R,,. Utilizando os
resultados acima para o polindmio U, podemos dar uma demostragdo alternativa para

as recorréncias que Cardon obteve.

Teorema 3.5. [4] Vale que:
n
o(n,v) = 2 U(L?J ,v—1),

2<i<n

paran > 1ev < |log,n|.

Demonstragio. Sabendo que vale o Teorema 3.2 e utilizando os Teoremas 3.3 e 3.4,

podemos escrever:

(x—nlex—n+ ¥ ”W%ﬁ) (o — 1)(Pr, (x) — x(x — 1Y),

2<k<n (x—1)Lk
G (@ x YD) o e - e - 1Y,
2<ken (r—1)LF]
(x — 1)”_1 ) U(X—L%J) = —(x— 1)PRn(x) +(x — 1)”+1.

2<k<n (x—1) LZJ

Por outro lado, pelo Teorema 3.3, vale que:

Utx, [ ] =~ = 1Pr @) = = DL =@ —pLH, G9)
Entao:
—(x—DPg, () +(x— DL 2 — 1y LE]
-1ty LE] . = —(x —1)Pg, (x) + (x — 1)"*L.
2<k<n (x — 1)Lﬂ

(39)
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Além disso, pelo Teorema 3.2, vale que

[logy | #] | -
==k 3 o[ 7| D=l (40)

Como iremos também usar o Teorema 3.2 no lado direto da expressdo (39), sendo que

Pr

no lado direito a substituigdo se da para ordem 7, e no lado esquerdo a substituigdo se

dé para ordem L%J , iremos usar a notagdo / = Id para a substitui¢do no lado direito e

I = le para a substitui¢do no lado esquerdo da expressdo (39). Entdo temos:

—(x—1)”((x—1)L%J | log | % “U(L 2 | to)(r— 1)L | —te= D 1)n+L J+(x 1)n+L B

) :l L*J = —(x—1((x—

2<k<n (x—1) Lk
1) — ¥ oln, d)(x — 1) 1) 4 (x — 1)1,
ld=1
Llogzt%JJ o B s

Y o —G-1D"1- L o[} - Y+ (e =1+ (x— 1)t = Y o(n, ld)(x —

2<k<n le=1 ld=1

)

[log, | 7] ]
)3

2<k<n le=1

o([ 2], le)(x — 1)l 4 (x — 1)L = zv(n 1d)(x — 1)1,

[logy | #] | (
D

le=1

3 v(L%JJe)) (=1 (= D= 1 = 8 o, ld)(x— 1)1,

2<k<n ld=1

Vamos comparar os termos de mesmo grau. Temos que n —le —1 = n —Id, se-

gue dai que le = Id — 1. Comparar os termos de mesmo grau também implica que
Y o[} le)=0(nld),logo ¥ o([}],1d—1)=0(n,1d).
2<k<n

2<k<n

Fazendo k =i e ld = v, entdo temos:

( L U(L?J/V—l)) = o(n, v).
2<i<n

Como consequéncia do teorema acima provado, temos o seguinte corolario:
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Corolario 3.6. [4] Vale que:

n n
otnv) = T otiv =1 5| = | 7)) )
L0 il L+t
Demonstragio. Sendo j tal que 1 < j < n, para quais i temos | % | = j?

1

Temos que:

— n
H=jiei<i<j+lef<i<ih
Assim, pelo Teorema anterior, temos:

o)=Y L ot v-D=L ¥ ov-1= ¥ ov-10(4 - |%]

j<n A <i<h j<n A <i<t j<n
O
Também a partir do Teorema 3.5, podemos obter um outro coroldrio:
Coroldrio 3.7. [4] Seja1 <2V < mnewv > 1. Entdo vale que
s/
oin,v) = Yo(| 5| v =1+ ): q J { 1J>v(], D,
=2 j=ov—1 ]+
]
r_ n
ondes = h\/ﬂ”J
Demonstragido. Vamos reescrever a expressdo do Teorema 3.5 da seguinte maneira:
o=y ot v-ne ¥ e E]v-), (42)
] i

l)=[valn 2] <[ V]

onde o indice i atende a2 < i < { 5 1J

Temos que:

5] > VAl +1 68> Vil +1 o0 < i o {WJ
Logo, vale que s = {WJ

Para o segundo somatério, fazendo j = | %] < |/n], temos que para um dado j, vale:
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N

j=lteist<iriemist

Assim, para cada j, temos a seguinte quantidade de i distintos, ou seja de v(j, v — 1):

(HJ — L%J ). Logo, o segundo somatério pode ser escrito como:

Els] - e

ov—1

3.3 A PERMANENTE E O PROBLEMA DO FACTORI-
SATIO NUMERORUM DE KALMAR

Observe que, para cada par de inteiros positivos n e k com k < 1, o nlimero v, definido
em 2.29 fornece o niimero de maneiras de se fatorar um ntimero m < n em k fatores
(ndo necessariamente distintos) considerando-se que ordenacdes distintas dos fatores
levam a fatoragdes distintas. Por exemplo, para n =7 e k = 2 apenas os nimeros 4 e 6

(menores ou iguais a 7) podem ser fatorados em k fatores:

4=2x2 e 6=2x3=3x2,

portanto, v7, = 3. Dessa forma, o niimero F(n) definido por:

S
F(n) = 1+ Zvn,k
k=1

representa a soma:

1+) g0

j=1

F(n)

dos ntimeros g(j),j =1,2,...,n,sendo g(1) =1 e g(j) o namero de fatora¢des ordenadas

do inteiro j > 1.

Kélmar(1930) estudou o comportamento assintético de F(n) e provou que:

lim _F(n) = L

nseo nf _pg’(p)' (43)
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sendo p ~ 1.7286472389 a raiz positiva da equacdo {(p) = 2, { é a fungdo zeta de
Riemann.
Mais tarde, Erdos (1941) forneceu uma prova elementar da existéncia do limite no lado

esquerdo de (43), a qual baseia-se na seguinte férmula de recorréncia:

F(n) = 1+ Y F(|n/j]), n>1. (44)

2<j<n
Utilizando (44), Erdds também provou, de forma bastante elementar, que existem

constantes positivas cg e Cp tais que:

con® < F(n) < Con ¥n > 1. (45)

Posteriormente, Wilf (2004) provou que que F(n) é, na verdade, a permanente de R;,.
A seguir discutimos esse fato e também reproduzimos a prova de Erdos de (45) em
detalhe.

Lema 3.8. [5] Paran > 1, PerR,, = U(2,n), com U definido em (30).

Demonstragio. De acordo com a defini¢do da permanente dada em 2.28, temos:
PerRu =Y Temito@2te@)3omn- (46)
oES,

Agora, de acordo com a férmula do Teorema 3.2, vamos escrever o polindmio caracterfs-

tico da matriz de Redheffer da seguinte forma:

Pr(x) = f(x = )(x = 1)" 71, (47)

coms = |log,n] e

ft) =1+ — Zvnkts K (48)

Note que o produto To(1)170(2),270(3),3--To(n),n contrlbul com o permanente somente se
céumcicloo = (1,7, ..., ) tal que 7y =1 e |7y, [ =1,2,3,...,k — 1. Nesse caso,
nos temos que 74(1)17¢(2),270(3),3-+-"o(n),n = 1. Somando todos os ciclos com tamanho de
k =1 a n, adicionando o ciclo que representa a permutacdo identidade e utilizando a

expressdo (46), nés temos:

PerRy = Y Tom1to@),2 o@)3- o = 1+ Zvn k- (49)

cEeS,
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Pelo Teorema 3.3, nés temos:

S n
U@2,n)=—Pr2)+2=—f(1)+2=—[1=) vyl +2=1+) v, (50)
k=1 k=1
Comparando as duas tltimas equagdes, encerra-se a demonstracéo. O

Coroldrio 3.9. [23] Vale a sequinte igualdade PerR,, = F(n).

Demonstragido. Comparando a expressdo (50) com a defini¢do de F(n), concluimos que
PerR,, = F(n).
O

Teorema 3.10. [5][7] Existem constantes positivas c e C que obedecem a 0.0874 < ¢ < C <
1.0000094 tais que, para todo n > 1, vale que:

PerR
Cg%gcl

onde p é aproximadamente igual a 1.728647 e {(p) = 2, { é a fungdo { de Riemann.

Demonstragido. Vamos estender U(2,.) para uma funcdo de varidvel real x > 1 da se-
guinte maneira: U(2,x) = U(2, |x]|) para x > 1. Pelo Lema 3.8, é suficiente provar o

teorema acima para U(2, x).

Seja:
. ugz,n uQR2,n
Cp= min 2, 1) Co= max 2, ).
1<n<1000 nf 1<n<1000 1P

Seja também x € R tal que 1 < x < 1000, como

u@, |x)) _ue [x)(x)y l<Mg1,

xP ( |_xJ )P xP 20 xP
entao temos:
co _ U@, x)
2_p S P S COI (51)

para qualquer x € [1,1000].
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Vamos provar que para cada v > —1 se:

1000 x 2V < x < 1000 x 2v*1, (52)

entao

1 (&1
u(?,x) < <c0+ 007 (Z (2p)l)> xf (53)

1=0

co v+1
2 TTe )+ <uex, (54
=1

onde ¢y, ¢, ¢3, ..., ¢, .. com | > 1, sdo definidos da seguinte maneira:

1
‘= {1 10006 (p — 1)20-De-1 |/ (55)

com !/ > 1.

Vamos provar que se (52) vale para v, entdo vale para v + 1. Seja x tal que
1000 x 2V*! < x < 1000 x 2V*2. (56)

Pelo Teorema 3.4 e pela hipétese de indugdo, temos que

1
Uex)=1+ Y U@Rx/k<1+ (C0+ (
2<k<x 1000¢ \ /=5

1 (&1
<1+ (co+ o007 (Z (2p)l>> ¥ (E(p) = 1),

1=0

1 1 (&1
B [ﬁ* (C0+ 1000° (g (2P)I>)] o

1 v+1 1
<|c 0
= { M0 10000 g 2y ) )

Da mesma maneira, vamos assumir que (54) vale para v e vamos provar que vale para

v+ 1. Seja x um real satisfazendo (56). Pelo Teorema 3.4 e pela hip6tese de indugado, nés

temos que:
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en-te y vy 2 (fle) (3

2<k<x 2§k<x
1
Co iiI > 0 1
~ |1 X Z —
2 (l:l 2<k<x ke
o v+l 1 1
=5 (ITa) [co-1- ¥ o]«
I=1 k> x| i
CO v+l ) 1
= | |1-— Z — | xP,
P <l:1 k>[xjkp

>C—O ﬁc [1
=2\t (p—l) LxJ)P

co v+1
= 2 : “ [1 10000~ l(p 120+ D)D)

]
o)
5 ({o)

v+l

Agora vamos estimar w, = (][] ¢;),comv =0,1,2, ...,
=1

usando o fato de que vale:

log(l —x) > —x — X2 > —éx,

2
para0 < x < %, obtemos:
3 1
log(wy,) > —=
lwv 2 z; 1000 —D (o — 1)20-Dle-1)
3
- 2(=1ya-1)
2 x 1000(— Do —1) Z( )
= 3 1 > —0.033834.

2% 1000€-D(p — 1)1 —20-0)

Logo, temos que w, > 0.9667 para todo v > 0.
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Escrevendo uma pequena rotina na linguagem de programacdo R, obtemos que

v+l
co = 0,2998396 e Cp = 1. Além disso, temos que ) ﬁ < 1.433. Assim, concluimos que
1=0

0.0874 < ¢ < PR < € < 1.0000094. O
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ANALISE ESPECTRAL DA MATRIZ
DE REDHEFFER

Barrett e Jarvis, em 1992, fizeram a andlise espectral da Matriz de Redheffer. Nesse
capitulo, apresentaremos os resultados obtidos por esses autores bem como uma

interessante conjectura.

4.1 UM POLINOMIO RESULTANTE DO POLINOMIO
CARACTERISTICO E SUAS RAIZES

Vamos fazer a mudanga de varidvel t = x — 1, em que x é a raiz de Pg (x) = (x — 1)" —
S

Y v(x —1)" %=1 definido no Teorema 3.2 e vamos considerar o polindmio denotado

k=1

por fu(t) e expresso abaixo:

fult) = i = £ = Lol o 57)
Barrett e Jarvis (1992) consideraram esse polindmio, para ndo precisar analisar todos
os autovalores x = 1 (ou t = 0). Entdo a partir daf fizeram o estudo das raizes de f;(t)
e obtiveram alguns fatos que mostraremos a seguir. O primeiro deles estd enunciado

abaixo e trata-se das raizes de médulo grande de f,(t)

Teorema 4.1 ([3]). O polindmio f,(t) tem raizes t;,, t,; tais que :

t2=ﬁ+logﬁ+v—§+0(“°§§)z) (59)

2
tn=—x/ﬁ+log\/ﬁ+v—g+0<(lo\%) > (59)
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quando n — oo, onde vy = 0.5772... é a constante de Euler.

Demonstragio. Pelo Lema 2.30, para cada n > 1 e k < n, podemos afirmar:

n(log nyk=1
v(n, k) < k-1 (60)
Lembrando que vale:
v(n,1)=n-—1, (61)

pois para k = 1, o ciclo contém 2 elementos. Como este deve iniciar em 1 e 1 divide
todos os outros n — 1 elementos possiveis para se colocar na segunda posic¢ao do ciclo,

entdo v(n,1) = n — 1. Assim, por (57) , (60) e (61) temos:

fuld) ‘ S kg N (logn>"‘1
—t+n—1/ <)Y on k)|t < .
o1 S Y s A T
Logo, lembrando que &Y = i_o: %
j=0
logn
]:thl)—t2+n—1‘<n(e|%—1), (62)
e
fu(t) B v(n,2) IO‘%_ _logn
pro tc+n—1+ ; <nle 1 i) (63)

Vamos provar a existéncia de t;; e t,,. Colocando t = ¢y/n em (62) temos:

—(]:’i(/cﬁ\)/sg_)l—czn+n—1’<n<ellfg¢%—1), (64)

para n suficientemente grande:

logn
ellVi — 1 < <21°g”), (65)

isso porque vale
e/ —1 <2y (66)

logn

para y pequeno, basta tomar y = (2‘6‘ \/ﬁ>, pois n grande torna y pequeno e (65) é

verdadeira. A equagdo (66) é valida devido ao Teorema do Valor Médio, ¢V — 1 =
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e — el =e'(y —0), para 0 < u < y. Dai paray < log?2, e* < e/ =2, ou seja e/ —1 < 2y.

Assim,

falevm) o logn ) _ 2/nlogn
W—n(c _1)_1’<n<2|c|\/ﬁ>_ o (67)

De (67), temos:

_ 2y/nlogn fuley/n) 2 4y 2y/nlogn

2y/nl g ) (JC(\{E\)F; nz(\cfl S o
_zynlogn 2 n(c/n nlogn 2

H +n(cc—1+1 < (e/ny T <= +n(cc—1)+1.

Entao, de (67), obtemos com ¢ = +2:

fn(£2¢/n)

—vnlogn+3n+1< (E2 /iyt

<+/nlogn+3n+1,

ecomc = i%, obtemos:

3n fn(il\/ﬁ)
—4\/E10g1’l — Z'Fl < W

Ou seja, colocando ¢ = £2 e ¢ = +1, temos que para n grande:

fu(£2+/1) fulE3V/n)
v 0 gyt

<4\/ﬁlogn—%+l.

Entdo, para n suficientemente grande, temos que f,(£2/n) fn(:l:%\/ﬁ) < 0. Desta
maneira, temos que f,(t) tem uma raiz t;; € (%\/E,Z\/ﬁ) e uma outra raiz t, €
(—2+v/n, —%\/ﬁ). Vamos denotar por #,’~ para representar #; ou t, . Assim, colocando

t =t~ em (62), temos:

logn
‘(t;f*f —(n— 1)‘ <n (M - 1) .

Assim, para n grande, aplicando o mesmo raciocinio feito para a partir de (64) obter

(67), temos:
logn

+_
|t |

< 4+/nlogn.

(H)2 — n‘ < 2n

Logo:
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£ — /| < 4f1i’ﬁ”_0(1ogn).

De maneira similar,

!t; + \/ﬁ| = O(logn).

Entdo temos que:

th~ = £y/n+O(logn). (68)

Vamos refinar essas estimativas. Colocando t =t~ em (63), segue que :

R — (- 1) o(n,2)| _ (et?;" L 1ogn> |

th 125
Como vale o Lema 2.3, o lado direito da equagdo acima é menor que ”‘(IOg Tz)z para n
grande, basta tomar x = ‘lt 8 =k entdo temos:
_ LU,
(657 = n+ 222+ O(llog ) (69)
1’1
De (68), segue que:
() ==t vo(Em)
t vn n
Entéo, por (60), temos que:
v(n,2) v(n,2)
==+ + O([log n]?).
e e +Olllog nl)

Logo, por (69):

(tn’ )2_—7’1:|: (\/_)+O([108n]2)—1’l|:1:|: (3/2)+O([ & ] ):|
v(n,2)

Dado que v1+x =1+ 3 +0(x?) quando x — 0 e dado que, por (60), vale * 3 <

logn
\/7 7

segue que:

2 2
£ = /i {111’2(:3’/22)+o (ﬂoi”] )] /n+ v(” 2, ([10\%1] ) (70)
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Temos que v(n,2) conta todas as fatora¢cdes de ntimeros m < n em dois fatores ndo

necessariamente distintos, assim:

n n
(n,2) =) [d(j) — 2] =) d(j) —2n+1, (71)
j=2 j=1
onde d(j) é o nimero de divisores de j. Entdo pelo Teorema 2.31, temos que:

v(n,2) = nlogn+ (27 — 3)n+O(v/n).

Substituindo em (70), temos:

2
tzz\/ﬁ+log\/ﬁ+'y—g+0 ((105;) >

2
t;:—\/ﬁ+log\/ﬁ+’y—;—)+0(%>.
[l

Barrett e Jarvis(1992) também obtiveram um resultado sobre as raizes de moédulo

pequeno do polindmio f,(t). Isto é mostrado no Teorema abaixo.
S
Teorema 4.2. [3] Dado € > 0, para n grande, f,(t) = t**! — ¥ o(n, k) tem s — 1 raizes

dentro do circulo |t|< log, .1, com t € C.

Demonstracio. Para r,(t) = 5t — v(n, )*~1, no circulo |t|= log, _n e lembrando que
¢ g2 € q

v(n,1) =n—1, vale:

ra(t)|= (log, . n)°* o(n, 1) — |> (log, .n)* '(n—1— (log, . n)?).

Utilizando o Lema 2.30 e a desigualdade triangular, temos:

[fu(t) —ru(®)] = (log,_. ”)571|Zi:2 t%ikl |,
o (1 )kfl
(log, . 1)° ' Vi (k—ln)!(fognge n)k-17

(10g27€ n)sfln(elog(Zfe) o 1)’

= (1—e)n(log, .n) L

<
<

Podemos usar do fato de que (1 —¢)n < (n — 1 — (log,_. n)?) para n grande conforme o

Lema 2.4, ou seja, vale que:

|fn(t) — )< (n—1- (108276 ”)2)(108276 ”)5_1 < |ra(t)],

para n suficientemente grande. Entdo pelo Teorema de Rouché 2.8, r,(t) e f,(t) tem o

mesmo numero de raizes no circulo |t|=log, .. O
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4.2 A CONJECTURA DE BARRETT-JARVIS

O Teorema 4.2 diz respeito a fronteira que os autovalores do polindmio caracteristico de
ordem n devem respeitar. Talvez devido a ele, Barrett e Jarvis (1992) fizeram a seguinte
conjectura:

S
"Todas as raizes de f,(t) = £+ — Y o(n, k)5 ~F exceto duas, estdo no circulo t+1]< 1,
=1

com t € C". Isso foi testado numericamente para todos os n tais que n < 500. No
entanto, Cardon (2010) encontrou um contra-exemplo para 1 = 23°. Isso ser4 alvo de

discussdo no préximo capitulo desse trabalho.



DESPROVA DA CONJECTURA DE
BARRETT-JARVIS

5.1 RELATO GERAL DA DESPROVA

Cardon (2010) conseguiu construir contra-exemplos para a conjectura de Barrett-Jarvis.
Seu primeiro passo foi calcular a quantidade de ciclos v, das matrizes de Redheffer
para ordens 1 = 10°, n = 228 e n = 23°. Apés isso, mostrou que algumas raizes t de
moédulo pequeno de f,(t) geravam autovalores x tais que |x|> 1, ou seja, estavam fora
do circulo |t +1|< 1, 0 que constitui uma contra-prova da conjectura de Barret-Jarvis. O

autovalor de maior médulo se deu para a matriz de ordem n = 2%, |x|= 1.031192.

Maior médulo de autovalores "pequenos’de P (x). Fonte: Cardon (2010)
n | x|

10° 0.983108
228 0.998885
2% 0.999120
230 0.999324
231 0.999501
232 0.999676
233 1.002646
234 1.005213
2% 1.007423
236 1.031192

Nota-se que os contra-exemplos cujos médulos sdo maiores que 1 sdo muito préximos
de 1. Por exemplo, para o autovalor cujo médulo é o maior, |x|= 1.031192, ele esta
acima de 1 por apenas 0.031192. Como essa diferenca em relacdo a 1 é muito pequena,
desconfiamos que a mesma poderia ter se dado devido a metodologia de calculo, ou
seja, algum erro computacional de arredondamento. Isso porque na tabela com a

quantidades de ciclos v, que Cardon (2010) obteve, os niimeros estdo muito grandes,
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alguns deles para a matriz de ordem n = 2%

ultrapassam 17 digitos. Nesse caso, estes
nem podem ser armazenados em aritmética IEEE 457 padrao, usada na maioria dos
computadores de mesa, segundo Higham (2002). Esse fato pode ter gerado polinomios
incorretos, o que explicaria o motivo de alguns autovalores serem ligeiramente maiores
que 1. Além disso, Cardon (2010) usou linguagem de programa Mathematica e seu
colega, Rodney Forcade, verificou independentemente usando linguagem de progra-
macdo Maple, que parecem ser mais adequadas para computagdo simbolica em vez de
computagdo numérica de alta precisdo. Segue na proxima pagina a tabela obtida por

Cardon (2010).
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Quantidade v,;; de ciclos. Fonte: Cardon (2010).

k n = 10° n =228 n =236

1 999,999 268, 435, 455 68,719,476,735

2 11,970, 035 4,714,411,991 1,587,951,104, 025

3 67,120,491 39, 550, 266, 080 17,712,699, 735,807

4 233,959,922 210, 866,000, 001 127,006,997,038, 631

5 567,345, 854 801,946, 179,797 657,738, 684,402,616

6 1,015,020, 739 2,314,766,752,399 2,620,541,404,211,325

7 1,386,286, 166 5,267,935,378, 357 8,354, 699,452,581, 663

8 1,475,169, 888 9,693, 670,870,002 21,888,970, 237,054,221
9 1,237,295,133 14,675,212,443,928 | 48,028,484,118, 248,949
10 822,451,796 18,500, 845,515,388 | 89,496,511,738,284,187
11 433,656,192 19,585,798,031,078 | 143,118,705,146,069, 804
12 180, 821, 164 17,506,983,509,953 | 197,979, 547,265,239, 162
13 59,146, 673 13,254,336,924,806 | 238,336,089, 820,847,725
14 14,935,574 8,508, 754,910, 066 250, 812, 663, 743,567,239
15 2,829,114 4,628,591,443,629 231,467,885, 026,020,936
16 383,693 2,128, 656,115,076 187,727,209, 728,498,411
17 34, 630 824,357,770, 148 133,949, 812,310, 943,213
18 1672 267,263,904, 116 84,103, 735,312, 636, 462
19 20 71,941,723, 387 46,433, 832,280,215,021
20 15,889,930, 335 22,505, 741,596, 654, 059
21 2,830,811, 858 9,551,600, 816,612,963
22 396,537,923 3,536,981,261,202, 340
23 42,162,106 1,137,490, 727,898, 326
24 3,284,753 315,879, 734,318,303

25 177,731 75,228,001, 661,856

26 4707 15, 244,074,212, 812

27 55 2,604,780,031,507

28 1 371,154,513, 760

29 43,388,420, 848

30 4,049,932,603

31 290,175, 811

32 15,487,073

33 582,143

34 9555

35 71

(V)
(@)

1
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Com isso, decidimos fazer nossa propria investigacdo, implementando uma rotina
de verificagdo computacional feita em C++, usando a biblioteca de precisdo quadrupla,
chamada de "libquadmath"para averiguar se os valores calculados por Cardon estao
corretos. Primeiro, recalculamos os coeficientes v,;. Ap0s isto, utilizando a férmula do
teorema 2.7, calculamos quantas raizes ha dentro do circulo unitario para as matrizes
de Redheffer de ordem n = 10°, n = 228 e n = 23¢ e comparamos com a quantidade de
raizes esperadas para os respectivos polindomios f;(t) das respectivas ordens. A seguir,

relataremos essas tarefas com mais detalhes.

5.2 VERIFICACAO DOS CICLOS

Para verificar as quantidades de ciclos v,; apresentadas por Cardon (2010), precisamos
implementar uma férmula de recorréncia para célculo das quantidades de ciclos. Em
principio, poderia se utilizar o Coroldrio 3.6. Porém, a partir do que observa Cardon
(2010), pode-se a partir de 3.5 obter uma férmula mais eficiente do ponto de vista

computacional, ou seja, o Coroldrio 3.7:

"Sejal <2 <nev >1. Entdo vale que

/

s Lvr]
o, v) =Y o3| v=D+ (HJ - {LJ)v(j,v—l),

=2 ]':21/71 ] +1

onde s’ = {WJ

Num primeiro momento, ao implementar o cédigo tendo como base o Coroldrio 3.7,
para um polindmio caracteristico de ordem 7, escrevemos esse cédigo de modo que
uma matriz de ordem n seja necessaria. No entanto para ordens muito grandes, como
por exemplo n = 228 e n = 236, h4 um problema de alocacio de meméria. Cada ntimero
quadmath tem 128 bits, ou seja, 16 bytes (1 byte = 8 bits). A ordem da matriz seria
log, (1) x n. No total, para n = 236, seriam necessarios (36 x 23) x 16 = 39582418599936
bytes, ou, equivalentemente, 39582.42 Gigabytes de memoria RAM. Isso é muito, mesmo

para supercomputadores, conforme mostram Hoisie et al.(2006).
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Entdo foi necessdrio pensar numa maneira de tornar o cédigo eficiente. Heyman
(2019), mostrou que a cardinalidade de S(X) = [m: m = |%|,i < X] é tal que |S(X)|=
L\/MJ — 1, ou seja, |S(X)|# X e |S(X)| muito menor que X. Assim, ndo sdo
necessarias todas as linhas da matriz de Redheffer de ordem n para calcular os v, dessa
ordem n. O cédigo entdo foi alterado criando-se uma rotina que localiza as linhas que
realmente importam para a implementacdo da férmula do Coroldrio 3.7. Desta maneira,
a rotina computacional conseguiu rodar com relativa rapidez, mesmo para as matrizes
de n = 28 e n = 230, Isso porque usando o resultado de Heyman (2019), podemos
substituir o n por 2/n, grosso modo. Dai 0 novo espago de alocagdo necessario fica
aproximadamente (36 x 219) x 16 = 301989888 bytes, ou, equivalentemente, 0.301989888
Gigabytes de memoria RAM. Isso qualquer notebook atual consegue suportar. Apos
a finalizagdo da rotina para cada matriz, verificamos que a quantidade de ciclos v,

obtidas por esse presente trabalho confere com as de Cardon (2010).

5.3 RAIZES DENTRO DO CIRCULO UNITARIO

Usando o Teorema 2.7 podemos verificar a conjectura de Barrett-Jarvis. Isso porque
ela conta a quantidade de raizes dentro do caminho da integral de linha. Entdo, para
verificar a conjectura para uma dada ordem, por exemplo n = &, sabemos que f,(f) para
essa ordem tem grau |log, « | + 1. Assim, se a conjectura de Barret-Jarvis for verdadeira,
o valor da férmula do Teorema 2.7 para n = « tem que dar |[log,«| — 1. Isso posto,
implementamos uma rotina computacional para calcular numericamente a integral de

contorno do Teorema 2.7.

Essa rotina necessita de métodos numéricos de integracdo, logo usamos a Regra dos
Trapézios e a Regra de Simpson. Na rotina computacional para implementar essas
regras foi necessdrio desenvolver uma aritmética para nimeros complexos, pois o
integrando possui varidvel complexa. Os teoremas abaixo descrevem esses métodos
para fungdes de varidveis reais e limitam seu erro. Para integrais de contorno complexas,
quando sdo aplicados os métodos diretamente, isso corresponde a aplicar esse mesmos

métodos para a parte real e a parte imaginaria do integrando.
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Teorema 5.1. ([8], pdg 165-167) Regra dos Trapézios. Vale que

b
[ Fedx = S(F0) + 26e0) + 26+ 2f a1+ Faan))
em que h = bﬁ“ eoerro E é tal que E = —%(b — a)hzf//((f), a<g<b.

Teorema 5.2. ([8], pdg 165-167) Regra de Simpson. Vale que

b
/ﬂ f(x)dx ~ g(f(xo) +4f(x1) +2f(x2) +4f(x3) + 2f (xg) + ... + 2f (xp1-1) + f(xpm)),

em que h = bﬁ“ eoerro E é tal que E = —ﬁ(b —a)h* f4(&) paraa < & < .

Em todos os métodos, implementamos essas integrais numéricas para varias quanti-
dade de passos M para matrizes de ordem n = 10°, n = 228 e n = 236, Para as matrizes de
ordem 1 = 10° e n = 228, 0s métodos foram utilizados para validar o que Cardon (2010)
obteve. Para ordem n = 10°, o polindmio f,(t) tem grau 20, e em todos os métodos
utilizados, a integral convergiu para 18, o que era esperado; todas as raizes exceto as de
modulo grande estdo no circulo unitdrio. Para ordem 228 o polindmio f,(t) tem grau 29,
em todos os métodos utilizados a integral numérica convergiu para 27, o que também
era esperado. Para a matriz de Redheffer de ordem n = 23, havia a expectativa de que
talvez o trabalho de Cardon (2010) contivesse erros de arredondamento e que de fato
nenhum autovalor x dessa matriz fosse tal que |x|> 1. Os resultados obtidos para essa
matriz com esses dois métodos de integracdo numérica para variadas quantidade de

passos M estdo apresentados nas tabelas que estdo na préxima pagina.
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Regra de Simpson

M

N=a+ib

103

104

10°

2 x 10°

3 x 10°

4 x10°

5 x 10°

6 x 10°

7 x 10°

8 x 10°

9 x 10°

10 x 10°
13 x 10°
14 x 10°
15 x 10°
19 x 10°
100 x 10°

2.585859956512849568480852950316950X 10! — i6.937995556681334687082962187112872X10~2
2.532356203259925503372167721379398 X 10" — i1.443339732307440053625258357657753 X102
2.500352356445336147085551525718331 X 10" — i1.434228988111162817015827047338539X 1020
2.500001063966516957300241679908075X 10" — i2.832564618006594248420239367433519X 1027
2.499999996793190979719793048750191 X 10" — i3.759044997214999714687759752585939 X 1026
2.499999999922254378680068596689933 X 10! — i1.056647588212195624306963158954785X 102
2.499999999999301984303056516194162X 10" + i1.654958328679778943054342073303604X 10726

2.499999999999995736832731615009732X 10" — i2.674810405877637353164607720089651 X102
2.499999999999999983097544038197743 X 10" + i9.378864122055366348579668003325529 X102

2.499999999999999999994206661447285X 10" — i6.709253289510715859213656096956119 X102
2.500000000000000000000630044154911X 10" — i3.089221418205185071775237144349771X10~%7
2.500000000000000000000006957207418 X 10" — i2.566686161213998138191216234823331X10~%
2.499999999999999999999999999430380X 10" + 12.092754189915879629643661450351790X 102

2.499999999999999999999999999585407 X 10" + i1.828016421316724039855785214714047 X102

2.499999999999999999999999999697097 X 10" — i7.443831179200389428487645462668366X10~27
2.499999999999999999999999998944831 X 10! — i8.916304459166232694348330939207476 X 1028

2.500000000000000000000000000358050X 10" — 4.878360891130347475203505318545296 X10~%7

Regra dos Trapézios

M

N=a+ib

10°

2 x 10°
3 x 10°
4 % 10°
5 x 10°
6 x 10°
7 x 10°
8 x 10°
9 x 10°
10 x 10°

2.499996809033396584216532106984664 X 10" — i5.848790743966075289953485490923366 X102
2.500000000233236864029314286677209X 10" — i3.586763622086178639074242095624150X 1027
2.500000000000012789501805157276387X 10" — i2.816838181807381190685107733386733 X102
2.500000000000000000017380019186687X 10" — i8.821403134727529555791442524829826 X102
2.499999999999999999999979129572409 X 10" + i1.834502758376600246149701265630968 X102

2.500000000000000000000000000576456 X 10! — 2.710314383112825156655824669367389 X102
2.499999999999999999999999998132551 X 10" + i9.187289611766043039076580614189280X 1027

2.500000000000000000000000000882169X 10" — i7.237304883467571477202851705742242X10~%
2.500000000000000000000630044154911 X 10" — i3.089221418205185071775237144349771X10~%

2.500000000000000000000000000298723X 10" — i2.661302861041816841942444767828850X 1027

De fato, ao observar as tabelas, percebemos que em todos os métodos, o valor da inte-

gral numérica N converge para 25. O grau do polindmio f,(t) da matriz de Redheffer de
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ordem n = 236

é 37, para que a conjectura de Barrett-Jarvis fosse verdadeira, a integral
deveria convergir para 35. Poderia ser o caso em que nessa matriz ha 25 autovalores
dentro do circulo e 10 na borda do mesmo. Porém se isso fosse verdade a integral
numérica ndo convergiria, ficando instavel. Assim, acabamos confirmando o trabalho

de Cardon (2010) e fornecendo uma nova desprova para a Conjectura de Barrett-Jarvis.

Importante notar que a Regra dos Trapézios e a Regra de Simpson convergem mais
rdpido que o esperado, principalmente considerando as gradagdes escolhidas para
M. Isso se d& porque o integrando é uma funcgdo racional trigonométrica e segundo
Trefethen e Weidman (2014), esse tipo de func¢do converge exponencialmente para as
mesmas. Além disso, na Regra dos Trapézios (e também na Regra de Simpson) hd uma
demora na convergéncia e repentinamente ela "explode". Isso ocorre devido ao fato de
que o valor da parte real do integrando tem dois picos: quando o circulo passa pela
raiz mais proxima dele e também quando passa perto da conjugada daquela. Quando
este fato ocorre, P(z) fica pequeno e I;T(ZZ)) fica grande. Assim, a convergéncia aumenta
rapidamente quando se consegue cobrir a drea préxima aos picos (responsaveis pela
maior quantidade de drea a integrar) com maior quantidade possivel de trapézios, ou
seja, quando o nimero de passos M é da ordem de 10°. Para melhor compreenséo,
segue na proxima pagina uma figura de um dos picos para matriz de Redheffer para
ordem n = 36. O eixo y é o valor da parte real do integrando e o eixo x é o pardmetro ¢

de integracdo tal que 0 <t < 271.
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