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RESUMO

Nesta tese, estudamos um modelo matemdtico para invasao tumoral. O modelo consiste
em um sistema nao-linear de equagdes diferenciais parciais, que descreve a dindmica de
interacdes entre a densidade de células tumorais, a densidade da matriz extracelular e a
concentracdo de enzimas degradantes da matriz. Realizamos uma completa classificagdo
dos grupos locais de transformagdes de pontos de Lie do sistema. Usamos as técnicas
de simetrias para construir solu¢des invariantes para o modelo. Consequentemente,
obtivemos solug¢des particulares do sistema, que sdo majoritariamente consistentes com

a biologia do fenomeno.

Palavras-chave: Tumores S6lidos Localizados, Invasdo de Tumores, Modelos Matemati-

cos, Simetrias de Lie, Solucdes Exatas.
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ABSTRACT

In this thesis, we study a mathematical model for tumor invasion. It consists of a
nonlinear system of partial differential equations describing the dynamics of interactions
between tumor cells density, extracellular matrix density, and the matrix degrading
enzymes concentration. We carried out a complete group classification of the Lie
point symmetries of the system. We used symmetry techniques to construct invariant
solutions for the model. Consequently, we obtained particular solutions of the system,

which are mostly consistent with the biology of the phenomenon.

Keywords: Localized Solid Tumors, Tumor Invasion, Mathematical Models, Lie

Symmetries, Exact Solutions.
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INTRODUCAO

O cancer é um dos principais problemas de satide ptblica no mundo, que causa um alto
impacto financeiro e emocional. Ea segunda causa de morte, atrds apenas de doengas
cardiovasculares [29]. O cancer tem inicio em nivel subcelular com muta¢des nos genes
que controlam a maneira como as células funcionam, principalmente seu crescimento e
divisdo, e manifesta alteragdes funcionais na escala celular e tecidual. A complexidade é
tal que precisamos nos concentrar em subconjuntos da mirfade de processos envolvidos,

a fim de parcialmente compreender a evolugdo do cancer.

Quando buscamos compreender a evolugdo de tumores sélidos em estagio avascular,
uma possivel abordagem ¢é via modelos continuos de equagdes diferenciais parciais.
Em [3], como um exemplo dessa abordagem, Anderson et al. propuseram um modelo
que descreve a produgdo de enzimas degradativas pelas células tumorais, a degradacgdo
do tecido hospedeiro e a resposta migratéria das células tumorais. Neste caso, o que
estd em consideracdo é o microambiente, onde as intera¢des entre os elementos celulares

e moleculares que o compdem sdo determinantes na progressao tumoral.

Uma alternativa para encontrarmos solugdes analiticas de equagdes diferenciais
em geral, e de modelos de tumores sélidos em particular, é por meio da teoria de
simetrias de Lie [7, 19]. Uma simetria de um sistema de equacdes diferenciais é uma
transformacdo que leva qualquer solucdo em outra solugdo do sistema. Do ponto
de vista de Lie, tais transformacgdes sdo grupos locais que dependem de parametros
continuos e consiste de transformagdes de pontos agindo no espago das varidveis
independentes e dependentes, podendo, mais geralmente, também agir no espaco de

derivadas das varidveis dependentes até qualquer ordem finita.

Se um sistema de equagdes diferenciais é invariante sob a a¢gdo de um grupo local
de pontos de Lie, podemos encontrar, construtivamente, solu¢des especiais, chamadas
solugdes invariantes, que sdo invariantes sob a acdo de um subgrupo do grupo total
admitido pelo sistema. Essas solug¢des resultam da solugdo de um sistema de equagdes

diferenciais parciais reduzido, com menos varidveis independentes.



2 INTRODUCAO

Neste trabalho, demos um tratamento matematico, via simetrias de Lie, ao modelo
de tumores s6lidos localizados proposto em [3].

A tese estd estruturada como segue:

* No Capitulo 2, apresentamos estatisticas de cancer no mundo, alguns aspectos da

biologia do cancer e o modelo matemaético de tumores sélidos localizados.

* No Capitulo 3, introduzimos os conceitos basicos da teoria de simetrias de Lie,
com exemplos ilustrativos majoritariamente contruidos a partir de resultados deste
trabalho.

* No Capitulo 4, classificamos os grupos locais de simetrias de Lie do sistema

estudado.

¢ No Capitulo 5, construimos solugdes invariantes e reescrevemos o modelo proposto
em coordenadas esféricas. Realizamos uma nova classificacdo de simetrias de
Lie do novo sistema e, a partir dos geradores encontrados, construimos solugdes

invariantes para o sistema.
* No Capitulo 6, discutimos os nossos resultados.

¢ Por fim, no Capitulo 77, descrevemos as principais conclusdes.

Essencialmente, os principais resultados estdo nos Capitulos 4 e 5. Apresentamos

esses resultados em [8,9] e os publicamos em [10].



O CANCER E O MODELO
MATEMATICO

Neste capitulo, apresentamos estatisticas de cancer no mundo, alguns aspectos de sua

biologia e o modelo matematico de interesse deste trabalho.

2.1 O CANCER

Céncer é um termo genérico que representa um grupo heterogéneo de doengas carac-
terizadas pelo crescimento descontrolado e disseminacdo de células anormais [26,27].
Uma célula pode se tornar anormal, cancerosa, quando ocorrem mutag¢des em um ou
mais genes. Estas mutagdes, por sua vez, rompem 0s mecanismos normais de controle
celular [21], o que leva, consequentemente, a0 desenvolvimento de cancer.

Existem diversos fatores de risco ligados ao surgimento de cancer. Estes fatores
incluem tabaco, genética, idade, dieta, ocupagdo, meio ambiente e agentes infecciosos.
Entretanto, nenhum deles invariavelmente o causa, pois, por exemplo, nem todos os
fumantes ou todas as pessoas com histérico familiar de cancer o desenvolveram [27].
Assim sendo, ndo existe um consenso em termos do que realmente causa cancer. As
causas da anomalia sdo possivelmente diversas, até mesmo para um tipo especifico de
cancer, como o de pulmao.

O cancer, que é referido frequentemente como uma condicdo tnica, apresenta diversas
manifesta¢des. Existem mais de 200 tipos diferentes de cancer [28]. Entretanto, do ponto
de vista histolégico, que considera o tipo de tecido onde o cancer inicialmente surgiu,
podemos agrupar todas as formas da anomalia, de acordo com [27], nas seis seguintes

categorias:

¢ Carcinomas - surgem em células do revestimento interno ou externo do corpo e
sdo os tipos mais comuns de cancer. Afetam, geralmente, 6rgdos ou glandulas

capazes de secrecdo, tais como mama, pulmao, bexiga, célon, préstata.
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¢ Sarcomas - tém origem em tecidos de suporte e conectivos como ossos, tenddes,
cartilagem, musculos, gorduras. O cancer 6sseo é um dos sarcomas denominado

osteossarcoma.

* Mielomas - é o cancer que se origina nas células plasmaticas da medula 6ssea.
As células do mieloma impedem a produgdo normal de anticorpos, deixando o
sistema imunolégico enfraquecido e suscetivel a infecgdes. Isso faz com que eles

interfiram na producdo de células sanguineas normais.

* Leucemias - é um tipo de cancer encontrado no sangue e na medula 6ssea e esta
frequentemente associada a superprodugao de glébulos brancos anormais. Tem
como principal caracteristica o aciimulo de células cancerosas na medula 6ssea,

que substituem as células sanguineas normais.

* Linfomas - desenvolvem-se no sistema linfatico, conjunto formado por uma rede
de vasos, nédulos e 6rgaos que purificam fluidos corporais e produzem as células
responsaveis pela imunidade. Os linfomas também podem ocorrer em 6rgaos

especificos, como o estdmago, mama, cérebro.

* Tipos Mistos - os componentes de tipo podem estar dentro de uma categoria ou
de categorias diferentes. Um exemplo é o carcinossarcoma, que é uma mistura de

carcinoma (cancer de tecido epitelial) e sarcoma (cancer de tecido conjuntivo).

Os profissionais das dreas médicas, comumente, utilizam a classificagdo dos canceres
de acordo com o tipo histolégico. Entretanto, o ptblico em geral tem mais familiaridade
com a classificacdo dos canceres de acordo com o local primadrio, que é o local no corpo
onde o cancer surgiu. Dentre os mais variados tipos, o cdncer de mama é um exemplo,
que o nome identifica o local, mas néo o tipo de tecido envolvido.

A incidéncia e mortalidade por cancer estd crescendo em todo o mundo. A Agéncia
Internacional de Pesquisa em Cancer (IARC), ligada a Organizacdao Mundial da Satide
(OMS), estima que um em cada cinco homens e uma em cada seis mulheres em todo o
mundo desenvolvam cancer ao longo de suas vidas, e que um em cada oito homens
e uma em cada dez mulheres morrerdo da doenca. A TARC estimou a incidéncia de
18,1 milhdes de casos e 9, 6 milhdes de mortes por cancer em 2018. Uma andlise ampla
dessas estimativas de incidéncia e mortalidade em 185 paises e para 36 tipos de cancer

esta disponivel em [12].



2.1 O CANCER

A Figura 2.1 e a Figura 2.2 mostram, respectivamente, as estimativas de distribuigdo
da incidéncia e da mortalidade, independente da idade ou do sexo, para os dez tipos

mais comuns de cancer no mundo em 2018.

Incidéncia

11,6%

[ rPulmiao
[mama

[ Colorretal
I Prostata
[ Estomago
[ IFigado
[Eeséfago
[ colo do dtero
I Tireoide
[ Bexiga
[outros

5,7% 3 90,
47% 32% %

18,1 milhdes de casos

Figura 2.1: grafico de setores feito a partir de dados disponibilizados em [12], que descreve estimativas

de incidéncias dos 10 tipos mais comuns de cancer no mundo em 2018.

Mortalidade

I Pulmao
[ colorretal
I Estomago
[ IFigado
[ Mama
[esotago
Ellrancreas
Il Frostata
B colo do ttero
n Il cucemia
T [ outros

9.2%

6.6% 5,3%

9,6 milhdes de mortes

Figura 2.2: gréfico de setores feito a partir de dados disponibilizados em [12], que descreve os 10 tipos de

cancer com maiores estimativas de mortalidade no mundo em 2018.
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A Figura 2.3 e a Figura 2.4 mostram, respectivamente, as estimativas de distribuigdo
da incidéncia e da mortalidade para os dez tipos mais comuns de canceres no sexo

masculino em 2018.

Incidéncia

14,5%

30,6%

[@rPuimio
I Prostata
[ colorretal
[ estémago
[_IFigado
I Bexiga
[essfago
[ Linfoma ndo Hodgkin
[rim

g I L cucemia
10,9% 26% -0ulms

27%

13,5%

7.2%

63% 5%
9,5 milhSes de casos

Figura 2.3: grafico de setores feito a partir de dados disponibilizados em [12], que descreve estimativas

de incidéncias dos 10 tipos mais comuns de cancer no sexo masculino no mundo em 2018.

Mortalidade

[ pruimao
[IFigado
[EEstomago
=Colorreial
Prostata
27% [Eeséfage
28% [ Pancreas
; | cucemia
3.3% I Eexiga
' [ Linfoma ndo Hodgkin
[outros

10.2%

9,0% 6,7%

5,4 milhGes de mortes

Figura 2.4: gréfico de setores feito a partir de dados disponibilizados em [12], que descreve os 10 tipos de

cancer com maiores estimativas de mortalidade no sexo masculino no mundo em 2018.



2.1 O CANCER

Por fim, a Figura 2.5 e a Figura 2.6 mostram as estimativas de distribuicdo da
incidéncia e da mortalidade, respectivamente, dos dez tipos mais comuns de cancer no

sexo feminino no mundo em 2018.

Incidéncia

289%

[ Mama

™ colorretal
[ Pulmao

™ codlo do ttero
Il Tireoide

[ Jcorpo do ttero
[ Estémago

[ ovario

2.6% [ JFigado

’ [ Linfoma ndo Hodgkin
2,8% [ outros

9,5%

o
6.6% 510 4,4%

8,6 milhdes de casos

Figura 2.5: gréafico de setores feito a partir de dados disponibilizados em [12], que descreve estimativas

de incidéncias dos 10 tipos mais comuns de cancer no sexo feminino no mundo em 2018.

Mortalidade

[ Mama
rumao
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31% | Iovario
[ Eséfago
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[Joutros

13.8%

9.5%

5,6%

6,5%

4,2 milhdes de mortes

Figura 2.6: grafico de setores feito a partir de dados disponibilizados em [12], que descreve os 10 tipos de

cancer com maiores estimativas de mortalidade no sexo feminino no mundo em 2018.
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Em [25] é possivel observar, em mapas globais, o tipo de cancer mais comum e o tipo

de cancer que causou maior mortalidade em 2018 em cada pais. A Figura 2.7 e a Figura

2.8, respectivamente, mostram o cancer mais comumente diagnosticado e o que causou

maior nimero de mortes a nivel nacional em todo o mundo em 2018 para ambos os

Sexos.

Mama (108)
Préstata (44)
Colo do utero (26)
Cancer de pele nao melanoma (2)
Pulmao (2)

Estémago (2)

Colorretal (1)

Figado (1)

Nao aplicavel

Sem dados

Figura 2.7: figura gerada em [25], que mostra o cAncer com maior incidéncia em cada pais em 2018, para

ambos os sexos, e o nimero de paises representados em cada grupo de classificagdo.

Pulmé&o (58)
Mama (50)
Colo do utero (37)
Prostata (27)
Figado (8)
Estémago (4)
Esofago (1)

Nao aplicavel

Sem dados

Figura 2.8: figura gerada em [25], que mostra o tipo de cancer que causou o maior ndmero de mortes em

cada pais em 2018, para ambos os sexos, e o nimero de paises representados em cada grupo

de classificagdo.



2.1 O CANCER

Os mapas mostram a diversidade global dos canceres com maior incidéncia ou
mortalidade em cada pais em 2018, principalmente, para o sexo masculino como mostra

a Figura 2.9 e a Figura 2.10.

Prostata (102)
Pulmao (37)
Figado (12)
Colorretal (10)

Labio e cavidade oral (5)
Estomago (5)

Sarcoma de Kaposi (5)
Céancer de pele ndo melanoma (4)
Linfoma ndo Hodgkin (3)

Esofago (1)

Leucemia (1)

N&o aplicavel

Sem dados

Figura 2.9: figura gerada em [25], que mostra o cancer com maior incidéncia no sexo masculino, em cada

pais em 2018, e o nimero de paises representados em cada grupo de classificacéo.

Pulma&o (93)
Prostata (46)

Figado (20)

Estémago (10)

Leucemia (5)

Sarcoma de Kaposi (4)
Colorretal (3)

Esofago (2)

Labio e cavidade oral (2)
N&o aplicavel

Sem dados

Figura 2.10: figura gerada em [25], que mostra o cancer com maior mortalidade no sexo masculino, em

cada pais em 2018, e o nimero de paises representados em cada grupo de classificagdo.
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Entre as mulheres, o tipo de cancer com maior incidéncia ou maior taxa de mortali-
dade, em cada pais, pertence a um conjunto com seis tipos de ocorréncia, como mostra

a Figura 2.11 e a Figura 2.12.

m Mana (154)

mm Colo do Utero (28)

B Pulméo (1)
Tireoide (1)

[ Figado (1)

B Nao aplicavel
Sem dados

Figura 2.11: figura gerada em [25], que mostra o cAncer com maior incidéncia no sexo feminino, em cada

pais em 2018, e o ntimero de paises representados em cada grupo de classificacdo.

Mama (103)
Colo do utero (42)
Pulmao (28)
Colorretal (5)
Estémago (4)
Figado (3)

Nao aplicavel

Sem dados

Figura 2.12: figura gerada em [25], que mostra o cAncer com maior mortalidade no sexo feminino, em
cada pais em 2018, e o niimero de paises representados em cada grupo de classificagao.
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Para a maioria dos tipos de cancer, a incidéncia e a mortalidade aumentam com
a idade. De acordo com [1, 15], a idade é o fator de risco mais importante para o
desenvolvimento do cancer, e que idosos com 65 anos ou mais representam em torno de
60% dos pacientes diagnosticados com a doenga. A Figura 2.13 e a Figura 2.14, geradas

em [25], evidenciam este fato.

Taxas padronizadas por idade por 100000

. 21553
112,56-165,3

[ 9031125
72,7-90,3 M N&o Aplicavel
<727 Sem Dados

Figura 2.13: figura gerada em [25], que descreve estimativas das taxas de incidéncia padronizadas por

idade (Mundial) em 2018, todos os canceres, ambos o0s sexos, com idades entre 0 e 64 anos.

Taxas padronizadas por idade por 100000

B > 1580,8
1183,8-1580,8
787,6-1183,8
593,4-787,6 [ Nao Aplicavel
< 593,4 Sem Dados

Figura 2.14: figura gerada em [25], que descreve estimativas das taxas de incidéncia padronizadas por
idade estimadas (Mundial) em 2018, todos os canceres, ambos 0s sexos, com 65 anos ou

mais.
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As taxas estimadas de incidéncia padronizadas por idade, por 100.000 pessoas no ano
de 2018, aumentam substancialmente em todo o mundo para pessoas com 65 anos ou
mais. Dessa forma, a associagdo entre cancer e envelhecimento é mais do que aparente.
Além disso, o aumento da expectativa de vida é uma realidade e, consequentemente, o
provavel aumento da incidéncia de cancer pode causar impactos significativos na satide
publica mundial.

Entre os diferentes tipos de cancer, aqueles que formam tumores sélidos, por exemplo,
sarcomas, carcinomas e linfomas, sdo responséaveis por mais de 80% de todos os casos
[27]. O crescimento dos tumores s6lidos ocorre em dois estdgios diferentes: avascular e
vascular. No estagio avascular, o tumor degrada parte do tecido circundante e, 8 medida
que cresce, seu centro fica cada vez mais distante dos vasos sanguineos do tecido normal.
Assim, o centro do tumor recebe menos oxigénio e nutrientes, o que compromete a
sobrevivéncia das células cancerosas. Devido a isso, elas enviam sinais, chamados
fatores angiogénicos, que estimulam o crescimento de novos vasos sanguineos no tumor
(angiogénese).

Agora, no estagio vascular, os vasos sanguineos trazem nutrientes e oxigénio ao tumor,
0 que o possibilita crescer mais e rapidamente. Ap6s o tumor atingir um certo tamanho,
as células cancerosas migram para outras partes do corpo, pela corrente sanguinea
ou através do sistema linfatico, e formam, consequentemente, tumores secundarios
(metdstase). Essa caracteristica distingue o cancer dos outros crescimentos celulares
anormais, que permanecem na parte do corpo onde surgiram.

Os estagios avascular e vascular envolvem outras interagcdes que ocorrem em dife-
rentes escalas, o que evidencia a complexidade da doenga. Assim, neste cendrio, como
uma ferramenta alternativa para compreender a evolugdo do cancer, surgem os modelos

matematicos, objetos da préxima secao.

2.2 O MODELO MATEMATICO

A complexa e dindmica natureza do cancer estd cada vez mais sendo explorada por meio
de modelos matemaéticos e computacionais, pois estes possibilitam integrar multiplas
variaveis de interacdo e prever de forma dindmica como essas varidveis mudam no
espaco e no tempo [2,13]. Esses modelos auxiliam, assim, no processo de compreensao

e tratamento do cancer [5].
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Os modelos continuos de equagdes diferenciais parciais, dentre as diversas formas de
abordagem, possibilitam explorar processos inerentemente espaciais, como a invasado de
tecidos e a disseminacdo metastédtica. Entretanto, quando restringimos essa forma de
abordagem ao estudo de tumores s6lidos em estdgio avascular, de particular interesse
para o nosso trabalho é o modelo de Anderson et al. [3], que descreve a dinamica
espacial da interacdo entre células tumorais, matriz extracelular (ECM) e enzimas
degradantes da matriz (MDEs). Aqui, representamos a densidade de células tumorais,

a densidade da ECM e a concentracdo das MDEs por N, E e M, respectivamente.

A ECM é uma rede macromolecular ndo celular na qual as células residem em
tecidos e 6rgaos [22]. E composta por proteinas formadoras de fibras, como coldgenos,
lamininas, elastinas, fibronectinas, e moléculas néo fibrilares como proteoglicanos e
glicoproteinas [23]. Esses componentes macromoleculares regulam muitos processos
celulares, como sobrevivéncia, crescimento, migracdo, diferenciagdo, homeostase e

morfogénese [22].

A degradacdo da ECM é um aspecto crucial do crescimento e propagacdo do cancer.
As células tumorais produzem MDEs, como os ativadores do plasminogénio e a grande
familia de metaloproteinases da matriz, que degradam a ECM localmente [4,24]. Essa
degradagdo cria um espago onde as células tumorais podem se mover por simples
difusdo. Além disso, as células tumorais seguem o fluxo haptotatico, que é uma
migracgdo celular direcionada em resposta a gradientes de moléculas adesivas na ECM
[16]. Seguindo as descri¢des anteriores, a equacdo diferencial parcial que rege o

movimento das células tumorais, na auséncia de proliferacdo celular, é:

difusdo haptotaxia

N\

7 N

N; =V - (D;VN)—pV - (NVE),

em que D; e p sdo os coeficientes constantes de difusdo e haptotaxia, respectivamente.

Como mencionado anteriormente, as MDEs degradam a ECM por contato e, portanto,

a equacdo a seguir modela o processo de degradagao:

degradacéo
—~ N
Ei=— OME,

em que J é o coeficiente constante de degradacdo da ECM.

13
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As células tumorais produzem MDEs, que se difundem por todo o tecido e decaem
naturalmente. Portanto, a seguinte equagdo governa a evolucdo da concentracdo de
MDEs:

difusdo produgdo  decaimento
—— ~ =~ ~ =
M=V -(D,VM)+ uN — M ,

em que Dy, u, e A sdo coeficientes constantes de difusdo, reproducdo e decaimento de
MDEs, respectivamente. Observamos que todas as constantes nas equagdes anteriores
sdo0 ndao-negativas.

Logo, conforme detalhamos nos paragrafos anteriores, o sistema de equacgdes dife-

renciais em [3], que descreve as interagdes entre as células tumorais, ECM e MDEs, é:

(

N; = D;V?N — pV.(NVE),

E; = —SME, (2.1)

M; = D;VEM + uN — AM,

em que V = (ax, ay, az) é o operador nabla e VZ=V.Véo laplaciano em 3-dimensdes.
O dominio do sistema é uma regido limitada do tecido, denotada por (), com condi¢des
iniciais apropriadas para cada varidvel. Uma vez que as células tumorais e as MDEs
permanecem, no estdgio avascular, dentro do dominio, ou seja, o tecido em questéo,
condi¢des apropriadas de contorno também sdo impostas em 0(), fronteira de (2. A
Figura 2.15 e a Figura 2.16 mostram, para uma melhor visualizagdo do processo de
invasdo do cancer, uma esquematizacdo do modelo (2.1).

Observamos que devido a dificuldades em obter valores experimentais adequados
para os parametros do sistema (2.1), apenas os valores de difusdes D; e D, sdo co-
nhecidos e sio da ordem de 107> em valores adimensionais. Os valores dos demais
parametros sdo estimados, ndo obtidos de dados experimentais in vivo, e variam de
acordo com as simulagdes, veja [3, paginas 133 e 135], [4, paginas 168 e 174], [18, pagina
687, Table 1] e [9, pagina 14].

Ressaltamos que o estudo do modelo (2.1) em [3] foi numérico, por meio de simu-
lagdes, e, até onde sabemos, nenhum trabalho anterior apresentou soluc¢des analiticas
para ele. Por esse motivo, adotaremos como nossa principal ferramenta o maquindrio
de simetrias de Lie [7, 19,20], que nos permite encontrar solu¢des para o sistema (2.1).

Assim, na proxima segdo, apresentaremos os principais aspectos dessa teoria.
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| Migragdo de MDEs e Células Tumorais |

Figura 2.15: adaptada de [11]. A figura representa as células tumorais produzindo MDEs que degradam a
ECM e, assim, tanto as células tumorais quanto as MDEs migram para o tecido circundante.

Difusdo e
Haptotaxia

Difusdo e
Haptotaxia

Descricdo 2D

= Massa
Tumoral

Densidade

Espaco

\ umor
Quanto maior é a tonalidade maior ‘ Primario

é a concentracio de proteinas.

Figura 2.16: adaptada de [13]. A figura representa a difusdo e haptotaxia com movimento governado no

sentido da maior concentracdo de proteinas.
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Aqui descrevemos os principais aspectos tedricos relacionados a teoria de simetrias de
Lie de equagdes diferenciais. Destacamos que os exemplos que ilustram os teoremas
e coroldrios sdo originais e os construimos a partir de nossos resultados. Todavia,
a escrita dos demais resultados tedricos, cldssicos na literatura, segue de perto as
referéncias [6,7,17,19]. Ainda, para que ndo haja davida nas se¢des seguintes, reforcamos
que apenas neste capitulo os resultados anunciados na forma de lema, teorema e

corolario ndo sdo originais.

3.1 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES

O cléssico teorema de existéncia e unicidade de solugdes de equagdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem desempenha um papel central na teoria dos grupos locais
de Lie de transformagdes, seus invariantes e equacdes invariantes. Devido a isso, no

que segue, retomamos as ideias a ele relacionadas e o apresentamos.

Preliminares

Seja () um subconjunto aberto nao-vazio e conexo do espaco R x R” = R'*, Um ponto
de R ser4 denotado por (t,x), t € Re x = (x!,...,x") € R",
Seja f : (O — R" uma aplicagdo continua e seja I um intervalo ndo degenerado da

reta, ou seja, um subconjunto ndo-vazio e conexo de R ndo reduzido a um ponto.

Defini¢ao 3.1. Uma fungio diferencidvel ¢ : I — R" chama-se solugdo da equagio

a
e G

no intervalo I se:

17
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(i) o grdfico de ¢ em I estd contido em Q, isto é, {(t, ¢(t));t € I} C Qe

(ii) il_(f(t) = f(t,¢(t)) para todo t € I.

A equagdo (3.1) chama-se equagdo diferencial ordindria de primeira ordem e é deno-
tada abreviadamente por

X' = f(t,x). (3.2)

Estamos interessados nos casos em que (3.2) tenha uma, e s6 uma, solugdo ¢ num

intervalo que contém f( e tal que ¢(tp) = xp. Essa tal ¢ serd chamada de solugdo do

problema com dados iniciais (tp, xg) para a equagdo (3.2). Este problema, também é

conhecido como problema de Cauchy, serd denotado por:

X = (t/ X),
{ / (33)
X(to) = X.
A equagdo (3.3) é equivalente a equagdo integral
t
X(t) = %0+ [ fs,x(s)ds (3.4)
0

ou seja, se tp € I, uma funcdo continua cujo gréfico esta contido em () é solucdo de
(3.4) se, e somente se, é solucao de (3.3). Esse resultado é decorrente do Teorema
Fundamental do Calculo.

Na sequéncia veremos, entretanto, que hipéteses relativamente gerais sobre f dardo
condi¢des suficientes para termos existéncia e unicidade do problema de Cauchy (3.3),

ao menos, localmente.

Existéncia de unicidade de solucdes

Definicdo 3.2. Seja (X,d) um espaco métrico. Dizemos que a sequéncia (x,),cpn S X é
uma sequéncia de Cauchy se, para todo ¢ > 0, existe um Ny € N tal que para todo n,m >
Ne, d(xp, xm) < €. Além disso, dizemos que (X, d) é completo se toda sequéncia de Cauchy em

X é convergente.

Definicao 3.3. Seja (X, d) um espago métrico. Uma fungdo T : X — X é chamada contragdo
se existir A € [0,1) tal que d(T(x), T(y)) < Ad(x,vy), para quaisquer elementos x,y € X.

A constante A é denominada constante de contracdo. Um ponto x € X tal que

T(x) = x é chamado ponto fixo de T.
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Observacdo 3.1. Uma contragio T é uniformemente continua. Com efeito, supondo sem perda

de generalidade que A > 0, dados x,y € X, € > 0 e escolhendo 6 = %, temos

dx,y) <6 =d(T(x), T(y)) < Ad(x,y) < A% < e

Observacao 3.2. Aqui, optamos por manter o padrdo da literatura com as constantes A e 6, que

ndo devemos confundir, em hipdtese alguma, com as constantes do sistema (2.1).

Teorema 3.1. (Principio de Contragdo de Banach) Se T : X — X é uma contragdo em um

espaco métrico completo (X, d), entdo existe exatamente uma solucio para a equagio T(x) = x.

Demonstracdo. Seja A a constante de contragido de T. Queremos mostrar, para qualquer
xo € X, que a iteragdo definida recursivamente x, = Tx,_1 = T"xo para n > 1 converge para
um ponto fixo de T.

Primeiro, mostremos que (x,)ncN € uma sequéncia de Cauchy em X. Sen > m > 1, entdo

pela Definicdo 3.3 e a desigualdade triangular, temos

d(xp, xm) = d(T"xg, T"xp) < A™d(T" ™xq, x0)

< A AT Mg, T xg) + AT Lxg, T 2x0) + .. + d(Txo, X0)
< AT < AT = )
< A ;;, A d(xg, x0) < A lg)\ d(x1, xo) . Ad(xl,xo)

N
1-A

Agora, tome € > 0 e escolha N > 1 de tal forma que d(xo,x1) < e. Entdo, para algum

n>m > N, temos

m N

A
d(xn, Xm) < T Ad(xofxl) < md(xof x1) < &

Isto prova que (xy),cpn € uma sequéncia de Cauchy. Uma vez que X é completo, (xy),cn
converge para um limite x € X. O fato que o limite x é um ponto fixo de T seque da continuidade
de T:

Tx =T lim x, = lim Tx, = lim x,,.1 = x.
n—00 n—00 n— 00
Finalmente, se x e y sdo dois pontos fixos, entdo
0 <d(x,y) =d(Tx, Ty) < Ad(x,y).

Uma vez que A < 1, temos d(x,y) = 0, assim x =y e o ponto fixo é iinico. O

19



20

SIMETRIAS DE LIE

Defini¢do 3.4. Uma aplicagio f : QO C R x R" — R" chama-se localmente Lipschitziana em
Q) relativamente a sequnda varidvel (x) ou, simplesmente Lipschitziana, se existe uma constante
A > 0 tal que:

1/t %) = f(EX)] < Allx—yll, Y(E %), (ty) € Q.

A constante A é denominada constante de Lipschitz de f. Ademais, diz-se que f é localmente
Lipschitziana em Q) se cada (to, xo) tem uma vizinhanga V = V(ty, xo) tal que f|,, é Lipschitziana

emV.

Exemplo 3.1. Se f : QO C R x R" — R" admite derivada parcial em relagdo a sequnda
varidvel, Dy f, com |Daf || < Aem Q, e O = {x;(t,x) € Q} é um conjunto convexo para todo
t, entdo f é Lipschitziana em () e A é a constante de Lipschitz. Realmente, pelo Teorema do Valor
Meédio,
1f %) = f(Ey)ll < sup ID2f (£, 6x+ (1 = O)y) | lx —yl < Aflx —y.
<<

Teorema 3.2 (Existéncia local de solugdes). Sejam a,b € R} fixados e Q) = I; X B, C
R x R", em que I, = {t € R; |t — to| < a}eBy={x € R";||x —xo|| <b}. Suponha que f :
QO — R" seja uma funcio continua e localmente Lipschitziana em relagdo a x. Entdo, existe uma

tinica solugdo do problema de Cauchy correspondente a f com valores iniciais x(tg) = xo, definida

no intervalo 1, = [ty — &, to + &, em que & = min {a, %} e M :=sup{||f(t,x)|;(t x) € Q}.

Demonstracdo. Seja X = C(ly, By) 0 espagco métrico completo das fungdes continuas ¢ : I, —

By, com a métrica d(@q, ¢2) = sup {||@1(t) — @a(t)|| ;¢ € In}.
Para ¢ € X, seja T : X — X definida por:

t
T () (t) :==xp +/t f((s, @(s))ds,t € 1.
0
Destacamos o sequinte a respeito de T:

* T estd bem definida e T(X) C X.

De fato, T (@) é uma aplicagdo continua, uma vez que ¢ o é. Além disso, se ¢ € X

t
IT () =l = | [ £ s o] < b~ o] < M < .

Isto mostra que T(¢) C By,. Logo, T leva fungdes em X em fungoes em X.
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e Existe ng € N tal que T" é contragio sempre que n > ny.

Com efeito, seja A a constante de Lipschitz de f em relagdo a sequnda varidvel. Provemos,
por indugdo, que Vo1, 92 € XeVn € N,

AT
[T" (@1) (1) = T" (@2) (D] < o |t — to’n d (@1, ¢2),Vt € L.

Efetivamente, para n = 1, temos

T =Tl O < [ IF (sp10) = F (5 2] ds

t
< /t A (@1, @2) ds
0

< Alt—told(p1— ¢2)-

Assumindo a hipétese de indugdo vdlida para n € IN. Entio,

T (91) () = T (92) ]| = IT(T" (1) ) = T(T" (2) )]
< [WET 00 - £ (5T (pu) | s

t
< /A||T”(qo1(S))—T"(ﬁoz(s))HdS
fo

IN

tAn "
Af o ls =t d (g1 ¢2)ds

fo

)\”‘Ll

IA

t
| 15— tol" dsd (1, 92)
0

n!

An+1 (t o to)n+1
n! n+1

IN

d (@1, 2)

)\”"'1

TE t—to]™" d (91, 92),

0 que conclui a indugdo.
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Uma vez que |t — to| < &, concluimos que

Vl[xl’l

d(T" (¢1), T" (92)) < d(¢1, 92)-

n!

Como o fatorial é dominante em relagdo a poténcia, temos que fixado 0 < c < 1, existe
na,n

nog € N tal que < ¢,Vn > ng. Portanto, para todo n > ng, T" é uma contragio,

n!
como queriamos mostrar.

Uma vez que X é um espago métrico completo e T : X — X, seque do Teorema 3.1 que
T" possui um tinico ponto fixo. Entretanto se ¢ é o inico ponto fixo de T", ele também é o

tinico ponto fixo de T, pois

¢ =UmT" (T (¢)) =im T"*! (¢) = im T (T" (¢)) = T (im T" (¢)) = T (¢).

Isto equivale a existéncia de uma tinica solugdo para o problema de Cauchy com dominio
Iy. O

3.2 GRUPOS LOCAIS DE LIE DE TRANSFORMACOES

Vamos comegar com a definicdo de um grupo e, entdo considerar um grupo local
de transformagdes, mais especificamente, um grupo local de Lie de transformacdes a
1-parametro.

Grupos

Definicao 3.5. Um grupo G é um conjunto de elementos com uma lei de composi¢io ¢ entre

elementos satisfazendo as sequintes condiges:

(i) Fechamento. Para quaisquer elementos a,b de G, ¢(a, b) é um elemento de G.

(ii) Associatividade. Para quaisquer elementos a, b, c de G:

¢(a,¢(b,c))=(¢(ab),c).
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(iii) Elemento identidade. Existe um iinico elemento e de G tal que, para qualquer elemento a
em G,
§(a,e)=¢(e,a)=ua.

1

(iv) Elemento inverso. Para todo elemento a de G, existe um uinico elemento inverso a_ - em G

) (a,a”) = ¢ (afl,a> =e.

Exemplo 3.2. (R, +). Os niimeros reais com a lei de composicio dada pela soma formam um

grupo, em que e = 0 e, para todo a € R, coma™! = —a.

tal que

Exemplo 3.3. Gl(n, R). Grupo de matrizes n x n de coeficientes reais e determinante ndo-nulo,
com lei de composicio ¢ (A,B) = AB. O elemento neutro é e = 1, a matriz identidade, e a

inversa de um elemento A € Gl(n, R) é sua prépria matriz inversa A~
Defini¢do 3.6. Um grupo G é abeliano se ¢ (a,b) = ¢ (b,a),Va,b € G.

Definicao 3.7. Um subgrupo de G é um grupo formado por um subconjunto de elementos de

G, com a mesma lei de composi¢io ¢, e fechado com respeito a ela.
Exemplo 3.4. O conjunto de niimeros reais positivos nio nulos R’ é um subgrupo de (R*,.).

Defini¢ao 3.8. (Grupo local de transformagdes a 1-pardmetro). Seja x = (xl, ver x”) pertencente

a um aberto, conexo e ndo-vazio D de R". O conjunto de transformagoes
x=X(xe€),

define, para cada x € D, e um pardmetro € pertencente a um conjunto S C R, com ¢ (e, 6)
definindo uma lei de composicio dos pardmetros € e 6 em S, um grupo local de transformacoes a

1-pardmetro em D se valem as condigoes:
(i) Para cada € € S, a transformagio é bijetora em D.
(ii) O conjunto S com a lei de composigdo ¢ forma um grupo G.
(iii) Para cada x € D, X = x quando € = e, isto 6, ¥ = X (x;¢e) = x.
(iv) Sex=X(x;€),x=X(X;0), entiox = X (x; ¢ (€,6)).

Defini¢ao 3.9. Um grupo local de transformagdes a 1-pardmetro define um grupo local de Lie
de transformagoes a 1-pardmetro se forem satisfeitas, em adi¢do as condigoes (i)-(iv) da Definigio

3.8, as sequintes condigoes:
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(v) € é um pardmetro continuo, isto é, S é um intervalo da reta real.
(vi) X é infinitamente diferencidvel com respeito a x em D e é fungdo analitica de € em S.

(vii) ¢ (€,0) é analitica de e e 5, come, § € S.

3.3 TRANSFORMACOES INFINITESIMAIS

Considere um grupo local de Lie de transformacgdes a 1-parametro

x=X(x€), (3-5)

com a identidade € = e e lei de composi¢do ¢. Expandindo (3.5) em torno de € = ¢, para

alguma vizinhanca de € = ¢, temos

e eteo (%) ) o (PXiga) Y
(3.6)
- x+(e—e)<¥ )+O<62>.
Defina
g0 = XX 67)

Por conseguinte, substituindo (3.7) em (3.6), a transformacgdo X até a primeira ordem é:
X~ x+(€—e)(x). (3.8)
A transformagdo (3.8) é chamada transformacao infinitesimal do grupo local de Lie de
transformacgdes de (3.5). As componentes de ¢ (x) = (Cl (x),...,¢" (x)) sdo chamadas
de infinitésimos.

3.3.1 Primeiro Teorema Fundamental de Lie

O lema seguinte nos é tutil:
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Lema 3.1. O grupo local de Lie de transformagdes a 1-pardmetro (3.5) satisfaz a sequinte relagio:

X (e+ne) =X (5 (e Le+ae)), (3.9
em que €1 denota o elemento inverso de € e Ae é um pequeno incremento en €.

Demonstracdo. Realmente, pela Definigio 3.8 e o axioma (ii) da Definigdo 3.5, concluimos que:

X (%9 (e hera)) = X(X(me)p (e erde)) =X (g (e (e erae)))

X(x;gb (qb (e,e*1> ,e+A€)> =X (x;¢ (e, € +Ae))

= X(xe+Ae).
[l

Teorema 3.3. (Primeiro Teorema Fundamental de Lie). Existe uma parametrizagio T (€) tal que
o grupo local de Lie de transformagoes (3.5) € equivalente a solucdo do problema de valor inicial

do sistema de equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem dado por:

dx _
dr &), (3.10)
¥(0) = «x
Em particular,
T (€) = /EF (¢") de’, (3.11)
em que
¢ (a,b)
r .
(€)=~ . (3.12)
e
I'(e)=1

Demonstracdo. Primeiro, fazendo a expansio em série de Taylor do lado esquerdo da expressio

(3.9) em relagdo a Ae em torno de Ae = 0, obtemos

X(x;e+Ae) = X+ (%) Ae+0O (A€2> =X+ (Z—i) Ae+0O <Aez) . (3.13)
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Agora, expandindo ¢ <<—:_1, €+ Ae) em uma série de poténcias em Ae em torno de Ae = 0, temos

¢ (e_l,e + Ae) =¢ <<—:_1,e) +T(e)Ae+0O <A62> =e+I(e)Ae+0O <A€2> , (3.14)

em que I (€) é definido em (3.12).

Pelo Lema 3.1,

X (x; €+ Ae)

X(.‘?_C;(P <€*1,6+Ae>> :X(E;e+1“(e) Ae +0O <A€2>>

0X (X;9)
)

X(xe)+TI (e)Ae (

526) +0 <A€2> (3.15)

= %+T ()& (F)Ae+O <A62> .

Comparando (3.13) com (3.15), temos

X+ (3—’2) Ae+0 (Aez) =%+T(€)¢(F) Ae+0 (A&) .
Assi, 1 dx
LT
e, entdo, .
R,

pois, pelo Teorema Fundamental do Cdlculo, como I'(€) é continua no intervalo [e, €], podemos
definir T (€) como:
€
T (€) =/ I (') de’ = dt =T (e) de,
e

com T (e) = 0 por definicio. Portanto, obtemos o seguinte problema de valor inicial:

dax -
i -t (3.16)
x(0) = =«
Como B0 . :
omo ——= € continua para todo i =1, ..., n, pelo Teorema 3.2 e pelo Exemplo 3.1, a solugdo de

(3.16) existe e é unica. O

O Primeiro Teorema Fundamental de Lie mostra que a transformacao infinitesimal
contém a informacao essencial para determinar um grupo local de Lie de transformacdes

a 1-parametro. Além disso, sempre podemos reparametrizar um dado grupo em termos
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de um parametro T de modo que para os valores 7] e Ty, a lei de composicdo se
torna ¢ (79, ) = 71 + 2. Também, o Teorema 3.3 mostra que um grupo local de Lie
de transformagdes a 1-parametro (3.5) define um fluxo estaciondrio dado por (3.10),

valendo também a reciproca.

Exemplo 3.5. Considere x = (x,y,z,t,N,E,M), X(x;¢) = (x,y,2,t,eN,E¢,eM), com

1
€ > 0. Logo, X (x;€) é um grupo multiplicativo, ou seja, ¢ (a,b) = ab,e=1ee ' = = Entio,

aplicando o Teorema 3.3, temos

do¢(a, b)
ob

a=e~1,b=¢

Assim, temos

€ gdel e
T(G):/ 1"(€/>d€/:/ 7:1n€/|1:1n€j€:€1—.
1 1

Portanto, a transformagdo reparametrizada é dada por: X (x;€) = <x, y,z,t,e'N, E, eTM),

com lei de composicio ¢(a,b) = a+b.

3.3.2 Geradores infinitesimais

Devido ao Primeiro Teorema Fundamental de Lie, de agora em diante, assumimos que
um grupo local de Lie de transformagdes a 1-pardmetro € é parametrizado de modo que
sua lei de composicio seja aditiva, ou seja, ¢ (a,b) =a+b, talquee ' = —eeT (¢) = 1.

Logo, em termos dos infinitesimais ¢ (x), o grupo local de Lie de transformagdes (3.5),

torna-se:
dx _
e =t (3.17)
x(0) = x

Definicao 3.10. O gerador infinitesimal do grupo local de Lie de transformagdes a 1-pardmetro

(3.5) é o operador diferencial
X=X(x)=8(x).V=Y8 (-, (3.18)

em que V = ( J %) é 0 operador gradiente e os coeficientes & (x) sio dados em (3.7).

ﬁ,..., a
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Para qualquer fungédo diferenciavel F (x) = F <x1, . x”), temos:

\/

XF (x) =& (x =16 00 75 (3-19)

Observe que Xx = ¢ (x).

Segue que um grupo local de Lie de transformacgdes, que no Teorema 3.3 é determi-
nado por suas transformagodes infinitesimais, é também determinado por seu gerador
infinitesimal. O Teorema a seguir mostra que o uso do gerador infinitesimal (3.18) nos

conduz a um algoritimo para encontrar a solugdo explicita do problema de valor inicial

(53-17)-
Teorema 3.4. O grupo local de Lie de transformagdes a 1-pardmetro (3.5) é equivalente a

2 2 00 k
X

xX=e :x+eXx+%X2x+...: 1+€X+%Xz+... —ZFX]‘ (3.20)

em que o operador X = X (x) é definido por (3.18) e o operador X* = X* (x) é dado por
X* = XX*1,k > 1. Em particular, X*F (x) é a fungio obtida aplicando o operador X a fungdo
X*1F (x),k > 1, com X F (x) = F (x).

Demonstracao. Seja

n ; a
X=X() =18 () 5 G21)
e
N o i
X()= 1 (0 522)
em que
x=X(x;€) (3.23)

é 0 grupo local de Lie de transformagoes (3.5). Expandindo (3.23) em série de Taylor em torno de

& [ X (xe)
- kg) a <—aek €=0> : (3-24)

Se F (x) é uma fungdo diferencidvel qualquer, obtemos pela regra da cadeia que

€ =0, obtemos:

d df’ n F (%)

@=L L@ =X @), 625
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Dessa forma, para F (X) = X, a expressio (3.25), torna-se

% =X(x)x,
, (3-26)
d (dx d<x _ o 5 s
(%)= XExX@=X@s
e, admitindo a validade para a derivada de ordem k, indutivamente, segue
i ] (Xk (%) 37) =Xr@) X @ x=X" 7% (3.27)
dek+l  de ’
Assim, em geral,
k_
% =X ®%k=12,.. (3.28)
Consequentemente, temos
k_
% = X* (x)x:ka,k: 1,2,.... (3.29)
e=0
Por conseguinte, substituindo (3.29) em (3.24), concluimos que
= - ek k eX
x:ZFXx:e . (3.30)
k=0
O

Sumarizando, existem duas formas de encontrar explicitamente um grupo local de

Lie de transformacdes a 1-parametro a partir de sua transformacao infinitesimal:

(i) Expressar o grupo em termos de uma série de poténcias (3.20), chamada série de

Lie, que é construida a partir do gerador infinitesimal (3.18); ou
(ii) Determinar a solugdo explicita do problema de valor inicial (3.10).
No exemplo seguinte, ilustramos os dois casos.

Exemplo 3.6. Vamos aplicar os procedimentos (i) e (ii), descritos acima, para obter o grupo

local de Lie de transformagoes a 1-pardmetro a partir do gerador

0 0
X1 = x@ — Y55 (3.31)

definido em R?, nas coordenadas (x,y,z,t,N,E,M) :
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(i) Expressar o grupo local de transformagoes associado a (3.31) em termos de uma série de

poténcias. Assim,
(x,7,ztN,E,M) = eX1 (x,v,2,t,N, E, M)

= <e€x1x, eexly, eX1z Xt oXIN X1E, e€X1M> .

Entretanto temos, X1x = —y, X12x = —x, X13x =Y, X14x =x, X15x ==Y, ...

Logo, seque que

e2 e3 e ed

exlx—x+eX1x+EX1 x+§X1 x+IX1 x+§X1 X+.

e2 & €’

= X—ey - Xty X — oy~

_ . ez ¢t e €
= X —E'FZ —y 6—54‘5

2k+1
_ k
- <2( 1 (2k)') B (Z(_ ) (2k + 1)v>

= xcos(e) — ysen(e).

x|
Il

De forma andloga, X1y = x, X12y =—y, X13y = —x, X14y =, X15y =X, ...

Assim, temos

e3 e ed

exly y+eX1y+ X1y+ X1y+ X1y+ X1y+

<
Il

€2 e & 65
= YHeX— iy Xk Yo =

~ e € , €2 ¢t
= X €—§+§ +y —E'FI

~ ' €2k+1 k
N Z(_)(2k +1)! Z(_ (2k)'

= xsen(e) + y cos(e€).

Por fim, como o gerador (3.31) ndo envolve as varidveis z,t, N, E e M, seque que: X1z =
X1t =XiN =X4E=XM=0.

Consequentemente,
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Z=e¢Xz=z t=¢X1t=t N=¢*XIN=N, E=eXMME=Ee M ="M= M.

Por conseguinte,

(x,7,2z,t, N, E, M) = (xcos(e) — y sen(e), x sen(e) + y cos(€), z, £, N, E, M) .

(ii) Expressar o grupo local de transformagoes associado a (3.31) resolvendo o problema de

valor inicial (3.10). Assim, quanto as varidveis x e y, temos

dx  _

i

% =X, (3.32)
( (%(0),7(0)) = (x.y).

. X .. .
Seja W = [ _ ] , entdo a forma matricial do sistema (3.32) é:
y
0 -1
W =AW, A= .
1 0
O polindmio caracteristico de A é: p(s) = s> + 1.
Logo, os autovalores de A sdo: sy = i e sy = —i. Jd, os autovetores associados aos
autovalores s1 =i e sy = —i, respectivamente, sio:

[ ) L

Portanto, a solugio geral é:

W = ([ (1) ] cos(€) — [ (1) ] sen(e)) +Cp ([ (1) ] cos(e) + [ (1) ] sen(e))

[ — sen(e) ] [ cos(€) ]
= +C .
cos(€) sen(e)



32 SIMETRIAS DE LIE

Agora, utilizando a condigdo inicial

[ 2 o]

Consequentemente, c1 = y e ¢ = x. Portanto, a solugdo do problema é:

W= — sen(€) iy cos(€)
-7 cos(€) sen(e)

Na forma paramétrica, temos X = x cos(€) — y sen(€) e iy = x sen(€) + y cos(€).

Em relagdo as varidveis z, t, N, E e M, temos:

<

dz _di dN _dE d

de~de” de ~de” de

€

Zl o
I

Portanto, as solucdes sdo constantes: z = c3, t= Cyg,

Agora, usando as condigdes iniciais Z(0) = z, £(0) = t, N(0) = N, E(0)

obtemosz=z,t=t, N=N,E=Ee M = M.

Por conseguinte, o gerador X1 leva a seguite transformagio:

C5,E=C6,M= Cy.

(x,7,2,t,N,E, M) = (xcos(e) — y sen(e), x sen(€) + y cos(e), z,t, N, E, M) .

O Teorema 3.4 tem o seguinte coroldrio:

Coroldrio 3.1. Se F (x) é analitica, entido para um grupo local de Lie de transformagdes a

1-pardmetro (3.5), com gerador infinitesimal dado por (3.20), temos

F@®) =F (eeXx> = ¢°XF (x).

Demonstracgao.

F (f) - F <€€Xx> _ ie_l'( (dk;l‘egf) > .
e=0

= X* (x) F (x) e, portanto,

0 €k
F@®) =F (eexx> -y (ka (x)) F (x) = ¢*F () .

(3-33)
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O seguinte exemplo ilustra o Coroldrio 3.1.

Exemplo 3.7. Suponha F : R” — R, dada por:

F(x,y,z,t,N,E,M) =x+y. (3-34)

A transformagdo associada ao gerador infinitesimal Xy, dado por (3.31), é:

(x,7,2z,t, N,E, M) = (xcos(e) — y sen(e), x sen(e) + y cos(€), z, £, N, E, M) . (3.35)
Portanto, para F dada por (3.34), temos:

F(%,7,z,t,N,E,M) =X +7 = x cos(€) — y sen(€) + x sen(€) +  cos(€). (3.36)

€X1

Além disso, de (3.35), seque que eX1x = x cos(e) — ysen(e) e ey = x sen(€) + y cos(e).

Portanto, de (3.36), concluimos que

F(x,7%ztN,E M) = eX1 (x +y) = eX1F (x,v,2,t,N,E, M) .

3.3.3 Fungdes invariantes

Defini¢do 3.11. Uma fungio infinitamente diferencidvel F (x) é uma fungio invariante sob um

grupo local de Lie de transformagoes (3.5) se, e somente se,

F(x)=F((x), x=X(x€). (3-37)

Se F (x) é uma fungdo invariante por (3.5), entdo F (x) é chamada um invariante de (3.5) e é

dita ser um invariante por (3.5).
De posse da Defini¢do 3.11, podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 3.5. Uma fungio F (x) é invariante sob um grupo local de Lie de transformagdes (3.5)

se, e somente se, XF (x) = 0.

Demonstragdo. Pelo Coroldrio 3.1, temos

F(X) = eXF (x Z—Xk =F(x )+eXF(x)+EX2F() (3.38)
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Suponha que F (X) = F (x). Entdo, de (3.38), seque que

If
e

2
eXF (x) + %XzF (x) +...

para todo €. Devido a isto, XF (x) = 0.
Reciprocamente, se XF (x) = 0, entido X"F (x) = 0,Vn € IN. Logo, por (3.38), concluimos

que F (X) = F (x). O
Exemplo 3.8. Vamos considerar novamente o gerador infinitesimal (3.31)
d d
X1 =x——y—
! xay Yox

e seja F: R7\{0} — R, dada por:

F(x,y,2,t,N,E,M) = /%2 +y2. (3.39)

Além disso, jd determinamos que

(x,7,2z,t, N,E, M) = (xcos(e) — y sen(e), x sen(e) + y cos(€), z, £, N, E, M) .

A fungdo F, dada por (3.39), é invariante por (3.31), pois de acordo com a Definigdo 3.11,

temos

F(x,7,%zt N,E,M) \/(x cos(e) — ysen(e))? + (x sen(e) + y cos(€))?

\/ x? (sen?(€) + cos?(€)) + y? (sen?(€) + cos?(€))

= y/x2+y?=F(x,y,z,t,N,E,M).

Uma vez que F é invariante, de acordo com o Teorema 3.5, segue que

xy xy
X1 F = - 0.
VUV Aty

3.4 TRANSFORMAQ@ES PONTUAIS E TRANSFORMA-

COES ESTENDIDAS

O objetivo desta segdo € introduzir os grupos locais de transformacgdes de pontos de
Lie admitidos por um dado sistema S de equagdes diferenciais. Essas transformagdes

preservam as solugdes de S.
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Definicao 3.12. Um grupo local de transformagées de pontos de Lie a 1-pardmetro € é um grupo

local de transformagodes da forma

x=X(x,ue)= (Xl (x,u;€),..., X" (x, u;e)) ,

(3-40)
u=U(xue)= (Ul (x,u;€),..,.U" (x, u;e)) ,

que age no espago de n + m varidveis: x = (xl, .y x”) eu= (ul, vy um>, em que x representa

n varidveis independentes, e u representa m varidveis dependentes.

Seja du o conjunto de nm coordenadas correspondentes a todas as derivadas parciais

de primeira ordem de u em relagdo a x:

(3-41)

S = oul oul oul ou? Ju?z  ou®  ou™ ou™  ou™
o\ oxl’ 9x2” 7 9xn 9xl’ 9x2” " 9xn” T 9xl” 9x2’ " 9xn

Em geral, para k > 1, 9*u denota o conjunto de coordenadas

oyt
I,l _ _ .. _ .
Uiy iy = ErTR I w=12,.,m, i=12.,n j=1,2, ok

corresponde a todas as derivadas de ordem k de u em relagao a x.

A transformagdo natural de derivadas parciais das varidveis dependentes conduz
sucessivamente a extensdes de um grupo local de Lie de transformagdes a 1-parametro
(3.40) agindo no espago (x,u) para um grupo local de Lie de transformagoes a 1-
parametro (3.40) agindo nos espagos (x,u,du), ..., (x, u, au,...,aku>, k > 2. Entao,
a tranformacao infinitesimal de (3.40) é naturalmente estendida sucessivamente a
tranformagdes infinitesimais agindo nos espacos (x, u,ou, ..., alu) =1,.. k.

A motivacdo de definir transformagdes estendidas vem do fato que podemos formular
o problema de encontrar o grupo local de Lie de transformag¢des da forma (3.40),
admitido por um dado sistema de equagdes diferenciais S, em termos dos geradores
infinitesimais admitidos por S. Assim, podemos reduzir o estudo de grupos local de Lie
de transformacoes estendidas ao estudo de transformacoes infinitesimais estendidas.

Aqui, estamos interessados no caso com m varidveis dependentes u = (ul, ey um> en

varidveis independentes x = (xl, s x”), com u =u(x) em > 2, que esta relacionado
ao estudo de sistemas de equacgdes diferenciais parciais. Isto nos leva a consider
transformagoes estendidas do espago (x,u) ao espaco (x, u,du, ...,aku>, em que oFu

denota as componentes de todas as derivadas parciais de ordem k de u com relagdo a x.
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Podemos reescrever o grupo local de Lie de transformacgdes a 1-parametro (3.40) da
seguinte forma:
¥ = X! (x,we), i=1,..,n

(3.42)
' =U" (x,we), nu=12,..,m,

em que
o () = (4 ) X )

a=(u! e, U) = ut x,we),.. U™ (x,ue)).
( 7 > < ( ) 4 4 ( ))
Definamos também

w_ut _, om aur

u. =——, U. = - = =
Lo9xd booxt 9X!

) 0 0 d
Di:_,+uy—+u}.l.—+uy.- T t ..,
ox I QuH Z]auy 1iqip...1y au”. o

] 1n1p...1n

com soma ao longo dos indices repetidos.

3.4.1 Grupos estendidos de transformacdes pontuais: m varidveis dependentes e n

independentes

A k-ésima extensdo do grupo local de Lie de transformacgdes a 1-pardmetro (3.40) é dada

por:

¥ = X(xue),
ut = U"(x,ue),
dou = JdU(x,u,du;e), (3-43)

ofu = oU (x,u,au,...,aku;e> ,

emquei=1,..n u=1,..,m. J4 as componentes H? de du sdo determinadas por

[ ] [ m
Uy U
— p
U U,

o
DU
_ , (3-44)

i ul | Du"
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em que A™! é a inversa (que assume-se existir) da matriz

DiX! ... DX"
A= : : ,
D,x! ... D,X"
e as componentes 77, . . de ot sdo dadas por:
1.0 11
[ —u T [ H T [ H
Wiliyip 41 Ui i i1 DU, 4
—H H H
Wiiyip 12 | _ bigoie 2 | a1 | Palig i,
. - . - A .
—H H H
L uill‘z...ikfli’l i | ulllllz...l'kfli’l i L Dnullliz...l‘k,1 a

(3-45)

k> 2. (3-46)

3.4.2 Transformacdes infinitesimais estendidas: m variaveis dependentes e n independen-

tes

A k-ésima extensdo do grupo local de Lie de transformagdes a 1-pardmetro (3.43) agindo

no espago <x, u,ou,..., aku) é representada a seguir por seus infinitesimais:

¥ = X' (x,u;€) X' +ef (x,u)+0 <€2> ,

ut = U" (x,u;€)

ut +ent (x,u) +O <€2> ,

_ 1

u; = uf‘ (x,u,0u;€) = ul” +e;7§ n (x,u,0u)+0O <€2> ,
—H _1TH k... _ K (k)u k 2
Uiy iy = ui1iz---ik (x, u,du,..., 0 u,e) = U o TG (X, ou,..,.odu)+0 (€°),

e . k
com os infinitesimais estendidos 1751 Z) 2“ i, dados por

1 .
it = DW”_<D£Q”?

(u _ (k=1)p AL
Misi.ip = DiMiyiy i | — (Dik€]> Witiy.ix_1j”

emquei=1,.,n,u=1,.,mi=1. ., nparal=1,..,kek > 2.

(3-47)
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A k-ésima extensdo do gerador infinitesimal é dada por:

‘ 0 0 0
X0 = g (x,u)a (w5 y+171( " (x,u,0u) — + ..

du; 8
3.4
171(11)2]4 l (X/ u, au, cery aku)

a”q@m4

Exemplo 3.9. Consideremos o sistema (2.1) reescrito da sequinte forma:

Nt = Dl (Nxx + Nyy + sz) - p (ExNx + NExx + EyNy + NEyy + EZNZ + NEzz) 7
Ey = —6ME, (3-49)

Aqui, temos xl=x 2% = Y, P=z x*=tu= (u U ,u3), ul = N (x,y,z,1), u? =

E(x,y,z,t)e ud = M (x,y,z,t).

Portanto, para o sistema (3.49), o gerador infinitesimal de simetrias é:
d 0 d d d 0 0
_ A% 29 39 w9 19 20 30
T I R TR A TV AP TR ATV (3:50)

em que os coeficientes &1, &2, &, &, nl, n? e n® sio funcdes diferencidveis de x,y,z,t, N, E e M.

Assim, de (3.49), por razdes que explicaremos mais a frente, basta-nos calcular os seguintes

infinitesimais estendidos: 17(1)”,17,(5232”,17](/?” e ng)y, n=12,3, 17(1)’4,173(/1)’4 e qél)”, =12

Logo, o correspondente gerador infinitesimal de sequnda ordem de (3.50), simplificado, é dado
por:
M1 9 29 a3 9 @ 9 M2 0 an 0

aNy T aE T oy T N, T BE, T 9N,

@2 9 a1 9  ap d e d @2 d e 0
ToE, TN, T G, T BA&x T B T oM, 35Y
@)1 ] @2 9 @3 9 0 22 0 23 9
0 9Ny, T 3E,, T 3y, 1 N YIS gEL I i

X? = X+

+

+

As extensoes de primeira ordem sdo dadas por:

7" = Dap' = (Dxg") Ne = (Deg?) Ny — (Do) Nz - (Dag?) N,
2 = Dxnz— D) Ex — (Dx?) Ey—(Dxc) (Dxé)Et,
=0 (08 8- (D) M- (D) - (DN
@”2 Dyi? — (Dy&") Ex — (Dygz (Dy *)E. - (Dyg4> Ei, >
i = D' — (D22 No— (D:62) Ny — (D:8%) Nz — (D) N
(

1% = Dy — (D:g') Ev — (D:2?) By — (D:8%) Ex — (D:*) E,
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M1 _

i = Dy — (D1 ) Nx — (Dig?) Ny — (Dig) Nz — (Di*) N,

17 = D = (Di') Ex — (Die?) By — (Di®) E. — (Di*) E, (3-53)
1" = D — (Dig") My — (Die?) My — (D) Mz — (Dig*) M,
em que 17§C1 = nxl)” (x,y,2z,t,u,0u), 1751)” —1751)” (x,y,2z,t,u,0u), 179)” —179)” (x,y,2,t,u,0u),

comu=12e 17(1)“ = qt(l)y (x,y,z,t,u,0u), parapp=1,2,3.

Jd, os operadores derivada total Dy, Dy, D, e Dy sdo dados por:

D, = %+Nx£\] Exaa +Mx8?w+NxxaiM+Exx%+Mxxaan+nyaiNy
+ EW% +Mxyaawy +Nxza]a\]Z + Exza?g +M"Zaz?42 +N”a?\l + E”a]agt
+ Mxta—Mt,

D, = %+Ny%+Eya%+My%+NyxaaTx+nyaiEx+Myx%+NW%
+ EW&%+Myy8LA@+NyzaiM+Eyzai&+Myzaf/Iz +Nyt8il +Eyt8?5t
+ MytaMt

D, = aa_z+Nz%+Ez%+MZ%+NzxaaTx+szaiEx+sza;:4x+Nzy%
+ Ezy% +sz% +szairz + Ezzaz +MZZBZ?/IZ + NZ*a?\rt + EZtaiEt
+ MZta_Mt'

Dy = %+ N,gai + E,gai: +M*a?v1 + N’*"airx + E““a?gx +Mtxa]?/[x + Ntyairy
+ Etya% + Mtyal?/ly + N*ZaiNZ + EtzaiEz + Mtzalé\)/lz + Nt,gaa + E”aaEt
+ Mtta—Mt.

Os espagos de derivadas sdo:

au = (NX/ Ny/ NZ/ Ni’/ EX/ Ey/ EZ/ Ei’/ MJC/ My/ MZ/ Mt)

8211 = (Nxx/ ny/ Nz, Nxt, Nyyz Nyz/ Nyt/ Nzz, Nzt, Nit, Exx, Exy/ Exz, Ext, Eyy/ Eyz;
Eyt/ Ezz, Ezt, Ett, My, Mxyr Mz, Mxt, Myy/ Myz/ M]/t/ Mzz, Mz, Mtt) .
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Logo, aplicando Dy, Dy e D, em (3.52), obtemos as seguintes extensoes de primeira ordem no

espago:
77;1)1 = MXW%/I + Ex’ﬁl:“ + NX7711\I + 77315 - NxMx(?}\/I - NxEx(?llS - NxNxé}\l - Nx(?alc
— NyMiZyy — NyExGE — NyNuGyr — Ny8s — NaMaGiy — N2Ex8f — NoNilyy
— N& — NiM &y — NiExZE — NiN&xy — Ny,
’7;1)2 = Mx’?zzvf + Ex’?% + Nx’712\l + 7792c - EXMXC}VI - ExExC}ls - EXNX‘:}\] - Ex‘:falc
— EyMiGY; — EyExCE — EyNilR — EyGi — E:MiGiyy — EzExCE — E:Nily
— E.& — EyMy{hy — EiEx&F — EtNy &Yy — Ei,
D1
’7; = My’?zl\/f + Ey’?i“ + Ny’711\1 + ’7; - NxMyézle - NxEyéi" - NxNyC}\f - Nxé;
NyMy &3y — NyEy&2 — NyNy&x — Ny&y — NoMyGoy — NoEy &2 — NoNy&yy
— N:g&y — NeMy&y — NiEy G — NiNy&y — Nigy,
1)2
’7; 2 = My’?JZVI + Ey’?% + Ny’712\1 + 775 - ExMy‘leVI - ExEy(;(}; - ExNyC}\J - Exé;
EyM, &y — EyE 8 — EyNyZx — Ey&) — E:MyGay — EzEyG — E:NyE3
Ez‘:; - EtMy‘:%/I - EtEygé - EtNyg;l\l - Et‘;{;r
779)1 = Mz7721\/1 + EZ’7115 + NZ’711\1 + ’7% - NxMZ‘:}VI - NxEZ‘:}lS - NxNz{Z}\I - NXC;
- NyMzC]z\/[ - NyEz(?lz-j - NyNz(;‘%\u - Nyég - NzMzé?\/[ - NZEZC% - NzNzé?\]
N2E — NiM:&hy — NiE2EE — NiNL&h — Nid?,
1% = Moydg+ Exd + Nand + 02 — ExMzZhy — ExE2CE — ExNoZN — Exll

— EyM:Gy — EyE:CE — EyNoGR — Ey82 — E:M:Giy — EzEz8} — E2N:GY
- Ez‘:g - Ethé?\/I - Eth(?% - Eth(#\] - Etég-

Analogamente, aplicando Dy em (3.53), obtemos as extensoes de primeira ordem no tempo,
dadas por:

'7191 = Mf’7]1\/1 + Et’ﬁi + Nt”ll\l + 77tl - NxMtgjl\/j - NxEt‘:% - Nthé}\] - Nxd
— NyMi&3 — NyEiZE — NyNi&y — Nyét — NoMilh — N:Ei&3 — NoNi&yy
— N.& — NeMi&y — NiEGE — NiNkER — NiGt,
’7t(1)2 = Mf’712\/1 + Esjg + Nt’?%\] +17 — ExMi&}y — ExEiSE — Ethg}\ll — Ex§y
—  EyMilhy — EyEi€E — EyNi&x — Ey&f — E:Mil3y — EzEil} — E:NiZ3
E.& — EtMi&hy — EtErlE — EtNi&y — Ee&f,
77t(1)3 = My + Eopp + Noply + 177 — McMiGhy — MxEiGp — MaNilly — MG}

— MyMiyy — MyEiSE — MyNiZR — MyGf — M:MiZ3y — MzEily — MzNiZY
—  M:Z} — MiMi&y — MiECE — MiNiZh — Myt
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As extensoes de sequnda ordem no espago sdo dadas por (3.47), isto é,

ni%Sl—Dxn‘”l— Die!) Nux = (D28?) Noy = (D28%) Noz = (Do) Ny,

- (D

;7 g —Dxn<”2 Dig') Evx — (Da8?) Euy — (D:8®) Eve — (DiG*) Eut,
130 = Dy — (Da") Max — (Da&?) My — (Ds8®) Maz — (Dx&*) M,
’7yy = Dy — (Dy&!) Ny — (D) Ny — (Dy&°) Nyz — (Dy*) Nos,
’7yy = Dy * = (DyS" ) Eys — (D}/‘:2> Eyy = (DVCB) Eyz = (Dy§4) Eyt,
’7yy = Dyrjy " — (Dyé' ) Mys (Dy§2> Myy — (Dy53> My: — (Dy54> Myt,
nzz = Dot — (D2 ) Nox — (D28?) Nay — (D28°) Nez — (D:8*) N,
nzz = Dot — (D:") Eax — (D:6?) Ezy — (D28 ) Ezz — (D:6*) Ea,

12" = D™ — (D28 ) Max — (D28?) May — (D28 ) Mzz — (D28*) M,

1 (2 (2 2 2
em 5]”3 77§cx)y - Wgcx)ﬂ (x/ y/ Z/ t/ u/ au) ﬂyy)y - 17_1/]/)“ (x/ y/ Z/ t/ u/ 8u) Uéz)ﬂ - Wgz)y (X, y/ Z/ t/ u/ aU),

u=1,2,3. Entdo,

13 = Muarhy+ Exarh + Naxihy — 2Nax (Mgl + Exch + Nodh + 3
— 2Ny (Mx‘:%/l + ExZE + NoR + ‘::%) — 2Nx; (Mxﬁv[ + ExZ2+ NoGY + g?c)
— 2Nyt (Mxéjl\/j + ExJE+ Noy + Cﬁ) + Matjgpr + My (MX7711\4M + Exlitm
+ Ny + ’7;ch) + Exijyp + Ex <Mx77115M + Exnjtp + Nafj g + ’7%15)
+ Nufjgy +No (Mx7711\IM + Exijg + Ny + 7791CN> + 775y — Nx (Mxxé}v{
+ Exalh+ Nadh + Miliy + My (Milhin + Exhu + NeCh + G ) + ExCig
+ Ex (Mx‘:]lSM + ExCpp + NaCvp + fiE) + Nilyn + Ne (Mx‘:}\IM + Exl\e
b NGl G ) 8 ) = Ny (Mai+ Bl + Nl + My,
+ M, <MX€%/IM + ExCEam + NelRim + é(ysz) + Exi3p + Ex <Mx€%—2M + ExiEp
+  Nullp+ gyzcE) + Ny + No <MXC%VM + Exlp + NuGiow + éach) + Ca%x)
= N (M + EneE + Nu@ + Ml + Mo (Me@hang + Eeliag + NeBln
+ ) +ExCip + Bx (Ml + ExGle + Nui + Ele ) + Neiy
+ No (M@ + ExGe + Nl + 8 ) + 6 ) — Ni (MuaBihy + Exalt
+ Nialh+ Moty + My (Ma&hong + Exlbyg + NoGhi + ) + Eolp
+ Ex <Mx§AJf:M + Exlie + NaCp + CiE) + Nilen + Ne (Mx‘:%\IM + ExZ\e
+ Nulin+ @iN) + §§x> ,
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e

i

Mty + Bt + Neatfhy — 2B (Ml + Bk + Nogh +23)

2By (MG + EalE + Nuh + 82) — 2Bz (Ml + Exl + Nadh + 63

2Ex (Malh+ Exct + Nudk + &) + Mayy + My ( Mty + Extrfag

Nrjim + ’79sz> + Exffzg + Ex <Mx’7%M + Extjgp + Natji + ’7;%15)

Nty + N (MXW%\IM + Extji + Najiy + ’7;ch> +1zx — Ex (Mxx(f}\/f

ExxlE + NuxGN + MxGan + Mo (Mx‘:}\/IM + ExZEpm + Nelim + ‘:ach> + Exlyp

Ex <Mx€115M + ExCpp + No€ivp + (;‘,1[]5> + Ny + N <Mx€}\rM + Ex{Ne
Nidnn + CalcN) + ‘falcx) —Ey (Mxxglz\/l + ExxCE + Nl + Moy

M, (Mx‘:]z\/IM + ExZEar + NxGim + (Z;%M) + Exl3p + Ex (MxC%M + Exlp
Nefip + & ) + Ney + N (Mahons + Exhie + Nuhin + Sy ) + &%)

E, (Mxxg?w + Exx83 + Nl + MGy + My (ng?vIM + ExZEa + Neim
fcM) + ExCip + Ex <Mx€%M + Exlp + Nl + §§E> + Nally

Ny <Mx§?\IM + Ex&p + Nuiin + é?cN) + gix) — E; (Mxxgﬁlv[ + ExxCE

NaxGn + Maips + M (MxC%/IM + ExCEar+ NeGam + CiM) + Exlye

Ex Mgty + Exhp + Nadhip + 8k ) + NeGy + Ny (Mshig + Excie
Nilin + CiN) + Cf‘cx) ,

Mty + v + Nosi — 2Moe (Ml + EoZh + NeZh + 81

WMy (MG + Eeld + Nty + 82) — 2Mae (Mg + Bl + N +23)

M (M Nk 62) # Mo+ M (Mo Evi

Nt + ’7521\/1) + Exifyg + Ex <Mx’7133M + Extjpp + NaifNE + ’7315)

Nt + Na (Mo + B + Natfo + 13 ) + 73 — M (Mially

ExxlE + NixGn + MGy + M (MxCJI\AM + ExCin + NxGm + CiM) + Exlyp

Ex (Mx(leEM + Ex{pp + NoGvg + g}cE) + Nidyy + Ny (MXC}\]M + Ex{Ne
Nidnn + ‘:alcN> + Cix) - M, (Mxx‘:%\/l + ExxGE + NuxGR + Mxéasz

My (MxC%/IM + ExZEp + Nl + giM) +Exg3p + Ex (MXE%M + ExCie
Nile + 532515) + Nilin + Ne <ng%\IM + ExCRp + Nl + ‘:;%N) + Ca%x)

M; (Max3+ Enxdh + Nuxd + Ma&yg + M (Mxgng + Exag + NeSing

5321\/1) + Exiop + Ex <Mx€%M + Ex8p + Nolip + @iE) + Nelon

N <Mx§?\IM + ExZg + Nl + éiN) + g?cx) — M; (Mxx‘ﬁ/f + ExxCk

NaxGy + My + M <Mx§§1v1M + ExZEa + NaGiom + CiM) + Exly

Ex (MXC%M + Exltp + Nl + 6?(15) + Nilen + Ne (ng?\fM + ExiNe
Nilin + §$N> + Cix) ,



@)1
Myy

)2
Myy
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Myyﬂzlv{ + Eyy’?lls + Nyyﬂzl\f — 2Nyy (Myézlv[ + Eyélls + Nyg}\r + é;})

2Ny (My &3 + EyGE + Nk + ) — 2Ny (My& + B8 + NG + &)
2Nyt (My‘:%/l + EyCE + Ny &y + 53) + Mynjypr + My (My7711\4M + EyllEm
Ny’?zlle + W;M> + EyU;E +Ey (M]/U}EM + Ey’7115E + Ny’?zl\lE + W}}E)

Nyiyn + Ny (My’hl\]M + Eyine + Nyl + ’7;1\]) + 7y — Ny (Myygzlvf
Eyy@}ls + Nyy‘:}v + My‘:;M + M, (Myg}\/IM + Ey‘:]l:"M + Ny‘:}\iM + @;M> + Ey‘;}}s
Ey (Myé%M + EyC%E + Ny?%\JE + éﬁ) + Nyf:;N + Ny (Myé}\lM + Eyg}\ns
Ny&an + @;N) + @y) - Ny (MWC%VI + EyyGE + Ny G + My&o

My (MG + EyChur + Ny + ) + ByGo + By (My 2R + Byl
NyGie +8e) + Ny&in + Ny My + Evhie + NuGhin + ) + &5, )
N ( Myy 8 + EyyC + NyyGx + MyGoum + My (Myé?\/IM + Ey &+ Nyl
&) + Eye + By (MyGiy + By + Ny + &g ) + Ny

Ny (Myng\fM + EyGe + NyGiw + 53N> + €Sy> — N (Myyé%/l +EyyCi
Ny + My&iar+ My (MyGhan + EvGag+ NiChina +Gom ) + Evéie

E, (Myé%M + Eyie + NyGne + é;E) + NyZyn + Ny (Myé?\]M +EyCNE
NyShin+En) +Ey)

Myy 3 + En1 + Nyt — 2Exy (Myhs + EyGh + Nyl + ) )

2B,y (My&}i+ Ey23+ Ny@h +83) — 2By (M2 + B8R + Nyl + 85
2Ey; (My(;%/l + Ey8E + NyZyy + ‘:ﬁ) + My’?fM + M, (My’712v1M + EyliEm
Ny + ’7§M> + Eyijye + Ey (My’?%M + Eyngp + Nyl + ’755)

Nyrgn + Ny (Myﬂzz\rM + Eyiie + Nyliin + 7751\1) + 15y — Ex <Myy‘:zlvf
EyyCE+ Nyl + My + My (My&hana + Evin + NyGhona + i) + Evye
E, (Myé}EM + EyCrp + Nylhg + @ﬁ) + Ny&yn + Ny (Myé}\lM + EydNE
Ny(;rll\lN + C;N) + C%) —Ey (Myy(:%d + Eyy‘:}zs + Nyy‘:zz\l + MyéﬁM

My <My5%vuv1 + EyGEam + NyGiom + CﬁM) +E,&op + Ey (Myé%M +EyGe
Ny&Re + ‘3515) + Ny&on + Ny (Myé%\lM + Ey &R + Nyl + 551\1) + €§y>
E, (MWC%/I + Eyy & + Ny &y + My + My <My§%/IM + Ey G2+ Nyl
&) + ByZop + By (MyShu + By + NyGhe + e ) + NiGoy

Ny (MVC%VM + EyGe + NyGlw + C;N> + CSy) — Ei <Myy‘:§lvl +Eyy G
Nuy&h + MyGynt + My (MyEhant + By + NoGhon + i ) + B

Ey (MyC%M + Ey&Ep + NySne + (?;LE) + Ny@ﬁN + Ny (MyC%JM + Eydne
Nyg%\m + (;I;N) + gﬁy) /

43
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My = Myt + Eyyd + Ny — 2Moy <My§}v1 +EyCE + NyZy + C;)
— 2Myy (MyGhi+ ByZE+ NGk + &) — 2Myz (MG + B2 + Ny + &)
— 2My (Myﬁvf +EyC+ Nyl + C;) + My’?;?M + My (MyW%AM + Byl
+ Ny’713\1M + WSM> + Ey’?SE +Ey (MyW%M + Ey’?%E + Ny’ﬁ\lE + 773:;)15)
+ Ny’?SN + Ny (My’ﬁg\rM + Eyﬂ?\rE + Ny’713\rN + ’731\1) + ’73;/ — My (Myyg}\/l
+  EyyCE+ Ny ey + MyC;M +M, (Myé}\/IM + Ey8En + NySam + é;M) + EyC;E
+ By (MyZha + EuGhe + NyZhe + o ) + NyGi + Ny Myl + Evhie
+ Nylan+ é;N) + @;;;) — My (Myy@%w + EyyGF + NyyCRi + My
+ My <MyC%AM + EyC%M + NyCIZ\JM + ‘:§M> + Ey@;E +Ey (My‘:%M T E}/‘:IZSE
+ N+ C) + Nyl + Ny My + Byehie + NyGhow + 8 ) + &3y )
- M (Myyé?vl +Eyy Gt + Ny + MyCSM + My (M}/g%/IM +EyCim + NyClim
+ ETSM) + Eyé’ﬁg +Ey (MygzM + Eyﬁ%]s + Nyg?\lE + g;z-:) + Ny‘:SN
+ Ny (Myé%\]M + EyCp + Ny + §§N> + C;y> — M; (Myyé?w + Eyy &t
+ Nyy&x+ MyGyn + My (My‘f%/IM + EyGiat + NyGm + ‘fﬁM) +Eylye
+ By (MyChy+ ByZhe + NyChie + o ) + NyGin + Ny (M2 + EvChir
+ NGy + @;lN) + Cﬁy) ,

12" = Mol + Exah + Neany — 2N (Mahy+ Exh + Noh + 1)
— 2Nys (MR o+ Exlh + N+ 82) — 2Nex (M8 + Exlh o+ N+ 22)
— 2Nat (Mgl + E:gh+ NoGh + 8 ) + My + Mz (Manhyag + Estrbag
+ Najyy + ’7§M> + Exijip + E; (MZ’hlsM + Exjge + Najng + W;E>
+ Naghy+ No (Mayhog + Esnkie + Ny + 7k ) + 7% = Ni (Maaly
+  Exolp + Nulyy + MGl + M, (Mzgzl\/IM + ExCi + Nolipm + ggzM) +E.&lp
+ E; (MzééM + ExGrp + NaGng + C%E) + NaGon + N: (Mzgll\IM +E:CNE
+ Nofh+ ) + L) — Ny (MacGhy+ Eadh + Nuo + Moy
+ M; <MZ‘:%/IM + ExGfa + NaGiom + (;I%M) +E{2p + E; <MZ‘:]25M +E:CEp
b NoGhp+ &)+ Noty + No (Moo + BoGip + NoGhi + ) + E2.)
- N; (Mzzg?vl + EZZC% + szgxl + MZCEM +M; (MZC?\/IM + EZC%M + NZC?\IM
+ §§M> +Ex0p +E: <MZC%M + ExGpp + NaGe + 52}5) +N.Z2y
+ N; (Mzé%\lM + ExGNe + NaoGin + éSN) + ng> — N (Mzz(?%/f + E..C
+ Nl + Moy + M: (Mzgjl\/IM + EChar+ Nolim + éﬁfM) +E.Cop
+ E; (MZ':%M + ExZpp + NaCp + §§E> +N:Giy + N: (MZCAZL\]M + Ex{Ne
+ N8y + €§N> + C;lz) ,
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12> = May+ Enf + Ny — 2B (Mgl + E2E+ Nogh + &)
— 2Fy (Mgl + B} + Nudh + 82) — 2Bz (Mulhy + B+ NoGy + &)
— 2Ez <MZ€%/I +ECt + NoGyy + gﬁ) + Maiipy + M (Mz7712v1M + ExffEm
+ Naiom + 77§M) + Ex1p2g + E; (MZW%M + Exfjg + Noijie + ’75}5)
+ NapZy +N: <MZ’72NM + Exije + Natjion + ’7§N> +112, — Ex (MZZC}VI
+  Exolp + Nulyy + MoGly + M, (MZ‘:}\AM + ExGpa + NeGm + giM) + Eop
+ E; <MZC]15M + Ex{pp + NoGg + C.};E) +N:Gin + Nz (MZC}\IM +Ex8NE
+ Nzé}\]N + (f;N> + g.%z) —Ey (Mzz(ﬁvl + Ezzg}% + sz@%\] + Mz(ng
+ M, <MZ€]2VIM + ExCia + NaGim + ggM) +Ex{2p +E; (MZ(;[%M + ExFe
+  NGRe+ §§E> + NGy + N: (MZC%\IM + Ex{Ne + Noliy + CgN) + §§z>
- E; (MZZCEO’VI + E2o83 + Nooly + M2y + M: (Mzéczs\/IM + ExGam + NaGim
+ 521\4) + B3 + E: (Mz(f%M + ExGpp + Nolr + §§E> +N:82y
+ N <Mz§3NM + Ex{Ne + NG + ggN) + §§z> —E (Mzzér?w +Ex2CF
+ Nuy+ Ml + M; (MZ‘:%/IM + ExCia + NaGim + 531\/1) +ExGr
+ E; (MzC%M + ExGip + NaGng + CQLE) +N:Giy + N: <MZC;L\IM +ExNe
+  NoZyn+ C§N> + §§z> ,

12 = Mg+ B + Noond — 2Me (Ml o+ Bl + Nogh + 1)
— oMy (MoGy+ Exh o+ NoGh +82) = 2Mzz (MoZYy + oG + Naghy + 83
— 2Mat (Magh+ B+ NoGh +82) + Moy + Mz (Moo + Exnitg
+ Napom + 7731\/1) + Exip2g + E; (MZ77135M + Exfjge + Noijg + ’72}5)
+ Ny +N: <M27713\1M + Exipe + Natjon + W?N) + 772, — My (Mzzg}w
+  Exolp + Nuly + MoGlyy + M, (MZ‘:Jl\/IM + ExGpa + NaeGm + CiM) +E.Clp
+ E; <MZ§115M + ExGpp + NaGng + C%E) + NaGiy + N <MZ€}\1M + ExCNE
+ NoGhn+Ehy) + 88 ) = My (MG + ExoGh + Naalhy + May
+ M (MzCJZ\AM + ExCiam + NaGim + §§M> + Ex2p + E. (Mz(fleM + Eir
+ NoGhp+ &%) + N2y + No (MoGhons + BoGhp + NGy + G2y ) + 62
- M, (MZZC?VI + Bzl + Nooly + M2y + M (MZﬁ/IM + ExGa + NaGim
+ §,§;M> + Ex{op + Ex (MZC%M + ExGpp + NoZr + C?zE) +N2Gon
+ N; (Mz(??\lM + Ex0e + NaGRiw + C§N> + ggz) — M; <Mzz€;l\/{ + E..CF
+ Nl + Moy + M: (MZ‘:%/IM + ExChar+ Nolan + CﬁM) +E.8op
+ E <Mz§%M + Ex8tp + NoGg + 5?15) +N:Giy + N: (MZC%M +E:Ne
+  NoZin+ CﬁN) + §§z> :
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Na proxima secdo, estabelecemos o critério para determinar os geradores de simetrias

associados a um sistema de EDPs.

3.5 CRITERIO DE INVARIANCIA

Nesta secdo, apresentamos o critério infinitesimal para a invaridncia de um sistema de
EDPs, que conduz a um algoritimo para determinar os geradores infinitesimais, do

grupo local de Lie de transformacdes a 1-pardmetro, admitidos por tal sistema.

Definicdo 3.13. (Critério de invaridncia para um sistema de EDPs). Um sistema de EDPs

definido por

F, (x, u,ou, ...,aku> =0, a=1,..,m, (3-54)

é invariante para um grupo local de Lie de transformacgdes a 1-pardmetro (3.42) se, e somente se,

F, (?c,ﬁ, o, ...,akﬁ> =0 gquando F, (x, u,ou, ...,aku> =0,a=1,...,m.

Para um sistema de EDPs, analogamente, temos um critério de invariancia em termos

do gerador infinitesimal do grupo local de transformagdes associado:

Teorema 3.6. (Critério infinitesimal para a invaridncia de um sistema de EDPs). Seja

i 9 2
X =¢" (x,u) Fyril nt (x,u) PP (3.55)

o gerador infinitesimal do grupo local de Lie de transformagoes (3.42), e seja

x® = & (x,u) 9 + 1 (x,u) o o (x,u,0u) 9 +...

. — 41,
ox qur i ol
o au, ..., o k>1
Misi. iy \ % U, Oty oy O | ———, k> 1.
Wiliy...iy
o gerador infinitesimal estendido de k-ésima ordem (k > 1) correspondente, parai =1,...,n,

Wu , ()p -
i €M, ;. Sio dadas por (3.47), em

u=1.,mi=1,..,n1=1,.,k As extensoes n
termos de & (x,u) e y" (x,u). Entdo o grupo local de tranformagdes de pontos de Lie a 1-
pardmetro (3.40) é admitido pelo sistema de EDPs de ordem no mdximo k (3.54) se, e somente

se,

xX®F, <x, u,ou, ...,aku> =0 gquando F, <x, u, au,...,aku) =0,a=1,...,m. (3.56)
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Demonstra¢do. Suponhamos que F seja invariante sob (3.40). Entdo

F (%)

F <xi +ed (x,u) + 0 <€2> Jult +ent (x,u) + 0O <€2) i+ €’7§1)# (x, u, ou)

+ O <62> oo ul +€17§fi)2’4._jk (x, u,ou, ...,E)ku) +0 <€2>>

o lllz.lk

= F+e (g’fi (x,u) _8F‘ +nt (x,u) o9F + 171(1);: (x,u,0u) —aal; +...
u’
1

ox! out
(o k) _OF 2
t Miiy..iy (x, ,0u,..., 0 u) Y +0 <€ >>
11p...1%

- P+eX®P+o(¥>,

para todo €. Portanto, F é invariante sob o grupo local de transformacodes (3.40) se, e somente se,
vale (3.56). O

Para uma outra demonstragdo do Teorema 3.6, veja [20], p.161, Theorem 2.71.

O Teorema 3.6 fornece a base para a determinagdo sistematica de grupos locais de
simetrias de um sistema de EDPs. Quando aplicamos a condigdo (3.56) a um dado
sistema de EDPs, obtemos as chamadas equag¢des determinantes do gerador infinite-
simal X, dado por (3.55). Uma vez que o conjunto de equagdes determinantes forma
um sistema homogéneo sobredeterminado de EDPs lineares, podemos, geralmente,
determinar os geradores infinitesimais de forma explicita e, como consequéncia, as

simetrias associadas.

Exemplo 3.10. Considere o sistema do Exemplo 3.9, objeto de estudo deste trabalho, reescrito da

seguinte forma:

Fy = =N + Dy (Nxx + Nyy + Nzz) — p (ExNyx + NExy + EyNy + NEy, + E:N; + NE;;) =0,
F = —E — SME =0, (3-57)

F3 = —M; + Dy (Myx + My + Mzz) + uN — AM = 0.
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Ao aplicarmos o gerador infinitesimal de sequnda ordem X, dado por (3.51), a cada equagdo

de (3.57), obtemos

X(z)Fl = —1751)1 + Dy (qfx)l + 17%)1 + 172)1) —p <;7§(1)2Nx + 17,(C1)1Ex + ;71Exx + 17,(3,221\]
+ nﬁl)zNy + 17§1)1Ey + ’71Eyy + U;Zy)zN + 17§1)2NZ + 17§1)1EZ + 171EZZ + 172)2N> ,
(3.58)
XOF = "~ (PPE+M),
XOF = ="+ Dy (43 + 13> +42°) + pn' = A,

Agora, utilizando a volta do Teorema 3.6, mostremos que (3.57) admite os sequintes geradores

de simetrias:

d d d d d
Xl—X@—ya, X2—x$—2@, X3—y£—2@.
A partir do gerador Xy, concluimos que

=—y E=xeP==g'=n*=9>=0. (3.59)

Assim, com base nos resultados do Exemplo 3.9, temos

773(51)1 = —Ny, 77_1(/1)1 = Ny, 779(c1)2 = —Ey, 77](/1)2 = Ey, 773(c2x)1 = —2Nyy, 77%/)1 = 2Nxy,
779(c2x)2 = —2Eyy, W;zy)z = 2Eyy, 77§ch)3 = —2Myy, ﬂ;Zy)G} =2Myy, e (3-60)

D1 1)2 1)3 11 1)2 2)1 2)2 2)3
)t =% = g = g = 2 =y =22 = B0 <0,

Ao substituir (3.59) e (3.60) em (3.58), obtemos X1?9F =0, X;PF =0, X;¥F =0.
Assim, a condigdo de invaridncia (3.56) € satisfeita, pois Xl(Z)F,X =0,a =1,2,3. Portanto,
pelo Teorema 3.6, o sistema (3.57) admite o gerador de simetrias X1. Analogamente, podemos

provar que o sistema (3.57) admite os geradores de simetrias X e X3.

3.6 CONSTRUCAO DE INVARIANTES E SOLUCOES

Nesta secdo, a partir dos geradores de simetrias, mostramos como construir invariantes

e, destes, encontrar solugdes especiais de equagdes, chamadas solugdes invariantes.



3.6 CONSTRUGAO DE INVARIANTES E SOLUCOES

No que segue, apresentamos o método das caracteristicas que é de fundamental

importancia na construcdo de invariantes.

3.6.1 Método de caracteristicas

Para ilustrar o método nos atemos ao caso n = 2 e m = 1. Para tanto, considere a EDP

0 () ux+b (x,y) g = ¢ (x,y) u+d (x,y), (361

e a parametrizagdo t — (x (t),y(t)), com u = u(x(t),y(t)). Logo, pela Regra da
Cadeia, segue que

du duodx dudy p
7 “oxor 3y ot = XUy +y uy. (3.62)

Se impusermos que

{ X(t)=a(x(t),y(t),

a equagdo (3.61), torna-se

Z—?:a(x,y)ux+b(x,y)uy:c(x,y)u+d(x,y).
Portanto,
(2 a0y (1),
X %:b(x(t),y(t)), (3.63)
| =),y ) urd (x(1),y (1),
dx _ dy _ du . (3.64)
a(x(t),y(t) bx(t),y(t) cx(t),y()u+d(x(t),y(t))

As equagdes (3.63) e (3.64) sdo chamadas equagdes caracteristicas. Caso as fungoes

a,b,c e d sejam nulas, denotamos a equacdo (3.64) com o denominador nulo.
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3.6.2 Obtencdo de invariantes e solugdes

A seguir, apresentamos um resultado que sera de extrema importancia para a obtencao

de solugdes invariantes do sistema (3.49).

Teorema 3.7. (Construgio de Invariantes). Assuma que o seguinte sistema com m equagoes
F, (x,u,au,...,aku> =0,1<a<s

admita um grupo continuo G, e seja H um grupo com p geradores,
; 0 d
v _ xi M
X - gl/axl' +17Vauyl 1 S v S P;

Seja
| o

p« = posto C% o an 171} cee

Entdo, H possui (m +n — p.) invariantes funcionalmente independentes:

Jix,w), ..o, Jnen—p, (X, 0).

Suponha
posto(%) =m, u=1,...m, p=1,...,m.
out ’ T T
Entdo, definindo
N =i w), 1<j<n—p.,
pp=Jpx,u), 1<p<m,

podemos escrever as solugdes invariantes da forma
pp =D (N, A7) 1< p<m

Demonstra¢do. Omitiremos a demonstragio deste resultado, pois é preciso usar o Teorema de
Frobenius e, assim, foge ao escopo do texto. Para mais detalhes, veja [19], p.225, e [20], p.39,

Theorem 1.40. O

Exemplo 3.11. Considere que o sistema (3.49) seja simultaneamente invariante sob ac¢do dos
geradores de simetrias:
0 0 0 0 0 0

X]ZX@—:V&, XZZXE—Z@, X3:y£—2@. (365)
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Para construir os invariantes, precisamos resolver as equagdes caracteristicas associadas aos

geradores (3.65):

Logo,

p*

posto

posto

(dx dy dz dt dN dE dM
-y x 0 0 0 0 0
dx dy dz dt dN dE _dM
0 -z x 0 0 0 0
dx dy dz dt dN dE dM
0 -z y 0 0 0 0

-y x 00000

Portanto, temos (m+n — px) = (3+4 — 2) = 5 invariantes:

[y x 0000 0]
0 —z x 0000
0O -z y 000O0

(

Além disso, para1l < B < 3,1 < u < 3, temos

/g
posto (W) =

—z x 00 0O =2.

0 00O0O0OTDO
A=/ x2+y2+ 22,
A=t
Ji =N,
J»=E,
| J3=M.
O 91 9N T
o o o 100
92 92 9)2 = post 1
N 9E oM posto 1 010
s s s 0o
ON OJE oM A

(3.66)

(3.67)

Portanto, pelo Teorema 3.7, podemos encontrar m = 3 solugdes invariantes da forma:

N(x,y,z,t) =Dy (1, 1),

E(x,y,z,t) =Dy (1, 1),

e M(x,y,zt)=d3(r,t),

(3.68)
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em que r = /X% +y? + z2.

Destacamos que substituindo ®, (r,t),u = 1,2,3, em (3.49) transformamos o problema
original em um novo sistema de EDPs com uma varidvel espacial e uma temporal. Essa
transformacdo é de fundamental importancia ao nosso trabalho e, mais adiante, no momento

oportuno, a ela retornaremos.



CLASSIFICACAO DE SIMETRIAS DE
LIE

Neste capitulo, apresentamos a classificagdo dos grupos de simetrias de Lie do sistema
(2.1). No capitulo 3, descrevemos a teoria que é sustentadculo para o que segue. No
entanto, notadamente, o Teorema 3.6 é a base para a obtengdo das equagdes determi-
nantes e, consequentemente, a resolugdo destas nos permite a obten¢do dos geradores

infinitesimais.

4.1 EQUACOES DETERMINANTES

No Exemplo 3.9, consideramos o sistema (2.1) reescrito, em (3.49), da seguinte forma:

Ni = D (Nax + Ny + Nzz) — p (ExNx + NExy + EyN, + NE, + EN; + NE.; ),
E; = —6ME,
M; = Dy (Myx + Myy + Myz) + uN — AM.

Na sequéncia, construimos X?, dado por (3.51), o correspondente gerador infinitesimal
estendido de segunda ordem do gerador (3.50). Na extensdo do gerador (3.50), como
pode ser visto no Exemplo 3.9, calculamos apenas os infinitesimais estendidos para os
quais temos, considerando o espago das derivadas, uma vériavel presente no sistema
(3.49). Os demais infinitesimais estendidos ndo sdo necessérios, pois se anulam quando

aplicamos X@ ao sistema (3.49).

No Exemplo 3.10, aplicamos X a cada uma das equacdes de (3.57) e obtivemos (3.58).
Isso, a luz da ida do Teorema 3.6, nos conduz as desejadas equagdes determinantes.
Todavia, para otimizar o tempo de obtencdo das equag¢des determinantes, utilizamos o
pacote SYM do Mathematica™ [14].
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Assim, as equagdes determinates resultantes, apds considerar D1D, # 0 e fazer as

devidas simplifica¢des, sdo:

G+8 =0, §,+33=0, &+ =0,

(4.1)
¢t =201 =0, & —25;=0, & —232=0,

nu=0, 75 =0, (4.2)
7N =0, Tum =0, Ty =0, (4.3)
Tn=0, myn=0, 1y =0, 7y =0, (4-4)
’711\11\1 =0, ’711\/1M =0, ’711\/11\1 =0, (4-5)
Mem =0, Tym =0, 7ap =0, (4.6)
(D1 — Do)y =0, (4.7)
(D1 — D)y =0, (4.8)

2 +2Don3N =0
PN +2D21eN =0, (4.9)

Ny3 + Doz = 0
PNTN + L2ifg =Y, (4.10)

o (nt+Nn) = Dunk,
o1 = 2Dk,
1 2 3 3 3 _ 1
% (’72 + 2NvﬂzE - (C:v(zz + éyy + gxx> N> = 2D1772E/
o (173} + 2N — (é‘ﬁz + &+ Cix) N ) = 2D17]g,

o (i +2Nn2 — (L +&, + k) N) = 2Dipl,

ggz + Cﬁy + C?cx = 277ng (4‘11)



4.1 EQUAQ@ES DETERMINANTES

&2+ Coy + Cax = 2 (4.12)

C;Z + ‘:;y + ‘:ylcx = 2173?;M’ (4'13)
6 (M + Ey® — EMy + EME! ) + 72 = 0,

o (n" = Nyl +Nnt) = Dunt, (4.14)
on2 = 2Dy + D1 (8 + 8y + %) = 0, (4.15)
o3 = 2Dy + D1 (82 +83, + 8% ) =0, (4.16)
o12 = 2Dy + D (8 + Gy + k) =0, (417)

(KN =AMy — SEMyk+ il +p (n2+ 1y + 13 ) N
—Dy (W%z + 1y + 7731cx> =0,
oz = 2D17jEy,
i (N =" = NEt) + A0 + ME} — Mo}y — SEMn +777
Dz (12 + gy + 13 ) = 0.

Lema 4.1. Assuma que as funcdes &', &, & e &* satisfacam (4.1). Entdo,

Cl = (5+CeX — C8Y — (2%, §2 = C7 4+ C8X + CglY — €32,
3 1 (4.18)
¢ = cr+ox+c3y+cez, & =ca+2c6t,
emquec; € R, comi=1,..,8.
Demonstragio. Consequéncia direta de (4.1). ]
Corolério 4.1. Para D1D, # 0 e quaisquer valores de p, 6, u e A, os operadores
d d d d d d
X=—, Y=o ,Z=o, T=n, Ri=X—0 —2-—,
ax’ " oy 7T oz at” T T Fox
3 2 3 2 (4-19)
Ry=y— —z—, Ry =x— —y—,
27 7%z Zay’ 3 xay Y ox

formam um subgrupo de simetrias do sistema (3.49).
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Demonstragio. Basta substituir (4.18) em (3.50) para obter uma combinacédo linear dos

geradores (4.19). O
Lema 4.2. Suponha que 173 satisfaca (4.3), (4.9) e (4.10). Entdo,
W%N =0.

Demonstragio. Tendo em vista (4.3) e derivando (4.10) em relacdo a N, obtemos

o = —Danty. (4.20)
Substituindo (4.20) em (4.9), concluimos que ’7%1\1 =0. O
Lema 4.3. Suponha que 173 satisfaca (4.11), (4.12) e (4.13). Entdo,

’731\/1 = ’751\4 = ’%%M =0.

Demonstragio. Consequéncia direta do Lema 4.1. O

Lema 4.4. Nas condigoes do Lema 4.2, do Lema 4.3 e se 173 satisfaz (4.3) e (4.4), entdo existem
fungdes diferencidveis az = a3 (t), B3 = B3 (t) e v3 = v3 (x,y,2,t, E) tais que

173 = az3(t)M + B3(t)N + v3(x,y,z,t, E).
Demonstragio. De (4.3), concluimos que 173 é linear em M e N, isto €,
173 =a3(x,y,z,t, EEM + B3(x,y,z,t, E)N + y3(x,y,2,t, E).
Agora, utilizando o Lema 4.2, o Lema 4.3 e as equagdes (4.4), concluimos que
1° = az()M + B3(ON +73(x,y, 2,1, E),
como desejado. O

Lema 4.5. Suponha que n' satisfaca (4.5) e (4.6). Entdo existem funcdes diferencidveis a; =

a1 (t,E), B1 = B1(x,y,z,t,E) e y1 = 71 (x,y,2,t,E) tais que
171 =wai(t, EM + B1(x,y,2,t, E)N + y1(x,y,2,t, E).
Demonstragido. De (4.5), concluimos que 171 é linear em M e N, isto ¢,
171 =w1(x,y,z,t, EM + B1(x,y,z,t, E)N + v1(x, y,z,t, E).
Por fim, utilizando (4.6), obtemos
171 =wa1(t, EM + B1(x,y,z,t, E)N + y1(x, y,2,t, E),

como desejado. O



4.1 EQUAQ@ES DETERMINANTES

Corolario 4.2. Nas condigdes do Lema 4.4, do Lema 4.5 e, se D1 # D;, entdo

7’ = az()M +73(x, Y, 2, 1)

171 = B1(x,y,2z,t, E)N + y1(x,y,2,t, E).

Demonstragdo. Uma vez que Dy # Dy, das equagdes (4.7) e (4.8), temos 1713\] =0e 17]1\4 =0,
respectivamente. Como consequéncia, em (4.10), 73 = 0 e, assim, utilizando o Lema 4.4

e o Lema 4.5 segue o resultado. O

Corolario 4.3. Nas condigdes do Coroldrio 4.2 e, se p = 0, entdo

' = B1(ON +71(x, v, 2, b).

Demonstracdo. Pelo Corolario 4.2, temos 171 = B1(x,y,z,t, E)N + v1(x,y, 2, t, E). Também,
como consequéncia do Lema 4.1, concluimos que gﬁz + ijﬁy + (_f,%x = (0. Devido a isto, e,
se p = 0 nas equagdes (4.14), (4.15), (4.16) e (4.17), obtemos =0,y =0, W;N =0e
qu = 0, respectivamente, que nos da resultado. O

Corolario 4.4. Nas condigdes do Lema 4.4, do Lema 4.5 e, se p = 0, entdo

1% = ag(HM + B3()N +73(x,, 2, 1)

n' = a (M + B1 (N +71(x,y, 2, b).

Demonstragio. Utilizando o Lema 4.4 e a equagao (4.10), concluimos que 173 =wa3(H)M +

Ba()N +y3(x, y, 2, £).
Agora, pelo Lema 4.5 e, se p = 0 nas equagdes (4.14), (4.15), (4.16) e (4.17), concluimos
que 7' = a1 (OM + B1(ON + 71 (x, ¥, 2, 1). 0

Teorema 4.1. As equagdes determinantes podem ser reduzidas a (4.2) e

(D1 — D)3, =0, (4.21)

(D1 — D2)yi =0, (4.22)

P11 +2Danty =0,
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N7+ Dang =0, (4.23)
o (nt+Nie) = Dinte,

P10 = 2D11Er

o (n}+2Nn) = 2Dk, (4-24)

o (ny +2N12) = 2Dulg, (4-25)

o (nk+2Nnle ) = 2Dk, (4.26)

5 (qu +Ep® — EMy? + 2c6EM> 1?2 =0, (4.27)
o (n' = Nyk+Ni2) = Dint, (4.28)

o2 = 2D1ply, (4-29)

o1y = 2Dy, (4.30)

o113 = 2D1ijgy, (4-31)

(KN =AMy — SEMyk+ it +p (n2+ 1y + 13 ) N

(4-32)
—Dy <;7%z + ”;y + 7731cx> =0,
p1E = 2Dy, (4-33)
u (NU%A .~ 2c6N> + A(7? +2c6M — My3,) — SEMuyz + 13
2 \(Mzz + Myy + Mxex .
Demonstragio. Consequéncia do Lema 4.1, do Lema 4.3 e do Lema 4.5. O

Na sequéncia, devido as equagdes (4.21) e (4.22), dividimos a apresentagdo do célculo

das simetrias do sistema (3.49) em dois macro casos, a saber, D1 # D, e D1 = D;.



4.2 CELULAS TUMORAIS E MDES COM DIFUSOES DIFERENTES (D1 # D3)

42 CELULAS TUMORAIS E MDES COM DIFUSOES

DIFERENTES (D1 # Dj)

4.2.1  Modelo completo (pdApu #0)

De (4.21) 1713\, = 0 e, consequentemente, de (4.23) 17% = 0. Tendo isto em vista e derivando

(4.34) em relacdo a E, obtemos

ung =0= 5 =0. (4-35)

Como consequéncia em (4.33), temos
piE =0 = nE = 0. (4-36)
Derivando (4.27) em relacdo a E, concluimos que
5 (;73 +206M) =0 = 5% = —2c6M.
Derivando (4.34) em relacdo a N, obtemos
Z (’7%/1 — 1IN~ 2C6> =0 = 1y = —4c. (4.37)
Substituindo (4.37) em (4.28), concluimos que
0 (;71 +4C6N) =0 = 5! = —4cN.
Derivando (4.27) em relacdo a t, obtemos
SMui + 13 =0 = 1 = 0.

Além disso, das equagdes (4.29), (4.30), (4.31), (4.36) e (4.2), temos n? =0, 175 =0,72=0,
n% =0, 73 = 0 e 5% = 0, respectivamente. Assim, concluimos que % = cy, em que
c9 € R.

Agora vamos verificar as condi¢des de compatibilidade. Em (4.27), obtemos codM = 0,
o que implica cg = 0 e, assim, ;7> = 0.

Ja, em (4.34), obtemos

2c6AM =0 = c¢ =0. (4.38)

Assim, 7! = 5% = 5® = 0. Substituindo as expressdes de &, &, &, &, ', n? e #° no
operador (3.50), concluimos que o grupo local de simetrias para este caso é dado pela

combinagdo linear dos geradores (4.19).
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4.2.2  Sem decaimento de MDEs (pdu #0 e A =0)

Neste caso, de (4.38), podemos concluir que 17° = —2c¢M e 5! = —4csN e, além disso,
172 = 0 como no caso anterior. Logo, substituindo os valores de Cl, CZ, 63, 64, 171, 172 e 173

no operador (3.50), concluimos que
X = c1Z + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + C651 + C7Y + C8R3,

em que

d d d 0 0 0
Sl = _ZMW _4NW +2tg+x$ +y@ +Z&. (439)

4.2.3  Sem degradacdo da ECM (puA #0 e d =0)

Em (4.27), temos que 177 = 0. Além disso, das equagdes (4.29), (4.30), (4.31), (4.36) e (4.2),
temos 72 = 0, 175 =0,72=0,17%=0,753% =0 e n% =0, respectivamente. Logo, n? = co,
em que, cjp € R.

Também, das equagdes (4.26), (4.25), (4.24), (4.28), (4.35) e (4.22), temos 17,1( =0, 17;; =0,
ni=0,4}=0,4k=0eni =0, respectivamente. Por isso,

' =N +cpa, (4.40)

em que, c11,¢12 € R.

Substituindo (4.40) em (4.28), obtemos pc1p = 0, o que implica cjp = 0. Assim,
171 =c11N.

Derivando (4.34) em relagio a N, obtemos pu(175; — 7k + —2¢¢) = 0, o que implica
17?\4 = 2c6 + C11-

Combinando estes resultados com o Coroldrio 4.2 concluimos, entio, que 1> =
(2c6 + c11)M + v3(x, Y, 2, t).

Verificando as condi¢des de compatibilidade na equagédo (4.34), temos
Ay3 + 3t +206AM — Dy (Y322 + Y3y + ¥32x) = 0. (4.41)
Uma vez que 73 ndo é funcdo de M, segue de (4.41) que
2c6A =0 = ¢ =0. (4-42)
Logo, concluimos que 171 =c11N, 172 =cyp e 173 =cyyM+y3(x,y,z,t) e, em adicéo,

AY3(x, Y, 2, ) + 3t — Da(V322 + Y3yy + V3xx) = 0. (4-43)
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Assim, substituindo as expressdes de &, &, @, 171, 172 e 173 no operador (3.50),

concluimos que
X=c1Z+caR1 +c3Ry +¢c4T +c5X +¢7Y + cgRz + c19E1 +¢1152 + M,

em que

d d d d
5p 2= Mg+ Nar, My =736 y,2, 050 (4-44)

com 3 satisfazendo (4.43).

Ei =

4.2.4  Sem decaimento de MDEs e sem degradagdo da ECM (ppy #0e A =6 =0)

Neste caso, podemos concluir a partir de (4.42) que 171 = c11N, 172 = Cqp, 173 = (2c¢ +

c11)M + v3(x,y, z, t) e, em adigdo,

Y3t — Da(Y3zz + Y3yy + Y3xx) = 0. (4-45)

Assim, substituindo as expressdes de (",‘1, 62, @3, §4, 171, 172 e 173 no operador (3.50),

concluimos que
X = C1Z + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + 6653 + C7Y + C8R3 + C10E1 + C1152 + M%

em que,

0 0 0 0 0
53 _ZMW +2ta+Xa +y@ +Z£,

com 73 satisfazendo (4.45), e M,, é dado em (4.44).

4.2.5 Sem haptotaxia (uéA #0 e p =0)

Estamos nas condi¢des do Corolario 4.3, entdo 7' = B1 (t) N + 91 (x,v,2,t). Logo,

utilizando (4.32), temos

,B,l(t)N + 71t — D1 ('lez + Yyy T ’lex) = 0. (4.46)

Uma vez que B e 71 ndo sdo funcdes de N, segue de (4.46) que Bi(t) = 0, o que implica
B1 (t) = c13, com cq3 € R.
Logo, 171 =c;3N+71 (x,y,2,t) e, além disso, v, satisfaz

Y1t — D1 ('lez T Yy + ’lex) =0. (4-47)
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Agora, das equacdes (4.21) e (4.23), temos 73 = 0 e 73 = 0, respectivamente. Logo,
derivando (4.34) em relacdo a N, obtemos p(173; — 2c¢ — 173,) = 0, o que implica 73, =
2c6 + 13 €, junto com o Corolario 4.2, concluimos que 72 = (2ce + c13)M + 73 (x,1, 2, t).

Verificando as condi¢des de compatibilidade na equagédo (4.34), temos
A3, y,2,8) — uy1(x, Y, 2, 1) + Y3 + 2c6AM — Dy (322 + Yayy + Y3xx) =0 (4.48)
Uma vez que 73 e y; ndo sdo fungdes de M, concluimos, de (4.48), que
2c6A =0 = ¢ =0. (4-49)
Logo, 173 =ci3M + 93 (x,y,2,t) e, em adicdo,

Av3(x, y, 2, t) — py1(x, ¥, 2, 8) + ¥3r — D2 (V322 + Yayy + V3xx) = 0. (4.50)

Temos, de (4.2), que 13, = 0 e % = 0. Assim, 5> = y(x, v, z,t, E).
Utilizando (4.27), temos

o(y(x,y,z,t,E)+c13E — yEE)YM + 0y3(x,y,2,t)E+ 7+ = 0. (4.51)

Segue, de (4.51), que
Y(x,y,z,t,E)+ci3E —ygE=0 (4.52)

0v3(x,y,z,t)E+ v = 0. (4-53)

A solugdo de (4.52) é: y(x,y,z,t,E) = c13E In(E) + Ey2(x,y, 2, ).
Utilizando (4.53), obtemos

1
O0v3(x,y,z, t)E = =yt = =y E = 73(x,y,2,t) = —572t (4.54)

Logo, 7> = c13E In(E) + E2(x, v, 2, 1).

Substituindo as expressdes de Cl, @2, 63, @4, 171, 172 e 173 no operador (3.50), concluimos

que
X = Clz + Cle + C3R2 + C4T + C5X + C7Y + C8R3 + 01354 + 21"1,
sendo que
0 0 0 0 0
Sy = Eln(E)ﬁ‘FMm‘FNW, X, = E’YZE"")’?)W""MW, (4.55)

com I'1 = (71,72,73), em que v3 = 73(x,¥,2,1), 11 = 11(%,y,z,t) e y2 = 12 (x,¥,2,1),
satisfazem (4.47), (4.50) e (4.54).
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4.2.6 Sem decaimento de MDEs e sem haptotaxia (d #0 e A =p =0)

Neste caso, podemos concluir a partir de (4.49) que ;72 = (4ce+c13)E In(E) + Ea(x,y, 2, 1),
173 = (2ce + c13)M + 73 (%, 1,2, 1), 171 =c3N+71 (x,y,2,t) e, em adigdo,

Y1t — D1 (')’122 T Yy + 'lex) =0, (4.56)
uY1(X,Y,2,£) — y3e + D2 (Y322 + Y3yy + T3xx) =0, (4-57)
com
1
13X, Y, 2,0 = =572 (4.58)

Assim, substituindo as expressdes de (fl, @‘2, 53, @4, 171, 172 e 173 no operador (3.50),

concluimos que
X= C1Z + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + C7Y + C6S5 + C8R3 + C1354 + Zrl,

em que

0 ) 0 0 0 0
55 =4E ln(E)a—E +2MW +2ta +x$ +y@ +Z&,

com Xr, dado em (4.55), e 72, v3 e 71 satisfazem (4.56), (4.57) e (4.58).

4.2.7 Sem haptotaxia e sem degradagdo da ECM (A #0e p =05 =0)

Neste caso, 171 e 173 sdo determinadas como no caso 4.2.5 e sdo as mesmas. Ja em relagao
a 172, temos de (4.2) e (4.27) que ;712\4 =0, 17]2\, =0e 17t2 = 0, respectivamente e, assim,
concluimos que 172 = 72(x,y,z, E).

Substituindo as expressdes de &1, &2, &, &, 1, #% e 1 no operador (3.50), concluimos

que
X=c1Z+cR1+c3Ry+c4T +csX + 7Y +cgR3 +¢135, + E,, + Xy,
em que
E—(sz)ieZ—i+i (4-59)
12 = T2\X, Y, 2, OF r2_73aM r)/laNl 4-59

com I3 = (71,73), em que 73 = 13(x, Y, 2, t) € 71 = 71 (%, Y, 2, t) satisfazem (4.47) e (4.50).
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4.2.8 Sem decaimento de MDEs, sem haptotaxia e sem degradagdo da ECM (u #0 e
)\ = |0 = (S = 0)

Neste caso, podemos concluir a partir de (1.49) que 1! = c;3N + 1 (x,y,2,t), 7> =
Y2(x,y,2,E) e 173 = (2c6 + c13)M + 73 (x,y,z,t). Assim, substituindo as expressdes de {;’1,
52, 63, 54, 171, 112 e 173 no operador (3.50), concluimos que

X= Clz + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + C(,Sg +c7Y + C8R3 + C1352 + E’Yz + Zrz,

em que Xr, é dado em (4.59), e 773 e 71 satisfazem (4.56) e (4.57).

4.2.9 Sem produgdo de MDEs (pdA #0 e u =0)

Das equacdes (4.22) e (4.2), temos 73, = 0, 72, = 0 e 7%, = 0, respectivamente. Tendo isto
em vista e derivando (4.32) em relacdo a M, obtemos 6Ex: = 0, o que implica 7+ = 0.

Consequentemente em (4.33) 17}23 =0e, em (4.24), (4.25), (4.26), temos 17; =0, 17]} =0e
17,1( = 0, respectivamente. Devido a isto, em (4.29), (4.30) e (4.31), temos 17§ =0, ;75 =0e
12 = 0, respectivamente. Por fim, em (4.32), obtemos 7} = 0.

Agora utilizando o Coroldrio 4.2, concluimos que 171 =c14N +c15, c14,¢15 € R.

Substituindo 171 em (4.28), obtemos c15p = 0, o que implica c;5 = 0. Logo, 171 = c4N.

Também, devido ao que foi descrito, concluimos que 7% = 2 (t).

Substituindo 172 em (4.27) e derivando em relagdo a E, obtemos (5(173 +2c6M) =0, 0
que implica 7% = —2csM.

Agora, utilizando (4.27), temos 6y2(t)M + y5(t) = 0, o que implica y,(t) = 0. Assim,
n? = 0.

Verificando as condi¢des de compatibilidade em (4.34), obtemos
2c6AM =0 = ¢4 =0. (4.60)

Assim, 11> = 0.
Logo, substituindo as expressdes de &, a2, @3, 111, 172 e 173 no operador (3.50),

concluimos que
X = Clz + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + C7Y + CgR3 + C14S6,

em que

d

Sé:NW.
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4.2.10 Sem produgdo e decaimento de MDEs (o6 #0 e A = u =0)

Neste caso, podemos concluir a partir de (4.60) que 7' = c14N, #? =0 e > = —2cM.
Assim, substituindo as expressdes de Cl, (32, C?’, (34, 171, 172 e 173 no operador (3.50),

concluimos que
X = c1Z + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + C6S7 + C7Y + C8R3 + C14S6,

em que

d d 0 0 d
57 = _ZMW +2ta +x$ +y@ +Z£.

4.2.11 Sem haptotaxia e sem produ¢do de MDEs (0A #0e p=pu =0)

Neste caso estamos nas condi¢des do Corolario 4.2 e, assim, 173 = a3(t)M + y3(x,y, 2, t).
Temos da equacéo (4.22) que 17}/[ = 0. Logo, derivando (4.34) em relacdo a M, obtemos
17%/” = —2ceA = a4(t), o que implica az(t) = —2ceAt + c14, em que, c16 € R.
Assim, 173 = (—2ceAt +c16)M + y3(x, y, 2, 1).
Utilizando (4.34), obtemos

Ay3(x, Y, 2, ) + Y3t — D2 (Y322 + Y3y + ¥3xx) = 0. (4.61)

Também, em relagido a 7!, estamos nas condicdes do Corolario 4.3 e, assim, ' =

P1(ON +71(x, y, 2, ).
Utilizando (4.32), obtemos

,Bll(t)N + 71t — D1 (r)’lzz T Vyy T 'lex) =0. (4.62)

Uma vez que ‘y; ndo é funcdo de N, concluimos a partir de (4.62) que B;(t) =0, o que
implica ,31(1’) =c17,¢c17 € R
Logo, 171 =c17yN+ 71 (x,y,2,t) e, em adigdo, y; satisfaz

Y1t — D1 (’lez T Yy + 71xx) = 0. (4.63)

Temos de (4.2) que 1112\,1 =0e 1712\, = 0. Logo, 172 =v(x,y,z,t,E).
Utilizando (4.27), temos

0 (y(x,y,2,t, E) + (—2ceAt + c16 + 2¢6)E — YEE) M + 67y3(x, Y, 2, t)E + ¢ = 0. (4.64)
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De (4.64), concluimos que

Y(x,y,2z,t,E) + (—2ceAt + c16 + 2¢6)E — yEE =0 (4.65)

573(9(/ Y, z, t)E +7t = 0. (466)
A solucgéo de (1.65) é:
v(x,y,2,t,E) = E ((—2ceAt + c16 + 2¢6)IN(E) + 72(x, y, 2, 1)) .

Utilizando (4.66), obtemos y3(x,y,z,t) = L (2c6Aln(E) 72¢t). Uma vez que 3 ndo é
funcédo de E, concluimos que
26 =0=10¢6=0 (4.67)
e, assim,
100,20 =~ 5720 (4.68)
Logo, substituindo as expressdes de Cl, 62, 53, c:,‘4, 171, 172 e 173 no operador (3.50),

concluimos que
X = C1Z + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + C7Y + C8R3 + C1658 + C17S6 + Zr3 + th,

em que
Sg=E ln(E)— + M— J Ny, = %i e Yr.=Eyy— J (4.69)
oM’ ™M oN 3 oE = oM’
com I's = (72,73), € 12 = 12(%, ¥, 2,1), 73 = 13 (%, 4,2, t) e 11 = 11(x, ¥, 2, 1) satisfazem

(4.68), (4.63) e (4.61).

+ Y355+

4.2.12 Sem produgdo e decaimento de MDEs e sem haptotaxia (6 #0e A =p =u =0)

Neste caso, podemos concluir a partir de (4.67) que 5! = c1sN + 1 (x,y,2,t), 1> =

(2c + c16)E In(E) + Evo(x, v, 2,t) e 7° = c;sM + 73 (x, v, 2, t).
Assim, substituindo os valores de &', &2, &, &, 171, 172 e 173 no operador (3.50),

concluimos que
X=c1Z+caR1 +c3Ry + 4T +c5X + 659 + c7Y + cgR3 + €165 + €1756 + X, + Noy,

em que

0 0 o d 0
59 =2E IH(E)—-FZMW +2ta+ a—+@ ZE'

Além disso, X, e N,, sdo dados em (4.69), com 72, 3 e 71 satisfazendo (4.61), (4.63) e
(4.68).
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4.2.13 Sem degrada¢do da ECM e sem produgdo de MDEs (p #0,VA e § = u =0)

Das equagdes (4.2) e (4.5) temos 7%, = 0 e 7k = 0, respectivamente. Tendo isto em vista

e derivando a equagdo (4.28) em relacdo a N, obtemos

p11g — Dinjyg = 0. (4.70)
Da equagao (4.33), temos
577% = Di7jEy- (4.71)
Substituindo (4.71) em (4.70), segue que
ont—Ent=0=Ent=0= 4yt =0 (472)
e, consequentemente, em (4.71), obtemos
Min = 0. (4.73)

Agora, pelo Corolario 4.2 e por (4.73), concluimos que 171 = B1(x,y,z, ) N+71(x,y,2,t,E).

Utilizando (4.28), temos

71 (x,,2,t,E) — D171 = 0. (4.74)

A solugdo de (4.74) é: 1 (x,y,2,t,E) = va(x, v, 2, t)eD%E.

Assim, 171 = B1(x, v, 2z, )N + v4(x, y, 2, t)eD%E.

Agora utilizando as equacgoes (4.24), (4.25) e (4.26), concluimos que 171 = B1(t)N +
Ta(eti”.

Pelas equagdes (4.2), (4.72), (4.27), (4.29), (4.30) e (4.31), concluimos que 172 = C1g, em
que c1g € R.

Agora, pela equagdo (4.32), concluimos que B1(x,y,z,t) = c19 € y4(x,y,2,t) = c20, em
que c19, ¢ € R.

Portanto, 171 =ci9N + czoeDLlE

Em relacdo a 173 também, neste caso, estamos nas condi¢des do Corolario 4.2 e, assim,
n° = as()M +73(x, , 2, ).

Pela equagao (4.34), temos

(a3(t) + 2c6 A)M + Ay3(x, Y, 2, £) + ¥3¢ — D2 (V322 + Y3y + V3xx) = 0. (4.75)
Logo, de (4.75), concluimos que

af(t) +2c6A = 0 = af(t) = —2c6A = a3(t) = —2cAt + 091,001 € R
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Assim, ;73 = (—2ceAt + )M + 73(x, Y, 2, t) e, em adigdo, 173 satisfaz

Ay3(x, ¥, 2, ) + Y3t — D2 (Y322 + Y3y + ¥3xx) = 0. (4.76)

Assim, substituindo as expressdes de (fl, c:,‘z, (33, 54, 171, 172 e 173 no operador (3.50),

concluimos que
X = C1Z + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + C6510 + C7Y + C8R3 + C18E1 + C1956 + C20511 + C21512 + M%,

com

9 .9 8 a2 9 £r D 3
Slo——Z)LtMW'FZt&-Fx%-F@‘FZg, 511—3 1 W (4 SlZ_MW’

em que, M, é dado em (4.44), e 3 satisfaz (4.76).

4.2.14 Sem haptotaxia, sem degradagcdo da ECM e sem producdo de MDEs (VA e
o=p=pn=0)

Estamos nas condi¢des do Coroldrio 4.3 e, assim, 171 = B1(H)N + 71(x, y,z, t).

Agora, utilizando (4.32), temos

:Bll(t)N + 71t — D1 (7122 T Yy T 'lex) =0. (4-77)

Consequentemente, de (4.77), concluimos que B}(t) = 0, o que implica B1(t) = ¢, c2y €
R.

Portanto, 171 =cpN +71(x,y,z,t) e, em adigdo, y3 satisfaz

Y1t — D1 ('lez T Yy + 'lex) =0. (4.78)

Temos também das equagoes (4.2) e (4.27) que 113 = 0, 7%, = 0 e 77 = 0, respectiva-
mente. Assim, concluimos que 172 = 72(x,y,z, E).
Também, pelo Corolério 4.2, temos que 173 = az(t)M + y3(x, y, z, t). Consequentemente,

utilizando (4.34), temos

(a3(t) + 2c6 AYM + Ay3(x, Y, 2, £) + ¥3¢ — D2 (V322 + Y3y + V3xx) = 0. (4.79)

Logo, concluimos de (4.79) que a5(t) + 2c6A = 0, 0 que implica az(t) = —2cgAt + 23, Co3 €
R.
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Assim, 173 = (—2ceAt + c3)M + ¥3(x, Yy, 2,t) e, em adicdo, y3 satisfaz

A3(x, Y, 2, ) + 73t — D2 (Y322 + Y3y + ¥3xx) = 0. (4.80)

Assim, substituindo as expressdes de Cl, é‘z, 63, (",‘4, 171, 172 e 173 no operador (3.50),

concluimos que
X = C1Z + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + C6510 +c7Y + C8R3 + C2256 + C23512 + E’YZ + M% + th,

em que M,, é dado em (4.44), N,, é dado em (4.69), e 3 e 1 satisfazendo (4.80) e
(4.78).

4.3 CELULAS TUMORAIS E MDES COM DIFUSOES

IGUAIS (D1 = Dj)

4.3.1 Sem haptotaxia e sem produgdo de MDEs (6A #0 e p=pu =0)

Aqui, estamos nas condi¢des do Coroldrio 4.4 e, assim, 173 = a3(t)M+ B3(H) N +y3(x, y, 2, t).

Utilizando (4.34), obtemos

(23(t) +2c6A)M + (AB3(t) + B3 (DN + Ay3(x, y, 2, 1) + 73t

—D5 (77322 + Yayy + Y3xx) = 0. 45
De (4.81), concluimos que
ABa(t) + B3(t) = 0 (4.82)
e
af(#) +2ceA = 0. (4.83)
Além disso, y3 satisfaz
Ay3(x, Y, 2, £) + v3¢ — Do (V322 + Y3y + ¥3xx) = 0. (4-84)

A solugdo de (4.82) é Ba(t) = coue ™, co € R. T4, a solucdo de (4.83) é az(t) = —2ceAt +
cp5,C5 € R.
Assim, 173 = (—2ceAt + Co5)M + coue MN + Y3(x,y,2,t), com 7, satisfazendo (4.84).
Temos de (1.2) que 172, = 0 e 73, = 0. Logo, 7% = y(x,y,z,t, E).
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Agora, utilizando (4.27), obtemos

6 (7(x,y,2,t,E) + (—2c6At + o5 + 2¢6)E — ygE) M + cpgde MEN

+0v3(x,y,z,t)E+ 7yt = 0. (4.85)
De (4.85), concluimos que cp4 = 0 e, além disso,
Y(x,Y,2,t,E) + (—2ceAt + co5 + 2c6)E — ygE =0, (4.86)
e
0r3(x,y,z, )E+ ¢ = 0. (4.87)
A solugdo de (4.86) é:
Y(x,Y,2z,t,E) = (—2ceAt + c25 + 2¢c6)E In(E) + Eya(x, y, 2, 1) (4.88)
Substituindo 7; em (4.87), obtemos
Y3(x,y,2,t) = —% (—2c6AIn(E) + v2t) = c6 =0 = y3(x,y,2,t) = —%’th- (4-89)

Logo, * = cyuE In(E) + E7a(x, ,2,t) e i1° = cisM + 73(x, , 2, ).
Também, por estarmos nas condi¢des do Corolario 4.4, 771 = a1(t)M + B1(t)N +
711(x, Y, 2, 1).
Utilizando (4.32), temos
(“i(t) - )LDCl(t))M + ,3/1 (t)N + Y1 — Dy (7122 + Yiyy + r)’lxx) = 0. (4-90)

Consequentemente, concluimos de (4.90) que

Bi(t) =0 = Bi(t) = c26,C26 € R,

Wy () — Ay (t) = 0 = aq(t) = cppe™, coy € R.

Além disso, y1 satisfaz

Y1t — D1 ('lez T Yy + ’lex) =0. (4.91)
Logo, ;71 = cogN + cozeMM + 71(x, Y, 2, 1).

Assim, substituindo as expressdes de Cl, 52, 53, 54, 171, 172, 173 no operador (3.50),

concluimos que
X = C1Z + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + C7Y + C8R3 + 62558 + 02656 + C27513 + 21“3 + th,

em que

d
_ M
513—6 MaN,

com Xr, e N,, dados em (4.69), e 72, 73 e 71 satisfazem (4.89), (4.84) e (4.91).
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4.3.2 Sem haptotaxia e sem produg¢do e decaimento de MDEs (6 #0e A =p=u=0)

Neste caso, podemos concluir a partir de (1.89) que 1! = c36N + coyM + 71 (%, 1, 2, 1),
7% = (2ce + c24)E In(E) + Ev2(x, v, 2, £) e 7° = cosM + 3 (x, 1, 2, t).
Assim, substituindo as expressoes de &1, &2, &, &, n', n? e #° no operador (3.50),

concluimos que
X = Clz + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + C6S9 +c7Y + C8R3 + C2558 + CZ6S6 + C27Sl4 + Zr3 + th,

em que

9
oN’
com Xr, e N,,, dados em (4.69), e 72, 3 e 71 satisfazem (4.89), (4.84) e (4.91).

Su=M

4.3.3 Sem haptotaxia, sem degradagcdo da ECM e sem producdo de MDEs (VA e d =
p=p=0)

Estamos nas condi¢oes do Corolario 4.4 e, assim, 171 =a1(H)M + B1(H)N + y1(x, y, 2, 1).

Utilizando (4.32), obtemos

(a1 (t) — Ay ()M + B (DN + 71t — D1 (V122 + Y1gy + Yixx) = 0. (4.92)

Consequentemente, concluimos de (4.92) que

Bi(t) =0 = B1(t) = c23,c8 € R

IX’l(t) —Aw1(t) =0 = a1(t) = C29€/\t, ¢y € R.

Além disso, v satisfaz

Y1t — D1 ('lez + Y1yy 'lex) =0. (4.93)

Portanto, 11! = cy9eM M + csN + 71(x, v, 2, t).
Temos também pelas equacdes (4.2) e (4.27) que 513, = 0, 7% = 0 e 77 = 0, respectiva-
mente. Assim, 172 = 72(x,y,z, E).
Agora, novamente pelo Corolério 4.4, temos que 7° = a3(t)M + B3(H)N + v3(x, v, z, t).
Utilizando (4.34), obtemos

(AB3(t) + B3(t)) N + (az(t) +2c6A) M+ Ay3(x, ¥, 2, 1) + Y3t — D2 (Y322 + Yayy + Y3xx) = 0.
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Logo,
Oéio,(t) +2cA =0 = Oéio,(t) = —2c6A = 0(3(t) = —2cgAt +c30,c30 € R

AB3(t) + B5(t) = 0 = Ba(t) = czre™ M, c3 € R.

Além disso, 3 satisfaz

Av3(x,y,z,t) + 3 — Do (’7322 T V3yy ')’3xx) = 0. (4.94)

Assim, ;73 = (—2cgAt +c30)M + C31€_/\tN +73(x,y, 2, 1).
Assim, substituindo as expressoes de &1, &2, &, &, 1!, n? e #° no operador (3.50),

concluimos que
X = C1Z + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + C6510 + C7Y + CgR3 + C2856 + C29513 + C3052 + C31515
+ Eqy + Mgy + Ny,

em que

0
_ At
515 =e N—aM,

com M., dado em (4.44), N, dado em (4.69) e 3 e 71 satisfazem (4.94) e (4.93).
73 4-44)r Ny 4.069)eyz ey 4.94) € (4.93

4.3.4 Sem haptotaxia e sem degradacdo da ECM (A #0e é=p =0)

Pelo Corolério 4.4, temos que 171 = a1 ()M + B1(H)N + 71(x, v, z, t).
Utilizando (4.32), obtemos

(“i(f) — Ay (H))M + (,Bll(t) +par ()N + 71 — Dy (’lez T Viyy ’lex) = 0. (4-95)
Consequentemente, de (4.95), concluimos que

Wy (t) — Aaq () = 0 = a1() = cpe™, e € R (4.96)

Bi(t) + pay(t) =0 = Ba(t) = —C32%€M +c33,033 € R. (4.97)

Além do mais, y; satisfaz

Y1t — D1 (’lez T Yy t 71xx) =0. (4-98)

KA

Portanto, 7! = (—C32X€ Fy 033> N + ceMM +91(x, y, 2, 1).
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Também, pelo Corolario 4.4, temos que 1> = a3()M + B3(t)N + y3(x, v, z, t).

Derivando (4.34) em relacdo a M, obtemos

HiTM — e — 2c6A = 0 = cxope™ — aly(t) — 2c6A =0

= as(t) = C32%e/\t — 2cAt + c34, (4-99)

em que c34 € R.
Derivando (4.34) em relagdo a N, temos An3; — unyy + s + 13 — 2cep = 0 e, utili-

zando o que ja obtemos em relagao a 7% e a 57!, concluimos que

2
)Lﬁg(t) + ﬁg(t) = —2C32‘u7€)\t + (2C6)\i’ + C33 + 2C6 — C34)“I/l (4.100)

A solugédo de (4.100) é:

2 At 2 At
(€33 — C3g)Ap — cppp“e™ +c3sA%e
2

ﬁ3(t) = 206yt + ,C35 € R.

Assim,
173 <C32%€M — 2C6)\t + C34> M

033 — Ca)AU — caou2eM + casA\2e M
<2c6,ut+(33 34)A j\zzﬂ 35 )

+ 73(x,y,z,1).
Utilizando (4.34), obtemos

N

+

Av3(x, Y, 2, 8) — py1(x, ¥, 2, 6) + ¥3t — D2 (V322 + Y3y + Y3xx) = 0. (4.101)

Das equagdes (4.2) e (4.27) temos 17%/1 =0, 1712\, =0e 17t2 = 0, respectivamente. Devido a
isto, ° = v2(x, v, 2, E).
Assim, substituindo as expressoes de &1, &2, &, &, n!, n? e #° no operador (3.50),

concluimos que

X = C1Z + C2R1 + C3R2 + C4T + C5X + C6sl6 + C7Y + C8R3 + C32517 + C33518 + 634519

+ C35520 + E’Yz + Zrz,

em que
0 0 0 d
516 = Zt(],iN — /\M)m +2t§ +x$ +ya— +Za—z,
_ K PN (PN S
Sl7_)te a(<M /\N> 8M+<yM N) 8N>’ (4.102)
_Hk\ 9 7
SlS_ANaM’LNaé\I’
_ _ KBy 2
519‘<M /\N>8M'

com Xr, dado em (4.59), e 73 e 71 satisfazem (4.101) e (4.98).
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4.3.5 Sem haptotaxia, sem degrada¢do da ECM e sem decaimento de MDEs (u #0 e
)\ = (S = p = 0)

Segue, de (4.96) e (4.97), que

Bi(t) =0 = Bi(t) = c36,c36 € R,

uB1(t) + & (t) = 0 = ay(t) = —caept +c37,c37 € R.
Além disso, vy satisfaz
Y1t — D1 (')’lzz T V1yy T 'lex) = 0. (4.103)

Portanto, 171 = (—caeut + c37)N + cagM + v1(x, y, 2, t).
De (4.99), temos

w5(t) — caept = 0 = az(t) = caeut + 3, c38 € R.
Derivando (4.34) em relacdo a N, obtemos
HIN = W3 — e = 0.
Consequentemente,
—p(—cagpt +c37) + p (cazput + cag) + B5(t) = 0 = Ba(t) = —caep®t> — (cag — Cap)put + 39,

em que c39 € RR.

LOgO, 173 = (C36‘ut + C38) M+ <—C36}42t2 — (c38 — C37)‘ut + C39) N + vs3(x, Y,z t).
Utilizando (4.34), temos

—ur1(x, Y, 2, 1) — 2c6uN + 3t — D2 (Y322 + Y3yy + ¥3xx) = 0. (4.104)

Uma vez que 73 e 1 ndo sdo fungdes de N, concluimos de (4.104) que ¢ = 0 e, além

disso,

—ur1(x, ¥, z,t) +v3t — D2 (')’322 T V3yy T ’)’3xx) =0 (4.105)

Também das equacgdes (4.2) e (4.27), temos 1712\4 =0, 172N =0e 17t2 = 0, respectivamente.

Em vista disso, 172 = 72(x,y,z, E).
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Assim, substituindo as expressdes de &, e, e 171, 172 e 173 no operador (3.50),

concluimos que

X = C1Z + Cle + C3R2 + C4T + C5X + C7Y + C8R3 + C36S?_0 + C37521 + C38522
+ C39523 + E’)’z + 21"2,

em que
9 d d 9
_ 242 e o o — v o
Soo = (utM — 1%t z\;)aM +(M = ptN) =, S ytl\gaM +Nos,

522=(M—]/ttN) - 523=N

oM oM’

com Xr, dado em (4.59), e 73 e 71 satisfazem (4.103) e (4.105).

Nas tabelas 1 e 2, sumarizamos os resultados que obtivemos nesta segao.

Tabela 1: simetrias para D; # D;. As fungdes 71, 72 e v3 dependem de (x,y, z, t) e sdo diferencidveis.

Caso| A p u 6 | Geradores
1 \ \ A V | X=0y,Y=0y,Z=0;, T=0 Ry =x09; — z0y,
Ry = yd; — zdy, R3 = xdy — ydy.
2 | =0 #0 #0 #0|X,Y,Z T, Ry, Ry, Rs,
S1 = —2Mdy — 4NJy + 2td; + X0y + Y9y + z0.
3 | #0 #0 #0 =0|X,Y,Z T, Ry, Rs, Rs, Ey = dg, Sy = My + Ny,
Moy, = v30Mm, Ay3+ Y3t — D2 (Y322 + Yayy + ¥3zz) = 0.
4 | =0 #0 #0 =0|X,Y,Z T, Ry, Ry, R3, Eq, Sp, Moy,
S3 = 2MO + 2t0; + X0y + YOy + 20z,
Y3t — D2 (7322 + Yayy + V32z) = 0.
5 |#0 =0 #0 #0|X,Y,Z T, Ry, Ry, Ry, Sy = EIn Ed + Moy + Noy,
2, = Ev20g + v39M + 719N,
Ay3 — uy1+ 3t — D2 (7322 + Y3y + Y3xx) =0,
1
Y1t — D1 (Yizz + Y1y + Y1xx) =0, 73 = 572t
6 =0 =0 #0 #0|X,Y,Z T,Ry, Ry, R3, Sy, Xir,,
S5 = 4E InEJg +2M0y + 2t} + X0y + Y9y + 20,
—uy1+ 73t — D2 (7322 + Yayy + V3xx) =0,
1
Y1t — D1 (V1zz + Yiyy + Y1xx) =0, 73 = 572t
7 |#0 =0 #0 =0|X,Y,Z T, Ry, Ra, R, So, Eq, = 120k,
2, = 139M + 719N,
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10

11

12

13

14

40

40

40

40
40

40

40

A3 — uy1+ 3t — D2 (7322 + Y3y + Y3xx) =0,
Y1t — D1 (7122 + Y1yy + Y12x) = 0.
X,Y,Z,T, Ry, Ry, R3, 53, S3, Eq,, Xy,
—uy1+ Y3t — D2 (7322 + Yayy + Y3xx) =0,
Y1t — D1 (Y122 + Y1yy + Y12x) = 0.
X,Y,Z, T, Ry, Ry, R3, S¢ = Noy.
X,Y,Z, T, Ry, Ry, R3, Sg,
Sy = —2Mop + 2td; + X0y + YOy + Z0;.
X,Y,Z, T, Ry, Ry, R3, S, Sg = EIn Edg + Mdyy,
Ny, = 719N, Zr; = EY20g + 7300,
A3+ 73t — D (Y322 + Y3y + ¥3xx) =0,

1
716 = D1 (V122 + Ty + 1) = 0,13 = —572r
X,Y,Z, T, Ry, Ry, R, Se, Ss, Noy,, i,
Sg = 2E InEJg +2MO0 ) + 2t0¢ + X0y + Y9y, + 20,
Y3t — D2 (Y322 + Y3y + Y32x) =0,

1
Y1t — D1 (Yizz + Y1y + Y1xx) =0, 73 = 372
X,Y,Z, T, Ry, Ry, R3, Se, E1, M+,
S10 = —AtMOopg + 2t0; + X0y + ydy + 202,
S11 = e%aNI S12 = Mo,
A3+ 3t — D (Y322 + Y3y + ¥3xx) = 0.
X,Y,Z, T, Ry, Ry, R3, S¢, S10, S12, E,) Moy;, Ny,
Ays+ 3t — D (')’322 + Y3y '73xx) =0,
Y1t — D1 (Y122 + Y1y + Y12x) = 0.

Tabela 2: simetrias para D; = D,. As fungdes 1, 72 e 3 dependem de (x,y,z,t) e sdo diferencidveis.

Caso| A p u 6 | Geradores
15 7:/0 =0 =0 7-[0 X,Y,Z, T, Ry, Ry, R3, S¢, Sg, N’Yl/ 2r3, Si3 = e)LtMaN/
Ays+ s — Do (7322 T Y3yy t ')’3xx) =0,
1
71t = D1 (V122 + Ty + 1) = 0,73 = —572r
16 =0 =0 =0 ?’10 X/ Y/ Z/ TI Rl/ RZ/ R3/ 561 58/ 591 N')/ll ngl S14 = MaN/
Y3t — D2 (Y322 + Y3yy + V32x) =0,



17

18

19
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#0

1
716 = D1 (V122 + Ty + 1) = 0,13 = — 5720

X,Y,Z, T, Ry, Ry, R3, Sy, S¢, S10, S13,

Ey,s My;, Ny, S15 = e_/\tNaM/

A3+ 3t — Dy (Y322 + Y3y + ¥3xx) =0,

Y1t — D1 (Y122 + Y1y + Y12x) = 0.

X,Y,Z, T, Ry, Ry, R3, S15, Eq,, Xr,,

S16 =2t (UN — AM) dp1 + 2t0; + X0y + Y0y + 20,
Syy = Ko ((M . EN) au+ (AM — uN) aN),

A A
518 = %NaM + NaN, 519 = <M — %) aM,

Az — 1+ 93t — D2 (7322 + Yayy + T3xx) =0,
Y1t — D1 ('lez T Yyy ’lex) = 0.
X/ Y/ Z/ TI Rl/ RZ/ R3/ E’)’z/ 21"2/

S0 = (WM — 22N ) g + (M — ptN)

So1 = utNOp + NOy, Sop = (M — utN) dp1, Saz = Noyy,
—uy1+ 73t — D2 (7322 + Y3y + V3xx) =0,

Y1t — D1 (V1zz + Y1y + Y1xx) = 0.

Note que os operadores obtidos em 4.2.1, para D1D; # 0 e quaisquer valores de p, J,

u e A, formam um subgrupo de simetrias de qualquer outro caso.
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CONSTRUCAO DE SOLUCOES
INVARIANTES

Neste capitulo, como principal resultado, apresentamos solugdes particulares do sistema

(3-49)-

5.1 SISTEMA EM COORDENADAS ESFERICAS

No capitulo 4, obtivemos que o sistema (3.49) admite os geradores Rj, R; e R3 dados
em (4.19). Além disso, no Exemplo 3.11, assumimos que o sistema (3.49) fosse simulta-
neamente invariante sob esses operadores e, utilizando o Teorema 3.7, construimos as

seguintes soluc¢des invariantes:

N = ®q(r,t), E=Dy(r,t) e M = D3(r, ), (5.1)

em que r = \/x% +y? + 22,

Agora, substituindo (5.1) em (3.49) e utilizando coordenadas esféricas, podemos

reescrever o sistema (3.49) da seguinte forma:

;

2 2
Nt = D1 (Nrr + ;Nr) — p (NrEr + NE;/r + ;NEr) ,

{ E;=—0ME, (5.2)

2
M; = D, (Mw + ;Mr> +uN — AM.

\

Na préxima segdo, classificamos os grupos locais de simetias de Lie do sistema (5.2).
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5.2 SIMETRIAS DO SISTEMA (5.2)

Por um processo similar ao desenvolvido no Capitulo 4, podemos calcular as simetrias

do sistema (5.2). Devido a isso, a fim de evitar repeti¢des, apresentamos na Tabela 3 e

na Tabela 4 as simetrias do sistema (5.2), com seus respectivos casos e restrigdes.

Tabela 3: simetrias para D1 # D;. As fungdes 71, 72 e v3 dependem de (7, t) e sdo diferencidveis.

Caso| A p u 6 | Geradores

1 |Y ¥V Y ¥V |T=0d.

2 | =0 #0 #0 #0|T, X = %ar+tat — My — 2Ny

3 | #0 #0 #0 =0T, E=0g Xp = Moy +Nay, My, = 7390,
Arys + 13 — Do (2793, + ry34r) = 0.

4 |=0 #0 #0 =0|T,E Xo, My, X3= £8r+tat+MaM,
ryst — Do (273, + 1y3pr) = 0.

5 |#0 =0 #0 #0|T, X4=9,— ElnEaE—gaM— ?aN,
X5 = EIn E9g + My + Noy,
2, = E20g +730M + 719N,
Arys — uryr + ryze — Do (273, + 1y30r) = 0,
1t — D1 (v1ir +1710) =0, 73 = _%')’215-

6 |=0 =0 #0 #0|T, Xy X5, Zr,, Xe = £8r+tat+2E INEJE + My
—ury1 +ryse — Do (273, + ry3r) =0,
1t — D1 (271, +77100) =0, 3 = —%’m.

7 | #0 =0 #0 =0T, Xo, Xy =0, — gaM—§aN, E., = 120,
2, = 139M + 719N,
Ary3 — pryr +ry3s — Do (293, +1y34) = 0,
ry1e — D1 (271 +71rr) = 0.

8 |=0 =0 #0 =0|T, Xy, Xy, E,, 5, Xg = £8r+t8t — Noy,
—ury1 +ryse — Do (293, + ry3pr) =0,
ry1e — D1 (271 +711r) = 0.

9 |#0 #0 =0 #0|T, Xo=Noy.

0 |=0 #0 =0 #0|T, Xo, Xio= %ar+ta,f — Moy

11 | #0 = =0 #0|T, Xy, Xo, X11 =INEJg + M1, Ny, = y10N,




12

13

14

5.2 SIMETRIAS DO SISTEMA (5.2)

2r, = E720E +739Mm,
Aryz + 13t — Do (273, +7731) = 0,
1t — D1 (271, +7710r) = 0, 73 = —%’th-
=0 =0 #0|T, Xy Xo, X11, X12 = gar +13; + EInEdg, N, T,
st — D2 (273 +773rr) = 0,
ryie — D12y +1710) =0, 73 = —%7%-
#0 =0 =0 T,Xg,M%,XB:ar—%aE—AT/IE)M—gaN,
Xp4 = %ar + 1 — AEMOy, Xis = O + %aN,
X16 = Moy, X7 = e%aw,
Arys — pryy +ryse — Da (2773, + 77y30) = 0.
=0 =0 =0T, X7, X9, X14, X16, Ey,, Mr;, Ny,
Arys +1y3 — Do (293 + 1y344) =0,
rv1e — D1 (291, +77100) = 0.

Tabela 4: simetrias para D = D,. As fungdes 71, 72 e v3 dependem de (7, t) e sdo diferencidveis.

Caso

A

P

U 0

Geradores

15

16

17

18

40

=0

=0 #0

T, X4, Xo, X11, X153 = e Moy, N,,, Zr,,

Arys +1y3 — D1 (293 +1y344) =0,

ryie— D1 2y +7710) =0, 73 = —%’th-

T, Xy, Xo, X11, X12, X19 = MON, Ny, Zr,,

ryat — D1 (273 +773r) = 0,

1t — D1 271, +7710) =0, 73 = _%’YZt-

T, X7, Xo, X14, X16, X18, Xa0 = ¢ *Mayy, E,, My, Noyy,
Arys +1y3 — D1 (293 +1y344) =0,

ry1i — D1 (291, + Y1) = 0.

T, X7, Xa0, Xo1 = gar + 10+t (N — AM) Ay,

X = %e“ <<M - %N) dn + (AM — uN) aN),

N
X23 = %NBM + NE)N, X24 = <M - ]/lT) aM/ E'yz/ ZFZ/

/\7”)’3 — UYL +1ryse — D, (2’)’31’ + 7")’3;’1’) =0,
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ry1t — D1 (271, + ry100) = 0.

19 |=0 =0 #0 =0T, Xs, Xo5 = gar+t8t+ytNaM,

X6 = (th - y2t2N> Iy + (M — utN)dy, Xo7 = Now,
Xog = (M — utN) Op, Xo9 = utNoy + Now, Eq,, X1,
—pry1 +1y3 — D1 (273 +1y30) =0,

ryie — D1 (2v1, +7710) = 0.

5.3 SOLUCOES PARTICULARES DO SISTEMA (5.2)

Nesta sec¢do, apresentamos solugdes de subsistemas do sistema (5.2), nomeadamente,

para o caso em que p = A = 0 e para o caso A = 0.

5.3.1 Sem haptotaxia e sem decaimento de MDEs (p = A = 0)

Determinamos que o subsistema do sistema (5.2), a este caso associado, admite o
gerador Xg, veja Tabela 3. Assim, utilizando o Teorema 3.7, construimos as seguintes

solugdes invariantes:
N =& (w), E=e"®®) e M =205 (w), (53)
em que w = Lt

Logo, substituindo (5.3) em (5.2) com p = A = 0, obtemos o seguinte sistema de EDOs:

(1

—§w2q>g = Dy (2®] +wdY),
1

q Ew?’cpgl = D3, (5.4)
e, = b <6d> 6wd, + w Y ) + ud

L Ew 3 - 2 3+ w 3+w 3 +]/l 1-

Trés solugdes do sistema (5.4) séo:

1. Para quaisquer valores de D e D;:

D, 1 3D, 1 /3D, 1
P === Py=_—(-—— 4= Py3=-| —+=). .
Yo P (3w2+2w4) © TS ( w? +3) (5:5)



5.3 SOLUGCOES PARTICULARES DO SISTEMA (5.2)

2. Para D1 = D;:

e ACIE
P = w+2D2 erf2D2 1),
w2
@, = (5—7/{5(2\/D2e42< 2—8D;) (w?+6D2)
2535

4 \/Ew(<w —60D2> f(z\;"m) —20D2w2)>, o0

U Tw w
o = (12 6Dserf ( ——o—
T e T T (w T (2\/132))
2

3. Para Dy < Dj:

P ;(2ew&+¢@erf(z\/—))

o, = . 0 (—\/Ew (6OD% +20Dw?* + w4> erf (
1920D?w>(Dy — D)

@ <2\/D72 (—Dze_‘qui <2D1 +w2> (16D1 +w2)

D;

+ Dle_% <2D2+w2) (16D2+w > — 2/ nDyw* \/;j> (5.7)

+ /mDjw (60D§ +20D,w? + w4> erf (2\;U_> > ,

1 _ wX(Dy+Dy) L2 )
— 4D+ D: D _ T
® = gesp Dy ¢ (2(4D2+w)e 2(4D1+w>e )

. ﬁw((6D2+w)erf(r) (6D1+w)erf<2r>>>,

257)

VD VD1

em que
2

u
erf (u) := / e ds.
0
Ainda, para o mesmo caso, consideramos a combinagdo linear dos geradores X5 e Xg
dada por 2X¢ — 2X5 = 19, + 2td; + 2EIn Edr — 2Ndy. Entdo, utilizando o Teorema 3.7,

construimos as seguintes solu¢des invariantes:

1

N=53®1(w), E= ¢ 2(0) ¢ M = @3 (w), (58)
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em que w =

NG

Assim, ao substituir (5.8) em (5.2) com p = A = 0, obtivemos o seguinte sistema de

EDOs:
( 1 3 / / 25/
—5w'® = Dy (2<I>1—2w<1>1+w c1>1),
1 w3
> w® = 0s, (5.9)
1
| —5@’® = D (2wc1>’3 +w2<1>g’) +u®;.
Duas solucgoes do sistema (5.9) séo:
1. Para Dy = Dy:
_w?
D (w) = we 41,
Su [ e i(w* —2Dy) \/E ( )
Dy (w) = erf , .10
)
e D1
D3(w) =
2. Para D7 < Dj:
ZUZ
O(w) = we 1,
(5 71"24(315D2) (D1+D»5)
]’le 1Dy w*(D1+Dy » w
() = —! 4D1D D D f
2 (W) 6/D: Dy’ (D1 — Do) (fwe 102 ( 1 (6 b+ W )er (2 %Dz)
w?
. 2 . 2 iD,
D> (6D1+w )erf<2m>> 2\/D1D, (4D1+w )e 2 1)
202
+ 2D;\/DyeiDr <4D2+w2)>,

\ D]]/l

102
+ 24/ Dge_%> .

W(DZ_DI)<\/>w (erf<2\ﬁ>_erf<2\ﬁ>> 2y/Dre ¥



5.3 SOLUGCOES PARTICULARES DO SISTEMA (5.2)

5.3.2 Sem decaimento de MDEs (A = 0)

O sistema (5.2), com A = 0, admite o gerador X, veja Tabela 3. Novamente, utilizando

o Teorema 3.7, construimos as seguintes solu¢des invariantes:

1 1

N = r—4d>1 (w),E=®y(w) e M = r—2<I>3 (w), (5.12)

v
em que w = —-.
R

Logo, ao substituir (5.12) em (5.2) com A = 0, obtemos o seguinte sistema de EDOs:

—Zw’®, = Dy (12@1 — 6wd + wZCI>’1’> —p <w2d>’1d>’2 + W D DY — 2wd>1d>’2> ,

—w CI)IZ = 5@3@2,

2
1
| —50°% = D (2q>3 — 2w + wchg) D,
(5.13)
Duas solugoes do sistema (5.13) sdo:
1. Para D = D;:
w2
;1 (w) = wle D1 (w2 - 2D1> ,
Dy (w) =0, (5.14)
_w?
D3 (w) = pwde 01,
2. Para D1 < Dy:
w2
&y (w) = we 1 <2D1 - w2> ,
Dy (w) =0, (5.15)
_wr 4Dy a2
D3(w) = w <e iDy 4 D= D, _1‘11;16 4Dl> .

Ao retornar as varidveis originais, obtemos as solu¢des particulares do sistema (5.2) e,
consequentemente, do sistema (2.1), como desejdvamos.

No préximo capitulo, discutiremos as solugdes obtidas neste capitulo.






DISCUSSOES

Inicialmente, consideramos o modelo matematico continuo (2.1), proposto em [3], que
descreve a invasdo do tecido por células tumorais. A abordagem deste modelo em [3] é
numérica e, até onde sabemos, nenhum trabalho anterior apresentou solugdes analiticas
para ele. Esse fato nos motivou a encontrar solugdes analiticas para (2.1). Para atingir
este objetivo, estudamos este sistema sob a perspectiva da teoria de simetrias de Lie.
Aplicamos o Teorema 3.6 ao sistema (2.1) para obtermos as equag¢des determinates e
realizarmos uma classificacdo completa, e inédita, dos grupos locais de simetrias de

pontos de Lie admitidos pelo sistema, que sdo os 19 casos que apresentamos nas se¢des

4.2 € 4.3.

Apb6s classificar os grupos locais de simetrias do sistema (2.1), com trés varidveis
espaciais e uma temporal, passamos a analisar a possibilidade de construir solu¢des
invariantes para o sistema. Para este fim, consideramos os geradores Rj, Ry e R3,
dados em (4.19), e aplicamos o Teorema 3.7 para construirmos os invariantes (5.1), que
impusemos serem solugdes do sistema (2.1). Este processo nos possibilitou transformar,
com o0 uso de coordenadas esféricas, o sistema (2.1) no sistema (5.2), que é um novo
sistema de EDPs com uma varidvel espacial e outra temporal. Entretanto, ainda, ndo
conseguimos encontrar solu¢des analiticas do sistema (5.2). Por esta razao, realizamos
uma nova classificagdo dos grupos locais de simetrias de pontos de Lie do sistema
(5.2), que apresentamos nas tabelas 3 e 4. Posteriormente, aplicamos o Teorema 3.7
aos geradores Xi, X4 e 2X5 — 2X5, com X1, X5 e X¢ dados na Tabela 3, para construir
solugdes invariantes para o sistema (5.2). Como resultado, obtivemos sete solucdes

analiticas para o sistema (5.2).

Na secdo 5.3, apresentamos as solugdes analiticas do sistema (5.2). Cinco deles sdo
para o caso p = A = 0, que biologicamente representam a auséncia de fluxo haptotatico e
decaimento natural de MDEs. As demais sdo para A = 0, caso em que ndo ha decaimento

natural de MDEs. Também, essas solu¢des dependem dos valores dos parametros de
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difusdo D; e D,, que dividem as solugdes em trés casos, para valores arbitrarios de Dy
e Dy, D1 =Dy, e D, > Ds.
Primeiramente, consideremos a seguinte solugdo para o sistema (5.2), parap=A =0

e Dy = D,, que obtemos quando substituimos (5.10) em (5.8)

2
N - € 4Dyt
t, = T
ry/t
2
o N evir R
3D, 2./D; * 3 (6.1)
E(r,t) = e ,
2
4Dyt
M@, t) = y\/_te—.

;

A solugdo (6.1) descreve a invasdo das células tumorais e MDEs por simples difusao,
bem como a degradagdo da ECM pelas MDEs. Uma vez que p = A = 0, o fluxo
haptotatico ndo é considerado e as MDEs ndo sofrem nenhuma forma de decaimento.

As préoximas trés figuras mostram o comportamento da solugdo (6.1) para valores
especificos dos pardmetros . A Figura 6.1 mostra a difusdo das MDEs, enquanto a Figura
6.2 mostra a degradagdo da ECM pelas MDEs a medida que o tempo evolui. Podemos
observar na Figura 6.1 que as MDEs se propagam por difusdo D, e pela produgdo do
tumor u. Portanto, sua densidade aumenta com o tempo em todo o espago.

A degradacdo da ECM pelas MDEs permite a invasdo do tecido pelas células tumorais
por difusdo, como é mostrado na Figura 6.3. No entanto, as células tumorais se
propagam somente por difusdo Dj, pois o crescimento tumoral ndo é considerado no
modelo. Por isso, ao longo do tempo, a densidade do tumor é menor perto da origem e
maior na frente de invasao.

Um ponto a ser destacado é que a velocidade de propagacdo de células tumorais e
MDEs decresce com o tempo. Assim, entender a dindmica do tumor e a velocidade de
propagacdo da frente de onda sdo ingredientes essenciais para desenvolver possiveis
estratégias para controlar o desenvolvimento da anomalia.

A solugdo para o sistema (5.2), para p = A = 0 e quaisquer valores de D1 e D;, obtidas
quando substituimos (5.5) em (5.3), representa o caso em que a densidade das células

tumorais é constante e, portanto, ndo hé crescimento tumoral.
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ENZIMAS DEGRADANTES DA MATRIZ
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Figura 6.1: Grafico mostra a difusdo de MDEs para os seguintes valores dos pardmetros: D1 = D, = 0.001,
0=10,uy=01lep=A=0,emt=1,10,20,30 e 40.
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Figura 6.2: O gréfico mostra a degradacdao da ECM para os seguintes valores dos parametros: D = D, =
0.001,6=10,u=01ep=A=0,emt=1,10,20,30 e 40.

Para o caso A = 0, obtivemos duas solugdes para o sistema (5.2). Um deles, para
D; = D;, obtemos substituindo (5.14) em (5.12). A outro, para D, > Dj, obtemos
substituindo (5.15) em (5.12). Essas solugdes descrevem o estagio final do cancer; as
MDEs degradaram totalmente a ECM.

As trés tltimas solugdes sdo para o caso p = A = 0. Para D; < D5, obtemos as duas
solugdes substituindo (5.11) em (5.8) e (5.7) em (5.3). A outra, para D; = Dy, obtemos
substituindo (5.6) em (5.3). Essas solu¢des sdao matematicamente interessantes, mas uma

andlise cuidadosa delas mostra que podem se tornar negativas, o que é biologicamente
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CELULAS TUMORAIS
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Figura 6.3: O grafico mostra a invasdo de células tumorais para os seguintes valores dos parametros:
D1=D;=0001,6=10,y=01ep=A=0,em ¢t =1,10,20,30 e 40.

inaceitavel. Porém, se impormos restri¢des aos seus dominios, poderemos obter uma
solugdo biologicamente consistente que descreva a evolucdo do tumor. Sua validade,
entretanto, é limitada apenas a subconjuntos préprios de [0, o0) x [0, o). Isso sugere
que podemos ter uma solugdo que descreva o fendmeno, mas com restri¢des.

Observamos que a solugdo (6.1) do sistema (5.2) descreve a evolugdo do cancer ao
longo do tempo. As outras solu¢des do sistema (5.2), entretanto, descrevem casos extre-
mos ou apenas parcialmente o fendmeno. Por esse motivo, representamos graficamente
aqui apenas a solugdo (6.1).

E interessante notar que realizamos uma classificacio matematica dos grupos locais
de simetrias Lie do sistema (5.2). Entretanto, para construirmos as solugdes invariantes,
consideramos apenas os casos biologicamente vidveis. Todavia, ndo foi possivel obter
uma solucdo que englobasse a haptotaxia, que é um movimento celular direcionado em
resposta a gradientes de moléculas adesivas na MEC. Esse movimento é conhecido e
demonstrado in vitro, mas ainda incerto in vivo [3, pagina 132]. Como o valor do coefici-
ente de haptotaxia (o) ndo é determinado experimentalmente, em [9], consideramos o
caso em que 0 < p < 1, aplicamos a teoria de perturbagdes e obtivemos uma solugdo
aproximada que contempla este caso. Para mais detalhes e discussdes dessas solucdes,

veja [9, Segdes 5 e 6].



CONCLUSAO

Neste trabalho, aplicamos a teoria de simetrias de Lie ao modelo (2.1), proposto em
[3], que descreve a dindmica de intera¢des entre a densidade de células tumorais, a
densidade da ECM e a concentracdo de MDEs.

Classificamos, no Capitulo 4, os grupos locais de simetrias de Lie do sistema (2.1). A
partir dos geradores encontrados, construimos invariantes e solu¢des invariantes que
possibilitaram reescrever o sistema (2.1), em coordenadas esfréricas, de modo a obter
o sistema (5.2). Realizamos uma nova classificagdo de grupos de simetrias de Lie do
sistema (5.2), que sumarizamos na Tabela 3 e na Tabela 4.

Usamos as simetrias e obtivemos sete solu¢des particulares do sistema (2.1), que,
conforme apontamos nas discussdes dos nossos resultados, a maioria delas é biologi-
camente consistente com a fenomenologia do cancer. Quatro dessas sdo para o caso
A =p =0, que costruimos a partir do gerador X4 e da combinagdo linear 2X5 — 2X¢. As
outras duas sdo para o caso A = 0, que contruimos a partir do gerador X, veja Tabela
3. Pelo que sabemos, as solugdes que encontramos sdo as tnicas solugdes analiticas
conhecidas para o sistema (2.1) até o momento.

A aplicagdo da técnica de simetrias de Lie possibilitou a obtencdo de solugdes particu-
lares do sistema (2.1). Portanto, a técnica pode ser uma alternativa para encontrarmos

solucdes analiticas de modelos matematicos para a invasdo tumoral.
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