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R E S U M O

Nesta tese, estudamos um modelo matemático para invasão tumoral. O modelo consiste

em um sistema não-linear de equações diferenciais parciais, que descreve a dinâmica de

interações entre a densidade de células tumorais, a densidade da matriz extracelular e a

concentração de enzimas degradantes da matriz. Realizamos uma completa classificação

dos grupos locais de transformações de pontos de Lie do sistema. Usamos as técnicas

de simetrias para construir soluções invariantes para o modelo. Consequentemente,

obtivemos soluções particulares do sistema, que são majoritariamente consistentes com

a biologia do fenômeno.

Palavras-chave: Tumores Sólidos Localizados, Invasão de Tumores, Modelos Matemáti-

cos, Simetrias de Lie, Soluções Exatas.
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A B S T R AC T

In this thesis, we study a mathematical model for tumor invasion. It consists of a

nonlinear system of partial differential equations describing the dynamics of interactions

between tumor cells density, extracellular matrix density, and the matrix degrading

enzymes concentration. We carried out a complete group classification of the Lie

point symmetries of the system. We used symmetry techniques to construct invariant

solutions for the model. Consequently, we obtained particular solutions of the system,

which are mostly consistent with the biology of the phenomenon.

Keywords: Localized Solid Tumors, Tumor Invasion, Mathematical Models, Lie

Symmetries, Exact Solutions.
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1 I N T RO D U Ç ÃO

O câncer é um dos principais problemas de saúde pública no mundo, que causa um alto

impacto �nanceiro e emocional. É a segunda causa de morte, atrás apenas de doenças

cardiovasculares [29]. O câncer tem início em nível subcelular com mutações nos genes

que controlam a maneira como as células funcionam, principalmente seu crescimento e

divisão, e manifesta alterações funcionais na escala celular e tecidual. A complexidade é

tal que precisamos nos concentrar em subconjuntos da miríade de processos envolvidos,

a �m de parcialmente compreender a evolução do câncer.

Quando buscamos compreender a evolução de tumores sólidos em estágio avascular,

uma possível abordagem é via modelos contínuos de equações diferenciais parciais.

Em [3], como um exemplo dessa abordagem, Anderson et al. propuseram um modelo

que descreve a produção de enzimas degradativas pelas células tumorais, a degradação

do tecido hospedeiro e a resposta migratória das células tumorais. Neste caso, o que

está em consideração é o microambiente, onde as interações entre os elementos celulares

e moleculares que o compõem são determinantes na progressão tumoral.

Uma alternativa para encontrarmos soluções analíticas de equações diferenciais

em geral, e de modelos de tumores sólidos em particular, é por meio da teoria de

simetrias de Lie [7,19]. Uma simetria de um sistema de equações diferenciais é uma

transformação que leva qualquer solução em outra solução do sistema. Do ponto

de vista de Lie, tais transformações são grupos locais que dependem de parâmetros

contínuos e consiste de transformações de pontos agindo no espaço das variáveis

independentes e dependentes, podendo, mais geralmente, também agir no espaço de

derivadas das variáveis dependentes até qualquer ordem �nita.

Se um sistema de equações diferenciais é invariante sob a ação de um grupo local

de pontos de Lie, podemos encontrar, construtivamente, soluções especiais, chamadas

soluções invariantes, que são invariantes sob a ação de um subgrupo do grupo total

admitido pelo sistema. Essas soluções resultam da solução de um sistema de equações

diferenciais parciais reduzido, com menos variáveis independentes.
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2 introdução

Neste trabalho, demos um tratamento matemático, via simetrias de Lie, ao modelo

de tumores sólidos localizados proposto em [ 3].

A tese está estruturada como segue:

• No Capítulo 2, apresentamos estatísticas de câncer no mundo, alguns aspectos da

biologia do câncer e o modelo matemático de tumores sólidos localizados.

• No Capítulo 3, introduzimos os conceitos básicos da teoria de simetrias de Lie,

com exemplos ilustrativos majoritariamente contruídos a partir de resultados deste

trabalho.

• No Capítulo 4, classi�camos os grupos locais de simetrias de Lie do sistema

estudado.

• No Capítulo 5, construímos soluções invariantes e reescrevemos o modelo proposto

em coordenadas esféricas. Realizamos uma nova classi�cação de simetrias de

Lie do novo sistema e, a partir dos geradores encontrados, construímos soluções

invariantes para o sistema.

• No Capítulo 6, discutimos os nossos resultados.

• Por �m, no Capítulo 7, descrevemos as principais conclusões.

Essencialmente, os principais resultados estão nos Capítulos4 e 5. Apresentamos

esses resultados em [8,9] e os publicamos em [10].



2 O C Â N C E R E O M O D E L O

M AT E M ÁT I C O

Neste capítulo, apresentamos estatísticas de câncer no mundo, alguns aspectos de sua

biologia e o modelo matemático de interesse deste trabalho.

2.1 o câncer

Câncer é um termo genérico que representa um grupo heterogêneo de doenças carac-

terizadas pelo crescimento descontrolado e disseminação de células anormais [26,27].

Uma célula pode se tornar anormal, cancerosa, quando ocorrem mutações em um ou

mais genes. Estas mutações, por sua vez, rompem os mecanismos normais de controle

celular [21], o que leva, consequentemente, ao desenvolvimento de câncer.

Existem diversos fatores de risco ligados ao surgimento de câncer. Estes fatores

incluem tabaco, genética, idade, dieta, ocupação, meio ambiente e agentes infecciosos.

Entretanto, nenhum deles invariavelmente o causa, pois, por exemplo, nem todos os

fumantes ou todas as pessoas com histórico familiar de câncer o desenvolveram [27].

Assim sendo, não existe um consenso em termos do que realmente causa câncer. As

causas da anomalia são possivelmente diversas, até mesmo para um tipo especí�co de

câncer, como o de pulmão.

O câncer, que é referido frequentemente como uma condição única, apresenta diversas

manifestações. Existem mais de200tipos diferentes de câncer [28]. Entretanto, do ponto

de vista histológico, que considera o tipo de tecido onde o câncer inicialmente surgiu,

podemos agrupar todas as formas da anomalia, de acordo com [27], nas seis seguintes

categorias:

• Carcinomas - surgem em células do revestimento interno ou externo do corpo e

são os tipos mais comuns de câncer. Afetam, geralmente, órgãos ou glândulas

capazes de secreção, tais como mama, pulmão, bexiga, cólon, próstata.
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4 o câncer e o modelo matemático

• Sarcomas - têm origem em tecidos de suporte e conectivos como ossos, tendões,

cartilagem, músculos, gorduras. O câncer ósseo é um dos sarcomas denominado

osteossarcoma.

• Mielomas - é o câncer que se origina nas células plasmáticas da medula óssea.

As células do mieloma impedem a produção normal de anticorpos, deixando o

sistema imunológico enfraquecido e suscetível à infecções. Isso faz com que eles

inter�ram na produção de células sanguíneas normais.

• Leucemias - é um tipo de câncer encontrado no sangue e na medula óssea e está

frequentemente associada à superprodução de glóbulos brancos anormais. Tem

como principal característica o acúmulo de células cancerosas na medula óssea,

que substituem as células sanguíneas normais.

• Linfomas - desenvolvem-se no sistema linfático, conjunto formado por uma rede

de vasos, nódulos e órgãos que puri�cam �uidos corporais e produzem as células

responsáveis pela imunidade. Os linfomas também podem ocorrer em órgãos

especí�cos, como o estômago, mama, cérebro.

• Tipos Mistos - os componentes de tipo podem estar dentro de uma categoria ou

de categorias diferentes. Um exemplo é o carcinossarcoma, que é uma mistura de

carcinoma (câncer de tecido epitelial) e sarcoma (câncer de tecido conjuntivo).

Os pro�ssionais das áreas médicas, comumente, utilizam a classi�cação dos cânceres

de acordo com o tipo histológico. Entretanto, o público em geral tem mais familiaridade

com a classi�cação dos cânceres de acordo com o local primário, que é o local no corpo

onde o câncer surgiu. Dentre os mais variados tipos, o câncer de mama é um exemplo,

que o nome identi�ca o local, mas não o tipo de tecido envolvido.

A incidência e mortalidade por câncer está crescendo em todo o mundo. A Agência

Internacional de Pesquisa em Câncer (IARC), ligada a Organização Mundial da Saúde

(OMS), estima que um em cada cinco homens e uma em cada seis mulheres em todo o

mundo desenvolvam câncer ao longo de suas vidas, e que um em cada oito homens

e uma em cada dez mulheres morrerão da doença. A IARC estimou a incidência de

18, 1milhões de casos e9, 6 milhões de mortes por câncer em 2018. Uma análise ampla

dessas estimativas de incidência e mortalidade em 185países e para36 tipos de câncer

está disponível em [12].



2.1 o câncer 5

A Figura 2.1 e a Figura 2.2 mostram, respectivamente, as estimativas de distribuição

da incidência e da mortalidade, independente da idade ou do sexo, para os dez tipos

mais comuns de câncer no mundo em 2018.

Figura 2.1: grá�co de setores feito a partir de dados disponibilizados em [ 12], que descreve estimativas

de incidências dos 10 tipos mais comuns de câncer no mundo em 2018.

Figura 2.2: grá�co de setores feito a partir de dados disponibilizados em [ 12], que descreve os10 tipos de

câncer com maiores estimativas de mortalidade no mundo em 2018.



6 o câncer e o modelo matemático

A Figura 2.3 e a Figura 2.4 mostram, respectivamente, as estimativas de distribuição

da incidência e da mortalidade para os dez tipos mais comuns de cânceres no sexo

masculino em 2018.

Figura 2.3: grá�co de setores feito a partir de dados disponibilizados em [ 12], que descreve estimativas

de incidências dos 10 tipos mais comuns de câncer no sexo masculino no mundo em 2018.

Figura 2.4: grá�co de setores feito a partir de dados disponibilizados em [ 12], que descreve os10 tipos de

câncer com maiores estimativas de mortalidade no sexo masculino no mundo em 2018.
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Por �m, a Figura 2.5 e a Figura 2.6 mostram as estimativas de distribuição da

incidência e da mortalidade, respectivamente, dos dez tipos mais comuns de câncer no

sexo feminino no mundo em 2018.

Figura 2.5: grá�co de setores feito a partir de dados disponibilizados em [ 12], que descreve estimativas

de incidências dos 10 tipos mais comuns de câncer no sexo feminino no mundo em 2018.

Figura 2.6: grá�co de setores feito a partir de dados disponibilizados em [ 12], que descreve os10 tipos de

câncer com maiores estimativas de mortalidade no sexo feminino no mundo em 2018.
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Em [25] é possível observar, em mapas globais, o tipo de câncer mais comum e o tipo

de câncer que causou maior mortalidade em 2018em cada país. A Figura 2.7 e a Figura

2.8, respectivamente, mostram o câncer mais comumente diagnosticado e o que causou

maior número de mortes a nível nacional em todo o mundo em 2018para ambos os

sexos.

Figura 2.7: �gura gerada em [ 25], que mostra o câncer com maior incidência em cada país em2018, para

ambos os sexos, e o número de países representados em cada grupo de classi�cação.

Figura 2.8: �gura gerada em [ 25], que mostra o tipo de câncer que causou o maior número de mortes em

cada país em2018, para ambos os sexos, e o número de países representados em cada grupo

de classi�cação.
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