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Resumo

Neste trabalho estudamos a teoria (co)homológica de digrafos e algumas de suas apli-
cações. Mais precisamente, apresentamos a teoria e seus teoremas mais importantes,
da perspectiva da Topologia Algébrica; como, por exemplo, o Teorema de Künneth e
o Lema de Poincaré. Generalizamos a teoria para digrafos localmente finitos e, neste
contexto, provamos o Teorema da separação de Hodge. Apresentamos ainda uma inter-
pretação das homologias maiores por meio de um processo estocástico que generaliza
o passeio aleatório sobre as faces de um complexo simplicial. Por fim apresentamos
nossa conjecutra de que as dimensões das homologias de um grafo de Cayley aleatório
respeitam o Teorema Central do Limite, e a provamos para a primeira homologia, H0;
em que o grupo subjacente é cíclico.

Palavras-chave:Homologia, Digrafos, Teorema de Hodge, Digrafos Aleatórios, Lapla-
ciano Discreto
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Abstract

This work studies the (co)homological theory of digraphs and some of its applications.
More precisely, we present the theory and its most important theorems, from the Al-
gebraic Topology perspective; as, for example, the Künneth Theorem and Poincaré’s
Lemma. We generalize the theory to locally finite digraphs and, in this context, we
prove the Hodge’s separation Theorem. We also present an interpretation to the ho-
mologies via a stochastic process that generalizes the random walk over faces of a
simplicial complex. At last we present our conjecture that the homologies’ dimensions
for a random Cayley’s Graph satisfy the Central Limit Theorem, and prove it to the
first homology, H0; where the underlying group is cyclic.

Keywords: Homology, Digraphs, Hodge, Random Digraphs, Discrete Laplacian
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Conteúdo

"A vida em seus métodos diz calma
Vai com calma, você vai chegar"
Di Melo
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Introdução

A topologia algébrica é a área da matemática que nos permite estudar espaços topo-
lógicos, e seus invariantes, por meio de estruturas algébricas. Tal associação – entre
espaços topológicos e estruturas algébricas, e.g., módulos – é feita de maneira funtorial.

Na primeira parte desse trabalho apresentamos alguns resultados e definições da
teoria de De Rham. Essa teoria é a motivação para o que segue.

Porém, o foco deste trabalho é o estudo de invariantes topológicos para (di)grafos.
Em 2013 foi publicado o artigo, [6], no qual os autores Alexander Grigor’yan, Yong
Lin, Yuri Muranov e Shing-Tung Yau constroem uma teoria homológica para digrafos
finitos. Tal artigo foi referência fundamental para a segunda parte desse trabalho, em
que apresentamos a teoria e alguns de seus resultados importantes.

No segundo e no terceiro capítulo apresentamos a teoria homológica para digrafos
finitos e seus resultados fundamentais.

No quarto capítulo apresentamos alguns resultados e aplicações mais sofisticados,
como o Lema de Poincaré e o Teorema de Hodge para digrafos finitos.

No quinto capítulo generalizamos a teoria para digrafos localmente finitos, apresen-
tamos a Fórmula de Künneth, alguns exemplos de cálculos da homologia para digrafos
infinitos e, finalmente, mostramos que nossa teoria segue um análogo discreto para os
Axiomas de Eilenberg-Steenrod.

No sexto capítulo apresentamos, como resultado novo, o Teorema de Decomposição
de Hodge para digrafos localmente finitos, que provamos analisando as soluções do
Problema de Cauchy.

No sétimo capítulo apresentamos uma interpretação das homologias maiores por meio
de um processo estocástico que generaliza o passeio aleatório sobre as faces de um
complexo simplicial.

Por fim, no oitavo capítulo apresentamos nossa conjecutra de que as dimensões das
homologias de um grafo de Cayley aleatório respeitam o Teorema Central do Limite, e
a provamos para a primeira homologia, H0; em que o grupo subjacente é cíclico.
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Parte I

Variedades Diferenciáveis

1





1 Teoria de De Rham

A topologia algébrica é a área que estuda propriedades de espaços topológicos associando-
os a complexos de cadeias pela aplicação de funtores. Este capítulo tem por objetivo
apresentar alguns resultados clássicos da área – quando o espaço topológico subjacente
é dado por uma variedade diferenciável –, de maneira a preparar um bom arcabouço
de ideias para a justificativa das definições feitas para o caso discreto, i.e., quando o
espaço topológico subjacente é dado por digrafos ou por complexos simpliciais. Os te-
oremas aqui apresentados foram retirados de [4], [2] e [13]; sendo que as demonstrações
omitidas podem ser encontradas nessas referências.

1.1 Formas diferenciais em Rn
Seja p em Rn. Definimos o espaço tangente de Rn em p como sendo o conjunto
Rnp := {q− p : q ∈ Rn}, i.e., o conjunto de vetores com origem em p. Seja {ei : i ∈ N e
1 6 i 6 n} a base canônica de Rn. Definiremos a base canônica de Rnp como o conjunto
{(ei)p : (ei)p é o transladado de ei ao ponto p}. A partir deste ponto abusaremos da
notação e identificaremos (ei)p como ei.

Definição 1.1. Um campo vetorial em Rn é uma aplicação que associa cada ponto
p ∈ Rn a um vetor em Rnp da forma

v(p) =
n∑
i=1

ai(p)ei;

em que as ai : Rn → R são chamadas de funções caracterizadoras do campo
vetorial v. Se as funções ai são diferenciáveis, dizemos que v é diferenciável.

Definimos também o espaço dual de Rnp como sendo o conjunto (Rnp)∗ = {ϕ : Rnp →
R| ϕ é aplicação linear}, como usual. Note que a base dual da base canônica de Rnp é o
conjunto

{(dxi)p : i = 1, · · · ,n};

3



1 Teoria de De Rham

em que xi : Rn → R é a i−ésima projeção canônica. De fato, como o diferencial de
uma aplicação linear é a própria aplicação, temos que

(dxi)p(ej) = δij;

onde δij é o delta de Kronecker.
Defina o espaço vetorial Λk(Rnp)∗ := {ϕ : (Rnp)k → R|ϕé k-linear alternada} com

respeito às operações usuais de funções; em que

(Rnp)k = Rnp × · · · × Rnp︸ ︷︷ ︸ .
k vezes

Dados ϕi ∈ (Rnp)∗, i = 1, · · · ,k, obtemos ϕ1 ∧ϕ2 ∧ · · ·∧ϕk ∈ Λ(Rnp)∗ definindo

ϕ1 ∧ϕ2 ∧ · · ·∧ϕk(v1, v2, · · · , vk) := det(ϕi(vj)); i, j = 1, · · · ,k.

À operação ∧ é dado o nome operador cunha.
A definição acima, que é dada naturalmente uma vez em que se tenha em mente o

fato de det ser k-linear alternado, nos permite encontrar uma base – em certo sentido
– simples para Λk(Rnp)∗, como mostra a proposição a seguir.

Proposição 1.2. {(dxi1 ∧ · · ·∧dxik)p : i1 < i2 < · · · < ik, ij ∈ {1, · · · ,n}} é uma base
para Λk(Rnp)∗.

Definição 1.3. Uma k-forma exterior em R é uma aplicação ω que associa cada
ponto p ∈ Rn a um elemento em Λk(Rnp)∗ da forma

ω(p) =
∑

i1<···<ik

ai1···ik(p)(dxi1 ∧ · · ·∧ dxik)p, ij ∈ {1, · · · ,n},

em que ai1···ik são funções reais em Rn. Note que a Proposição 1.2 (veja Apêndice A,
página 113) nos garante que ω(p) está de fato em Λk(Rnp)∗. Dizemos que ω é uma
k-forma diferencial se as funções ai1···ik são diferenciáveis.

Por conveniência denotaremos a k−upla (i1, · · · , ik), t.q. i1 < · · · < ik e ij ∈
{1, · · · ,n}, por I, de modo que denotaremos ω simplesmente por

ω =
∑
I

aIdxI

Convenciona-se que uma 0-forma é uma função real em Rn diferenciável.
No que segue nos referiremos às k-formas diferenciais simplesmente por k-formas,

uma vez que nos restringiremos a elas.
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1.1 Formas diferenciais em Rn

Definamos agora operações sobre k-formas em Rn.
Sejam

ω =
∑
I

aIdxI

e
ϕ =

∑
I

bIdxI

duas k-formas em Rn. Definimos sua soma da seguinte maneira

ω+ϕ =
∑
I

(aI + bI)dxI

Agora, sejam

ω =
∑

aIdxI e ϕ =
∑

bJdxJ

uma k-forma e uma s-forma, respectivamente. Definimos seu produto exterior, que
é uma (s+ k)-forma, da seguinte maneira

ω∧ϕ =
∑
IJ

aIbJdxI ∧ dxJ

Note que se ϕ é uma 1-forma, então existem funções diferenciáveis ai tais que ϕ =∑
i

aidxi. Como {dxi : i = 1, 2, · · · ,n} é base para (Rnp)∗, ϕ ∈ (Rnp)∗. Portanto, sejam

ϕ1, · · · ,ϕk 1-formas, vale

ϕ1 ∧ · · ·∧ϕk(v1, · · · , vk) = det(ϕi(vj))

Proposição 1.4. Sejam ω, ϕ e θ uma k-forma, uma s-forma e uma r-forma, respec-
tivamente. Então:

1. (ω∧ϕ)∧ θ = ω∧ (ϕ∧ θ);

2. (ω∧ϕ) = (−1)ks(ϕ∧ω);

3. Se r = s, ω∧ (ϕ+ θ) = ω∧ϕ+ω∧ θ.

Note que, apesar de dxi ∧ dxi = 0, não é necessariamente verdade que para uma
dada forma ω, ω∧ω = 0.

Outro aspecto importante das formas diferenciais é a maneira como elas se comportam
sob aplicações diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável, f : Rn → Rm, induz uma

5



1 Teoria de De Rham

aplicação f∗, dita pullback, que leva k-formas em Rm à k-formas em Rn, definida pela
relação abaixo,

(f∗ω)(p)(v1, · · · , vk) = ω(f(p))(dfp(v1), · · · ,dfp(vk));

em que ω é uma k-forma em Rm, p ∈ Rn, v1, · · · , vk ∈ Rnp e dfp : Rnp → Rmf(p) é o
diferencial da aplicação f em p. Se g é uma 0-forma, definimos

f∗(g) = g ◦ f.

Propriedades 1.5. (de f∗) Sejam f : Rn → Rm e h : Rp → Rn aplicações diferen-
ciáveis; ω e ϕ k-formas em Rm; g : Rm → R uma 0-forma e ϕ1 e ϕ2 duas formas
quaisquer sobre Rm. Então:

1. f∗(ω+ϕ) = f∗ω+ f∗ϕ.

2. f∗(gω) = (f∗g)(f∗ω).

3. f∗(ϕ1 ∧ϕ2) = (f∗ϕ1)∧ (f∗ϕ2).

4. (f ◦ h)∗ω = h∗(f∗ω).

Ainda, o pullback pode ser interpretado como uma substituição de variáveis no se-
guinte sentido: sejam (x1, · · · , xn) coordenadas em Rn, (y1, · · · ,ym) coordenadas em
Rm e f : Rn → Rm tal que

yi = fi(x1, · · · , xn).

Seja ainda ω =
∑
I aIdyI uma k-forma em Rm. Então, f∗ω é uma k-forma em Rn

dada por

f∗ω =
∑
I

aI(f1(x1, · · · , xn), · · · , fm(x1, · · · , xn))dfi1 ∧ · · ·∧ dfik .

Neste sentido, f∗ “substitui”, as variáveis yi e seus diferenciais por funções de xj e seus
diferenciais.

Definição 1.6. Seja ω =
∑

aIdxI uma k-forma em Rn. Definimos o diferencial
exterior dω de ω da seguinte maneira,

dω =
∑
I

daI ∧ dxI;

onde daI é o diferencial de aI.
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1.1 Formas diferenciais em Rn

Note que, se dω =
∑

i1<···<ik

(dω)i1···ik+1(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik+1)p, então, pelas proprie-

dades do operador cunha,

(dω)i1···ik+1 =

p+1∑
q=0

(−1)qa
i0···îq···ip+1

. (1.1)

Seguimos agora com algumas propriedades do diferencial exterior.

Propriedades 1.7. (de dω)

(a) d(ω1 +ω2) = dω1 + dω2; onde ω1 e ω2 são k-formas.

(b) d(ω∧ϕ) = dω∧ϕ+(−1)kω∧dϕ; onde ω e ϕ são uma k-forma e uma s-forma,
respectivamente.

(c) d(dω) = d2ω = 0.

(d) d(f∗ω) = f∗(dω), em que ω é uma k-forma em Rm e f : Rn → Rm é uma
aplicação diferenciável.

Demonstração. (c) Provemos inicialmente para as 0-formas, i.e., f : Rn → R.

d(df) = d

(
n∑
j=1

∂f

∂xj
dxj

)
=

n∑
j=1

d

(
∂f

∂xj

)
∧ dxj

=

n∑
j=1

(
n∑
i=1

∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj

)
.

Como f é suave,
∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
, e como dxi∧dxj = −dxj∧dxi, se i 6= j, temos que

d(df) =
∑
i<j

(
∂2f

∂xi∂xj
−

∂2f

∂xj∂xi

)
dxi ∧ dxj = 0.

Agora, por (b),
d(aIxI) = daI ∧ dxI + aI(dxI).

Mas d(dxI) = d(Id)∧ dxI = 0. Então,

d(daIxI) = d(daI)∧ dxI + daI ∧ d(dxI) = 0.

O resultado é estendido a uma forma w =
∑
aIdxI por (a).
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1 Teoria de De Rham

1.2 Integrais de linha
Veremos mais detalhadamente à frente que formas diferenciais são objetos integráveis,
dada a linguagem correta para tal. Porém nesta seção abordaremos as integrais de
1-formas ao longo de curvas, denominadas integrais de linha, uma vez que este caso
pode ser abordado na linguagem já preestabelecida.

Antes, partamos de algumas definições.

Definição 1.8. Uma curva c é dita diferenciável por partes se ela for contínua e se
existir uma partição {t0, t1, · · · , tk, tk+1} de seu domínio tal que a restrição c|[tj, tj+1] =

cj é diferenciável para j ∈ {0, 1, · · · ,k}.

Definição 1.9. Seja U um aberto em Rn. Uma mudança de parâmetros de uma
curva c : [a,b]→ U é um homeomorfismo diferenciável ϕ : [c,d]→ [a,b]. Diz-se que
ϕ preserva orientação se ele é crescente; diz-se que ϕ reverte orientação se for
decrescente.

Agora, sejaω =
∑

aidxi uma 1-forma diferencial definida no abertoU ⊂ Rn. E seja
c : [a,b] → U uma curva diferenciável por partes dada por c(t) = (x1(t), · · · , xn(t)).
Note que para cada j ∈ {0, 1, · · · ,k}, onde {t0, t1, · · · , tk, tk+1} é uma partição de [a,b],

c∗jω =
∑
i

ai(x1(t), · · · , xn(t))
dxi

dt
dt.

Definimos ∫
c(t)

ω =
∑
j

∫ tj+1

tj

c∗jω =

∫b
a

(∑
i

ai(t)
dxi

dt

)
dt

Lançando mão de teoremas do cálculo diferencial temos que
∫
c

ω é invariante para

mudanças de parâmetros que preservam orientação. A saber, seja ϕ(τ) = t, em que ϕ
é uma mudança de parâmetros que preserva orientação,∫

c(t)

ω =

∫
c(τ)

ω.

Analogamente, se ϕ reverte orientação,∫
c(t)

ω = −

∫
c(τ)

ω.

Deste modo, ∫
−c

ω = −

∫
c

ω;

8



1.2 Integrais de linha

em que c denota o traço de c(t) com uma dada orientação e −c denota a mesma curva
com orientação contrária.

Vamos a algumas definições que se mostrarão importantes a partir deste ponto.

Definição 1.10. Seja ω uma forma diferencial no aberto U ⊂ Rn. Dizemos que ela é

1. Fechada se dω = 0;

2. Exata em V ⊂ U se existir uma função f : V → R diferenciável tal que ω = df

em V.

Note que toda forma exata em V é fechada em V , uma vez que d(df) = d2f = 0.
Ainda:

Proposição 1.11. As afirmações abaixo são equivalentes.

1. ω é exata em um conjunto V ⊂ U aberto e conexo.

2.
∫
c

ω depende apenas dos pontos extremos de c para toda curva c ∈ V.

3.
∫
c

ω = 0, para toda curva fechada c ⊂ V.

Definição 1.12. Uma forma ω é dita localmente exata se para cada ponto na vari-
edade existir alguma vizinhança dele em que ω é exata.

Lema 1.13. (Lema de Poincaré para 1-formas) Uma 1-forma é fechada se, e
somente se, ela é localmente exata.

Lançando mão do lema, podemos estender a definição da integral de formas fechadas
a curvas que são apenas contínuas. Para tal, sejam ω uma forma fechada definida em
um aberto U ⊂ Rn e c : [0, 1]→ U uma curva contínua. Podemos escolher uma partição
{t0, t1, · · · , tk, tk+1} de [0, 1] tal que ci = c|[ti, ti+1], i = 0, 1, · · · ,k, está contida na bola
Bi em que ω é exata. Seja fi : Bi → R tal que dfi = ω. Então∫

c

ω =
∑
i

∫
ci

ω =
∑
i

[fi(ti+1) − fi(ti)]

Note que esta definição é independente da partição escolhida.
Vimos portanto que toda forma fechada é localmente exata. Para entendermos

quando ela é globalmente exata faz-se necessária a introdução do conceito de homo-
topia.

9
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Definição 1.14. Duas curvas contínuas c0, c1 : [a,b] → U ⊂ Rn, tais que c0(a) =

c1(a) e c0(b) = c1(b), são ditas homotópicas se existir uma função contínua

H : [a,b]× [0, 1]→ U, (s, t) ∈ [a,b]× [0, 1]

tal que,

H(s, 0) = c0(s), H(s, 1) = c1(s), (1.2)

H(a, t) = c0(a) = c1(a), H(b, t) = c0(b) = c1(b). (1.3)

Portanto, uma homotopia é uma família contínua de curvas Ht(s) := H(s, t) que
deforma a curva H0 = c0 na curva H1 = c1, mantendo fixos os pontos extremos Ht(a)
e Ht(b).
Se retirarmos a condição (1.3) da definição de H, a a aplicação obtida é denominada

homotopia livre.
Tal definição nos abre espaço para a seguinte proposição:

Proposição 1.15. Seja ω uma 1-forma fechada no aberto U ⊂ Rn e sejam c0, c1 :

[a,b]→ U duas curvas contínuas homotópicas em U. Então∫
c0

ω =

∫
c1

ω.

Proposição 1.16. Seja ω uma 1-forma fechada definida em U ⊂ Rn e sejam c0, c1

duas curvas fechadas livremente homotópicas em U. Então
∫
c0

ω =

∫
c1

ω; em particu-

lar, se c0 é livremente homotópica a um ponto
∫
c0

ω = 0.

Definição 1.17. Dizemos que um conjunto U ⊂ Rn aberto e conexo é simplesmente
conexo se toda curva contínua e fechada em U é livremente homotópica a um ponto
em U.

Proposição 1.18. Toda forma fechada cujo domínio é simplesmente conexo é exata.

1.3 Variedades diferenciáveis
Assim como tudo que diz respeito a diferenciabilidade, a teoria de formas diferenciais
pode ser estendida a variedades diferenciáveis, que são – grosso modo – espaços em que
podemos aplicar localmente o Cálculo Diferencial de Rn.
Mais precisamente temos a seguinte definição.
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1.3 Variedades diferenciáveis

Definição 1.19. Uma variedade diferenciável n-dimensional é um conjuntoM com
uma família de aplicações injetivas fα : Uα ⊂ Rn →M, onde Uα é aberto para todo α,
tais que:
(1)

⋃
α

fα(Uα) =M.

(2) Para cada cada par α, β, com fα(Uα)∩ fβ(Uβ) =W 6= ∅, os conjuntos f−1
α (W)

e f−1
β (W) são abertos em Rn e as aplicações f−1

β ◦ fα, f−1
α ◦ fβ são diferenciáveis.

(3) A família {(Uα, fα)} é maximal em relação a (1) e (2).
O par (Uα, fα) com p ∈ fα(Uα) é dito uma parametrização (ou um sistema de

coordenadas) de M em p; fα(Uα) é então chamada de vizinhança coordenada de
p. Dizemos que uma família (fα,Uα) que satisfaça as propriedades (1) e (2) é uma
estrutura diferenciável em M.

IRn

M

U G

X

Figura 1.1: Sistema de coordenadas

Exemplo 20. Toda superfície regular S em R3 é uma variedade diferenciável 2-
dimensional.

Com efeito, toda parametrização f : U ⊂ R2 → V∩S de S em p é um homeomorfismo
diferenciável tal que df|p : Tp(U)→ R3 é injetiva.

Exemplo 21. Todo subespaço k-dimensional, M, de Rn é uma k-variedade diferen-
ciável. De fato, sejam B = {ei}

k
i=1 uma base de M, C = {δi}

k
i=1 a base canônica de Rk

e D = {Bα} uma base da topologia de Rk. Defina

f : Rk → M
k∑
i=1

αiδi →
k∑
i=1

αiei

e defina fα : Bα ⊂ Rk → M de modo que fα = f|Bα . A família {(Bα, fα)} é uma
estrutura diferenciável. De fato, as aplicações fα satisfazem a condição 1 e a injetividade
trivialmente. Agora, seja fα(Bα) ∩ fβ(Bβ) = W 6= ∅. Note que x ∈ Bα ∩ Bβ se, e
somente se, f(x) ∈ W, equivalentemente, W = Bα ∩ Bβ, que é aberto. Note que
fβ ◦ fα = fα ◦ fβ = Id; em que Id é a função identidade, que é diferenciável. Portanto,
M é uma variedade diferenciável.

11



1 Teoria de De Rham

Disto segue diretamente que Rn é sempre uma variedade n-dimensional. E, de ma-
neira análoga, Cn é uma variedade 2n-dimensional.

Exemplo 22. O Plano projetivo real P2(R) é o conjunto das linhas em R3 passando
pela origem. Equivalentemente, P2(R) pode ser visto como o conjunto das direções em
R3.

Defina a relação de equivalência ∼ em R3 da seguinte forma:

(x,y, z) ∼ λ(x,y, z), λ ∈ R, λ 6= 0.

cujas classes de equivalência serão denotadas por [x,y, z], e são justamente os elementos
de P2(R2).

Defina agora os conjuntos:

V1 = {[x,y, z] : x 6= 0},

V2 = {[x,y, z] : y 6= 0},

V3 = {[x,y, z] : z 6= 0}

e as aplicações fi : R2 → Vi, i = 1, 2, 3, por

f1(u, v) = [1,u, v], f2(u, v) = [u, 1, v], f3(u, v) = [u, v, 1].

A família {(fi,R2)} é uma estrutura diferenciável. De fato, f−1
1 (V1 ∩ V2) = {(u, v) :

u 6= 0}, que é aberto em R2, e

f−1
2 ◦ f1(u, v) =

(
1

u
,
v

u

)
,

que é diferenciável. A verificação para os demais casos é análoga.

Deste modo, P2(R) é de fato uma variedade diferenciável 2-dimensional.

Exemplo 23. (Espaço projetivo linear) O exemplo anterior pode facilmente ser
generalizado para Pn(R) dado pelas classes de equivalência da seguinte relação:

x ∼ λx, λ ∈ R \ {0}, x ∈ Rn.
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1.3 Variedades diferenciáveis

Note que uma estrutura diferenciável induz, de maneira canônica, uma topologia
em M de base {fα(Uα)}. Porém, essa topologia pode não ter algumas propriedades
importantes para alguns teoremas do cálculo. Como queremos estender noções relativas
à diferenciabilidade para variedades, nos restringiremos àquelas cuja topologia satisfaz:
Axioma de Hausdorff: Dois pontos distintos de M são separados por vizinhanças

que não se intersectam. (Usado na demonstração da unicidade do limite de sequências
convergentes).
Axioma de base contável: M pode ser coberta por uma quantidade enumerável

de vizinhanças coordenadas. (Essencial para a existência de partições da unidade).
A partir do presente momento denotaremos a dimensão de uma variedade diferen-

ciável M por um índice sobrescrito da seguinte maneira, Mn indica que a variedade
diferenciável M é n dimensional.

Definição 1.24. Sejam Mn
1 e Mm

2 duas variedades diferenciáveis. Uma aplicação ϕ :

M1 →M2 é dita diferenciável no ponto p ∈M1 quando dada uma parametrização
g : V ⊂ Rm → M2 em ϕ(p), existe uma parametrização f : U ⊂ Rn → M1 em p tal
que ϕ(f(U)) ⊂ g(V) e a aplicação

g−1 ◦ϕ ◦ f : U ⊂ Rn → Rm

é diferenciável em f−1(p). A aplicação ϕ é diferenciável em um aberto de M1 se
ela é diferenciável em todo ponto deste aberto.

U V

U ∩ V

IRn IRn

Y ◦X−1
∣∣
X(U∩V )

X Y

X
∣∣
U∩V Y

∣∣
U∩V

X(U)

X(U ∩ V )

Y (V )

Y (U ∩ V )

Figura 1.2: Variedade Diferenciável

Outro importante conceito a ser estendido para variedades é o de espaço tangente.
Para tal fazem-se necessárias algumas definições, pois a definição aqui apresentada é
baseada na noção de vetor tangente a uma curva, estendendo os conceitos já definidos
no espaço euclidiano.

Definição 1.25. Seja α : I → M – com I intervalo em R contendo 0 – uma curva
diferenciável na variedade diferenciável M, com α(0) = p, e seja D o conjunto de

13
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funções de M que são diferenciáveis em p. O vetor tangente à curva α em p é a
aplicação α ′(0) : D→ R dada por

α ′(0)ϕ =
d

dt
(ϕ ◦ α)|t=0

Um vetor tangente a p ∈M é o vetor tangente de alguma curva diferenciável α : I→
M como α(0) = p.

Deste modo, note que

α ′(0)ϕ =

(
n∑
i=1

x ′i(0)

(
∂

∂xi

)
0

)
ϕ.

Logo, os vetores tangente α ′(0) em p podem ser escritos da forma

α ′(0) =

n∑
i=1

x ′i(0)

(
∂

∂xi

)
0

.

O espaço vetorial gerado por
{(

∂
∂xi

)
0

}
é o espaço n-dimensional de todos os vetores

tangentes à M em p, e é denotado por TpM e chamado por espaço tangente.
Agora temos a linguagem necessária para a introdução da noção do diferencial de

uma aplicação ϕ :Mn
1 →Mm

2 .

Definição 1.26. Sejam Mn
1 e Mm

2 variedades diferenciáveis e ϕ : M1 → M2 uma
aplicação diferenciável. Para cada p ∈ M1, o diferencial de ϕ em p é a aplicação
linear dϕp : TpM1 → Tϕ(p)M2 que associa a cada v ∈ TpM1 o vetor dϕp(v) ∈ Tϕ(p)M2

definido da seguinte maneira: tome uma curva diferenciável α : (−ε, ε)→M1 de modo
que α(0) = p e α ′(0) = v; então dϕp(v) := (ϕ ◦ α) ′(0).

Definição 1.27. SejamMn
1 eMm

2 variedades diferenciáveis. Uma aplicação ϕ :M1 →
M2 bijetiva diferenciável e com inversa diferenciável é dita um difeomorfismo. A
aplicação ϕ é dita um difeomorfismo local se existirem vizinhanças U de p e V de
ϕ(p) tal que ϕ : U→ V é um difeomorfismo.

Certamente um dos teoremas mais importantes do Cálculo é o teorema da função
inversa, que afirma que se dϕp é um isomorfismo, entãoϕ é um difeomorfismo local. Por
se tratar de um teorema local ele se estende naturalmente às variedades diferenciáveis.

Definição 1.28. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferen-
ciável ϕ : M → N é uma imersão se dϕp : TpM → Tϕ(p)N é injetora para todo
p ∈M. Se, além de imersão, ϕ for um homeomorfismo sobre sua imagem ϕ(M) ⊂ N
– em que ϕ(M) é munida da topologia induzida por N –, ϕ é dito um mergulho.
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Agora, se M ⊂ N e a inclusão i :M ⊂ N é um mergulho, então dizemos que M é uma
subvariedade de N.

Certamente um dos resultados mais notórios na teoria de variedades é o de uma
variedade diferenciável (i.e., Hausdorff e com base enumerável) de dimensão n sempre
poder ser imersa em R2n e mergulhada em R2n+1.
Agora possuímos o necessário para estender o conceito de formas diferenciais à vari-

edades diferenciáveis.
Dado um espaço vetorial V , denotaremos por Λk(V) o conjunto das aplicações k-

lineares e alternadas, w : Vk → R, onde Vk representa o produto cartesiano de V
consigo mesmo k vezes.

Definição 1.29. Seja Mn uma variedade diferenciável. Uma k-forma exterior w
em M é a escolha, para cada p ∈ M, de um elemento w(p) do espaço Λk(TpM)∗ das
formas k-lineares e alternadas do espaço tangente TpM.

Dadas uma k-forma w e uma parametrização fα : Uα → Mn, em p ∈ fα(Uα),
definimos a representação de w nesta parametrização como a k-forma wα em Uα ⊂
Rn dada por

wα(v1, · · · , vk) = w(dfα(v1), · · · ,dfα(vk)), v1, · · · , vk ∈ Rn.

Se mudarmos de coordenadas para fβ : Uβ → Mn, p ∈ fβ(Uβ), nós obtemos que
(f−1
β ◦ fα)∗wβ = wα.

Definição 1.30. Uma forma diferencial de ordem k (ou uma k-forma diferen-
cial) em uma variedade diferenciável Mn é uma k-forma exterior tal que em algum
sistema de coordenadas (portanto, em todos), sua representação é diferenciável.

Todas as operações definidas sobre k-formas diferenciais em Rn são estendidas a k-
formas diferenciais em Mn por suas representações locais. Por exemplo, se w é uma
k-forma diferencial em M, dw é a forma diferencial em M cuja representação local é
dwα. Uma vez que

dwα = d(f−1
β ◦ fα)∗wβ = (f−1

β ◦ fα)∗dwβ,

dw está bem definida.
O conceito de formas diferenciais nos leva naturalmente à seguinte definição:

Definição 1.31. Um campo vetorial X em uma variedade diferenciável M é uma
correspondência que associa cada p ∈ M a um vetor X(p) ∈ TpM. O campo vetorial
X é diferenciável se para cada função diferenciável ϕ : M → R, Xϕ é também uma
função diferenciável.
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Lema 1.32. Sejam X e Y campos vetoriais sobre uma variedade diferenciávelM. Então
existe um único campo vetorial Z em M tal que, para cada ϕ ∈ D, Zϕ = (XY − YX)ϕ.

Definição 1.33. Uma variedade diferenciável M é orientável se possui alguma estru-
tura diferenciável {(Uα, fα)} tal que para cada par (α, β) com fα(Uα) ∩ fβ(Uβ) 6= ∅,
o diferencial da mudança de coordenadas f−1

β ◦ fα tem determinante positivo. Caso
contrário M é não orientável.

Neste caso, chamamos uma tal estrutura diferenciável de orientação de M.
Exemplo 34. (Variedade orientável) Toda variedade M que pode ser coberta por
duas vizinhanças coordenas V1 e V2 tais que W = V1 ∩ V2 é conexo é orientável. De
fato, seja p ∈W, se det(d(f−1

2 ◦ f1)(p)) < 0, basta intercambiarmos duas coordenadas
de V1 consecutivas. Como o determinante é alternado, teremos que o novo diferencial
terá determinante positivo em p, definindo assim uma orientação de M.

Exemplo 35. (Variedade não-orientável) O plano projetivo real, P2(R) é uma
variedade não-orientável. Note que a esfera quocientada pelas antípodas que relaciona
os pontos opostos pelo equador, P2(R), tem a faixa de Möbius como subvariedade, pois
é justamente uma faixa em torno do equador desta esfera, que é não orientável, como
demonstrado em [3] §2.6.

1.4 Integração em variedades

1.4.1 Integração de formas diferenciais
Esta seção se reserva à definição da integral de uma n-forma diferencial sobre uma
variedade diferenciável n dimensional.
Seja ω uma forma diferencial definida em um aberto U ⊂Mn. O suporte K de ω

é o fecho do conjunto
{p ∈Mn : ω(p) 6= 0}.

Inicialmente, seja ω uma n-forma em Rn. Então

ω = a(x1, · · · , xn)dx1 ∧ · · ·∧ dxn.
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Assuma que o suporte K de ω é um compacto contido em U (aberto em Rn). Defi-
nimos ∫

U

ω =

∫
K

adx1 · · ·dxn,

em que o lado direito da igualdade acima representa uma integral múltipla em Rn.
Para a definição da integral de uma n-forma emMn, assumiremos queM é compacta,

e portanto, o suporte K da forma ω também o é, por se tratar de um fechado em um
compacto. Também assumiremos que M é orientável.

Proposição 1.36. (Existência de uma partição de unidade diferenciável). Seja
M uma variedade compacta (não necessariamente orientável) e seja {Vα} uma cobertura
de M por vizinhanças coordenadas. Então existem funções diferenciáveis ϕ1, · · · ,ϕm
tais que:

(a)
m∑
i=1

ϕi = Id

(b) 0 6 ϕi 6 1, e o suporte de ϕ está contido em alguma Vαi da cobertura {Vα}.

Agora seja ω uma n-forma em Mn (orientável) tal que seu suporte, K, está contido
em uma vizinhança coordenada Vα = fα(Uα). Então, se a representação local ωα de
ω em Uα é

ωα = aα(x1, · · · , xn)dx1 ∧ · · ·∧ dxn,

define-se ∫
M

ω =

∫
Vα

ωα =

∫
Uα

aαdx1 · · ·dxn,

em que o lado direito da igualdade acima representa uma integral em Rn.
Nota: O sinal da integral só está bem definido em variedades orientáveis.
Agora, suponha que o suporte K da n-forma ω não está contido em uma única

vizinhança coordenada. Seja {ϕi} uma partição da unidade diferenciável. O suporte da
forma ϕiω está contido em Vαi . Pela definição anterior, faz sentido definir

∫
M

ω =

m∑
i=1

∫
M

ϕiω.

1.4.2 Teorema de Stokes
Antes de enunciarmos o Teorema de Stokes, algumas definições são necessárias.
Um meio espaço de Rn é o conjunto

Hn = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn : x1 6 0}.
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De modo que a topologia de Hn é a topologia induzida por Rn.
Dizemos que uma função f : V → R definida em um aberto V de Hn é diferenciável

quando existe um aberto U de Rn tal que V ⊂ U e uma função diferenciável f definida
em U tal que a restrição de f a V é f. Neste caso, o diferencial dfp, p ∈ V , de f em p

é definido como dfp = dfp.

Definição 1.37. Uma variedade n-diferenciável com bordo (regular) é um con-
junto M e uma família de funções injetivas fα : Uα ⊂ Hn → M de abertos em Hn a
M tais que:

1.
⋃
α

f(Uα) =M.

2. Para todo par α, β com fα(Uα)∩fβ(Uβ) =W 6= ∅ os conjunto f−1
α (W) e f−1

β (W)

são abertos em Hn e as aplicações f−1
β ◦ fα, f−1

α ◦ fβ são diferenciáveis.

3. A família {(Uα, fα)} é maximal em relação à (1) e (2).

Um ponto p ∈ M é dito um ponto no bordo de M se dada uma parametrização
(e, portanto, para toda parametrização) f : U ⊂ Hn → M em p nós tivermos que
f(0, x2, · · · , xn) = p.
O conjunto dos pontos de bordo deM é chamado bordo de M e denotado por ∂M.

As definições feitas para variedades diferenciáveis (e.g., função diferenciável, espaço
tangente, orientabilidade, etc.) podem ser estendidas a variedades com bordo trocando-
se Rn por Hn.

Proposição 1.38. O bordo ∂M de uma variedade diferenciável n-dimensional com
bordo é uma (n − 1)-variedade diferenciável. Além disso, se M é orientável, uma
orientação em M induz uma orientação em ∂M.

Agora podemos enunciar o teorema de Stokes.

Proposição 1.39. (Teorema de Stokes): Seja Mn uma variedade com bordo, com-
pacta e orientada. Seja ω uma (n− 1)-forma diferencial em M, e seja i : ∂M→M a
aplicação inclusão do bordo ∂M em M. Então∫

∂M

i∗ω =

∫
M

dω.

Demonstração. Seja K o suporte de ω. Dividiremos a demonstração em alguns casos.
1)K ⊂ V = f(U) para alguma parametrização f : U ⊂ Hn →M. Seja

ω =

n∑
j=1

ajdx1 ∧ · · ·∧ dxj−1 ∧ dxj+1 ∧ · · ·∧ dxn,

18
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em U. Então,

dω =

(
n∑
j=1

(−1)j−1∂aj

∂xj

)
dx1 ∧ · · ·∧ dxn.

Se f(U) ∩ ∂M = ∅, então K ∩ ∂M = ∅, o que nos leva a ω = 0 em ∂M e i∗ω = 0.
Portanto, ∫

∂M

i∗ω = 0.

Resta mostrar que

∫
M

dω =

∫
U

(∑
j

(−1)j−1∂aj

∂xj

)
dx1 · · ·dxn = 0

Para tal, estendamos as funções aj para Hn da seguinte maneira,

aj(x) = aj(x), se x ∈ U
aj(x) = 0, se x ∈ Hn \U

Note que as funções aj são diferenciáveis, uma vez que f−1(K) ⊂ U. Agora considere o

paralelepípedo Q =

n∏
j=1

[x1j , x
0
j ] ⊂ Hn tal que f−1(K) ⊂ Qo e x1j 6 xj 6 x0j ; em que Qo

representa o interior de Q.
Portanto,

∫
U

(∑
j

(−1)j−1∂aj

∂xj

)
dx1 · · ·dxn =

∑
j

(−1)j−1

∫
Q

∂aj

∂xj
dx1 · · ·dxn

=
∑
j

(−1)j−1

∫
[aj(x1, · · · , xj−1, x

0
j , xj+1, · · · , xn)

−aj(x1, · · · , xj−1, x
1
j , xj+1, · · · , xn)]dx1 · · ·dxj−1dxj+1 · · ·dxn = 0;

em que a segunda igualdade é dada pelo Teorema Fundamental do Cálculo e a última
pelo fato de aj(x1, · · · , xj−1, x

0
j , xj+1, · · · , xn) = aj(x1, · · · , xj−1, x

1
j , xj+1, · · · , xn) = 0,

para todo j, por estes serem valores extremos em Q, i.e., não pertencentes a f−1(K).
Agora suponha que f(U) ∩ ∂M 6= ∅. Então a aplicação inclusão i é aplicação

identidade, a menos da primeira coordenada que é anulada, i.e., i(x1, x2, · · · , xn) =

(0, x2, · · · , xn). Portanto, lançando mão da orientação induzida no bordo,

i∗ω = a1(0, x2, · · · , xn)dx2 ∧ · · ·∧ xn.

Considere agora P = [x11, 0]×
n∏
j=2

[x1j , x
0
j ] tal que f−1(K) ⊂ Po ∪ {(0, x2, · · · , xn) : xi ∈
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R; i = 2, 3, · · · ,n}. Então∫
M

dω =

n∑
j=1

(−1)j−1

∫
P

∂aj

∂xj
dx1 · · ·dxn

=

∫
P

[a1(0, x2, · · · , xn) − a1(x
1
1, x2, · · · , xn)]dx2 · · ·dxn

+

n∑
j=2

(−1)j−1

∫
[aj(x1, · · · , xj−1, x

0
j , xj+1, · · · , xn)

−aj(x1, · · · , xj−1, x
1
j , xj+1, · · · , xn)]dx1 · · ·dxj−1dxj+1 · · ·dxn.

Como a1(x
1
1, x2, · · · , xn) = aj(x1, · · · , x0j , · · · , xn) = aj(x1, · · · , x1j , · · · , xn) = 0; para

j = 2, · · ·n, temos que∫
M

dω =

∫
a1(0, x2, · · · , xn)dx2 · · ·dxn =

∫
∂M

i∗ω.

2) Agora, seja {Vα} uma cobertura de M por vizinhanças coordenadas compatíveis
com a orientação, e sejam ϕ1, · · · ,ϕm uma partição da unidade diferenciável subor-
dinada à Vα. As formas ωj = ϕjω satisfazem as condições do item anterior. Além
disso, ∑

ωj = ω,
∑

dωj = dω.

Assim, ∫
M

dω =

m∑
j=1

∫
M

dωj =

m∑
j=1

∫
∂M

i∗ωj

=

∫
∂M

i∗
∑
j

ωj =

∫
∂M

i∗ω.

1.4.3 Lema de Poincaré

Seja Mn uma variedade diferenciável. Uma k-forma diferencial ω em é dita exata se
existir uma k− 1-forma β tal que dβ = ω; ω é dita fechada se dω = 0. Uma vez que
d2 = 0, uma forma exata é fechada.

Definição 1.40. Uma variedade diferenciável é dita contráctil a algum ponto p0 ∈M,
se existe uma aplicação diferenciável H : M × [0, 1] → M, H(p, t) ∈ M, p ∈ M, t ∈
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[0, 1] tal que
H(p, 1) = p, H(p, 0) = p0, ∀p ∈M.

Toda variedade diferenciável é localmente contráctil, por ser localmente difeomorfa a
um aberto de Rn.
Enunciemos os seguintes lemas que serão cruciais na demonstração do importante

Lema de Poincaré, que é o assunto principal desta seção.

Lema 1.41. SejaM uma variedade diferenciável contráctil. Toda k-forma ω emM×R
pode ser escrita unicamente da forma

ω = ω1 + dt∧ η,

em que ω1 é uma k-forma em M × R com a propriedade de ω1(v1, · · · , vk) = 0 para
algum (v1, · · · , vk), pertencente ao kerdπ (π : M × R → M tal que π(p, t) = p), e η
uma (k− 1)-forma com uma propriedade similar.

Definição 1.42. Seja a inclusão it :M→M×R definida por it(p) = (p, t). Definimos
a aplicação I que leva k-formas emM×R a (k−1)-formas emM da seguinte maneira:
sejam p ∈M e {vi}

k
i=1 ⊂ TpM, então, em p,

(Iω)(v1, · · · , vk−1) =

∫ 1
0

{η(p, t)(dit(v1), · · · ,dit(vk−1))}dt,

em que η é dado conforme o lema anterior.

Lema 1.43. i∗1ω− i∗0ω = d(Iω) + I(dω).

Lema 1.44. (Lema de Poincaré) Sejam M uma variedade diferenciável contráctil e
ω uma k-forma diferenciável em M com dω = 0. Então ω é exata, i.e., existe uma
(k− 1)-forma α em M tal que ω = dα.

Demonstração. Seja π a projeção definida nos lemas anteriores e ω uma k-forma em
M× R dada por ω = H∗ω, onde H é a aplicação dada pela definição de contractibili-
dade.

Como M é contráctil,

H ◦ i1 = identidade, H ◦ i0 = constante = p0 ∈M.

Portanto,
ω = (H ◦ i1)∗ω = i∗1(H

∗ω) = i∗1ω,

dω = 0 = (H ◦ i0)∗ω = i∗0(H
∗ω) = i∗0ω.
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Então dω = H∗dω = H∗0 = 0. Do lema anterior,

ω = i∗1ω = d(Iω) = dα,

em que α = Iω.

1.5 Teoria de De Rham

1.5.1 O complexo de De Rham em Rn

Definição 1.45. As C∞ formas sobre Rn são elementos de

Ω∗(Rn) := { Funções C∞ em Rn}⊗R Ω
∗;

em que Ω∗ é a álgebra de base {1,dxi,dxidxj, · · · ,dx1 · · ·dxn : i < j}, denominada
complexo de De Rham.

Nota-se que Ω∗(Rn) = ⊕nq=0Ω
q(Rn); onde Ωq(Rn) é o espaço das q-formas em

Rn, i.e., Ωq(Rn) = Λq(Rn). Ressalta-se ainda a existência de um operador diferencial
(diferencial exterior)

d : Ωq(Rn)→ Ωq+1(Rn)

definido de acordo com a Definição 1.1.6, que pela Propriedade 1.1.7.(b) é uma antide-
rivação.

Definição 1.46. A q-ésima cohomologia de De Rham de Rn é o espaço vetorial

HqDR = {q-formas fechadas}/{q-formas exatas}

O índice DR pode ser omitido na maioria dos casos. Se uma distinção entre a forma
ω e sua classe cohomológica se fizer necessária, denotaremos esta última por [ω].

Note que as definições deste capítulo funcionam bem para qualquer aberto U ⊂ Rn;
e.g., Ω∗(U) e H∗DR(U).

O complexo de De Rham,

· · · d−→ Ωq−1 d−→ Ωq
d−→ Ωq+1 d−→ · · · ,

é um exemplo de complexo diferencial.

Definição 1.47. O suporte de uma função contínua f sobre um espaço topológico X é
o conjunto Sup f = {p ∈ X : f(p) 6= 0}.

Na definição 1.5.1. definimos a cohomologia de De Rham usando funções C∞ em Rn.
Na definição a seguir nos restringiremos às funções de suporte compacto.
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1.5 Teoria de De Rham

Definição 1.48. Definimos sobre Rn o complexo de De Rham com suportes com-
pactos da seguinte maneira:

Ω∗c = {funções C∞ com suporte compacto }⊗R Ω
∗

A cohomologia deste complexo é denotada por H∗c(Rn).
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1.5.2 A Sequência Mayer-Vietoris

Na linguagem de álgebra homológica, Ω∗ é um funtor contravariante da categoria dos
espaços euclidianos {Rn}n∈N e aplicações suaves de Rm a Rn à categoria das álgebras
graduadas comutativas e seus homomorfismos. Este é o único funtor pullback de
funções em Ω0(Rn); do qual já apresentamos sua ação sobre formas diferenciáveis nas
seções anteriores. Por comutatividade da álgebra graduada nos referimos à seguinte
propriedade do produto

τω = (−1)deg τdegωωτ.

O funtor Ω∗ pode ser estendido à categoria das variedades diferenciáveis, como mos-
traremos a seguir.

Retomando os conceitos da Seção 1.3 deste trabalho, uma forma ω na variedade
diferenciável M é uma coleção de formas ωU para U na estrutura diferenciável de
M, que são compatíveis no seguinte sentido: se i e j são inclusões de U ∩ V em U

e em V , respectivamente, então i∗ωU = j∗ωV em Ω∗(U ∩ V). Lembrando também
do fato de uma aplicação suave em variedades f : M → N induzir uma aplicação
f∗ : Ω∗(N) → Ω∗(M), temos que Ω∗ é um funtor contravariante na categoria das
variedades diferenciáveis.

A sequência de Mayer-Vietores, que será aqui definida, é uma ferramenta que nos
permite calcular a cohomologia da união de dois abertos. Seja M a união dos abertos
U e V . Temos a sequência de inclusões

M← U t V
∂0
⇔
∂1

U ∩ V ; (1.4)

em que U t V é a união disjunta de U e V e ∂0 e ∂1 são as inclusões de U ∩ V em U e
em V respectivamente. Definimos a sequência de Mayer-Vietores

0→ Ω∗(M)→ Ω∗(U)⊕Ω∗(V) → Ω∗(U ∩ V)→ 0

(ω, τ) 7→ τ−ω
(1.5)

a partir do funtor contravariante Ω∗ sobre a sequência (1.4), onde as setas das extre-
midades são definidas por aplicações triviais; a segunda como restrição de formas, i.e.,
imagem da forma sob as aplicações pullbacks induzida pelas inclusões, i∗, j∗; e a terceira
definida como a diferença das aplicações ∂∗0 e ∂∗1.

Proposição 1.49. A sequência de Mayer-Vietoris é exata (veja Definição A.32).

Demonstração. Claramente, a aplicação (i∗, j∗) é injetiva e sua imagem é igual ao núcleo
de ∂∗0 − ∂∗1. Então só precisamos mostrar a exatidão no último passo. Primeiro, seja
M = R. Sejam f uma função C∞ em U ∩ V e {ρU, ρV } uma partição da unidade
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subordinada à cobertura {U,V}. Agora note que ρUf e ρVf são funções bem definidas
em V e em U, respectivamente. Ainda,

(−ρVf, ρUf) 7→ (ρUf) − (−ρVf) = f,

deste modo, Ω0(U)⊕Ω0(V)→ Ω0(R) é sobrejetora. Para uma variedade genérica M,
se ω ∈ Ωq(U ∩ V), então (−ρVω, ρUω) ∈ Ωq(U)⊕Ωq(V) é mapeada em ω.

Deste modo, como sequência exata, a sequência de Mayer-Vietoris

0→ Ω∗(M)→ Ω∗(U)⊕Ω∗(V)→ Ω∗(U ∩ V)→ 0

induz a seguinte sequência longa, também chamada de sequência de Mayer-Vietoris,

Hq+1(M) // Hq+1(U)⊕Hq+1(V) // Hq+1(U ∩ V)

ll

Hq(M) // Hq(U)⊕Hq(V) // Hq(U ∩ V)
d∗

ll

ll

Da sequência exata emerge o seguinte diagrama cujas linhas são sequências exatas

0 //Ωq+1(M) //

OO

Ωq+1(U)⊕Ωq+1(V) //

OO

ωq+1(U ∩ V)

OO

// 0

0 //Ωq(M) //

d

OO

Ωq(U)⊕Ωq(V) //

d

OO

Ωq(U ∩ V) //

d

OO

0

ξ

∈
OO

ω

∈
OO

dω = 0

Seja ω ∈ Ωq(U∩V) uma forma fechada. Pela exatidão das linhas, existe ξ ∈ Ωq(U)⊕
Ωq(V) cuja imagem éω, a saber, ξ = (−ρVω, ρUω). Pela comutatividade do diagrama
dξ 7→ dω = 0, i.e., d(−ρVω) = d(ρUω) em U ∩ V . Novamente, pela exatidão das
linhas, dξ é imagem de um elemento em Ωq+1(M). Pelo lema da cobra, este elemento
é justamente d∗[ω], que é independente de escolhas nesta construção. Pode-se mostrar
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que a fórmula explícita de ω é dada por

d∗[ω] =

{
[−d(ρVω)] em U

[d(ρUω)] em V .

Define-se Suppω = {p ∈M : ω(p) 6= 0} como o suporte da forma ω na variedadeM.
Note que d∗ω ∈ H∗(M) tem suporte em U ∩ V , pois ω ∈ U ∩ V .

Exemplo 50. Cohomologia do círculo. Para o cálculo da cohomologia do círculo
S1, considera-se uma cobertura de S1 por dois abertos U e V , ambos difeomorfos a um
seguimento de reta, cuja a intersecção tem exatamente duas compenentes conexas – por
exemplo,

U =

{
(cos(t), sin(t)) : t ∈

[
π

2
− ε,

3π

2
+ ε

]}
e V =

{
(cos(t), sin(t)) : t ∈

[
−
π

2
− ε,

π

2
+ ε
]}

;

com ε pequeno.

Note que (kerd) ∩ Ω0(U) são justamente as funções de U localmente constantes.
Como U é conexo, H0(U) = R, pois toda função localmente constante, neste caso, é
globalmente constante. Ainda, pelo lema de Poincaré, Hn(U) = 0 para todo n > 0.
Claramente o mesmo vale para V . Ainda, usando uma argumentação semelhante, mas
ressaltando o fato de U ∩ V ter exatamente duas componentes conexas, chega-se ao
resultado

Hn(U ∩ V) =

{
R⊕ R, se n = 0

0, caso contrário.

Assim, a sequência de Mayer-Vietores já fornece a seguinte informação,

S1 U t V U ∩ V

H2 0 0 0

H1 // 0 // 0

H0 // R⊕ R δ // R⊕ R
d∗

ii

Com δ sendo a aplicação que associa (ω, θ) a (ω−θ,ω−θ), de modo que dim im δ = 1

e, portanto, dimker δ = 1. Portanto,

H0(S1) = ker δ = R
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e
H1(S1) = cokerδ = R

(Veja Definição A.10).

1.6 Laplaciano e o Teorema de
Hodge

Nesta seção será definido o operador Laplaciano, por meio dos operadores bordo, que
permite uma decomposição do espaço das p-formas sobre o espaço subjacente. Tal
decomposição é dada pela soma direta ortogonal de seu núcleo e de sua imagem, mesmo
em dimensões infinitas.

Definição 1.51. Seja V um espaço vetorial n-dimensional com produto interno. Es-
tendemos o produto interno de V a Λ(V) fixando-o como sendo zero em elementos que
são de graus diferentes, e por

〈ω1 ∧ · · ·∧ωp,ϕ1 ∧ · · ·∧ϕp〉 = det〈ωi,ϕj〉,

estendendo-o por biliearidade a todo Λp(V). De sorte que uma base de Λp correspon-
dente a uma base de V ortonormal também é ortonormal.

Uma orientação em V é uma escolha de uma componente de Λn(V)\{0}; ressalta-se
que Λn(V) é 1-dimensional, dado que V é n-dimensional.

Seja agora V orientado com uma base ortonormal {e1, · · · , en} fixada. Define-se sobre
ele a transformação linear estrela

∗ : Λ(V)→ Λ(V),

pelo requerimento das seguintes propriedades

∗(−1) = ±e1 ∧ · · ·∧ en, ∗(e1 ∧ · · ·∧ en) = ±1,

∗(e1 ∧ · · ·∧ ep) = ±ep+1 ∧ · · ·∧ en;

de modo que assume “+” se e1∧ · · ·∧en está na componente escolhida de Λn(V) pela
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orientação e “−” caso contrário. Ressalta-se que

∗ : Λp(V)→ Λn−p(V).

Segue da definição que
∗∗ = (−1)p(n−p)

e que
〈ω,ϕ〉 = ∗(ω∧ ∗ϕ) = ∗(ϕ∧ ∗ω).

Assim, definimos o operador bordo ∂ que atua sobre as p-formas levando-as nas
(p− 1)-formas por

∂ = (−1)n(p+1)+1 ∗ d ∗ .

Fixa-se ∂ ≡ 0 sobre as 0-formas. Com isto estamos em posição de definir o Laplaciano,
que é o operador linear sobre Λp(M), da seguinte maneira

∆ = ∂d+ d∂;

com 0 6 p 6 n.
Uma forma ω é dita harmônica se ∆ω = 0. Assim, definimos o espaço das p-formas

harmônicas da seguinte maneira

Hp = {ω ∈ Λp(M) : ∆ω = 0}.

Teorema 1.52. Teorema da decomposição de Hodge.
Para cada inteiro não negativo P, Hp tem dimensão finita e vale as seguintes decom-

posições de Λp(M) em somas diretas ortogonais:

Λp(M) = ∆(Λp)⊕Hp

= d∂(Λp)⊕ ∂d(Λp)⊕Hp

= d(Λp−1)⊕ ∂(Λp+1)⊕Hp.

De modo que a ortogonalidade é dada pelo seguinte produto interno:

〈α,β〉 =
∫
M

α∧ ∗β;

para todos α e β em Λk(M), com k sendo qualquer inteiro não negativo.
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Digrafos
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2 Formas e Caminhos

sobre um Conjunto

Finito

Recentemente a teoria de Homologia de de Rham foi transportada para o estudo de di-
grafos [6], possibilitando uma nova abordagem para os problemas da área. Este trabalho
visa entender essa nova ferramenta utilizada no estudo da geometria discreta fazendo
um paralelo com o caso contínuo; apresentado no primeiro capítulo deste trabalho.

Neste capítulo apresentaremos algumas definições algébricas enunciadas para um con-
junto enumerável abstrato, para preparar o arcabouço algébrico da nossa teoria homo-
lógica. A conexão feita com a estrutura topológica de grafos finitos, isto é, a teoria
homológica de digrafos propriamente dita será apresentada no próximo capítulo.

A linguagem aqui estabelecida é feita em termos de espaços vetoriais de dimensão
finita. Isso nos fornece alguns ganhos computacionais e alguns resultados práticos enun-
ciados em termos da dimensão do espaço. Estes resultados são poderosos e o caso finito
nos permite abordar uma gama importante de problemas. Todavia, como veremos mais
a frente nesse trabalho, não é difícil generalizar a teoria para o caso que nosso conjunto
de vértices é enumerável e os objetos algébricos são tratados em termos de módulos. Um
leitor atento pode ler este capítulo com tais generalizações em mente; com bastante
cuidado para não generalizar os resultados que dependem da dimensão do espaço.

2.1 Espaço de caminhos e operador
bordo

Sejam V 6= ∅ um conjunto finito arbitrário cujos elementos serão chamados de vértices
e K um corpo de escalares.
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Definição 2.1. Dado um inteiro não negativo p, um p-caminho elementar sobre o
conjunto V é uma sequência de p + 1 vértices (não necessariamente distintos) {ik}

p
k=0

de V. Para p = −1 fixe um caminho como sendo o conjunto vazio ∅.

O p-caminho {ik}
p
k=0 será denotado também por i0 · · · ip (sem delimitadores entre os

vértices) ou por ei0···ip ; de modo que e = ∅.

Definição 2.2. O K-espaço vetorial das K-combinações lineares formais de todos os
p-caminhos elementares será denotado por Λp = Λp(V ,K) e seus elementos serão
chamados por p-caminhos em V.

Segue da definição que {ei0···ip : i0, · · · , ip ∈ V} é uma base para Λp de modo que
cada p-caminho v tem uma única representação da forma

v =
∑

i0,··· ,ip∈V

vi0···ipei0···ip (2.1)

na qual vi0···ip ∈ K. Deste modo, Λ−1
∼= K.

Exemplo 3. Seja V = {i, j,k}. Temos que:
Λ−1 = [e = ∅]

Λ0 = [ei, ej, ek]

Λ1 = [eii, eij, eik, eji, ejj, ejk, eki, ekj, ekk, ]

E assim por diante.

Para que possamos introduzir o conceito de homologia faz-se necessária a seguinte
definição:

Definição 2.4. Dado um inteiro p > 0, o operador bordo ∂ : Λp → Λp−1 é o
operador linear que definimos sobre os p-caminhos elementares de seguinte maneira:

∂ei0···ip =

p∑
q=0

(−1)qe
i0···îq···ip (2.2)

em que o circunflexo îq denota a omissão do índice iq.

De acordo com o Exemplo 2.1 temos que ∂eij = ej − ei.
Este operador pode ser facilmente estendido para qualquer p-caminho por linearidade,

de modo que dado v ∈ Λp como na equação (2.1),

∂v = ∂
∑

i0,··· ,ip∈V

vi0···ipei0···ip =
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∑
i0,··· ,ip∈V

vi0···ip∂ei0···ip =
∑

i0,··· ,ip∈V

vi0···ip
p∑
q=0

(−1)qe
i0···îq···ip =

∑
i0,··· ,ip∈V

p∑
q=0

vi0···ip(−1)qe
i0···îq···ip . (2.3)

Como ∂v ∈ Λp−1,

∂v =
∑

j0···jp−1

(∂v)j0···jp−1ej0···jp−1
. (2.4)

De (2.3) e (2.4) segue que

(∂v)j0···jp−1 =
∑

i0,··· ,ip∈V

p∑
q=0

vi0···ip(−1)q(e
i0···îq···ip)

j0···jp−1 =

∑
k∈V

p∑
q=0

(−1)qvj0···jq−1kjq+1···jp−1 ;

dado que (e
i0···îq···ip)

j0···jp−1 =

{
1, se i0 · · · îq · · · ip = j0 · · · jp−1

0, caso contrário
Destaca-se:

(∂v)j0···jp−1 =
∑
k∈V

p∑
q=0

(−1)qvj0···jq−1kjq+1···jp−1 (2.5)

Agora, para que nossa teoria homológica esteja bem construída, fixe Λ−2 = {0} de
modo que ∂ : Λ−1 → Λ−2 seja o operador nulo. Resta agora mostrar o seguinte lema
para que ∂ em conjunto com os espaços Λp formem um complexo de cadeia:

Lema 2.5. ∂2 = 0.

Demonstração. Note que ∂2 : Λp → Λp−2, portanto o lema só faz sentido para p > 0.

O caso p = 0 é trivial, então seja p > 0.

∂ei0···ip =

p∑
q=0

(−1)qe
i0···îq···ip ,

portanto

∂2ei0···ip =

p∑
q=0

(−1)q∂e
i0···îq···ip
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Aplicando-se o bordo sobre e
i0···îq···ip ,

∂e
i0···îq···ip =

p∑
q=0

(−1)q

(
q−1∑
r=0

(−1)re
i0···îr···îq···ip +

p∑
r=q+1

(−1)r−1e
i0···îq···îr···ip

)

Como (−1)q(−1)r−1 = (−1)q+r−1 = −(−1)q+r, segue que o último termo da igualdade
acima é igual a∑

06r<q6p

(−1)q+re
i0···îr···îq···ip −

∑
06q<r6p

(−1)q+re
i0···îq···îr···ip .

Note que invertendo os índices q e r no último somatório temos que ∂2ei0···ip = 0.

Deste modo temos o complexo de cadeias bem definido,

0← K← Λ0 ← · · · ← Λp−1 ← Λp ← · · · (2.6)

em que as setas são dadas pelo operador ∂ (para definição de complexo de cadeia veja
a definição A.31 no Apêndice A).

2.2 Junção de caminhos
Definição 2.6. Definimos a operação junção sobre caminhos u ∈ Λp e v ∈ Λq por
sua imagem uv ∈ Λp+q+1 de modo que

(uv)i0···ipj0···jq = ui0···ipvj0···jq . (2.7)

A associatividade desta operação se dá como consequência imediata da associativi-
dade do produto no corpo. Agora, note que de (2.7) temos que

ei0···ipej0···jq = ei0···ipj0···jq (2.8)

donde concluímos que não vale a comutatividade da junção.
Se p = −2 e q > −1 (ou vice-versa) fixamos uv = 0.
Aplicando (2.2) a (2.8) e estendendo o resultado por linearidade a junções de caminhos

arbitrários temos:

Lema 2.7. (Regra do produto) Para todos p,q > −1 e u ∈ Λp e v ∈ Λq temos

∂(uv) = (∂u)v+ (−1)p+1u∂v. (2.9)
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2.3 Caminhos regulares
Note que caminhos em V podem ou não conter loops, isto é, conter subcaminhos da
forma ii. Claramente a presença, ou não, de tais caminhos repercute diretamente em
seu bordo, que é de suma relevância em nossos estudos. Também vários resultados
importantes, como a fórmula de Künneth, dependem fortemente da regularidade dos
nossos complexos. Por isso destacam-se as definições e os resultados a seguir.

Definição 2.8. Um caminho i0 · · · ip é dito irregular se ik−1 = ik para algum k ∈
{1, · · · ,p} e regular caso contrário.

No Exemplo 2.1 o caminho eii exemplifica um caminho irregular, ao passo que eij é
regular.

Para todo p > −1 definimos o subespaço dos caminhos regulares de Λp da seguinte
maneira:

Rp = Rp(V) := span{ei0···ip : i0 · · · ip é regular}

Claramente Rp = Λp se p 6 0 e Rp ( Λp caso contrário. Definimos de maneira análoga
o espaço gerado pelos caminhos irregulares de Λp:

Ip = Ip(V) := span{ei0···ip : i0 · · · ip é irregular}

Voltando ao Exemplo 2.1 temos que
I0 = {0}

I1 = span{eii, ejj, ekk}
Fixando R−2 = I−2 = {0} e tomando em nossa atenção que um p-caminho elementar é

ou regular ou irregular (se não for nulo) e que p-caminhos arbitrários são K-combinações
lineares de caminhos elementares, temos que Λp = Rp

⊕
Ip para todo p > −2. Disto

segue que
Rp ∼= R̃p := Λp/Ip.

Definição 2.9. Os elementos de Rp são chamados p-caminhos regulares. A classes
de equivalência v mod Ip ∈ R̃p (com v ∈ Λp) são chamadas p-caminhos regulari-
zados.

Note que subtração de quaisquer dois caminhos regulares é um caminho regular e
que em cada classe de equivalência módulo Ip não nula há um caminho regular, pois
caso supuséssemos que não haja tal caminho em uma dada classe, esta seria formada
apenas por caminhos irregulares, sendo ela justamente a classe nula; assim, qualquer
p-caminho regularizado tem exatamente um representante nos p-caminhos regulares.
Claramente as operações bordo e junção não preservam regularidade. Isto não é

interessante pelo fato de não conseguirmos fazer um complexo de cadeia dos espaços
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regulares com respeito ao operador bordo aqui definido, dentre outros motivos que
ficarão claros no decorrer deste trabalho. Podemos contornar este problema facilmente
definindo novos operadores ∂ e junção sobre Rp como pullbacks de R̃p pelo isomorfismo
natural Rp → R̃p. Para que isso faça sentido faz-se necessário o seguinte resultado:

Lema 2.10. Sejam p,q > −1.
(a) Se v1, v2 ∈ Λp e v1 = v2 mod Ip então ∂v1 = ∂v2 mod Ip−1.

(b) Sejam u1,u2 ∈ Λp e v1, v2 ∈ Λq. Se u1 = u2 mod Ip e v1 = v2 mod Iq então
u1v1 = u2v2 mod Ip+q+1.

Demonstração. (a) Note que para p 6 0 o fato é trivial, dado que, neste caso, Ip = {0}.
Agora, caso p > 1, note que v1 = v2 mod Ip implica que um caminho regular ei0···ip
aparece na representação de v1, conforme (2.1), se, e somente se, ele também aparece
na representação de v2. Então precisamos apenas nos preocupar com os caminhos
elementares irregulares que compõe v1 e v2. Provaremos que se ei0···ip é irregular, então
∂ei0···ip também o é. De fato, se ei0···ip é irregular com ik = ik+1, então

∂ei0···ip =

k−1∑
q=0

(−1)qe
i0···îq···ip + (−1)kei0···ik−1ik+1ik+2···ip+

(−1)k+1ei0···ik−1ikik+2···ip +

p∑
q=k+2

(−1)qe
i0···îq···ip

Como ik = ik+1, (−1)kei0···ik−1ik+1ik+2···ip+(−1)k+1ei0···ik−1ikik+2···ip = 0, ao passo que
todos os outros termos são irregulares por conterem a dupla ikik+1, portanto ∂ei0···ip ∈
Ip−1.

Estendendo este resultado por linearidade provamos a proposição.
(b) Inicialmente, mostremos que se u = 0 mod Ip ou v = 0 mod Iq, então uv = 0

mod Ip+q+1. O fato é trivial para p 6 0 pelos motivos expressos no item anterior.
Agora, seja p > q, u = 0 mod Ip implica que u é combinação linear de caminhos
elementares irregulares. Claramente a junção de caminhos elementares irregulares com
qualquer caminho é irregular, o que prova o fato.

Como
u1v1 − u2v2 = (u1 − u2)v1 + u2(v1 − v2)

e
u1 − u2 = 0 mod Ip, v1 − v2 = 0 mod Iq,

então,
u1v1 − u2v2 = 0 mod Ip+q+1,

o que nos leva a
u1v1 = u2v2 mod Ip+q+1.
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Estes operadores assim definidos serão chamados de regulares. Os definidos ante-
riormente sobre os espaços Λp, que não preservam regularidade, serão chamados de
irregulares.
Exemplo 11.

• Operadores irregulares:

∂eiji = eji − eii + eij e eiei = eii

• Operadores regulares:

∂eiji = eji + eij e eiei = 0.

Deste modo temos o complexo de cadeia regular do conjunto V :

0← K← R0 ← · · · ← Rp−1 ← Rp ← · · · (2.10)

em que as setas são dadas pelo operador bordo regular.
Note que se V ′ ⊂ V então cada caminho regular ei0···ip em V ′ também é regular em

V e ∂ei0···ip tem mesma fórmula em Rp−1(V
′) e em Rp−1(V); portanto, ∂ comuta com

a inclusão.

2.4 Formas e o Diferencial exterior
Nesta seção o paralelo entre o caso contínuo e o discreto se torna bastante evidente.
Aqui definiremos p-formas e o diferencial exterior sobre essas formas sobre o conjunto
finito e não-vazio V . Estes conceitos serão essenciais para uma abordagem do problema
por meio da topologia algébrica, assim como feito com variedades.

Definição 2.12. Considere o inteiro p > −1. Denote por Λp = Λp(V) o K-espaço
vetorial das aplicações de

Vp+1 = V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
p+ 1 termos

sobre o corpo. Deste modo, Λ0 = {aplicações de V em K}, e, fixando V0 := {0}, identi-
ficamos Λ−1 com K.
Os elementos de Λp são denominados por p-formas sobre V.
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A imagem do ponto (i0, i1, · · · , ip) ∈ Vp+1 pela forma ω ∈ Λp será denotada por
ωi0···ip .

Fixando as p-formas ditas elementares como as da forma ej0···jp = I{(j0,··· ,jp)}; em
que IA é a função indicadora do conjunto A, temos claramente que uma dada forma
ω ∈ Λp pode ser escrita como

ω =
∑

j0,··· ,jp∈V

ωj0···jpe
j0···jp ;

donde extrai-se que {ej0···jp : j0, · · · , jp ∈ V} é uma base para Λp.
Sejam agora ω ∈ Λp e v ∈ Λp. Definimos o pareamento natural entre p-formas

e p-caminhos (em paralelo ao pareamento natural entre formas e campos vetoriais no
caso contínuo) da seguinte maneira:

(ω, v) :=
∑

i0,··· ,ip∈V

ωi0···ipv
i0···ip . (2.11)

Claramente Λp e Λp são duais com respeito a este pareamento.

Definição 2.13. Definimos o operador diferencial exterior d : Λp → Λp+1 por

(dω)i0···ip+1 =

p+1∑
q=0

(−1)qω
i0···îq···ip+1

, (2.12)

para cada ω ∈ Λp.

Novamente, a definição sugere um paralelo com o caso do diferencial na teoria de De
Rham, que goza da k-linearidade alternada. Veja (1.1).
Dadas estas definições concluímos:

Lema 2.14. Os operadores ∂ : Λp+1 → Λp e d : Λp → Λp+1 são duais, i.e., dado
p > −2 vale que para cada p-forma ω e para cada (p+ 1)-caminho v,

(dω, v) = (ω,∂v)

Este resultado é facilmente demonstrado provando-o para os caminhos elementares e
estendendo-o por linearidade para o caso geral.
Disto segue que (d2ω, v) = (ω,∂2v) = 0 quaisquer que sejam ω ∈ Λp e v ∈ Λp+2;

portanto, d2ω = 0 para todo ω, i.e., d2 = 0.
Deste modo temos o complexo de cocadeia

0→ K→ Λ0 → · · · → Λp → Λp+1 → · · · (2.13)

cujas setas são dadas pelo operador d. Este complexo é dual ao complexo (2.6).
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2.5 Concatenação de formas
Será de nosso interesse garantir uma estrutura de álgebra diferencial graduada para
(Λ,d), onde

Λ =
⊕
p>0

Λp

Para tal faz-se necessária a próxima definição, que é um paralelo do cup product da
topologia algébrica.

Definição 2.15. Para p,q > 0 e para quaisquer duas formas ϕ ∈ Λp e ψ ∈ Λq,
definimos sua concatenação ϕψ ∈ Λp+q por

(ϕψ)i0···ip+q = ϕi0···ipψipip+1···ip+q (2.14)

Poderíamos definir a concatenação equivalentemente por meio das formas elementares
da seguinte maneira:

ei0···ipej0···jq =

{
0, ip 6= j0
ei0···ipj1···jq , ip = j0

(2.15)

Evidentemente esta operação é associativa e não-comutativa.

Deste modo, temos que Λ é uma álgebra graduada com respeito à operação concate-
nação.

Para que ela tenha a estrutura desejada, i.e., de álgebra diferencial graduada, basta
utilizar seguinte lema.

Lema 2.16. Dados p,q > 0 e ϕ ∈ Λp e ψ ∈ Λq, temos

d(ϕψ) = (dϕ)ψ+ (−1)pϕdψ (2.16)

Demonstração.

(d(ϕψ))i0···ip+q+1
=

p+q+1∑
r=0

(−1)r(ϕψ)i0···îr···ip+q+1

Para podermos lidar com cada forma separadamente, dividimos o somatório acima pelos
índices de cada forma, obtendo:

p∑
r=0

(−1)r(ϕψ)i0···îr···ip+1···ip+q+1
+

p+q+1∑
p+1

(−1)r(ϕψ)i0···ip···îr···ip+q+1
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Utilizando a definição de concatenação separamos o índices das formas nos somatórios
acima obtendo:

p∑
r=0

(−1)rϕi0···îr···ip+1
ψip+1···ip+q+1

+

p+q+1∑
p+1

(−1)rϕi0···ipψip···îr···ip+q+1

Usando a definição do diferencial exterior e operações algébricas simples sobre a fórmula
acima temos

(d(ϕψ))i0···ip+q+1
= [(dϕ)i0···ip+1

− (−1)p+1ϕi0···ip]ψip+1···ip+q+1

+(−1)pϕi0···ip[(dψ)ip···ip+q+1
−ψip+1···ip+q+1

]

= ((dϕ)ψ)i0···ip+q+1
+ (−1)p(ϕdψ)i0···ip+q+1

2.6 Formas regulares
Em paralelo ao conceito de caminhos regulares pode-se facilmente restringir a teoria de
formas para o caso da formas regulares. O conceito de regularidade aqui influenciará
em nosso estudo topológico por meio do diferencial exterior, dado que alguns resultados
importantes, como a fórmula de Künneth, só valem com condição de regularidade.

Definição 2.17. Para um dado inteiro p > −2 defina o subespaço de Λp:

Rp = Rp(V) = span{ei0···ip : i0 · · · ip é regular} =

{ω ∈ Λp : ωi0···ip = 0 se i0 · · · ip é irregular}

Os elementos de Rp são chamados p-formas regulares.

Nosso objetivo é criar uma álgebra diferencial graduada em paralelo ao feito na seção
anterior, porém sobre a soma direta

R =
⊕
p>0

Rp.

Para tal precisamos enunciar alguns resultados.

Lema 2.18. (a) Se ω ∈ Rp então dω ∈ Rp+1.

(b) Sejam p,q > 0. Se ϕ ∈ Rp e ψ ∈ Rq então ϕψ ∈ Rp+q.
(c) Se ω ∈ Rp, v1, v2 ∈ Λp e v1 = v2 mod Ip então (ω, v1) = (ω, v2).
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Demonstração. (a) Basta mostrar que

(dω)i0···ip+1
= 0

para todo i0 · · · ip+1 irregular, com ik = ik+1. De fato,

(dω)i0···ip+1
=

p+1∑
q=0

(−1)qω
i0···îq···ip+1

=

k−1∑
q=0

(−1)qω
i0···îq···ikik+1···ip+1

+ (−1)kωi0···ik−1ik+1ik+2···ip+1+

(−1)k+1ωi0···ik−1ikik+2···ip+1
+

p+1∑
q=k+2

(−1)qω
i0···ikik+1···îq···ip+1

Note que o par ikik+1 se faz presente em todos os termos dos somatórios acima, que
são consequentemente zerados pela regularidade de ω. O que nos deixa com

(dω)i0···ip+1
=

(−1)kωi0···ik−1ik+1ik+2···ip+1
+ (−1)k+1ωi0···ik−1ikik+2···ip+1

= 0

dado que ik = ik+1.

(b) Suponha que ϕψ /∈ Rp+q, então

(ϕψ)i0···ip+q 6= 0

para algum i0 · · · ip irregular, com ik = ik+1. Deste modo

ϕi0···ipψip···ip+q 6= 0,

i.e.,
ϕi0···ip 6= 0 e ψip···ip+q 6= 0.

Mas ikik+1 está presente em i0 · · · ip ou em ip · · · ip+q, então ϕ /∈ Rp ou ψ /∈ Rq.

O resultado segue por contrapositiva.

(c) Segue do fato de que v1 − v2 ∈ Ip e de que (ω, ei0···ip) = 0 para todo caminho
irregular i0 · · · ip, que (w, v1 − v2) = 0, então (w, v1) = (w, v2).

De (c) segue que os espaços Rp e R̃p (ou, Rp, trocando-se a classe por seu represen-
tante) e os operadores d : Rp → Rp+1 e ∂ : R̃p+1 → R̃p são duais.
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Deste modo obtemos o complexo de cocadeia regular

0→ K→ R0 → · · · → Rp → Rp+ 1→ · · ·

dual ao complexo de cadeia regular (2.10).
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3.1 Complexos de caminhos,
complexos simpliciais e digrafos

Nesta seção apresentaremos o conceito de digrafo e construiremos sobre eles complexos
de caminhos, o que nos permitirá dar um significado geométrico para as definições
feitas no capítulo anterior e apresentarmos de fato uma teoria homológica – baseada
nas teorias homológicas para variedades, em especial a apresentada na primeira parte
desse trabalho.

Definição 3.1. Um complexo de caminhos sobre um conjunto V é uma coleção não
vazia P de caminhos elementares em V com a seguinte propriedade: para todo n > 0,

Se i0 · · · in ∈ P então i0 · · · in−1 e i1 · · · in também também pertencem a P. (*)

Denotaremos o conjunto dos n-caminhos de P por Pn; assim, P = {Pn}
∞
n=−1, em que

P−1 = {e}. Fixado um complexo de caminhos P, um caminho será dito permitido se
pertencer a P, caso contrário ele será dito não-permitido.
Nos restringiremos aos casos em que V = P0, pois a não adoção desta medida apenas

nos traria infortúnios sem nenhum ganho adicional. Os elementos de P0 serão chamados
de vértices, ao passo que os de P1 serão chamados de arestas (direcionadas) de P. Note
que se i0 · · · in ∈ P então ikik+1 ∈ P1 e ik, ik+1 ∈ P0 para todo k ∈ {1, 2, · · · ,n− 1}.

Definição 3.2. Um complexo simplicial abstrato S é uma coleção de subconjuntos de
um conjunto de vértices finito V que satisfaz a propriedade de que para todo elemento
s ∈ S o conjunto das partes P(s) também é subconjunto de S.

Será de nosso interesse correlacionar os conceitos definidos nessa seção futuramente.
Para tal, daremos uma definição equivalente para complexo simplicial mais adequada
para nosso contexto.
Enumeremos os elementos de V por naturais distintos e identifiquemos qualquer sub-

conjunto s de V pelo caminho elementar formado pelos elementos de s postos em ordem
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estritamente crescente. Deste modo S pode ser visto como uma coleção de caminhos
elementares em V . Diremos que S é um simplexo se para cada caminho elementar
de S qualquer subsequência sua também pertencer a S. Neste caso, denotaremos os
elementos de S por [i0, · · · , ip]; sendo que ij ∈ V .
Claramente todo complexo simplicial S é também um complexo de caminhos. Os

n-caminhos elementares permitidos em S são exatamente os n-simplexos.

Definição 3.3. Um digrafo é uma dupla G = (V ,E) tal que V é um conjunto finito de
vértices com uma relação binária E. Denotaremos (i, j) ∈ E por i → j. Os elementos
de E são ditos arestas.
Se pedirmos que E goze de uma propriedade simétrica e indetificarmos as arestas (i, j)

e (j, i), então G = (V ,E) é dito um grafo.

Neste trabalho nos restringiremos ao estudo de digrafos, i.e., mesmo se E for uma
relação simétrica, não faremos a identificação (i, j) = (j, i).
Um n-caminho elementar i0 · · · in em V é dito permitido se ik−1 → ik para todo

k ∈ {1, · · · ,n}. Denotaremos Pn(G) := Pn o conjunto dos n-caminhos permitidos. Em
particular P0 = V e P1 = E. Claramente, P(G) := {Pn} é um complexo de caminhos,
naturalmente associado ao digrafo G.

Proposição 3.4. Um complexo de caminhos é dado por um digrafo se, e somente se,
para um dado caminho i0 · · · in se todos os pares ik−1ik são permitidos então todo o
caminho i0 · · · in é permitido.

Demonstração. A suficiência é dada diretamente pela definição de um n-caminho ele-
mentar permitido em um grafo, dado que i0 · · · in é permitido somente se ik−1 → ik

para todo k ∈ {1, · · · ,n}.
Agora, se todo caminho i0 · · · in cujos pares ik−1ik são permitidos for permitido, então

este complexo é dado pelo digrafo cujo conjunto dos vértices é justamente o conjunto de
todos os elementos que figuram nestes pares e o conjunto das arestas é dado justamente
por tais pares.

Definição 3.5. Um complexo de caminhos P é perfeito se qualquer subsequência de
qualquer caminho elementar permitido de P for também um caminho permitido.

Definição 3.6. Um complexo de caminhos P é dito monótono se existir uma função
real injetiva sobre o conjunto de vértices de P que é estritamente crescente ao longo de
qualquer caminho de P.

Estas definições nos levam à seguinte proposição:

Proposição 3.7. Um complexo de caminhos P é o complexo de caminho de um com-
plexo simplicial se, e somente se, for perfeito e monótono.
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Demonstração. O complexo de caminhos de um complexo simplicial é perfeito e monó-
tono por definição. Agora, se P é monótono e perfeito, os vértices de i0 · · · ip ∈ P são
todos distintos. Note que este fato somado ao fato da perfeição de P nos garante que
S = {[i0, · · · , in] : i0 · · · in ∈ P} é um complexo simplicial. Usando a função da condição
de monotonicidade para ordenar os vértices de S, vemos que S cada simplexo de S nos
retorna um caminho de P.

Note que, se P é um complexo perfeito tal que ijk é um caminho permitido, i.e.,
i→ j→ k, ik também o é, ou seja, i→ k. Então a relação binária E é transitiva.

Tendo em vista que um poset (conjunto parcialmente ordenado) é um digrafo G em
que a relação aresta E é reflexiva, transitiva e anti-simétrica, o complexo de caminhos de
um poseté perfeito, e só é monótono se tirarmos a reflexividade de sua relação binária.

Destaca-se também o fato de um complexo de caminhos de um digrafo só ser perfeito
se existir uma função Φ : V → R tal que

i→ j⇒ Φ(i) < Φ(j).

3.2 Caminhos permitidos
Seja G = (V ,E) um grafo. Note que Λp(V) é o espaço gerado por todas as sequências
de p+ 1 vértices. Tal espaço não tem necessariamente alguma relação com a geometria
do grafo. Por exemplo, considere o grafo cujo conjunto de vértices é V = {i, j,k} e o
E = {i→ j, j→ k}, como mostra a figura abaixo:

i

j

k

Neste caso eik ∈ Λ1, todavia ele não é um caminho permitido no grafo.
Como nosso foco é o complexo de caminhos de digrafos nos focaremos nos n-caminhos

permitidos definidos a seguir.

Definição 3.8. Fixado um complexo de caminhos arbitrário P com um conjunto de
vértices V finito, considere o K-espaço vetorial An gerado pelos n-caminhos elementares
de P, i.e.,

An = An(P) =

{ ∑
i0,··· ,in∈V

vi0···inei0···in : i0 · · · in ∈ Pn, vi0···in ∈ K

}
.
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Fixe também A−1 = K e A−2 = {0}. Ressalta-se ainda que A0 = Λ0.
Por último, os elementos de An são chamados de n-caminhos permitidos.

Note que An é um subespaço do espaço Λn.
Note também que o operador bordo ∂ definido sobre os espaços Λn não necessaria-

mente comuta com a inclusão dos espaços An, i.e., não é necessariamente verdadeira a
afirmação de que

∂An ⊂ An−1. (3.1)

Pois, note no exemplo do começo dessa seção que eijl ∈ A2, todavia, ∂eijk = ejk −

eik + eij não é permitido por conter uma coordenada não nula para o caminho eik.
Ressalta-se, todavia, que a inclusão (3.1) é válida para complexos de caminhos per-

feitos. De fato, para n 6 1 o fato é trivial. Já para n > 2, seja ei0···in ∈ An. Temos
que

∂ei0···in =

n∑
q=0

(−1)qe
i0···îq···in ,

porém i0 · · · îq · · · in é subsequência de i0 · · · in, o que nos leva a concluir, conjuntamente
com a perfeição do complexo, que o lado direito da igualdade é um (n − 1)-caminho
permitido. Deste modo, temos para um complexo de caminhos perfeito P o seguinte
complexo de cadeia,

0← K← A0 ← · · · ← An−1 ← An ← · · · (3.2)

Definição 3.9. Definimos como grupos (ou espaços) homológicos, ou mesmo ho-
mologias, do complexo de caminhos (3.2) os seguintes grupos (ou espaços):

H̃n =
ker∂|An
∂An+1

Denotaremos a sequência H̃n(P) por H̃•(P).

Note que, como enunciado no apêndice, dado um complexo de cadeias, sempre defi-
nimos uma homologia para tal complexo de modo análogo.
H̃•(P) também são chamadas de homologias de caminhos reduzidas de P. De-

finimos também o complexo truncado

0← A0 ← · · · ← An−1 ← An ← · · · (3.3)

cujos grupos homológicos – i.e.,
ker∂|An
∂An+1

– são denotados por H•(P) e são chamados de

homologias de caminhos de P (neste caso ∂ : A0 → 0 é o operador nulo).
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3.3 Caminhos ∂-invariantes

No caso de um complexo de caminhos perfeito de um digrafo G (necessariamente com
relação aresta E transitiva, para que o complexo seja de fato perfeito) denotaremos seus
grupos homológicos por H•(G).

3.3 Caminhos ∂-invariantes
Como mencionado, no caso geral não há necessidade da inclusão (3.1). Veja por exemplo
o grafo G = (V ,E) tal que V = {0, 1, 2} e E = {01, 12}. O caminho e012 é permitido, ao
passo que ∂e012 = e12 − e02 + e01 não. Deste modo, não é possível construir complexos
de cadeia e de cocadeia com respeito ao operador bordo sobre caminhos permitidos.
Contornaremos tal problema nesta seção com as definições e os resultados que seguem.

Definição 3.10. Para todo inteiro n > −1 define-se

Ωn = Ωn(P) = {v ∈ An : ∂v ∈ An−1}. (3.4)

Os elementos deste conjunto são denominados n-caminhos ∂-invariantes.

Segue da linearidade do operador ∂ que Ωn é subespaço vetorial de An.
Note também que

∂Ωn ⊂ Ωn−1,

dado que ∂2 = 0 e 0 ∈ Ωn−2.
Assim, obtemos o complexo de cadeia dos caminhos ∂-invariantes:

0← K← Ω0 ← · · · ← Ωn−1 ← Ωn ← · · · (3.5)

em que as setas são dadas por ∂. Consideraremos também sua versão truncada

0← Ω0 ← · · · ← Ωn−1 ← Ωn ← · · · (3.6)

em que, novamente, o operador bordo será modificado em Ω0 de modo que ∂|Ω0
≡ 0.

Este operador modificado será denominado operador bordo truncado.

Definição 3.11. Os grupos homológicos dos complexos de cadeias acima são referi-
dos por grupos homológicos reduzidos de caminhos e grupos homológicos de
caminhos e denotados por H̃n(P) (n > −1) e Hn(P) (n > 0), respectivamente.

Podemos também nos valer de algumas modificações da teoria acima com as seguintes
definições:

Definição 3.12. Um complexo de caminhos é dito regular se todos os seus caminhos
são regulares.
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Dada a definição de complexo de caminhos basta que um não contenha 1-caminhos
da forma ii para que seja regular.

Note que para um complexo de caminhos regular P os espaços An são subespaços de
Rn, deste modo podemos trocar o operador bordo da definição de Ωn pelo operador
bordo regular, obtendo os espaços dos caminhos ∂-invariantes regulares. Portanto,
para os complexos de caminho regulares obtemos as versões regulares dos complexos
de cadeia (3.5) e (3.6). E, tanto as versões regulares quanto as não regulares deste
complexos são denotados por Ω•(P) e chamados de complexos de cadeia do complexo
de caminho P.

Note que H•(P) e H̃•(P) admitem as versões regular e irregular.

Deste modo temos, por definição de grupo homológico, que para todo n > 0

Hn(P) := Hn(Ω•(P)) := ker∂|Ωn/Im∂|Ωn+1
(3.7)

Desta forma Hn(P) é K-espaço vetorial para todo n. Lembrando, os caminhos em
ker∂|Ωn são ditos fechados, ao passo que os caminhos em Im∂|Ωn+1

são ditos exatos.

Definimos analogamente as homologias reduzidas H̃n(P) para n > −1. Note que

H̃n(P) = Hn(P), ∀n > 1

e que H̃−1(P) = {0}. Agora, note que Im∂|Ω1 é igual em ambos os complexos de cadeia,
portanto a diferença entre H̃0(P) e H0(P) encontra-se justamente na diferença entre os
ker∂|Ω0

nos diferentes complexos. Note porém que para toda 0-forma exata v = ∂u

temos que (1, v) = (1,∂u) = (d1,u) = 0 (em que 1 é a 0-forma constante que assume
imagem 1 para todos os vértices). Então se

v = h mod Im∂|Ω1
,

(1, v) = (1,h). Agora, (1, v) = 0 se, e somente se, v ∈ ker∂|Ω0→K, dado que (1, v) =∑
i∈V v

i e ∂v =
∑
i∈V v

ie, lembrando que associamos o caminho e ao escalar 1 sem
perda de generalidade. Deste modo,

H̃0(P) = {h ∈ H0(P) : (1,h) = 0} (3.8)

e, em particular,
dim H̃0(P) = dimH0(P) − 1.

Se P(G) é complexo de caminhos de um digrafo G, então fixa-se a notação

Ωn(G) := Ωn(P(G)).
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Os grupos homológicos correspondentes serão denotados por Hn(G) e H̃n(G) e serão
referidos por homologias de caminhos do digrafo G. Note que estes grupos são,
finalmente, intimamente relacionados com a geometria do digrafo G e, portanto, eles nos
darão invariantes geométricos de G e serão nosso principal objeto de estudo. Ressalta-se
também o fato de eles estarem bem definidos para qualquer digrafo finito (na verdade,
como veremos mais a frente, localmente finito). Toda a linguagem desenvolvida até
aqui fora para nos permitir definir e trabalhar exatamente com estes objetos.

Agora, segue da definição de Hn que

dimHn = dimker∂|Ωn − dim∂Ωn+1

Pelo teorema do núcleo-imagem

dimHn = dimΩn − dim∂Ωn − dim∂Ωn+1. (3.9)

Definimos a característica de Euler de um complexo de caminhos como

χ(P) =

n∑
p=0

(−1)p dimHp(P); (3.10)

desde que exista n suficientemente grande tal que

dimHp(P) = 0 (3.11)

para todo p > n.

Se dimΩp = 0 para todo p > n, segue de (3.9) que

χ(P) =

n∑
p=0

(−1)p dimΩp(P). (3.12)

Neste momento temos o necessário para enunciarmos a seguinte proposição.

Proposição 3.13. Temos que

Hn = ker∂|An/(An ∩ ∂An+1) (3.13)

e

dimHn = dimAn − dim∂An − dim(An ∩ ∂An+1). (3.14)
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Demonstração. Note inicialmente que se v ∈ An é tal que ∂v = 0, então v ∈ Ωn, então

ker∂|An = ker∂|Ωn .

Ainda,

u ∈ ∂Ωn+1 ⇔ u ∈ An e u é exata, i.e., existe v ∈ An+1 tal que u = ∂v,

equivalentemente,
∂Ωn+1 = An ∩ ∂An+1.

Disto segue (3.13) e, consequentemente, (3.14) pelo teorema do núcleo-imagem.

Finalmente podemos ilustrar toda a linguagem construída até aqui por meio de um
exemplo do cálculo da homologia. Ao longo do trabalho mostraremos ferramentas que
facilitam esse trabalho. Porém, alguns resultados interessantes que permitem facilitar
o cálculo da homologia foram deixados de fora desse trabalho para que não fugíssemos
demais de nosso escopo. Um leitor curioso pode achá-los em [6].

Exemplo 14. Considere o digrafo

0

1

2

3

Os caminhos permitidos são

A0 = 〈e0, e1, e2, e3〉,

A1 = 〈e01, e12, e13, e20, e23〉,

A2 = 〈e012, e013, e120, e123, e201〉,

A3 = 〈e0120, e1201, e2012〉,

etc.

Assim, temos queΩ0 = A0 eΩ1 = A1. Ainda, como ∂eijk = ejk−eik+eij, temos que
o único caminho elementar em A2 com bordo permitido é e123. Ainda, cálculo diretos
mostram que nenhuma combinação linear de 2-caminhos com coeficientes não nulos
para os outros caminhos, que não e123, não tem bordo permitido. Assim, Ω2 = 〈e123〉.
Se n > 2, os únicos caminhos permitidos são aqueles formados pelo triângulo de vértices
0, 1, 2. Não é difícil ver que, portanto, Ωn = 0 para n > 2.
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Portanto, como ∂eij = ej − ei, e o digrafo é conexo,

H0 ' 〈e0〉.

Ainda, cálculos rotineiros mostram que ker∂|Ω1
= 〈e20+e01+e13−e+23, e20+e01+e12〉.

Todavia, Im∂|Ω2
= 〈e23 − e13 + e12〉. Deste modo, como (e20 + e01 + e13 − e + 23) −

(e20 + e01 + e12) = −(e23 − e13 + e12), temos que H1 = 〈e20 + e01 + e12〉. Claramente,
H2 = 0.

Note que os cálculos envolvidos são simples e podem ser realizados de maneira algo-
rítmica, o que os torna programáveis.

Quando se fizer necessária a distinção, os objetos regulares receberão um índice REG .
E.g., o operador bordo regular pode ser denotado por ∂REG para não ser confundido
com o operador bordo genérico ∂.

Estabeleceremos a seguir uma condição suficiente para que Ωn = ΩREG
n .

Definição 3.15. Dizemos que um complexo de caminhos P é estritamente regular
se for regular e não contiver caminhos da forma iji.

Note que o complexo de caminhos de um complexo simplicial é estritamente regular
dado que a sequência de índices nos caminhos permitidos é estritamente crescente. Já
o complexo de caminhos de um digrafo é estritamente regular se não tiver loops (i.e.,
caminhos da forma ii) e não tiver arestas bidirecionadas (i.e., se i→ j, então j 6→ i).

Proposição 3.16. Seja P um complexo de caminhos regular.
(a) Para todo n > −1 temos Ωn ⊂ ΩREG

n .
(b) Se P é estritamente regular, então Ωn = ΩREG

n para tod n > −1.
(c) Se Ω2 = Ω

REG
2 , então P é estritamente regular.

Demonstração. (a) Tome v ∈ Ωn. Por definição de Ωn, ∂v ∈ An, então ∂v é regular,
dada a regularidade de P. Deste modo, ∂v = ∂REGv, então v ∈ ΩREG

n .
(b) Note que se ei0···in ∈ ΩREG

n , então não há nenhuma tripla da forma iji em i0 · · · in.
Deste modo, a omissão de um vértice no caminho i0 · · · in não pode gerar um caminho
irregular. Desta forma, por linearidade, ∂REGv = ∂v para todo v ∈ ΩREG

n . Portanto,
ΩREG
n ⊂ Ωn. Do item (a), ΩREG

n = Ωn.
(c) Se P não é estritamente irregular, então há um caminho da forma iji em P. Uma

vez que
∂eiji = eji − eii + eij /∈ A2
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∂REGeiji = eji + eij ∈ A2

Ωn 6= ΩREG
n . O resultado sai por contrapositividade.

O exemplo apresentado nessa seção nos mostra com, apesar de simples, os cálculos
podem ser numerosos no cálculo explícito da homologia. Para simplificá-los provamos a
seguinte proposição, que nos virá a ser útil no cálculo de algumas homologias de grafos
infinitos nas seções que seguem.

Proposição 3.17. Para um dado digrafo G = (V ,E) cuja cadeia dos caminhos permi-
tidos de bordos permitidos é dada por Ω• vale

ker∂|Ω1
=

{
v ∈ Ω1 :

∑
i∈V

vij =
∑
i∈V

vji, para todo j ∈ V

}
.

Demonstração. Temos que v ∈ ker∂|Ω1
se, e somente se,

∑
i,j∈V

vij(ej − ei) = 0. Assim,∑
i,j∈V

vijej =
∑
i,j∈V

vijei. Note porém que fazendo uma mudança de índices,
∑
i,j∈V

vijei =∑
i,j∈V

vjiej. Portanto uma condição necessária e suficiente para que v ∈ ker |Ω1
é que∑

i,j∈V

vijej =
∑
i,j∈V

vjiej, ou, equivalentemente,
∑
i,j∈V

(vij − vji)ej = 0. O resultado segue

da independência linear de {ei : i ∈ V}.

Intuitivamente, essa proposição nos diz que os elementos de ker∂|Ω1
são as com-

binações de arestas que formam caminhos fechados. Ainda de maneira pictórica, as
homologias medem os “buracos” n-dimensionais do grafo. A importância das definições
com restrições de regularidade nos complexos e nos operadores envolvidos se dá em
partes pelo fato de que na versão irregular o grafo

i j

possui um “buraco” 1-dimensional, representado pelo caminho eij + eji, enquanto na
versão regular não, como mostra o exemplo 3.14 de [6].

3.4 Formas d-invariantes
Nosso objetivo nesta seção é apresentar o complexo de cocadeia Ω• de formas e do
diferencial exterior d sobre elas, dual ao complexo de cadeias Ω• (regular ou irregular).
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Este complexo também deverá, de certa forma, respeitar a geometria do grafo em
questão.

Fixemos inicialmente algumas definições.

Nn = span{ei0···in : i0 · · · in é não-permitido}
= {ω ∈ Λn : ωi0···in = 0 para todo caminho i0 · · · in permitido }.

Os elementos de Nn são chamados de n-formas não permitidas. Defina também

Jn = Nn + dNn−1, (3.15)

e

Ωn = Ωn(P) = Λn/Jn. (3.16)

Denotando por An o subespaço de Λn das n-formas permitidas (definido analoga-
mente ao Nn) e ressaltando-se o fato de uma forma elementar ser ou permitida ou
não-permitida, temos que Λn = An

⊕
Nn. Deste modo,

Ωn =
An
⊕

Nn

Jn
;

portanto,

Ωn ∼=
An

An ∩ Jn
. (3.17)

Para provarmos que Ω• é de fato um complexo de cocadeia precisamos nos valer do
seguinte lema:

Lema 3.18. (a) Se ω ∈ Jn, então dω ∈ Jn+1. Consequentemente, d está bem definido
nos espaços Ωn.
(b) Se ω ∈ Jn então (ω, v) = 0 para todo v ∈ Ωn.

Demonstração. (a) Segue da linearidade de d, do fato de d2 = 0 e da definição Jn que

dJn ⊂ dNn + d2Nn−1 = dNn ⊂ Jn+1.

Portanto, ω1 = ω2 mod Jn implica que dω1 = dω2 mod Jn+1, o que nos mostra que
d está bem definido em Λn/Jn = Ωn.
(b) Note que dado ω ∈ Jn existem ϕ ∈ Nn e ψ ∈ Nn−1 tais que ω = ϕ+ dψ. Seja

agora v ∈ An, então
(ϕ, v) = 0,
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pois se i0 · · · in for permitido, ϕi0···in = 0 e vi0···in = 0 se for não-permitido. Ainda,

(dψ, v) = (ψ,∂v) = 0,

pois ψ ∈ Nn−1 e ∂v ∈ An−1.

Dado nosso último resultado, podemos enunciar a seguinte definição:

Definição 3.19. Os elementos do espaço dual Ωn são chamados de n-formas d-
invariantes do complexo de caminhos P, e o operador d : Ωn → Ωn+1 é chamado de
diferencial exterior.

Pelo Lema 3.18(b), qualquer elemento ω mod Jn de Ωn determina um funcional
linear em Ωn por

(ω mod Jn, v) = (ω, v).

Portanto obtemos o homomorfismo

Ωn → (Ωn)
′;

em que (Ωn)
′ é o espaço dual ao Ωn. Facilmente demonstra-se que o homomorfismo

acima é, em verdade, um isomorfismo.
Dado isto, segue que os operadores ∂ : Ωn+ 1 → Ωn e d : Ωn → Ωn+1 são duais,

i.e., para quaisquer v ∈ Ωn+1 e ω ∈ Ωn

(dω, v) = (ω,∂v).

Obtemos assim o complexo de cocadeias Ω•(P) de P, i.e.,

0→ K→ Ω0 → · · · → Ωn → Ωn+1 → · · · (3.18)

em que as setas são dadas por d. Suas cohomologias são referidas por cohomologias
de caminhos reduzidas de P e denotadas por H̃•(P), i.e,

H̃n(P) = Hn(Ω•(P)) = kerd|Ωn/Imd|Ωn−1 ,

para todo n > −1. Segue que H̃n(P) e H̃n(P) são K-espaços vetoriais duais, tendo
portanto mesma dimensão.
Já as cohomologias do complexo de cocadeia truncado

0→ Ω0 → · · · → Ωn → Ωn+1 → · · · (3.19)
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são chamadas de cohomologias de caminhos de P e denotadas por Hn(P),n > 0.
Obviamente Hn(P) e Hn(P) são duais. E analogamente a (3.9), temos

dimHn = dimΩn − dimdΩn − dimdΩn−1,

e identidades análogas valem para H̃n.
Podemos definir analogamente Ωn regular para um complexo de caminhos P regular,

bastando fazer a seguinte alteração:

Nn = span{ei0···in : i0 · · · in é regular e não-permitido }.

As demais construções e demonstrações seguem de maneira análoga às feitas no caso
irregular, de modo que

Ωn = Rn/Jn (3.20)

O resultado a seguir mostra que a concatenação está bem definida nos espaços Ωn

(versões regular e irregular).

Lema 3.20. Sejam ϕ uma p-forma e ψ uma q-forma. Se ϕ ∈ Jp ou ψ ∈ Jq, então
ϕψ ∈ Jp+q, i.e., {Jp} é um ideal graduado para a concatenação. Consequentemente, a
concatenação de duas formas está bem definida nos espaços Jp assim como nos Ωp, e
ela satisfaz a regra do produto (2.16).

Demonstração. Note que se ϕ ∈ Np, então ψϕ ∈ Np+q. De fato, claramente isto é
válido para formas elementares e é facilmente estendido para formas quaisquer.
Agora, se ϕ ∈ Jp, então ϕ = ϕ0 + dϕ1, em que ϕ0 ∈ Np e ϕ1 ∈ Np−1. Deste modo,

ϕψ = (ϕ0 + dϕ1)ψ = ϕ0ψ+ (dϕ1)ψ

Note que
d(ϕ1ψ) = (dϕ1)ψ+ (−1)p−1ϕdψ,

por (2.16).
Assim,

(dϕ1)ψ = d(ϕ1ψ) − (−1)p−1ϕdψ.

Donde se conclui que

ϕψ = ϕ0ψ+ d(ϕ1ψ) − (−1)p−1ϕdψ.

Deste modo, ϕψ ∈ Jp+q.
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Agora, resta mostrar que a concatenação está bem definida nos espaços Ωp. Para
isto, sejam ϕ = ϕ ′ mod Jp e ψ = ψ ′ mod Jq, então

ϕψ−ϕ ′ψ ′ = ϕ(ψ−ψ ′) + (ϕ−ϕ ′)ψ ′ = 0 mod Jp+q.

A regra do produto vale para as classes, pois vale para seus representantes.

Lançando mão do lema anterior e da regra do produto estendemos a concatenação
para uma operação de classes homológicas, conforme a proposição a seguir.

Proposição 3.21. Se ϕ ∈ Ωp e ψ ∈ Ωq são formas fechadas e uma das duas é exata,
então ϕψ também é exata. Consequentemente, a concatenação é uma operação bem
definida de Hp ×Hq a Hp+q.

Demonstração. Seja ϕ = dω. Temos

d(ωψ) = (dω)ψ+ (−1)pωdψ = ϕψ.

Agora, sejam ϕ1,ϕ2 e ψ1,ψ2 formas fechadas tais que ϕ1 = ϕ2 mod Imd e ψ1 = ψ2

mod Imd. Temos

ϕ1ψ1 −ϕ2ψ2 = ϕ1(ψ1 −ψ2) + (ϕ1 −ϕ2)ψ2 = 0 mod Imd,

então ϕ1ψ1 = ϕ2ψ2 mod Imd.

Portanto, a concatenação é análoga às operações produto cup para complexos sim-
pliciais e o produto wedge (∧) definido no capítulo de formas deste trabalho para
variedades.

Neste caso,
Ω =

⊕
n>0

Ωn

com as operações d e concatenação é uma álgebra diferencial graduada.
Para duas n-formas ϕ,ψ (de Λn ou Rn) fixe a seguinte relação de equivalência

ϕ ' ψ se ϕ = ψ mod Jn.

Sabemos que
ϕ ' 0⇒ dϕ ' 0

e que
ϕ ' 0 ou ψ ' 0⇒ ϕψ ' 0.
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Também, por (3.16) e por (3.20) que as classes de equivalência de ' podem ser identi-
ficadas com os elementos de Ωn.
O resultado abaixo nos dá uma condição para que dimΩp = 0.

Proposição 3.22. (a) Se dimΩn = 0, então dimΩp = 0 para todo p > n.
(b) Se os espaços Ω• são regulares, então dimΩn 6 1 implica que dimΩp = 0 para

todo p > n.

3.5 Componentes conexas e H0

Nas seções anteriores fica claro o paralelo entre o complexo de cocadeias Ω• aqui des-
crito (e suas cohomologias Hn) e o complexo de De Rham no caso contínuo (e suas
cohomologias). Nesta seção mostraremos mais um paralelo entre as duas teorias. As-
sim como a dimensão do zerésimo grupo de De Rham indica o número de componentes
conexas da variedade em questão, aqui dimH0 nos dá o número de componentes cone-
xas de um complexo de caminhos P; definido corretamente o conceito de componente
conexa em um complexo de caminhos.

Definição 3.23. Dado um complexo de caminhos P com um conjunto de vértices V,
definimos uma componente conexa de P como sendo qualquer conjunto U de V que
tenha a seguinte propriedade: se i ∈ U, então U contém qualquer vértice j ∈ V
tal que ij ou ji é um 1-caminho permitido; de modo que U não tenha nenhum
subconjunto próprio com essa mesma propriedade. Esta última condição é dita condição
de minimalidade.
Se V é uma componente conexa, então o complexo de caminhos P é dito conexo.

Proposição 3.24. Dado um complexo de caminhos P temos

dimH0(P) = C, (3.21)

em que C é o número de componentes conexas de P. Em particular, se P é conexo,
então dimH0 = 1 e dim H̃1 = 0.

Demonstração. Temos definido que

H0(Ω) = kerd|Ω0 = {f ∈ Ω0 : df ' 0}.

Então f ∈ H0 se, e somente se, (df)ij = fj − fi = 0 para todo para ij permitido, i.e.,
fi = fj. Isso implica que f é constante em toda componente conexa de P. Claramente
o espaço destas funções tem dimensão C.
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O mesmo fato também vale para dimH0, todavia ele só poderá ser devidamente
enunciado depois que definirmos uma teoria homotópica. Veja a Proposição (5.25).

3.6 União disjunta e soma direta
Sejam dois complexos de caminhos P e P ′ com conjuntos de vértices V e V ′, respecti-
vamente. Note que se i0 · · · in ∈ P ∪ P ′, então i0 · · · in ∈ P ou i0 · · · in ∈ P ′. Suponha
que i0 · · · in ∈ P sem perda de generalidade. Temos portanto que i0 · · · in−1 e i1 · · · in
também também pertencem a P, i.e., também pertencem a P ∪ P ′. Deste modo, P ∪ P ′

é também um complexo de caminhos, claramente com conjunto de vértices V ∪ V ′.
Dizemos que P e P ′ são disjuntos de seus conjuntos de vértices forem disjuntos.

Proposição 3.25. Se P ′ e P ′′ são complexos de caminhos disjuntos, então, para sua
união P = P ′ ∪ P ′′, temos

Ωn(P) = Ωn(P ′)⊕Ωn(P ′′)

e, portanto,
Hn(P) ∼= Hn(P ′)⊕Hn(P ′′)

para todo n > 0.

Demonstração. Segue do fato dos espaços Λ,R,N, J se separarem em somas diretas
análogas à enunciada, e do fato de que d em Λn(P) se separa em soma direta dos
operadores d em Λn(P ′) e Λn(P ′′).
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e Aplicações

Este capítulo se reserva a relacionar a linguagem que construímos neste trabalho com o
estudo de topologia algébrica dos digrafos, nosso principal objeto de estudo. Para tal,
fixe o digrafo G = (V ,E) sem loops – i.e., caminhos do tipo ii. Deste modo, o complexo
de caminhos P(G) é regular. Nos focaremos a estudar aqui os espaços regulares Ωn(G)
de caminhos ∂-invariantes e os grupos homológicos associados Hn(G) e H̃n(G).

4.1 Semi-arestas e caminhos
∂-invariantes

Apresentaremos aqui uma condição necessária e suficiente para que um caminho seja
∂-invariante. Mas antes vamos a algumas definições necessárias.

Definição 4.1. Dizemos que um par de vértices ij é uma semi-aresta se ela não
for uma aresta e se existir (ao menos) um vértice k tal que ik e kj são arestas, e a
denotaremos por i⇀ j. O 2-caminho ijk é chamado de ponte da semi-aresta ij.

i

k

j

Definição 4.2. Dizemos que um caminho i0 · · · ip é semi-permitido se exatamente
um dos pares iq−1iq (q ∈ {1, · · · ,p}) for uma semi-aresta, ao passo que todos os
outros são arestas. Um caminho i0 · · · iq−1kiq · · · ip é dito extensão permitida de
i0 · · · iq−1iq · · · ip se iq−1kiq for ponte da semi-aresta iq−1iq.

Definição 4.3. Seja i0 · · · ip um caminho semi-permitido de semi-aresta iq−1iq. Dado
um p-caminho, v, definimos sua deficiência [v]i0···ip ao longo do caminho i0 · · · ip por
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[v]i0···ip :=
∑
k∈V

vi0···iq−1kiq···ip . (4.1)

Deste modo podemos enunciar o seguinte lema:

Lema 4.4. Seja p > 1. Um caminho v ∈ Ap+1 pertence a Ωp+1 se, e somente se, para
todo caminho semi-permitido i0 · · · ip

[v]i0···ip = 0.

Demonstração. Note que v ∈ Ωp+1 se, e somente se,

(∂v)i0···ip = 0 (4.2)

para todo caminho regular não-permitido (inclusive os semi-permitidos) i0 · · · ip. Por
(2.5) temos

(∂v)i0···ip =

p+1∑
q=0

∑
k

(−1)qvi0···iq−1kiq···ip .

Note que se i0 · · · ip não é semi-permitido temos duas opções, ou nenhum par iqiq+1 é
semi-aresta, ou ao menos dois pares são. No primeiro caso, a inserção de um vértice k
entre iq e iq+1 não resultará em um caminho permitido. Já no segundo, precisaríamos
da inserção de ao menos dois vértices simultaneamente ao longo do caminho para que
este resultasse em um permitido. Em ambos os casos a condição (4.2) é satisfeita.
Agora, se a única semi-aresta em i0 · · · ip é iq−1iq, então (4.2) pode ser reescrita como∑

k

vi0···iq−1kiq···ip = 0,

que era nossa tese.

4.2 Triângulos, Quadrados e dimΩp
Nesta seção construiremos meios de estudar a dimensão de Ωp em um dado digrafo e,
em alguns casos, seus grupos homológicos de caminhos.

Note que claramente dimΩ0 = dimA0 = |V | e dimΩ1 = dimA1 = |E|. Já para p = 2

temos o seguinte resultado:

Proposição 4.5. Sendo S o conjunto de semi-arestas do digrafo G, temos

dimΩ2 = dimA2 − |S| = |P2|− |S|. (4.3)
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Demonstração. Claramente,
dimA2 = |P2|.

Note agora que, pelo lema anterior, v ∈ Ω2 implica que v ∈ A2 e que
∑
b v
abc = 0

para toda semi-aresta ac. Note que há exatamente uma condição desta para cada semi-
aresta e que elas são todas independentes, do fato de que cada tripla abc determinar
no máximo uma semi-aresta. Portanto, Ω2 é obtido de A2 impondo-se |S| condições
linearmente independentes.

As definições a seguir nos darão ferramentas para estudar dimΩp quando p > 2.

Definição 4.6. Chamaremos de triângulo uma sequência de três vértices distintos
a,b, c ∈ V tais que a→ b, b→ c e a→ c.

a

b

c

Note que um triângulo determina um 2-caminho eabc ∈ Ω2. De fato, eabc ∈ A2 e

∂eabc = ebc − eac + eab ∈ A1.

Definição 4.7. Chamaremos de quadrado uma sequência de quatro vértices distintos
a,b,b ′, c ∈ V tais que a→ b, b→ c, a→ b ′, b ′ → c.

a

b c

b ′

Note que um quadrado determina um 2-caminho v := eabc − eab ′c ∈ Ω2. De fato,
v ∈ A2 e

∂v = (ebc − eb ′c) − (eac − eac) + (eab − eab ′) = ebc − eb ′c + eab − eab ′ ∈ A1.

Proposição 4.8. Se o digrafo G não contiver quadrados (como subquadrados), então
dimΩ2 é exatamente o número de triângulos distintos em G, e dimΩp(G) = 0 para
todo p > 2.
Em particular, se G não contém quadrados ou triângulos, dimΩp(G) = 0 para todo

p > 2. Consequentemente, dimHp(G) = 0 para todo p > 2.
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Demonstração. Dividamos os caminhos abc de P2 entre dois tipos distintos. O primeiro
tipo formado por triângulos, i.e., ac é uma aresta e o segundo tipo formado pelos
caminhos abc em que ac não é uma aresta.

1o Tipo:
a

b

c
; 2o tipo:

a

b

c

Cada caminho do primeiro tipo determina um único triângulo, ao passo que cada
caminho do segundo tipo determina uma única semi-aresta. Com efeito, se abc e ab ′c
são extensões permitidas de ac, então temos um quadrado a,b,b ′, c, o que contradiz
nossa hipótese. Portanto há exatamente |S| caminhos do segundo tipo, o que nos leva
ao fato de haver exatamente |P2|− |S| triângulos. Concluímos então que dimΩ2 é igual
ao número de triângulos.

Agora, seja ijkl um caminho permitido em G. Suponha que jl é uma semi-aresta.
Então ijl é semi-permitido, logo temos que [v]ijl = 0 para um v qualquer. Note que
ijkl é a única extensão permitida de ijl pelo fato de não haver quadrados. Deste modo,
vijkl = 0, se ik ou jl forem semi-permitidos.
Note que se ijkl é permitido e nem ik nem jl forem semi-permitidos, i, j,k, l formam

um quadrado. Deste modo, Ω3 = {0}. Deste modo, Ωp = {0} para todo p > 3.

4.3 Cobras e Simplexos
Esta seção se presta a definir um caso específico de digrafos que são também complexos
simpliciais.

Definição 4.9. Uma cobra de comprimento p é uma sequência de p + 1 vértices,
0, 1, · · · ,p, tal que i(i + 1) e i(i + 2) são arestas; para todo i = 0, . . . ,p − 2. Deste
modo, i(i+ 1)(i+ 2) é um triângulo. Como elucida a figura abaixo.

1

2

3

4

5

Note que uma cobra contém um caminho v = e01···p ∂-invariante, pelo fato de para
todo k ∈ {1, · · · ,p− 1}, (k− 1)(k+ 1) ser uma aresta.

Definição 4.10. Seja n > 0. Um digrafo-simplexo Smn é um digrafo com o conjunto
de vértices {0, 1, · · · ,n} e as arestas são i→ j para todo i < j.

Claramente um simplexo contém uma cobra como subgrafo. Também ressaltamos o
fato de um digrafo-simplexo ser um complexo simplicial.
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4.4 Digrafos estrelados e o Lema de
Poincaré

Indubitavelmente um dos resultados de maior importância da topologia algébrica é o
lema de Poincaré para variedades. A linguagem apresentada neste trabalho nos permite
criar um resultado análogo na teoria de digrafos. Mas antes algumas definições são
necessárias.

Definição 4.11. Um digrafo G é dito estrelado (respectivamente, inversamente es-
trelado) se existe um vértice a, dito centro da estrela) tal que a → b (respectiva-
mente, b→ a) para todo b 6= a.

Note que um um digrafo-simplexo é estrelado com o centro da estrela em 0.
Aqui o conceito de digrafo estrelado desempenha um papel análogo ao papel que o

conceito de variedades contrácteis desempenha no caso contínuo, como ficará claro no
teorema a seguir.

Teorema 4.12. (Lema de Poincaré) Se G é um digrafo(inversamente) estrelado, então
todas as homologias reduzidas H̃n(G) são triviais.

Demonstração. Seja ei0···in ∈ Ωn tal que ∂ei0···in = 0. Note que eai0···in ∈ An+1. De
fato, se a = i0, então eai0···in = 0. Se a 6= i0, então eai0···in é permitido pelo fato de G
ser estrelado.

Pela regra do produto,

∂eai0···in = ∂(eaei0···in) = ei0···in − ea∂ei0···in = ei0···in .

Deste modo, u ∈ Ωn+1. O resultado pode ser facilmente estendido para qualquer
caminho v ∈ Ω2, por ser combinação linear de caminhos da forma ei0···in . Deste modo,
H̃n(G) = 0.

A demonstração para o caso inversamente estrelado é análoga.

4.5 Grafos cíclicos
Um grafo G é dito cíclico se é conexo e se cada vértice tiver grau 2.

Claramente em um grafo cíclico G = (V ,E), dimH0(G) = 1, pois é conexo, e
dimΩ0(G) = |V | = |E| = dimΩ1(G).
Para dimensões maiores segue o seguinte resultado, cuja demonstração é achada em

[6].
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Proposição 4.13. Seja G um grafo cíclico. Então

dimΩp(G) = 0 para todo p > 3

dimHp(G) = 0 para todo p > 2.

Se G for um triângulo ou um quadrado, então

dimΩ2(G) = 1, dimH1(G) = 0, χ = 1.

Do contrário,
dimΩ2(G) = 0, dimH1(G) = 1, χ = 0.

4.6 Teorema de Hodge para
digrafos finitos

Esta seção se trata de apresentar parte do trabalho que desenvolvemos na análise do
operador Laplaciano de digrafos – que foi feita inspirada na teoria de Hodge para o
contexto de variedades, que visa estudar a cohomologia de De Rham por meio do
operador Laplaciano. Demonstramos o Teorema de Hodge, que diz que os espaços das
formas são soma direta do núcleo com a imagem desse operador e que toda classe de
cohomologia contém um único representante harmônico. Demonstramos tal teorema
também para grafos localmente finitos, como veremos mais à frente. Todavia, o caso
finito vale ser ressaltado – e sua demonstração é um tanto quanto mais simples.

Sejam G = (V ,E) um digrafo e Λp o R-espaço vetorial das p-formas sobre G. Bem
sabemos que o conjunto

{ej0···jp : j0, · · · , jp ∈ V}

é uma base para Λp. Define-se naturalmente sobre este mesmo espaço o produto interno

〈ϕ,ψ〉 =
∑

j0,··· ,jp∈V

ϕj0···jpψj0···jp ;

em que ϕ =
∑

j0,··· ,jp∈V

ϕj0···jpe
j0···jp e ψ =

∑
j0,··· ,jp∈V

ψj0···jpe
j0···jp . Claramente a base

acima mencionada é ortonormal com respeito a tal produto interno.

64



4.6 Teorema de Hodge para digrafos finitos

Note que para toda p-forma ϕ

〈dϕ, ei0···ip+1〉 = (dϕ)i0···ip+1 =

p+1∑
q=0

(−1)qϕ
i0···îq···ip+1

= 〈ϕ,
p∑
q=0

(−1)qei0···îq···ip+1〉 =

〈ϕ,∂ei0···ip+1〉.

Estendendo este resultado por linearidade obtemos o seguinte lema.

Lema 4.14. Seja um inteiro p > −1. Para toda p-forma ϕ e para toda p + 1-forma
ψ, tem-se que

〈dϕ,ψ〉 = 〈ϕ,∂ψ〉.

I.e., os operadores d e ∂ são adjuntos.

Definição 4.15. Definimos o Laplaciano de grafos – a que nos referiremos simples-
mente por Laplaciano – como sendo o operador sobre Λp(G) pela igualdade

∆ = d∂+ ∂d;

Segue como corolário direto do lema (4.14) que ∆ é autoadjunto.

Proposição 4.16. Seja ϕ uma p-forma. ∆ϕ = 0 se, e somente se, dϕ = 0 e ∂ϕ = 0.

Demonstração. Claramente dϕ = 0 e ∂ϕ = 0 implicam que ∆ϕ = 0. Agora,

〈∆ϕ,ϕ〉 = 〈(d∂+ ∂d)ϕ,ϕ〉 = 〈dϕ,dϕ〉+ 〈∂ϕ,∂ϕ〉 = ‖dϕ‖2 + ‖∂ϕ‖2 .

De sorte que se ∆ϕ = 0, então dϕ = 0 e ∂ϕ = 0.

Defina
HP = {ϕ ∈ ΛP : ∆ϕ = 0}.

Dito espaço das p-formas harmônicas.

Lema 4.17. Seja ϕ uma p-forma. ϕ ∈ Hp se, e somente se, ϕ ∈ (Imd)⊥ ∩ kerd.

Demonstração. Suponha que ϕ ∈ (Imd)⊥ ∩ ker d. Então dϕ = 0 e

‖∂ϕ‖2 = 〈∂ϕ,∂ϕ〉 = 〈ϕ,d∂ϕ〉 = 0,

pois ϕ ∈ (Imd)⊥. Logo, pela proposição (4.16), ∆ϕ = 0.
Agora, suponha que ∆ϕ = 0, então novamente pela Proposição (4.16), ϕ ∈ kerd, e

〈ϕ,dψ〉 = 〈∂ϕ,ψ〉 = 0.
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Teorema 4.18. (Teroema da decomposição de Hodge) Para todo p inteiro, vale

Λp = ∆(Λp)⊕Hp.

Consequentemente, a equação ∆ϕ = ψ tem solução ϕ ∈ Λp se, e somente se, a p-forma
ψ é ortogonal ao espaço das p-formas harmônicas.

Demonstração. Note que segue da finitude de V que ΛP tem dimensão finita. Decorre
portanto que

ΛP = (HP)⊥ ⊕Hp.

Assim sendo, basta mostrar que ∆(ΛP) = (HP)⊥. Demonstraremos, equivalentemente,
que ∆(Λp)⊥ = Hp. Para tal, tome ϕ ∈ HP. Tem-se então que 〈ϕ,∆ψ〉 = 〈∆ϕ,ψ〉 = 0.

Logo, ϕ ∈ ∆(Λp)⊥. Agora, suponha o contrário, i.e., ϕ ∈ ∆(ΛP)⊥, então

〈∆ϕ, ej0···jp〉 = 〈ϕ,∆ej0···jp〉 = 0, para todos j0, · · · , jp ∈ V .

Deste modo, ϕ ∈ HP.

Note que segue diretamente do teorema acima com os resultados anteriores que

Λp = d∂(ΛP)⊕ ∂d(Λp)⊕Hp = d(Λp−q)⊕ ∂(Λp+1)⊕Hp.

Definição 4.19. Seja H o operador projeção de Λp em Hp. Definimos o operador de
Green G : Λp → (HP)⊥ associando G(α) à solução de ∆ω = α−H(α) em (Hp)⊥.

Note que se ϕ e ψ são soluções de ∆ω = α − H(α) em (Hp)⊥, então ∆ϕ = ∆ψ.
Tem-se portanto que ∆(ϕ − ψ) = 0, i.e., (ϕ − ψ) ∈ Hp, mas ϕ − ψ ∈ (Hp)⊥, logo
ϕ−ψ = 0. Por conseguinte, ϕ = ψ e G está bem definido.

Proposição 4.20. G é autoadjunto e comuta com todo operador que comute com o
Laplaciano.

Demonstração. Seja {ωi}
k
i=1 uma base para Hp. Podemos completar tal conjunto a

uma base {ωi}
n
i=1 de Λp. Deste modo,

Hωi =

{
ωi, se i 6 k
0, se i > k

Assim,

Gωi =

{
0, se i 6 k
ωi, se i > k
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Seja então ϕ =

n∑
i=1

ϕiωi, de modo que ϕi ∈ K. Deste modo, Gϕ =
∑n
i=k+1ϕ

iωi e,

consequentemente,

〈Gωi,ϕ〉 = 〈ωi,Gϕ〉 =

{
0, se i 6 k
ϕi, se i > k

Estendendo o resultado por linearidade tem-se que G é autoadjunto.

Agora, sejam T um operador linear que comuta com o Laplaciano ∆ e π(HP)⊥ :

ΛP → (HP)⊥ o operador projeção. Nestas condições, segue da definição que G =

(∆|(HP)⊥)
−1 ◦ π(HP)⊥ . Note ainda que do fato de T∆ = ∆T segue que T(Im∆) ⊂ Im∆

e que T(ker∆) ⊂ ker∆, portanto, T((HP)⊥) ⊂ (HP)⊥ e T((HP)⊥) ⊂ (HP)⊥. Assim
sendo, T comuta com π(HP)⊥ e, em (HP)⊥, com (∆|(HP)⊥), de sorte que, ainda em
(HP)⊥, T comuta com (∆|(HP)⊥)

−1. Por consequência, T comuta com G.

Teorema 4.21. Cada classe de cohomologia contém um único representante harmônico.

Demonstração. Para todo α ∈ Λp, segue do teorema da decomposição de Hodge que
existe ϕ ∈ Λp tal que

α = ∆ϕ+Hα,

então
∆ϕ = α−Hα.

Da definição de G obtém-se que
ϕ = Gα.

Logo,
α = ∆Gα+Hα = d∂Gα+ ∂dGα+Hα.

Como G comuta com d,
α = d∂Gα+ ∂Gdα+Hα.

Deste modo, se α é uma p-forma fechada,

α = d∂Gα+Hα.

Portanto, Hα é uma forma harmônica na mesma classe cohomológica de De Rham de
α.

Se ω1 e ω2 são duas formas harmônicas na mesma classe de cohomologia e diferem
pela forma fechada dψ, i.e., ω1 −ω2 = dψ. Então

〈dψ,ω1 −ω2〉 = 〈ψ,∂ω1 − ∂ω2〉 = 0,
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4 Homologia de Digrafos e Aplicações

dado que formas harmônicas estão no núcleo do operador ∂. Deste modo, dψ = 0 e
ω1 = ω2.

68



5 Digrafos Localmente

Finitos

A teoria de homologia de digrafos descrita até esta etapa se restringe a digrafos finitos.
Todavia, digrafos infinitos abundam nas bibliografias, tanto em textos de contagem e
probabilidade quanto em textos de ciências empíricas. Deste modo, reservamos este
capítulo para a generalização da teoria homológica para digrafos localmente finitos.

Definição 5.1. Um digrafo é localmente finito se cada vértice e extremidade de no
máximo um número finito de arestas.

5.1 (Co)Homologia e o operador
Laplaciano

Note que, analogamente ao feito pro caso finito, dado um conjunto enumerável V
podemos definir sobre ele o K-espaço dos p-caminhos como sendo o espaço das K-
combinações lineares formais das sequências de p + 1-vértices sobre V . Note ainda
que trocando o corpo da definição por um anel temos na verdade um módulo dos p-
caminhos. Ambos serão denotados por Λp, e a distinção entre eles ficará clara pelo
contexto. Analogamente definimos o espaço (módulo) das p formas, Λp, os operadores
bordo e diferencial exterior. Temos assim, novamente, dois complexos, um de cadeia
e um de cocadeia, dados respectivamente por (Λp,∂) e por (Λp,d). Deste modo,
podemos estender a definição de Homologia e de Cohomologia para complexos de ca-
minhos cujos conjuntos de vértices são enumeráveis. Logo, podemos (e vamos) estudar
a (co)homologia de digrafos localmente finitos.
Fixe G = (V ,E) um digrafo localmente finito arbitrário cujo conjunto de vértices é

denotado por V e o de arestas por E.
Definimos então, para cada x ∈ V , m(x) = |{y ∈ V : y ∼ x}|; em que y ∼ x quer dizer

que (x,y) ∈ E. m(x) é dita a valência de x, ou o grau de x.
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Para todo inteiro p > −1, defina Λp = Λp(V) como sendo o espaço dual ao Λp.
Este espaço será denominado espaço das p-formas, cujos elementos serão chamados por
p-formas, obviamente. Fixamos Λ−1 = {0}.

Nosso interesse principal será seguintes subespaços:

l2(Λp) := {f : Λp → K;
∑
x∈Λp

f2(x) ∈ K}

Cc(Λp) := {f : Λp → K; |{x : f(x) 6= 0}| <∞}

Nesses espaços vetoriais consideraremos o seguinte produto interno:

〈f,g〉 =
∑
x∈Λp

f(x)g(x).

Por comodidade operacional, dada um p-forma f, estenda-a ao seguinte mapa do
espaço gerado pelas sequências arbitrárias de p+ 1 vértices de G em K:

f̃(x) =

{
0, se x /∈ Λp
f(x), caso contrário.

Cometeremos o abuso de identificar f̃ por f.

Definimos os operadores d : Λp−1 → Λp e ∂ : Λp → Λp−1 da seguinte maneira:

df(i0 · · · ip) =
p∑
q=0

(−1)qf(i0 · · · îq · · · ip),

∂f(i0 · · · ip) =
∑
k∈V

p+1∑
q=0

(−1)qf(i0 · · · iq−1kiq · · · ip);

em que îq significa a omissão do índice iq. Logicamente, os operadores d : Λ−1 → Λ0

e ∂ : Λ0 → Λ−1 são identicamente nulos.

Como V é localmente finito, temos a partir da definição de ∂f que f(i0 · · · iq−1kiq · · · ip)
é distinto de 0 para no máximo um número finito de vértices k, de modo que ∂f está
bem definido.

Proposição 5.2. Se f ∈ l2(Λp−1) então df ∈ l2(Λp).

Demonstração. Começamos observando que

‖df‖2 =
∑

i0,··· ,ip∈V

df(i0 · · · ip)2 =
∑

i0,··· ,ip∈V

(
p∑
q=0

(−1)qf(i0 · · · îq · · · ip)

)2
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=
∑

i0,··· ,ip∈V

p∑
q=0

p∑
r=0

(−1)q+rf(i0 · · · îq · · · ip)f(i0 · · · îr · · · ip)

=
∑

i0,··· ,ip∈V

p∑
q=0

(f(i0 · · · îq · · · ip)2+
∑
r<p

(−1)q+rf(i0 · · · îr · · · iq · · · ip)f(i0 · · · ir · · · îq · · · ip)+

+
∑
r>p

(−1)q+r−1f(i0 · · · îq · · · ir · · · ip)f(i0 · · · iq · · · îr · · · ip))

Dessa forma, invertendo-se os índices no somatório do último termo acima, temos que
os dois últimos somatórios se anulam, assim:

‖df‖2 =
∑

i0,··· ,ip∈V

p∑
q=0

f(i0 · · · îq · · · ip)2 = ‖f‖2 <∞.

Finalmente, ressaltamos ainda que com contas rotineiras mostra-se que d2 ≡ 0.
Ressalta-se o fato de que se f ∈ l2(Λp) então ∂f ∈ l2(Λp); sendo Λ• um complexo

de caminhos de um digrafo de valência limitada.

Proposição 5.3. Os operadores d e ∂ são adjuntos com respeito ao produto interno
fixado.

Demonstração. De fato, dadas f uma (p−1)-forma e g uma p-forma em G, com p > 0,
sem perda de generalidade, temos que:

〈df,g〉 =
∑

i0···ip∈Λp

df(i0 · · · ip)g(i0 · · · ip) =

∑
i0···ip∈Λp

p∑
q=0

(−1)qf(i0 · · · îq · · · ip)g(i0 · · · ip) =

∑
i0···ip−1∈Λp−1

p∑
q=0

∑
k∈V

(−1)qf(i0 · · · ip−1)g(i0 · · · iq−1kiq · · · ip−1) =

∑
i0···ip−1∈Λp

f(i0 · · · ip−1)∂g(i0 · · · ip−1) = 〈f,∂g〉.

Deste modo, segue que ∂2 ≡ 0.

Definição 5.4. O Operador Laplaciano é o operador linear sobre o espaço das p-
formas, Λp, é definido como:

∆ := d∂+ ∂d.
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Segue do fato de d e ∂ serem adjuntos que ∆ é autoadjunto.
Podemos de maneira análoga ao caso finito definir o espaço dos p-caminhos ∂-

invariantes, Ωp (ver definição 3.10), e os espaços das p-formas d-invariantes, Ωp (ver
(3.16)), e restringir os operadores dessa seção a tais objetos. Podemos também, do
mesmo modo, definir as versões regulares dos operadores para este caso.
Exemplo 5. Seja f uma 0-forma. Então se

∂f = 0,

temos que

∆f(x) = ∂df(x) =
∑
k∼x

(df(kx)−df(xk)) =
∑
k∼x

(f(x)−f(k)−f(k)+f(x)) = 2
∑
k∼x

(f(x)−f(k)).

Logo,

∆f(x) = 2(m(x)f(x) −
∑
y∼x

f(y)). (5.1)

Deste modo, podemos ver que o Laplaciano aqui definido é múltiplo do usualmente
definido sobre grafos (veja [14]).

Proposição 5.6. Seja f uma p-forma. ∆f = 0 se, e somente se, df = 0 e ∂f = 0.

Demonstração. Claramente df = 0 e ∂f = 0 implicam que ∆ϕ = 0. Agora,

〈∆f, f〉 = 〈(d∂+ ∂d)f, f〉 = 〈df,df〉+ 〈∂f,∂f〉 = ‖df‖2 + ‖∂f‖2 .

De sorte que se ∆f = 0, então df = 0 e ∂f = 0.

Definição 5.7. Uma forma f é dita harmônica se

∆f = 0.

Deste modo, definimos o espaço das p-formas harmônicas,

HP = {ϕ ∈ ΛP : ∆ϕ = 0}.

Lema 5.8. Seja f uma p-forma. f ∈ Hp se, e somente se, f ∈ (Imd)⊥ ∩ kerd.
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Demonstração. Suponha que f ∈ (Imd)⊥ ∩ ker d. Então df = 0 e

‖∂f‖2 = 〈∂f,∂f〉 = 〈f,d∂f〉 = 0,

pois f ∈ (Imd)⊥. Logo, pela proposição (5.6), ∆f = 0.

Agora, suponha que ∆f = 0, então novamente pela proposição (5.6), f ∈ kerd∩ker∂,
de sorte que

〈f,dg〉 = 〈∂f,g〉 = 0.

Logo, f ∈ (Imd)⊥ ∩ kerd.

5.2 Produto cartesiano de
complexos de caminhos e a
Fórmula de Künneth

Esta seção foi baseada no capítulo 7 de [6]. É bem verdade que a teoria desenvol-
vida nesse artigo foi elaborada para digrafos finitos. Todavia, um leitor atento pode
notar que neste capítulo não há uma única restrição feita quanto à cardinalidade do
conjunto de vértices, de modo que os resultados aqui apresentados se mantêm no caso
localmente finito. Só definiremos e enunciaremos aqui os fatos essenciais para o resto
da teoria apresentada neste trabalho, de modo que, para um estudo mais aprofundado
recomendamos fortemente a leitura da bibliografia recém citada.

Nesta seção consideramos V um conjunto enumerável de vértices e R(V) = R•(V) um
complexo de caminhos regular sobre V . As homologias aqui tratadas serão as versões
truncadas. E o operador bordo será tomado em sua versão regular.

Considere agora dois conjuntos de vértices X e Y e seu produto cartesiano, Z = X×Y.
Podemos definir sobre Z r-caminhos elementares, que são da forma z = z0z1 · · · zr; em
que zi = (xi,yi). Dizemos que x é um caminho escada se cada par de vértices
consecutivos, zk−1zk for vertical (i.e., xk−1 = xk), ou horizontal (i.e., yk−1 = yk).
Nessas condições, as projeções de z sobre X e Y definem caminhos elementares x =

x0 · · · xp e y = y0 · · ·yq sobre X e sobre Y, respectivamente; com p+ q = r.

Um exemplo de um caminho escada z com suas projeções é mostrado na Figura 5.1.

Como sugerido na imagem acima, um caminho escada pode ser visto como um cami-
nho, em forma de escada – S(z) –, em Z2, que conecta (0, 0) a (p,q). Definimos ainda
a elevação de Z como o número L(z) de células em Z2

+ abaixo da escada S(z). Como
representa a Figura 5.2.
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Figura 5.1: Um caminho escada z com suas projeções x e y. Imagem retirada de [6].

Figura 5.2: Uma escada S(Z) com sua elevação L(z). No caso, L(z) = 30. Imagem
retirada de [6].

Definição 5.9. Dados dois caminhos u ∈ Rp(X) e v ∈ Rq(Y), com p,q > 0, definimos
seu produto cartesiano como sendo o (p+q)-caminho u×v em Z pela seguinte regra:
para cada (p+ q)-caminho escada elementar z em Z, definimos a componente

(u× v)z = (−1)L(z)uxvy;

em que x e y são as projeções de z em X e em Y, respectivamente. Ainda, ux e vy são
as componentes correspondentes de u e de v. Se z não é escada, então (u× v)z := 0.

Destacamos a seguinte proposição.

Proposição 5.10. (Regra do produto) Se u ∈ Rp(X) e v ∈ Rq(Y), com p,q > 0,
então

∂(u× v) = (∂u)× v+ (−1)pu× (∂v).

Estamos finalmente prontos para enunciar a seguinte definição.
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Definição 5.11. Dados dois cunjuntos de vértices X e Y, com complexos de caminhos
P(X) e P(Y), respectivamente, definimos sobre o conjunto Z = X × Y um complexo de
caminhos P(Z) como sendo o conjunto de caminhos escada em Z cujas projeções estão
em X e em Y. P(X)�P(Y) := P(Z) é dito produto cartesiano dos complexos de caminhos
P(X) e P(Y).

Teorema 5.12. (Teorema de Künneth) Se u ∈ Ωp(X) e v ∈ Ωq(Y), então u× v ∈
Ωp+q(Z). Além disso,

Ω•(X)⊗Ω•(Y) ∼= Ω•(Z);

com a aplicação Ω•(X)⊗Ω•(Y)→ Ω•(Z) dada por u⊗v 7→ u×v. Consequentemente,

H•(Z) ∼= H•(X)⊗H•(Y).

I.e.,
Hr(Z) ∼=

⊕
p,q>0:p+q=r

(Hp(X)⊗Hq(Y)).

A demonstração desse fato pode ser encontrada no capítulo 7 de [6], como mencionado
no início desta seção.

5.3 Exemplos de homologias de
grafos de Cayley

Nesta seção estudamos algumas homologias de alguns grafos de Cayley.
Um digrafo de Cayley é um digrafo associado a um grupo G e a um conjunto de

geradores S do grupo. Sendo que cada elemento de G é um vértice do grafo e as arestas
são dadas por (g,gs); em que g ∈ G e S ∈ S.
Exemplo 13. Homologia do grafo de Cayley do grupo aditivo Z com respeito ao
conjunto gerador S = {1}.

−1−2 0 1 2 ......

É fácil ver que
Ω0 = 〈ei : i ∈ Z〉;

Ω1 = 〈ei(i+1) : i ∈ Z〉;

Ωi = 0, se i > 2.

Tem-se trivialmente que ker∂|Ω0
= Ω0 e que ∂Ω1 = 〈e(i+1) − ei〉, de modo que a

classe de ei em H0 é a mesma que a de e(i+1) para todo i ∈ Z. Deste modo, H0 = 〈e0〉.

75
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Se considerarmos Hn como sendo um Z-módulo, ao invés de um K-espaço, temos que
H0

∼= Z.
Note ainda que ker∂|Ω1

= {v ∈ Ω1 :
∑
i∈Z v

ij =
∑
i∈Z v

ji, para todo j ∈ Z} = {v ∈
Ω1 : vi(i+1) = v(i−1)i para todo i ∈ Z}. Assim, para um dado v no núcleo de ∂|Ω1

,
vi(i+1) = vj(j+1) para todos i, j ∈ Z, o que se pode ser satisfeito pelo caminho nulo, 0.

Portanto,

Hi =

{
Z, i = 0

0, i > 0.

Ressaltamos que no exemplo 5.3 o grafo é regular. Portanto, usando Künneth tem-se
que a homologia do grafo de Zn com base canônica é H0 = Z e Hi = 0 se i > 0.
Exemplo 14. Considere o grafo de Cayley do grupo aditivo Z com respeito ao conjunto
gerador S = {−1, 1}.
Neste exemplo consideraremos dois casos.
Operador bordo usual: Se considerarmos o operador bordo em sua versão usual,

e não em sua versão regularizada, temos:

Ω0 = 〈ei : i ∈ Z〉;

Ω1 = 〈ei(i+1), ei(i−1) : i ∈ Z〉.

Agora, note que se eijk é permitido, então ele é de alguma das formas: ei(i+1)(i+2),
ei(i−1)(i−2), ei(i+1)i ou ei(i−1)i. Note que nas duas primeiras formas que um 2-caminho
pode se apresentar descritas temos que em seus bordos aparece caminhos da forma eik,
com |i − k| = 2. Como ei(i±2) só aparece no bordo de caminhos da forma ei(i±1)(i±2),
temos que nenhuma combinação linear não nula contendo esses caminhos pode ter
bordo permitido. Deste modo, eles não têm contribuição em Ω2. Por outro lado,
∂ei(i±1)i = e(i±1)i − eii + ei(i±1). Como o grafo não contém loops, os únicos caminhos
em Ω2 são os gerados por ei(i+1)i − ei(i−1)i. Assim

Ω2 = 〈ei(i+1)i − ei(i−1)i : i ∈ Z〉.

Agora, seja eijkl um 3-caminho permitido. Note que ∂eijkl = ejkl−eikl+eijl−eijk.
Note que tanto eikl quanto eijl não podem ser permitidos. Ainda, os dois não podem
aparecer simultaneamente no bordo de outro 3-caminho regular. E todo 3-caminho
regular que contenha exatamente um dos dois na combinação linear de seu bordo deve
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obrigatoriamente conter um terceiro 2-caminho não permitido na mesma combinação
linear. Deste modo, o bordo de um 3-caminho qualquer terá obrigatoriamente pelo
menos duas componentes não permitidas. Assim,

Ωi = 0, i > 2.

Temos novamente que ker∂|Ω0
= Ω0 e que ∂Ω1 = 〈e(i+1) − ei〉. Portanto, H0

∼= Z.
Pela proposição (3.17) temos que ker∂|Ω1 = 〈ei(i+1) + e(i+1)i〉. Ainda, ∂Ω2 =

〈e(i+1)i+ ei(i+1)−(e(i−1)i+ ei(i−1))〉. Então, módulo ∂Ω2, e(i+1)i+ ei(i+1) = e(i−1)i+

ei(i−1), para todo inteiro i. Assim, H1 = 〈e01 + e10〉 ∼= Z. Como ∂Ω2 = 〈e(i+1)i +

ei(i+1) − (e(i−1)i + ei(i−1))〉, temos que ker∂|Ω2
= 0. Note que isso condiz com a

homologia de grupo de Z.
Operador bordo regular: Se considerarmos o operador bordo regular, denotando-o

aqui simplesmente por ∂, temos que

Ω0 = 〈ei : i ∈ Z〉;

Ω1 = 〈ei(i+1), ei(i−1) : i ∈ Z〉;

Ω2 = 〈ei(i±1)i : i ∈ Z〉;

Ω3 = 〈ei(i+1)i(i+1)i, ei(i−1)i(i−1)i : i ∈ Z〉.

Os caminhos ∂ invariantes são da forma ijij · · · ij ou ijij · · · iji, com j = i± 1. Note que
a imagem de um caminho dessa forma é ∂ei0i1···ip−1ip = ei1···ip + (−1)pei0···ip−1

; p > 2.
Então, nas classes de homologia, ei1···ip = (−1)p+1ei0···ip−1

. De modo que ker∂|Ωi = 0

se i > 2. Novamente H0
∼= Z e H1

∼= Z.

Note que em ambos os casos acima têm complexo regular, portanto, podemos nos

valer da fórmula de Künneth, obtendo Hq(Zd) = (Z)(
d
q); em que

(
d

q

)
é o coeficiente

binomial, quando q > d, neste caso, este símbolo representa 0.
Exemplo 15. Considere agora o grafo de Cayley do grupo aditivo Z com respeito ao
conjunto gerador S = {−3,−2, 2, 3}.
Operador bordo usual: Temos neste caso: (cometeremos o abuso de linguagem

de não especificar que o conjunto de índices é o conjunto dos inteiros, salvo menção
explícita do contrário)

Ω0 = 〈ei〉;

Ω1 = 〈ei±2, ei±3〉.
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Note novamente que ker∂|ω0
= Ω0 e que ∂Ω1 = 〈ej−ei : j ∈ i+S〉. Como mdc(2, 3) =

1, temos que há uma única classe em H0. Portanto, novamente, H0
∼= Z.

Tome eijk um 2-caminho permitido. Então k ∈ {i, i±1, i±4, i±5, i±6}. Analisemos
cada caso:

1. k = i ± 6, então j = i ± 3, necessariamente (de modo que ± em ambos os casos
deve se manter o mesmo, i.e., se k = i + 6, então j = i + 3), de modo que eik
aparece apenas no bordo de eijk. Assim, se vijk 6= 0, então v /∈ Ω2.

2. O mesmo ocorre se k = i± 4, pois, neste caso, j = i± 2.

3. Agora, se k = i, então j pode pode admitir qualquer valor em i + S. Logo,
〈ei(i+S)i − ei(i+S)i〉 ⊂ Ω2.

4. Se k = i+ 1, temos que j = i+ 3 e se k = i− 1, temos que j = i− 3 e, em ambos
os casos não é possível compensar a componente ei(i±1) no bordo, por isso, se
vij(i±1) 6= 0, então v /∈ Ω2.

5. k = i± 5, então j = i± 2 ou j = i± 3, em que ± toma mesmo sinal em todas as
igualdades. Então 〈ei(i+2)(i+5) − ei(i+3)(i+5), ei(i−2)(i−5) − ei(i−3)(i−5)〉 ⊂ Ω2.

Deste modo,

Ω2 = 〈ei(i+S)i − ei(i+S)i, ei(i+2)(i+5) − ei(i+3)(i+5), ei(i−2)(i−5) − ei(i−3)(i−5)〉.

Temos que
ker∂|Ω1

= 〈ei(i+2) + e(i+2)i, ei(i+3) + e(i+3)i〉.

Note que ∂(ei(i+2)i − ei(i+3)i) = ei(i+2) + e(i+2)i − (ei(i+3) + e(i+3)i). Então a classe
de ei(i+2) + e(i+2)i e a classe de ei(i+3) + e(i+3)i são a mesma.
Além disso, ∂(ei(i+2)i−ei(i−2)i) = ei(i+2)+e(i+2)i−(ei(i−2)+e(i−2)i). Então, módulo

∂Ω2, ei(i+2) + e(i+2)i = ei(i−2) + e(i−2)i. Pode-se ver então que, módulo ∂Ω2,

ei(i−3) + e(i−3)i = ei(i−2) + e(i−2)i = (ei(i+2) + e(i+2)i) = ei(i+3) + e(i+3)i.

Então, ei(i+2) + e(i+2)i) = ei(i+3) + e(i+3)i = e(i+1)i(i+3) + e(i+3)(i+1). Então, e02 +
e20 = e13 + e31. Desta maneira, por indução, e(2p)(2p+2) + e(2p+2)(2p) = e02 + e20 =

e13 + e31 = e(2p+1)(2p+3); para todo inteiro p.
Deste modo, H1 = 〈e02 + e20〉 ∼= Z.
Temos também que

∂Ω2 = 〈eji + eij − (eki + eik), ei(i∗2) + e(i∗2)(i∗5) − (ei(i∗3) + e(i∗3)(i∗5)) : j,k ∈ i+ S〉;
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em que ∗ ∈ {+,−}. De modo que ker∂|Ω2
= 0.

De maneira análago ao feito no exemplo 5.3, temos que Hi = 0 para i > 2.

Novamente obtivemos os mesmos grupos homológicos.

Exemplo 16. Homologia do grafo de Cayley do grupo aditivo Zn, n > 4, com respeito
ao conjunto gerador S = {1}.

Tal digrafo é cícliclo e, portanto Hn = 0 se n > 2. Ainda, dimH0 = 1. Agora, o
grafo associado a Zn não é nunca um triângulo ou um quadrado (veja definições 4.6 e
4.7), então dimH1 = 1.

Assim, H0
∼= H1

∼= Z e Hn = 0, n > 1.

No exemplo 5.3 temos um exemplo de grafo de Cayley cuja homologia não é a mesma
da do grupo associado.

Outros exemplos triviais como este são os associados aos grupos diedrais Di com
i > 5, cujos grafos de Cayley são cíclicos a menos de um número finito de vértices de
grau 1. Em [6], na seção 5.2, é demonstrado que todos os vértices de grau 1 podem ser
desprezados no cálculo da homologia. Então, podemos considerar os grafos em questão
como grafos cíclicos que não são quadrados nem triângulos, obtendo a mesma homologia
do exemplo 5.3, que também é diferente da homologia dos grupos diedrais.

Portanto, ao que tudo indica não há uma relação direta entre as duas teoria homoló-
gicas – de grupos e de grafos.

Note que a existência de quadrados no digrafo dado por um conjunto gerador antis-
simétrico implica que dois de seus geradores comutam. Isto mostra, por exemplo, que
se Hi(G) é não trivial para algum i > 2, então ao menos dois elementos do conjunto
gerador comutam. Se um grupo é livre seu grafo claramente não contém triângulos.
Portanto, segue pela Proposição (4.8) que dimHp(G) = 0 para todo p > 2, caso G seja
livre. Isso é um indicativo de que a homologia do grafo de Cayley de G com respeito a
um conjunto gerador minimal S nos dá informações algébricas sobre o grupo G.
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5 Digrafos Localmente Finitos

5.4 Teoria homotópica de digrafos
e os axiomas de
Eilenberg-Steenrod

Há no caso contínuo um conjunto de axiomas que rege as diversas teorias homológicas,
chamado de axiomas de Eilenberg-Steenrod. Nesta seção enunciaremos o análogo para
o caso discreto, que foi enunciado pela primeira vez em [7]. Também neste artigo, foi
demonstrado que, com algumas definições a mais, a teoria homológica para digrafos que
estudamos ao longo deste trabalho satisfaz tal conjunto de axiomas. Outro importante
resultado que enunciaremos aqui, também apresentado em [7], é a sequência de Mayer-
Vietoris. A demonstração dos fatos aqui enunciados pode ser achada nesse mesmo
trabalho.

Antes definamos uma teoria homotópica consistente com nossa teoria homológica
sobre os digrafos.

Para um dado digrafo X fixamos a notação: VX é seu conjunto de vértices e EX de
arestas.

Definição 5.17. Um digrafo com base X∗ é um digrafo X com uma escolha de um
vértice ∗.

Definição 5.18. Uma aplicação de digrafos de um digrafos X a um digrafo Y é uma
aplicação f : VX → VY tal que para qualquer aresta v → w temos que f(v) = f(w) ou
f(v)→ f(w) em Y.
Uma aplicação de digrafos com bases f : Xv → Yw é uma aplicação de digrafos

tal que f(v) = w.

Uma aplicação de digrafos é dita isomorfismo se é, além de uma aplicação de digrafos,
uma bijeção cuja a inversa é também uma aplicação de digrafos.
Denotamos a categoria cujos objetos são os digrafos e os morfimos as aplicações de

digrafos por D e a categoria dos digrafos com base por D∗.
Denotaremos por In um digrafo de vértices {0, 1, · · · ,n} cujo conjunto das arestas

contém exatemente uma das arestas i→ (i+1) ou (i+1)→ i para cada i ∈ {0, · · · ,n}.
Tais digrafos serão chamados de digrafos linha. Denote ainda por I∗n o digrafo linha
com base ∗ = 0.

Definição 5.19. Dizemos que duas aplicações de digrafos f,g : X → Y são homotó-
picas, e denotamos f ' g, se existir um digrafo linha In e uma aplicação de digrafos
t.q.

F : X� In → Y tal que F|X�0 = f, F|X�n = g.
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5.4 Teoria homotópica de digrafos e os axiomas de Eilenberg-Steenrod

Em que X� In denota o produto cartesiano do digrafo X pelo digrafo In.
Tal F é dita uma homotopia de f a g.
Se Xu e Y∗ são digrafos com base, pedimos a propriedade F{v}�In = ∗ para a homo-

topia.

Definição 5.20. Dizemos ainda que dois digrafos são homotopicamente equivalen-
tes, e denotamos X ' Y, se existirem aplicações de digrafos f : X → Y e g : Y → X

t.q.
f ◦ g ' IdY ,g ◦ f ' IdX.

Tais f e g são ditas inversas homotópicas uma da outra.

Denotaremos por D∗ a categoria dos digrafos com as classes homotópicas das aplica-
ções de digrafos e por D∗ ′ a versão dos digrafos com base.

Definição 5.21. Um digrafo Y é dito subdigrafo de X se VY ⊂ VX e EY ⊂ EX.
Denotamos Y @ X. Se, além disso,

v,w ∈ VY e (v,w) ∈ EX ⇒ (v,w) ∈ EY ,

então Y é dito um subdigrafo induzido de X e denotado por X ⊂ Y.
Um par de digrafos é um par da forma (X, Y) com Y @ X.

Definição 5.22. Sejam (X, Y) e (X ′, Y ′) dois pares de digrafos. Uma aplicação de
digrafos f : X → X ′ é dita uma aplicação de pares de digrafos se f(Y) @ Y ′, e é
denotada por f : (X, Y)→ (X ′, Y ′).

Além disso, dada f : V → V ′, uma função entre dois conjuntos de vértices, definimos
como homomorfismo induzido por f o homomorfismo f∗ : Ωp(V)→ Ωp(V

′) por

f∗(ei0···ip) = ef(i0)···f(ip).

Na versão regular do complexo de cadeia, fixamos

f∗(ei0···ip) =

{
ef(i0)···f(ip), se ef(i0)···f(ip) é regular
0, caso contrário.

Segue diretamente da definição do operador bordo que ∂f∗ = f∗∂.
Da mesma maneira f induz um homomorfismo f∗ : Hp(X) → Hp(X

′), em que X e
X ′ são digrafos cujos conjuntos de vértices são V e V ′, respectivamente. Além disso,
duas aplicações homotopicamente equivalentes induzem os mesmos homomorfismos, de
modo que as homologias são invariantes homotópicos.

O fato de f∗ estar bem definida e o fato da homologia ser um invariante topológico
foram enunciados em [7].
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5 Digrafos Localmente Finitos

Agora apresentaremos o essencial para o cálculo de homologia de um par de digrafos.
Fixe a seguir (X, Y) um par de digrafos.

Proposição 5.23. O homomorfismo i∗ induzido pela inclusão natural i : Y → X é
também uma inclusão.

Definimo, portanto, o complexo de cadeis Ω•(X, Y) := Ω•(X)/Ω•(Y). E os respec-
tivos grupos homológicos por H•(X, Y), denominados por grupos homológicos de
caminhos relativos.

Teorema 5.24. (Homologia do par) Seja (X, Y) um par de digrafos. Então existe
uma sequência exata longa de homologias relativas

0← H0(X, Y)← H0(X)← H0(Y)← · · · ← Hn−1(Y)← Hn(X, Y)← Hn(X)← · · ·

em que os homomorifismos Hn(Y)→ Hn(X) são os induzidos pela inclusão i : Y → X.

Proposição 5.25. Seja X um digrafo com C componentes conexas. Então dimH0(X) =

C.

Sejam X = Y1 ∪ Y2 e Z = Y1 ∩ Y2 a união e a intersecção de dois digrafos t.q. cada
caminho elementar está exatamente em um dos digrafos Y1 ou Y2. Considere ainda o
seguinte diagrama comutativo de inclusões naturais de digrafos:

Z
i1 //

i2

��

Y1

j1

��

Y2
j2
// X

(5.2)

Teorema 5.26. (Sequência de Mayer-Vietoris) Sob as condições recém enunciadas
para os digrafos X e Z, o diagrama (5.2) induz a seguinte sequência exata longa de
homologias:

· · · // Hn(Z)
δ// Hn(Y1)⊕Hn(Y2)d // Hn(X)

∂ // Hn−1(Z) // · · ·

em que δ = (i1∗, i
2
∗), d(a,b) = j1∗(a) − j2∗(b) e ∂ é o homomorfismo conector.

5.4.1 Axiomas de Eilenberg-Steenrod
A teoria homológica enunciada ao longo desta dissertação apresenta uma série de pro-
priedades bastante similares àquelas dos axiomas de Eilenberg-Steenrod para o caso
contínuo. Portanto, a definição axiomática de uma teoria homológica na categoria dos
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5.4 Teoria homotópica de digrafos e os axiomas de Eilenberg-Steenrod

pares de digrafos que se segue possui um modelo e mostra, novamente, que o caso
discreto tem um comportamento bastante análogo ao contínuo.

Defina o funtor R : D2 → D2 pela seguinte regra

R(X, Y) = (Y,∅) e R(f) = fY ,

se f : (X, Y)→ (X ′, Y ′).
Temos o funtor induzido R ′ : D2 ′ → D2 ′, que leva [f] a [f|Y ].
Seja A a categoria dos grupos abelianos.
Fixe também os funtores R : D2 → D2 e R ′ : D2 ′ → D2 ′ definidos por

R(X, Y) = (X,∅), R(f) = f|Y

e
R ′(X, Y) = (X,∅), R ′(f) = [f|Y ];

com f : (X, Y)→ (X ′, Y ′) aplicação de pares de digrafos, sendo [f] sua classe homotópica.

Definição 5.27. Uma teoria homlógica não reduzida sobre a categoria D2 ′ de
pares de digrafos e classes homotópicas de aplicações de pares de digrafos compõe-se da
sequência de funtores

Hp : D2 ′ → A, p ∈ Z

e das transformações naturais

∂n : Hn → Hn−1 ◦ R, n ∈ Z,

tais que satisfazem os axiomas que seguem.

1. Axioma da exatidão: Para todo par (X, Y) ∈ D2 ′ a sequência

· · · // Hn+1(X, Y)(X, Y)
∂n+1

// Hn(Y,∅)
Hn(i)

// Hn(X,∅)
Hn(j)

// Hn(X, Y) // · · ·
é exata; com i e j sendo as inclusões naturais.

2. Axioma da Excisão: Considere os dois casos.

(a) Seja X um grafo no qual há dois subgrafos A1 e A2 tais que não há arestas
saindo de VAi para VX \ VAi; i ∈ {1, 2}. Sejam ainda Yi (i ∈ {1, 2}) os
subgrafos de X obtidos deletando os digrafos Ai e todas as arestas que levam
a eles (“arestas saindo” pode ser substituido por “arestas entrando").

(b) Sejam X = Y1 ∪ Y2 e Y1 ∩ Y2 = ∗, um digrafo de um único vértice.

Em ambos os casos a inclusão

j : (Y1, Y1 ∩ Y2)→ (X, Y2)
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5 Digrafos Localmente Finitos

induz isomorfismos

Hn(j) : Hn(Y1, Y1 ∩ Y2)→ Hn(X, Y2), n ∈ Z .

3. Axioma da aditividade: Se X =
⋃
α Xα é união disjunta de digrafos, então

Hn(X,∅) =
⊕
α

Hn(Xα,∅).

4. Axioma da dimensão: Para o grafo de um vértice ∗ vale

Hn(∗,∅) =

{
K n = 0

0 n 6= 0

com K sendo um grupo abeliano fixado.
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6 Teorema de

Decomposição de

Hodge

Neste capítulo apresentaremos um resultado inédito na literatura, o Teorema da de-
composição de Hodge para digrafos localmente finitos. Observamos, todavia, desta vez
não é possível prová-lo usando técnicas elementares de álgebra linear, como o feito na
seção 4.6 para digrafos finitos. Desta vez nos inspiraremos na demonstração do teorema
de Hodge para variedades que é feita estudando a equação do calor – como apresentado
em [1]. A análise aqui feita da equação do calor é fortemente inspirada em [14].

Para demonstrarmos o Teorema de Hodge é necessário que estudemos a equação do
calor em um grafo localmente finito e conexo G = (V ,E). Mais especificamente, o
problema de Cauchy (PC) {

∂
∂t
u+ ∆u = 0

u(0, x) = u0(x)

em [0, T [×V com condição inicial u0 : V → R; com T ∈]0,∞[.
Intuitivamente, no caso contínuo, podemos ver u0 como sendo uma configuração

inicial da temperatura em cada ponto de uma variedade. Do ponto de vista termodinâ-
mico é esperado que tal temperatura se “espalhe”, suavemente pela variedade, levando
em consideração sua geometria. O fluxo u(t, x) do (PC) para este caso nos dá a confi-
guração da temperatura em cada instante t. Espera-se que após um tempo t suficiente
esse sistema atinja um equilíbrio. Isto é, que u(t, ·) convirja a uma forma harmônica
para tempos suficientemente grandes.

No caso de digrafos podemos ter uma intuição análoga.
Dizemos que uma função p :]0,∞[×V × V → R é uma solução fundamental da

equação do calor
∂

∂t
u+ ∆u = 0
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6 Teorema de Decomposição de Hodge

se para qualquer condição inicial limitada u0 : V → R a função

u(t, x) =
∑
y∈V

p(t, x,y)u0(y), t > 0, x ∈ V

for diferenciável em relação a t, for solução da equação do calor e para todo x ∈ V

lim
t→0+

u(t, x) = u0(x).

Se x e y são dois vértices de um digrafo G tais que x→ y ou y→ x então fixamos a
notação x ∼ y.
Defina sobre G a métrica usual de digrafos d : V × V → Z da seguinte maneira:

d(x, x) = 0 e , se x 6= y, existe um número finito de vértices x = x0 ∼ x1 ∼ · · · ∼ xk =

y ∈ V que conectam x e y. Fixe d(x,y) como sendo o menor número k de tais vértices
– ressalta-se a conexidade de G.

Teorema 6.1. [14] Seja G = (V ,E) um grafo tal que existem x0 ∈ V e C > 0 com
∆d(·, x0) > −C. Então as seguintes afirmações são verdadeiras:

• Existe um única solução fundamental p :]0,∞[×V × V → R da equação do calor.

• G é estocasticamente completo, i.e.,∑
y∈V

p(t, x,y) = 1

para todos t > 0 e x ∈ V.

• Para todo u0 ∈ l1(V) e para toda solução correspondente de (PC) u, temos que∑
x∈V

u(t, x) =
∑
x∈V

u0(x)

para todo t > 0. Ainda,

u(t, x) =
∑
y∈V

p(t, x,y)u0(y).

Nas afirmações que seguem fixaremos um grafoG que satisfaz as condições do teorema
acima.

Note que ∆d(·, x0) > −C é uma restrição no crescimento do grafo, uma vez que, para
um dado x ∈ V ,

1

2
∆d(x, x0) = m(x)d(x, x0) −

∑
y∼x

d(y, x0);
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note ainda que se y ∼ x, então d(y, x0) = d(x, x0) ± 1. De modo que ∆d(·, x0) só
não é limitado inferiormente se as bolas de raio k centradas x0 assumem números de
vértices interiores com distância k−1 de x0 arbitrariamente grandes. Não tão somente,
esse número deve superar (com diferença arbitrariamente grande) o número de vértices
exteriores com distância k+1 de x0. Claramente grafos de valência limitada satisfazem
essa condição.

Utilizaremos esse teorema, junto com a intuição termodinâmica mencionada no início
da seção, para provar o Teorema de Hodge.

Teorema 6.2. (de decomposição de Hodge) Existem operadores lineares H (proje-
ção harmônica) e G (operador de Green) de Λp, para todo p, caracterizados pelas
seguintes propriedades

• H(α) é harmônica;

• G(α) é ortogonal ao espaço das formas harmônicas;

• α = H(α) + ∆G(α).

Como consequência do teorema anterior isso implica que Λp = ∆(Λp) ⊕ Hp =

d∂(Λp)⊕ ∂d(Λp)⊕Hp = d(Λp)⊕ ∂(Λp)⊕Hp.
Dividiremos a demonstração do Teorema de Hodge em duas proposições que apre-

sentamos a seguir.

Proposição 6.3. Se u(t, x) é solução de (PC), então ‖u(t, x)‖2 é não crescente.

Demonstração.

∂

∂t
‖u(t, x)‖2 = 2〈 ∂

∂t
u,u〉 = −2〈∆u,u〉 = −2(‖du‖2 + ‖∂u‖2) 6 0.

Defina
Tt(u0) =

∑
y∈V

p(t, x,y)u0(y)

com p como no Teorema 6.1. Esta é, como vimos, a única solução de (PC).

Proposição 6.4. Vale a propriedade de semigrupo Tt1+t2 = Tt1Tt2.

Demonstração. Note que u(t1 + t2, x) pode ser obtido resolvendo a equação do calor
com condição inicial u(t2, x) e então calculando-a em t1.

Proposição 6.5. Tt é autoadjunto.
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6 Teorema de Decomposição de Hodge

Demonstração. Como

∂

∂t
〈Ttα, Tτβ〉 = 〈

∂

∂t
Ttα, Tτβ〉 = −〈∆Ttα, Tτβ〉

= −〈Ttα,∆Tτβ〉 = 〈Ttα,
∂

∂τ
Tτβ〉 =

∂

∂τ
〈Ttα, Tτβ〉,

podemos escrever 〈Ttα, Tτβ〉 = g(t+ τ). Assim,

〈Ttα,β〉 = g(t+ 0) = g(0+ t) = 〈α, Ttβ〉.

Proposição 6.6. Ttα converge a uma forma harmônica H(α).

Demonstração. Note que

‖Tt+2hα− Ttα‖2 = 〈Tt+2hα− Ttα, Tt+2hα− Ttα〉 =

‖Tt+2hα‖2 + ‖Ttα‖2 − 2〈Tt+2hα, Ttα〉.

Usando (6.4) e, em seguida, (6.5), temos

〈Tt+2hα, Ttα〉 = 〈Tt+hα, Tt+hα〉 = ‖Tt+hα‖2 .

Assim,

‖Tt+2hα− Ttα‖2 = (‖Tt+2hα‖− ‖Ttα‖)2 − 2(‖Tt+hα‖2 − ‖Tt+2hα‖ · ‖Ttα‖).

Pela Proposição6.3, ‖Ttα‖2 converge. Assim, ‖Tt+2hα− Ttα‖2 pode ser tomado arbi-
trariamente pequeno. Como l2 é completo, segue que Ttα converge, no sentido l2, para
uma forma H(α) ∈ l2. Para provar que H(α) é de fato harmônica, basta tomar τ > 0

e notar que a relação Ttα = TτTt−τα implica no limite que TτH(α) = H(α). Então
TtH(α) é constante em t. Assim,

0 =
∂

∂t
TtH(α) =

∂

∂t
H(α) = −∆H(α).

Logo, H(α) é de fato harmônica.
Ainda,

〈Hα,β〉 = lim
t→∞〈Ttα,β〉 = lim

t→∞〈α, Ttβ〉 = 〈α,Hβ〉.
Assim, H é autoadjunto.

Proposição 6.7. Tt é compacto para todo t.
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Demonstração. Considere φi uma base ortonormal enumerável de l2(Λp). Temos então
que φi(x)φj(y) é uma base ortonormal enumerável de l2(Λp ×Λp). Defina então

pi,j =
∑
x,y∈V

p(t, x,y)φi(x)φj(y),

de modo que

p(t, x,y) =

∞∑
i,j=1

pi,jφi(x)φj(y).

Agora defina

pn(x,y) =

n∑
i=1

∞∑
j=1

pi,jφi(x)φj(y),

e
Tn(u(x)) =

∑
y∈V

pn(x,y)u(y).

Deste modo, Tn tem como imagem um subespaço de dimensão finita de l2(Λp) e, como
todo operador cuja imagem tem dimensão finita é compacto, Tn também o é.
Note que

‖(Tt − Tn)u‖2 =

∥∥∥∥∥∑
y∈V

(p(t, x,y) − pn(x,y))u(y)

∥∥∥∥∥
2

=

∑
x∈V

(∑
y∈V

(p(t, x,y) − pn(x,y))u(y)

)2

6
∑
x∈V

(∑
y∈V

(p(t, x,y) − pn(x,y))
2.
∑
y∈V

u2(y)

)

=

(∑
x,y∈V

(p(t, x,y) − pn(x,y))
2

)∑
y∈V

u2(y) =

∞∑
i=n+1

∞∑
j=1

|pi,j|
2. ‖u‖2 .

Como ‖p‖2l2 =
∑∞
i,j=1 |pi,j|

2 < ∞, a soma acima tende a zero quando n → ∞. Assim,
Tn → Tt na norma do operador. Assim, podemos lançar mão do teorema abaixo.

Teorema 6.8. Sejam A : X → Y uma transformação linear e An ∈ L(X, Y) uma
sequência de operadores compactos tal que An

n→∞−−−→ A na norma do operador. Então
A é compacto.

A prova desse teorema pode ser encontrada em [8], pág. 408.

Proposição 6.9. O operador de Green, dado pela integral

G(α) =

∫∞
0

(Ttα−Hα)dt

está bem definido. E vale a seguinte igualdade

∆G(α) = α−Hα.
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6 Teorema de Decomposição de Hodge

Ainda, G(α) é ortogonal ao espaço das formas harmônicas qualquer que seja α.

Demonstração. Mostremos que a norma ‖Ttα(x) −Hα(x)‖ decai rapidamente de modo
que a integral está bem definida.

É um fato conhecido na teoria de espaços de Hilbert que se T é um operador compacto
autoadjunto num espaço de Hilbert, H, e

m(T) := sup{|〈Tx, x〉| : x ∈ H, ‖x‖ 6 1},

então m(T) ou −m(T) é o maior autovalor de T e vale que

‖T‖ = |m(T)|.

Dessa forma para o máximo do problema variacional:

m(Tt) := sup
{
|〈Ttα,α〉| : ‖α‖ 6 1 e Hα = 0

}
,

tem solução. Denominaremos por β(t) o máximo e λ(t) o correspondente valor máximo.
Note que, pela propriedade de semigrupo temos que T2tβ = λ2(t)β. Mas, por outro

lado, T2tβ = λ(2t)β. Logo, λ(t+t) = λ(t)·λ(t). Portanto a função λ(t) é multiplicativa
e assim λ(t) = e−λ1t, com λ1 > 0, pois a função exponencial f(x) = ex é a única função
Lebesgue-mensurável com f(1) = e que satisfaz

f(x+ y) = f(x)f(y) para todos x e y.

Ainda, o negativo no exponencial se dá pelo fato de Ttβ convergir a Hβ = 0 com
t→∞.

Como ‖Ttα−Hα‖ = ‖Tt(α−Hα)‖ 6 ‖Ttβ‖, temos que ||Ttα−Hα|| 6 e−λ1t ‖β‖ 6
e−λ1t. E assim decai rapidamente.
Agora,

∆G(α) =

∫∞
0

∆(Ttα−Hα)dt =

∫∞
0

∆Ttαdt = −

∫∞
0

∂Ttα

∂t
dt = α−H(α).

Por último, seja β harmônica. Então

〈G(α),β〉 =
∫∞
0

〈(Tt −H)α,β〉dt =
∫∞
0

〈α, (Tt −H)β〉 = 0.
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7 Homologia de

Complexos Simpliciais,

Espectro e Passeios

Aleatórios

É um resultado clássico o fato da primeira homologia e do espectro do laplaciano para
grafos estarem relacionados ao comportamento assintótico de passeios aleatórios. Neste
capítulo generalizamos essa interpretação para os diversos grupos homológicos por meio
da análise de um processo estocástico sobre complexos simpliciais. Aqui também vemos
a força que a análise do Laplaciano e de seu espectro nos proporciona.

Recentemente um processo estocástico similar ao de passeios aleatórios foi construído
de modo a dar uma interpretação para homologias de grau maior em [10] e [11]. Apresen-
taremos tal processo nesta seção. Todavia, esse processo requer uma série de restrições.
Como por exemplo, a homologia aqui construída, apesar de muito similar às anteriores,
requer que o complexo em questão seja um complexo simplicial uniforme; uma condição
relativamente muito restritiva se comparada às teorias anteriores. Porém, como dito,
ela é frutífera no sentido de nos dar uma interpretação para as homologias. Não tão
somente, ela é um solo fértil para que ideias para a interpretação das homologias recém
apresentadas cresçam.

Fixe G = (V ,E) um grafo k-regular; i.e., cada vértice tem valência exatamente k.
De modo intuitivo, um passeio aleatório p-preguiçoso é um passeio começando em um
vértice v0 e, em cada passo, ele se mantém estático com probabilidade p ou move
para cada um de seus k vizinhos com probabilidade (1−p)

k
(veja definição 7.4). Esse

processo pode ser tomado como uma família de 0-formas pv0n , em que pv0n (v) indica a
probabilidade do caminhante, que partiu de v0, estar em v no tempo n. Temos para
esse processo os seguintes resultados clássicos:

91
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1. Se G é finito, então pv0∞ = lim
n→∞pv0n existe, e é constante se, e somente se G é

conexo.

2. Neste caso, a ordem de convergência de pv0n é dada por

‖pv0n − constante‖ = O
((

1−
1

2
λ(G)

)n)
;

em que λ(G) é a lacuna espectral definido como o menor autovalor do operador
Laplaciano de G sobre as 0-formas cuja soma se anula em V .

3. Quando G é infinito e conexo, a lacuna espectral é relacionado à probabilidade
de retorno do passeio por

lim
n→∞ n

√
pv0n (v0) = 1−

1

2
λ(G).

Nota: Aqui, o Laplaciano referido é o definido classicamente por

∆+f(v) = f(v) −
∑
w∼v

f(w).

A relação com o laplaciano definido anteriormente fica evidente por (5.1). E, quando
G é infinito, λ(G) := min Spec

(
∆+|L2(V)

)
.

7.1 Complexos finitos
Fixe, nesta seção, e salvo menção explícita do contrário, X como sendo um complexo
simplicial d-dimensional sobre um conjunto finito de vértices. Isto é, X é um subcon-
junto do conjunto das partes de V que também é um complexo simplicial. Aqui, nos
referiremos aos elementos de X como células, ou simplexos.

Definição 7.1. A dimensão de uma célula de X é dita j se essa célula tiver cardina-
lidade j+ 1. A dimensão de X é a dimensão maximal de suas células.

Denotaremos uma j-célula σ, i.e., uma célula de dimensão j, por σ = {σ0, · · · ,σj}.

Definição 7.2. Definimos o grau de σ, deg(σ) como sendo o número de (j+1)-células
que a contêm.

Deste modo, o complexo simplicial X é dito uniforme se toda célula estiver contida
nalguma célula de dimensão d = dimX. Fixamos ainda Xj o conjunto das j-células de
X.
Ressaltando o fato de que cada j-célula σ = {σ0, · · · ,σj} admite duas formas de

ordenação de vértices, a menos de paridade por permutação, temos a seguinte definição:
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7.2 (d-1)-passeios aleatórios

Definição 7.3. Uma j-célula orientada σ é uma j-célula com uma escolha de paridade
de permutação. Tal escolha é dita uma orientação da célula.

Denota-se a célula orientada com colchetes por delimitadores. Por exemplo, as duas
orientações possíveis de σ = {0, 1, 2} são [0, 1, 2] e [1, 0, 2].

Denotamos por Xj± o conjunto das j-células orientadas de X. Trivialmente |Xj±| = 2|Xj|

se j > 1 e Xj± = Xj se j = −1, 0. Uma escolha de orientação será denotada por Xj+
e a outra por Xj−. Temos que para uma dada j-célula orientada σ denotaremos sua
orientação inversa por σ.

Para cada j-célula σ definimos ainda suas faces como sendo as (j−1)-células σ\σi para
i ∈ {0 · · · , j}. Ainda, σ induz sobre suas faces a seguinte orientação, {σ0, · · · ,σi−1,σi+1, · · · ,σj}
é orientada como (−1)i[σ0, · · · ,σi−1,σi+1, · · · ,σj]; em que (−1)i indica orientação po-
sitiva se i é par e negativa caso contrário.

Aqui nos restringiremos às seguintes formas sobre X:

Ωj = Ωj(X) = {f : Xj± → R : f(σ) = −f(σ); ∀σ ∈ Xj±}.

A figura abaixo mostra as possíveis orientações induzidas pela face [a,b, c] sobre as
arestas, sendo elas, respectivamente, positiva e negativa.

a

b

c a

b

c

Novamente, Ω−1 pode ser identificado (por isomorfismo) a R e, como não há escolhas
distintas de orientação em X0, Ω0 é simplesmente o conjunto das funções reais definidas
sobre os vértices.

Por último, a cada j-célula orientada σ em X associamos uma j-forma, chamada
forma de Dirac 1σ, definida por

1σ(τ) =


1, τ = σ

−1, τ = σ

0, caso contrário

Para j = 0 a função de Dirac é a usual e para j = −1 fixamos 1∅ ≡ 1.

7.2 (d-1)-passeios aleatórios
Note que (di)grafos podem ser vistos como complexos simpliciais 1-dimensionais uni-
formes. E, como dito, os passeios aleatórios sobre os vértices, i.e., sobre as 0-faces, nos
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dá informações sobre a zeresima homologia do grafo. Aqui construiremos um processo
análogo.

Fixe X um complexo uniforme d dimensional e p ∈ [0, 1[.

Definição 7.4. Um (d-1)-passeio aleatório p-preguiçoso sobre X sobre X é um
processo estocástico que respeita os seguintes axiomas:

1. duas (d− 1)-células orientadas σ e σ ′ são ditas vizinhas, e escrevemos σ ∼ σ ′, se
ambas são faces de uma mesma d-célula com orientações induzidas opostas.

2. O passeio começa em uma (d− 1)-célula orientada σ0, e a cada passo permanece
estático com probabilidade p ou toma uniformemente, com probabilidade (1− p),
algum de seus vizinhos.

Note que cada (d − 1)-célula σ de X pertence a deg(σ) d-células de X e cada uma
dessas d-células tem d outras faces além de σ. Portanto, o número de vizinhos de σ é
exatamente d deg(σ). Assim, podemos definir o processo acima como sendo a cadeia
de Markov sobre Xd−1

± com probabilidades de transição

Prob(Xn+1 = σ
′|Xn = σ) =


p, σ ′ = σ
1− p

d deg(σ
, σ ′ ∼ σ

0, caso contrário.

Note que duas arestas em um complexo de dimensão maior que 1 são vizinhas se elas
têm o mesmo ponto de origem ou o mesmo ponto final.

Definição 7.5. Dizemos que X é (d − 1)-conexo se para cada par σ e σ ′ de (d − 1)-
células houver um uma cadeia de (d − 1)-células da seguinte maneira: σ = σ0 ∼ σ1 ∼

· · · ∼ σn = σ ′. As classes de equivalência definidas por essa relação são ditas (d − 1)-
componentes de X; como era de se esperar.

Denotaremos pσ0
n (σ) como sendo a probabilidade do (d − 1)-passeio partindo de σ0

em X atingir σ no tempo n.

Definição 7.6. O processo esperança em X, de dimensão d > 2, começando em σ0

é a sequência de (d− 1)-formas {Eσ0
n }n∈N definidas por

Eσ0
n (σ) = pσ0

n (σ) − pσ0
n (σ).

Para grafos, i.e., d = 1, definimos Eσ0
n = pσ0

n .

Se p > 1
2
, então ‖Eσ0

n ‖ = Θ
((

p(d−1)+1
d

)n)
. E Eσ0

n sempre converge a uma forma
Eσ0∞ ≡ 0. Por isso lançamos mão da seguinte definição.
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Definição 7.7. O processo esperança normalizado é definido como

Ẽσ0
n (σ) =

(
d

p(d− 1) + 1

)n
Eσ0
n .

O limite desse nova “esperança” sempre existe e é não nulo.
O nome “esperança” do processo é dado pelo seguinte fato:

Eσ0
n (f) =

∑
σ∈Xd−1

±

pσ0
n (σ)f(σ) =

∑
σ∈Xd−1

Eσ0
n (σ)f(σ).

Note que a probabilidade do (d − 1)-passeio aleatório p-preguiçoso partindo de σ0
estar em σ no tempo n + 1, i.e., pσ0

n+1(σ) requer que ele estivesse em σ no tempo n
e escolhesse ficar parado ou que ele estivesse em algum de seus vizinhos e escolhesse
andar exatamente para σ, portanto

pσ0
n+1(σ) = p.p

σ0
n (σ) +

1− p

d

∑
σ ′∼σ

pσ0
n (σ ′)

deg(σ ′)
.

Assim, definimos o operador evolução A = A(X,P) sobre Ωd−1 por

(Af)(σ) = pf(σ) +
(1− p)

d

∑
σ ′∼σ

f(σ ′)

deg(σ ′)
.

Como Apσ0
n = Apσ0

n+1, temos que AEσ0
n = Eσ0

n+1.

7.3 Operadores Laplacianos em
complexos simpliciais

Nessa seção será apresentada uma teoria homológica extremamente similar às apresen-
tadas nos capítulos anteriores. Todavia, aqui será lançada mão do fato de que o objeto
subjacente é um complexo simplicial.

Para uma dada célula σ de X e um dado vértice v 6∈ σ dizemos que v/σ se vσ = {v}∪σ
é uma célula de X. Se σ = [σ0, · · · ,σk] é orientada, então vσ = [v,σ0, · · · ,σk] se v / σ.

Aqui definimos o operador bordo ∂k : Ωk → Ωk−1 – em que cometeremos novamente
o abuso de denotar simplesmente por ∂ – por

∂f(σ) =
∑
v/σ

f(vσ).

Em particular, se f é uma zero forma, ∂f(∅) =
∑
v∈V f(v).
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Exemplo 8. Seja X o complexo simplicial orientado de dimensão 3 tal que X3
+ =

{[σ0,σ1,σ2,σ3]}. Então temos que as faces, com orientação induzida, de σ = [σ0,σ1,σ2,σ3]

são
{[σ1,σ2,σ3],−[σ0,σ2,σ3], [σ0,σ1,σ3],−[σ0,σ1,σ2]}.

Tome f ∈ Ω1(X). Temos

∂f([σ1,σ3]) = f([σ0,σ1,σ3]) + f([σ2,σ1,σ3]) = f([σ0,σ1,σ3]) − f([σ1,σ2,σ3]).

Temos então um complexo de cadeia simplicial de X dado pela sequência (Ω•,∂•).
Não é difícil provar que ∂2E ≡ 0. Além disso, o fato da teoria homológica anterior
ser uma generalização dessa, para complexos de caminhos que não são necessariamente
dados por complexos simpliciais, é evidenciado por (2.5).

Novamente define-se os ciclos Zk = ker∂k, os bordos Bk = Im∂k+1 e a k-esima
homologia (sobre os reais) Hk = Zk/Bk.

Ainda, a Ωk pode ser atribuído o seguinte produto interno

〈f,g〉 =
∑
σ∈Xk

w(σ)f(σ)g(σ); ∀f,g ∈ Ωk;

em que w : X→]0,∞[ é uma função peso pré-fixada. Note que nos capítulos anteriores
a função peso foi adotada como a constante 1.

Dada a finitude de X temos que os operadores ∂k admitem operadores adjuntos – com
respeito ao produto interno fixado – δk : Ωk−1 → Ωk; ditos operadores co-bordos.
Explcitamente, se f ∈ Ωk−1, então

δkf(σ) =
1

w(σ)

k∑
i=0

(−1)iw(σ \ σi)f(σ \ σi); 0 6 k 6 d.

Este operador é o equivalente ao operador diferencial das teorias anteriores. Isso fica
claro por (2.12).

Novamente definimos os cociclos, cobordos e cohomologias do complexo sim-
plcial de cocadeia de X, (Ω•, δ•), por Zk = ker δk+1, Bk = Im δk e Hk = Zk/Bk,
respectivamente. Os cociclos também recebem o nome de formas fechadas e os co-
bordos de formas exatas.
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Neste capítulo fixaremos a seguinte função peso:

w(σ) =

{
1

deg(σ)
, σ ∈ Xd−1

1, σ ∈ X \ Xd−1.

Ressalta-se ainda que, se σ ∈ Xd−1, então

w(σ)−1 =
1

d
|{σ ′ ∈ Xd−1|σ ′ ∼ σ}|.

Definição 7.9. Finalmente definimos os Laplacianos superior, inferior e com-
pleto, ∆+, ∆−, ∆ : Ωd−1 → Ωd−1 da seguinte maneira:

∆+ = ∂dδd

∆− = δd∂d

∆ = ∆+ + ∆−.

Em geral define-se os k-ésimos laplacianos trocando na definição acima d− 1 por k.
Fica claro pela definição que estes operadores são autoadjuntos com respeito a produto
interno fixado.

Cálculos explícitos mostram que

(∆+f)(σ) = f(σ) −
∑
σ ′∼σ

f(σ ′)

deg(σ ′)
. (7.1)

E que

(∆−f)(σ) = degσ

d−1∑
i=0

(−1)i
∑
v/σ\σi

f(vσ \ σi). (7.2)

Novamente o núcleo do operador ∆k é chamado de k-formas harmônicas, Hk =

Hk(X).
Ressalta-se o Teorema de Hodge:

Ωk = Bk ⊕Hk ⊕ Bk.

Note que, pela definição (7.9), temos que o espectro de ∆+ é não-negativo. Além disso,
o zero é atingido exatamente nas formas fechadas, i.e., em Zd−1, que contém o espaço
das formas exatas, Bd−1, que também são denominadas zeros triviais no espectro
de ∆+. A existência de zeros não triviais é um invariante topológico do complexo, no
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sentido de nos dar informação da existência de uma homologia não trivial. A definição
a seguir mede, em certo sentido, o quão trivial é a homologia.

Definição 7.10. Definimos como lacuna espectral (do inglês, spectral gap) do com-
plexo d-dimensional X o seguinte escalar:

λ(X) = min Spec(∆+|Zd−1
) = min Spec(∆|Zd−1

).

E definimos como lacuna essencial (do inglês, essential gap) de X o escalar:

λ̃(X) = min Spec(∆+|Bd−1
) = min Spec(∆|Bd−1

).

A transição de ∆+ para ∆ se dá pelo fato de ∆− se anular em Zd−1.

Temos que λ se anula exatamente quando X tem sua (d − 1)-homologia não trivial.
Como grafos são 1-complexos, temos que λ nos dá informações sobre a conexidade. Em
certo sentido, λ em um grafo mede o quão conexo ele é, sendo “mais conexo” para λ
longe de zero.
Como Bd−1 = (Zd−1)⊥, temos que λ̃ 6= 0. Ainda, se λ 6= 0, então λ = λ̃. Nos casos

em que λ = 0, λ̃ mede a taxa de mistura, i.e., a ordem de convergência a uma medida
invariante, como enunciaremos mais a frente.

Definição 7.11. Definimos como desorientação em um d-complexo X, a escolha de
uma orientação Xd+ de suas d-células tal que sempre que σ,σ ′ ∈ Xd+ intersectam numa
mesma célula, elas induzem uma mesma orientação sobre ela. Se é possível definir uma
desorientação sobre X, ele é dito desorientável.

Note que para grafos, a desorientação é sinônimo de bipartição. Ainda, complexos
podem ser desorientáveis e orientáveis ao mesmo tempo; um exemplo para tal pode ser
achado em [11].

Proposição 7.12. Seja X um complexo finito de dimensão d.

1. Spec(X) é a união disjunta de Spec(Xi), em que Xi denota as componentes de X.

2. Spec(∆+) ⊂ [0,d+ 1].

3. Zero é atingido em Zd−1.

4. Se X é (d− 1)-conexo, então d+ 1 está no espectro se, e somente se, X é desori-
entável, e é atingido no bordo das desorientações.

As proposições que seguem relacionam o (d − 1)-passeio aos invariantes topológicos
aqui definidos.
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Proposição 7.13. Considere o (d − 1)-passeio p-preguiçoso sobre o X começando em
σ0 ∈ Xd−1

± . Então as seguintes afirmações são verdadeiras:

1. O operador transição A = A(X,P) é dado por

A =
p(d− 1) + 1

d
· I− 1− p

d
· ∆+;

I.e.,
Eσ0
n = AnEσ0

0 .

2. O espectro de A está contido em
[
2p− 1,

p(d− 1) + 1

d

]
, com 2p−1 sendo atingido

nas desorientações e
p(d− 1) + 1

d
em Zd−1.

3. ‖Eσ0
n ‖ ∈

[
1√

Kd−2Kd−1

(
p(d− 1) + 1

d

)n
, max

(
|2p− 1|,

p(d− 1) + 1

d

)n]
; em

que Kj denota o grau maximal de uma j-célula em X.

A proposição que segue relaciona o comportamento assintótico do passeio, a homo-
logia e o espectro do complexo, como prometido anteriormente.

Proposição 7.14. Fixe um d-complexo X, e considere Ẽσn o processo esperança nor-
malizado do (d− 1)-passeio p-preguiçoso em X começando em σ. Então Ẽσ∞ = lim

n→∞ Ẽσn

satisfaz:

1. Se
d− 1

3d− 1
< p < 1, então Ẽσ∞ é exato para qualquer σ se, e somente se, Hd−1(X) =

0. Se p > 1
2
, então

dist(Ẽσn,B
d−1) = O

((
1−

1− p

p(d− 1) + 1
λ(X)

)n)
.

2. De maneira mais geral, a dimensão de Hd−1 é igual à dimensão de

Span
{
PZd−1

(
Ẽσ∞
)
: σ ∈ Xd−1

}
;

P é o operador projeção.

3. Se p =
d− 1

3d− 1
, então Ẽσ∞ é exata se, e somente se, Hd−1(X) = 0 e X não tem

(d− 1)-componentes desorientáveis.

4. De maneira mais geral, se
d− 1

3d− 1
< p < 1 então, a menos que X tenha (d − 1)-

componente desorientável, Ẽσ∞ é fechada. Se p > 1
2
, então

dist(Ẽσn,Z
d−1) = O

((
1−

1− p

p(d− 1) + 1
λ̃(X)

)n)
.
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Exemplo 15. Considere X um complexo simplical formado por um único d-simplexo
σ = {σ0, · · · ,σd}. Deste modo, o grau de cada face é 1. Ainda, σ tem d+1 faces (que são
(d− 1)-células). σ induz uma orientação sobre cada uma de suas faces. Denotaremos o
conjunto das faces com orientação positiva por {σ0, · · · ,σd}, e o das faces com orientação
negativa por {σ0, · · · ,σd}.

Temos que os vizinhos de σi são exatamente σj; com i 6= j. Deste modo, um (d− 1)-
passeio pode ser visto como um passeio em um grafo bipartido.

O grafo abaixo exemplifica o caso em que d = 2.

σ0 σ1 σ2

σ0 σ1 σ2

Em que cada aresta tem peso 1−p
d

.
Ressalta-se que Ωd−1 = 〈1σ : σ ∈ Xd−1

+ 〉. Portanto, dimΩd−1 = |Xd−1
+ | = d+ 1.

Fixada uma (d− 1)-célula σ0 temos

pσ0
0 =

{
1, σ = σ0;

0, caso contrário.

De modo que
Eσ0
0 = 1σ0

.

Temos por (7.1) e pelo fato de σ ′ ∼ σ se, e somente se, ambas são faces com orientações
induzidas opostas por uma mesma d-célula, que

∆+(1σ0
)(σ) = 1σ0

(σ) −
∑
σ

1σ0
(σ ′) ≡ 1.

Deste modo,

∆+ =

d−1∑
i=0

1σi .

Agora, note que as (d− 2)-faces de σ são da forma

iσj := σi \ σj = (−1)i(σ \ σi) \ σj.

Ainda, iσj tem orientação (−1)i+j se j < i e (−1)i+j+1 se j > i. De modo que iσj e jσi

têm orientações induzidas por σ opostas.
Assim, {βij := 1iσj : j < i e i, j ∈ {0, 1, · · · ,d}} é base de Ωd−2. Rassaltamos o fato

de βij = −βji. Ao passo que, como já vimos, {αi := 1σ\σi} é base de Ωd−1.
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Note agora que

∂αi(σ) =
∑
v/σ

αi(σ) 6= 0⇔ α =j σi e v = σi.

Assim, ∂αi(jσi) = αi(σjiσ
i) = (−1)j. De sorte que ∂αi =

∑
j<i(−1)jβij−

∑
j>i(−1)jβij.

Considere f =
∑d
i=0 f

iαi, com fi ∈ R para todo i.
Cálculos explícitos mostram que f ∈ Zd−1 = ker∂d−1 se, e somente se, para todo par

de índices distintos (i, j) temos que

fi = fj(−1)i+j+1.

Note que, para o caso d = 1, i.e., se nosso complexo é um grafo constituído exatamente
por dois vértices e uma aresta os interligando,

Zd−1 =

〈[
1

1

]〉
.

Unindo este fato ao laplaciano recém calculado temos que λ(X) = 2, o que nos diz que
tal grafo é conexo – como era de se esperar.

101





8 Homologia de Grafos

Aleatórios

Grafos de Cayley, como dito anteriormente, são objetos geométricos capazes de represen-
tar a estrutura algébrica de grupos. Porém como já observamos nas seções anteriores,
as homologias dos grafos de Cayley associados a um dado grupo G não têm relação
direta com as homologias do grupo em questão.

Surge então naturalmente a questão: as homologias dos grafos de Cayley nos retornam
de algum modo invariantes algébricos do grupo subjacente?

Na primeira seção deste capítulo mostraremos que as homologias dos grupos cíclicos
de ordem n com respeito a geradores minimais, i.e., aqueles em que nenhum subconjunto
próprio seu também gera o grupo – são essencialmente as homologias do círculo (ou do
cilindro) ou do toro.

Já na segunda seção deste capítulo abordamos o problema análogo para grafos alea-
tórios. Analisamos computacionalmente, por meio de simulações, o comportamento
assintótico das homologias dos subgrafos dos grafos de Cayley de grupos cíclicos dados
pelo processo de percolação de elos. Como consequência das simulações chegamos a
conjectura de que tais homologias satisfazem um Teorema do Limite Central sobre suas
dimensões.

Demonstraremos um caso dessa conjectura utilizando as técnicas desenvolvidas em
[15]: que o resultado é verdadeiro para H0.

8.1 Invariantes geométricos de
grupos cíclicos

Considere Zn o grupo cíclico de ordem n. Pelo teorema de Bezóut, um subconjunto
S ⊂ Zn é um gerador minimal do grupo em questão se, e somente se, mdc(S∪ {n}) = 1.
Lembramos que um conjunto S é dito um conjunto gerador minimal se gera Zn
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e se nenhum de seus subconjuntos próprios gera. Nesta seção consideraremos apenas
conjuntos de geradores minimais e, consequentemente, cometeremos o abuso de tratá-los
simplesmente por geradores; salvo menção explícita do contrário.

O objetivo desta seção é estudar a possível relação das homologias dos possíveis grafos
de Cayley associados a Zn e as propriedades algébricas do grupo. Observamos inicial-
mente que, como todo grafo de Cayley é conexo o estudo de H0 se torna desinteressante.
Por isso, inicialmente estudaremos H1.
Claramente as cardinalidade possíveis de um conjunto gerador de Zn dependem do

número de primos que figuram na decomposição prima de n. Por exemplo, todos os
geradores de Zpn , com p primo, têm apenas um elemento, dado que, para todo x ∈ Z∗pn
t.q. p não aparece na decomposição prima de x, mdc(x,pn) = 1. Já os possíveis
geradores de Zp.q, com p e q primos são {x}, com x coprimo com p.q, e {p,q}.

Note ainda que dois conjuntos geradores de Zn de mesma cardinalidade tais que seus
elementos têm mesma ordem no grupo geram o mesmo grafo de Cayley, a menos de
renomeação dos vértices.

Lema 8.1. Seja G o grafo de Cayley associado a Zn com respeito ao conjunto gerador
S. Então o grafo de Cayley associado G só contém triângulos se S tem elementos de
ordem 3.

Demonstração. Evidentemente se S contém elementos de ordem 3, então G contém
triângulos.

Por outro lado, suponha que em G há o seguinte triângulo

a

b

c

Então existem elementos x,y, z ∈ S (não necessariamente distintos) tais que x = a−1b,
y = b−1c e z = a−1c. Donde, xy = z. Como os vértices de um triângulo são distintos,
temos que y 6= x−1. Se y 6= x, então S não é minimal, o que é uma contradição. Então
z = x2. Segue da minimalidade (e do fato dos vértices serem distintos) que z = x−1.
Portanto, x tem ordem 3.

Proposição 8.2. Se G é um grafo de Cayley associado a Zpn, tal que pn > 5, então
dimH1(G) = 2 e dimHreg

1 (G) = 1.

Demonstração. De fato, os únicos geradores possíveis de G têm cardinalidade 1, como
comentado anteriormente. Então G é um grafo cíclico de pn > 5 vértices. Portanto, há
apenas um grafo possível associado a Zpn .

Agora, note que

Ω1(G) = Ω
REG
1 = span({ei(i±1) : i ∈ Zpn}).
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Contas corriqueiras de álgebra linear mostram que

dimker∂|Ω1
= dimker∂REG|ΩREG

1
= pn + 1.

E que
dim Im∂|Ω2

= pn − 1, dim Im∂REG|ΩREG
1

= pn.

Deste modo,
dimH1(G) = 2 e dimHreg

1 = 1.

O resultado acima se segura se tomarmos o grafo de Cayley direcionado, i.e., com o
conjunto de geradores não simétrico. Todavia, nesta hipótese, dimH1(G) = 1.

Proposição 8.3. Seja G um grafo de Cayley de Zp.q, com p e q primos e não ambos
menores do que 4. Então, HREG

1 (G) = 1 ou HREG
1 (G) = 2.

Demonstração. O único conjunto gerador de Zp.q não unitário é {p,q}. Esse grafo é
produto cartesiano dos grafos associados a Zp e a Zq. O resultado segue pela fórmula
de Künneth; sendo 1 nos casos que min{p,q} ∈ {2, 3}.

Os resultados anteriores possuem a seguinte intuição geométrica. Os grafos de Zpn
são todos cíclicos (lembrando que estamos nos restringindo a geradores minimais, no
sentido enunciado no primeiro parágrafo desta seção), da forma

Figura 8.1: Grafo de Z41

Podendo ser mergulhados em um círculo, ou, ser vistos como uma discretização do
círculo com a escolha de pn pontos equidistantes. É importante ressaltar que a homolo-
gia regular destes grafos é exatamente a mesma do círculo. O mesmo vale para qualquer
grafo de Cayley associado a um grupo cíclico gerado por um conjunto de cardinaldiade
1.
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Já os grafos de Z2.p com p > 3 primo e conjunto gerador {2,p} são cilindros (no
sentido de produto cartesiano de grafos sendo que um dos grafos em questão é apenas
uma aresta) da forma

Figura 8.2: Grafo de Z2.11

Ressaltamos também o fato da homologia regular de tais grafos ser a mesma da do
cilindro. O mesmo ocorre com os grafos da forma Z3.p (p > 3 primo), uma vez que H1

“sente” os triângulos como arestas, de maneira pictórica.

Por outro lado, os grafos de Zp.q, com p,q > 3 primos e conjunto gerador {p,q} são
produtos cartesianos de ciclos, nos retornando grafos que podem ser enxergados como
uma discretização do toro, como mostra a figura abaixo

Figura 8.3: Grafo de Z7.41

Novamente, tal grafo apresenta mesma homologia do toro.
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8.2 Percolação de elos e grafos
aleatórios

Definição 8.4. Definimos como (di)grafo aleatório um (di)grafo G(p) obtido a par-
tir de um grafo G pré-fixado pelo processo aleatório de remover cada elo (aresta) com
probabilidade 1 − p ou de mantê-lo com probabilidade p. Tais grafos são também co-
nhecidos como (di)grafos de Erdös-Rényi.

Esse modelo para (di)grafos aleatórios é conhecido também como o modelo de per-
colação elos, ou de arestas.

Definição 8.5. Um processo de percolação independente de elos (arestas) de um dado
(di)grafo G = (V ,E) é uma família de variáveis aleatorias i.i.d. {Xe}e∈E tais que
Xe ∼ ber(p). Ou seja, Xe = 1 com probabilidade p e 0 com probabilidade 1 − p.
Dizemos que um elo está aberto se Xe = 1 e fechado caso contrário.

Figura 8.4: Digrafo aleatório obtido a partir do grafo de Cayley de Z7.41 com pro-
babilidade 0.6

Este processo tem como resultado elementos ω ∈ {0, 1}E, chamados de configura-
ções, t.q. ω(e) = Xe. Assim, temos o espaço de probabilidade ({0, 1}E,F,Pp), em que
F é a σ-álgebra gerada pelos eventos cilíndricos e a medida de probabilidade é a usual
sobre tais espaços, denotada por Pp. Cada ω induz um subdigrafo (aleatório) de G
definido pelas arestas abertas de ω e seus respectivos vértices.
Por ora estamos interessados em estudar subdigrafos aleatórios advindos de toros dis-

cretos. Defina os d-toros como sedo os grafos de Cayley T (n)d – com (n) = (n1, · · · ,nd) ∈
Nd –, relativos ao grupo Πdi=1 Zni com respeito ao conjunto gerador {ni : i = 1, · · · ,d}.
Fixe V(T (n)d ) e E(T (n)d ) o conjunto dos vértices e das arestas, respectivamente, do grafo
em questão. Por brevidade fixe a notação An = T

(n)
d .

Queremos estudar famílias de subdigrafos aleatórios encaixantes de An, denotadas
por
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{[An]p}p∈[0,1]. Construiremos tais famílias mais à frente. Mas antes nos debrucemos
um pouco sobre nosso problema.

O objetivo dessa seção é mostrar que num processo de percolação dimHd([A
n]p)

satisfaz o Teorema Central do Limite.
Intuitivamente, um digrafo é “mais aleatório”, se ele é topologicamente “mais com-

plexo”. Utilizaremos a dimensão de Hd para estudar tal complexidade topológica.
Ao longo de nossos trabalhos fizemos diversas simulações computacionais no programa

Wolfram Mathematica calculando as dimensões dos grupos de homologia para os mais
diversos grafos de Cayley – provenientes de grupos abelianos ou não – obtidos a partir
do processo de percolação independente de Bernoulli.

Na Figura abaixo apresentamos um exemplo comparando a média das dimensões do
segundo grupo de homologia dos grafo aleatórios obtidos a partir Z12 com geradores
{3, 4} efetivamente calculadas e a curva teórica esperada se fosse válido o Teorema do
Limite Central. No eixo x temos 30.p e no y dimH2([Z12]p).

Figura 8.5: Dimensão de H2 para o grupo abeliano Z12 com geradores {3, 4}.

Finalmente, definamos nossas famílias de subdigrafos encaixantes aleatórias.

Definição 8.6. Para cada p ∈ [0, 1] defina [An]p como sendo o subdigrafo aleatório
de An dado pelo processo de percolação de elos {Xpe }e∈E(An), de modo que, para cada
aresta e de An, p > p ′ ⇒ Xpe > Xp

′
e . Note que isso garante que [An]p

′ ⊂ [An]p.
Nessas condições, dizemos que {[An]p}p e uma família de subdigrafos aleatórios
encaixantes de An.

A existência de tal processo segue diretamente de técnicas usuais de construção de
acoplamentos de variáveis aleatórias para a garantia de dominação estocástica. Por
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exemplo, podemos definir Xpe : ([0, 1],B([0, 1]), λ[0,1]) → (R,B, λ) por Xpe = 1[0,p]; em
que as respectivas medidas e σ-álgebras são os borelianos e a medida de Lebesgue.
Seja Kd,(n) o número de clusters em T

(n)
d após a percolação. Denotaremos Kd,(n)

simplesmente por Kn quando não houver possibilidade de confusão.
Por [15], temos que Kn satisfaz o Teorema do Limite Central (TLC) se

Pp

(
Kn − Ep(Kn)√

Varp(Kn)
6 u

)
→
∫u
∞

1√
2π
e

−x2

2 dx (8.1)

para todo u quando min{n1, · · · ,nd}→∞. Ressalta-se o fato do fato ter sido demons-
trado para Kn como sendo o número de componentes conexas após a percolação na
bola de raio n – com respeito à norma do máximo – ao redor da origem no reticulado
Zd. Como H0 é justamente o grupo homológico que mede as componentes conexas do
grafo, o resultado abaixo segue como corolário direto.

Proposição 8.7. Nas condições acima descritas,

Pp

dimH0(T
(n)
d ) − Ep(dimH0(T

(n)
d ))√

Varp(dimH0(T
(n)
d ))

6 u

→ ∫u∞ 1√
2π
e

−x2

2 dx

para todo u quando min{n1, · · · ,nd}→∞.

Conjectura 8.8. Esperamos em trabalhos futuros demonstrar que, nas mesmas condi-
ções da proposição anterior,

Pp

dimHk(T
(n)
d ) − Ep(dimHk(T

(n)
d ))√

Varp(dimHk(T
(n)
d ))

6 u

→ ∫u∞ 1√
2π
e

−x2

2 dx

para todo u e para todo k = 0, 1, . . . ,n, quando min{n1, · · · ,nd}→∞.
Nossas simulações e as técnicas apresentadas no artigo [15] nos levam a crer em tal

conjectura.
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Neste trabalho usamos amplamente da linguagem estabelecida pela teoria da álgebra
homológica. Nesta seção formalizaremos os resultados e definições de tal teoria utiliza-
dos no decorrer do texto. Ao longo das seções anteriores lançamos mão espaços vetoriais
e seus homomorfismos como nossos principais objetos algébricos. Porém, nesta parte
do trabalho lidaremos com módulos associados a um anel R, pois pouco seria ganho nos
restringindo ao caso particular de espaços vetoriais. As demonstrações aqui omitidas
podem ser encontradas em [12].

A.1 Módulos
Definição A.1. Seja R um anel com identidade. Um R-módulo à esquerda é um
grupo abeliano M tal que dados r ∈ R e a ∈M existe um único elemento ar em M tal
que, para todos r, s ∈ R, a,b,∈M, vale:

(a) (r+ s)a = ra+ sa;

(b) (rs)a = r(sa);

(c) r(a+ b) = ra+ rb;

(d) 1a = a, em que 1 denota a identidade do anel R.

De maneira análoga define-se um R-módulo à direita.

No decorrer deste texto faremos uso de alguns abusos de linguagem comuns em textos
de álgebra, como o recém cometido abuso de identificar o grupo abeliano com seu
conjunto, sem menção à sua operação. Deste modo, aqui M poderá ao mesmo tempo
ser um conjunto, um grupo abeliano e um R-módulo, porém deixaremos claro a que
estamos nos referindo.

Note que se R é um anel comutativo com identidade, então a todo R-módulo à es-
querda pode ser dada uma estrutura de R-módulo à direita e vice-versa. Com efeito,
sejamM um R-módulo à esquerda, a ∈M e r ∈ R, defina a operação a.r = ra. Então,
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para todo a ∈M, r, s ∈ R,

a.(rs) = (rs)a = (sr)a = s(ra) = s(a.r) = (a.r).s

Mostrar que as demais propriedades de R-módulo à direita valem é um trabalho ainda
mais simples, de modo que o omitiremos aqui. De maneira análoga mostramos que se
pode dar uma estrutura de R-módulo à esquerda a um R-módulo à direita, de sorte que
quando estivermos lidando com um anel R comutativo, diremos apenas que M é um
R-módulo, sem distinguir entre módulos à direita ou à esquerda.
Exemplo 2. Todo K-espaço vetorial, com K corpo, é trivialmente um K-módulo, dado
que todo corpo é também um anel.

Este exemplo deixa clara uma das importâncias de estudarmos módulos, pois todos
os resultados aqui obtidos são estendidos à espaços vetoriais.
Exemplo 3. Sejam S um anel e R um sub-anel de S. Dados r ∈ R e s ∈ S, em particular,
r ∈ S, então rs ∈ S. Ainda, pelas propriedades de anel de S, verifica-se imediatamente
que a S pode ser dada uma estrutura de R-módulo à esquerda. Analogamente, a S pode
ser dada uma estrutura de R-módulo à direita. Deste modo, todo anel R pode ser visto
como um R-módulo à esquerda ou à direita.

Definição A.4. Se M e um R-módulo à esquerda e N é um subgrupo do grupo aditivo
M, dizemos que N é um submódulo de M se para todo a ∈ N e para todo r ∈ R, o
valer que ra ∈ N.

Neste caso, note que é necessário e suficiente para que um subconjunto não vazio N
do R-módulo à esquerda M seja um submódulo de M que valha:
(a) Para todo a,b ∈ N, o elemento a− b ∈ N (condição necessária e suficiente para

que N seja um subgrupo do grupo aditivo M);
(b) ra ∈ N, para todo r ∈ R e para todo a ∈ N.

Definição A.5. Sejam M um R-módulo à esquerda e N um submódulo de M. Como,
neste caso, N é um subgrupo do grupo abeliano aditivo M, podemos lançar mão do
grupo quociente (abeliano) M/N = {a +N : a ∈M}. Para a ∈M, r ∈ R, definimos a
operação

r(a+N) = ra+N. (A.1)
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Note que esta operação está bem definida. De fato, se a+N = b+N, então existe c ∈ N
tal que a + c = b, de sorte que r(b +N) = rb +N = r(a + c) +N = ra + rc +N =

ra + N = r(a + N), pois rc ∈ N. Deste modo M/N tem estrutura de R-módulo à
esquerda e é chamado de módulo quociente de M módulo N.

Como era de se esperar, segue a proposição abaixo.

Proposição A.6. Se N é um submódulo do R-módulo à esquerda M, então N é um
módulo.

Definição A.7. Um R-homomorfismo ou homomorfismo de módulos é uma apli-
cação f :M→ N, com M e N R-módulos à esquerda, que satisfaz para todos a,b ∈M
e r ∈ R:
(a) f(a+ b) = f(a) + f(b)

(b) f(ra) = rf(a).
Ainda, se f for injetiva dizemos que ela é um monomorfismo, se ela for sobrejetiva

dizemos que ela é um epimorfismo e se ela for injetiva e sobrejetiva dizemos que ela é
um isomorfismo. Dois R-módulos à esquerda, M e N, são ditos isomorfos se existir
um isomorfismo entre eles e, neste caso, escreveremos M ∼= N.

Nas duas definições que seguem, considere M e N dois R-módulos à esquerda e
f :M→ N um R-homomorfismo.

Definição A.8. Definimos o kernel (ou núcleo) e a imagem de f respectivamente
por

ker f = {a ∈M : f(a) = 0}

Im f = {x ∈ N : x = f(a) para algum a ∈M} = {f(a) : a ∈M}

Proposição A.9. ker f e Im f são submódulos de M e de N, respectivamente.

Definição A.10. O cokernel e a coimagem de f são respectivamente definidos por

coker f = N/ Im f

Coim f =M/ ker f.

Seguem algumas proposições necessárias para fixarmos a linguagem utilizada ao longo
do texto.

Proposição A.11. Um R-homomorfismo f : M → N é um monomorfismo se, e so-
mente se, ker f = 0.
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Proposição A.12. Se f :M→ N é um R-homomorfismo, então M/ ker f ∼= Im f.

Proposição A.13. Se A e B são submódulos do R-módulo à esquerda M, então A∩B
também o é.

Proposição A.14. Sejam A e B submódulos do R-módulo à esquerda M. Neste caso,
A+ B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} é um submódulo de M.

A partir do presente momento consideraremos todos os R-módulos como R-módulos
à esquerda, salvo menção contrária.

A.2 Módulos livres
Definição A.15. Seja {Mi}i∈I uma família de R-módulos à esquerda. Definimos o
conjunto Πi∈IMi das sequências (xi)i∈I, xi ∈ Mi, com (xi) = (yi) se, e somente se,
xi = yi para todo i ∈ I. Para todos (xi)i∈I, (yi)i∈I ∈ Πi∈IMi e r ∈ R defina as
operações:

(xi) + (yi) = (xi + yi) e r(xi) = (rxi).

Com estas operações Πi∈IMi tem estrutura de R-módulo à esquerda e o denominamos
produto direto da família{Mi}i∈I de R-módulos à esquerda.

Note que a identidade aditiva em Πi∈IMi é a sequência (xi)i∈I tal que xi = 0 para
todo i ∈ I. Denotaremos este elemento por (0) ou simplesmente por 0. Ainda, para
cada (xi) ∈ Πi∈IMi, seu elemento inverso é a sequência (yi) tal que yi = −xi para
todo i ∈ I. Denotaremos o inverso aditivo de (xi) por (−xi).

Definição A.16. Seja ⊕
∑
i∈IMi o subconjunto de Πi∈IMi das sequências (xi)i∈I que

não se anulam no máximo em um conjunto finito de índices em I. Não é difícil ver que
⊕
∑
i∈IMi é um submódulo do R-módulo Πi∈IMi. Damos ao R-módulo ⊕

∑
i∈IMi o

nome de soma direta externa da família {Mi}i∈I de R-módulos.

Definição A.17. Dado um R-módulo M e uma família de submódulos {Mi}i∈I de M,
dizemos que M é a soma direta (interna) da família de submódulos se todo a ∈M
puder ser escrito unicamente da forma

∑n
i=1 ai, em que ai ∈ Mi, 1 6 i 6 n. Neste

caso, cada Mi é dito um somando direto de M.

A proposição que segue faz a conexão entre as somas diretas interna e externa.

Proposição A.18. Sejam {Mi}i∈I um família de R-módulos à esquerda eM = ⊕
∑
i∈IMi.

Para todo i ∈ I existem submódulos M ′i de M tais que M ′i ∼=Mi e M é a soma direta
(interna) da família {M ′i}i∈I de submódulos de M.
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Proposição A.19. Um R-módulo à esquerdaM é soma direta de seus submódulosMi,
1 6 i 6 n, se , e somente se, M =

∑n
i=1Mi e Mi ∩

∑n
j=1, j6=iMj = 0 para todo i,

1 6 i 6 n.

Definição A.20. Sejam M um R-módulo e X um subconjunto de M. Dizemos que M
é gerado por X, ou que o conjunto X gera o R-módulo M, se todo elemento de M puder
ser escrito como uma soma finita

∑
rixi, com ri ∈ R e xi ∈ X. Se X for um conjunto

finito, dizemos então que M é finitamente gerado. Ainda, se o único elemento de X
for x, i.e., X é unitário, então diremos que M é um módulo cíclico gerado por x.

Considere novamente uma família {Mi}i∈I de R-módulos. Para todo j ∈ I defina
αj : Mj → Πi∈IMi de modo que αj(xj) = (yk), em que yk = 0 se k 6= j e yj = xj.
Defina ainda para cada j ∈ I πj : Πi∈IMi → Mj por πj((xi)) = xj, em que xi ∈ Mi

para todo i ∈ I. Não é difícil verificar que as aplicações αj e πj são R-homomorfismos
e que

πkαj =

{
identidade se k = j

0 caso contrário

Evidentemente, αj é um monomorfismo e πj um epimorfismo para todo j ∈ I. Po-
demos facilmente restringir estes homomorfismos para ⊕

∑
i∈IMi, que também serão

simbolizados por αj e πj, e os resultados recém comentados continuam valendo nesta
restrição.

Enunciaremos a seguir a propriedade universal da soma direta e do produto di-
reto. Seja {Mi}i∈I uma família de R-módulos, ⊕

∑
i∈IMi sua soma direta e Πi∈IMi

seu produto direto, com o monomorfismo αj : Mj → Πi∈IMi e o epimorfismo πi∈I :
Πi∈IMi → Mj para todo j ∈ I, recém definidos. Neste contexto segue a propriedade
universal da soma direta enunciada no seguinte teorema.

Proposição A.21. Dados um R-módulo M e os monomorfismos fj : Mj → M, para
todo j ∈ I, existe um único R-homomorfismo f : ⊕

∑
i∈IMi → M tal que f ◦ αj = fj

para todo j ∈ I.

Desta proposição segue.

Proposição A.22. Se A é um R-módulo e βj : Mj → A são monomorfismos para
todo j ∈ I, e vale para quaisquer R-módulo M e monomorfismos gj : Mj → M, para
todo j ∈ I, que existe um único R-homomorfismo g : A → M tal que gβj = gj, para
todo j ∈ I, então A ∼= ⊕

∑
i∈IMi. I.e., a soma direta de módulos é única a menos de

isomorfismo pela propriedade universal acima.

Segue ainda a propriedade universal do produto direto, conforme a seguinte proposi-
ção.
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Proposição A.23. Dados um R-módulo M e epimorfismos gj : M → Mj, para todo
j ∈ I, então existe um único R-homomorfismo g :M → Πi∈IMi tal que πjg = gj para
todo j ∈ I.

Análogo ao caso da soma direta, o produto direto é único a menos de isomorfismo
pela propriedade universal enunciada no teorema anterior.

Definição A.24. Dizemos que um R-módulo à esquerda F é um R-módulo livre à
esquerda com base X 6= ∅, se existir uma aplicação α : X→ F tal que para todo mapa
f : X → A, com A R-módulo à esquerda, existir um único R-homomorfismo g : F → A

tal que gα = f. Neste caso dizemos que o R-homomorfismo g estende a aplicação f.
I.e., dadas α e f, como descrito acima, g é o único R-homomorfismo que faz o diagrama

X
α //

f ��

F

g

��

A

comutativo.

Suponha que existam x1, x2 ∈ X tais que α(x1) = α(x2) e x1 6= x2. Seja A = R × R
com estrutura de R-módulo dada pela soma e pela multiplicação por escalar definidas
coordenada a coordenada. Defina agora f : X→ A da seguinte maneira:

f(x) =


(1, 0), se x = x1
(0, 1), se x = x2
0, caso contrário

Seja ainda g : F→ A o único R-homomorfismo que estende f. Deste modo

(1, 0) = f(x1) = gα(x1) = gα(x2) = f(x2) = (0, 1),

o que é um absurdo. Portanto α é sempre injetiva.
Uma questão natural a ser feita neste ponto é se todo conjunto não vazio é base para

algum R-módulo livre à esquerda. Esta questão é respondida pela proposição abaixo.

Proposição A.25. Para todo conjunto X 6= ∅ existe um R-módulo livre à esquerda F
tal que X é base para F.

Demonstração. Para todo x ∈ X defina o R-módulo Rx = R, assim obtendo a família
de {Rx}x∈X. Defina ainda F = ⊕

∑
x∈X Rx. Pela proposição (A.18) podemos considerar

F como sendo a soma direta interna da família de submódulos {Rx}x∈X, assim fazendo
sentido falar na soma de um elemento de Rx com um elemento de Rx ′ , com x, x ′ ∈ X.
Denotaremos um elemento r ∈ R por rx quando este estiver sendo tratado como um
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elemento de Rx, para todo x ∈ X, de sorte que cada elemento de F pode ser escrito
unicamente da forma

∑n
i=1 rixi, com ri ∈ R e xi ∈ X. Defina α : X → F como

α(x) = 1.x. Sejam A um R-módulo à esquerda e f : X → A uma aplicação quaisquer.
Defina o R-homomorfismo g : F→ A por

g(

n∑
i=1

rixi) =

n∑
i=1

rif(xi).

Evidentemente g é um R-homomorfismo se estiver bem definido. E ele está, dado o
fato de f ser uma aplicação. Note ainda que gα(x) = g(1x) = f(x). Portanto, F é um
R-módulo livre à esquerda tal que X é uma base para ele.

Desta proposição segue que:

Proposição A.26. Se F é R-módulo livre à esquerda com base X, então F ∼= ⊕
∑
x∈X Rx

(conforme definido na proposição (A.25)). Além disso, todo elemento de F pode ser
unicamente escrito na forma

∑
rixi, ri ∈ R e X pode ser visto como um subconjunto

de F.

Exemplo 27. Note que a proposição acima deixa claro que todo K-espaço vetorial de
base B é um K-módulo livre à esquerda de base B.

Exemplo 28. Seja R[x] o anel de polinômios na variável x sobre o anel R. Pela
proposição acima fica evidente que R[x] é R-módulo livre à esquerda de base X = {xi}i∈N.
Note que se utilizarmos a definição, de que os polinômios em R[x] são sequências (xi)i∈N
em R de no máximo finitas variáveis não nulas, temos que R[x] = ⊕

∑
x∈N Rx, de sorte

que N é uma base para R[x].

Nota: Assumimos 0 ∈ N.

Proposição A.29. Todo R-módulo é homomorfo à imagem de um R-módulo livre à
esquerda.

Proposição A.30. Dados um R-módulo livre à esquerda, A e B R-módulos, α : A→ B

um epimorfismo e f : A → B um R-homomorfismo, existe um único R-homomorfismo
g : f→ A tal que αg = f.
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A.3 Complexos e sequências exatas
Definição A.31. Um complexo de cadeias de R-módulos, ou simplesmente, um
complexo, é uma sequência de R-módulos {Mi} e R-módulos homomorfismos {di}

· · · di+2−−→Mi+1
di+1−−→Mi

di−→Mi−1
di−1−−→ · · ·

tais que para todo i, di ◦ di+1 = 0. Ou, equivalentemente,

imdi+1 ⊂ kerdi. (A.2)

Podemos denotar um complexo por (M•,d•), ou simplesmente por M•, sempre nos
lembrando de que necessariamente há a sequência de homomorfismos di associada a
ele.

A escolha de índices em um complexo é relativamente livre; o complexo pode ser
infinito em ambas as direções, pode ter índices crescentes ou decrescentes, sendo cha-
mado de complexo de cocadeia neste último caso, cujas homologias são chamadas
de cohomologias.

Chamamos os homomorfismos di de bordo, ou diferenciais, pelos importantes
exemplos da geometria, que foram apresentados neste trabalho.
A contenção (A.2) dada pelo diferencial pode ser própria. Um dos principais focos

no estudo de complexos é “medir", em certo sentido, tal diferença.

Definição A.32. Dizemos que o complexo M• é exato em Mi se a homologia for
trivial neste ponto; i.e.,

Imdi+1 = kerdi.

Um complexo é dito exato, ou sequência exata, se for exato em todos os seus
módulos.

Definição A.33. Uma sequência exata curta é um complexo exato da forma

0→ L
α−→M

β−→ N→ 0.

Uma ressalva a ser feita é que as setas nos extremos da sequência são dadas pelo
homomorfismo nulo. Unindo este fato à exatidão do complexo, temos que α é injetivo
e β é sobrejetivo, uma vez que kerα = Im 0 = 0 e Imβ = ker 0 = N; aqui abusamos
da linguagem chamando o operador nulo de simplesmente de 0. A informação extra é
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carregada por uma sequência exata curta, i.e.,

Imα = kerβ;

pelo teorema do isomorfismo,

N ∼=
M

kerβ
∼=
M

Imα
.

De modo que nos é permitido identificar L como submódulo deM e N como o quociente
M/L.

Um exemplo importante de sequência exata é o dado canônicamente por um homo-
morfismo ϕ :M→M ′ qualquer como a que segue:

0→ kerϕ→M→ Imϕ→ 0.

Isto nos permite quebrar todo complexo exato em várias sequências exatas curtas, como
no diagrama abaixo:

0

%%

0

Imdi+1 = kerdi

##

::

Mi+2

%%

di+2
//Mi+1 di+1

//

::

Mi

##

di //Mi−1

Imdi+2 = kerdi+1

99

&&

imdi = kerdi−1

::

%%
0

88

0 0

::

0

A.4 Sequências exatas cindidas
Um caso interessante de sequência exata curta emerge considerando a injeção de M1

na soma direta M1 ⊕M2 e a segunda projeção da mesma soma em M2, obtendo assim

0→M1 →M1 ⊕M2 →M2 → 0,

de modo que M1 é o núcleo da projeção. Essas sequências exatas são ditas cindidas.
De maneira mais ampla, dizemos que uma sequência exata curta

0→M1 → N→M2 → 0
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cinde se for isomorfa a uma sequência cindida, de modo que há um diagrama comutativo

0 //M1
//

∼

��

N //

∼

��

M2
//

∼

��

0

0 //M ′1
//M ′1 ⊕M ′2 //M ′2

// 0

em que as aplicações verticais são isomorfismos.

Proposição A.34. Seja ϕ :M→ N um homomorfismo de R-módulos. Então

• ϕ tem inverso à esquerda se, e somente se, a sequência

0→M
ϕ−→ N→ cokerϕ→ 0

cinde.

• ϕ tem inverso à direita se, e somente se, a sequência

0→ kerϕ→M→ ϕ−→ N→ 0

cinde.

Graças a este resultado, homomorfismos de R-módulos com inverso à esquerda são
chamados de monomorfismos cindidos e homomorfismos com inverso à direita são
chamados de epimorfismos cindidos.
Seguem ainda os seguintes resultados.

Proposição A.35. Dada uma sequência exata

0→ A
f−→ B

g−→ C→ 0 (A.3)

as seguintes proposições são equivalentes:
(a) Existe um R-homomorfismo α : B→ A tal que αf = 1A;
(b) Existe um R-homomorfismo β : C→ B tal que gβ = 1C;
(c) Im f é um somando direto de B.
(d) A sequência (A.3) é cindida.

Corolário A.36. Se a sequência exata (1.2) cinde e α e β são como na Proposição
(A.35), então
(a) B = f(A)⊕ β(c) = f(A)⊕ kerg ∼= A⊕ C.
(b) αβ = 0.
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A.5 Homologia e lema da cobra
Definição A.37. Chamamos o R-módulo

Hi(M•) :=
kerdi
Imdi+1

associado ao complexo

M• : · · ·
di+2−−→Mi+1

di+1−−→Mi
di−→Mi−1

di−1−−→ · · ·

de i-ésima homologia deste complexo.

De maneira heurística, a homologia é uma forma de captar a diferença entre o núcleo
de um R-módulo por um diferencial di no complexo e a imagem do R-módulo anterior
pelo diferencial di+1. Evidentemente, Hi(M•) = 0 se, e somente se, o complexoM• for
exato em Mi, i.e., os módulos homológicos medem “o quanto um complexo falha em
ser exato".
Note que segue da definição o fato de que em uma sequência exata curta

0→M1
ϕ−→M0 → 0

vale
H1(M•) ∼= kerϕ, H0(M•) ∼= cokerϕ.

De forma mais abrangente segue o seguinte lema.

Lema A.38. (Lema da cobra) Sejam duas sequências exatas curtas unidas por ho-
momorfismos como o diagrama comutativo abaixo

0 // L1
α1 //

λ
��

M1
β1 //

µ

��

N1
//

ν

��

0

0 // L0
α0 //M0

β0 // N0
// 0

Associada a elas há uma sequência exata

0→ ker λ→ kerµ→ kerν
δ−→ coker λ→ cokerµ→ cokerν→ 0.

Poderíamos ter escrito tal sequência como

0 // H1(L•) // H1(M•) // H1(N•)

δ
tt

H0(L•) // H0(M•) // H0(N•) // 0
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em que L• é o complexo 0 → L0
λ−→ L1 → 0, etc. O lema da cobra, em verdade,

generaliza o fato para complexos arbitrários, gerando “sequências exatas longas” tais
que esta, aqui enunciada, figura apenas a cauda final.

Outra versão popular do lema da cobra considera o seguinte diagrama comutativo,
de maneira distinta à enunciada,

L1
α1 //

λ
��

M1
β1 //

µ

��

N1
//

ν

��

0

0 // L0
α0 //M0

β0 // N0

De modo que as linhas são sequências exatas. O lema enunciará então que há apenas
uma sequência exata

0→ ker λ→ kerµ→ kerν
δ−→ coker λ→ cokerµ→ cokerν→ 0.

O lema da cobra facilita a demonstração de várias proposições, dentre elas as enun-
ciadas a seguir.

Corolário A.39. Se nas hipóteses do lema da cobra tivermos que µ é sobrejetiva e ν
injetiva, então λ é sobrejetiva e ν é um isomorfismo.

Lema A.40. (Lema dos quatro) Se

A1
//

α

��

B1
//

β

��

C1
//

γ

��

D1

δ
��

A0
// B0

// C0
// D0

for um diagrama comutativo de R-módulos cujas linhas são sequências exatas, α é um
epimorfismo, β, δ são monomorfismos, então γ é um isomorfismo. Mas se α e γ forem
epimorfismos e δ for monomorfismo, então β é um isomorfismo.

Lema A.41. (Lema dos cinco) Se

A1
//

α

��

B1
//

β

��

C1
//

γ

��

D1

δ
��

// E1

ε

��

A0
// B0

// C0
// D0

// E0

for um diagrama comutativo cujas linhas são sequências exatas, β e δ forem isomorfis-
mos, α epimorfismo e ε monomorfismo, então γ é isomorfismo.
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Proposição A.42. Seja o seguinte diagrama de R-módulos e homomorfismos

M

f
��

0 // A α
// B

β
// C

com a linha exata tal que βf = 0. Então existe um único homomorfismo g : M → A

tal que o diagrama

M

f
��

g

~~

0 // A α
// B

β
// C

comuta.

Corolário A.43. Dado o diagrama comutativo de R módulos e homomorfismos

A
f // B

g
//

β
��

C

γ
��

0 // A ′
f ′
// B ′

g ′
// C ′

com gf = 0 e a segunda linha exata, existe um único homomorfismo α : A → A ′ tal
que o diagrama

A
f //

α
��

B
g
//

β
��

C

γ
��

0 // A ′
f ′
// B ′

g ′
// C ′

comuta.

Proposição A.44. Dado o seguinte diagrama de R-módulos e homomorfismos com
linha exata e fα = 0

A
α // B

β
//

f
��

C // 0

M

existe um único homomorfismo g : C→M tal que f = gβ, ou de maneira esquemática,
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tal que o diagrama

A
α // B

β
//

f
��

C //

g
~~

0

M

comuta.

Corolário A.45. Dado o diagrama comutativo de R-módulos e homomorfismos

A
f //

α
��

B
g
//

β
��

C // 0

A ′
f ′
// B ′

g ′
// C ′

com g ′f ′ = 0 e a primeira linha exata, existe um único homomorfismo γ : C → C ′ tal
que γg = g ′β.

A.6 Homomorfismos
Nesta seção definimos o conjunto HomR(A,B) dos R-homomorfismos entre dois R-
módulos A e B e apresentamos alguns resultados preliminares. Veremos mais à frente
que tal conjunto desempenha um papel importante na teoria de categorias, mais espe-
cificamente, com ele definimos funtores importantes.

Dados dois R-módulos A e B definimos HomR(A,B) o conjunto de todos os R-
homomorfismos de A a B. Sejam f, g ∈ HomR(A,B) defina + : HomR(A,B) ×
HomR(A,B)→ HomR(A,B) por

(f+ g)(a) = f(a) + g(a), ∀a ∈ A.

A demonstração de que HomR(A,B) com a adição recém definida é um grupo abeliano
é direta. Não obstante, no caso geral HomR(A,B) não é um R-módulo, porém podemos
lançar mão dos seguintes resultados.

Proposição A.46. Sejam A, B R-módulos, com R anel comutativo. HomR(A,B) é um
R-módulo com o produto por escalar usual.

E para o caso geral vale o seguinte resultado.

Proposição A.47. Para todo anel R e para todo R-módulo A, HomR(R,A) é um R-
módulo à esquerda. Ainda, HomR(R,A) ∼= A, enquanto R-módulos.
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Outro aspecto interessante é como tal grupo se comporta sob sob produtos diretos.
Para exploramos tais resultados, fixemos {Mi}i∈I uma família de R-módulos, e para
todo j ∈ I, αj :Mj → ⊕

∑
i∈IMi, a injeção natural, e πj : Πi∈IMi →Mj, a projeção

natural.

Proposição A.48. Dado um R-módulo A qualquer vale
(a) Πi∈IHomR(Mi,A) ∼= HomR(⊕

∑
i∈IMi,A);

(b) Πi∈IHomR(A,Mi) ∼= HomR(A,Πi∈IMi).

Os isomorfismos acima são R-módulos isomorfismos se R é um anel comutativo.

Quando A e B são grupos abelianos, e por conseguinte, Z-módulos, denotaremos
HomZ(A,B) simplesmente Hom(A,B).

A.7 Produto tensorial
Nesta seção definiremos o produto tensorial de R-módulos, que nos permite estudar as
aplicações biaditivas que levam de produtos cartesianos de módulos a grupos abelianos
por homomorfismos de grupos abelianos, que em geral são mais simples. Além do mais,
em geral, o produto cartesiano de R-módulos é visto apenas como um conjunto, ao
passo que o produto tensorial nos fornece uma estrutura de grupo abeliano, e por vezes
de R-módulo.

Definição A.49. Sejam M um R-módulo à direita, N um R-módulo à esquerda e G
um grupo abeliano. Uma aplicação f : M × N → G é dita biaditiva se para todo
m, m ′ ∈M, n, n ′ ∈ N, r ∈ R valer:
(a) f(m+m ′,n) = f(m,n) + f(m ′,n);
(b) f(m,n+ n ′) = f(m,n) + f(m,n ′);
(c) f(rm,n) = f(m, rn).

Definição A.50. SejamM um R-módulo à direita e N um R-módulo à esquerda. Cha-
mamos por produto tensorial deM por N sobre R a dupla do grupo abelianoM⊗RN
e da aplicação biaditiva h : M × N → M ⊗R N tal que para todo grupo abeliano A e
para toda aplicação biaditiva f :M×N→ A, existe um único homomorfismo de grupos
abelianos g :M⊗R N→ A que faz o diagrama abaixo comutativo.

M×N h //

f
##

M⊗R N

g
zz

A

Proposição A.51. Dados um R-módulo M à direita e um R-módulo N à esquerda,
existe um produto tensorial de M por N.
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A saber, sejam Z(M,N) o Z-módulo livremente gerado por M × N e B(M,N) o
submódulo de Z(M,N) gerado pelos elementos da forma

(a) (m+m ′,n) − (m,n) − (m ′,n);
(b) (m,n+ n ′) − (m,n) − (m,n ′);
(c) (mr,n) − (m, rn) para todos m, m ′ ∈M, n, n ′ ∈ N, r ∈ R.
Seja M ⊗R N := Z(M,N)/B(M,N). Por simplicidade, denote (m,n) + B(M,N)

simplesmente por m⊗ n. Evidentemente,

(m+m ′)⊗ n = m⊗ n+m ′ ⊗ n, (A.4)

m⊗ (n+ n ′) = m⊗ n+m⊗ n ′ (A.5)

e

(mr)⊗ n = m⊗ (rn) (A.6)

para todos m, m ′ ∈ M, n, n ′ ∈ N, r ∈ R. Também vale que m ⊗ 0 = 0 ⊗ n = 0,
que (−m) ⊗ n = m ⊗ (−n) = −(m ⊗ n) e que, para todo k inteiro, (km) ⊗ n =

m ⊗ (kn) = k(m ⊗ n), de modo que todo elemento de M⊗R N é uma soma finita da
forma

∑
mi ⊗ ni, mi ∈M, ni ∈ N.

Defina

h :M×N → M⊗R N
(m,n) 7→ m⊗ n

Esta aplicação é biaditiva e, conjuntamente com o grupo M ⊗R N, forma um produto
tensorial de M por N.
Ressaltamos as seguintes propriedades de produto tensorial nas proposições que se-

guem.

Proposição A.52. O produto tensorial entre um R-módulo à direita e um R-módulo à
esquerda é único a menos de isomorfismo.

Proposição A.53. Se R é um anel comutativo, então M⊗R N é um R-módulo.

Proposição A.54. Para todo R-módulo à esquerda M, R ⊗R M é um R-módulo à
esquerda isomorfo a M. Um resultado análogo é obtido para R-módulos à direita.

Definição A.55. Dados dois R-homomorfismos f : A → M e g : B → N, com A,
M sendo R-módulos à direta e B, N à esquerda, definimos por f ⊗ g o homomorfismo
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induzido pela aplicação biaditiva : A×B→M⊗RN definida por (a,b) 7→ f(a)⊗ f(b),
a ∈ A, b ∈ B.

A definição anterior será de grande valia para estudar propriedades funtoriais do
produto tensorial.

A.8 Categorias e funtores
Nesta seção introduziremos dois conceitos importantes na matemática: categorias e
funtores. Tais conceitos são essenciais no estudo das estruturas matemáticas e das
relações que essas estruturas têm entre si. Aqui o estudo das relações entre os objetos
se mostra muito mais proveitoso do que o estudo dos próprios objetos em si.

Definição A.56. Uma categoria C é formada por

• uma classe de objetos, denotado por objC ou simplesmente por C;

• para dados dois objetos A, B em C um conjunto de morfismos, denotado por
Mor(A,B) ou por Hom(A,B). Sendo os conjuntos de morfismos dois a dois dis-
juntos e os morfimos em Hom(A,B) denotados por f : A→ B;

• uma operação composição de morfismos, Mor(A,B)×Mor(B,C)→ Mor(A,C) —
com A, B e C objetos arbitrários de C —, cuja imagem do par (f,g) de morfismos;
f ∈ Mor(A,B) e g ∈ Mor(B,C), é denotada por gf. Tal operação é associativa.

• para cada objeto A em C existe um único morfismo dito identidade em Mor(A,A)

e denotado por 1A tal que f1A = f para todo f ∈ Mor(A,B) e 1Af = f para todo
f ∈ Mor(B,A).

A definição de categorias é feita o mais abstratamente possível, para que possa abran-
ger o máximo de estruturas possível. Note que muito pouco é imposto sobre a classe
de objetos ou sobre o conjunto de morfismos, de modo que não necessariamente os
morfismos sejam funções.
Exemplo 57. A categoria dos conjuntos, em que os objetos são conjuntos e os morfis-
mos funções com a lei de composição usual. Note que se fosse pedido que a classe de
objetos fosse um conjunto a categoria em questão não poderia existir, pois sua classe
de objetos deveria ser um conjunto que contivesse todos os conjuntos.

Além dessa temos outras categorias que permeam diariamente a vida de um matemá-
tico, como a categoria dos módulos (à direita ou à esquerda); a dos espaços vetoriais;
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a dos espaços topológicos; a dos grupos; a dos anéis e tantas outras similares. Toda-
via segue abaixo um exemplo que ilustra um dos casos em que os morfismos não são
funções.
Exemplo 58. Um digrafo em que para todo vértice a há uma aresta cujas ambas
extremidades são justamente a – i.e., um loop, ou um laço – é uma categoria cuja classe
de objetos é constituída por seus vértices e os morfismos são caminhos no grafo e a lei
de composição é dada pela concatenação de caminhos.

Definição A.59. Sejam C uma categoria, A e B objetos dessa categoria e f : A → B

um morfismo. Dizemos que f é um isomorfimso, ou uma equivalência, se existir
um morfismo g : B→ A em C tal que gf = 1A e fg = 1B. Neste caso, dizemos que g é
o morfismo inverso de f, denotado por f−1. Com técnicas usuais demonstra-se que
o morfismo inverso é único (caso exista) e que (f−1)−1 = f. Ainda, se for o caso de
existência de um isomorfismo entre A e B, dizemos que estes objetos são isomorfos
ou equivalentes.

Definição A.60. Um objeto O em uma categoria C é dito um objeto zero se Hom(A,O)

e Hom(O,A) são conjuntos unitários para todo A em C. Sem lançar mão de técnicas
não rotineiras demonstra-se que se um objeto zero existe em uma categoria, ele é único.

Vale ressaltar, com certa redundância, que a teoria de categorias não diz nada sobre
sobre propriedades conjuntistas dos objetos. Assim, não faz muito sentido falar de “ele-
mentos” de um dado objeto abstrato de uma categoria qualquer. Por esse motivo uma
boa linguagem para lidar neste contexto é a dos diagramas — a qual já foi introduzida
neste trabalho e fizemos amplo uso, por exemplo, nas seções destinadas à complexos de
cadeias. Ressaltamos o fato de que os diagramas pouco dizem sobre os objetos em si,
porém nos permitem estudar com clareza como eles se relacionam entre si.

Definição A.61. Uma categoria C é dita pré-aditiva se

• tiver objeto zero;

• para cada par de objetos A, B em C o conjunto Hom(A,B) é um grupo abeliano
com respeito à adição;

• para todos os objetos A, B, C de C existir uma aplicação bilinear Hom(A,B) ×
Hom(B,C)→ Hom(A,C) caracterizando a distributividade da lei do composição.
I.e., para cada par f, g ∈ Hom(B,C) e para cada par h,k ∈ Hom(A,B),

(f+ g)h = fh+ gh; f(h+ k) = fh+ fk.
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Definição A.62. Sejam C e D duas categorias. Um F funtor covariante da categoria
C à categoria D , expresso por F : C→ D, é algo que satisfaz os seguintes axiomas

• F associa a cada objeto A de C um único objeto F(A) de D;

• F associa a cada morfismo f : A→ B em C um único morfismo F(f) : F(A)→ F(B)

em D tal que se f : A → B e g : B → C são morfismos em C, então F(gf) =

F(g)F(f);

• F(1A) = 1F(A) para todo A em C.

Definição A.63. Sejam C e D duas categorias. Um F funtor contravariante da
categoria C à categoria D , expresso por F : C → D, é algo que satisfaz os seguintes
axiomas

• F associa a cada objeto A de C um único objeto F(A) de D;

• F associa a cada morfismo f : A→ B em C um único morfismo F(f) : F(B)→ F(A)

em D tal que se f : A → B e g : B → C são morfismos em C, então F(gf) =

F(f)F(g);

• F(1A) = 1F(A) para todo A em C.

Definição A.64. Um fucntor F : C → D entre categorias pré-aditivas, C e D, é dito
aditivo se F(f+g) = F(f)+F(g) para todo par de morfismos f e g entre mesmos objetos
da cateoria C.

Exemplo 65. Um exemplo clássico de funtor contravariante é o funtor dualidade, que
leva da categoria dos K-espaços vetoriais, LinK, nela mesma, definido sobre os objetos
por V → V∗ = L(V ,K) e sobre os morfismos por f→ f∗, em que f∗ é a transformação
dual à f.

Exemplo 66. O funtor HomR(X,−), em que X é um R-módulo, que associa a cada
R-módulo A o grupo abeliano HomR(X,A) e a cada R-homorfismo f : A → B um
homomorfismo Hom(1, f) : HomR(X,A)→ HomR(X,B) definido por

Hom(1, f)(α) = fα, α ∈ HomR(X,A).

Esse é um funtor covariante aditivo entre a categoria dos R-módulos e a categoria dos
grupos abelianos.
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Exemplo 67. Analogamente definimos o funtor HomR(−,X), em que X é um R-módulo,
que associa a cada R-módulo A o grupo abeliano HomR(A,X) e a cada R-homomorfismo
f : A→ B o homomorfismo Hom(f, 1) : HomR(B,X)→ HomR(A,X) definido por

Hom(f, 1)(α) = αf, α ∈ HomR(B,X).

Esse é um funtor contravariante aditivo entre a categoria dos R-módulos e a categoria
dos grupos abelianos.

Exemplo 68. Fixe M e N R-módulos à direita e à esquerda respectivamente. Defina
os seguintes funtores covariantes aditivos da categoria dos R-módulos (à esquerda e à
direita, respectivamente) à categoria dos grupos abelianos:

T1(A) =M⊗R A, sendo A um R-módulo à esquerda;

T2(B) = B⊗R N, sendo B um R-módulo à direita.

No caso de R ser comutativoM⊗RA e B⊗RN são R-módulo, de modo que estes funtores
passam a ser da categoria dos R-módulos nela mesma.

Representa-se T1 por M⊗R − e T2 por −⊗R N.

Definição A.69. Sejam T ,U : C → D dois funtores ou ambos covariantes ou ambos
contravariantes entre as categorias C e D. µ : T → U é dita uma transformação
natural (de T a U) se para cada objeto A em C existir um morfismo associado µA :

T(A)→ U(A) em D tal que para todo morfismo f : A→ B em C o diagrama

T(A)
T(f)

//

µA
��

T(B)

µB
��

U(A)
U(f)

// U(B)

se ambos os funtores são covariantes ou o diagrama

T(B)
T(f)

//

µB
��

T(A)

µA
��

U(B)
U(f)

// U(A)
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se ambos os funtores são contravariantes é comutativo.
Se µA é uma equivalêcia para todo A em C, então µ é dita uma equivalência natural

e denotado por µ : T ≈ U. Neste caso também dizemos que T e U são funtores
naturalmente equivalentes.

Por simplicidade introduziremos os símbolos RM e MR da categoria dos R-módulos
à esquerda e da categoria dos R-módulos à direita, respectivamente.

Definição A.70. Um funtor T :R M →S M (ou MS) é dito exato à esquerda
se sempre que 0 → A ′

f−→ A
g−→ A ′′ → 0 for uma sequência exata em RM, então

a sequência 0 → T(A ′)
T(f)−−→ T(A)

T(g)−−−→ T(A ′′) é exata, se T for covariante, ou a

sequência 0→ T(A ′′)
T(g)−−−→ T(A)

T(f)−−→ T(A ′) é exata se T é contravariante.

Analogamente define-se um funtor exato à direita.

Definição A.71. Um funtor exato é um funtor T : RM → SM (ou MS) que asso-

cia a toda sequência exata A ′ f−→ A
g−→ A ′′ em RM uma sequência exata T(A ′)

T(f)−−→
T(A)

T(g)−−−→ T(A ′′) se T é covariante, e uma sequência exata T(A ′′)
T(g)−−−→ T(A)

T(f)−−→
T(A ′) se T é contravariante.

funtores podem desempenhar um papel análogo ao de isomorfismos, como sugere a
seguinte definição.

Definição A.72. Sejam C e D duas categorias e F : C→ D e H : D→ C dois funtores.
Se os funtores HF : C→ C e FH : D→ D forem naturalmente equivalentes aos funtores
identidade 1C : C→ C e 1D : D→ D, respectivamente, então dizemos que as categorias
C e D são equivalentes.

Sejam X um R-módulo à esquerda e Y um R-módulo à direita. Temos que HomR(X,−)

e HomR(−,X) são exatos à esquerda, porém não exatos, ao passo que os funtores Y⊗R−
e −⊗R X são exatos à direita.

Definição A.73. Sejam A, B e C categorias. Dizemos que T : A × B → C é um
bifuntor covariante nas duas variáveis se para todos objetos A e A ′ de A e todos
objetos B e B ′ de B, T(A,−) : B → C e T(−,B) : A → C são funtores covariantes, e
se para todos morfismos f : A → A ′ e g : B → B ′ de A e de B, respectivamente, o
diagrama

T(A,B)
T(f,1B)

//

T(1A,g)

��

T(A ′,B)

T(1A ′ ,g)
��

T(A,B ′)
T(f,1B)

// T(A ′,B ′)

comuta.
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Analogamente definimos bifuntores contravariantes em ambas as variáveis, covarian-
tes na primeira e contra variantes na segunda e vice-versa.

Ressalta-se o fato de HomR :R M ×R M → Ab ser um bifuntor contravariante na
primeira variável e covariante na segunda. Ainda, − ⊗R − : MR ×R M → Ab é um
bifuntor covariante em ambas variáveis.

A.9 Funtores derivados
Nesta seção apresentamos o conceito de módulos projetivos e injetivos e, lançando
mão deles, de funtores derivados, que têm uma importância histórica nos estudos de
topologia algébrica.

Definição A.74. Dizemos que um R-módulo à esquerda P é projetivo se dado um
diagrama

P

f
��

A α
// B // 0

de R-módulos e homomorfismos com linha exata, existir um R-homomorfismo g : P → A

que torna o diagrama completo comutativo, i.e., αg = f.

Proposição A.75. Todo módulo livre é projetivo.

Todavia, nem todo módulo projetivo é livre.

Proposição A.76. Seja P um R-módulo projetivo. Se o diagrama

P

f
��

A α
// B

β
// C

de R-módulos e homomorfismos é tal que βf = 0, então existe um homomorfismo g :

P → A tal que αg = f.

Ainda, uma soma direta é projetiva se, e só se, cada um de seus somandos diretos
são projetivos.

A proposição abaixo caracteriza os módulos projetivos lançando mão do funtor Hom.

Proposição A.77. Um R-módulo P é projetivo se, e somente se, o funtor HomR(P,−)

é exato.
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Teorema A.78. Todo R-módulo é imagem homomorfa de um R-módulo projetivo.

Teorema A.79. Um R-módulo P é projetivo se, e só se, toda sequência exata 0→ A→
B→ P → 0 cinde.

Proposição A.80. Todo R-módulo projetivo é somando direto de um R-módulo livre.

Estamos finalmente com o ferramental necessário para enunciarmos uma condição
suficiente para que o funtor tensor seja exato.

Teorema A.81. Sejam P e P ′ R-módulos projetivos à direita e à esquerda, respectiva-
mente. Então P ⊗R − e −⊗R P ′ são funtores exatos.

O que nos leva à seguinte definição.

Definição A.82. Um R-módulo à direita A é dito plano se o funtor A⊗R − é exato.
Analogamente diz-se que um R-módulo à esquerda B é plano se o funtor −⊗RB é exato.

Definição A.83. Por outro lado, um módulo E é dito injetivo se dado um diagrama

0 // A
α //

f
��

B

E

de R-módulos e homomorfismos com linha exata, existir um homomorfismo g : B → E

que o torna comutativo, i.e., gα = f.

Da definição seguem algumas proposições que nos serão úteis.

Proposição A.84. Se E é injetivo, então dado um diagrama

A
α // B

β
//

f
��

C

E

de R-módulos e homomorfismos com linha exata tal que fα = 0, então existe um homo-
morfismo g : C→ E tal que faz o diagrama completo comutar, i.e., gβ = f.

Teorema A.85. Sejam {Ei}i∈I uma família de R-módulos e E = Πi∈IEi. Então E é
injetivo se, e somente se, todo Ej é injetivo.

A proposição abaixo nos permite caracterizar os módulos injetivos por meio do funtor
Hom.

Proposição A.86. Um R-módulo é injetivo se, e somente se, o funtor HomR(−,M) é
exato.
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Proposição A.87. Se E é um R-módulo injetivo, então toda sequência exata

0→ E
α−→ A

β−→ B→ 0

cinde.

Definição A.88. Seja A um R-módulo. Uma sequência exata da forma

P : · · ·Pn+1
dn+1−−−→ Pn

dn−→ Pn−1 → · · ·
d1−→ P0

ε−→ A→ 0

em que Pn é projetivo para todo n > 0, é dita uma resolução projetiva. À sequência,
não mais exata em P0,

PA : · · ·Pn+1
dn+1−−−→ Pn

dn−→ Pn−1 → · · · → P1
d1−→ P0 → 0

é dado o nome de complexo deletado da resolução P.

A definição acima mostrar-se-á útil mais à frente, todavia ela poderia tambémmostrar-
se restritiva. Por sorte a proposição a seguir mostra que este não é o caso.

Proposição A.89. Todo R-módulo possui uma resolução projetiva.

Em geral, um R-módulo tem mais de uma resolução projetiva. Porém quaisquer duas
resoluções projetivas de um mesmo módulo estão relacionadas pelo teorema que segue.
Mas antes, faz-se necessária uma breve definição.

Definição A.90. Sejam dois complexos

X : · · · → Xn+1
dn+1−−−→ Xn

dn−1−−−→ · · · → X1
d1−→ X0

ε−→ A→ 0

X’ : · · · → X ′n+1

d ′n+1−−−→ X ′n
d ′n−1−−−→ · · · → X ′1

d ′1−→ X ′0
ε ′−→ B→ 0

de R-módulos e homomorfismos, e um homomorfismo f : A → B. Definimos por apli-
cação de cadeia sobre o homomorfismo f uma coleção de homomorfismos {fn},
fn : Xn → X ′n, para n > 0, tal que fn−1dn = d ′nfn para n > 1 e ε ′f0 = fε.

Teorema A.91. (Teorema da comparação) Dado um diagrama

PA : · · ·Pn+1
dn+1

// Pn
dn // Pn−1

// · · · d1 // P0
ε // A

f
��

// 0

PB : · · ·Bn+1∂n+1

// Bn ∂n

// Bn−1
// · · ·

∂1

// B0 η
// B // 0

de R-módulos e homomorfismos, em que a segunda linha é exata e cada Pn na primeira
é projetivo, existe uma aplicação de cadeia {fn} : PA → PB sobre f e quaisquer duas
aplicações como essa são homotópicas.
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Note que se tomarmos duas resoluções projetivas PA e P ′A sobre um mesmo mó-
dulo A, pelo teorema da comparação, existem mapas de cadeia f = {fn} : PA → P ′A
e g = {gn} : P’A → PA ambas sobre a aplicação identidade. Lançando mão nova-
mente do teorema da comparação, tem-se que fg e gf são homotópicas a 1PA a 1P ′A

respectivamente.
Temos definições e resultados simétricos para módulos injetivos, como mostra-se a

seguir.

Definição A.92. Uma resolução injetiva de um R-módulo A é uma sequência exata

E : 0→ A
η−→ E0

d0

−→ E1
d1

−→ · · · → En−1 dn−→ En+1 → · · ·

de R-módulos e homomorfismos em que para cada n > 0 En é um módulo injetivo.
O complexo

E : 0→ A→ E0
d0

−→ E1
d1

−→ · · · → En−1 dn−→ En+1 → · · ·

é dito de complexo deletado de E e é denotado por EA.

O conceito de aplicação de cadeia é definido analogamente neste contexto, sempre
prezando pela comutatividade dos diagramas envolvidos.

Também é válido o fato de que todo R-módulo possui uma resolução injetiva. Ainda,
resultados análogos aos de resoluções projetivas são dados para a comparação de duas
resoluções injetivas de um mesmo módulo.

Por ora fixe para cada R-módulo uma resolução projetiva e uma resolução injetiva.
É possível mostrar que as definições e resultados que seguem não dependem da escolha
de tais resoluções. Considera ainda S como sendo outro anel e T :R M →S M (ou Ab)
um funtor covariante e T ′ :R M→S M (ou Ab) um funtor contravariante.
Sejam A e B R-módulos à esquerda de resoluções projetivas PA e PB respectivamente.

Sejam ainda f : A → B um homomorfismo e uma aplicação de cadeia {fn} : PA → PB
sobre f. Para n > 0 defina

(LnT)A = Hn(TPA) = ker Tdn/ Im Tdn+1

e

(RnT ′)A = Hn(T ′PA) = ker T ′dn+1/ Im T
′dn.

Defina ainda

(LnT)(f)(x+ Im Tdn+1) = T(fn)(x) + Im Tdn+1, x ∈ ker Tdn
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e

(RnT ′)(f)(y+ Im T ′d ′n+1) = T(fn)(y) + Im T ′dn+1, y ∈ ker Tdn+1.

É possível mostrar que a definição acima não depende da escolha da aplicação de
cadeia {fn}. Ainda, para todo n > 0, LnT :R M→S M (ou Ab) é um funtor covariante
aditivo e RnT ′ :R M →S M (ou Ab) é um funtor contravariante aditivo, chamados de
funtor derivado à esquerda de T e funtor derivado à direita de T ′, respectiva-
mente.

Analogamente define-se sobre as resoluções injetivas o funtor derivado à direta de
T , RnT , e o funtor derivado à esqueda de T ′, LnT ′, que são aditivos e são, respectiva-
mente, covariante e contravariante.

Definição A.93. Sejam M um R-módulo à esquerda e N um R-módulo à direita. Es-
crevemos

TorRn(N,−) para LnT quando T = N⊗R −;

torRn(−,M) para LnT quando T = −⊗RM;

ExtRn(−,M) para RnT quando T = HomR(−,M);

extRn(M,−) para RnT quando T = HomR(M,−).

Com certo esforço técnico demonstra-se o seguinte resultado.

Teorema A.94. Para todo n > 0, TorRn(−,−) é um bifuntor de MR ×R M → Ab e
ExtnR(−,−) : MR ×R M → Ab é um bifuntor covariante na segunda variável e contra-
variante na primeira.

A.10 Cohomologia de grupos
Sejam G um grupo e ZG o anel de grupo integral de G. Seja ainda A um grupo Abeliano
aditivo, que pode ser visto como um Z módulo naturalmente. Podemos garantir a A
uma estrutura de ZG-módulo estendendo a ação trivial de G sobre A por linearidade;
por ação trivial entende-se a ação ga = a para todo g ∈ G e para todo a ∈ A. Sob
estas condições dizemos que A é um ZG-módulo trivial. Por praticidade todos os
ZG-módulos serão denotados simplesmente por G-módulos e onde houver a necessidade
de indexação por ZG, ela será feita indexando-se simplesmente por G, e.g., A⊗G B =

A⊗ZG B.
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Definição A.95. Sejam G um grupo e A um G-módulo à esquerda. Definimos o n-
ésimo grupo homológico Hn(G,A) e o n-ésimo grupo cohomológico por Hn(G,A)
do grupo G com coeficientes em A por

Hn(G,A) = TorGn (Z,A); Hn(G,A) = ExtnG(Z,A)

com n > 0 e Z tido como um G-módulo trivial, à esqueda no primeiro caso e à direita
no segundo.

Segue da definição queHn(G,−) eHn(−,G) são funtores aditivos covariantes. Ainda,
se P e Q são resoluções projetivas do G-módulo à direita Z e do G-módulo à es-
querda Z, respectivamente, então, para n > 0 e para um dado G-módulo à esquerda A,
Hn(G,A) = Hn(PZ ⊗G A) e Hn(G,A) = Hn(HomG(QZ,A)).

Proposição A.96. Dada uma sequência exata curta 0 → A ′
α−→ A

β−→ A ′′to0 de G-
módulos à esquerda, existem sequências exatas longas naturais

· · · → Hn+1(G,A
′′)→ Hn(G,A

′)→ Hn(G,A)→ Hn(G,A
′′)→ Hn−1(G,A

′)

→ · · · → H1(G,A
′′)→ H0(G,A

′)→ H0(G,A)→ H0(G,A
′′)→ 0

e

0→ H0(G,A ′)→ H0(G,A)→ H0(G,A ′′)→ H1(G,A ′)→ · · · → Hn−1(G,A ′′)

→ Hn(G,A ′)→ Hn(G,A)→ Hn(G,A ′′)→ Hn+1(G,A ′)→ · · ·

Proposição A.97. Sejam A um G-módulo à esquerda e n > 2, então Hn(G,A) ∼=

Extn−1
G (I(G),A) e Hn(G,A) ∼= TorGn−1(I(G),A); em que I(G) denota o ideal aumentado

de ZG.

Sejam G e G ′ grupos e f : G → G ′ um homomorfismo. Note que para um dado
G ′-módulo A podemos conferir a ele uma estrutura de G-módulo definindo o produto
ga = f(g)a, para todo g ∈ G e para todo a em A. Em particular ZG ′ é também um
G módulo e, para cada G-módulo à esqueda B, ZG ′⊗GB é um G ′-módulo à esqueda.

Lema A.98. Se P é um G-módulo projetivo à esquerda, então ZG ′⊗GP é um G ′-
módulo projetivo à esquerda.

Novamente considere A um G-módulo, sendo G um grupo. Defina

AG = {a ∈ A : ga = a para todo g ∈ G}
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e K como sendo o subgrupo de Z⊗A gerado pelos elementos da forma n⊗a−n⊗ga =

n(1−g)a, n ∈ Z, g ∈ G e a ∈ A. Mostra-se queH0(G,A) ∼= AG eH0(G,A) ∼= Z⊗A/K,
de modo que se A é um G-módulo trivial, H0(G,A) ∼= H0(G,A) ∼= A.

Ainda na mesma linha prática para a obtenção de Hn(G,A) e de Hn(G,A), mais
especificamente neste caso n = 1, considere a sequência exata 0→ I(G)

i−→ ZG ε−→ Z→
0; em que i é a aplicação de inclusão e ε a aplicação aumento. Mostra-se, com a ação
dos funtores Hom e tensor sobre tal sequência, que

H1(G,A) ∼= ker(i⊗1 : I(G)⊗GA→ ZG⊗GA) ∼= ker(i∗ : I(G)⊗GA→ A)

e que

H1(G,A) ∼= HomG(I(G),A)/ Im(: HomG(ZG,A)→ HomG(I(G),A))

∼= HomG(I(G),A)/ Im(i∗ : A→ HomG(I(G),A));

em que i∗((G− 1)⊗ a) = (g− 1)a em i∗(a)(g− 1) = (g− 1)a, g ∈ G e a ∈ A.
Uma aplicação f : G → A é dita uma derivação se f(xy) = f(x) + xf(y) para

quaisquer x,y ∈ G. Denotamos por Der(G,A) o conjunto de todas as derivações de G
a A. Uma derivação interna, ou um homomorfismo cruzado principal, é uma
derivação f : G→ A tal que existe um a ∈ A tal que f(x) = (x− 1)a para todo x ∈ G.
O conjunto de todas as derivações internas denota-se por Ider(G,A), que forma um
subgrupo de Der(G,A).

Proposição A.99. H1(G,A) ∼= Der(G,A)/ Ider(G,A), de modo que se A é trivial,
então H1(G,A) ∼= Hom(G/G ′,A).

Proposição A.100. Se A é um G-módulo trivial, então H1(G,A) ∼= (I(G)/I2(G)) ⊗
A ∼= (G/G ′)⊗A.

A.10.1 A resolução de Bar

Fixe um grupo G. Para cada n > 0 defina Pn como sendo o G-módulo livre gerado
pelo conjunto das n-úplas ordenadas de elementos de G [g1,g2, · · · ,gn], sendo que P0 é
fixado como sendo o G-módulo livre cuja base é dada por um elemento []. Defina para
cada n > 1 o homomorfismo dn : Pn → Pn−1 por

dn[g1, · · · ,gn] = g1[g2, · · · ,gn]+
∑

(−1)i[g1, · · · ,gi−1,gigi+1,gi+2, · · · ,gn]

+(−1)n[g1, · · · ,gn−1];
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sendo que d1[g] = g[] − []. Defina ainda o G-homomorfismo ε : P0 → Z por ε([]) =

1. Defina ainda os Z-módulos Fn livremente gerados pelo conjunto das n + 1-úplas
〈g0, · · · ,gn〉, gi ∈ G. Defina a G ação

g〈g0, · · · ,gn〉 = 〈gg0, · · · ,gn〉;

g,gi ∈ G, 0 6 i 6 n. Com esta ação estendida por linearidade Fn é um G-módulo.
Defina agora os Z-homomorfismos (que trivialmente se torna um G-homorfismo) δn :

Fn → Fn−1, n > 1, e δ0 : F1 → F0 por

δn〈g0,g1, · · · ,gn〉 =
∑

(−1)i〈g0, · · · ,gi−1, ĝi,gi+1, · · · ,gn〉; δ0〈g0〉 = 1;

em que o circunflexo ĝi denota a omissão da i-ésima entrada. Defina ainda os Z-
homomorfismos (que também são G-homomorfismos) θn : Fn → Pn, n > 1, por

θn〈g0,g1, · · · ,gn〉 = g0[g−1
0 g1,g

−1
1 g2 · · · ,g−1

n−1gn]; θ0〈g0〉 = g0[].

θn é um G-isomorfismo de inversa φn : Pn → Fn dada por

φn([g1, · · · ,gn]) = 〈1,g1,g1g2, · · · ,g1 · · ·gn〉; gi ∈ g.

Lema A.101. Para todo n > 1, δn−1δn = 0.

Lema A.102. O diagrama

Pn+1
dn+1

//

φn+1

��

Pn

φn
��

Fn+1 δn+1

// Fn

é comutativo.

Proposição A.103. Para todo n > 0, dndn+1 = 0; em que d0 = ε.

Teorema A.104. A sequência

· · · → Pn+1
dn+1−−−→ Pn

dn−→ Pn−1 → · · · → P1
d1−→ P0

ε−→ Z→ 0 (A.7)

é uma ZG-resolução livre do G-módulo trivial Z, chamada Resolução de Bar de Z.

Seja novamente A um G-módulo. Uma n-cocadeia de G com coeficientes em A é
uma aplicação da forma f : G×· · ·×G→ A, n > 1. Denota-se por Cn(G,A) o conjunto
de todas as n-cocadeias e fixa-se C0(G,A) = A. Cn(G,A) é um grupo abeliano com
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respeito à soma usual de aplicações. Ainda, Cn(G,A) ∼= Homg(Pn,A). Para cada
n > 0 defina dn : Cn(G,A)→ Cn+1(G,A) por

dn(f) = f̃dn+1, f ∈ Cn(G,A);

em que

f(
∑

zi[x1, · · · , xn] =
∑

zif(x1, · · · , xn);

g̃(x1, · · · , xn) = g([x1, · · · , xn]), zi, xj ∈ G.

Deste modo obtemos um diagrama comutativo

· · · // Cn−1(G,A)
dn−1

//

��

Cn(G,A)

��

dn // Cn+1(G,A)

��

// · · ·

· · · // HomG(Pn−1,A)
d∗n // HomG(Pn,A)

d∗n+1
// HomG(Pn+1,A) // · · ·

Portanto os dois complexos têm homologias isomorfas, Hn(G,A) ∼= kerdn/ Imdn−1.
Denotamos kerdn também por Zn(G,A), e seus elementos são ditos n-cociclos de

G com coeficientes em A. Já os elementos de Imdn−1 são ditos n-cobordos e também
são denotados por Bn(G,A). Tem-se que

B0(G,A) = {f ∈ G : ∃a ∈ A, f(x) = xa− a}

e que

Z0(G,A) = AG.

Definição A.105. Uma n-cocadeia f é dita normalizada se f(x1, · · · xn) = 0 sempre
que um dos elementos x1, · · · , xn for a identidade de G. O conjunto de tais elementos
é denotado por C ′n(G,A). Já o dos n-cociclos normalizados é denotado por Z ′n(G,A)
e dos n-cobordos normalizados B ′n(G,A).

Vale ressaltar que C ′n(G,A), Z ′n(G,A) e C ′n(G,A) são subgrupos de Cn(G,A),
Zn(G,A) e Cn(G,A), respectivamente. Ainda, B ′n(G,A) é um subgrupo de Z ′n(G,A).
Seja portanto H ′n(G,A) = Z ′n(G,A)/B ′n(G,A). Tem-se que H ′n(G,A) ∼= Hn(G,A).

Lema A.106. Todo cociclo é cohomólogo a um cociclo normalizado.

Lema A.107. Toda cocadeia normalizada que é também um cobordo é cobordo de uma
cocadeia normalizada.
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