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Resumo

Neste trabalho estudamos a teoria (co)homolégica de digrafos e algumas de suas apli-
cacoes. Mais precisamente, apresentamos a teoria e seus teoremas mais importantes,
da perspectiva da Topologia Algébrica; como, por exemplo, o Teorema de Kiinneth e
o Lema de Poincaré. Generalizamos a teoria para digrafos localmente finitos e, neste
contexto, provamos o Teorema da separacao de Hodge. Apresentamos ainda uma inter-
pretacao das homologias maiores por meio de um processo estocéstico que generaliza
o passeio aleatorio sobre as faces de um complexo simplicial. Por fim apresentamos
nossa conjecutra de que as dimensoes das homologias de um grafo de Cayley aleatorio
respeitam o Teorema Central do Limite, e a provamos para a primeira homologia, Hy;

em que o grupo subjacente é ciclico.

Palavras-chave:Homologia, Digrafos, Teorema de Hodge, Digrafos Aleatorios, Lapla-

ciano Discreto
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Abstract

This work studies the (co)homological theory of digraphs and some of its applications.
More precisely, we present the theory and its most important theorems, from the Al-
gebraic Topology perspective; as, for example, the Kiinneth Theorem and Poincaré’s
Lemma. We generalize the theory to locally finite digraphs and, in this context, we
prove the Hodge’s separation Theorem. We also present an interpretation to the ho-
mologies via a stochastic process that generalizes the random walk over faces of a
simplicial complex. At last we present our conjecture that the homologies’ dimensions
for a random Cayley’s Graph satisfy the Central Limit Theorem, and prove it to the
first homology, Hy; where the underlying group is cyclic.

Keywords: Homology, Digraphs, Hodge, Random Digraphs, Discrete Laplacian
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Introducao

A topologia algébrica é a area da matematica que nos permite estudar espacos topo-
logicos, e seus invariantes, por meio de estruturas algébricas. Tal associacao — entre
espagos topologicos e estruturas algébricas, e.g., médulos — é feita de maneira funtorial.

Na primeira parte desse trabalho apresentamos alguns resultados e defini¢oes da
teoria de De Rham. Essa teoria é a motivacao para o que segue.

Porém, o foco deste trabalho é o estudo de invariantes topoldgicos para (di)grafos.
Em 2013 foi publicado o artigo, [6], no qual os autores Alexander Grigor'yan, Yong
Lin, Yuri Muranov e Shing-Tung Yau constroem uma teoria homologica para digrafos
finitos. Tal artigo foi referéncia fundamental para a segunda parte desse trabalho, em
que apresentamos a teoria e alguns de seus resultados importantes.

No segundo e no terceiro capitulo apresentamos a teoria homologica para digrafos
finitos e seus resultados fundamentais.

No quarto capitulo apresentamos alguns resultados e aplicacoes mais sofisticados,
como o Lema de Poincaré e o Teorema de Hodge para digrafos finitos.

No quinto capitulo generalizamos a teoria para digrafos localmente finitos, apresen-
tamos a Formula de Kiinneth, alguns exemplos de calculos da homologia para digrafos
infinitos e, finalmente, mostramos que nossa teoria segue um analogo discreto para os
Axiomas de Eilenberg-Steenrod.

No sexto capitulo apresentamos, como resultado novo, o Teorema de Decomposicao
de Hodge para digrafos localmente finitos, que provamos analisando as solugdes do
Problema de Cauchy.

No sétimo capitulo apresentamos uma interpretacao das homologias maiores por meio
de um processo estocastico que generaliza o passeio aleatorio sobre as faces de um
complexo simplicial.

Por fim, no oitavo capitulo apresentamos nossa conjecutra de que as dimensoes das
homologias de um grafo de Cayley aleatério respeitam o Teorema Central do Limite, e

a provamos para a primeira homologia, Hy; em que o grupo subjacente ¢ ciclico.
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Teoria de De Rham

A topologia algébrica é a area que estuda propriedades de espagos topologicos associando-
os a complexos de cadeias pela aplicacao de funtores. Este capitulo tem por objetivo
apresentar alguns resultados classicos da érea — quando o espaco topologico subjacente
¢ dado por uma variedade diferenciavel —, de maneira a preparar um bom arcabouco
de ideias para a justificativa das defini¢oes feitas para o caso discreto, i.e., quando o
espaco topoléogico subjacente é dado por digrafos ou por complexos simpliciais. Os te-
oremas aqui apresentados foram retirados de [4], [2] e [13]; sendo que as demonstragoes

omitidas podem ser encontradas nessas referéncias.

1.1 Formas diferenciais em R"

Seja p em R™. Definimos o espaco tangente de R™ em p como sendo o conjunto
R :={q—p:q€R" ie, o conjunto de vetores com origem em p. Seja{e;:i€Ne
1 < i< n}abase candnica de R™. Definiremos a base canonica de R{,‘ como o conjunto
{(ei)p : (e1)p ¢ o transladado de e; ao ponto p}. A partir deste ponto abusaremos da

notacao e identificaremos (e;), como e;.

Definicao 1.1. Um campo vetorial em R™ é uma aplicagao que associa cada ponto

p € R™ a um vetor em Ry da forma

n
v(p) = ) ailples;
i=1
em que as a; : R™ — R sao chamadas de funcoes caracterizadoras do campo

vetorial v. Se as funcoes a; sao diferencidveis, dizemos que v € diferencidvel.

Definimos também o espago dual de R} como sendo o conjunto (Rp)* ={¢ : R} —
R| ¢ é aplicacdo linear}, como usual. Note que a base dual da base canoénica de RY ¢o
conjunto

{(dxq{)p:i=1,--- ,n}
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em que x; : R™ — R é a i—ésima projecao canodnica. De fato, como o diferencial de

uma aplicacao linear é a propria aplicagao, temos que
(dxi)p(ej) = dij;

onde 0y ¢ o delta de Kronecker.
Defina o espago vetorial A¥(R})* := {¢ : (R})* — R|@¢ k-lincar alternada} com
respeito as operagoes usuais de fungoes; em que
k _ n n
(Rp)*= Ry x---xRP.

P
—_——

k vezes
Dados @i € (R})*, 1=1,---,k, obtemos @1 A\ @2 A\ --- A\ o € A(R})" definindo
(pl/\(PQ/\"‘/\(Pk(va%”' Jvk) = det((pl(v]))a 1’7] - 17 7k'

A operacao /\ é dado o nome operador cunha.
A defini¢do acima, que é dada naturalmente uma vez em que se tenha em mente o
fato de det ser k-linear alternado, nos permite encontrar uma base — em certo sentido

— simples para /\k(RE)*, como mostra a proposi¢ao a seguir.

Proposigao 1.2. {(dxi, A\ Adxy, )p 111 <ia < - <k, i €{1,--- ,n}} € uma base
para A*(R7)*.

Definicao 1.3. Uma k-forma exterior em R é uma aplicacao w que associa cada

ponto p € R™ a um elemento em /\k(Rg)* da forma

wp)= > i (P)dxi, A Adxy)p, 1 €{L - )

<o <ig

em que Qi,...i, Sao fungoes reais em R™. Note que a Proposicao 1.2 (veja Apéndice A,
pdgina 113) nos garante que w(p) estd de fato em /\k(Rg)*. Dizemos que w € uma

k-forma diferencial se as fungoes ai,...;, sao diferencidveis.

Por conveniéncia denotaremos a k—upla (ij,---,ix), t.q. 11 < -+ < ic e iy €

{1,--- ,n}, por I, de modo que denotaremos w simplesmente por

w = E ClIdXI
I

Convenciona-se que uma 0-forma é uma fungao real em R™ diferenciavel.
No que segue nos referiremos as k-formas diferenciais simplesmente por k-formas,

uma vez que nos restringiremos a elas.



1.1 Formas diferenciais em R™

Definamos agora operagoes sobre k-formas em R™.

w = E ardxg
I

Sejam

p = ZbIdXI
I

duas k-formas em R™. Definimos sua soma da seguinte maneira

w+ @ = Z(aI +b1)dX1
I

Agora, sejam

w = ZaIdXI e @= Zb]dx]

uma k-forma e uma s-forma, respectivamente. Definimos seu produto exterior, que

¢ uma (s + k)-forma, da seguinte maneira

WA @ = Z arbydxy A dxy
Ij

Note que se @ é uma 1-forma, entao existem funcoes diferencidveis a; tais que @ =
Z aidx;. Como {dx; :1=1,2,---,n} & base para (R})*, ¢ € (R})*. Portanto, sejam
i

©1, -, @ 1-formas, vale
@1/ AN Qv w) = det(@i(vs))

Proposicao 1.4. Sejam w, @ e 0 uma k-forma, uma s-forma e uma r-forma, respec-

tivamente. Entao:
1. (wWA@)ANB=wA (@ /A\B);
2. (WA @) =(-1)(o Aw);
3. Ser=s, WA (@+0)=wANAe+wAb.
Note que, apesar de dx; /\ dx; = 0, nao é necessariamente verdade que para uma

dada forma w, w A w = 0.

Outro aspecto importante das formas diferenciais é a maneira como elas se comportam

sob aplicacoes diferenciaveis. Uma aplicagao diferenciavel, f : R™ — R™, induz uma
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aplicagao f*, dita pullback, que leva k-formas em R™ & k-formas em R™, definida pela

relagao abaixo,

(frw)(p)(vi, -+, vi) = w(f(p))(dfp(vi), - -, dfp(vi));

em que w é uma k-forma em R™, p € R™, vy,--- ;v € RY e df, : R} — R‘f’?p) é o

diferencial da aplicagao f em p. Se g é uma 0-forma, definimos
f*(g) =gof.

Propriedades 1.5. (de f*) Sejam f : R™ — R™ e h: RP — R™ aplicagoes diferen-
ciaveis; w e @ k-formas em R™; g : R™ — R uma 0-forma e @1 e @y duas formas

quaisquer sobre R™. Entao:
1. f(w+ @) =fw+ fo.
2. f*(gw) = (f*g)(f*w).
S (@1 A\ @) = (1) N (7 p2).
4. (foh)*w = h*(f*w).

Ainda, o pullback pode ser interpretado como uma substituicao de variaveis no se-
guinte sentido: sejam (xi,---,Xy) coordenadas em R™, (yq, -+ ,Ym) coordenadas em
R™ef:R™ — R™ tal que

yi = filx, - xn).
Seja ainda w = ) ;arjdy; uma k-forma em R™. Entdo, f*w ¢ uma k-forma em R™

dada por

ffw = Zal(fl(xh'” 7Xn)7"' 7fm(xla"' ,Xn))dfh /\/\dflk
I

Neste sentido, * “substitui”, as varidveis y; e seus diferenciais por funcoes de x; e seus
) ) )

diferenciais.

Definicao 1.6. Seja w = Z ardx; uma k-forma em R™. Definimos o diferencial

exterior dw de w da sequinte maneira,

dw = Z d(lI /\ dXI;
I

onde day € o diferencial de aj.



1.1 Formas diferenciais em R™

Note que, se dw = Z (dw)i, .oy (dxy, A+ Adxi 11)p, entao, pelas proprie-
< <ig
dades do operador cunha,

p+1
(dw)iyigt1 :Z(_l)qaio-..ﬁ...ipﬂ' (1.1)
q=0

Seguimos agora com algumas propriedades do diferencial exterior.

Propriedades 1.7. (de dw)

(a) d(w; + wy) = dw; + dwy; onde wy e wq sao k-formas.

(b) d(wA@)=dwNe+(—1)*wAde; onde w e @ sio uma k-forma e uma s-forma,

respectivamente.
(c) d(dw) = d*w = 0.

(d) d(f*w) = f*(dw), em que w € uma k-forma em R™ e f : R* — R™ ¢ uma

aplicagao diferencidvel.

Demonstracao. (c) Provemos inicialmente para as 0-formas, i.e., f: R™ — R.

2 9%
aXian N an aXi

Como f é suave, , e como dx; Adx; = —dx; /A dxq, se 1 # j, temos que

o2f o%f
d(df) :Z( )dxmdxj = 0.

— aXian B an aXi
i<j

Agora, por (b),
d(aIXI) = dCLI /\ dXI + CLI(dXI).

Mas d(dx;) = d(Id) A dx; = 0. Entéao,
d(darx;) = d(day) Adx; + da; Ad(dx;) =0.

O resultado ¢ estendido a uma forma w = Y ajdx; por (a).
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1.2 Integrais de linha

Veremos mais detalhadamente a frente que formas diferenciais sao objetos integréveis,
dada a linguagem correta para tal. Porém nesta secao abordaremos as integrais de
1-formas ao longo de curvas, denominadas integrais de linha, uma vez que este caso
pode ser abordado na linguagem ja preestabelecida.

Antes, partamos de algumas defini¢oes.

Definicao 1.8. Uma curva ¢ € dita diferencidvel por partes se cla for continua e se
existir uma particao {to, t1,- -, ti, tk1} de seu dominio tal que a restricao clltj, tj1] =

¢cj € diferencidvel paraj €{0,1,--- k}.

Definicao 1.9. Seja U um aberto em R™. Uma mudang¢a de pardmetros de uma
curva ¢ : [a,b] — U é um homeomorfismo diferencidvel ¢ : [c,d] — [a,b]. Diz-se que
@ preserva orientacao se ele € crescente; diz-se que @ reverte orientacao se for

decrescente.

Agora, seja w = Z a;dx; uma 1-forma diferencial definida no aberto U C R™. E seja
c : [a,b] = U uma curva diferenciavel por partes dada por c(t) = (x;1(t), -, xn(t)).
Note que para cada j € {0,1,--- ,k}, onde {tg, t1, - , tx, txr1} € uma particdo de [a, b],

dX;L

t.
dt d

Gw=3 alalth - x(t)

Definimos

1 b dx:
J w:ZJ c}‘w:J Zai(t) dtl dt
c(t) j tj a i

Lancando mao de teoremas do céalculo diferencial temos que J w ¢ invariante para
C
mudancas de parametros que preservam orientagao. A saber, seja @(T) = t, em que @

¢ uma mudanga de pardmetros que preserva orientacao,

J w = J w.
c(t) c(T)

Analogamente, se @ reverte orientacao,

Deste modo,
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em que ¢ denota o trago de c(t) com uma dada orientacao e —c denota a mesma curva
com orientacao contraria.

Vamos a algumas definigdoes que se mostrarao importantes a partir deste ponto.
Definicao 1.10. Seja w uma forma diferencial no aberto U C R™. Dizemos que ela é
1. Fechada se dw = 0;

2. Exata em V C U se emistir uma funcao f:V — R diferencidvel tal que w = df
em V.

Note que toda forma exata em V é fechada em V, uma vez que d(df) = d*f = 0.
Ainda:

Proposicao 1.11. As afirmacgoes abaizo sao equivalentes.

1. w € exata em um conjunto V.C U aberto e conezxo.

2. J w depende apenas dos pontos extremos de ¢ para toda curva ¢ € V.
C

3. J w = 0, para toda curva fechada ¢ C V.

Definicao 1.12. Uma forma w € dita localmente exata se para cada ponto na vari-

edade existir alguma vizinhanga dele em que w € exata.

Lema 1.13. (Lema de Poincaré para 1-formas) Uma 1-forma € fechada se, e

somente se, ela € localmente exata.

Langando mao do lema, podemos estender a definigao da integral de formas fechadas
a curvas que sao apenas continuas. Para tal, sejam w uma forma fechada definida em
um aberto U C R™ e c: [0,1] — U uma curva continua. Podemos escolher uma particao
{to, t1, -+ , by, te1 F de [0, 1] tal que ¢y = ¢|[ty, tipq], 1 =0,1, -+ K, esta contida na bola
B; em que w é exata. Seja f; : B = R tal que df; = w. Entao

| 0=¥| =3 -nw)
C i Ci i
Note que esta definicao ¢ independente da particao escolhida.
Vimos portanto que toda forma fechada é localmente exata. Para entendermos
quando ela é globalmente exata faz-se necessaria a introducao do conceito de homo-

topia.
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Defini¢ao 1.14. Duas curvas continuas cg, ¢1 : [a,b] — U C R"™, tais que co(a) =

ci(a) e co(b) =cq1(b), sao ditas homotdpicas se existir uma fungao continua

H:[a,b] x [0,1] = U, (s,t) € [a,b] x [0,1]

tal que,
H(s,0) = co(s), H(s,1) =ci(s), (1.2)
H(a,t) =cola) =c(a), H(b,t) =co(b) = c,(b). (1.3)
Portanto, uma homotopia é uma familia continua de curvas H¢(s) := H(s,t) que

deforma a curva Hyg = ¢y na curva H; = ¢{, mantendo fixos os pontos extremos Hy(a)
e H¢(b).

Se retirarmos a condi¢ao (1.3) da definigdo de H, a a aplicagao obtida é denominada
homotopia livre.

Tal definicao nos abre espago para a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.15. Seja w uma 1-forma fechada no aberto U C R™ e sejam cg, ¢q :

[a,b] — U duas curvas continuas homotdpicas em U. Entao

| o= @
Co Ci1

Proposicao 1.16. Seja w uma 1-forma fechada definida em U C R™ e sejam cq, ¢q

duas curvas fechadas livremente homotopicas em U. Entao J w=| w; em particu-
Co C1

lar, se ¢y € livremente homotdpica a um ponto J w =0.
co

Definicao 1.17. Dizemos que um conjunto U C R™ aberto e conexo é simplesmente

conexo se toda curva continua e fechada em U é liwremente homotdpica a um ponto

em U.

Proposicao 1.18. Toda forma fechada cujo dominio € simplesmente conexo € exata.

1.3 Variedades diferenciaveis

Assim como tudo que diz respeito a diferenciabilidade, a teoria de formas diferenciais
)

pode ser estendida a variedades diferencidveis, que sao — grosso modo — espagos em que

podemos aplicar localmente o Calculo Diferencial de R™.

Mais precisamente temos a seguinte definigao.

10
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Definicao 1.19. Uma variedade diferencidvel n-dimensional é um conjunto M com
uma familia de aplicagoes injetivas fo : Uy C R™ — M, onde Uy € aberto para todo «,
tais que:

(1) | JfallUs) =M.
(2) Para cada cada par o, B, com fo(Us) Nfa(Up) =W #£ &, 0s conjuntos ' (W)

e fgl(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes fgl ofy, Tl ofp sio diferencidveis.

(3) A familia {(Uy, fs)} € mazimal em relagao a (1) e (2).

O par (Uy, fo) com p € fo(Uy) € dito uma parametriza¢do (ou um sistema de
coordenadas) de M em p; fo(Uy) € entao chamada de vizinhanga coordenada de
p. Dizemos que uma familia (fy,Uy) que satisfa¢a as propriedades (1) e (2) € uma

estrutura diferencidvel em M.

M

R"

Figura 1.1: Sistema de coordenadas

Exemplo 20. Toda superficie regular S em R?® é uma variedade diferenciavel 2-
dimensional.
Com efeito, toda parametrizacao f : U C R> = VNS de S em p é um homeomorfismo

diferenciavel tal que dff, : T, (U) — R? ¢ injetiva. O

Exemplo 21. Todo subespaco k-dimensional, M, de R™ é uma k-variedade diferen-
cidvel. De fato, sejam B = {e;}’_, uma base de M, € = {§;}X_, a base canonica de R¥®
e D = {B} uma base da topologia de R¥. Defina

f:R — M

k k
Z 06161 — Z xieéq

i=1 i=1

e defina fy : By C R*¥ — M de modo que f, = flg,. A familia {(By,f)} ¢ uma
estrutura diferenciavel. De fato, as aplicagoes f, satisfazem a condicao 1 e a injetividade
trivialmente. Agora, seja fy(By) N fa(Bpg) = W # @. Note que x € B, N B se, e
somente se, f(x) € W, equivalentemente, W = B4 N Bp, que é aberto. Note que
fg ofy = fyofg =1Id; em que Id ¢ a funcao identidade, que é diferenciavel. Portanto,

M é uma variedade diferenciavel.

11
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Disto segue diretamente que R™ é sempre uma variedade n-dimensional. E, de ma-

neira andloga, C™ é uma variedade 2n-dimensional. O]

Exemplo 22. O Plano projetivo real P?(R) é o conjunto das linhas em R? passando
pela origem. Equivalentemente, P?(R) pode ser visto como o conjunto das direcoes em
R3.

Defina a relacao de equivaléncia ~ em R? da seguinte forma:
(%, y,2) ~Ax,y,2z), AER, A#0.

cujas classes de equivaléncia serdo denotadas por [x,y, z], e sdo justamente os elementos
de P%(RR?).

Defina agora os conjuntos:

vl :{[X,Uaz] X 7£ 0}7
V2 :{[X7y7z'] IU 7£ 0}7
Vs ={lx,y,z] : 2 # 0}

e as aplicacoes f; : R? — Vi, i=1,2,3, por
fl(uav) = [1,U,V], fg(u,\)) = [LL, 1?\)]7 f3(u7\)) = [U,V, 1]

A familia {(f;, R?)} é uma estrutura diferencidvel. De fato, f; (Vi NVy) = {(u,v) :
u # 0}, que é aberto em R2, e

que é diferenciavel. A verificagdo para os demais casos é anéloga.

Deste modo, P?(R) é de fato uma variedade diferenciavel 2-dimensional. O

Exemplo 23. (Espaco projetivo linear) O exemplo anterior pode facilmente ser

generalizado para P™(R) dado pelas classes de equivaléncia da seguinte relacao:

x~Ax, AeR\{0}, xeR™

12
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Note que uma estrutura diferencidvel induz, de maneira candnica, uma topologia
em M de base {f4(Uy)}. Porém, essa topologia pode nao ter algumas propriedades
importantes para alguns teoremas do calculo. Como queremos estender nogoes relativas
a diferenciabilidade para variedades, nos restringiremos aquelas cuja topologia satisfaz:

Axioma de Hausdorff: Dois pontos distintos de M sao separados por vizinhangas
que nao se intersectam. (Usado na demonstra¢ao da unicidade do limite de sequéncias
convergentes).

Axioma de base contavel: M pode ser coberta por uma quantidade enumeravel
de vizinhangas coordenadas. (Essencial para a existéncia de partigoes da unidade).

A partir do presente momento denotaremos a dimensao de uma variedade diferen-
ciavel M por um indice sobrescrito da seguinte maneira, M™ indica que a variedade

diferencidvel M é n dimensional.

Definicao 1.24. Sejam MV e MJ* duas variedades diferencidveis. Uma aplicagao @ :
M; — M, é dita diferencidvel no ponto p € M; quando dada uma parametrizagao
g:VCR™— My em @(p), existe uma parametrizacao f: U C R™ — My em p tal
que @(f(U)) C g(V) e a aplicagao

glopof:UCR" = R™

¢ diferencidvel em f=1(p). A aplicagio ¢ ¢ diferencidvel em um aberto de M; se

ela € diferencidvel em todo ponto deste aberto.

Figura 1.2: Variedade Diferenciavel

Outro importante conceito a ser estendido para variedades é o de espaco tangente.
Para tal fazem-se necesséarias algumas defini¢coes, pois a definicao aqui apresentada é
baseada na nocao de vetor tangente a uma curva, estendendo os conceitos ja definidos

no espago euclidiano.

Definicao 1.25. Seja o« : I — M — com 1 intervalo em R contendo 0 — uma curva

diferencidvel na variedade diferencidvel M, com «(0) = p, e seja D o conjunto de

13
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fungoes de M que sao diferencidveis em p. O vetor tangente a curva & em p € a

aplicacao «'(0) : D — R dada por

o’ (0)e (¢ o o)li=o

Tt

Um vetor tangente a p € M € o vetor tangente de alguma curva diferencidvel o« : 1 —

M como «(0) = p.

Deste modo, note que

o'(0) = (ZX{(O) <ai~) ) ®.

i=1

Logo, os vetores tangente o’(0) em p podem ser escritos da forma

(0] = Y xi00) (5 ) -
2 ),

O espaco vetorial gerado por { <%> } é o0 espaco n-dimensional de todos os vetores
t/o

tangentes & M em p, e é denotado por T,M e chamado por espaco tangente.
Agora temos a linguagem necessaria para a introducao da nocao do diferencial de

uma aplicagao @ : MT" — MJ*".

Definicao 1.26. Sejam M e MJ' variedades diferencidveis e @ : My — My uma
aplicagao diferencidvel. Para cada p € My, o diferencial de @ em p € a aplicagio
linear Ay : T,My — To(p)Ma que associa a cadav € T,My o vetor Ao, (v) € Ty p)Ma
definido da sequinte maneira: tome uma curva diferencidvel o : (—e, €) — My de modo

que x(0) =p e ’(0) =v; entdo de,(v) = (@ o x)’(0).

Definigao 1.27. Sejam M e MJ* variedades diferencidveis. Uma aplicag¢ao @ : My —
M, bijetiva diferencidvel e com inversa diferencidvel € dita um difeomorfismo. A
aplicagao @ € dita um difeomorfismo local se existirem vizinhancas U de p e V de

@(p) tal que @ : U — V é um difeomorfismo.

Certamente um dos teoremas mais importantes do Calculo é o teorema da fungao
inversa, que afirma que se d,, ¢ um isomorfismo, entao @ ¢ um difeomorfismo local. Por

se tratar de um teorema local ele se estende naturalmente as variedades diferenciaveis.

Definicao 1.28. Sejam M™ e N™ variedades diferencidvers. Uma aplica¢ao diferen-
cidvel @ : M — N € uma tmersao se do, : T,M — T, )N € injetora para todo
p € M. Se, além de imersao, @ for um homeomorfismo sobre sua imagem @(M) C N

—em que @(M) é munida da topologia induzida por N -, @ € dito um mergulho.

14
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Agora, se M C N e a inclusio i: M C N € um mergulho, entao dizemos que M € uma

subvariedade de N.

Certamente um dos resultados mais notérios na teoria de variedades é o de uma
variedade diferenciavel (i.e., Hausdorff e com base enumeravel) de dimensdo n sempre
poder ser imersa em R?™ e mergulhada em R?™ "1,

Agora possuimos o necessério para estender o conceito de formas diferenciais & vari-
edades diferenciaveis.

Dado um espaco vetorial V, denotaremos por A*(V) o conjunto das aplicacoes k-
lineares e alternadas, w : V¥ — R, onde V* representa o produto cartesiano de V

consigo mesmo k vezes.

Definicao 1.29. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Uma k-forma exterior w
em M € a escolha, para cadap € M, de um elemento w(p) do espago A*(T,M)* das

formas k-lineares e alternadas do espago tangente T, M.

Dadas uma k-forma w e uma parametrizacao f, : Uy — M™, em p € fo(Uy),
definimos a representagao de w nesta parametrizacao como a k-forma w, em U, C
R™ dada por

Woc(vla T 7Vk) :W(dftx(\)l)v' o 7dfoc(vk))7 Vi, 0, Vk € R™.

Se mudarmos de coordenadas para fg : Ug — M™, p € fg(Up), nés obtemos que

(fg1 o fo) Wg =Wg.

Definigao 1.30. Uma forma diferencial de ordem k (ou uma k-forma diferen-
ctal) em uma variedade diferenciavel M™ é uma k-forma exterior tal que em algum

sistema de coordenadas (portanto, em todos), sua representacao € diferencidvel.

Todas as operagoes definidas sobre k-formas diferenciais em R™ sao estendidas a k-
formas diferenciais em M™ por suas representacoes locais. Por exemplo, se w é uma
k-forma diferencial em M, dw é a forma diferencial em M cuja representacao local é

dwy. Uma vez que
dwo = d(f' o fo)*wp = (f3' o o) dwg,
dw esta bem definida.

O conceito de formas diferenciais nos leva naturalmente a seguinte definigao:

Definicao 1.31. Um campo vetorial X em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa cada p € M a um vetor X(p) € T,M. O campo vetorial
X € diferencidvel se para cada funcao diferencidvel @ : M — R, X@ € também uma

funcao diferencidvel.

15
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Lema 1.32. Sejam X e Y campos vetoriais sobre uma variedade diferencidvel M. Entao

existe um unico campo vetorial Z em M tal que, para cada @ € D, Zo = (XY —=YX) .

Definicao 1.33. Uma variedade diferencidvel M € orientdvel se possui alguma estru-
tura diferencidvel {(Uy, o)} tal que para cada par (x, B) com fo(Uy) Nfa(Up) # @,
o diferencial da mudanc¢a de coordenadas fgl o fo tem determinante positivo. Caso

contrdrio M € nao orientdvel.

Neste caso, chamamos uma tal estrutura diferenciavel de orientacao de M.
Exemplo 34. (Variedade orientavel) Toda variedade M que pode ser coberta por
duas vizinhangas coordenas V; e V, tais que W = V; NV, é conexo é orientavel. De
fato, seja p € W, se det(d(f;' o f;)(p)) < 0, basta intercambiarmos duas coordenadas
de Vi consecutivas. Como o determinante é alternado, teremos que o novo diferencial

tera determinante positivo em p, definindo assim uma orientagao de M. [

Exemplo 35. (Variedade nao-orientavel) O plano projetivo real, P*(R) ¢ uma
variedade nao-orientavel. Note que a esfera quocientada pelas antipodas que relaciona
os pontos opostos pelo equador, P?(R), tem a faixa de M&bius como subvariedade, pois
é justamente uma faixa em torno do equador desta esfera, que é nao orientével, como
demonstrado em [3] §2.6. O

1.4 Integracao em variedades

1.4.1 Integracao de formas diferenciais

Esta secao se reserva a definicao da integral de uma n-forma diferencial sobre uma
variedade diferenciavel n dimensional.
Seja w uma forma diferencial definida em um aberto U C M™. O suporte K de w

¢é o fecho do conjunto

fpeM™: wlp) #0L.

Inicialmente, seja w uma n-forma em R™. Entao

w=a(xq, - ,xp)dxg A Adxg.
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Assuma que o suporte K de w é um compacto contido em U (aberto em R™). Defi-

J w:J adxq - - dxn,
u K

em que o lado direito da igualdade acima representa uma integral multipla em R™.

nimos

Para a definicao da integral de uma n-forma em M™, assumiremos que M é compacta,
e portanto, o suporte K da forma w também o é, por se tratar de um fechado em um

compacto. Também assumiremos que M é orientavel.

Proposicao 1.36. (Existéncia de uma particao de unidade diferencidvel). Seja
M uma variedade compacta (ndo necessariamente orientdvel) e seja{Vy} uma cobertura
de M por vizinhangas coordenadas. Entao existem fungoes diferencidveis @1, , @m

tais que:
(a) ) ¢i=1d
i=1

1=
(b) 0 < @i <1, e o suporte de @ estd contido em alguma V4, da cobertura {Vy}.
Agora seja w uma n-forma em M™ (orientavel) tal que seu suporte, K, esté contido
em uma vizinhanca coordenada V, = f4(Uy). Entao, se a representacao local w4 de

wem U, é

Wo = aoc(xla T 7Xn)dxl AN AN dx,

define-se

J w:J w(x:J Ao dxg - - - dxn,
M o( «

em que o lado direito da igualdade acima representa uma integral em R™.

Nota: O sinal da integral s6 estd bem definido em variedades orientaveis.

Agora, suponha que o suporte K da m-forma w nao estd contido em uma tnica
vizinhanga coordenada. Seja {¢i} uma partigao da unidade diferenciavel. O suporte da

forma @;w esté contido em V,. Pela definigao anterior, faz sentido definir

m

1.4.2 Teorema de Stokes

Antes de enunciarmos o Teorema de Stokes, algumas defini¢oes sao necessarias.

Um meio espago de R™ é o conjunto

H" :{(Xla"' 7XTL) € R™: X1 <0}
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De modo que a topologia de H™ é a topologia induzida por R™.

Dizemos que uma funcgao f : V — R definida em um aberto V de H™ é diferenciavel
quando existe um aberto U de R™ tal que V C U e uma funcéao diferenciavel f definida
em U tal que a restricio de f a V & f. Neste caso, o diferencial df,, p € V, de f em p

¢ definido como df, = d1_:p.

Definigao 1.37. Uma variedade n-diferencidvel com bordo (reqular) é um con-
junto M e uma familia de fungoes injetivas fo : Uy C H™ — M de abertos em H™ a

M tais que:
1 Jf(Us) =M.

2. Para todo par o, p com fo(Us)Nfa(Up) =W # & 0s conjunto .l (W) e fgl(w)

sao abertos em H™ e as aplicagoes fBl ofa, Tl ofp sio diferencidveis.
3. A familia {(Uy, o)} € mazimal em relagao a (1) e (2).

Um ponto p € M é dito um ponto no bordo de M se dada uma parametrizagao
(e, portanto, para toda parametrizagao) f : U € H™ — M em p nos tivermos que
f(0, X2, -+ ,Xn) = P.

O conjunto dos pontos de bordo de M é chamado bordo de M e denotado por OM.
As definigoes feitas para variedades diferenciaveis (e.g., funcdo diferenciavel, espago
tangente, orientabilidade, etc.) podem ser estendidas a variedades com bordo trocando-
se R™ por H™.

Proposicao 1.38. O bordo OM de uma variedade diferencidvel n-dimensional com
bordo é uma (n — 1)-variedade diferencidvel. Além disso, se M € orientdvel, uma

ortentagcao em M induz uma orientacao em oM.
Agora podemos enunciar o teorema de Stokes.

Proposigao 1.39. (Teorema de Stokes): Seja M™ uma variedade com bordo, com-
pacta e orientada. Seja w uma (n— 1)-forma diferencial em M, e sejai: OM — M a

aplicacao inclusao do bordo OM em M. Entao

J i*w:J dw.
oM M

Demonstracao. Seja K o suporte de w. Dividiremos a demonstragao em alguns casos.
1)K C V = f(U) para alguma parametrizacao f: U C H™ — M. Seja

w:Za]-dxl/\---/\dxj,l/\dxj+1/\-~-/\dxn,

j=1
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1.4 Integracao em variedades

em U. Entao,
dw-(Z Y- 10 )dxl/\ <A\ dxq.

Se f(U)NOM = &, entao KNOM = &, o que nos leva a w =0 em O0M e i*w = 0.

Portanto,
J 1w =0.
oM

Resta mostrar que
J dw:J Z( 1)~ 199 dx;---dxn =0
M u\5 axJ

Para tal, estendamos as fungoes a; para H™ da seguinte maneira,

aj(x), se xelU
aJ(x)zo se xe H"\U

Note que as fungoes a]- sao diferenciiveis, uma vez que f~1(K) C U. Agora considere o
paralelepipedo Q = H X;, ] ] € H™ tal que f1(K) C Q° exj; <xj < x5

) Y
j=1
representa o interior de Q.

em que Q°

Portanto,

. L 0Qs . oa;
—1y—t==2 codxy = —1)-1 e} "
Ju ( E (—1) 6x-> dx;---dx E (—1) J 3 dx;---dx

j ) j

_ 0
- § Ja] X1, 7X]'717Xjax]'+17"' 7Xn)
j

1 .
_a]' (Xla e 7X)'flaxj >Xj+17 e 7Xn)]dxl e dxjfldeJrl T dxn - 07

em que a segunda igualdade é dada pelo Teorema Fundamental do Calculo e a tltima
0 _ 1 _

pelo fato de aj (Xla e ,Xj,l,Xj,Xj+1, e an) — aj (Xla e 7X]'717Xjaxj+17 e 7Xn) — 07

para todo j, por estes serem valores extremos em Q, i.e., ndo pertencentes a f—!(K).

Agora suponha que f(U) N oM # @&. Entao a aplicagdo inclusao i é aplicagao

identidade, a menos da primeira coordenada que é anulada, i.e., i(x1,X2, - ,Xn) =
(0,%x2, -+ ,%xn). Portanto, lancando mao da orientagao induzida no bordo,
T'w =ai(0,xg, - ,xpn)dxa /A -+ Axp.

n
Considere agora P = [x;,0] x | |
j=2

X;, ) ] tal que f~1(K) C PCU{(0,%g, -+ ,Xn) :Xi €
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R;1=2,3,---,n}. Entao

n

. 0q;
_ —1 j
JM dw = 5 (—1) J 3% dx;---dx,

j=1 P

:J [(11(0,7(2,"' 7XTL) _al(XiXQ,"' ,Xn)]dXQ"'an
P

1
—Q (le e 7Xj—17Xj7Xj+17 T 7Xn)]dxl to de_ldX]’+1 e an.

Como al(X%,Xg,"' 7Xn) - aj(xla"' 7X(')

i ,Xn) = 0; para

7Xn) :aj(xla"' 7Xj17"'

j=2,---n, temos que

J dw:Jal(O,XQ,---,xn)dx2~-~dxnzj t'w.
M oM

2) Agora, seja {Vy} uma cobertura de M por vizinhangas coordenadas compativeis
com a orientacao, e sejam @i, -, @, uma particao da unidade diferenciavel subor-

dinada & V. As formas w; = @jw satisfazem as condicoes do item anterior. Além

ij = w, Zdw]— =dw.

disso,

Assim,

1.4.3 Lema de Poincaré

Seja M™ uma variedade diferenciavel. Uma k-forma diferencial w em é dita exata se
existir uma k — 1-forma {3 tal que df = w; w é dita fechada se dw = 0. Uma vez que

d? = 0, uma forma exata é fechada.

Definigao 1.40. Uma variedade diferencidvel é dita contrdctil a algum ponto py € M,
se existe uma aplicagdo diferencidvel H : M x [0,1] — M, H(p,t) € M, p € M, t €
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[0,1] tal que
H(p,1) =p, H(p,0) =po, Vpe M.

Toda variedade diferenciavel é localmente contréctil, por ser localmente difeomorfa a
um aberto de R™.
Enunciemos os seguintes lemas que serao cruciais na demonstracao do importante

Lema de Poincaré, que é o assunto principal desta secao.

Lema 1.41. Seja M uma variedade diferencidvel contrdctil. Toda k-forma @ em M xR

pode ser escrita unicamente da forma
w = w1 + dt VAN n,

em que wy € uma K-forma em M X R com a propriedade de wq(vy,--- ,vi) = 0 para
algum (vy, -+, Vi), pertencente ao kerdm (m: M x R — M tal que mt(p,t) =p), en

uma (k — 1)-forma com uma propriedade similar.

Definicao 1.42. Seja a inclusao iy : M — M X R definida por i (p) = (p,t). Definimos
a aplicacao 1 que leva k-formas em M xR a (k—1)-formas em M da sequinte maneira:
sejam p € M e {vi}¥_; C T,M, entio, em p,
1
(Ia)(vy, -+, vi—1) :J {n(p, t)(dic(v1), -+, dic(vk—1))}dt,
0

em quen € dado conforme o lema anterior.
Lema 1.43. {jw — ijw = d(Iw) + [(dw).

Lema 1.44. (Lema de Poincaré) Sejam M uma variedade diferencidvel contrdctil e
w uma k-forma diferencidvel em M com dw = 0. Entao w € exata, i.e., existe uma

(k —1)-forma o« em M tal que w = du.

Demonstracao. Seja 7t a projecao definida nos lemas anteriores e @ uma k-forma em
M x R dada por @ = H*w, onde H ¢ a aplicacao dada pela defini¢cao de contractibili-
dade.

Como M é contractil,
H o1; = identidade, Hoiy = constante =py € M.

Portanto,
w=Hoi)"w=1j(Hw) =ijw,

dw =0=(Hoip)*w =1ij(H"w) = ijw.
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Entao dw = H*dw = H*0 = 0. Do lema anterior,
w=1w=d(Iw) = d«,

em que x = [w. [

1.5 Teoria de De Rham

1.5.1 O complexo de De Rham em R"

Definicao 1.45. As C*® formas sobre R™ sao elementos de
Q*(R™) :={ Fungoes C*® em R"} @r Q*;

em que Q* € a dlgebra de base {1, dx;, dxidx;, -+ ,dxy---dxn : 1 < j}, denominada

complexo de De Rham.

Nota-se que Q*(R™) = &7_,Q9(R"™); onde QI(R™) é o espago das g-formas em
R™, ie., Q9(R") = A9(R"). Ressalta-se ainda a existéncia de um operador diferencial

(diferencial exterior)
d: QYR") — QI (R")

definido de acordo com a Defini¢ao 1.1.6, que pela Propriedade 1.1.7.(b) é uma antide-
rivagao.
Definicao 1.46. A q-ésima cohomologia de De Rham de R™ ¢é o espago vetorial

Hix = {g-formas fechadas}/{q-formas exatas}

O indice DR pode ser omitido na maioria dos casos. Se uma disting¢ao entre a forma
w e sua classe cohomolégica se fizer necessaria, denotaremos esta tltima por [w].

Note que as defini¢oes deste capitulo funcionam bem para qualquer aberto U C R™;
e.g., Q*(U) e HHp (U).

O complexo de De Rham,

d 1 d d d
S QTS 0959t S

é um exemplo de complexo diferencial.

Definicao 1.47. O suporte de uma funcao continua f sobre um espaco topoldgico X é
o conjunto Sup f ={p € X: f(p) # 0}.

Na defini¢ao 1.5.1. definimos a cohomologia de De Rham usando fungoes C* em R™.

Na definicao a seguir nos restringiremos as fungoes de suporte compacto.
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Definicao 1.48. Definimos sobre R™ o complexo de De Rham com suportes com-

pactos da sequinte maneira:

QF = {fungoes C* com suporte compacto } @g Q*

A cohomologia deste complexo é denotada por HX (R™).

23



1 Teoria de De Rham

1.5.2 A Sequéncia Mayer-Vietoris

Na linguagem de &lgebra homologica, O* ¢ um funtor contravariante da categoria dos
espacos euclidianos {R™}, ey e aplicagoes suaves de R™ a R™ a categoria das dlgebras
graduadas comutativas e seus homomorfismos. Este é o tnico funtor pullback de
funcoes em Q°(R™); do qual j& apresentamos sua acao sobre formas diferencisveis nas
secOes anteriores. Por comutatividade da algebra graduada nos referimos & seguinte
propriedade do produto

deg Tdeg w

Tw = (—1) wT.

O funtor Q* pode ser estendido a categoria das variedades diferencidveis, como mos-
traremos a seguir.

Retomando os conceitos da Secao 1.3 deste trabalho, uma forma w na variedade
diferenciavel M é uma colecao de formas wy para U na estrutura diferencidvel de
M, que sao compativeis no seguinte sentido: se i e j sao inclusoes de U NV em U
e em V| respectivamente, entao i*wy = j*wy em Q*(U N V). Lembrando também
do fato de uma aplicacao suave em variedades f : M — N induzir uma aplicacao
f* . Q*(N) — Q*(M), temos que Q* é um funtor contravariante na categoria das
variedades diferenciaveis.

A sequéncia de Mayer-Vietores, que serda aqui definida, é uma ferramenta que nos
permite calcular a cohomologia da uniao de dois abertos. Seja M a uniao dos abertos

U e V. Temos a sequéncia de inclusoes

d
M« ULV EUNY; (1.4)
01
em que ULV é a uniao disjunta de U e V e 0g e 0; sao as inclusdées de UNV em U e

em V respectivamente. Definimos a sequéncia de Mayer-Vietores

0—- O*M)— Q*(U)aQ*(V) — O (UNnV)— 0

(w, 1) > T—w (1.5)

a partir do funtor contravariante Q* sobre a sequéncia (1.4), onde as setas das extre-
midades sao definidas por aplicacoes triviais; a segunda como restricao de formas, i.e.,
imagem da forma sob as aplicagoes pullbacks induzida pelas inclusoes, i*,j*; e a terceira

definida como a diferenga das aplicagoes 0 e 07.
Proposicao 1.49. A sequéncia de Mayer-Vietoris é exata (veja Defini¢ao A.32).

Demonstra¢ao. Claramente, a aplicacao (1*,j*) é injetiva e sua imagem ¢é igual ao nicleo
de 05 — 07. Entao s6 precisamos mostrar a exatidao no tultimo passo. Primeiro, seja

M = R. Sejam f uma funcao C*® em U NV e {py,pv} uma particao da unidade
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subordinada a cobertura {U, V}. Agora note que pyf e pyf sdo fungées bem definidas

em V e em U, respectivamente. Ainda,
(—pvf, puf) = (puf) — (—pvf) =,

deste modo, Q°(U) ® Q°(V) — Q°(R) & sobrejetora. Para uma variedade genérica M,
se w € QIUNV), entao (—pyw, puw) € Q9(U) & Q9(V) é mapeada em w. O

Deste modo, como sequéncia exata, a sequéncia de Mayer-Vietoris
0—-Q"(M) - Q" (W) Q" (V) - Q*(UNV) =0

induz a seguinte sequéncia longa, também chamada de sequéncia de Mayer-Vietoris,

HIH (M) — HIT (W) @ HITH(V) — HITH (U N V)

PE
HY(M) —— HIY(U) ¢ HI(V) ——— HI(UN V)

\

Da sequéncia exata emerge o seguinte diagrama cujas linhas sao sequéncias exatas

& w dw =

Seja w € Q9(UNV) uma forma fechada. Pela exatidao das linhas, existe & € Q9(U) &
Q9(V) cujaimagem é w, a saber, § = (—pyw, pyw). Pela comutatividade do diagrama
dé¢ — dw =0, ie., d(—pvw) = d(pyw) em UN V. Novamente, pela exatidao das
linhas, d§ ¢ imagem de um elemento em Q9+1(M). Pelo lema da cobra, este elemento

é justamente d*[w], que é independente de escolhas nesta constru¢ao. Pode-se mostrar
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que a foérmula explicita de w é dada por

4] — [—d(pvw)] em U
(w] =
[d(puw)] em V.

Define-se Supp w ={p € M : w(p) # 0} como o suporte da forma w na variedade M.
Note que d*w € H*(M) tem suporte em UNV, poisw € UNV.

Exemplo 50. Cohomologia do circulo. Para o calculo da cohomologia do circulo
S!. considera-se uma cobertura de S' por dois abertos U e V, ambos difeomorfos a um
seguimento de reta, cuja a intersec¢ao tem exatamente duas compenentes conexas — por

exemplo,

U:{(cos(t),sin(t)):te {g—e,:%n—ke}} e V:{(cos(t),sin(t)):te —g—e,g+e]};

com € pequeno.

Note que (kerd) N Q°(U) sao justamente as funcoes de U localmente constantes.
Como U é conexo, H’(U) = R, pois toda funcao localmente constante, neste caso, é
globalmente constante. Ainda, pelo lema de Poincaré, H™(U) = 0 para todo n > 0.
Claramente o mesmo vale para V. Ainda, usando uma argumentacao semelhante, mas
ressaltando o fato de U NV ter exatamente duas componentes conexas, chega-se ao

resultado
R&ER,sen=0

0, caso contrario.

Hn(um:{

Assim, a sequéncia de Mayer-Vietores ja fornece a seguinte informacao,

St uuv unv

H?2 0 0 0

H! 0 0
d*

HO — ReR—SRa®R

Com 6 sendo a aplicacao que associa (w,0) a (w—0, w—0), de modo que dim imd =1

e, portanto, dimker 6 = 1. Portanto,

H(S') =ker6 =R
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H'(S') = cokers =R

(Veja Definigao A.10).

1.6 Laplaciano e o Teorema de

Hodge

Nesta secao seré definido o operador Laplaciano, por meio dos operadores bordo, que
permite uma decomposi¢ao do espaco das p-formas sobre o espago subjacente. Tal
decomposigao é dada pela soma direta ortogonal de seu nticleo e de sua imagem, mesmo

em dimensoes infinitas.

Definicao 1.51. Seja V um espaco vetorial n-dimensional com produto interno. FEs-
tendemos o produto interno de V a A(V) fizando-o como sendo zero em elementos que

sao de graus diferentes, e por
(Wi A Awp, @ A= N @p) = det(wy, @5),

estendendo-o por biliearidade a todo AP (V). De sorte que uma base de AP correspon-

dente a uma base de V ortonormal também € ortonormal.

Uma orientagao em V € uma escolha de uma componente de A™(V)\{0}, ressalta-se

que A (V) € 1-dimensional, dado que V é n-dimensional.

Seja agora V orientado com uma base ortonormal{ey,- - - ,en} firada. Define-se sobre

ele a transformagao linear estrela
x: A(V) = A(V),
pelo requerimento das sequintes propriedades
x(—1) = Fxeg A--- Nen, x(eg /\---Ney) = %1,

x(eg AN ANep) =Fep1 A Aen;

de modo que assume “+7 se ey /\---/\en estd na componente escolhida de A, (V) pela
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“__»

orientacao e caso contrdrio. Ressalta-se que

*x: AP (V) = A"MP(V).
Segue da defini¢ao que
wx = (—1)P(n—P)

e que
(w, @) = *(w A x@) =x(@ A xw).

Assim, definimos o operador bordo 0 que atua sobre as p-formas levando-as nas
(p — 1)-formas por
0= (—1)"PHUFL 4 g x

Fixa-se 0 = 0 sobre as 0-formas. Com isto estamos em posi¢ao de definir o Laplaciano,

que ¢é o operador linear sobre AP(M), da seguinte maneira
A = 09d + do;

com < p<n
Uma forma w é dita harmoénica se Aw = 0. Assim, definimos o espago das p-formas

harmonicas da seguinte maneira
HP ={w € AP(M) : Aw = 0}.

Teorema 1.52. Teorema da decomposicao de Hodge.
Para cada inteiro nao negativo P, HP tem dimensao finita e vale as sequintes decom-

posicoes de AP (M) em somas diretas ortogonais:

AP(M) = A(AP) @ HP
= dd(AP) ® dd(AP) @ HP
= d(AP1) @ d(AP*) @ HP.

De modo que a ortogonalidade € dada pelo sequinte produto interno:

(o, B) :J oc/\ +P3;

M

para todos « e B em A¥(M), com k sendo qualquer inteiro nao negativo.
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Formas e Caminhos
sobre um Conjunto
Finito

Recentemente a teoria de Homologia de de Rham foi transportada para o estudo de di-
grafos [6], possibilitando uma nova abordagem para os problemas da area. Este trabalho
visa entender essa nova ferramenta utilizada no estudo da geometria discreta fazendo
um paralelo com o caso continuo; apresentado no primeiro capitulo deste trabalho.

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes algébricas enunciadas para um con-
junto enumerével abstrato, para preparar o arcabougo algébrico da nossa teoria homo-
logica. A conexao feita com a estrutura topoldgica de grafos finitos, isto é, a teoria
homolégica de digrafos propriamente dita serd apresentada no proximo capitulo.

A linguagem aqui estabelecida é feita em termos de espagos vetoriais de dimensao
finita. Isso nos fornece alguns ganhos computacionais e alguns resultados préaticos enun-
ciados em termos da dimensao do espacgo. Estes resultados sao poderosos e o caso finito
nos permite abordar uma gama importante de problemas. Todavia, como veremos mais
a frente nesse trabalho, nao ¢ dificil generalizar a teoria para o caso que nosso conjunto
de vértices é enumeravel e os objetos algébricos sao tratados em termos de moédulos. Um
leitor atento pode ler este capitulo com tais generalizagoes em mente; com bastante

cuidado para nao generalizar os resultados que dependem da dimensao do espago.

2.1 Espaco de caminhos e operador

bordo

Sejam V # @ um conjunto finito arbitrario cujos elementos serao chamados de vértices

e K um corpo de escalares.
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Definicao 2.1. Dado um inteiro nao negativo p, um p-caminho elementar sobre o
conjunto V € uma sequéncia de p + 1 vértices (nao necessariamente distintos) {ik}E:O

de V. Parap = —1 fixe um caminho como sendo o conjunto vazio &.

O p-caminho {ix}}_, sera denotado também por iy - - -1, (sem delimitadores entre os

vértices) ou por eiy--i,; de modo que e = &.

Definicao 2.2. O K-espago vetorial das K-combinacoes lineares formais de todos os
p-caminhos elementares serd denotado por A, = A,(V,K) e seus elementos serdo

chamados por p-caminhos em V.

Segue da definigao que {ei,..i, : 1o, -+ ,ip € V} é uma base para A, de modo que

cada p-caminho v tem uma tnica representagao da forma

v = Z yloip €ip--.i, (2.1)
10,+,ip €V
na qual vio% € K. Deste modo, A_; = K.
Exemplo 3. Seja V = {i,j,k}. Temos que:
A =le=0]
Ao = ey, €j, ex/
A = leys, €ij, €ik, €ji, €jj, €k, €xi, €xj, exk, ]
E assim por diante. O]

Para que possamos introduzir o conceito de homologia faz-se necessaria a seguinte

defini¢ao:

Definicao 2.4. Dado um inteiro p > 0, o operador bordo 0 : A\, — A, € 0

operador linear que definimos sobre os p-caminhos elementares de sequinte maneira:
P
aeio-~-ip = Z(_l)qeio...f\...‘ (22)

em que o circunflexo iq denota a omissao do indice iq.

De acordo com o Exemplo 2.1 temos que dei; = €j — €;.
Este operador pode ser facilmente estendido para qualquer p-caminho por linearidade,

de modo que dado v € A, como na equacao (2.1),

ov=20 E viO"'ipeio...ip -

10, ,ip€V
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ig--i ig---1
Z v'o Paeio...ip = Z v Z(_l)qeio...{;...' =

g, ipeV g, ipeV q=0

P
Z Zvio...ip(_1)qe10”amip. (2.3)

ig, - ip€V q=0
Como v € A,
v= > (v)orirre ., . (2.4)
jo-ip_1
De (2.3) e (2.4) segue que
. . p . . . .
@it = 3N V1) a(e g, ) =
19, ,ipEV q=0

P
0 _1kj 1.
(_1)‘1\}) Jq—1K)gq+1")p 1’

keVv q=0
dado que (ei T Yo -1 = ’ 0 q, _ p=Jor " Jp—1
0ty 0, caso contrario

Destaca-se:

P
(av)jo...jp_l _ Z Z(—1)qvjo"'jq‘lqu“”'jp—l (2.5)

keVv q=0

Agora, para que nossa teoria homologica esteja bem construida, fixe A_, = {0} de
modo que 90 : A_; — A_5 seja o operador nulo. Resta agora mostrar o seguinte lema

para que 0 em conjunto com os espacos /A, formem um complexo de cadeia:

Lema 2.5. 02 =0.

Demonstracao. Note que 02 : Ap — Ap_a, portanto o lema s6 faz sentido para p > 0.

O caso p = 0 ¢é trivial, entao seja p > 0.

P
(=% i

aeigmip igiqeeip
q=0

portanto
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Aplicando-se o bordo sobre e, —~ . |
1o-"iq - 1p

P q—1 P

—1

aeio~~~amip - Z(_l)q (Z(_l)reio‘..a...amip + Z (_1)T eio.‘.{;.‘.ﬁ...ip>
q=0 r=0 r=q+1

Como (—1)9(—1)""! = (=1)977! = —(—1)9"T", segue que o ultimo termo da igualdade

acima € igual a

—1)9+ ~ _ —1)49+ —~ ~
Z ( 1) reio---ir---iq---ip Z ( 1) reio---iq---ir---ip’

OSr<q<p 0<g<rp

Note que invertendo os indices q e T no ultimo somatoério temos que 62610...119 =0.

m
Deste modo temos o complexo de cadeias bem definido,
0 Ke—Ag— Ay = Ap - (2.6)

em que as setas sao dadas pelo operador 0 (para definigao de complexo de cadeia veja
a definicdo A.31 no Apéndice A).

2.2 Juncao de caminhos

Definigao 2.6. Definimos a operagio jung¢ao sobre caminhos w € A, ev € Agq por

sua mmagem wv € Ay g1 de modo que
(uv)tortelomda = 107 tey)0m g, (2.7)

A associatividade desta operacao se d4 como consequéncia imediata da associativi-

dade do produto no corpo. Agora, note que de (2.7) temos que
eio..,ip ejO"'jq = 610...ipj0...jq (28)

donde concluimos que nao vale a comutatividade da juncao.
Se p=—2e q > —1 (ou vice-versa) fixamos uv = 0.
Aplicando (2.2) a

arbitrarios temos:

(2.8) e estendendo o resultado por linearidade a jungdes de caminhos

Lema 2.7. (Regra do produto) Para todos p,q > —1 euec A, eve Ay temos

d(uv) = (ou)v + (—1)Pudv. (2.9)
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2.3 Caminhos regulares

Note que caminhos em V podem ou nao conter loops, isto é, conter subcaminhos da
forma ii. Claramente a presenca, ou nao, de tais caminhos repercute diretamente em
seu bordo, que é de suma relevancia em nossos estudos. Também varios resultados
importantes, como a féormula de Kiinneth, dependem fortemente da regularidade dos

nossos complexos. Por isso destacam-se as defini¢oes e os resultados a seguir.

Definicao 2.8. Um caminho iy---1i, € dito irregular se ix_; = ix para algum k €

{1,--- ,p} e regular caso contrdrio.

No Exemplo 2.1 o caminho e;; exemplifica um caminho irregular, ao passo que ey ¢
regular.
Para todo p > —1 definimos o subespaco dos caminhos regulares de A,, da seguinte

maneira;:
Rp = Rp (V) := spanfei,...i, : 1o -+ 1p € regular}

Claramente R, = A, sep < 0e R, C A, caso contrario. Definimos de maneira analoga

o espaco gerado pelos caminhos irregulares de Ay:
Jp = J,(V) == span{ei,...i, :ip- - 1p € irregular}

Voltando ao Exemplo 2.1 temos que

Jo =1{0}

Ji = span{eii, €jj, exk}

Fixando R_5 = J_5 = {0} e tomando em nossa aten¢ao que um p-caminho elementar é
ou regular ou irregular (se nao for nulo) e que p-caminhos arbitrarios sdo K-combinagoes
lineares de caminhos elementares, temos que A, = R, @I, para todo p > —2. Disto
segue que

Rp =Ry = Ap/Tp.

Definicao 2.9. Os elementos de Ry, sao chamados p-caminhos regulares. A classes
de equivaléncia v mod J, € R, (comv € A,) sio chamadas p-caminhos regulari-

zados.

Note que subtracao de quaisquer dois caminhos regulares ¢ um caminho regular e
que em cada classe de equivaléncia modulo J, nao nula had um caminho regular, pois
caso supuséssemos que nao haja tal caminho em uma dada classe, esta seria formada
apenas por caminhos irregulares, sendo ela justamente a classe nula; assim, qualquer
p-caminho regularizado tem exatamente um representante nos p-caminhos regulares.

Claramente as operagoes bordo e juncao nao preservam regularidade. Isto nao é

interessante pelo fato de nao conseguirmos fazer um complexo de cadeia dos espacos
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regulares com respeito ao operador bordo aqui definido, dentre outros motivos que
ficarao claros no decorrer deste trabalho. Podemos contornar este problema facilmente
definindo novos operadores 9 e juncao sobre R,, como pullbacks de R, pelo isomorfismo

natural R, — R,,. Para que isso faga sentido faz-se necessario o seguinte resultado:

Lema 2.10. Sejam p,q > —1.
a) Sevi,vo € A, evi =vy mod J, entao 0vy = 0vy mod J,_;.
p p p
b) Sejam u,uy € Ay, e vy, vo € Ay. Seuy =uy, modJ, e vy =vy, mod I, entdo
P q P q

wivi = ugvey mod Jpiqi1.

Demonstragao. (a) Note que para p < 0 o fato é trivial, dado que, neste caso, J,, = {0}.
Agora, caso p > 1, note que v; = v, mod J, implica que um caminho regular €ig-ip
aparece na representagao de vy, conforme (2.1), se, e somente se, ele também aparece
na representacao de vy. Entao precisamos apenas nos preocupar com os caminhos
elementares irregulares que compoe vy e va. Provaremos que se e;,...i, ¢ irregular, entao

aeio...ip também o é. De fato, se €ip.i, € irregular com iy = iy, 1, entao

k—1
aeiomip = Z(_l)qeio...f\ .+ (_1)keiov-~ik711k+11k+2”'ip+

ig-ip
=0

Kol

P
(=1 ety s tptramin + Z (_1)%10.-@--@
q=k+2

Como iy = i1, (1) %€ iy ripsrieroip T (=1 €igeiy 1inipiai, = 0, 80 passo que
todos os outros termos sao irregulares por conterem a dupla iyix 1, portanto dey,...i, €
jp—l-

Estendendo este resultado por linearidade provamos a proposicao.

(b) Inicialmente, mostremos que se w =0 mod J, ou v =0 mod Jg, entdo uv =0
mod Jpyq41. O fato é trivial para p < 0 pelos motivos expressos no item anterior.
Agora, seja p > g, uw = 0 mod J, implica que u é combinacao linear de caminhos
elementares irregulares. Claramente a juncao de caminhos elementares irregulares com
qualquer caminho é irregular, o que prova o fato.

Como

UV — Ugvo = (W — Ug) vy + Ug(vy — Vo)

U,l—LLQ:O mod jp, VI_V2:0 mod jq,

entao,

U1V — UgVy = 0 mod jp+q+17

0 que nos leva a

U1V = U9Vy mod jp+q+1-
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2.4 Formas e o Diferencial exterior

]

Estes operadores assim definidos serao chamados de regulares. Os definidos ante-
riormente sobre os espacos /\,, que nao preservam regularidade, serao chamados de
irregulares.

Exemplo 11.
e Operadores irregulares:
deiji = €ji — €ii T €ij € €18y = €y
e Operadores regulares:

aeiﬁ = e]-i + eij e ejep = 0.

Deste modo temos o complexo de cadeia regular do conjunto V:

0+ K+ Ry Rpqg Ry -+ (2.10)

em que as setas sao dadas pelo operador bordo regular.
Note que se V' C V entao cada caminho regular ey,...;, em V' também ¢ regular em
Ve dey,...i, tem mesma formula em Ry, (V') e em R;,_1(V); portanto, 0 comuta com

a inclusao.

2.4 Formas e o Diferencial exterior

Nesta secao o paralelo entre o caso continuo e o discreto se torna bastante evidente.
Aqui definiremos p-formas e o diferencial exterior sobre essas formas sobre o conjunto
finito e nao-vazio V. Estes conceitos serao essenciais para uma abordagem do problema

por meio da topologia algébrica, assim como feito com variedades.

Definicao 2.12. Considere o inteiro p = —1. Denote por AP = AP(V) o K-espago

vetorial das aplicacoes de

VPl = Vx...xV
p + 1 termos

sobre o corpo. Deste modo, A° = {aplicacoes de V em K}, e, fizando V° := {0}, identi-
ficamos A~ com K.

Os elementos de AP sao denominados por p-formas sobre V.
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2 Formas e Caminhos sobre um Conjunto Finito

A imagem do ponto (ig, 11, ,1p) € VP! pela forma w € AP sera denotada por
in...ip.

Fixando as p-formas ditas elementares como as da forma e 7» = I, .. 5 y); em
que [o é a funcao indicadora do conjunto A, temos claramente que uma dada forma

w € AP pode ser escrita como

= . elorp.
w = E Wjg.j, € ;

jo, e jp€eV

donde extrai-se que {€/°"Jr :jg, -+ ,j, € V} é uma base para AP.
Sejam agora w € AP e v € A,. Definimos o pareamento natural entre p-formas
e p-caminhos (em paralelo ao pareamento natural entre formas e campos vetoriais no

caso continuo) da seguinte maneira:

(V)= ) Wi, v (2.11)

ig, - ,ip€EV

Claramente A, e AP sao duais com respeito a este pareamento.

Definicao 2.13. Definimos o operador diferencial exterior d : AP — AP+ por

(dw)

l
—
|
—_
—
el

)

(212)
para cada w € AP.

Novamente, a defini¢ao sugere um paralelo com o caso do diferencial na teoria de De
Rham, que goza da k-linearidade alternada. Veja (1.1).

Dadas estas defini¢oes concluimos:

Lema 2.14. Os operadores 0 : App1 — Ap ed : AP — AP*L sao duais, i.e., dado

P = —2 wvale que para cada p-forma w e para cada (p + 1)-caminho v,
(dw,v) = (w,dv)

Este resultado é facilmente demonstrado provando-o para os caminhos elementares e
estendendo-o por linearidade para o caso geral.

Disto segue que (d’w,v) = (w, 0%v) = 0 quaisquer que sejam w € AP e v € A,
portanto, d?w = 0 para todo w, i.e., d?> = 0.

Deste modo temos o complexo de cocadeia
0=K—=>Ag == Ay = App1 — -+ (2.13)

cujas setas sd@o dadas pelo operador d. Este complexo é dual ao complexo (2.6).
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2.5 Concatenagao de formas

2.5 Concatenacao de formas
Serd de nosso interesse garantir uma estrutura de algebra diferencial graduada para

(A, d), onde
A=EPAr

p=>0

Para tal faz-se necessaria a proxima defini¢ao, que é um paralelo do cup product da

topologia algébrica.

Definigao 2.15. Para p,q = 0 e para quaisquer duas formas @ € AP e € A9,

definimos sua concatenac¢ao @\ € APT9 por
(OW)igiprg = CigipWipipir - ipiq (2.14)

Poderiamos definir a concatenacao equivalentemente por meio das formas elementares

da seguinte maneira:

el treloda = 07 L b 7o (2.15)
el ia iy =g

Evidentemente esta operacao é associativa e nao-comutativa.

Deste modo, temos que A é uma &algebra graduada com respeito & operacao concate-
nacgao.

Para que ela tenha a estrutura desejada, i.e., de algebra diferencial graduada, basta

utilizar seguinte lema.

Lema 2.16. Dadosp,q >0 e @ € AP e € A1, temos

d(ey) = (de)b + (=1)P@dy (2.16)
Demonstracao.
p+q+1
(@)t = 3 DT (@W)yco

=0

Para podermos lidar com cada forma separadamente, dividimos o somatoério acima pelos

indices de cada forma, obtendo:

p+q+1

P
> (1 (ew),, ¢ =3 Do)

1o i ipt1-iprqrt 10 iprir o riprgel
=0 p+1
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2 Formas e Caminhos sobre um Conjunto Finito

Utilizando a defini¢ao de concatenagao separamos o indices das formas nos somatoérios

acima obtendo:

P p+q+1

T T
Z(_l) (‘p‘i_o...{;‘..ip+1’l'|)ip+l"'ip+q+1 + Z (_1) (pi0~~-ip1bip...fr...ip+q+1
=0 p+1

Usando a defini¢ao do diferencial exterior e operacoes algébricas simples sobre a férmula

acima temos
(d((pl'l‘)))i[)"'ip+q+1 - [(d(p)loip+1 - (_1)p+1(pi()""i.p]ll)ip+1"'ip+q+1

+(_1)p(PiO--~ip [(dll))ip"'ip+q+1 — ll)ip+1--~ip+q+1]

= (d@)W)igiprqr + (=DP(@AW)igeiy g

2.6 Formas regulares

Em paralelo ao conceito de caminhos regulares pode-se facilmente restringir a teoria de
formas para o caso da formas regulares. O conceito de regularidade aqui influenciaré
em nosso estudo topologico por meio do diferencial exterior, dado que alguns resultados

importantes, como a féormula de Kiinneth, s6 valem com condi¢ao de regularidade.
Definigao 2.17. Para um dado inteiro p = —2 defina o subespago de AP:

RP =RP(V) = spanfe™ ' :iy---1, € regular} =
{we AP wyi..i, =0 seiy- -1, € irregular}

Os elementos de RP sao chamados p-formas regulares.

Nosso objetivo é criar uma algebra diferencial graduada em paralelo ao feito na se¢ao

anterior, porém sobre a soma direta

:R:@sz.

p=0

Para tal precisamos enunciar alguns resultados.

Lema 2.18. (a) Se w € RP entdo dw € RPT1L.
(b) Sejam p,q = 0. Se @ € RP e P € RI entao e € RPFA,

(c) Se w e RP, vi,vo € A, e vy =vy mod I, entdo (w,vy) = (w,vy).
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2.6 Formas regulares

Demonstragao. (a) Basta mostrar que

(dw)io =0

dpit

para todo iy - - - 1ip4; irregular, com iy = ix4. De fato,

p+l
. = —1)4 —~ =
(dw)lomlerl - ( 1) wlo Ageiprr
q=0
k—1
—1149 —~ “1NRws s s .
( 1) in"‘iq"'ikik+1"'iP+1+( 1) wlO"'1k711k+1lk+2"'lp+1+
q=0
p+1
kL . _1)d —~
( 1) wlO"'1k711k1k+2"'lp+l+ Z ( 1) in"'ikik+1"'iq"'ip+l
q=k+2

Note que o par iyixy1 se faz presente em todos os termos dos somatorios acima, que

sao consequentemente zerados pela regularidade de w. O que nos deixa com

(dw)s, =

S

k k+1 _
(1) Wigty yinrinro i T (F1)5 Wigedy gigigaipss =0
dado que i, = 1x 1.

(b) Suponha que @ ¢ RPT9 entao

((Pll))io..-ip+q #0

para algum 1o - - - i, irregular, com iy = 4. Deste modo

(Piou-ipll)ip..-iﬁq # 0,

ie.,

(pio...ip 7é 0 e ll)ip~~~ip+q 7é 0.

Mas ixixs1 estd presente em ip---ip, ou em i, -+ -ip4 4, entao @ € RP ou P ¢ R9.
O resultado segue por contrapositiva.
(c) Segue do fato de que vi — vy € J,, e de que (w, €y,...i,) = 0 para todo caminho
irregular iy - - - i,, que (W, vy —v9) =0, entdo (w,v1) = (W, v).
O

De (c) segue que os espagos RP e R, (ou, Ry, trocando-se a classe por seu represen-

tante) e os operadores d : RP — RPT1 e 0: Ry — 93; sao duais.
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2 Formas e Caminhos sobre um Conjunto Finito
Deste modo obtemos o complexo de cocadeia regular
0+K—-R —-- R > Rp+1—---

dual ao complexo de cadeia regular (2.10).
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Homologia Discreta

3.1 Complexos de caminhos,

complexos simpliciais e digrafos

Nesta se¢ao apresentaremos o conceito de digrafo e construiremos sobre eles complexos
de caminhos, o que nos permitird dar um significado geométrico para as defini¢oes
feitas no capitulo anterior e apresentarmos de fato uma teoria homologica — baseada
nas teorias homoldgicas para variedades, em especial a apresentada na primeira parte

desse trabalho.

Definicao 3.1. Um complexo de caminhos sobre um conjunto V € uma cole¢ao nao

vazia P de caminhos elementares em V com a sequinte propriedade: para todo n = 0,
Seig--+in € P entao ig---in_1 €iy---1, também também pertencem a P. (¥)

Denotaremos o conjunto dos n-caminhos de P por Py ; assim, P = {P,J__ |, em que

P_; = {e}. Fixado um complexo de caminhos P, um caminho sera dito permitido se
Y
pertencer a P, caso contrario ele sera dito nao-permitido.

Nos restringiremos aos casos em que V = Py, pois a nao adogao desta medida apenas
nos traria inforttinios sem nenhum ganho adicional. Os elementos de Py serao chamados
de vértices, ao passo que os de P; serao chamados de arestas (direcionadas) de P. Note

7

que se ig---in, € P entado i1 € Py e iy, ixy1 € Py para todo k € {1,2,--- ,n—1}.

Definicao 3.2. Um complexo simplicial abstrato S € uma colegao de subconjuntos de
um conjunto de vértices finito V' que satisfaz a propriedade de que para todo elemento

s € S o conjunto das partes P(s) também é subconjunto de S.

Sera de nosso interesse correlacionar os conceitos definidos nessa se¢ao futuramente.
Para tal, daremos uma definicao equivalente para complexo simplicial mais adequada
para nosso contexto.

Enumeremos os elementos de V por naturais distintos e identifiquemos qualquer sub-

conjunto s de V pelo caminho elementar formado pelos elementos de s postos em ordem
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3 Homologia Discreta

estritamente crescente. Deste modo S pode ser visto como uma colecao de caminhos
elementares em V. Diremos que S é um simplexo se para cada caminho elementar
de S qualquer subsequéncia sua também pertencer a S. Neste caso, denotaremos os
elementos de S por [ig, -+ ,1,]; sendo que i; € V.

Claramente todo complexo simplicial S é também um complexo de caminhos. Os

n-caminhos elementares permitidos em S sao exatamente os n-simplexos.

Definigao 3.3. Um digrafo é uma dupla G = (V,E) tal que V € um conjunto finito de
vértices com uma rela¢ao bindria E. Denotaremos (1,j) € E por i — j. Os elementos
de E sao ditos arestas.

Se pedirmos que E goze de uma propriedade simétrica e indetificarmos as arestas (i,j)

e (j,1), entao G = (V,E) € dito um grafo.

Neste trabalho nos restringiremos ao estudo de digrafos, i.e., mesmo se E for uma
relagao simétrica, nao faremos a identificagao (i,j) = (j, 1).

Um n-caminho elementar iy---1, em V é dito permitido se i,_; — iy para todo
k € {1,--- ,n}. Denotaremos P, (G) := P,, o conjunto dos n-caminhos permitidos. Em
particular Py = V e Py = E. Claramente, P(G) := {P,} ¢ um complexo de caminhos,

naturalmente associado ao digrafo G.

Proposicao 3.4. Um complexo de caminhos é dado por um digrafo se, e somente se,
para um dado caminho ig---1in Se todos os pares i_1ix sao permitidos entao todo o

caminho iy - - -1, € permitido.

Demonstracao. A suficiéncia é dada diretamente pela definicao de um n-caminho ele-
mentar permitido em um grafo, dado que iy -- -1, é permitido somente se ix_1 — ik
para todo k € {1,--- ,n}.

Agora, se todo caminho iy - - - i,, cujos pares ix_ 11y sao permitidos for permitido, entao
este complexo é dado pelo digrafo cujo conjunto dos vértices é justamente o conjunto de
todos os elementos que figuram nestes pares e o conjunto das arestas é dado justamente

por tais pares. O

Definicao 3.5. Um complexo de caminhos P é perfeito se qualquer subsequéncia de

qualquer caminho elementar permitido de P for também um caminho permitido.

Definicao 3.6. Um complexo de caminhos P € dito mondtono se existir uma fungao
real injetiva sobre o conjunto de vértices de P que € estritamente crescente ao longo de

qualquer caminho de P.
Estas defini¢oes nos levam a seguinte proposigao:

Proposicao 3.7. Um complexo de caminhos P é o complero de caminho de um com-

plexo simplicial se, e somente se, for perfeito e mondtono.
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3.2 Caminhos permitidos

Demonstracao. O complexo de caminhos de um complexo simplicial é perfeito e mono-
tono por definicao. Agora, se P ¢ monétono e perfeito, os vértices de ip---i, € P sao
todos distintos. Note que este fato somado ao fato da perfeicao de P nos garante que
S ={[ip, - ,in] : 1o - -in € P} & um complexo simplicial. Usando a funcao da condi¢ao
de monotonicidade para ordenar os vértices de S, vemos que S cada simplexo de S nos
retorna um caminho de P.

]

Note que, se P é um complexo perfeito tal que ijk é um caminho permitido, i.e.,
i —j — k, ik também o é, ou seja, i — k. Entao a relagao binaria E é transitiva.

Tendo em vista que um poset (conjunto parcialmente ordenado) é um digrafo G em
que a relacao aresta E é reflexiva, transitiva e anti-simétrica, o complexo de caminhos de
um poseté perfeito, e s6 € mondtono se tirarmos a reflexividade de sua relagao binaria.

Destaca-se também o fato de um complexo de caminhos de um digrafo so ser perfeito

se existir uma fungao @ : V — R tal que

1i—=2j=0@1) < OF).

3.2 Caminhos permitidos

Seja G = (V, E) um grafo. Note que A, (V) é o espago gerado por todas as sequéncias
de p + 1 vértices. Tal espaco nao tem necessariamente alguma relagdo com a geometria
do grafo. Por exemplo, considere o grafo cujo conjunto de vértices ¢ V = {i,j,k} e o

E={i —j,j — k}, como mostra a figura abaixo:

©

Neste caso ejx € A1, todavia ele nao é um caminho permitido no grafo.
Como nosso foco é o complexo de caminhos de digrafos nos focaremos nos n-caminhos

permitidos definidos a seguir.

Definicao 3.8. Fizado um complexo de caminhos arbitrdrio P com um conjunto de
vértices V finito, considere o K-espaco vetorial A, gerado pelos n-caminhos elementares
de P, i.e.,

An = An(P) = { Z Viomineio...in Zio .- 'in c PTUViOmi“ c K} .

i, ,in€V
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3 Homologia Discreta

Fixe também A_; = K e A_y ={0}. Ressalta-se ainda que Ay = A,.

Por tltimo, os elementos de A, sao chamados de n-caminhos permitidos.

Note que A,, é um subespacgo do espaco A,,.

Note também que o operador bordo 0 definido sobre os espagos A,, nao necessaria-
mente comuta com a inclusao dos espacos A, i.e., nao é necessariamente verdadeira a

afirmacao de que
OAn C An_ 1. (3.1)

Pois, note no exemplo do comego dessa se¢ao que eij; € As, todavia, deijx = ejx —
eik + eyj nao é permitido por conter uma coordenada nao nula para o caminho ejy.
Ressalta-se, todavia, que a inclusao (3.1) é valida para complexos de caminhos per-
feitos. De fato, para n < 1 o fato ¢ trivial. Ja para n > 2, seja ey,...i, € An. Temos
que
n
P — E —1)49 —
aelomln - ( 1) eio~~~iq~~~in7
q=0

~

porém iy - - -iq - - - in € subsequéncia de ig - - - iy, 0 que nos leva a concluir, conjuntamente
com a perfeicao do complexo, que o lado direito da igualdade ¢ um (n — 1)-caminho
permitido. Deste modo, temos para um complexo de caminhos perfeito P o seguinte

complexo de cadeia,
0+ KAy - Aqp g Ap -+ (3.2)

Definigao 3.9. Definimos como grupos (ou espagos) homoldgicos, ou mesmo ho-

mologias, do complexo de caminhos (3.2) os sequintes grupos (ou espagos):

- ker 0|4,
a‘An+1

Denotaremos a sequéncia ﬁn(P) por ﬁ.(P).

Note que, como enunciado no apéndice, dado um complexo de cadeias, sempre defi-
nimos uma homologia para tal complexo de modo analogo.
ﬁ.(P) também sao chamadas de homologias de caminhos reduzidas de P. De-

finimos também o complexo truncado

O Ap+ - An 1+ Apn -+ (3.3)

ker Eﬂﬂn

a-An—i—l
homologias de caminhos de P (neste caso 0 : Ay — 0 é o operador nulo).

cujos grupos homologicos — i.e., — sao denotados por He(P) e sdo chamados de
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3.3 Caminhos 0-invariantes

No caso de um complexo de caminhos perfeito de um digrafo G (necessariamente com
relag@o aresta E transitiva, para que o complexo seja de fato perfeito) denotaremos seus

grupos homologicos por He(G).

3.3 Caminhos 0O-invariantes

Como mencionado, no caso geral nao ha necessidade da inclusao (3.1). Veja por exemplo
o grafo G = (V,E) tal que V ={0,1,2} e E ={01,12}. O caminho ey ¢ permitido, ao
passo que 0egia = €13 — €g2 + eg1 nao. Deste modo, nao é possivel construir complexos
de cadeia e de cocadeia com respeito ao operador bordo sobre caminhos permitidos.

Contornaremos tal problema nesta se¢cao com as defini¢oes e os resultados que seguem.

Definicao 3.10. Para todo inteiro n > —1 define-se
Q=0 (P)={veA,:0ve Ay 1} (3.4)

Os elementos deste conjunto sao denominados n-caminhos 0-invariantes.

Segue da linearidade do operador 0 que Q,, é subespaco vetorial de A,,.
Note também que
aQn - Qn—la

dado que 2 =0¢e¢ 0 € Qn_».
Assim, obtemos o complexo de cadeia dos caminhos 0-invariantes:
0K+ Qp+ Q1+ Q- (3.5)
em que as setas sao dadas por 0. Consideraremos também sua versao truncada
0+ Qo+ Q1+ Q- (3.6)
em que, novamente, o operador bordo sera modificado em Q, de modo que 9|g, = 0.

Este operador modificado serd denominado operador bordo truncado.

Definicao 3.11. Os grupos homoldgicos dos complexos de cadeias acima sao referi-
dos por grupos homoldégicos reduzidos de caminhos e grupos homolégicos de

caminhos ¢ denotados por Hy, (P) Mm>—1) e Hy(P) (M = 0), respectivamente.

Podemos também nos valer de algumas modificagoes da teoria acima com as seguintes

definigoes:

Definicao 3.12. Um complexo de caminhos € dito regular se todos os seus caminhos

sao requlares.

47



3 Homologia Discreta

Dada a definicao de complexo de caminhos basta que um nao contenha 1-caminhos

da forma ii para que seja regular.

Note que para um complexo de caminhos regular P os espagos A, sao subespacos de
R, deste modo podemos trocar o operador bordo da definicao de Q,, pelo operador
bordo regular, obtendo os espagos dos caminhos O-invariantes regulares. Portanto,
para os complexos de caminho regulares obtemos as versoes regulares dos complexos
de cadeia (3.5) e (3.6). E, tanto as versoes regulares quanto as nao regulares deste
complexos sao denotados por QQ4(P) e chamados de complexos de cadeia do complexo

de caminho P.
Note que Hq(P) e ﬁ.(P) admitem as versoes regular e irregular.

Deste modo temos, por defini¢ao de grupo homologico, que para todo n > 0

Hn(P) = Hy (Qu(P)) == ker dlq, /Tmdla. (3.7)

Desta forma H,(P) é K-espaco vetorial para todo n. Lembrando, os caminhos em

ker 9|, sdo ditos fechados, ao passo que os caminhos em Imd|g, ,, sdo ditos exatos.

Definimos analogamente as homologias reduzidas H, (P) para n > —1. Note que

e que H_, (P) ={0}. Agora, note que Im 0|, é igual em ambos os complexos de cadeia,
portanto a diferenca entre ﬁo( P) e Hy(P) encontra-se justamente na diferenca entre os
ker 0|, nos diferentes complexos. Note porém que para toda O-forma exata v = ou
temos que (1,v) = (1,0u) = (d1,u) =0 (em que 1 é a O-forma constante que assume

imagem 1 para todos os vértices). Entao se
v=h mod Imd|q,,
(1,v) = (1,h). Agora, (1,v) = 0 se, e somente se, v € ker 0|n,—x, dado que (1,v) =

i _ i . .
2 ievVie0v =) ..\ Ve, lembrando que associamos o caminho e ao escalar 1 sem

perda de generalidade. Deste modo,
Ho(P) = {h € Hy(P) : (L.h) = 0} (3.8)

e, em particular,

dim Hy(P) = dim Ho(P) — 1.

Se P(G) é complexo de caminhos de um digrafo G, entao fixa-se a notagao
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3.3 Caminhos 0-invariantes

Os grupos homolégicos correspondentes serao denotados por H,(G) e ﬁn(G) e serao
referidos por homologias de caminhos do digrafo G. Note que estes grupos sao,
finalmente, intimamente relacionados com a geometria do digrafo G e, portanto, eles nos
darao invariantes geométricos de G e serao nosso principal objeto de estudo. Ressalta-se
também o fato de eles estarem bem definidos para qualquer digrafo finito (na verdade,
como veremos mais a frente, localmente finito). Toda a linguagem desenvolvida até

aqui fora para nos permitir definir e trabalhar exatamente com estes objetos.

Agora, segue da definicao de H,, que
dim H,, = dimker d|n, — dim 00,44
Pelo teorema do niicleo-imagem
dimH, =dim Q,, —dim0Q,, —dim0oQ, . (3.9)

Definimos a caracteristica de Euler de um complexo de caminhos como
X(P) =) (=1)P dimH, (P); (3.10)
p=0

desde que exista n suficientemente grande tal que
dimH,(P) =0 (3.11)

para todo p > n.

Se dim Q,, = 0 para todo p > n, segue de (3.9) que

X(P) =) (—1)P dim Q,(P). (3.12)
p=0

Neste momento temos o necesséario para enunciarmos a seguinte proposigao.

Proposicao 3.13. Temos que

Hy = ker 34 /(An N OAns1) (3.13)

dimH, = dimA,, —dim 0A,, — dim(A,, N 0A1). (3.14)
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3 Homologia Discreta
Demonstracao. Note inicialmente que se v € A,, é tal que dv = 0, entao v € Q),,, entao
ker 9|4, = ker 9|q,,.
Ainda,
ueo, 1 & ue A, euéexata, ie., existe ve A,y tal que u = 0v,

equivalentemente,

aQn—H = -An N a-An—H-

Disto segue (3.13) e, consequentemente, (3.14) pelo teorema do nucleo-imagem. ]

Finalmente podemos ilustrar toda a linguagem construida até aqui por meio de um
exemplo do calculo da homologia. Ao longo do trabalho mostraremos ferramentas que
facilitam esse trabalho. Porém, alguns resultados interessantes que permitem facilitar
o calculo da homologia foram deixados de fora desse trabalho para que nao fugissemos

demais de nosso escopo. Um leitor curioso pode aché-los em [6].

Exemplo 14. Considere o digrafo

()

Os caminhos permitidos sao
Ao = (e, €1, ez, €3),

A= <601> €12, €13, €20, 623>,
Az = (eo12, €013, €120, €123, €201),
Az = <€o120, €1201, e2o12>,

etc.

Assim, temos que Qy = Ag e QO = A;. Ainda, como 0eijx = ej—eix+eij, temos que
o unico caminho elementar em A5 com bordo permitido é ejs3. Ainda, célculo diretos
mostram que nenhuma combinacao linear de 2-caminhos com coeficientes nao nulos
para os outros caminhos, que nao ejs3, ndo tem bordo permitido. Assim, Qs = (e193).
Se n > 2, os Ginicos caminhos permitidos sao aqueles formados pelo triangulo de vértices

0,1,2. Nao é dificil ver que, portanto, QQ,, =0 para n > 2.
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3.3 Caminhos 0-invariantes

Portanto, como 0ey; = e; — ey, e o digrafo é conexo,
HQ ~ <€0>.

Ainda, célculos rotineiros mostram que ker 0|q, = (€x9+e€01+e13—e+23, exn+ep1+e12).
Todavia, Im0|q, = (es3 — e13 + e12). Deste modo, como (ex + €1 + €13 — e + 23) —
(e20 + €01 + €12) = —(ea3 — €13 + e12), temos que Hy = (eg + €p1 + €12). Claramente,
Hy; = 0.

[

Note que os calculos envolvidos sao simples e podem ser realizados de maneira algo-
ritmica, o que os torna programaveis.

L, . . . ~ . ~ . . REG
Quando se fizer necessaria a distingao, os objetos regulares receberao um indice

E.g., o operador bordo regular pode ser denotado por ORFG

para nao ser confundido
com o operador bordo genérico 0.

Estabeleceremos a seguir uma condigao suficiente para que Q,, = QREG,

Definicao 3.15. Dizemos que um complexo de caminhos P € estritamente regular

se for reqular e nao contiver caminhos da forma iji.

Note que o complexo de caminhos de um complexo simplicial ¢ estritamente regular
dado que a sequéncia de indices nos caminhos permitidos é estritamente crescente. Ja
o complexo de caminhos de um digrafo é estritamente regular se nao tiver loops (i.e.,

caminhos da forma ii) e nao tiver arestas bidirecionadas (i.e., se i — j, entao j /4 1).

Proposicao 3.16. Seja P um complexo de caminhos regular.
(a) Para todo n > —1 temos Q, C QREG,
(b) Se P € estritamente reqular, entio Q, = QRFS parq tod n > —1.

(c) Se Qy = QREC " entdo P ¢ estritamente regular.

Demonstragao. (a) Tome v € Q. Por defini¢ao de Q,, 0v € A,,, entdao 0v é regular,
dada a regularidade de P. Deste modo, 0v = 0RESy, entao v € QREC,

(b) Note que se ey,...;, € QREC entdo nao ha nenhuma tripla da forma iji em ig - - - i,.
Deste modo, a omissao de um vértice no caminho i, - - - i, nao pode gerar um caminho
irregular. Desta forma, por linearidade, 0R®F%y = 9v para todo v € QRES. Portanto,
QREG . Do item (a), QRFC = Q.

(c) Se P ndo é estritamente irregular, entdo ha um caminho da forma iji em P. Uma
vez que

deiji = €ji — eii T+ €ij & Ao
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3 Homologia Discreta

aREGem = e)‘i + eij < .AQ
Q, # QREG O resultado sai por contrapositividade.
O

O exemplo apresentado nessa se¢cdo nos mostra com, apesar de simples, os calculos
podem ser numerosos no célculo explicito da homologia. Para simplifica-los provamos a
seguinte proposi¢ao, que nos vira a ser 1util no calculo de algumas homologias de grafos

infinitos nas seg¢oes que seguem.

Proposigao 3.17. Para um dado digrafo G = (V,E) cuja cadeia dos caminhos permi-

tidos de bordos permitidos € dada por Q4 vale

ker 0|, = {v SO Zvij = Zvji, para todo j € V} )

ieVv ieVv

Demonstragao. Temos que v € ker 0|g, se, e somente se, E v7(e; —ei) = 0. Assim,
ijev

E vie; = E vYe;. Note porém que fazendo uma mudanca de indices, E ve; =
ijev ijev Sev

E V'e;. Portanto uma condicao necessaria e suficiente para que v € ker|g, é que
ijev

E vie; = E Vv''ej, ou, equivalentemente, E (v —v*)e; = 0. O resultado segue
ijev ijev ijev
da independéncia linear de {e; : i € V}. O

Intuitivamente, essa proposi¢ao nos diz que os elementos de ker d|n, s@o as com-
binagoes de arestas que formam caminhos fechados. Ainda de maneira pictérica, as
homologias medem os “buracos” n-dimensionais do grafo. A importancia das defini¢oes
com restrigoes de regularidade nos complexos e nos operadores envolvidos se da em

partes pelo fato de que na versao irregular o grafo

possui um “buraco” 1-dimensional, representado pelo caminho ej; + e;i, enquanto na

versao regular nao, como mostra o exemplo 3.14 de [6].

3.4 Formas d-invariantes

Nosso objetivo nesta secao é apresentar o complexo de cocadeia (Q® de formas e do

diferencial exterior d sobre elas, dual ao complexo de cadeias Q, (regular ou irregular).
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3.4 Formas d-invariantes

Este complexo também devera, de certa forma, respeitar a geometria do grafo em
questao.

Fixemos inicialmente algumas definigoes.

N™ = spanfetoin : i) --1i, é ndo-permitido}

={w € A™: wy,...;, =0 para todo caminho 1y - - - i, permitido }.
Os elementos de N™ sao chamados de n-formas nao permitidas. Defina também

Jr=N"+dNv (3.15)

Q™ = Q" (P) = AM/J". (3.16)

Denotando por A™ o subespago de A™ das n-formas permitidas (definido analoga-
mente ao N™) e ressaltando-se o fato de uma forma elementar ser ou permitida ou

nao-permitida, temos que A™ = A™ @ N™. Deste modo,

portanto,

AT\.

or=
AmAgn

(3.17)

Para provarmos que Q°® é de fato um complexo de cocadeia precisamos nos valer do

seguinte lema:

Lema 3.18. (a) Se w € J", entio dw € ™. Consequentemente, d estd bem definido
nos espag¢os Q™.

(b) Se w € J™ entao (w,v) =0 para todov € Q.
Demonstragdo. (a) Segue da linearidade de d, do fato de d*> = 0 e da defini¢ao J™ que
dg™ C AN™ 4+ d*N™ ! = dN™ c gt

Portanto, w; = wy mod J" implica que dw; = dw, mod J™*, o que nos mostra que
d estd bem definido em A™/J™ = Q™.

(b) Note que dado w € J™ existem @ € N™ e P € N™*! tais que w = @ + d. Seja
agora v € A,, entao

(@,v) =0,
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3 Homologia Discreta
pois se ig - - - iy for permitido, @;,..;, =0 e v "'» =0 se for nao-permitido. Ainda,

(d,v) = (P, 0v) =0,

poisp € N*teodve A, .

Dado nosso ultimo resultado, podemos enunciar a seguinte definicao:

Definicao 3.19. Os elementos do espag¢o dual Q™ sao chamados de n-formas d-
wnvariantes do complexo de caminhos P, e o operador d : Q™ — Q™1 ¢ chamado de

diferencial exterior.

Pelo Lema 3.18(b), qualquer elemento w mod J" de Q™ determina um funcional
linear em Q,, por

(w mod J™,v) = (w,v).

Portanto obtemos o homomorfismo
Q" = (Qn)

em que (Q,)" é o espago dual ao Q. Facilmente demonstra-se que o homomorfismo
acima é, em verdade, um isomorfismo.
Dado isto, segue que os operadores 0 : On+1 — Q, e d: Q™ — Q™! 530 duais,

i.e., para quaisquer v € Q1 e w € Q"
(dw,v) = (w, ov).
Obtemos assim o complexo de cocadeias Q*(P) de P, i.e.,
0-K—-0"—...5 Q"= Q™ ... (3.18)

em que as setas sao dadas por d. Suas cohomologias sao referidas por cohomologias

de caminhos reduzidas de P e denotadas por ﬁ‘(P), ie,
H™(P) = H™(Q*(P)) = ker dlon/Tm dlgn -+,

para todo n > —1. Segue que ﬁn(P) e ﬁ“(P) sao K-espagos vetoriais duais, tendo
portanto mesma dimensao.

J& as cohomologias do complexo de cocadeia truncado

0-0Q%—...5Q" Q" ... (3.19)
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3.4 Formas d-invariantes

sdo chamadas de cohomologias de caminhos de P e denotadas por H*(P),n > 0.

Obviamente H,,(P) e H"(P) s@o duais. E analogamente a (3.9), temos
dim H™ = dim Q™ — dim dQ™ — dim dQ™

e identidades analogas valem para H™.
Podemos definir analogamente Q™ regular para um complexo de caminhos P regular,

bastando fazer a seguinte alteracao:
N™ = spanf{e'o " :ij---i, é regular e ndao-permitido }.

As demais construgoes e demonstragoes seguem de maneira analoga as feitas no caso

irregular, de modo que
Q™ =R"/g" (3.20)

O resultado a seguir mostra que a concatenagao esta bem definida nos espagos Q™

(versoes regular e irregular).

Lema 3.20. Sejam @ uma p-forma e P uma q-forma. Se @ € J° ou P € J9, entao
e € JPHa, e, {JP} € um ideal graduado para a concatenacao. Consequentemente, a
concatenacao de duas formas estd bem definida nos espagos J¥ assim como nos QP e

ela satisfaz a regra do produto (2.16).

Demonstracao. Note que se @ € NP, entao P € NP9, De fato, claramente isto é
valido para formas elementares e é facilmente estendido para formas quaisquer.

Agora, se @ € JP, entdo @ = @¢+ dgq, em que @y € NP e @; € NP1, Deste modo,

oY = (o +de)P = Qo + (de )

Note que
d(@1) = (de )b + (-1)P " pdy,

por (2.16).
Assim,
(de )W = d(e1p) — (=1)P " pdy.

Donde se conclui que
oY = @ob + d(@1) — (=1)P " edy.

Deste modo, @ € gr+a.
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3 Homologia Discreta

Agora, resta mostrar que a concatenacao estd bem definida nos espagos QP. Para

isto, sejam @ = @’ mod JP e Y =1’ mod J9, entao
oY — P =W -1 )+ (@ -9 )P'=0 mod JFP+9.

A regra do produto vale para as classes, pois vale para seus representantes.
m

Langando mao do lema anterior e da regra do produto estendemos a concatenagao

para uma operagao de classes homologicas, conforme a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 3.21. Se @ € QP e € Q9 sao formas fechadas e uma das duas é exata,

entao @b também € exata. Consequentemente, a concatenagao € uma operagao bem

definida de HP x HY q HP T4,

Demonstracao. Seja @ = dw. Temos

d{wy) = (dw)p + (=1)Pwdp = .

Agora, sejam @1, @5 e 1,1, formas fechadas tais que @1 = @3 mod Imde P, =1,

mod Imd. Temos

P11 — Qa2 = @1 (V1 — P2) + (@1 — @2) 2 =0 mod Imd,

entao @1\ = @y mod Imd.
O

Portanto, a concatenacao é anédloga as operagoes produto cup para complexos sim-
pliciais e o produto wedge (/) definido no capitulo de formas deste trabalho para
variedades.

Neste caso,

Q:@Qn

n>0
com as operacgoes d e concatenagao é uma algebra diferencial graduada.

Para duas n-formas @, (de A™ ou R") fixe a seguinte rela¢do de equivaléncia

@~V se =19 modJ™.

Sabemos que
©~0=dp~0

e que

@e~0ouPp~0= @ ~0.
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3.5 Componentes conexas e H°

Também, por (3.16) e por (3.20) que as classes de equivaléncia de ~ podem ser identi-
ficadas com os elementos de Q™.

O resultado abaixo nos da uma condi¢ao para que dim QP = 0.

Proposicao 3.22. (a) Se dim Q™ =0, entdao dim QP =0 para todo p > n.
(b) Se os espagos Q° sao regulares, entao dim Q™ < 1 implica que dim QP = 0 para
todo p > m.

3.5 Componentes conexas e HY

Nas secoes anteriores fica claro o paralelo entre o complexo de cocadeias QQ® aqui des-
crito (e suas cohomologias H™) e o complexo de De Rham no caso continuo (e suas
cohomologias). Nesta se¢ao mostraremos mais um paralelo entre as duas teorias. As-
sim como a dimensao do zerésimo grupo de De Rham indica o nimero de componentes
conexas da variedade em questao, aqui dim H® nos d4 o ntimero de componentes cone-
xas de um complexo de caminhos P; definido corretamente o conceito de componente

conexa em um complexo de caminhos.

Definicao 3.23. Dado um complexo de caminhos P com um conjunto de vértices V,
definimos uma componente conexa de P como sendo qualquer conjunto U de V que
tenha a sequinte propriedade: se 1 € U, entao U contém qualquer vértice j € V
tal que ij ou ji é um 1l-caminho permitido; de modo que U nao tenha nenhum
subconjunto proprio com essa mesma propriedade. FEsta ultima condi¢ao € dita condi¢ao
de minimalidade.

Se 'V é uma componente conexa, entao o complexo de caminhos P é dito conexo.
Proposicao 3.24. Dado um complexo de caminhos P temos
dim H°(P) = C, (3.21)

em que C € o numero de componentes conexas de P. Em particular, se P € conexo,
entio dimH" =1 e dimH! = 0.

Demonstracao. Temos definido que
H°(Q) =kerd|go ={f € Q°: df ~ 0}
Entao f € HY se, e somente se, (df)i; = f; — fi = 0 para todo para ij permitido, i.e.,

fi = fj. Isso implica que f é constante em toda componente conexa de P. Claramente

o espaco destas fungoes tem dimensao C. O
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3 Homologia Discreta

O mesmo fato também vale para dim Hg, todavia ele s6 podera ser devidamente

enunciado depois que definirmos uma teoria homotopica. Veja a Proposigao (5.25).

3.6 Unido disjunta e soma direta

Sejam dois complexos de caminhos P e P’ com conjuntos de vértices V e V', respecti-
vamente. Note que se ip---i, € PUP’, entéao iy---i,, € Pou ip---i, € P’. Suponha
que ig---in, € P sem perda de generalidade. Temos portanto que ip---ip_1 € 13-+ -1n
também também pertencem a P, i.e., também pertencem a P UP’. Deste modo, P U P’
é também um complexo de caminhos, claramente com conjunto de vértices V U V'.

Dizemos que P e P’ sdo disjuntos de seus conjuntos de vértices forem disjuntos.

Proposicao 3.25. Se P’ e P” sao complexos de caminhos disjuntos, entao, para sua

uniao P =P UP”, temos
QTL(P) — Qn(P/) @Qn(PH)

e, portanto,
Hn(P) ~ Hn(P/) @ Hn(P//)
para todo n = 0.

Demonstracao. Segue do fato dos espacos A, R, N,J se separarem em somas diretas

analogas & enunciada, e do fato de que d em A™(P) se separa em soma direta dos
operadores d em A™(P’) e A™(P"). O
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Homologia de Digrafos
e Aplicacoes

Este capitulo se reserva a relacionar a linguagem que construimos neste trabalho com o
estudo de topologia algébrica dos digrafos, nosso principal objeto de estudo. Para tal,
fixe o digrafo G = (V, E) sem loops — i.e., caminhos do tipo ii. Deste modo, o complexo
de caminhos P(G) é regular. Nos focaremos a estudar aqui os espacos regulares Q,,(G)

de caminhos 0-invariantes e os grupos homologicos associados H,, (G) e ﬁn(G).

4.1 Semi-arestas e caminhos

O-invariantes

Apresentaremos aqui uma condi¢do necessaria e suficiente para que um caminho seja

O-invariante. Mas antes vamos a algumas defini¢oes necessarias.

Definigao 4.1. Dizemos que um par de vértices ij € uma semi-aresta se ela nao
for uma aresta e se ezistir (a0 menos) um vértice k tal que ik e kj sao arestas, e a

denotaremos por i — j. O 2-caminho ijk é chamado de ponte da semi-aresta ij.

o

Definigao 4.2. Dizemos que um caminho iy---1i, € semi-permatido se exatamente
um dos pares iq—1iq (q € {1,---,p}) for uma semi-aresta, ao passo que todos os
outros sao arestas. Um caminho iy---1q_1kiq- -1, € dito extensao permatida de

o lg_1lq " 1p Se lq,lqu for ponte da semi-aresta 1g-1lq-

Definicao 4.3. Seja iy - - -1, um caminho semi-permitido de semi-aresta iq—1iq. Dado

um p-caminho, v, definimos sua deficiéncia [v]' " ao longo do caminho ig-- -1, por
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4 Homologia de Digrafos e Aplicac¢oes

[v]iO"'ip — Zviomiq_lkiqmip. (41)

kev
Deste modo podemos enunciar o seguinte lema:

Lema 4.4. Sejap > 1. Um caminho v € A, 1 pertence a Q41 se, e somente se, para

todo caminho semi-permitido iy - - -1p
[v]tote = (.
Demonstragao. Note que v € Q4 se, e somente se,
(Ov)to e =0 (4.2)

para todo caminho regular nao-permitido (inclusive os semi-permitidos) iy ---1,. Por

(2.5) temos
p+1

oorts = 5 3 (e,

q=0 k
Note que se iy - - -1, nao ¢ semi-permitido temos duas opgoes, ou nenhum par iqiqi €
semi-aresta, ou ao menos dois pares sao. No primeiro caso, a insercao de um vértice k
entre iy e iq41 nao resultard em um caminho permitido. Ja no segundo, precisariamos
da insercao de ao menos dois vértices simultaneamente ao longo do caminho para que
este resultasse em um permitido. Em ambos os casos a condi¢ao (4.2) é satisfeita.

Agora, se a Unica semi-aresta em iy---i, é iq_11q, entao (4.2) pode ser reescrita como
§ vio~~~iq_1kiq--~ip — O,
Kk

que era nossa tese. ]

4.2 Triangulos, Quadrados e dim Qy

Nesta se¢ao construiremos meios de estudar a dimensao de (O, em um dado digrafo e,
em alguns casos, seus grupos homologicos de caminhos.
Note que claramente dim Qy = dim Ag = |V| e dim Q; = dim Ay = [E|. Ja parap = 2

temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.5. Sendo & o conjunto de semi-arestas do digrafo G, temos

dim Q, = dim Ay — [8] = [Po] — 8. (4.3)
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4.2 Triangulos, Quadrados e dim Q,

Demonstracao. Claramente,

dlm.AQ = |P2|

Note agora que, pelo lema anterior, v € Q, implica que v € Ay e que Y_, ve®¢ =0
para toda semi-aresta ac. Note que ha exatamente uma condic¢ao desta para cada semi-
aresta e que elas sao todas independentes, do fato de que cada tripla abc determinar
no maximo uma semi-aresta. Portanto, Q, é obtido de Ay impondo-se |S| condigoes

linearmente independentes.

O
As definigoes a seguir nos darao ferramentas para estudar dim Q, quando p > 2.

Definicao 4.6. Chamaremos de tridngulo uma sequéncia de trés vértices distintos

a,b,c €V tais quea —-b, b —-cea—c.

Note que um tridngulo determina um 2-caminho ey, € Qg. De fato, eqpc € As €

aeabc = €pc —€ac T €av € -A1~

Definicao 4.7. Chamaremos de quadrado uma sequéncia de quatro vértices distintos
a,b,b’,c €V tais quea—b,b—c,a—b’, b’ —c.

Note que um quadrado determina um 2-caminho v := egpc — €qp’c € Qs. De fato,
Ve -.AQ e

0V = (epc — €brc) — (€ac — €ac) + (€ab — €ab’) = €bec — €b’c + €ab — €ab’ € Ai.

Proposicao 4.8. Se o digrafo G nao contiver quadrados (como subquadrados), entao
dim Qy € exatamente o mimero de tridngulos distintos em G, e dim Q,(G) = 0 para
todo p > 2.

Em particular, se G nao contém quadrados ou tridngulos, dim Q,(G) = 0 para todo

p = 2. Consequentemente, dim H,(G) = 0 para todo p > 2.
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Demonstragao. Dividamos os caminhos abc de P, entre dois tipos distintos. O primeiro
tipo formado por tridngulos, i.e., ac é uma aresta e o segundo tipo formado pelos

caminhos abc em que ac nao é uma aresta.

1° Tipo: & . 2° tipo: @{@\@

Cada caminho do primeiro tipo determina um tunico tridngulo, ao passo que cada
caminho do segundo tipo determina uma tnica semi-aresta. Com efeito, se abc e ab’c
sdo extensoes permitidas de ac, entao temos um quadrado a,b,b’, ¢, o que contradiz
nossa hipotese. Portanto ha exatamente |S| caminhos do segundo tipo, o que nos leva
ao fato de haver exatamente |Py| — |S| tridngulos. Concluimos entao que dim Q é igual
ao numero de triangulos.

Agora, seja ijkl um caminho permitido em G. Suponha que jl é uma semi-aresta.
Entao ijl ¢ semi-permitido, logo temos que [v]U' = 0 para um v qualquer. Note que
ijkl é a tunica extensao permitida de ijl pelo fato de nao haver quadrados. Deste modo,
vUkl = (), se ik ou jl forem semi-permitidos.

Note que se ijkl é permitido e nem ik nem jl forem semi-permitidos, 1i,j, k, | formam
um quadrado. Deste modo, Q3 = {0}. Deste modo, Q, = {0} para todo p > 3.

O

4.3 Cobras e Simplexos

Esta se¢ao se presta a definir um caso especifico de digrafos que sao também complexos
simpliciais.

Definicao 4.9. Uma cobra de comprimento p é uma sequéncia de p + 1 wvértices,
0,1,---,p, tal que i(i+ 1) e i(i + 2) sao arestas; para todo i = 0,...,p —2. Deste

modo, i(i+ 1)(1 4+ 2) € um tridngulo. Como elucida a figura abaizo.

ar @*@

Note que uma cobra contém um caminho v = e;..,, 0-invariante, pelo fato de para
todok €{1,---,p—1}, (k—1)(k+ 1) ser uma aresta.

Definicao 4.10. Sejan > 0. Um digrafo-simplexo Sm,, é um digrafo com o conjunto

de vértices {0,1,--- ,n} e as arestas sao i — j para todo i < j.

Claramente um simplexo contém uma cobra como subgrafo. Também ressaltamos o

fato de um digrafo-simplexo ser um complexo simplicial.
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4.4 Digrafos estrelados e o Lema de Poincaré

4.4 Digrafos estrelados e o Lema de

Poincaré

Indubitavelmente um dos resultados de maior importancia da topologia algébrica é o
lema de Poincaré para variedades. A linguagem apresentada neste trabalho nos permite
criar um resultado analogo na teoria de digrafos. Mas antes algumas defini¢oes sao

necessarias.

Definigao 4.11. Um digrafo G € dito estrelado (respectivamente, inversamente es-
trelado) se existe um vértice a, dito centro da estrela) tal que a — b (respectiva-

mente, b — a) para todo b # a.

Note que um um digrafo-simplexo é estrelado com o centro da estrela em 0.
Aqui o conceito de digrafo estrelado desempenha um papel analogo ao papel que o
conceito de variedades contracteis desempenha no caso continuo, como ficara claro no

teorema a seguir.

Teorema 4.12. (Lema de Poincaré) Se G é um digrafo(inversamente) estrelado, entao

todas as homologias reduzidas ﬁn(G ) sao triviais.

Demonstragao. Seja ei,..i, € Qn tal que dey,...i, = 0. Note que eqi,...i, € Ant1. De
fato, se a = iy, entao eqi,...i, = 0. Se a # iy, entao eqi,...i, € permitido pelo fato de G
ser estrelado.

Pela regra do produto,

aeaio...in = a(eaeio...in) = €ig-in — eaaeio...in =iy -in-

Deste modo, u € Q, 1. O resultado pode ser facilmente estendido para qualquer
caminho v € Q,, por ser combinagao linear de caminhos da forma e;,...;,. Deste modo,
H.(G) =0.

A demonstragao para o caso inversamente estrelado é analoga.

O
4.5 Grafos ciclicos
Um grafo G é dito ciclico se é conexo e se cada vértice tiver grau 2.
Claramente em um grafo ciclico G = (V,E), dimHg(G) = 1, pois é conexo, e

dim Qy(G) =|V| = |[E| = dim Q4(G).
Para dimensoes maiores segue o seguinte resultado, cuja demonstragao é achada em

16].
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4 Homologia de Digrafos e Aplicac¢oes

Proposicao 4.13. Seja G um grafo ciclico. Entao
dim Q,(G) =0 para todo p > 3

dim H,(G) = 0 para todo p > 2.

Se G for um triangulo ou um quadrado, entao

Do contrdrio,

4.6 Teorema de Hodge para

digrafos finitos

Esta secao se trata de apresentar parte do trabalho que desenvolvemos na anélise do
operador Laplaciano de digrafos — que foi feita inspirada na teoria de Hodge para o
contexto de variedades, que visa estudar a cohomologia de De Rham por meio do
operador Laplaciano. Demonstramos o Teorema de Hodge, que diz que os espacos das
formas sao soma direta do nicleo com a imagem desse operador e que toda classe de
cohomologia contém um tnico representante harmonico. Demonstramos tal teorema
também para grafos localmente finitos, como veremos mais a frente. Todavia, o caso

finito vale ser ressaltado — e sua demonstragao ¢ um tanto quanto mais simples.

Sejam G = (V,E) um digrafo e AP o R-espaco vetorial das p-formas sobre G. Bem
sabemos que o conjunto
{e]O)P : jo’... ’jp [ V}

é uma base para AP. Define-se naturalmente sobre este mesmo espaco o produto interno

jo,ijp€V

em que @ = E ©jp-,€° 7 e P = E Pj,..5,€° 7. Claramente a base
jo,jp€V jo,,ip€V
acima mencionada é ortonormal com respeito a tal produto interno.
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4.6 Teorema de Hodge para digrafos finitos

Note que para toda p-forma ¢

P —~ .
(d(p, el()~..lp+1> — (d(p)iO"'i,p+1 — (_1)q(P _ — <(p7Z(_l)qelo...lq...lp+1> _
q=0

i0-1iq--ipt1
q=0

(. 06470 11)
Estendendo este resultado por linearidade obtemos o seguinte lema.

Lema 4.14. Seja um inteiro p > —1. Para toda p-forma @ e para toda p + 1-forma
VP, tem-se que

(do,b) = (@, o).
Le., os operadores d e 0 sao adjuntos.

Definicao 4.15. Definimos o Laplaciano de grafos — a que nos referiremos simples-

mente por Laplaciano — como sendo o operador sobre AP(G) pela igualdade
A =do+ 0d;

Segue como corolério direto do lema (4.14) que A é autoadjunto.
Proposigao 4.16. Seja @ uma p-forma. Ap =0 se, e somente se, dp =0 e dp = 0.

Demonstracao. Claramente do = 0 e 0@ = 0 implicam que A@ = 0. Agora,

(A, @) = ((dd + 3d) @, @) = (dp, de) + (0@, d0) = [[de|* + |0¢]*.

De sorte que se Ap =0, entao dp =0e dp = 0. [

Defina
HP ={p e A" : Ap =0)}.

Dito espago das p-formas harmonicas.
Lema 4.17. Seja @ uma p-forma. @ € HP se, e somente se, @ € (Imd)* Nkerd.

Demonstracio. Suponha que ¢ € (Imd)* Nker d. Entao dp =0 e

10g||* = (3¢, d¢) = (@, dd¢) =0,

pois @ € (Imd)*. Logo, pela proposicao (4.16), A@ = 0.
Agora, suponha que A = 0, entdo novamente pela Proposigao (4.16), @ € kerd, e

(@, dd) = (09, ) =0.
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4 Homologia de Digrafos e Aplicac¢oes

Teorema 4.18. (Teroema da decomposi¢ao de Hodge) Para todo p inteiro, vale
AP = A(AP) @ HP.

Consequentemente, a equagao Ap =1 tem solu¢ao @ € AP se, e somente se, a p-forma

U € ortogonal ao espago das p-formas harmonicas.

Demonstracao. Note que segue da finitude de V que AP tem dimensao finita. Decorre
portanto que
AP = (HP)L @ HP.

Assim sendo, basta mostrar que A(AF) = (HP)+. Demonstraremos, equivalentemente,
que A(AP)Lt = HP. Para tal, tome ¢ € H”. Tem-se entao que (@, Ap) = (A, ) = 0.
Logo, @ € A(AP)*. Agora, suponha o contrario, i.e., @ € A(AP)L, entdo

(A@, e T?) = (@, A/ r) =0, para todos jo, - - Jp €EV.
Deste modo, @ € HF. O

Note que segue diretamente do teorema acima com os resultados anteriores que
AP = dO(AP) @ 0d(AP) @ HP = d(AP9) @ d(APT) @ HP.

Definigao 4.19. Seja H o operador projecao de AP em HP. Definimos o operador de
Green G : AP — (HP)+ associando G(«) a solugdo de Aw = o« — H(x) em (HP)*.

Note que se @ e 1 sdo solucoes de Aw = & — H(x) em (HP)L, entdo Ap = Ap.
Tem-se portanto que A(@ — ) = 0, ie., (¢ —P) € HP, mas @ — € (HP)*, logo
@ — 1P = 0. Por conseguinte, @ =1 e G esta bem definido.

Proposicao 4.20. G ¢ autoadjunto e comuta com todo operador que comute com o

Laplaciano.

Demonstragao. Seja {w;}*_; uma base para HP. Podemos completar tal conjunto a

uma base {wi}i*; de AP. Deste modo,

Ho: — wi, sei<k
' 0, sei>k

Assim,

0, sei<k
Gwi: .
wi, sei>k
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n

Seja entao @ = Z @'wi, de modo que @* € K. Deste modo, G = 3> ", ., ¢ w; e,
i—1

consequentemente,

0, sei<k

Gwi, = (Ui,G = .
( ®) = ®) {@1, ik

Estendendo o resultado por linearidade tem-se que G é autoadjunto.

Agora, sejam T um operador linear que comuta com o Laplaciano A e 7 yp)s :
AP — (HP)* o operador projecao. Nestas condicoes, segue da definicio que G =
(Alpye) o myrye. Note ainda que do fato de TA = AT segue que T(ImA) C Im A
e que T(kerA) C ker A, portanto, T((HP)+) ¢ (HP)+ e T((HP)*) ¢ (HP)L. Assim
sendo, T comuta com 7ryr e, em (HP)*, com (Alyr).), de sorte que, ainda em

(HP)*, T comuta com (A|r)) . Por consequéncia, T comuta com G. O
Teorema 4.21. Cada classe de cohomologia contém um inico representante harmonico.

Demonstracao. Para todo o € AP, segue do teorema da decomposicao de Hodge que

existe @ € AP tal que

x =A@ + Hqx,
entao
Ap = x— Hax.
Da definicao de G obtém-se que
¢ =G

Logo,
a=AGx+Hx =doGx +0dGux + Hax.

Como G comuta com d,

o =d0Gu + 0Gdo + Hex.

Deste modo, se & ¢ uma p-forma fechada,
x=doGa + Ho.

Portanto, Hot ¢ uma forma harmoénica na mesma classe cohomolégica de De Rham de

X.

Se w; e wy sao duas formas harmonicas na mesma classe de cohomologia e diferem

pela forma fechada dip, i.e., w; — wy = dy. Entao

(db, w1 — ws) = (b, 0w; — dwsy) =0,
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4 Homologia de Digrafos e Aplicac¢oes

dado que formas harmoénicas estao no ntucleo do operador 0. Deste modo, dp = 0 e

w1 = Wy. ]
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Digrafos Localmente
Finitos

A teoria de homologia de digrafos descrita até esta etapa se restringe a digrafos finitos.
Todavia, digrafos infinitos abundam nas bibliografias, tanto em textos de contagem e
probabilidade quanto em textos de ciéncias empiricas. Deste modo, reservamos este

capitulo para a generalizagao da teoria homolégica para digrafos localmente finitos.

Definigao 5.1. Um digrafo é localmente finito se cada vértice e extremidade de no

mdximo um niumero finito de arestas.

5.1 (Co)Homologia e o operador

Laplaciano

Note que, analogamente ao feito pro caso finito, dado um conjunto enumeréavel V
podemos definir sobre ele o K-espago dos p-caminhos como sendo o espago das K-
combinagoes lineares formais das sequéncias de p + 1-vértices sobre V. Note ainda
que trocando o corpo da definigao por um anel temos na verdade um modulo dos p-
caminhos. Ambos serao denotados por A,, e a distingao entre eles ficara clara pelo
contexto. Analogamente definimos o espac¢o (mddulo) das p formas, AP, os operadores
bordo e diferencial exterior. Temos assim, novamente, dois complexos, um de cadeia
e um de cocadeia, dados respectivamente por (A,,0) e por (AP,d). Deste modo,
podemos estender a definicao de Homologia e de Cohomologia para complexos de ca-
minhos cujos conjuntos de vértices sao enumeraveis. Logo, podemos (e vamos) estudar
a (co)homologia de digrafos localmente finitos.

Fixe G = (V,E) um digrafo localmente finito arbitrario cujo conjunto de vértices é
denotado por V e o de arestas por E.

Definimos entao, para cada x € V, m(x) = {y € V:y ~ x}|; em que y ~ x quer dizer

que (x,y) € E. m(x) é dita a valéncia de x, ou o grau de x.
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5 Digrafos Localmente Finitos

Para todo inteiro p > —1, defina AP = AP(V) como sendo o espaco dual ao A,.
Este espago sera denominado espago das p-formas, cujos elementos serao chamados por

p-formas, obviamente. Fixamos A~! = {0}.

Nosso interesse principal sera seguintes subespacos:

PA) ={f: A, > K; ) f(x) €K}

xENAp
Ce(Ap) =1{f: Ay = K [{x: f(x) # 0} < oo}

Nesses espacos vetoriais consideraremos o seguinte produto interno:

(f.g) =) f(x)g(x).

XEAP

Por comodidade operacional, dada um p-forma f, estenda-a ao seguinte mapa do

espaco gerado pelas sequéncias arbitrarias de p 4+ 1 vértices de G em K:

f(x) = .
f(x), caso contrario.

{O, se x € Ap

Cometeremos o abuso de identificar f por f.

Definimos os operadores d : AP~! — AP e 0 : AP — AP~! da seguinte maneira:

keV q=0

em que iq significa a omissao do indice i4. Logicamente, os operadores d : AL A0

e 0: A" = A~! sdo identicamente nulos.

Como V ¢ localmente finito, temos a partir da definig¢ao de of que f(ig - --iq—1kiq---ip)
é distinto de 0 para no méximo um numero finito de vértices k, de modo que 0f esta
bem definido.

Proposicao 5.2. Se f € 12(A,_1) entdo df € 1(A,).

Demonstracao. Comecamos observando que

P 2
Hdﬂ|2= Z df(ig---ip)? = Z ( (_1)qf(io...{;...ip)>
q

io,~~',ipev io7~~',ipev =0
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= Z Z(f(lo i/; lp)2—|—Z( DI (g ip o iq - ip)f(io- - 1r i/; ip)+
19, ,ipev q=0 T<p
+Z 1)9+71£(i, {;...ir...ip)f(io...iq...{;...ip))

T>p
Dessa forma, invertendo-se os indices no somatorio do ultimo termo acima, temos que

os dois tltimos somatoérios se anulam, assim:

P
lafl* = > > flio---iq---1p)* = |Ifl|* < oo.

i, ,ipEV q=0

Finalmente, ressaltamos ainda que com contas rotineiras mostra-se que d? = 0.
Ressalta-se o fato de que se f € 1?(A;) entdo of € 1?(A,); sendo A, um complexo

de caminhos de um digrafo de valéncia limitada.

Proposicao 5.3. Os operadores d e 0 sao adjuntos com respeito ao produto interno

fizado.

Demonstracao. De fato, dadas f uma (p —1)-forma e g uma p-forma em G, com p > 0,

sem perda de generalidade, temos que:

(df,g) = Y dffio - ip)glio---ip) =

i0-ipE€A

P
Z Z -ﬂ]---ip)g(io---ip)z

ip--ip€Ap g

P
> D) D (D)% ip_1)glio- - riqoikiq e ipor) =

=0 keV

>

io--~ip_1 E/\p_l q=0k

f(ip---1p—1)0g(io---ip—1) = (f,0g).

‘i.o-~~1'.p_1 E/\p

Deste modo, segue que 9% = 0.

Definicao 5.4. O Operador Laplaciano é o operador linear sobre o espago das p-
formas, AP, € definido como:

A= do + 0d.
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Segue do fato de d e 0 serem adjuntos que A é autoadjunto.

Podemos de maneira analoga ao caso finito definir o espago dos p-caminhos 0-
invariantes, Q,, (ver defini¢ao 3.10), e os espacos das p-formas d-invariantes, QP (ver
(3.16)), e restringir os operadores dessa segao a tais objetos. Podemos também, do
mesmo modo, definir as versoes regulares dos operadores para este caso.

Exemplo 5. Seja f uma 0-forma. Entao se
of =0,
temos que

Af(x) = ddf(x) = ) (df(kx)—df(xk)) = ) (f(x)—F(k)—f(k)+f(x)) =2 > (f(x)—F(k)).

k~x k~x k~x

Logo,

Af(x) = 2m(If(x) = ¥ f(y)). (5.1)
y~x

Deste modo, podemos ver que o Laplaciano aqui definido é multiplo do usualmente

definido sobre grafos (veja [14]).
Proposigao 5.6. Seja f uma p-forma. Af =0 se, e somente se, df =0 e o0f = 0.
Demonstragao. Claramente df =0 e 0f =0 implicam que A@ = 0. Agora,

(Af, ) = ((dd + 0d)f, f) = (df, df) + (of, of) = ||df||” + ||of||.
De sorte que se Af =0, entao df =0 e of = 0. [
Definicao 5.7. Uma forma f é dita harmoénica se

Af = 0.
Deste modo, definimos o espago das p-formas harmoénicas,
HP ={p e AP: Ap =0).

Lema 5.8. Seja f uma p-forma. f € HP se, e somente se, f € (Imd)* Nkerd.
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5.2 Produto cartesiano de complexos de caminhos e a Formula de Kiinneth
Demonstracio. Suponha que f € (Imd)* Nker d. Entao df =0 e
|9f||* = (0f, of) = (f, ddf) =0,

pois f € (Imd)*. Logo, pela proposicio (5.6), Af = 0.
Agora, suponha que Af = 0, entdo novamente pela proposicao (5.6), f € ker dNker 9,

de sorte que
(f,dg) = (0f,g) = 0.

Logo, f € (Imd)* Nkerd. O

5.2 Produto cartesiano de
complexos de caminhos e a

Formula de Kiunneth

Esta secdo foi baseada no capitulo 7 de [6]. E bem verdade que a teoria desenvol-
vida nesse artigo foi elaborada para digrafos finitos. Todavia, um leitor atento pode
notar que neste capitulo nao ha uma tnica restrigao feita quanto & cardinalidade do
conjunto de vértices, de modo que os resultados aqui apresentados se mantém no caso
localmente finito. S6 definiremos e enunciaremos aqui os fatos essenciais para o resto
da teoria apresentada neste trabalho, de modo que, para um estudo mais aprofundado
recomendamos fortemente a leitura da bibliografia recém citada.

Nesta secao consideramos V um conjunto enumeravel de vértices e R(V) = Rq(V) um
complexo de caminhos regular sobre V. As homologias aqui tratadas serdo as versoes
truncadas. E o operador bordo seréd tomado em sua versao regular.

Considere agora dois conjuntos de vértices X e Y e seu produto cartesiano, Z = X x Y.
Podemos definir sobre Z r-caminhos elementares, que sao da forma z = zgz; - - - z,; em
que zi = (xi,Yi). Dizemos que x é um caminho escada se cada par de vértices
consecutivos, zy_1zy for vertical (i.e., xx_; = xx), ou horizontal (i.e., yx—1 = yx).
Nessas condigoes, as projecoes de z sobre X e Y definem caminhos elementares x =
Xp* *Xp €Y =Yp--Yq sobre X e sobre Y, respectivamente; com p + ¢ = .

Um exemplo de um caminho escada z com suas proje¢oes é mostrado na Figura 5.1.

Como sugerido na imagem acima, um caminho escada pode ser visto como um cami-
nho, em forma de escada — S(z) —, em Z?, que conecta (0,0) a (p, q). Definimos ainda
a elevagao de Z como o nimero L(z) de células em Z% abaixo da escada S(z). Como

representa a Figura 5.2.
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Vq 12, =(X,.¥)
z=(x.);)
Vi L ®
L, =
25=(X0,Y0) X; Xp

Figura 5.1: Um caminho escada z com suas projegoes x e y. Imagem retirada de [6].

(0.9) (P.q)

3(?'5)

(i l

(0.0) (p.0)

Figura 5.2: Uma escada S(Z) com sua elevacao L(z). No caso, L(z) = 30. Imagem
retirada de [6].

Definigao 5.9. Dados dois caminhos u € Ry (X) ev € Rq(Y), comp,q > 0, definimos
seu produto cartesiano como sendo o (p+q)-caminho wxv em Z pela sequinte regra:

para cada (p + q)-caminho escada elementar z em Z, definimos a componente
(U x v)* = (=1)-F Xy,
em que X ey sio as projecoes de z em X e em Y, respectivamente. Ainda, u* e v¥ sao
as componentes correspondentes de w e de v. Se z nao é escada, entao (u x v)* := 0.
Destacamos a seguinte proposicao.

Proposicao 5.10. (Regra do produto) Se uw € R, (X) e v € Rq(Y), com p,q > 0,
entao
o(uxv)=(0u) x v+ (—1)Pu x (ov).

Estamos finalmente prontos para enunciar a seguinte definigao.
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Definicao 5.11. Dados dois cunjuntos de vértices X e Y, com complexos de caminhos
P(X) e P(Y), respectivamente, definimos sobre o conjunto Z = X X Y um complexo de
caminhos P(Z) como sendo o conjunto de caminhos escada em Z cujas proje¢oes estao
em X eemY. P(X)EHP(Y) := P(Z) € dito produto cartesiano dos complexos de caminhos
P(X) e P(Y).

Teorema 5.12. (Teorema de Kinneth) Seu e Q,(X) ev e Qq(Y), entio uxv €
Qpiq(Z). Além disso,
Q. (X) ® Ql(Y) = Q,.(Z);

com a aplicacao Qqe(X) @ 0e(Y) — Qo(Z) dada por u®@v — uxv. Consequentemente,
He(Z) = Ho(X) @ Ho(Y).

Le.,
Hi(Z)= @ (Hy(X)®@Hq(Y).
P,q20:p+q=r
A demonstragao desse fato pode ser encontrada no capitulo 7 de [6], como mencionado

no inicio desta secao.

5.3 Exemplos de homologias de

grafos de Cayley

Nesta sec¢ao estudamos algumas homologias de alguns grafos de Cayley.

Um digrafo de Cayley é um digrafo associado a um grupo G e a um conjunto de
geradores S do grupo. Sendo que cada elemento de G é um vértice do grafo e as arestas
sao dadas por (g,gs); em que g€ Ge S € S.

Exemplo 13. Homologia do grafo de Cayley do grupo aditivo Z com respeito ao

conjunto gerador S = {1}.

D ——C)—()—(2)

E facil ver que
Q0:<6116Z>,

Q= (eii41) 1 1 € Z);
Q; =0, sei=>2.

Tem-se trivialmente que ker d|ln, = Qq e que 0Q; = (e(i+1) — €i), de modo que a

classe de e; em Hj é a mesma que a de e(i41) para todo i € Z. Deste modo, Hy = (ey).
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Se considerarmos H,, como sendo um Z-moédulo, ao invés de um K-espago, temos que
Hy = Z.

Note ainda que kerd|o, ={v € Q;: Y VI =3 V", paratodoj € Z} ={v €
Q; : v+ = =D para todo i € Z}. Assim, para um dado v no nicleo de 9lq,,
Vi =106+ para todos 1,j € Z, o que se pode ser satisfeito pelo caminho nulo, 0.

Portanto,

Ressaltamos que no exemplo 5.3 o grafo é regular. Portanto, usando Kiinneth tem-se
que a homologia do grafo de Z™ com base canénica ¢ Hy=Z e H; =0 se i > 0.
Exemplo 14. Considere o grafo de Cayley do grupo aditivo Z com respeito ao conjunto
gerador S ={—1, 1}.

Neste exemplo consideraremos dois casos.

Operador bordo usual: Se considerarmos o operador bordo em sua versao usual,

e nao em sua versao regularizada, temos:
Q0:<6116Z>,

Q1 = (ei(i+1), €i(i-1) : 1 € Z).

Agora, note que se ejjx ¢ permitido, entao ele ¢ de alguma das formas: ej(i41)(i+2),
€i(i—1)(i—2), €i(i+1)i OU €i(i—1)i- Note que nas duas primeiras formas que um 2-caminho
pode se apresentar descritas temos que em seus bordos aparece caminhos da forma e;y,
com [i — k| = 2. Como e;(i12) s6 aparece no bordo de caminhos da forma e;(i11)(i+2),
temos que nenhuma combinacao linear nao nula contendo esses caminhos pode ter
bordo permitido. Deste modo, eles nao tém contribuicao em Q,. Por outro lado,
0€i(i+1)i = €(i+1)i — €ii T €i(ix1). Como o grafo nao contém loops, os tnicos caminhos

em () sao os gerados Por €i(i+1)i — €i(i—1)i- Assim
Qs = (ei(i+1)i — €i(i—1)i : 1 € Z).
Agora, seja ejjx um 3-caminho permitido. Note que 0eijx = €1 — €kt + €451 — €ijk-
Note que tanto ey quanto ejj; nao podem ser permitidos. Ainda, os dois nao podem

aparecer simultaneamente no bordo de outro 3-caminho regular. E todo 3-caminho

regular que contenha exatamente um dos dois na combinagao linear de seu bordo deve
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5.3 Exemplos de homologias de grafos de Cayley

obrigatoriamente conter um terceiro 2-caminho nao permitido na mesma combinacgao
linear. Deste modo, o bordo de um 3-caminho qualquer terd obrigatoriamente pelo

menos duas componentes nao permitidas. Assim,

Temos novamente que ker 0|n, = Qg e que 0Q; = (e(i4+1) — €i). Portanto, Hy = Z.

Pela proposicao (3.17) temos que kerdlo, = (€i(it+1) + €(+1)i). Ainda, 00, =
(e(i+1)i +eii+1) — (e(i—1)i + ei(i—1))). Entao, moédulo 00y, e(it1)i + €i(it1) = €i—1)i +
ei(i—1), para todo inteiro i. Assim, H; = (ep1 + e19) = Z. Como 0Qy = (e(it1)i +
ei(i+1) — (€(i—1)i + €i(i—1))), temos que kerd|n, = 0. Note que isso condiz com a
homologia de grupo de Z.

Operador bordo regular: Se considerarmos o operador bordo regular, denotando-o

aqui simplesmente por 0, temos que
Q0:<611€Z>,

Q1 = (ei(i+1), €i(i-1) : 1 € Z);
Qs = (ei(iz1)i 1 1 € Z);
Q3 = <ei(i+1)i(i+1]ia €i(i—1)i(i-1)i -1 € Z).

Os caminhos 0 invariantes sao da forma ijij - - - ij ou ijij - - - {ji, com j = i+ 1. Note que

=ei..i, + (=1)Pei..i, ;P =2
Entao, nas classes de homologia, ei,..;, = (—1)p+lei0...ip71. De modo que ker 0|, =0
sei> 2. Novamente Hy = Z e H; = Z.

a imagem de um caminho dessa forma é 6ei0i1...ipflip

]

Note que em ambos os casos acima tém complexo regular, portanto, podemos nos
valer da féormula de Kiinneth, obtendo Hq(Zd) = (Z)(g); em que d é o coeficiente
binomial, quando q > d, neste caso, este simbolo representa 0.

Exemplo 15. Considere agora o grafo de Cayley do grupo aditivo Z com respeito ao
conjunto gerador S ={-3,—2,2, 3}.

Operador bordo usual: Temos neste caso: (cometeremos o abuso de linguagem

de nao especificar que o conjunto de indices é o conjunto dos inteiros, salvo mencao

explicita do contrario)

Q) = (ei12, €ix3)-
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Note novamente que ker 0|, = Qg e que 001 = (e;—e; :j € i+S). Como mdc(2,3) =
1, temos que ha uma tnica classe em Hy. Portanto, novamente, Hy = Z.
Tome ey um 2-caminho permitido. Entao k € {i,i+£1,1+4,14+5,1+6}. Analisemos

cada caso:

1. k =146, entdo j = i & 3, necessariamente (de modo que £+ em ambos os casos
deve se manter o mesmo, i.e., se k =1+ 6, entdo j = i + 3), de modo que ey

aparece apenas no bordo de ejjx. Assim, se vk =£ 0, entdo v & Q.
2. O mesmo ocorre se k =144, pois, neste caso, j =1+ 2.

3. Agora, se k = i, entao j pode pode admitir qualquer valor em 1+ S. Logo,

(ei(irs)i — eiirs)i) C Qo

4. Sek =141, temos que j =i+ 3 ese k =1—1, temos que j =1— 3 e, em ambos
0s casos nao é possivel compensar a componente e;i+1) no bordo, por isso, se
VvIEED £ 0 entdo v € Q.

5. k=1£b,entao j=1£2ouj=1+£3, em que + toma mesmo sinal em todas as

igualdades. Ent@o (ei(i+2)(i+5) — €i(i+3)(i+5)s €i(i—2)(i—5) — €i(i—3)(i—5)) C Qa.

Deste modo,

Oy = <ei(i+3)i — €i(i+S)1) Ci(i42)(i+5) — €i(i+3)(i+5)s €i(i—2)(i—5) — 61(173)(1750-

Temos que

ker 0], = (€i(i+2) + €(i+2)is €i(i+3) T €(i+3)i)-

Note que 0(eq(i+2)i — €i(i+3)i) = €i(i+2) T €(i+2)i — (€i(i+3) T €(i+3)i). Entao a classe
de ej(iy2) + €(i+2)i € a classe de ej(i13) + €(i43)i Sa0 a mesma.

Além disso, 0(ej(i+2)i—€i(i—2)i) = €i(i+2) T€(i+2)i—(€i(i—2)T€(i—2)i). Entao, modulo
00y, €i(i+2) + €(i+2)i = €i(i—2) + €(i—2)i. Pode-se ver entao que, médulo 0Q)s,

i(i—3) + €(i—3)i = €i(i—2) + €(i—2)i = (€i(i+2) + €(i+2)i) = €i(i+3) + €(i+3)i-
Entao, ei(iyo) + €(i42)i) = €i(i+3) + €(1+3)i = €(i+1)i(i+3) T €(i+3)(i+1)- Entao, eps +
ey = ej3 + e3;. Desta maneira, por indugao, €(2p)(2p+2) T €(2p+2)(2p) = €02 T €20 =
€13 + €31 = €(2p+1)(2p+3); Para todo inteiro p.

Deste modo, Hy = (eps + ex) = Z.

Temos também que

00, = (eji + eij — (exi + €ik), €i(ix2) T €(ix2)(ix5) — (€i(ix3) + €(1x3)(ix5)) 1J, K € 1+ S);
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em que * € {+,—}. De modo que kerd|g, = 0.

De maneira analago ao feito no exemplo 5.3, temos que H; = 0 para i > 2.

Novamente obtivemos os mesmos grupos homolégicos.

Exemplo 16. Homologia do grafo de Cayley do grupo aditivo Z,,, n > 4, com respeito

ao conjunto gerador S = {1}.

Tal digrafo é cicliclo e, portanto H,, = 0 se n > 2. Ainda, dimHg = 1. Agora, o

grafo associado a Z, nao é nunca um tridngulo ou um quadrado (veja defini¢oes 4.6 e
4.7), entao dim H; = 1.

Assim, Ho=H; =Z eH,, =0, n> 1.

No exemplo 5.3 temos um exemplo de grafo de Cayley cuja homologia nao é a mesma

da do grupo associado.

Outros exemplos triviais como este sao os associados aos grupos diedrais D; com
i1 > 5, cujos grafos de Cayley sao ciclicos a menos de um nimero finito de vértices de
grau 1. Em [6], na se¢@o 5.2, ¢ demonstrado que todos os vértices de grau 1 podem ser
desprezados no calculo da homologia. Entao, podemos considerar os grafos em questao
como grafos ciclicos que nao sao quadrados nem tridngulos, obtendo a mesma homologia

do exemplo 5.3, que também é diferente da homologia dos grupos diedrais.

Portanto, ao que tudo indica nao ha uma relagao direta entre as duas teoria homolo-

gicas — de grupos e de grafos.

Note que a existéncia de quadrados no digrafo dado por um conjunto gerador antis-
simétrico implica que dois de seus geradores comutam. Isto mostra, por exemplo, que
se Hi(G) é nao trivial para algum 1 > 2, entdo ao menos dois elementos do conjunto
gerador comutam. Se um grupo ¢é livre seu grafo claramente nao contém triangulos.
Portanto, segue pela Proposicao (4.8) que dim H,(G) = 0 para todo p > 2, caso G seja
livre. Isso é um indicativo de que a homologia do grafo de Cayley de G com respeito a

um conjunto gerador minimal S nos da informagoes algébricas sobre o grupo G.
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5 Digrafos Localmente Finitos

5.4 Teoria homotdpica de digrafos
e os axiomas de

Eilenberg-Steenrod

H& no caso continuo um conjunto de axiomas que rege as diversas teorias homologicas,
chamado de axiomas de Eilenberg-Steenrod. Nesta se¢ao enunciaremos o analogo para
o caso discreto, que foi enunciado pela primeira vez em [7]. Também neste artigo, foi
demonstrado que, com algumas defini¢oes a mais, a teoria homoldgica para digrafos que
estudamos ao longo deste trabalho satisfaz tal conjunto de axiomas. Outro importante
resultado que enunciaremos aqui, também apresentado em |[7], é a sequéncia de Mayer-
Vietoris. A demonstracao dos fatos aqui enunciados pode ser achada nesse mesmo
trabalho.

Antes definamos uma teoria homotdpica consistente com nossa teoria homologica
sobre os digrafos.

Para um dado digrafo X fixamos a notacao: Vx é seu conjunto de vértices e Ex de

arestas.

Definicao 5.17. Um digrafo com base X* é um digrafo X com uma escolha de um

vértice x.

Definicao 5.18. Uma aplicagao de digrafos de um digrafos X a um digrafoY € uma
aplicagao f : Vx — Vy tal que para qualquer aresta v — w temos que f(v) = f(w) ou
f(v) = f(w) em Y.

Uma aplicagao de digrafos com bases f: XV — YV é uma aplicagao de digrafos

tal que f(v) = w.

Uma aplicagao de digrafos é dita isomorfismo se é, além de uma aplicacao de digrafos,
uma bijecao cuja a inversa é também uma aplicacao de digrafos.

Denotamos a categoria cujos objetos sao os digrafos e os morfimos as aplicacoes de
digrafos por D e a categoria dos digrafos com base por D*.

Denotaremos por I, um digrafo de vértices {0,1,--- ,n} cujo conjunto das arestas
contém exatemente uma das arestasi — (i4+1) ou (i+1) — i para cadai € {0,--- ,n}.
Tais digrafos serao chamados de digrafos linha. Denote ainda por I} o digrafo linha

com base * = (.

Definigao 5.19. Dizemos que duas aplicagoes de digrafos f,g : X — Y sao homoto-

picas, e denotamos f ~ g, se existir um digrafo linha 1, e uma aplicacao de digrafos

t.q.
F:XHBI, =Y tal que Flxmo =f, Flxmn =9
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Em que XH 1, denota o produto cartesiano do digrafo X pelo digrafo 1,,.
Tal F € dita uma homotopia de f a g.
Se X" e Y* sao digrafos com base, pedimos a propriedade Fpymi, = * para a homo-

topia.

Definicao 5.20. Dizemos ainda que dois digrafos sao homotopicamente equivalen-
tes, e denotamos X ~ Y, se existirem aplicacoes de digrafos f : X - Y eg:Y — X

t.q.
fog~Idy,gof~Idx.

Tais f e g sao ditas inversas homotdpicas uma da outra.

Denotaremos por D* a categoria dos digrafos com as classes homotopicas das aplica-

coes de digrafos e por D*’ a versdo dos digrafos com base.

Definicao 5.21. Um digrafo Y é dito subdigrafo de X se Vy C Vx e Ey C Ex.

Denotamos Y C X. Se, além disso,
vwwe Vy e (v,w) € Ex = (v,w) € Ey,

entao Y € dito um subdigrafo induzido de X e denotado por X C Y.

Um par de digrafos é um par da forma (X,Y) com Y C X.
Definicao 5.22. Sejam (X,Y) e (X',Y’") dois pares de digrafos. Uma aplicagio de
digrafos T : X — X' € dita uma aplicagcao de pares de digrafos se f(Y) T Y/, ¢ é
denotada por f: (X,Y) — (X', Y’).

Além disso, dada f: V — V', uma funcao entre dois conjuntos de vértices, definimos

como homomorfismo induzido por f o homomorfismo f, : Q, (V) = Q,(V’) por

ful€ipi,) = €f(ig)f(ip)-
Na versao regular do complexo de cadeia, fixamos

filey ) = €f(ig)F(ip)s S€  €f(ig)-f(ip) é regular
B 0, caso contrario.

Segue diretamente da definicao do operador bordo que of, = f,0.

Da mesma maneira f induz um homomorfismo f, : Hy(X) — H,(X’), em que X e
X’ sao digrafos cujos conjuntos de vértices sdo V e V', respectivamente. Além disso,
duas aplicacoes homotopicamente equivalentes induzem os mesmos homomorfismos, de
modo que as homologias sao invariantes homotopicos.

O fato de f, estar bem definida e o fato da homologia ser um invariante topologico

foram enunciados em [7].
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Agora apresentaremos o essencial para o cilculo de homologia de um par de digrafos.

Fixe a seguir (X,Y) um par de digrafos.

Proposicao 5.23. O homomorfismo i, induzido pela inclusao natural 1 : Y — X €

também uma inclusao.

Definimo, portanto, o complexo de cadeis Q4(X,Y) := Q.(X)/Q4(Y). E os respec-
tivos grupos homologicos por He(X,Y), denominados por grupos homologicos de

caminhos relativos.

Teorema 5.24. (Homologia do par) Seja (X,Y) um par de digrafos. Entao existe

uma sequéncia exata longa de homologias relativas
0« Ho(X,Y) «+ Ho(X) <= Ho(Y) <« -- < Hi 1 (Y) <« Ho (X, Y) < Hy (X) -

em que 0s homomorifismos Hn (Y) — Hn(X) s@o os induzidos pela inclusao i:Y — X.

Proposicao 5.25. Seja X um digrafo com C componentes conexas. Entao dim Hy(X) =

C.

Sejam X = YUYy e Z=Y;NY, a uniao e a intersec¢ao de dois digrafos t.q. cada
caminho elementar estd exatamente em um dos digrafos Y; ou Y;. Considere ainda o

seguinte diagrama comutativo de inclusoes naturais de digrafos:

zZ—y, (5.2)

e, Iy

Y2]—>X

Teorema 5.26. (Sequéncia de Mayer-Vietoris) Sob as condi¢oes recém enunciadas
para os digrafos X e Z, o diagrama (5.2) induz a sequinte sequéncia exata longa de

homologias:
o ——Hn(Z) —Hn (Y1) @ Hu (Yo )— Ha (X) — Hpyy(Z) —— - - -

em que & = (i1,i2), d(a,b) =jl(a) —j%(b) e 0 ¢ o homomorfismo conector.

*9 Tk

5.4.1 Axiomas de Eilenberg-Steenrod

A teoria homoldgica enunciada ao longo desta dissertacao apresenta uma série de pro-
priedades bastante similares aquelas dos axiomas de Eilenberg-Steenrod para o caso

continuo. Portanto, a definicao axiomatica de uma teoria homoldgica na categoria dos
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pares de digrafos que se segue possui um modelo e mostra, novamente, que o caso
discreto tem um comportamento bastante analogo ao continuo.

Defina o funtor R : D? — D? pela seguinte regra
R(X7 Y) = (Y7 @) € R(f) = fYa

se f:(X,)Y)— (X, Y').
Temos o funtor induzido R’ : D2" — D2’ que leva [f] a [fly].
Seja A a categoria dos grupos abelianos.
Fixe também os funtores R: D2 — D2 e R’ : D2’ — D2’ definidos por

R(X,Y) = (X,2), R(f)=fly

R/(X7 Y) - (Xa @), R/(f) - [f|Y]>
com f: (X,Y) — (X', Y’) aplicagao de pares de digrafos, sendo [f] sua classe homotdpica.

Definig¢do 5.27. Uma teoria homldgica néo reduzida sobre a categoria D?' de
pares de digrafos e classes homotopicas de aplicacoes de pares de digrafos compoe-se da
sequéncia de funtores

H,: DY A, peZ

e das transformacoes naturais
On:H,—>H, 10R, mezZ,

tais que satisfazem os axiomas que sequem.

1. Azioma da exatidao: Para todo par (X,Y) € D’ a sequéncia

e Ha 6V 06 YT H (Y, 2) 2 1, (X, 2) G (X Y) —— -

€ exata; com i e j sendo as inclusoes naturais.
2. Azioma da Excisao: Considere os dois casos.

(a) Seja X um grafo no qual hd dois subgrafos Ay e Ay tais que ndao hd arestas
saindo de Va, para Vx \ Va,; i € {1,2}. Sejam ainda Y; (i € {1,2}) os
subgrafos de X obtidos deletando os digrafos Ay e todas as arestas que levam

a eles (“arestas saindo” pode ser substituido por “arestas entrando”).
(b) Sejam X =Y UYy e Y1 N Yy =%, um digrafo de um inico vértice.

Em ambos os casos a inclusao

j : (Y1>Y1 mYQ) — (XvYQ)
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5 Digrafos Localmente Finitos
induz isomorfismos

Hn(G) : Ho(Y1, Y1 NYe) = Ho (X, Y2), neZ.

3. Azioma da aditividade: Se X = X« € uniao disjunta de digrafos, entao

Hn(X,2) = P Ha(Xa, @).

4. Axioma da dimensao: Para o grafo de um vértice x vale

K n=0

H“(*’g):{ 0 n#0

com K sendo um grupo abeliano fixado.
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Teorema de
Decomposicao de
Hodge

Neste capitulo apresentaremos um resultado inédito na literatura, o Teorema da de-
composi¢cao de Hodge para digrafos localmente finitos. Observamos, todavia, desta vez
nao ¢é possivel prova-lo usando técnicas elementares de algebra linear, como o feito na
secao 4.6 para digrafos finitos. Desta vez nos inspiraremos na demonstracao do teorema
de Hodge para variedades que é feita estudando a equagao do calor — como apresentado
em [1]. A andlise aqui feita da equagdo do calor é fortemente inspirada em [14].

Para demonstrarmos o Teorema de Hodge é necessario que estudemos a equacao do
calor em um grafo localmente finito e conexo G = (V,E). Mais especificamente, o
problema de Cauchy (PC)

2ut+Au = 0
u(0,x) = uy(x)

em [0, T[xV com condi¢ao inicial ug: V — R; com T €]0, col.

Intuitivamente, no caso continuo, podemos ver 1, como sendo uma configuragao
inicial da temperatura em cada ponto de uma variedade. Do ponto de vista termodina-
mico é esperado que tal temperatura se “espalhe”, suavemente pela variedade, levando
em consideragao sua geometria. O fluxo u(t,x) do (PC) para este caso nos da a confi-
guragao da temperatura em cada instante t. Espera-se que ap6s um tempo t suficiente
esse sistema atinja um equilibrio. Isto é, que u(t,-) convirja a uma forma harménica
para tempos suficientemente grandes.

No caso de digrafos podemos ter uma intuicao analoga.

Dizemos que uma funcao p :J0,00[xV x V — R é uma solugdo fundamental da

equagao do calor

0
—u+Au= 0
ot
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6 Teorema de Decomposicao de Hodge
se para qualquer condigao inicial limitada uy: V — R a funcao

u(t,x) = Z plt,x,yluely), t>0,xeV
yev

for diferenciavel em relacao a t, for solugao da equacao do calor e para todo x € V

lim u(t,x) = up(x).
t—0+

Se x e y sao dois vértices de um digrafo G tais que x — y ou y — x entao fixamos a
notacao x ~ Y.

Defina sobre G a métrica usual de digrafos d : V x V — Z da seguinte maneira:
d(x,x) =0 e, se x #y, existe um numero finito de vértices x = xg ~ X1 ~ -+ ~ Xy =
Yy € V que conectam x e y. Fixe d(x,y) como sendo o menor nimero k de tais vértices

— ressalta-se a conexidade de G.

Teorema 6.1. [1/] Seja G = (V,E) um grafo tal que existem xg € V e C = 0 com

Ad(-,xq) = —C. Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
e FEziste um unica solu¢ao fundamental p :]0,00[xXV x V — R da equagao do calor.

e G € estocasticamente completo, 1i.e.,

D pltxy) =1

yev

para todost >0 ex € V.

e Para todo wy € 11(V) e para toda solugao correspondente de (PC) u, temos que

Y ultx) =Y ulx)

xeV XEV

para todo t > 0. Ainda,

U(t,X) = Z P(tx’y)uo(y)

yev

Nas afirmagoes que seguem fixaremos um grafo G que satisfaz as condig¢oes do teorema
acima.
Note que Ad(-,xg) > —C é uma restri¢ao no crescimento do grafo, uma vez que, para

um dado X € V,
—lAd(X X ) = m(x)d(x X )— E d( X )
9 » A0 y A0 — Y,Xo);
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note ainda que se y ~ x, entao d(y,xo) = d(x,xo) = 1. De modo que Ad(:,xq) sO
nao ¢ limitado inferiormente se as bolas de raio k centradas xg assumem nimeros de
vértices interiores com distancia k —1 de x( arbitrariamente grandes. Nao tao somente,
esse nimero deve superar (com diferenga arbitrariamente grande) o namero de vértices
exteriores com distancia k+ 1 de xo. Claramente grafos de valéncia limitada satisfazem
essa condigao.

Utilizaremos esse teorema, junto com a intui¢ao termodindmica mencionada no inicio

da secao, para provar o Teorema de Hodge.

Teorema 6.2. (de decomposi¢ao de Hodge) Existem operadores lineares H (proje-
¢a@o harmonica) e G (operador de Green) de AP, para todo p, caracterizados pelas

sequintes propriedades
e H(x) é harmonica;
e G(«) € ortogonal ao espago das formas harmonicas;

e x=H(x)+AG(«x).

Como consequéncia do teorema anterior isso implica que AP = A(AP) & HP =
do(AP) ® 0d(AP) d HP = d(AP) & 0(AP) @ HP.
Dividiremos a demonstragao do Teorema de Hodge em duas proposi¢oes que apre-

sentamos a seguir.

|* ¢ nao crescente.

Proposicao 6.3. Se u(t,x) € solugao de (PC), entao ||u(t,x)

Demonstracao.

d
—u,u) = —2(Au,u) = —2(]|du” + [[oul*) < 0.

0 2
— Jlu(t =2
Jualt, x)|* = 2(5

ot

Defina

Te(uo) = ) plt, %, y)uo(y)
yev

com p como no Teorema 6.1. Esta ¢, como vimos, a tnica solugao de (PC).
Proposicao 6.4. Vale a propriedade de semigrupo Ty, 1, = T, T4, .

Demonstra¢ao. Note que w(t; + ta,x) pode ser obtido resolvendo a equagao do calor

com condic¢ao inicial u(ts, x) e entao calculando-a em t;. O

Proposicao 6.5. T; € autoadjunto.
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6 Teorema de Decomposicao de Hodge

Demonstrag¢ao. Como

0 0

a(Tt‘xa TTB) - <aTt(X7 TTB> = _<AT’£(X7 TTB>
= —(Tix, AT = (T, 9 T _ 0 Tix, T
__< t &, TB>_< tocaa_,r T6>_a_,_[_< t &, "CB>7

podemos escrever Ty, T.f) = g(t + T). Assim,

(Tro, B) = g(t +0) = g(0 + 1) = (, TeB).

Proposigao 6.6. Ty converge a uma forma harménica H(x).

Demonstracao. Note que
| Teqono — TtOCH2 = (Teyonae — Teo, Teponoe — Trx) =

[ Teroned]® + | Teee]|* — 2(Teronex, Tec).

Usando (6.4) e, em seguida, (6.5), temos
(Terona, Teat) = (Toqno Tiyna) = |]Tt+hoc\|2.
Assim,
ITevonoe—Teadl|” = ([ Tesanod] — [Tea)® = 20 Tesnod” — [ Tesanall - [ Teexl).

Pela Proposicao6.3, | Tea||* converge. Assim, || Teionx — Tex||® pode ser tomado arbi-
trariamente pequeno. Como 1? é completo, segue que Ty converge, no sentido 12, para
uma forma H(x) € 12. Para provar que H(a) é de fato harménica, basta tomar T > 0
e notar que a relagdo Tiox = T.Ti_r implica no limite que T:H(x) = H(«). Entao

TiH(x) é constante em t. Assim,

0 0
= "TH(a) = —H(at) = —AH(w).
0= 5 TeH(e) = S H(a) ()
Logo, H(x) é de fato harmonica.
Ainda,
(Ho, ) = lim (Teer, B) = lim (o, Te) = (o, HB).
Assim, H é autoadjunto. m

Proposicao 6.7. Ty é compacto para todo t.
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Demonstracao. Considere ¢; uma base ortonormal enumeravel de 12(AP). Temos entao

que ¢i(x)d;(y) é uma base ortonormal enumeravel de 1?(AP x AP). Defina entao

— Z plt,x,y)di(x)d;(y),

xX,yev

de modo que

p(t,xy) = Zpufb (y).

i,j=1
Agora defina

=3 > pudiad;(v)

i=1 j=1

=Y palxyuly)

yev

Deste modo, T,, tem como imagem um subespaco de dimensao finita de 12(AP) e, como

todo operador cuja imagem tem dimensao finita é compacto, T,, também o é.

Note que ,
I(Te—Tul® = || Y (p(t.x,y) —pulxy)uly)|| =
yev
2
Z(Z(p(t,x,y)—pn(x,y))u(y)> <Z(Z(P(t,x,y) prlx,y)) ) w(y )
XEV \yev x€V \yev yev

) ( Y (pltx.y) — palx.y) ) 2 wl= ) D Il

x,yev yev i=n+1j=1

Como ||p[z = 2 5j-1lpil? < 00, a soma acima tende a zero quando n — co. Assim,

T, — T¢ na norma do operador. Assim, podemos lancar mao do teorema abaixo.  []

Teorema 6.8. Sejam A : X — Y wuma transformacao linear e A,, € L(X,Y) uma
sequéncia de operadores compactos tal que Ay, —=> A na norma do operador. Entdo

A € compacto.
A prova desse teorema pode ser encontrada em 8|, pag. 408.

Proposicao 6.9. O operador de Green, dado pela integral

G(a) = J:O(Ttoc— Ho)dt

esta bem definido. E vale a sequinte 1gualdade

AG(a) = ¢ — Ha.
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6 Teorema de Decomposicao de Hodge

Ainda, G() € ortogonal ao espago das formas harmoénicas qualquer que seja .

Demonstragao. Mostremos que a norma || Tya(x) — Ho(x)|| decai rapidamente de modo
que a integral esta bem definida.
E um fato conhecido na teoria de espacos de Hilbert que se T é um operador compacto

autoadjunto num espaco de Hilbert, H, e
m(T) :=sup{|{Tx,x)| : x € H, ||x|| < 1},
entao m(T) ou —m(T) é o maior autovalor de T e vale que
1Tl = Im(T)I.
Dessa forma para o méximo do problema variacional:
m(Ty) := sup{|(Teax, )| : [x|| <1 e Ha =0},

tem solucao. Denominaremos por [3(t) o méaximo e A(t) o correspondente valor maximo.
Note que, pela propriedade de semigrupo temos que To¢ = A?(t)B. Mas, por outro
lado, To 3 = A(2t)B. Logo, A(t+1t) = A(t)-A(t). Portanto a fungao A(t) é multiplicativa

—A1t

e assim A(t) =e , com Ay > 0, pois a funcao exponencial f(x) = e* ¢é a tnica funcao

Lebesgue-mensuravel com f(1) = e que satisfaz
f(x +y) = f(x)f(y) para todos x e y.

Ainda, o negativo no exponencial se da pelo fato de T convergir a H3 = 0 com
t — o0.

Como [ Teoe — Het|| = || Te (e — Hod) || < [|TeB ]|, temos que [[Teo — Hed| < e ||| <
—A1t

e . E assim decai rapidamente.
Agora,
o o o0 aTtO(.
AG(ax) = A(Tix —Ha)dt = ATixdt = — m dt = o — H().
0 0 0

Por ultimo, seja 3 harmoénica. Entao
o0

(6 (e, B = | (T~ H)a e = [ (e (T~ 1B =0

0 0
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Homologia de
Complexos Simpliciais,
Espectro e Passeios

Aleatdrios

E um resultado cléssico o fato da primeira homologia e do espectro do laplaciano para
grafos estarem relacionados ao comportamento assintético de passeios aleatorios. Neste
capitulo generalizamos essa interpretagao para os diversos grupos homologicos por meio
da analise de um processo estocéastico sobre complexos simpliciais. Aqui também vemos

a forca que a analise do Laplaciano e de seu espectro nos proporciona.

Recentemente um processo estocastico similar ao de passeios aleatérios foi construido
de modo a dar uma interpretacao para homologias de grau maior em [10] e [11]. Apresen-
taremos tal processo nesta secao. Todavia, esse processo requer uma série de restrigoes.
Como por exemplo, a homologia aqui construida, apesar de muito similar as anteriores,
requer que o complexo em questao seja um complexo simplicial uniforme; uma condigao
relativamente muito restritiva se comparada as teorias anteriores. Porém, como dito,
ela é frutifera no sentido de nos dar uma interpretacao para as homologias. Nao tao
somente, ela é um solo fértil para que ideias para a interpretacao das homologias recém

apresentadas cresgam.

Fixe G = (V,E) um grafo k-regular; i.e., cada vértice tem valéncia exatamente k.
De modo intuitivo, um passeio aleatério p-preguigoso é um passeio comegando em um
vértice vy e, em cada passo, ele se mantém estatico com probabilidade p ou move
para cada um de seus k vizinhos com probabilidade @ (veja definigao 7.4). Esse
processo pode ser tomado como uma familia de 0-formas p}°, em que p}°(v) indica a

probabilidade do caminhante, que partiu de vy, estar em v no tempo n. Temos para

esse processo os seguintes resultados classicos:
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7 Homologia de Complexos Simpliciais, Espectro e Passeios Aleatorios

1. Se G é finito, entao pY? = lim p)° existe, e é constante se, e somente se G é
n—oo

conexo.

2. Neste caso, a ordem de convergéncia de p}° é dada por

|lpy° — constante| = O ((1 — %A(G)) ) ;

em que A(G) é a lacuna espectral definido como o menor autovalor do operador

Laplaciano de G sobre as O-formas cuja soma se anula em V.

3. Quando G é infinito e conexo, a lacuna espectral é relacionado a probabilidade

de retorno do passeio por

n—o0

1
lim {/pr’(vo) =1— 5}\(6)'
Nota: Aqui, o Laplaciano referido é o definido classicamente por

ATE(V) =f(v) — > f(w).

w~v

A relagdo com o laplaciano definido anteriormente fica evidente por (5.1). E, quando

G ¢ infinito, A(G) := min Spec <A+|L2(V)).

7.1 Complexos finitos

Fixe, nesta se¢ao, e salvo menc¢ao explicita do contrario, X como sendo um complexo
simplicial d-dimensional sobre um conjunto finito de vértices. Isto é, X é um subcon-
junto do conjunto das partes de V que também é um complexo simplicial. Aqui, nos

referiremos aos elementos de X como células, ou simplexos.

Definicao 7.1. A dimensao de uma célula de X € dita j se essa célula tiver cardina-

lidade j + 1. A dimensao de X € a dimensao mazimal de suas células.
Denotaremos uma j-célula o, i.e., uma célula de dimensao j, por o = {0y, - , 05}.

Definigao 7.2. Definimos o grau de o, deg(c) como sendo o nimero de (j+1)-células

que a contém.

Deste modo, o complexo simplicial X é dito uniforme se toda célula estiver contida
nalguma célula de dimensdao d = dim X. Fixamos ainda X’ o conjunto das j-células de
X.

Ressaltando o fato de que cada j-célula o = {0g,---,0;} admite duas formas de

ordenagao de vértices, a menos de paridade por permutagao, temos a seguinte defini¢ao:
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7.2 (d-1)-passeios aleatorios

Definicao 7.3. Uma j-célula orientada o é uma j-célula com uma escolha de paridade

de permutacao. Tal escolha € dita uma orientacao da célula.

Denota-se a célula orientada com colchetes por delimitadores. Por exemplo, as duas
orientagoes possiveis de 0 ={0, 1,2} sao [0,1,2] e [1,0,2].

Denotamos por in o conjunto das j-células orientadas de X. Trivialmente IinI = 2|XI|
sej =1le X];t = X se j = —1,0. Uma escolha de orientacao sera denotada por XL
e a outra por X’ . Temos que para uma dada j-célula orientada o denotaremos sua
orientagao inversa por O.

Para cada j-célula o definimos ainda suas faces como sendo as (j—1)-células o\ o; para

1e€{0---,j}. Ainda, o induz sobre suas faces a seguinte orientacdo, {0g, - -+ , 0i_1, Oit1, -

é orientada como (—1)'[og, -+, 041, 0441, , 03); em que (—1)* indica orientagao po-
sitiva se 1 é par e negativa caso contrario.

Aqui nos restringiremos as seguintes formas sobre X:
Q' =0(X)={f: X, 5> R:f(T) =—f(0); VoeX,.}

A figura abaixo mostra as possiveis orientac¢oes induzidas pela face [a, b, c] sobre as

arestas, sendo elas, respectivamente, positiva e negativa.

Novamente, Q! pode ser identificado (por isomorfismo) a R e, como nio hé escolhas
distintas de orientacao em X°, QU é simplesmente o conjunto das funcoes reais definidas
sobre os vértices.

Por dltimo, a cada j-célula orientada ¢ em X associamos uma j-forma, chamada

forma de Dirac 1, definida por

1, T=o0
I]-O'(T) - —1, T=0

0, caso contrario

Para j = 0 a funcao de Dirac é a usual e para j = —1 fixamos 15 = 1.

7.2 (d-1)-passeios aleatodrios

Note que (di)grafos podem ser vistos como complexos simpliciais 1-dimensionais uni-

formes. E, como dito, os passeios aleatorios sobre os vértices, i.e., sobre as 0-faces, nos
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7 Homologia de Complexos Simpliciais, Espectro e Passeios Aleatorios

da informacoes sobre a zeresima homologia do grafo. Aqui construiremos um processo
analogo.

Fixe X um complexo uniforme d dimensional e p € [0, 1[.

Definigao 7.4. Um (d-1)-passeio aleatorio p-preguicoso sobre X sobre X é um

processo estocdstico que respeita 0s sequintes ariomas:

1. duas (d — 1)-células orientadas o e o’ sao ditas vizinhas, e escrevemos o ~ o', se

ambas sao faces de uma mesma d-célula com orientagoes induzidas opostas.

2. O passeio comega em uma (d — 1)-célula orientada oy, e a cada passo permanece
estdtico com probabilidade p ou toma uniformemente, com probabilidade (1 —p),

algum de seus vizinhos.

Note que cada (d — 1)-célula o de X pertence a deg(o) d-células de X e cada uma
dessas d-células tem d outras faces além de o. Portanto, o nimero de vizinhos de o é
exatamente ddeg(o). Assim, podemos definir o processo acima como sendo a cadeia

de Markov sobre X$~! com probabilidades de transicio

p, 0 =0
P o . o 1_]3 /
rob(Xny1 =0'|1X, =0) = m, o'~0o

0, caso contrario.

Note que duas arestas em um complexo de dimensao maior que 1 sao vizinhas se elas

tém o mesmo ponto de origem ou o mesmo ponto final.

Definicao 7.5. Dizemos que X € (d — 1)-conexo se para cada par ¢ e 0’ de (d —1)-
células houver um uma cadeia de (d — 1)-células da sequinte maneira: 0 = 0y ~ 07 ~
-~ 0p = 0. As classes de equivaléncia definidas por essa rela¢ao sao ditas (d —1)-

componentes de X; como era de se esperar.

Denotaremos p2°(0) como sendo a probabilidade do (d — 1)-passeio partindo de oy

em X atingir o no tempo n.

Definicao 7.6. O processo esperanca em X, de dimensio d > 2, comecando em 0Ogy

€ a sequéncia de (d —1)-formas {E2°}en definidas por

& (o) =pr°(o) —pr(0).

Para grafos, i.e., d =1, definimos E2° = p20.
n
Se p > 1, entao [|EZ| = © ((Lﬁ“) > E E2° sempre converge a uma forma

€39 = 0. Por isso lancamos mao da seguinte definicao.
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7.3 Operadores Laplacianos em complexos simpliciais

Definigao 7.7. O processo esperanca normalizado ¢ definido como

¢ 0o _ d " 0o
)= () &

O limite desse nova “esperanca’ sempre existe e é nao nulo.

O nome “esperanga” do processo é dado pelo seguinte fato:

EX(f)= ) pY(o)fle)= ) &X(o)f(0).

cexit cexd-1

Note que a probabilidade do (d — 1)-passeio aleatorio p-preguigoso partindo de og

O

estar em 0 no tempo n + 1, ie., p,,

%,(0) requer que ele estivesse em 0 no tempo n
e escolhesse ficar parado ou que ele estivesse em algum de seus vizinhos e escolhesse

andar exatamente para o, portanto

1—p « prlo')

pry1(0) =p.pr’(o) + & 2= deg(o)

Assim, definimos o operador evolugao A = A(X, P) sobre Q%! por

_ (1-p) & f(o)
(AR)(0) =pf(e) + 52 3T 00

o/~o

oo
n+1-

Como Ap?2° = Ap,°,, temos que AEJ =€

n n

7.3 Operadores Laplacianos em

complexos simpliciais

Nessa segao seré apresentada uma teoria homolégica extremamente similar as apresen-
tadas nos capitulos anteriores. Todavia, aqui sera lancada mao do fato de que o objeto
subjacente ¢ um complexo simplicial.
Para uma dada célula o de X e um dado vértice v € o dizemos que v<io se vo = {viUo
é uma célula de X. Se 0 = [0y, - , 0%/ é orientada, entdo vo = [v, 0¢, -+ , 0%] se v< 0.
Aqui definimos o operador bordo 9y : Q% — Q*! — em que cometeremos novamente

o abuso de denotar simplesmente por 0 — por

of(0) = ) f(vo).

v<o

Em particular, se f é uma zero forma, 0f(@) = . f(v).
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Exemplo 8. Seja X o complexo simplicial orientado de dimensdo 3 tal que X3 =
{log, 01, 09, 03]}. Entao temos que as faces, com orientacao induzida, de ¢ = [0y, 07, 09, 03]
Sao

{lo1, 02, 03], —[00, 02, 03], [00, 01, 03], —[00, 071, 0]}

Tome f € Q'(X). Temos

of([o1, 03]) = f([0g, 01, 03]) + f([02, 07, 03]) = f([00, 01, 03]) — f([o7, O3, 03]).

Temos entao um complexo de cadeia simplicial de X dado pela sequéncia (Q°, 0,).
Nao ¢ dificil provar que 0%2€ = 0. Além disso, o fato da teoria homolégica anterior
ser uma generalizagao dessa, para complexos de caminhos que nao sao necessariamente

dados por complexos simpliciais, é evidenciado por (2.5).

Novamente define-se os ciclos Zy = ker dy, os bordos By = Im0dy,; e a k-esima

homologia (sobre os reais) Hy = Z;/By.

Ainda, a Q¥ pode ser atribuido o seguinte produto interno

(f,9)= > w(o)f(o)g(o); Vf ge QX

oeXk

em que w: X —]0, co[ é uma fungao peso pré-fixada. Note que nos capitulos anteriores

a funcao peso foi adotada como a constante 1.

Dada a finitude de X temos que os operadores 0y admitem operadores adjuntos — com
respeito ao produto interno fixado — &y : Q' — QF; ditos operadores co-bordos.

Explcitamente, se f € Q%1 entao

k
D (FD'w(o\o)f(e\ o) 0<k<d.

i=0

1

6kf(0j ::WV(G)

Este operador é o equivalente ao operador diferencial das teorias anteriores. Isso fica

claro por (2.12).

Novamente definimos os cociclos, cobordos e cohomologias do complexo sim-
plcial de cocadeia de X, (Q.,8,), por Z*¥ = ker 8y, B¥ = Im &y ¢ H* = Zk/B¥,
respectivamente. Os cociclos também recebem o nome de formas fechadas e os co-

bordos de formas exatas.

96



7.3 Operadores Laplacianos em complexos simpliciais

Neste capitulo fixaremos a seguinte funcao peso:

1 d—1
w(o) = { dsr TEX
1, o€ X\X4 1,

Ressalta-se ainda que, se 0 € X471 entdo
1
w(o) !t = EI{G’ e X4 o' ~ o).

Definicao 7.9. Finalmente definimos os Laplacianos superior, inferior ¢ com-
pleto, A*, A=, A: Q41 — Q31 da sequinte maneira:

AT =04084
Ai - édad
A=A"+A".

Em geral define-se os k-ésimos laplacianos trocando na definicao acima d — 1 por k.
Fica claro pela definicao que estes operadores sao autoadjuntos com respeito a produto
interno fixado.

Calculos explicitos mostram que

(A f)(0) = f(0) — }_ d‘;(g‘(rc),). (7.1)
E que
d—1 .
(A f)(0) =dego ) (—1)' > f(vo\oy). (7.2)
i=0 v<ao\ oy

Novamente o ntcleo do operador Ay ¢ chamado de k-formas harménicas, H* =
H*(X).

Ressalta-se o Teorema de Hodge:
Q% =By @ H* @ B*.

Note que, pela definigao (7.9), temos que o espectro de A™ é ndo-negativo. Além disso,
o zero é atingido exatamente nas formas fechadas, i.e., em Z%4~!, que contém o espaco
das formas exatas, B4~!, que também siao denominadas zeros triviais no espectro

de AT. A existéncia de zeros nao triviais ¢ um invariante topologico do complexo, no
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sentido de nos dar informagao da existéncia de uma homologia nao trivial. A definicao

a seguir mede, em certo sentido, o quao trivial é a homologia.

Definigao 7.10. Definimos como lacuna espectral (do inglés, spectral gap) do com-

plezo d-dimensional X o sequinte escalar:
A(X) = min Spec(A¥*|z, ,) = min Spec(Alz, ,).

E definimos como lacuna essencial (do inglés, essential gap) de X o escalar:

A(X) = min Spec(A*|g, ,) = min Spec(Alg, ).

A transicao de A" para A se dd pelo fato de A~ se anular em Zg_;.

Temos que A se anula exatamente quando X tem sua (d — 1)-homologia nao trivial.
Como grafos sao 1-complexos, temos que A nos da informagoes sobre a conexidade. Em
certo sentido, A em um grafo mede o quao conexo ele é, sendo “mais conexo”’ para A
longe de zero.

Como B4 1 = (Z47 1)+, temos que A # 0. Ainda, se A # 0, entao A = A. Nos casos
em que A =0, A mede a taxa de mistura, i.e., a ordem de convergéncia a uma medida

invariante, como enunciaremos mais a frente.

Definicao 7.11. Definimos como desorientagcao em um d-complexo X, a escolha de
uma orientagao X$ de suas d-células tal que sempre que 0,0’ € X$ intersectam numa
mesma célula, elas induzem uma mesma orientacao sobre ela. Se € possivel definir uma

desorientacao sobre X, ele é dito desorientdvel.

Note que para grafos, a desorientagao é sinénimo de biparticao. Ainda, complexos
podem ser desorientaveis e orientéveis ao mesmo tempo; um exemplo para tal pode ser
achado em [11].

Proposicao 7.12. Seja X um complezxo finito de dimensao d.
1. Spec(X) € a uniao disjunta de Spec(Xi), em que X; denota as componentes de X.
2. Spec(A™) C [0,d + 1].
3. Zero é atingido em Z971.

4. Se X € (d—1)-conexo, entao d+ 1 estd no espectro se, e somente se, X é desori-

entdvel, e € atingido no bordo das desorientagoes.

As proposigdes que seguem relacionam o (d — 1)-passeio aos invariantes topologicos

aqui definidos.

98
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Proposigao 7.13. Considere o (d — 1)-passeio p-pregui¢oso sobre o X comegando em

oo € X$ 1. Entdo as sequintes afirmagdes sao verdadeiras:

1. O operador transicao A = A(X,P) € dado por

p(d—1)+1_I_1—p.A+;

A =
d d

Le.,
Epo=ATES.

3 pd—1)+1

2. O espectro de A estd contido em {Zp 1

p(d—1)+1 .
d

1 , com 2p—1 sendo atingido

m 2971,

1 p(d—1)+1)“ ( p(d—1)+1)“]
3. 1€ e max (J2p— 1), PO DAV
ez & | e (P45 P i

que Kj denota o grau mazximal de uma j-célula em X.

nas desorientacoes e

A proposicao que segue relaciona o comportamento assintotico do passeio, a homo-

logia e o espectro do complexo, como prometido anteriormente.

Proposicao 7.14. Fize um d-complezo X, e considere Aéfl 0 processo esperan¢a nor-
malizado do (d —1)-passeio p-prequicoso em X comegando em o. Entao ggo = lim ESL
n—oo

satisfaz:
d—1

1. S
“3d—1
0. Sep > L entao

cq(OC -1y __ . 1_p "
dist(€9, B¢ )_o<<1 p—(d_1)+1?\(X)> )

2. De maneira mais geral, a dimensao de Hgq_1 € tgual a dimensao de

<p <1, entao Ego € exato para qualquer o se, e somente se, Hg_1(X) =

Span {]P)Zd,l (Ego) 10 € de1} :

P ¢ o operador projecao.

3. Sep = sd_1’ entao ggo ¢ exata se, e somente se, Hqa_1(X) = 0 e X nao tem

(d — 1)-componentes desorientdveis.

3d—1
componente desorientdvel, £ € fechada. Se p >

4. De maneira mais geral, se

<p < 1 entao, a menos que X tenha (d —1)-

1
27

- (oo —1y . 1_p £y "
dist(€9, 24 1)—0((1 p—(d—1)+1}\(x)) >

entao
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Exemplo 15. Considere X um complexo simplical formado por um tinico d-simplexo
o ={0¢, -+ ,04}. Deste modo, o grau de cada face é 1. Ainda, o tem d+1 faces (que séo
(d — 1)-células). o induz uma orientagao sobre cada uma de suas faces. Denotaremos o
conjunto das faces com orientacao positiva por {c?, - - - , 09}, e o das faces com orientacao
negativa por {G°,--- , ).

Temos que os vizinhos de ot sdo exatamente & ; com i # j. Deste modo, um (d — 1)-
passeio pode ser visto como um passeio em um grafo bipartido.

O grafo abaixo exemplifica o caso em que d = 2.

Em que cada aresta tem peso I—EE.
Ressalta-se que Q47! = (1, : 0 € X¢™). Portanto, dim Q4 = [X¢ [ =d +1.

Fixada uma (d — 1)-célula oy temos

oo __ ]'7 0= 0-0;
Po = ..
0, caso contrario.

De modo que
&0 =1g,.

Temos por (7.1) e pelo fato de ¢’ ~ 0 se, e somente se, ambas sao faces com orientagoes

induzidas opostas por uma mesma d-célula, que

Deste modo,
d—1
AT =3 1.
i=0
Agora, note que as (d — 2)-faces de o sao da forma
o) =o'\ 0j = (=D \ oi)\ 0j.

Ainda, o’ tem orientacao (—1)" sej <ie (—1)"" ! sej > 1. De modo que ‘o) e ot
tém orientacoes induzidas por o opostas.
Assim, {[3} =Ly :j <iei,je€{0,1,---,d}} ¢ base de Q972 Rassaltamos o fato

de [3]l = —[3]1 Ao passo que, como ja vimos, {&; := L\, } € base de Q471
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7.3 Operadores Laplacianos em complexos simpliciais

Note agora que

dxi(0) = Z oi(0) #0 < =) o' e v =o0;.
vdo
Assim, 0o; (o) = Oéi(O'%O'i) = (—1). De sorte que dot; = Zj<i(—1)j[3}—zj>i(—1)j[5}.
Considere f = Zid:() fla, com f' € R para todo 1.
Calculos explicitos mostram que f € Z4_; = ker 041 se, e somente se, para todo par

de indices distintos (i,j) temos que
fi — f) (_1)1-0—).—0-1.

Note que, para o caso d = 1, i.e., se nosso complexo é um grafo constituido exatamente

por dois vértices e uma aresta os interligando,

(1)

Unindo este fato ao laplaciano recém calculado temos que A(X) = 2, o que nos diz que

tal grafo é conexo — como era de se esperar.

O
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Homologia de Grafos

Aleatdrios

Grafos de Cayley, como dito anteriormente, sao objetos geométricos capazes de represen-
tar a estrutura algébrica de grupos. Porém como ja observamos nas segoes anteriores,
as homologias dos grafos de Cayley associados a um dado grupo G nao tém relacao
direta com as homologias do grupo em questao.

Surge entao naturalmente a questao: as homologias dos grafos de Cayley nos retornam
de algum modo invariantes algébricos do grupo subjacente?

Na primeira secao deste capitulo mostraremos que as homologias dos grupos ciclicos
de ordem n com respeito a geradores minimais, i.e., aqueles em que nenhum subconjunto
proprio seu também gera o grupo — sao essencialmente as homologias do circulo (ou do
cilindro) ou do toro.

Ja na segunda secao deste capitulo abordamos o problema anélogo para grafos alea-
torios. Analisamos computacionalmente, por meio de simulagoes, o comportamento
assintotico das homologias dos subgrafos dos grafos de Cayley de grupos ciclicos dados
pelo processo de percolagao de elos. Como consequéncia das simulagoes chegamos a
conjectura de que tais homologias satisfazem um Teorema do Limite Central sobre suas
dimensoes.

Demonstraremos um caso dessa conjectura utilizando as técnicas desenvolvidas em

[15]: que o resultado ¢é verdadeiro para Ho.

8.1 Invariantes geométricos de

grupos ciclicos

Considere Z,, o grupo ciclico de ordem n. Pelo teorema de Bezéut, um subconjunto
S C Z,, ¢ um gerador minimal do grupo em questao se, e somente se, mde(SU{n}) = 1.

Lembramos que um conjunto S é dito um conjunto gerador minimal se gera Z,

103



8 Homologia de Grafos Aleatérios

e se nenhum de seus subconjuntos proprios gera. Nesta secao consideraremos apenas
conjuntos de geradores minimais e, consequentemente, cometeremos o abuso de tratéa-los
simplesmente por geradores; salvo menc¢ao explicita do contrario.

O objetivo desta secao é estudar a possivel relacao das homologias dos possiveis grafos
de Cayley associados a Z,, e as propriedades algébricas do grupo. Observamos inicial-
mente que, como todo grafo de Cayley é conexo o estudo de H, se torna desinteressante.
Por isso, inicialmente estudaremos Hj.

Claramente as cardinalidade possiveis de um conjunto gerador de Z,, dependem do
ntmero de primos que figuram na decomposicao prima de n. Por exemplo, todos os
geradores de Zyn, com p primo, tém apenas um elemento, dado que, para todo x € Z:;n
t.q. p nao aparece na decomposigdo prima de x, mdc(x,p™) = 1. Ja os possiveis
geradores de Zy o, com p e g primos sao {x}, com x coprimo com p.q, e {p, q}.

Note ainda que dois conjuntos geradores de Z,, de mesma cardinalidade tais que seus
elementos tém mesma ordem no grupo geram o mesmo grafo de Cayley, a menos de

renomeacao dos vértices.

Lema 8.1. Seja G o grafo de Cayley associado a Zn, com respeito ao conjunto gerador
S. Entao o grafo de Cayley associado G so contém tridngulos se S tem elementos de

ordem 3.

Demonstracao. Evidentemente se S contém elementos de ordem 3, entao G contém
triangulos.

Por outro lado, suponha que em G ha o seguinte triangulo

(&)
@—©

Entao existem elementos x,y,z € S (nao necessariamente distintos) tais que x = a~'b,
y=Db lcez=a"lc. Donde, xy =z Como os vértices de um tridngulo sao distintos,
temos que y # x 1. Se y # x, entdo S nio é minimal, o que é uma contradigao. Entao
z = x%. Segue da minimalidade (e do fato dos vértices serem distintos) que z = x .

Portanto, x tem ordem 3. [

Proposicao 8.2. Se G ¢ um grafo de Cayley associado a Zyn, tal que p™ = 5, entao
dimH;(G) =2 e dimH]®(G) = 1.

Demonstracao. De fato, os tinicos geradores possiveis de G tém cardinalidade 1, como
comentado anteriormente. Entao G é um grafo ciclico de p™ > 5 vértices. Portanto, ha
apenas um grafo possivel associado a Zpn.

Agora, note que

01(G) = 0" = span({ei(i+1) : 1 € Zpn}).
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8.1 Invariantes geométricos de grupos ciclicos

Contas corriqueiras de algebra linear mostram que
dim ker 0|, = dim ker E)REG|Q11:{EG =p"+ 1

E que

aREG‘Q

dimImd|g, =p™ — 1, dimIm reG =P

Deste modo,

dimH;(G) =2 e dimH*™ =1.

]

O resultado acima se segura se tomarmos o grafo de Cayley direcionado, i.e., com o

conjunto de geradores nao simétrico. Todavia, nesta hipotese, dim H;(G) = 1.

Proposigao 8.3. Seja G um grafo de Cayley de Zy,.q, com p e q primos e nao ambos
menores do que 4. Entdo, HR*Y(G) = 1 ou HFEG(G) = 2.

Demonstragao. O tnico conjunto gerador de Zp 4 nao unitario ¢ {p, q}. Esse grafo ¢
produto cartesiano dos grafos associados a Z, e a Zq. O resultado segue pela formula

de Kiinneth; sendo 1 nos casos que min{p, q} € {2, 3}. O

Os resultados anteriores possuem a seguinte intuigao geométrica. Os grafos de Zpn
s@o todos ciclicos (lembrando que estamos nos restringindo a geradores minimais, no

sentido enunciado no primeiro paragrafo desta segao), da forma

s
o,
4’1’7’0 e
g R
ol R\
P4 "
;9/ %‘\
Vi \
F k)
i \
f ﬁ
1 b4
i i
\
( i
} i
I\ i
L i
Q,\ Y/
R\ Vi
\) ¥
Y /
Ny, #
AN V7
\\*’t\ e -
M : = n4:;""/
oq e

Figura 8.1: Grafo de Zy;

Podendo ser mergulhados em um circulo, ou, ser vistos como uma discretizagao do
circulo com a escolha de p™ pontos equidistantes. E importante ressaltar que a homolo-
gia regular destes grafos é exatamente a mesma do circulo. O mesmo vale para qualquer
grafo de Cayley associado a um grupo ciclico gerado por um conjunto de cardinaldiade
1.
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8 Homologia de Grafos Aleatérios

Ja os grafos de Z,p, com p > 3 primo e conjunto gerador {2,p} séo cilindros (no
sentido de produto cartesiano de grafos sendo que um dos grafos em questao é apenas

uma aresta) da forma

Figura 8.2: Grafo de Zs 11

Ressaltamos também o fato da homologia regular de tais grafos ser a mesma da do
cilindro. O mesmo ocorre com os grafos da forma Zs,, (p > 3 primo), uma vez que H;
“sente” os tridngulos como arestas, de maneira pictoérica.

Por outro lado, os grafos de Z, 4, com p, q > 3 primos e conjunto gerador {p, q} sao
produtos cartesianos de ciclos, nos retornando grafos que podem ser enxergados como

uma discretizagao do toro, como mostra a figura abaixo

Figura 8.3: Grafo de Z7.41

Novamente, tal grafo apresenta mesma homologia do toro.
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8.2 Percolagao de elos e grafos aleatérios

8.2 Percolacio de elos e grafos

aleatodrios

Definigao 8.4. Definimos como (di)grafo aleatério um (di)grafo G(p) obtido a par-
tir de um grafo G pré-fizado pelo processo aleatorio de remover cada elo (aresta) com
probabilidade 1 —p ou de manté-lo com probabilidade p. Tais grafos sao também co-

nhecidos como (di)grafos de Erdios-Rényi.

Esse modelo para (di)grafos aleatorios é conhecido também como o modelo de per-

colagao elos, ou de arestas.

Definigao 8.5. Um processo de percolagao independente de elos (arestas) de um dado
(di)grafo G = (V,E) € uma familia de varidveis aleatorias i.i.d. {Xelec tais que
Xe ~ ber(p). Ou seja, X = 1 com probabilidade p e 0 com probabilidade 1 — p.

Dizemos que um elo estd aberto se X =1 e fechado caso contrdrio.

Q{kf" -
.v'-_ . ; \5 .\'//f."-,"/ -._\_,’_{:
,/""-_'rﬂb“?:-—' " e
o e SRR \ /
e ¥ o
e \ -
\\b .(}"“
- ".\-
L '2‘__{}
< ]
— -.-lp"‘.l : y
f 11 | ~=Ia
I} Y - N
i ] f N
R\ e
s N\
! b /
R
AL

Figura 8.4: Digrafo aleatorio obtido a partir do grafo de Cayley de Z7 41 com pro-
babilidade 0.6

Este processo tem como resultado elementos w € {0, 1}F, chamados de configura-
¢oes, t.q. w(e) = X. Assim, temos o espago de probabilidade ({0,1}%, F,P,), em que
F ¢é a o-algebra gerada pelos eventos cilindricos e a medida de probabilidade é a usual
sobre tais espacos, denotada por P,. Cada w induz um subdigrafo (aleatorio) de G
definido pelas arestas abertas de w e seus respectivos vértices.

Por ora estamos interessados em estudar subdigrafos aleatorios advindos de toros dis-
cretos. Defina os d-toros como sedo os grafos de Cayley Tfin) —com (n) =(ng, - ,ng) €
N4 - relativos ao grupo I | Z,,. com respeito ao conjunto gerador {n; :1=1,--- , d}.
Fixe V(Tén)) e E(Tén)) o conjunto dos vértices e das arestas, respectivamente, do grafo
em questao. Por brevidade fixe a notagao A™ = Tc(ln).

Queremos estudar familias de subdigrafos aleatoérios encaixantes de A™, denotadas

por
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8 Homologia de Grafos Aleatérios

{[IA™],}peo,1). Construiremos tais familias mais a frente. Mas antes nos debrucemos
um pouco sobre nosso problema.

O objetivo dessa segao é mostrar que num processo de percolacao dim Hq([A™],)
satisfaz o Teorema Central do Limite.

Intuitivamente, um digrafo é “mais aleatorio”, se ele é topologicamente “mais com-
plexo”. Utilizaremos a dimensao de Hy para estudar tal complexidade topologica.

Ao longo de nossos trabalhos fizemos diversas simulagoes computacionais no programa
Wolfram Mathematica calculando as dimensoes dos grupos de homologia para os mais
diversos grafos de Cayley — provenientes de grupos abelianos ou nao — obtidos a partir
do processo de percolacao independente de Bernoulli.

Na Figura abaixo apresentamos um exemplo comparando a média das dimensoes do
segundo grupo de homologia dos grafo aleatérios obtidos a partir Z,, com geradores
{3,4} efetivamente calculadas e a curva teorica esperada se fosse valido o Teorema do

Limite Central. No eixo x temos 30.p e no y dim Hy([Z12lp).

Figura 8.5: Dimensao de Hs para o grupo abeliano Zis com geradores {3, 4}.

Finalmente, definamos nossas familias de subdigrafos encaixantes aleatorias.

Definicao 8.6. Para cada p € [0,1] defina [A™P como sendo o subdigrafo aleatdrio
de A™ dado pelo processo de percolagao de elos {XE}ece(an), de modo que, para cada
aresta e de A", p = p' = Xb > XE/. Note que isso garante que [A™P C [AMP.
Nessas condigoes, dizemos que {[A™],}, e uma familia de subdigrafos aleatorios

encatrantes de A™.

A existéncia de tal processo segue diretamente de técnicas usuais de construcao de

acoplamentos de variaveis aleatoérias para a garantia de dominacao estocastica. Por
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8.2 Percolagao de elos e grafos aleatérios

exemplo, podemos definir X¥ : ([0, 1], B([0,1]),Ajp11) — (R, B,A) por X¥ = 1gp); em
que as respectivas medidas e o-algebras sao os borelianos e a medida de Lebesgue.

Seja Kq (n) 0 nimero de clusters em T((in) apos a percolagao. Denotaremos Kg (n)
simplesmente por K,, quando nao houver possibilidade de confusao.

Por [15], temos que K,, satisfaz o Teorema do Limite Central (TLC) se

Kn — Ep (K Yl e
p (o Belle) ) Ty, o
Varp (Kn) o V2T
para todo u quando min{ny,--- ,ngq} — 0o. Ressalta-se o fato do fato ter sido demons-

trado para K, como sendo o nimero de componentes conexas apos a percolagao na
bola de raio n — com respeito a norma do maximo — ao redor da origem no reticulado
Z*. Como Hy é justamente o grupo homolégico que mede as componentes conexas do

grafo, o resultado abaixo segue como corolério direto.

Proposicao 8.7. Nas condi¢oes acima descritas,

. (m) . (n) u
P, dim Ho(Tq™) — Ep (dim Ho (T4 ™)) <u _>J 1 6%2(17(
/ Var, (dim Ho(T(™)) w0 V27
para todo w quando min{n,,--- ,ng} — 0o.

Conjectura 8.8. Esperamos em trabalhos futuros demonstrar que, nas mesmas condi-

coes da proposi¢ao anterior,

vl e
<u —>J —e 2 dx

00 V2T

dim Hy (T\™) — Ep (dim Hy (TY))
/ Var, (dim Hy (T{M)

para todo w e para todo k =0,1,...,n, quando min{n,--- ,ng} — oo.
Nossas simulagoes e as técnicas apresentadas no artigo [15] nos levam a crer em tal

conjectura.
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Algebra Homolégica

Neste trabalho usamos amplamente da linguagem estabelecida pela teoria da algebra
homolégica. Nesta segao formalizaremos os resultados e defini¢oes de tal teoria utiliza-
dos no decorrer do texto. Ao longo das se¢oes anteriores langcamos mao espagos vetoriais
e seus homomorfismos como nossos principais objetos algébricos. Porém, nesta parte
do trabalho lidaremos com moédulos associados a um anel R, pois pouco seria ganho nos
restringindo ao caso particular de espagos vetoriais. As demonstracoes aqui omitidas

podem ser encontradas em [12].

A.1 Moddulos

Definicao A.1. Seja R um anel com identidade. Um R-mddulo & esquerda é um
grupo abeliano M tal que dados v € R e a € M existe um dnico elemento ar em M tal
que, para todos T,s € R, a,b, € M, vale:

(a) (r+s)a=ra+sa;

(b) (rs)a =r(sa);

(c) r(a+b)=ra+r1b;

(d) 1a = a, em que 1 denota a identidade do anel R.

De maneira analoga define-se um R-médulo a direita.

No decorrer deste texto faremos uso de alguns abusos de linguagem comuns em textos
de algebra, como o recém cometido abuso de identificar o grupo abeliano com seu
conjunto, sem mencao a sua operacao. Deste modo, aqui M poderd ao mesmo tempo
ser um conjunto, um grupo abeliano e um R-modulo, porém deixaremos claro a que
estamos nos referindo.

Note que se R é um anel comutativo com identidade, entao a todo R-moédulo & es-
querda pode ser dada uma estrutura de R-moédulo & direita e vice-versa. Com efeito,

sejam M um R-moédulo a esquerda, a € M e r € R, defina a operagao a.r = ra. Entao,
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para todo a € M, r;s € R,
a.(rs) = (rs)a = (sr)a = s(ra) = s(a.r) = (a.r).s

Mostrar que as demais propriedades de R-moédulo a direita valem é um trabalho ainda
mais simples, de modo que o omitiremos aqui. De maneira analoga mostramos que se
pode dar uma estrutura de R-médulo & esquerda a um R-modulo a direita, de sorte que
quando estivermos lidando com um anel R comutativo, diremos apenas que M ¢é um
R-moédulo, sem distinguir entre moédulos a direita ou a esquerda.

Exemplo 2. Todo K-espago vetorial, com K corpo, é trivialmente um K-moédulo, dado

que todo corpo é também um anel. [

Este exemplo deixa clara uma das importancias de estudarmos moédulos, pois todos
os resultados aqui obtidos sao estendidos a espagos vetoriais.
Exemplo 3. Sejam S um anel e R um sub-anel de S. Dadosr € Re s € S, em particular,
r € S, entao rs € S. Ainda, pelas propriedades de anel de S, verifica-se imediatamente
que a S pode ser dada uma estrutura de R-moédulo & esquerda. Analogamente, a S pode
ser dada uma estrutura de R-modulo a direita. Deste modo, todo anel R pode ser visto

como um R-moédulo & esquerda ou a direita. n

Definicao A.4. Se M e um R-maddulo a esquerda e N € um subgrupo do grupo aditivo
M, dizemos que N € um submaddulo de M se para todo a € N e para todo r € R, o

valer que ra € N.

Neste caso, note que é necessario e suficiente para que um subconjunto nao vazio N
do R-moédulo & esquerda M seja um submodulo de M que valha:

(a) Para todo a,b € N, o elemento a —b € N (condi¢@o necessaria e suficiente para
que N seja um subgrupo do grupo aditivo M);

(b) ra € N, para todo r € R e para todo a € N.

Definicao A.5. Sejam M um R-maodulo a esquerda e N um submaddulo de M. Como,
neste caso, N € um subgrupo do grupo abeliano aditivo M, podemos lan¢car mao do
grupo quociente (abeliano) M/N ={a+ N:a € M}. Para a € M, r € R, definimos a

operacao

r(a+N)=ra+N. (A1)
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Note que esta operacao estd bem definida. De fato, se a+N = b+N, entao existec € N
tal que a +c = b, de sorte que r(b+N) =1b+N =7r(a+c)+N=ra+rc+N =
ra+ N = r(a+ N), pois rc € N. Deste modo M/N tem estrutura de R-mddulo a

esquerda e € chamado de moédulo quociente de M mddulo N.
Como era de se esperar, segue a proposicao abaixo.

Proposicao A.6. Se N ¢ um submddulo do R-mddulo a esquerda M, entao N € um

maodulo.

Definicao A.7. Um R-homomorfismo ou homomorfismo de modulos é uma apli-
cagao f: M — N, com M e N R-mddulos a esquerda, que satisfaz para todos a,b € M
er €R:

(a) fla+b) = f(a) + f(b)

(b) f(ra) = rf(a).

Ainda, se f for injetiva dizemos que ela € um monomorfismo, se ela for sobrejetiva
dizemos que ela € um eptmorfismo e se ela for injetiva e sobrejetiva dizemos que ela €
um tsomorfismo. Dois R-mddulos a esquerda, M e N, sao ditos isomorfos se existir

um isomorfismo entre eles e, neste caso, escreveremos M = N.

Nas duas definigoes que seguem, considere M e N dois R-moédulos a esquerda e

f: M — N um R-homomorfismo.

Definigao A.8. Definimos o kernel (ou nicleo) e a imagem de f respectivamente
por
kerf ={a € M : f(a) =0}

Imf={x e N:x=f(a) para algum a € M} ={f(a) : a € M}
Proposicao A.9. kerf e Imf sao submaodulos de M e de N, respectivamente.

Definicao A.10. O cokernel e a coimagem de f sao respectivamente definidos por
coker f = N/Imf

Coim f = M/ ker f.

Seguem algumas proposig¢oes necessarias para fixarmos a linguagem utilizada ao longo

do texto.

Proposicao A.11. Um R-homomorfismo f : M — N é um monomorfismo se, e so-

mente se, ker f = 0.
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Proposicao A.12. Se f: M — N ¢é um R-homomorfismo, entdo M/ ker f = Im f.

Proposicao A.13. Se A e B sao submddulos do R-maddulo a esquerda M, entao AN B

também o €.

Proposicao A.14. Sejam A e B submddulos do R-mddulo a esquerda M. Neste caso,
A+B={a+b:aeA, beB}éum submidulo de M.

A partir do presente momento consideraremos todos os R-moédulos como R-modulos

a esquerda, salvo mencao contréaria.

A.2 Moddulos livres

Definicao A.15. Seja {Mi}ic1 uma familia de R-mddulos a esquerda. Definimos o
congunto Tlie1My das sequéncias (Xi)ie1, Xi € My, com (xi) = (yi) se, e somente se,
Xi = Yi para todo i € 1. Para todos (Xi)ic1, (Yi)ier € TlietMi e T € R defina as
0peracoes:

(xi) + (Y1) = (xi +yi) er(xi) = (1xq).

Com estas operagoes TTic1M; tem estrutura de R-mdodulo a esquerda e o denominamos

produto direto da familia{M;}ic1 de R-mddulos a esquerda.

Note que a identidade aditiva em TT;e;M; é a sequéncia (xi)ier tal que x; = 0 para
todo 1 € 1. Denotaremos este elemento por (0) ou simplesmente por 0. Ainda, para
cada (xi) € TTie1M4, seu elemento inverso é a sequéncia (y;) tal que y; = —x; para

todo i € 1. Denotaremos o inverso aditivo de (x;) por (—xy).

Definigao A.16. Seja @ )_
nao se anulam no mdximo em um conjunto finito de indices em 1. Nao € dificil ver que
® i1 My € um submddulo do R-médulo TlietM;. Damos ao R-médulo @ ) ;o M o

nome de soma direta externa da familia {M;}ic1 de R-mddulos.

ic1 My o0 subconjunto de Tlic1My das sequéncias (xi)ier que

iel

Definicao A.17. Dado um R-mddulo M e uma familia de submddulos {M;}ier de M,
dizemos que M é a soma direta (interna) da famiia de submddulos se todo a € M
puder ser escrito unicamente da forma Y 1, ai, em que a; € My, 1 <1< n. Neste

caso, cada My € dito um somando direto de M.
A proposicao que segue faz a conexao entre as somas diretas interna e externa.

Proposigao A.18. Sejam {Mi}ic1 um familia de R-mddulos a esquerda e M =@ ) ;.1 M.
Para todo 1 € 1 existem submddulos M| de M tais que M{ = M; e M € a soma direta
(interna) da familia {M{}ic1 de submddulos de M.
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Proposicao A.19. Um R-mddulo a esquerda M é soma direta de seus submaodulos My,
1 <i<mn, se, esomente se, M =3 1" M; e MiN Z]Tl:l’#i M; = 0 para todo i,
1<i<n

Definicao A.20. Sejam M um R-maodulo e X um subconjunto de M. Dizemos que M
é gerado por X, ou que o conjunto X gera o R-mddulo M, se todo elemento de M puder
ser escrito como uma soma finita Y_T1ixi, com i € R e x; € X. Se X for um conjunto
finito, dizemos entao que M € finitamente gerado. Ainda, se o unico elemento de X

for x, i.e., X € unitdrio, entao diremos que M € um mddulo ciclico gerado por x.

Considere novamente uma familia {M;}ic; de R-mddulos. Para todo j € I defina
o5 : My — TlietMy de modo que (%) = (Yx), em que yx = 0 se k # j e y; = x;.
Defina ainda para cada j € I 7tj : TlietMy — M; por m5((xi)) = xj, em que x; € M;
para todo i € I. Nao ¢ dificil verificar que as aplicagoes «; e 75 sao R-homomorfismos
e que

{ identidade se k =
Oy =

0 caso contrario

Evidentemente, o; ¢ um monomorfismo e 7t; um epimorfismo para todo j € I. Po-

demos facilmente restringir estes homomorfismos para @ )_._; My, que também serao

iel
simbolizados por «; e 715, e os resultados recém comentados continuam valendo nesta
restricao.

Enunciaremos a seguir a propriedade universal da soma direta e do produto di-

reto. Seja {Mi}ic; uma familia de R-mo6dulos, @ ) . _; M; sua soma direta e TT;c1 My

iel
seu produto direto, com o monomorfismo o4 : My — TTic1M; e o epimorfismo ¢y :
ITictMy — M; para todo j € I, recém definidos. Neste contexto segue a propriedade

universal da soma direta enunciada no seguinte teorema.

Proposicao A.21. Dados um R-mddulo M e os monomorfismos f; : My — M, para
todo j € 1, existe um tnico R-homomorfismo f: @3 ;o; My — M tal que fo a5 = fj
para todo j € L.

Desta proposicao segue.

Proposicao A.22. Se A ¢ um R-mddulo e B5 : My — A sdo monomorfismos para
todo j € I, e vale para quaisquer R-mddulo M e monomorfismos g; : My — M, para
todo j € 1, que ewiste um tnico R-homomorfismo g : A — M tal que gf3; = g;, para
todoj €1, entao A =@ )_

1somorfismo pela propriedade universal acima.

ict Mi. Le., a soma direta de mddulos € inica a menos de

Segue ainda a propriedade universal do produto direto, conforme a seguinte proposi-

Gao.
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Proposigao A.23. Dados um R-mddulo M e epimorfismos g; : M — M;, para todo
j € 1, entao existe um tnico R-homomorfismo g : M — TlictM; tal que 159 = g5 para
todo j € 1.

Anélogo ao caso da soma direta, o produto direto é inico a menos de isomorfismo

pela propriedade universal enunciada no teorema anterior.

Definicao A.24. Dizemos que um R-mddulo a esquerda F é um R-mddulo livre a
esquerda com base X # &, se existir uma aplicagdo « : X — F tal que para todo mapa
f: X —= A, com A R-mddulo a esquerda, existir um unico R-homomorfismo g : F — A
tal que gox = f. Neste caso dizemos que o R-homomorfismo g estende a aplicagao f.

Le., dadas o e f, como descrito acima, g € o unico R-homomorfismo que faz o diagrama

X—=>F

N

A
comutativo.

Suponha que existam xq, X9 € X tais que x(x1) = x(x2) € X1 # X2. Seja A =R x R
com estrutura de R-moédulo dada pela soma e pela multiplicagao por escalar definidas

coordenada a coordenada. Defina agora f : X — A da seguinte maneira:

(1,0), sex=xq
f(x) =< (0,1), sex=xs

0, caso contrario

Seja ainda g : F — A o tnico R-homomorfismo que estende f. Deste modo
(1,0) = f(x1) = ga(x1) = ga(x2) = f(x2) = (0,1),

o que é um absurdo. Portanto o« é sempre injetiva.
Uma questao natural a ser feita neste ponto é se todo conjunto nao vazio é base para

algum R-modulo livre & esquerda. Esta questao é respondida pela proposicao abaixo.

Proposicao A.25. Para todo conjunto X # @ existe um R-mddulo livre a esquerda F

tal que X € base para F.

Demonstracao. Para todo x € X defina o R-moédulo R, = R, assim obtendo a familia
de {Ry}xex. Defina ainda F =@ ) | . Ry. Pela proposigao (A.18) podemos considerar
F como sendo a soma direta interna da familia de submo6dulos {Ry }xex, assim fazendo
sentido falar na soma de um elemento de Ry com um elemento de R/, com x, x’ € X.

Denotaremos um elemento r € R por rx quando este estiver sendo tratado como um
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elemento de Ry, para todo x € X, de sorte que cada elemento de F pode ser escrito
unicamente da forma ) " Tixi, com 1; € R e x; € X. Defina o : X = F como
a(x) = 1.x. Sejam A um R-moédulo & esquerda e f : X — A uma aplicacdo quaisquer.

Defina o R-homomorfismo g : F — A por

g _Tixi) =) mif(xi).

Evidentemente g ¢ um R-homomorfismo se estiver bem definido. E ele esta, dado o
fato de f ser uma aplica¢do. Note ainda que go(x) = g(1x) = f(x). Portanto, F é um

R-modulo livre a esquerda tal que X é uma base para ele. O]

Desta proposicao segue que:

Proposicao A.26. Se F ¢ R-mddulo livre a esquerda com base X, entao F =@ ) | .« Ry
(conforme definido na proposi¢ao (A.25)). Além disso, todo elemento de F pode ser
unicamente escrito na forma Y Tixq, Ty € R e X pode ser visto como um subconjunto
de F.

Exemplo 27. Note que a proposicao acima deixa claro que todo K-espago vetorial de

base B é um K-modulo livre & esquerda de base B. n

Exemplo 28. Seja R[x] o anel de polindbmios na variavel x sobre o anel R. Pela
proposicao acima fica evidente que R[x] ¢ R-modulo livre & esquerda de base X = {x'}ien.
Note que se utilizarmos a defini¢ao, de que os polinomios em R[x] sdo sequéncias (Xx;)ien
em R de no maximo finitas variaveis nao nulas, temos que R[x] = @ ) | . R, de sorte

que N é uma base para R[x]. O

Nota: Assumimos 0 € N.

Proposicao A.29. Todo R-maodulo é homomorfo a imagem de wm R-mddulo livre a

esquerda.
Proposicao A.30. Dados um R-mddulo livre & esquerda, A e B R-moddulos, x: A — B

um epimorfismo e f : A — B um R-homomorfismo, existe um tinico R-homomorfismo

g:f— A tal que xg =f.
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A.3 Complexos e sequéncias exatas

Definicao A.31. Um complexo de cadeias de R-modulos, ou simplesmente, um

complexo, é uma sequéncia de R-modulos {Mi} e R-mddulos homomorfismos {d}

d'l di d'l dif
c S My S My S M —S -

tats que para todo i, dy o dir1 = 0. Ou, equivalentemente,

imdi 1 C ker d;. (A.2)

Podemos denotar um complexo por (M,, d,), ou simplesmente por M,, sempre nos
lembrando de que necessariamente hé a sequéncia de homomorfismos d; associada a
ele.

A escolha de indices em um complexo é relativamente livre; o complexo pode ser
infinito em ambas as diregoes, pode ter indices crescentes ou decrescentes, sendo cha-
mado de complexo de cocadeia neste ultimo caso, cujas homologias sao chamadas
de cohomologias.

Chamamos os homomorfismos d; de bordo, ou diferenciais, pelos importantes
exemplos da geometria, que foram apresentados neste trabalho.

A contengao (A.2) dada pelo diferencial pode ser propria. Um dos principais focos

no estudo de complexos é “medir", em certo sentido, tal diferenca.

Definicao A.32. Dizemos que o complero M, € exato em M; se a homologia for

trivial neste ponto; i.e.,
Im di+1 = ker di.

Um complexo é dito exato, ou sequéncia exata, se for exato em todos os seus

modulos.

Definicao A.33. Uma sequéncia exata curta é um complexo exato da forma
x B
0O0—-L=M=N—=0.

Uma ressalva a ser feita é que as setas nos extremos da sequéncia sao dadas pelo
homomorfismo nulo. Unindo este fato a exatidao do complexo, temos que « ¢é injetivo
e 3 é sobrejetivo, uma vez que kerox = Im0 = 0 e Im 3 = ker0 = N; aqui abusamos

da linguagem chamando o operador nulo de simplesmente de 0. A informagao extra é
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carregada por uma sequéncia exata curta, i.e.,
Im o = ker f3;

pelo teorema do isomorfismo,

M _ M

kerp  Imoa

N =

De modo que nos é permitido identificar L como submoédulo de M e N como o quociente
M/L.
Um exemplo importante de sequéncia exata ¢ o dado canénicamente por um homo-

morfismo @ : M — M’ qualquer como a que segue:
0—>kerog—>M—=Ime — 0.

Isto nos permite quebrar todo complexo exato em vérias sequéncias exatas curtas, como

’ \ /0
Imdi,; =kerd;

N

dit2
Miiz M My M1

N

di
Im di_+2 = ker di+1 ‘LT]’LCLL = ker d1 1

N N,

no diagrama abaixo:

A.4 Sequéncias exatas cindidas

Um caso interessante de sequéncia exata curta emerge considerando a injecao de M,

na soma direta M; & M, e a segunda projecao da mesma soma em M, obtendo assim
O—>M1—>M1€BM2—>M2—>O,

de modo que M; ¢é o nucleo da projecao. Essas sequéncias exatas sao ditas cindidas.

De maneira mais ampla, dizemos que uma sequéncia exata curta

0—->M; —>N-—-M;—0
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cinde se for isomorfa a uma sequéncia cindida, de modo que ha um diagrama comutativo

0 M, N M, 0

S S

0— M| — M M) — M), ——0

em que as aplicacoes verticais sao isomorfismos.
Proposicao A.34. Seja @ : M — N um homomorfismo de R-maodulos. Entao

e @ tem inverso a esquerda se, e somente se, a sequéncia
0— M 5 N — coker @ — 0

cinde.

e © tem inverso a direita se, e somente se, a Sequéncia
0—skerg =M—->3N-0

cinde.

Gragas a este resultado, homomorfismos de R-moédulos com inverso & esquerda sao
chamados de monomorfismos cindidos e homomorfismos com inverso a direita sao
chamados de epimorfismos cindidos.

Seguem ainda os seguintes resultados.

Proposicao A.35. Dada uma sequéncia exata
05A5BSC=0 (A.3)

as sequintes proposi¢oes sao equivalentes:
(a) Existe um R-homomorfismo & : B — A tal que of = 14;
(b) Existe um R-homomorfismo : C — B tal que gpp = 1¢;
(c) Imf é um somando direto de B.
(d) A sequéncia (A.3) € cindida.

Corolario A.36. Se a sequéncia exata (1.2) cinde e & e 3 sGo como na Proposi¢ao
(A.35), entao

(a) B=1(A)®p(c)=Ff(A)Pkerg=A D C.

(b) afp =0.
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A.5 Homologia e lema da cobra

Definicao A.37. Chamamos o R-mddulo

ker d;
Hi(Mo) =
Imdiq
associado ao complexo
dy di di di—
M.Z"'—+2)Mi+1 —H>Mi——)Mi_1 —1)

de i-éstma homologia deste complexo.

De maneira heuristica, a homologia é uma forma de captar a diferenca entre o ntcleo
de um R-mo6dulo por um diferencial d; no complexo e a imagem do R-moédulo anterior
pelo diferencial d;,;. Evidentemente, H;(M,) = 0 se, e somente se, o complexo M, for
exato em My, i.e., os moédulos homologicos medem “o quanto um complexo falha em
ser exato".

Note que segue da definicao o fato de que em uma sequéncia exata curta
0— My 3) Mo —0

vale
H;(M,) = ker @, Hy(M,) = coker .

De forma mais abrangente segue o seguinte lema.

Lema A.38. (Lema da cobra) Sejam duas sequéncias exatas curtas unidas por ho-

momorfismos como o diagrama comutativo abaizo

0 L — M, PN, 0
P
0 Lo —2% My —P2 N, 0

Associada a elas hd uma sequéncia exata
5
0 — ker A — ker u — ker v — coker A — coker @ — coker v — 0.
Poderiamos ter escrito tal sequéncia como

0_>H1(Lo) —>H1(Mo) —>H1(No)

5
Ho(Ly) —— Ho(My) —— Ho(No) —— 0
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) A
em que L, ¢ o complexo 0 — Ly = L; — 0, etc. O lema da cobra, em verdade,
generaliza o fato para complexos arbitrarios, gerando “sequéncias exatas longas” tais

que esta, aqui enunciada, figura apenas a cauda final.

Outra versao popular do lema da cobra considera o seguinte diagrama comutativo,

de maneira distinta & enunciada,

L= M, N, 0
xo Bo
0 LO M() NO

De modo que as linhas sao sequéncias exatas. O lema enunciard entao que ha apenas

uma sequéncia exata

0 — ker A — kerpu — kerv 25 coker A — coker p — cokerv — 0.

O lema da cobra facilita a demonstracao de varias proposicoes, dentre elas as enun-

ciadas a seguir.

Corolario A.39. Se nas hipdteses do lema da cobra tivermos que | € sobrejetiva e v

injetiva, entao N € sobrejetiva e v € um isomorfismo.

Lema A.40. (Lema dos quatro) Se

Aq B, ¢, D,

o O A &

Ao Bg C() Do

for um diagrama comutativo de R-mddulos cujas linhas sao sequéncias exatas, & € um
epimorfismo, 3, & sao monomorfismos, entaoy € um isomorfismo. Mas se «x ey forem

epimorfismos e & for monomorfismo, entao [3 € um isomorfismo.

Lema A.41. (Lema dos cinco) Se

Al B, G D, E;

Lol

Ao Bo Co Do Eo

for um diagrama comutativo cujas linhas sao sequéncias exatas, 3 e & forem isomorfis-

mos, & epimorfismo e € monomorfismo, entao y € isomorfismo.
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Proposicao A.42. Seja o sequinte diagrama de R-mddulos e homomorfismos

Js

0——A——B——C

com a linha exata tal que Bf = 0. Entao existe um unico homomorfismo g : M — A

tal que o diagrama

comuta.

Corolario A.43. Dado o diagrama comutativo de R maodulos e homomorfismos

com gf = 0 e a seqgunda linha exata, existe um unico homomorfismo « : A — A’ tal

que o diagrama

A—"sBp—2.C

= b

0 A’ B’ C’

f/ 9/

comuta.

Proposicao A.44. Dado o sequinte diagrama de R-mddulos e homomorfismos com
linha exata e fox =0

existe um unico homomorfismo g : C — M tal que f = g3, ou de maneira esquemdtica,
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tal que o diagrama

comuta.

Corolario A.45. Dado o diagrama comutativo de R-mddulos e homomorfismos

A—+B-2,C 0

I e

A,T>Bl—l>cl
9

com g'f" =0 e a primeira linha exata, existe um unico homomorfismo y : C — C’ tal

que yg = g'p.

A.6 Homomorfismos

Nesta secao definimos o conjunto Homg(A,B) dos R-homomorfismos entre dois R-
modulos A e B e apresentamos alguns resultados preliminares. Veremos mais a frente
que tal conjunto desempenha um papel importante na teoria de categorias, mais espe-
cificamente, com ele definimos funtores importantes.

Dados dois R-moédulos A e B definimos Homg(A,B) o conjunto de todos os R-
homomorfismos de A a B. Sejam f, g € Homg(A,B) defina + : Homg(A,B) X
Homg (A, B) — Homg (A, B) por

(f+g)(a) =f(a)+g(a), VaeA.

A demonstracao de que Homg (A, B) com a adicao recém definida é um grupo abeliano
¢ direta. Nao obstante, no caso geral Homg (A, B) nao ¢ um R-modulo, porém podemos

langar mao dos seguintes resultados.

Proposicao A.46. Sejam A, B R-mddulos, com R anel comutativo. Homg (A, B) € um

R-maodulo com o produto por escalar usual.
E para o caso geral vale o seguinte resultado.

Proposicao A.47. Para todo anel R e para todo R-mddulo A, Homg (R, A) é um R-

mdodulo a esquerda. Ainda, Homg (R, A) = A, enquanto R-mddulos.
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Outro aspecto interessante é como tal grupo se comporta sob sob produtos diretos.
Para exploramos tais resultados, fixemos {M;}ie; uma familia de R-modulos, e para
todoj €I, o5 : Mj = @) ;.1 My, a injecao natural, e 7 : TTietM; — M, a projecao

natural.

Proposicao A.48. Dado um R-modulo A qualquer vale
(a) iy Homg (My, A) = Homg (® 3 _;c; My, A);
(b) Tier Homg (A, M;) = Homg (A, TTictMy).

Os isomorfismos acima sao R-mddulos isomorfismos se R é um anel comutativo.

Quando A e B sao grupos abelianos, e por conseguinte, Z-mo6dulos, denotaremos
Homyz(A, B) simplesmente Hom(A, B).

A.7 Produto tensorial

Nesta secao definiremos o produto tensorial de R-moédulos, que nos permite estudar as
aplicagoes biaditivas que levam de produtos cartesianos de médulos a grupos abelianos
por homomorfismos de grupos abelianos, que em geral sao mais simples. Além do mais,
em geral, o produto cartesiano de R-moédulos é visto apenas como um conjunto, ao

passo que o produto tensorial nos fornece uma estrutura de grupo abeliano, e por vezes
de R-modulo.

Definicao A.49. Sejam M um R-mddulo a direita, N um R-mddulo a esquerda e G
um grupo abeliano. Uma aplicacao £ : M x N — G € dita biaditiva se para todo
m m' eM, n,n" €N, reR valer:

(a) f(m+m’' n) = f(m,n) + f(m’,n);

(b) f(m,n+n') =f(m,n) + f(m,n’);

(c) f(rm,n) = f(m, rn).

Definicao A.50. Sejam M um R-mddulo a direita e N um R-maodulo a esquerda. Cha-
mamos por produto tensorial de M por N sobre R a dupla do grupo abeliano M @g N
e da aplicacao biaditiva h : M X N — M ®g N tal que para todo grupo abeliano A e
para toda aplicacao biaditiva f: M X N — A, existe um unico homomorfismo de grupos

abelianos g : M ®@g N — A que faz o diagrama abaizo comutativo.
MxN—" s M®gN

N

Proposicao A.51. Dados um R-mddulo M a direita e um R-mddulo N a esquerda,

existe um produto tensorial de M por N.
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A saber, sejam Z(M,N) o Z-médulo livremente gerado por M x N e B(M,N) o
submodulo de Z(M, N) gerado pelos elementos da forma

(a) (m+m/,n) — (m,n) — (m',n);

(b) (m,n+n') = (m,n) — (m,n);

(¢) (mr,n) — (m,rn) para todos m, m" € M, n,n’ € N, r € R.

Seja M ®g N := Z(M,N)/B(M,N). Por simplicidade, denote (m,n) + B(M,N)

simplesmente por m ® n. Evidentemente,

M+m)n=mean+m’' @n, (A.4)

mem+n)=me@n+men’ (A.5)
e

(mr)@n=m® () (A.6)

para todos m, m’ € M, n,n’ € N, r € R. Também vale que m® 0 = 0®n = 0,
que (—m)®n = m® (—n) = —(M ® n) e que, para todo k inteiro, (km) ® n =
m® (kn) = k(m ® n), de modo que todo elemento de M ®z N é uma soma finita da
forma > m; ® ny, my € M, n; € N.

Defina

h:MxN — M®&rN

(m,n) — m®n

Esta aplicacao é biaditiva e, conjuntamente com o grupo M ®g N, forma um produto
tensorial de M por N.
Ressaltamos as seguintes propriedades de produto tensorial nas proposi¢oes que se-

guem.

Proposicao A.52. O produto tensorial entre um R-mddulo a direita e um R-mddulo a

esquerda € unico a menos de isomorfismo.
Proposicao A.53. Se R é um anel comutativo, entdo M @g N € um R-maodulo.

Proposicao A.54. Para todo R-modulo a esquerda M, R ®g M € um R-mddulo a

esquerda isomorfo a M. Um resultado andlogo € obtido para R-maddulos a direita.

Definicao A.55. Dados dois R-homomorfismos f : A — M e g: B — N, com A,

M sendo R-mddulos a direta e B, N a esquerda, definimos por f ® g o homomorfismo

126



A.8 Categorias e funtores

induzido pela aplica¢ao biaditiva : A x B — M ®g N definida por (a,b) — f(a) ® f(b),
ac€A, beB.

A definicdo anterior serd de grande valia para estudar propriedades funtoriais do

produto tensorial.

A.8 Categorias e funtores

Nesta secao introduziremos dois conceitos importantes na matemética: categorias e
funtores. Tais conceitos sao essenciais no estudo das estruturas matemaéticas e das
relacoes que essas estruturas tém entre si. Aqui o estudo das relagoes entre os objetos

se mostra muito mais proveitoso do que o estudo dos proprios objetos em si.
Definicao A.56. Uma categoria C é formada por
e uma classe de objetos, denotado por objC ou simplesmente por C;

e para dados dois objetos A, B em € um conjunto de morfismos, denotado por
Mor(A, B) ou por Hom(A,B). Sendo os conjuntos de morfismos dois a dois dis-

juntos e os morfimos em Hom(A,B) denotados por f: A — B;

e uma opera¢do composicao de morfismos, Mor(A, B) x Mor(B, C) — Mor(A,C) —
com A, B e C objetos arbitrdrios de © —, cuja imagem do par (f, g) de morfismos;

f € Mor(A,B) e g € Mor(B, C), € denotada por gf. Tal operagao € associativa.

e para cada objeto A em C existe um unico morfismo dito identidade em Mor(A, A)
e denotado por 15 tal que flao = f para todo f € Mor(A,B) e 1of = f para todo
f € Mor(B, A).

A definicao de categorias é feita o mais abstratamente possivel, para que possa abran-
ger o maximo de estruturas possivel. Note que muito pouco é imposto sobre a classe
de objetos ou sobre o conjunto de morfismos, de modo que nao necessariamente os
morfismos sejam funcoes.

Exemplo 57. A categoria dos conjuntos, em que os objetos sao conjuntos e os morfis-
mos func¢oes com a lei de composicao usual. Note que se fosse pedido que a classe de
objetos fosse um conjunto a categoria em questao nao poderia existir, pois sua classe

de objetos deveria ser um conjunto que contivesse todos os conjuntos. O]

Além dessa temos outras categorias que permeam diariamente a vida de um matema-

tico, como a categoria dos modulos (& direita ou a esquerda); a dos espagos vetoriais;
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a dos espagos topologicos; a dos grupos; a dos anéis e tantas outras similares. Toda-
via segue abaixo um exemplo que ilustra um dos casos em que os morfismos nao sao
funcgoes.

Exemplo 58. Um digrafo em que para todo vértice a ha uma aresta cujas ambas
extremidades sao justamente a —i.e., um loop, ou um lago — é uma categoria cuja classe
de objetos é constituida por seus vértices e os morfismos sao caminhos no grafo e a lei

de composicao é dada pela concatenacao de caminhos. O

Definicao A.59. Sejam C uma categoria, A e B objetos dessa categoria e f: A — B
um morfismo. Dizemos que f € um tsomorfimso, ou uma equivaléncia, se existir
um morfismo g: B — A em € tal que gf =14 e fg = 1g. Neste caso, dizemos que g €
o morfismo inverso de f, denotado por 1. Com técnicas usuais demonstra-se que
0 morfismo inverso é unico (caso exista) e que (f )=t = f. Ainda, se for o caso de
existéncia de um isomorfismo entre A e B, dizemos que estes objetos sao tsomorfos

ou equivalentes.

Definigao A.60. Um objeto O em uma categoria C € dito um objeto zero se Hom(A, O)
e Hom(O, A) sao conjuntos unitdrios para todo A em C. Sem lancar mao de técnicas

nao rotineiras demonstra-se que se um objeto zero existe em uma categoria, ele € unico.

Vale ressaltar, com certa redundancia, que a teoria de categorias nao diz nada sobre
sobre propriedades conjuntistas dos objetos. Assim, nao faz muito sentido falar de “ele-
mentos” de um dado objeto abstrato de uma categoria qualquer. Por esse motivo uma
boa linguagem para lidar neste contexto é a dos diagramas — a qual ja foi introduzida
neste trabalho e fizemos amplo uso, por exemplo, nas se¢oes destinadas a complexos de
cadeias. Ressaltamos o fato de que os diagramas pouco dizem sobre os objetos em si,

porém nos permitem estudar com clareza como eles se relacionam entre si.
Definicao A.61. Uma categoria C € dita pré-aditiva se
e tiwer objeto zero;

e para cada par de objetos A, B em C o conjunto Hom(A,B) é um grupo abeliano

com respeito a adi¢ao;

e para todos os objetos A, B, C de C existir uma aplicagao bilinear Hom (A, B) X
Hom(B, C) — Hom(A, C) caracterizando a distributividade da lei do composicao.
Le., para cada par f, g € Hom(B, C) e para cada par h,k € Hom(A, B),

(f+gh=fh+gh; f(h+k)=fh+fk.
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Definigao A.62. Sejam C e D duas categorias. Um F funtor covariante da categoria

C a categoria D |, expresso por F: C — D, € algo que satisfaz os sequintes axiomas
e T associa a cada objeto A de C um 1unico objeto F(A) de D;

e T associa a cada morfismo f: A — B em € um unico morfismo F(f) : F(A) — F(B)
em D tal que se f : A — B e g: B — C siao morfismos em C, entao F(gf) =

F(g)F(f);
e F(1a) = 1f(a) para todo A em C.

Definicao A.63. Sejam C e D duas categorias. Um F funtor contravariante da
categoria C a categoria D , expresso por F: C — D, € algo que satisfaz os sequintes

ariomas
e F associa a cada objeto A de C um unico objeto F(A) de D;

e F associa a cada morfismo f: A — B em € um tunico morfismo F(f) : F(B) — F(A)
em D tal que se f: A — B e g: B — C sdo morfismos em C, entiao F(gf) =

F(f)F(g);
e F(1a) = 1¢(a) para todo A em C.

Definicao A.64. Um fucntor F : € — D entre categorias pré-aditivas, C e D, é dito
aditivo se F(f+qg) = F(f)+F(g) para todo par de morfismos f e g entre mesmos objetos

da cateoria C.

Exemplo 65. Um exemplo classico de funtor contravariante é o funtor dualidade, que
leva da categoria dos K-espagos vetoriais, Ling, nela mesma, definido sobre os objetos
por V — V* = L(V,K) e sobre os morfismos por f — f*, em que f* é a transformacao
dual a f. O]

Exemplo 66. O funtor Homg(X,—), em que X é um R-moédulo, que associa a cada
R-mo6dulo A o grupo abeliano Homg(X,A) e a cada R-homorfismo f : A — B um
homomorfismo Hom(1, f) : Homg (X, A) — Homg (X, B) definido por

Hom(1,f)(x) = fa, « € Homg(X,A).

Esse ¢ um funtor covariante aditivo entre a categoria dos R-moédulos e a categoria dos

grupos abelianos. O
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Exemplo 67. Analogamente definimos o funtor Homg (—, X), em que X é um R-mo6dulo,

que associa a cada R-modulo A o grupo abeliano Homg (A, X) e a cada R-homomorfismo
f: A — B o homomorfismo Hom(f, 1) : Homg (B, X) — Homg (A, X) definido por

Hom(f,1)(x) = «f, « € Homg(B,X).

Esse é um funtor contravariante aditivo entre a categoria dos R-modulos e a categoria

dos grupos abelianos. O]

Exemplo 68. Fixe M e N R-moédulos a direita e a esquerda respectivamente. Defina
os seguintes funtores covariantes aditivos da categoria dos R-modulos (& esquerda e a

direita, respectivamente) & categoria dos grupos abelianos:
Ti(A) = M ®g A, sendo A um R-moédulo & esquerda;

T,(B) = B ®& N, sendo Bum R-modulo a direita.

No caso de R ser comutativo M®g A e B&g N sao R-modulo, de modo que estes funtores

passam a ser da categoria dos R-modulos nela mesma.

Representa-se T; por M ®g — e T, por — ®g N. O

Definicao A.69. Sejam T,U : € — D dois funtores ou ambos covariantes ou ambos
contravariantes entre as categorias C e D. uw: T — U € dita uma transformacao
natural (de T a U) se para cada objeto A em C existir um morfismo associado wa :

T(A) = U(A) em D tal que para todo morfismo f: A — B em C o diagrama

l HB
u(f)

T(A) L T(B)
KA
U(A)

—— U(B)

se ambos os funtores sao covariantes ou o diagrama

T(B) —L T(A)

[ag:] lHA

Uu(B) U(A)

=
=
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se ambos os funtores sao contravariantes é comutativo.
Se wa € uma equivalécia para todo A em C, entao 1 € dita uma equivaléncia natural
e denotado por w : T ~ W. Neste caso também dizemos que T e U sao funtores

naturalmente equivalentes.

Por simplicidade introduziremos os simbolos kM e Mg da categoria dos R-médulos

a esquerda e da categoria dos R-modulos & direita, respectivamente.

Definicao A.70. Um funtor T ;g M —s M (ou Ms) € dito exato a esquerda

f L .
se sempre que 0 — A’ = A L A" — 0 for uma sequéncia exata em M, entio

a sequéncia 0 — T(A') ﬂ T(A) M) T(A"”) € exata, se T for covariante, ou a
T T
sequéncia 0 — T(A") T, T(A) RIUN T(A') € exata se T € contravariante.

Analogamente define-se um funtor exato a direita.

Definigao A.71. Um funtor exato é um funtor T : gM — sM (ou Ms) que asso-

. . _ T(f
cia a toda sequéncia exata A’ AL A em rRM uma sequéncia exata T(A') RAGIN
T . . T T(f
T(A) RICIN T(A”) se T é covariante, e uma sequéncia exata T(A") RICIN T(A) RIGIN

T(A’) se T € contravariante.

funtores podem desempenhar um papel andlogo ao de isomorfismos, como sugere a

seguinte defini¢ao.

Definigao A.72. Sejam C e D duas categorias e F: C — D e H: D — C dois funtores.
Se os funtores HF : € — C e FH : D — D forem naturalmente equivalentes aos funtores
identidade 1¢ : € — € e 1p : D — D, respectivamente, entao dizemos que as categorias

C e D sao equivalentes.

Sejam X um R-moédulo & esquerda e Y um R-modulo a direita. Temos que Homg (X, —)
e Homg (—, X) sdo exatos a esquerda, porém nao exatos, ao passo que os funtores Y®g —

e — ®r X sdo exatos a direita.

Definicao A.73. Sejam A, B e C categorias. Dizemos que T : A X B — € € um
bifuntor covariante nas duas varidveis se para todos objetos A e A’ de A e todos
objetos B e B de B, T(A,—): B — € e T(—,B) : A — C sao funtores covariantes, e
se para todos morfismos f : A — A’ e g: B — B’ de A e de B, respectivamente, o

diagrama
T(A,B) 1) (A7 B)
T(lA)Q)l lT(lAuQ)
/ / /
comuta.
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Analogamente definimos bifuntores contravariantes em ambas as varidveis, covarian-

tes na primeira e contra variantes na sequnda e vice-versa.

Ressalta-se o fato de Homg g M xg M — Ab ser um bifuntor contravariante na
primeira variavel e covariante na segunda. Ainda, — ®gr — : Mg Xg M — Ab é um

bifuntor covariante em ambas variaveis.

A.9 Funtores derivados

Nesta secao apresentamos o conceito de modulos projetivos e injetivos e, langando
mao deles, de funtores derivados, que tém uma importancia histérica nos estudos de

topologia algébrica.

Definicao A.74. Dizemos que um R-maodulo a esquerda P € projetivo se dado um

diagrama

de R-mddulos e homomorfismos com linha exata, existir um R-homomorfismo g:P — A

que torna o diagrama completo comutativo, i.e., xg = f.
Proposicao A.75. Todo maodulo livre € projetivo.
Todavia, nem todo moédulo projetivo é livre.
Proposicao A.76. Seja P um R-mddulo projetivo. Se o diagrama
P
|
A—B—5 C

de R-maodulos e homomorfismos € tal que Bf = 0, entao existe um homomorfismo g :

P — A tal que xg = f.

Ainda, uma soma direta é projetiva se, e so se, cada um de seus somandos diretos
sao projetivos.

A proposigao abaixo caracteriza os médulos projetivos langando mao do funtor Hom.

Proposigao A.77. Um R-mddulo P € projetivo se, e somente se, o funtor Homg (P, —)

€ exato.
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Teorema A.78. Todo R-maodulo é imagem homomorfa de um R-maodulo projetivo.

Teorema A.79. Um R-mddulo P € projetivo se, e so se, toda sequéncia exata 0 — A —
B — P — 0 cinde.

Proposicao A.80. Todo R-mddulo projetivo é somando direto de um R-maodulo livre.

Estamos finalmente com o ferramental necessario para enunciarmos uma condigao

suficiente para que o funtor tensor seja exato.

Teorema A.81. Sejam P e P’ R-mddulos projetivos a direita e a esquerda, respectiva-

mente. Entao P Qg — e — ®g P’ sdo funtores exatos.
O que nos leva a seguinte definigao.

Definicao A.82. Um R-mddulo a direita A € dito plano se o funtor A ®g — € ezato.

Analogamente diz-se que um R-mddulo a esquerda B € plano se o funtor —®g B € exato.

Definicao A.83. Por outro lado, um mddulo E € dito injetivo se dado um diagrama

de R-modulos e homomorfismos com linha exata, existir um homomorfismo g: B — E

que o torna comutativo, i.e., g = f.
Da definicao seguem algumas proposicoes que nos serao uteis.

Proposicao A.84. Se E € injetivo, entao dado um diagrama

A—,B_P.C
lf
E

de R-modulos e homomorfismos com linha exata tal que foe = 0, entao existe um homo-

morfismo g: C — E tal que faz o diagrama completo comutar, i.e., g3 = f.

Teorema A.85. Sejam {Ei}ic1 uma familia de R-mddulos e B = Tlic1Ei. Entao E €

injetivo se, e somente se, todo E5 € injetivo.

A proposicao abaixo nos permite caracterizar os médulos injetivos por meio do funtor

Hom.

Proposicao A.86. Um R-mddulo é injetivo se, e somente se, o funtor Homg(—, M) é

exato.

133



A Algebra Homolégica

Proposicao A.87. Se E ¢ um R-mddulo injetivo, entao toda sequéncia exata
o B
0—+E—=-A—=B—=0

cinde.

Definicao A.88. Seja A um R-maodulo. Uma sequéncia exata da forma
dn+1 dn dl €
pP:---Phyy —P, =P 1= —=Pr=>A=0

em que Py € projetivo para todo n > 0, € dita uma resoluc@o projetiva. A sequéncia,

nao mais exata em Py,
dny1 dn di
Pr:---Poyy—Ph—Ph 41— —=>PL—=>Py—0

€ dado o nome de complexo deletado da resolucao P.

A defini¢ao acima mostrar-se-4 ttil mais a frente, todavia ela poderia também mostrar-

se restritiva. Por sorte a proposicao a seguir mostra que este nao é o caso.
Proposicao A.89. Todo R-maodulo possui uma resolugcao projetiva.

Em geral, um R-moédulo tem mais de uma resolugao projetiva. Porém quaisquer duas
resolugoes projetivas de um mesmo modulo estao relacionadas pelo teorema que segue.

Mas antes, faz-se necessaria uma breve definicao.

Definicao A.90. Sejam dois complezos

dn dn— d
X =5 Xng 45 Xy =5 0o X B X S A0

d’, a’_ d; /
X't o X /X, 5 =2 X = X =B =0

de R-maodulos e homomorfismos, e um homomorfismo f: A — B. Definimos por apli-
cacao de cadeia sobre o homomorfismo f uma colecao de homomorfismos {f.},

fn: Xn — X/, paran >0, tal que fn_1dy, = d/ fn paran > 1 e €'fy = fe.

Teorema A.91. (Teorema da comparagao) Dado um diagrama

R I
|
PBZ"'Bn_FalnH—>BnTn>Bn_1 % BO = B 0

de R-modulos e homomorfismos, em que a sequnda linha € exata e cada Py na primeira
¢ projetivo, existe uma aplicagao de cadeia {f,} : Po» — Pg sobre f e quaisquer duas

aplicacoes como essa sao homotdpicas.

134



A.9 Funtores derivados

Note que se tomarmos duas resolugoes projetivas P e P, sobre um mesmo mo-
dulo A, pelo teorema da comparagao, existem mapas de cadeia f = {f,} : PAo — P}
e g ={gn}: P’A — PA ambas sobre a aplicacdo identidade. Lang¢ando mao nova-
mente do teorema da comparagao, tem-se que fg e gf sao homotopicas a 1p, a lp;,
respectivamente.

Temos defini¢oes e resultados simétricos para modulos injetivos, como mostra-se a

Seguir.

Definicao A.92. Uma resolugao injetiva de um R-mddulo A € uma sequéncia exata

0 1 n
E:05ALSE St s S Ert St
de R-modulos e homomorfismos em que para cadan > 0 E™ é um mddulo injetivo.

O complexo
E:0 A et 4t Popnen
€ dito de complexo deletado de E e ¢ denotado por Ea.

O conceito de aplicacao de cadeia é definido analogamente neste contexto, sempre
prezando pela comutatividade dos diagramas envolvidos.

Também é valido o fato de que todo R-moddulo possui uma resolugao injetiva. Ainda,
resultados analogos aos de resolucoes projetivas sao dados para a comparagao de duas
resolucoes injetivas de um mesmo modulo.

Por ora fixe para cada R-modulo uma resolugao projetiva e uma resolugao injetiva.
E possivel mostrar que as definicoes e resultados que seguem nao dependem da escolha
de tais resolugbes. Considera ainda S como sendo outro anel e T ;g M —s M (ou Ab)
um funtor covariante e T' ;g M —s M (ou Ab) um funtor contravariante.

Sejam A e B R-moédulos a esquerda de resolugoes projetivas P o e Pg respectivamente.
Sejam ainda f : A — B um homomorfismo e uma aplicacao de cadeia {f,}: Po — Pg

sobre f. Para n > 0 defina

(L.T)A = Ho(TPA) = ker Tdy/Im Tdn o,

(R*"T)A = H™(T'PA) = ker T'dp 1/ Im T'd,,.
Defina ainda

(LaT)(f)(x + Im Tdns1) = T(fn)(x) + Im Tdns1, x € ker Tdn
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(R*T)()(y+ImT'd) 1) =T(fo)(y) + ImT'dni1, y € ker Tdy 1.

E possivel mostrar que a definicdo acima néo depende da escolha da aplicacdo de
cadeia {f,}. Ainda, para todon >0, L,T :;x M —s M (ou Ab) é um funtor covariante
aditivo e R*T" ;g M —s M (ou Ab) é um funtor contravariante aditivo, chamados de
funtor derivado a esquerda de T e funtor derivado a direita de T’, respectiva-
mente.

Analogamente define-se sobre as resolucgoes injetivas o funtor derivado a direta de
T, R"T, e o funtor derivado a esqueda de T’, L, T’, que sdo aditivos e sao, respectiva-

mente, covariante e contravariante.

Definicao A.93. Sejam M um R-mddulo a esquerda e N um R-mddulo a direita. FEs-

CTEVEMOS

Tor? (N, —) para LT quando T =N ®g —;

tOIE(—, M) para LnT quando T=— Qr M;
EX’GE(—, M) para R"T quando T = Homg(—, M);

extX (M, —) para R"T quando T = Homg(M, —).
Com certo esforco técnico demonstra-se o seguinte resultado.

Teorema A.94. Para todo n > 0, Torft(—,—) € um bifuntor de Mg xg M — Ab e
Extg(—,—) : Mg xg M — Ab € um bifuntor covariante na sequnda varidvel e contra-

variante na primeira.

A.10 Cohomologia de grupos

Sejam G um grupo e ZG o anel de grupo integral de G. Seja ainda A um grupo Abeliano
aditivo, que pode ser visto como um Z moédulo naturalmente. Podemos garantir a A
uma estrutura de ZG-moédulo estendendo a acao trivial de G sobre A por linearidade;
por acao trivial entende-se a acao ga = a para todo g € G e para todo a € A. Sob
estas condigoes dizemos que A é um ZG-moédulo trivial. Por praticidade todos os
ZG-modulos serao denotados simplesmente por G-moédulos e onde houver a necessidade
de indexacao por ZG, ela sera feita indexando-se simplesmente por G, e.g., A ®g B =
A ®za B.
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Definicao A.95. Sejam G um grupo e A um G-mddulo a esquerda. Definimos o n-
ésimo grupo homologico H, (G, A) e 0 n-ésimo grupo cohomolégico por H™ (G, A)

do grupo G com coeficientes em A por
H,.(G,A) = Tor$(Z,A); H™(G,A) =Ext3(Z,A)

comn >0 e Z tido como um G-modulo trivial, a esqueda no primeiro caso e a direita

no sequndo.

Segue da defini¢ao que H, (G, —) e H™(—, G) sao funtores aditivos covariantes. Ainda,
se P e Q sao resolugoes projetivas do G-moédulo a direita Z e do G-modulo a es-

querda Z, respectivamente, entao, para n > 0 e para um dado G-modulo & esquerda A,
Hn(G,A) = Hn(Pz ®6 A) e H'(G,A) = H™(Homg (Qz, A)).

Proposicdo A.96. Dada uma sequéncia exata curta 0 — A’ = A P A00 de G-

modulos a esquerda, existem sequéncias exatas longas naturais
= HTL+1(GvA-N) — HTL(GaAI) — Hn(G7A) — HTL(GaAH) — Hn—l(GaA,)

— - = Hi(G,A") = Ho(G,A’) = Ho(G,A) = Hy(G,A") = 0

0 — H%G,A’) - HG,A) - H°(G,A") - H}G,A") —» --- > H" 1(G,A")
— H"(G,A’) - H"(G,A) - H"(G,A") - H""(G,A') — - --

Proposicao A.97. Sejam A um G-mddulo a esquerda e n > 2, entao H"(G,A) =
Extg 1 (I(G),A) e Hn(G,A) = Tor® | (I(G),A); em que I(G) denota o ideal aumentado
de 7.G.

Sejam G e G’ grupos e f : G — G’ um homomorfismo. Note que para um dado
G’-modulo A podemos conferir a ele uma estrutura de G-moédulo definindo o produto
ga = f(g)a, para todo g € G e para todo a em A. Em particular ZG' ¢ também um

G modulo e, para cada G-moédulo a esqueda B, ZG' ®gB ¢ um G’-moédulo a esqueda.

Lema A.98. Se P ¢ um G-mddulo projetivo a esquerda, entio ZG' @gP ¢ um G’-

modulo projetivo a esquerda.
Novamente considere A um G-moédulo, sendo G um grupo. Defina

A€ ={a € A:ga=a para todo g € G}
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e K como sendo o subgrupo de Z ®A gerado pelos elementos da forman®a—n®ga =
n(l—g)a,n€7Z,g <€ Gea € A. Mostra-se que H’(G,A) = A€ e Hy(G,A) = Z®A/K,
de modo que se A é um G-modulo trivial, Hy(G,A) = H°(G,A) = A.

Ainda na mesma linha pratica para a obtencao de H"(G,A) e de H, (G, A), mais
especificamente neste caso n = 1, considere a sequéncia exata 0 — I(G) L7657~
0; em que 1 é a aplicacao de inclusao e € a aplicacao aumento. Mostra-se, com a acao

dos funtores Hom e tensor sobre tal sequéncia, que

Hi(G,A) Zker(i®l: I(G)®gA — ZGR®gA) = ker(i, : (G)®gA — A)
e que

H'(G,A) = Homg(I(G),A)/Im(: Homg (ZG, A) — Homg(I(G), A))

= Homg(I(G),A)/Im(i" : A — Homg (I(G),A));

em que i, ((G—1)®a)=(g—1)aem i*(a)(g—1)=(g—1)a,ge Gea € A.

Uma aplicagdo f : G — A é dita uma derivagao se f(xy) = f(x) + xf(y) para
quaisquer x,y € G. Denotamos por Der(G, A) o conjunto de todas as derivagoes de G
a A. Uma derivagao interna, ou um homomorfismo cruzado principal, é uma
derivagao f: G — A tal que existe um a € A tal que f(x) = (x — 1)a para todo x € G.
O conjunto de todas as derivacoes internas denota-se por Ider(G,A), que forma um
subgrupo de Der(G, A).

Proposicao A.99. H!(G,A) = Der(G,A)/Ider(G,A), de modo que se A € trivial,
entio H'(G,A) = Hom(G/G',A).

Proposicao A.100. Se A ¢ um G-mddulo trivial, entao Hi(G,A) = (I(G)/I?(G)) ®
A= (G/G)®A.

A.10.1 A resolucao de Bar

Fixe um grupo G. Para cada n > 0 defina P,, como sendo o G-moédulo livre gerado
pelo conjunto das n-tplas ordenadas de elementos de G [g1, ga, - , gnl, sendo que Py é
fixado como sendo o G-modulo livre cuja base é dada por um elemento []. Defina para

cada n > 1 o homomorfismo d,, : P, = P,_1 por

dn[gla"' 7911] = 91[927"' 7911]+Z(_1)1[917 y 9i—1, 9i9i+1, 9it+2, " " 79TL]

+(—=1)"g1, -+, gn-1l;
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sendo que di[g] = gl] — []. Defina ainda o G-homomorfismo € : Py — Z por €([]) =
1. Defina ainda os Z-modulos F,, livremente gerados pelo conjunto das n + 1-tplas

(go, " ,9n), gi € G. Defina a G agao

9(g0; -+ ,9gn) = (990, , gn);

g,gi € G, 0 <1< n. Com esta acao estendida por linearidade F,, ¢ um G-moédulo.
Defina agora os Z-homomorfismos (que trivialmente se torna um G-homorfismo) &, :
Fon > Fhoi,m>1,ed0: Fp — Fg por

6n<90)917' o 7gn> = Z(_1)1<907 ' ’gi717/g\i7gi+1’ e 7gﬂ>; 60(90) = ]-a

em que o circunflexo g; denota a omissdo da i-ésima entrada. Defina ainda os Z-

homomorfismos (que também sdo G-homomorfismos) 0, : F,, — P, n > 1, por

01(90, 91, »9gn) = 9ol '91, 97 92 , gniagnl;  B0(go) = goll.

0, é um G-isomorfismo de inversa ¢, : P, — F, dada por

d)n([gla' o agn]) - <1791791927” 501 9n>a gi S g.
Lema A.101. Para todomn >1, 6,16, = 0.

Lema A.102. O diagrama

€ comutativo.
Proposicao A.103. Para todomn > 0, dndny1 = 0; em que dg = €.

Teorema A.104. A sequéncia

dn+1

e P S AP s PSP S Z 50 (A.7)
¢ uma ZG-resolugao livre do G-mdodulo trivial Z, chamada Resolugcao de Bar de 7.

Seja novamente A um G-moédulo. Uma n-cocadeia de G com coeficientes em A é
uma aplicagao da forma f: Gx---xG — A, n > 1. Denota-se por C"(G, A) o conjunto

de todas as n-cocadeias e fixa-se C°(G,A) = A. C™*(G,A) é um grupo abeliano com
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respeito a soma usual de aplicacdes. Ainda, C™(G,A) = Homg(Pn,A). Para cada
n > 0 defina d™: C*(G,A) — C*"(G, A) por

d™(f) = fdn1, f € C™(G, A);

em que

Ozl oxal =) zif(xa, o xn);

g(xla"' aXTL) - 9([7(17"' axn])7 Ziyxj e G.

Deste modo obtemos um diagrama comutativo

O Y(G,A) oG A) — L (GLA) -

N R

«+.—— Homg(Pn_1,A) —— Homg (P.,A) — Homg (Pni1,A) —— - -

Portanto os dois complexos tém homologias isomorfas, H*(G, A) = ker d™/Im d™ .
Denotamos ker d™ também por Z™(G, A), e seus elementos sao ditos n-cociclos de
G com coeficientes em A. Ja os elementos de Im d™ ! sao ditos n-cobordos e também

sao denotados por B™(G, A). Tem-se que
B(G,A)={feG:Ja e A, f(x) =xa—a}
e que
Z°(G,A) = AC.

Definicao A.105. Uma n-cocadeia f € dita normalizada se f(xq,---x,) = 0 sempre
que um dos elementos X1, -+ ,Xn for a identidade de G. O conjunto de tais elementos
¢ denotado por C'™(G,A). Jd o dos n-cociclos normalizados € denotado por Z'™(G, A)

e dos n-cobordos normalizados B™(G, A).

Vale ressaltar que C'™(G,A), Z™(G,A) e C'™(G,A) sao subgrupos de C™*(G,A),
Z"(G,A) e C™(G, A), respectivamente. Ainda, B™(G, A) é um subgrupo de Z'™(G, A).
Seja portanto H'™(G,A) = Z™(G,A)/B™(G, A). Tem-se que H'™(G,A) = H™(G, A).

Lema A.106. Todo cociclo é cohomadlogo a um cociclo normalizado.

Lema A.107. Toda cocadeia normalizada que € também um cobordo € cobordo de uma

cocadera normalizada.
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