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Ao conjunto de regras é errdnea a atribuigdo barreira
Reflita sobre um papiro sem matéria-prima de escrita
Um pulso desprovido de qualquer dominio sobre este papiro
Viu s6? Como é bom ter um objeto que se transforma

E de quebra um bénus chamado metalinguagem

Com uma “subcoisa” metalinguistica em forma de arte.

— Diego Sousa de Oliveira
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RESUMO

Esta dissertacdo investiga a teoria espectral do operador de Laplace em grupos de
Lie compactos com métricas invariantes a esquerda. Sdo apresentados critérios com a

tinalidade de determinar quando os autoespagos sdo representagdes irredutiveis.

Palavras-chave: Laplaciano, Grupo de Lie, Representacdes, Teoria Espectral.
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ABSTRACT

This thesis reviews the spectral theory of the Laplace operator on compact Lie groups
with left-invariant metrics. Criteria are presented in order to determine when the

eigenspaces are irreducible representations.

Keywords:Laplacian, Lie Group, Representations, Spectral Theory.
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INTRODUCAO

Um importante operador que age sobre o espaco de fungdes reais (ou complexas)
diferenciaveis C*(M), em uma variedade riemanniana (M, g), é o laplaciano Ay (ou

operador de Laplace), definido por:
Aof = —div(Vf), Vf € C™(M),

o qual auxilia na descri¢do de fendmenos como os potenciais elétrico e gravitacional, a
propagacao de onda, a difusdo do calor, o fluxo e a dindmica de particulas em mecénica
quantica.

O estudo espectral do laplaciano (ver [Cha] e [Ros]) se d& por meio da equagdo de
Helmholtz

(Ag+AN)f =0, feC®M), reC

e permite a extracdo de informacgdes acerca da variedade considerada, a obtengdo de um
sistema ortonormal completo de autofungdes para o espaco de fungdes de quadrado
integravel L?(Q) sobre dominios limitados ), além de outras vertentes como, por
exemplo, a captagdo de simetrias ou o problema isoespectral (quando duas variedades
com mesmo espectro de autovalores sdo isométricas, ver [Arr]).

Sabemos ainda da teoria do estudo espectral para o laplaciano que os autovalores em
uma variedade compacta, conexa e sem bordo sdo ndo negativos e podem ser dispostos

da seguinte forma:

O=/\0§)\1§A2§...—>+OO,

onde cada A; se repete tantas vezes quanto sua multiplicidade (finita). Nesta perspectiva,
K. Uhlenbeck publicou um resultado em 1976 [Uhl] afirmando que as métricas, neste
tipo de variedade, sdo genericamente simples (ou seja, os autovalores tém multiplicidade
1). Aqui, o termo "genericamente"significa que esta propriedade vale para a "grande
maioria“"das métricas no sentido de Baire, ou seja, em um subconjunto residual do

conjunto de métricas consideradas. Tal resultado pode ser lido como uma descrigdo
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qualitativa que revela que, em geral, espera-se o menor tamanho possivel para os
autoespacos do laplaciano.

Uma observacdo pertinente, que embora fuja ao escopo deste trabalho, é que esta
mesma problemética é muito mais complicada para variedades ndo compactas, envol-
vendo parte continua do espectro, como na abordagem em [Lan] para o SLy(IR).

E bem conhecido que o laplaciano é invariante por isometrias, isto é, se h : M — M

é uma isometria entdo vale:
Agf o h(p) = Agf(h(p)), Vf € C(M), Vpe M.

Consequentemente, se f é autofun¢do de um autovalor A de A, entdo f o h também
é autofuncdo de A. Portanto, em variedades riemannianas com grande presenca de
simetrias, ndo se pode esperar que o espectro seja simples, visto que as isometrias
associadas podem produzir novas autofungdes. Portanto, os autoespagos de Ay sdo
representagdes do grupo de isometrias de (M, g).

Um caso em que ha abundéncia de simetrias é quando consideramos métricas
invariantes a esquerda em um grupo de Lie conexo e compacto. Mesmo que nado
possamos esperar espectro simples, podemos nos perguntar se, genericamente, os
autoespagos sdo representagdes irredutiveis, ou seja, ndo produz degenerescéncias
além do que as prescritas por tais simetrias. Nesta perspectiva, D. Schueth [Sch]
(2017), estabeleceu um critério puramente algébrico para quando o laplaciano em G
admite espectro G-simples, ou seja, 0os autoespagos sdo representa¢des irredutiveis
da representacdo regular a esquerda, a qual é responsavel por organizar as simetrias
advindas das translagdes a esquerda. Essencialmente, o critério foi aplicado para o
grupo SU(2).

O enfoque do presente trabalho é principalmente o entendimento deste critério e
dos conceitos envolvidos. Apresentamos preliminares em grupos de Lie e teoria de
representa¢des para estudd-lo. Como contribuicdo segue o fato deste se tornar uma
literatura mais acessivel dos resultados obtidos no artigo [Sch], com o preenchimento
de detalhes e organiza¢do do contetido, adicionando e filtrando elementos bdsicos,

explicagdes e comentérios.
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O presente capitulo contém resultados basicos da teoria de grupos de Lie, podendo
ser explorados também em [BD], [Ha], [War], [Lee] e [Mch]. O contetdo servird de
preliminar para o entendimento do capitulo 4. Em especial, a construcdo da élgebra de
Lie a partir dos campos invariantes a esquerda, os quais sdo importantes para anélise do
laplaciano em métricas invariantes a esquerda. Recomenda-se o conhecimento prévio
da teoria elementar de variedades diferenciaveis (ver apéndice 2).

Convencionaremos o termo diferencidvel como sendo suave ou classe C®.

Definicdo. Seja (G,.) um grupo tal que G é também uma variedade diferencidvel, com as
aplicagdes G X G > (x,y) — x.y € Ge G > x — x~ ! € G diferencidveis. Entio G é dito um
grupo de Lie.

Um grupo de Lie é um objeto que relaciona estruturas algébrica e diferencial simul-
taneamente e o intermédio entre elas se d4 pela exigéncia da diferenciabilidade da

operagdo e da inversao do grupo.

Definicdo. Seja G um grupo de Lie. Dado x € G considere as aplicagdes I, : G — G e
rx : G — G definidas por Ix(y) = xy e rx(y) = yx. As aplicacdes I, e ry sdo chamadas

translagdes a esquerda e a direita, respectivamente.

Trabalharemos principalmente com as transla¢des a esquerda, contudo os resultados

para as translacdes a direita sdo analogos. Note que (1)~ 1= li-1ely =Ioly,Vx,y €G.
Proposicdo. O fibrado tangente TG é difeomorfo a G x T,.G.

Demonstragio. A aplicagdo ¢ : G x T.G — TG, ¢(x,v) = dly(e).(v), é diferencidvel com
inversa diferenciavel dada por ¢~ 1(vy) = (x, dl,—1(x).(01)), Vox € TxG, Vx € G. O

O resultado acima diz simplesmente que todo grupo de Lie G é paralelizavel ou que
TG é um fibrado trivial (consultar [Lee] e [BD]).
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Definicdo. Seja X campo diferencidvel de G. Se X satisfaz X o I,(y) = dl(y).X(y), Vx,y € G,
entdo X é denominado um campo invariante a esquerda. O conjunto dos campos invariantes

a esquerda de G é denotado por LG.

Observagido. Se X é um campo invariante a esquerda, entdo vale a comutatividade do

diagrama:

I

G—— G

"

TG -2 70

Observagido. LG tem estrutura natural de espaco vetorial e o colchete entre elementos

arbitrarios X,Y € LG também pertence a LG, pois:

[X, YTo L(y)(f)

[X, Y](xy)(f)

= X@y)(Y(f)) — Y(xy)(X(f))

= dlL()( XY () — dl()(Y(y) )X(f))

= dL(y)( XY () — YW(X(f)))

= dlL:(WIX, YIW)(f), Vx,y€ G VfeCG).

Defini¢ao. O espago vetorial LG, munido do produto [.,.] (colchete de Lie), é chamado &lgebra
de Lie de G e é denotado também por g.

Proposicdo. Seja X : G — TG um campo invariante a esquerda. Entdo vale a relacdo
X(x) = dly(e).v, Vx € G, onde v = X(e) € T,G. Reciprocamente, dado v € T,G a aplicacdo

x — dly(e).v determina um campo vetorial invariante a esquerda denotado por Xs.

Demonstragido. Dados x,y € G vale X ol,(y) = dl(y) o X(y), ou seja, X(x.y) = dl(y).(X(y)).
Tomando y = e temos X(x) = dly(e).X(e), conforme desejado. Reciprocamente, considere
a aplicagdo X, e sejam x,y € G arbitrarios. Por um lado temos X, o I(y) = Xy(xy). Por
outro lado, usando a defini¢do de Xy, junto a propriedade Iy, = [y ol e a regra da

cadeia, entdo obtemos:

Xo(xy) = dlyy(e).v = d(lx o ly)(e).v = dlx(y) o dly(e).v = dl(y).(Xo(y)) = dlx(y) 0 Xo(y)

Com isto, concluimos X, o I,(y) = dlx(y) o Xo(y), Vx,y € G, ou seja, X, é campo vetorial

invariante a esquerda. [
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Este resultado nos diz que todo campo vetorial invariante a esquerda estd comple-
tamente caracterizado por um vetor de T,G, podendo serem vistos como uma nogao
de translagdo deste vetor no fibrado TG, a qual se da pela diferencial das translagdes a

esquerda de G.

Observagdo. Vale a igualdade LG = {Xy|v € T,G}. De fato, dado X € LG temos X = X,
para v = X(e) e, reciprocamente, dado v € T, G temos X, € LG. Embora ndo seja padrdo
a notagdo X, ela nos serd ttil para transmitir a ideia de "o campo invariante a esquerda
associado a v € T,G". Além disso, o colchete em LG induz um colchete em T.G dado
por [v, w] = [Xy, Xwl(e), Vv, w € T,G, fornecendo também uma estrutura de 4lgebra de
Lie para T,G. Para estudo das construcdes de dlgebras de Lie, no¢cdo de morfismos e

propriedades do ponto de vista algébrico puro, sugerimos uma consulta a [Mar].

Corolario 2.1. LG e T,G sdo dlgebras de Lie isomorfas.

Demonstracio. E de simples verificacdo, a partir da observacdo anterior, que a aplicagdo
T.G > v — X, € LG determina um isomorfismo de algebras de Lie (ou seja, um

isomorfismo entre espagos vetoriais que preserva a operacgdo do colchete). O

O resultado acima permite enxergarmos a algebra de Lie g de G como LG ou T,G.

Proposicdo 2.2. Se f : G — H é homomorfismo de grupos de Lie (isto é, um homomorfismo
de grupos diferencidvel), entdo Lf : LG — LH dada por Lf(Xy) = X)) determina um

homomorfismo entre as dlgebras de Lie LG e LH.

Demonstragio. Sejam Y, Z € LG. Temos Y = Xy, e Z = Xz(,). Notamos a igualdade de
vetores tangentes em T, H dada por (df(e).(Z(e)) )(Xafe)v(e)() = (df(e)-(Z(e)(Xy()) ) )(.)
(esta relagdo é uma espécie de associatividade). Além disso, esta igualdade é totalmente
analoga trocando as posi¢cdes de Z e Y.

A linearidade de Lf é f4cil de verificar. Resta ver que Lf[Z,Y] = [Lf(Z),Lf(Y)]
(preservacdo do colchete de Lie). E suficiente provar que Lf[Z,Y](e) = [Lf(Z), Lf(Y)](e),
pois cada campo W € LH esté totalmente caracterizado por W(e).

Por um lado, Lf[Z, Y](e) = Xare)1z,v1e)(€) = df (e)([Z, Y](e)). Por outro lado, temos:

[Lf(Z), Lf(Y)](e) [Xareyze) Xare)veple)

df (e)Z(E@)Xase)ve)) — df @Y (@) Xafe)ze))

5
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Usando a propriedade do inicio desta demonstracdo em cada parcela, temos:

[LA(Z),LfM]e) = df(elZ(e)( Xy — Y(e)Xze))]
= dfelZe)(Y) = Y(e)(2)]
= dfe)[Z,Y](e))
= Lf[Z,Y](e),
donde segue o homomorfismo de algebras de Lie. O

Observagdo. Lf e df(e) sdo a mesma aplicagdo, exceto pelo fato de trocarmos os espagos
LG e LH por T,G e T.H, respectivamente com auxilio do isomorfismo v — X, identifi-
cado no coroldrio 2.1. Veremos também, no decorrer do capitulo (proposicdo 2.6) que,
se j é a aplicacdo de inversdo em (G, .) entdo Lj (ou dj(e)) é a aplicagdo de inversdo em

(LG, +) dada por X — —X (ou v — —0).

Proposicdo. Seja G um grupo de Lie e « uma curva integral de um campo invariante a esquerda

X € LG, entio ay = Iy o o também é uma curva integral de X.

Demonstragdo. Pela regra da cadeia, a/(t) = (Iy o )/ (t) = dl(a(t)) o da(t) = dl(a(t)).a' (¢).
Como a/(t) = X(a(t)), entdo al(t) = dl(a(t)).X(a(t)). Por fim, pela invariancia & esquerda

de X concluimos que o/ (t) = X(I (x(t))) = X(ax(t)), conforme desejado. H

Proposigdo 2.3. O fluxo de um campo X € LG é global, satisfazendo ®(t, x) = xa*(t) para

todost € Re x € G, onde a* é a curva maximal com condicio inicial x*(0) = e.

Demonstragio. Seja x € G fixado, entdo ay(t) = ®(t, x) é a tnica solu¢do maximal de
y" = X(y) com condigéo inicial y(0) = x. Por outro lado, I, o aX(0) = xaX(0) = x e, pela
demonstracéo da proposicdo anterior, (I o aX)/(t) = X(I, o a*(t)), ou seja, do teorema de
existéncia e unicidade temos que ay(t) = Iy o aX(t) = xaX(t). Por fim, pode-se mostrar

que o dominio de & pode ser estendido por +e¢, fornecendo a globalidade do fluxo. [

Definicao. Qualquer homomorfismo de grupos de Lie (portanto também hd diferenciabilidade)

da forma « : (R, +) — (G, .) é chamado um grupo a 1-parametro.

Proposigao 2.4. Dado a um grupo a 1-pardmetro de G, entdo a aplicagio X +— a* define uma

bijecdo candnica entre a dlgebra de Lie de G e os grupos a 1-pardmetro .
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Demonstragdo. Primeiramente é facil verificar que a*X

é um grupo a 1-parametro usando
as propriedades do fluxo (proposicdo 2, apéndice de variedades diferencidveis) e a

construgdo de a*X na proposigio 2.3, pois:

aX(s +1) = Ppase) = Dp 0 D(e) = DH(Ds(e)) = Ps(e)Py(e) = a*(s)aX(t)

X Y

A injetividade vem do fato que se a® = a' entdo os fluxos associados a X e Y
coincidem e dai, usando o item (iv) da proposigdo 2, vemos que X e Y coincidem.
Dado um grupo a 1-parametro a entdo, se definirmos ®(t, x) = xa(t), teremos que P
satisfaz as propriedades de fluxo, sendo que X(x) := % lo®(t, x) = dl(e)(«’(0)) determina
0 campo invariante a esquerda X,/ que possui como fluxo correspondente a aplicagdo
®. Por fim, aX(t) = a.(t) = D(t, €) = ea(t) = a(t), com a*X(0) = a(0) = e. Logo, a aplicagio

X + aX é também sobrejetiva. O

Exemplo (1). Se V é espago vetorial sobre K (R ou C) de dimensdo 7, entdo V coincide
com T,V ~ LV e cada aplicagdo a”, dada por a’(t) = tv, Vt € R, determina o grupos a
1-parametro associado a cada v € V. Vamos achar o campo invariante a esquerda X

X

associado a v, ou seja, tal que a® = a”. A translagdo I, é dada por I (w) =x+w, Yw € V,

logo:

X(x) = Xyor(0)(x) = dlx(e).a”"(0) = id(«”'(0)) = id(v) = v,

ou seja, X é o campo constante igual a v e, através desta identificacdo, escrevemos

LV =V, a algebra de Lie do grupo aditivo V.

Exemplo (2). Considere V espaco vetorial sobre K (R ou C) de dimensdo n. Se
GL(V) = AutV ={T:V — V; T é isomorfismo linear} entdo GL(V) é aberto no es-
pago vetorial End(V) = {T :V — V; T é linear} e, portanto, sua dlgebra de Lie é dada
por gl(V) = End(V). Como espagos vetoriais de dimensdo finita sdo completamente carac-
terizados por sua dimensao e os operadores lineares por matrizes numa dada base fixada,
entdo podemos fazer as seguintes identificagdes: GL(n, K) = {A € M,(K) |det A #0} e
gl(n, K) = M, (K). O grupo de Lie GL(V) (ou GL(n, K)) é chamado grupo linear geral e
trata-se de um exemplo importante por conter os chamados grupos cldssicos ou lineares,

0s quais serdo explorados ao longo do texto.

Definicao. A aplicagio ad : LG — LAut(LG) ~ End(LG) dado por ad(X)(.) = [X, .] é dita
adjunta de g = LG.
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Defini¢do. A aplicacio Ad : G — Aut(LG) dada por Ad(y) = L(c(y)), onde c(y) : G — G
é 0 automorfismo interno definido por c(y)(x) = yxy~!. Ad é dita adjunta de G.

Proposicdo. Seja G grupo de Lie. Entdo ad(X)(Y) = %\0%\051(5, t), onde a(.,.) é a fungdo dada
por a(s, t) = c(aX(s))(@ (1)) = aX(s)a¥ (H)a*(—s) = Ad(a*(s))(a¥ (1)) -

Demonstragio. As contas desta demonstracdo sdo extensas, porém nada mais é do que
um exercicio de calcular a derivada de segunda ordem do membro direito da igualdade.

A prova completa pode ser encontrada em [BD], capitulo 2, se¢do 2. O

Observagio. E de se esperar deste processo que as representacdes adjunta do grupo e
da &lgebra estejam relacionadas de alguma forma. Lembremos que se f : G — H
é um homomorfismo de grupos de Lie entdo df(e) : T.G — T.H é homomorfismo
de algebras de Lie identificado também como a aplicagdo Lf : LG — LH. Este é o
raciocinio que nos leva a relagdo ad = LAd (verifique que LAd coincide com a derivada

de segunda ordem expressa na proposi¢do anterior).
Proposicdo 2.5. Se G é grupo de Lie abeliano entido LG é abeliana, ou seja, [.,.] = 0.

Demonstragdo. Dado X, € LG, temos ad(X,) = LAd(Xy) = Xgade)0- Se § € G entdo
Ad(y) = L(c(y)) e c(y)(x) = yxy_1 = x (pois G é comutativo). Logo c(y) = id, Vy € G. Dai
a aplicagcdo Ad é constante e vale L(id) = id; g em todo ponto. Com isso, dAd(e) = 0,
o que implica Xj44¢) v = Xo. Como Xy = 0 é o campo vetorial nulo de LAut(LG),
concluimos entdo da primeira igualdade que ad(Xy) = 0, para cada X, € LG, ou seja,
ad(X)(Y) =[X, Y] = 0 para todos X, Y € LG. Portanto LG é abeliana e s6 tem a estrutura

de espaco vetorial visto que [.,.] = 0. O

Proposicdo. Seja G C GL(n, K) um grupo de Lie, entdo o colchete de Lie é dado por ad(X)(Y) =
[X,Y] = XY — YX (comutador de matrizes).

Demonstragido. Temos a(s, t) = aX(s)a¥ (t)aX(—s) = exp(sX) exp(tY) exp(—sX). Dat:

ad(X)(Y) 2102 Joa(s, t)
= % loexp(sX) YT exp(—sX)
= % loexp(sX)Y exp(—sX)

= XY-YX
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Logo, para grupos lineares (contidos em GL(V)) o colchete de Lie tem uma forma

bem conhecida, expressa por intermédio do comutador matricial.

Exemplo (3). Toda algebra de Lie de um grupo abeliano s6 tem estrutura de espago

vetorial, pois o colchete é identicamente nulo (ver proposicdo 2.5).

Exemplo (4). Considere os grupos de Lie ortogonal e especial ortogonal, os quais sdo
definidos por O(n) = {A € GL(n,R)| AA" = 1} e SO(n) = {A € O(n)|detA = 1},
respectivamente. Entdo so(n) := LSO(n) é o espaco das matrizes antissimétricas de
dimensio n. De fato, se X é antissimétrica entdo X = —X’. Como as matrizes X e X'
comutam, temos aX(s)Ta*X(s) = exp(sXT) exp(sX) = exp(s(X + X1y = exp(0) = I. Além
disso, exponenciais de matrizes sempre tem determinante positivo, logo aX(s) € SO(n)

elXX X

é um grupo a 1-parametro de SO(n). Reciprocamente, se a* é um grupo a
1-parametro (ou seja, aX(t) = ®(t, 1)) em SO(n), entdo aX(s)Ta®(s) = I e, portanto,
exp(s(XT + X)) = I. Em particular, se tomamos s = 1, concluimos que X + XT =0, ou

seja, X é antissimétrica. Conclusdo: X € so(n) se, e somente se, X é antissimétrica.

Exemplo (5). Sejam U(n) = {A € GL(n,C)| AA* =1} e SU(n) = {A € U(n) |detA =1}
os grupos de Lie unitdrio e especial unitdrio, respectivamente. Entdo u(n) := LU(n) é o
espaco das matrizes anti-hermitianas de dimensédo n (o argumento é totalmente analogo

ao exemplo anterior).

Exemplo (6). Considere SL(n) = {A € GL(n)|det A =1} (sobre R ou C), grupo de Lie
denominado especial linear. Entdo, sl(n) := LSL(n) é o espaco das matrizes de trago nulo.
De fato, se X tem traco nulo entdo deta*(s) = detexp(sX) = "X = ¢¥ = 1, logo aX é
grupo a 1-pardmetro em SL(11). Reciprocamente, se aX é grupo a 1-pardmetro de SL(n),

strX

entdo dado s € R ndo nulo, deta*(s) = detexp(sX) = ¢"X = 1, 0 que implica trX = 0.

Conclusdo: X € sl(n) se, e somente se, X tem traco nulo.

Exemplo (7). su(n) := LSU(n) é o espago das matrizes anti-hermitianas de tra¢o nulo (o

argumento é totalmente analogo ao exemplo anterior).

Definic¢do. Dado G um grupo de Lie, definimos exp : LG — G, exp(X) := a*(1), VX € LG,

a qual é chamada aplicagdo exponencial.
Proposicao. Valem:
(i) exp(tX) = aX(t), VX € LG, Vt € R.

(ii) Se X € LG, entdo o fluxo de X satisfaz (x,t) = x exp(tX)
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Demonstragio. O item (ii) é consequéncia imediata de (i) e da proposigdo 2.3. Para (i),
considere X € LG. As curvas s — aX(ts) e s — a'*(s) sdo grupos a 1-parametro cujas
derivadas na origem coincidem e valem tX, ou seja, pela correspondéncia com LG, eles

s30 0 mesmo (ver proposicdo 2.4). Com isso temos que exp(tX) = a!X(1) = aX(#). O

Proposicdo. A aplicagio exponencial é diferencidvel e sua diferencial na origem é a identidade
(ou seja d(exp)(0) = id|Lg) (daf pelo teorema da fungio inversa exp é localmente inversivel ao

redor da origem).

Demonstragio. Dado X € LG, defina Fx(t) := exp(Ap + tX). Entdo F5(0) = aae%(/\o).
Tomando Ap = 0 € LG temos Fx(t) = exp(tX) = aX(t), cuja derivada na origem é
aX’(0) = X. Logo a derivada parcial de exp na origem e na direcio de X é X. Em
particular, tomando {Xj, ..., X;;} base de LG concluimos que a jacobiana de exp em
Ap = 0 é a identidade, ou seja, d(exp)(0) = id|.c (lembremos aqui que para V = LG
espago vetorial, o espaco tangente em cada ponto coincide com V).
Diferenciabilidade: primeiramente notamos que (¢, x, X) — (xaX(1), X) corresponde
ao fluxo global do campo diferencidavel G x LG > (x, X) — (X(x),0) € T,G x LG no
fibrado tangente G x LG de G. Se restringimos este fluxo a {1} x {e} x LG, continu-
amos com a diferenciabilidade. Assim, X — (1,¢, X) — («%(1), X) — a%(1) = exp(X)

determina uma composi¢do que é diferencidvel, conforme desejado. O

Proposicao. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos de Lie. Entdo vale a comutatividade

do seguinte diagrama:
~ L
LG LH

exp \(U:{p
T
G—H

Demonstracio. Relembrando: X, é o campo em LG tal que X,(e) = v, assim como
Lf(Xy) = Xif(e).o € 0 campo em LH tal que Lf(Xy)(e) = df(e).(v). Logo, por um lado,
dado X = Xx(,) € LG temos que exp(Lf(X)) = (def(e).X(e)(l).

Por outro lado, como f é homomorfismo de grupos de Lie entdo ndo é dificil verificar
que f oaX é grupo a 1-pardmetro em H tal que f o aX’(0) = df(e).aX'(0) = df(e).X(e), ou
seja, esta associado ao campo Xy¢().x() € LH. Com isso, temos f o aX = aXafex0 e daf
foexp(X) = f(a®(1)) = aXdf@.x@(1). Portanto, vale a comutatividade do diagrama. [
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Proposicdo 2.6. Velm as sequintes propriedades:
(i) exp(X)~! = exp(—X), VX € LG

(ii) Se inv : G — G é a aplicacdo de inversio x — x~ !, entdo L(inv) : LG — LG éa
aplicagio X — —X (equivalentemente d(inv)(e) é a aplicagio T,G > v — —v € T,G).

Demonstragio. (i) Dado X € LG, defina a curva B(t) = aX(—t). Entdo:

B(t) = —aX(=H) = —X(@X(~) = =X(B®); PO0) =a*(0) =e

Provamos que B = aXe, portanto, vale a identidade a~%(t) = aX(—t),Vt € R. Usando
a propriedade a*(s + t) = aX(t)a*(s) obtida na demonstracdo da proposicao 2.4, obtemos
que a~X(H)aX(t) = aX(—taX(t) = aX(0) = e. Logo, (a*(t))"! = a~%(t) e, portanto,
exp(tX)~! = exp(—tX), Vt € R.

(ii) Dado X € LG temos a*(t) = exp(tX) é uma a curva passando por e e com vetor
tangente v = X(0), em t = 0. Por um lado d(inv)(e).X(0) = %inv o a*(0) e, por outro,
inv o aX(t) = exp(tX)~! = exp(—tX) = a~X(t), a qual derivando em t = 0 resulta em
—X(0), ou seja, d(inv)(e).X(0) = —X(0), o que termina a prova. O

Os teoremas a seguir possuem demonstragdes mais técnicas e sdo fortes resultados

da teoria de grupos de Lie. Eles se encontram presentes em [BD], capitulo 1, segdo 3.

Teorema 2.7. Seja H um subgrupo de um grupo de lie G. Entdo H é subvariedade (mergulhada)
de G se, e somente se, H é fechado em G. (Logo H é um grupo de Lie mergulhado em G se e s6
se H é fechado em G).

Demonstragio. (=) Assumindo que H é subvariedade de G entdo H é um subconjunto
localmente fechado (dado h € H, existe U aberto contendo h tal que H N U é fechado
em U). Seja U > e aberto com H N U fechado em U. Dado y € cl(H), podemos tomar
x € yU"'NH de modo que y € xU. Logo y € cl(H) N xU e, portanto, temos que
x~ly € cdl(H)NU = HN U, implicando que y € H, ou seja, provamos que H ¢é fechado.

(<) Assuma agora que H é subgrupo fechado em G. Ja& que podemos percorrer o
grupo todo por translagdes, basta provarmos que existe uma vizinhanca U de e tal que
H N U é subvariedade de U. A ideia é acharmos um subespago W de LG que fard o
papel de L(H N U) e dai via aplicagdo exponencial teremos que H N U sera subvariedade.

Considere entdo um aberto U > e tal que possamos escrever a inversa da exponencial

11
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localmente log : U — U’. Claro que log(e) = 0. Dai, definindo log(H N U), temos que
0 € log(H N U).

Afirmagio 1: Suponha log(HNU) > h, — 0 com (h,/|h,|) = X € LG. Entédo para
todo t € R temos que exp(tX) € H.

Afirmacio 2: Defina W = {sX | X = lim(hy/ |hn); (hn)nen C log(H N U);s € R}. Entdo
W é subespaco de LG.

Afirmacdo 3: exp(W) é vizinhanca do neutro e em H.

Pelas consideragdes feitas, as afirmag¢des completam a demonstragdo. Resta entdo
prova-las.

Prova de 1: Por hipétese temos (t/|hy|).hy — tX com |h,|— 0, dai tomamos (a,),cN

sequéncia real tal que ay.|h,|— 0, logo:
H > (exp(hy))™ = exp(anhy) = exp(an|hn|.(hn/|hu])) — exp(tX)

Como H é fechado segue que exp(tX) € H.

Prova de 2: Dados X,Y € W e c € R, defina h(t) = log(exp(tX). exp(tcY)). Logo
valem as convergéncias tli)r(r)l+ h(t)/t = X+cY e tli%l+ h(t)/|h(t)|= (X +cY)/|X +cY|. Dai
X+cYeW.

Prova de 3:  Temos que LG = W @& W'. Definamos entio P : W& W+ — G
por (X,Y) — exp(X)exp(Y) e suponha que afirmacgdo é falsa. Entdo podemos tomar
(X, Yn) — 0 sequéncia com exp(X,) exp(Yy) € H, Y, #0. Além disso, Wt é subespaco
fechado, logo podemos supor, ao tomar uma subsequéncia, que existe Y € W+ tal que
Yn/|Yn|— Y e, claramente, |Y|=1,logo Y # 0. Mas temos que exp(X,) e exp(X,) exp(Yy)
sdo elementos de H, o qual é subgrupo de G, dai exp(Y,) € He Y € W, absurdo. [J

Teorema 2.8. Seja f : G — H é um homomorfismo (apenas de grupos), com G e H grupos de
Lie. Se f é continua entdo f é diferencidvel sendo, portanto, um homomorfismo de grupos de
Lie. Em particular, tomando o isomorfismo de grupos id : G — G, concluimos que cada grupo

topoldgico G tem no mdximo uma estrutura de grupo de Lie.

Demonstragio. o gréfico de f, dado por Gy, é subgrupo e € fechado com respeito a G x H.
Portanto, pelo teorema 2.7, Gf é um subgrupo de Lie, mergulhado, de G x H. Além
disso, a projegdo em G dada por Pg : Gy — G é um homeomorfismo diferencidvel.
Como dPg(e) é inversivel temos que P é difeomorfismo. Logo, se Py : G x H — H é

a projecdao em H, entdo f = Py o P 1 ¢ diferenciavel. O



REPRESENTACOES DE GRUPOS DE
LIE COMPACTOS

Este capitulo apresenta o contetido base da teoria de representagdes que usaremos no
capitulo 4, responsavel pela temdtica central desta dissertagdo. Servirdo de referéncias e
estudos complementares [BD], [HRI], [HRII], [Ha] e [Gual].

G serd sempre um grupo de Lie compacto e conexo até o final do capitulo e tra-
balharemos sempre com representagdes e espagos vetoriais sobre K = R, C ou H, as
quais se relacionam de um certo modo (IH é, na verdade, um anel de divisdo, mas
ndo vamos precisar nos preocupar com esse tipo de tecnicismo). Como queremos
estudar os autoespagos do laplaciano como representagdes reais, entdo o ambiente
natural para estudarmos a teoria de representacdes é sobre os complexos, pois nele
ganhamos a propriedade de termos um corpo algebricamente fechado, o que nos for-
nece varias ferramentas e resultados interessantes e nos permitem migrar para os reais,

posteriormente.

A ideia do conceito de representacdo de uma estrutura algébrica é identificar, através
de homomorfismos, as operagdes, a priori abstratas, como operagdes teoricamente mais
conhecidas, como as que sdo fornecidas nos ambientes de matrizes. Por exemplo,
um dos resultados que provaremos é que todo grupo de Lie compacto admite uma
representacdo fiel que, dito de outra forma, significa que tal grupo é, a menos de
isomorfismo, um subgrupo de GL(n;K), o qual conhecemos bem e sabemos operar.
Analogamente, existem também as representacdes de algebras (por exemplo algebras

de Lie, as quais nos permitem vé-las como subdlgebras de gl(r; K)).

3.1 REPRESENTACOES E G-MODULOS

Definicao. Um G-moédulo é um K-espago vetorial V munido de uma agdo linear do grupo G
dada por ¢ : G x V — V, (x,v) — x.v e é denotado por (V, ) ou simplesmente V, quando

ndo houver ambiguidades.
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Definicao. Uma representagio de G é um IK—espago vetorial V munido de um homomorfismo
de grupos continuo p : G — GL(V) e é denotada por (V, p) ou simplesmente V, quando nio

houver ambiguidades.

Observagdo. V é um G-moédulo se, e somente se, V é uma representacdo de G. De
fato, podemos construir a agdo continua (x, v) — p(x).v a partir da representacdo (V, p)
e, reciprocamente, temos o homomorfismo continuo p dado por p(x).v = x.v, para
todos x € G e v € V, a partir do G-médulo (V,¢). Em outras palavras, as duas
defini¢cdes acima sdo equivalentes. Por questdo de preferéncia, trabalharemos mais com
a perspectiva de G-médulos. Outro ponto a se notar é que, na verdade, a exigéncia da

continuidade implica em suavidade, em decorréncia do teorema 2.8.
Definicao. (V, p) é dita representagio fiel se p for injetiva.

Observagio. Se (V,p) é tiel entdo G ~ p(G) C GL(V), ou seja, G pode ser visto como um

subgrupo de matrizes.

Definicdo. Seja f : V. — W uma aplicagdo linear entre G-mddulos que satisfaz a propriedade
f(x.v) =x.f(v), Vx € G, Vv € V. Entdo f é denominada um morfismo de G-moédulos ou
aplicacdo linear G-equivariante. Se, além disso, f for bijetiva, entdo f é dita um isomorfismo
de G-mddulos e, neste caso, dizemos que V e W sdo isomorfas, ou seja, V ~ W. O conjunto
dos morfismos de V em W é denotado por Homg(V, W).

Definicao. As seguintes representagdes sobre G sio definidas:

(i) Representacdo trivial: (V, p) sobre G com p(x) =id|y, Vx € G.

(ii) Representagdo matricial: considere (V, p) uma representacio n-dimensional de G e fixe
uma base B em V. Se para cada x € G, denotamos A(x) como sendo a matriz de p(x) na
base B, entdo A : G — GL(n,C), x — A(x) determina a representagio V na base 3 do

sequinte modo: A(x).v := A(x)[v], onde [v] é o vetor coluna que representa v na base B.

(iii) Representacdo dual: considere V um G-mddulos e defina a acio em V* dada por
(x.n)(v) = q(x_l.v), Vi € V*,Vx € G, Vv € V, entio dizemos que V* é a representagdo
dual de V.

(iv) Representagdo conjugada: consideramos o espaco V que herda a estrutura da repre-
sentacdo V e altera a multiplicagio por escalar que passa a ser dada por & © v := ®.7,

Va € K, Vv € V (note que no caso real a conjugagio nio interfere em nada).
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Observagio 3.1. Se V é um G-médulo complexo entdo V ~ V*

Demonstragio. Considere {e;}}_; base de V com base dual {e; }}_,. Construimos entao
— n n ,
a aplicagdo T : V* — V via regra: T()_ axe;) = ) ayex. E de simples verificagdo que T
k=1

k=1
determina um isomorfismo linear e equivariante. O

Definicao. Um subespago vetorial W de um G-médulo (V, ¢) é dito um G-submoédulo de V
(ou sub-representacdo de V) se ele for invariante pela agio de ¢.

Defini¢do. Se V é um G-médulo tal que V # {0} e admitindo {0} e V como seus iinicos
G-submédulos, entdo V é dito simples ou irredutivel. Denotaremos o conjunto das classes de

isomorfismos de G-mdédulos irredutiveis sobre K por Irr(G, K).

Defini¢ao. Seja V um G-médulo real (respectivamente complexo) com produto interno real

(respectivamente hermitiano) (.,.) que satisfaz (x.u,x.v) = (u,v), Yu,v € V, Vx € G.

Neste caso, dizemos que (.,.) é G-equivariante e V é dito uma representagdo ortogonal

(respectivamente unitdria) de G ou um G-médulo ortogonal (respectivamente unitario).

Introduziremos a medida de Haar, a qual poderiamos gastar mais uma segdo provando
sua existéncia e propriedades, mas apenas enunciaremos os principais fatos presentes

em [BD] (capitulo 1, se¢do 5) e [HRI] (capitulo 4), que nos serdo tteis.

1. A medida de Haar [,(.)dh em G satisfaz [ 1dh = 1.

2. Fixados v,w € V temos, por linearidade da integral, (v, w) = fG(U, w)dh e a
equagdo ((y,w) = [;(v,w)dh, Yw € W) tem solugdo tnica y = v, a qual também

serd denotada por y = [ vdh.

3. Usando a ideia do item anterior a equagao ((y, w) = [, (h.v,w)dh, Yw € W) tem

solugdo tnica denotada por y = [ h.vdh.
4. Vale aregra x. [ h.vdh = [(xh).vdh = [ h.vdh (invaridncia a esquerda).
5. Considere V = End(V) um G-médulo e f € V. Entéo:
/G Tr(f)dh = Tr(f) /G 1dh = Tr(f) = Tr( / Fdh)

Essa igualdade revela uma espécie de comutatividade entre o traco e a integral.

15
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6. Seja VC := {v € V | x.v = v, Vx € G}, entdo a aplicacdo p : V — VC definida
por p(v) = [ h.vdh é a projegdo de V em V© (p é linear, p? = p e im(p) = V°).

Observagio 3.2. Cada G-moédulo real (complexo) V' de um grupo de Lie compacto G
admite um produto interno real (hermitiano) G-invariante e, portanto, pode ser tomado

ortogonal (unitério).
Demonstragdo. Tomamos (.,.) qualquer e construimos ((.,.)) do seguinte modo:
({v,u)) := / (h.v,h.u)dh, Yo,u €'V,
G

onde [, é a medida de Haar em G, cujas propriedades nos permitem concluir que

((.,.)) é G-invariante. O

Proposicdo. Seja U um G-submédulo de V, com dimg V < +o0 (K = R ou C). Entdo existe
um G-submédulo U' de V tal que V. =U o U'.

Demonstragio. Pela observacgdo 3.2 podemos tomar ((.,.)) G-equivariante sobre V. Dai
basta notar que fazendo U’ = U+, o complemento ortogonal de U em relagio a este

produto interno, obtemos o resultado. O

Observagio. Na proposi¢do acima, como V tem dimensdo finita, podemos repetir esse
resultado para U e U’ e seguindo esse processo um ntmero finito de vezes concluimos
que V pode ser expresso como soma direta de submdédulos irredutiveis da forma

V = @ U; com U irredutivel, a chamada decomposigdo irredutivel. Neste caso, dizemos

]
que V é semi-simples.

Acabamos de construir a nogdo de decomposicdo de uma representacdo. No final
das contas, V pode ser escrito em termos de representa¢des "menores", as chamadas
irredutiveis, as quais ndo sdao decomponiveis e formam as componentes elementares
da teoria de representagdes, similar ao papel desempenhado pelos ntimeros primos
na decomposigdo fornecida pelo teorema fundamental da aritmética (ou mais geralmente

decomposicao de dominios de fatoragdo tinica).

3.2 COMPONENTES ISOTIPICAS

Comentamos hd pouco a analogia entre a decomposigdo de uma representagdo V em

sub-representagdes irredutiveis com a decomposi¢do em niimeros primos do teorema
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fundamental da aritmética. O objetivo desta se¢do é organizarmos melhor esse tipo de

decomposic¢do. Por exemplo, dado um inteiro n > 2, podemos garantir que existem
m

primos qi, ..., qm tais que n = J] gx sem exigir que os gx’s sejam distintos, ou entdo
k=1

l
podemos encontrar py, ..., p; dois a dois distintos e inteiros n11, .., m; tais que n = [] p;*.
k=1
A nocdo de componente isotipica vem justamente da organizagdo fornecida por este

altimo formato. Na nossa analogia, os G-submdédulos irredutiveis Vi dois a dois ndo
isomorfos de V desempenhardo o papel dos primos distintos px que aparecem em n,
sendo que o nimero my sera a quantidade de vezes que Vi se repete na decomposicdo
de V, assim como o tanto de vezes que pj se repete em n.

Nessa sec¢do considere () um conjunto ndo vazio e (M, +) um grupo abeliano.

Definicao. M é dito um Q)-mddulo se para todo o € Q) existe um endomorfismo de grupos

Ty : M — M (chamado agdo de «). Notacdo: a.x := Ty(x).

Observagdo. A partir desta notacdo e identificagdes podemos definir de maneira com-
pletamente andloga e natural os conceitos de submédulos, ()-homomorfismo (equi-
variante/morfismo de moédulos) e submoédulos simples/irredutiveis, como na sec¢do

anterior.

Definigdo. Considere M; como sendo ()-mddulos para j € ]. Podemos construir M = @ Mj
j€l

no cartesiano dos Mj's com agdo do médulo M, coordenada a coordenada, dada pela identidade:

a.(x))jes = (@.x})jej. Quando um médulo M é uma soma direta desta forma com todos os M;'s

simples, dizemos que M é semi-simples.

Teorema. Sejam M =} N; (soma ndo necessariamente direta) com N; simples, Vj € | e
i€l
considere também E um submddulo préprio qualquer de M. Entdo M = E ® F para algum
submédulo da forma F = @ Nj com I C |J. Além disso, existe I'C JeomINT =Q tal que
jel
E = @ N;. Em particular, todo submédulo de M é semi-simples.
jer
Demonstragio. Dado K C | defina N(K) := }_ N; e Pg = {K C J |IN(K) é soma direta e
jeK

N(K)NE = {0}}. Temos que Pr # @, pois E # M, assim existe N; simples com N; ¢ E e,
portanto, satisfazendo N; N E = {0}. Além disso, o conjunto Pr é parcialmente ordenado
pela inclusdo, sendo que | é limitante superior por constru¢do. Logo pelo Lema de

Zorn, Pr admite elemento maximal I. Dai, basta tomarmos F = N(I) e mostrarmos que
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M = E®F. Se ocorresse M # E & F, poderiamos tomar Ny com Nj Z E & F. Como N
é simples entdo teriamos Ny N E = Ny N F = {0}, logo o conjunto [ = I U {k} contradiria
a maximalidade de I. A obtencdo de I’ é feita da mesma forma que o processo anterior
partindo deste F obtido ao invés de E ao trocarmos Pg por Pr.

Note que mesmo para o submoédulo E = M podemos adaptar a demonstragdo para o
conjunto Pys = {K C J |N(K) é soma direta} e obter que M também é semi-simples. [
Definicdo. Seja S um médulo simples. M é dito um mddulo S-isotipico se M = P M; com M;

i€l
isomorfoa S, Vj € J. Além disso, se M é semi-simples, consideramos M(S) o submddulo formado
pela soma de todos os submdédulos de M isomorfos a S. Diz-se que M(S) é a componente

S-isotipica de M.

Observagio. Se M é S-isotipico, entdo segue do teorema anterior que todo submoédulo de

M também é S-isotipico.

Teorema. Sejam M semi-simples e S simples. Entdo M(S) é S-isotipico e todo submédulo de M
que é S-isotipico é submddulo de M(S). Se N C M é submddulo entdo N(S) = N N M(S). Por

fim, vale a decomposicio M = @ M(S) com A englobando um representante de cada classe de
SeA
isomorfismos dos submddulos simples de M, ou seja, A s6 possui submddulos simples dois a dois

ndo isomorfos e todo submédulo simples de M é isomorfo a um iinico elemento de A.

Demonstragio. M(S) =} N; com N; ~ S simples. Pelo teorema anterior, conseguimos
expressar M(S) como soma direta, logo M(S) é S-isotipico e contém todo submoédulo
S-isotipico por construgao.

Para N(S) C N temos que N(S) é S-isotipico e, portanto, N(S) C M(S). Logo
N(S) C NN M(S). Reciprocamente M(S) N N é um submoédulo de M(S), dai como
submoédulos de moédulos S-isotipicos é S-isotipico, segue que M(S) N N é S-isotipico
contido em N e, portanto, M(S) " N C N(S).

Por fim a decomposicdo é obtida expressando o moédulo semi-simples M como
somando de todos os seus submoédulos simples e identificando neste os submédulos
simples isomorfos. A soma fica direta pois se S e S’ sdo elementos distintos em A e
definimos U := M(S) N M(S’) supondo que U # {0}, entdo U é S-isotipico e S’-isotipico
por ser submédulo tanto de M(S) e M(S’), mas isto viola a defini¢do elaborada para

modulos isotipicos. Logo a tinica opgao é fazer U = {0}, completando a prova. O

Voltando para o nosso contexto de representagdes de grupos de Lie compactos,

podemos trazer estes resultados atribuindo M =V e (2 = G UK (agdo do grupo de lie e
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acao da multiplicagdo por escalar do espaco vetorial). Um dos objetivos ao longo do
capitulo é justamente obter uma forma de identificar as componentes isotipicas de um
G-moédulo V.

3.3 REPRESENTAQ@ES COMPLEXAS

Introduziremos a seguir o Lema de Schur, um resultado fundamental na teoria de
representagdes, mas que so6 vale em geral sobre C. Atente para a a necessidade de
garantir a existéncia de autovetor na demonstracdo a seguir. Ou seja, neste ponto
estamos usando a propriedade de C ser um corpo algebricamente fechado. Veremos
que o Lema de Schur é bastante aplicado ao longo da teoria e a ideia é aproveitar
esses resultados acerca de representagdes complexas para depois migrarmos para K-
representacdes através do processo de extensdo e restricdo de escalares. Inclusive, no
capitulo 4, olharemos para os autoespagos reais do laplaciano como representagdes e
sera importante incorporarmos esse maquindrio de representagdes complexas e depois
migrarmos para as reais.

Veremos ainda que as representagdes sobre IR, C e H possuem certas correspondéncias
e, no final, todas poderao ser descritas em termos das complexas.

Nesta se¢do, convencionaremos todos os G-médulos sobre C e de dimensao finita.

Lema 3.3 (Schur). Considere V e W representagoes irredutiveis de G. Entdo:

(i) Se f : V. — W é um morfismo entdo f = 0 ou f é um isomorfismo.

(ii) Se f : V — V é um morfismo entio f = Ald.

(iii) dim Homg(V,W)=1se V ~ W e dim Homg(V,W)=0caso V Z W
Demonstragdo. (i) e (ii) sdo consequéncias do fato de ker V, im(f) e o autoespaco de um
autovalor E) serem todos submdédulos. No item (i) temos que ker V = {0} (neste caso,
imf # {0}, ou seja, imf = V, entdo temos injetividade e sobrejetividade) ou ker V =V

(neste caso f = 0). No item (ii) que se A é autovalor entdo E, # {0} e, portanto, E, =V,

o que demonstra f = Ald. Por fim, o item (iii) é obtido a partir dos dois anteriores. [

Uma aplicacdo interessante do Lema de Schur é a seguinte:

Proposicdo 3.4. Toda representacio irredutivel V de um grupo abeliano G tem dimensio 1.

19



20

REPRESENTAQ@ES DE GRUPOS DE LIE COMPACTOS

Demonstracdo. Dados x,h € G e v € V temos:
lx(h.v) = Ix 0 Iy(v) = Liy(v) = lpx(v) = I © [x(v) = h.Ix(0)

Logo I é um morfismo equivariante de V em V e dai pelo lema de Schur 3.3, temos
que Iy = AyId. Como consequéncia todo subespaco W de V é invariante por cada Iy,
o que nos leva a concluir que W é uma sub-representagdo. Dai, a irredutibilidade da

representacdo V s6 ndo é violada caso ela tenha dimensao 1. O

Considere agora V(W) como a componente W-isotipica em V de uma representagao
irredutivel W € Irr(G, C). O préximo passo serd identificar V/(W).

Defina m(W, V) := dim¢ Homg(W, V) e suponha que a decomposigdo irredutivel
de V é dada por V = DV (ou seja, cada V; é irredutivel). E facil verificar que

)
Homg(W,V) = &b Homg(W, Vj) (este somando pode ter subespacos nulos, mas por

simplificacdo des]consideramo-nos e daf a soma fica, de fato, direta). Logo, pelo Lema
de Schur 3.3, temos que m(W, V) = #{V; | V; =~ W}.

No viés desta colocagdo, teremos m(W, V) # 0 somente quando W for isomorfo a
algum submoédulo de V. Considere entdo A(V) o subconjunto de Irr(G; C) formado
pelas classes de isomorfismos dos submoédulos irredutiveis W de V.

Podemos definir em Homg(W, V) ® W a a¢do g.(f ® w) = f ® (¢.w) e uma aplicacdo
linear da forma dy : Homg(W, V) ® W — V dada por dw (f ® w) = f(w). Dai definimos

tambémd: @ (Homg(W,V)® W) — V a aplicagdo construida via regra d|w= dy.
WeA(V)

Observagio. Note que, pelos comentérios elaborados anteriormente, o espaco Homg(W, V),
cuja dimensdo é m(W, V), serve apenas para contar quantas copias de W aparecem

dentro de V, o que permitird formar a componente V(W).

Proposicao 3.5. d é um isomorfismo de G-modulos e a componente W-isotipica de V (com

W e A(V)) é dada por V(W) = im(d|w). Em particular, V.= @ im(dw) é a decomposigio
WeAV)
de V em componentes isotipicas (decomposicdo isotipica).

Demonstragio. Seja V = @ V; a decomposicdo irredutivel (semisimples) de V. Para
j
W € A(V) temos que, se W ndo é isomorfo a nenhum Vj, entdo o dominio de dy é o

subespaco nulo e dai poderemos descartar W do somando. Suponha entdo que W ~ V,

algum k. Temos pelo lema de Schur 3.3:
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dom(dw) = @ Homg(W, Vj)@ W = € Homg(W,V)) @ W
j Vi~V

Além disso, Homg(W,V)) @ W ~ C@OW ~ C®V; ~ V; para V; ~ V. Mas a
menos desses isomorfismos, dy se identifica em cada subespago do somando como
uma aplicagdo induzida da forma C® V; > (Af ® v) — Afv € V;, que € justamente
o isomorfismo tensorial entre C ® V; e V;. Ou seja, cada dy € um isomorfismo do

seu dominio na componente V(W) = @ V;. Colecionando as aplica¢des dy com
Vi~W
]

W e A(V), temos que d é isomorfismo. O

Observagio. Podemos escrever a decomposicdo isotipica de V como @b VIV)ou
Welrr(G,C)

V =@ n Vi (ouainda V = Vk@”k), onde cada Vj é irredutivel e tem exatamente n;
k k

cépias isomorfas no somando, ou seja, se j # k entdo V; % V.

Consideraremos agora a forma matricial x — A(x, V) = [a;;(x, V)];; das representacdes
V € Irr(G,C) numa base dada e veremos que o espago gerado pelas fun¢des da forma
G 2 x — aji(x, V) € C satisfazem certas relagdes de ortogonalidade a medida que
variamos posi¢des das entradas matriciais (i,j) e migramos de uma representacdo

irredutivel para outra no conjunto Irr(G,C).

Proposicio. Considere o G-médulo Hom(V, W) com agio definida por (x.f)(v) = x.(f(x~1.0)),
entdo temos que (Hom(V, W))C = Homg(V, W).

Demonstragio. x.f = f, Vx € G & x(f(x"'v) = f(v), Vx € G,Vvo € V &
f(xtov) = x L. f(v), Vx € G,Vv € V. Essas equivaléncias mostram, em suma, que
f € (Hom(V, W))C se, e somente se, f € Homg(V, W). O

Proposigdo. Sejam (V,p) € Irr(G,C) e f € Hom(V, V), entdo: [(h.f)dh = Tﬁ%) id|y, onde
|V|= dil’l’lc V.

Demonstragido. Como [ (h.f)dh € (Hom(V, V)¢ = Homg(V, V), entdo pelo lema de Schur
temos que [(h.f)dh = Agid|y. Além disso, h.f = p(h) o f o p(h)~! e dat:

21



22

REPRESENTAQ@ES DE GRUPOS DE LIE COMPACTOS

AV = Tr(Af| V)

= Tr([(h.f)dh)

= [ Tr(h.f)dh

= Jo Tr(p(h) o f o p(h)~!)dh
= [ Tr(f)dh

= Tr(f) [, 1dh

= T(f).

O

Corolario. Sejam V representagio irredutivel de G, f € Hom(V, V), v € V e ¢ € V* entdo:
Je 9 fr o) = T ().

Demonstragdo. Basta aplicar a proposi¢do anterior tomando ¢ e aplicando v em ambos

os lados da igualdade. O

Teorema 3.6. Seja V irredutivel sobre G, entdo:

(i) Yf € Hom(V, V),Yo,w € V vale [.(h.f(h~*.0),w)dh = 78 (v, w).

V]
(ii) Yo,w,a,p € V vale [ (h~ .0, a)(h~ .0, w)dh = |17|< a, B) (v, w).
(iii) Vv, w,a, B € V vale [ (h.a,v)(h.p,w)dh = |17|( a, B) (v, w).
Demonstragdo.

(i) Aplicar o corolario anterior a ¢ = (v, .).
(ii) Aplicar o item (i) a f(u) = (u, a)p.

(iii) E o item (ii) usando a G-equivariancia e a propriedade hermitiana de (., .). 0

Teorema 3.7. Consideremos V e W dois G-mddulos irredutiveis nio isomorfos. Entdo:
Vo,a € V,Vw, p € Woale [ (h.a,v)(h.B, w)dh = 0.

Demonstragio. Fixados a e B defina a forma bilinear b(v, w) = [, (h.a,v) (h.B,w)dh em
V x W, a qual induz uma aplicagéo b’ : V.— Hom(W,C) = W dada por b'(v) = b(v, .).
Mas W' ~ (W*)* ~ W, logo podemos ver b’ como sendo uma aplicagdo de V em W.
Mais ainda, como b’ mapeia integrais entdo b’ pode ser vista como uma fung¢do em
(Hom(V, W))¢ = Homg(V, W). E dai pelo lema de Schur, temos b’ = 0, o que demonstra
a igualdade. O



3.3 REPRESENTAGOES COMPLEXAS

Os dois altimos teoremas sdo ditos relagdes de ortogonalidade. Vamos tentar entender o
porqué desta terminologia.

Consideremos V e W irredutiveis sobre G com bases ortonormais fixadas {v;} e {w;},
respectivamente. Podemos entdo Identificar, nestas bases, a representacdo matricial
[a;i(x, V)], em V, e [a;;(x, W)], em W.

Se V ~ W, podemos tomar, sem perda de generalidade, V = W e dai por uma
verificagdo simples temos a;;(h, V) = (h.vj, v;). Usando entédo o item (iii) do teorema 3.6,

obtemos a seguinte identidade:

R 1
/G 0, Vs, V)l = 15830

Analogamente, se V 22 W, entdo pelo teorema 3.7 chegamos a

/ Eli]'(h, V)akl(h, W)d]’l =0
G

Ou seja, se enxergamos as entradas matriciais 4;; como fungdes continuas x — a;;(x),
entdo temos uma ortogonalidade destas fun¢des com respeito ao produto interno dado
por (f,h) = |- fh. Tais funcdes sdo ditas representativas, as quais generalizaremos
e estudaremos mais para frente. Em suma, se a;; e by sdo funcdes representativas
provenientes de duas representac¢des distintas (ndo isomorfas), entdo elas sdo ortogonais,
assim como dentro de uma mesma representagdo, temos a;; e 4y ortogonais a menos
que (i, j) = (k,I) (a menos que seja exatamente a mesma posicdo da entrada matricial).

Até o momento estudamos alguns objetos acerca das representagdes que envolviam
bases e isomorfismos. Contudo, é interessante que determinadas propriedades ndo
dependam desses conceitos, a fim de termos flexibilidade de escolha em nossos estudos.
O traco de um operador linear, por exemplo, é invariante por bases e usaremos ele justa-
mente para construir os caracteres, os quais também serdo invariantes por isomorfismos

de representacdes e nos auxiliardo na identificagdo dos G-médulos irredutiveis.

Definicdao. O caracter de uma representacio (V,p) é a funcio xy : G — C dada por
xv(x) = Tr(p(x)).

Observagio. Devido a regularidade das representacdes, temos que xy é diferencidvel.
Além disso, vale a propriedade xv(hxh™1) = xy(x) bem como diversas propriedades
oriundas da funcdo trago (as quais usaremos nesta segdo e sdo todas de facil verificacdo).

Desta tltima, temos que o caractere é constante nas classes de conjugacdo da forma
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[x] = {hxh~! | h € G}. Qualquer funcdo f : G — C que satisfaz esta propriedade
(flp= cte, Vx € G) é chamada de fungdo de classes de G. Também temos que o caractere

de representagdes isomorfas é o mesmo.

Proposigao 3.8. Considere o produto interno (xw, xv) = [c xwxvdh. Valem:
(i) [oxv(h)dh = dim 145
(i1) <Xw, Xv> = dim Hom(;(V, W)

Demonstragio. (i) Considere a restri¢do do operador projecio p : V¢ — V& dado por
p(v) = [ hodh. Entdo: dim VC = Tr(p) = Tr([ p(h)dh) = [ Tr(o(h)dh = [ xv(h)dh.

(ii) Usando os isomorfismos Hom(V, W) ~ V* @ W ~ V ® W, bem como as proprie-
dades xv,ov, = X1, XV, € Xy = Xv mais o item (i), obtemos:

dim Homg(V, W) = dim(Hom(V, W)® = | xyonvmdh = [ xyxwdh = | xvxwdh
G G G
O

Coroldrio 3.9. Suponha V e W irredutiveis sobre G, entdo: (xw, xv) = dy.w onde oy w vale 1
se V e W forem isomorfas e 0, caso contrdrio.
Demonstracio. E o lema de Schur 3.3 aplicado ao item (ii) da proposigdo anterior.  [J

Note que este resultado é também uma espécie de ortogonalidade entre caracteres,
especialmente no conjunto Ir7(G, C).
Teorema 3.10. Se (xv, xv) = 1 entdo V é irredutivel.

Demonstragio. Suponha V = @ n;Vj denotando uma decomposigdo irredutivel de V
k

onde ha n cépias de Vi, irredutivel, no somando e, se j # k entdo V; 2 V. Usando a

propriedade xyaw = Xu + xw, temos:

1= (v, Xv) = (X@envio X nvy) = 3 mi{Xv, Xv,) = Y by, v, = )
¥ ¥ z

Daf a igualdade acima vale apenas se 0 somando da decomposicdo inicial for formado

por um tnico elemento 1nyVp com ny =1, logo V = Vj irredutivel. O
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Veremos agora como as representagdes complexas estdo subdivididas em certos
tipos de representa¢des que, por sua vez, estardo relacionados a representagdes reais
e também quaterniodnicas. Apos isso, veremos um resultado que mostra a passagem
destas representagdes complexas para as representagdes reais, conforme mencionado na

introducdo deste capitulo.

Definicao 3.11. Um G-mddulo complexo V é dito de tipo real (respectivamente tipo quaterni-
onico) se admitir um G-isomorfismo ]| : V.— V tal que J* = id (respectivamente J*> = —id).
Se V nio for de nenhum dos tipos anteriores dizemos que ele é de tipo complexo. | é chamada

aplicacdo de estrutura.

Observagdo. Ndo confundir "tipo real”, "tipo complexo'e "tipo quaternidnico'com re-
presentacdes sobre escalares R, C e H. As representagdes de tipo real, complexo e
quaternidnico nada mais sdo do que um jeito de particionar o conjunto das represen-
tagdes complexas. As terminologias ndo sdo por acaso, pois é possivel mostrar que as
representacdes de tipo real e quaternidonico formam a mesma categoria das representa-
¢Oes sobre escalares reais e quaternidnicos, respectivamente. Esse tipo de construcdo

estard melhor explorado no apéndice deste trabalho [CITAR].

Teorema 3.12. Dada V € Irr(G, C), valem:
(i) Velrr(GOr& VeV eV=CxgrU, aalgum U < Irr(G;R).
(ii) V € Irr(G;C)¢c < valem V2 V* e V@ V* ~ C®gr U, algum U € Irr(G; R).

(iii) V € Irr(G;C)g © valem V > V* e VOV =C®gr U, algum U € Irr(G; R).

A demonstracdo do teorema acima encontra-se detalhadamente no apéndice [CITAR],
por envolver uma série de construgdes técnicas e formalismos sobre representagdes
quaternidnicas, reais, extensoes e restri¢cdes de escalares.

Neste capitulo passaremos a estudar representagdes de grupos de Lie compactos,
agora também de dimensdo infinita. Em especial, duas estruturas de G-mdédulos: as
representacdes regulares a esquerda e a direita, cujas a¢gdes serdo analisadas sobre
espacos como CY(G,C) e L*(G, C).

Como estamos migrando para o ambiente de dimensao infinita, necessitaremos de
ferramentas de andlise funcional e topologia. Serd o caso, por exemplo, do teorema de

Peter-Weyl, o qual nos dird como as componentes isotipicas e caracteres irredutiveis se
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comportam em relagdo aos espagos definidos por estas representagdes, fornecendo-nos
fortes implicagdes como o fato de todo grupo de lie compacto admitir uma representacdo
fiel e ser, portanto, subgrupo de Lie de matrizes em GL(V), para algum espago vetorial

V de dimensao finita.

3.4 FUNQ@ES REPRESENTATIVAS

Nesta se¢do continuaremos a considerar G grupo de Lie compacto e conexo e conti-
nuaremos a trabalhar apenas com representa¢des sobre C.

Vimos que, se G 3 x — A(g) = [4;(x)] € GL,(C) definia uma representacdo matricial
irredutivel V, entdo as fungdes G 2 x +— 4;i(x, V) € C admitiam certas relagdes de
ortogonalidade e eram chamadas de fungoes representativas.

A acdo induzida na forma matricial se da por x.v = A(x).[v], onde [v] é o vetor coluna
que contém as coordenadas de v na base mencionada. Assim, a regra (xh).v = x.(h.v)
se reescreve como A(xh).[v] = A(x).A(h)[v], ou seja, as fungdes x — A(x) mapeiam
xh — A(xh) = A(x)A(h), o que induz a seguinte propriedade nas func¢des representativas
aj(., V):

n
ajj(xh) = Y ag()ai(h), Yx,he G, 1<ij<n
k=1

Considere as translagoes [, 7, : G — G a esquerda e a direita do grupo G. Entédo
ajj o rp(x) = a;j(xh). Pela equagdo anterior temos que, fixado h € G, cada fungéo a;; o7y,

satisfaz:

n
ajory = I{Z;,akj(h)-aikz 1<i,j<n

Logo a;j o r, € combinagdo linear das fungdes a;; com 1 < k < n.

A construgdo é totalmente andloga para as fungdes a;j o lpbcomhe Gel<ij<mn.

Com estas observagdes temos a seguinte propriedade: o espago Z(V) (ou simples-
mente Z se V estiver fixado e ndo houver ambiguidades) dado por S panc{aij}lgi,jgn é
invariante por translagdes (tanto a direita quanto a esquerda), ou seja, se z € Z entdo Vx € G,
zory,zoly € Z.

Temos entdo que Z é um subespaco de C%(G; C), o qual pode ser munido da estrutura

de G-moédulo, com auxilio das translagdes, via agdes dadas por:
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L,R:G x C%G;C) — C%G;0)
xep f:=fol,1, xepfi=for,, VYxeG,VfeCYG;C)
L e R sdo ditas representacoes requlares a direita e a esquerda, respectivamente.
O leitor, neste ponto, deve estranhar as nota¢des x oy f e x g f. Por que ndo usarmos
simplesmente x.f? A justificativa é que, principalmente no capitulo 4, usaremos as duas

simultaneamente e sera importante distingui-las.

Definicdo. Considere G agindo, via R, no espaco C°(G,C). Dada f € C%G,C), defina Zs
como sendo o menor G-submédulo de (C°(G,C), R) contendo f. Se dim¢ Z § < +oo, entdo f é

dita uma fungido G-representativa.

Observagdo 3.13. Se a;; € uma fungdo representativa entdo ela é G-representativa. De
fato, Zs; C S panciaij}1<ij<n = Z, 0 qual tem dimensao menor ou igual que n? e que,
claramente, é G-submédulo de (C%(G, C), R) pela invaridncia por transla¢des. Mais
adiante, veremos como fung¢des G-representativas segundo a defini¢do acima provém

de entradas de representagcdes matriciais.

Seja V um G-médulo, v € V e 57 € V*. Definimos a seguinte aplicagdo em C%(G, C):

dy],'(] . G H C
x — 17(x.0)

Usando extensao linear, construimos também:

Sy:V*®cV — CYG,0)
NRU— dﬂ_v

Proposicdo 3.14. Seja V uma representacido de G. Valem as sequintes propriedades:
(i) xepdyy=dyypexordyy=dyxy, VXEG, VpeV* VoeV.
(i) S(V) :=imSy é G-submédulo de dimensdo finita de (C°(G, C), R) (ou (C%(G, C), L)).

(iii) Se B = {ej};?zl ¢ base de V com base dual p* = {e; i1, entdo vale aj; = de: o, onde as

fungdes a;; compdem as entradas matriciais da representagio V associada a base B (ou seja,

n
as fungdes que satisfazem x.ej = Y. axj(x)ex).
k=1
(iv) todo elemento de S(V) é uma G-fungdo representativa.

(v) S(V) = Spanc{a;;}
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Demonstragdo. Item (i): Por um lado x 1 dy o(y) = dy 0 0 7,-1(y) = dyo(x " 1y) = n(x~1y.0).
Por outro, dxy.(y) = (x.7)(y.v) = 7(x"'y.v), 0 que demonstra a igualdade (a outra
propriedade é analoga).

Item (ii): Pelo item anterior x e; Sy(y ® v) = x @y dyy =dyy0 = Sy(x.y ®v) € S(V) e,
portanto, S(V) é G-submédulo de (C%(G, C), L) (a direita é andlogo).

Item (iii): de;ﬂlej(x) = ¢;(x.¢j) corresponde a i-ésima coordenada da agdo de x.e; expresso
na base B. Além disso, a representacdo matricial x — A(x) nesta base nos fornece a
relagdo A(x).e; = ké agj(x)ex, ou seja, a;;(x) também € a i-ésima coordenada da agéo de
Xx.ej expresso na base B.

Item (iv): Como elementos de S(V) sdo combinagdes de fungdes do tipo dy,, que, por
sua vez, sdo combinagdes em S panc{aij}lgi,jgn, entdo o resultado segue da observacao
anterior.

Item (v): A igualdade é consequéncia imediata do item (iii). O

Proposicao. Seja f uma G-fungio representativa. Valem:

(i) f gera um G-submddulo da representagio a esquerda L cuja dimensdo é finita.

(i) f € S(Zy). Equivalentemente, f é uma combinagio linear de fungdes representativas

segundo a defini¢cio via entradas matriciais (o que completa a observagio 3.13).

(iii) As G-funcdes representativas formam uma C-subdlgebra A(G,C) de C°(G,C) fechada

por conjugacio complexa.

Demonstragdo. Itens (i) e (ii): Como f é representativa entdo gera o G-submoédulo

a direita V = Zy, de dimenséo finita. Seja p = {¢;}.; base de Z; com base dual
n

B = {e]?k ;7:1. Dado x € G, temos que x og f = Y bi(x)ex com bi(x) € C. Notemos que
k=1

bi(x) = Sy(ey ® f)(x). Dai temos que:

fx)=xog fle) = ) bp(x)ep(e) = ) Svleg @ Hx)ele) = f = ) ex(e)Sv(ex @ f) € S(V)
k=1 k=1 k=1

Como S(V) é dimensao finita e, pela proposicdo anterior, pode ser visto tanto quanto
moédulo a direita quanto a esquerda, temos o resultado visto que o G-submoédulo a

esquerda gerado por f deve estar contido em S(V).
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Item (iii): Dada a;; € uma fungdo representativa (entrada matricial) associada a V,
entdo 7;; € fungdo representativa associada a V ~ V*. Se além disso, se tomamos outra
representacdo V’ com fungdes de entrada matricial by entdo ajj+by € Span{aij + by }i,j,k,l

e ajj.by € Span{aij.bkl}i,j,k,l, ambos de dimensao finita, o que completa a prova. O

Consideramos agora duas topologias sobre C%(G, C):
(A) A proveniente da norma do supremo.

(B) A proveniente do produto interno (f1, f2) = [ fif2-

Proposicdo 3.15. Considere C um G-submddulo de (A(G, C), R) ou (A(G,C), L). Valem:

) C= @ CNSW)
Welrr(G;C)

(ii) C N S(W) é a parte W-isotipica de C.

(iii) Tanto com a topologia em (A) quanto (B), temos que C é fechado em (A(G,C), R) .

Demonstragdo. Basta provar para V = C = A(G, C) (o resto é consequéncia de tomar as
intersecgdes). A ideia é mostrar que as fungdes Sy se comportam como as aplica¢des
dw vistas na proposic¢do 3.5. Vamos recapitular algumas informacgdes, primeiramente.
Temos dy : Homg(W,V) ® W — V definida do seguinte modo: dyw(f ® w) = f(w)
onde a agdo em Homg(W,V) ® W é dada por x.(f ®w) = f ® x.w e diy determina o
isomorfismo entre seu dominio e sua imagem imdy a qual coincide com a componente
W-isotipica V(W) em V.

Considere Sy : W* @ W — V. Afirmamos que Sy ¢é injetiva e G-equivariante se
consideramos W* ® W munido da agdo x.(A ® w) = A ® x.w, logo S(W) ~ W* @ W.
Resta entdo provar que Homg(W, V) @ W ~ W* ® W e dai teremos S(W) ~ V(W).

Fixado A € W* defina T : W — V por T)(w) = d, 4. E um exercicio fécil verificar
que Ty € Homg(W, V). Construimos T : W* @ W — Homg(W, V) ® W estendido
linearmente via regra T(A ® w) = T) ® w. Mostraremos que T é isomorfismo.

Injetividade de T: Se T(A ® w) =0 entdo T) ®w = 0. Se w = 0 entdo A ® w = 0. Se
T) = 0, entdo dado w’ € W temos T)(w') = 0, ou seja, d) ,» = 0 0 que implica A =0 e,
portanto, A ® w = 0. Provamos entdo que ker T = {0}.

Sobrejetividade de T: Dado f ® w’' € Homg(W, V) ®@ W defina A¢(.) = f()(e). Logo
T) (@) = dyo(®) = Axw) = fEw)e) = (xor (F@))E) = f@)orde) = fw)x),
VYw e W, Vx € G. Logo T, = f, ou seja, T(Af ® w)=feuw.
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T é G-equivariante:
Tx.AQw))=TA R x.w) = TAf ® (x.w) = x.(TAf Rw) =x.T(A ® w).

Para o item (iii) considere f € A(G, C) N cl(C) na topologia (B) e 7y a projecdo em
CNS(U). Usando a propriedade (mry(f —c), mu(f —¢)) < (f —¢,f —c) com ¢ € C,

concluimos que 7ry7(f) € 7y (C). Logo f € @ mu(C), o que prova que C é fechado
Uelrr(G,QC)

em (B). Mais ainda, como (f, f >% < |[f]|sup, entdo vale o fecho na topologia (A). O

Observagio 3.16. Como consequéncia da demonstragdo anterior temos que as componen-
tes W-isotipicas de A(G;C) sdo da forma S(W) ~ mW, onde m = dim¢ W e mW denota

m
m copias de W, ou seja, mW = @ W (outra notagdo seria escrevermos mW = W),
k=1

Na norma do supremo, topologia (A), o espaco C%(G, C) é completo , enquanto que,
na topologia (B), o completamento de CY%G,C) éo espago L%(G,QC), o qual também pode

ser munido das acdes R e L.

Teorema 3.17 (Peter-Weyl). Valem:

(i) O conjunto das G-fungdes representativas é denso tanto em C°(G,C) (topologia (A))
quanto em L*(G, C) (topologia (B)).

(ii) O subespago gerado pelos caracteres irredutiveis é denso no espaco de fungoes de classe

continuas.

Demonstragio. (i) = (ii) Seja v : G — C uma funcdo de classes continua, ou seja, dados
x,h € G, vale y(hxh~!) = (x). Dado ¢ > 0, entdo, pelo item (i), existe uma funcao
representativa f tal que |y — f|< &. Considere entdo s : G — C, s(x) = [ f(hxh™')dh.
Tem-se entdo que s é funcdo de classes continua satisfazendo |y — s|< ¢ (de fato, dado
x € G, |y(x) —s@)|= | [oh(x)dy — [ f(hxh~Ydh|= | [ [y(hxhV)dh — f(hxh~1)]dh|<
Jo 1.l — fI< €). Pela densidade no item (i), basta entdo mostrar que s é combinagao
linear de caracteres irredutiveis.

Propriedade: se f é G-representativa, entdo f(h) = ) fi(h.e;), para certos ¢; € Ej,
l

f1 € Hom(E;, C) e certos espagos irredutiveis E;.
Assumindo isto, temos [ f(hxh™V)dh =Y f; ( [ hxh~tedh).
)
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Propriedade: se p; : G — GL(E;) é a representacdo associada a E; com caractere X, en-

tado fG pl(hthl)dh = (dim El)fl)(l(x)id];l. Logo, fl (fG hxhileldh) = (dim El)*lfl(el))g(x).

Combinando as afirmag¢des acima temos que (i) implica em (ii).

Prova de (i): Sejam f : G — C continua e ¢ > 0 dado. Como f é continua em G
compacto entdo f é uniformemente continua e dai existe uma vizinhanga U dee € G
tal que U = U~ e |f(x) — f(y)|< e sempre que ocorrer x 'y € U. Considere também
5 : G — [0, c0o[ uma bump function continua com suporte em U, tal que 5(x) = 5(x 1)
e [c0 = 1 (pode ser vista como uma aproximagéo da fungio delta de Dirac) e o
operador K : C%(G,C) — C%G, C) dado por K(f) = Ky, onde Ky (x) = fG O(h) f(xh)dh =
Jo oG thyf(hydh = [ f(h)d(h~'x)dh = f % 6(x). Como |f(xh) — f(x)|< e quando 6(h) # 0,

entdo chegamos a relagéo:
Ky = fl= sup| [ 6 (Feh) — feopen|< [ esyan =

De forma similar ao que fizemos anteriormente basta entdo aproximar Ky por fungdes
representativas.

Observamos que K é operador simétrico compacto conforme subsegdo anterior e é
facil ver também que trata-se de uma funcdo G-equivariante, permitindo-nos concluir
que os autoespacos de K sdo G-invariantes.

Seja {Ay}nen 0s autovalores distintos de K com autoespacos {Hj }nen € Ag = 0.

Usando os resultados do apéndice 1, temos que @ H, é denso em H = CY(G, Q). Logo,
@ KH, é denso em KH . Além disso, KHy = {OfioKHn = H, é de dimensd&o finita para
Zzg 1. Como K pertence ao fecho de n€|>91 KH, = nejl H,, entdo Ky é de fato aproximada
por fungdes representativas (as que compde os autoespacos H,, para n > 1), conforme

queriamos. O
Vamos agora enunciar algumas consequéncias do teorema de Peter-Weyl.

Teorema. Todo grupo de Lie compacto G admite uma representagio fiel.

Demonstragdo. Afirmagdo: Se K1 O K; D ... ¢ uma cadeia descendente de subgrupos
fechados de G, entdo ela estaciona.
De fato, se a cadeia ndo estacionar, entdo podemos supor, sem perda de generalidad,e

que Kj,1 # K;. Dai, terfamos que dim K;,; < dim K; ou K}, teria menos componentes
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conexas do que K;. Porém, estas quantias sdo finitas para G compacto e, portanto, esta
propriedade ndo pode se estender indefinidamente.

Considere entdo e # ¢ € G e uma fungdo continua f : G — R tal que f(g) # f(e).
Pelo Teorema de Peter-Weyl 3.17 é possivel encontrar uma G-fungdo representativa
h proxima de f tal que h(g) # h(e). Dai se G # {e} existe uma representagdo p;
associada a fungdo h tal que Kj := ker p; € G com K; subgrupo de Lie de G (portanto
fechado). Se K; # {e}, encontramos uma representacdo p, de G cujo nucleo K, é um
subgrupo fechado préprio de G e satisfazendo K; N K, C Kj. Repetindo o processo
e fazendo K| = Ky, K, = K1 NKy , ... , K] = K]_; N K temos, pela afirmagdo anterior,

que esse processo termina em K/, = {e}, algum m € IN. Dai a soma direta @ p; destas
k

representagdes encontradas € fiel, visto que a intersec¢do dos nucleos é NK; = {e},
[

fornecendo-nos a injetividade da representacéo. O

Proposicio 3.18. Seja (W,p) € Irr(G;C) um G-submddulo de V = (L*(G;C), R). Denote
I(W) a componente W-isotipica em (L*(G; C), R) e a acdo x.v = p(x).v. Temos:

(i) I(W) C C*(G;C) e dim¢ I(W) = (dim¢c W)?
(ii) I(W) é invariante ndo s6 por R como também por L

(iii) @ (W) édenso em L*(G;C) e também no espago C%(G; C) munido da norma (A).
Velrr(G;C)

(iv) Dado x € G considere a aplicagdo tensorial id @ p(x) : W* @ W — W* ® W dada por
id @ p(x)(A ® W) = A ® p(x).v, entdo vale a identidade: id ® p(x) = S;Vl o R(x) o Swy.

(v) Analogamente, vale a sequinte identidade: (p(x)_l)* ®id = S;\II o L(x) o Sw.
(vi) I(W) é a componente W*-isotipica da representacio reqular a esquerda (L*(G,C); L).

Demonstragio. Basicamente é uma aplicacdo da proposigdo 3.15.

O item (i) segue do fato que I(W) = S(W) ~ W* @ W é formado por fungoes re-
presentativas continuas, ou seja, sio combinac¢des de entradas matriciais de alguma
representacdo associada e, portanto, tem regularidade C*(G, C) (mesmo argumento que
fornecemos para a regularidade dos caracteres).

O item (ii) segue do fato de S(W) ser G-invariante tanto por R quanto por L.

Para o (iii) temos A(G; C) = b AGOCONSW) = b SW)= & IW)
Welrr(G;C) Welrr(G;C) Velrr(G;C)
e, pelo Teorema de Peter-Weyl 3.17, A(G;C) é denso em L?(G;C) e também no espaco

C%G; C) munido da norma do supremo.



3.4 FUNGOES REPRESENTATIVAS

Efetuando ambos os lados das igualdades, obtemos os itens (iv) e (v).

Item (vi): considere o isomorfismo de G-médulos T : (S(W), R) — (S(W*), L) dado
por der e, = d; ex, onde {ex}iq e {ef }}_, sdo bases de W ~ (W*)* e W*, respectivamente
(uma dual da outra). A tnica propriedade que ndo é imediata de se verificar é que T é

G-equivariante. Isso pode ser obtido junto ao item (i) da proposigdo 3.14:
T(x R del?k,ej) = T(dej,x.ej)
= T d n
e;, L agj(x)e
k=1

:dn

)y ukj(x)ek/e?<

k=1
= dx.ej,e;‘
= Xeof de]- e*

[
= xeop T(d e]-)
1 7
O]

Proposigao 3.19. Seja p : G — GL(n, C) representagio fiel dada por ¢ — (a;i(g)). Entdo as
fungdes ajj e a;; geram A(G, C).

Demonstragio. Seja B tal dlgebra gerada. E facil verificar que B satisfaz as hipdteses do
Teorema de Stone-Weierstrass 1 (a injetividade da representagdo implica que B separa
pontos), ou seja, B é denso em A(G,C). Como B é G-submoédulo de A(G,C), segue
entdo que B é fechado via proposicdo 3.15, ou seja, B = cl(B) = A(G, C). O

Coroldrio 3.20. A(G,C) é uma C-dlgebra finitamente gerada.

Consideremos agora V uma representacao fiel de G e definiremos o espago seguinte:
Vk,D)=(V®..9V)®((V®..® V), contendo k fatores de V e I fatores de V.

Teorema 3.21. Toda representacio irredutivel de G estd contida em algum V(k,I).

Demonstragido. Suponha que U é irredutivel e ndo estd contido em nenhum V/(k,I).
Dadas fungdes representativas u de U (ou seja o submoédulo gerado por u fornece
U) e v de V(k,1), entdo temos, pelas relagdes de ortogonalidade, que (u,v) = 0 (isto
variando k e I). Mas as entradas matriciais das representagdes V(k,[) sio os mondmios
de grau k em 4;; e de grau I em @;;, onde x — a;j(x) sdo as entradas matriciais de V. Isto
nos fornece que o conjunto Span{v | v é representativa em algum V(k,[)} é denso em

C%G, C) e, portanto, u = 0, implicando na contradicdo U = {0}. O
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Coroldrio 3.22. Seja G um grupo de Lie compacto. Valem:

(i) SeV € Irr(G, C), entdo V tem dimensdo finita e V é um G-submddulo de da representagio

reqular a direita (ou a esquerda), a menos de isomorfismos.

(ii) Irr(G,C) é enumerdvel.

Demonstragdo. Para o item (i) vemos que V estd contido em algum V(K,[), o qual tem
dimensdo finita. Além disso, o espago gerado pelas entradas matriciais Spanca;; de V
numa dada base forma um G-submédulo da representagado a direita (ou a esquerda),

pela observacédo 3.13.

Para o item (ii), considere x — 4;;(x) as entradas matriciais, numa certa base, de
uma representacdo fiel de G. Sabemos que a élgebra gerada pelas funcdes 4;; e i

nos fornece as fungdes representativas A(G,C). Denomine por fungio representativa

l
elementar qualquer produto da forma []s; com s; € {a;;; @ }. Entdo, se B é o conjunto
i=1
das fungdes representativas elementares, segue que B é enumeravel e podemos escrever

B = {bx}reN-

Dado b, € B, entdo se Z; é o G-submoédulo da representacdo regular a direita R

li
gerado por by, entdo Z; é de dimensao finita e podemos escrever Z; = P Vj(k) para certas
j=1

representacdes irredutiveis V].(k).

Considere agora V representacdo irredutivel arbitraria de G. Sabemos que o sub-
modulo (S(V), R) é justamente a componente V-isotipica com respeito a representacdo
regular a direita. Além disso, S(V) é composto apenas de fung¢des representativas
conforme o item (iv) da proposic¢do 3.14. Mais ainda, conforme proposicdo 3.19, cada
fungdo representativa pode ser expressa como combinacio finita em B, o que implica
S(V) E% V].(k). Logo,

jr

B smchv®,

velrr(G,C) ik

o que s6 ocorre caso Irr(G,C) seja enumerével. O



3.5 REPRESENTAGOES IRREDUTIVEIS DE SU(2)

3.5 REPRESENTACOES IRREDUTIVEIS DE SU(2)

O objetivo desta secdo é fornecer um exemplo de um grupo de Lie (no caso SU(2))
sobre o qual saibamos caracterizar todas as suas representacdes irredutiveis. Em
outras palavras, iremos determinar o conjunto Irr(SU(2); C). Estas informagdes serdo
primordiais para aplicarmos o critério de irredutibilidade dos autoespacos do operador
laplaciano no capitulo seguinte.

Defina V;, = spanc{ pj(zl,zz)};?:(), em termos dos polindmios pj(z1, z2) = z]iz;l*]' , para
n € IN fixado. Os elementos de V), sdo ditos polindmios homogéneos de grau n. O espago
vetorial V,, tem dimenséao n + 1.

ay b
Dado x = ( g dx > € SU(2), podemos definir uma agdo (.) : SU(2) x V,, — V,; da

Cx Oy
seguinte maneira:

ay by
(x.p)(z1,22) == p ((Zl 22) ( o4 )) = p(z1ax + 22Cx , Z1bx + 20dy)

Logo, para n € C, V, determina uma representacdo de SU(2). Note que V) nada mais

é do que a representacdo trivial V = C de SU(2).

Proposic¢do. Cada V, é um SU(2)-médulo irredutivel.

Demonstragdo. Primeiramente assuma a seguinte afirmagdo: dado A € Homgyyp)(Vyy, Vi)
temos que A = A4id algum A4 € C.

Além disso, o espago Homgyy2)(Vu, Vi) € ndo nulo pois contém a identidade. Dai
concluimos que dim¢ Homgyy2)(Vi, Vi) = 1. Usando entdo a proposigdo 3.8 e o teorema
3.10, concluimos que (xu, X») = dime¢ Hom su@)(Vu, Vu) =1 e que V,, é irredutivel. Resta

provarmos a afirmacao.

Sejam A € Homgywp)(Vy, Vi), a € U(1) e g, = (g ) € SU(2). Valem as

El_l

relacdes g,p; = azj_”pj e SuAp; = Agapj = Aazj_”pj = azj_”Apj. Tomamos entdo a tal
2.0—n az.l—n aZn—n

ooy

que a sao todos distintos. Note que Spanc{p;} = E(azj_,), onde

E(azjy) € o autoespaco de ay;_,, com respeito a g,. Dai AP; = ¢;P;, algum ¢; € C. Vamos
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mostrar que A = ¢y.id. Para tal, resta ver que ¢; = ¢, para 0 < j < n. Considere

t — t
R; = cos sert € SU(2). Dai a identidade AR;P, = R;AP,, nos fornece
sent  cost

" n ; ; " (n ; ; ,
Z ( .)cos]t.sen”_]t.cj.Pj = Z ( ,)cos]t.sen”]t.cn.Pj =cj=cy, 0<j<m,
j=0 \J j=0 \J

conforme desejdvamos. O

et 0
Como toda matriz A € SU(2) é similar a uma matriz da forma E(t) = ( 0 ot ),
e

algum t € R, e o trago é invariante por similaridade, entdo os caracteres x, das
representacdes V, estdo determinados pelas matrizes E(t). Uma verificagdo facil é que
E(s) e E(t) sdo similares se, e somente se, s & t for multiplo de 27t.

Da similaridade mencionada notamos que, se f : SU(2) — C é uma funcao de classes,
entdo ela induz naturalmente uma aplicacdo fE : R — C dada por fE(t) := f(E(t)), a
qual, pelas observagdes anteriores, deve ser 27-periddica par.

Vamos enunciar algumas identidades:
noo

(i) xn(E(t) = ¥ @2, VieR
k=0

() xn(E(®) = <2ttt se t ndo for miiltiplo de 7.

(iii) xnE(t) = cos(nt) + x,—1E(t) cos(t), se t ndo for multiplo de 7.
(iii) spanc {XjE};?:O = spanq;{cos(ji,‘)}}q:0

Das séries de Fourier, temos que spanc{cos(nt)},en € denso no espago das fungdes
continuas 27t-periddicas pares de R em C (para um maior detalhamento, sugerimos
consulta a Fourier Series, Cap. 8 [Rud]). Concluimos entdo que spanc{xn}ncN € denso

no espacgo das fung¢des de classes continuas de SU(2).
Proposicdo. Seja f : SU(2) — C uma fungdo de classes continua entio vale a identidade:

LI
Jy 0= [ FEGsen

T
Demonstragio. Das rela¢des anteriores nao é dificil de se verificar que a identidade vale
para os caracteres irredutiveis x,, juntando ao fato que |, su() Xn(g)dg = dim yu@ _ 00,1

O resultado vale entdo para f usando a densidade de spanc{xn}nen no espaco das
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funcdes de classes continuas de SU(2), ou seja, aproximando f uniformemente por
sequéncias de combinagdes das fungdes X, e tomando o limite em ambos os lados da

igualdade nas integrais. O
Proposicdo. Toda representacio irredutivel de SU(2) é isomorfa a algum V.

Demonstragio. Seja W irredutivel e suponha por absurdo que W ndo é isomorfa a
nenhum V,,. Pelo corolério 3.9, temos que (xw, xn) =0, Vi € N e (xw, xw) = 1. Mas
Xw € uma funcdo de classes continua e, portanto, pelo teorema de Peter-Weyl 3.17,
admite uma sequéncia (a;) em spanc{xn }nen tal que ay — xw. Logo 0 = (xw, ax) — 0,
0 que é uma contradic¢do visto que (xw, ax) — (xw, xw) = 1. O
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LAPLACIANO E METRICAS
INVARIANTES A ESQUERDA EM
GRUPOS DE LIE COMPACTOS

Neste capitulo, trabalharemos sempre com G grupo de Lie compacto, conexo e de
dimensdo m (ou seja, G é variedade m-dimensional). Os resultados principais sdo
obtidos em [Sch].

Reforcando as notagdes dos capitulos 2 e 3, as quais servem como preliminares deste

trabalho, tinhamos o seguinte:

(i) Iy e ry denotam as transla¢des a esquerda e a direita de x € G, respectivamente.
(ii) (V,p) é o G-modulo (representagdo) associado ao homomorfismo p : G — GL(V).
(iii) As representagdes regulares a esquerda e a direita sdo dadas, respectivamente,

pelas agdes:
L,R:G x C%G;C) — C%G;0)
xep f:=fol, 1, xepf:i=for,, VxeG,VfeCG;C)
(iv) Irr(G,C) é a classe de isomorfismos das representagdes irredutiveis de G.

(iv) Irr(G,C)Kk é a classe de isomorfismos das representagdes irredutiveis complexas

de G, de tipo K, onde K = R, C ou H conforme defini¢do 3.11.

(v) Dado V € Irr(G, C), dim¢ V = n, I(V) é a componente V-isotipica da representagdo
regular a direita (C*(G, C), R), denotada também por V%" (ver proposicdo 3.18).

(vi) Se V é um espaco vetorial complexo, entdo r%(V) denota o espago real V visto
com escalares restritos a IR. Se U é espaco vetorial real entdo eﬁC{(U) denota a

complexificacdo C ®rU de U (ver apéndice 4).

O objetivo é estudar métricas g, invariantes a esquerda (as que tornam as translagdes

a esquerda em isometrias), em certos grupos de Lie compactos G, tais que o operador
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laplaciano Ay possui auto-espagos reais se comportando como representagoes irredu-
tiveis com respeito a acdo induzida pela representacdo regular a esquerda, a qual é
responsavel por organizar as isometrias fornecidas pelas translagdes a esquerda. Ou
seja, no fim queremos que os autoespagos sejam os menores possiveis, ndo produzindo
autofungdes que ndo as consideradas por tais isometrias. Mais ainda, deseja-se verifi-
car se as métricas invariantes a esquerda com esta propriedade formam um conjunto

residual, ou seja, verificar se a propriedade é genérica (ver defini¢do .1 do apéndice).

4.1 LAPLACIANO

A construgdo detalhada do laplaciano pode ser consultada no apéndice 3. O laplaci-
ano Ag associado a uma métrica ¢ em G pode ser considerado agindo em fungdes reais
ou complexas. Convencionaremos, por mera tecnicalidade, sua definicdo com o uso do
sinal negativo, isto é:

Aof = —div(Vf), Vf e C(G),

Defini¢do. Uma métrica g = (.,.) em um grupo de Lie G é dita invariante a esquerda se cada

translacdo a esquerda for uma isometria, ou seja:

Vx,y € G, Vo,w € T,G (dl(y).v,dl(y).w)y = (v, W)y
Denotaremos Lg como sendo o conjunto das métricas invariantes a esquerda de G.

Observagio 4.1. Seja (G, g) grupo de Lie compacto com métrica invariante a esquerda
g € Lg. Considere {Y,Ee)},’le uma base ortonormal de T,G ~ g, onde g = LG denota
a algebra de Lie de G vista a partir dos campos invariantes a esquerda. Temos entdo
que o isomorfismo natural T,G > v — X, € LG com X,(x) = dl(e).v induz uma base
{Yi}{L, em LG, onde Y} = XY;EE) (relembrar capitulo 2). Além disso, {Yj(x)}}., forma

uma base g-ortonormal de TG, pois:

(Yi(x), Yj(x))x = (dle(e). Y[, dle(e). Y1) = (¥, Y[, = 5.

Assim, {Y}}}L, forma um referencial ortonormal global, cuja expressdo matricial de g é
da forma g;; = ;;, com as fungdes g;; constantes. Pela equagdo 1 do apéndice 3, vemos
que os simbolos de Christoffel Ffj se anulam e dai {Y;}]', é geodésico em todo ponto.

Logo pela proposicdo .3, deste mesmo apéndice, temos que:
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Agf =— iysz
k=1

Proposicdo 4.2. Nas identificacoes da observagio 4.1, vale a sequinte identidade:

Aof = — Y (Re(Yp))*f,
k=1

onde R, é um pull back da representacdo reqular a direita definido como sendo a derivada de R

no elemento neutro e € G.

Demonstragio. Para o item (i) temos, por defini¢do, Yy(x) = dlx(e).Ylie). Como g € L é

métrica invariante a esquerda, concluimos que:
(i), Yj(2))x = (dLe(e). Y[, dlx(e). Y1) = (¥, Y1), = &

Para (ii), temos que R : G — GL(C*(G, C)) satisfaz R(x).f = f ory. Dai, o pullback

de R pode ser visto como:
R, =dR(e) : g — gl(C®(G,C)), R.(X)=dR(e).X®.

Tomando ® o fluxo associado a um campo invariante a esquerda X € g, temos que
d,(t) é a solugdo da equacdo diferencial ordinaria X'(t) = Yi(X(t)) com condigdo inicial

X(0) = e, levando-nos a propriedade:

dR(e).X(e) = %R o @,(0).

Além disso, R(P.(1))(f)(x) = f(xexp(tX)) = f(DP«(t)). Logo:

%R o @, (H)(f)(x)|t=0= %f 0 @y (t)|t=0= df(x).X(x) = X(f)(x), Vx € G,Vf € C*(G, C).

Ou seja, combinando as informagdes, concluimos que R.(X) é justamente o derivador

X(.): C®(G,C) — C=(G,C)
f = X(f),
onde X(f)(x) = df(x).Yx(x). Portanto,

Nof ==Y YV2f = = Y (Ra(Y0)*f.
k=1 k=1
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Observagio 4.3. Note que estamos na verdade trabalhando com f € C®(G;C). Além
disso, se denotamos R = (C*(G;C), R), entdo pelo item (ii) da proposi¢do acima faz
sentido definirmos A? = Ay, ou seja, o laplaciano construido a partir da representacao
regular a direita. Além disso, pelo corolério 3.22, sabemos que dado V € Irr(G,C),
entdo V é, a menos de isomorfismos, um G-submoédulo de R, ou seja, sempre que

considerarmos a agdo de Ay em V, esta correspondéncia estara implicita.

Proposicdo 4.4. Dado V € Irr(G,C), I(V) e V sdo invariantes pelo operador Ag, ou seja,
Ag(I(V)) CI(V)e Ag(V) C V.

Demonstragio. Como I(V) é uma componente isotipica da representacao regular a direita
entdo a representacdo R : G — GL(I(V)) estd bem definida e possui derivada no neutro
da forma R, : g — gl(I(V)). Considere entdo f € I(V). Nas mesmas condi¢des da
proposigdo 4.2, temos Agf = _ké(R*(Yk))zf' Como R, (Yy) : (V) — I(V) é um
operador linear em gl(I(V)), segue que Ay f € I(V). A invariancia com respeito a V' é

completamente anéloga. O

Observagio 4.5. Em virtude da observagdo 4.3 e da proposigdo 4.4, dado V € Irr(G, C),

podemos considerar a restricao do laplaciano A¢ a V, do seguinte modo:

m
AV VsV, AV =- k;(p*(Yk))z,

onde {Y}}Z; é uma base g-ortonormal de g e p. = dp(e). Note também que Ag tem o
papel de representar o laplaciano A, que age em espaco de fungdes, no espago algébrico
abstrato V, o qual define uma representacao.

Proposicdo 4.6. Seja (V, p) € Irr(G; C) e considere a aplicagdo id ® Ag VRV — VRV
dada por id ® Ag()\ QW)=A® Ag.v. Entdo vale a sequinte identidade:

id ® Ay = Sy" o Agli)oSy,
onde Sy : V* @ V. — S(V) é o isomorfismo apresentado na se¢io 3.4.
Demonstragdo. Pelo item (iv) da proposigdo 3.18 temos id ® p(x) = S‘jl o R(x) o Sy,
Vx € G. Logo as fungdes x — id @ p(x) e x — S;l o R(x) o Sy sdo, na verdade, a mesma.

Denotemos por h esta fungdo. Por um lado, dh(e).(Yy) = id ® dp(e)(Yy) = id @ p«(Yx) e,
por outro lado, dh(e).(Yy) = S‘}l odR(e)(Yy) o Sy = S‘}l o R4(Yx) o Sy. Logo:

Syl o Ru(Yy) o Sy = id ® p.(Yy)
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Desta identidade extraimos que:

Syt o —(Ru(Y)? oSy = S,'oRu(Yi)o Sy oSyt o —Ru(Yj) o Sy
id ® p.(Yy) 0 id ® —p4(Yy)

id ® —(p+(Yy))?

m

Tomando {Yj}}_; uma base g-ortonormal e a somatéria ), em ambos os membros
k=1

da igualdade acima, obtemos o resultado desejado. O

Se relembrarmos a construgdo do isomorfismo Sy : V* ® V. — S(V), tinhamos que
V* fazia o papel de contar as n = dim¢ V cépias de V na componente V-isotipica
de da representacdo regular a direita. Neste sentido, a aplicagdo id ® Ag funciona
como se fosse a contagem de 7 blocos de Ag que aparecem na restri¢do do laplaciano
a componente I(V). No final das contas o A|jy) é, a menos da conjugacido pelo
isomorfismo Sy, o operador formado por n blocos iguais, cada um deles dado por A}g’.

Exploraremos esta ideia mais adiante, na segdo seguinte.

4.2 CRITERIO DE IRREDUTIBILIDADE

Conforme mencionado no inicio do capitulo, consideraremos métricas invariantes a
esquerda g € L tais que os autoespagos reais de A, determinam G-submddulos reais
irredutiveis da representacgdo regular a esquerda.

Como queremos a aproveitar a teoria de representagdes sobre os complexos apresen-
tada no capitulo 3, entdo veremos condi¢des para que os autoespagos do laplaciano
sobre fun¢des complexas sejam 0s menores possiveis, ou como representagdes irreduti-
veis globalmente ou pelo menos como representagdes irredutiveis nas restri¢cdes a cada
componente isotipica. Com isto, bastard adaptar o nosso problema para o estudo do
operador Ag|jy), 0 qual também podera ser diretamente relacionado a A, a partir da
identidade fornecida pela proposicdo 4.6. Apds estas consideracdes, utilizaremos o
teorema 3.12 para fazer a passagem para os autoespagos reais.

No fim, a estratégia central sera tentar confinar as multiplicidades dos autovalores
do operador Ag como sendo as menores possiveis, ou seja, diminuir ao maximo a

dimensdo dos seus autoespagos correspondentes, para que globalmente o laplaciano
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também tenha os menores autoespagos possiveis, permitindo-nos identifica-los como
G-submodulos irredutiveis da representagdo regular a esquerda.
Denotaremos agora VA, EM e A(A) como sendo os autoespacos de Ag, Aglrv) e Ag

respectivamente, referentes a um dado autovalor A.

Defini¢do. Dado g € L, dizemos que Aq é irredutivel ou G-simples se possuir autoespagos
A(A) se comportando como G—submoédulos irredutiveis da representacdo regular a esquerda.
Além disso, se 0 mesmo vale para Ag|ces(G;r), entdo Ag é dito irredutivel real ou G-simples

real.

Em decorréncia da defini¢do acima, nosso problema pode ser relido como o estudo
das métricas ¢ € L5 que tornam Ay G-simples real.
Relembremos que o Teorema de Peter-Weyl 3.17 nos dava uma espécie de decomposi-

¢do isotipica (a menos de densidade) da representacdo regular a direita, ou seja:

@ I(V) é denso em L%(G, C)
Irr(G,C)

Além disso, vimos na proposigao 4.2 que A, € construido em termos da representagéo
regular a direita e, pela proposicdo 4.4, o laplaciano pode, de fato, ser estudado em
cada componente isotipica desta decomposi¢do. Vimos que as componentes isotipicas
também sdo invariantes pela acdo da representacdo regular a esquerda L. Logo, a
fim de que os autoespagos sejam irredutiveis com respeito a L, entdo cada um deles
estard contido em alguma I(V) desta decomposicdo. Logo, se cada autovalor de A,
possui autoespago contido em uma tinica componente I(V) de tal modo que Ag| vy seja
G-simples, entdo na verdade o operador A, serd G-simples, ja que o autoespago global
no fim serd o mesmo autoespago de Ag] 1(v)- Em verdade, isto ndo acontecerd com as
representagdes complexas, de um modo geral. Por exemplo, as representacdes V e V*
podem néo ser isomorfas e elas produzirdo os mesmos autovalores (sera o caso das
representagdes de tipo complexo, ver defini¢do 3.11). Contudo, na passagem para os
reais, dada pelo teorema 3.12, veremos que, na verdade, os autoespagos associados a
I(V) e I(V*) "colapsardo'numa mesma componente isotipica real. As representacdes
complexas de tipo quaternidnico terdo um efeito bem parecido e as de tipo real ndo
possuirdo esta dificuldade, sendo as mais faceis de lidar.

Exploraremos as ideias e comentdrios a respeito da estratégia acima a medida que

formos obtendo os resultados.
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Veremos na proposicdo seguinte que a identidade fornecida pela proposi¢do 4.6 nos

. . . p . V 2
revelard que mostrar que Ag|v) € G-simples serd equivalente a que mostrar que Ay é
simples, ou seja, no fundo a organizacdo das isometrias em representacdes irredutiveis
faz com que o problema recaia na abordagem feita por [Uhl], a qual determinava a
simplicidade do espectro do laplaciano em uma variedade riemanniana, s6 que agora

para cada operador A;,/ com V € Irr(G,C).

Proposicdo 4.7. Seja V € Irr(G; C) n-dimensional com componente isotipica I(V).

(i) Se A é autovalor de Ag|jyy com multiplicidade m(\) entdo m(A) > dim¢ V = n.

(ii) Ag|rvy é G-simples se, e somente se, seus autovalores possuem multiplicidades exatamente

iguais a n.

(iii) Aglyvy € G-simples se, e somente se, Ag tem espectro simples.

Demonstragdo. Para o item (i), identifiquemos I(V) = V¥". Como V é invariante por
Aq, entdo Ag nada mais é do que o operador Ay, restrito a este bloco. Dito de outra

forma, se (vy, ..., v,) é um vetor arbitrario em V®" com v; € V,1 < i < n, entdo

Ag|1(v)(01, ceey Z)n) = (Ag()l, veey Agvn)

Se (vq, ..., ;) € um autovetor em EA (portanto ndo nulo), entdo podemos supor sem

perda de generalidade que v; # 0. Dai, pela igualdade acima, os n vetores linearmente

independentes (v1,0, ...,0), (0,1, ...,0),..., e (0, ...,0,v1) pertencem ao auto-espaco EX,

Logo, m(A) > n. Mais precisamente, a identidade acima revela que m(A) = [(A).n, onde
I(A) é a multiplicidade do autovalor A referente ao operador Ag.
Vejamos agora os itens (ii) e (iii). Pelas observacdes efetuadas no item anterior, segue

de forma imediata que Ag tem espectro simples se, e somente se, cada autovalor de

Ag|r(vy tem multiplicidade 7. Resta entdo escolhermos apenas um dos itens para provar.

Consideremos o item (iii) por exemplo.

(<): Assuma Ag simples. Suponha por absurdo que existe y autovalor tal que

E} = A® B é um autoespaco redutivel de Ag|(y). Temos que S,' 0 Ag|j)= id ® AY 0 S

Como S;l(A) ~ A, entdo a imagem por A desta igualdade induz um um subespaco
nao trivial A contido em V*. Do mesmo modo, B induz um subespaco B, ortogonal a

A e contido em V*, contradizendo que V* é unidimensional.
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(=): Suponha por absurdo que existe autovalor A tal que V* = A @ B, com dim A > 1
e dim B > 1. Analogamente, a igualdade id ® Ag =Syt o Agl1(vyoSy induz submédulos

ndo triviais do autoespago E*. O

Proposicdo 4.8. Considere (V,p) € Irr(G,C) n-dimensional com representagio dual (V*, p*).

Entdo:
(i) VX € g, Vu € V¥, (0")(X)u = —p 0 po(X)
(ii) Y € V¥, (MY )(p) = po AY

(iii) A base dual de uma autobase de Ag é também autobase de Ag* com 0s mesmos autovalores

correspondentes.

Demonstragio. Primeiramente, assumamos que o item (i) seja verdadeiro. Tomemos

{Yi}iL, C LG, g-ortonormal. Obtemos entéo:

(YY1 = (p")(YR)((p")(Ye)-1)
= —(p")«(Ye)-p 0 ps (Vi)
= 1o pu(Yr) 0 pu(Ye)
= po(p«(Yx)?, Vpev:
Tomando a somatéria — g em ambos os lados da igualdade acima, provamos (ii).
k=1

Para o item (iii) suponha {e]- ;7:1 autobase de V satisfazendo Agej = Ajej e com base
dual {e]?k ]V-’:l. Entéo, (AgV*)(e;F)(e]-) =e’o Agv(e]-) = ¢j(Ajej) = Ajej(ej), o que implica em
A;,/* (ef) = Ajef, para 1 < i < n, conforme desejado.

Resta verificar (i). Para tal, lembremos que p*(x)u = p o p 0 inv(x), o onde inv denota

a aplicacdo de inversdo x ~— x !

, cuja derivada no elemento neutro e é a inversdo
w — —w em T,G associada a inversdo X — —X em g (proposicdo 2.6). Derivando a
igualdade acima com respeito a x, no elemento neutro ¢ e na diregdo de um X € g

qualquer, obtemos:

dp™(e)-(X)u = d(p o p o inv)(e) = —p o dp(e).(X)

Ou seja, (0™)«(X)u = —u 0 p«(X), completando a demonstracao. O
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Observagdo. O item (iii) da proposicdo 4.8 evidencia o que ja tinhamos comentado na
estratégia de resolucdo do problema, ou seja, uma representagdo e sua dual fornecem os
mesmos autovalores. Logo, se V é irredutivel de tipo complexo, entdo V 2 V* e dai ndo
se pode esperar que A, seja G-simples. Os G-mddulos de tipo quaternionico sofrem

uma dificuldade similar, conforme proposigdo a seguir.

Proposicdo 4.9. Considere V € Irr(G, C). Entdo:

(i) Se V é submddulo da representacio reqular a direita de tipo complexo, entdo os autoespagos

de Ag em geral ndo sdo irredutiveis com respeito a agdo a esquerda L.

(ii) Se V é de tipo quaternionico com aplicagdo de estrutura |, entdo os autoespagos de Ag sdo

invariantes por | e possuem dimensio par.

(iii) Se V é submddulo da representagio regular a direita de tipo quaternionico, entdo os

autoespagos de Ag| 1(v) em geral nio sio irredutiveis com respeito a L.

Demonstragio. (i) Como I(V) e I(V*) sdo ortogonais para V de tipo complexo, se A é
autovalor de Ag, segue da proposicdo 4.8 que as componentes I(V) e I(V*) admitem
autoespacos E) e E}, respectivamente, deste mesmo autovalor. Logo E, @ E} C A,.

(ii) Temos | : V — V isomorfismo satisfazendo J> = —id, ou seja, | admite au-
tovalores +i e podemos decompor V como V(+i) @ V(—i) com respeito a . Temos
Vi = [ViNVED] @ [VyNV(=D)]. Se v € V) NV(+), entdo Ay (Jo) = Af(0) = Av = AJw.
Se v € V) N V(—i), entdo A (Jv) = —A{ (v) = —Av = AJv. Temos também V (+i) ~ V(i)
e isto nos fornece cada autoespago V), de dimenséao par.

(iii) Consequéncia imediata do item (ii) deste enunciado e da proposicado 4.7. 0
Dado V € Irr(G, C), definamos Cy C C*(G, C) por:

I(V) <~ Ve (G ORr
Cy = (V) « Velrr(GOpy
IV)® (V) < Ve lrr(G;C)c.
Definimos também &y := Cy N C*(G, R).
Em qualquer dos casos, vale que Cy = I(V) + I(V*). Quando V é de tipo real ou
quaternidnico, entdo ha auto-conjugacdo e dai I(V) = I(V*), enquanto que para V
de tipo complexo I(V) e I(V*) formam componentes ortogonais justamente pelo fato

de que V 2 V*. Por enquanto, estudamos a irredutibilidade dos autoespagos como
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representa¢cdes complexas. A transicdo do espago de fung¢des complexas Cy para
o espaco de fungdes reais £y € justamente a que permitird uma andlise acerca da

irredutibilidade real de Ay, conforme faremos mais adiante.

Lema. Seja V € Irr(G,C) e V* auto-espaco do autovalor A de AY, cuja multiplicidade é1. O G-
médulo V* @ VA, em que VA estd munido da agdo L, é isomorfo ao G-médulo VAR V* o~ (V)P

em que V* estd munido da agdo induzida por R.

Demonstragio. Sabemos que V* ® VA é isomorfo ao G-médulo A := Sy(V* ® VA), mu-
nido da agéo L (via isomorfismo Sy). Analogamente, temos que V* ® V* ¢ isomorfo
ao G-médulo B := Sy(V* ® V*), munido da acdo R. Basta entdo exibir um isomorfismo
T:(A,L) — (B, R). Seja {ex}._, base de V* e complete-a a uma base {e;}}_; de V com
base dual {e} }}_;. Definimos entéo, por extensao linear, T(de;‘,ej) = de],,ei*. A aplicagdo T
é um isomorfismo, pois é completamente andloga aquela que foi construida no item (vi)

da demonstragdo da proposicdo 3.18. O

Proposicao 4.10. Dado V € Irr(G, C) temos:
(i) Cy éa complexificagio de Ey.
(ii) Cy e Ey sdo invariantes por L e R.

(iii) Se g € L entdo sdo equivalentes:

(A) Cada autoespago de Ng|g, munido da agdo a esquerda L estd em Irr(G, R).

1, V€ IrnG,C)r U Irr(G,C)c

(B) Cada autovalor de Ag tem multiplicidade
2, Velrr(G,Cy

Demonstragido. Dada f € C®(G,C) defina Re(f) e Im(f) como sendo as partes real
e imagindria da fungdo f em C%(G, R), respectivamente. Ou seja temos a seguinte

decomposicao: f = Re(f) + ilm(f). Defina:
c:C®(G,C) — C*%(G,0)
fo= f
Pela observagéo 3.1 temos que c(I(V)) = (V) = [(V*). Assim, concluimos que c(I(V) +

I(V*)) = I(V)+ I(V*"), ou seja, o espago I(V)+ I(V*) é invariante por c. Além disso,
I(V) + I(V*) é invariante pelas aplicag¢des Re(.) e Im(.). Logo:

C™(G, C) = Re(C®(G, C)) ® ilm(C¥(G, C)) = C*(G,R) @ iC¥(G, R).
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Além disso, seja qual for o tipo de V, Cy = I(V) + [(V*). Com isto:
Cy = Re(Cy) @ iIm(Cy) = (Cy NC®(G, R)) ®i(Cy N C*(G, R)),

ou seja, Cy = Ey @ i€y, provando (i).

O item (ii) segue da secdo 3.4, visto que Cy é da forma (S(V) + S(V*)), invariante
por L e R. Note que A(G,C) N C*(G, R) pode ser visto como submédulo de A(G, C),
tanto em L quanto em R, pois a composi¢do de uma fungdo real com uma translagao
qualquer continua sendo uma fungdo real. Segue da proposicdo 3.15 que £y é uma soma
de componentes isotipicas da forma (S(V) + S(V*)) N C*(G,R) em A(G,C) N C®(G, R),
logo invariante por L e R.

Resta mostrar (iii). Considere A um autovalor arbitrario de Ag com multiplicidade
| e autoespago associado V*. Pelo item (iii) da proposigéo 4.8, podemos considerar
também o autoespaco (V*)* de A com respeito ao operador AY", o qual satisfaz a relagdo
dimc(V*)! = dime VA =1 . Defina também os autoespagos de A com respeito a Ag|c,, e
Aglg, como sendo C{y e £}, respectivamente.

Como estamos considerando métricas invariantes a esquerda g € L, entdo V* e C},
sdo invariantes pela acdo de L, visto que dada uma autofuncdo f de A entdo para todo
x € G, fol, 1 também é autofuncdo do autovalor A, uma vez que I, 1 é isometria.

Se V é de tipo real ou quaternidnico, entdo Cy = (V) ~ V" ~ V* @V, logo
CH ~ V@ Vh ~ (V)P ~ V! Se V ¢ de tipo complexo entdo Cy = [(V) & I(V*) e, de
forma analoga, obtemos Cy ~ (V* @ VM) @ (V @ (V) ~ (V¥ @ V¥ ~ (V* @ V)9,

Sumarizando,

Ve Ve Irr(G,CO)r
Ch~< V¥, VeDrnG,On
(V¥ V)%, Ve Irr(G,C)¢

Pelo teorema 3.12 existe U € Irr(G, R) tal que

(CerU)® ~ CorU®, Ve Irr(G,C)r
Ch ~{ (CorU)®/? ~ CorU/?, V € Irr(G,C)y
(C R ~ CorU®, Ve IrrG,C)c
Note que, conforme a proposi¢do 4.9, I é um niimero par se consideramos V de tipo

quaternidnico e, portanto, [ /2 é um ntimero inteiro na construgdo acima.

Além disso,
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ue' @iu®, velrr(G,Cr
rS(CY) ~ { U2 qiu®l2, v e Irr(G, O)n
U ¢iu®, Vv elrr(G,C)¢

Sabemos que Cy = C ®RrEy e £y € invariante por A,. Vale também C{} =C ®1R8‘)} e
re(CY) ~ &} @i&]). Logo, concluimos que:

uet, veilrG,COr
E) ~ 3 U2, v e Irr(G,C)p
uel, velr(G,C)c

Em particular para V de tipo real ou complexo temos que &y é irredutivel se, e
somente se, | = 1. No caso do tipo quaternionico, 5& ¢é irredutivel se, e somente se, [ = 2,

0 que termina a prova. O

Corolério 4.11. Seja g € Lg. Aq € irredutivel real se, e somente se, valem todos os itens a

seguir:

(i) Dados V,W € Irr(G,C) tais que V,V* 22 W entdo Ag e A;ﬁv ndo possuem autovalor em

comum.
(ii) Dado V € Irr(G,C)Rr U Irr(G, C)¢ entio Ag s0 possui autovalores simples.

(iii) Dado V € Irr(G,C)y entio Ag s possui autovalores de multiplicidade 2.

Demonstragdo. (=) (i) Se Ag e A?’ tivessem autovalor em comum A entdo A, teria o
autoespaco A(A) contendo V) & W,, contradizendo a irredutibilidade de A,. Os itens
(ii) e (iii) sdo imediatos da proposi¢do anterior.

(«=) Por (ii) e (iii) podemos usar novamente a equivaléncia da proposi¢do anterior
para concluir que cada operador Ag|v)nce(c,R) € irredutivel. Além disso, pela ortogo-
nalidade fornecida por (i) cada autoespago A(A) estd contido em uma tnica componente
(V)N C®(G, R). Logo A, ¢é irredutivel real. O

Observagio. Lembramos que para as representa¢des de tipo complexo davam problema
em configurar A, como operador G-simples, ja que os autoespacos, estavam divididos
em duas componentes isotipicas distintas (a original e sua dual). Contudo, o lema 3.12,

nos mostra que a soma dessas representagdes estd associada a uma tnica representacdo
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real, ou seja, essas componentes que davam problema antes, viram uma componente
s6 quando passamos para os reais. Da mesma forma, pelo mesmo lema, o dobro dos

autoespagos das representagdes de tipo quaternionico se transformam em um sé no

processo de passagem para os reais. Essencialmente, esta é a ideia dos resultados acima.

O corolario 4.11 nos fornece um critério para determinar quando Ay € G-simples real
para uma determinada métrica invariante a esquerda ¢ € L. Resta apenas expandirmos
esse critério para verificar se as métricas do conjunto L satisfazem genericamente esta
propriedade, ou seja, a existéncia de um conjunto residual B C L tal que para toda
métrica ¢ € B, vale que Ag é G-simples real.

A fim de obter este aprimoramento, reescrevemos tal critério usando correspondéncias
com certos espacos de matrizes simétricas e identificando os autovalores a partir
dos polindmios caracteristicos dos operadores AY, permitindo-nos enxergar melhor a
questdo da genericidade neste novo ambiente.

Daqui para o final da se¢cdo, vamos fazer apenas uma releitura do corolério 4.11 e
ver como essa releitura nos permitird acrescentar a questdo da genericidade ao nosso
critério.

Inicialmente, definimos Sym?(g) := Spang{Y.Z := %(Y RZ+ZRY)|Y,Z € g} (note

que Y2:=Y.Y =Y ®Y ) e o subconjunto Sym?(g) := {Y7 +...+ Y2 | {Y}I", é base de g}.

Proposigdo 4.12. O conjunto Sym?(g) pode ser visto como o espaco de matrizes simétricas
Su(R) :={A € M,(R)| A = At}, onde m = dimp g.

Demonstragio. Notemos entdo que, dados Y, Z € g, o produto Y.Z corresponde a parte
simétrica da forma bilinear Y ® Z : g* x g* — R dada por Y ® Z(u, 1) = u(Y).n(Z). De

fato:

1 1
Y®Z= (YOZ+ZOV+ (Y RZ-Z0Y)=5Y®2)+AY®2),

onde S(Y ® Z) = %(Y ®Z+ZR®Y)=Y.Z é a parte simétrica de Y ® Z, enquanto que
AY®Z) = %(Y ®Z—-7Z®Y)=Y.Z éa parte anti-simétrica de Y ® Z. Logo, o conjunto
gerado pelos elementos Y.Z pode ser visto como o espago de formas bilineares simétricas
sobre g*, 0 qual por sua vez é identificado matricialmente como S,,(IR), se fixada uma

determinada base. O

m

Proposicdo 4.13. Seja m = dimrg. Dado S = Y, Y,? € Sym?(g), existe uma métrica
k=1

invariante a esquerda gs = (., .)s que torna a base de campos { Yy }}L, gs-ortonormal.
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Demonstragido. Construimos a métrica com auxilio dos elementos da base de g, primei-

ramente na fibra T,G ~ g usando a identificacdo Y].(e) =Yj(e) ~ Yj:

m
(yi(e),yj(e)>5 =) @YY, Y), 1<ij<m,
k=1

onde {Y;}7L, é base dual de {Y;}}*,.
Para definirmos (., .)s numa fibra arbitraria TxG de modo a termos a invariancia a

esquerda desejada, basta fazermos:

(di(e).Y ), di(e).Y s = (¥, ¥ )5, 1< j <m,

esta definicdo estd bem posta pois dly(e) é um isomorfismo linear de T.G em TG,
ou seja, garantimos a defini¢do em toda a fibra T, G e mais, pela prépria construgéo,
(.,.)s deve ser invariante a esquerda (note também que as propriedades de produto

interno sdo satisfeitas trivialmente). A ortonormalidade é obtida a partir do fato que
Ye ® Ye(Y7, Y7) = Y{ (Y)Y (Vi) = 8y, implicando (Y[, Y{)s = 6. O

Proposigao 4.14. Sym?2(g) é aberto em Sym?(g).

Demonstragdo. Inicialmente fazemos a identificacio Sym?(g) ~ S;;(R) presente na propo-
sicdo 4.12. Basta mostrarmos que, nesta correspondéncia, o conjunto Sym?(g) equivale
ao subconjunto S;,(R) := {A € 5, (R) | A é positiva definida}, onde m = dimp g.

As construgdes na demonstra¢do da proposicao 4.13 mostram que dado um elemento

m

S=Y Ykz € Sym%(g), entdo S pode ser visto, além de uma forma bilinear simétrica,
k=1

como um produto interno (., .) sobre g* via regra:

m
(Y7, Y) =S/, Y)) = k;yk @Y (Y], ), 1<i,j<m
Reciprocamente, cada forma bilinear simétrica positiva-definida B(.,.) sobre g* pode
n
ser identificada como ) Z,% para alguma base {Z;}}’, de g. Portanto, Sym_%(g), visto
k=1

em S;,,(IR), é o espago das matrizes simétricas que estdo associadas a uma forma bilinear
positiva-definida numa dada base fixa, coincidindo justamente com o conjunto S;,(RR), o

qual é aberto em S;,(IR). 0

Proposi¢ao 4.15. Lg estd em correspondéncia biunivoca com Sym?(g).



4.2 CRITERIO DE IRREDUTIBILIDADE

Demonstragdo. Basta provar a correspondéncia com S;,(R), o qual, por sua vez, é iso-
morfo ao espago dos produtos internos sobre g (que nada mais é que um espaco de
formas bilineares simétricas positivas-definidas).

Dada uma métrica ¢ = (.,.) € L. Temos:

(X(x),Y(x)) = (dl(e)X(e), dlr(e).Y(e)) = (X(e), Y(e)), VX,Y € g, Vx € G,

o que induz naturalmente o produto interno (X, Y) = (X(e), Y(e)), na algebra de Lie g.
Reciprocamente se definimos (X(x), Y(x)) := (X,Y) paratodos x € Ge X,Y € ga

partir do produto interno (.,.) sobre g, entdo obtemos:

(a1, (). X(x), dl, (x). Y (x)) = (X(yx), Y(yx)) = (X, Y) = (X(x), Y(x)),

o que demonstra que construimos uma métrica invariante a esquerda em G, induzida

naturalmente pelo produto interno dado sobre g. O

Observagdo. Como Sym?(g) é identificado com o espaco de matrizes simétricas S,;(R)
e Sym?2(g) é um de seus abertos pela proposicdo 4.14, entdo ambos sdo variedades de
dimensdo m(m +1)/2. Logo, a proposicao anterior nos permite munir £; também com
a estrutura de uma variedade de dimensao m(m +1)/2. Além disso, pela demonstracao
anterior temos que uma métrica invariante a esquerda é completamente caracterizada
pela sua restrigdo a fibra T.G (fornecendo um produto interno associado em g), logo
concluimos que a métrica construida na proposicdo 4.13 € tinica (isto também fica claro

ao analisar a demonstracdo da mesma).

Dado (V, p) € Irr(G,C) defina agora a aplicagdo linear

Dy : Syn(g) — End(V), Dy(Y.Z) = —%(p*m 0 p:(Z) +p+(Z) 0 p=(Y))

Proposicao. Cada elemento na imagem de Dy é auto-adjunto com respeito a um produto interno

G-equivariante (portanto diagonalizdvel com autovalores reais).

Demonstragdo. Seja (.,.) produto interno G-equivariante. Dados Y,Z € Sym?(g), é
suficiente provar que A := p«(Y) 0 p«(Z) + p«(Z) 0 p«(Y) é auto-adjunto. Identificando

x.v := p(x).v, obtemos a seguinte identidade:

(x.v,w) = (x.v,x.(x Lw)) = (v,x Lw), Vx € G,Vo,w € V

Derivando a igualdade acima em x = e na dire¢do de Y, obtemos:
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(p+(Y).v,w) = —(v, p(Y).w), YVo,w € V
e, com isto,
(x.0.(Y).0,w) = (p(Y).0,x L.w) = — (1, p(Y).(x L.w)), Vx € G,Vo,w € V.

Novamente derivando em x = ¢, mas desta vez na dire¢do de Z, chegamos a:

(0(Z) 0 p(Y).0,w) = (v, p+(Y) 0 p(Z).w), Yo, w €V,
dai, por esta igualdade, concluimos que (Av, w) = (v, Aw), conforme queriamos. O

Observagio. Dado {Y;}]', uma base ortonormal com respeito a métrica g € L, entéo:
m
Dyt .+ Y3) = = Y. (W)* = 87,

Defina agora:
Py : Sym?*(g) — C[x]
S — det(Dy/(S) — xid)
Basicamente, Py leva um elemento S € SymZ(g) no polindmio caracteristico Py (S) do
endomorfismo Dy (S).
E possivel construir também uma aplicagdo res : C[x] x C[x] — C que satisfaz:
(i) Dados polindémios p = ?ajx]' eq= %bkxk entdo res(p,q) = L Cj,l,k,maé'b;(” para

Jilkm
um numero finito de coeficientes ¢; -

(ii) res(p,q) # 0 < p e g ndo possuem raizes em comum.

A aplicagdo res é chamada resultante (para maior detalhamento acerca da existéncia
desse tipo de construgao, consultar [GKZ]).

Definimos também o discriminante
dis : C[x] — C, dis(p) = res(p, p"),

o qual mede a multiplicidade das raizes de p do seguinte modo: dis(p) = 0 se, e somente
se, p admite alguma raiz de multiplicidade > 2 (equivalentemente dis(p) # 0 se, e
somente se, toda raiz de p tem multiplicidade 1).

Sejam V, W ¢ Irr(G, C), consideramos entdo as seguintes fungdes:

ayw, by, cv : Sym*(g) — C
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@) av,w(S) = res(Py(S), Pw(S)), VS € Sym*(g)
(ii) by (S) = res(Py(S), Pi/(S)) = dis(Py(S)), VS € Sym?(g)
(ii) cv(S) = res(Py(S), P(S)), VS € Sym?*(g)
Proposicdo 4.16. Dados V, W € Irr(G, C), valem as seguintes afirmagcoes:

(i) ayw #0 & ”V,W|Sym%(g)7‘/ 0 < 3S € Sym2(g), Py(S) e Pw(S) nio possuem raizes em

comum < existe § € L tal que Ag e AZ,V ndo tem autovalores em comum.

(ii)) by #0 & bV|SymE(g)7‘/ 0 < 3S € Sym2(g), Py(S) s6 possui raizes simples < existe
g € L tal que Ag so tem autovalores simples.

(iii) Considere V de tipo quaternionico. Entdo cy # 0 equivale a cy | Sym2 # 0 e também equivale

a existéncia de § € L¢ tal que Ag possui todos os autovalores com multiplicidade 2.

Demonstragido. Vamos mostrar apenas o item (i) em vista de que os demais sdo similares.

O item (i) é composto de quatro afirmag¢des equivalentes as quais chamaremos, em
ordem, de (A), (B), (C) e (D).

(A) = (B) Consideraremos as identifica¢des feitas na proposicdo 4.14, as quais sdo
dadas por Sym?(g) ~ Sy(R) e Sym?2(g) ~ Si,(R). A aplicacao ayw pode ser vista como
um polindmio nas varidveis com respeito as entradas das matrizes simétricas de seu
argumento e, portanto, ay  ndo se anula se, e somente se, ele ndo se anular em cada
um de seus abertos, devido a sua analiticidade. Em particular, se ay ndo se anula em
Sm(R) entdo também néo se anula no aberto S;,(R).

(B) = (C) Imediato.

(C) = (D) Tomando S € Sym?(g) tal que Py(S) e Py (S) ndo possuem raizes em

m
comum, entdo existe uma base f = {Y;}I", C g tal que S = ¥ Y2. Construindo g € Lg
k=1

tal que B é base g-ortonormal obtemos que Ag = Dy(S) e Agv = Dw(S). Logo, os
autovalores de Ag e Ag‘/ sdo dados, respectivamente, pelas raizes de Py(S) e Py (S),
pois sdo os polindmios caracteristicos de Dy/(S) e Dy /(S). Portanto, ndo compartilham
autovalor em comum.

(D) = (A) Tome g € L tal que Ag e Agv nao tém autovalor em comum. Considere

n

também B = {Yx}}_; C g base g-ortonormal de g e S = ). YZ. Entdo Ay = Dy(S) e
k=1

A?/ = Dw(S), ou seja, os polindmios caracteristicos Py (S) e Py(S) ndo possuem raiz em

comum, logo ayw(S) #0. O
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Chegamos, enfim, ao resultado principal desta dissertacdo:

Proposicdo 4.17. G admite métrica § € L¢ tal que A ¢é irredutivel real se, e somente se, as

condigoes abaixo sdo simultaneamente satisfeitas:

(i) ayw #0, YVV,W € Irr(G,C) com V,V* # W.
(ii) by #0, YV € Irr(G,C)R U Irr(G, C)c.

(iii) cy #0, YV € Irr(G, C)p.

Mais ainda, no caso da existéncia temos que o conjunto de bases ortonormais referentes a

métricas em Lg, que tornam Ag irredutivel real, é residual em g™, onde m = dimp g.

Demonstragio. (=) Sejam ¢ € Lg tal que Ay é irredutivel real e § = le +..+Y2 €
Sym?2(g) com {Yi}{L, base g-ortonormal de g. Temos Dy(S) = Ag com polindbmio
caracteristico Py(S), para cada V € Irr(G,C). Logo, aplicando ay , by e cyy a S, temos
exatamente uma releitura da ida do corolério 4.11.

(<) Pela proposigdo 4.16, as aplicagdes ay, by e cy ndo se anulam em Sym? (g).

Construa a seguinte aplicacdo

F:g®" — Sym?(g)
(Y1, oo, Yi) = Y2+ .+ Y2

Entédo vale que Sym?(g) C F(g®"). Sabemos também que Sym?2(g) é aberto em Sym?(g),

conforme proposicado 4.14. Definimos agora
dyw =aywoF, EV =byoF e ¢{y:=cyoF.

Podemos entdo trocar ay w, by e cy por dy w, by e &y nos itens (i), (ii) e (iii) do enunciado,
a fim de efetuar a prova.

Considere

N:=|Uay {0} JuUb o} |u | U &0} | ce®™,
0 (I (11D
onde (I) percorre as representagdes V,W ¢ Irr(G;C) com V,V* 22 W, (Il) percorre
as representagdes V ¢ Irr(G,C)r U Irr(G,C)c e (III) percorre as representacdes V &€
Irr(G,C)y.
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Afirmagdo: N é uma unido enumeravel de conjuntos magros. Consequentemente,
g@"™\ N é uma intersec¢do enumeravel de residuais e, portanto, intersec¢do enumeravel
de abertos e densos. Logo, também residual.

Além disso, o conjunto U = {(Y7,.., Vi) | {Yi}}, é LL} é aberto e denso em g®”,
pois g™ pode ser identificado como o espago de matrizes M,,(R), onde a k-ésima
coluna de um elemento A € M,,(R) corresponde a k-ésima coordenada Y,f‘ de um
elemento YA = (YA, ..., Y2) em g®™, sendo a correspondéncia de U em M;;(IR) dada por
U={A € My(R)|det A #0}, o qual é aberto e denso em M,,(RR).

Com isto temos que B = (g°™ \N) N U ¢é ainda residual em g®™ e dado (Y1, ..., Yi) € B,

a métrica g que torna {Y;}]', uma base g-ortonormal, construida na proposicao 4.13,

m
satisfaz Ay G-simples real. De fato, S = k; Y? satisfaz:

(@) ayw(S) #0, para V,W € Irr(G,C) com V,V* # W
(b) by #0, para V € Irr(G,C)r U Irr(G,C)¢
(c) cy(S) #0, para V € Irr(G, C)y,

Estes itens compdem exatamente uma releitura da reciproca do corolario 4.11 aplicada
a métrica g.

Prova da afirmagdo: basta verificarmos que d;}W{O}, b,,'{0} e &,'{0} sdo conjuntos
magros, pois segue do coroldrio 3.22 que N é uma unido enumerével. Podemos enxergar
ayw como um polindmio de m(m + 1) variaveis, em que cada elemento do dominio
identifica algum S € Sym(g) e, portanto, o conjunto de raizes de ay € um subconjunto
magro de Sym?(g), o que implica que ﬁ;},\/{O} é de fato magro em g®™. Analogamente,

b,'{0} e ¢,'{0} também o sdo, terminando a prova. O

A ideia deste final de segdo foi resumidamente termos readaptado o coroldrio 4.11 para
uma nova linguagem com auxilio de polindmios, os quais forneciam uma quantidade

enumerével de raizes e nos permitiam concluir a generecidade.

4.3 EXEMPLO: SU(2)

Vamos, por fim, aplicar o critério apresentado na proposicdo 4.17 ao grupo SU(2).

Para isso, usaremos os resultados obtidos na secao 3.5.
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Lembremos que construimos o espago vetorial V, = spanc{p, j(z1, ZZ)}jnio em termos
dos polinémios py, j(z1,22) = z]izgq_j para m € IN cujos elementos de V;,;, eram ditos
polindmios homogeéneos de grau m e a dimensdo de V,;, sendo m + 1 (sobre C).

ay b
Dado x = ( g dx > € SU(2), a acdo munida sobre Vy,, (.) : SU(2) x V,;;, —> V},, era

Cx Ox
dada da seguinte maneira:

Ay by
(x.p)(z1,22) :=p <(21 22) ( o d )) = p(z1ax + 22Cx , Z1by + 22dy).

Vimos que (Vi;, pm) para m € IN caracterizavam todas as representagdes irredutiveis
de SU(2), ou seja, temos um conjunto de representantes de Irr(SU(2), C).

Teorema. SU(2) satisfaz os itens (i), (ii) e (iii) da proposi¢do 4.17.

Demonstragio. Dado m+1 € IN, a tnica representagdo irredutivel de dimensdo m +1 é
justamente V;,;, ou seja, SU(2) ndo admite representagdes de tipo complexo.

Afirmagdo: Se m é par entdo V,, é de tipo real e se m é impar entdo V,, é de tipo
quaternidnico (verificar detalhes em [BD], capitulo 6).

Seja B = {H, A, B} base da algebra de Lie su(2) dada por:

. . q
- 1 0 A= 0 1 e B 0
0 —i i 0 1 0
Efetuando os calculos, obtemos a igualdade

Dy, (H? + A% + B%) = m(m +2)Idy, .

Com isto, m(m +2) é a tnica raiz do polindmio caracteristico Py (H? + A% + B?)
do endomorfismo Dy, (H? + A® + B?). Logo, para k # m temos Py, (H? + A + B?) e
Py, (H? + A% + B?) com raizes distintas. Ou seja, ay, v, (H> + A® + B%) # 0 sempre que
k # m, provando (i).

Para o item (iii) temos que a matriz de (0,)«(H) na base { pm,j}]-"io C Vi é dada por:
diag(im,i(m — 2),i(m — 4), ..., —i(m — 2), —im).
Dai, para V, de tipo quaternionico temos m impar e cada um dos autovalores

m?, (m—2)%, ..., 3%, 1
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do endomorfismo DVm(HZ) = —((pm)*(H))2 tem multiplicidade 2, ou seja, ch(H2) #0
para cada V;, de tipo quaternidnico.

Para o item (ii), resta considerar V;, de tipo real, ou seja, com m par. Para m = 0 ndo
héa nada a fazer. Considere entdo m > 0. A ideia é mostrar que existe ¢ > 0 tal que
by, (H? +eA?) 0.

Temos que (01,)«(A) é a aplicagdo
Pm,j = 100 = )Pmjs1 +1jPm,j-1,
enquanto que —((0,;)«(A))? é a aplicagdo
Pmj = (M= —j = Dpmjuo+jG = Dpmj—2 + K, jpm,js

algum k,, ; € R, em que convencionamos p,,; =0se j < 0ou j > m.

Logo Wy := Span{pmlzj}jniéz eWp = Span{pmlzj,l}]."i/lz sdo invariantes por —((0m)«(A))>.

Além disso, efetuando mais alguns calculos, vemos que —((0m)+(A))?|w, € tri-diagonal
(possui trés diagonais centrais) com subdiagonal (diagonal abaixo da principal) formada
por m(m — 1), (m — 2).(m — 3), ..., 2.1 e super-diagonal (diagonal acima da principal)
formada por 2.1, 4.3, ..., m.(m — 1). Para —((pm)*(A))zlwl, é bastante andlogo.

Dado ¢ > 0, temos —((pm)*(H))2 diagonal e podemos construir matrizes ainda tri-
diagonais associadas a Ty(e) := (DVm(H2 + sAz))|WO e Ty(e) = (DVm(H2 + sAz))|W1. Dai,
To(e) e Ty(e) tétm sempre autovalores simples e no limite ¢ — 0, temos que Tj(0)
e T1(0) ndo compartilham autovalores em comum, o que implica na existéncia de
e > 0 suficientemente pequeno tal que Dy, (H? + eA?) tem espectro simples, ou seja,
by, (H? +eA?) # 0, provando (ii). O
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CONSIDERACOES FINAIS

Podemos concluir que o artigo elaborado por D. Schueth [Sch] é um problema
adaptado do trabalho de K. Uhlenbeck [Uhl], considerando a presenga de certas si-
metrias bem comportadas. Aproveitamos a gama de estruturas que se relacionam em
um grupo de Lie com métricas invariantes a esquerda para transformar um problema
de equagoes diferenciais, sobre calcular o espectro do laplaciano, em um problema
puramente algébrico. Passamos a enxergar o operador em subestruturas algébricas
puras — as representagdes irredutiveis da representacdo regular a esquerda, responsavel
por empacotar e organizar as simetrias consideradas e, que no final das contas, nos
evidencia que esta organizacdo recai novamente em [Uhl], visto que as condi¢des do
critério principal obtido passam justamente pelo fato do operador laplaciano ter espectro
simples em cada sub-representacdo irredutivel da representacao regular a direita que,
dentre outras coisas, é responsavel por transformar o laplaciano em operadores lineares

de dimensdo finita sobre cada uma destas sub-representacdes.
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1 ANALISE FUNCIONAL

Hy seré o espago C%(G,C) munido da norma do supremo |f| 4= sup{|f(g)|g € G},
enquanto que Hp serd o espago C’(G, C) munido do produto interno (1, v) = [, ¢ WU com
norma |.|p usual proveniente deste produto interno. Denotaremos H = C%G,0) sempre
que a topologia ndo tiver influéncia.

Os resultados desta secdo sdo tratados em [BD] e [Rud].
Proposi¢do. (i) id: Hy —> Hp é continuae |f|p< |f]a.

(ii) Uma aplicagdo linear entre espagos lineares normados K : X — Y é continua se, e

somente se, existe uma constante a tal que |K(x)|x< a.|x|y, para todo x € X.

(iii) Dada f € H e uma aplicagiio continua k : G Xx G — C, entdo a aplicagio K¢ : G — C
dada por K¢(g) = fG k(g, h)f(h)dh é continua.

(iv) Se definimos K : Hg — Ha por K(f) = Ky entdo K é continua.
Demonstragio. Trata-se de um exercicio usual de andlise deixado para verificagdo. [

Definicdo. considere L um subconjunto de um espaco vetorial normado Y. Se toda sequéncia
em L possui subsequéncia convergente em Y, entdo L é dito pré-compacto. K : X — Y é dito

compacto se mapeia conjuntos limitados B C X em conjuntos pré-compactos K(B) C Y.

Definicdo. L C H é equicontinuo em xq se dado € > 0 existe uma vizinhanga U de xg tal que
|f(x) — f(x0)|< & Vx € U, Vf € L. L é equicontinuo se o for em todo ponto de G.

Teorema (Ascoli). L C Hy é pré-compacto se, e somente se, L é equicontinuo e limitado.
A prova deste teorema pode ser obtida em [Die].

Proposicao. K : Hp — Hy e K: Hp — Hp sdo compactas.
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Demonstragio. Seja L C Hp limitado via |L|4< C com C > 0. Dado ¢ > 0, podemos
tomar U > e vizinhanga do elemento neutro e € G tal que se xx 1 € V entao para todo
h € G temos |k(x, h) — k(xo, h)|< eC~! (pela continuidade de k). Logo:

KFG) = KFGol= | [ Gkt ) = ko, | < e [ | )ldh < eC | fla< e

Com isto, K(L) é equicontinuo. Dai K(L) é pré-compacto em Hy, o que completa a
prova via Teorema de Ascoli. O caso K(L) pré-compacto em Hp segue via continuidade

da aplicagdo id : Hy — Hp. O

Proposicdo. Se k : G x G — C for uma funcio real e simétrica entdo K é simétrico, ou seja,
satisfaz (K¢, f2) = (f1,Kg,), Vf1, f2 € Hp.

Demonstragio. Como a fungéo Ky e o produto interno sdo integrais entéo basta calcular

ambos os lados da igualdade, aplicando o Teorema de Fubini. O

Considerando K um dado operador, munido da norma ||K||=sup{|Kf|s; |f|s=1}

temos o seguinte resultado:
Proposicdo. Se K ¢é simétrico entio ||K||=sup{|(Ky, f)| ; |f|p=1}.

Demonstragido. Como estamos considerando fung¢des f de norma unitdria, entdo, pela
desigualdade de Cauchy-Schwarz, [(Ky, f)|< [K¢|p|f[p< ||K][.|f[p= ||K]], logo temos
uma quota superior para o supremo do enunciado M := sup{[(K, f)| ; [f|p= 1} e
vale também que M < K. S¢ falta agora mostrar que ||K||< M, ou seja, mostrar que
|K¢|p< M para |f|p=1. Se K¢ = 0, a desigualdade vale. Suponha entdo K¢ # 0 e tome
h =Ky /|K¢|p. Dai, (K¢, h) = |K¢|p= (f, Ky) (via simetria de K). Isto nos leva as seguintes
identidades:

(D) (Kfan, f+h) = (K¢, f) +2|Kg|p+ (K, h)

(I (K¢_p, f —h) = (Kf, f) — 2[K¢[p+(Ky, h)

Fazendo a subtracao (I)-(IT), obtemos:

4|Ks|p= (Kpup, f+h) — (Kp_p, f —h) < M.|f + h[3+M.|f — h|3=4M

Proposic¢do. Se K é um operador simétrico compacto, ||K|| ou —||K|| é autovalor de K.
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Demonstragio. Pelo resultado anterior é possivel tomar uma sequéncia f, € Hp tal que
|fulp= 1 e [(Kf,, fu)|= ||K||. Tomando uma subsequéncia, caso necessario, podemos
entdo assumir que (Ky,, fu) converge para 6 = &[|K|| (um destes dois valores). Obtemos,

assim:

Kg, — 6ful= (Kg, — 6fun, Ky, — 0fu) = |Ky, |53—26(K5,, fu) +6%| ful5

<
< 82— 20(Kj,, fu) + 62

Com isto temos 0 < |Ky, — 8fy|3< 62 —26(K,, fu) + 6% — 0. Como K é uma aplicacdo
compacta, podemos, se necessério, tomar subsequéncia e considerar que (Ky,) converge
para algum limite /1, o qual pela desigualdade acima é o mesmo limite de (éf,). Se
0 = 0 entdo ||K]||= 0, ou seja, K é o operador nulo e vale o enunciado. Se § # 0 entdo
fu — 6~ h (ndo nulo pois f, foi tomado sempre com norma 1). Logo Kg-1py = 5.(67h),

mostrando que § = £||K|| é autovalor de K. O

Proposicdo. Se K é simétrico e compacto entio cada autovalor de K é real. Além disso, se H) e

H,, siio autoespagos de autovalores distintos A # u, entio eles sdo ortogonais.

Demonstragio. Seja A autovalor de K com autovetor 0 # f € H,. Vale entdo que
Mf £) = (Af f) = (Kp f) = (£.Kp) = {f,Af) = A(f, ), logo A = 1, 0 que mostra a
primeira parte.

Para a segunda parte considere f € H) e h € Hy, ndo nulos. Vale entdo a relagdo

Mk = Ky by = {f, Ky) = u(f,h). Como A(f,h) = u(f,h), segue que (f,h) =0,
completando a prova. O

Proposicdo. Seja K : Hp — Hp operador simétrico e compacto. Dado ¢ > 0 temos que
V = @ H), édedimensio finitae W = @ H) é denso em Hp.
|A|>0 A

Demonstragiio. Suponha que V nado tem dimensao finita. Entdo podemos tomar uma
sequéncia (fu),eN de autovetores ortonormais referentes a autovalores (A;),en. Tal
sequéncia forma um conjunto limitado e, além disso, a imagem via K induz o conjunto
{K¢, tneN = {Aufulnen satistazendo |Ayfy + A fin 2= A2+ A2 > 2¢? > O paran # m,
logo ndo ha como admitir subsequéncia convergente em Hp, contradizendo que K é
compacto.

Para a parte restante temos K(c/(W)) C cl(W). Tome F como sendo o complemento
ortogonal de cI(W) em Hg. Para w € cl(W) e f € F temos 0 = (Ky, f) = (w, Kf>, o que
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nos leva a concluir que Ky € ortogonal a c/(W). Logo a restricdo Kp = K: F — F esta
bem definida, permanece compacta simétrica e tem autovalor da forma +||Kg||, dai se

F # {0} isto seria uma contradigdo em relagdo a construcado de cl(W). []

Definigdo. Seja X um espago compacto e Ax = C%(X,K) (onde K = R ou C) munido da
norma do supremo. Entdo Ak é uma dlgebra com a multiplicagdo de fungdes ponto a ponto

e diz-se que um subconjunto B C Ax separa os pontos x,y € X se existir f € B tal que

f(x) # f(v).

Um resultado importante para algebras deste tipo é o Teorema de Stone-Weierstrass,

enunciado a seguir e cuja prova pode ser obtida em [Rud]

Teorema (Stone-Weierstrass). Valem:

(i) Seja B C CY(X,R) uma subdlgebra que contém as fungdes constantes reais e que separa

quaisquer dois pontos, entdo B é denso em C°(X, R).

(ii) Seja B C C(X, C) uma subdlgebra que contém as fungdes constantes complexas, separa

quaisquer dois pontos e é fechada por conjugagio complexa, entio B é denso em C(X, C).

2 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

A menos de mengdo, consideraremos o termo diferencidvel como sendo suave ou classe

C*®. Um maior detalhamento estard apresentado em [War], [Lee] e [BD].

Definicao. M (ou M™) é dita uma variedade diferencidvel m-dimensional se M for um
espago topolégico Hausdorff com base enumerdvel que admite um atlas maximal diferencidvel
A={hj:UC M — U C R"™ | hj é homeomorfismo entre abertos}cy, ou seja, os abertos
U C M cobrem M, as transigdes h; o hi_l s hi(U; N Uj) — hy(U; N Uj) sdo diferencidveis pra
todas h;, hj € Ae, se h é uma carta tal que pra toda carta hy € A vale que hy o hleho hk_l

sdo diferencidveis, entdo h € A.

Definicao. Uma aplicagdo diferencidvel é uma fungio entre variedades f : M™ — N tal
que dado x € M, existem cartas hy € Ay e hy) € Ay em torno de x e f(x) respectivamente,
com f(Uyx) C Ugy e a fungdo f= hfwofo hil é diferencidvel. A fungdo f é dita uma

representacdo de f nas cartas hy e hg(y).
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Definigdo. f: M} — MY é dita um difeomorfismo se for inversivel satisfazendo f e f~1

diferencidveis.

Definicao. f : M — M3 é dita difeomorfismo local em p € M; se existirem vizinhangas
UdepeVde f(p) tais que f : U — V seja um difeomorfismo.

Uma ideia bastante padrdo em variedades diferencidveis é identificar vetores tangentes
como derivadores que agem sobre fungdes reais diferenciaveis. Por exemplo, se v € T,M
e feC®M)={h: M — R|h é diferencidvel}, entdo a acdo de v em f é dada pela
derivada direcional v(f) = df(p).v. Esta identificagdo nos permite construir derivadas
na dire¢cdo de campos e o colchete de Lie, elementos estes que serdo explorados mais
adiante.

A ideia sera aplicar este viés com auxilio do conceito de germe que serd enunciado
logo a seguir. Como a diferencial (ou derivada) em cada ponto é um conceito local, os
germes nos auxiliardo basicamente lidando com esta localidade e eliminando possiveis

ambiguidades.

Definicao. Sejam f : U, C M — Neg:V, C M — N aplicacdes diferencidveis definidas
em vizinhangas abertas de p € M. Dizemos que f e g possuem mesmo germe em p se existir

um aberto U C U, NV, tal que f|y=gluep € U.

A relacdo R, dada por fRg <+ f e g possuem mesmo germe em p, € de equivaléncia

no conjunto U C*(U, N) e denotamos por f : (M, p) — (N, f(p)) a classe de
U aberto em M
equivaléncia de f. Se N = R", escrevemos simplesmente (N, p) = R".

Defini¢do. Definimos G, := {f : (M, p) — R} como sendo o conjunto dos germes de fungoes

reais na variedade M.

Gp pode ser visto como uma élgebra sobre R com adigdo e multiplicagdo definidas

naturalmente.

Definicao. Considere uma derivagio X : G, — R, ou seja, uma aplicagdo linear que satisfaz
a regra de Leibniz X(¢.p) = X(¢).¢(p) + ¢(p).X(¢). Neste caso, X é dito um vetor tangente
em p € M.

A definicdo acima pode ser vista como a propriedade da derivada do produto aplicada
ao ponto p € M. Além disso, tal derivacdo estd completamente determinada pelos

funcionais lineares em Qp.



68

APENDICE

Definicdo. Denotamos por Ty, M o espago vetorial real formado por todos os vetores tangentes

em p.

Defini¢do. Considere um germe f : (M, p) — (N, f(p)), em p, e defina f* : Gr,) — Gp
por f*(¢) = ¢ o f. Definimos entdo por diferencial ou aplicacdo entre espagos tangentes o
mapa Ty f : TyM — Tg(,)N dado por T, f(X) = X o f*.

Temos que f* determina um homomorfismo entre as R-dlgebras Gy, e G,. Além
disso, T, f € uma aplicacdo linear. Cada X € T, M é um derivador definido em Gy, dai
a fungdo f* nos auxilia a migrar para os derivadores X o f* na imagem. Com isto em
mente, a diferencial T, f nada mais é do que a correspondéncia natural de derivadores
sobre G, e sobre G(,), via f.

Vale a regra da cadeia, ou seja, dados germes entre variedades f : (M, p) — (N, f(p))
e g : (N, f(p)) — (L, g(f(p)), entdo Tp(g o f) = Tr(p)(g) © Tp(f).

Seja h : (M, p) — R™ o germe de uma carta. Entdo Tyh estabelece um isomorfismo
linear entre R™ e T,U (e também T, M). Uma consequéncia direta é que se V é um
espago vetorial real de dimenséo finita entdo T,V ~V, Vp € V.

Dado o germe f : (M,p) — (N, f(p)) de uma aplicacdo diferencidvel f, entdo
podemos identificd-lo com um germe da forma f : (R™,0) — (IR",0), onde f é uma
representacdo de f em cartas h, em M (com h,(0) = p) e hgpy em N (com h;;)(0) = f(p)).

5 m

Seja {e;}", base de R™. Podemos entao identificar esta base com elementos { <$ of iy’
i i=

via isomorfismo com Tp(IR"), definindo (%)0 G0 — R, ¢ — (g—;’j) (0) (a rigor, na
imagem desta aplicacdo consideramos um representante qualquer do germe ¢ para
efetuar a derivada (3—2) (0) e, com isto, trabalharemos com representantes de germes
ao aplicar vetores tangentes, nesta linha de raciocinio).

Se a base tomada no dominio em R" for candnica, entdo escrevemos (a%)o = (a%) o

Escrevemos simplesmente a% e aixi quando estiver implicito o ponto do espago
tangente associado.

Analogamente, definimos os vetores (aiy,-) , 1=1,...,n referentes a base candnica do

0
contradominio IR"”. Com estas identifica¢des e fazendo f = (fy, ..., f) chegamos a:

[ 0 _dgof) - 9fi J )
(Tof <8_x]> 0) (p) = a—x]-(o) = ga—xj(o)- (a—y])() (@), Vo € Gp

-~ . m n
Dai temos a matriz Jacobiana D f(0) = [g—Q(O)} ~ nas bases { ((—%)O}, : e { <a%i>0}' Y
1 = =
a qual é a identificacdo da transformacao linear D f(p) em coordenadas.
q S p
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A abordagem, com o uso de germes, até aqui utilizada estad presente em [BD] e [Mch].
Contudo, estabelecidas as devidas correspondéncias, quando for conveniente podemos
trabalhar com a nogéo T f introduzida ha pouco ou simplesmente usarmos df(p), esta
altima numa nogdo mais préxima a do célculo e apresentada em [Lee] e [War]. Em
outras palavras, podemos alternar daqui em diante como enxergamos o conceito de

vetor tangente e diferencial.

Definicdo. Uma aplicacio entre variedades f : M — N € dita uma imersdo se Ty,f (ou
df(p)) for injetiva para todo p € M.

Definicdo. Seja f : M — N uma imersdo tal que f é um homeomorfismo sobre sua imagem,

onde f(M) estd munida da topologia induzida por N, entdo f é dita um mergulho.

Definicdo. Sejam M C N ei: M — N a aplicagio de inclusdo. Se i for um mergulho,
dizemos que M é subvariedade de N (ou subvariedade mergulhada de N).

Muitos autores costumam adotar defini¢oes diferentes do termo subvariedade. No
desenvolvimento deste trabalho estamos interessados em subestruturas mergulhadas,
entdo para nds a definigdo de subvariedade j& incorpora esta nogdo, mas conforme alertado
hé outras referéncias em que a nogdo de subvariedade se apresenta como subuvariedade
imersa, ndo necessariamente mergulhada.

Defina a unido disjunta TM := (J T,M. TM tem estrutura de variedade 2m-
peM

dimensional e cada carta i : U — U determina uma carta do fibrado T(h) : TU —
U x R™ por T(h)|r,u= Tph, ou seja, o atlas maximal de TM ¢é induzido pelo atlas
maximal de M.

A variedade TM é chamada de fibrado tangente de M e dado p € M, T, M ¢ dita fibra
em p. A construcdo de TM vem, na verdade, de estruturas mais gerais, o estudo de
tibrados em variedades, o qual se encontrara melhor detalhado em [Lee] e [Mch].

A aplicagdo 77 : TM — M tal que para v € T, M, tem-se 71(v) = p é dita projegio
e ela determina a topologia de TM (através da topologia quociente). Além disso,
7|y induz uma projegdo 7|, gn Natural sobre o aberto U. Isto determina a relagdo
hom = ftoT(h): TU — U (isto quer dizer que projetar TU em U e depois passar
para uma identificagdo de coordenadas é o mesmo que identificar TU em coordenadas
e tomar a projecdo induzida no espaco euclidiano). Dito de outra forma, vale a

comutatividade do diagrama a seguir:

Defini¢dao (campo vetorial). X : M — TM ¢ dito campo vetorial de M se para cada
p € M tivermos X(p) € TyM, ou seja, to X = id.
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LN 5
Observagio. Suponha X diferencidvel e considere f : M — R diferenciavel (a qual pode
ser enxergada como uma colecdo de germes de uma mesma funcdo em todos os pontos
de M). Definimos X(f) : M — R por X(f)(p) = (X(p))(fp), onde f,: (M,p) — R éo
germe de f em G, (como, em particular f é representante de cada f,, entdo podemos
simplesmente omitir o indice p em f, e considerar o préprio representante f). Note que

para cada p € M, X(f), também é um germe em G, com representante X(f).
Em geral trabalharemos com X diferencidvel, o que ocorre se, e somente se, cada

m

expressdo de X em coordenadas locais x = (x1,...,xp) — ), ai(x)%(x) satisfaz as
i=1 !

funcoes a; diferenciaveis, 1 < i < m.

Defini¢ao. Considere X um campo e « :]a, bl— M diferencidveis com a propriedade o' (t) :=

(%) = X(a(t)), Vt €la, bl. Entdo a é dita uma curva integral do campo X.

m
Em coordenadas locais, se X(x) = }_ ai(x)%(x) e & =(ay,...,ay) é a representacdo de
i=1 !
 na carta local associada, entdo a defini¢do acima é o mesmo que exigir a/(t) = a;(a(t)).

Podemos pensar numa curva integral de um campo X como uma construgdo que
determina uma curva ou subestrutura unidimensional X(«(t)) = «/(t) no fibrado TM.
Além disso, a é na verdade uma solugdo y da EDO iy’ = X(y) e, se impomos uma
condigdo inicial y(0) = p, entdo existe uma tnica curva maximal (no sentido de estar
definida no maior aberto possivel) que resolve tal EDO. Isto nos motiva a definir na
sequéncia o conceito de fluxo, o qual considera a familia de todas as curvas maximais

solugdes, com todas as condig¢des iniciais da forma y(0) = p, p € M.

Definigdo. Sejam X campo diferencidvel e ®X : A C R x M — M definida num aberto A
tal que ®X(t, p) = ap(t), onde ap(t) é a curva maximal solugio de X que satisfaz a,(0) = p (note
que A deve estar definido localmente na primeira varidvel). Entdo ® ¢é dito fluxo local de X.
Caso A =R xM, o fluxo é dito global.

Caso X esteja fixado e nao haja ambiguidades, escrevemos simplesmente ® = ®X.

Proposicao. Dado um campo diferencidvel X com fluxo ®, entdo valem as seguintes proprieda-

des onde ® estiver bem definido:
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(i) ©0,p)=p
(ii) D(s, D(t, p)) = P(s +t, p)
(iii) Se definimos Dy(p) := D(t, p) entido Oy = idp; e Ps 0 Dy = Dy
(i) X(p) = (5 ), ©t,p) = }(0)
Demonstragio. Os itens (i) e (iv) sdo imediatos. O item (ii) é obtido notando que tanto o

lado esquerdo da igualdade quanto o direito formam curvas na varidvel s com a mesma

condigdo inicial em s = 0. Por fim, o item (iii) é consequéncia de (ii). [

Reciprocamente se @ é definido de modo a satisfazer as trés primeiras propriedades

entdo a funcdo X construida a partir da regra em (iv) define um campo (ou seja é

possivel recuperar o campo s6 conhecendo um fluxo, sabendo que satisfaz (i),(ii) e (iii)).

Podemos definir o colchete de campos vetoriais [X, Y] como sendo o campo tal que

[X, YI(p)(f) = X(p)(Y(f)p) — Y(p)(X(f)p)- Notamos que [X, Y](f) = X(Y(f)) — Y(X(f))

e daf usamos a notagdo [X, Y] = X(Y) — Y(X) ou simplesmente [X,Y] = XY — YX.

Chama-se [.,.] de colchete de Lie, o qual é uma aplica¢do bilinear no espaco vetorial dos

campos diferencidveis X(M) da variedade M.

Proposicdo. Sejam X,Y e Z campos diferencidveis sobre M; f, g diferencidveis reais; e a, b € R.

Valem as seguintes propriedades:

(i) [X,Y] = —Y, X] (anticomutatividade)
(ii) [.,.] é bilinear.
(iii) [[X, Y], Z]1+[[Y, Z], X]+[[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi)

A identidade de Jacobi é apenas trabalhosa e para obté-la basta expandir a expressdo
usando a definicdo dos campos em coordenadas locais. No mais, é um resultado simples

e é deixado para verificacdo.

Definicao .1. Seja X um espago topolégico. Um subconjunto B C X é dito residual se B
puder ser expresso como uma intersecgio enumerdvel de conjuntos simultaneamente abertos e
densos. O complementar de um subconjunto residual é dito um subconjunto magro de X. Uma
propriedade em X é dita genérica se ela for vdlida em um conjunto residual (ou seja, sé pode

falhar em um subconjunto magro).

Exemplos
(A) Ser irracional é uma propriedade genérica em IR.

(B) Ser continua e nao diferencidvel é uma propriedade genérica em CO(M).
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3 GEOMETRIA RIEMANNIANA

Para os resultados e defini¢des desta secdo, aproveitaremos todas as construgoes da
secdo anterior. Basicamente, tomaremos o objeto variedade diferencidvel e introduziremos
uma nova estrutura ao mesmo — as métricas riemannianas. Para complementac¢do do

estudo, sugerimos [Car], [Mun] e [Cha].

Conexdes Afim

Definicao. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica riemanniana é uma aplicagio g
que associa cada ponto p € M a um produto interno g(p) = (.,.)p : TyM x T,M — R sendo
que cada fungio g;; : U C R" — R, construida a partir de uma parametrizagio x : U — U,
dada por gii(q) = <aixi(q), a%(q)>q é diferencidvel. As fungoes g;; sio ditas a expressdo da

meétrica riemanniana na parametrizagao x.

Definicdao. Uma variedade riemanniana é uma variedade diferencidvel M que admite uma

métrica riemanniana g e é denotada por (M, g).

Doravante, a menos de mengdo, as variedades tomadas serdo sempre riemannianas
e serdo denotadas simplesmente por M quando ndo houver confusdo em relagdo a

métrica previamente fixada.

Definicdo. Se f : M — N é um difeomorfismo entre variedades riemannianas tal que
(u,0)p = (dfp.(w),dfp.(0) fp), VP € M; Yu,v € TyM,

entdo M e N sdo ditas isométricas e f é uma isometria. Se as condigdes acima forem satisfeitas
apenas para a aplicagdo f : U — f(U), onde U é vizinhanga de p, dizemos que f é isometria
local em p. Se todo ponto p € M admitir isometria local, entdo M e N sdo ditas localmente

isométricas.

Isometria é uma nogdo natural de equivaléncia entre variedades riemannianas.
Exemplo (espagos euclidianos). M = R" com T,M = R" para todo ponto p € R" e

com base candnica {ey, ..., e, } define uma variedade riemanniana n-dimensional com a

métrica dada por (e;, ej) = Jj;.
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Exemplo (variedades imersas). Seja f : M™ — N"*F uma imerséo. Se, a principio,

apenas N for riemanniana entdo f induz uma estrutura riemanniana em M dada por:

(u,0)p = (dfp.(u), dfp.(0)) ()

Além disso, df, injetiva implica (., .), positivo definido. A métrica de M é dita métrica

induzida por f, sendo que a funcdo f leva o nome de imersio isométrica.

Exemplo (métrica produto). O produto de variedades riemannianas M; X Mj é também
uma variedade riemanniana. Sejam 7t; : My X My — M;, i = 1,2, as proje¢des naturais

e defina:

(U, 0)(p,q) = (71,0, d711.0) p + (d702.1, dT12.0)
Tal relagdo determina uma estrutura riemanniana para o produto M; X M.

Exemplo (Grupos de Lie). Um grupo (G, .) é dito um grupo de lie se G é uma variedade
tal que h : G x G — G, dada por h(x,y) = xy~! é uma aplicacdo diferenciavel. Dado
x € G, as aplicagdes Iy, 7y : G — G dadas por Iy(y) = xy e rx(y) = yx sdo ditas
translagdes a esquerda e a direita, respectivamente e definem difeomorfismos.

Se (u,v), = (d(lx)yu,d(lx)yv>1x(y), Vx,y € G, Yu,v € TyG, ou seja I, é isometria,
entdo a métrica riemanniana é dita invariante a esquerda (a direita é andlogo). Se ela for
invariante a esquerda e a direita, ela é dita bi-invariante.

Por exemplo, se definimos (u,v)x = ((dl,-1)x(u), (dl,1)x(v))e para cada x € G e
vetores tangentes u, v € T, G, entdo esta relagéo nos fornece uma métrica riemanniana
invariante a esquerda. Para construir uma métrica invariante a direita sobre um grupo
de Lie G o processo é totalmente andlogo. Um resultado interessante é que, se G é

compacto, entdo G admite métrica bi-invariante.

Defini¢ao. Um campo vetorial ao longo de uma curva ¢ : I — M sobre M ¢é uma
aplicagio da forma V : I — TM que satisfaz V(t) € TypM, Vt € 1. Em geral trabalhamos

com V diferencidvel.

O campo dc ( %) , indicado por % é chamado campo velocidade de c.

Observagio. Sempre é possivel munir uma variedade M de uma métrica riemanniana.

Ou seja, sempre existe g tal que (M, g) é variedade riemanniana (ver [Mch] ou [Car]).
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Conexdes Afim

Definicdao. Uma conexdo afim é uma aplicacio V : X(M) x X(M) — X(M), da forma
(X,Y) — VxY, em que X(M) = {X | X é campo de vetores diferencidvel sobre M} e tal que
VX,Y,Z € X(M)eVf,g: M — R diferencidveis, valem as seguintes condigdes:

1. VfX+gyZ = fVXZ +gVyZ
2. Vx(Y+ Z) = VxY+ sz

3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y

Observagdo. A defini¢do acima torna uma conexdo afim como sendo um conceito local.
Em outras palavras, para expressarmos o campo VxY localmente, basta identificarmos
X e Y localmente. De fato, suponha que numa vizinhanca local U da variedade M
(suficientemente pequena) identificada a partir de uma parametrizacdo z : U — U,

tenhamos campos coordenados Zj= %, 1 <j < m, que nos fornecem expressdes locais
]

X = Z xiZieY = Z y;Zj, em U, para os campos X e Y respectivamente. Dai, sobre
i=1 j=1
U, temos VxY = Vy .7} y;Z;. Usando as propriedades de V, chegamos a seguinte
i j

expressao:

m m
VXY = Z xiijZl.Z]- + Z xiZi(yj)Z
i,j=1 i,j=1

Ajustando U, se necessério, também podemos expressar os campos V7. Z; localmente
como Vz.Z; = Z I"i‘]Zk para certas funcdes diferencidveis Fk (também conhecidas como

simbolos de Chrzstoﬁ’el ). Com isso, obtemos:

VxY = E (2 iyjri'(j + X(yk)) Zy

ij=1

A expressdo acima nos revela que calcular VxY num dado ponto p s6 depende
de x;(p), yx(p) e das derivadas das fungdes y; na direcdo de X no ponto p dadas por
X(yr)(p), com 1 < i,k <m.

O campo VxY pode ser interpretado como a derivada de Y na dire¢do X, ou seja,
uma conexao afim nos auxilia a definir o conceito de diferenciacdo vetorial (de fato,

a terceira condi¢do é que nos mostra a nogdo do campo X derivando fY como uma
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espécie de regra do produto, as demais sdo linearidades tipicas de um derivador). Dai
se considerarmos uma curva com seu campo velocidade correspondente serd possivel a

partir desta nogdo de derivada vetorial apresentar o conceito de aceleracao.

DV

Proposicdo. Seja M munida de uma conexdo afim V. Existe uma nica aplicagiio V — =

onde V e % sdo campos sobre uma mesma curva c : I — M, fixada, satisfazendo:
h D _ DV, DW

(i) Z(V+W) ==+
(i1) t( fV) = V 4 o com f funcio real diferencidvel em I

(iii) Se V(t) = Y(c(t)), algum Y € X(M), entio B =V /4

Nas condi¢des acima, % é chamada derivada covariante de V ao longo de c. Além disso,
dizemos que V' é um campo paralelo quando = 14 V = 0. A condigéo (iii) revela que se o
campo V sobre uma curva ¢ provém de um campo Y definido sobre toda a variedade
M, entdo sua der1vada V' ¢ a derivada de Y ao longo da diregéo fornecida por ¢, via

nogao da conexao.

Demonstragio. Primeiramente, assumamos a existéncia e provemos a unicidade. Dado
um sistema de coordenadas x : U — U interceptando a curva ¢ e fornecendo
(x1(t), ..., xm(t)) como a expressdo local de c(t), podemos identificar a nogdo de campos

coordenados locais sobre ¢, escrevendo X -(t) = (%) o 1 < j < m. Desta maneira,
t

expressamos um dado campo V sobre a curva ¢, localmente, por V = E v;X; para certas
]_
fungdes reais v; diferencidveis. Por (i) e (ii), obtemos

DX,

du;
ﬂ Z W Z%w'

Além disso, usando (iii), para 1 < j < m, temos:

DX; ) d
i N v L
dt Vdc/dfax,- Vetia o

Deste modo, chegamos a expressao:

du;

w Z X Zfﬁv%_

75



76

APENDICE

Logo, 7 s6 depende do campo V, mostrando a unicidade. A existéncia vem

do fato que, se definimos ﬂ

a partir da expressdo anterior, usando cada sistema
de coordenadas e notando que para sistemas de coordenadas distintos, a expressao

coincide na intersec¢do, entdo temos as propriedades (i), (ii) e (iii) satisfeitas. O

Proposicdo. Seja M munida de V. Considere uma curva c : I — M e um vetor tangente

Vo € Te,)M. Entdo existe um iinico campo paralelo 'V (sobre c) tal que V(t,) =V,

O campo V mencionado acima é dito transporte paralelo de V, ao longo de c.

Demonstragiio. Assuma que o resultado vale para o caso em que a curva esteja contida
numa vizinhanga coordenada. Dado t; € I (5.P.G assuma t; > tj), temos por compaci-
dade que c([tp, t1]) pode ser coberto por um ntimero finito de vizinhancas coordenadas.
Como em cada uma dessas V pode ser definido de forma tnica e V coincide nas
intersec¢des ndo vazias, entdo podemos definir V ao longo de [ty, t1] e, por fim, garantir
a construgdo tnica em I.

Vamos provar entdo que a proposicao é vdlida se c(I) C U, alguma vizinhanga
u parametrizada por x : U — U. Podemos identificar a ¢ em coordenadas por

1o c(t) = (x1(t), ..., xm(t)), 0s campos coordenados X; e um dado campo sobre c,
V= Z v;Xj, assim como fizemos na proposi¢ao anterior. Em suma, basta garantirmos

j=1
que existem fungoes v;, 1 < ] < m, unicamente determinadas, tais que % =0e

V(tp) = V. Se escrevemos Vj = Z v (ai ) oty entdo terfamos que ter v;(fp) = U? e
c(to

j=1
dv; o dx; 0 dv o dx;
_ ] i k ik
BB oo, 2o B (G Bty x,
i,j=1 ] k=1 i,j=1
m
k _ k o
onde T satisfazem Vai o = k§1 rija_xk'

Com isso, os vy sdo solugdes yi, 1 < k < m, do sistema de m equagdes diferenciais

dado por:

dyy & dxi g
< <
It +1']§':1y] dtr =0, 1<k<m,

tendo como condigdes iniciais yi(tg) = v?. Logo temos existéncia e unicidade garantidas.
O



3 GEOMETRIA RIEMANNIANA

Defini¢do. Seja M munida de uma métrica riemanniana ., .) e uma conexdo afim V. Se dada
uma curva ¢ em M, qualquer par de campos paralelos (P, P') satisfizer (P, P') = cte entdo V é

dita compativel com (.,.).

Proposi¢do. V é compativel com g = (., .) se, e s6 se, dada uma curva ¢ sobre M e um par de

campos arbitrdrio (V, W) sobre esta curva valer a relagio & (V, W) = (B, W) + (V, V).

Demonstragdo. (<) Dados P e P’ campos paralelos sobre uma curva ¢ fixada temos
% = Dd—lty = 0. Logo, usando a hipétese, temos %(P, P’y =0, ou seja, (P, P') = cte.

(=) Dada uma curva ¢ : I — M e fixado ty € I, tome {Pi(tp)}!?, uma base g-
ortonormal de T,;,)M. Segue da proposigao anterior que, para cada i € {1,...,m}, o
vetor P;(tp) admite transporte paralelo ao longo de ¢, digamos via campo paralelo P;.

Assim, pela hipétese, dado t € I, temos {P;(t)}}"; uma base g-ortonormal de T M.

m
Se V e W sdo campos arbitrdrios sobre ¢, podemos expressa-los por V =} v;P; e
i=1

m
W =Y w;P;, com v;, w; € C*(I). Usando a propriedade (ii) da proposic¢do 3 junto ao
i=1

fato que os campos P; sdo paralelos, temos que - D V = Z do; Pie Z dwlP Logo:
i=1
i dv; m dw;
(G0 W)+(V, B = i]_zl T w;(P;, ]>+ Z vir (P, D)

“ d
= _Zlﬁ(viwj)éij

]

Corolério. Uma conexio V em M é compativel com a métrica ¢ = (.,.) se, e somente se,
X{Y,Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ),VX,Y,Z € X(M).

Demonstragio. (<) Dada uma curva ¢ com campos V e W arbitrdrios, tome X como
sendo o campo velocidade de c¢. Dai construa Y e Z campos em M que induzem V
e W respectivamente (ou seja, Y(c(t)) = V(t) e Z(c(t)) = W(t), para todo t). Usando a
propriedade (iii) da proposicdo 3 temos que a identidade X(Y, Z) = (VxY, Z) + (Y, VxZ)
é justamente a identidade %(V, W) = (%,W) +(V, %‘;\7) e daf segue do resultado
anterior que V é compativel com g.

(=) Dado p € M, construa ¢ : [ — M uma curva com c(ty) = p e c'(ty) = X(p).

Temos que c¢ induz naturalmente em Y e W campos definidos em I sobre esta mesma
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curva. Novamente usando os mesmos resultados e propriedades da ida, temos que
X(p)(Y, Z) = F(Y, Z)|1=ty= (Vx») Y, Z)p + (Y, V() Z)p- O

Note que, em vista dos dois resultados anteriores, a compatibilidade com a métrica
nada mais é do que permite a regra de derivacdo para produtos internos (no caso

fornecido pela métrica).
Defini¢do. V é dita simétrica se VxY — VyX =[X,Y], VX,Y € X(M)

Observe que, se x : U — U é um sistema de coordenadas em M com campos

coordenados X; = %, entdo [X;, X;] = 0 (simples verificagdo). Logo vale a identidade
m

Vx, Xj = Vx X; sempre que V for simétrica. Como Vx,Xj = }. Fi.‘].Xk, segue entao Fi-‘]- é
k=1

simétrico nos indices inferiores, isto €, Fi.‘]. = 1“;‘1

Teorema. Toda variedade riemanniana admite uma iinica conexdo afim simétrica e compativel

com a métrica dada, a qual é chamada de conexdo de Levi-Civita.

Demonstragido. Assuma a existéncia de tal conexdo V. Do corolédrio anterior, valem as

identidades:

(A) X<Y, Z> = <VXY, Z> + <Y, sz>
(B)  Y{(Z,X)=(VyZ,X)+(Z, VyX)

C)  Z(X,Y)=(VzX,Y)+(X,VzY)

Efetuando (A)+(B)-(C) temos:
XY, Z)+Y(Z,X)—Z(X,Y) = ([X,Z],Y)+([Y,Z], X) +([X,Y],Z) +2(Z, VyX)

Isolando o termo (Z, VyX) na equagdo acima, vemos que V é unicamente deter-
minado pela métrica dada. Mais ainda, tal expressdo nos fornece uma regra para a
construgdo da conexdo (ela é construida de tal forma a satisfazer a equacdo acima, ndo
é dificil verificar que esta construcdo é bem posta e que a conexdo obtida é simétrica e

compativel com a métrica). O
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Resumidamente, se localmente consideramos campos coordenados Xj,..., X;; entdo

podemos identificar g;; = (X;, X]->, [gij] a matriz inversa de [g;;] e os simbolos de
m

Christoffel como os valores Fﬁj que fornecem a combinacdo linear Vx, X; = }° 1"5 ]-Xl
=1

Com isto, a tltima equacdo que obtivemos no final da demonstragdo anterior, aplicada

a Xj, X; e Xy nos fornece a seguinte expressao:

21-' — ag]k agki . agl]
=\ oxy T ox; o )

que, por sua vez, fornece:

ogji g, 98ij
k _ ] 8ii 98\ Ik
L Z <8xl ox;  ox, ) 8 (1)

Nos permitindo expressar explicitamente os simbolos de Christoffel e, portanto,
permitindo-nos efetuar os célculos que envolvem a conexdo (no caso, a de Levi-Civita).
Observe que, da expressdo acima, facilmente concluimos que os simbolos de Chris-

toffel se anulam nos espagos euclidianos. Também tinhamos a derivada covariante de

m
um campo V = ) v; Xy sobre uma curva c com representagao (xi, ..., X5;) satisfazendo
k=1

m
% =Y (d”k + 2 ;G dxiy k) X). Com isto notamos que a derivada covariante em es-

k=1 i,j=1
pacos euclidianos de fato coincide com a derivada usual, visto que todos os Fi-‘]- sdo

nulos.

Gradiente

Seja (M, g) uma variedade riemanniana com ¢ = (.,.) e f : M — R diferenciavel.
Definimos V f(x) como o vetor que satisfaz (V f(x), X(x)) = X(f)(x) = df(x).X(x) para
quaisquer campos diferencidveis X e pontos x € M.

A funcdo Vf dada por x — Vf(x) é um campo vetorial em M chamado de gradiente
de f e que satisfaz (Vf, X) = X(f), VX € X(M). Vamos mostrar a existéncia e unicidade

no resultado seguinte.

Proposicdo. Seja f : M — R diferencidvel e {Ej(.)}j"i1 um referencial ortonormal definido

numa vizinhanga aberta local U C M. Entdo Vp € U vale V f(p) = % Ex(f)(p)Ex(p), onde
k=1

79



8o

APENDICE

Ex(f)(p) = df(p).Ex(p). De modo simplificado, temos V f = % Ex(f)Ex € X(M) e a iqualdade
k=1

é invariante pelo referencial ortonormal escolhido.

m
Demonstragio. Seja X = Y a;E; um campo diferencidvel arbitrario em U, entdo:
i=1

X(f) = L aiEi(f) = (L aiEi, ) E{(NE) = (X, ) E{(E)
=1 i=1 j=1 j=1
Aplicando a igualdade acima num ponto arbitrario p temos que:
df(p)X(p) = X(F)(p) = (X(p), }_E{(AP)E;(p))p
j=1

Como o campo X foi tomado arbitrariamente, podemos aplicar o lema de Riesz
e notar que Vf(p) = f Ex(f)(p)Ex(p) é o tnico vetor a satisfazer df(p) = (Vf(p),.)p
(dai também a invariékglcia em U NV para qualquer outro referencial ortonormal de-
tinido num aberto V que intercepta U). Logo Vf = Z Ei(f)Ex (mais que isso, vale a
diferenciabilidade do campo gradiente, ou seja, Vf € % (M)). O

Note que a defini¢do concorda com a que tinhamos em M = R".

Corolario. Sejam f,h : M — R diferencidveis entdo V é um operador linear em C*(M) e

vale a regra de Leibniz V(fg) =gV f + fVg.

Demonstragio. O resultado é imediato do fato que cada campo diferenciavel X € X(M)

satisfaz tais propriedades. O

Proposicdo. Sejam f : M — R diferencidvel, p € M, v € TyM e v ] —¢ge[— M
satisfazendo (0) = p e v/(t) = v. Entdo (Vf(p),v)p = L(f 0 7)(t)|=0. Dai, se p é ponto de
mdximo ou minimo local entdo V f(p) =

Demonstragio. Considere X um campo em M estendido a partir de v, ou seja, satisfa-
zendo X(7y(t)) = /(). Assim:
(VE(p),0)p = (Vf(p), X(VO))p = X(N((0)) = df(1(0).X(¥(0)) = G(f o N(Be=0. T

Corolario. Sejam f : M — R e h : R — R aplicacdes diferenciduveis, entdo vale que
V(o f)(p) = K(f(p)V f(p), Vp € M.

Demonstragdo. Basta usar o resultado anterior aplicando a regra da cadeia. O
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Proposicao. Seja f : M — R diferencidvel e U C M uma vizinhanga coordenada com

91, ..., Oy campos coordenados. Entdo, em U, vale V f = Z gkl of -0k, onde gij = (0;,0;) define
k1=
a matriz da métrica g em cada ponto de U (na base determmada pelos campos coordenados) com

matriz inversa | gif ].

m
Demonstragido. Em U, suponha Vf = ) a;0¢. Logo,
k=1

0
L -amn- 950 - S0 = e
]

Com isto, Z gkl f = Zajgkl gjl = L ajjx = ax, 0 que demonstra o resultado. O
Lj j
o - . : 2_ - K Of Of
Corolario. Nas condigdes da proposicio anterior, [V f|*= ¥ &% 505+ .
I=1
Demonstragio. Basta aplicar o teorema anterior a igualdade |V f|?= (Vf, Vf). O

Divergéncia

Assumamos, doravante, (M, g) variedade m-dimensional com métrica riemanniana
g = (.,.) e conexdo de Levi-Civita V.

Dado X € X(M) definimos a divergéncia de X, a fungdo divX : M — R satisfazendo
para cada p € M, (divX)(p) = tr{T(X, p)}, onde T(X, p) é o operador v — (V,X)(p)
sobre o espaco vetorial T,M (a grosso modo, T(X, p) pode ser interpretado como a
"diferencial de X em p", uma espécie de "dX(p)"e é justamente a conexdo V que da cabo
de fornecer essa nocdo de forma técnica).

divX é uma funcao real suave. Além disso, se {E;}; é um referencial ortonormal, é

um exercicio simples de dlgebra linear verificar a seguinte expresséo:

m
divX =) (Vg X, Ej)
i=1

Definicao. Um referencial {Ex}}", em um aberto U C M é dito geodésico em p € U se
satisfizer (VEjEi)(p) =0,paral <i,j <m.

E possivel construir um referencial geodésico em p associada a uma vizinhanga no

qual ele seja ortonormal (ver exercicio 7 do capitulo 3 apresentado em [Car]).

81



82

APENDICE

Proposicao .2. Seja X|y=}_a;E; a expressiio local de um campo suave X em M, onde {Ej};,

1
é um referencial ortonormal na vizinhanga U C M. Entdo, sobre U, é vdlida a expressio

divX = Z(E (a;) — (VE,Ei, X)) e, caso o referencial seja geodésico, entio divX = Z Ei(a)).
i=1

Demonstragio. Basta provar a primeira igualdade, visto que a segunda é consequéncia

imediata da defini¢do de referencial geodésico. De fato:

m m

divX = Z £ X, Ei) =Y (Ei(X,E;) — (X, VEE;)) =) (Ei(a;)) — (VE,Ej;, X)).

1:1 121

A segunda igualdade é obtida pela propriedade da compatibilidade com a métrica.
O

Proposicdo. Sejam X,Y € X(M) e f : M — R diferencidvel. Entdo valem as identidades
div(X+Y) = divX +divY e div(fX) = fdivX + (Vf, X)

Demonstragio. A primeira delas é imediata da linearidade da conexdo e do traco.

Para a segunda tome {E;}", referencial ortonormal e dai temos:

m

¥ (VE(fX), Er)

i=1
1

div(fX)

m

<El(f)X + fVE,X, Ei>

i=

2 <E(f)X E>+Zf<VEX E;)
(Vf,X> +fdzvX

Vamos enunciar a expressdo da divergéncia em coordenadas locais:

m

Proposicdo. Seja X € X(M) com expressdo local X = ) a;0; para campos coordenados
i=1

01, ..., 9, numa vizinhanga U. Entdo, para p € U, obtemos

i % (ap\det
— a et
N et( =t

Demonstragio. Nao faremos todos os detalhes devido as contas e expressdes extensas,

dio(X)(p) = ) (p)

mas o resultado é obtido combinando expressdes ja obtidas anteriormente. Primeira-

mente, temos que
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m m
VaX Va ZV@ (Elkak = Z ( kak+ﬂkVa ak> = Z <—8k+akZI’k81>
k=1 k=1 =
Organizando a expressdo temos:
oay
VE),-X Z (a— + ay Z&erll> ak
k=1 \ ?*

A expressdo acima, num dado ponto p, determina os coeficientes da matriz do

operador T(X, p) na base {9x(p)}}-,. Tomando o traco, temos:

(A) divX = Z( +a12all"ll>

Por fim, lembramos que na identificagdo matricial da métrica através de g;; = (9;, 9;)

tinhamos a seguinte expressdo para os simbolos de Christoffel:

ag]z aglz 98ij \ 1k
(B) Tj Z(&xl ax;  ax g

O resultado seguird da combinagdo e organizagdo das identidades (A) e (B). O

Laplaciano

Dada f : M — R diferencidvel definimos Af : M — R por Af := div(Vf). A
aplicacdo f — Af define um operador em C*(M), o qual depende da métrica da e é
denominado Laplaciano e escrevemos A = div(grad).

Dependendo da bibliografia ou do propdsito do autor, o operador A pode ser definido
por A = £div(grad). Por exemplo, se definido com o sinal negativo pode-se provar

que os autovalores de A sobre uma variedade compacta M sdo positivos e da forma
0< A <A <. <A, < ... — oo (ver [Cha]).

Proposic¢do. Se f : M — R e h : R — R sdo diferencidveis entdo temos a igualdade

A(ho f)= (1" o )|V fI>+(H o fAS.

Demonstragio. Basta usar as propriedades de divergéncia e gradiente vistas ha pouco e

efetuar alguns célculos:
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dio(V(h o f)) = div((h' o /)Vf)
(VW' o f),V f) + (I o f)div(V f)
(W0 AVF, V) +(H o fIAf

A(ho f)

]

Proposigdo .3. Sejam f : M — R diferencidvel e {E;}!", um referencial ortonormal em um

aberto U C M. Entdo, sobre U, Af = g( Ei(Ei(f)) — (VEE)f). Se, além disso, o referencial
=1

1=

tomado for geodésico entio temos Af = i Ei(Ei(f)).

i=1
Demonstragdo. Basta usar a proposic¢do .2 aplicada ao campo X = Vf, o qual satisfaz
n
Vf =Y Ei(f)E; em U (pois o referencial é ortonormal). A segunda igualdade é ébvia a
i=1

partir da primeira, j& que o referencial é ortonormal geodésico. O

Note que este resultado concorda com o laplaciano em M = R".

Proposicdo. Sejam f : M — Re g: M — R fungdes diferencidveis. Entdo vale A(fg) =
gAf+ fAg+2(Vf,Vg).

Demonstragio. Aplicando as propriedades obtidas até o presente momento, obtemos:

A(fg) = div(V(fg)) = div(gVf + fVg) = gAf +(Vg, V) + fAg+(Vf,Vg) . O

Proposicdo. Sejam f : M — Re U C M uma vizinhanga com campos coordenados 01, ..., Oy,

m ..
. Entdo Af, sobre U, satisfaz: Af = m ”21 a%(g”.\det(., 5] .g—i;)
A iz

Demonstragio. Basta aplicar a forma das coordenadas locais do gradiente e da divergén-

cia na defini¢do do laplaciano. O

Espectro de uma Variedade Riemanniana

Defini¢do. O conjunto definido por Spec(M, g) :={A € R: 3f : M — R,Af = Af} é dito
espectro da variedade (M, g).

Teorema. Seja M uma variedade riemanniana com métrica g e suponha que para cada i € N
existam subespagos vetoriais V; de C*°(M) tais que:
(1) Vie N,3A; e R, tal que Vf € Vi, Af = Aif.
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(i) S := Y V; é densa em C®(M) na topologia induzida por L>(M).
i€N

Entdo Spec(M, ) = {A; :i € N} e os V; sdo os auto-espagos correspondentes aos A;.
Demonstragio. Pode-se supor sem perda de generalidade que V; # {0}, Vi € IN. Suponha
que exista algum A € Spec(M, g) distinto de todos os A;. Logo o auto-espaco E, é
ortogonal aos subespagos V; e isso contradiz a densidade de S (este é um argumento de
anélise funcional). Com isto, tem-se Spec(M, g) = {A; : i € IN}.

Pelo item (i) da hip6tese é imediato que cada V; estd contido em E,.. Suponha que
haja f € E),/V;. Dai f é ortogonal a V;. Por outro lado, f também é ortogonal a V; para
j # i, pois V; C Ej,. Em suma, f é ndo nula e ortogonal a todos os Vj, pelo mesmo

argumento usado antes, isso contradiz a densidade de S. Portanto V; = E,;. O

Hessiano

Dada f : M — R diferenciavel, definimos (Hess f), : T,M — T,M a aplicagao
v — VoV f(p). Em termos da linguagem introduzida na subsec¢do sobre divergéncia,
temos que (Hess f), € o operador linear T(V f, p). Além disso, estes operadores induzem
a aplicagdo Hess f : X(M) — X(M) dada por Hess f(X) = VxVf.

Proposicdo. Dado p € M, (Hess f), é um operador linear auto-adjunto.

Demonstracio. E suficiente verificar que (Hess f(X),Y) = (X, Hess f(Y)) para campos

diferenciais arbitrarios X e Y, sobre M. De fato:

(Hess f(X),Y)

(VxV£,Y)

= X(Vf,Y) = (Vf,VxY)

= X(Y(f)) — (Vf, VyX +[X,Y])

= Y(X() +[X,YI(f) = (Vf, VyX +[X,Y])
= Y(X(f)) — (Vf, VyX)

= (Hess f(Y), X)

Proposi¢do. Dada f : M — R diferencidvel, Af = tr(Hess f).

Demonstragdo. Como (Hess f), é o operador linear T(Vf, p) entdo ao tomar o trago
temos justamente a definicdo da divergéncia do campo X = Vf, o que nos permite
concluir Af = divo(Vf) = tr(Hess f). [
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Proposicao. Considere U C M uma vizinhanga coordenada com campos coordenados 9; e
f € C®(M). Entio, sobre U, temos que:

mo 2
Af = Z gl] <aiéfx] Zrl]aa_,{ ) Z <H€SSf(a ) 0 >g]l

i,j=1 k=1 i,j=1

m m
Demonstragio. Se Hess f = Y a;;0;, entdo segue da proposicdo anterior que Af = ) a;;.

I=1 i=1
Além disso,

Z (Hess f(9;),9;)8"" = Z @i (0,0,)8" = Y wigig =) an) <31j8]l> =Y ai = Af
(=1 i1 ij=1 e R i1

Dati resta provar que (Hess f(9;),9;) = ax ax Z Fi‘] ;{ De fato:

(Hess f(9;),9;) (Va,Vf,0))
9(Vf,9;) = (Vf,V5,9)
@N-x T5(Vf, 9k

_ 9%f k Of
- axiax]- - Z szaxk

]

Se Se M = R" entdo (Hess f(9;),9;) = ax; afx Dai, tomando os campos coordenados
0; como sendo os usuais que definem a base canodnica, entdo concluimos a mesma
92
tem como matriz ( o%; afx ) (é um exercicio simples de dlgebra linear verificar que, se
j
T :V — V é um operador linear sobre um espago vetorial com produto interno V e
base ortonormal B = {e;}"; entdo (e;, Tej) = t;;, onde [¢;] € a matriz de T na base f), o
que vai de encontro aos resultados presentes no calculo e andlise em varidveis reais.
As consideragdes acima nos motivam a construir uma forma bilinear simétrica
Hess f(.,.) : X(M) x (M) — R dada por Hess f(X,Y) = (Hess f(X),Y). Dai, vale

também:
Hess f(X,Y) = (VxVF(X),Y) = X(Vf,Y) — (Vf, VxY¥) = X(X()) — (VxY)f

Hess f(.,.) é dita forma hessiana de f. Observe também que tal aplicagdo induz natu-
ralmente formas bilineares (Hess f), : TyM X T,M — R dadas por (Hess f),(v, w) =

((Hess f)p(v), w).
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4 REPRESENTACOES REAIS E QUATERNIONICAS

A fim de simplificar a redacdo do texto, usaremos V e V; para denotar representacdes
complexas, U e U; para representacdes reais e, finalmente, W e W; para as representac¢oes
quaternidnicas, onde i é um indice inteiro. O conjunto das representa¢des de G sobre K

é denotado por Rep(G;K). Veja [BD] para mais detalhes.

Defini¢ao. Um G-mdédulo complexo V é dito de tipo real (resp. tipo quaternidnico) se
admitir uma G-aplicacio anti-linear | : V. — V tal que J? = id (resp. J?* = —id) e denotamos
V € Rep+(G,C) (resp. V € Rep_(G,C)). Se V niio for de nenhum dos tipos anteriores dizemos

que ele é de tipo complexo. | é chamada aplicacdo de estrutura.

Podemos construir a nogdo de morfismo nos conjuntos Rep(G; C). Por exemplo, se
V1 e V, sdo ambas de tipo real (ou ambas de tipo quaternidnico) com aplicagdes de
estrutura J; e J, entdo um morfismo de V; em V, é uma fungdo f € Homg(Vy, ;) tal
que foJ; =Jpof. Se, além disso, f for bijetiva, entdo temos a nogdo de isomorfismo.

A grosso modo, qualquer conjunto ou estrutura que se possa empregar a nogao de
morfismos (e isomorfismos) sobre seus elementos é chamado de categoria.

Construimos e, : Rep(G, R) — Rep(G, C) por e.(U) = C ®r U (extensdo de U a C
com multiplicagdo escalar complexa C xe,(U) > (z, A ® u) — (zA) ® u € e,(U)) munido
da aplicagdo de estrutura Ji;(z ® u) =z @ u e, também, e_ : Rep(G,IH) — Rep_(G,C)
por e_(W) = W¢ (o qual é o espaco W porém com os escalares restritos a C) com
aplicacdo de estrutura Jyy(w) = j.w, onde j € H é o elemento da decomposi¢do usual
a+bi+cj+dk, coma,b,c,d € R, de um elemento qualquer do anel H.

Se ndo mencionarmos nada a respeito da a¢do de G sobre um produto tensorial de
G-moédulos A ® B entdo consideramos a agdo g.(a ® b) = (g.4) ® (g.b). Em geral também
tomamos a acdo de G sobre C como sendo a trivial. Logo, no caso acima, a a¢do sobre
e+(U) é dada por g.(z® u) = (z® g.u).

Observagio .4. Considere (V,]) € Rep+(G,C) e VR sendo a restricdo de V aos escalares
reais. Tal restricdo também induz uma aplicac¢do linear Jr : VR — VR que se comporta
como J, ou seja, Vo € Vg, Jr(v) = J(v). Como J? = id, entdo temos ]1% = id e dai
segue que P(Jr) = (Jr — lid)(Jr + 1id) = 0. Assim, o polindmio minimal de Jr divide
P(x) = (x — 1)(x + 1), implicando que seus autovalores estdo contidos no conjunto {£1}
e garantindo a existéncia de autovetor. Note que, dado um autovetor v € VR de

determinado autovalor, entdo iv serd necessariamente autovetor do autovalor oposto,



88

APENDICE

o que nos leva a concluir que SpecrJr = {+1}. Logo Vg = V. & V_, onde V4 sdo os
autoespacos dos autovalores £1 com respeito a aplicagdo JR.

Vale também que a multiplicagdo por i determina um isomorfismo entre V, e V_.

Em suma, a observacdo acima nos leva ao seguinte resultado.

Proposicdo. Para (V,]) € Rep(G,C) temos:

(Z) dim]R V]R =2 dimc V.

(ii) VR = Vi @ V_, onde Vy sdo os autoespagos dos autovalores £1 com respeito a aplicagdo

Jr e vale o isomorfismo V, ~ V_.
(iii) dimpg V4 = dime V.

Demonstragdo. O item (i) é consequéncia imediata do processo de restricdo dos escalares.

O item (ii) é a observagdo .4 e, por fim, o item (iii) é a combinacdo dos demais. [

Definimos agora as aplicagdes s, : Rep+(G,C) — Rep(G,R) dada por s.(V,]) = V.
es_ : Rep_(G,C) — Rep(G,H) dada por s_(V,]) = Vi, o qual é o espago V visto
como moédulo sobre H a partir da multiplicagdo j.v := J(v), estendida naturalmente aos

demais escalares quaternidnicos.

Proposicdo. As categorias Rep(G,R) e Rep.(G, C) equivalem, bem como as categorias Rep(G, H)
e Rep_(G, C).

Demonstragio. Dado U € Rep(G;R) temos seu correspondente natural em Rep. (G, C)
como sendo e, (U). Por outro lado, dado (V, J) € Rep+(G,C), temos s.(V, ]) como o seu
correspondente em Rep(G;C). A fim de que estas correspondéncias sejam compativeis

deve-se verificar que e, o s, e s, o e, se comportam como a identidade, ou seja:

(i) eros+(V,]) =(V,])

(i) syoer(U) ~U

Para o item (i) note que e, o0 s, (V, ]) é o conjunto C @RV, com multiplicacdo por escalar
complexa (z, A ®r v4) — (zA) @R v4+ e aplicagdo de estrutura [y, (z ®r v4+) = Z QR 04.
Dai o isomorfismo (na categoria Rep. (G, C)) se da por meio da aplicagdo z ®R v+ — z.04

(os detalhes sdo deixados para verificagdo).
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Para o item (ii) pode-se considerar o isomorfismo U > u — 1®u € (C®rU)+

(verifique que de fato é um isomorfismo na categoria Rep(G, R)).

Analogamente e_ e s_ determinam as correspondéncias entre Rep(G, C)— e Rep(G, H).

]

Defini¢do. Considere K; C K, com K; € {R, C, H} e exclua o caso (K1, Ky) = (R, H).
.. K, . .. -
Definimos ey; : Rep(G, K1) — Rep(G, Ky) como a aplicagio que leva uma representagio S
sobre IKy na representagio eﬁéi(S) = Ky ®x, S correspondente a extensdo do conjunto de escalares

a Ky, com a multiplicagdo escalar dada por Ky x e%(S) S5 (k,A®s)— (kA)®s € e]%(S) .

No caso efl, podemos ter problemas de comutatividade entre os elementos de C e H. Assim,

veremos entdo H como um C-médulo a direita. Para o caso excluido, definimos e% = e? o e%.

Defini¢do. Considere K; C K, com K; € {R, C, H}. Definimos ”]}I% : Rep(G,Kp) —
Rep(G, K1) como a aplicagdo que leva uma representagio S sobre Ky na representagio r]flif(S) =
Sk, agora com o conjunto dos escalares restringido a Kq. Também podemos definir r,. :
Rep+(G,C) — Rep(G,C) a aplicagio que leva um elemento (V, ]) em V sem considerar a

aplicagdo de estrutura anti-linear J.
A aplicacdo ¢ : Rep(G,C) — Rep(G,C) dada por ¢(V) = V é dita conjugacio.
Proposicao .5 (Identidades). Valem as sequintes relagdes:
(i) rgoeS(U)=UdUeesorS(V)=VaV
(ii) r&oefl(V)=VaVeed orlW)y=waw
(iii) coes =eS ecortl =rH
(iv) eloc=ed er§oc=rg
(v) ef =roeerg=r_oe_
(vi) rR =1k orfeell = el oef
(vii) ¢®>=c

(as igualdades acima sdo a menos de isomorfismos)

Demonstragio. Item (i): temos que e]%(U) é a complexificacdo de U da forma C rU com

multiplicacdo escalar complexa (z, A @R u) — (zA) @R u. Se {u]-};?zl é base de U entao
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{1® uj}}“zl é base de e (U) sobre C. Dai quando restringimos os escalares de e (U) a R
temos o espago r$ o eS (U) sobre R, cuja base é duplicada gerando uma decomposigdo
da forma: r§ o & (U) = Spang{1 ® ”j}?zl @ Spanr{i ® u]-};lzl ~UeU.

Vamos exibir um isomorfismo entre e%r%(V) e V@ V. Consideremos entdo a aplicacio
S:VR® VR — CRRVR = er(V), S(o,w) = (1 ®v—i®iv)+ 31 ®w+i® iw). Temos
entdo que S é R-linear e satisfaz S(iv, —iw) = iS(v, w), ou seja, enxergando os espagos
envolvidos sobre o corpo C, S induz uma aplicagdo C-linear S: V@V — e&r&(V)
que admite inversa dada por S~1(z ® v) = (zv,zv). Ou seja, S é o isomorfismo que
queriamos.

O item (ii) é bastante similar ao anterior.

Para os itens (iii) e (iv) vamos provar apenas a identidade c o e% = e% (pois as demais
sdo similares). Seja V = eﬁ‘%(U), entdo co e%(bl) =V, daf a aplicagéo linear | : V. — V
definida por J(z ® v) = Z ® v define um isomorfismo entre os espagos V e V (note que,
o fato de um deles ser conjugado e o outro ndo, torna | linear).

Os trés ultimos itens sdo basicamente aplica¢des das definigdes. ]

Definicao (Conjuntos irredutiveis). Defina:
(i) Irr(G; C)R € o subconjunto das representagdes de tipo real em Irr(G;C).
(ii) Irr(G; C)y € o subconjunto das representagoes de tipo quaternionico em Irr(G;C).

(iii) Irr(G; C)c é o subconjunto das representacdes V tais que V.2V em Irr(G;C) (sdo as de

tipo complexo conforme veremos mais adiante).

(iv) Irr(G; R)R € o subconjunto das representacoes U € Irr(G;R) que satisfazem a propriedade
V= eﬁ%(U) € Irr(G; O)Rr.

(v) Irr(G; R)y é o subconjunto das representacoes U € Irr(G;R) tais que U = r]“I:{(V) para
alguma 'V € Irr(G; C)p .

(vi) Irr(G;R)c é o subconjunto das representagoes U € Irr(G; R) tais que U = rﬂC{(V) para
alguma V € Irr(G;C)c .

(vii) Irr(G;H)R é o subconjunto das representacoes W € Irr(G;H) tais que W = eF(V) para
alguma V € Irr(G; O)R .

(viii) Irr(G;H)p é o subconjunto das representacoes W € Irr(G;H) que satisfazem a proprie-
dade V = r& (W) € Irr(G; C)p.
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(ix) Irr(G;H)c é o subconjunto das representagoes W € Irr(G;H) tais que W = (V) para
alguma V € Irr(G;C)c .

(x) Uma representagio complexa V ¢é dita auto-conjugada se V =~ V (equivalentemente
V ~V*).

Os itens (i) e (ii) sdo nogdes que ja tinhamos e elas estdo associadas a uma conjugacgao
via aplicacdo de estrutura J, sendo (iii) as representagdes irredutiveis que ndo possuem
tal conjugacdo, chamadas de tipo complexo. Os itens (iv)-(ix) generalizam a nogdo de
tipo real, quaternidnico e complexo para as representagdes irredutiveis sobre IR e sobre
H. Para nosso proposito iremos focar mais nas representagdes complexas de (i) a (iii),
mas boa parte dos resultados seguintes possuem andlogos que podem ser adaptados

para representagdes sobre R ou H.

Proposicao. Seja V uma representacdo complexa de G. Entdo V é de tipo real (resp. tipo
quaternibnico) se, e somente se, V admite uma forma bilinear G-equivariante ndo-degenerada

B:V x V. — C simétrica (resp. anti-simétrica).

Demonstragido. Como esta prova é extensa os detalhes sdo deixados para verificacdo.

(<) Assuma a existéncia de tal aplicagdo bilinear B com B(u,v) = 0B(v, u), o € {£1}.
Como estamos trabalhando sempre com G grupo de lie compacto entdo podemos tomar
um produto interno (.,.) G-equivariante sobre V. Pelas propriedades de B podemos
construir um isomorfismo anti-linear G-equivariante T : V — V com a propriedade
(u, Tv) = B(u,v), Yu,v € V. Note que (u, T>v) = (T?u,v), Vu,v € V. Com isso temos
que o'T? tem autovalores reais positivos Ay, ..., Ar. Seja V; o autoespago do autovalor
Aj, entdo T(Vj) C V;, V; € invariante por G e V = EEV] Definimos entdo S : V. — V
por S|V]: V/Ajid. DaiSoT=ToSe ocT? = 2. Log{o a aplicacdo anti-linear [ = So T~!
satisfaz ]2 = oid, ou seja, se o = 1 entédo (V, ]) é de tipo real enquanto que para ¢ = —1
temos (V, J) de tipo quaternionico.

(=) Se V é tipo real, entdo admite aplicacdo de estrutura J, anti-linear e satisfa-
zendo J? = id. Além disso, V ~ e]"I:{(V+) e dai qualquer R-forma bilinear simétrica
G-equivariante ndo degenerada pode ter seu corpo de escalar estendido, tornando-se
C-bilinear com as mesmas propriedades. Suponha agora que (V, J) é de tipo quaternio-
nico (i.e. J> = —id) com extensdo de escalares Vg a H via regra de multiplicagdo escalar

j.v=J(), Vv € V. Entdo Vi admite produto interno (., .) simplético, o qual pode ser
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escrito na forma (u,v) = H(u,v) + B(4,v)j com H e B bilineares. Basta entdo verificar

que B satisfaz as condi¢oes do enunciado. O

Proposicao. V € Irr(G; C) é auto-conjugada se, e somente se, V for de tipo real ou quaternio-

nico (ndo ambas).

Demonstragio. (=) Vale a seguinte identificacdo: Hom(V ® V,C) ~ V* ® V* o qual
pode ser visto como espaco das formas bilineares em V. Logo temos o isomorfismo
V*@V* ~ S(V)® A(V), onde S(V) e A(V) é o espago das formas biliares simétricas
e anti-simétricas, respectivamente. Relembremos agora a definicdo de um espaco Z°
a qual é dada por Z¢ = {v € Z | gv = v, Vg € G}. Note que vale a igualdade
(S(V)® A(V))C = S(V)¢ @ A(V)C, o qual contém as formas bilineares G-equivariantes.
Temos também Hom(V @ V,C)C ~ (Hom(V, V*))¢ = Homg(V, V*). Como V ~ V ~ V*
temos que Homg(V, V*) é unidimensional via lema de Schur. Se ocorrer dimc S© =1 e
dime AC =0 (resp. dim¢e S = 0 e dimc A® = 1) entdo V admite apenas forma bilinear
simétrica (resp. anti-simétrica) nas condi¢des do teorema anterior.

(<) Se V € Irr(G;C) é de tipo real ou quaterniodnico entdo a aplicacdo de estrutura
anti-linear | : V — V passa a ser um isomorfismo linear | : V — V se altera-
mos por exemplo o contradominio por seu conjugado (ja usamos esse argumento na

demonstracdo da proposicao .5). O

Teorema. Irr(G;K) é a unido disjunta dos conjuntos Irr(G; K)r, Irr(G; K)c e Irr(G; K)p.

Demonstragio. O caso principal de interesse K = C é corolario da proposigdo anterior.
Os demais possuem algumas adaptagdes técnicas dos argumentos das proposi¢des

anteriores. []
Teorema. Valem:
(i) U € Irr(G;R)g = V =e$(U) = C®Rr U € Irr(G; O)R.
(ii) U € Irr(G;R)c = e&(U) =C@r U =V &V, algum V € Irr(G;C)c.
(iii) U € Irr(G;, R)y = e%(U) =CorU=V&V,algumV € Irr(G;C)y.
(iv) W € Irr(G, H)r = r}?(W) =We=V®V,algumV € Irr(G; C)r.

(v) W € Irr(G;H)c = r&{(W) = We = V@ V, algum V € Irr(G; C)c.
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(i) W € Irr(G;H)y = V = (W) = W € Irr(G; C)m.

i) V € Irr(G;O)r = r&(V) = Vg = U U, algum U € Irr(G;R)R e também que
W=el(V)=H®cV € Irr(G;H)g.

(viii) V € Irr(G;C)c = rg(V) = 1k (V) € Irr(G;R)¢ e eE((V) = eE(V) € Irr(G; H)c.

(ix) V € Irr(G;Op = U =15(V) = VR € I'(G;R)g e e (V) =H®c V = Wa W,
algum W € Irr(G; H)p.

Demonstragio. As demonstra¢des basicamente sdo aplicagdes das defini¢des dos conjun-
tos da forma Ir7(G; K)F juntamente as identidades da proposicao .5 .

Item (i): é a definicao de Ir7(G; R)R.

Item (ii): temos que existe V € Irr(G;C)c tal que U = r]%(V). Logo vale a relagado
e]}cz(ll) = eﬁc{(rﬁc{(V)) =VaV.

Item (iii): temos que U = r$(V), alguma V € Irr(G; C)py. Como V é auto-conjugada
temos e (U) = eS(rR(V) =VaV=VaV.

Itens (iv) a (vi): sdo demonstragdes analogas as anteriores.

Item (vii): a parte do W é imediata da defini¢do de Irr(G,H)r. Vamos mostrar a
parte referente a U. Temos que r&(V) = U & ill ~ U & U para alguma representagao
real U. Além disso e (U) = C @rU = Spang {1 @ u}yey © Spang{i @ u}yey munido de
uma operacdo complexa natural. Assim, como o tensor real C @rU pode ser munido de
uma multiplica¢do escalar complexa natural, o mesmo vale para o espaco real U @ il
e neste tltimo caso recuperamos a representacdo V. Dai basta notarmos que tanto
sobre R quanto sobre C, os espagos U @ ill e Spanr{l @ u},cy ® Spang{i ® u},cy
desempenham o mesmo papel, ou seja, concluimos que e$(U) ~ V € Irr(G, C)r. Logo
U e Irr(G, R)R.

Item (viii): por defini¢do de Ir7(G, R)¢, tanto rﬁC{(V) quanto r]%(V) estdao em Irr(G,R)c,
visto que VvVel r7(G, C)c. Basta mostrar que tais restri¢des sdo isomorfas, mas isto é
facil de ver visto que o processo de restricdo anula a acdo de escalares complexos que
é justamente o que diferencia V de V. Para W = ¢l(V) ~ ef (V) € Irr(G;H)c é um
argumento bem similar.

Item (ix): a parte referente a U segue da definicdo de Ir7(G,R)y. Para a parte
restante basta mostrar que V = r{IC{(W), alguma W € Irr(G,H)p, visto que vale a
identidade e{lc{(r?:{(W)) = W @ W. Fazemos entdo W = Vg, que é o espaco V identificado
naturalmente com uma multiplicagdo escalar quaternionica a partir da regra j.v = J(v),
Vv € V. Dai temos entao r{IC{(W) justamente sendo V, ou seja, W € Irr(G, H)g. [
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Teorema .6. Dada V € Irr(G, C), valem:

(i) V € Irr(G;O)R & V = ex(U), algum U € Irr(GR)gR & V ~ V* eV = Cor U,
algum U € Irr(G; R).

(ii)) V € Irr(G;C)c & VBV = e]%(ll), algum U € Irr(G;R)c < valem V 22 V* e
VeV ~CerU, agum U € Irr(G; R).

(i) V € Irr(G;O)gy & VeV = ejIC{(U), algum U € Irr(GR)y & valem V ~ V* e
VeV =C®rU, agumU € Irr(G;R).

Demonstragio. Item (i): a segunda afirmagdo implica na terceira trivialmente. A terceira
implica na primeira do seguinte modo: como V é auto-conjugada entdo ndo é de
tipo complexo e se fosse de tipo quaternidnico entdo r&(V) seria irredutivel de tipo
quaternionico. Mas V = e%(ll), logo r%(V) = r%(e%(ll)) = U @ U que nem sequer €
irredutivel. Por fim, basta que a segunda implique na primeira. Note que se (V, ]) é de
tipo real entdo Vg = V, @ V_. Fazendo U = V., temos ill = V_ e daf a complexificagdo
de U é justamente V (a qual é de tipo real), ou seja, U € Irr(G, R)R.

Item (ii): A segunda implica a terceira pela proposigdo anterior (item (ii)) ja que V
deve ser de tipo C, logo ndo é auto-conjugada. Ja para a primeira implicando a segunda
tomamos U = r$(V). Como V ¢é de tipo complexo, segue da definigdo que U é de
tipo complexo e dai temos eﬁC{(U) = eﬁc{(r]}c{(V)) =V @ V. A terceira implica a primeira
trivialmente visto que V néao é auto-conjugada.

Item (iii): A segunda implica a terceira também pela proposicdo anterior (item
(iii)), mostrando que V é tipo H, logo auto-conjugada. Considere a implica¢do da
primeira para a segunda. Tomamos U = r&(V), daf como V é de tipo quaterniénico
(logo V ~ V), segue da defini¢do que U é de tipo quaternidnico o que nos leva a
e%(ll) = e%(rﬁg(V)) =V®V = V@V. Para a terceira implicando a primeira, resta
mostrar que V ndo pode ser de tipo real (ja que V é auto-conjugada). Suponha entdo
que V é de tipo real. Pela proposi¢do anterior (item (vii)) temos que r]}C{(V) ~ Ue U.
Além disso, e%(rﬁg(V)) ~ VeV ~VapV = e%(ll), o0 que nos leva a contradigdo
eS (U & U) ~ e&(U). O
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