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Resumo

A Teoria de Morse é baseada na obtenção de informações topológicas de uma vari-

edade M diferenciável por meio de uma função real f : M → R com apenas pontos

críticos não degenerados. Nesta dissertação estudamos uma adaptação desta teoria

para funções com imagem no círculo S1. Este estudo é realizado considerando o re-

cobrimento cíclico infinito de M induzido pelo recobrimento universal R sobre S1.

Mostramos que, assim como no caso Morse, informações topológicas de M podem

ser recuperadas através de um complexo de cadeias construído a partir dos pontos

críticos de f .

Palavras-chave: Teoria de Morse-Novikov, Teoria de Morse-circular, complexo de

cadeias, pontos críticos, fluxos.
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Abstract

Morse theory is based on recovering topological information about a smooth man-

ifold M using a real valued function f : M → R with a finite number of non-

degenarate critical points. In this work we study an adaptation of this theory for

circle valued maps. This study is done considering the infinite cyclic covering of

M induced by the universal covering R of S1. We prove that, as in the Morse case,

topological information of M can be recovered using a chain complex generated by

the critical points of f .

Keywords: Morse-Novikov theory, circle-valued Morse theory, chain complex, crit-

ical points, flows.
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Introdução

Considere M uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo e f : M → R uma

função de Morse em M, ou seja, uma função diferenciável com um número finito

de pontos críticos não degenerados. É possível construir um complexo de cadeias

gerado pelos pontos críticos de f e graduado pelo índice de Morse dos mesmos. Os

operadores bordo são definidos levando-se em conta o fluxo gerado pelo campo gra-

diente negativo de f , carregando consigo informação dinâmica e topológica sobre

M. Este complexo é chamado complexo de Morse-Witten e sua homologia coin-

cide com a homologia singular de M. O complexo de Morse-Witten se torna, desta

maneira, uma ferramenta importante na abordagem topológica dos sistemas dinâ-

micos.

Esta dissertação propõe o estudo da teoria de Morse sob um ponto de vista di-

ferente, levando em conta aplicações circulares do tipo f : M → S1. A estratégia

utilizada é considerar o levantamento F : M → R induzido pelo recobrimento uni-

versal de R sobre S1. Apesar da teoria de Morse também ser aplicável nesse caso,

surgem dificuldades que precisam ser contornadas, como por exemplo o fato de a

variedade M não ser compacta, sem bordo. Levando-se em conta, entretanto, que

M é uma variedade invariante sob a ação de Z, é possível restringir seu estudo a

um cobordismo particular. Desta forma, estudamos nesta dissertação a teoria de

Morse para cobordismos e a utilizamos para construir o complexo de Novikov, um

análogo ao complexo de Morse-Witten para funções com imagem em S1. Em se-

guida, mostramos como o complexo de Novikov pode ser utilizado para recuperar

informações sobre a dinâmica e topologia de M.

Para atingir os objetivos propostos, a dissertação faz uso de diversos conceitos

preliminares de diferentes áreas da matemática. Desta forma, os capítulos inici-

ais destinam-se principalmente à introdução desses conceitos. O Capítulo 1 aborda

tópicos de topologia diferencial que são utilizados ao longo do trabalho, com des-

taque para o conceito de transversalidade. No Capítulo 2, apresentamos os tópicos

de Álgebra e Topologia Algébrica necessários. Introduzimos homologia singular, es-

paços celulares, homotopia em cadeias e espaços de recobrimento. No Capítulo 3,

1



Conteúdo

apresentamos as funções de Morse, estudamos fluxos gradientes Riemannianos em

uma variedade compacta sem bordo e introduzimos o complexo de Morse. No ca-

pítulo 4 a teoria é estendida para funções de Morse em cobordismos. A abordagem

deste capítulo é baseada em [15] e é mais algébrica, diferentemente da abordagem

do Capítulo 3, baseada em [24] e que utiliza ferramentas de sistemas dinâmicos. No

Capítulo 5 usamos as ferramentas desenvolvidas ao longo do trabalho para construir

o complexo de Novikov e mostramos aplicações na teoria de nós e links.
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1 Variedades Diferenciáveis

Neste capítulo apresentamos os conceitos e resultados de variedades que utilizamos

neste trabalho.

1.1 Definição

Nesta seção definimos as variedades diferenciáveis e estudamos os conceitos de

transversalidade e orientação. As principais referências utilizadas foram [9], [17],

[21] e [14]. Para estabelecermos o conceito de variedades diferenciáveis é necessário

introduzirmos o conceito de cartas coordenadas.

Definição 1.1 Uma carta coordenada em um conjunto X é um par (U,φ) onde U é

subconjunto e

φ :U → φ(U ) ⊂ Rn

é uma bijeção sobre um aberto φ(U ) em Rn.

A bijeção φ permite a parametrização dos pontos x ∈ U em n coordenadas φ(x) =

(x1, . . . ,xn). Consideraremos a situação em que X é coberto por cartas coordenadas

satisfazendo algumas condições.

Definição 1.2 Um atlas n-dimensional sobre um conjunto X é uma coleção de car-

tas coordenadas {Uα,φα}α∈I satisfazendo as seguintes condições:

1. X é coberto por {Uα}α∈I

2. Para cada α,β ∈ I , φα(Uα ∩Uβ) é aberto em Rn

3. A aplicação φβφα−1 : φα(Uα ∩Uβ)→ φβ(Uα ∩Uβ) é C∞ com inversa C∞.

Dados dois atlas sobre o mesmo espaço, definimos entre eles uma relação de com-

patibilidade.

Definição 1.3 Dois atlas n-dimensionais {Uα,φα}, {Vi ,ψi} sobre um conjunto X são

compatíveis se a sua união formar um atlas n-dimensional sobre X.

3



1 Variedades Diferenciáveis

A relação de compatibilidade é uma relação de equivalência no espaço dos atlas

n-dimensionais sobre um conjunto X. Definimos uma estrutura diferenciável n-
dimensional como sendo uma classe de equivalência de atlas. Usando esses concei-

tos, definimos variedades diferenciáveis a seguir .

Definição 1.4 Uma variedade diferenciável n-dimensional é um conjunto M mu-

nido de uma estrutura diferenciável n-dimensional.

Para verificar se um conjunto é variedade, basta provarmos a existência de um

atlas. Se M é uma variedade, o atlas existente em M define uma topologia sobre

este conjunto. Diremos que um conjunto V ⊂ M é aberto se, e somente se, para

cada α, φa(V ∩Uα) é um um conjunto aberto em Rn. Com essa topologia a aplicação

φα :Uα→ φα(Uα) se torna um homeomorfismo. Impomos ainda sobre as variedades

diferenciáveis as seguintes condições:

1. A variedade M com a topologia induzida pelo atlas deve ser Hausdorff.

2. A topologia induzida pelo atlas deve possuir uma base enumerável de abertos.

Sem essas condições as variedades não seriam sequer espaços métricos, o que invi-

abilizaria qualquer tipo de uso de análise em seu estudo.

Exemplo 1.5 Todo espaço vetorial V de dimensão n sobre os reais é uma variedade

diferenciável. Tomando uma base {v1, . . . , vn} e a aplicação φ : V → Rn definida por

φ(v) = φ(a1v1 + · · · + anvn) = (a1, . . . , an), observa-se que (V ,φ) constitui uma carta

coordenada para V . De fato φ(V ) = Rn, que é aberto e φ admite inversa φ−1. Como

a carta cobre todo o espaço, satisfaz a condição de atlas. A topologia induzida por

esse atlas coincide com a topologia usual proveniente do homeomorfismo entre V e

Rn, satisfazendo portanto as condições de ser Hausdorff e possuir base enumerável

de abertos.

Podemos generalizar a noção de variedade definindo cartas coordenadas como bi-

jeções de M para o espaço Hn = {(x1, . . . ,xn) ∈ Rn : xn ≥ 0}, com a topologia de subes-

paço induzida por Rn. Nessas condições dizemos que o conjuntoM é uma variedade
com bordo. O conjunto de pontos de M que são levados por alguma carta coorde-

nada no conjunto ∂Hn = {(x1, . . . ,xn) ∈ Rn : xn = 0} é chamado de bordo de M e será

denotado por ∂M. Pode-se mostrar que o bordo é disjunto dos demais pontos da

variedade. Como toda bola aberta em Rn admite um difeomorfismo para um aberto

em Hn, uma variedade diferenciável é uma variedade com bordo (cujo bordo ∂M é

vazio). A recíproca, entretanto nem sempre é verdadeira.
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1 Variedades Diferenciáveis

O resultado a seguir nos dá um meio de identificar variedades (sem bordo) em Rn

sem precisar explicitar um atlas. Sua demonstração pode ser vista em [14].

Teorema 1.6 Sejam F : U → Rm uma função C∞ definida em um aberto U ⊂ Rn+m e
c ∈ Rm. Assuma que para cada a ∈ F−1(c), a derivada

DFa : Rn+m→ Rm

é sobrejetora. Então F−1(c) tem estrutura de variedade diferenciável n-dimensional.

Um ponto c ∈ Rm satisfazendo a condição do Teorema 1.6 é chamado de valor re-
gular da função F. Um ponto de Rm que não é valor regular é chamado de valor
crítico de F. O Teorema 1.6 estabelece deste modo que a imagem inversa de valores

regulares de funções diferenciáveis em Rn possui estrutura de variedade diferen-

ciável. Em geral é mais simples identificar variedades em Rn dessa forma do que

encontrar um sistema de cartas coordenadas que formem um atlas sobre o conjunto

em questão. Observamos que a imagem inversa de valores críticos podem não ter

estrutura de variedade.

Exemplo 1.7 Definindo g : Rn+1 → R por g(x) = |x|2 − 1, segue do Teorema 1.6 que

Sn = g−1(0) é variedade de dimensão n.

Dados uma carta coordenada (U,φ) em uma variedade n-dimensional M e um

ponto p ∈ U , diremos que φ é uma carta coordenada ao redor de p e que a função

φ−1 : φ(U ) ⊂ Rn → U é um sistema local de coordenadas ao redor de p. Como φ

é homeomorfismo, faremos um abuso de notação e denotaremos o ponto p por sua

imagem (x1, . . . ,xn) pela função φ.

1.2 Espaço tangente e diferenciabilidade em

variedades

Introduzimos nesta seção as noções de diferenciabilidade e vetores tangentes em

variedades diferenciáveis.

Definição 1.8 Dadas M,N variedades diferenciáveis n-dimensionais, dizemos que

uma aplicação F : M → N é diferenciável se dados x ∈M , (U,φ) carta em M com

x ∈ U e (V ,ψ) carta em N com F(x) ∈ V , o conjunto F−1(V ) é aberto e a função

5



1 Variedades Diferenciáveis

composta

ψ ◦F ◦φ−1

em φ(F−1(V )∩U ) é uma função C∞. Dizemos que F é um difeomorfismo se for uma

aplicação diferenciável com inversa diferenciável.

Denotando o espaço vetorial das funções diferenciáveis da forma f : M → R por

C∞(M), definimos a noção de vetores tangentes em variedades a seguir.

Definição 1.9 Sejam M uma variedade n-dimensional e p ∈ M. Uma aplicação li-

near vp : C∞(M)→ R é chamada de vetor tangente a p se satisfaz

vp(f g) = f (p)vpg + g(p)vpf ,

para quaisquer f ,g ∈ C∞(M).

O conjunto de todos os vetores tangentes a p de C∞(M) é um espaço vetorial n-

dimensional chamado de espaço tangente a M em p e é denotado por TpM (a de-

monstração pode ser vista em [9]).

Exemplo 1.10 Como consequência da regra da cadeia, a aplicação derivada ∂
∂xi

∣∣∣∣
p

:

C∞(Rn)→ R dada por
∂

∂xi

∣∣∣∣
p
f =

∂f

∂xi
(p)

é um vetor tangente a Rn em p.

Munidos do espaço tangente, introduzimos a noção de derivada para aplicações

diferenciáveis entre variedades. Suponha F : M → N diferenciável e f ∈ C∞(N ).

Então f ◦F ∈ C∞(M).

Definição 1.11 A derivada em p ∈ M de uma aplicação F : M → N é o homomor-

fismo entre os espaços tangentes

DFp : TpM→ TF(p)N

definido por

DFp(vp)(f ) = vp(f ◦F).

Seja F : M → N uma aplicação diferenciável entre variedades. Um ponto p ∈ M
é chamado ponto regular de F se DFp : TpM → TF(p)N for sobrejetora. Nesse caso

dizemos também que F é regular em p. Se DFp não for sobrejetora, diremos que p é

6



1 Variedades Diferenciáveis

ponto crítico.

Seja (U,φ) carta coordenada de M. A função φ é, em particular, um difeormor-

fismo entre U e φ(U ). Concluímos, portanto, que a derivada Dφp : TpM → Tφ(p)Rn

é um isomorfismo. É possível demonstrar que os vetores tangentes

∂

∂x1

∣∣∣∣
φ(p)

, . . . ,
∂
∂xn

∣∣∣∣
φ(p)

como definidos no Exemplo 1.10 formam uma base para Tφ(p)Rn. Assim sua imagem

inversa sob a aplicação derivada forma uma base para TpM. Utilizando a notação

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=Dφp
−1

( ∂
∂xi

∣∣∣∣
φ(p)

)
temos que

∂

∂x1

∣∣∣∣
p
, . . . ,

∂
∂xn

∣∣∣∣
p

é base para TpM. Observe que ∂
∂xi

∣∣∣∣
p

age em uma função diferenciável f :U → R por

∂

∂xi

∣∣∣∣
p
f =

∂

∂xi

∣∣∣∣
φ(p)

(f ◦φ−1) =
∂f̃

∂xi
(p̃),

onde f̃ é a representação em coordenadas de f e p̃ = (p1, . . . ,pn) = φ(p) é a represen-

tação em coordenadas de p. Em outras palavras, ∂
∂xi

∣∣∣∣
p

é simplesmente a aplicação

que toma a i-ésima derivada parcial (na representação coordenada) de f em (a re-

presentação coordenada de) p.

Observe que em variedades sempre é possível parametrizar as aplicações em seus

respectivos sistemas de coordenadas em Rn. Assim, é de se esperar que os princi-

pais resultados de análise se traduzam para variedades. Os próximos três teoremas

atestam esse fato. As demonstrações são análogas ao caso de Rn e podem ser encon-

tradas em [14], [17] e [9] respectivamente.

Teorema 1.12 (Valor regular) Seja F :M→N uma aplicação diferenciável e c ∈N tal
que para cada ponto a ∈ F−1(c) a derivada DFa seja sobrejetora. Então F−1(c) é variedade
diferenciável de dimensão dim M − dim N .

Teorema 1.13 (Regra da cadeia) Sejam f : M → N e g : N → P aplicações diferenciá-

7



1 Variedades Diferenciáveis

veis entre variedades. Então g ◦ f :M→ P é diferenciável e vale

D(g ◦ f )p =Dgf (p) ◦Dfp.

Teorema 1.14 (Função inversa) Seja f :M→N uma aplicação diferenciável entre va-
riedades tal que Dfp é isomorfismo em um ponto p ∈ M. Então f é um difeomorfismo
local em p.

1.3 Subvariedades transversais e número de

intersecção

Dadas M e N variedades e F : M → N uma aplicação diferenciável, definimos o

posto da aplicação F no ponto p como sendo o posto da aplicação derivada DFp :

TpM → TF(p)N , ou seja, a dimensão de ImDFp ⊂ TF(p)N . Se F tem o mesmo posto k

para todo ponto p ∈M dizemos que F é uma aplicação de posto constante e escre-

vemos posto F = k. Uma imersão é uma aplicação diferenciável de posto constante

cuja derivada é injetora em cada ponto, ou seja, posto F = dim M. Uma submersão é

uma aplicação diferenciável de posto constante cuja derivada é sobrejetora em cada

ponto, ou seja, posto F = dim N . Uma imersão é chamada de mergulho quando é

também um homeomorfismo sobre sua imagem.

Definição 1.15 Sejam M uma variedade n-dimensional e k um inteiro tal que 0 ≤
k ≤ n. Uma subvariedade mergulhada k-dimensional de M é um subconjunto

S ⊂M tal que para todo ponto p ∈ S existe uma carta coordenada (U,φ) de M, com

p ∈U , tal que φ(S ∩U ) é a intersecção de um plano k-dimensional com φ(U ).

Quando S é uma subvariedade mergulhada deM, definimos sua codimensão como

sendo

codim S = dim M − dim S.

Para subvariedades mergulhadas temos o seguinte resultado, cuja demonstração

pode ser vista em [9].

Proposição 1.16 Seja S ⊂ M uma subvariedade mergulhada k-dimensional de M. Os
pares {S ∩U,φ|S∩U } constituem um atlas sobre S, munindo o conjunto de uma estrutura
diferenciável. Além disso, essa é a única estrutura diferenciável que torna a aplicação de
inclusão S ↪→M um mergulho.

8



1 Variedades Diferenciáveis

Note que a topologia induzida por esse atlas é a própria topologia de subespaço

induzida em S por M. Temos ainda o seguinte resultado sobre mergulhos, cuja

demonstração pode ser vista em [9].

Proposição 1.17 A imagem de um mergulho é uma subvariedade mergulhada.

Juntando Proposição 1.16 e Proposição 1.17, temos o próximo teorema.

Teorema 1.18 Toda subvariedade mergulhada é imagem de um mergulho.

A partir deste momento faremos uso do termo subvariedades ao nos referirmos a

subvariedades mergulhadas.

Dada S uma subvariedade de M, a Proposição 1.16 implica que a aplicação de

inclusão i : S ↪→ M é uma imersão e, portanto, para cada ponto p ∈ S a derivada

Di : TpS → TpM é injetora. Logo, podemos identificar TpS com sua imagem sob

a aplicação derivada e desta forma TpS pode ser visto como um subespaço linear

de TpM. Identificamos dessa forma um vetor vp ∈ TpS com o vetor Di(vp) ∈ TpM e

definimos sua ação em funções f ∈ C∞M como a seguir:

vpf = (Di(vp))f = vp(f ◦ i) = vp(f |s).

Sejam S1 e S2 subvariedades de M. Dizemos que S1 e S2 se intersectam transver-
salmente, e utilizamos a notação S1 t S2, se para cada ponto p ∈ S1 ∩ S2 o espaço

tangente TpM pode ser escrito como a soma TpM = TpS1 + TpS2. Subvariedades que

não se intersectam são transversais por vacuidade. Quando a intersecção é transver-

sal, a própria intersecção S1∩S2 é também uma subvariedade, cuja codimensão será

igual a soma das codimensões de S1 e S2. A demonstração para este fato pode ser

vista em [17].

Definição 1.19 [Aplicação Transversal] SejamM,N variedades e S ⊂N uma subva-

riedade. Uma aplicação diferenciável F : M → N é dita ser transversal a S, se para

cada p ∈ F−1(S) temos

DFp(TpM) + TF(p)S = TF(p)N.

Exemplo 1.20 Considere aplicação f : R→ R2 definida por f (t) = (0, t) e sejam Sx
e Sy as subvariedades orientadas dadas pelos eixos x e y respectivamente em R2.

Temos que f é transversal a Sx pois, para todo p ∈ f −1(S), TpR ' R, Dfp(TpR) = Sy ,

TF(p)S = Sx e Sx + Sy = R2 = Tf (p)N . Já a função g : R→ R2 definida por g(t) = (t, t2)

não é transversal a Sx pois no ponto p = (0,0) a imagem do espaço tangente pela
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aplicação derivada Dgp(TpR) = Sx, que somado com Tf (p)S = Sx, não resulta em

R2 = Tf (p)N .

Dados S ⊂ N subvariedade e q ∈ S, definimos o espaço normal a q νqS como o

quociente

νqS =
TqN

TqS
.

Observe que a decomposição que uma aplicação transversal gera no espaço tan-

gente a F(p), estabelece uma bijeção φ entre o espaço vetorial TpM e νF(p)S. Fixando

orientações para esses espaços, definimos o sinal de p e denotamos por ε(p), como

sendo ε(p) = 1, caso φ preserve orientação e ε(p) = −1, caso φ reverta a orientação.

Quando o conjunto F−1(S) é finito, o número

n(F(M),S) =
∑

p∈M∩F−1(S)

ε(p)

fica bem definido e é chamado de número de intersecção entre F(M) e S .

Exemplo 1.21 Sejam N = R3, S = S2 e M uma reta que intersecta a esfera nos polos

p e q como na Figura 1.1. A aplicação de inclusão i : M → N é transversal a S, pois

i−1(S) = {p,q} e a imagem dos espaços tangentes ao pontos de p e q em M sob as

aplicações Dip e Diq, respectivamente, podem ser somadas com os espaço tangentes

a p e q em S de modo a obter T i(p ou q)N = R3. Observe que os espaços normais a

TpS e TqS tem dimensão 1 e são identificados naturalmente com TpM. Adotando

para νpS a mesma orientação mostrada Figura 1.1 e para νqS a orientação contrária,

temos que ε(p) = 1 e ε(q) = −1 e o número de intersecção n(M,S) = 0.

A transversalidade entre uma aplicação e uma subvariedade está intimamente re-

lacionada com o conceito de subvariedades tranversais. De fato, dadas S1,S2 ⊂ M
subvariedades, considere a aplicação inclusão i : S1 → M. Nesse caso, p perten-

cer à pré-imagem i−1(S2) significa simplesmente que p ∈ S1 ∩ S2. Dado p ∈ S1,

Dip : TpS1→ TpM será a simples inclusão de TpS1 em TpM. Assim i é transversal a

S2 se, e somente se,

TpS1 + TpS2 = TpM

e concluímos que S1 t S2 se, e somente se, a aplicação de inclusão for transversal

para todo p ∈ S1 ∩ S2.

Observamos, por fim, que a transversalidade entre S1 e S2 depende do espaço am-

biente M. Por exemplo, os eixos coordenados x e y são transversais vistos como
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Figura 1.1: Interseção da S2 com a reta.

subespaços de R2, mas não como subespaços de R3.

1.4 Fibrados tangentes, campos de vetores e

orientação

Definição 1.22 Sejam M uma variedade e S subvariedade de M. O fibrado tan-
gente a S em M é

T S =
⋃
p∈S

TpS,

a união disjunta de todos os espaços tangentes a S. Similarmente, definimos o fi-
brado normal a S em M como sendo

νS =
⋃
q∈S

νqS,

a união disjunta de todos os espaços normais.

Pode-se mostrar que os espaços T S e νS são variedades e que, se S é variedade
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n-dimensional, então T S é variedade 2n-dimensional. Fixando uma orientação para

cada TpM ∈ TM, diremos que o fibrado tangente (ou normal) é orientável se para

cada p ∈M existe uma carta coordenada φ : U → Rn de tal modo que Dφp : TpM→
Rn preserva orientação, sendo que a base usual de Rn é escolhida com orientação

positiva. Dizemos que a variedade M é orientável se o seu fibrado tangente for

orientável. Quando o fibrado normal for orientável, dizemos que a variedade M é

coorientável.
Um elemento do fibrado T S pode ser pensado como um par (p,vp), onde p ∈ S e

vp ∈ TpS. Observe que existe uma aplicação natural de projeção π : T S→ S definida

por π(p,vp) = p. Para um ponto p ∈ S o conjunto π−1({p}) é chamado fibra de p.

Definição 1.23 [Campos de vetores] Um campo vetorial definido em M é uma apli-

cação diferenciável

v :M→ TM

que a cada ponto p ∈M associa um vetor vp ∈ TpM satisfazendo

π ◦ v = idM .

Denotaremos o espaço dos campos vetorais emM por X (M). Dados v ∈X (M) um

campo de vetores e f ∈ C∞(M) uma função, fica definido o campo f v ∈X (M), que

assume em um ponto p o vetor (f v)p = f (p)vp.

Considere F :M→N uma aplicação diferenciável e v um campo de vetores em M.

Então para cada p ∈M, obtemos o vetor DFp(vp) ∈ TF(p)N . Isso, em geral não define

um campo de vetores em N , pois F pode não ser sequer sobrejetora e o campo não

estaria definido para todo ponto de N . Caso F não seja injetora, também teremos

pontos de N com mais de um vetor associado, o que também contradiz a nossa de-

finição de campo de vetores. Quando F é um difeomorfismo, entretanto, é possível

provar que, dado um campo de vetores v ∈X (M), existe um único campo de veto-

res w ∈X (N ) tal que para todo p ∈M, DFp(vp) = wF(p). Esse campo de vetores (que

denotaremos por F∗v) é definido em um ponto q ∈N pela fórmula

wq = (F∗v)q =DFF−1(q)(vF−1(q)).

Chamamos o campo F∗v de pushfoward do campo de vetores v por F.

Consideremos agora v,w campos de vetores diferenciáveis em M. Definindo para
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todo p ∈M um produto interno

gp : TpM × TpM→ R

de tal foma que a aplicação g :M→ R, dada por

p→ gp(vp,wp) :=< vp,wp >

seja uma aplicação diferenciável, diremos que a família g = {gp} é uma Métrica Rie-
manniana. Nesse caso o par (M,g) constitui uma Variedade Riemanniana.

Definição 1.24 Sejam (M,g) uma variedade Riemanniana, f : M → R uma função

real diferenciável, p ∈M, vp ∈ TpM e 〈·, ·〉 o produto interno induzido pela métrica

Riemanniana em TpM. Definimos o campo vetorial ∇f pela fórmula

〈∇fp,vp〉 =Dfp(vp)

e o chamamos de gradiente Riemanniano de f .
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2 Topologia Algébrica

Neste capítulo, introduzimos os conceitos e resultados de topologia algébrica que

foram utilizados nesta dissertação. As referências utilizadas são explicitadas no

início da cada seção.

2.1 Teoria de Módulos

Nesta seção apresentamos conceitos e resultados algébricos que usaremos na cons-

trução do complexo de Morse e Novikov, introduzidos nos Capítulos 3 e 5, respecti-

vamente. As referências adotadas foram [11], [15], [12], [4] e [5].

2.1.1 Módulos livres

Uma base para um módulo M sobre um anel A é um conjunto B ⊂M, satisfazendo

as seguintes propriedades:

1. Todo elemento de M é uma soma finita da forma a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen, onde

ai ∈ A e ei ∈B, i = {1,2 . . . ,n}.

2. B é linearmente independente, ou seja, a1e1 + · · ·anen = 0M se, e somente se,

a1 = a2 = · · ·an = 0A.

Um módulo que possui base é chamado de módulo livre. Dado um conjunto B ⊂
M, sempre é possível construir um A-módulo livre contido em M que possui B

como base. Esse módulo é chamado de módulo das combinações lineares formais
de (elementos de) B, ou módulo livre gerado por B.

2.1.2 Produto tensorial de módulos sobre um anel

Sejam A um anel e M,N módulos sobre A. Dado um grupo abeliano G, uma aplica-

ção γ :M ×N → G é dita ser A-balanceada se satisfaz as seguintes propriedades:

1. γ(m,n+n′) = γ(m,n) +γ(m,n′)
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2. γ(m+m′,n) = γ(m,n) +γ(m,n′)

3. γ(m · a,n) = γ(m,a ·n)

para quaisquer m,m′ ∈M, n,n′ ∈N e a ∈ A γ .

Definição 2.1 O produto tensorial de M,N sobre o anel A, denotado por M ⊗AN é

um grupo abeliano juntamente com uma aplicação A-balanceada

⊗ :M ×N →M ⊗AN,

que é universal no seguinte sentido: para todo grupo abeliano G e aplicação A-

balanceada γ :M ×N → G existe um único homomosfismo γ :M ⊗AN → G tal que

γ ◦⊗ = γ .

Dessa forma o produto tensorial fica definido unicamente a menos de isomorfismo,

ou seja, qualquer outro grupo G com uma aplicação A-balanceada δ satisfazendo as

mesmas propriedades de ⊗ é isomorfo àM⊗AN . Por causa disso a aplicação ⊗ é dita

ser canônica. Essa definição não prova a existência de M ⊗AN . A ideia da prova é

mostrar que o produto tensorial é um grupo abeliano livre com elementos do tipo

m ∗n, m ∈M e n ∈N , quocientado pelo subgrupo gerado por elementos da forma:

1. −m ∗ (n+n′) +m ∗n+m ∗n′

2. −(m+m′) ∗n+m ∗n+m′ ∗n

3. (m · a) +n−m ∗ (a ·n).

A aplicação ⊗ :M ×N →M ⊗AN leva o par (m,n) na classe [m ∗n] e a propriedade

universal segue da propriedade universal do grupo abeliano livre. A demonstração

pode ser vista com detalhes em [12].

A imagem de (m,n) sob a aplicação canônica ⊗ é denotada por m⊗ n, omitindo o

anel A, por conveniência. Ela é chamada de tensor puro. Segue da definição de

produto tensorial que valem:

1. m⊗ (n+n′) =m⊗n+m⊗n′

2. (m+m′)⊗n =m⊗n+m⊗n′

3. (m · a)⊗n =m⊗ (a ·n).
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Utilizando essa notação, todo elemento de M ⊗A N pode ser escrito como uma

soma
∑
imi ⊗ni , onde mi ∈M e ni ∈N . Assim, se o anel A for comutativo, munimos

o grupo M ⊗AN com uma estrutura natural de módulo, bastando definir:

a · (m⊗n) := a ·m⊗n =m⊗ a ·n.

2.1.3 Torção

Um elemento m de um módulo M sobre um anel A é um elemento de torção se

existe um elemento a ∈ A que não é divisor de zero e que aniquilam, ou seja, a·m = 0.

Quando o anel A é comutativo sem divisores de zero, um elemento de torção é sim-

plesmente um elemento aniquilado por um a não nulo.

Um módulo é um módulo de torção se todos os seus elementos forem de torção, e

é um módulo livre de torção quando o único elemento de torção é o próprio zero.

Se o anel é comutativo, sem divisores de zero, o conjunto de todos os elementos de

torção de M formam um submódulo, chamado submódulo de torção.

Sejam A um domínio de ideais principais, ou seja, um anel comutativo, sem divi-

sores de zero e M um módulo finitamente gerado sobre A. O Teorema Estrutural,
cuja prova pode ser vista em [4], afirma que existe uma sequência de elementos de

a1, . . . , ab de A não nulos, não inversíveis, tais que ai |ai+1, os ideais gerados pelos ai ’s

são ideais próprios de A e M pode ser decomposto como

M ' Fα
⊕
1≤i≤β

A/aiA,

onde Fα é um módulo livre finitamente gerado com um número α de geradores. É

possível demonstrar que o submódulo de torção de M é isomorfo a
⊕

1≤i≤βA/aiA.

Obtemos dessa forma uma decomposição deM como uma soma de um módulo livre

com um módulo de torção. Temos como corolário que todo módulo M finitamente

gerado e livre de torção é um módulo livre. O número α será denotado por rk M

e o chamamos de chamado posto de M. O número β será denotado por t.n.M e o

chamamos número de torsão de M. Relacionando esses conceitos com complexos

de cadeias, assunto da seção a seguir, temos o seguinte resultado, cuja demonstração

pode ser vista em [15].
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Teorema 2.2 Seja C∗ = (Ck ,∂k) um complexo de cadeias de módulos livres finitamente
gerados sobre um domínio de ideais principais A. Então

rk Ck ≥ rk Hk(C∗) + t.n.Hk(C∗) + t.n.Hk−1(C∗).

2.2 Homologia

Nesta seção, apresentamos os conceitos e resultados de homologia que usamos ao

longo desta dissertação. As referências adotadas foram [11], [22], [5] e [3].

2.2.1 Complexos de cadeias

Seja A um anel comutativo com unidade. Um complexo de cadeias com coeficientes

em A é uma sequência C = (Mr ,∂r) de A-módulos Mr (r ≥ 0, inteiro) e homomorfis-

mos ∂r :Mr →Mr−1 tais que ∂r ◦∂r+1 = 0. Escreve-se

C : · · · →Mr+1
∂r+1→ Mr

∂r→Mr−1
∂r−1→ ·· · →M1

∂1→M0
∂0→ 0.

Um complexo de cadeias de A-módulos é chamado A-complexo. Um A-complexo

é livre se todos os módulos Mr são livres. Um A-complexo é finito se existem fini-

tos módulos Mr diferentes de zero. Um A-complexo finito de módulos finitamente

gerados é chamado livre-finito.

Cada elemento x ∈ Mr é chamado de r-cadeia. Se ∂rx = 0, dizemos que x é um

r-ciclo ou simplesmente ciclo. O conjunto Zr dos r-ciclos é o núcleo do homo-

morfismo ∂r : Mr → Mr−1 e é um submódulo de Mr . Se y = ∂r+1x, dizemos que

y é o bordo de x. O conjunto Br das cadeias que são bordos é um submódulo de

Mr pois é a imagem do homomorfismo ∂r+1 : Mr+1 → Mr . Cada homomorfismo

∂r :Mr →Mr−1 é chamado de operador bordo. A menos que seja necessário omitire-

mos o subscrito r escrevendo apenas ∂ no lugar de ∂r . Note que a relação ∂r◦∂r+1 = 0

implica que todo bordo é um ciclo, ou seja, Br ⊂ Zr .

O A-módulo quociente Hr = Hr(C ) = Zr /Br chama-se módulo de homologia de

dimensão r do complexo C . Seus elementos são as classes de homologia

[z] = z+Br

dos ciclos z ∈ Zr . Quando [z] = [z′], dizemos que os ciclos z e z′ ∈ Zr são ciclos ho-
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mólogos.

Se, para cada r ≥ 0, tivermos um submódulo M ′r ⊂ Mr tal que ∂M ′r+1 ⊂ M ′r então,

definindo ∂′r = ∂r |M ′r , a sequência C ′ = (M ′r ,∂
′
r) também é um complexo de cadeias

que chamamos de subcomplexo de C .

Considerando, para cada r ≥ 0, o A-módulo quociente Mr = Mr /M
′
r , o homomor-

fismo ∂r :Mr →Mr−1 definido por ∂(jx) = j(∂x), onde j é a aplicação quociente, é o

único que torna comutativo o diagrama abaixo

Mr
∂r //

j

��

Mr−1

j

��

Mr
∂r //Mr−1.

Claramente ∂r ◦ ∂r+1 = 0, ou seja, C = (Mr ,∂r) é um complexo de cadeias denomi-

nado quociente de C por C ′ e é denotado também por C /C ′.

Sejam X = (Xr ,∂r) e Y = (Yr ,∂r) complexos de cadeias. Um morfismo f : X → Y

é uma sequência de homomorfismos fr : Xr → Yr tais que fr(∂x) = ∂fr+1(x) para todo

x ∈ Xr+1. Note que fr transforma r-ciclos em r-ciclos e r-bordos em r-bordos, ou

seja, fr(Zr(X )) ⊂ Zr(Y ) e fr(Br(X )) ⊂ Br(Y ). Logo, fr induz um homomorfismo

(fr)∗ : Hr(X ) → Hr(Y ) definido por (fr)∗[z] = [fr(z)] para toda classe [z] ∈ Hr(X )

de um ciclo z ∈ Zr(X ). Omitiremos o subscrito r, escrevendo apenas f∗ : H(X )→
H(Y ). Se f induz um isomorfismo entre os grupos de homologia, dizemos que o

morfismo f é uma equivalência homológica.

Exemplo 2.3 Dado C ′ subcomplexo de um complexo de cadeias C a aplicação de

inclusão i : C ′ → C e a de projeção j : C → C são morfismos entre complexos de

cadeias.

Observação 2.4 Embora a aplicação de inclusão ir : M ′r → Mr seja injetiva e a aplica-
ção de projeção jr : Mr → Mr seja sobrejetiva, isso não implica que os homomorfismos
induzidos i∗ :Hr(C ′)→Hr(C ) e j∗ :Hr(C )→Hr(C ) também o sejam.
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2.2.2 Sequências exatas

Dizemos que uma sequência de homomormorfismos de módulos

· · ·
fr+1→ Mr+1

fr→Mr
fr−1→ Mr−1→ ·· ·

é exata quando o núcleo de cada homomorfismo fr é igual à imagem do homomor-

fismo fr+1. Uma sequência exata do tipo 0→M
i→ N

j
→ P → 0 chama-se sequência

exata curta. Note que, nesse caso, i é necessariamente injetivo, j necessariamente

sobrejetivo e j−1(0) = i(M). É possível definir sequências exatas para qualquer classe

de objetos algébricos, em particular, para morfismos entre complexos de cadeias.

Teorema 2.5 Seja 0 → C ′
i→ C

j
→ C ′′ → 0 uma sequência exata curta de morfismos

entre complexos de cadeias. Existe para cada r > 0, um homomorfismo ∂∗ : Hr(C ′′) →
Hr−1(C ′) tal que a sequência

· · · →Hr(C
′)

i∗→Hr(C )
j∗→Hr(C

′′)
∂∗→Hr−1(C ′)

i∗→Hr−1(C )→ ·· · (1)

é exata.

Ideia: Dado [x′′] ∈ Hr(C ′′), a sobrejetividade de jr nos dá um x ∈Mr tal que jr(x) =

x′′. Esse x é tal que ∂x ∈ ker(jr−1). Mas ker(jr−1) = Im(ir−1), pois a sequência entre os

complexos de cadeia é exata e, portanto, existe x′ ∈M ′r−1 tal que ir−1(x′) = ∂x. Defi-

nimos ∂∗([x′′]) = [x′]. Pode-se verificar que a aplicação ∂∗ está bem definida e como a

sequência de morfismos entre os complexos de cadeias é exata curta, verifica-se que

a sequência (1) é exata. �

O homomorfismo ∂∗ do Teorema 2.5 é chamado de homomorfismo de conexão e a

sequência (1) é chamada de sequência exata induzida em homologia.

Exemplo 2.6 Suponha que no enunciado do Teorema 2.5, C ′ ⊂ C , C ′′ = C /C ′, a

aplicação i seja a inclusão e j seja a aplicação quociente. A sequência exata induzida

em homologia associada a essa sequência curta entre complexos de cadeias chama-se

sequência exata do par (C ,C ′) e os grupos de homologia de C ′′ chamam-se grupos
de homologia relativa do par (C ,C ′).

Exemplo 2.7 (Sequência de Mayer-Vietoris). Considere os complexos C ′,C ′′ ⊂ C de

tal modo que C = C ′+C ′′, ou seja,M ′r+M
′′
r =Mr , para todo r ≥ 0. OsA-módulos gra-
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duadosM ′r∩M ′′r , munidos com o mesmo operador bordo ∂ de C , formam o complexo

C ′ ∩C ′′. Denotando os elementos de M ′r ⊕M ′′r por (x′,x′′), com x′ ∈M ′r e x′′ ∈M ′′r ,

definimos o operador bordo ∂ :M ′r ⊕M ′′r →M ′r−1 ⊕M
′′
r−1 por ∂(x,x′′) = (∂x′,∂x′′). Os

módulos graduadosM ′r⊕M ′′r munidos com esse operador bordo, formam o complexo

C ′ ⊕C ′′. Considere a seguinte sequência entre complexos de cadeias

0→ C ′ ∩C ′′
i→ C ′ ⊕C ′′

j
→ C → 0

onde i(x) = (x,x) e j(x,y) = x − y. É mostrado em [11] que esta sequência constitui

uma sequência exata curta. A sequência exata induzida em homologia correspon-

dente é chamada Sequência de Mayer-Vietoris do terno (C ,C ′,C ′).

Acrescentamos a seguir um resultado útil ao se trabalhar com sequências exatas

em homologia. Sua prova pode ser vista em [5].

Teorema 2.8 (Lema dos cinco) Considere o diagrama comutativo de módulos a seguir
em que as duas sequências nas linhas são exatas.

A i //

α
��

B
j //

β
��

C k //

γ

��

D l //

δ
��

E

ε
��

A′ // B′ // C′ // D ′ // E′.

Se α, β, δ e ε são isomorfismos, então γ também é isomorfismo.

O próximo resultado envolve uma sequência exata curta de fibrados tangentes.

Proposição 2.9 Seja 0→ C ′
i→ C

j
→ C ′′ → 0 uma sequência exata curta de morfismos

entre fibrados tangentes. Dois dos fibrados C ,C ′,C ′′ são orientáveis se, e somente se, o
terceiro for orientável.

Faremos uso desse resultado juntamente com o Exemplo 2.7 para induzir uma ori-

entação nas variedades de conexão, definidas no Capítulo 3. Os fibrados tangentes,

nesse caso, constituirão uma sequência de Mayer-Vietoris e usaremos a Proposição

2.9 para induzir uma orientação nas variedades de conexão. A demonstração da

Proposição 2.9 pode ser vista em [7].

2.2.3 Homologia singular

Nesta subseção definimos a homologia singular de um espaço topológico. As prin-

cipais referências adotadas foram [11], [22] e [5].
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Considere o conjunto 4r ⊂ Rn+1 dado por

4r = {(t0, t1, . . . , tr); ti ≥ 0,
r∑
i=0

ti = 1}.

Uma aplicação contínua σ : 4r → X em um espaço topológico X é chamada de r-
simplexo singular.

Seja Sr(X;A) o A-módulo livre gerado pelos r-simplexos singulares de X. Os ele-

mentos de Sr(X;A), chamados de r-cadeias singulares de X com coeficientes em A,

são combinações lineares finitas da forma x =
∑
σ xσ · σ , onde xσ ∈ A. Quando não

houver necessidade de explicitar o anel A, escreveremos apenas Sr(X).

Para i = 0,1, . . . , r, definimos a i-ésima face do r-simplexo σ : 4r → X como sendo o

(r − 1)-simplexo ∂iσ : 4r−1→ X dado por

∂iσ (t0, . . . , tr−1) = σ (t0, . . . , ti−1,0, ti+1, . . . , tr),

ou seja, a aplicação leva (t0, . . . , tr−1) na imagem de (t0, . . . , tr) por σ , considerando a

componente i zerada.

Definimos o operador bordo ∂ : Sr(X)→ Sr−1(X) por

∂σ =
r∑
i=0

(−1)i∂iσ

para todo r-simplexo σ : 4r → X.

Teorema 2.10 Sejam X um espaço topológico, Sr(X) o conjunto de r-simplexos singula-
res de X e o operador bordo ∂ : Sr(X)→ Sr−1(X) definido acima. O par (S∗(X),∂∗)

S∗(X) : · · · → Sr(X)
∂→ Sr−1(X)

∂→ ·· · → S0(X)→ 0

é um complexo de cadeias.

Uma demonstração para o Teorema 2.10 pode ser vista em [22].

O complexo de cadeias S∗(X) é associado de forma única a X e é chamado com-
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plexo singular de X. Os módulos de homologia Hr(X) estão associados ao espaço, e

não apenas ao complexo de cadeias. Eles são chamados de módulos de homologia
singular do espaço X.

Dado A um subespaço de X, dizemos que o complexo S∗(A) é subcomplexo de

S∗(X). Definimos a homologia singular relativa Sr(X,A) como sendo o módulo quo-

ciente Sr (X)
Sr (A) . Temos o operador quociente ∂ : Sr(X,A)→ Sr−1(X,A) e, deixando n va-

riar, temos uma sequência de operadores. A relação ∂ ◦∂ = 0 é válida, se mantendo

na passagem ao quociente. Os módulos de homologia do complexo de cadeias re-

sultante são chamados de módulos de homologia singular relativa e são denotados

por Hr(X,A). Uma propriedade fundamental dos módulos de homologia relativa é

que eles não são afetados ao excluirmos subconjuntos de A cujo fecho está contido

no interior de A, conforme mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.11 (Teorema da excisão) Dados subespaços Z ⊂ A ⊂ X tais que o fecho de
Z está contido no interior de A, então a inclusão de pares (X\Z,A\Z) → (X,A) induz
isomorfosmos Hr(X\Z,A\Z)→Hr(X,A), para todo r.

A prova pode ser vista em [5].

Dados dois espaços topológicos X,Y , seja f : X → Y uma aplicação contínua entre

eles. Seja σ um r-simplexo singular em X. Temos que a aplicação

f#(σ ) = f ◦ σ : 4r → Y

é um r-simplexo singular em Y . Logo f# pode ser vista como uma aplicação que leva

r-simplexos de X em r-simplexos de Y . A aplicação f# pode ser estendida de forma

única para Sr(X) de modo a obter o homomorfismo

(fr)# : Sr(X)→ Sr(Y ).

Como visto na subseção anterior, esse homomorfismo induz um homomorfismo

(fr)∗ :Hr(X)→Hr(Y )

entre os grupos de homologia singular de X e Y . O próximo resultado, cuja prova

pode ser encontrada em [16], mostra que os grupos de homologia singular são inva-

riantes topológicos, carregando informações sobre o tipo de homotopia de X.
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Teorema 2.12 Sejam X, Y espaços topológicos homotopicamente equivalentes e f : X→
Y e g : Y → X as equivalências de homotopia tais que f ◦ g ' Idy e g ◦ f ' Idx. Então
(fr)∗ :Hr(X)→Hr(Y ) é um isomorfismo.

2.3 Espaços celulares

Acrescentamos nesta subseção um breve tratado sobre homologia de espaços celu-

lares, teoria que foi utilizada nos capítulos 4 e 5 desta dissertação. As referências

utilizadas foram [3] e [15].

Definição 2.13 Uma filtração de um espaço topológico X é uma sequência de su-

bespaços Xk ⊂ X, k ∈ Z, tal que Xk ⊂ Xk+1 para todo k. Uma filtração é celular
se:

i) Hi(Xk ,Xk−1) = 0 para i , k

ii) S∗(X) =
⋃
k∈ZS∗(X

k).

Um espaço X munido de uma filtração é um espaço filtrado. Caso a filtração seja

celular dizemos X que é um espaço celular. Dado um espaço celular X, associamos

a ele um complexo de cadeias como a seguir: definimos Ck(X) = Hk(Xk ,Xk−1) e o

operador bordo

∂k : Ck(X)→ Ck−1(X)

igual a composição

Hk(X
k ,Xk−1)→Hk(X

k−1)→Hk−1(Xk−1,Xk−2),

onde o primeiro homomorfismo é o operador bordo na sequência exata do par

(Xk ,Xk−1) e o segundo é a projeção natural. O complexo de cadeias C∗(X) resultante

é chamado de complexo celular de X.

Teorema 2.14 Dado um espaço celular X, há um isomorfismo natural entre a homolo-
gia do complexo celular Hk(C∗(X)) e a homologia singular relativa Hk(X,X−1) do par
(X,X−1).

A prova do teorema pode ser vista em [3].
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2.3.1 Filtrações de complexos de cadeias

Definição 2.15 Uma filtração de um complexo de cadeias C é uma sequência de

subcomplexos C k tal que

C 0 ⊂ C 1 ⊂ · · · ⊂ C k ⊂ · · · e
⋃
k

C k = C .

Qualquer complexo de cadeias pode ser munido de uma filtração, bastando consi-

derar a a sequência de subcomplexos C k definida por

C k = {0→Mk→ ·· · →M0→ 0}.

Esta filtração é chamada filtração trivial.

Para toda filtração {C k} de complexos de cadeias associamos um complexo adjunto
C adj como a seguir. Definimos

C
adj
k =Hk(C

k/C k−1)

e o operador bordo ∂k : C
adj
k → C

adj
k−1 como a composição

Hk(C
k/C k−1)→Hk−1(C k−1)→Hk(C

k−1/C k−2)

onde a primeira flecha é homomorfismo de conexão induzido pela sequência exata

do par (C k ,C k−1) e o segunda é aplicação induzida pela inclusão. Uma filtração

C 0 ⊂ C 1 ⊂ · · · ⊂ C k ⊂ · · ·

é chamada celular se

Hi(C
k/C k−1) = 0 para i , k.

Uma filtração celular é livre se todo módulo Hk(C k /C k−1) é um A-módulo livre à

esquerda. Dadas duas filtrações C k e Dk de complexos de cadeias C e D respectiva-

mente, dizemos que um morfismo f : D → C preserva filtrações se Im f |
D

(i)
i
⊂ C

(i)
i .

Temos o seguinte resultado relacionado a filtrações celulares de complexos de ca-

deias.

Teorema 2.16 Sejam C k uma filtração celular de um complexo de cadeias C , D um com-
plexo de cadeias livre de A-módulos à esquerda e φ : D → C adj um morfismo. Munindo
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D com a filtração trivial, existe um morfismo f : D → C que preserva filtrações e induz
φ nos complexos adjuntos. A aplicação f é única a menos de homotopia de cadeias que
preservam filtrações.

E como corolário temos o resultado:

Corolário 2.17 Dada uma filtração celular livre C k de um complexo de cadeias livre C

de A-módulos a esquerda, existe uma equivalência homotópica de cadeias χ : C adj → C

que preserva filtrações e induz a aplicação identidade nos complexos adjuntos.

A prova dos dois últimos resultados pode ser vista em [15].

2.3.2 Homotopia de cadeias

Definição 2.18 Dois morfismos α : C → D e β : C → D entre complexos de cadeias

de A-módulos M e N , respectivamente, são homotópicos em cadeias e denotamos

por α ∼ β, se existe uma sequência de aplicações

δr :Mr →Nr−1

tal que

∂D ◦ δ+ δ ◦∂C = α − β,

onde ∂C e ∂D denotam os operadores bordo correspondentes aos complexos C e D ,

respectivamente.

Definição 2.19 Uma morfismo entre cadeias φ : C →D é uma equivalência homo-
tópica de cadeias se existe um morfismo γ : D → C tal que φ ◦ γ é homotópica em

cadeias à aplicação identidade em D e γ ◦φ e homotópica em cadeias à aplicação

indentidade em C . Nesse caso os complexos C e D são equivalentes em cadeias .

Apresentamos a seguir resultados da teoria de homotopia em cadeias para comple-

xos sobre o anel dos polonômios A[t] e sobre o anel das séries de potências A[[t]].

Esses resultados são utilizados na parte final desta dissertação.

Seja C complexo de cadeias sobreA[[t]]. O complexo tkC é subcomplexo de C . Seja

C (k) = C /tkC o complexo quociente. Diremos que o complexo C (k) é um complexo
truncado. Sejam f ,g : C → D morfismos entre A[[t]]-complexos. Eles induzem,

portanto, morfismos fk , gk : C (k) → D (k) entre os complexos truncados. Sejam j1 :

C → C (k) e j2 : D →D (k) as respectivas projeções. Então temos o seguinte resultado.
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Proposição 2.20 São equivalentes as propriedades:

1. f ∼ g.

2. fk ∼ gk, para todo k ∈ N.

3. j2 ◦ f ∼ j2 ◦ g, para todo k ∈ N.

4. fk ◦ j1 ∼ gk ◦ j1, para todo k ∈ N.

Definição 2.21 Sejam C e D complexos de cadeias sobre A[[t]]. Uma aplicação
virtual H : C 99KD é uma coleção de {hk}k∈N de morfismos

hk : C /tkC →D /tkD

entre A[t]-complexos que tornam, para todo k, o seguinte diagrama de cadeias ho-
motopicamente comutativo, ou seja, hk ◦ pk é homotópico a p′k ◦ hk+1, onde pk e p′k
são as projeções.

C /tkC

hk

��

C /tk+1C

hk+1

��

pk
oo

D /tkD D /tk+1D .
p′k

oo

A aplicação virtual H é chamada equivalência homológica virtual se hk é uma

equivalência homológica, para todo k.

Definição 2.22 Uma realização de uma aplicação virtual H é um morfismo F :

C → D , tal que para todo k o diagrama de cadeias a seguir é homotopicamente

comutativo:

C /tkC

hk

��

Coo

F

��
D /tkD D ,oo

onde as flechas horizontais são as projeções naturais.
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Dizemos que um A-complexo é homotopicamente livre finito se ele é equivalente

em cadeias a um A-complexo livre finito. Para estes, temos o seguinte resultado,

cuja prova pode ser vista em [15].

Teorema 2.23 Sejam C , D A[[t]]-complexos homotopicamente livre-finitos e seja H :

C 99KD uma aplicação virtual. Então H tem uma única realização (a menos de homoto-
pia em cadeias), denotada por |H | : C →D . Além disso, |H | é equivalência homotópica
de cadeias se, e somente se H é uma equivalência homológica virtual.

2.4 Espaços de recobrimento

Nesta seção, introduzimos os Espaços de Recobrimento e alguns resultados relacio-

nados. As referências utilizadas foram [5], [9], [12], [19] e [20].

Definição 2.24 Seja X um espaço topológico. Um espaço de recobrimento de X

é um par (X,p) composto de um espaço topológico X e uma aplicação contínua

p : X → X satisfazendo a seguinte propriedade: para cada ponto x ∈ X, existe uma

vizinhança aberta Ux de x tal que p−1(Ux) =
⋃
Vα, sendo {Vα : α ∈ A} uma família de

abertos dois a dois disjuntos tal que a restrição de p a cada Vα é um homeomorfismo

entre Vα e Ux.

Figura 2.1: Espaço de recobrimento.
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Estabeleçamos algumas terminologias úteis aqui. Nos referiremos à função p como

aplicação de recobrimento ou simplesmente recobrimento de X; o espaço X como

espaço total; o espaço X como espaço base; a vizinhança Ux como vizinhança ele-
mentar de x; os conjuntos Vα de folhas de Ux e o conjunto p−1(x) como fibra (de
recobrimento) do ponto x ∈ X. Uma representação de um espaço de recobrimento

pode ser visto na Figura 2.1.

Como aplicações de recobrimento são homeomorfismos locais, um recobrimento

(M,p) de uma variedade M confere ao espaço total M uma estrutura diferenciável.

Pode-se provar que M possui base enumerável de abertos, usando o fato de o grupo

fundamental de uma variedade M ser sempre enumerável (veja prova em [12]). En-

tretanto, nem sempre a topologia de M será Hausdorff. Para garantirmos que M sa-

tisfaça esta condição, precisamos assumir adicionalmente que M seja simplesmente

conexo. Quando isso acontece dizemos que (M,p) é um recobrimento universal de

M. Temos assim o seguinte resultado, cuja demonstração pode ser vista em [9].

Teorema 2.25 Sejam M uma variedade diferenciável e π : M → M uma aplicação de
recobrimento sobreM. Então existe uma única estrutura diferenciável sobreM que torna
π uma aplicação diferenciável. Se o recobrimento for universal então M é variedade
diferenciável.

É mostrado em [19] que todo espaço X conexo, localmente conexo por caminhos

e semi-localmente simplesmente conexo possui recobrimento universal. Também

é mostrado que o grupo dos homeomorfismos f : X → X que preservam a relação

p ◦ f = p, com a operação de composição, é isomorfo ao grupo fundamental π1(X).

Definimos a seguir uma ferramenta que usamos na construção da teoria de Novi-

kov.

Definição 2.26 Sejam X,Y espaços topológicos, (X,p) espaço de recobrimento de X

e f : Y → X uma aplicação contínua. O pullback de p com base em f é definido

como sendo o espaço

f ∗X = {(a,y) ∈ Y ×X | f (a) = p(y)}
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de modo que tenhamos o seguinte digrama comutativo:

f ∗X
f̃ //

f ∗p

����

X

p

��
Y

f // X

no qual f e f ∗p são as projeções canônicas.

Munimos o pullback f ∗X com a topologia de subespaço herdada de Y × X, este

último munido da topologia produto. Relativo a pullbacks de aplicações de recobri-

mento universais, temos o seguinte resultado, cuja demonstração pode ser vista em

[20].

Teorema 2.27 Sejam X espaço topológico, p : X → X recobrimento universal de X e
f : Y → X uma aplicação contínua, onde Y é espaço topológico conexo por caminhos.
Seja Y uma componente conexa por caminhos do pullback f ∗X. Então f ∗p|Y : Y → Y é
aplicação de recobrimento universal de Y .

Observe que a fibra f ∗p−1(a) do pulback é homeomorfa a fibra p−1(f (a)) do reco-

brimento. Quando um recobrimento (X,p) for conexo por caminhos e com fibra Z
diremos que é um recobrimento cíclico infinito.

Uma importante classe de recobrimentos cíclicos infinitos é encontrada tomando o

pulback da aplicação de recobrimento universal Exp : R→ S1 de R sobre o S1 com

base em uma aplicação contínua f :M→ S1, conforme o diagrama a seguir.

f ∗R
f //

f ∗p

����

R

Exp

��
M

f // S1

Um exemplo de recobrimento deste tipo é mostrado na Figura 2.2. O recobrimento

f ∗R tem a mesma fibra em M do que R têm sobre S1, ou seja, Z. Essa construção

servirá de base para a teoria de Novikov, no capítulo 5. Nessas circunstâncias deno-

taremos o pulback f ∗R porM e a aplicação de recobrimento f ∗p por F. Observe que
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está definida uma ação de grupo de Z sobreM, a saber z•(x, i) := (x,z+i), onde z ∈ Z,

e a função F é equivariante com relação à esta ação, ou seja, F(t • (x, i)) = F(x, i)− 1,

onde t é o gerador do grupo (Z,•) = 〈t〉.

k − 1

k

k − 2

M
S1

f

f∗R

f

R

Figura 2.2: Recobrimento cíclico infinito.
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3 Teoria de Morse

A ideia central da teoria clássica de Morse é uma coleção de teoremas que, de forma

elegante, relacionam a topologia de uma variedade M e a estrutura dos pontos crí-

ticos de uma função de Morse f . Neste capítulo estudamos a homologia de Morse,

que explora o aspecto dinâmico do campo gradiente ∇f , o qual carrega informação

não recuperada completamente na abordagem clássica da teoria de Morse. As refe-

rências adotadas foram [13], [16] e [24].

Começamos introduzindo o Lema de Morse e logo partimos para o estudo das pro-

priedades do fluxo gerado pelo campo gradiente negativo de uma função de Morse

em uma variedade Riemanniana suave, compacta sem bordo. Construimos assim

o complexo de Morse-Witten que recupera a homologia singular da variedade. Os

conceitos deste capítulo servirão de base para a generalização desta teoria para va-

riedades com bordo, assunto abordado no Capítulo 4, e para a construção da Teoria

de Novikov no Capítulo 5.

3.1 Lema de Morse

Considere uma variedade RiemannianaM de dimensão n, com uma métrica < ·, · > e

um aplicação f :M→ R. Seja p um ponto crítico deM, ou seja, Dfp = 0. Escolhendo

um sistema local de coordenadas φ = (x1, . . . ,xn) ao redor de p, podemos definir o

funcional bilinear simétrico H f
p : TpM × TpM→ R:

H
f
p (vp,wp) :=

n∑
i,j=1

Hijv
i
pw

j
p, onde Hij =Hij(f ,p,φ) :=

∂2f

∂xi∂xj
(p).

A matriz simétrica Hij é chamada de matriz hessiana de f no ponto p. Definimos

o índice de Morse do ponto p (com relação a função f ) como sendo a dimensão

máxima de um subespaço em que Hij é negativa definida e denotamos por indf (p).

Caso Hij seja inversível, dizemos que p é um ponto crítico não degenerado. Pode-

se provar que a matriz hessiana, o índice de um ponto p e sua não degeneracidade
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não dependem do sistema de coordenadas escolhido, isto é, é uma característica in-

trínseca da variedade. O conjunto dos pontos críticos de f é denotado por S(f ) e o

conjunto dos pontos críticos de f de índice de Morse k é denotado por Sk(f ).

Exemplo 3.1 Considere M um toro perpendicular a um plano V e f uma função

altura em relação a este plano, como mostrado na Figura 3.1. Podemos escolher

sistemas de coordenadas (x,y) para M tais que f = x2 + y2 em uma vizinhança de p,

f = x2−y2 em uma vizinhaça de q, f = −x2 +y2 em uma vizinhaça de r e f = −x2−y2

em uma vizinhança de s. Em todos os casos as derivadas se anulam e a matriz

Hessiana é inversível e, portanto, p,q, r, s são pontos críticos não degenerados de f .

Observe também que o número de sinais negativos na expressão de f caracterizam

o índice destes pontos.

p

q

r

s

V

f

M

R

Figura 3.1: Pontos críticos de uma função altura f num toro M.

Um dos principais resultados relacionados a pontos críticos não degenerados é o

Lema de Morse. Ele caracteriza completamente uma função f em uma vizinhança

de um ponto crítico não degenerado p de acordo com o índice de Morse de p. Sua

demonstração pode ser encontrada em [13].

Teorema 3.2 (Lema de Morse) Sejam M uma variedade Riemanniana, f : M → R di-
ferenciável e p um ponto crítico não degenerado de f . Então existe um sistema local de
coordenadas (x1, . . . ,xn) em uma vizinhança U ao redor de p que satisfaz xi(p) = 0 para
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todo i e, além disso,

f = f (p)− (x1)2 − · · · − (xk)
2 + (xk+1)2 + · · ·+ (xn)2

em todo ponto de U , sendo k =indf (p).

Definição 3.3 Uma carta ao redor de p que satisfaz as condições do Lema de Morse

é chamada de Carta de Morse para f em p.

O Lema da Morse afirma, em outras palavras, que ao redor de pontos críticos não

degenerados as funções diferenciáveis se comportam como polinômios. Ele nos ga-

rante o próximo resultado.

Corolário 3.4 Pontos críticos não degenerados são isolados.

Prova: Seja p um ponto crítico não degenerado de f : M → R e seja φ : U → Rn um

sistema de coordenadas ao redor de p tal que φ(p) = 0. Considere o campo gerado

pela aplicação derivada Df : φ(U ) ⊂ Rn → Rn que neste sistema de coordenadas é

dado por

Dfx =
( ∂
∂x1

(f ◦φ−1)(x), . . . ,
∂
∂xn

(f ◦φ−1)(x)
)
.

Temos que Dfp = 0 e que a matriz Hessiana H f
p é não singular. Pelo Teorema 1.14,

Df é difeomorfismo de uma vizinhança U0 de 0 para outra vizinhança U ′0 de 0.

Em particular, Df é injetiva em U0, ou seja, para todo x ∈ U0/{0}, Dfx , Dfp = 0.

Portanto, p é ponto crítico isolado de f . �

Definição 3.5 Uma função diferenciável f : M → R definida numa variedade M é

uma função de Morse se todos os seus pontos críticos forem não degenerados.

Corolário 3.6 Sejam M uma variedade compacta, sem bordo e f um função de Morse.
Então f possui um número finito de pontos críticos.

Prova: Suponha que f tenha infinitos pontos críticos e tome uma sequência {pk}k∈N
de pontos críticos distintos de f . Como M é compacta, existe uma subsequência

convergente, com limite p ∈ M. Como df é contínua, p também é ponto crítico, o

que é absurdo, pois pontos críticos são isolados. �

Pode-se mostrar que funções de Morse são em certo sentido "comuns" no espaço das

funções diferenciáveis de uma varidade em R. De fato, o Teorema de Sard afirma

que "quase toda função" diferenciável é uma função de Morse. Mais especificamente,
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se M é uma variedade compacta, sem bordo, então o conjunto das funções de Morse

é aberto e denso no espaço C∞(M,R). A demonstração deste resultado pode ser vista

em [16].

3.2 Fluxos, variedades estáveis e instáveis

Nesta seção, a menos por menção contrária, trabalharemos com variedades Rieman-

nianas compactas, sem bordo.

Um fluxo em uma variedade M é uma aplicação diferenciável

ϕ : R×M→M

tal que

1. Para cada t ∈ R a aplicação ϕt : M → M definida por ϕt(x) = ϕ(t,x) é um

difeomorfismo em M,

2. Para quaisquer t, s ∈ R têm-se ϕt+s = ϕt ◦ϕs.

Seja v um campo de vetores diferenciável emM. Então está associado a v um único

fluxo de M. De fato, para cada x ∈ M, considere o problema de valor inicial para

uma curva diferenciável γ : R→M dado por

γ ′(t) = v(γ(t)), γ(0) = x.

Sabemos que existe uma vizinhança U contendo x e um ε > 0 em que essa equação

admite solução única em U para |t| < ε. Além disso, sabemos que a dependência da

condição inicial também é diferenciável. Mostra-se em [13] que essa solução γ = γx
pode ser expandida para todo t ∈ R.

Chamamos a função γx : R→M de linha de fluxo através de x. Definimos o fluxo
gerado pelo campo v como sendo a aplicação ϕ : R ×M → M, (t,x)→ γx(t). Note

que fixando t, fica definido um difeomorfismo ϕt : M →M, dado por x→ ϕ(t,x) e,

portanto, o fluxo gerado por v satisfaz a definição de fluxo em M.

Definimos a órbita O(x) de x ∈ M como sendo o conjunto {ϕt(x)|t ∈ R}. É impor-

tantante fazer distinção entre a linha de fluxo de x e órbita de x. O primeiro é uma
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função de R na variedade, o segundo é um conjunto de pontos coincidente com a

imagem dessa função. As órbitas podem ser singulares, isto é, compostas apenas

por um ponto; periódicas, ou seja, existe T , 0 tal que ϕT (x) = x e ϕT (x) , x sempre

que t ∈ (0,T ); ou regulares, caso não se encaixem em nenhuma das outras defini-

ções. Nesse último caso a órbita admite pontos limites, o que nos leva a próxima

definição.

Definição 3.7 Um ponto p é pontoω-limite de x se existe uma sequência (tn)n∈N ⊂ R
tendendo ao infinito tal que lim

n→∞
ϕ(tn,x) = lim

tn→∞
γx(tn) = p. Um ponto p é ponto α-

limite de x se existe uma sequência (tn)n∈N ⊂ R tendendo a menos infinito tal que

lim
tn→∞

ϕ(tn,x) = lim
tn→∞

γx(tn) = p.

Denominaremos o conjunto dos pontos ω-limite de x por ω(x) e o conjunto dos

pontos α-limite por α(x). Note que se dois pontos deM estão na mesma órbita, seus

conjuntos α e ω-limites são os mesmos. Assim faz sentido definir os conjuntos α e

ω-limites da órbita O(x).

Proposição 3.8 Os conjuntos ω(O(x)) e α(O(x)) são fechados, não vazios, compactos,
conexos e invariantes, ou seja, para todo p ∈ω(O(x)), ϕ(R,p) ⊂ω(O(x)).

A demonstração desta proposição é simples e pode ser vista em [16]. Considera-

remos o caso particular dos fluxos gradientes, isto é, fluxos gerados pelo campo

gradiente negativo de uma função de Morse v = −∇f . Se γ é uma linha de fluxo do

campo, então

d
dt
f ◦γ(t) = 〈∇f (γ(t)),γ ′(t)〉 = −‖∇f (γ(t))‖2 ≤ 0.

Isso mostra que f é estritamente descrescente ao longo de órbitas não singulares.

Assim, órbitas periódicas não podem existir e qualquer órbita regular intersecta a

superfície de nível f −1(f (x)) no máximo uma vez, sendo essa intersecção ortogonal.

Com essas propriedades prova-se que α(x) ∪ω(x) ⊂ S(f ). A demonstração é por-

menorizada em [16]. Uma consequência dessa demonstração e do Corolário 3.6 é o

próximo resultado.

Teorema 3.9 Sejam M variedade Riemanniana compacta, sem bordo e v = −∇f , sendo
f função de Morse. Então, para todo x ∈M, cada um dos conjuntos α(x) e ω(x) consiste
de apenas um ponto crítico de f .
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Consideremos p um ponto crítico não degenerado de f . Definimos as variedades

estável e instável de p como sendo os conjuntos

W s(p) := {x ∈M |ω(x) = p} e W u(p) := {x ∈M |α(x) = p}

respectivamente. O próximo teorema mostra que W s(p) e W u(p) são, de fato, varie-

dades.

Teorema 3.10 (Teorema da variedade estável) Sejam f : M → R função de Morse e
p ∈ S(f ). Então W s(p) e W u(p) são subvariedades de M sem bordo. Além disso, a
dimensão de W u(p) é igual a indf (p) e a dimensão de W s(p) é igual a n− indf (p), onde
n é a dimensão da variedade M.

A demonstração pode ser encontrada em [24]. Além de serem subvariedades, as

variedades instáveis e estáveis são discos abertos, como mostra o resultado seguinte.

Proposição 3.11 Sejam M variedade compacta, sem bordo, f : M → R uma função de
Morse e ϕ o fluxo associado ao campo vetorial ∇f . Seja p ∈ M um ponto crítico de f
de índice de Morse k. Então W u(p) é imagem de uma imersão de um disco aberto k-
dimensional em M.

A demonstração deste resultado utiliza de conceitos não abordados nesta disserta-

ção. Sua demonstração pode ser vista em [15].

3.3 Variedades de conexão

Nesta seção considere M variedade Riemanniana compacta, sem bordo, com uma

métrica < ·, · >, f :M→ R uma função de Morse e ϕ o fluxo gradiente negativo de f .

Sejam p,q pontos críticos de f . Definimos a variedade de conexão de p e q por

Mpq = Mpq(f ) :=W u(p)∩W s(q).

Seja a ∈ (f (q), f (p)) um valor regular. O espaço moduli de p e q é definido por

M
q
p = M

p
p (f ,a) := Mpq ∩ f −1(a).

Para mostrar que o espaço Moduli independe do valor regular escolhido a, pre-

cisamos assegurar que não existam valores críticos entre f (q) e f (p). Provaremos
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no próximo capítulo que, quando os índices de p e q são consecutivos, é possível

"reorganizar" uma função de Morse para que ela satisfaça essa condição. Por en-

quanto, assumiremos que ela seja válida. Chamamos uma linha de fluxo através

de um ponto x ∈ M, gerada pelo campo gradiente negativo de link de p para q se

lim
t→−∞

ϕx(t) = p e lim
t→∞

ϕx(t) = q. Observe que podemos identificar o espaço moduli

com o conjunto dos links de p para q, pois todo link intersecta a superfície de nível

exatamente uma vez.

Estamos interessados no caso em que as variedades instáveis e estáveis dos pontos

críticos de f se intersectam transversalmente. Nesse caso tanto Mpq como M
q
p são

subvariedades sem bordo e suas dimensões são dadas por

dimMpq = indf (p)− indf (q) e dimM
q
p = indf (p)− indf (q)− 1.

Quando tal condição de transversalidade é válida para quaisquer pontos críticos

de f , dizemos que o fluxo gradiente de f satisfaz a condição de Morse-Smale. O

próximo resultado garante que é possível construir fluxos satisfazendo a condição

de Morse-Smale bastando apenas uma pequena perturbação do campo gradiente.

Teorema 3.12 Sejam f uma função de Morse diferenciável e < ·, · > uma métrica Riema-
niana diferenciável em uma variedade compacta, sem bordo M. Então o campo ∇f pode
ser aproximado diferencialmente por um campo gradiente ∇̃f̃ tal que o fluxo gradiente de
f̃ satisfaz a condição de Morse-Smale.

A demonstração deste teorema é extensa e usa ferramentes da Teoria de Sistemas

Dinâmicos que não fazem parte da proposta deste trabalho. Ela pode ser encontrada

em [1].

Teorema 3.13 Se W u(p) e W s(q) se intersectam transversalmente, valem as seguintes
propriedades:

1. Se indf (p) ≤ indf (q), então Mpq = ∅.

2. Mpp = {p}.

3. Se indf (p) = indf (q) e p , q, então Mpq = ∅.

4. Se Mpq , ∅ e p , q, então indf (p) > indf (q).

Prova: (1) Segue diretamente da transversalidade.
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(2) Suponha que haja outro ponto em Mpp. Como tal ponto não pode ser um ponto

crítico, então a órbita de p deve ser uma órbita periódica, o que não pode ocorrer em

fluxos gradientes.

(3) Suponha que Mpq é não vazia. Então contém uma subvariedade unidimensional

da forma ϕRx, o que é absurdo pois dimMpq = 0.

(4) Assuma o contrário e aplique (1) e (3). �

3.4 Compacidade

ConsideremosM uma variedade Riemanniana compacta, n-dimensional, sem bordo,

f : M → R uma função de Morse e ϕ o fluxo gradiente de f . Apesar de o Teorema

3.12 nos garantir que o fluxo gradiente de uma função de Morse pode ser pertur-

bado de tal forma que Mpq e M
q
p se tornem variedades sem bordo, não temos ne-

nhum resultado que nos garanta a sua compacidade. Tais variedades nem sempre

são compactas mas, no caso em que o fluxo gradiente satisfaz a condição de Morse-

Smale e indf (p)− indf (q) = 1, teremos a compacidade de M
q
p . Nessas circunstâncias

o espaço moduli será um conjunto finito de pontos.

Este resultado é caso particular do Teorema 3.15 seguinte mas, antes de enunciá-lo,

acrescentamos a seguinte definição.

Definição 3.14 Um subconjunto K ⊂ M
q
p é dito ser compacto a menos de órbi-

tas quebradas se, para toda sequência {xk}k∈N ⊂ K , existirem pontos críticos p =

p0,p1, . . . ,pl = q, e links uj ∈M
pj
pj−1 tais que xk→ (u1, . . . ,ul) quando k→∞.

Figura 3.2: Compacidade por órbitas quebradas.
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A convergência nessa definição tem o seguinte sentido: Para todo ε > 0 existe k0 ∈ N
tal que, para todo k ≥ k0, O(xk) ⊂ Uε(O(u1) ∪ · · · ∪O(ul)), onde Uε(A) denota uma

ε-vizinhança de um subconjunto A ⊂M. Nesse caso dizemos que xk converge para a
órbita quebrada (u1, . . . ,ul) de ordem l, conforme ilustrado na Figura 3.2. Munidos

dessa definição, enunciamos o teorema a seguir.

Teorema 3.15 Seja M variedade Riemanniana compacta, sem bordo, de dimensão finita
e seja f : M → R função de Morse tal que seu fluxo gradiente satisfaz a condição de
Morse-Smale. Então, dados dois pontos críticos p e q de f , M

q
p é compacto e menos de

órbitas quebradas de ordem no máximo indf (p)− indf (q).

Os detalhes da demonstração são omitidos, pois outra demonstração para a cardi-

nalidade finita do espaço moduli é apresentada no próximo capítulo em um con-

texto mais geral. A ideia da prova do Teorema 3.15, entretanto, envolve o uso de

ferramentas de sistemas dinâmicos, mais especificamente o Teorema de Grobman-
Hartman. Dada uma sequência {xk} em M

q
p , o teorema é usado juntamente com

o Teorema 3.13 para construir uma sequência finita de pontos críticos {p0, ...,pl} e

links uj ∈M
pj
pj−1 tais que xk → (u1, ...,ul) quando k → ∞. Esta demonstração pode

ser vista com pormenores em [24].

3.5 Orientação

Nesta seção apresentamos uma maneira de orientar variedades de conexão e espaços

moduli. Usaremos essa orientação para obter o número de intersecção desses espa-

ços, conforme definido no Capítulo 1. Consideraremos M variedade Riemanniana

compacta, sem bordo, n-dimensional e f : M → R função de Morse tal que o fluxo

gradiente de f satisfaça a condição de Morse-Smale.

Dados p ∈ S(f ) e v = −∇f , temos pela Proposição 3.11, que W s(p) é contrátil, logo,

simplesmente conexa. Analogamente, a variedade instável W u(p) também é sim-

plesmente conexa. Temos que toda variedade simplesmente conexa é orientável

(resultado que pode ser encontrado em [7]). A demonstração do Teorema 3.16, a

seguir, mostra como essas orientações induzem uma orientação nas variedades de

conexão e espaços moduli.

Teorema 3.16 Fixe uma orientação em W u(p) para todo p ∈ S(f ) de índice de Morse
maior do que zero. Então, para quaisquer p,q ∈ S(f ), as variedades de conexão Mpq e os
espaços moduli M

q
p herdam orientações induzidas [Mpq]ind e [M q

p ]ind .

41



3 Teoria de Morse

Prova: Sabemos que W u(p) é orientável. A transversalidade da intersecção com

W s(q) implica que o fibrado tangente TW u(p) pode ser decomposto ao longo de

Mpq da seguinte maneira

TMpq
W u(p) ' TMpq ⊕VMpq

W s(q), (3.1)

onde o último termo representa o fibrado normal de W s(q) restrito a Mpq. Sabe-

mos que restrição do fibrado tangente orientado TW u(p) a qualquer subvariedade,

em particular a Mpq, é orientável. Vamos provar que V W s(q) é orientável. Para

obtermos a orientação de V W s(q) basta orientar uma única fibra. Considerando

TqW
u(q)⊕ TqW s(q) ' TqM ' VyW

s(q)⊕ TyW s(q),

vemos que VyW
s(q) é isomorfo a TqW u(q), o que nos garante a orientação de V W s(q)

e também de sua restrição a Mpq. Pela Proposição 2.9, temos que TMpq é orientável.

A orientação de M
q
p segue da decomposição TMpq ' R⊕ TM

q
p e da Proposição 2.9.

�

Exemplo 3.17 [Esfera 2-dimensional deformada] Considere a variedade S2 e o fluxo

gradiente da função altura f : S2 → R, conforme a Figura 3.3. Temos que f é uma

função de Morse com 6 pontos críticos: três pontos repulsores p1, p2 e p3, dois pon-

tos de sela q1 e q2 um ponto atrator r. Considerando as orientações das variedades

instáveis fixadas na Figura 3.3, desejamos encontrar orientações dadas pelo Teorema

3.16 para as variedades de conexão. Como r têm índice de Morse nulo, a orientação

de Mq1r é induzida pela orientação de Tq1
W u(q1).

Para obter as orientações [Mp1q1
]ind e [Mp2q1

]ind consideramos a representação pla-

nar do fluxo, como na Figura 3.4 e o isomorfismo da Equação 3.1. Nesta represen-

tação, o vetor 2′ é escolhido compatível com a orientação de W u(y) e o vetor 1′ é

escolhido de tal forma que a orientação dada pela base {1′,2′} seja compatível com

a orientação de W u(p1), ou seja, a orientação dada pela base {1,2}. O vetor 1′ deter-

mina a orientação [Mp1q1
]ind , que é oposta a orientação dada pelo fluxo em Mp1q1

,

como mostra a Figura 3.5. Analogamente, obtêm-se os vetores 1′′ e 2′′ e a orientação

[Mp2q1
]ind . Para obter as orientações de Mp2q2

,Mp3q2
e Mq2r o processo é o mesmo e

as orientações são análogas.
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Figura 3.3: Função altura em S2.

Figura 3.4: Representação planar do fluxo em S2.

Figura 3.5: Orientações induzidas nas variedades de conexão.
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3.6 Homologia de Morse

Nesta seção definimos o complexo de Morse-Witten, um complexo de cadeias gerado

pelos pontos críticos de f, graduado por seus índices de Morse e cuja diferencial

conta as órbitas conectantes entre pontos críticos de índices consecutivos levando

em conta a orientação.

Considere M uma variedade Riemanniana compacta sem bordo, n-dimensional,

f : M → R uma função de Morse e v = −∇f tal que o fluxo ϕ gerado por v satisfaça

a condição de Morse-Smale.

Definição 3.18 O grupo graduado de Morse associado aM e f é o conjunto M (f ,v) =

{Mk(f ,v) : k ∈ Z}, onde cada Mk(f ,v) é um grupo abeliano livre gerado pelo con-

junto de pontos críticos de f de índice de Morse k, ou seja,

Mk(f ,v) :=
⊕
p∈Sk(f )

Z〈p〉, k ∈ Z

e a soma sobre o conjunto vazio é entendida como zero.

Sejam p e q pontos críticos de f tais que indf (p)−indf (q) = 1 e seja u ∈M
q
p . A órbita

O(u) é uma componente conexa de Mpq e, portanto, carrega a orientação [O(u)]ind
do Teorema 3.16. A órbita O(u) carrega também a orientação fixada da variedade

instável W u(p), que denotamos por [O(u)]grad . Definimos o sinal de u e denotamos

por ε(u) como sendo ε(u) = 1 se essas orientações coincidirem e ε(u) = −1 caso elas

sejam opostas.

Definição 3.19 O operador bordo de Morse-Witten ∂ = {∂k} onde

∂k = ∂k(M,f ) : Mk(f ,v)→Mk−1(f ,v)

é definido em um elemento gerador p de Mk(f ,v) por

∂kp :=
∑

q∈Sk−1(f )

n(p,q)q,

onde n(p,q) :=
∑
u∈M q

p
ε(u) é o número de intersecção entre p e q. A soma é estendida

para as demais cadeias por lineariadade.

Observe que o operador bordo de Morse-Witten depende da orientação fixada para

as variedades instáveis dos pontos críticos. Dados a valor regular entre f (q) e f (p)
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e u ∈ M
q
p , o sinal ε(u) e o número de intersecção n(p,q) coincidem com o sinal

ε(u) e número de intersecção n(W u(p)∩f −1(a),W s(q)∩f −1(a)) definidos no Capítulo

1, bastando apenas que orientemos o fibrado TV W s(q) como na demonstração do

Teorema 3.16.

O par (M (f ,v),∂) é um complexo de cadeias chamado complexo de Morse-Witten
associado a f e v. O teorema seguinte mostra que ∂ é realmente um operador bordo.

Teorema 3.20 O operador bordo de Morse-Witten satisfaz ∂k−1∂k = 0 para todo k ∈ Z.

Ideia: Para esta prova é definida uma aplicação # que chamamos de colagem.

Pode-se provar que existe um número real positivo ρ0 e um mergulho

# : M
q
p × [ρ0,∞)×M r

q →M r
p , (u,ρ,v) 7→ u#ρv,

tal que

u#ρv→ (u,v) quando ρ→∞,

no sentido da Definição 3.14. Além disso, tal aplicação é compatível com a orienta-

ção no seguinte sentido:

ρ#([M u
pq]ind , [M

u
pq]ind) = [M

u#ρv
pr ]ind .

Esta propriedade é usada para provar (i) e (ii) a seguir. Sejam p ∈ Sk(f ) e r ∈ Sk−2(f )

(i) O conjunto de órbitas quebradas de ordem 2 entre p e r

B1
pr := {(u,v)|u ∈M

q
p ,v ∈M r

q , para algum q ∈ Sk−1(f )}

corresponde precisamente aos extremos de componentes conexas não compactas de

M r
p .

(ii) Dadas duas órbitas quebradas (u,v) e (ũ, ṽ) correspondentes a uma mesma com-

ponente conexa M r
p , seus sinais caractarísticos satisfazem

nunv +nũnṽ = 0.
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Assim temos que

∂k−1∂kp =
∑

r∈Sk−2(f )

 ∑
q∈Sk−1(f )

∑
u∈M q

p

∑
v∈M r

q

nunv

r

=
∑

r∈Sk−2(f )

 ∑
(u,v)∈B1

pr

nunv

r
=

∑
r∈Sk−2(f )

∑
i

nuinvi +nũinṽi

r = 0,

onde o índice i varia sobre as componentes conexas (M r
p )i de M r

p difeomorfas a

(0,1).

�

Os grupos de homologia do Complexo de Morse-Witten são chamados grupos de
homologia de Morse de M.

Exemplo 3.21 (Esfera 2-dimensional deformada) Retornemos ao Exemplo 3.17. Te-

mos um fluxo Morse-Smale, e o operador bordo de Morse-Witten está bem definido.

Temos que M2(f ,v) = Z〈p1〉⊕Z〈p2〉⊕Z〈p3〉, M1(f ,v) = Z〈q1〉⊕Z〈q2〉, M0(f ,v) = Z〈r〉
e Mk(f ,v) = 0, para todo k ∈ Z − {0,1,2}. Da Figura 3.5, temos que nu1

= −1,

nu2
= −1, nv1

= 1, nv2
= −1, nu3

= −1, nu4
= −1, nv3

= 1, nv4
= −1 . Logo, os

operadores bordo ∂2 : M2 → M1, ∂1 : M1 → M0 e ∂0 : M0 → 0 são definidos

por ∂2〈p1〉 = −〈q1〉, ∂2〈p2〉 = −〈q1〉 − 〈q2〉, ∂2〈p3〉 = −〈q2〉, ∂1〈q1〉 = 〈r〉 − 〈r〉 = 0,

∂1〈q2〉 = 〈r〉 − 〈r〉 = 0 e ∂0〈r〉 = 0, respectivamente. Portanto, os grupos de homo-

logia de Morse são H0(M ) = Z〈r〉 ' Z, H1(M ) = 0 e H2(M ) = Z〈p2 − (p1 + p3)〉 ' Z.

Note que, neste exemplo particular, os grupos de homologia de Morse coincidem

com os grupos de homologia singular da variedade S2. O teorema seguinte mostra

que este fato vale em geral.

Teorema 3.22 (Teorema da homologia de Morse) A homologia do complexo de Morse
(M ,∂) é isomorfa a homologia singular da variedade M, ou seja,

Hk(M) 'Hk(M ),

para todo inteiro k.

A vantagem da homologia da Morse sobre a homologia singular é sua visão geomé-
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trica e a facilidade no cálculo dos coeficientes. A demonstração do Teorema 3.22 será

apresentada no próximo capítulo para campos gradientes mais gerais e variedades

com bordo. Existem outras demonstrações para esse resultado. Uma demonstração

alternativa para variedades compactas sem bordo, utilizando ferramentas da Teoria

de Conley, pode ser encontrada em [10].

3.6.1 Desigualdades de Morse

Uma das principais consequências do Teorema 3.22, são as desigualdades de Morse.

Sejam M variedade de dimensão n, compacta, sem bordo e f : M → R função de

Morse tal que seu fluxo gradiente satisfaça a condição de Morse-Smale. Seja ck o

número total de pontos críticos de índice de Morse k e bk(M,Z) o k-ésimo número
de Betti deM, ou seja, o posto do grupo de homologia singularHk(M). Temos então

o seguinte resultado.

Teorema 3.23

ck − ck−1 + · · ·+ (−1)mc0 ≥ bk − bk−1 + · · ·+ (−1)mb0

para todo m = 0, . . . ,n sendo a igualdade válida para m = n.

Desta forma, o Teorema 3.23 estabelece uma informação sobre a topologia da varie-

dade, determinando um limite inferior para o número de pontos críticos. Utilizando

o complexo de Morse-Witten, sua demonstração segue sem dificuldades, como a se-

guir.

Prova do Teorema 3.23: Suponhamos primeiramente que a homologia singular de

M sobre Z é livre de torção. Como a dimensão de Mk(f ,v) é igual a ck e o bordo ∂k
do complexo de Morse-Witten é um homomorfismo de módulos, Mk(f ,v) se divide

em uma soma direta de ker∂k ⊕ Im∂k o que implica que

ck = γk + βk ,

onde γk = dim ker∂k e βk = dim Im∂k. Pelo Teorema 3.22, temos

bk = rk Hk(M) = rk Hk(Mk(f ,v)) = dim
(
ker∂k
Im∂k+1

)
= γk − βk ,
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onde a hipótese da homologia ser livre de torção é usada na última igualdade. Logo

temos, por indução, que vale a igualdade

ck − ck−1 + · · ·+ c0(−1)n = βk+1 + bk − bk−1 + · · ·+ b0(−1)n,

que demonstra o teorema para o caso em que a homologia de M é livre de torção.

Quando a homologia singular de M possui módulo de torção, consideramos o com-

plexo M ′
∗ = M∗(f ,v)⊗ZQ, onde M ′

∗ é um complexo de cadeias de espaços vetoriais

finitamente gerados sobre o corpo Q e sua homologia H∗(M ′
∗ ) ' H∗(M) ⊗Z Q. Ob-

serve que existe um isomorfismo entre M ′
∗ e o complexo singular com coeficientes

no corpo Q, cuja homologia é livre de torção. Logo, os cálculos acima permanecem

válidos, considerando o complexo M ′
∗ e os números de Betti bk(M,Q) da homolo-

gia singular correspondente. Observando que bk(M,Z) = bk(M,Q), completamos a

demonstração.

�
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Neste capítulo desenvolvemos a Teoria de Morse em cobordismos, um passo inter-

mediário para a construção da Teoria de Novikov. As referências utilizadas foram

[2], [15] e [18].

4.1 Cobordismos

Definição 4.1 Um cobordismo é uma tripla (W ;∂0W,∂1W ), onde W é uma varie-

dade compacta com bordo e o bordo ∂W é a união disjunta de duas subvariedades

compactas sem bordo:

∂W = ∂0W
⊔

∂1W

com dim∂0W = dim∂1W = dimW − 1.

∂0W

p

q

∂1W

W

x

y

vx

vy

Figura 4.1: Cobordismo com campo vetorial normal.

O conjunto W \∂W será denotado por W 0. Cobordismos apresentam diferenças

significativas em relação às variedades sem bordo, que consideramos a seguir.

Dado um ponto x ∈ ∂W , é possível considerar dois espaços tangentes TxW e Tx∂W ,

onde o último é um espaço vetorial com uma dimensão a menos e contido no pri-
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meiro. Dado φ : U →W um sistema local de coordenadas tal que φ(0) = x, defini-

mos o semi-espaço superior H+
x (W ) como sendo a imagem de Hn sob a aplicação

derivada Dφx. É possível demonstrar que H+
x (W ) não depende do sistema de coor-

denadas. Similarmente definimos o semi-espaço inferior H−x (M), como a imagem

de −Hn sob Dφx. Podemos pensar no espaço H+
x (W ) como o espaço de vetores tan-

gentes a curvas que "se iniciam" em x e o espaço H−x (M) como o espaço de vetores

tangentes a curvas que "terminam" em x. Observe que

TxW =H+
x (W )∪H−x (W ) e Tx∂W =H+

x (W )∩H−x (W ).

Dizemos que os vetores pentencentes a H+
x (W )\Tx∂W apontam para dentro de W

e os vetores pertencentes a H−x (W )\Tx∂W apontam para fora de W . Um campo

vetorial v em um cobordismo é normal se para todo ponto x de ∂0W o vetor vx
aponta para fora, e para todo ponto y de ∂1W o vetor vy aponta para dentro. Isso

implica que toda linha de fluxo de um campo vetorial normal intersecta ∂0W (ou

∂1W ) apenas uma vez. No caso de cobordismos, existem quatro possibilidades para

os domínios das linhas de fluxo de um campo normal:

1) R.

2) (−∞, a], a ∈ R.

3) [b,∞), b ∈ R.

4) [a,b] a,b ∈ R, a < b.

No primeiro caso, a linha de fluxo permanece sempre em W 0. No segundo, a linha

"termina" em ∂0W . No terceiro a linha "começa" em ∂1W e no quarto caso ela começa

em ∂1W e termina em ∂0W .

A Figura 4.2 ilustra um fluxo em um cobordismo em que γ0 tem domínio R, γ1

tem domínio (−∞,b], γ2 tem domínio [a,∞) e γ3 domínio [a,b]. Definimos a seguir

funções de Morse em cobordismos.

Definição 4.2 Sejam W um cobordismo e f : W → R uma função C∞. Dizemos

que f é função de Morse no cobordismo W se existirem números reais a < b de tal

maneira que:

(1) f (W ) = [a,b], f −1(b) = ∂1W,f −1(a) = ∂0W

(2) Dfx , 0 sempre que x ∈ ∂W
(3) Todos os pontos críticos de f |W 0 são não degenerados.
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∂0W

γ0

γ1

γ3

p

q

∂1W

W

γ2

Figura 4.2: Linhas de fluxo de um campo vetorial normal num cobordismo.

Definição 4.3 SejaM uma variedade compacta sem bordo ou um cobordismo e seja

f : M → R uma função de Morse. Um campo vetorial diferenciável v é chamado

f -gradiente se satisfaz:

Dfx(vx) < 0 sempre que x < S(f )

e todo p ∈ S(f ) é um máximo não-degenerado da função φ(x) =Dfx(vx).

Campos f -gradientes constituem uma generalização de gradientes Riemannianos,

ou seja, todo gradiente Riemanniano é um f -gradiente. Deste modo, a teoria de-

senvolvida neste capítulo constitui de uma generalização da teoria desenvolvia no

capítulo anterior, focada em variedades compactas, sem bordo (bordo nulo) e gradi-

entes Riemanianos de uma função de Morse.

Observe que um campo f -gradiente é normal pois mantém como característica

principal o decrescimento da função f e ao longo das linhas de fluxo (embora este

possa ser um fluxo diferente do gerado pelo gradiente Riemanniano da função f ).

Mostraremos adiante que, para funções de Morse em cobordismos, as linhas de fluxo

geradas por um campo f -gradiente v ou "terminam" em ∂0M ou convergem para um

ponto crítico de f .

Assim, a Proposição 3.8 e o Teorema 3.9 não se aplicam, pois e os conjuntos α-

limites e ω-limite podem apresentar comportamentos irregulares ou sequer existir

em determinados pontos. Acrescentamos a seguir uma definição de variedades es-

táveis e instáveis que também é válida para cobordismos. Denotaremos por ϕ(∗, t;v)

o fluxo associado ao campo f -gradiente v.
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Definição 4.4 Sejam f : W → [a,b] função de Morse em um cobordismo W e v um

campo f -gradiente. Seja p um ponto crítico de f . Definimos a variedade estável e

a variedade instável de p (com respeito a v) por

W s(p,v) = {x ∈W | ϕ(x, t;v)→ p quando t→∞}

W u(p,v) = {x ∈W | ϕ(x, t;v)→ p quando t→−∞}

respectivamente.

O próximo resultado estabelece queW s(p;v) é de fato variedade, que pode ser com

ou sem bordo. Além disso, quando há bordo, ele está contido em ∂1W .

Teorema 4.5 (Variedade estável para cobordismos) Sejam f : W → [a,b] uma fun-
ção de Morse num cobordismo, v um campo f -gradiente e p um ponto crítico de f . Então
W s(p,v) é subvariedade de W , que pode ser com ou sem bordo. Caso haja bordo temos
que ∂W s(p,v) =W s(p,v)∩∂1W .

As ideias principais da demonstração do Teorema 4.5 são apresentadas na próxima

seção.

4.2 Teorema da variedade estável para cobordismos

4.2.1 Teoria local

Nesta seção desenvolvemos uma teoria local para funções de Morse em cobordismos.

Os resultados apresentados são utilizados na prova do Teorema 4.5. Começamos

estabelecendo uma relação essencial dos campos f -gradientes com os pontos críticos

de uma função de Morse.

Teorema 4.6 Seja M uma variedade n-dimensional, compacta, sem bordo ou um cobor-
dismo. Sejam f : M → R uma função de Morse, v um campo f -gradiente e p ∈ S(f ).
Então vp = 0.

Prova: Sejam U ⊂ M aberto, φ : U → V ⊂ Rn uma carta de Morse para f em p e

w = φ∗v o pushfoward de v. O Lema 3.2, nos diz que a função f ◦φ−1−f (p) é igual a

função Lk(x,y) = − || x ||2 + || y ||2; x ∈ Rk, y ∈ Rn−k, onde k = indf p. Como v é campo

f -gradiente temos que DLk(x,y)(w(x,y)) < 0 para todo (x,y) , (0,0). Precisamos
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provar que w(0,0) = 0. Seja w(0,0) = (ξ,η), e escreva para x ∈ Rk

w(x,0) = (ξ + O1(x),η + O2(x)),

onde || Oi(x) ||≤ C || x || ao redor de zero. Temos portanto

DLk(x,0)(w(x,0)) = −〈2x,ξ + O1(x)〉 ≥ 0,

para todo x. Em particular, para o caso x = tξ, com t → 0, vemos que a equação

acima só será válida caso ξ = 0. A prova que η = 0 é análoga. �

Dados um campo vetorial v e p ∈ M, seja φ : U ∈ M → V ∈ Rn uma carta de

Morse ao redor de p. Se w = φ∗v é o pushfoward de v por φ, é possível definir uma

aplicação linear Dvp : TpW → TpW tal que para todo h ∈ TpW :

Dφp(Dvp(h)) =Dwφ(p)(Dφp(h)),

onde Dwφ(p) é a derivada do campo de vetores w em Rn no ponto φ(p). Podemos

pensar na aplicação Dvp como uma generalização da derivada do campo de vetores,

definida agora no contexto de variedades diferenciáveis. Chamaremos a aplicação

Dvp de diferencial do campo de vetores v no ponto p. Note que a aplicação diferen-

cial está bem definida e não depende de sistema de coordenadas.

Munidos da aplicação diferencial, consideramos a seguinte útil caracterização de

campos f -gradientes.

Proposição 4.7 Seja M uma variedade compacta sem bordo ou um cobordismo e seja
f : M → R uma função de Morse. Um campo vetorial diferenciável v é f -gradiente se, e
somente se, as seguintes condições forem satisfeitas:

1. Para todo x < S(f ) temos Dfx(vx) < 0;

2. Para todo p ∈ S(f ) temos H f
p (Dvp(wp),wp) < 0 para todo wp ∈ TpM, wp , 0, onde

H
f
p é o funcional bilinear simétrico definido no capítulo anterior.

Usamos a aplicação diferencial a seguir para definir o conceito de zero elementar.

Um operador linear é elementar se não possuir autovalores com parte real nula,

ou seja, seu espectro de autovalores é disjunto do eixo imaginário. É chamado de
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elementar negativo (respectivamente elementar positivo) se a parte real de todo

autovalor é estritamente negativa (respectivamente estritamente positiva). Um ope-

rador linear é hiperbólico se não possuir autovalores de norma igual a 1, ou seja,

seu espectro de autovalores é disjunto do círculo S1. Note que um campo de vetores

linear é elementar se, e somente se, o fluxo que gera é hiperbólico. Um zero p de

um campo vetorial v em uma variedade M é chamado elementar (respectivamente

hiperbólico se a diferencial Dvp é uma aplicação linear elementar (respectivamente

hiperbólica) em TpM.

Seja L : E → E uma aplicação linear elementar ou hiperbólica em um espaço ve-

torial E. Pode-se demonstrar nos dois casos que o espaço E se decompõe de forma

única como E = E− ⊕E+ em espaços vetoriais L-invariantes, tais que L|E− : E−→ E−

é elementar negativa e L|E+ : E → E+ é elementar positiva (veja demonstração em

[16]). O espaço E− (respectivamente E+) é chamado de subespaço negativo (respec-

tivamente subespaço positivo) com respeito a L.

Dado v um campo vetorial em uma variedade M e p um zero elementar de v, os

subespaços negativo e positivo de TpM com respeito a Dvp serão denotados por

T −p (M,v) e T +
p (M,v), respectivamente. O teorema a seguir caracteriza os subespaços

positivos e negativos de TpM em vizinhanças de zeros elementares de M.

Teorema 4.8 (Hadamard-Perron) Sejam f : M → R um função de Morse em uma va-
riedade n-dimensional M (com ou sem bordo), v um campo vetorial f -gradiente e p um
zero elementar de v tal que indf p = k. Então existe uma vizinhança U de p, tal que

1) W s(p,v|U ) e W u(p,v|U ) são subvariedades (com ou sem bordo) de U de dimensões
n− k e k, respectivamente.

2) W s(p,v|U )∩W u(p,v|U ) = {p}.

3) TpW s(p,v|U ) = T +
p (M,v) e TpW u(p,v|U ) = T −p (M,v).

O Teorema de Hadamard-Perron é assim uma versão local do Teorema 3.10. A de-

monstração é omitida pois utiliza ferramentas de análise funcional que não fazem

parte da proposta desta dissertação. Sua demonstração pode ser vista em [8]. Como

o Teorema de Hadamard-Perron garante a existência de variedades instáveis e es-

táveis locais em todos os zeros elementares de um campo vetorial v, usaremos este

fato para concluir a demonstração do Teorema 4.5.
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SejamM um variedade sem bordo ou cobordismo, f :M→ R uma função de Morse

e v um campo f -gradiente. O próximo resultado, aliado ao Teorema 4.6, garante que

podemos aplicar o Teorema de Hadamard-Perron nos pontos críticos de f .

Teorema 4.9 Todo ponto crítico de f é elementar.

Ideia: Seja p ∈ S(f ). Assumindo que a complexificação de Dvp possui autovetor

wp com autovalor puramente imaginário da forma iλ, λ ∈ R, definimos α = wp +wp
e β = i(wp − wp). Teremos então Dvp(α) = λβ, Dvp(β) = −λα e H f

p (Dvp(α),α) =

−H f
p (Dvp(β),β). Utilizando a condição H f

p (Dvp(wp),wp) < 0, dada pela Proposição

4.7, é possível concluir que α = β = 0, o que nos leva a uma contradição, provando

que a aplicação Dvp é elementar. �

Deste modo, o Teorema 4.9 garante a existência das variedades estáveis e instáveis

locais para todo ponto crítico p ∈ S(f ). Munidos do resultado local, prosseguimos

em direção à prova do Teorema 4.5, o resultado global.

4.2.2 Teoria global

Esta seção é dedicada ao estudo das variedades estáveis e instáveis num cobordismo.

Usamos o Teorema de Hadamard-Perron para provar o Teorema 4.5, o qual garante

que as variedades instáveis e estáveis num cobordismo são, de fato, variedades com

bordo e mostramos adicionalmente uma caracterização delas como discos, que po-

dem ser abertos ou fechados, dependendo do fluxo ao redor dos pontos críticos.

Definimos a seguir uma ferramenta que desempenhará um papel importante em

nosso estudo.

Definição 4.10 Seja f : W → [a,b] uma função de Morse num cobordismo W e v

um campo f -gradiente. Seja p um ponto crítico de f . Uma vizinhança compacta K

de p é chamada locker para (f ,v) em p, se a seguinte propriedade for satisfeita: se

x ∈ Int K e para algum t ≥ 0 tivermos ϕ(x, t;v) < K , então existe t0 ∈ [0, t] tal que

ϕ(x, t0;v) ∈ K e f (ϕ(x, t0;v)) < f (p).

Em algumas referências o locker é também conhecidos como vizinhança isolante.

Não é difícil construir lockers para pares do tipo (Lk ,Ak), onde Lk é definida em

Rn = Rk ×Rn−k pela fórmula

Lk(x,y) = − || x ||2 + || y ||2, onde x ∈ Rk , y ∈ Rn−k
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e Ak(x,y) = (x,−y).Nesse caso a fórmula explícita do fluxo é (x(t), y(t)) = (e−tx(0), ety(0)),

e verifica-se que o quadrado fechado Q(r) = Dk(0, r) ×Dn−k(0, r) é um locker para

(Lk ,Ak) em (0,0), conforme pode ser observado na Figura 4.3.

Rn−k

Rk

Q(r)

Figura 4.3: Locker para (Lk ,Ak) em (0,0).

É possível adaptar este exemplo para garantir que dada uma função f de Morse

num cobordismo W e v um f -gradiente, para todo ponto crítico p de índice de

Morse k e toda vizinhança aberta V de p existe um locker K ⊂ V para (f ,v) em p.

Uma aplicação interessante de locker é dada pela proposição a seguir.

Proposição 4.11 Seja f :W → [a,b] uma função de Morse em um cobordismoW e v um
campo f -gradiente. Então toda linha de fluxo ϕ(∗, t;v) do fluxo gerado por v ou atinge
∂0W ou converge para um ponto crítico de f .

Prova: Suponha que alguma linha de fluxo ϕ(t;v) não atinja ∂0W . Então seu do-

mínio de definição não é limitado superiormente e isso implica que o conjunto dos

pontos críticos S(f ) é não vazio. De fato, se f não possuísse pontos críticos, então a

função φ(x) = Dfx(vx) não tem zeros e é limitada superiormente por alguma cons-

tante estritamente negativa −C. Logo, (f ◦ϕ)′(t) = f ′(ϕ(t))vϕ(t) ≤ −C < 0 para todo t

e f (ϕ(t))→−∞ quanto t→∞, o que é impossível.

Tomemos, portanto, um ponto crítico p ∈ S(f ). Usando um argumento similar ao

que acabamos de usar, é possível mostrar que para cada vizinhança U de p existe

T ∈ R tal que ϕ(T ) ∈ U . Logo, existe uma sequência tn (não constante) tal que

ϕ(tn)→ p quando tn →∞ e isso implica que f (ϕ(t)) é função estritamente decres-

cente de t e f (p) < f (ϕ(t)), para todo t. Seja agora K um locker para (f ,v) em p. Para
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algum n o ponto ϕ(tn) está no interior de K e, portanto ϕ(t) ∈ K , para todo t ≥ tn (de

outro modo f (ϕ(t)) < f (p) para algum t ∈ R, pela definição de locker). Escolhendo

lockers arbitrariamente pequenos, concluímos que ϕ(t;v)→ p. �

Os lockers nos garantem adicionalmente que, dados f uma função de Morse num

cobordismo W n-dimensional e v um campo vetorial f -gradiente, para todo ponto

crítico p de índice de Morse k existe uma vizinhança V de p tal que W s(p,v) ∩ V
é subvariedade de V de dimensão n − k. Para isso basta tomarmos V como sendo

o interior de um locker K ⊂ U para (f ,v) em p, onde U é uma vizinhança satisfa-

zendo as condições do Teorema de Hadarmard-Perron. Dessa forma W s(p,v|U ) será

variedade e teremos a validade da igualdade

W s(p,v|U )∩ Int K =W s(p,v)∩ Int K.

A inclusão da esquerda para direita é óbvia e a inclusão inversa segue das propri-

edades do locker. De fato, dado x ∈ W s(p,v)∩ Int K , a trajetória ϕ(x, ·;v) converge

para p e em nenhum momento pode sair de K (pois como K é locker, se a trajetória

de x sai de K , em algum momento t0 teríamos f (ϕ(x, t0;v)) < f (p), o que é absurdo,

pois f decresce ao longo das linhas de fluxo). Logo ϕ(x, t;v) permanece sempre em

K e converge para p quando t→∞, o que significa que x ∈W s(p,v|U )∩ Int K . Usa-

mos este fato para demonstrar o Teorema da Variedade Estável para o interior do

cobordismo na proposição a seguir.

Proposição 4.12 O conjunto W s(p,v)∩W 0 é subvariedade de W 0 de dimensão n − k,
onde k = indf p.

Prova: Sejam x ∈W s(p,v)∩W 0, x , p e V vizinhança de p como nas considerações

anteriores. Escolha T suficientemente grande de tal modo que ϕ(x,T ;v) ∈ V . A

aplicação y 7→ ϕ(y,T ;v) é um difeomorfismo de uma vizinhança Q de x para uma

vizinhançaQ′ ⊂ V de x′ = ϕ(x,T ;v) que mapeiaQ∩W s(p,v) emQ′∩W s(p,v). Como

Q′ ∩W s(p,v) é subvariedade de Q′, o resultado está provado. �

Para finalizar a prova do Teorema 4.5, resta considerar a estrutura local deW s(p,v)

ao redor do bordo ∂1M. Para isso, faremos uso do seguinte lema.

Lema 4.13 Seja D1 = W s(p,v)∩ ∂1W . Seja W ′ = f −1([c,b]) onde o intervalo [c,b] não
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contém valores críticos de f . Então existe um difeomorfismo

G : ∂1W × [c,b]→W ′

tal que:

1. G(D1 × [c,b]) =W ′ ∩W s(p,v)

2. f ◦G é igual a projeção ∂1W × [c,b]→ [c,b].

Prova: Considere o caso em que Dfx(vx) = −1 para todo x ∈ W ′. Essa condição ga-

rante que a função f decresce de forma constante ao longo das linhas de fluxo de v.

Nesse caso a aplicação G : ∂1W × [c,b]→W ′ definida por G(x, t) = ϕ(x,b − t;v) satis-

faz as condições do enunciado. Sua inversa é definida do seguinte modo: dado um

ponto y ∈W ′, temos que f (y) = t0 para algum t0 ∈ [c,b]. Podemos "retornar" através

do fluxo ϕ(y, t;v) até o "ponto de origem" x ∈ ∂1W . Usando o fato do decrescimento

de f ao longo das linhas de fluxo se dar em velocidade constante e sabendo que

f (x)− f (y) = b− t0, identificamos ponto y como sendo ϕ(x,b− t0;v). Desta forma fica

bem definida a função inversa y→ (x, t0). Todos os outros casos se resumem a este,

pois dado um campo f -gradiente v, é possível encontrar um campo f -gradiente w

tal que W s(p,v) = W s(p,w) e Dfx(wx) = −1 para todo x ∈W ′. Para isto basta tomar-

mos w = h · v onde h :W → R é uma função estritamente positiva com

h(x) = (Dfx(vx))
−1 para x numa vizinhança de W ′

e h(x) = −1 para x em uma vizinhança de S(f ). �

Munidos do Lema 4.13, completamos a demonstração do Teorema da Variedade

Estável para cobordismos.

Prova do Teorema 4.5 (conclusão): Seja D1 = W s(p,v) ∩ ∂1M. Escolha c ∈ (a,b)

de tal forma que o intervalo [c,b] não contem valores críticos, e seja U = f −1((c,b]).

Note que U é variedade com bordo, ∂U = ∂1W . Considere o difeomorfismo G do

lema anterior. Temos que G restrito a D1 × (c,b] é difeomorfismo de D1 × (c,b] em

W s(p,v)∩U . Como D1× (c,b] é subvariedade com bordo de ∂1W × (c,b], concluímos

que W s(p,v)∩U é uma subvariedade com o mesmo bordo de U . �

Mostramos na proposição a seguir que a variedade estável W s(p,v) é, adicional-

mente, localmente difeomorfa a um disco fechado.
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Figura 4.4: Difeomorfismo G : ∂1W × [c,b]→W ′.

Proposição 4.14 Sejam f : W → [a,b] uma função de Morse no cobordismo W , v um
f -gradiente e p um ponto crítico de f de índice k. Seja c = f (p). Então, para ε sufi-
cientemente pequeno, o conjunto ∆ε = W s(p,v) ∩ f −1([c,c + ε]) é variedade com bordo
difeomorfa ao disco fechado (n− k)-dimensional Dn−k.

Prova: Denote a restrição de f aW s(p,v)∩W 0 por g. Para todo x ∈W s(p,v) a função

f é estritamente decrescente ao longo da linha de fluxo ϕ(x, t;v), que se aproxima

de p conforme t →∞. Logo g possui um mínimo não degenerado em p. Segue do

Lema 3.2 que ∆ε é variedade com bordo difeomorfa a Dn−k. �

Considerando-se o fluxo invertido gerado por −v mostra-se que o mesmo resultado

é válido para a variedade estável W u(p,v), que é localmente difeomorfa ao disco

fechado k-dimensional Dk.

Corolário 4.15 W s(p,v) é contrátil.

Prova: Vamos demonstrar que ∆ε e W s(p,v) são homotopicamente equivalentes.

Para todo x ∈ W s(p,v)\∆ε, seja τ(x,v) o momento em que a linha de fluxo ϕ(x, ;v)

intersecta ∆ε. A função τ é contínua, conforme será mostrado no Teorema 4.16.

Defina agora o retrato de deformação forte

H :W s(p,v)× [0,1]→ ∆ε

pela fórmula H(x,θ) = ϕ(x,θ · τ(x,v);v) para x < ∆ε e H(x,θ) = x para x ∈ ∆ε. �
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Seja v um campo vetorial normal. Dado x ∈ W , definimos por τ(x,v) o momento

em que a linha de fluxo ϕ(x, ·;v) intersecta ∂0W . Denote por F ⊂W o conjunto dos

pontos x ∈ W para os quais a função τ(x,v) está definida. Para x ∈ F seja E(x) o

ponto de intersecção de ϕ(x, t;v) com ∂0W , ou seja,

E(x) = ϕ(x,τ(x,v);v) ∈ ∂0W.

Chamamos a função E : F → ∂0W de função de fechamento.

Teorema 4.16 F é aberto em W e as funções τ : F → R e E : F →W são contínuas.

Prova: Provemos primeiramente que F é aberto. Dado x ∈F mostramos que existe

um aberto U contendo x tal que U ⊂ F . Denote por D o conjunto dos pares (x, t)

tais que o domínio de definição de ϕ(x, ·;v) contém o intervalo [0, t]. Se x ∈F então

o domínio de definição de ϕ(x, ·;v) é limitado superiormente por τ(x,v). Tomando

t0 > τ(x,v) o domínio de definição de ϕ(x, ·;v) não contém [0, t0] e (x, t0) < D . Para

mostrar que F é aberto, basta mostrar que D é fechado. De fato,Supondo que D

seja fechado em W ×R, munido da topologia produto, existem abertos UW ⊂ W e

UR ⊂ R tais que x ∈UW , t0 ∈UR eUW ×UR ⊂W ×R\D . Segue queUW ⊂F pois dado

(y, t0) ∈UW ×UR o domínio de ϕ(y, ·;v) não contêm [0, t0] e portanto existe t1 < t0 tal

que t1 é limite superior do domínio de definição de ϕ(y, ·;v), logo ϕ(y, ·;v) alcança

∂0W em algum momento e y ∈F . Mostremos agora que D é fechado.

Definindo D0(W ) = {(x, t) ∈ D : t ≥ 0} e D1(W ) = {(x, t) ∈ D : t ≤ 0}, temos que D =

D0(W )∪D1(W ) e é suficiente provar que D0(W ) e D1(W ) são fechados. Seja (xn, tn)

sequência em D0(W ) convergindo ao ponto (x, t). Mostremos que (x, t) ∈ D0(W ) e

portanto D0(W ) é fechado. Suponha que (x, t) < D0(W ). Como (xn, tn) ∈ D0(W ),

dado ε, existeN1 tal que para todo n > N1 o domínio de definição das linhas de fluxo

ϕ(xn, ·;v) contêm [0, tn]. Como tn→ t , dado ε > 0, existe N1 tal que para todo n > N1

o domínio de definição deϕ(xn, ·;v) contém o intervalo [0, t−ε]. Por outro lado temos

que (x, t) < D e, portanto, τ(x,v) < t. Como ϕ(xn, t;v)→ ϕ(x, t;v), por propriedades

de soluções aproximadas de equações diferenciais, a partir de algum momento N2

teremos |τ(x,v)− τ(xn,v)| < tn − τ(x,v), para todo n. Tomando N > N1,N2, temos en-

tão que τ(xN ,v) < tN , o que é absurdo pois o domínio de definição de ϕ(xN , t;v) con-

tem [0, tN ]. Para o caso de D1(W ), basta notar que o homeomorfismo (x, t)→ (x,−t)
manda D0(W ) em D1(W ). Segue que D é fechado, logo F é aberto.

Com respeito a continuidade de τ , seja xn ∈F uma sequência convergindo a x ∈F .
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Mostraremos que qualquer subsequência τnk = τ(xnk ,v) converge necessariamente

para τ(x,v).

A) Se lim
k→∞

τnk = θ < τ(x,v), então a sequência (xnk , τnk ) ∈D converge para (x,θ) ∈D .

Como D é fechado, temos ϕ(x,θ;v) ∈ ∂0W , o que é uma contradição, visto que θ <

τ(x,v).

B) Se lim
k→∞

τnk = θ > τ(x,v), então existe um α > τ(x,v) tal que para todo n suficien-

temente grande os pontos (xn,α) estão em D e, portanto, o ponto (x,α) está em D , o

que contradiz a condição ϕ(x,τ(x,v);v) ∈ ∂0W . �

4.3 Complexo de Morse em cobordismos

Tendo estabelecido que as variedades estáveis e instáveis em cobordismos são varie-

dades com bordo (possivelmente vazio), estudamos nesta seção o caso em que essas

variedades são transversais no sentido da definição a seguir.

Definição 4.17 Sejam f : W → [a,b] uma função de Morse num cobordismo W e

v um campo vetorial f -gradiente em M. Dizemos que v satisfaz a condição de
transversalidade se W s(p,v) tW u(q,v) para quaisquer p,q ∈ S(f ).

Dizemos que o campo vetorial v é transversal se v satisfaz a condição de transver-

salidade. Não podemos afirmar que todo campo f -gradiente v é transversal, pois

não temos nenhum resultado que estabeleça relações entre variedades estáveis e

instáveis de diferentes pontos.

É possível demonstrar, entretanto, que a transversalidade é uma característica bas-

tante "comum", ou seja, que o conjunto dos campos de vetores transversais é aberto

e denso no conjunto dos campos de vetores em uma variedade. Logo, mesmo que

o campo vetorial f -gradiente não seja transversal, arbitrariamente próximo a ele

existe um outro campo que é. Assim, pode-se restringir a teoria de Morse em cobor-

dismos para campos f -gradientes transversais sem grandes perdas de informação.

Este fato é estabelecido pelo teorema a seguir, válido para uma função de Morse

f : W → [a,b] num cobordismo W e munindo o conjunto X (W ), dos campos de

vetores diferenciáveis em W , com a topologia C∞.

Teorema 4.18 O conjunto dos campos de vetores f -gradientes transversais é aberto e
denso no conjuntos dos campos de vetores f -gradientes em W .
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A prova deste teorema pode ser encontrada em [15] e não será demonstrada por-

que utiliza ferramentas que fogem a proposta desta dissertação.

Seja f : W → [a,b] uma função de Morse num cobordismo e v um campo f -

gradiente satisfazendo a condição de transversalidade. Dados p e q em S(f ) tais

que indf (p) = k + 1 e indf (q) = k, sejam

Su(p,v) =W u(p,v)∩ f −1(a) e Ss(q,v) =W s(q,v)∩ f −1(a),

onde a é um valor regular de f entre f (p) e f (q). O espaço Moduli M
q
p é dado por

M
q
p = Su(p,v)∩ Ss(q,v).

Assumindo que não exista nenhum valor crítico entre f (p) e f (q), M
q
p fica definido

sem ambiguidade e como consequência da transversalidade da intersecção segue

que M
q
p é variedade de dimensão 0 e segue da compacidade que M

q
p que é um con-

junto finito de pontos.

Nem sempre a função f satisfaz essas condições, entretanto. O que faremos a se-

guir, é alterar a função f ao redor de seus pontos críticos, aumentando ou dimi-

nuindo a sua velocidade de decrescimento, de modo a substituí-la por uma função

de Morse φ : W → [a,b] de tal que forma que o campo obtido seja φ-gradiente e o

espaço moduli fique definido sem ambiguidade para φ. Feito isso, estará provado o

seguinte teorema.

Teorema 4.19 Se indf p = indf q + 1, então M
q
p não depende do valor regular escolhido

e é um conjunto finito de pontos.

Definição 4.20 [Função de Morse separada] Uma função de Morse f : W → [a,b]

em um cobordismo W é separada se para quaisquer pontos distintos p,q ∈ S(f ),

tivermos f (p) , f (q).

Definição 4.21 [Função de Morse ajustada] Sejam f : W → [a,b] uma função de

Morse num cobordismo e v um campo f -gradiente. Uma função de Morse g : W →
[α,β] é ajustada para (f ,v) se:

1. S(g) = S(f )

2. A função f − g é constante em vizinhanças de ∂0M, ∂1M e de cada ponto de

S(f ).
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3. v é g-gradiente.

Proposição 4.22 Sejam f : W → [a,b] uma função de Morse num cobordismo e v um
campo f -gradiente. Então existe uma função de Morse separada g : W → [a,b] ajustada
a (f ,v).

O resultado segue como consequência do seguinte lema.

Lema 4.23 Sejam f : W → [a,b] uma função de Morse num cobordismo, p ∈ S(f ) e U
uma vizinhaça de p. Então para todo λ suficientemente pequeno existe uma função de
Morse g :W → [a,b] tal que

1. supp(g − f ) ⊂U .

2. g(x) = f (x) +λ, para x em uma vizinhança de p.

3. v é g-gradiente.

Prova: Sem perda de generalidade, podemos assumir que p é o único ponto crítico

de f em U . Escolha uma função diferenciável h : W → [a,b] tal que supp h(x) ⊂ U
e h(x) = 1 para x em uma vizinhança U0 ⊂ U de p. Seja g(x) = f (x) + λh(x). Fica

claro que as condições 1 e 2 serão válidas, restando provar que g é função de Morse

juntamente com a condição 3. Observe que

supp (Dfx −Dgx) = supp Dhx ⊂U −U0,

ou seja, os únicos pontos de g com derivada diferente de f pertencem ao conjunto

U−U0. Assim, se provarmos que g não possui pontos críticos nesse conjunto quando

λ é suficientemente pequeno, g será função de Morse. Mas observe que existe C > 0

tal que

Dfx(vx) < −C para x ∈U −U0.

Assim caso

|λ| ·
(
sup
x∈M
|Dxh(vx)|

)
<
C
2

teremos

Dgx(vx) < −
C
2

para x ∈U −U0.

Para esses valores de λ a derivada Dgx não possui zeros emU −U0, provando a parte

3 do enunciado e completando a demonstração deste lema e da Proposição 4.22. �
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Para a próxima definição, denotaremos o disco Euclidiano fechado n-dimensional

em W com centro em a e raio δ por Dδ(a), e o disco aberto por Bδ(a).

Definição 4.24 Para p ∈ S(f ) definimos

Dδ(p,v) =
{
x ∈W | ∃t ≥ 0 : ϕ(x, t;v) ∈Dδ(p)

}
Bδ(p,v) =

{
x ∈W | ∃t ≥ 0 : ϕ(x, t;v) ∈ Bδ(p)

}
Bδ(v) =

⋃
p∈S(f )

Bδ(p,v)

Dδ(v) =
⋃
p∈S(f )

Dδ(p,v)

W s(v) =
⋃
p∈S(f )

W s(p,v)

W u(v) =
⋃
p∈S(f )

W u(p,v)

Podemos pensar nos conjuntos Bδ(p,v) e Dδ(p,v) como uma espécie de "alarga-

mento" da variedade estável ou uma "variedade estável das bolas euclidianas" Bδ(p)

e Dδ(p). Também faremos uso da seguinte notação

Dδ(p,±v) =Dδ(p,v)∪Dδ(p,−v) e W us(p,v) =W s(p,v)∪W u(p,v).

Para exemplificar esses conjuntos, considere o cobordismo W como na Figura 4.5,

f : W → [a,b] a função altura e o campo v dado pelo gradiente negativo de f . A

Figura 4.6 mostra o fluxo visto "por cima". As setas verticais representamW u(p,v) e

as setas horizontais representam W s(p,v). O conjunto Bδ(p,±v) é representado pela

área mais escura e o conjunto Dδ(p,±v) a mesma região incluindo a região ponti-

lhada.

O que faremos no lema a seguir é mostrar que, quando a "região sombreada"

D(p,±v) não intersecta as variedades estáveis e instáveis de nenhum outro ponto

crítico q ∈ S(f ), é possível aumentar ou diminuir a velocidade de decrescimento de

f em D(p,±v) de modo a construir uma função g : W → [a,b] que assuma no ponto

crítico p o valor que quisermos. Esta alteração será realizada de modo que fora da

"região sombreada" f = g.

Lema 4.25 Sejam f : W → [a,b] uma função de Morse num cobordismo e v um campo
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Figura 4.5: Função altura num cobordismo.

Figura 4.6: Visão de W "por cima".

f -gradiente. Sejam p ∈ S(f ) e δ > 0. Suponha que

Dδ(p,±v)∩W us(q,v) = ∅ para todo q , p.

Seja 0 < ν < δ. Seja [µ,ξ] ⊂ [a,b] um intervalo e seja c ∈ (µ,ξ). Então existe uma função
de Morse g :M→ [a,b], ajustada a (f ,v) tal que

A) f (x) = g(x) para x <Dδ(p,±v).

B) g(p) = c e g(Dν(p)) ⊂ (µ,ξ).

Prova: A prova é construtiva. Vamos definir a função g em três conjuntos, cuja

união é igual a W . Primeiramente considere o conjunto W \Dδ(p,±v). Nesse con-
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junto definimos g(x) = f (x).

Para o conjunto Bν(p,±v) escolha qualquer intervalo [α,β] ⊂ (a,b) tal que f (Dδ(p)) ⊂
(α,β). Escolha um difeomorfismo λ : [a,b]→ [a,b] com as seguintes propriedades:

1. λ(t) = t para t em uma vizinhança de a e b;

2. λ([α,β]) ⊂ (µ,ξ);

3. λ(f (p)) = c e λ′(t) = 1 em uma vizinhança de f (p).

Um exemplo de difeomorfismo satisfazendo essas condições é mostrado na

Figura 4.7.

Figura 4.7: Difeomorfismo λ.

Definimos g(x) = λ(f (x)) em Bν(p,±v), o que nos garante a segunda condição do

lema.

Resta apenas definir a função g para o conjunto X = Dδ(p,±v)\Bν(p,±v) de uma

forma que ela seja compatível com a definição já estabelecida para os conjuntos

anteriores, seja diferenciável e ajustada a (f ,v). Para isso, escolha uma função h :

∂1W → [0,1] que satisfaça:

1. h(x) = 1, para x ∈Dν(p,v)∩∂1W

2. h(x) = 0, para x < Bδ(p,v)∩∂1W
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Figura 4.8: Função de extensão h(x).

Ilustramos uma função desse tipo na Figura 4.8 para o cobordismo da Figura 4.5.

Definimos uma função E−v : W → ∂1W da seguinte forma: dado x ∈ W , caso o

intervalo de definição da linha de fluxo ϕ(x, ·;−v) seja limitado superiormente, ela

intersecta ∂1M em algum momento τ(x,−v). Considerando o conjunto de pontos

onde a função x→ τ(x,−v) é bem definida, denotamos por E−v(x) o ponto de inter-

secção com ∂1W , ou seja E−v(x) = ϕ(x,τ(x,−v);−v) ∈ ∂1W . Utilizando os mesmos

argumentos da prova do Teorema 4.16, demonstra-se que, no conjunto onde está

definida, a função x → E−v(x) é contínua e diferenciável. Utilizamos esta função

para estender a função h para W como a seguir:

1. h(x) = 1, para x ∈W us(p,v);

2. h(x) = 0, para x ∈W u(q,v) com q ∈ S(f ), q , p;

3. h(x) = h(E−v(x)), para x <W u(v).

A última condição implica que a restrição de h a uma linha de fluxo ϕ é constante

e seu valor na linha de fluxo é igual ao valor no ponto de intersecção de ϕ com ∂1W .

Observe que no caso ilustrado na Figura 4.8, a condição 2 não se aplica, de modo

que sobre as variedades estáveis e instáveis de p a função h assume valor 1 e será o

mesmo caso para toda a área cinza. Entre a área cinza e a linha pontilhada, a função

h descresce diferenciavelmente de 1 para 0, e fora da linha pontilhada ela se anula.
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A função h é diferenciável pela diferenciabilidade da função x→ E−v(x) e a função

função g pode ser definida no conjunto W pela fórmula

g(x) = h(x) ·λ(f (x)) + (1− h(x)) · f (x).

Observe que esta fórmula é compatível com a definição já estabelecida para os con-

juntos W \D(p,±v) e Bν(p,±v). Além disso, h é constante em toda linha de fluxo com

domínio [α,β]. Como f e λ(f (x)) são estritamente decrescentes, então g também é

estritamente decrescente e satisfaz

Dgx(vx) < 0, para todo x < S(f ),

sendo um g gradiente. A função g é diferenciável, é função de Morse e f − g é cons-

tante numa vizinhança do bordo ∂W e de cada ponto crítico. Assim ficam satisfeitas

as condições que garantem que g é uma função ajustada para (f ,v), completando a

demonstração.

�

Antes de enunciar o próximo resultado, adicionamos uma definição.

Definição 4.26 Sejam f :W → [a,b] uma função de Morse num cobordismo e v um

f -gradiente. Se não existem links entre os pontos críticos de f , então o par (f ,v) é

chamado de elementar, e o cobordismo W de cobordismo elementar.

Em cobordismos elementares é possível encontrar um δ > 0 tal que, para todo θ < δ,

os conjuntos Dθ(p,v) onde p ∈ S(f ) são subconjuntos de W compactos e disjuntos

dois a dois. Logo, temos o seguinte corolário do Lema 4.25.

Teorema 4.27 (Lema do Rearranjamento) Sejam f :W → [a,b] uma função de Morse
num cobordismo e v um campo f -gradiente. Assuma que (f ,v) é elementar. Seja S(f ) =

{p1, . . . ,pk} e sejam α1, . . . ,αk números reais arbitrários em (a,b). Então existe uma função
de Morse g :M→ [a,b] ajustada a (f ,v) tal que para todo i tenhamos g(pi) = αi .

Prova: Indução no Lema 4.25. �

O Teorema 4.27 nos garante que, em cobordismos elementares, podemos escolher

qualquer número real como imagem de pontos críticos. Faremos extenso uso desse

resultado para provar o rearranjamento de funções em campos gradientes trans-

versais. Queremos também ordenar esses valores e por isso será útil acrescentar a

seguinte definição.
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Definição 4.28 [Função de Morse ordenada] Uma função de Morse ordenada é

uma função de Morse φ :W → [a,b] num cobordismo juntamente com uma sequên-

cia a0, . . ., an+1 de valores regulares (onde n = dimW ), tais que a = a0 < a1 < · · · <
an+1 = b e

Si(f ) ⊂ φ−1(]ai , ai+1[)

para todo i.

A sequência a0, . . ., an+1 é chamada sequência de ordenamento para φ. O resultado

seguinte servirá de base para a prova do Teorema 4.19.

Lema 4.29 Sejam f :W → [a,b] uma função de Morse num cobordismo e v um campo f -
gradiente. Se v é transversal então existe uma função de Morse ordenada φ :W → [a,b],
que seja ajustada para (f ,v) e, para todo k, o valor de φ em todos os seus pontos críticos
de índice k seja o mesmo.

Prova: A prova desse resultado é construtiva. Primeiramente, aplicamos a Proposi-

ção 4.22 para obter uma função de Morse g separada e ajustada a (f ,v). Dois pontos

críticos de g serão chamados vizinhos se não houver valor crítico entre g(p) e g(q).

Diremos que o par (p,q) é uma inversão quando g(p) < g(q) e indgp > indgq. Para

uma inversão (p,q) defina

W ′ = g−1([g(p)− ε,g(q) + ε])

onde ε é suficientemente pequeno para que g(p) e g(q) sejam os únicos valores crí-

ticos de g |W ′. O par (g |W ′,v|W ′) é elementar, visto que v satisfaz a condição de

transversalidade. Aplicando o Lema do Rearranjamento ao cobordismo W ′, remo-

vemos esta inversão. Aplicando o mesmo procedimento várias vezes, terminamos

com uma função de Morse h, ajustada a (f ,v) e sem inversões. Logo a função h é or-

denada e aplicando novamente o Lema do Rearranjamento podemos colocar todos

os ponto críticos de índice i na mesma superfície de nível de f . �

Finalmente temos as ferramentas necessárias para a prova do Teorema 4.19.

Prova do Teorema 4.19: Como o campo v satisfaz a condição de transversali-

dade, segue do Lema 4.29 que existe uma função de Morse ordenada φ ajustada

a (f ,v) para a qual v é um campo φ-gradiente. Seja a = a0 < a1 < · · · < an+1 = b a

sequência ordenada de φ, onde n = dimW . Sejam k = indf (p) e V = φ−1(ak). Seja

Su(p,v) = W u(p,v)∩V e Ss(q,v) = W s(q,v)∩V . Su(p,v) e Ss(q,v) são subvariedades
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compactas de V , difeomorfas às esferas de dimensões k − 1 e n − k − 1, respectiva-

mente. Cada linha de fluxo ligando p a q instersecta V em exatamente um ponto e,

logo, obtemos uma bijeção entre M
q
p e Su(p,v) ∩ Ss(q,v). Como Su(p,v) t Ss(q,v),

concluímos que dim Su(p,v)∩ Ss(q,v) = 0 e como W 0 é compacto, M
q
p é um con-

junto finito de pontos. �

A orientação deW u(p,v) induz uma orientação em Su(p,v), a orientação deW s(q,v)

induz uma orientação no fibrado normal deW s(q,v) e em Ss(q,v). Assim, cada ponto

de M
q
p adquire um sinal. Para uma linha de fluxo γ ∈ M

q
p denotaremos o sinal

correspondente por ε(γ). É possível mostrar que o sinal de uma linha de fluxo não

depende da escolha da função de Morse ordenada φ ajustada a (f ,v).

Definição 4.30 O inteiro

n(p,q;v) =
∑
γ∈M q

p

ε(γ)

é chamado de número de intersecção entre p e q com respeito a v.

Dados os grupos graduados Mk(f ,v) :=
⊕

p∈Sk(f )Z〈p〉, k ∈ Z, defina o homomor-

fismo ∂k : Mk→Mk−1 por

∂kp =
∑

q∈Sk−1(f )

n(p,q;v) · q.

Mostraremos agora que, analogamente ao caso de variedades fechadas e fluxos gra-

dientes, temos um complexo de cadeias cuja homologia, agora relativa ao bordo

∂0W , é isomorfa à homologia singular do cobordismo W .

Teorema 4.31 Para todo k, a composição ∂k ◦ ∂k+1 = 0 e a homologia do complexo de
cadeias correspondente é isomorfa a H∗(W,∂0W ).

O complexo de cadeias resultante é denotado por M∗(f ,v) e é chamado de Com-
plexo de Morse no cobordismo do par (f ,v). Os pontos críticos de f definem uma

base natural para M∗(f ).

Observe que o complexo de Morse no cobordismo não depende da escolha da fun-

ção f para qual v é f -gradiente. De fato, o operador bordo depende apenas das

linhas de fluxo de v. Para provar o Teorema 4.31, construiremos uma filtração so-

bre o cobordismo W por meio de uma função de Morse ordenada e mostraremos

que a filtração é celular. O Teorema 2.14 garante que o complexo celular resultante
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possuirá homologia isomorfa a homogia singular relativa de (W,∂0W ). Feito isso,

estabeleceremos um isomorfismo entre este complexo celular e o complexo de Morse

no cobordismo.

Figura 4.9: Filtração Morse-Smale de um cobordismo.

Sejam φ : W → [a,b] uma função de Morse ordenada e (a0, . . . , an+1) sua sequência

de ordenamento. Considere a filtração

∂0W ⊂W 0 ⊂ · · · ⊂W n

onde W k = φ−1([a,ak+1]). Chamaremos esta filtração de filtração Morse-Smale. Um

exemplo de filtração Morse-Smale para k ∈ {0,1,2} é exibido na Figura 4.9. O com-

plexo celular associado será denotado por C∗(φ). Temos, por definição

Ck(φ) =Hk(W
k ,W k−1).

Lema 4.32 A filtração Morse-Smale é celular e Ck(φ) é um grupo abeliano livre gerado
pelos pontos críticos de índice k de φ.

Prova: Pelo Teorema da Excisão, temos

H∗(W
k ,W k−1) 'H∗(Wk ,∂0Wk),

ondeWk = φ−1([ak , ak+1]). Observe queWk é um cobordismo elementar e o índice de
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todo ponto crítico de φ|Wk
é igual a k. Considerando as variedades instáveis restritas

ao cobordismo Wk, escrevemos

X = ∂0Wk ∪
⋃

p∈Sk(φ)

W u(p,v).

Sabendo que os conjuntos W u(p,v) são homeomorfos a discos nessas condições, te-

mos que X é homeomorfo ao espaço obtido a partir de ∂0Wk colando nele um nú-

mero |Sk(φ)| de discos de dimensão k, um para cada ponto crítico de Wk. Temos que

a inclusão i : X ↪→Wk é uma equivalência homotópica.

De fato, defina a aplicação

Lt(x) = L(x, t) =

ϕ(x, t;v), se t ≤ τ(x,v);

ϕ(x,τ(x,v);v), se t ≥ τ(x,v).

Provaremos que existe T > 0 tal que Lt(W ) ⊂ X para todo t ≥ T e que a aplicação

LT : Wk → X é a inversa homotópica da aplicação de inclusão i. Seja U ⊂ W s(v)

aberto e tome δ > 0 suficientemente pequeno tal que Bδ(v) ⊂ U . Assuma que não

exista t ≥ 0 tal que L(x, t) ∈ ∂0Wk∪Bδ(v). Então para algum x ∈Wk\Bδ(v) a sua órbita

não atinge ∂0Wk e nem converge a um ponto crítico de φ, o que é impossível pela

Proposição 4.11. Assim, Lt(W ) ⊂ X para todo t ≥ T . A aplicação LT :Wk→ X é a in-

versa homotópica da aplicação de inclusão i pois LT ◦ i : X→ X é igual a LT |X , que é

homotópica a identidade em X pela homotopia Lt |X e a composição i◦LT :Wk→Wk

é homotópica a identidade em Wk, pela homotopia Lt.

Assim, os grupos de homotopia de X e Wk, e por consequência seus grupos de

homologia, são isomorfos. Por uma aplicação simples do Lema dos cinco, temos que

a inclusão de pares (X,∂0Wk) ↪→ (Wk ,∂0Wk) é uma equivalência homológica, isto é,

induz um isomorfismo nos grupos de homologia dos pares. Logo Hk(Wk ,∂0Wk) '
Hk(X,∂0Wk) e concluímos que Hk(Wk ,∂0Wk) é um grupo abeliano livre gerado pelo

conjunto de pontos críticos de índice de Morse k. Vamos provar que a filtração

Morse-Smale é celular.

Como para cada ponto crítico p ∈Wk temos o difemomorfismo de pares

(W u(p,v),∂W u(p,v)) ' (Dk ,Sk−1),
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a orientação escolhida de W u(p,v) determina um gerador no grupo

Hk(W
u(p,v),∂W u(p,v)) ' Z

e a imagem desse gerador com respeito ao homomorfismo induzido pela inclusão

Hk(W
u(p,v),∂W u(p,v))→Hk(Wk ,∂0Wk),

será denotada por dp. A família {dp : p ∈ Sk(f )} constitui uma base para o grupo.

Portanto, quando i = k, o grupo de homologia Hi(Wk ,∂0Wk) é um grupo abeliano

livre gerado pelas classes de homologia das variedades instáveis e quando i , k

Hi(Wk ,∂0Wk) = 0, completando a demonstração.

�

Como filtrações celulares preservam a homologia singular do par (W,∂0W ), temos

como corolário o próximo teorema.

Teorema 4.33 A homologia do complexo celular associado a filtração Morse-SmaleC∗(φ)

é isomorfa a H∗(W,∂0W ).

Podemos utilizar a base {dp : p ∈ Sk(f )} de Hk(Wk∂0Wk), construída na prova do

Lema 4.32, para associar um número inteiro a cada par (ω,p), ondeω ∈Hk(Wk ,∂0Wk)

e p ∈ Sk(f ). Dados f : W → [a,b] uma função de Morse ordenada, v um campo f -

gradiente orientado e ω ∈Hk(Wk ,∂0Wk), podemos escrever

ω =
∑

p∈Sk(f )

m(ω,p)dp onde m(ω,p) ∈ Z.

O inteiro m(ω,p) é chamado de multiplicidade de ω em p. Estamos interessados no

cálculo da multiplicidade de uma classe particular em Hk(Wk ,∂0Wk), que definimos

a seguir.

Definição 4.34 DadasM uma variedade orientada, sem bordo, n-dimensional eU ⊂
M, ω ∈Hn(M,U ) é classe fundamental para (M,U ) se para todo p ∈M\U a imagem

de ω em Hn(M,M\p) é o gerador da orientação induzida nesse grupo (lembrando

que Hn(M,M\p) é isomorfo a Z).

Quando M\U é compacta, a classe fundamental existe e é única (veja [5]). Seja f :

(M,U )→ (A,B) uma aplicação contínua de pares. Caso M\U seja compacta, haverá

classe fundamental emHn(M,U ). Denotaremos a imagem desta classe fundamental
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em Hn(A,B) por f∗([M]) (ou simplesmente [M], quando não houver necessidade de

explicitar a função f ).

O lema a seguir estabelece a possibilidade do cálculo da classe fundamental de

uma variedade M a partir da restrição de f a uma subvariedade de M. Sua prova é

simples e é omitida.

Lema 4.35 Nas condições estabelecidas acima, sejam N ⊂M, dimM = dimN e M\U ⊂
N . Então f∗([M]) = (f |N )∗([N ]) ∈Hn(A,B).

Seja f : W → [a,b] um função de Morse no cobordismo W e v um campo f -

gradiente. Assuma que (f ,v) é elementar e que todos os pontos críticos tem o mesmo

índice k. SejaN ⊂ ∂1W uma subvariedade compacta, sem bordo, k-dimensional, ori-

entada e transversal a Ss(p,v) =W s(p,v)∩∂1W , para todo p. Considere (∂1W,N )→
(W,∂1W ) a aplicação de pares dada pela inclusão de conjuntos. O lema a seguir re-

laciona a multiplicidade de [N ] em p com o número de intersecção entreN e Ss(p,v),

nos dando uma caracterização da classe fundamental [N ].

Lema 4.36 Para todo p temos

n(N,Ss(p,v)) =m([N ],p) e [N ] =
∑

p∈Sk(f )

n(N,Ss(p,v))dp

Prova: Provaremos que n(N,W s(p,v)) = m([N ],p) para uma subvariedade N ⊂ W
compacta, sem bordo, k-dimensional e transversal a W s(p,v) para todo ponto p ∈
Sk(f ). O caso N ⊂ ∂1W segue observando que o número de intersecção n(N,Ss(p,v))

em ∂1W é igual ao número de intersecção n(N,W s(p,v)) em W . Sabemos que

N tW s(v) onde W s(v) =
⋃
p∈S(f )

W s(p,v)

e vamos supor que N ∩W s(v) é finito. Assim, o número de interseção n(N,W s(p,v))

está definido para todo p e a classe fundamental [N ] ∈ Hk(W,W \W s(v)). Como

a aplicação de inclusão i : (W,∂1W ) → (W,W \W s(v)) é equivalência homotópica

(por argumentos semelhantes aos da prova do Lema 4.32), os grupos de homologia

H∗(W,W \W s(v)) são gerado pelos dp’s (fazendo um abuso de notação). Provaremos

que

[N ] =
∑

p∈Sk(f )

n(N,W s(p,v))dp,
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implicando no resultado.

Seja a ∈ N ∩W s(v). Como N t W s(v) temos, por definição, que TaN ⊕ TaW s(v) =

TaW . Sabedo que TaW s(v) é subespaço (n−k)-dimensional, concluímos que a dimen-

são de TaN é igual a k. Logo, a diferencialDia da aplicação de inclusão i :N ↪→W no

ponto a é injetiva. Segue, pelo Teorema do Posto em variedades, que restrita a uma

vizinhança pequena de a a inclusão i é um mergulho. Seja Bk(0, r) o disco euclidiano

aberto de dimensão k, de raio r e centrado em 0 em Rn. Para cada a ∈ N ∩W s(v),

escolha um mergulho φa : Bk(0, r)→ N tal que φa(0) = a. Podemos assumir (dimi-

nuindo o raio r, se necessário) que φa é um mergulho que satisfaz

φa(B
k(0, r))∩W s(v) = {a}.

Podemos assumir adicionalmente que a ∈W s(p,v) e que os fechos das imagens Imφa
são disjuntos dois a dois, para diferentes pontos de N ∩W s(v). Segue do Lema 4.35

que a classe fundamental [N ] satisfaz

[N ] =
∑

a∈N∩W s(v)

(φa)∗([B
k(0, r)]),

onde [Bk(0, r)] representa a classe fundamental de Bk(0, r) emH∗(Bk(0, r),Bk(0, r)\{0}).
Portanto, calculando a classe fundamental da imagem dos mergulhos φa’s, obtemos

o resultado por linearidade. Faremos isso descendo φa(Bk(0, r)) ao longo das linhas

de fluxo de v para uma vizinhança de p, onde o cálculo da homologia será imediato.

Escolha um difeomorfismo ψ : Bk(0, r1)×Bn−k(0, r2)→U , onde U é uma vizinhança

de p tal que ψ(0,0) = p, ψ(Bk(0, r1)) = W u(p,v) ∩U , ψ(Bn−k(0, r2)) = W s(p,v) ∩U e

ψ|Bk(0,r1) preserva orientação (identificando os conjuntos Bk(0, r1) e Bn−k(0, r2) com os

subconjuntos Bk(0, r1)×{0} e {0}×Bn−k(0, r2) de Bk(0, r1)×Bn−k(0, r2), respectivamente).

Observe que dado um subconjunto N1 ⊂ U transversal a U ∩W s(p,v), tomando a

imagem do gerador deHk(Bk(0, r1),Bk(0, r1)\{0}) emHk(U,U\W s(p,v)∩U ) como base

dp (fazendo aqui um novo abuso de notação), a multiplicidade m([N1],p) da classe

[N1] ∈Hk(U,U\W s(p,v)∩U ) será igual ao número de intersecção n(N1,W
s(p,v)∩U ).

Escolhendo T > 0 suficientemente grande tal que ϕ(a,T ;v) ∈ U e restringindo o

raio r, caso necessário, podemos assumir que o conjunto ϕ(φa(Bk(0, r)),T ;v) ∈ U .
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Definindo uma função g : Bk(0, r)→U pela seguinte fórmula

g(z) = ϕ(φa(z),T ;v),

teremos o seguinte diagrama de mergulhos

(Bk(0, r),Bk(0, r)\{0})
_�

g
��

(Bk(0, r1),Bk(0, r1)\{0})
_�

α
��

(U,U\ψ(Bn−k(0, r2)))
_�

J
��

(Bk(0, r1),Bk(0, r1)\{0})×Bn−k(0, r2)
ψ
'oo

(W,W \W s(v)),

onde J é a aplicação de inclusão e α é o mergulho

α(x,y) = (x × 0, y × 0).

Como a classe fundamental da variedade instável W u(p,v) em H∗(W,W \W s(v)) é

igual a imagem da classe fundamental do par (Bk(0, r1),Bk(0, r1)\{0}) sob a aplicação

induzida por (J ◦ψ ◦α), a prova fica reduzida a demonstrar a seguinte igualdade

(ψ−1 ◦ g)∗([B
k(0, r),Bk(0, r)\{0}]) = α∗([B

k(0, r1),Bk(0, r1)\{0}]).

A aplicação h = ψ−1◦g é um mergulho de Bk(0, r) em Bk(0, r1)×Bn−k(0, r2) que inter-

secta Bn−k(0, r2) transversalmente em um ponto e o sinal da intersecção é positivo.

Seja π : Bk(0, r1)×Bn−k(0, r2)→ Bk(0, r1) a aplicação projeção. Como h t Bn−k(0, r2) a

composição π ◦ h é um difeormorfismo local em uma vizinhança de 0 que preserva

orientação. Restringindo ψ ao produto Bk(0,ρ1)×Bn−k(0,ρ2) com apropriados ρ1 < r1
e ρ2 < r2 podemos assumir que π ◦ h também preserva orientação. Logo, temos

(π◦h)∗([B
k(0, r),Bk(0, r)\{0}]) = [Bk(0, r1),Bk(0, r1)\{0}] = (π◦α)∗([B

k(0, r1),Bk(0, r1)\{0}])

e como a aplicação

π : (Bk(0, r1),Bk(0, r1)\{0})×Bn−k(0, r2)→ (Bk(0, r1),Bk(0, r1)\{0})

é uma equivalência homotópica de pares, a igualdade segue, completando a de-

monstração. �

Munidos do Lema 4.36, provamos o Teorema 4.31 definindo um isomorfismo entre
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o complexo de Morse e o complexo celular no resultado a seguir.

Teorema 4.37 Seja o homomorsfimso I : M∗(f ,v) → C∗(φ,v) definido em cada ponto
crítico por I(p) = dp(v). Então I é isomorfismo que comuta com os operadores bordos,
ou seja, I ◦ ∂k = ∂̃k ◦ I . Em particular, M∗(f ,v) é um complexo de cadeias e I é um
isomorfismo de complexo de cadeias.

Prova: Para p ∈ Sk(f ), escreva

∂(p) =
∑

q∈Sk−1(f )

n(p,q)q e ∂̃(dp) =
∑

q∈Sk−1(f )

ν(p,q)dq.

Provaremos que n(p,q) = ν(p,q). Sejam

V = φ−1(ak), Su(p,v) = V ∩W u(p,v) e Ss(q,v) = V ∩W s(q,v).

Temos que Su(p,v) é uma subvariedade orientada de V (k − 1)-dimensional e sua

classe fundamental [Su(p,v)] ∈ H∗(W k ,W k−1) é igual a ∂̃(dp), por definição. Mas

sabemos pelo Lema 4.36 que

[Su(p,v)] =
∑

q∈Sk−1(f )

n(Su(p,v),Ss(q,v))dq,

o que completa a demonstração. �
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Neste capítulo introduzimos a Teoria de Novikov, uma visão alternativa da Teoria

de Morse para funções com imagem no círculo S1. Desenvolvemos a teoria à partir

do pullback do recobrimento universal de R sobre S1 com base em uma aplicação

diferenciável f : M → S1 com finitos pontos críticos não degenerados. Obtemos

assim uma função de Morse F : M → R no recobrimento cíclico infinito M. Como a

função F é equivariante com relação à ação de Z emM, ou seja, F(tx) = F(x)−1, onde

t é o gerador de Z, podemos restringir o estudo de F à um cobordismo particular

e utilizar os resultados obtidos no capítulo anterior. Desta maneira constuímos o

Complexo de Novikov, um análogo ao complexo de Morse para funções circulares

e mostramos algumas de suas aplicações. As referências adotadas para este capítulo

foram [15], [18] e [2].

5.1 Aplicações de Novikov

Sejam M uma variedade Riemanniana, compacta sem bordo, n-dimensional e f :

M → S1 uma função diferenciável. Para qualquer ponto x ∈M é possível escolher

uma vizinhança V de f (x) difeomorfa a um intervalo em R. Seja U = f −1(V ). A

aplicação f restrita a U é uma aplicação de U em R. Logo, todas as noções locais da

teoria de Morse, como pontos críticos não degenerados, matriz Hessiana e índices

de pontos críticos, são estendidas naturalmente para aplicações de M em S1. Sem

perda de generalidade, assumiremos queM é conexa por caminhos. Quando não for

o caso, basta aplicamos os resultados deste capítulo para cada componente conexa

por caminhos de M.

Definição 5.1 Uma aplicação diferenciável f :M → S1 é chamada de Aplicação de
Novikov se todos os seus pontos críticos forem não degenerados.

Continuaremos a denotar por S(f ) o conjunto dos pontos críticos de f e por Sk(f )

o conjunto dos pontos críticos de índice k, considerando esses conceitos agora no

contexto de funções f : M → S1. Como M é compacta, tanto S(f ) como Sk(f ) são
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conjuntos finitos de pontos.

Queremos aplicar os métodos da Teoria de Morse desenvolvidos no capítulo ante-

rior para funções desse tipo. A abordagem que usaremos será considerar o recobri-

mento cíclico infinito π :M→M induzido pelo pullback do recobrimento universal

de R sobre S1, dado por Exp : R→ S1, Exp(t) = e2πit, com base em uma aplicação de

Novikov f : M → S1. A função f levanta então para uma função F em M = f ∗M de

tal forma que o diagrama

M F //

π

��

R

Exp

��
M

f // S1

comute. A função F é equivariante com relação à ação de Z em M, ou seja, F(tx) =

F(x)− 1, onde t é o gerador de Z.

Sabemos queM possui estrutura diferenciável pelos Teoremas 2.25 e 2.27. Observe

também que a função F será de Morse se, e somente se, f for de Novikov. Cada

p ∈ S(f ) é levantado para uma coleção de infinita de pontos tip ∈ S(F), i ∈ Z, sendo

que é definida uma ação de grupo natural de Z em S(F) por tz(tip) = ti+zp. Definimos

a seguir condições sobre o campo vetorial gerador da dinâmica que estudaremos.

Definição 5.2 Seja M uma variedade compacta, sem bordo e f : M → S1 uma apli-

cação de Novikov. Um campo vetorial C∞ v é chamado de f -gradiente se:

(A) Para todo todo x < S(f ) temos Dfx(vx) < 0.

(B) Para todo p ∈ S(f ) a função real φ(x) = Dfx(vx) possui um ponto de máximo

local não degenerado em p.

Embora observemos que, dado um campo f -gradiente v, o levantamento de v para

M, denotado por v, é um campo F-gradiente, não é possível usar a teoria de Morse

desenvolvida nos capítulos anteriores de forma direta, poisM é variedade não com-

pacta e S(F) é sempre infinito caso não seja vazio. Temos, entretanto, que o reco-

brimento cíclico infinito é equivariante, e portanto, composto por infinitos pedaços

(cobordismos) localmente homeomorfos a M. Logo, nossa estratégia será restingir

a função F à um cobordismo particular e "transportar" suas propriedades para a

função f através do recobrimento cíclico infinito. Desta maneira construimos uma
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Figura 5.1: Linhas de fluxo de M com 2 voltas ou menos.

Figura 5.2: Linhas de fluxo de M com 3 voltas.

estrutura algébrica de complexo de cadeias que carrega consigo informações sobre

a dinâmica e topologia de M.

Exemplo 5.3 Considere o toro deformado M com o fluxo representado nas Figu-

ras 5.1 e 5.2. Assumimos que o fluxo seja gerado por um campo vetorial normal v,

f -gradiente, para uma determinada aplicação de Novikov f . Nesse caso, o campo

vetorial levantado v em M é F-gradiente, e a função F descresce ao longo das li-

nhas de fluxo. A Figura 5.3 representa o recobrimento cíclico infinito de M, onde

representamos F como sendo a função altura.
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Figura 5.3: Recobrimento cíclico infinito de M.
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5.2 Complexo de Novikov

Nesta seção construímos o complexo de Novikov. Adotamos a notação L = Z[t, t−1]

para os polinômios de Laurent e L = Z[[t]] para as séries de Laurent na variável t.

Definimos a seguir um anel que desempenhará um papel importante para a teoria

de Novikov.

Definição 5.4 O Anel de Novikov Z((t)) é o anel de todas as séries de Laurent∑
i∈Z

zit
i

em uma variável com coeficientes em Z que possuem um número finito de parcelas

com expoente "i" negativo.

Seja f :M→ S1 uma função de Novikov, sendoM variedade compacta, sem bordo.

Seja F : M → R o levantamento definido na seção anterior. O grupo abeliano livre

Mk em M é gerado por pontos críticos de F do tipo tip, onde i ∈ Z, que são os le-

vantamentos dos pontos p ∈ Sk(f ). Cada elemento de Mk pode ser escrito como a

soma
∑
i
∑
j α

i
jt
ipj e utilizando a ação de Z sobre M para reescrever a soma como∑

i(
∑
j α

i
jt
j)ti−jpj , podemos pensar em Mk como um módulo livre sobre L, qualquer

levantamento de Sk(f ) em M servindo de base para Mk. Considere o produto ten-

sorial

Nk = Mk ⊗L L.

Construiremos uma aplicação ∂k : Nk→Nk−1 que dará aos módulos graduados uma

estrutura de complexo de cadeias. Provaremos na seção seguinte que este complexo

recupera a homologia de H∗(M)⊗L L e veremos porquê esta abordagem é utilizada

ao invés da abordagem clássica de Morse em alguns casos. Seguindo o padrão es-

tabelecido nos dois capítulos anteriores, nosso primeiro resultado é uma versão do

Teorema 3.10, para o caso Novikov.

Lema 5.5 Para cada ponto crítico tip de índice de Morse k de F, a variedade instável
W u(tip,v) é uma subvariedade de dimensão k de M.

Prova: Dados λ e µ valores regulares tais que λ < F(tip) < µ, considere o cobordismo

W = F−1([λ,µ]). É suficiente provar que a intersecção W u(tip,v)∩W 0 é uma subva-

riedade k-dimensional de M, pois W u(tip,v) é uma união infinita de subvariedades
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desse tipo. Observando que

W u(tip,v)∩W 0 =W u(tip,v|W )∩W 0,

como F|W é função de Morse em W e v|W é seu gradiente, basta aplicarmos o Teo-

rema 4.12. �

O Lema 5.5 também implica que a variedade estável W s(tip,v) é subvariedade

(n−k)-dimensional de M. Desta forma, a noção de transversalidade do campo veto-

rial v em M é definida de forma análoga ao capítulo anterior. Como para qualquer

ponto crítico tip de F, a restrição da projeção π :M→M aW u(tip,v) é uma imersão

injetiva deste conjunto em M e tem como imagem a variedade instável W u(p,v) em

M, concluímos que v é transversal se, e somente se, v é transversal. O Teorema 4.18

se aplica para a variedade compacta sem bordoM, de forma que podemos restringir

nosso estudo a variedades munidas de campos f -gradientes satisfazendo a condição

de transversalidade.

Sejam f :M → S1 uma aplicação de Novikov e v um campo em f -gradiente. Fixe-

mos orientações para as variedades instáveis W u(v,p), para todo p em S(f ). Quere-

mos definir o número de intersecção n(tip, tjq;v) para todo par de pontos críticos

tip, tjq de F com índices de Morse consecutivos. A definição é análoga às anteriores.

Escolha λ,µ valores regulares de F com λ < F(tjq) < F(tip) < µ. A restrição de F

ao cobordismo W = F−1([λ,µ]), é uma função de Morse e v|W é um F|W -gradiente

transversal. A orientação de v induz uma (Z-invariante) orientação de v e v|W . Te-

mos portanto o número de interseção n(tip, tjq;v|W ) obtido pela contagem de linhas

de fluxo de tjq para tip no cobordismo W . Claramente n(tip, tjq;v|W ) não depende

da escolha de valores regulares λ,µ e podemos denotá-lo por n(tip, tjq;v). Obser-

vamos, entretanto, que este número de intersecção está agora associado a pontos

críticos em uma variedade não compacta M.

Teorema 5.6 Existe um único L- homomorfismo ∂k : Nk→Nk−1 satisfazendo

∂k(t
ip) =

∑
tjq∈Sk−1(F)

n(tip, tjq;v)tjq

de tal forma que para todo tip ∈ Sk(F) e para todo k tenhamos ∂k ◦∂k−1 = 0.

Definição 5.7 O grupo graduado N∗ munido do operador bordo ∂∗ do Teorema
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5.6 forma um complexo de cadeias de L-módulos. Este complexo, denotado por

N∗(f ,v), é chamado de Complexo de Novikov do par (f ,v).

Prova do Teorema 5.6 (parte 1): A soma formal no lado direito da igualdade é,

de fato, um elemento de Nk−1, visto que para F(tip) < F(tjq), n(tip, tjq;v|W ) = 0 e,

portanto, existe apenas um número finito de parcelas com expoente negativo. Es-

colha qualquer levantamento B de S(f ) para M. Então a família B é uma L-base

para N∗. Para cada tip ∈B defina ∂k(tip) pela fórmula acima e estenda por lineari-

dade para um L-homomorfismo Nk →Nk−1. Observe que a definição é válida para

todo tip ∈ Sk(F), pois o campo vetorial v é Z-invariante, e portanto, n(tip, tjq;v) =

n(ti+mp, tj+mq;v), para todo l ∈ Z.

Para provar que a aplicação ∂k é realmente uma aplicação bordo, definimos o se-

guinte conjunto

Definição 5.8 Seja λ valor regular de F. N λ
∗ é o subgrupo abeliando de N∗ definido

por

N λ
∗ =

{∑
i

∑
j

α
j
i t
ipj ∈ S(F) tal que α

j
i = 0 se F(tipj) > λ

}
.

Como N λ
∗ é um Z[[t]]-submódulo ∂∗-invariante de N∗, fica definida a aplicação

quociente induzida

∂∗/t
l : N λ

∗ /t
lN λ
∗ →N λ

∗ /t
lN λ
∗ .

Para concluir a demonstração é suficiente verificar que ∂/tl ◦∂/tl = 0, tendo em vista

a equivariância de M.

Observamos primeiramente que tlN λ
∗ = N λ−l

∗ ; O módulo N λ
∗ /N

λ−l
∗ é o grupo

abeliano livre gerado pelos pontos críticos da função F no cobordismo

Wl = F−1([λ− l,λ]).

Temos portanto um isomorfismo entre os grupos graduados

N λ
∗ /N

λ−l
∗ 'M∗(F|Wl ,v|Wl)

e o homomorfismo induzido ∂∗/t
l corresponde ao operador bordo de Morse em

M∗(F|Wl ,v|Wl). Utilizando o Teorema 4.31, completamos a demonstração. �
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Os complexos quocientes N λ
∗ /t

lN λ
∗ = N∗(λ, l) são chamados de Complexos de

Novikov truncados e desempenharão um papel importante na próxima seção.

5.3 Homologia de Novikov

Nesta seção estudamos a homologia do complexo de Novikov e apresentamos o Te-

orema da homologia de Novikov. Este teorema mostra como o complexo de No-

vikov recupera informações topológicas da variedade. Enquanto no caso Morse a

homologia do complexo recupera a homologia singular da variedade e em um co-

bordismo a homologia relativa é recuperada, no caso Novikov recuperamos a homo-

logia Hk(M)⊗L L. Enunciamos o teorema a seguir.

Teorema 5.9 Sejam M uma variedade compacta, sem bordo, f :M→ S1 uma aplicação
de Novikov e v um campo vetorial f -gradiente transversal. Então para todo k

Hk(N∗(f ,v)) 'Hk(M)⊗L L.

Sejam f :M→ S1 aplicação de Novikov, π :M→M o recobrimento cíclico infinito,

S∗ o complexo singular de M e A ⊂ S∗ um simplexo singular. Sejam F : M → R
o levantamento de f , λ um valor regular de F e V − = F−1((−∞,λ]). Definindo o

suporte de um simplexo A : 4∗ → M como sendo o fecho do conjunto de pontos

x ∈M tais que (F ◦A)(x) , 0, seja

Sλ∗ = {A ∈ S∗|supp A ⊂ V −}.

O L-módulo graduado Sλ∗ é subcomplexo de S∗. Temos adicionalmente o seguinte

resultado:

Teorema 5.10 Sλ∗ é um complexo de cadeias de L-módulos livres e é homotopicamente
livre-finito.

Ideia: A ideia da prova envolve a construção de uma filtração {V −〈k〉} de V − tal que

o par (V −〈k〉,V
−
〈k−1〉) seja invariante com respeito a ação de t. Assim, os grupos de ho-

mologia singular relativa adquirem uma estrutura de módulo sobre o anel Z[t]. O

módulo Hk(V −〈k〉,V
−
〈k−1〉) é um Z[t]-módulo livre e Hi(V −〈k〉,V

−
〈k−1〉) = 0 para i , k. Logo,

a filtração {V −〈k〉} é celular e induz uma filtração no complexo singular Sλ∗ , os Z[t]-

módulos Hk(V −〈k〉,V
−
〈k−1〉) formando o complexo adjunto. Pelo Corolário 2.17 existe

uma equivalência homotópica de cadeias entre Sλ∗ e o complexo associado a filtra-
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Figura 5.4: Visualização de W l e tlV −.

ção, que é livre finito. �

E como consequência do Teorema 5.10, temos o seguinte corolário.

Corolário 5.11 O L-complexo
Sλ∗ ⊗L L

é homotopicamente livre finito.

Desta forma, escrevendo S∗ = S∗ ⊗L L e S
λ
∗ = {A ∈ S∗|supp A ⊂ F−1(V −)} temos que a

inclusão Sλ∗ ↪→ S
λ
∗ induz o isomorfismo

Sλ∗ ⊗L L ' S
λ
∗
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e os isomorfismos de complexos de cadeias

Sλ∗ /t
lSλ∗ ' S

λ
∗ /t

lS
λ
∗ ' S∗(V −, tlV −),

para todo l. Essas equivalências nos serão úteis nas considerações adiante.

Temos, pela definição de complexo de Novikov truncado, um isomorfismo N∗(λ, l) ≈
M∗(F|Wl , v|Wl), onde Wl = F−1([λ− l,λ]), conforme representado na Figura 5.4. Pelo

Teorema 4.31, temos a seguintes equivalências homológicas:

N∗(λ, l) ≈M∗(F|Wl , v|Wl)→ S∗(Wl ,∂0Wl) ↪→ S∗(V
−, tlV −).

Fazendo a composição, obtemos a aplicação entre complexos

E ′ : N∗(λ,n)→ S∗(V
−, tlV −)

Observe que os dois complexos, N∗(λ, l) e S∗(V −, tlV −) são complexos de módulos

sobre o anel Ll = L/tlL ' L/tlL.

Gostaríamos de obter uma equivalência E que possua propriedades algébricas adi-

cionais em relação a E ′, em particular, que seja uma equivalência homotópica de

cadeias de Ll-complexos e estável em relação a pequenas perturbações do campo

gradiente. Para obter essa equivalência, construiremos a seguir uma filtração do

complexo singular relativo S∗(V −, tlV −) de tal maneira que o complexo adjunto as-

sociado seja isomorfo e preserve base em relação relação ao complexo de Novikov

truncado. Mostraremos que este complexo é celular, obtendo assim por meio do

Corolário 2.17 a equivalência E com as propriedades desejadas.

Considere o cobordismo Wl = F−1[λ− l,λ] e seja ψ : Wl → [λ − l,λ] uma função

de Morse ordenada. Denotando por {Yk} a filtração Morse-Smale correspondente

a ψ, seja Xk = tlV − ∪ Yk. Assumindo que a filtração satisfaz tXk ⊂ Xk, para todo

k, é possível construir uma filtração S(k)
∗ = S∗(Xk , tlV −) ⊂ S∗(V −, tlV −) do complexo

singular S∗(V −, tlV −), formada pelos subcomplexos de Ll-módulos S(k)
∗ . Observe que

para todo ponto crítico p ∈Wl de índice k, a classe fundamental

dp = [W u(p,v)] ∈Hk(Xk ,Xk−1).

Temos, portanto, o seguinte resultado:

88



5 Teoria de Novikov

Proposição 5.12 A filtração {S(k)
∗ } é uma filtração celular de Ll-complexos e a família

{dp}p∈Sk(F|W l ) é uma Ll-base para o módulo Hk(Xk ,Xk−1).

Prova: Observe que

H∗(S
(k)
∗ ,S

(k−1)
∗ ) =def H∗(S

(k)
∗ /S

(k−1)
∗ ) =H∗(S∗(Xk , t

lV −)/S∗(Xk−1, t
lV −1)) =

=H∗

(
S∗(Xk)/S∗(tlV −)
S∗(Xk−1)/S∗(tlV −)

)
'H∗(S∗(Yk)/S∗(Yk−1)) =def H∗(Yk ,Yk−1),

de modo que H∗(S
(k)
∗ ,S

(k−1)
∗ ) se anula em todos os índices, com exceção de k e a

filtração é celular. Observando que H∗(Xk ,Xk−1) ' H∗(Yk ,Yk−1) concluimos que a

família {dp} quando p é ponto crítico de F em Wl é uma base sobre Z para o módulo

Hk(Xk ,Xk−1). Mas como dtrp = trdp, para todo r, tomando a família {dp} apenas para

pontos críticos de F índice de Morse k em Wl , concluímos que {dp} é uma Ll-base

para Hk(Xk ,Xk−1).

�

Observe que existe um isomorfismo que preserva base entre o complexo adjunto

associado ao filtro {S(k)
∗ } e complexo de Novikov truncado N∗(λ, l) = N λ

∗ /t
lN λ
∗ . Se-

gue do Teorema 2.17 que existe uma equivalência de Ll-complexos

h(ψ) : N∗(λ, l)→ S∗(V
−, tlV −).

que é homotópica sobre Z à equivalência de cadeias E ′.

Definição 5.13 A equivalência de cadeias h(ψ) é denotada por

E (λ,n) : N∗(λ, l)→ S∗(V
−, tlV −)

e é chamada equivalência equivariante de Morse.

Faremos aqui algumas observações. A primeira é que a equivalência equivariante

de Morse E não depende da função de Morse ordenada ψ escolhida em sua cons-

trução. A demonstração se baseia na teoria de filtrações de complexos celulares e é

omitida. A segunda é a estabilidade de E em relação a pequenas perturbações do

campo gradiente, ou seja, existe δ > 0 tal que, para todo campo vetorial f -gradiente

w satisfazendo ||v −w|| < δ, existe um isomorfismo I que preserva base entre os Ll-

complexos de módulos N∗(λ, l;v) e N∗(λ, l;w) tal que E (λ, l;w) = E (λ, l;v) ◦ I . A

ideia da prova é a verificação que toda função de Morse ordenada ψ : Wl → [a,b]

ajustada para (F,v) é também ajustada para (F,w) caso ||v −w|| seja pequeno o su-
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ficiente. A preservação da base pode ser obtida por meio da aplicação do Lema do

rearranjamento, caso necessário. Por fim, observamos que existe uma relação entre

as equivalências equivariantes de Morse E para diferentes valores de λ e l.

Sejam λ ≤ µ dois valores regulares de F e sejam m ≤ l inteiros positivos. Seja

V −1 = F−1((−∞,λ]) e V2 = F−1((−∞,µ]). A inclusão V −1 ⊂ V
−
2 induz uma aplicação

entre os complexos de cadeias

J : S∗(V
−
1 , t

lV −1 )→ S∗(V
−
2 , t

mV −2 )

que podem ser pensados como complexos de L-módulos e J respeita esta estrutura.

Temos similarmente uma aplicação

I : N (λ, l)→N (µ,m)

de complexos de cadeias de módulos que podem ser pensados tomando seus coefi-

cientes em L. Nessas condições, temos o seguinte resultado.

Proposição 5.14 O seguinte diagrama de aplicações entre complexos de L-módulos é ho-
motopicamente comutativo.

N∗(λ, l)
E (λ,l) //

I

��

S∗(V −1 , t
lV −1 )

J

��
N∗(µ,m)

E (µ,m)
// S∗(V −2 , t

mV −2 )

Prova: Escolha uma função de Morse ordenada

φ : F−1([µ−m,µ])→ R

tal que v seja φ-gradiente e seja Xi a filtração correspondente de V −2 . Então, existe

uma função de Morse ordenada

ψ : F−1([λ− 1,λ])→ R

tal que os termos X̃k da filtração de V −1 correspondendo a ψ satisfazem X̃k ⊂ Xk.
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Deste modo, a aplicação de inclusão

(V −1 , t
lV −1 ) ⊂ (V −2 , t

mV −2 )

preserva filtrações. Observando agora o diagrama, as aplicações entre cadeias J ◦
E (λ, l) e E (µ,m) ◦ I preservam filtrações e induzem o mesmo mapa nos complexos

adjuntos. Logo, eles são homotópicos por cadeias pelo Teorema 2.16. �

Definição 5.15 Uma aplicação Φ : N∗→ S∗ entre complexos de cadeias é compatível

com a equivalência equivariante de Morse se existe um valor regular λ de F tal que

Φ(N λ
∗ ) ⊂ Sλ∗

e para todo inteiro positivo l ∈ N a aplicação quociente entre complexos Ll

N λ
∗ /t

lN λ
∗ → Sλ∗ /t

lSλ∗

é homotópica à equivalência equivariante de Morse E (λ, l).

O resultado a seguir completa a demonstração do Teorema 5.9.

Teorema 5.16 Existe uma única equivalência homotópica entre os complexos de cadeias
N∗(f ,v) e S∗ = S∗(M)⊗L L compatível com a equivalência equivariante de Morse.

Existência: Seja λ um valor regular de F. Considere o seguinte diagrama:

N λ
∗ /tN

λ
∗

E1��

N λ
∗ /t

2N λ
∗oo

E2��

· · ·oo N λ
∗ /t

lN λ
∗oo

El��

N λ
∗ /t

l+1N λ
∗oo

El+1��

· · ·oo

Sλ∗ /tS
λ
∗ Sλ∗ /t

2Sλ∗oo · · ·oo Sλ∗ /t
lSλ∗oo Sλ∗ /t

l+1Sλ∗oo · · ·oo

Cada quadrado é homotopicamente comutativo pela Proposição 5.14. Logo, temos

uma equivalência homológica virtual

N λ
∗ 99K S

λ
∗ ⊗L L.

Como os dois complexos N λ
∗ e Sλ∗ são L-complexos homotopicamente livre finitos,

a aplicação tem uma única realização

Ψ : N λ
∗ → Sλ∗ ⊗L L
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pelo Teorema 2.23. Como

N∗ = N λ
∗ ⊗L L e S∗ = (Sλ∗ ⊗L L)⊗L L,

obtemos a equivalência de cadeias

Φ = Ψ ⊗ Id : N∗→ S∗,

compatível com a equivalência equivariante de Morse.

�

Unicidade: Seja Φ ′ : N∗→ S∗ uma outra aplicação entre complexos compatível com

equivalências de Morse e seja µ o valor regular correspondente de F. Seja Ψ = Φ |N λ
∗ ,

Ψ ′ = Φ ′ |N µ
∗ . Assumindo que λ ≤ µ, considere o seguinte diagrama:

N λ
∗ /t

lN λ
∗

Ψ /tl //

��

Sλ∗ /t
lSλ∗

��

N
µ
∗ /tlN

µ
∗

Ψ ′/tl // S
µ
∗ /tlS

µ
∗ ,

onde ambas as flechas verticais são induzidas pela inclusão

F−1((−∞,λ])→ F−1((−∞,µ]).

Por nossa hipótese as flechas horizontais são homotópicas às equivalencias equiva-

riantes de Morse, e o diagrama se torna idêntico ao diagrama da Proposiçao 5.14 e é

portanto homotopicamente comutativo. Logo, as composições

N λ
∗ → S

λ
∗ ↪→ S

µ
∗

e

N λ
∗ ↪→N

µ
∗ → S

µ
∗

possuem a propriedade de seus tl-quocientes serem homotopicos, para todo l. Tanto

N λ
∗ como S

µ
∗ são homotopicamente livre finitos e a Proposição 2.20 implica que es-

sas composições são homotópicas. Fazendo o produto tensorial sobre L, concluímos

que Φ ∼ Φ ′, completando a demonstração. �
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5.4 Coeficientes de Novikov

Assim como o complexo de Morse recupera informação acerca do fluxo na varie-

dade, o mesmo se dá com o complexo de Novikov e mostramos em um exemplo

como isso ocorre.

Qualquer levantamento para M de S(f ) determina uma base livre sobre L do com-

plexo de Novikov N∗(f ,v). Essa base será chamada base geométrica. Dados p,q

elementos da base geométrica, a entrada da matriz dos coeficientes do operador

bordo correspondente a p e q é

N (p,q;v) =
∑
k∈Z

n(p, tkq;v)tk ∈ L.

Definição 5.17 A série de Laurent N (p,q;v) é chamada coeficiente de Novikov cor-

respondente a p,q.

O exemplo a seguir mostra como os coeficientes de Novikov descrevem o compor-

tamento do fluxo na variedade.

Exemplo 5.18 Considere a variedade M com o fluxo representado nas Figuras 5.1 e

5.2 e o recobrimento cíclico infinito de M da Figura 5.3. Observe que, como para

todo p,q ∈ S(F) não há mais de uma órbita em M
q
p ligando os mesmos pontos, as

únicas opções de número de interseção são

n(p, tkq;v) =
∑

γ∈M tkq
p

ε(γ) = 1 ou n(p, tkq;v) =
∑

γ∈M tkq
p

ε(γ) = −1,

para todo k ∈ Z. Desta forma, escolhemos as orientações das variedades instá-

veis dos pontos críticos de forma que tenhamos os seguintes valores para os coe-

ficientes de Novikov. Para a fonte p1: N (p1,p2) = N (p1,p4) = 1, N (p1,p6) = t3 e

N (p1,p8) = t2. Para a sela p2: N (p2,p3) = 1 e N (p2,p7) = −t2. Para os poços p3 e p7:

N (p3,∗) = N (p7,∗) = 0. Para a fonte p5: N (p5,p8) = 1, N (p5,p6) = 1, N (p5,p2) = t2 e

N (p5,p4) = t. Para as selas p4, p6 e p8: N (p4,p3) = 1 N (p4,p7) = −t3, N (p6,p3) = −t,
N (p6,p7) = 1, N (p8,p7) = 1 e N (p8,p3) = −t2.

Observe que os coeficientes de Novikov descrevem o número de voltas que uma
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órbita dá para ligar os pontos críticos em M. Por meio deles obtemos os operadores

bordo do complexo de Novikov ∂2 : N2→N1, ∂1 : N1→N0 e ∂0 : N0→ 0, definidos

nos pontos geradores por

1. ∂2p1 = p2 ⊗ 1 + p4 ⊗ 1 + p6 ⊗ t3 + p8 ⊗ t2;

2. ∂2p5 = p2 ⊗ t2 + p4 ⊗ t + p6 ⊗ 1 + p8 ⊗ 1;

3. ∂1p2 = p3 ⊗ 1 + p7 ⊗ (−t2);

4. ∂1p4 = p3 ⊗ 1 + p7 ⊗ (−t3);

5. ∂1p6 = p3 ⊗ (−t) + p7 ⊗ 1;

6. ∂1p8 = p3 ⊗ (−t2) + p7 ⊗ 1;

7. ∂0p3 = ∂0p7 = 0.

Desta maneira, é possível calcular a homologia do complexo de Novikov e recupe-

ramos por meio dela a homologia singular Hk(M) ⊗L L, conforme o Teorema 5.9.

5.5 Desigualdades de Novikov

Uma das principais aplicações da teoria de Novikov são as desigualdades de No-
vikov, que estabelecemos a seguir. As desigualdades nos dão um limitante inferior

para o número de pontos críticos de uma função de Novikov, uma informação im-

portante em áreas da Matemática em que funções desse tipo são estudadas. Um

caso clássico é a teoria de nós e links. Usaremos as desigualdades de Novikov para

definir um invariante nodal, chamado número de Morse-Novikov do nó e veremos

como é utilizado.

Sejam X um espaço topológico e f : X → S1 uma aplicação de Novikov contínua.

Seja ξ a classe de homotopia da função f . Denote por Xξ o recobrimento cíclico in-

finito de X induzido pelo recobrimento universal exp : R→ S1. O módulo graduado

H∗(X,ξ) =H∗(Xξ ,Z)⊗Z[−t,t] Z((t))
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é chamado de Homologia de Novikov de X correspondente a classe de homotopia

ξ. No caso de H∗(X,ξ) ser finitamente gerado ficam definidos os números

bk(X,ξ) = rk Hk(X,ξ) e qk(X,ξ) = t.n. Hk(X,ξ)

denominados respectivamente de número de Betty de Novikov e número de torção
de Novikov.

O anel Z((t)) é um Z[−t, t]-módulo flat (veja prova em [15]), logo temos o isomor-

fismo

H∗
(
S∗(Xξ)⊗L L

)
'H∗(Xξ)⊗L L.

Quando o complexo singular S∗(Xξ) é homotopicamente livre finito sobre Z[−t, t], a

homologia de NovikovH∗(X,ξ) é um módulo sobre L finitamente gerado e os núme-

ros de Betty e torção de Novikov ficam definidos. Esse é o caso quando X possui o

mesmo tipo de homotopia de um CW complexo finito, em particular, quando X é

uma variedade compacta, sem bordo. Temos também uma identificação natural do

espaço [X,S1], das classes de homotopia entre X e S1, com a classe de cohomologia

H1(X,Z). Dadas essas condições, temos o teorema a seguir.

Teorema 5.19 (Desigualdades de Novikov) Sejam M variedade compacta sem bordo
e f :M→ S1 uma função de Novikov pertencendo a uma classe ξ ∈H1(M,Z) ' [M,S1].
Então

mk(f ) ≥ bk(M,ξ) + qk(X,ξ) + qk−1(M,ξ).

Prova: Escolha um campo f -gradiente transversal v em S1. A homologia do com-

plexo de Novikov N∗(f ,v) associado é isomorfa a H∗(Mξ) ⊗L L pelo Teorema 5.9.

Deduzimos a conclusão por meio do Teorema 2.2. �

5.6 Aplicações em teoria de nós

Introduziremos brevemente a seguir a teoria de nós e links e mostramos uma aplica-

ção das desigualdades de Novikov. As referências utilizadas foram [15], [25] e [26].

Seja L ⊂ S3 um link orientado, isto é, uma subvariedade compacta, diferenciá-

vel, unidimensional de S3. Seja Φ : L × B2(0,ρ)→ U um difeomorfismo que pre-

serva orientação onde U é uma vizinhança de L em S3 e B2(0,ρ) uma bola fe-

chada de raio ρ, para algum ρ > 0. O conjunto S3\L têm sua cohomologia uni-
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dimensional H1(S3\L ) caracterizada pela seguinte propriedade: para cada x ∈ L ,

r < ρ e ξ ∈ H1(S3\L ) a restrição de ξ à Φ(x,S1(0, r)) é o gerador positivo do grupo

H1(Φ(x,S1(0, r))) ' Z. Podemos considerar funções de Novikov f : S3\L → S1

tais que sua classe de homotopia seja isomorfa a ξ, pelo isomorfismo [S3\L ,S1] '
H1(S3\L ). Visto que S3\L não é necessariamente um conjunto compacto, preci-

samos impor certas condições sobre f , a fim de que seja possível o uso da teoria de

Novikov.

Definição 5.20 [Regularidade] Seja L ⊂ S3 um link. Uma função de Novikov f :

S3\L → S1 é dita ser regular se existe um difeomorfismo que preserva orientação

Φ : L ×B2(0,ρ)→U

tal que

f ◦Φ : L × (B(0,ρ)/{0})→ S1; f ◦Φ(x,z) =
z
|z|
.

É possível demonstrar que a condição de regularidade assegura a finitude dos pon-

tos críticos de f .

Definição 5.21 O número mínimo de pontos críticos de uma função de Novikov

regular f : S3\L → S1 é chamado de número de Morse-Novikov do link L e é

denotado por MN (L ).

Temos que MN (L ) é um invariante na teoria de nós e, apesar de S3\L nem

sempre ser compacta, podemos usar a condição de regularidade de f e fazer algumas

modificações na prova do Teorema 5.19 para mostrar que este permaneçe válido

neste novo contexto. Logo, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.22 Seja f : S3\L → S1 for uma função de Novikov regular. Então

mi(f ) ≥ bi(S3\L ,ξ) + qi(S
3\L ,ξ) + qi−1(S3\L ,ξ).

Nem sempre este teorema nos dá um limite inferior otimizado, entretanto. É mos-

trado em [23], por exemplo, um nó cujos grupos de homologia se anulam mas o

número de Morse-Novikov não. Logo, limites inferiores puramente homológicos,

como este, não são suficientes para obter o número de Morse-Novikov. É possível

demonstrar, entretanto, que para funções de Novikov com pontos críticos de índices

1 e 2 apenas, o número de Morse-Novikov é igual ao número mínimo de pontos crí-

ticos estabelecido pela desigualdade de Novikov. No artigo [16] a teoria de Novikov
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é utilizada para encontrar uma estimativa para o limite inferior de pontos críticos

de um link por meio de uma estratégia semelhante.

Também é possível usar as desigualdades de Novikov para demonstrar que existem

nós com um número de Morse-Novikov arbitrariamente alto. No artigo [6] obtêm-

se também estimativas para o limite superior do Número de Morse-Novikov. Outra

característica que torna o número de Morse-Novikov um invariante relevante na

teoria de nós, provada com o auxílio da teoria de Novikov, é sua subaditividade em

relação à soma conexa de nós, ou seja,

MN (K1#K2) ≤MN (K1) + MN (K2),

também demonstrada em [23]. Um grande problema ainda em aberto nesta área é

provar se a igualdade também é válida.

Observamos neste breve tratado sobre teoria de nós e links que as ferramentas da

teoria de Novikov se tornam essenciais na obtenção de informação matemática. E

será o mesmo caso em qualquer área em que haja necessidade do estudo funções

com imagem no círculo S1. Esta dissertação se conclui pontuando que a teoria de

Novikov é bela e versátil, com um vasto campo de resultados ainda a serem ex-

plorados. Além disso, suas aplicações se estendem potencialmente a todas as áreas

da matemática, podendo auxiliar na resolução de diversos problemas com de uma

abordagem criativa e inovadora.
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