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RESUMO

Nos tltimos anos o rapido avango tecnolégico levou a produgado e ao acimulo de uma
enorme quantidade de dados. A Andlise Topolégica de Dados é uma drea emergente
que se utiliza da estrutura geométrica e topoldgica dos dados para extrair informagoes
destes. Sua importancia emerge de sua capacidade de revelar padrdes intrincados
e informagdes ocultas em dados multidimensionais. Ela ajuda a identificar clusters,
hierarquias e conexdes entre os conjuntos de dados, independentemente da métrica
usada e é especialmente ttil em situagdes em que os métodos tradicionais podem falhar
devido a complexidade dos dados ou a presenca de outliers. Sua aplicabilidade tém
crescido e abarca diversas dreas, incluindo ciéncia, engenharia, medicina, financas e
neurociéncia.

Dentre as técnicas da Anélise Topolédgica de Dados, podemos destacar a Homologia
Persistente, cuja ideia central reside em utilizar-se da Homologia Simplicial para extrair
informagdes dos dados em estudo. Esta técnica serd o objeto central de nosso estudo.

Nesta tese provamos uma Lei Forte dos Grandes Numeros e um Teorema do Limite
Central para a Homologia Persistente associada a uma classe de Processos Pontuais. A
continuagdo utilizamos dessa ferramenta para estudarmos a propagagao de Fake News

no Twitter.

Palavras-chave: Homologia Persistente, Fake News, Processos Pontuais
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ABSTRACT

In recent years, rapid technological advancement has led to the production and accu-
mulation of large amounts of data. Topological Data Analysis is an emerging area that
uses the geometric and topological structure of data to extract information from them.
Its importance emerges from its ability to reveal intricate patterns and hidden informa-
tion in multidimensional data. It helps identify clusters, hierarchies, and connections
between data sets, regardless of the metric used, and is especially useful in situations
where traditional methods may fail due to data complexity or the presence of outliers.
Its applicability has grown and covers several areas, including science, engineering,
medicine, finance and neuroscience.

Among the techniques of Topological Data Analysis, we can highlight Persistent
Homology, whose central idea lies in using Simplicial Homology to extract information
from data under study. This technique will be the central object of our study. In this
thesis we prove a Strong Law of Large Numbers and a Central Limit Theorem for
Persistent Homology associated with a class of Point Processes. Next, we use this tool

to study the spread of Fake News on Twitter.

Keywords: Homologia Persistente, Fake News, Processos Pontuais
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INTRODUCAO

Por volta dos anos 90, pesquisas envolvendo o desenvolvimento da Homologia Per-
sistente tomaram inicio, sendo o pesquisador italiano Patrizio Frosini um dos seus
precursores. Todavia, necessitou-se mais de uma década para que chegassemos a uma
formaliza¢do apropriada desta estrutura, sendo o pesquisador Gunnar Carlsson um dos
grandes responsdveis pelo amadurecimento desta area.

Devido ao recente surgimento da Homologia Persistente, poucos resultados existem
quando tentamos induzir estruturas probabilisticas nesta categoria. Com isto em mente,
iniciamos nosso trabalho propondo um texto base e introdutério sobre Homologia
Persistente, com o objetivo de servir de auxilio a pessoas sem contato algum com a
matéria mas que desejam estudar este subramo da Analise Topolédgica de Dados.

O primeiro capitulo desta tese trard uma breve (pra ndo dizer ingénua) abordagem
sobre o que é homologia simplicial. Tendo sempre como objetivo destacar, ou pelo
menos tentar destacar, a intuicdo geométrica por detrds da homologia simplicial, o qual
se estenderd para a Homologia Persistente. Em seguida, o préximo capitulo apresenta,
finalmente, a definicdo da Homologia Persistente, junto com sua motivacao e alguns
exemplos.

Apbs esta breve introdugdo a Homologia Persistente, apresentaremos, no terceiro
capitulo, nossa primeira contribui¢do, que consiste na demonstracdo de uma Lei Forte
dos Grandes Numeros e um Teorema do Limite Central para a Homologia Persistente
associada a uma classe de Processos Pontuais. Desta forma, extendemos os resultados
de covergéncias ja conhecidos para processos pontuais que, ndo necessariamente, sejam
estaciondrios.

Em seguida, no quarto capitulo, estudaremos a dissiminagdo de Fake News (ou, se
preferir, mensagens maliciosas) na rede social X, antigo Twitter. Nossa metodologia de
andlise se dara pela coleta de mais de 90000 tweets contendo certas palavras chaves e,
em seguida, avaliaremos, por meio da homologia persistente, o grafo resultante dos

tweets e suas interacdes.






INTRODUCAO A HOMOLOGIA SINGU-
LAR E SIMPLICIAL

Este Capitulo tem como intuito dar uma breve intuigdo sobre a Teoria de Homologia
Simplicial, tendo em mente pessoas sem contato com a matéria, mas que tem interesse
em estudar a drea da Anélise Topolégica de Dados e Homologia Persistente.

O fundamental aqui é desenvolver uma intui¢do das estruturas e operadores desen-
volvidas na Teoria da Homologia Simplicial. Para uma abordagem completa sobre o

assunto, recomenda-se o livro de Hatcher [21] (em inglés) ou o livro do Elon [18].

1.1 COMPLEXOS SIMPLICIAIS

Iniciaremos esta se¢do desenvolvendo intui¢do sobre o seguinte objeto matematico:
os simplexos. Em seguida, apresentaremos sua forma mais abstrata, os simplexos
abstratos. Todavia, deixamos o adendo que ambas estruturas, sob certas circunstancias,

desempenhardo o mesmo objetivo para o nosso estudo.

Seja R" o espago euclidiano e ag, a1, . ..,a, uma sequéncia finita de pontos em R",
dizemos que estes pontos sdo pontos independentes se eles satisfazem a seguinte

condigdo:

a1 — ap,a» —ap,...,a4,; —ag sao L.I.,
com L. I significando vetores linearmente independentes.
Exemplo 1.1.1. Seja ag, a1, a; uma sequéncia de pontos do IR?> dada por

ap=1,1), a1=@1,0), a=(,1).

Logo, como é facil observar, teremos a7 —ag = (0, —1) e a — a; = (—1,0), ou seja, os

pontos ayp, a1, ap sdo pontos independentes.



INTRODU(;AO A HOMOLOGIA SINGULAR E SIMPLICIAL

Observacao 1.1.1. Seja agp, a1, ..., 4, uma sequéncia de pontos independentes em R".
Note que, para qualquer reordenacdo desses pontos, sempre obteremos, ainda, uma

sequéncia de pontos independentes. Em outras palavras, para toda permutagao
s:{0,1,2,...,n} —{0,1,2,...,n},

temos que a sequéncia by, by, ..., by, dada por
bo=as,, bi=as, ..., by=as,

ainda é uma sequéncia de pontos independentes.

Nosso préximo passo serd estudar o conjunto resultante da combinagdo afim desses

elementos:

Defini¢do 1.1.1 (simplexos). Seja ag, a1, ..., a1, uma sequéncia de pontos independentes
do R". Entdo, chamaremos de simplexo n-dimensional, ou simplesmente n-simplexo,

como o conjunto denotado por (ag, a1, ...,a,) e definido pela igualdade abaixo

n n
(ag,a1,...,0,) = {Z)\lai €R"; A; > 0paratodoi€ {0,1,...,n}e ZA,- = 1} )
i=0 i=0

Agora, seja t = (ag, a1, ..., a,) um n-simplexo e p € (agp, a1, ...,a,) 0 ponto

n
p= Z /\iai-
i=0

Usualmente, chamamos de coordenadas baricéntricas do ponto p os valores que com-
poem suas cordenadas: Ag, Ay, ..., A,. Chamamos, também, de face de um n-simplexo

todo subconjunto s C (ag, a1, . ..,a,) satisfazendo
s = (i, Aiyr -, i),
com iy, iy, ..., im uma subsequéncia de indices de {0,1,2,...,n}.

Observacao 1.1.2. Note que as coordenadas baricéntricas de um n-simplexo sdo tinicas.

Ou seja, dados
n n
p= Z/\iﬂi e g= Z(Siai
i=1 i=1
elementos de (ag, a1, ...,a,), entdo
p=q = Vi € {0,1,2,...,} vale A; = 6;.

A demonstracgdo desta propriedade pode ser vista em Elon [18, pg 82 - Teorema 1].
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Abaixo, estabelecemos a defini¢do de simplexo candnico e fixamos uma notagdo para

ele, o qual usaremos repetidamente no decorrer deste Capitulo.

Definicao 1.1.2 (simplexo candnico). Dada a base canonica ey, ey, ey, ..., e, do espago
R"*!, onde
n
ei = (9i)i=0
paratodoi=0,1,...,7n (e J;; o delta de Kronecker). Chamaremos de simplexo canénico

de dimensdo n, denotado por A", o simplexo abaixo
n
A" I=<€0,€1,€2,...,€n> = (to,tl,...,tn) € IRH+1,' ti > 0Vvi e {0,1,...,11} e Zti =1
i=0

Ap06s estabelecido o objeto central desta se¢do, os simplexos, é interessante adquirir
um pouco de intuigdo sobre estes conjuntos. A primeira propriedade importante a
salientar, reside na convexidade desses conjuntos. Em outras palavras, simplexos
n-dimensionais (ag, a1, ...,a4,) sdo nada mais que a envoltéria convexa gerada pelos
pontos independentes ay, a1, ...,a,. Ou seja, dado o conjunto X = {ag,a1,...,a,},
podemos pensar no simplexo (ag, a1, ..., a,) como a area hachurada na Figura 1, onde

um elemento p desta regido é dado por

n n
p:ZAiai, com Z/\i =leA; >0, paratodoi=1,2,...,n.

i=0 i=0
a a1
as ap
ay as

Figura 1: Envoltéria convexa dos pontos ag, a1, . . ., as.

Outra propriedade importante dos simplexos reside no apelo geométrico, e em sua
simplicidade algébrica (combinac¢do afim de elementos), o que nos possibilita uma

maior flexibilidade (principalmente intuitiva) sobre os estruturas abstratas que veremos
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y
€1
e
0’ €0 x Yy
(a) Simplexo (0,eg,e1) C R, (b) Simplexo (0, e, e1,e2) C R>.
Com ey =(1,0)eeq =(0,1). Com ¢y = (1,0,0), e1=(0,1,0) e ep =
0,0,1).
_e() €1 X’

(c) Simplexo (0,e9) € RL. Com ey = (1).
p

Figura 2: Simplexos de dimensdo n = 1,2, 3.

a seguir. Note que para dimensdes baixas n = 1,2, 3, os simplexos apresentam uma
geometria familiar para nds, eles podem ser vistos como objetos da geometria euclideana

usual, como o segmento de reta, o tridngulo e a piramide triangular (vide a Figura 2).

O préximo passo para esta Segdo é definir a estrutura dos complexos simpliciais,
ou, como também sdo chamados, os poliedros. Junto com esta estrutura estaremos
interessados no processo de triangulariza¢do, que consiste basicamente em definirmos

homeomorfismos entre espagos topolégicos e complexos simpliciais. Comegamos com a

seguinte defini¢do:
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Definicao 1.1.3 (Complexos Simpliciais ou poliedros). Seja (K, S) uma tupla, o qual K é

um subespago ndo nulo do espago euclidiano R” e S uma familia de simplexos dada
por:
S = {s C K; existe uma sequéncia de pontos independentes (a;)}", € K
tal que s = (ap, a1, ...,a4,), com n um natural }

Dizemos que K é um complexo simplicial, ou um poliedro, se a familia de simplexos S

satisfazer as seguintes propriedades:

(i) Todo ponto p € K pertence a um ntimero finito de simplexos em S, i.e.,

card{s € S; x € s} < o9;

(ii) Para todo s € S temos que todas as faces de s devem pertencer a S também,;

(iii) Para todos simplexos s,t € S devemos ter s Nt = @ ou a intersec¢do deles deve ser

igual a alguma face de s e t.

Nosso primeiro exemplo de complexo simplicial consiste no mais simples possivel,

resultante de pontos e segmentos de retas os conectando.

Exemplo 1.1.2. Seja G = (V, A) um grafo ndo orientado com vértices em R". O conjunto
V pode ser visto como um complexo simplicial, formado como a unido de simplexos
de dimensdo 1 (segmentos de reta) que se interseccionam nos vértices ou possuem

intersecgdo vazia, como representado na Figura 3.

(a) Grafo em RR? (b) Arvore binaria

Figura 3: Grafos vistos como complexos simpliciais.
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A seguir apresentamos um exemplo cldssico de um espago topolégico homeomorfo a
um complexo simplicial:
Exemplo 1.1.3. Considere o Toro da Figura 4, e denotado por 7 C IR3. Sabemos que o

Toro admite a parametrizagdo

¢ :[0,27] x [0,27]/~ — T C R®
(0, &) — ((R +rcos(a))cos(f), (R + rcos(x)) sin(f), r sin(a) ).

chl

ao ao

1)) ’ a0
Toro [0,27] x [0,27t] /~

Figura 4: Homeomorfismo entre o Toro e o conjunto [0, 27t] x [0, 277] /~.

onde r, R sdo constantes (R define o raio de rotacdo em relagcdo ao eixo z, por qual

uma circunferéncia de raio r se moverd) e ~ a relagdo de equivaléncia definida por
y1=0eyp =27, ou
(x1,y1) ~ (x2,2) <= < x1=0e xp =27, ou
X1 =X2€eY =Y.
Mostraremos que [0, 27t] x [0, 27t]/~ é homeomorfo a imagem de ¢, o Toro. Note que:

(i) ¢ é continua. Consequéncia do fato de suas fun¢des coordenadas serem continuas;
(ii) ¢ é uma bije¢do com sua imagem (o Toro);

(iii) [0,27] x [0,27r]/~ é um conjunto compacto (pois [0,27] x [0,27] é o conjunto
resultante do produto de compactos, o qual, munido da topologia produto sera
um conjunto compacto - vide, Teorema de Tychonoff, capitulo 5, pg 143 do livro

de topologia do Kelley [22])



1.1 COMPLEXOS SIMPLICIAIS

(iv) ¢ é uma aplicacdo fechada. De fato, para todo subconjunto fechado

B C [0,27] x [0,27]/~

temos que B serd um conjunto compacto cuja imagem, também, é compacta.

Portanto, ¢(B) é um subconjunto fechado de R3 (este fato decorre da caracterizagcio
de espagos vetoriais de dimensao finita V, onde todo subconjunto compacto de V

é fechado em V). Com isto, mostramos que
para todo conjunto fechado B vale que ¢(B) é um conjunto fechado.
i.e., ¢ é uma aplicagdo fechada.

Com isto somos capazes de provar que ¢ é um homeomorfismo. Em decorréncia de
¢ ser uma bijecdo com sua imagem e, denotando por g:=¢ !, temos que para todo
fechado B C [0,27] x [0, 27t] /~

§'(B)={y e R’ g(y) € B} ={y € R%; ¢~ '(y) € B} = ¢(B) = ¢(B),

ou seja, a pré-imagem de todo fechado pela fungdo g = ¢~ é um conjunto fechado, i.e.,

¢! é continua. Sendo assim, ¢ é um homeomorfismo, i.e.,
Toro = [0,27] x [0,27]/~,

como ilustrado pela Figura 4.
Agora, observe que [0,277] x [0,277] /~ é um complexo simplicial, descrito na Figura 5,

e formado por simplexos de dimenséo 0, 1,2

0 — simplexos : ag, a1, az, . .., ag(total: 9 vértices)

1 — simplexos : apai, a1a3,axap, apas, . . . (total: 27 simplexos de dimenséo 1)

2 — simplexos : s, 51, 52, . . ., sy7(total: 18 simplexos de dimens&o 2)

Além do mais, fixado um ponto a9 qualquer do Toro (vide Figura 4) e fixada sua
imagem em [0, 27t] x [0, 277]/~, 0 qual denotaremos por a9 também, podemos definir

um esquema de colagem de tal forma a obtermos nosso conjunto inicial novamente.

Motivados pelo Exemplo 1.1.3, definimos o conceito de triangularizagdo de um espaco

topolégico.

9
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o
a0 a1 a“ a0

Figura 5: [0,27t] x [0, 277]/~ como complexo simplicial.

Definicao 1.1.4 (triangularizacdo). Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X é
triangularizavel se existir um complexo simplicial (K, S) tal que K e X sejam homeo-

morfos.

Observacdo 1.1.3. Como ja observado, temos que o Toro pode ser triangularizado pois
é homeomorfo ao espaco [0,27] x [0,27t]/~, que admite ser escrito como unido de

simplexos.

1.2 COMPLEXOS SIMPLICIAIS ABSTRATOS

Uma importante propriedade dos complexos simpliciais (K, S) é seu apelo combinatoério,
devido ao fato de K ser a unido de conjuntos, os simplexos, definidos de forma tinica
como fungdo de seus vértices. Sob esta perspectiva, estendemos nossa estrutura de

complexos simpliciais para complexos simpliciais abstratos.

Definicao 1.2.1 (Complexos Simpliciais abstratos). Seja @ = (K, S) uma tupla, o qual K
é um conjunto ndo nulo e cujos elementos sdo chamados de vértices, e S uma familia

de subconjuntos finitos de K:

S CP(K)
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onde s € S serd chamado de simplexo abstrato, com P(K) denotando o conjunto
das partes de K. Dizemos que ® é um complexo simplicial abstrato se a familia de

simplexos S satisfazer as seguintes propriedades:

(P1) Todo vértice p € K pertence a um nimero finito de simplexos em S, i.e.,

card{s € S; p € s} < o0;

(P2) Para todo s € S e, para todo subconjunto t C s, temos

teS.

Para nos familiarizarmos com a no¢do de complexos simpliciais, abaixo apresentare-

mos alguns exemplos, come¢ando com um caso trivial:

Exemplo 1.2.1. Seja a tupla ® = (K, S) formada pelos conjuntos

K={xvyz}, e S={D{x} v} {z}h {x 2z} {y 2} }-
E facil observar que as propriedades (P1) e (P2) sio satisfeita e, portanto, ® é um
complexo simplicial abstrato.

Exemplo 1.2.2. Seja | € IN um ntimero natural fixado e os conjuntos K =N e
S ={s € P(K); cards < o e |maxs — mins|< [}.

Entdo @ = (K, S) é um complexo simplicial abstrato. Para provarmos esta afirmacdo,
mostremos que as propriedades (P2) e (P1) sdo satisfeitas. Dado um elemento w
qualquer de S, entdo, pela defini¢do de S, temos que w tem cardinalidade finita. Além

do mais, para todo t C w, vale
maxt < maxw, minw < mint =— maxt—mint < [.

Finalmente, para mostrarmos que a propriedade (P1) é satisfeita, basta notarmos que,

para todo ponto p € K, a desigualdade
1
21 +1
card{w € S;p € w} < Z( ZT ) = 21
i=0 \ !
é verdadeira, o que implica que ® cumpre as condi¢des de (P1). Ou seja, ¢ é um

complexo simplicial abstrato.

11
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Exemplo 1.2.3. ® = (K, S) a tupla definida por
I ={(x))2; € N%; (x;)72; é uma sequéncia quase nula},

onde, por uma sequéncia ser quase nula, queremos dizer que a sequéncia (x;);2; admite
uma quantidade finita de termos ndo nulos, e § = P(S). Neste exemplo, ¢ ndo é um
complexo simplicial abstrato, pois falha a propriedade: vértices devem pertencer a um

numero finito de simplexos. De fato, denotemos por
a; ::(51~,]~)]?°§1 (6;; 0 simbolo de kroenecker)

os pontos com unidade no indice i e zero nas restantes coordenadas, e fixemos o ponto

a:=a;. Consequentemente, o vértice a pertence a todos os conjuntos
si={a,a;}, 1=2,3,4,....
Ou seja,
card{s € S;a € s} = o0,
contrariando a propriedade (P1).

Estabeleceremos, abaixo, o importante conceito de morfismos entre complexos simpli-

ciais abstratos. Dizemos que uma funcdo
[ (K1, 81) = (K2, 52)

é um morfismo entre complexos simpliciais ou, uma transformacio simplicial, se
f(K1) C Ky e, para todo simplexo s € &, tivermos f(s) € S;. Da mesma forma,

dizemos que (K1, S51) e (K3, S2) sdo isomorfos, se existirem transformagdes simpliciais
fi(K1,81) = (K2, S&2) e g:(Kp, &) — (K, 81)

tal que
fog=1k, e gof=Ilg,.

Note que a fun¢do identidade 1 : (K,S) — (K, S) é uma transformacado simplicial
e, além disso, dadas transformacgdes simpliciais f, g, temos que sua composta f o g
ainda é um morfismo entre complexos simpliciais abstratos. Finalmente, pelo fato de a
composigdo entre fungdes ser associativa, temos garantido que os complexos simpliciais

abstratos podem ser tratados com o viés da teoria das categorias *,

Para uma breve revisdo dos conceitos de teoria das categorias recomenda-se a leitura dos capitulos 4 e 15
do livro “Algebra”, dos autores MacLane e Birkhoff [20]. Estes dois capitulos cobrem tudo, e mais um

pouco, sobre a teoria de categorias que necessitaremos.
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A categoria dos complexos simpliciais abstratos, denotada por SCpx, é definida como

a categoria

SCpx :
Obj (SCpx) ={(K,S); (K,S) é um complexo simpliciai abstrato}
Hom((KC1, 1), (K2, 82)) :={f : (K1, S1) = (K3, S2); f € uma transformacdo simplicial }

Composicdo entre setas : o(f,g):=f og (composi¢do usual entre fung¢des),

onde Obj denota a classe dos objetos da categoria e Hom((/C1, S1), (K2, S2)) representa
o conjunto formado pelos morfismos entre os elementos (K1, S1), (K2, S2) € Obj(SCpx).

Para encerrar esta Se¢do, mostraremos como os complexos simpliciais da primeira
Secdo estdo conectados com os complexos simpliciais abstratos, e, como a ideia de
triangulacdo de espagos topolédgicos por simplexos, pode ser estendida para simplexos

abstratos. Iniciaremos esta discussdo com o seguinte exemplo:

Exemplo 1.2.4. Considere as letras 4, b, ¢ representando simbolos distintos e o complexo
simplicial ® = (K, S), munido pelo conjunto de vértices K = {a,b, c} e pela familia de

simplexos abstratos

S ={0,{a}, {b},{c}, {a, b}, {a,c}, {b,c}}.

Afirmamos que este complexo simplicial abstrato induz um conjunto, denotado po ng,
homeomorfo a S?.

De fato, consideremos o espago vetorial livre V gerado por K
V= {)thl + Aob+ Aszc; A, Ar, A3 € IR} ~ RS,

(Note que a soma usada para descrever os elementos de V é a soma formal). Para

facilitar a notagdo, denotaremos por
a:=1-a, b:=1-b, ¢c:=1-c

os vetores que geram V. Assim, usando a notacdo de simplexos da primeira secédo, e

denotando para toda sequéncia ag, a1, ...,a4, € V 0o conjunto

n n
(ao,al,...,an> = {Z)Hai eV;Vi=1,2,...,n, vale Ai>0 e Z/\i = 1} ,
i=0 i=0

definimos, com o propésito de carregar os simplexos abstratos para V, o conjunto

Sg = {@Ea <ﬁ,g>, <ﬁ, E>/ <E/E>}
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Com isto, formamos a tupla (Kg, S¢), onde K, € dado por

K = U S.
SES,

Decorre, do isomorfismo trivial de V com R3, dado pela transformacdo linear que
associa as bases

i+ (1,0,0), b~ (0,1,0) ¢ (0,0,1),
que (Kq, Sq) € isomorfo ao esqueleto de dimenséo 1 do simplexo candnico A2 C RR3,
como pode ser visto na Figura 6. Além do mais, este esqueleto é homeomorfo ao
esqueleto de dimensédo 1 do simplexo (0, eg, e1) C R? (ep = (1,0), e; = (0,1)). Finalmente,
como o esqueleto de dimensdo 1 do simplexo (0, e, e1) é homeomorfo a S1 obtemos o

desejado. Em outras palavras, temos que
K, ¥ 1-esqueleto(A?) = 1-esqueleto((0, (0, 1), (1,0))) = S!

onde o simbolo de congruéncia usado acima indica homeomorfismo.
A .

Leq e1

A? C R3 homeomorfo a

<O/ €0, 81> g IRZ

Figura 6: Simplexo candnico A?> C R3 e 0o homeomorfismo de seu esqueleto de dimenséo 1
(triangulo azul na figura a esquerda) com o esqueleto de dimensao 1 (triangulo da
figura a direita) do simplexo (0,¢ep, 1) de R?, que, por sua vez, ¢ homeomorfo a st
Os vetores ey, €1, e, representam os vetores da base canonica de R2,R3, dependendo

do contexto.

O que acabamos de mostrar com o Exemplo 1.2.4 foi:

1. Complexos simpliciais podem ser vistos como complexos simpliciais abstratos;
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2. Dizer que um espago topolégico é triangularizavel por um poliedro equivale a

dizer que é triangularizavel por algum complexo simplicial abstrato.

Iremos formalizar estas ideais agora. Seja ® = (K, §) um complexo simplicial abstrato
e Vg o R-espaco vetorial livre gerado por K, i.e., o espaco dado pelas somas formais
finitas de K:

Vo = { Z Ap - p; (Ap)pex € R € uma sequéncia quase nula} .
pek

No espago Vg, para facilitar a notagdo, definimos sua base como os vetores
p=1-peVy, Vpe k.

Agora, induzimos simplexos em Vg, por meio da familia de simplexos abstratos S, da
forma mais direta possivel. Para todo s € S definimos (lembre-se que s € um conjunto
finito)

5= {ZApﬁ; Y Ap=1leA, ZO,VPES}

pEs pes

Se={5€ Vyp; s € S}.

Com isto, somos capazes de estabelecer a realizacdo geométrica do complexo simplicial
abstrato ®, que sera o conjunto
Kg:= U S.
se€S
Dizemos, ainda, que um espacgo topolégico é triangularizdvel se existir um complexo

simplicial abstrato tal que sua realiza¢do geométrica é homeomorfa ao espago topolégico.

Observagao 1.2.1. Todo complexo simplicial (ou, poliedro) (K, S) é realizacdo geométrica
de algum complexo simplicial abstrato. Para isto, basta tomar a tupla ® = (K, S) com
KC igual a todos os vértices do complexo simplicial e definir os simplexos abstratos de
S como sendo o conjunto formado pelos vértices dos simplexos de S. Portanto, no
texto ndo faremos mais distingdo em um complexo simplicial ser abstrato ou nao, e

chamaremos complexos simpliciais e abstratos de apenas complexos simpliciais.

Em todos exemplos até agora, estivemos discutindo sobre a congruéncia de espagos
topoldgicos como a existéncia de um homeomorfismo entre eles. A seguir, estenderemos

esta nogdo para espagos topologicamente equivalentes, flexibilizando nossa andlise.

15
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1.3 EQUIVALENCIA HOMOTOPICA

Esta secdo é baseada no Capitulo Introdutério do livro de Topologia Algébrica do
Hatcher [21, Capitulo 0] (excelente capitulo para estabelecer a ideia geométrica das
estruturas que estudaremos a seguir) e, um pouco, no capitulo 1 do livro sobre Grupos
Fundamentais do Elon [19].

Comecaremos definindo a homotopia entre fungdes, o qual nos fornecerd a extensado

de congruéncia, discutida no final da sec¢do anterior.

Definicao 1.3.1 (homotopia). Sejam X,Y espagos topoldgicos e f,g : X — Y funcdes

continuas. Dizemos que f e ¢ sdo homotdpicas se existir uma fungdo continua
h:Xx[0,1] =Y, satisfazendo h(x,0)= f(x), h(x,1) = g(x),Vx € X,

com [0, 1] o intervalo unitdrio da reta real. A funcdo h serd chamada de homotopia
entre f e ¢ e, por muitas vezes, para simplificar a escrita, escreveremos h;(x) ao invés de
h(x,t)

Observacdo 1.3.1. Sejam f,g: X = Y e h: X x[0,1] — Y fungdes continuas. Para

simplificar a notagdo, utilizaremos a convengao
h:f =g <= hfor uma homotopia entre as funcdes f e g.

Dadas fungdes continuas definidas nos reais, f, g : R —+ R, podemos entender por
homotopia entre as fungdes f e g, como “variar continuamente” a imagem de f até a

imagem da fung¢do g, como representado na Figura 7.

Exemplo 1.3.1. Sejam X um espaco topoldgico compacto e V um espago vetorial normado.
Entdo, fixado o ponto p € V, temos que toda fun¢do continua f : X — V é homotoépica
a funcao constante

g: X—=>V, x—p.

Este fato decorre da funcao
h:Xx[0,1] =V, h(x, t) =1 —t)f(x)+tp

ser continua “. Fixado o ponto (xy, tp) € X x [0, 1] temos, para todo € > 0, que

2 Vale a pena ressaltar que a topologia que estamos munindo o espaco X x [0, 1] é a topologia produto.
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0 R

Figura 7: Homotopia entre duas fungdes f,g: R — R.

1. Existe um conjunto aberto U C X tal que
velU = [f()— fGo)l< e/4
2. Por X ser compacto e, f e ||-|| serem fung¢des continuas, existe My > 0 tal que

1@< Mo;

Desta forma, se considerarmos os valores t € [0, 1] como sendo os valores que satisfazem
a desigualdade
|t — to|< Ko,

com Kj:=min {4”570“ , ﬁ, 1}, teremos, para todo (x,t) € U x (tg — Ko, tg + Kp), que

[h(x, ) — h(xo, to)|| = [|(1 — £)f(x) +tp — (1 — to) f(x0) — top|
< | f(x) = fxo)|[+[[p[I[t — tol+t|| f(x) — f(xo)[|+[t — tol | f ()]

< &

Ou seja, a fungdo h é uma homotopia.

Agora estamos de posse do instrumental necessério para definirmos a equivaléncia
homotépica entre espagos topolégicos.
Definicao 1.3.2 (equivaléncia homotdpica). Sejam X, Y dois espagos topoldgicos ndo
vazios. Entdo, dizemos que X é homotopicamente equivalente ao espago Y, ou, X tem o

mesmo tipo de homotopia de Y, se existirem func¢des continuas

f:X=Y e g:Y =X

17
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tal que as compostas f o g e go f sdo homotodpicas as identidades 1y e 1x, respectiva-
mente. Em outras palavras, para que X e Y tenham o mesmo tipo de homotopia, é

necessario que existam as fun¢des continuas
f:X=Y g:Y—=X, h:Xx[0,1]]=Y e h:Yx[01] =X
tal que
hligofgﬂx e hzzfog%“]ly.
Denotaremos por X = Y quando os espacos, X e Y, forem do mesmo tipo de homotopia.
Observacao 1.3.2. Espagos topolégicos homeomorfos sdo homotopicamente equiva-
lentes. De fato, considere X,Y como espagos homeomorfos, i.e., existem func¢des

homeomorfas f : X - Yeg:Y — Xtalque fog =1y e go f = 1x. Decorre destas

igualdades que as fungdes
B Xx[0,1] =X e h:Yx[01] =Y
dadas por hy(x,t) =x e hao(y,t) =y, paratodo x € X,y € Y et € [0,1], sdo continuas e
hy:gof=1x e hy:fog=1ly.

Observacao 1.3.3. Espacos homotopicamente equivalentes ndo, necessariamente, sdo
homeomorfos. Para isto, basta lembrar do Exemplo1.3.1. Neste exemplo, provamos
que para um espago topoldgico compacto X e, um espago vetorial V, toda funcdo
continua f : X — V é homotdpica a uma fungdo constante g : X — V. Sendo assim,
consideremos V = {0} C R? e X = D? = {x € R?; ||x||< 1}. Logo, para as funcdes

i:D*> 5 {0}CR%L x—0 e j:{0}CR?>—D?00,

suas compostas ioj : {0} — {0} C R?>ejoi: D?> — RR? serdo funcdes constantes.
Portanto, decorre de {0} e D? serem espagos compactos, que as fungdes identidades

(fungoes estas sempre continuas)
Ly : {0} = {0} e  1p:D*>—D?

serdo homotopicas as fungdes i o j e j o i. De forma mais simbdlica, existe homotopias
hy, hy tal que

hlil'Oer'ﬂ{o} e hz:jOigﬂDz.
Ou seja, o disco D? é homotopicamente equivalente ao conjunto {0}. Porém o disco e

ponto 0 ndo sdo homeomorfos.
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Estas ideias condensam o que dissemos por estender o conceito de congruéncias
para além de homeomorfismos entre espacos. Outra vantagem em se utilizar deste
conceito, reside no fato de que existem casos particulares de homotopia entre espagos
que carregam consigo um apelo geométrico muito grande, nos possibilitando abstrair e
realizar os calculos de forma mais simples do que tentar definir homeomorfismos, que
quando possivel, pode ser uma tarefa extremamente ardua.

Inicialmente, citaremos apenas algumas propriedades relevantes sobre espacos topo-
logicamente equivalentes. As demonstracdes destas propriedades sdao semelhantes ao
feito (bem sucintamente) no inicio do livro “A concise Course in Algebraic Topology”
do autor ].P. May [23, Secdo 2 - Capitulo 1].

Sejam X, Y e Z espacgos topoldgicos quaisquer. Entao
(i) Equivaléncia homot6pica sempre sera reflexiva, i.e., sempre teremos X = X;
(i) X=Y <= Y = X, ou seja, a relagdo = é simétrica;

(iii) Sejam X = Y e Y = Z. Entdo, X = Z e, portanto, equivaléncia homotépica é,

também, transitiva.
Desta forma, fixado um espago topolédgico X, temos que no espago
H:={A C X; A éum subespago topolégico de X}

a relagdo de equivaléncia homotépica = é uma relagdo de equivaléncia.

Ao mostrarmos, na Observacao 1.3.3, que o disco tem o mesmo tipo de homotopia que
a origem do IR?, desenvolvemos a intuigdo para o fato de ser possivel “achatarmos” o
disco em fun¢do do pardmetro t € [0, 1] (onde t pode ser interpretado como o parametro
representando o tempo) até obtermos o ponto 0, preservando, ainda, propriedades
geométricas (no caso, a homotopia). Esta ideia pode ser vista na Figura 8 e nos permite
apresentar dois conceitos: retrato por deformagdo e contracdo.

Antes de definirmos o que é um retrato por deformacéao, estabeleceremos a definicdo

de uma retragdo de um espago X em um subespago.

Definicao 1.3.3. Seja X um espaco topoldgico e Y um subespaco de X. Y é um retrato

de X se existir uma funcdo r : X — X tal que

T(X)ZY e 1’|y= Ty.
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t=1

Figura 8: Comprimindo o disco D?, com o passar do tempo t € [0,1], até obtermos o ponto
0 € R2.

Definicao 1.3.4 (retrato por deformacdo). Dizemos que um subespago topolégico Y é
um retrato por deformagdo do espago topoldgico X, com Y C X, se existir uma funcdo
continua, h : X x [0,1] — X, tal que h é uma homotopia entre a fun¢do identidade

Ix: X > Xcomoretrator: X - Xde XemY,ie,
I’l:i’g]lx.

O ponto 0 € R? pode ser visto como um retrato do disco D?. De fato, como mostrado

na Observagdo 1.3.3, temos garantido que, para as fun¢des
i:D>— {0}, x—0 e j:{0} = D?0~0,

a composta joi : D> — D? serd homotopica a identidade 1. Além do mais, a

composta j o7 serd uma retracdo do disco na origem:

joi(D*) ={0} e (joi)lj= 1T -

A seguir, enunciamos uma Proposi¢do que nos garante a seguinte propriedade:
retratos por deformagdo de um espago topolégico X qualquer serdo homotopicamente
equivalentes ao espago X. Isto nos fornece uma ferramenta muito 1til, onde através
de um espaco complicado X, obtemos um espago “mais simples” que, ainda, preserva

certas propriedades do conjunto inicial.
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Proposicdo 1.3.1. Seja X um espago topoldgico e Y um subespago de X. Entdo, se Y for um

retrato por deformagio de X, teremos que X =Y.
Demonstragio. Se Y é um retrato por deformacdo do espago X, entdo a retragdo
r:X—X, com r(X)=Yer|ly=1ly

e a funcdo identidade 1x sdo homotopicas, i.e., existe uma fungdo continua h : X X
[0,1] = X tal que h : 1x = r. Agora, considere a fung¢do inclusdo i : Y — X. Entdo, as

seguintes igualdades sdo verdadeiras

roi=1ly e ior=r.

Consequentemente, por valer i o r = r, temos que / serd uma homotopia entre 1x eior:

h:ior=lyx.
Note, também, que hi= h|y«[0,1] € uma homotopia entre
(ho)ly=1y e (m)|ly=rly=1y =10},
onde

ho=hlx.0y ©  h=hlx.y

Ou seja, temos que

h:roi= ﬂy,
concluindo o desejado: Y = X. O
Definicao 1.3.5 (Espaco contrdtil). Seja X um espago topoldgico e p um ponto qualquer

de X. Entdo, dizemos que o espago X é contrdtil, se 0 mesmo tiver a mesma homotopia

de {p}:
X = {p}.

Observacio 1.3.4. O disco do IR? é contratil. Como j& mostrado anteriormente, a origem

do IR? ¢ um retrato por deformacéo disco D?. Logo, pela proposigdo acima
D? ~ {0}.

Abaixo forneceremos alguns exemplos de retratos por deformagao.

Exemplo 1.3.2. Complementando o exemplo anterior, podemos olhar o disco como um

retrato por deformagdo de um cone, como ilustrado pela Figura o.
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AA o

% [0,1] [0,1/2] [0,1/4]

Figura 9: Retrato por deformagdo do cone para o disco.

Exemplo 1.3.3. Considere os grafos da Figura 3. Estes grafos podem ser representados
por grafos de estrutura mais simples, o qual sdo nada mais, nada menos, que retratos

por deformacdo dos grafos originais, e que estdo representados na Figura 1o0.

Exemplo 1.3.4. Seja o conjuto A formado pelas letras do alfabeto:
A={A,B,C,D,E F,GH I JLMNOPQRSTUYVXZ}

Considerando os elementos de .A como subconjuntos de IR?, munidos com a topologia
induzida. Entdo, dadas as letras «, 8 € A podemos induzir a relagdo de equivaléncia

~ C A x A, dada por
a ~ B <= «, B forem homotopicamente equivalentes.
Para esta relacdo de equivaléncia, temos as seguintes classes de equivaléncia:

[A]={A,D,0,P,Q R}

[B] = {B}
[C1={C,E,F, G H,I,JLLMNSTUYV,XZ}

Avaliando o Exemplo 1.3.4 destacamos um padrao, letras com quantidades distintas
de “buracos” ndo sdo homotopicamente equivalentes. Ou seja, avaliando a letra A, por
exemplo, observamos um “buraco” em seu centro enquanto que a letra |, que nao é
equivalente a A, ndo possui nenhum tipo de buraco. Desta forma, percebemos, neste
exemplo, que propriedades geométricas como buracos sdo preservadas por homotopias.

Esta ideia de estudarmos estruturas com propriedades geométricas semelhantes,

como buracos, e quantifica-los, serd muito utilizada no préximo Capitulo. A abordagem
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(a) Grafo do R? homotopicamente equivalente ao hexagono.
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(b) Arvore binaria homotopicamente equivalente ao ponto de origem da

arvore.

Figura 10: Grafos da Figura3 e suas versdes com o mesmo tipo de homotopia.

utilizada para quantificarmos estas propriedades se pautard, fortemente, no estudo das
propriedades algébricas dos Complexos de Cadeias. Antes de definirmos os complexos
de cadeias, introduziremos o conceito de sequéncias exatas e forneceremos alguns

resultados importantes.

1.4 SEQUENCIAS EXATAS

Seja (A, +,-,1) um anel com unidade e (M, +) um grupo abeliano, dizemos que M é um

A-modulo a esquerda se existir uma func¢do multiplicagdo por escalar

O:AxXM—-M

(0, v) a0V
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que, para todo «, 8 € A e para todo u, v € M, satisfaz as condi¢des

xOWU+)=aOuUu+a®U;

@+p)Ou=au+poOu;

(@-pOu=a0(Bou);
10u=u.

Note que, da mesma maneira, podemos construir A-moédulos a direita.

Notacdo. A seguir, adotaremos a seguinte convencado. O operador multiplicacdo por
escalar nos moédulos e o operador multiplicagdo nos anéis serdo representados da

mesma maneira, i.e.,
por convengao

(- ) © (u) (xB)u.

Dizemos que uma funcgdo entre A-médulos
f:M— N

é um homomorfismo se a mesma preservar as propriedades algébricas entre os médulos.

Ou seja, dados u,v € M e a« um escalar, f deve satisfazer a igualdade

f(u+av) = f(u)+af(v).

Finalmente, o tltimo conceito importante de se ter em mente, para o que faremos a
seguir, é o de modulos livres. Dizemos que, M é um mddulo livre a esquerda, se existir
um subconjunto X C M tal que, para toda funcdo f : X — N, com N um médulo a
esquerda qualquer, existir um tnico homomorfismo de médulos f : M — N tal que o
diagrama abaixo comute

X —— M

1

1

1
AN
v
N,
com i : X — M a fungdo inclusdo. O conjunto X, sob estas condi¢des, serd chamado de

base que gera o médulo M.

Moédulos livres tem uma interessante interpretacdo por meio dos elementos universais,

na teoria das categorias. Consideremos a categoria dos A-moédulos a esquerda, A-Mod,
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e a categoria dos conjuntos, Set, e fixemos um conjunto B. Portanto, o médulo livre M
gerado pelo conjunto B, junto com a inclusdo i : B — M, serd um elemento universal
do funtor covariante

F : A-Mod — Set,

onde, para todo médulo N € Obj(A-Mod), definimos
F(N)=hom(B,N):={f: B — N; f é uma fun¢do}
e, para todo homomorfismo entre médulos N e P, dado por ¢ : N — P, o funtor vale

F(¢) : hom(B, N) — hom(B, P)
frrdof.

Temos que (M, i) é um elemento universal pois, decorre de que para toda tupla (N, j),
com N um moédulo qualquer e j a fungdo j : B — N, existe, por M ser um médulo livre,
um homomorfismo tnico j : M — N tal que joi = j. Portanto, aplicando o funtor F ao
morfismo j, obtemos

FQGi=joi=j.

Decorre de M ser um moédulo livre gerado por B e, portanto, um elemento universal,
que para qualquer médulo livre N gerado, também, por B, teremos, pela Propriedade
de isomorfismo entre elementos universais (vide [20, Capitulo 4]), que M e N serdo
isomorfos. Ou seja, ndo importa como construimos nossos modulos livres gerados por
B, eles sempre serdo isomorfos. Para o leitor interessado em mais tépicos sobre teoria
de Mdédulos, sugerimos o livro do professor Polcino, Anéis e Médulos, [24].

Agora, fixado um anel com unidade, denotado por A. Dizemos que uma sequéncia
de A-moédulos a esquerda, (M;);cz, é uma sequéncia exata, se existir uma sequéncia de

homomorfismos de A-médulos (f; : M; — M;,1)icz tal que, para todo inteiro i, valha

ker(fi1) = Im(fy).

Logo, para uma sequéncia exata (M;);cz, podemos pensar no segundo diagrama

fi-1 fi fir1 fix2

——— M M; i+l

Exemplo 1.4.1. Considere a sequéncia de R-mddulos (M;);cz dada por

(i) M;j=R,parai=0,2;

25
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(i) M; =R?, parai=1;
(iii) e, parai #0,1,2, temos M; = (0);
Se associarmos a (M;);cz a sequéncia de homomorfismos (f;);cz definida por

fi M; — M1, x — 0, Vi 7—10,1,'
fo R — ]RZ, x — (x,x);
i R =R, (x,y) = ((-1,1), (x,))

teremos que a sequéncia de médulos serd exata. De fato, as tinicas transformacdes
que precisamos checar sdo fy e fi. Porém, fy mapeia a reta real na diagonal de R?, e
f1 calcula o produto interno dos pontos de R? com o vetor (—1,1). Como este vetor é
ortogonal a diagonal do espago, temos que as condi¢des para esta sequéncia ser exata

sdo satisfeitas, como ilustrado no diagrama abaixo.

f fo h f2
(.) ker(f_q) = R ker(fo) = (0) ker(fl) = Dlag(le) ker(f2) = (0)
Im(f-1) = (0) Im(fy) = Diag(IR?) Im(f;) =R Im(f,) = (0)

De fato, sequéncias exatas como a do Exemplo acima desempenham um papel

importante em topologia algébrica.

Definicao 1.4.1 (sequéncia exata curta). Seja uma sequéncia exata (M;);cz. Entdo,
chamaremos (M;);cz de sequéncia exata curta, se a sequéncia satisfizer a condigao:
M; = (0), para todo i #0,1,2. Denotaremos, por simplicidade, uma sequéncia exata

curta da mesma maneira que a sequéncia do diagrama abaixo

f g 0
(0) 0 ,m > N > P > (0)

onde f : M — N, g : N — P sdo homomorfismos entre médulos e, o simbolo 0 acima

das setas, indica 0 homomorfismo nulo.

Observacao 1.4.1. Em uma sequéncia exata curta, como a descrita no diagrama acima,

teremos, por estarmos trabalhando com um sequéncia exata, que
ker(f) =Im(0) = (0), e Im(g) = ker(0) = (0).

Ou seja, em uma sequéncia exata curta f sera um monomorfismo enquanto que g serd

um epimorfismo.
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Abaixo listamos um resultado importante, chamado de Lema dos Cinco, cuja demons-

tracdo pode ser vista no primeiro capitulo de Elon[18].

Teorema 1.1 (Lema dos Cinco). Dado o diagrama comutativo abaixo

M, f M, f2 MgLM}LA@
1 $2 ¢3 ¢4 ¢s
Ny f N, f2 N f2 N, fe N:.

Entdo, se as linhas do diagrama forem formadas por sequéncias exatas, e ¢1, P2, pa, 5 forem

isomorfismos, concluimos que ¢3 serd um isomorfismo.

1.5 COMPLEXO DE CADEIAS SIMPLICIAIS

Agora vamos induzir uma estrutura algébrica nos complexos simpliciais abstratos,
como dito no final da Se¢do 3. Como fixado anteriormente, chamaremos os complexos
simpliciais abstratos de apenas complexos simpliciais, e seus simplexos abstratos de
apenas simplexos.

Porém, antes de iniciarmos, precisamos estabelecer uma orientagdo nos vértices de
um simplexo. Portanto, seja ® = (I, §) um complexo simplicial e s € S um simplexo
de dimenséao 7, i.e., card(s) = n + 1. Estabeleceremos uma orientacdo nos vértices de
s da seguinte forma, escolhemos, inicialmente, uma ordenacdo qualquer para s, i.e.,
fixamos uma permutacdo o : I, — s, com I,,:={0,1,2,...,n}, e fixamos, baseados em ¢,

o simplexo com orientacdo positiva
s:=[ag,a1,...,a,], coma; = o(i), Vi € I,,.

Fixada esta orienta¢do, podemos aplicar permutagdes na ordem dos vértices do simplexo
orientado [ag, a1, ..., a,] 0 qual, entretanto, continuardo sendo ainda 0 mesmo simplexo.
Para isto, sabemos que o grupo simétrico S, admite um morfismo com o grupo

{—1,1}, munido da multiplicagdo dos inteiros. Portanto, seja « € S,;; uma permutagao,
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e [ap,ay,...,a,] uma orientagdo para o simplexo s. Entdo, temos que toda permutacdo

dos vértices do simplexo s, dada por [ay(), Aa(1), - - - , Au(m)], valera

+[ag,a1,...,a,] seapermutagdo « for par;
[a0(0), Au()s - -+ Oam)] =
—[ag,a1,...,a4] sea permutagdo « for impar;
Exemplo 1.5.1. Considere o simplexo s = [ag, a1, a2, a3] e as reordenagdes nos indices de s
dadas por

s1 = l[a1,a0,a2,a3] e sy =[ay, a2, a9,a3].

Note que como conjunto, os simplexos orientados s,s; e s, sd0 0s mesmos, ou seja,
tratam do mesmo simplexo, mudando apenas a ordem dos vértices. Pela convencdo

acima, teremos que

s1 = —lag, a1, a2, a3],

pois aplicamos uma transposi¢do nos indices de s e, a transposi¢do é uma permutacdo

impar. Semelhantemente, s, terd uma orientagdo positiva

s2 = +[ag, a1, az, as],
pois resulta da composigdo de duas transposi¢des em s.

Observacao 1.5.1. Fixada uma orienta¢do para um simplexo s = [ag, 41, . . ., 4] estabe-
leceremos que todo subconjunto de s terd a mesma orientagdo, induzida por s. Por
exemplo, seja o simplexo s = [ag, a1, a3, a3] e sua face t, resultante da retirada dos vértices

a1 e a3 Entdo, o simplexo t terd a seguinte orientacdo, induzida por s:

t = [ao, az].

Agora podemos comecar nosso tratamento algébrico em complexos simpliciais. Sejam
® = (K, S) um complexo simplicial, A um anel com unidade e, para todos simplexos
em &, fixemos uma orientagdo. Estaremos interessado em estudar a sequéncia de
A-moédulos definida da seguinte maneira: para todo i € INg = IN U {0}, definimos o

i-ésimo elemento desta sequéncia como sendo o médulo
C; :==mddulo livre gerado pelo conjunto {s € S; dim(s) =i},

onde, caso para algum indice iy tivermos {s € S; dim(s) = i} = @, entdo o ip-ésimo

elemento da sequéncia valerd C;, = (0). Chamaremos esta sequéncia de: sequéncia de mé-
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dulos livres gerados pelo complexo simplexial ®. A seguir, definiremos homomorfismos

9; : C; — Cj_1 de tal forma a obtermos a sequéncia do diagrama abaixo

d, 9, d d 0 dp=0
s G —5 2 G 2 G —— Gy — (0)

Estes homomorfismos serdo definidos da seguinte maneira, dada uma sequéncia de

modulos livres gerados pelo complexo simplicial ® = (K, S), denotada por (C;)icn,-

Iniciamos definindo para dy : Cp — (0) o homomorfismo nulo e, em seguida, para um
indice i > 0 qualquer, definiremos 9; : C; — C;_1 em duas etapas. Primeiro, denotamos

a base do A-mddulo C; como
S;={s € §;dims =i},
onde cada s € S; é um simplexo orientado, e definimos a fungdo auxiliar
d;:S; — Ci_1

1
[a0/ ay, ... /ai] = Z(_l)][a()/ e /Zl\j/ v /ai]'
j=0
Consequentemente pela propriedade universal dos médulos livres, sabemos que existe,

e é tinico, um homomorfismo 0; : C; — C;_; tal que o diagrama abaixo comuta

Sendo assim, definimos nossos operadores 9; como sendo os homomorfismos que

estendem as funcgdes 0;, i.e., definimos
0d; I=5i, Vi € IN.

Chamaremos a sequéncia (9;);cny, desses operadores de sequéncia dos operadores
bordos, induzidos pela sequéncia de médulos livres gerados pelo complexo simplicial
®. Estas duas sequéncias serdo de grande importancia para nés, formando a seguinte

estrutura:
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Definicao 1.5.1 (complexo de cadeias simpliciais). Sejam ® = (K,S) um complexo
simplicial e A um anel com unidade. Fixada uma orientacdo para todos simplexos em
@, dizemos que

C = {(Ciieny i : C; = Ci_1)ien, }, com No=NU {0}

¢ um complexo de cadeias simpliciais se (C;);cN, for uma sequéncia de médulos livres
gerados pelo complexo simplicial ® e 9;, para todo indice i € INp, for um operador
bordo induzido pela sequéncia (C;);. Por simplicidade, usualmente denotaremos os

complexos de cadeias simpliciais como C = (C;, 9;);, com i € INp.

Agora, fixaremos um pouco de nomenclatura para estas estruturas. Seja C = (C;, 9;);
um complexo de cadeias simpliciais, induzido pelo complexo simplicial ®. Entao,

chamamos de

(i) cadeia de dimensdo i, ou i-cadeia, todo elemento x € C;;
(ii) operador bordo, os homomorfismos 9; : C; — C;_q;
(iii) ciclo de dimensdo i, ou i-ciclo, todo elemento x € ker (9;);

(iv) bordo de dimensdo i, ou i-bordo, todo elemento x € Im (d;,1).

Abaixo listamos alguns exemplos de complexos de cadeias simpliciais, comec¢ando
com um caso simples e, depois, calculando os complexos de cadeias baseados nos

Exemplos das Sec¢Oes anteriores.

Exemplo 1.5.2. Seja ¢ = (K, S) o complexo simplicial cujos vértices sdo dados por
,C = {a()/ ai,az, 613}

e munido dos simplexos

S ={0,{ao}, {a1},{az},{as}, {a0, a1}, {ao, a2}, {a1, a2}, {a0, a1, 42} .}

Utilizando a orientag¢do induzida pela ordenagdo dos vértices, iremos calcular, primeira-
mente, os modulos livres gerados pelos simplexos e, em seguida, os operadores bordos.
Para simplificar, utilizaremos como anel o corpo dos reais. Ou seja, nossos médulos
serdo, de fato, espagos vetoriais. A sequéncia (C;);c, dos médulos livres serd dada por:
3
Co = {}:aj[aj]; aj €R,Vj= 0,1,2,3} ~ RY
j=0
C1 = {aolao, 1] + a1[ao, a2] + azar, a2]; &; € R,Vj =0,1,2} = R3;

Co = {alag, a1, a2]; & € R}.
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Agora calculemos os operadores bordo. O primeiro operador, dy, serd o operador nulo.

Ja o proximo operador, 91, terd os seguintes valores na base {[ag, a1], [0, a2], [a1, a2] }:

01([ao, a1]) = [a1] — [ao]
01([ao, a2]) = [a2] — [ao]
01([a1, az]) = [a2] — [a1],

resultando na matriz de transformacao linear

[ag,a1] [ao,a2] [aq,a2]
[a()] —1 —1 0
Clml| 1 0 1
@) = ]| o 1 1
[a3] 0 0 0

de posto 2. Finalmente, calculando o operador d; na cadeia [ay, a1, 2] obtemos

02([ag, a1, az]) = [a1, a2] — [ao, a2] + [ag, a1].

Deste valor, podemos escrever sua matriz de transformagdo linear

[a0, a1, a7]
[a0, a1] 1
(92) = [ag, a2] -1
[a1, 2] 1

Decorre destes valores, que o complexo de cadeia simplicial induzido por ¢ = (K, S)

pode ser representado pelo seguinte diagrama:

9> 91 9o

G YR C; ¥R~ S o YR 7 >0

2 ker@) ¥ (0) ker@) ¥R ker@) = Ré O
Im(d;) = R Im(d;) = R? Im(do) = (0)

Exemplo 1.5.3. Vamos analisar os grafos da Figura 3, considerando nossos médulos
como IR-espagos vetoriais. Como veremos na secao seguinte, as estruturas de interesse
nos complexos de cadeia serdo os grupos de homologia e, estes, tém a propriedade de

serem invariantes entre espagos homotopicamente equivalentes. Desta forma, ao invés
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de realizarmos nossas contas nos grafos da Figura 3, podemos restringir nossa atengao

aos grafos de mesmo tipo de homotopia, como representados na Figura 10.

De cara, jd notamos que ndo hd nada a fazer para a drvore bindria pois, a mesma, é
homotopicamente equivalente ao ponto. Portanto, estudemos o grafo homotopicamente
equivalente da Figura 10a. Uma triangularizagdo para ele é a exibida na Figura 11

abaixo. O complexo simplicial ® = (K, §) resultante da triangulariza¢do acima é dado

(Zg ae a5

i \e/ N,
/ \

014 ais 1117

ais

Figura 11: Triangulariza¢do do grafo da Figura 10a.

por vértices e arestas, i.e., a dimensdo de ® serd 1. O complexo P possui os vértices

K= {[’ZOI ai,az,as,a4, ... ,Ellg}

e os seguinte simplexos

S ={9D,{ao}{{ao},{ar},{az}, {as}, {as}, {as}, {ac}, {ar}, {as}, {as}, {a10},
{an1}, {a2}, {a1s}, {a1a}, {a1s}, {a16}, {a7}, {a1s}, (a0, a1), (a1, a2),
{ao, a4}, {aq,as},{ao,a7},{az,as},{ao, a10}, {a10, 411}, {a0, 213}, {413, 414},
{ao, a1}, {a6, a17}, {a2, a3}, {as,as},{as, a6}, {46, as}, {as, a0 }, {ag, a11},

{a11/ ﬂlz}/ {a12/ a14}, {a14, a15}, {a15, a17}, {61171 a18}/ {a18/ az}}-

Orientando os simplexos em fung¢do da prépria ordenacdo dos vértices, vamos calcular

os operadores bordo. Precisamos analisar apenas o operador 91, pois o resto sdo apenas
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operadores nulos. Antes de calcularmos a matriz da transformacao (d1), denotemos por

v1,02,73, ..., 0s simplexos orientados

v =lag,m], v2=lay,a2], v3=lap,a4], v4=[a4 a5],
ve = lay,ag], vy =laog,a10l, ©vs=I[ai0,a11], wv9 = lag,a13l,
v11 = lao, a16],  v12 =la16, 0171, v13 =[a2,a3], ©v14 = [a3,a5],

v = [ag,a8], viy =las,a9]l, v1g =[a9,a11], ©v19 = [a11,a12],

1 = [a14,a15], v = [a15,a17], vo3 = [a17,a18], ©24 = [a18, a2].

vs = [ag, a7],
v10 = [a13, 214],
v15 = [as, a¢],

v = [a12, a14],

Sendo assim, a transformacao d; serd dada pela seguinte matriz de transformacao linear

U1 U2 U3 U4

(s}
i
<
X
9
N
s
&

U9 010 Y11 V12 V13 V14 V15

] (-1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 0 0 O
ml|l1 -1 o o o 0 0 0 0 O O O O 0 O
mllo 1 0o o 0o 0 0 0 0 0 O 0 -1 0 0
]l 0o o o o o o 0 0 0 0 0 0 1 -1 0
]l o o 1 -1 0 0 0 0 0 0 O O O 0 O
is1/l0 o o 1 o o 0 0 0 0 0 0O 0 1 -1
llo o o o o o o0 0 0 0 0 0 0 0 1
i1l 0 o o o 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 O
]|l 0 o o o o 1 0 0 0 0 0 0 0 0 O
]|l 0 0o o o 0o 0 0 0 0 O O O 0 0 O
lagll 0 0 o o 0o 0 1 -1 0 0 0O 0O 0 0 O
fmull 0 0 o o o 0 0 1 0 0 O O 0 0 0
lapll 0 0 o0 o 0o 0 0 0 0O O O O O 0 0
sl 0 0 o o o 0o 0 0 1 -1 0 0 0 0 0
]l 0 0 o o o 0o 0 0 0 1 0 0 0 0 O
las]l 0 0 o o 0o 0 0 0 0 O O O O 0 O
lagll 0 0 o o o 0o 0 0 0 0 1 -1 0 0 O
71l 0 0 o o o 0o 0 0 0 0O O 1 0 0 O
mg]\0O 0 0o 0o 0 0 O O O O O O 0 0 0

Im(d;)  R"® e ker(d;) = RO.

V16
0

o O O © O

|
—_

O O O O O O O O O O R~ O

017

0

o ©O O O o o o

|
—_

O O ©O O O O O o O =

018

L ocoocoocoocoocoo

O O O O O O O =, O

019

O O O O O O O o O o o

I
—_

O O O O O O =

U0 V21 U2 V23 U4

0o 0o o0 o0 O
0o o o0 o0 O
0o 0o o0 0 1
0o o0 o0 0 O
o 0 0 0 O
o 0 0 0 O
o 0 o0 o0 O
0o o o o0 O
0o 0o o0 0 O
0o 0o o0 0 O
0o 0o 0 0 O
0o o0 0 0 O
-1 0 0 0 ©0
o 0 o0 0 O
1 -1 0 0 ©0
0o 1 -1 0 O
0o o0 o0 0 O
0 0 1 -1 0
0 0 ©0 1 -1

Exemplo 1.5.4. Nosso ultimo exemplo em complexos de cadeias simpliciais serd o

complexo induzido pela triangularizagdo do toro, exibido abaixo. (vide Figuras 4 e 5.)

Desta triangularizagdo, temos o complexo de cadeias ® = (K, S), formado por

K ={ap,a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,ag}
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e pelos simplexos

S ={9D,{ao}, {m}, {az},{as}, {as},{as}, {ac}, {as}, {as},
{ao, a1}, {ay, a2}, {ao, a2}, {as, as},{as, a5}, {az, as}, {ae, a7}, {az, as}, {as, as},
{ao, 03}, {03, 06}, {ﬂo, 06}, {a1, ﬂ4}, {ﬂ4, a7}, {111, ﬂ7}, {a2, 115}, {05, as}, {az, ‘18}:

{610, 04}, {611, 615}, {ﬂz, 613}, {ﬂs, ﬂ7}, {ﬂ4, ﬂs}, {615, ﬂ6}, {ﬂ1, [16}1 {612, ﬂ7}, {ao, 618},

50,51,52,53,54,55,56,57,58,59,510, 511,512,513, S14, 515, 516 517}

orientados de acordo com a ordenagdo dos vértices. Calculemos apenas os operadores

d1 e 07, ja que os demais sdo homomorfismos nulos. Porém, antes de iniciarmos as

contas, estabeleceremos a seguinte notacdo para os simplexos ordenados de dimensao 1:

v1 = [ag, a1],
ve = [a3, as],
v11 = [a3, a¢],
v16 = [az,a5],
= [az, a3],
[

v = [ap, a7],

vy = [a1,a2],
vy = [ag, a7],
v12 = [ag, ae],
v17 = [as, ag],
vy = [a3, a7],

vy = [ag, ag].

v3 = [ag, a2],
vg = [ay, ag],

v13 = [a1,a4],
v1g = [a2, ag],

V23 = [ay, agl,

vy = [a3,a4],
v9 = [ae, as],
v14 = [ag, a7],
v19 = [ap, a4],

vy = [as, ag],

U5 = [a4/ a5]/
v10 = [ao, a3],

v5 = [a1,a7],
v = [a1, a5],
025 = [a1/a6]/
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Portanto, a matriz de transformacdo linear do operador bordo d; sera

U5 U2 027

U4

Ui V17 V18 V19 U0 V21 U2 V23

V14 V15

U2 U3 U4 U5 Vg U7 U3 U9 U1 V11 V12 Y13

01

] ng

ker(d1)

e

~ RS

Im(d1)

Ja, para o operador bordo 9, temos a seguinte matriz de transformagdo linear

51 52 S3 S4 S5 S¢ S7 S8 S9 S10 S11 S12 S13 S14 S15 Si6  S17

S0

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

01

02

U3

U4

U5

U6

o7

U8

U9

010

11

U12

U13

U14

U15

V16

u17

U18

019

020

021

022

023

U24

025

026

027

com

~ R

e ker(dy)

~ ]R17

Im(az)

Para complexos de cadeias simpliciais, vale o resultado sobre os operadores bordo:
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Proposicdo 1.5.1. Seja @ = (K, S) um complexo simplicial e C = (C;, 9;); 0 complexo de cadeias

simplicial induzido por ®. Entdo, para todo indice i € Ny, vale
dj0dj1 =0.
Demonstragdo. Vide [21], pagina 105, Lema 2.1. O

Agora vamos estabelecer algumas estruturas para os complexos de cadeias sim-
pliciais, a fim de que a classe formada por eles tenha estrutura de uma categoria.
Antes, definimos os complexos de cadeia, uma generalizagdo dos complexos de cadeia
simpliciais.

Defini¢ao 1.5.2 (complexos de cadeia). Dizemos que a sequéncia C = (C;, d;);cN,, onde
cada C; é um A-médulo (A um anel com unidade) e cada 9 : C;,; — C; um homomor-

tismo de médulos, é um complexo de cadeias sempre quando
0;00;,1=0,Vi € Ng
for satisfeita.

Observacao 1.5.2. Denotaremos sempre os operadores bordo de complexos de cadeias
como 9. Sendo assim, mesmo estando trabalhando com complexos de cadeias distintos,
denotaremos seus operadores bordos pelo mesmo simbolo, sempre que ndo houver

possibilidade de confuséo.
Agora, consideremos os complexos de cadeia C = (C;, 9;);, D = (D;, 9;); e E = (E;, 9;);.
A primeira coisa que devemos definir sdo os morfismos entre os complexos de cadeias.

Isto é feito da seguinte maneira: dizemos que uma sequéncia de morfismos
f=(fi: Ci = Djien,

é um morfismo entre o complexo de cadeia C e o complexo D se, para todo indice i > 0,

tivermos
fi©0it1 =0dit10 fir1.
Em outras palavras, f = (f;); € um morfismo entre os complexos C e D, se o diagrama

abaixo comutar.

0 Jd d d 0 dp=0
- ——— Cy1 el Cn - T ° @) 2 C1 ! Co 0 (0)

fn+1l fnl fz‘ fol
J d J 0 dp=0
Dy —5 D, — . 2 D) D Dy — (0)
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Além do mais, dado o morfismo ¢ = (g; : D; — E;);cN,, podemos considerar a composta

fog:=(gio fi)ien,

que o diagrama abaixo, ainda, continua comutativo.

- ——— Gy dt Cy I, % G % C i Co 0=0 (0)
fua1 fn ce f2 f fo

Dy g, O B g, 2 05 220 )
Sn+1 8n e 82 81 80

-—— Eyn iaa E, % ... % E, % Eq % Eo D=0 0)

Note que a identidade entre complexos de cadeias € a trivial:
Ic = (¢, : G = Ciien,-

Com isto, temos a categoria dos complexos de cadeias, denotada por Cx, e descrita

como

Cx:
Obj (Cx) :={C =(C;,9;);; C é um complexo de cadeia}
Hom ((Cj, 0;), (D4, 0y);) :={f = (fi : C; — D;);; f um morfismo entre os complexos }
Composta entre setas :=(f; : C; = D;);o(gi: D; — Ej)i = (gi © fi)i-

A seguir, mostraremos como construir complexos de cadeias a partir de subconjuntos
dos médulos compondo esta cadeia, e exibiremos seus morfismos. Estas construgdes, de
certa forma, se relacionam com os homomorfismos de inclusdo e de proje¢do canodnica.

Seja C = (C;,9))ien, um complexo de cadeias e (D;)ien, uma sequéncia de R-

moddulos satisfazendo
D; CC; e 0i1(Diy1) € D,

Vi € INy. Logo, a estrutura D = (D, 9;|p,)icN, serd um complexo de cadeias e
j = (i: Di = Ci)ieN,,

serd um homomorfismo entre cadeias, onde cada j; representa a inclusdo do R-médulos

D; C C;. Segue abaixo o diagrama comutativo representando o morfismo entre os
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complexos de cadeia. Nestas condi¢des, chamamos o complexo D = (D;, 94|p,)icnN, de

subcomplexo do complexo C = (C;,9;)ieN, -

0,4 d ] 0 d J
D2, s B D, 2 D Dy —2 (0)
jn+1[ jn[ e ]'2[ ]'1[ jo[

d 3, d d d d
s G 2 2 G2 0 — 5 G —25 (0)

Agora, seja C = (C;,0;)iey, um complexo de cadeias e D = (Dj,0;)ien, um
subcomplexo de C. Entédo, a estrutura C/D = (C;/ Diréi)ie]NO, onde C;/D; é o quociente
de R-moédulos e

di(x+D;)=09;(x), ViecNg e xec(C,

serd um complexo de cadeias, tal que a sequéncia das proje¢des candnicas
= (m; : C; = Ci/Di)ien,
serd um morfismo entre os complexos C e C/D, dado pelo diagrama comutativo abaixo.

9, d;, 0 0 0 d
- —— Gyt NG SRRELCENYGA 2 .G ~ L — (0)

7Tn+1l ﬂnl ﬂzl ﬂll ﬂol
sl ER E 9 91

ER
- —— Cys1/Dyn1 hdlaay Cy/Dy —= -+ —= Cy/Dy —= C;/D; — Cy/ Dy =, (0)

Finalmente, estabelecemos o conceito de sequéncia exata entre complexos de cadeias.

Sejam C = (C;,9)ieN, , D = (D;,9))ieN, € E = (E;, di)ien, complexos de cadeias e
f=(i:Ci = Diien, € &=(8i:Di— Eien,
morfismos entre estas cadeias. Entdo, dizemos que a sequéncia de complexos

(O)OCngEO(O)

é uma sequéncia exata se, para cada i € Ny, valer

(i) fi forem monomorfismos;
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(ii) g; forem epimorfismos;

e o diagrama abaixo comutar

O—" e S e 0
041 041 041 041 041
0—2 ¢, I g8 g 0 0)
d, d; d, d, d;,
d3 d3 d3 d3 d3
O—0 o 5 & g 0
0> 0> 9> 02 02
O—0 oM 58 g0
0 01 d1 J1 01
Oo—2 oL p & g0 g
9o o do do do
0) 0) (0) (0) 0)

1.6 HOMOLOGIA SIMPLICIAL

Apb6s o estudo dos complexos simpliciais e os complexos de cadeias, estamos muito
proximos de trabalhar com a estrutura central de nossa anélise, o qual, de certa forma,
nos permite caracterizar algumas propriedades topoldgicas. Estas propriedades topol6-
gicas - componentes conexas, buracos, ... - aparecerdo quando estudarmos os bordos e

os ciclos do complexo de cadeias. Um bom Exemplo, para criar intuigdo, pode ser visto
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na Introdugdo do capitulo 2 do livro do Hatcher [21], mais precisamente, quando ele
inicia a discussdo sobre a ideia de Homologia. (aconselha-se fortemente a leitura desta
parte da introdugédo - “The idea of Homology”.)

Ao estudarmos um complexo de cadeia C = (C;, 9;);cl, , estabeleceremos a seguinte

notagdo usual:
i) Z(C) = (Zi(C))icN, a sequéncia dos R-médulos onde
Zi(C) =ker(9;), Vie Ny,
i.e., Z;(C) é o conjunto formado pelos de i-ésimos ciclos;
(ii) B(C) = (Bi(C))ieN, a sequéncia dos R-médulos onde
Bi(C) =Im(d;41), Vi € Ny,
i.e., B;(C) é o conjunto formado pelos de i-ésimos bordos.

Dos ciclos e bordos vale a seguinte inclusao:
Bi(C) € Zi(C), Vie Ny,

que é resultado imediato de 9; 0 9;;1 = 0. Agora, dado que 9(Z;(C)) = (0), podemos

estabelecer o complexo de cadeia

Z(C) = (Zi(C), 9i|z,c))ieN,

como vimos no final da Segdo anterior. Além do mais, dado que o conjunto dos i-ésimos
bordos é submédulo do conjunto formado pelos i-ésimos ciclos, podemos quocientar

Z;(C) por B;(C), gerando o complexo de cadeia
H(C) = (Hi(C), 9i)ieNy

onde
H;(C) = Z(C)/Bi(C) e 0;(x+ Bi(c)) = 9;(x),

2

o qual sabemos, pela secdo anterior, que de fato é um complexo de cadeia. Este

complexo de cadeia serd chamado de grupo de homologia simplicial do complexo C.
Observe que estamos trabalhando com complexos de cadeias induzidas por algum

complexo simplicial ® = (K, S). A seguir, estabeleceremos outro tipo importante de

grupo de homologia, que serd de grande valia para nosso estudo, que sdo os grupos de
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homologia singular. Para isto, comecamos definindo os complexos de cadeia singular,
que serd definido, no final das contas, de forma similar ao caso simplicial.

Seja X um espaco topoldgico fixado. Dizemos que toda fungdo
o: A" = X,

com A" o simplexo candnico da Defini¢do 1.1.2, serd um simplexo singular de dimensdo
n quando ¢ for uma funcio continua. Desta forma, podemos definir para todo i € INg e

para todo anel com unidade R, os R-mdédulos
S;:= moédulo livre gerado por {o : A’ — X; o é um simplexo singular de dimensao i},

que nos permite definir a sequéncia de R-médulos (S;);en,, chamada de sequéncia de
médulos livres gerados pelo simplexos singulares. Agora vamos definir homomorfismos
entre estes modulos, da mesma forma que fizemos para os complexos de cadeia
simpliciais, e que serdo chamados tambeém de operadores bordos.

Sabemos, pela propriedade universal dos médulos livres, que para definirmos estes
os homomorfismos basta definirmos seu comportamento na base dos médulos livres.

Sendo assim, para cada indice i € INy definimos os homomorfismos

80:SO—>(0), x+—0
e, parai > 0,

ai 0S5, — S

vale, para todo elemento ¢ : A’ — X da base de S;,

i .

ai((]—) = Z(_l)] 0-|[eOI €1,y €]', SRR ei]/
j=0

onde ¢y, e1, ..., e; sdo elementos da base candnica de R, [ep, e1, . . . ,E’\]-, ...,e;] é aface
do simplexo candnico A’, com zero na j-ésima coordenada, e c|[eg, €1, . . ., ?j, ...,ej] éa

fungao o restrita a esta face.

Observagdo 1.6.1. Dado o simplexo singular de dimenséo 7 e [eg, e, . . .,Ej, ...,ey] uma
face de A". Note que c|[eg, €1, - - ., ?j, ..., ey] ndo pertence ao médulo S,,_1. De fato, o que
fazemos aqui é um abuso de notagdo, permitido pelo fato de existir um homomorfismo

&A1 = [eg,eq,...,8,...,e5] tal que

(7|[eo,el,...,?]-,...,en] =col €S, 1.

41
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Ou seja, sempre quando escrevermos o|[eg, ey, . . . ,?j, ...,ey], estaremos, de fato, nos re-
ferindo a funcdo o o ¢. Tal abuso de notagdo tem a utilidade de preservar a simplicidade

nas contas.
Sendo assim, dado um espago topolégico X, podemos definir

Defini¢do 1.6.1 (complexo de cadeia singular). Seja X um espaco topoldégico. Chamamos
toda tupla S = (S;, d;)icN, de complexo de cadeia singular se, (C;);ci\, for uma sequéncia
de moédulos livres gerados pelos simplexos singulares, e (9;);cn, for uma sequéncia de
operadores bordos

i+1 : Siv1 — Si,
tal qual definida acima.

Acontece que complexos de cadeia singulares serdo, de fato, complexos de cadeias,
i.e.,, para todoi > 1 vale
dj 0041 = 0.

A demonstracdo desta propriedade é semelhante a de se mostrar que complexos de
cadeia simpliciais sdo complexos de cadeia.

Sendo assim, chegamos a dois tipos de complexos de cadeia:
(i) complexos de cadeia simpliciais;
(ii) complexos de cadeia singulares.

Note que, para complexos de cadeia singulares, definimos os grupos de homologia
singulares da mesma forma com o qual fariamos para os complexos de cadeia simpliciais,
i.e., o grupo de homologia singular de um espago topolégico X é o complexo de cadeia
H(X) = (Hi(X)réi)ie]No tal que, para todo i > 0, temos os grupos de homologia sendo os

R-médulos (R um anel com unidade)
H;(X) = Zi(X)/Bi(X)

com
Zi(X) = ker (9;),

o conjunto dos ciclos de dimensdo 7 e

Bi(X) =Im (dj41)
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o conjunto dos bordos de dimensao n. Além do mais, os operadores bordos serdo dados

pelas proje¢des canodnicas:
Oy : Hy(X) — Hy—1(X), x+ Bp(X) — 9x(X).

Em geral, denotaremos os operadores bordo dos grupos de homologia singulares como
apenas d, para facilitar a notagdo.

Antes de partirmos para os exemplos, enunciaremos trés resultados sobre grupos
de homologia. O primeiro resultado nos garante compararmos grupos de homologias

singulares entre espagos topoldgicos com o mesmo tipo de homotopia:

Proposicdo 1.6.1. Sejam X e Y espagos topologicos. Entio, se X e Y forem homotopicamente
equivalentes teremos que seus grupos de homologia singulares serdo isomorfos. Em outras
palavras,

X =Y = Hu(X) =4 Ha(Y),

onde = representa que X e Y sdo espagos com o mesmo tipo de homotopia e = 4 representa o

isomorfismo algébrico de R-mddulos.
Demonstragio. Vide Hatcher[21], pg. 111, Corolario 2.11. O

Em seguida, temos o resultado que estabelece a conexdo entre grupos de homologia

singular e simplicial:

Proposicdo 1.6.2. Seja X um espago topoldgico triangularizavel, i.e., existe um complexo
singular ® = (K, S) tal que X é homotopicamente equivalente a realizagido geométrica do
complexo simplicial ®. Entdo, considerando H(X) como o complexo de cadeias dos grupos de
homologia singular e H(®) o complexo de cadeias dos grupos de homologia simpliciais, temos
que

Hu(X) =4 Hn(P),

para todo n € INg, com = 4 representando o isomorfismo algébrico entre modulos.

Demonstragido. A demonstracdo deste fato pode ser vista em Hatcher[21], pg 128, Te-
orema 2.27. Porém, para se chegar a este resultado é necessdrio de uma série de
resultados preliminares, envolvendo a ferramenta chamada de divisdo baricéntrica,
a qual pode ser encontrada na Segdo sobre ecisdes, pg 119 do mesmo autor. Ou, se
preferir, na Secdo 4 do Capitulo 3 do livro de Elon [18], pode-se encontrar o tratamento

sobre divisdo baricéntrica. O

43



44

INTRODU(;AO A HOMOLOGIA SINGULAR E SIMPLICIAL

Estes dois resultados nos dao a liberdade de estudarmos os grupos de homologia
sobre duas perspectivas, sempre quando o espaco topoldgico for triangularizavel. Além
do mais, utilizando ferramentas como contrac¢do, ou retratos por deformacdo, podemos
simplificar, e muito, as contas para calcularmos os grupos de homologia.

Finalmente, enunciamos o resultado que nos garante, de certa forma, caracterizar
grupos de homologia de dimensdo 0 como a quantidade de componentes conexas do

espago em estudo:

Proposicdo 1.6.3. Seja X um espago topoldgico. Se X for conexo por caminhos, entdo seu grupo
de homologia singular e de dimensio O serd isomorfo ao anel dos escalares. Anel este associado aos
mddulos dos grupos de homologia. Ou seja, dado o complexo de cadeia H(X) = (Hy(X), 9n)neN,,
com Hy(X) o grupo de homologia singular e de dimensdo n, que nada mais sido que R-médulos
(R um anel com unidade), entio

Ho(X) =a R,

onde o anel R é visto como R-médulo e = 4 o isomorfismo algébrico entre médulos. Além do

mais, escrevendo o espago topoldgico como a unido disjunta de suas componentes conexas

X=JX,
i€l
com L um conjunto de indices e X; C X suas componentes conexas, vale que o grupo de

homologia singular de dimensio O satisfaz

Hy(X) =4 R, R; =aR.
i€l
Sabemos que ao estudarmos os grupos de homologia singulares de dimensao 0 de
algum espaco topolégico X estamos, de fato, contando a quantidade de componentes
conexas deste espago. Vejamos, agora, como os grupos de homologia se relacionam com

os “buracos” do espaco X. Para isto, utilizaremos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.6.1 (obs: aqui consideramos R um anel com unidade). Consideremos o
conjunto formado pelas palavras do alfabeto, descrito no Exemplo 1.3.4. Como visto,
este conjunto pode ser decomposto em trés classes de equivaléncia, com a relagdo de
equivaléncia dada pela equivaléncia homotoépica. Destas trés classes de equivaléncia,

destacamos as trés palavras homotopicamente distintas:

o, B, I.
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Note que para estas palavras podemos destacar as seguintes caracteristicas:

Uma componente conexa;
0—

Um “buraco”;

Uma componente conexa;
B —

Dois “buracos”;

Uma componente conexa;

Nenhum “buraco”.

Calculemos os grupos de homologia destas letras. Note que a letra | é uma contragdo,

| —

i.e., tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto. Ou seja, temos

| = {x}
com x um ponto qualquer. Os grupos de homologia singular do conjunto {x} sdo os
triviais
n=0; por |={x} R n=0;
e

Hn(l) ,EJA
(0) caso contrério (0) caso contrério.

Hn({x}) EJA

Para a letra O, vamos triangulariza-la pelo complexo simplicial ®; = (K4, 51), o qual

satisfaz

Ki={xy,z}

S1=A{D, {x}, {y} {z} {x, vy} {x 2} {y, 2} }-

Note que a representacdo geométrica Ko, terd o mesmo tipo de homotopia da letra O no
IR%. De fato, temos que Ko, serd o simplexo formado pelas faces do simplexo can6nico
A? C R3 o qual, por sua vez, ¢ homotopicamente equivalente ao complexo simplicial
K’q>1 formado por simplexos de dimensdo 0,1 do IR?, como pode ser visto no triangulo
circunscrito pela letra O, abaixo na Figura 12.

Calculemos os grupos de homologia da triangularizagdo da letra O. Para isto, teremos

que estudar os operadores bordo do complexo de cadeias simplicial induzido por ®;.

Comecemos com os ciclos de dimensdo 1, dados «, B,y € R, vale

o1 (alx, y1 + Blx, z] + v[y, 2]) = a([y] — [x]) + B([z] — [x]) + ¥([z] — [¥])
= [x](—a — B) + [yl(a — 7) + [z](B + 7).
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Z

Figura 12: Triangularizacdo da letra O.

Portanto,
o1(a[x, y] + Blx,z] +vly,z]) =0 <= a=—-B =7

ou seja,
Hy(®1) = Z1(P1)/B1(P1) =4 R.

Como sabemos que a homologia singular da letra O é isomorfa a homologia simplicial

da triangularizacdo K¢,, concluimos que
Ho(0) =4 R, Hi(0O) =4 R, e Hu(0)=4(0), Vn >2.

(obs, a homologia de dimensdo 0 ndo calculamos pois, sabemos que a homologia
singular de dimensao zero nada mais é que a contagem de componentes conexas, e a
letra O tem apenas uma componente conexa.)

Finalmente, calculemos a homologia da letra B, o qual é triangularizada pelo complexo

simplicial ®, = (K5, S2), composto pelos vértices
Ky =A{v,x,y,z w}
e simplexos

S2=A{@, {v{x} {y} Az {wy Ao 2} v yh v y) Ay 2) {y, wi {2 wh )

cuja representacdo geométrica pode ser vista na Figura 13. Calculemos o grupo de

w

0

Figura 13: Triangularizacdo da letra B.
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homologia de dimensdo 1. Dados os escaleres a1, ay, ..., a6 € 0 ponto

p = a1[v, x] + az[v, y] + azlx, y] + aaly, z] + as[y, w] + ag[z, w],

temos que

d1(p) =1 ([x] — [0]) + ax([y] — [0]) + az([y] — [x]) + aa([z] = [y]) + as([w] — [y])+
+ag([w] — [z])

=[v](—a1 — ) + [x](a1 — az) + [yl(az + a3 — &g — a5) + [2] (s — ag) + [w](as + ).

Logo,
81(]9) =0 <= a1=—ar=03, € g=—05=04.

Desta forma temos que Zi(®;) =4 R® R e By(®) = (0). Portanto, os grupos de

homologia da letra B sdo
Ho(B)=a R, Hi(B)=a R®R, e Hu(0)=4(0), Vn=>2.

O Exemplo 1.6.1 nos mostra como o grupo de homologia de dimensdo 1 conta a
quantidade de buracos contornados por ciclos de dimensao 1, de um dado espaco
topolégico. Da letra | seguimos para a letra O, que possui um buraco em seu centro, e
terminamos com a letra B, o qual adiciona-se um buraco a mais em relac¢do a letra O.

Agora vamos calcular os grupos de homologia dos grafos apresentados na Figura 3.
Sabemos que estes grafos sdo homotopicamente equivalentes aos apresentados na
Figura 10, 0o qual sdo mais faceis de calcular os operadores bordo. Como mostrado
na Figura 10, a drvore bindria é uma contrac¢do, ou seja, seus grupos de homologia
singulares sdo isomorfos ao espaco topolégico definido por apenas um ponto, o qual
admite homologia trivial, como ja mostrado. Calculemos entdo os grupos de homologia
do grafo da Figura 10a, que denotaremos por G. Utilizando nossa intuicdo, diriamos
que este grafo tem os seguintes grupos de homologia (neste exemplo utilizamos os reais
como anel):

Ho(G) =R, Hi(G)=R® H,(G) =(0),Vn>2.

De fato, esta intuicdo esté correta, pois como ja calculado no Exemplo 1.5.3, temos que
Z1(G) = R, Bi(G) = (0) = Hi(G) = R".

Esta intui¢do geométrica dos grupos de homologia pode continuar. Por exemplo,

em dimensdes maiores, grupos de homologia podem contar o “vazio” coberto por



48

INTRODU(;AO A HOMOLOGIA SINGULAR E SIMPLICIAL

alguma superficie. Para fixarmos ideia, pensemos no Toro da Figura 4. Pelo exposto no

Exemplo 1.5.4, temos que os grupos de homologia do Toro de dimenséao 0, 1 serdo
Ho(S1x51) TaR e Hi(51%x51) TaRER,

com S; x 51 o Toro, pois o Toro possui uma componente conexa e dois buracos, um em
seu centro e outro sendo o resultado da rotagdo de uma circuferéncia em relagdo ao
eixo z. Além do mais, decorre desta rotacao que um “vazio” se formara dentro desta

superficie, sendo captado pelo grupo de homologia de dimenséo 2:
Z2(51 X 51) =R = H2(51 X 51) =4 R.

Para dimensdes maiores os grupos de homologia do Toro sdo os espacos vetoriais nulos.
Os grupos de homologia desempenhardao um papel fundamental em nossa teoria,
ja que eles serdo os responsdveis em capturar as informacdes topolégicas relevantes
para todo conjunto de amostra que formos avaliar mais a frente. Por isso, é bom ter em
mente estas intui¢des topoldgicas dos grupos de homologia.
A seguir, listaremos alguns resultados auxiliares sobre grupos de homologia, que

podem facilitar nossos calculos.

1.7 INDUZINDO MORFISMOS NA CATEGORIA DOS COM-
PLEXOS DE CADEIAS

Nesta Se¢do apresentaremos alguns morfismos importantes na Categoria dos Complexos
Simplicias e Complexos Singulares. Sejam K' = (K1,8)) e K% = (K05, S)) complexos

simpliciais e f : K! — K? um morfismo entre estes complexos simpliciais, i.e.,
f:K' = K2

com f(s) = (f(ao), f(a1), ..., f(an)) € Sy, para todo s = (ag,ay,...,a,) € S1. Sabemos
que estes complexos simpliciais induzem os complexos de cadeias simpliciais C(K') =
(Ci, 91)i, C(K2) = (D;j, 9;);. Logo, para todo natural i € Ny, definimos os homomorfismos

de médulos

fai: Ci = Di, fu,i(s) = f(s),Vs € &1.
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(Note que o homomorfismo acima existe pois o definimos na base dos médulos Cj, i.e.,
estdo definidos nos i-simplexos.) Agora, tome um n-simplexo s = (ag, a1, ...,a,) € Sy,

com n > 0. Temos que

A fan(s) =Y (=D [f(ao), f(@), ..., f@), ..., fa)] = (=1 (fanlao,ar, ..., &, ...,a]) =
i=0 i=0

:f#,n—l(Z(_l)i[HOI ai, -, Zl\i/ ceey a?l]) = f#,n—l(a(s))'
i=0

Ou seja,
do fun= fan 00

e, portanto, temos que o morfismo fi = (f#)icN, € um morfismo entre as cadeias de
complexo C(K') e C(K?). Além disso, de maneira semelhante, podemos induzir um

morfismo entre os grupos de homologia simplicial:
fe=(fei s HiKY) = Hi(K?)ien,-

Em diagramas, isto equivale ao seguinte

py . o—2 o —2 q—2
f = fap fan fr0
p2 D,—2 D, —2 - —2 )
e
Kl e ——— Hz(Kl) L) H1(K1) L) HO(Kl) L’ )
f ——3 f*,z f*/l f*,O

K2 s HKD) — 2 (D) —2 Hy(K) —2 (0)
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De forma semelhante, dados dois espagos topoldgicos X e Y e uma fungdo continua
g : X — Y, podemos induzir morfismos entre os complexos de cadeias singulares
C(X) e C(Y) e podemos induzir morfismos entre os grupos de homologia singulares
destas cadeias. Denotaremos sempre os morfismos entre cadeias complexas singulares

induzidos pela fungdo g como
8#: C(X) — C(Y)

e denotaremos os morfismos entre os grupos de homologia singulares induzidos por g
como
g+t H(X) — H(Y).

Usaremos bastante, no proximo Capitulo, estes morfismos de complexos de cadeias,

induzidos por morfismos da categoria dos complexos simpliciais e das topologias.
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Como visto no Capitulo anterior, os grupos de homologia sdo uma importante ferra-
menta para capturar as propriedades de um espaco topolégico. Nada mais natural,
entdo, do que utilizarmos este instrumental matemadtico para estudarmos os padrdes
topolégicos de um conjunto de dados, para assim inferirmos suas caracteristicas. Em
outras palavras, sejam X um espaco topolégico e X C X um subconjunto finito, usu-
almente chamado de nuvem de pontos de dados, estaremos interessados em inferir
as propriedades topoldgicas de X através da nuvem de pontos (i.e., nossa amostra
X). Estas propriedades topolégicas serdo das mais diversas, como a quantidade de

componentes conexas, quantidade de ciclos em um grafo, entre outras.

Para esta tarefa, recorreremos ao uso da ferramenta Homologia Persistente. A Ho-
mologia Persistente, subramo da area de Andlise topoldgica de Dados, e abreviada
simplesmente por TDA, tem como principal objetivo o de utilizar o conceito de Homo-
logia (seja ela singular ou simplicial) para analisar as propriedades topolégicas de uma
nuvem de pontos de dados. Um importante aspecto da homologia persistente, reside
no fato que os grupos de homologia estudados serdo parametrizados por uma varidvel
T, que nos permitird inferir o quéo relevante é certa propriedade topolégica, na nuvem

de dados em questdo.

Neste capitulo, formalizaremos o conceito de homologia persistente, e mostraremos
como o mesmo pode ser usado para extrair informagdes de uma uma nuvem de dados,
sumarizando estas informagdes muito comumente por meio de um diagrama, chamado
de diagrama de persisténcia. Em seguida, estabeleceremos uma série de exemplos de
diagramas de persisténcia, e mostraremos como esta técnica pode ser aplicada para uma
série de problemas praticos. Finalmente, para uma visdo mais ampla deste t6pico, tal
qual para o estudo mais aprofundado de Anélise de Dados Topolégicos, recomendamos
a leitura dos livros Persistence Theory: From Quiver Representations to Data Analysis, do
autor Steve Y. Oudot (vide a referéncia [26] - especialmente os trés primeiros capitulos,
para uma compreensdo mais formal), e Geometric and Topological Inference, dos autores

Boissonnat, Chazal e Yvinec [27] (capitulo 11 - este livro tem enfoque maior no estudo
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dos algoritmos de TDA). Estes livros serviram de base para o desenvolvimento deste

capitulo. Além disso, recomendamos, também, a leitura de [28] e as notas de aula [29].

2.1 MOTIVACAO

Antes de apresentarmos os conceitos de homologia persistente, comecemos discutindo
um problema pratico de classificagdo, apresentando sua forma usual de resolvé-lo. Em
seguida, apontaremos uma outra perspectiva para resolver o mesmo problema, baseada
na homologia, e servindo de motivagdo para o uso das propriedades topoldgicas para o
problema de andlise de dados.

O problema que utilizaremos como ponto de partida consiste em uma breve avaliagdo
do banco de dados * coletado pelo Instituto de Estudos do Coracdo de Framingham °. A
informacao contida neste banco de dados resume-se, basicamente, na avaliacao do risco
de pacientes desenvolverem, em um periodo de 10 anos, doengas na artéria corondria,
tomando como base valores como: idade, sexo, pressao arterial, taxa de colesterol, e
outras (totalizando 16 variaveis).

Para simplificarmos nossa discussdo, consideraremos apenas uma amostra de 50
individuos, obtida a partir do banco de dados acima. Neste banco de dados, as variaveis
que observaremos serdo: o total de gordura no sangue; a taxa de glicose no sangue; e
o risco do individuo adquirir, em até 10 anos, doengas arteriais corondrias, denotada
por CHD10. (Por convengdo, CHD10 = 0 siginificard que o individuo apresenta baixo
risco de adquirir doencas arteriais, enquanto que CHD10 = 1 significard alto risco.) Na
Figura 14(a) podemos ver o padrdo de nossa amostra de dados.

Temos agora o seguinte problema: dada a amostra
X = {(xl-,yi); i = 1,2, .. .,50},
com x; o vetor aleatorio

x; = (Colesterol Total, Level de Glicose)

y; = CHD10

1 obtido no site https://www.kaggle.com/.
2 sitio do projeto https://framinghamheartstudy.org/.
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a variavel aleatoria referente ao risco do individuo adquirir, ou ndo, doengas arteriais
(Aqui, ambas as varidveis x; e y; sdo indexadas pelo i-ésimo individuo da amostra).

Gostarfamos, entdao, de encontrar uma fungao estimadora,
h:RxR— {0,1},

contida em um conjunto ‘H (conjunto este formado pelas fun¢des que assumimos descre-

verem bem o fendmeno em estudo), tal que o estimador goze da seguinte propriedade

heH i=1

J = arg min {%l(yi,h(xi))} ,

com [ : {0, 1}2 — R0 uma funcao, definida a priori, e que serve para mensurar o erro
induzido pelas predi¢des das fun¢des de classificacdo em H.

Uma forma de resolver este problema, e usualmente aplicada em Aprendizado de
Médquinas, é aplicar a técnica de Regressdo Logistica a estes dados, que nada mais é que
encontrar um hiperplano que separe os pontos suficientemente bem, minimizando a

fungéo erro

Erro(w, b) =

50 . X
iz log(1 + e5>(<)P(<w/ Xi) + b), (@, b) = argmin{Erro(w, b)}, (1)
(w,b)

com w € R? e b € R. Na Figura 14(b), temos um exemplo de um hiperplano separando
os pontos amostrais. Note que, dado um individuo qualquer, cujas caracteristicas

pertinentes ao problema possam ser representadas pelo vetor
(Colesterol Total, Level de Glicose) = x € R?,
vale que

ﬁ( ) individuo mais predisposto a doengas do coragdo, se (W,x)+b>0
X) =
individuo menos predisposto a doengas do cora¢do, se (@, x)+b <0,

com /1 a funcdo de classificacio escolhida pelo algoritmo de Regressao Logistica. Neste
problema em especifico, um individuo serd classificado como alguém com alto, ou
baixo, risco de desenvolver problemas cardiacos, dependendo da orientagdo de x em
relagdo ao hiperplano escolhido. Para mais sobre Regressao Logistica, vide o Capitulo

9, do livro Understanding Machine Learning [30]).
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(a) Valores da amostra de 50 individuos. (b) Exemplo de hiperplano separando os porntos.

Figura 14: Graficos (a): Level de Glicose em fung¢do do Colesterol total. Cada ponto é catego-
rizado pelo fator que define o risco do individuo de desenvolver doengas arteriais
corondriais em 10 anos ou mais. Gréfico (b): mesmo Grafico do item (a), porém

adicionado um hiperplano separando os pontos.

Observacao 2.1.1. Na Regressdo Logistica estamos trabalhando com o problema de
encontrarmos um hiperplano tal que minimizamos a funcdo erro da equacgéo 1, ou
seja, estamos considerando como informagao apenas a distancia de nossa amostra para
o hiperplano, desprezando informagdes referentes a, por exemplo, distancia entre os
pontos da amostra, ou, como os pontos se distribuem no espago, destacando padrdes

geométricos.

Avaliemos novamente os dados da Figura 14(a), s6 que agora sob uma nova perspec-
tiva. Ao invés de tentarmos separar os pontos em dois conjuntos disjuntos, iremos focar
no comportamento local dos pontos.

Dado & > 0 um real positivo qualquer e fixado. Estaremos interessados no comporta-

mento dos grafos ndo orientados
Gl =(x°A% e G =(x',A"
que satisfzem a seguinte condigdo:

0 o0 i-ésimo individuo nao apresenta risco
xeX' CX <
de desenvolver doencgas da artéria corondria
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1 o0 i-ésimo individuo apresentar alto risco
x, € X CX <~
de desenvolver doengas da artéria corondria,

juntamente com a restrigdo conjunta para as arestas

{xi, %} € A — xXj € X0 e d(x;, xj) <,

{xi,xj} € Al <= x;,xj € X' ed(x;,x)) <&,

comi,j=1,2,...,50 e d(,-) a distacia euclideana. Ou seja, estamos interessados em
grafos cujas arestas {x;, x;} satisfazem a seguinte condigéo: bolas abertas de raio ¢, e

centradas em x; e Xj, ndo podem ter intersegdo vazia, i.e.,
B(x;,€) N B(xj, €) # D.

Destas estruturas, ganhamos a vantagem de podermos avaliar a informagdo do
comportamento local dos pontos amostrais. Para ilustrarmos o comportamento local
destes pontos, fixemos um caso concreto. Consideremos ¢ um real positivo tal que, para

todo os pontos x;, Xj € X? (ou x;, X € X1), vale a seguinte condicdo

Colesterol Total; — Colesterol Total; < 50

d(x;, xj) <& <~
Level de Glicose; — Level de Glicose; < 10mg/dL.

Na Figura 15 temos a reprentagdo grafica deste caso exemplo.

Um fato curioso dos grafos G2, G! sdo os padrdes que eles apresentam. No gréfico da
Figura 15(b), referente aos individuos com baixo risco de desenvolverem doencas da
artéria corondria, percebemos a presenca de uma componente conexa, que se destaca
por uma quantidade significativa de pontos. Da mesma forma, é possivel destacarmos
pelo menos 5 ciclos de dimensdo 1 que chamam a aten¢do. Enquanto isso, para o grupo
de individuos com alto risco de doencas arteriais corondrias, percebemos pontos muito
distantes entre si, com apenas um ciclo de dimenséao 1.

Note que em nosso exemplo, trabalhamos com um ¢ fixo, o que esta longe de ser o

ideal. A partir deste ponto que a ferramenta de Homologia Persistente surgird, ja que

com esta ferramenta ndo ficaremos mais presos a um tnico ¢, escolhido arbitrariamente.

Ao contrério, dela teremos uma visdo global das possiveis conexdes, nos permitindo

estudar as cadeias do tipo
‘FO = (XS)SGPQIR/
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Representagdo dos grafos Gg, Gg, acompanhados das bolas abertas de raio ¢ e centra-

das em cada ponto amostral.

onde, para todo a < b < ¢ € P, valem as inclusdes

Xg - Xl? - XE C X, com X um conjunto fixado a priori.

Desta parametrizagdo, o foco da homologia persistente serd avaliar como os grupos

de homologia deste espaco variam com a parametriza¢cdo P, nos informando, por

exemplo, o quanto que propriedades topoldgicas, que aparecem nestes conjuntos X,

tem influéncia no comportamento geral.

Com esta visdo inicial do problema, daremos inicio a formalizacdo da homologia

persistente.
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2.2 FORMALIZACAO

Iniciemos definindo o que sdo filtragdes, tanto para espagos topoldgicos triangularizaveis

como para complexos simpliciais:

Definicdo 2.2.1 (Filtragdes). Seja T C IR um sub-conjunto ndo nulo da reta real. Dizemos
que as sequéncias

F1=Xpier e F2=(Diicr,
com X; um espaco topolégico triangularizdvel e ®; um complexo simplicial, sdo filtra-
¢Oes se, para todo i,j € T, valer
Xi C X;

i<j =
; C ;.

No caso de F, é usual chamar esta filtragdo de filtracdo simplicial.

Observacgdo 2.2.1. Sejam K1, K conjuntos ndo nulos e &7 e S, familias de subconjuntos
de Ky e Ky, respectivamente. Dizemos que um complexo simplicial ®; = (K1, S1) esta

contido em um complexo simplicial ®; = (K, S2) se, e somente se,
KiCKy e &5 C6,.

Filtracoes exercerdo um papel fundamental para o que vem a seguir.

Exemplo 2.2.1. Como mostrado na sec¢do anterior, os grafos X, para todo ¢ > 0, formam
uma filtracdo simplicial. De fato, basta recordarmos que grafos podem ser vistos,

também, como complexos simpliciais.

Seja F = (Xj)jer uma filtragdo parametrizada por T C R, com cada X; sendo um
espago topoldgico triangularizavel, ou um complexo simplicial. Sabemos, pelo exposto
no final do capitulo anterior, que para todo a,b € T, satisfazendo a < b, vale que o

operador inclusio i’ : X, < X, induz um morfismo

ab .o

g7 (ix,p : Hp(Xa) — Hp(Xp))peN, (2)
na categoria dos complexos de cadeias. Em outras palavras,

Va<beT existe i%":H(X,) — H(Xp),
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com i’ € Hom(H(X,), H(X})) um morfismo na categoria dos complexos de cadeia Cx,
e
H(X,) = (Hp(Xa),0p) e H(Xp) = (Hp(Xp), 9p))

os complexos de cadeias formados pelos grupos de homologia e seus operadores bordo.
Lembremos, também, que dados espagos topoldgicos (ou complexos simpliciais)

quaisquer e ndo nulos, X, Y e Z, vale que para todos os morfismos entre estas estruturas,
f:X—=Y e g:Y—=7Z,

ao aplicarmos o funtor responséavel por transportar objetos da categoria dos espagos
topoldgicos (ou, respectivamente, da categoria dos complexos simpliciais) para objetos

da categoria dos complexos de cadeia, obtemos os morfismos
f« tHX) = HY) e gH®Y)— H(Z),
cujos dominios e contra-dominios sdo grupos de homologia, e satisfazem

(80 f)x =80 fs

Abstraindo estas condigdes para o nosso contexto, temos que para toda filtracdo

F = (Xj)jer, parametrizada por T C R e cujos conjuntos sdo ndo-nulos, que
Va,bceT, a<b<c vale i =" 0i% = % =ibCo"h, (3)

com %P jbc

os operadores inclusdo discutidos no pardgrafo acima.

Observacao 2.2.2. Esta ligacdo entre a ordem parcial, dos indices de uma filtracdo, e os
morfismos iy¢, dos respectivos grupos de homologia, pode ser expressa de forma mais
condensada se utilizarmos a linguagem dos funtores. Estes funtores serdo o pilares da

homologia persistente, que serdo estudados mais a frente.

Ja vimos no capitulo anterior que os complexos de cadeia, e seus morfismos, satisfa-
zem as condi¢des necessdrias para que sejam uma categoria. Resta, entdo, inserirmos
as estruturas das filtragdes em alguma categoria, de tal forma que a mesma capture a
ordem parcial do conjunto dos indices da filtragdo.

A categoria que nos fornecerd esta estrutura sera a Categoria dos Posets. Seja T um
conjunto ndo nulo e que admite uma ordem parcial <, entdo a categoria Poset induzida

por T e por sua ordem parcial =<, denotada por (T, <), serd a categoria cujos objetos
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sdo os seus proprios elementos e seus morfismos serdo, basicamente, os morfismos
definidos pela relacdo de ordem de T.

Dados objetos quaisquers a,b € T, o morfismo entre estes objetos serd sempre um
conjunto com no méximo um elemento: hom(a, b) serd ndo nulo se a < b, e vazio caso
contrdrio. Ou seja, os morfismos desta categoria sdo definidos por < e, usualmente,
também denotados por <. Finalmente, observemos que para os objetos a,b,c € T
satisfazendo

a=<b-<g,

existem morfismos f, . € hom(b,c) e f,;, € hom(b, c) tal que sua composta estd bem
definida
fa,c ::fb,c o fa,b-

Agora podemos definir Homologia Persistente:

Definicao 2.2.2 (mddulos de persisténcia e homologia persistente). Seja F = (X;);cT uma
tiltracdo parametrizada por T C IR e cujos conjuntos X; sdo todos espagos topoldgicos
triangularizaveis, ou sdo todos complexos simpliciais. Entdo, fixado um natural p € INy,
dizemos que Hy(F) é um mdédulo de persisténcia de dimenséo p, da filtragdo F, se

Hy(F) for um funtor dado por

Hy(F) : (T, <) — RMod
T > i Hy(X;)
hom(a, b) 3 a < b~ i : Hy(X,) — Hy(Xp),
com Hy(X;) o grupo de homologia de dimensao p de X;, i« o operador induzido pela
inclusdo, discutido na equagdo 2, e RMod a categoria dos R-médulos a esquerda, com R
um anel com unidade. Além do mais, chamamos de homologia persistente da filtracao

F a familia

H.(F) = (Hp(F))pen,

de todos médulos de persisténcia de F.

[lustremos como calcular a homologia persistente de uma filtragao:

Exemplo 2.2.2. Seja G = (V, A) o grafo ciclico, e ndo orientado, representado pela

Figura 16. Calculemos a homologia persistente da seguinte filtragao

‘F = (®8)S€]R201
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onde o complexo simplicial @, é dado por
D, =(V,Ap), talqueVx,yeV,{x,y} A < dx,y) <eg,

e d(-, ) a distancia que calcula o menor caminho possivel entre os vértices x,y € V do

grafo. Por exemplo, no nosso grafo, temos

d(0,1) =1,d(0,2) = 2,d(0,3) = 2,d(0,4) =1, ....

Figura 16

Portanto, a filtracdo F serd a seguinte

e€[0,1) = &, =(V,A,), com A, = {2, {0}, {1},{2}, {3}, {4}}
e€[l,2) = . =(V,A;), com

Ae = {0,{0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {0,1},{1,2},{2,3}, {3,4},{0,4} }

g€ [2,00) = D, =(V, Ae), onde
Ae = {0, {0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {0,1},{1,2},{2,3}, {3,4},{0, 4},
{0,2},{0,3},{1,3},{1,4},{2,4},
{0,1,2},{0,1,3},4{0,1,4},{0,2,3},4{0,2,4},4{0,3,4},{1,2,3},
{1,2,4},1{1,3,4},{2,3,4},
{0,1,2,3},{0,1,2,4}{0,1,3,4},{0,2,3,4}, {1,2,3,4},
{0,1,2,3,4}},
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® ®
® @ 0.
® o

O
® o a_/ @

(@) ®, com ¢ € [0,1) (b) d, com ¢ € [1,2) (c) D¢, com € € [2,00)

Figura 17: Complexos simpliciais da filtracdo do grafo da Figura 16

cuja representagdo grafica pode ser vista na Figura 17.

Agora calculemos os médulos de persisténcia para esta filtragdo, onde os grupos de

homologia serdo analizados como R-espagos vetoriais:
e Para todo ¢ € [0,1) temos

Ho(®De) = RS/ Hp(q)e) =(0), Vp > 1,

e Para todo ¢ € [1,2) vale

Ho(®e) = R, Hi(Pe) =R, Hy(P)=(0),Vp =2

* E, para todo ¢ € [2, ), temos as matrizes das trasformacdes lineares, referentes

aos operadores bordos de dimensdo 1, 2, 3, dadas por 7:

[0,1] [1,2] [2,3] [3,4] [0,4] [0,2] [0,3] [1,3] [1,4] [2,4]

o]/ -1 0 0 o -1 -1 -1 0 0 0

m| 1 -1 o0 0 0 0 o -1 -1 0
=21 o 1 0 0 1 0 0 o -1 |,

31l o -1 0 0 1 1 0

41\ o 0 1 1 0 0 0

3 O operador bordo de dimensdo 4 ndo é calculado, pois ele é imediato.
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[0,1,2] [0,1,3] [0,1,4] [0,2,3] [0,2,4] [0,3,4] [1,2,3] [1,2,4] [1,3,4] [2,3,4]
0,11/ 1 1 0 0 0 0 0 0 0
21 1 0 0 0 0 1 1 0 0
2,31l o 0 1 0 0 1 0 0 1
3,4 o 0 0 0 0 1 0 0 1 1
9, = 0,4 o 0 -1 0 -1 -1 0 0 0 0
[0,21] -1 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0,31l o -1 0 —1 0 1 0 0 0 0
31 o 1 0 0 0 0 —1 0 1 0
1,41 o 1 0 0 0 -1 -1 0
2,41\ o0 0 1 0 1 0 -1

[0,1,2,3] [0,1,2,4] [0,1,3,4] [0,2,3,4] [1,23,4]

[0,1,2] -1 -1 0 0 0
[0,1,3] 1 0 —1 0 0
[0,1,4] 0 1 1 0 0
[0,2,3] -1 0 0 -1 0

9, = [0,2,4] 0 -1 0 1 0
[0,3, 4] 0 0 —1 -1 0
[1,2,3] 1 0 0 0 -1
[1,2,4] 0 1 0 0 1
[1,3,4] 0 0 1 0 -1
[2,3,4] 0 0 0 1 1

Destas matrizes dos operadores bordos, observamos que:

Im(9;) T R* e ker(d;) = R®,
Im(@,) = R® e ker(d,) = R,
Im(d3) ¥ R* e ker(d;) ¥R,
Im(d4) =R e ker(ds) = (0),

onde, por estarmos trabalhando com espagos vetoriais de dimenséo finita, temos

que a propriedade
dim(V /U) = dim(V) — dim(U)

nos garante que

Ho(®:) =R, e Hp(ch) =(0),Vp =21
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Do Exemplo 2.2.2, podemos visualizar os médulos de persisténcia, de dimensédo 0 e 1

(que sdo os casos interessantes), pela seguinte representacéo:

0,1 1,2 2,3
Z>l<,0 l*,O l*,O
R R R R
HoP) i — | : : >
R
0 1 2 3 =
0,1 1,2 2,3
1 ’,1 1 :1 1 11
(0)—— R (0)——— 0)
. | | | | \
Hi(F) - | | | | R.o
0 1 2 3 =0

onde os grupos de homologia estdo indexados pelos pontos do segmento de reta R > 0,
e as transformacdes lineares Hy(F)(a < b), paraa,b € R e p € Ny, estdo representadas

pelas transformacdes lineares ii’f;’,.

Observacao 2.2.3 (Interpretacdo dos modulos de persisténcia). Da homologia persistente
que calculamos do Exemplo 2.2.2 notemos que: no instante de tempo t = 0, o complexo
simplicial da filtragdo F possui 5 componentes conexas, permanecendo-se desta maneira
até o instante de tempo t = 1, quando conectamos todos os vértices e formamos uma
tnica componente conexa, mantendo-se desta maneira indefinidamente; ja para a
dimensao de homologia 1, apenas um ciclo aparece no instante de tempo t = 1, porém

o mesmo desaparace logo em seguida, no instante de tempo ¢ = 2.

Observagao 2.2.4. Sempre quando estivermos trabalhando com a homologia persistente
serd aconselhavel pensarmos nela como um mapeamento de instantes de tempos, em
que propriedades topoldgicas surgem e desaparecem, de acordo com o conjunto que

indexa a filtracdo em questdo, como ilustrado no exemplo acima.

Com o objetivo de extrairmos estas informagdes dos médulos de persisténcia em
analise, estudaremos o conceito de Diagrama de Persisténcia. Mas antes, precisaremos

de alguns resultados auxiliares.

2.3 DIAGRAMAS DE PERSISTENCIA

Nesta se¢do apresentaremos o importante conceito dos diagramas de persisténcia, e

seu variante, os cdédigos de barra. Estas estruturas vém a complementar o visto em

63



HOMOLOGIA PERSISTENTE

homologia persistente, de tal forma a podermos classificar os diagramas de persisténcia
como uma assinatura dos conjuntos em estudo.

Para construirmos os diagramas de persisténcia, iremos utilizar um resultado famoso
da teoria das representagdes de quivers: o Teorema de Gabriel. Para mais informacado
sobre este terorema, e suas aplicacdes em homologia persistente, vide o Capitulo 1 e o
Apéndice A da referéncia [26].

Iniciemos esta Se¢do com a defini¢dao de transformacgao natural entre funtores:

Definic¢do 2.3.1. Sejam F;, F, : X — ) dois funtores covariantes nas categorias X, ).
Entdo, dizemos que uma funcdo 7 : F; — F, é uma transformagdo natural entre os

funtores Fj, F, se, para cada objeto a,b € Obj(X), a fungdo associar as setas
Fi(a) * Fx(a) € homy(Fi(a), F2(a)), Fi(b) — Fa(b) € homy(Fi(b), F2(b))

tal que, para toda seta a i) b € homy(a, b), o diagrama abaixo seja comutativo

Ta
Fi(a) — Fx(a)

Fl(f)l le(f)
T
Fi1(b) — Ey(b).

Além do mais, se cada fungdo T, for bijetora, entdo T é chamada de um isomorfismo

natural.

Para exemplos sobre transformacgdes naturais vide a Sec¢do 4, Capitulo 15, do livro [20].
Desta defini¢do, nos interessaremos apenas na classificacdo de isomorfismos dos mé-
dulos de persisténcia, que sdo funtores das categorias dos Poset (com ordem induzida
pela reta real) nas categorias dos K-espacos vetoriais, denotados por Vecty, onde K é
um corpo.

Agora, seja T C R um subconjunto da reta real e S C T um intervalo. Definiremos
o funtor chamado mddulo intervalar, fundamental para nosso estudo. Este funtor,

denotado por

Is: (T, <) — Vectk
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satisfaz a condicdo, para todo objeto da categoria (T, <), de que

] K, seieS§
T>i—
(0), caso contrario

e, para toda seta i < j,

1:K — K, a transformacdo identidade, sempre quando 7,j € S;
1<j—= 1 f, caso contrdrio. Onde, f é uma transformacgdo linear tal que
f(v) =0,Vv € Is(i).

Agora somos capazes de enunciar o principal resultado de homologia persistente, o
qual o dividimos em duas partes, (a) e (b), e cuja demonstra¢do pode ser encontrada no
Apéndice A de [26]:

Teorema 2.1 (Aplicagdo do Teorema de Gabriel, Parte (a)). Seja T C R um subconjunto

ndo nulo, F uma filtragdo e H.(F) a homologia persistente referente a filtracdo. Se tivermos que
card(T) < oo,

entdo teremos que para cada dimensdo p € INo, os médulos de persisténcia serdo naturalmente
isomorfos a soma direta de médulos intervaleres. Em outras palavras, para cada dimensdo
p € Ny, teremos que existe um conjunto L tal que
Hy(F) = PLs,
i€l
com S; C T intervalos indexados pelo conjunto L. Além do mais, essa soma de modulos
intervalares serd iinica, a menos de uma permutacio dos indices. (Aqui, o simbolo = representa

o isomorfismo natural entre funtores definido no inicio desta Segio.)

Teorema 2.2 (Aplicagdo do Teorema de Gabriel, Parte (b)). Seja T C R um subconjunto
ndo nulo, F uma filtracido, H.(F) a homologia persistente referente a filtragio F e p € Ny um
niimero natural. Se para cada elemento i € T tivermos que os espagos vetoriais, induzidos pelo

mddulo de persisténcia de dimensdo p, forem de dimensdo finita, i.e.,
dim(Hp(F)(i)) < oo, Vi € T,

entdo, teremos que o médulo de persisténcia de dimensdo p serd naturalmente isomorfo a soma
direta de modulos intervaleres. Em outras palavras, o médulo de persisténcia de dimensdo p pode

ser escrito como

Hy(F) = PTs,,

ieL
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com S; C T intervalos indexados pelo conjunto L. Além do mais, essa soma de médulos
intervalares serd iinica, a menos de uma permutacio dos indices. (Novamente, o simbolo =

representa o isomorfismo natural entre funtores definido no inicio desta Segdo.)

Estes dois resultados nos dizem que a homologia persistente, satisfazendo certas
hipéteses, pode ser interpretada como o registro da evolugdo temporal das propriedades
topoldgicas de uma nuvem de dados. Destes registros, teremos sempre os instantes de
nascimento e morte de uma propriedade de dimensao p.

Para clarear as ideias, relembremos o Exemplo 2.2.2, onde obtivemos que os médulos

de persisténcia de dimensao 0 e 1, da filtracdo do grafo, podiam ser representadas por

0,1 1,2 2,3
Z*,O Z*,O 1*,()
RO R} R R
HoF) : — : : : >
R
0 1 2 3 =
.01 1,2 2,3
1 ’,1 1 :1 1 il
0)—— R (0)——— 0)
. | | | | \
Hi(7) - | | | | R.o
0 1 2 3 =

Pelo exposto acima, temos que

Hy(F) = Ij1,p)-

De fato, observe que no instante de tempo t = 1 ocorre que um um ciclo de dimensao 1
surge na filtracdo, desaparecendo logo em seguida, no instante t = 2, quando cobrimos
este ciclo (vide Figura 17, que apresenta a filtragdo do grafo). Para os médulos de

persisténcia de dimensdo zero nao é dificil notar que

Ho(F) = ILjo,c0) €D 10,1 D Lio,1y B Lo, 1) D Lo,py-

Novamente, 0 médulo de persisténcia de dimensdo zero expressa exatamente o que
nossa intuicao sobre a filtracdo esperava. No inicio, temos cinco componentes conexas,
o qual quatro somem no instante t = 1, permanecendo apenas uma componente conexa
em todo restante de tempo.

Destes dois teoremas principais temos que para toda homologia persistente, referente

a uma filtragdo F, e satisfazendo as hipéteses destes teoremas, podemos associar um
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diagrama, chamado de diagrama de persisténcia. Ou seja, fixada uma dimensdo p, onde

o médulo de persisténcia pode ser escrito como

Hy(F) = P1s,

ieL

temos que podemos associar a este médulo de persisténcia o o seguinte multiset

Dgm(H,(F)) = {(inf(si), sup(S;)) € EZ; icLeHy(F)= @I[sl} ,
iel
com R a reta extendida, R = R U{—o0, 0}, que definiremos como o diagrama de
persisténcia de dimensédo p da homologia persistente, denotado por Dgm(H(F)).
Novamente, consideremos a filtragdo do grafo do Exemplo 2.2.2, cujos médulos de

persisténcia de dimensdo 0 e 1 sdo

Ho(F) = Tjo,00) D 10,1 P T1o,1) B Tjo,1) D To,ny

H1(F) = Iy p)-

Para estes moédulos de persisténcia, os diagramas de persisténcia serdo os seguintes

multisets
Dgm(Hy(F)) = {(0,0),(0,1),(0,1),(0,1),(0,1)} e Dgm(Hi(F)) ={(,2)},

que podem ser representados como o grafico da Figura 18 abaixo.

Em geral estaremos interessados em estudar os diagramas de persisténcia de con-
juntos finitos, o que nos garante que os espagos vetoriais induzidos pelos médulos
de persisténcia sejam de dimensdo finita e, portanto, pelo que vimos pela aplicagdo
do Teorema de Gabriel, Parte (b), que nossas homologias de persisténcia admitirao

diagramas de persisténcia, que por sua vez serdo tinicos.

Observacao 2.3.1. Na maior parte das vezes, calcular os diagramas de persisténcia de
uma filtracdo ndo serd uma das tarefas mais faceis. Porém, veremos mais a frente que
existirdo algoritmos que nos auxiliardo no calculo dos diagramas de persisténcia destas
estruturas, com a Unica exigéncia de que estabelecamos certas restri¢des sob o corpo

que age nos grupos de homologia induzidos da filtragdo em estudo.
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ol e e Dgm(Hy(F))
«Dgm(Hy (F)) |
30
2.5 1
20 o .
1.5 |
1 e .
0.5 |
ol |

_'5 | | | | | |
-05 0 05 1 15 2 25 3

Nascimento

Morte

Figura 18: Diagrama de Persisténcia de dimensdo 1 e 2 da nuvem de pontos do Exemplo 2.2.2

2.4 FILTRACOES

Seja & um conjunto finito, o qual chamaremos de nuvem de pontos de dados. Abaixo

apresentaremos duas das filtragdes mais comuns na 4rea de Toplogia de Dados:

Definicdo 2.4.1 (filtracdo simplicial de Vietoris-Rips). Seja X C M uma nuvem de
pontos de dados, com M um espago métrico, e T C IR>p um conjunto de ntimeros reais

positivos. Entao, a filtragdo simplicial
VR(X) = (VR(X, )))icr

serd chamada de filtracdo simplicial de Vietoris-Rips se, para cada indice i € T,

VR(X,1) for um complexo simplicial onde todo simplexo ¢ satisfaz
x,y€eo = dx,y) <i,
com d(-, ) a métrica do espaco.

Definicao 2.4.2 (filtracdo simplicial de Cech). Seja X € M uma nuvem de pontos de
dados, com M um espago métrico, e T C R>p um conjunto de nlimeros reais positivos.

Entdo, a filtragdo simplicial

C(X) = (C(X, D)ier
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serd chamada de filtracdo simplicial de Cech se, para cada indice i € T, C(X, i) for um

complexo simplicial tal que todo simplexo o = {ag, a1, ...,a,} satisfaz

ﬂ B[ﬂ],i] 7'[@/

1=0

com Bla;, i] a bola fechada de raio i e centrada em 4;.

Para ilustrarmos estas duas filtra¢des, consideremos a nuvem de pontos abaixo

X = {aOI ai,az, El3}.

Na Figura 19(a) temos um exemplo de complexo simplicial da filtracdo de Vietoris-Rips,
com parametro de filtragdo igual a 2. Ja para a Figura 19(b), apresentamos um complexo
simplicial da filtragio de Cech, com o parametro de filtragio igual a um. Note que, neste
exemplo, os complexos da filtragdo de Cech sdo, de fato, subcomplexos dos complexos
simpliciais da filtracdo de Vietoris-Rips. Isto se exprime mais geralmente, na seguinte

proposicao:
Proposicio 2.4.1. Seja X C R uma nuvem de pontos e
VR(X) = (VR(X,1)iz0 e C(&X) = (C(X,1))ix0
as respectivas filtragoes de Vietoris-Rips e de Cech. Entdo, para todo i > 0, vale que
VR(X,i) C C(X,i) C VR(X,2i).

Demonstragdo. Vide o Capitulo 2 da referéncia [26]. ]

2.5 ALGORITMO PARA CALCULAR O DIAGRAMA DE
PERSISTENCIA EM Z,
Nesta se¢do exibiremos um algoritmo que nos permitird calcular, em Z;, os diagramas

de persisténcia de uma nuvem de pontos finita. Este algoritmo nos impde apenas duas

restrigoes:

(A-1) Seja X uma nuvem de pontos finita e

‘F = ((ICU Sl))ZGIgNO
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[ Y15

e ol _—

o3

(a) A esquerda a nuvem de pontos X' = {ag,a1,4a2,a3} € R? e as bolas fechadas centradas em cada a;,i =
1,2,3,4, com raio unitdrio, e, a direita, o complexo simplicial X, = (X, S;) da filtragdo de Vietoris-Rips,

com Sy = {D,{ap}, {a1},{az}, {as}, {ao, a1}, {a1, a2}, {ao, a2}, {ao, a3}, {a1,a3}, {ag, a1, a2}, {ag, a1, a3} }.

[ Y75

[ Y20 LY/A —_—

o3

as

(b) A esquerda a nuvem de pontos X = {ag,a1,ap,a3} € R? e as bolas fechadas centradas em cada
a;,i=1,2,3,4, com raio unitdrio, e, a direita, o complexo simplicial X; = (X, S;) da filtragdo de Céch,
com 81 = {@/ {‘10}/ {al}/ {aZ}/ {a3}/ {110, al}/ {ulr a2}/ {aOl 112}, {a(]/ 113}, {all a3}/ {aOI ai, 112}}.

Figura 19: Figura (a) fornece um exemplo de complexo simplicial para a filtragdo de Vietoris-Rips.
Enquanto que a Figura(b), da mesma maneira, apresenta um exemplo de complexo
simplicial para uma filtragio de Cech. Na figura (a) consideramos como parametro

da filtracdo de Rips o raio igual a 2 enquanto que na figura (b) consideramos como
parametro da filtragdo de Cech raio igual a 1.



2.5 ALGORITMO PARA CALCULAR O DIAGRAMA DE PERSISTENCIA EM Zy

uma filtragdo simplicial de X', com I = {0,1,2,..., N} um conjunto de indices

finito e ®; = (K;, §;) uma sequéncia de complexos simpliciais, satisfazendo:
QC P CPC---CPy e Sy={c',0%...,0V},
e Si uma sequéncia de conjuntos de simplexos encadeados
So={0} C S =S U{c'}CSH=85U{c*}C---CSy=8n1U{N}.

Desta sequéncia de simplexos, estabeleceremos a primeira restricdo importante
para o algoritmo a seguir: dado um simplexo qualquer de dimens&o n, digamos
o', entdo para toda face deste simplexo, i.e., para todo simplexo T C ¢, deveremos
ter

min{j € [; T € Sj} <1,
ou seja, as faces devem sempre aparecer a frente dos simplexos as quais estdo

contidas.

(A-2) Finalmente, estabeleceremos que o corpo agindo nos grupos de homologia, dos
modulos de persisténcia Hy(F), devera ser o Z;. Ou seja, para todo indice i € I

da filtracdo, e para toda dimensdo p € INg, Hp(i) deve ser um Z;-espago vetorial.

Abaixo, na Figura 20 (onde cada quadrado representa um complexo simplicial), segue

um exemplo de filtracdo simplicial F = (CID,-)Z=O que satisfaz a condig¢do (A-1) acima.
el h

Figura 20: Exemplo de filtragdo simplicial F = (®;)7_, que satisfaz a condic¢do (A-1), do inicio

Z¥

desta secdo. Note que as faces dos simplexos devem aparecer primeiro que o simplexo

que as contém, se quisermos aplicar o algoritmo desta segdo.

Antes de apresentarmos o algoritmo, precisaremos de um resultado importante sobre
o ntimero de Betti, decorrente de estarmos trabalhando com o corpo Z, (propriedade

A-2) e com uma filtracdo satisfazendo a propriedade (A-1).
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Definicdo 2.5.1. Seja F uma filtracdo simplicial, construida a partir de um conjunto
ndo nulo, e satisfazendo a propriedade (A-1). Entdo, dizemos que um simplexo
ol = (agp,. .. ,ap>, que foi adicionado na filtracdo exatamente no instante de tempo
i, ¢ um simplexo positivo quando existir um ciclo w, de mesma dimensado que ol tal

que ¢’ pertence a w. Caso contrdrio, dizemos que ¢’ é um simplexo negativo.

Observacgio 2.5.1. Quando dizemos que um k-simplexo ¢ = (ao, ..., a;), pertencente a
um complexo simplicial ®, estd contido em um ciclo de dimenséo k, queremos dizer
que, referente ao modulo livre gerado por todos os simplexos de dimensdo k, existe o

ciclo
c=) 0i € Zy(P),
i€l
com [ finito, tal que ¢ é elemento da soma formal acima.
Aproveitaremos agora para apresentar um resultado essencial, que surge gragas ao

fato de estarmos trabalhando com o corpo Zj:

Proposicdo 2.5.1. Seja F = (D;)icrcN, uma filtragio simplicial, tomada a partir de uma nuvem
de pontos nio nula, e satisfazendo a condigio (A-1) (que garante que os complexos simpliciais,
que formam a filtragdo, sejam inclusdes sucessivas de novos simplexos, adicionados um por vez).
Entdo, se considerarmos que o corpo agindo sob os grupos de homologia é o Z;, teremos como
resultado que, para todo k-simplexo o, que surge na filtragdo exatamente no instante de tempo
i, o terd o efeito de: ou aumentar o niimero de Betti By(®;) por uma unidade, caso seja um
simplexo positivo,
Br(®:) = Pr(Pi-1) +1,

ou, caso contrdrio, diminuir o niimero de Betti By_1(®;) por uma unidade,

;Bk(q)i) = ,Bk(q)l;l) —1.

Em outras palavras, o simplexo o, quando nasce na filtragdo, tem o efeito de criar um novo
ciclo de mesma dimensdo, se for um simplexo positivo, ou anular um ciclo de dimensdo inferior,

transformando-o em um bordo, caso contrdrio.
Demonstragdo. Vide a Se¢do 11.2 da referéncia [27]. ]

Finalmente, abaixo apresentaremos a matriz com a qual o algoritmo calculard a

homologia persistente. Seja

F=(®@; = (Ki,S))icten,, com I1={0,1,2,...,N} e Sy={c},d%...,cN}
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uma filtragdo simplicial respeitando a condi¢do (A-1), denotaremos por
M’ € Myxn(Zy)

a matriz de dimensdo N x N induzida pela filtragdo F, e cujas entradas sdo elementos
no corpo Z,, satisfazendo
o F 1, se o simplexo ¢ for uma face de ¢/
vi,je€{1,2,3,...,N} vale M= (4)
0, caso contrario.

Observacio 2.5.2. Note que por estarmos trabalhando com o corpo Z,, a matriz M”
nada mais é que a matriz de transformagdo dos operadores bordo. De fato, dado
ol = (ag,...,am), vale

o(c) = Z(—l)l(ao,...,ﬁl,...am> =Y (ao,...,a@,...am).
1

l

Finalmente, dada a matriz MY € Mpyyn(Z5), denotaremos por Ml]: , com [ €

{1,2,...,N}, como sendo o vetor da [—ésima coluna da matriz M7

Agora, estamos prontos para apresentar o principal algoritmo deste capitulo. Seja
F = (®))icicN, uma filtragdo simplicial satisfazendo A-1, com [ um conjunto de
indices finito, e H.(F) a homologia persistente da filtragdo F, restrita a condigdo
de que seus grupos de homologia, para cada médulo de persisténcia, sejam Z;-espagos
vetoriais. Iniciemos apresentando o Algoritmo 1, que servird de auxilio para o Algoritmo

principal:

Algoritmo 1: Low (j, M)

Input: matriz M € MyxnN(Z,) e um indice j € {1,2,..., N}
Output: retorna o maior indice i € {1,2,..., N} tal que M;; # 0. Caso ndo exista
tal indice, retorna 0
11+ 0;
if {ie{1,2,3,...,N}; M;; #0} # D then
t l + max{i € {1,2,3,...,N}; M;; #0} ;

N

W

4 return [;
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Este algoritmo auxiliar serve apenas para expressarmos os elementos pivods do pro-

cesso de escalonamento, utilizado no algoritmo principal:

Algoritmo 2: Calculando a homologia persistente de uma filtracdo F.

Input: Matriz M7 € My n(Z,) referente a uma filtracdo F satisfazendo a
condi¢do A-1, e cujas entradas sdo elementos de Z; e definidas em 4.

Output: Uma matriz M € MyxN(Z3) cujas colunas representam os intervalos de

persisténcia
1 forj <~ 1to N do
2 | Ij < Low(j, M%) ;
3 k+1;
4 while (k < j) A (I; #0) do
5 I, — Low(k, M”) ;
6 if Iy =1; then
7 M]]: — M].]:+M,f (mod 2); > Atualiza a j-ésima coluna de M7
8 lj + Low(j, M%) ;
9 k<« 1;
10 else
11 k<« k+1;

2 return M7

Notemos que

i O Algoritmo 2 serve para escalonarmos a matriz dos operadores bordo M”, na
direcdo crescente dos indices de suas colunas. Consequentemente, colunas distintas

ndo poderdo ter elementos pivos na mesma linha, i.e.,

j#j = Low(,M) # Low (7, M);

ii Ao encerrarmos o escalonamento, a j-ésima coluna, da matriz resultante, serd a
combinacdo linear das colunas anteriores a j, que, por defini¢do, sdo os operadores
bordo dos simplexos ¢/, com i < j. De fato, denotando por C; a j-ésima coluna,
temos que

Cj=0(cj) + ), o(c"), (5)
i€l;

com[; C{1,...,j—1};
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iii De maneira analoga, caso a j-ésima coluna, obtida pelo processo de escalonamento,
for ndo nula, poderemos escrever C; como combinagdo linear dos simplexos associa-

dos a entradas nao nulas de Cj:

Cj=otowiMD Ly o, (6)
ieILow(er]:)

com Iy g m7) € {L ..., Low(j, M) -1}
O resultado gerado pelo Algoritmo 2 tem relevéncia, gracas a seguinte proposigao:
Proposicdo 2.5.2. Seja
F =@ =(Ki, Sy, com Sy=A{c',0?...,0N}

uma filtragdo satisfazendo (A-1), com M a matriz induzida por F e cujas entradas sio elementos
de Z, satisfazendo 4. Entdo, aplicando o Algoritmo 2 a matriz M7, obtemos uma matriz MOUT

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) toda coluna ndo nula de M°V" estard associada a elementos do diagrama de persisténcia da

forma (Low(j, M°"), j), com j o indice da coluna, e vice-versa;

(ii) toda coluna j de MY, cujas entradas sejam zero, e que seja tal que ndo exista uma coluna
ndo nula j' satisfazendo Low(j’, M®V") = j, estard associada a um simplexo positivo j,
responsdvel pela existéncia do ponto (j, 00) no diagrama de persisténcia da filtragdo, e

vice-versa.

Demonstragio. Provemos a propriedade (i) primeiro. (=) Recordemos que a filtragdo
F pode ser vista como a inclusdo sucessiva de simplexos, tal qual o exposto na imagem
abaixo, respeitando a restricdo de que as faces dos simplexos devem, sempre, aparecer
primeiro na filtragdo.
ol

O

tempo

Para provarmos a primeira propriedade, recordemos das Equagdes 5 e 6, que se a

j-ésima coluna, C;, resultante do processo de escalonamento for ndo nula, entdo

Low(j.MOv o . .
grWUMTD Y o= Ci=0 | d+ ) o (7)
iEILow(erOUT) ielj
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e, portanto,

0 (ULOW(j'MOUT) + Y. ai> =0.

iEILow(j/MOUT)

Conclui-se, desta igualdade, que ¢“*"U:M*™) ¢ um simplexo positivo e, pela Proposi-
¢do 2.5.1, temos garantido que este simplexo aumentard em uma unidade o namero
de Betti, referente ao grupo de homologia calculado a partir do complexo simplicial

D gw(j,movry. Observe, também, que a igualdade 7 fornece outra informacéo importante,

. 1o} . ; /
AT S Y S S ®)
ieILow(erOUT) IGI]

Low(;,M°™) & face, torna-se um bordo. Além

de que no instante j o ciclo, onde o simplexo o
do mais este é o primeiro instante que isto acontece. De fato, como a matriz escalonada
admite apenas um pivd por linha, entdo, se tivessemos que o ciclo fosse um bordo, antes
do instante j, teriamos a condi¢do de unicidade de pivos por linha quebrada. Logo,
temos garantido o tempo de nascimento e morte de uma propriedade topolédgica pelo
ponto (Low(j, M°"7"), j), pertencente ao diagrama de persisténcia de mesma dimensao
do simplexo positivo e*oWU-M™™) | («<=) Seja (j, j') um ponto do diagrama de persisténcia,
entdo sabemos que
Ac!) =l + Yy
el \{j}
e que a j’-ésima coluna da matriz M°"" é ndo-nula, pois, se o fosse, o/ seria um simplexo

positivo, pois pela igualdade 7, vale que
0=Cy =09 aj/+2(ri ) (9)
iGIj/

Suponhamos, por absurdo, que Low(j’, M°"") # j. Portanto, pelo escalonamento temos
que, para I o (j, M°"") C {1,...,N}\ {j}, vale a igualdade

A=Y aeh+ Y o

ite/ i€ Iy ow(j/,MOUT)

Juntando esta igualdade com a anterior, obtemos que

=Y o+Y o)+ ) o'

iel;\{j} il 1€ I guy (j,MOVT)
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Todavia, a igualdade acima implica que

e Y o) = o e Y. o,

i€ Ij/ i€ Iy ow(j/,MOUT)

que é um absurdo. Desta forma, concluimos que Low(j’, M°"") = j.
Encerremos provando a propriedade (ii), que é a propriedade mais facil de se averi-
guar. (=) Sempre quando a coluna coluna C; for toda nula, entéo vale pela igualdade 7

que

0=Ci=0(d/+}) ¢ (10)
i€l;

e, portanto, ol é um simplexo positivo. Além do mais, o ciclo o qual este simplexo faz
parte ndo se transformard em bordo, pois caso acontecesse, entdo existiria j’ tal que
Low(j’, M°"") = j, como ja provado em (i). Todavia, por hip6tese sabemos que esta
situagdo ndo pode acontecer. Com isso, provamos que a propriedade topldogica que
nasce no instante j jamais desaparece e, portanto, (j, c0) é um elemento do diagrama de
persisténcia. (<=) Seja (j, ©) um ponto do diagrama de persisténcia. Entdo, temos que
a j-ésima coluna de M°"" deve ter toda a sua entrada nula pois, caso contrdrio, teriamos

pelo item (i) que o simplexo seria negativo, o que é um absurdo. O

Observacdo 2.5.3. Com os intervalos de persisténcia obtidos pela Proposigdo 2.5.2 pode-
mos escrever os modulos de persisténcia, referentes a homologia persistente da filtracdo
em estudo, como isomorfa a soma direta dos médulos intervalares Ty, ;), com [a, b) o

intervalo obtido pela Proposicao 2.5.2.

Exemplo 2.5.1. Consideremos o Exemplo 2.2.2, referente ao grafo de vértces V =
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{0,1,2,3,4}. Lembremos, da filtragdo original deste exemplo, que o grafo admitia

a triangularizagdo ® = (I, S), com L =V e

S ={0,{0},{1},{2}, {3}, {4}, {0,1},{1,2},{2,3}, {3,4},{0, 4},
{0,2},{0,3},{1,3},{1,4},{2,4},
{0,1,2},{0,1,3},{0,1,4}, {0,2,3}, {0,2,4}, {0,3,4},{1,2,3},
{1,2,4},1{1,3,4},{2,3,4},
{0,1,2,3},{0,1,2,4}{0,1,3,4},{0,2,3,4},{1,2,3,4},
{0,1,2,3,4}},

Agora, estabelecendo a ordenacdo

ol = {0} o? = {1} o = {2} ot = {3} o = {4}
c®=1{0,1} o’ ={1,2} o8 =1{2,3} o’ ={3,4} o0 ={0,4}
ol ={0,2} o2 ={0,3} o3 ={1,3} ot ={1,4} o1 = {2,4}

cl®=1{0,1,2} c7=40,1,3} ¢®={0,1,4} ¢Y={0,2,3} 0*={0,24}
ol ={0,3,4} 0?2 =1{1,2,3} ¢®={1,2,4} o*={1,3,4 0®={23,4}
c%=1{0,1,2,3} ¢*={0,1,2,4} ¢®={0,1,3,4} ¢¥={0,2,3,4} ¢°={1,23,4}
c1=1{0,1,2,3,4}

conseguimos definir uma filtracdo que satisfaz a condi¢do (A-1). De fato, basta apenas

considerarmos a filtragéo:

F = (@i = (K, Sy

com, K; =V, para todo i € {0,1,2,...,31}, tal que

dy=(V,{?}) e, dadoic{0,1,...,31}, temos S;1=385;U ol

Desta filtracdo podemos induzir a matriz M7 € Mz1431(Z,), com entradas dadas por 4.

De forma a manter a leitura da matriz M7 mais facil, escreveremos apenas as entradas
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diferentes de zero, deixando as entradas iguais a zero em branco. Sendo assim, obtemos
a matriz M’
12345678910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

1 1 1 1
1

O 00 N O Uk W N
=
_ =
—
—_

BRRYRBRRBRNBEESE6EGR 22
_
_
— [
—_ =
—_ [EEN
—_ —_
—
—_ =
I
—_
— - [
—_ —_ —_ —_
—_ —_ —_ =
— _ = e
_ s = e
I = T = T

(o8]
(=]

w
—_

Aplicando o Algoritmo 2 a esta matriz obtemos a matriz escalonada do Apéndice A.
Portanto, tomando em conta a matriz resultante do Algoritmo 2, temos que a homologia

persistente para esta filtracdo serd dada pelos seguintes médulos de persisténcia:

Ho(F) =1131) @ Ijp6) @ I13,7) D Ija,8) D I15,9)

H(F) =110,01) @ I[11,16) @ L[12,19) © L13,17) D Lj14,18) © L[15,20)
Ha(F) =12,26) D L[23,27) © L124,28) D 25 29)

H3(F) =Tz0,31)

Observacdo 2.5.4. Note que, do Exemplo anterior, a primeira coluna da matriz resultante

do Algoritmo 2 estd vazia, ou seja, contém apenas zeros. Desta forma, teremos que
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1

o simplexo ¢* sera um simplex positivo. Como o inteiro ndo estd relacionado nas

outras colunas nao nulas, temos que ¢!

serd simplexo positivo durante toda a filtracao.
O que de fato corresponde ao esperado, ja que sabemos que em nossa filtragio uma
componente conexa se mantém o tempo todo. Da mesma forma, temos que a segunda
coluna é, também vazia. Porém, diferentemente da primeira coluna, o algoritmo nos
informa que o simplexo ¢ aparece no instante 2 e desaparece no instante 6. Portanto,
para o simplexo 02 ndo teremos seu tempo de vida dado por [2, o), mas sim por [2, 6).

O mesmo vale para os outros.

Para visualizarmos melhor o resultado do Exemplo 2.5.1, exibimos abaixo, na Fi-
gura 21, seu diagrama de persisténca. Note que pontos do diagrama de persisténcia
afastados da diagonal representam caracteristicas importantes. Como era esperado,
temos uma caracterfistica que se destaca, o qual nos informa que uma componente
conexa dura toda a filtragdo do grafo. Outro ponto que se destaca é o ponto (10,21), o
qual nos informa que uma caracteristica de dimensao 1, um buraco, aparece em nossa
tiltracdo e dura um tempo razoavel nela. Mesmo o diagrama de persisténcia sendo de
uma filtragdo distinta da original, do Exemplo 2.2.2, temos que os pontos mais distantes

da diagonal nos trazem informagdo importante referente a filtragdo original.

35
30| ° |
25| R
& 20f e ® :
5 e
S 15+ :
e Dgm(Hy(F))
107 . «Dgm(H;(F)) |
5 ¢ Dgm(H>(F)) ||
0 Dgm(H3(F))
0 5 10 15 20 25 30 35
Nascimento

Figura 21: Diagrama de persisténcia da filtracdo do Exemplo 2.5.1
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2.6 UTILIZANDO O AMBIENTE PYTHON

Nesta se¢do iremos ilustrar como o ambiente Python pode ser usado para o calculo dos
diagramas de persisténcia, das distancias entre os diagramas, para o calculo de algumas

filtragOes etc. As ferramentas computacionais necessdrias para isto serao:

¢ Python* versdo mais nova (atualmente é a versdo 3). Se estiver trabalhando em
um ambiente Linux recente, como o Uubuntu, por exemplo, entdo o Pyhon ja

estard instalado na versdo mais recente;

* Biblioteca Numpy?®, para cédlculo numérico de alta-performance no ambiente
Python. Para instalar esta biblioteca no Ubuntu basta digitar o seguinte comando

no terminal: sudo apt-get install python3-numpy.

e Biblioteca Guhdi®, para a anélise topolégica de dados no ambiente Python. Para
instalar esta biblioteca no Ubuntu basta digitar o seguinte comando no terminal:

sudo apt-get install python3-gudhi.

¢ Biblioteca Matplotlib’, para gerarmos os gréficos no ambiente Python. Para
instalar esta biblioteca no Ubuntu basta digitar o seguinte comando no terminal:

sudo apt-get install python3-matplotlib.

A biblioteca importante para nos é a biblioteca Gudhi, o qual estaremos apenas
interessados na parte de homologia persistente. As principais fungdes que iremos usar
serdo explicadas e, em seguida, iremos dar exemplos de cédigos na pratica. Para uma
lista completa das fu¢des recomenda-se a leitura do manual, referente a implementacdo
para Python, que pode ser vista no sitio: https://gudhi.inria.fr/python/latest/.

Comecemos listando as filtragdes de Rips e ¢ech. Um ponto importante é que a
filtragdo de ¢ech ndo é implementada na biblioteca, devido ao alto custo computacional.
Entretanto, uma outra filtragdo é implementada: a a-filtragdo. Esta filtracdo tem duas
vantagens: pode ser implementada computacionalmente de forma eficiente; e, segundo,

esta filtragdo tem o mesmo tipo de homotopia da filtragdo de ¢ech (vide [27, Capitulo

4 https://www.python.org/

5 https://numpy.org/

6 http://gudhi.gforge.inria.fr/
7 https://matplotlib.org/
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6]). Portantanto, se quiser implementar computacionalmente uma filtracdo de cech,
recomenda-se usar a a-filtragdo.

Note que esta biblioteca utiliza o conceito de orientac¢do a objetos, por isto estaremos
sempre fazendo referéncia a classes e seus métodos.

Dado um conjunto de dados armazenados em uma lista, chamemos este vetor de x.

Para criarmos as filtragdes de ¢ech ou Rips deveremos proceder da seguinte maneira:

FILTRAGAO DE CECH : devemos criar uma instacia de um objeto da classe AlphaCom-
plex. Em seguida, devemos inicializar a estrutura de dados simplex_tree, o qual
serd responsdvel por lidar com os complexos simpliciais assim como realizar todos

os célculos.

FILTRAGAO DE RIPS : devemos criar uma instacia de um objeto da classe RipsCom-

plex. Em seguida, devemos inicializar a estrutura de dados simplex_tree.

Caso queira criar uma filtragdo manualmente é possivel através do método insert da
classe SimplexTree.

Na classe SimplexTree temos o método persistence para calcular o diagrama de
persisténcia da filtracdo. Agora, caso seja do interesse calcular a distancia Bottleneck
entre diagramas de persisténcia, devemos utilizar a funcdo bottleneck.

Abaixo exibiremos um exemplo de como implementar a biblioteca Gudhi no Python.

Exemplo 2.6.1. Seja X uma varidvel aleatéria com distribui¢do uniforme no intervalo
[0,277) e Y uma varidvel aleatéria com distribuicdo normal A (0,0.22). Simulemos as

seguintes varidveis aleatdrias:
X; iidavariavel X e Y; iidavaridavelY, comi=1,2,...,100.
Destas variaveis iremos estabelecer nossa nuvem de dados
X ={Z1,25,...,Z100}, onde Z;=((1+Y;)cosX;, (1+Y;)sinX;),Vi=1,2,...,1000.

Estabelecido a nuvem de pontos de dados, vamos calcular sua filtracdo de ¢ech e seu

diagrama de persisténcia com o auxilio do Python. Abaixo, segue o script’

# Importando as bibliotecas
import numpy as np

import gudhi

8 Este script pode ser encontrado aqui: https://github.com/rafaelpcarneiro.
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from matplotlib import pyplot as plt

# Constantes

SEMENTE 12345
TAM_AMOSTRA 1000
DESVIO_PADRAO = 0.2

# Definindo a semente do algoritmo para gerarmos os numeros aleatorios.
np.random. seed ( SEMENTE )

# Variaveis aleatorias iid a X e Y
X_i = np.random.uniform( o, 2 * np.pi, (TAM_AMOSIRA, 1))
Y_i = np.random.normal ( o, DESVIO_ PADRAO, (TAM AMOSIRA, 1))

# Calculando a amostra referente ao eixo x e eixo Y
amostra_x = (1 + Y_i) * np.cos( X_i )

amostra_y = (1 + Y_i) * np.sin( X_i )

# Agora vamos criar a nuvem de pontos de dados:

nuvem_pontos = np.concatenate( (amostra_x, amostra_y), axis=1)

# Caso queira gravar a nuvem de pontos em um arquivo csv:
np.savetxt( 'nuvem_pontos.csv’, nuvem_pontos,

delimiter = ’,’, fmt="%.3f")

# gerando o grafico de nossa nuvem de pontos de dados
plt.scatter ( amostra_x, amostra_y )

plt.savefig( 'nuvem_pontos.pdf’)

# para calcular a filtracao desejada devemos converter a
# nuvem de pontos de dados em uma lista

nuvem_pontos_lista = nuvem_pontos. tolist ()

##### Agora calculamos a filtracao

filtracao = gudhi.AlphaComplex( nuvem_pontos_lista )
# E criamos a estrutura de dados principal: SimplexTree.
# Lembre que aqui filtracao eh uma instancia da classe AlphaComplex.

st = filtracao.create_simplex_tree ()

# Agora podemos calcular o diagrama de persistencia

83
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diagrama_persistencia = st.persistence( homology_coeff_field = 2 )

# E gerar seu grafico
gudhi. plot_persistence_diagram( diagrama_persistencia, legend = True)

plt.savefig( ’“diagrama_persistencia.pdf’)

Criando um arquivo chamado "exemplo.py"com o contetido acima e rodando no

terminal o comando

$ python3 exemplo.py

gerara um arquivo pdf contendo o grafico da nuvem de pontos, Figura 22(a), e um
arquivo pdf com o gréafico do diagrama de persisténcia, Figura 22(b). Percebe-se,
pelo diagrama de persisténcia que duas caracteristicas, de dimensao zero e um, se
destacam, que sdo justamente as caracteristicas referente a componente conexa e ao
buraco, que condizem com a forma geométrica de nossa nuvem de pontos. Note, no
diagrama de persisténcia, que as caracteristicas préximas da diagonal ndo representam
informacéao relevante para a andlise, importando apenas as caracteristicas mais afastadas

da diagonal.

2 \
oo =2 _
0.16 |
1} * ° o,//
0.12 | L -
o
~ [ )
U b 20 0.08 |- :
/9//
—1F B 0.04 |- o." |
@ .
& edim o
ol ’ odim 1 | |
-2 | ! ! 71 | | ! I
-2 -1 0 1 2 0 0.04 0.08 0.12 0.16
Nascimento

(a) (b)

Figura 22: Grafico da nuvem de pontos do Exemplo 2.6.1 e seu diagrama de persisténcia.
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CESSOS PONTUAIS

Neste capitulo demonstraremos a Lei Forte dos Grandes Numeros e o Teorema do
Limite Central para a homologia persistente’ associada a classes de processos pontuais.

Em outras palavras, estaremos interessados em estudar o limite da sequéncia

By (K(® N A%))
L4 !

com(0<g< dim(]Rd) e d € N a dimensao do espaco vetorial, onde
(i) @ é um processo pontual em R;

(ii) A? é ajanela finita
Leaj
A% = [—L/Z,L/2)d C R%

(iii) K(®nN A‘z) é uma filtragdo simplicial do conjunto de pontos ® N A%;

(iv) [SZ’S(IK(CID N A‘z)) é o numero de persisténcia de Betti de dimensdo q da filtracao

K(®nN Aﬁ), levando em consideragdo o intervalo de tempo [r,s] € R>o.

Sabemos dos artigos de Iraoka, Shirait e Trinh, vide [1], e do artigo de Yogeshwaran,
Subag e Adler, vide [2], que para processos pontuais ® em RY, estacionérios, ergodicos
e com todos os momentos finitos, entdo, para todo ¢ € IN e para todo r < s € R>,

existirdo constantes f;° tais que, com probabilidade 1, a convergéncia abaixo sera

verdadeira

1,8 d
lim P (KENAL) _ B;’S, (11)

L—o0 Ld

Quando dizemos propriedades de homologia persistente (ou, propriedades persitentes) estamos, de forma
grosseira, nos referindo ao nimero de persisténcia de Betti. Vale salientar que o niimero de Betti serd
sempre relativo a um processo pontual restrito a janela A? = [—L/2,L/2)? C RR?. Restringimos o processo
pontual a estas janelas pois, por processos pontuais serem medidas de Radon, temos garantido que a
quantidade de pontos nestas janelas serdo finitos e, portanto, vide [26, capitulo 1], teremos garantido a

existéncia dos diagramas de persisténcia associados.



86

HOMOLOGIA PERSISTENTE DE PROCESSOS PONTUAIS

com AY = [-L/2,L/ 2)? um intervalo e B (K(¢ N Af)) o nimero de persisténcia de
Betti de dimensao g, referente a filtracdo K(¢ N A%) e o intervalo de tempo [r, s].

Neste capitulo provaremos que os processos pontuais dominados por um processo
pontual de Poisson homogéneo, P, também satisfazem a propriedade de convergéncia
acima.

Finalmente, generalizamos o Teorema do Limite Central para o ntimero de persisténcia
de Betti associados a processos pontuais de Poisson homogéneos apresentado em [2]
para uma classe de processos pontuais gibbssianos, que admitem esquema de simulacao
perfeita, considerando o ntimero de persisténcia de Betti para caracteristicas topologicas
M —limitadas,

BY(K(C NAY)) — E [BF (K N AY)]
14/2

L .
—% N, (7,2,5 , (12)

onde a convergéncia acima é a convergéncia de distribui¢ao e N (0,6?) é a distribuigao

normal.

3.1 NOTACAO BASICA

Seja B(R?) a o-algebra dos borelianos, reservaremos a letra ¢ para descrevermos a

medida de Lebesgue neste espaco
¢ : (RY, B(RY) — [0, o0].

Além disso, utilizaremos a notagdo |A|= /¢(A), para representarmos o volume do
conjunto A € B(R?).

Dadas duas medidas, u e v, definidas no mesmo espago de medida (X, .A). Escrevere-
mos y < v sempre que a medida y for absolutamente continua com relagdo a v, ou seja,

sempre que existir uma fungdo A-mensuravel f : (X, A) — R tal que

ua)= [ dp= [ fav,

para todo conjunto A-mensurdvel A. Alternativamente, diremos que a fungdo f, acima,

é a derivada de Radon-Nykodim de y relativamente a v:

dp _ _
v =f ou du = fdv.
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Fixado um ponto qualquer x do espaco euclideano R, dotado da métrica usual, e
um real positivo r > 0. Denotaremos por: (i) B(x;r) a bola aberta de raio r e centrada

em x; (ii) B[x;r] a bola fechada de raio r e centrada em x. Em outras palavras:
B(x;r) = {a € R%; |ja — x||< r} e Blxrl={acR% |la—x|<r}.

Finalmente, seja A C R? um subconjunto qualquer do espaco euclideano, munido da

métrica usual. Denotaremos a fronteira deste conjunto por:
frlA)={x € A, Vr >0B(x;r)NA#DeB(x;r)NA° #QD}.
Além disso, dado um real r > 0 qualquer, representaremos por
fr(A,r)={x € A; d(x,fr(A)) < r}

o conjunto dos pontos de A, que distam de sua fronteira de um valor ¢ < r, com
d(x, fr(A)) = inf, e 4) d(x, y) a distancia do ponto x a fronteira fr(A), como ilustrado na
Figura 23.

L) oo . fr(4,7) \\@%\\\\\\\\

, : .
. A \% §

&
S M\\\\y\\\\\\\\%@

Figura 23: Fronteira de um conjunto A, na figura a esquerda, e o conjunto dos pontos de A
suficientemente préximos da fronteira (distando de no maximo um valor r), figura

hachurada a direita.

3.2 FILTRA(;@ES SIMPLICIAIS

Sejam X C RY um conjunto ndo nulo e localmente finito, e K = (K;),>p uma filtragdo
simplicial cujos vértices sdo os pontos do conjunto X. Nesta secdo apresentaremos
algumas condigdes a filtracdo KK de modo que consigamos garantir, em um certo sentido,

que a construgdo dos simplexos o € K, sejam: invariante por translacdo, mensurdvel, e
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que, dado um ponto qualquer x € X, simplexos contendo esse ponto devem distar,
no maximo, de um valor e/"* que dependera do indice da filtragio e de duas fungdes

auxiliares, associadas a filtracdo K.
Defini¢do 3.2.1 (Filtracdes Simpliciais). Seja X C R? um conjunto nio nulo e
x: {H C RY H é localmente finito } — [0, cc] (13)

uma fungéo satisfazendo a condicdo, de que para todo par de conjuntos localmente
finitos s, C RY, vales C t = «(s) < «(t). Entdo, dizemos que K = (K;);>0 é uma
tiltragdo simplicial de vértices em X e indexada por x, se para todo simplexo ¢ € K,
valer a condicao

cekK, < «x(o)<r, (14)

para todo real r > 0.

Observacdo 3.2.1. Necessitamos impor a restricio s C t = «(s) < «(t) para as fung¢des
k, que indexam uma filtragdo K qualquer da Defini¢do 3.2.1, devido ao fato de que
quando trabalhamos com filtracdes em homologia persistente, as faces de simplexos

devem sempre nascer antes que os simplexos que as contem, i.e., devemos ter
cCo — mi(r)1{r; cek} < mig{r; o' € K, }.
r> r>

Destas filtragoes K, indexadas por uma func¢do x, temos o controle de como os
simplexos sdo construidos. Resta-nos, agora, estabelecer algumas condi¢gdes na funcéo x

para que possamos, entdo, garantir as propriedades enunciadas no comego desta secao.

Definicao 3.2.2 (Filtragdes simpliciais - condi¢des). Seja K = (K;),>0 uma filtracdo sim-
plicial indexada por uma fungéo «, (definida em 13), e cujos vértices sejam dados pelo
conjunto ndo nulo X C RY. Entdo, estabeleceremos que, no decorrer de todo este

capitulo, para esta filtracdo K existird uma funcdo
p :[0,00] — [0, 00) (15)

tal que, ambas « e p, deverdo satisfazer as seguintes restri¢des: (i) ¥ serd mensuravel, para
algum espaco de medida a ser definido, dependendo do contexto em que estivermos
trabalhando; (ii) x serd invariante por translac¢do; (iii) p serd uma funcédo crescente tal

que, dado o simplexo o = {x,y}, valera

|x —y[< p(x(0)). (16)
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Notemos que, dada uma filtracdo simplicial K de vértices nao nulos X C R?, indexada
por uma funcdo « e satsifazendo as condi¢des em 3.2.2, entdo teremos garantido pela

desigualdade 16, pela condicdo 14 e pela funcdo p ser crescente, que
v,y €0, 0 €K = |x—yl< plk()) < p(),

pois o € K, implica x(0) <.
Finalmente, encerramos esta se¢do observando que as filtragdes simpliciais de Cech e de
Vietoris Rips, que sdo as filtragdes nas quais estaremos mais interessados, satisfazem as

restricdes impostas acima. (se¢do 1.3 do paper [1].)

3.3 NUMERO DE PERSISTENCIA DE BETTI

Nesta secdo definiremos o objeto central de estudo deste capitulo: o niimero de per-
sisténcia de Betti. Como mostraremos a seguir os nimeros de Betti estabelecem uma
conexdo direta entre diagramas de persisténcia, de uma dada filtracdo, e a medida de
contagem de pontos contidos neste diagrama.

Sejam X um conjunto ndo nulo, K uma filtracdo simplicial, indexada em R>(, do
conjunto de pontos X e Hy(F) os mdédulos de persisténcia desta filtragdo, tal qual
apresentados no Capitulo 2. Sabemos que para todo par de indices 7, s € R>, vale o

diagrama comutativo abaixo, Figura 24, sempre quando r < s.

(0) « Ho(Xy) « H1(Xy) < Ho(X;) = -+ — Hy(Xy) — Hpp1(Xp) = - -+

7,5 7,5 1,5 7,5 7,5
ll*,o ll*,l ‘Z*,z ll*,n ll*,n+1

(0) — Ho(Xs) « Hi(Xs) < Ho(Xs) < - -+ « Hu(Xs) = Hp1(Xs) - -
Figura 24: Diagrama representando os médulos de persisténcia da filtragdo K.

O miimero de persisténcia de Betti de dimensdo ¢, no intervalo de tempo [r, s], serd a

dimensdo da imagem da transformagdo linear i}
B (K(X)):=dim (Im(i%3,)),
com i, o operador induzido pelas inclusdes da filtragdo. Antes de prosseguirmos, sera

importante estabelecermos uma nota¢gdo menos carregada para o ntimero de persisténcia

de Betti, pois 0 mesmo serd usado exaustivamente mais a frente.
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Notacao. Sempre quando formos calcular o nimero de persisténcia de Betti de uma
tiltragdo de um conjunto de pontos X e ndo houver risco de confusado, com a filtracdo

sendo usada, entdo utilizaremos, por simplicidade, apenas a representacdo
v,
B (X)
ao invés de sua forma completa

g (K (X))

Agora, apresentamos uma importante propriedade do ntimero de persisténcia de
Betti, que nos permitird interpretd-lo como a medida de contagem de pontos em uma
dada regido do diagrama de persisténcia. Seja KK uma filtragdo simplicial de um conjunto
de pontos ndo nulo X, e H,(K) sua respectiva homologia persistente, tal que, para todo
q € Ny, tenhamos bem definido seus diagramas de persisténcia Dgm(H,(K)) que, por

simplicidade, denotaremos apenas por Dgm, . Entdo, considerando o subespaco
A={(xy) € R%x <y},

e a medida

Dgm,(B) = Y. mpmdna(B), (17)
(b,d)Engq

onde B C A é um boreliano do espaco e 1 4) € a quantidade de vezes em que o ponto
(b, d) encontra-se no multiset ngq(B), com
1 se(b,d) B

O(b,ay(B) =
0 caso contrario,

temos garantido (vide capitulo 1, Secdo 3, de [26]) que as seguintes igualdades sdo

verdadeiras:

(i) Dgm,,([—co, a] x [b, 00]) = B*(X) (18)
(i) Dgm,,([—o0, a] X [b, c]) = B3 (X) — B (X) (19)
(iii) Dgm,(a, b] x [¢, &0]) = B5(X) — By(X) (20)
(iv) Dgm,,([a, b] x ¢, d]) = B5(X) — B (X) + B(X) — By (X), (21)

coma < b < c¢ <d, e considerando que o ntimero de persisténcia de Betti seja finito
nos casos (ii)-(iv).

A Figura 25 ilustra como o ntiimero de persiténcia de Betti, ‘;,’b()( ), pode ser interpre-
tado como a contagem de grupos de homologia que nasceram, até o instante de tempo

t = a, e que sumiram, apenas apos o instante de tempo t = b.
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Figura 25: Diagrama de persisténcia de uma filtracdo de um conjunto de pontos X e seu

respectivo ntimero de persisténcia de Betti ,BZ’b(X ), regido em cinza claro no diagrama.

3.4 CONTAGEM DE SIMPLEXOS E DESIGUALDADES

Boa parte das desigualdades utilizadas neste capitulo serdo resultantes da contagem
de simplexos com, ou sem, intersecgdo com borelianos limitados contendo a origem.
Devido a importancia destas medidas de contagem, estabeleceremos uma notagado para
estas quantidades, seguindo de perto a notagdo proposta em [1].

Dado um conjunto nédo vazio X C R?, um boreliano A C R% e a filtracdo simplicial

de vértices em X, K(&X) = (K¢(X)),eRr.,, denotemos por

Si(X,1; A) = card{c € K)(X); cNA#D e dim(0) = j}

Si(X,1) = card{c € Ki(X); dim(0) = j}

a contagem dos simplexos de dimensao j, pertencentes ao complexo simplicial Kj(X), e
satisfazendo a restri¢do de ter, ou ndo, interseccdo com um boreliano. Um exemplo de
calculo, das contagens de simplexos acima, pode ser vista na Figura 26. De maneira

similar, definimos o conjunto auxiliar
Si(X, 1) = {0 € Ki(X); dim(0) =},
com j, I € N, satisfazendo a igualdade
Si(X,1; A) = card(S;(X, I)).

A partir destas estruturas somos capazes de enunciar uma majora¢do muito im-

portante, que estabelecera uma cota superior para a diferenca, em valor absoluto, do
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o(x(D))

Figura 26: Na figura da esquerda temos uma ilustracdo em que a contagem de simplexos, de
dimensdo 2, e pertencentes ao complexo simplicial K;(X), vale 2, i.e., So(X,[; A) = 3.
Na figura da direita, a faixa em rosa representa a distancia mdxima em que os pontos
podem estar, em relagdo ao conjunto A, tal que ainda possa existir um simplexo
ceK(X)talqueocNA#Q.

namero de persisténcia de Betti entre duas filtra¢des. Do artigo [1], Lema 2.11, temos
que dadas duas filtragdes K = (K;),>0 C K = (K;);>0, baseadas no mesmo conjunto de

vértces X, vale a seguinte desigualdade

B (R(X) — BEKX)| < Y card (§(X,9)\ S(,5))
j=1.4+1

+ Z card ({(T € Si(X,s) \ Si(X,1); tr < r}),
j=a.9+1

com
Si(X,s)={c € K;; dim(@) =j},  Si(X,s) = {c € K;; dim(0) = j}

e ty 0 instante em que o simplexo ¢ aparece pela primeira vez na filtragdo K (idem para
to).

Agora, consideremos o caso em que temos as constantes reais L < L/, um conjunto

naonulo X CR% e o conjunto Xy = X' N A4, sendo
L

e[ [

Entdo, tomando as filtracoes

K(Xpg) = {Ki}i>0 € K(Xpa) = {Ki} >0,
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cujas regras para construgdo dos simplexos sejam as mesmas, i.e., as fungdes x e p sdo

as mesmas (vide Secdo 3.2), concluimos que
t <rece Sj(Xps,8) = dim(o) =jeo € K, = dim(0)=jex(0) <r,
ou seja
t <rece S]-(XAi,s) = o€ S]-(XA%,r),
que fornece a igualdade
card ({a € Si(X,s) \ Si(X,r); ty < r}) =0,

e, portanto, obtemos a importante desigualdade:

B (Xn,) = (X)) € X card (X, 9\ 5i(Xpy,9)) (22)
J=q.9+1

paratodo0 < L < L'

3.0 CLASSES DE PROCESSOS PONTUAIS

Nesta se¢cdo comecaremos apresentado a defini¢do de processos pontuais, e em seguida,
definiremos dois tipos de classes de processos pontuais que serdo utilizadas no decorrer

do capitulo:
(i) a classe dos processos pontuais majorados por algum processo pontual de Poisson,
homogéneo e de taxa unitéria;
(ii) a classe dos processos pontuais de Gibbs.

Esta secdo seguird, bem de perto, a abordagem adotada no livro [16] e nos artigos [3]

e [7].

3.5.1 Processos Pontuais

Sejam R? o espaco euclideano munido da métrica usual e (RY, B(RY)) o espago de
medida cuja o-dlgebra é a algebra gerada pelos conjuntos abertos de R?, os borelianos.

Deste espaco, consideremos o conjunto de todas as medidas de contagem prépria

N

N = {17 : B(R%) — Ny; n= Z&xi, com x; € RY paratodoi € N e N € ]NU{OO}} ,
i=1

(23)
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onde, para todo boreliano A e para todo x € RY, vale

1, sex e A
0x(A) = Ta(x) =

0, caso contrario.

Para que o conjunto N admita estrutura de espago de medida, definimos a seguinte

o-algebra:

A=({{n e N; n(B)=k}; k€ No,B € BR)}), (24)
com (-) representando a o-algebra gerada pela familia de conjuntos que tornam as
funcoes

Np: N — N (25)
1= 1(B)

A-mensuraveis, para todo B € B(RY).

Definicio 3.5.1 (Processos Pontuais em R?). Sejam (), S, ) um espaco de probabilidade
e (N, A) um espaco de medida, com N o conjunto definido em 23 e A a c-élgebra

definida em 24. Entdo, toda fungdo mensuravel
P: (S, u)— (N,A)
serd chamada de processo pontual, enquanto que a medida
v(B) = EINg 0 @] = | Ny(@(w)) p(dw)

para todo B € A, com Np a fungdo dada em 25, serd chamada de medida de intensidade

do processo ®.

Observacio 3.5.1. Todo processo pontual @ : ((0, S, u) — (N, .A) que iremos estudar no

decorrer deste capitulo devem satisfazer as condigdes:

(i) Para todo boreliano B em R?, compacto, temos quase certamente que a quantidade

de pontos nesse conjunto serd finita:

® o ([Np < ool) i=p (@7 ([N < 00])) = 1;

(ii) Para todo ponto x € R?, ndo podemos ter mais de uma ocorréncia neste mesmo

ponto:
@oyON&}§H>=L
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Uma propriedade importante, que alguns processos pontuais detém, é a invaridncia
por translacdo ou estacionariedade. Seja x € R? um ponto qualquer e @, a translacio

das medidas préprias 1 € N (medidas estas definidas em 23), dadas por

0x17(B) = 1(B + x),

com B um boreliano qualquer. Entdo, dizemos que um processo pontual ® é invariante

por translagdo, ou estaciondrio, se for vélida a igualdade em distribuicdo

4

0,d = ®, (26)

para todo ponto x € R%.

Notemos, que da invaridncia por translacdo temos a seguinte propriedade: para todo
boreliano B € B(RRY), todo ponto x € R e todo natural k € Ny, a seguinte igualdade é

verdadeira

Dopu([Np=k]) =60, Popu([Np=kl),

cuja intui¢do apresentamos na Figura 27.

X B + X ]Rd
X
X % i
X Sa
X B . eventos com
X o ¥ mesma prob.
X de ocorrer

Figura 27: Representa¢do de um processo pontual estacionario ®, onde translacdo de janelas do

RY devem ter a mesma probabilidade de conter a mesma quantidade de pontos de ®.

Finalmente, para simplificarmos a notagdo, adotaremos a seguinte convencao daqui
em diante: sejam B um boreliano qualquer em R? e & um processo pontual, entio, por

simplicidade, denotaremos Np o @ por simplismente ®(B).
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3.5.2 Processos Pontuais majorados por um PPP homogéneo

Os processos pontuais de Poisson homogéneos terdo a caracteristica de controlarem a
média do nimero de persisténcia de Betti quando olhamos para processos pontuais P,
satisfazendo quase certamente a majoragdo ®(B) < P(B), com B um boreliano. Esta
propriedade nos permitird estender resultados de convergéncia de processos pontuais
estaciondrios, para processos pontuais majorados por um PPP homogéneo.

Em vista do exposto acima, estabelecemos abaixo a defini¢do dos PPP.

Definicao 3.5.2 (Processos Pontuais de Poisson, homogéneos e de taxa A). Sejam (€}, S, u)
um espago de probabilidade e (N, A) um espago de medida, com N o conjunto definido
em 23 e A a o-dlgebra definida em 24, e P, um processo pontual, tal qual definido em
3.5.1. Entdo, P, serd um processo pontual de Poisson, homogéneo e de taxa A, se as

seguintes condi¢des forem satisfeitas:

(i) Para todo boreliano B € A, a varidvel aleatéria P, (B) tem como distribuicdo de

probabilidade a distribuicdo de uma Poisson de taxa A|B|;

ii) Sejam Bq, By, ..., By borelianos disjuntos do RY. Entdo, as variaveis de contagem
) ) g

Par(B1), PA(Bp), ..., P)y(BN) serdo variaveis aleatérias independentes.

A partir dos PPP homogeéneos construimos a familia de processos pontuais C cujas

propriedades topolégicas serdo exploradas mais a frente, na Secédo 3.6, dada por
g.c
C:= {CD é um processo pontual; ®(B) < P(B), VB & B(]Rd)}. (27)

Observagido 3.5.2. A familia de processos pontuais C contém todos os PPP ndo homoggeé-
neos de intensidade

dv = fd(x),
com f : RY — [0,1]. De fato, Consideremos o PPP homogéneo, de taxa unitaria e

marcado @, tal que, para todo w € (), vale

N

P(w) = Z(S(xi/]/i)'

i=1
com N € NU{oo} e yy,...yyN varidveis aleatérias, independentes entre si e entre as x;,
com y; € {0,1}. Assumindo que o kernel deste processo marcado seja a fungao

K:R% x{0,1} — [0,1]
(x, y) = f()o1(y) + (1 = f(x))do(y)
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temos, vide Secdo 5.3 do livro [16], que o processo pontual emagrecido ®!, usando
a restri¢do y; = 1 (vide Figura 28, onde pontos vermelhos sdo marcas valendo zero e

pontos azuis sdo marcas valendo um), sera um PPP de intensidade
dv = fd(x).

Portanto, como processos pontuais de Poisson, ndo homogéneos, e com funcgéo de
intensidade assumindo valores no compacto [0,1] podem ser interpretados como o
emagrecimento de um PPP, homogéneo e de taxa 1, concluimos que estes processos

estdo contidos em C.

Observacdo 3.5.3. A classe C admite processos pontuais que ndo sdo estaciondrios.
De fato, decorre da Observagdo 3.5.2, tomando fungdes de intensidade que nado sejam

invariantes por translacao.

~

[\
7

Figura 28: Processo pontual pertencente a classe C, equacdo 27, o qual é resultante do emagreci-

mento de um processo pontual de Poisson.

3.5.3 Processos pontuais de Gibbs

A segunda classe de processos que citamos no inicio desta secdo, e que abordaremos
quando estivermos estudando convergéncia em distribuicdo, serdo os processos pontuais

gibbssianos. A seguir, mostraremos que tais processos, sob certas condi¢Oes, terdo
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comportamento préximos ao de processos de Poisson, e garantindo, no limite, que
possamos usar o Teorema do Limite Central provado em [3].
Para a construgdo destes processos, precisaremos da nocdo de fungoes de energia ou

potenciais (vide os artigos [3] e [7]). Dizemos que uma fungao
¥ : {X C RY Xé finito} — R U{oo}.
é uma funcdo de energia (ou, potencial) se as seguintes condi¢des forem satisfeitas
(i) Y é invariante por translagdo e por rotagao;

(ii) ¥ é ndo degenerada:
Y(@) < +o0;

(iii) Para todo subconjunto finito X de RY, e para todo ponto x € X, vale:

F(X) < +00 = ¥(X\ {x}) < +o0;

(iv) Existe uma constante real A € R tal que, para todo subconjunto finito X de RY,

temos
Y (X) > A card(X).

Agora que definimos as fun¢des de energia, conseguimos definir o processo de Gibbs,

que serd nada mais que um processo absolutamente continuo a um processo de Poisson.

Definic¢do 3.5.3. Sejam ¥ uma fung¢do de energia e § > 0 uma constante, que chamare-
mos de inverso da temperatura Entdo, um processo pontual ® é um processo pontual
de Gibbs se, para todo boreliano limitado A C IRd, sua distribui¢do de probabilidade,
1, for absolutamente continua com relagéo a distribuicdo de probabilidade #4 de um
processo pontual de Poisson, homogéneo e de taxa T, satizfazendo a igualdade

exp(-p¥XNA) o
Z(pey N

pa(dX) =

com X subconjuntos finitos de RY e Z(B¥ ) uma constante normalizadora.
J

Decorre da defini¢do acima, que para a construgdo de processos gibbsianos, precisa-
mos apenas definir fun¢des de energia ® que satisfacam as condic¢des (i)-(iv) listadas

acima.
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Exemplo 3.5.1. Sejam K C R? um compacto qualquer, A C R? um conjunto limitado e
u9 a distribuicdo de um PPP homogéneo de taxa 7. Entdo, o processo de interagdo de
drea X!, com distribuigdo de probabilidade
exp(—{(XN A +K))
Z(BY¥ )

é um processo pontual gibbsiano, com fun¢do de energia

pua(dX) = A (dX)

F(X) = (X + K).

Como ja observado inicialmente, processos gibbssianos, quando satisfazem certas

ipoteses, tem a propriedade de se comportarem muito assemelhadamente a um
hipét t dade d t t lhad t
processo de Poisson. De fato, uma condigdo suficiente para obtermos esta propriedade
decorre da existéncia, ou ndo, de um esquema de simulagado perfeita (vide o artigo [4])
para este processo. Uma forma de conseguirmos aplicar a simulagdo perfeita a um

processo gibbsiano, é olhando para o alcance de sua fungdo de energia:

Definicio 3.5.4 (Alcance de interagéo finito). Seja @ um processo pontual gibbssiano,
com funcdo de potencial ¥. Entdo, dizemos que ®F tem alcance de interagio finito se

existir um real positivo ¥ < oo tal que, para todo conjunto finito X C R?, valer
A0, X) = A0, X N B0, ™)), (28)

com
A0, X) = ¥(X U {0}) — ¥(X). (29)

Da propriedade de alcance finito, temos pelo Lema 3.5.1 (cuja demonstragdo pode
ser vista em [3]) que para um certo par de parametros (7, f) de um processo de Gibbs,
satisfazendo uma certa condig¢do, temos garantido a existéncia de um esquema de

simulacdo perfeita para este processo:

Lema 3.5.1. Seja ®P um processo gibbssiano, com distribuicio de probabilidade absolutamente
continua com relagdo a um processo pontual de Poisson, homogéneo e de taxa T. Entdo, se
a fungdo de energia de ®F tiver alcance finito, basta que os pardmetros T e B satisfacam a
desigualdade

T0(B(0; 1))e PM0(rg + 1) < 1, (30)

com

= inf A, X
"o X}ll'}lito ( )

para que o processo gibbsiano admita simulagdo perfeita.
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A préxima defini¢do formaliza a ideia de processos gibbssianos cujo comportamento
se “aproxima” a um processo de Poisson, que chamaremos de Processos Pontuais do

tipo Poisson.

Definicao 3.5.5 (processos pontuais do tipo Poisson). Dizemos que E é um Processo

Pontual tipo Poisson quando:

(i) & for estocasticamente dominado por um processo pontual de Poisson de taxa T,
Pr. Em outras palavras, Z é estocasticamente dominado por Pr quando para todo

boreliano B e todo natural n valer

P(card(E N B) > n) < P(card(Pt N B) > n);

(ii) Existir constantes Cp, 79 € R tal que, para todo x € R, para todo raio r €
[r0, 00) e para todo conjunto de pontos localmente finito £(x) C B(x;r)", valer a

desigualdade:

P(2NB(x;N =0 | ENBE) = &(x) < e,

Finalmente, temos o Lema que nos garante que uma dada classe de processos

gibbssianos ¢, também, um processo do tipo Poisson:

Lema 3.5.2. Seja ®F um processo gibbsiano cuja funcio de potencial seja pertencente a classe
dos processos pontuais de interacdo de drea. Entdo, se ®F tiver alcance finito, teremos que
®P serd, também, um processo pontual do tipo Poisson quando seus pardmetros satisfazerem a

desigualdade
T0(B(0; 1))e P™0(rg + 1) < 1,

onde T é o pardmetro da Poisson tal que ®F é absolutamente continua.

Demonstragido. A demonstracdo deste fato sai imediatamente do fato de que, quando o
processo gibbsiano tem alcance finito, a desigualdade acima é suficiente para termos
garantido a simulacdo perfeita, de acordo com o Lema 3.5.1. Finalmente, usando o

Lema 3.2 do artigo [3], temos o resultado. O
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3.0 LEI FORTE DO NUMERO DE PERSISTENCIA DE
BETTI
Nesta secdo provaremos que, ao considerarmos qualquer processo pontual ® perten-

cente a familia de processos pontuais C da Subsegdo 3.5.2, em uma janela A4 C RY, e

dotado de uma filtragdo satisfazendo as condigdes em 3.2, valerd que a taxa

7 (9n) ~E |67 (9]
A

(31)

convergirad quase certamente para zero, conforme o volume da caixa A{ crescer para o
infinito. Acima, os termos g, 7, s denotam constantes do modelo, denotando, respectiva-
mente, a dimensdo da homologia e o intervalo de tempo [, s] C ]R‘;O.

Para provarmos a convergéncia quase certa do termo da equagao 31 precisaremos
provar alguns resultados preliminares. Comecemos provando que, a razdo do namero
de persisténcia de Betti pelo volume de sua caixa, ¢ majorado por uma constante sempre
que considerarmos qualquer processo pontual pertencente a familia de processos

pontuais C.

Lema 3.6.1. Seja ® um processo pontual pertencente a familia de processos pontuais C da
Secido 3.5.2. Entdo, para toda filtracdo simplicial satisfazendo as restrigdes em 3.2, temos que,
para todos reais r < s positivos e para todo inteiro 0 < q < d, existe uma uma constante real e
positiva cq tal que

E [B7(®a)]
Al =

com A um boreliano do espago.

Demonstragido. Notemos que o nimero de persisténcia de Betti admite a seguinte desi-

gualdade
By’ (@) = dim Im(:7)) < dim(Hy(K;)) < dim(Zy(Ks)) < Sq(Pa, s; A).

Além do mais, usando o fato de que existe um processo pontual de Poisson, homogéneo

e de taxa unitaria, P, que majora o nosso processo pontual, obtemos que

B (@) < S4(P,s; A),
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onde, novamente, 5,(P, s; A) pode ser majorado superiomente por toda combinagdo
possivel de simplexos ¢ = (a, ..., a;) com pontos em ® e com intersecgdo em A. Desta

forma, concluimos que

0(s)
(P A< Y (P(Bx ))

xedNA q
< ¥ (P,
xedNA

com Bﬁ(s) := B(x; p(s)). Finalmente, note que a medida

Y (P(Bﬁ(s)))q”]

xedNA

U(A)=E

é uma medida invariante por translacio em RY. Logo, existe uma constante ¢y € R tal
que p(A) = c4|A|, garantindo, assim, a desigualdade desejada
E B (P
[ﬁq ( A)} < cg-
|A]
O

Agora, sejam L uma constante real e m um ntmero inteiro qualquer, ambos positivos.

Mostremos que a variavel aleatéria

(@)~ E B (@)
Sm = Z IO ’ (32)
je{1,...,m}d mA| A |

é um super-martingale, considerando as mesmas restricdes ao processo pontual o
e sua filtracdo, como o do Lema acima, e considerando A]L a translagcdo da janela
[-mL/2, —mL/2+ L)%, dada por

j . |—mL —mL
W=

d d
— +L) +;(ji—1)Lei,
com j = (ji,j2,.--,Jd) € {1,...,m}d e e; um vetor da base candnica em R? (vide a
Figura 29).

Lema 3.6.2. Seja & um processo pontual pertencente a familia de processos pontuais C da
Secido 3.5.2. Entdo, para toda filtracdo simplicial satisfazendo as restrigdes em 3.2, temos que,

para todos reais r < s positivos e para todo inteiro 0 < q < d, as varidveis aleatérias

S%::SZm e S%:252m+h



36 LEI FORTE DO NUMERO DE PERSISTENCIA DE BETTI

mL 7 //
7
mL
Figura 29: Particionamento da janela [—mTL, mTL)d em m* janelas disjuntas de volume LY. Em

cada um das particdes A, calculamos a razao do ntimero de persisténcia de Betti
pelo volume da janela, para, assim, compor os termos da somatéria que define a

varidvel aleatdria S;, (equagdo 32).

com Sy, a sequéncia definida em 32, L € RR>¢ uma constante fixa qualquer, e m um inteiro

positivo, sdo super-martingales.

Demonstragiio. Provemos que a sequéncia S, que nada mais é que a sequéncia Sy,
indexada com ntmeros pares, é um super-martingale. Para a sequéncia Si,, a argu-
mentacdo é equivalente e, portanto, iremos omitir. Seguindo a definicdo dada em [17],
para provarmos que uma sequéncia é um super-martingale precisamos checar duas

condicgoes:
1) E[Sm] < oo;
(i) E[Sy+1|Sm,---S1] < S, para todo m.

O item (i) é imediato, j4 que a esperanca de S}, serd sempre zero. Resta provarmos

o item (ii). Notemos que a esperanca de sP ., dado que temos informacdo das varié-

m+1’
veis S¥,8F ..., sP. equivale a calcular a esperanca das caixas com area hachurada da
Figura 30, com o retdngulo interior a area hachurada equivalendo a informacao das
variaveis Sp, Sp, eel, S,’;.

Denotando por A o conjunto das particdes contidas na area hachurada, temos que

By’ (@4) — E B (Pa)] N m*

sh < sP
(m+1)4| Al (m+1)4"" ="

[Sh|Sh,...S1= Y E

AEA
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2(m+ 1)L

Figura 30: Diferenca das parti¢des, quando consideramos indices pares ou impares

pois a esperanca das caixas na regido hachurada é zero. Desta forma, concluimos que

Sh, é uma sequéncia de super-martingales. O
Resultante deste Lema somos capazes de provar a seguinte proposicao:

Proposicio 3.6.1. Seja ® um processo pontual pertencente a familia de processos pontuais C
da Seg¢do 3.5.2. Entdo, para toda filtracdo simplicial satisfazendo as restri¢des em 3.2, temos
que, para todos reais r < s positivos e para todo inteiro 0 < q < d, a seguinte convergéncia é
verdadeira

lim |Sy| = 0

m—y 00
com Sy, a sequéncia definida em 32, L € R>o uma constante fixa qualquer, e m um inteiro

positivo.

Demonstragio. Para provarmos esta proposicdo, avaliaremos a convergéncia das sub-

sequéncias de indices pares e impares:
P._ i
Sm=Sun € S5;:=S5m1-

Pelo Lema 3.6.2, sabemos que ambas sequéncias sdo super-martingales. Além do mais,

usando o Lema 3.6.1, temos que

| 2E @)
Blsuls ¥ o

je{l,mya M ™
1
B 2 —32¢
jel{l,...,m}4 m

S Cl]/
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para todo inteiro positivo m. Sendo assim, concluimos que
supE[|Sh|] < ¢, e supE[|Si,]]<c,.
m m

Usando o Teorema de Doob para a convergéncia de super-martingales, vide [17], temos
que existem variadveis aleatdrias integraveis X7 e X' tal que

. .C. . . og.c. _:
lim b= XP e lim St =X
m—o0 m—o0

Para encerrarmos a demonstragio, provemos que, com probabilidade 1, vale X? = X' = 0.
Para isto, lembremos que decorre da desigualdade de Markov que, para todo real

estritamente positivo 4, valem as desigualdades

E[X"P1 PGXZ-,ZQ)SE[DSFL

P(XP|>a) <
(1XP|>0) < =5 :

Provemos, destas desigualdades, que
P(XP|>a)=0 e P(X'|>a)=0,

para todo a > 0. Mostremos apenas o caso da varidvel aleatofia X7, j4 que X' é feito de

forma analoga. Notemos que

E[|X?|*] = E[(X")’] = lim E[S3,],

m—00

pois Sz, é majorada por uma constante e converge quase certamente a X?, além do fato

que a fungdo f(x) = x> é continua. Com isto, precisamos calcular a tltima esperanca

acima, o qual, denotando por Y; = B7°(® x)—E {/325 (@, )} , vale
L L

1
E[S?]= ——FE Y2+ Y VY (caixas disjuntas sdo independentes)
" m2dp2d — 1t 4 = ] ) p
1 17]
_ 1LY
T om2d 124
2c2
q
S W/

ou seja, limy,_,0 E[S3,] = 0. Com isto, concluimos que para qualquer a > 0 vale

IP(|X?|> a) = 0. O mesmo mostra-se para X'. Consequentemente, concluimos que

XP=0 e X' =0.

105



106

HOMOLOGIA PERSISTENTE DE PROCESSOS PONTUAIS

Portanto, decorre de |S,,| admitir subsequéncias, nos indices pares e impares, que
convergem quase certamente para zero, que concluimos o desejado

lim |Sy| = 0

m—00

]

Finalmente, enunciaremos o tltimo resultado auxiliar antes de provarmos nosso resul-
tado desejado, que equivale ao Lema 3.2 do artigo [2], e que nos garante a convergéncia
quase certa da contagem de simplexos S;, quando consideramos filtragdes aplicadas a

processos pontuais ergddicos e estaciondrios.

Lema 3.6.3. Seja { um processo pontual estaciondrio. Entdo, se { for um processo ergddico de

intensidade unitdria, teremos que existem constantes SAq, para todo q € Ny, tal que

S4(9, r) q.

Ad
L—o0 Ld L—o0 Ld

o)

Sg-
Agora temos as ferramentas necessarias para provar a convergéncia quase certa da

taxa do nimero de persisténcia de Betti pelo seu volume:

Teorema 3.1. Seja ® um processo pontual pertencente a familia de processos pontuais C da
Secdo 3.5.2. Entdo, para toda filtragdo simplicial satisfazendo as restri¢des em 3.2, e para todos

reais r < s positivos, vale que

) (®ar) ~E 87 (®a1)] 4

= A7)

, (33)

onde 0 < g < d é a dimensdo da homologia e

d

LL

A= -2, 2
23

a janela de centro na origem o qual calculamos o niimero de persisténcia de Betti.

Demonstragio. Seja m > 0 um inteiro qualquer e L > 0 um ntamero real, o procedimento

para provarmos a convergéncia da sequéncia

87 (9n) ~E |67 (9]
A

X(A’i) =

consistird em provarmos que X(A%) pode ser majorada por uma soma finita de termos,

que consistem, basicamente, na diferenca de propriedades avaliadas tanto na janela A4
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quanto em janelas menores, resultantes de um particionamento de A¢. Em seguida,

mostraremos que esta majoragdo, conforme aumentamos o volume da janela A‘i para o
infinito, tenderd a zero, i.e., o particionamento da janela, normalizado pelo volume das

parti¢des, carregam, no limite, a mesma informacao topolégica da janela maior.

d mL mL\"
o

e seu particionamento em m? janelas, de volume L, que denotaremos por

Consideremos a janela

i
A =

d d
—mL —mL .
|:T, 5 + L) + igzl(]i — 1)L€l’,

com j = (ji,j2,---,ja) € {1,..., m}d e e; um vetor da base canOnica em RY, da mesma

forma como ilustrado na Figura 29, valendo
A= U AL
je{1,2,..,md
Deste particionamento vale a seguinte desigualdade:
B (g, — EIBF@pg 1| \BF(@pg)  Yietr,. mpe BT (D))
(mL)’ o Ly (mL)’

EIB; @pe )] Tjeqr,.ms E |57 (@)
(mL)* (mL)"

Yjef1,..,myd E [52’5@)/\{)] Yic(1, ., m}d ,BZ’S(CI)A,L)
(mL)" (mL)?

Agora devemos inspecionar os trés termos da desigualdade acima:

B (@p ) Lieqr,..me Bi (P y)
tl — mL L ,
(mL)" (mL)?
@y )] D meE £ (@)
2T Ly (mL)? /
o Zje{l,...,m}d E [ﬁ;s(q)A]L)} Zje{l,m,m}d ﬁZ’S(CI)A,L)
T (mL)* (mL)?

107



108 HOMOLOGIA PERSISTENTE DE PROCESSOS PONTUAIS

Recordemos, da desigualdade 22, que

By (@pa ) — Y. ﬁZ,'S(<I>A£) < ) card Sj(®Ppa ,5)\ U Si(® j.9) |,
je{l,..,m}d j=q,9+1 jel{1,. md t

com
Si(®,s) = {0 € Ks(®); dim(0) = j},
e Ks(®) um elemento da filtracdo. Além do mais, temos que a diferenca de simplexos
Sj(q)AfnL’S) \ U Sj(q)Af/ S)
je{1,...,m}d L

estd contida na unido de todas as faixas, de comprimento fixo, da fronteira das parti¢des
A, i.e., esta diferenca na contagem de simplexos serd majorada por toda a faixa rosa

da Figura 31.

mL

mL

Figura 31: Diferenga da contagem de simplexos entre a caixa A% e as caixas de seu particiona-

mento, representada na faixa de cor rosa.

Com isto, temos que

card S]'(CDAgnL,S)\~ U Sj(CI)A,Z,S) SN Y. S; (@AfnL,s;fr(AJL,p(s))>,
je{1,..,m}d je {1, m}d

com

fr(A], p(s))|= 2419 p(s).
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Usando que a contagem de simplexos é uma funcao crescente, e que Nosso processo
pontual ® é majorado por um processo pontual de Poisson P homogéneo e de taxa

unitéria, obtemos a desigualdade

o)~ L fr@ep < L s(Poal,stadee). 6o

jE{L...m}? j=94+1 je{1,...,m}d

Desta desigualdade podemos tratar os termos t; e t,. Para o termo t; utilizaremos a
ergodicidade do processo P, que majora nossa processo pontual. Sendo, tanto a nossa
tiltragdo quanto a a contagem de simplexos invariantes por translacdo, temos, pelo

Teorema Multidimensional de Ergodicidade de Birkhoff, que
lim — PAAL, s (AN, o) ) B E [ (P AL s fr(AL p(s)
Jim o X S p) ) B [S; (POAL (AL ) |

para j = q,q + 1. Utilizando o Lema 3.6.1, obtemos a desigualdade

+ 2d
p A1 p

m—sc0 L

, (35)

quase certamente. De forma equivalente, provamos uma desigualdade semelhante ao

termo t5:

Cq + Cg+1)2dp(s
limsup t, < —(cq +cq41)2dL7 1 p(s) = (€q +Cq1)2p(5) (36)
m—500 L
Finalmente, para o termo t3 temos garantido pela Proposicdo 3.6.1 que com, probilidade
1, vale

limsupts =0. (37)

m—00

Utilizando as desigualdades 35, 36, 37, obtemos, com probabilidade um, que

lim sup 'Bgls(q)/\ﬁm) B ]E[ﬁg’s(q)AfnL)] < (¢q +Cq+1)d(4P(S)).

oo (mL)? - L (38)

Desta forma, dado € > 0, fixemos um inteiro Ly > 0 que garanta a desigualdade

(cq + Cq+£)d(4p(5)) ce
0

fornecendo, para a desigualdade 38, o seguinte

B (@py )~ EIF} (@ )]
lim su - <eg,
msup (m Lo)? (39)

109



110 HOMOLOGIA PERSISTENTE DE PROCESSOS PONTUAIS

com probabilidade 1.
Estamos na parte final para provar o Teorema. Dado | € IN suficientemente grande,
consideremos o inteiro

m; = Lomax{m; mLy < 1}.
Disto, temos a desigualdade

m 1 L m
my <1 <m+Ly = T’§7+1 e 1—T°§Tl,
Em outras palavras, temos

m

T — 1, quando [ — oo.

Como ja usado acima, sabemos que

B @n) — B @pg)| < B card (8@ 9\ 8@g,9) )

j=q.9+1
< Y Si(PNA},sW)
j=q.q+1
d d
< L SPOMD 5PN 509
J=q.9+

onde
(W|=d2 (I —m; —p(s)) 1.

Dividindo tudo por 14 temos

ﬁZ,’S@AId) ﬁZ’S(q’Ag”)
[ =

S](P N A?, S) B S](P N Afinl_zp(s)z s)
14 14

)3

j=q.9+1

SPOAY,S)  SHPOAL ap9) om1 = 2p(6)"

Z 14 14

gt (m; — 2p(s))"

Pelo Lema 3.6.3, existem as constantes §S,q, SASIqH tal que, com probabilidade um, os

seguintes limites valem

d
. Sq(P NAY,s) i Se(P VAL, o457 9) _a

1
=500 14 oo (my — 2p(s))" oA
¢ d
Sp1(PN AL s Sqri(POAS o o8
lim q+1( ) - Lim g+ m;—20(s) _ Ss,q+1-

=00 1d =500 (m; — zp(s))d
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Logo, obtemos o importante resultado

rngs(q)/\;i) By ((DA%Z
14 14

lim
| =00

=0, (40)

com probabilidade um.

Finalmente, note que

B’ (q)A;i) 7 (CDA%, )
4

IBZ,S(®A?) - ]E[;BZ’S(CDA?)] ‘ <

14

E[sroy] E[fioy)

14 14

:BZIS(CDA%) - E[ﬁiy’s@/\gzl)] m?
mld l_d

Utilizando 39 e 40, concluimos que com probabilidade um

ﬁ;’s(q)/\d ) — ]E[[&Z’S(chd )]
lim sup ’ L <e
14
l—00
Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos o desejado:
. 7 (@ag) —ELB (a0l .
[—o00 14

3.7 TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

Sejam (Q), A, 1) um espaco de probabilidade, K C RY um compacto qualquer e ®Xf o
processo pontual marcado
Q3w OFPw) =Y 0, k), (41)
i€l
com [ um conjunto de indices enumeravel e } ;1 d(y, k) uma medida prépria, tal qual

definida em 23. Mostraremos nesta secdo que, quando estes processos forem dotados
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de estrutura de um processo pontual de Gibbs, como mostrado em 3.5.3, e satifazendo
certas condig¢des, induzirdo diagramas de persisténcia cujos nimeros de persisténcia de
Betti, em uma janela de tempo [r, s] C R>(, convergirdo, em distribui¢do, a uma normal

N(0,7), como descrito abaixo:

7,5 q)K,ﬁ _FE |: 7,5 CI)K"B }

L—00 Ld/2

N(, d),

onde ®XP é um processo pontual de Gibbs, com medida de probabilidade absolutamente

continua a uma processo pontual, homogéneo e de taxa unitdria, ou seja, satistazendo

—BY(XNAY
X, 42

Had (dX) =

com X um subconjunto finito de R, Z(B¥ ») uma constante normalizadora e ¥ uma

funcao de energia.

Notacao. Denotemos por Cinter a familia dos processos pontuais gibbssianos satisfa-

zendo 41 e 42.

Para provarmos a convergéncia em distribui¢do acima, utilizaremos como ferramenta
o Teorema 2.3 do paper [3], que exige, dentre suas hipdteses, que exista uma fungdo
escore
¢ RY%xC R, com C= {AC RY; A é localmente finito },

tal que possamos escrever o ntimero de persisténcia de Betti ;° (@if ) em funcdo deste
L

escore

Br@i = Y e nap. (43)
xe@KPNAY

Desta secdo, em diante, todos nossos resultados serao restritos somente a filtragcdes
simpliciais de Vietoris-Rips, visto que estas nos possibilitardo definir fun¢des escores
tais que a igualdade em 43 seja satisfeita, como veremos a seguir. Desta restrigdo a

filtracdo F = (K;)cRr.,, recordemos que
x,yeo €K, <= B(x;r)NB(y;r) #0D <= d(x,y) < 2r.

Recordemos, também, que o namero de persisténcia de Betti

N

d
K, L
‘B‘?S(q)z\ﬁﬁ)’ com A = {—E, ) /L eR>o eqe Ny,
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pode ser escrito como uma medida de contagem de pontos persistentes no boreliano

(—o0,7] X [s,00) C R?, ie., IBZ'S é, nada mais que, a soma de medidas pontuais de Dirac

K/
B (P Adﬁ) = Y. Mp,0)0(p,d) ((—o0, 7] X [s,00)),
Y (b)eDgm (GNAY)
com m 5 0 numero de vezes em que encontramos o ponto (b,d), no diagrama de

persisténcia ngq(g N A‘i), e O(,q) @ medida de Dirac em R?:

1 se(b,d)eB
Ow,4)(B) =
c.c.

Com isto, ja podemos estabelecer as fungdes scores necessarias para obtermos 43, o
qual separaremos em dois casos: fungdes escore para dimensdo 0; e func¢des escore para
dimensédo g > 1.

Seja A C R? um conjunto localmente finito. Sabemos que componentes conexas
sempre nascem no instante de tempo zero e, consequentemente, a tinica propriedade
persistente que temos, para caracterizar, é o instante de tempo em que componentes

conexas somem do espago simplicial. Dado um ponto x € A, e definindo por
Cr(x, A):={xp,x1,...,xr} C A tal que d(x;, x;41) < 2r, paratodoi € {0,1,...,R} e
x € {x0,x1,...,XR}
sua componente conexa, entdo, C,(x, A) sumird da filtracdo simplicial, se ela se unir a
outra componente conexa disjunta. Desta forma, quando o conjunto A for finito, temos

que a componente C,(x, A) desaparecerd da filtragdo quando seu elemento maximal, no

instante 7, for menor que o observado no instante s, com r < s. Sendo assim, definindo
death(x, A) = sup{r > 0; maxC, (x, AN B[x;r]) = x},

onde consideramos R? munido da ordem lexigrogafica, como ilustrado na Figura 32

temos que o niimero de persisténcia de Betti, para dimensao zero, serd igual a

Q=) 0 (O,death(x,gﬂA‘Ll))([O’ r] x [s, o))

xegnAd
e, portanto, concluimos que a fungdo escore para dimensio 0 serd dada por
Zo: R x{A CR; A élocalmente finito } — R (44)
(x, A) = 6(0,death(x,4))([0, 7] X [s, o0]).
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n

x Yo
X1 2 z

X0

Figura 32: Ilustracdo da componente conexa C,(x3, A) e do tempo, em que a mesma, some da

filtragdo para se juntar a outra componente conexa C,(y1, A).

Agora definiremos a fungdo escore para dimensdo g > 1, que, de fato, seguira o
mesmo caminho exposto acima, com apenas algumas adaptagdes. Sejam x € ®XF um
ponto qualquer e A C R? um conjunto localmente finito. Nossa funcio escore, para
dimensdo g > 1, serd responsavel em contar todos os buracos no espaco que surgiram,
gracas ao nascimento de algum simplexo de dimensao g, contendo algum dos ponto
do processo pontual. Assim, como o ntmero de persisténcia de Betti leva apenas em
conta a quantidade de propriedades topoldgicas contidas no intervalo [—oo, r] X [s, +00],
com 0 < r < s, temos a restri¢do natural, de que os simplexos responsaveis por criarem
buracos devem aparecer, na filtracdo simplicial, em um tempo menor, ou igual, ao
tempo r.

Notemos que o conjunto

AN Blx;r]

é finito e, portanto, a quantidade de g—simplexos neste conjunto é, também, finita.

Agora, tomando o conjunto de indices
Ty = {t € RN(0, r]; nasce no tempo t um simplexo ¢, com dim(c) =g, —1ex € o},

que é finito (pois, no pior caso, teremos indexado a quantidade maxima das g combina-
¢Oes dos elementos do conjunto acima) e considerando a filtragdo simplicial indexada

por Ty,
K(A)r,,

teremos que os diagrama de persisténcia, denotados simplesmentes por nggx(A),
estardo bem definidos. (Os diagramas de persisténcia estdo bem definidos gragas ao

conjunto de indices ser finito, Teorema 2.2 (Aplicagio do Teorema de Gabriel, Parte (b)).)
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Em posse destas estruturas, agora somos capazes de estudar os buracos de dimensao

g, influenciados pelo ponto x. Seja

(b,d) € ng;" (A)

um ponto qualquer do diagrama de persisténcia e Hﬁ,”'d)

um buraco topoldgico de
dimensdo g, que nasceu no instante b e morreu no instante d. Dizemos que o ponto
x é responsavel pelo nascimento de H,gb’d) se, no instante b, surgir um g-simplexo
o= {xo,... ,xq}, com x € o, criando o buraco H,;b’d). (Antes do instante b, o buraco
Hﬁ,b'd’ ndo existia no espago.) Como estes simplexos ndo serdo obrigatoriamente tinicos,

definimos a fungdo auxiliar

birth (Hflb’d)> = min {x; x € 0 e 0 é responsavel pelo surgimento de Hﬁ(lb’d)} ,
onde o minimo é tomado considerando a ordem lexigrogéfica em R? (vide a Figura 33).
. . ~ (b,d)
Para terminarmos, construiremos a fungdo que calcula o tempo em que o buraco Hj,
torna-se bordo. De fato, sabemos que este valor serd d, entretanto, para deixarmos
claro a dindmica de comportamento da funcdo escore, usaremos a fungdo que calcula o

tempo em que o buraco some da filtracao

death (H,gb’d)> =inf{ t > b; RY \ U B[z; t] tem apenas uma comp. conexa,
Uezflgb )
cuja intui¢do apresentamos, também, na Figura 33. Finalmente, teremos a seguinte

fungao escore,
&g Rx{A CR; A élocalmente finito } — R,

valendo

GrA= Y 1y (birth(Hgb'd))> s 00 ((death(H,gb'd))) . (45)
(b,d)Eng;x (A)

Agora, que ja somos capazes de escrever o nimero de persisténcia de Betti em termos
das fungdes escores 44 e 45, precisaremos estabelecer alguns critérios sobre estas fungdes,

para que possamos usar o TLC apresentado em [3]. Sdo eles:

Definicao 3.7.1 (Raio de estabilizagdo). Seja ¢ uma funcdo escore (tal qual a definida

acima) e & um Processo Pontual tipo Poisson. Entédo, dizemos que R := Ré(x, X'%) € R,
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SEeE - 3

birth(H"?)

| | | | S
I I I I 4

Surgimento de Hib’d) M(Héb'd))

Figura 33: Nascimento e morte de buracos de dimensdo g > 1.

com XZ:=X U {z}, é um raio de estabilizacao para o ponto x € R e para o ponto
z € R? U{®} se, para quase certamente toda realizacio X’ de Z, a igualdade abaixo for
verdadeira

¢(x, X*NB(x,R)) =¢ (x,(X*NB(x,R)UA),

para todo A C R?\ B(x; R) conjunto localmente finito.

Definicdo 3.7.2 (Fungdo escore exponencialmente estabilizadora). Seja ¢ uma funcdo

escore e Z um Processo Pontual tipo Poisson. Entdo, dada o valor
t(w;e):=sup sup P ( sup Ré(x,EU {z}) > w) ,
yeR? zeR? U{Q} x€B(y,e)N(EU{z})
com s, ¢ > 0, dizemos que ¢ é exponencialmente estabilizadora se

lim sup lim sup log Hw, €) <0
e—0 wW—0c0

Defini¢do 3.7.3 (p-momento). Dado o potencial ¥ € ¥* e p € [0, o). Entdo, uma fungdo

score ¢ satisfaz o p-momento se, para todo par (7, ) € R>o x R, tivermos

sup sup sup E|¢(u, (PP N AELl) UY)|F< oo,
Lell, ool yend Yee

onde PFY é um processo de Gibbs.

Finalmente, ja estamos em condigdo de provar o Teorema do Limite Central, para o nt-

mero de persisténcia de Betti dos processos gibbssianos ®X# € Ciye;. Entretanto, antes
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de prosseguirmos, hd um ponto importante que devemos observar: as fun¢des de escore
definidas em 45, para dimensdes maiores que 1, ndo admitem raio de estabilizacdo.
Para ilustrarmos o fato sobre o raio de estabilizagdo, olhemos para o caso exposto na
Figura 34. Neste exemplo, suponhamos que os pontos em preto, de cada reta, estejam
distantes entre si de 1 unidade, e a distancia entre pontos de retas distintas sejam
maiores que 2 unidades. Sendo assim, para o intervalo de tempo [0, 1], concluimos que

nossa funcio escore satisfaz
¢1(xg, X) =0,

onde X é o conjunto dos pontos pretos. Portanto, qualquer que seja a bola aberta
B(xp;r), sempre poderemos criar um caminho de pontos vermelhos (conjunto A), tal
qual na Figura 34, com distancia menor que um, onde somos capazes de induzir um

buraco na filtra¢do e, portanto,

E1(x0, (X N B(xp; 7)) U A) = 1.

Figura 34: Motivacdo do porqué trabalharmos com propriedades topologicas limitadas, para

dimensdes maiores que zero.

Para lidarmos com o problema exposto acima, introduziremos o conceito de proprie-
dades topldgicas de didmetro limitado. Seja Hc(ia’b) um buraco de dimensao g, que nasce no
instante 2 e morre no tempo b, em uma dada filtragdo. Dizemos que H{;a’b) tem didmetro
finito, diam(nga’b)), se

diam (Hé”’b)> = max { |x —y|; x,y pertencem a q — simplexos 0y, 0y € Hf,“’b)} < +00.

e, como consequéncia deste valor, estabelecemos o conceito de ntiimero de persisténcia

de Betti de caracteristicas topolégicas M —limitadas:
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Defini¢ao 3.7.4. Dado uma constante real positiva M > 0, um inteiro positivo 4 > 0 e

X C R? um conjunto que admite diagrama de persisténcia

Dgm, (),

para uma filtracdo K qualquer. Chamaremos de nimero de persisténcia de Betti, de

caracteristicas topolégicas M-limitadas, e que denotaremos como 524’r’s(11<(9( )), o valor

B (K(X)) = Y 8w,4([0, 7] x [s, 0]).
(b,d)eDgm, (X) e diam(H{"")<M

(Lembrando que, quando ndo houver risco de confusdo com a filtragdo, denotaremos o

numero de persisténcia por apenas ,Bfiw’r’s(é\,’ ).)

Em posse destas estruturas, e desta tltima observacdo, somos capazes de apresentar

0 Teorema do Limite Central:

Teorema 3.2 (TLC). Seja DKB c Cipper um processo gibbssiano, satisfazendo as condiges em 41
e 42, e que admita simulagdo perfeita. Entdo, se existir uma constante Hy, tal que seu potencial
de energia Y satisfica a desiqualdade Y(X) > Hy, teremos que para as fungdes escore definidas
em 44 e 45, e para todo intervalo de tempo [r,s] C R>q, existirdo as constantes (?q >0, com

q € Ny, tal que as sequintes convergéncias em distribuicio serdo verdadeiras:

@)~ E [ 6’5(@1‘%]
lim i i

e L2 2 N(O,6), (46)

K, 1.5 ( K
) By (@)~ E [ﬁéﬂ”@Aiﬁ)}
e L4/2
para um M fixado a priori e g > 0.

2N, &), (47)

Demonstracio. Sendo ®KP € Ciper um processo pontual gibbsiano, que admite simula-
cdo perfeita, entdo, pelo Lema 3.3 de [3], temos garantido que este processo é, também,
do tipo quase de Poisson. Resta avaliarmos as seguintes condigdes: (i) ¢ é exponencial-
mente estabilizadora; (ii) ¢ satisfaz o p-momento, para p > 2. Comecemos pelo caso de
dimensdo zero, ja que para dimensdo maiores serd mais facil, devido ao fato de estarmos
trabalhando com propriedades topolégicas limitadas quando g > 0. Sendo assim, para

o caso de dimens&o zero, comecemos observando que para todo ponto x € ®XF existira,



3.7 TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

quase certamente, um ponto xy € x + (0, c0), e, portanto, RS(x, KA U {z}) estd bem

definida. Além do mais, dado w > s, vale que
[Ré(x, ®XP U {2}) > w] «— ®KPF(x+(0,w)) =0.

Como, por hipétese, temos que a fungdo de energia satisfaz ¥(X') > Hy > —oo, obtemos
que

—BHy
P [cpKfﬁ(x +(0,w)) = o] L
e

Como isto ndo depende de mais nenhum parametro, temos que

—BH,
e~ BHo p—

t(w, 8) = me ,

onde t(w; €) estd definida em 3.7.2. Logo, por ¥(©) < oo, pela construgdo dos processos

gibbssianos, concluimos que

lim sup lim sup
e—0 w—r00

log #(w, £) a1 log(e P™) —log(e™F WJ”) — 00 <0,
w

= limsup <—Tw >

w—r00
Portanto, provamos que para dimensdo 0 a fungdo escore §p, para 0 NnOsso processo
pontual, é exponencialmente estabilizadora. Para encerrarmos o caso de dimenséo 0,
mostremos que §p satisfaz o p-momento (vide 3.7.3), para p = 3. Esta parte é imediata,
visto que a ¢p vale apenas zero ou um. Desta maneira, provamos todas as condi¢des
exigidas no Teorema 2.3 do paper [3] e, portanto, temos que existe uma constante 0y tal
que
1,5 KB 183K B
0 (CI)A”L’ ) —E [;Bq (q)AaLl )] D

= N(O/ 0-0)'

m, L/
Agora avaliemos o caso para g > 0. Comecemos checando que ¢, € exponencialmente es-
tabilizadora. Esta propriedade decorre imediatamente do fato de estarmos trabalhando
com propriedades topologicas limitadas e de didmetro, de no maximo, M unidades.
Com isto, para distancias maiores que M, de um ponto qualquer x, ndo temos a criacdo

de novos ciclos, criados por x. Portanto,
[Ré(x, DKP U {z}) > M] = Q,

valendo
t(w;e) =0,
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para todo w > M. Disto concluimos que

log t(w,
lim sup lim sup logt(w,e) _ log(0) = —o0 <0,
e—0 w—00 w
adotando a convengdo que log(0) = —oco. Agora que ja somos capazes de provar

que ¢, € exponencialmente estabilizadora, para propriedades topologicas M-limitadas,
provemos que vale, também, a propriedade do p-momento. Notemos que a propriedade
de tomarmos o niimero de persisténcia de Betti, para caracteristicas topolégicas M-

limitadas, garante que

q)K,,B Blu: i
&, OXPA) < Y ( (Bl M])) < Y (%Pl M]))J
j=a-1q ] j=a-14
e, portanto, satisfaz a condi¢do do p—momemto, ja que M é fixo e ®Kf admite todos os
momentos finitos, na janela B[u; M]. Portanto, concluimos a tltima convergéncia em

distribuicdo do teorema:

i (@if) — E | g @h)

. D -~
nglolo Ld/z = N(OI (Tq), (48)
para um M fixado a priori, g > 0 e ¢; uma constante. O

Como exemplo, vamos aplicar o resultado do TLC para um caso especifico de processo

de interagdo de éarea.

nimero maximo de blocos com

interseccdo mutua nao nula: m

Xp - ———-
X1

Figura 35: Processo de interagdo de area, com restrigdo de pontos em uma vizinhanga compacta
K.

Proposigao 3.7.1. Seju K C R um compacto qualquer, m € IN um niimero natural qualquer e
DKABC;yp0r um processo de interagio de drea, gibbsiano, com fungdo de energia
00, se max {IL ( N x+K#®>} =1;

HCNNA;
‘YA(N) = card(H)>C reH

0, caso contrdrio,
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como ilustrado na Figura 35. Entdo, existe um pardmetro T, do processo de Poisson que gera
OKPB tal que, dado o intervalo ndo degenerado [r,s] C Rxo, temos que a razdo do niimero
de persisténcia de Betti Bj°(®XP)/|AL|, de dimensdo 0, converge em distribuigio para uma
normal. Além do mais, para propriedades topoldgicas M-limitadas, temos que ,BSM’S (DKP) /| AL

converge, também, para uma normal.

Demonstragio. Para provarmos as convergéncias em distribui¢cdo, devemos checar as
seguintes hipoteses: (i) ﬁgS(CIDK'fg) deve ter alcance de interacao finito; (ii) a funcéo de

potencial deve ser limitada inferiormente; (iii) deve existir uma constante my tal que
T0(B(0;1))e P™0(ry + 1) < 1,

com T a taxa do processo pontual de Poisson P, a ser escolhida, tal que ®*# admita
esquema de simulagdo perfeita. Para provarmos a condic¢do (i), devemos checar todos

0s casos possiveis para a func¢do 29. Suponhamos que X seja tal que card(X) =m e

N@+K) #0,

xeX

entdo temos dois casos possiveis

[l x+K)#D ou (| x+K)=@.

xeXU{0} xeXU{0}

Nestes casos, teremos que

[l x+K)#D = A0, X) =00
xeXU{0}

[l x+K)#0 = A0, X)=0.
xeXU{0}

Portanto, s6 precisamos nos preocupar com o raio de estabiliza¢do para o caso em
que A(0, X) = co. Todavia, achar o raio de estabiliza¢do para este caso é facil, basta
tomarmos

ro = 2diam(K).

Com isto, usando o raio acima, temos que a igualdade 28 é satisfeita e, portanto, a
funcdo de potencial tem alcance de interagdo finito. A condicdo (ii) é imediata. Resta,
tinalmente, provarmos hipétese (iii). Este item resulta do Lema 3.5.1, pois como nosso
processo pontual tem alcance finito, se tomarmos

mgy = inf A0, X)=0

X localmente finito
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temos garantido, para todo pardmetro T satisfazendo
TU(B(0; 1))e P (ro + 1) < 1,

que o processo pontual gibbsiano @K admite esquema de simulagdo perfeita. Portanto,
concluimos que as hip6teses do Teorema 3.2 sdo satisfeitas, garantido as convergéncias
em distribui¢io para uma normal, dos numeros Bi*(®XF)/|Ar| e BV (@KP)/|ALl. O



DETECTANDO NOTICIAS FALSAS NO
TWITTER

Ao longo desses anos vivenciamos um fendmeno que ndo para de ganhar for¢ca em
nossa sociedade, destacando-se principalmente nos meios virtuais, que é a propagacao
desenfreada de mensagens falsas (que muitas vezes nos referiremos pelo seu termo em
inglés: fake news). O que no comego era visto como algo inofensivo, mostrou-se, com o
decorrer do tempo, ser extremamente nocivo, tendo impacto nos mais diversos setores
de nossa sociedade: como na satide, nas elei¢des, no meio ambiente, etc. Motivados por
estes impactos, que as fake news podem exercer em nossa sociedade, decidimos elaborar
uma metodologia de andlise que, usando as ferramentas de Homologia Persistente,
seja capaz de avaliar os grafos de interagdo dos individuos que podem, ou néo, estar
sujeitos a propagacgdo de mensagens falsas em uma rede social, o Twitter '.

Quando concentramos nossas atencgdes as redes sociais, os efeitos das fake news
tornam-se ainda mais evidentes, seguindo um padrdo ja conhecido onde usuarios
mal intencionados, querendo espalhar estas mensagens falsas, contratam empresas
especializadas que, por meio de robds, forcam interacdes em larga escala, (e cujo
topico central da conversa seja a mentira do usudrio mal intencionado), induzindo os
algoritmos das redes sociais a concluirem que estes topicos discutidos em massa sdo, de
fato, relevantes ao seus usuarios e os indicando sua leitura.

Uma forma para mitigar os efeitos das fake news, comumente aplicada no mercado,
é a aplicacdo de modelos de Processamento de Linguagem Natural para a classificacdo
destas mensagens, as classificando como falsas ou nado, que, posteriormente, servirdo
como base para as devidas medidas preventivas a serem tomadas. Vale ainda ressaltar
que todas estas técnicas utilizam-se de classificadores muito parecidos, que, de forma
simplificada, nada mais sdo do que aproximagdes de modelos probabilisticos as pa-
lavras usadas, avaliando as chances destas palavras, dentro de certos contextos (que

também sdo modelados e estimados suas chances), estarem ligadas a um determinado

A escolha pela rede social Twitter dé-se por uma série de fatores, o qual podemos detacar o fato dela ter

seu cédigo aberto e propiciar um ambiente favordvel para pesquisadores coletarem dados nela.
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topico. Atualmente, diversos modelos de Processamento de Linguagem Natural vem se
destacando, muito devido ao recente do sucesso da ferramente ChatGPT>.

Note que, por mais consolidado que estejam as técnicas de processamento de lingua-
gem, todos seus modelos possuem a mesma estrutura em comum: um espago amostral
formado tnico, e exclusivamente, por uma vasta e abundante cole¢do de documentos>.
Todavia, como neste texto trataremos apenas de uma rede social em especifico, o Twitter,
0 espago amostral ndo serd composto por apenas documentos em isolado, mas sim por

trés componentes importantes:
(i) As mensagens (tfweets que formardo a colecdo de documentos);
(ii) Os usudrios que geram estas mensagens;
(iii) A interacdo dos usudrios entre si, por meio das mensagens que eles produzem.

Como ja ressaltado no pardgrafo acima, destes trés itens, apenas os dois primeiros
sdo tratados extensivamente, com o primeiro item sendo notoriamente abordado pelas
técnicas de Processamento de Linguagem Natural. Entretanto, vale ressaltar que o item
(iii) é raramente tratado, muito devido a sua complexidade de estrutura, e a seu pouco
apelo intuitivo, quando comparado aos itens (i) e (ii).

Com base nos pontos levantados acima, nossa contribui¢do com este trabalho ser4,
além de tratar um ponto de alta relevancia a nossa sociedade, serd de propor o uso de
novas técnicas de andlise, que venham a preencher a lacuna decorrente do item (iii)
acima, pouco estudada pelo ptublico em geral.

De fato, neste texto sdo propostas dua metodologias de deteccdo de fake news: uma
usando a Homologia Persistente e a outra usando a ferramente de andlise Botdmetro*(o
termo Botometro serd um aportuguesamento do termo em inglés, botometer). Ambas
metodologias vem a levar em conta os trés itens citados acima, com a Homologia
Persistente classificando os grafos de interacdo dos usudrios em dois clusters distintos,
levando em consider¢do apenas as estruturas topolégicas dos grafos, e o Botdmetro clas-
sificando os grafos em dois clusters também, porém com o Botdmetro os classificando

em funcdo dos perfis dos usudrios que os compoem, o que se encaixa nos itens (i) e (ii).

https://openai.com/blog/chatgpt
Os documentos podem ser qualquer coisa, como o texto de um blog, uma pédgina html, uma entrada de

uma pagina da wikipédia, etc.

4 https:/ /botometer.osome.iu.edu/
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Destes estudos, somos capazes de inferir que ambas metodologias tem uma simi-
laridade de algo em torno de 70%, ou seja, avaliar a estrutura topolégica nos fornece
resultados equiparaveis a técnicas ja consolidadas, que avaliam o perfil dos usudrios,
em funcdo do histérico de tweets publicado por eles. Além do mais, veremos que os
métodos de clusterizacgdo, resultantes dos dados gerados pela Homologia Persistente,
sdo mais assertivos em suas classificagdes do que a clusterizagdo obtida por meio dos
dados do Botdmetro.

Abaixo listamos nossa metodologia de estudo, onde cada item apresenta uma descri-
¢do resumida de cada passo do estudo. Cada uma dessas etapas podem ser vistas no

esquema visual da Figura 36.

ETAPA 1 : Coleta de tweets para criacdo do banco de dados. Convém notar que este
processo de coleta de dados serd baseado, fortemente, em um conjunto de palavras
chaves, escolhidas convenientemente, tal que possamos uséa-las no processo de

busca de tweets, no servico do Twitter;

ETAPA 2 - HOMOLOGIA : Transformacdo dos dados brutos, coletados anteriormente,
em uma colecdo de grafos ordenados. O objetivo desta etapa consiste em capturar
as intera¢des dos usudrios entre si, sendo que, por intera¢des entre usudrios,
entenderemos como o ato de um usuario u responder, ou retwitar, ou citar outro

usuario;

ETAPA 3 - HOMOLOGIA : A partir destes grafos orientados, e com peso, aplicaremos a
Homologia Persistente de Caminhos, gerando informagdo por meio dos diagramas

de persisténcia;

ETAPA 4 - HOMOLOGIA : Devido ao alto volume de pontos nos diagramas de persis-
téncia, teremos que condensar toda esta informagdo em estruturas mais simples
para trabalharmos. Com isso, introduziremos duas ferramentas: os funcionais de

homologia persistente e a entropia persistente.

ETAPA 5 - HOMOLOGIA : Realizaremos o agrupamento dos dados da Etapa 4, os divi-
dindo em dois conjuntos disjuntos. Deste agrupamento, resultante do algoritmo

K-means, construiremos o classificador Crom;

ETAPA 6 - BOTOMETRO : Nesta etapa, iniciaremos aplicando a ferramenta botometer

aos dados coletados na Etapa 1. Em seguida, tal qual fizemos para a Etapa 5 da
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Homologia, realizaremos o agrupamento em dois clusters dos histogramas dos
perfis de usudrios obtidos a partir do Botometro. Finalmente, deste agrupamento

resultante do algoritmo K-means, construiremos o classificador Cgoy;

ETAPA 7 - FINAL : Concluiremos nossa andlise comparando os dois classificadores:
CHom € Cpot-

Coleta de Dados
(Etapa 1)

Construc¢iao dos Gra-

fos de Interacao

(Etapa 2)
SRS AT 3
:..e 8.,. 90‘.: ..:’ Etapa 6
l‘“’:ﬁh A 'o. '..1

Etapas 3,4 e5

L 4

TDA Botometro
Comparativo

Final (Etapa 7)

Figura 36: Passos da metodologia de Estudo.
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4.1 COLETA DE DADOS

Nossa amostra serd composta pela seguinte sequéncia de conjuntos: °

T 141 T 2 42 "T 20 420 ’
(a3 K1) (Ba2k2) " (BO0K)
onde cada uma das tuplas (t, f,K’) que indexam os conjuntos T<tl y Kl) com i €
0/ f/

{1,2,3,...20}, representam as propriedades

(1) ti é o instante inicial de tempo para coleta de tweets. Este tempo leva em conta o

dia, o més, o ano, a hora e o minuto para iniciarmos a coleta;

(2) t} é o instante final de tempo para coleta de tweets. Este tempo leva em conta o dia,

0 més, o ano, a hora e o minuto para encerrarmos a coleta;

(3) K' é o conjunto de palavras chaves o qual os tweets devem conter pelo menos um

elemento.

Ja o elemento central da amostragem, os conjuntos T(té b Ky podem ser interpretados

como uma colegao de arvores finitas e disjuntas T;:

i
(tl ,tl Kl U T 7
onde todo vértice destas arvorés w;. = (my,u) € T]l é um par, formado por um tweet m,,
o qual foi escrito pelo usudrio u, e que satisfaz as restri¢des
(i) de tempo de criagdo: m, € [ti,t}];

(ii) e de contetido: m, deve conter ao menos uma palavra, ou expressao, contida no

conjunto de palavras chaves K'.

As arestas das arvores T]l sao definidas como

(my, u) — (my, w) <= my é uma resposta, ou um retweet, ou uma citagdo ao tweet m,,.

Nota técnica: Para a coleta dos dados, utilizando os scripts disponiveis em minha conta do GitHub
https://github.com/rafaelpcarneiro/fakeNewsAnalysis, é necessario, antes de mais nada, ter uma

conta de desenvolvedor do Twitter (otida em https://developer.twitter.com/en).
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Na Figura 37 temos esquematizado uma sequéncia de conversas no Twitter, em sua
forma de drvore. Nesta Figura temos uma representacdo visual do que nossa amostra
serd: uma colecdo de arvores, construidas seguindo o critério de indexagado descrito

anteriormente.

B
()

4

tempo

Figura 37: Tweets coletados seguindo uma restricdo de palavras chaves e de tempo de publicagao.
Aqui, neste exemplo, nés de cor m representam mensagens simples, que ndo interagem
com ninguém. Enquanto isso, nds de cor i sdo retweets, nés da cor  sdo respostas e,

finalmente, nds da cor m sdo respostas com citagdes.

Finalmente, como ja expostos na Etapa 1 da metodologia de estudo, os conjuntos

T T T
141 1)’ 2 42 g2/ 20 $20 g20\”
(1K) " (B22) (70,20 K20)
“serdo” separados em dois grupos
Grupo dos tweets orgdnicos Gi: T(

(LK) T<t%,t%,[<2) ’ T(tgo,t}O,Kw)

Grupo dos tweets influenciados por fake news G;: T(t(l)l m Kll), T<t(1)2 12 K12>’ T<t%0 20 K20>

Esta separagdo entre grupos organicos e ndo organicos dé-se, tinica e exclusivamente,
pela escolha das palavras chaves nos conjuntos Ki, Ky, ..., K. Para Kj, Ky, Ky sele-

cionamos palavras chaves relacionadas com tépicos de futebol, esportes e outros. Ja
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para os grupos fortemente influenciados por fake news, escolhemos, como esperado,
topicos fortemente correlacionados com mensagens falsas, como, por exemplo, tépicos
de politica, economia, etc.

Para encerrarmos, notemos que o tempo de coletas basearam-se em periodos de
12h, do meio-dia a meia-noite, e em dias tal que os os topicos de interesse fossem

encontrados com maior facilidade.

4.2 DESCRICAO DOS GRAFOS AMOSTRADOS

Abaixo listaremos os trés itens, que caracterizam completamente as drvores de tweets, de

cada que um dos conjuntos T< ), ceey T(tgo,tf}’,KZO)' Para o item referente

T
t}),tl,Kl)’ (tg,t2,1<2
f f )
as palavras chaves, a cada grafo amostrado descreveremos o contetdo de seus tweets,
os quais estdo diretamente associados as palavras chaves usadas nas coletas de dados.
Ja para a questdo do dia de publica¢do dos tweets, ressaltamos que todos as publicagdes
analisadas foram escritas em um dia especifico, comecando a coleta ao meio dia, e

finalizando as 3h da manha do dia seguinte.

Grafo Publicacdo Contetado dos tweets Nome do grafo

T(tg,t},Kl) 14/09/2022 tweets sobre o programa de tele- A Fazenda
visdo A Fazenda, em um dia que
0 programa supostamente atrai-
ria maior atencgdo de seus teles-
pectadores;
12/05/2022 tweets sobre o evento de um Bu- Buraco Negro

T
( raco Negro, no dia em que fotos

13,12,K2)
foram publicadas por astrono-
mos;
01/11/2022 tweets sobre a Deputada Federal Deputada Federal ar-
que, dias antes da elei¢do, per- mada
seguiu armada um cidadao por,
“supostamente”, ter sido agre-
dida por ele;
) 20/11/2022; tweets falando sobre a abertura Copa do Mundo
da Copa do Mundo de futebol;

4 14 14
t3,t4.K
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T(tg,t;,Ks) 07/11/2022;
T(tg,t;,Ke) 16,/02/2021;
T(tg,t;,K7) 12/10/2022;
T(tg,t;,xs) 02/11/2022
T(tglt;,Kg) 04/03 /2022
T<t(1)(,’t}0,Km> 10/10/2020
T(tal,t;l,Kﬂ) 08,/02/2022

12/10/2022

T(t(l)z,t}z, K12>

tweets cujo contetido fazem men-
¢do a uma piada que tornou-se
viral, gerando muita repercus-
sdo por enganar diversas pes-
soas com seu trocadilho e por
escancarar, de forma bem humo-
rada, o efeito de mensagens fal-
sas no Twitter;

tweets sobre o Deputado Fede-
ral que ameagou integrantes do
Supremo Tribunal Federal, resul-
tando em sua prisao;

tweets sobre o dia das criangas;

tweets sobre o0s resultados
das eleigdes de domingo, dia
30/11/2022;

tweets sobre o Deputado Esta-
dual que teve audios seus vaza-
dos. Destes audios, escancarou-
se sua total falta de empatia com
as mulheres ucranianas em situ-
acdo de vulnerabilidade, decor-
rente da guerra em seu pais;
tweets sobre as falas do Presi-
dente da Reptblica do Brasil so-
bre a postura dos EUA com re-
lagdo as queimadas na floresta
Amazonica;

tweets sobre o posicionamento
do youtuber Monark com rela-
¢Ao ao nazismo;

tweets sobre o feriado de Nossa

Senhora Aparecida;

Coronel Benjamin

Deputado Federal

preso

Dia das Criangas

Eleicoes 2022

Deputado Estadual e

ucranianas

Presidente Brasileiro

e Biden

Monark

Nossa Senhora Apa-

recida



T<t53’t}3’KB> 07/10/2022

T(t54’t}4’K14> 28/03,/2022;

T(th,t;S,Kw) 14/11/2021

T(tge,t;6,1<16) 02/12/2021;

T<t(1)7,t}7’K17> 05/11/2021;

T<t58’t}8’K18> 21/09/2021;

T(téglt}9’K19> 13/10/2021

T(t%(,’t}OIKZ(,) 16,/02/2022

4.2 DESCRIQAO DOS GRAFOS AMOSTRADOS

tweets sobre o dltimo episédio
da novela Pantanal,

tweets sobre a agressdo do ator
Will Smith ao humorista Chris
Rock, na premiac¢do do Oscar;
tweets sobre a corrida de For-
mula 1 que ocorreu no Domingo,
em Interlagos, e que teve a vito-
ria do piloto Lewis Hamilton;
tweets sobre a rodada final do
Campeonato Brasileiro, que con-
sagrou o Atlético Mineiro como
campedo;

tweets sobre o acidente fatal en-
volvendo a cantora de sertanejo,
Marilia Mendonga;

tweets sobre a ida do Presidente
Brasileiro a ONU;

tweets de cunho politico, e em
espanhol, envolvendo o debate
entre candidatos que ocorreu na
Argentina;

tweets sobre o encontro do Presi-
dente Brasileiro com o Vladimir
Putin, na Russia, antes da Russia

anuciar guerra contra a Ucrania;

Novela Pantanal

Tapa no Oscar

Corrida F1

Futebol

Marilia Mendonga.

ONU

Politica Argentina

Visita a Putin.

Tabela 1: Descrigdo da amostragem dos grafos em estudo. Aqui também estabelecemos termos

que usaremos daqui a diante para nos referirmos a eles.
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4.3 TRANSFORMACAO DOS DADOS BRUTOS PARA OS
GRAFOS DE INTERACAO ENTRE USUARIOS

Esta secdo, referenta a Etapa 2 da metodologia de estudo, servira para estabelecermos a

estrutura de real interesse de nossa pesquisa: o Grafo de interacdo de usudrios.
Diferentemente das arvores da Figura 37, que sdo simples componentes conexas,

estudaremos os Grafos orientados G' = (V?, A’) e com funcio peso W' : A’ — R onde,

para cada indice i € {1,2,...,20}, vale
Vi= {u um usudrio ; Jw, um tweet tal que (w,, 1) é um vértice de Té /t} ,Ki}
e
A" = {(u,u); u,u’ € V' e u interage com u, seja respondento, dando RT, ou citando},

com a aresta orientada (u, u’) sendo reprensentada, também, por u — u'. J4 a matriz de
peso é definida por
W' AT — R
w
ZZUGN(LW/) T(u,u/)
|N(u,u’ )|

com T, O tempo demorado por u' para interagir com u, por meio de um tweet

(u, u')

w € Nu,uy (Nu,wy 0 conjunto finito de tweets que u' interagiu com u). Em outras
palavras, a matriz peso expressa o tempo médio com que o usudrio u’ interage com o
usudrio u.

Para cada conjunto de nosso banco dados, com i € {1,2,...,20}, faremos esta

tranformagcdo, resultando no esquema

Grupo dos tweets orgdnicos Gy

T(t(l),t},Kl) — G1 = (Vl,Al) e Wl : Al — IRZO
Tia2x = G?=(V2,A%) e W?: A2 = Ry

Tigao 10,10y = G0 = (V10, A10) e W10 A0 s R,

Grupo dos tweets influenciados por fake news (ou, simplemente, tweets ndo orgdnicos) G

T(t(l)l,t}l,K“) — GH = (V11 Al e Wil . A1 R>o
Tz 2 12y = G2 =(V12, A1) e W12 A2 5 Ry

T(tgo,t%OIKzo) — G0 = (V20,A20) e W20 : A0 — Roy.
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A Figura 38 ilustra como um banco de dados, formado por tweets com estrutura

semelhante ao da Figura 37, gera um grafo de intera¢do de usuadrios.

Figura 38

4.4 ANALISE EXPLORATORIA DOS GRAFOS DE INTE-

RACAO DE USUARIOS

Nesta secdo apresentaremos algumas das propriedades basicas dos grafos, orientados e
com pesos nas arestas, obtidos pelo nosso processo de coleta e tratamento dos tweets.
Iniciamos comparando a quantidade de vértices e arestas de cada grafo, que pode ser
visto na Tabela 2.

Conforme podemos ver na Tabela 2, existem grafos que explodem em tamanho,
fugindo do padrao médio. O grafo G’, com mais de 1 milhao de arestas, por exemplo.
Este grafo, referente ao acidente da cantora de sertanejo, Marilia Mendonga, admite
grande quantidade de usudrios interagingo muito devido ao prestigio da cantora e,
também, pela tragédia que gera uma comocao geral nas pessoas.

Abaixo, aprofundaremos nossa visdo dos grafos de interagdo de usudrios, apresen-

tando:
(i) Uma visual espacial dos grafos, focando nos usudrios mais influentes dos grafos, e

suas capacidades de influir os pontos vizinhos; Esta representacdo espacial segue

a proposta em [31], utilizando o programa free-software graphviz®.

6 https://graphviz.org
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Grafo amostrado Quantidade de Vértices Quantidade de Arestas
G! (A Fazenda) 10.819 15.387
G? (Buraco Negro) 17.543 19.790
G? (Copa do Mundo) 150.102 217.867
G* (Dia das Criancas) 269.592 438.142
G (Corrida F1) 61.394 109.972
G® (Futebol) 119.441 219.700
G’ (Marilia Mendonca) 536.887 1.069.079
G® (Nossa Senhora Aparecida) 125.392 398.053
G° (Tapa no Oscar) 326.797 563.556
G!9 (Novela Pantanal) 28.875 75.618
GH (Deputada Federal armada) 170.948 399.042
G'? (Coronel Benjamin) 25.302 21.532
G'® (Deputado Federal preso) 29.444 53.802
G'* (Eleicdes 2022) 245.027 613.520
Gb (Deputado Estadual e ucranianas) 34.321 66.418
G!® (Presidente Brasileiro e Biden) 24.825 39.802
G (Visita a Putin) 166.814 412.967
G!8 (Monark) 73.680 109.650
G (ONU) 111.541 262.818
G?° (Politica Argentina) 31.131 61.033

Tabela 2: Quantidade de vértices e arestas de todos os grafos de interagdo obtidos.

(ii) Distribui¢do dos horarios de publica¢do dos tweets;

(iii) A distribui¢do empirica da matriz de pesos de cada grafo, representando as

interacOes entre os usuarios;
(iv) A distribuicdo empirica do grau de entrada e saida dos vértices dos grafos.

Na Figura 40 e 41 apresentamos os grafos de interacdo dos usudrios, onde vértices
com grau de saida maior, sdo representados por circulos de raios maiores. Para as
arestas dos grafos, cores de maior intensidade representam a interacdo de usudrios
quaisquers com um usudrio up, que exerce uma alta influéncia na rede. A escala de

cores usadas, para representar o peso das arestas, segue a ordem da Figura 39. Quanto
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maior a intensidade da cor, maior a influéncia de um dos usudrios que compdem a

aresta.

Figura 39: Relacdo mapeando as cores das arestas. Quanto maior o valor mais influente é o

vértice compondo a aresta (i, 11).

Das representacdes dos grafos das Figuras 40 e 41 surgem alguns padrdes: a quanti-
dade de pontos isolados nos grafos G! (A Fazenda) e G? (Buraco Negro) se distoam
quando comparados aos restantes dos grafos, grafos G* até o G'°, Figura 40; j& para os
grafos da Figura 41, o grafo G'? (Coronel Benjamin) é o grafo com maior quantidade de
pontos isolados; em geral, aparentemente temos a impressao de que a conectividade

dos grafos da Figura 40 ocorre em menor intensidade do que os grafos da Figura 41.

Com relacdo aos histogramas dos itens (ii), (iii) e (iv), descritos acima, apresentaremos,
nesta secdo, apenas os histogramas do grafo G’ (Marilia Mendonca) e G!* (Eleictes
2022), que sdo os grafos com maior quantidades de arestas, e cujas tematicas dos
tweets sdo bem divergentes (tanto em assunto como comportamento dos usudrios que

publicaram os tweets).

Dos gréficos abaixo, Figuras 42 e 43, j& observamos um comportamento curioso: a
quantidade de tweets publicados do grafo G’ (Marilia Mendonca) apresenta um pico
bem definido, descrescendo exponencialmente fora desse intervalo de pico. Enquanto
isso, para o grafo G'* (Eleicdes 2022) temos o efeito contrario: os tweets sdo publicados
com alta intensidade e por um largo periodo de tempo. Este padrao se extende, também,
para o tempo médio de interagdo entre usudrios de ambos grafos. Olhando a mediana
dos pesos das arestas, de ambos grafos, percebemos que 50% das intera¢des entres
usudrios, do Grafo G/, acontecem em tempo menor que 1.776s. J4 no Grafo G4, 50%
dos usudrios interagem em tempo menor que 10.139s. Ou seja, usudrios do Grafo G4
ddo continuidade as conversas passadas, ndo deixando que elas sumam dos tépicos

mais discutidos no Twitter.
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Figura 4o0: Grafos da esquerda para a direita: G! (A Fazenda), G? (Buraco Negro), G3 (Copa do
Mundo) (1 linha); G* (Dia das Criancas), G° (Corrida F1), G® (Futebol) (2 linha); G’
(Marilia Mendonca), G® (Nossa Senhora Aparecida), G’ (Tapa no Oscar) (3% linha);
G!9 (Novela Pantanal) (altima linha). Quanto mais influente um usudrio for, maior o
raio do cirulo que o representa. Arestas representadas por cores mais fortes, estdo
associadas a usudrios com maior infuéncia no grafo. (Em nosso contexto, influéncia é

medida pelo o grau de saida do vértice.)
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Figura 41: Grafos da esquerda para a direita: G!! (Deputada Federal armada), G'? (Coronel
Benjamin) G'* (Deputado Federal preso) (17 linha); G'* (Elei¢des 2022) G'° (Deputado
Estadual e ucranianas) G'¢ (Presidente Brasileiro e Biden) (2% linha); G'7 (Visita a
Putin) G'8 (Monark) G'* (ONU) (3" linha); G* (Politica Argentina) (dltima linha).
Quanto mais influente um usudrio for, maior o raio do cirulo que o representa.
Arestas representadas por cores mais fortes, estdo associadas a usuarios com maior
infuéncia no grafo. (Em nosso contexto, influéncia é medida pelo o grau de saida do

vértice.)
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Figura 42: Histogramas dos horarios de publicacdo dos tweets e dos pesos das arestas do Grafo
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Ja para os histogramas sobre os graus de entrada e saida, ainda observando as
Figuras 42 e 43, ndo percebemos diferecas drésticas para os graus de entrada dos grafos.
Contudo, para os graus de saida, aparentemente o Grafo G’ (Marilia Mendonga) possui
vértices com maior influéncia que o Grafo G (Eleicdes 2022), olhando isoladamente.
Para encerrarmos nossa anadlise inicial, apresentamos os boxplots dos tempos médios
de interacdo dos usudrios, de cada grafo amostrado, vide a Figura 44 abaixo. A priori,

as medianas dos grafos ndo sugerem diferencas drésticas entre os grafos coletados.

LTS

102

N

-
-

102

Tempo médio (em seg) da interagao entre usudrios (escala log)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Grafo amostra

Figura 44: Boxplot dos pesos das arestas de todos os grafos amostrados.

A seguir, aplicaremos técnicas de homologia persistente para estudarmos os padrdes
dos grafos de interacdo Gl,G?,...GY. Porém, a homologia persistente utilizada para
deteccdo de padrdes ndo serd a usual, utilizada nos capitulos anteriores, mas sim
uma versdo modificada, para detectar grafos orientados, e chamada de Homologia

Persistente de Caminhos. Tal proposta de homologia persistente pode ser encontrada
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no artigo [8] ou no artigo [9] (o qual inclui a implementacdo do algoritmo para o célculo

da homologia persistente)

A escolha pela homologia persistente de caminhos é motivada pela assimetria do
grafo estudado. Esta assimetria surge pois um usudrio do Twitter pode se comunicar
com outro usudrio que, ndo necessariamente, continuard com a conversa (fato muito
usual na pratica). Desta maneira, o grafo de interacdo de usudrios admitird arestas

ordenadas, cujos pesos serdo distintos dependendo da orientagao.

4.5 A HOMOLOGIA PERSISTENTE DE CAMINHOS

Esta secdo serd apenas uma introdugdo das ferramentas necessdrias para a construgao
da homologia persistente de caminhos. De fato, sua construgdo é muito semelhante a
homologia simplicial e a homologia persistente (exposto no Capitulo 1 e 2). Portanto,
o interessado pode pular para a proxima Se¢do sem perda de generalidade. Todo o

instrumental exposto aqui pode ser encontrado em [8] ou [9].

A escolha de utilizar a homologia persistente de caminhos, ao invés da homologia
persistente usual, decorre do fato dela ser sensivel a assimetrias. Isto é, grafos orientados
terdo sua orientagdo preservada quando criarmos os espacos vetorias gerados pelos
seus caminhos, ao invés do espacgo vetorial gerado pelos simplexos abstratos (que sdo

espagos quocientes de simplexos que preservam a mesma orientacao).

Esta vantagem de detectar assimetrias tem um preco alto: complexidade computacio-
nal. Dependendo do grafo G, pode-se ser necessario calcular a quantidade de todos os

caminhos possiveis do grafo que, no pior cendrio possivel, pode ser algo da ordem de

|g |n+2, com

|G|= quantidade de vértices do grafo

e n a dimensdo da homologia.

Por exemplo, um grafo de 10° vértices (100.000 vértices), para calcularmos sua ho-
mologia persistente de caminhos de dimensdo 1 serd necessario, no pior caso, uma
quantidade de 10'® caminhos. Se considerarmos que cada caminho ocupe 1 byte de me-
moria, serd necessdrio o equivalente a 909 terabytes de memdria para o processamento

do algoritmo. Ou seja, cuidado deve ser tomado ao utilizar-se desta metodologia.
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4.5.1 Caminhos em um grafo

Seja G um grafo finito. Dizemos que toda sequéncia de pontos ag, a1, ...,4, € G é um

caminho em G de tamanho p, sendo representado por

w = [ag, a1, az,...,a4p].

Além do mais, fixado o espago vetorial gerado por todos os caminhos de tamanho p,
definimos o operador bordo de dimensao p

p )
dp([ag, a1, a2, ..., apl) = Y (—=1)'[ag, a1, a2,...,4;, ..., ap].

i=0
Até ai nada de novo. Todavia, se compararmos com a teoria usual, estariamos
trabalhando em um espaco vetorial resultante de classes de equivaléncia, onde a relacdo

de equivaléncia seria dada por

lap, a1, a2,...,ap] = sgn(f)[af(o),af(l),af(z), .. .,af(p)], com f uma permutagdo.

A partir desta relacdo de equivaléncia temos o efeito de perdermos as orienta¢des destes
caminhos.

Tendo em vista preservar as orientagdes dos caminhos de um grafo, o artigo [8]
propde estruturas auxiliares que nos possibilitem, ainda, obter homologias persistentes.
Definiremos estas estruturas, preservando a notacdo do artigo original.

Tomando por A, o espago vetorial gerado por todos os caminhos de tamanho p de

um grafo G, dizemos que todo caminho w = [ag, a1, ay, ..., ap] € Ay é regular se valer
a; #ai+1,Vi € {O,l,. P = 1}

Respectivamente, diremos que o caminho w € A, é irregualar se nédo for regular. A

notagdo para estes caminhos serd
Ry={w € Ay, wéregular} e Z,=A,\Rp.

A intengdo agora é construir um complexo de cadeia a partir destes espacos, utilizando
o operador bordo acima. Decorre que, ao se tomar o operador bordo de caminhos
regulares pode acontecer de sua imagem ser um caminho que ndo seja possivel de

ocorrer no grafo.
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Dizemos que um caminho w = [ag,a1,42,...,ap] de um grafo orientado G é um

caminho possivel se
(a()/ 511), (all a2)/ ey (ap—]./ [Zp)

forem arestas do grafo G. Notagdo
Ap = {w € Ry; w for um caminho possivel}.
Finalmente, dizemos que todo caminho w de tamanho p > 0 é d-invariante se
d(w) € Ay 1.

Agora, para fazer o tratamento de homologia persistente serd necessario estabelecer
uma filtragdo do grafo em estudo.

A seguir serd dada a filtracdo utilizada para se calcular a homologia persistente de
caminhos. Dado um grafo orientado finito G = (V, A), o qual ndo admite loops (i.e.,
dado x € V ndo serdo permitida arestas do tipo (x,x) € A), e munido de pesos nas
arestas:

pg: A—R>0,

satisfazendo
Va,b € V, vale ¢g((a,b)) > 0e ¢pg((a,b)) =0 <= a=0.

A filtragdo usada para se obter a homologia persistente de caminhos serd F = (G;)icRr.,,
onde G; é um grafo orientado indexado pelos reais positivos tal que G; = (V;, A;),
satisfazendo

V=V e Ai={(@b) € A; pgl(ab) < i}.

Por meio desta filtracdo de grafos orientados, a Proposicdo 10 e o Teorema 15 do
artigo [8] apresentam a Homologia Persistente de Caminhos, o qual satisfaz a condi¢do
de seu diagrama de persisténcia de caminhos ser estével a pertubagdes, i.e., pequenas
translacdes dos vértices do grafo influenciardo pouco no diagrama de persisténcia de
caminhos.

Vale notar, como era de se esperar, que o algoritmo para o calculo da homologia
persistente de caminhos continuard sendo o mesmo que o algoritmo original, visto no
Capitulo 2. A tinica diferenca é o ntiimero total de caminhos necessarios para calcular
a eliminacdo gaussiana na matriz do operador bordo. O algoritmo para célculo da
homologia persistente, tal qual alguns exemplos, pode ser visto na Se¢do 2.5 do Capitulo

2, ou na pdagina final do artigo [9]

143



144

DETECTANDO NOTICIAS FALSAS NO TWITTER

4.6 CLASSIFICAQAO DOS TREND TOPICS USANDO A

HOMOLOGIA PERSISTENTE

Apo6s coletarmos uma amostra significativa de mensagens publicados no Twitter, nos
mais diversos assuntos, daremos continuidade ao nosso objetivo central: estudar os
grafos de interecdo dos usudrios do Twitter. Destes grafos, avaliaremos como a fer-
ramenta da Homologia Persistente de Caminhos é capaz de detectar, e diferenciar, o

comportamento destes grafos, influenciados pelos tépicos que os usudrios discutiam.

Assim que classificarmos nossos grafos pelas suas propriedades topolégicas, com-
pararemos nossas medidas e classificagdes com uma outra ferramenta, que classifica
usudrios de acordo com seus histéricos de tweets publicados. Desta forma, teremos
meios de compararmos como a homologia persistente sai quando comparada com

técnicas usuais e ja consolidadas no mercado.

As proximas segdes se dividirdo da seguinte maneira: iniciaremos o estudo dos grafos
de interacdo dos usudrios do Twitter, usando a Homologia Persistente de Caminhos; em
seguida, trataremos os mesmos grafos, porém utilizando, desta vez, o projeto Botome-
ter”, que fornecerd sua classificagdo pelo histérico das mensagens (avaliando modelos
que levam em consideragdo o comportamento do usudrio apenas, sem levar dinadmicas
de interacdo com outros usudrios); finalmente, compararemos ambas classifica¢des, para

assim sermos capazes de inferir a compatibilidade em ambas técnicas.

4.6.1 Resultados

Seguindo o caminho natural de nosso trabalho, trataremos nesta se¢do como a Homolo-
gia de Persisténcia de Caminhos detecta padrdes, dos grafos de interagdo dos usudrios
da Secaos.3.

Ao aplicarmos as Homologias de Persisténcia de Caminhos aos vinte grafos de
interacdo coletados, atribuiremos a cada diagrama de persisténcia medidas resumo, que
nos possibilitardo transformar estes diagramas em pontos do espago euclideano R".
Em posse destes dados, encerraremos esta se¢do aplicando a técnica de clusterizagdo

K-means, para classificarmos os grafos em dois cluster distintos.

7 https:/ /botometer.osome.iu.edu/
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Para simplificarmos a exposi¢do dos resultados das préximas subse¢des, comegaremos

nosso trabalho apresentando os resultados obtidos pelo K-means:

Cluster 0 Corrida F1, Novela Pantanal, Futebol,
Marilia Mendonga, Copa do Mundo, Tapa no Oscar

Visita a Putin, Deputado Estadual e ucranianas

Cluster 1 A Fazenda, Buraco Negro, Dia Das Criancas,
Nossa Senhora Aparecida, Politica na Argentina
Coronel Benjamin, Elei¢des 2022, Monark
ONU, Deputada Federal armada, Deputado Federal preso

Presidente Brasileiro e Biden

Tabela 3: Grafos classificados segundo suas propriedades topolégicas pelo K-means.

4.6.2 Diagramas de Persisténcia

Devido as dificuldades computacionais, resultantes da quantidade massiva de dados
que coletamos, estabeleceremos o seguinte critério: as filtracdes dos simplexos de
dimenséo 1, e dimensao 2, deverdo ter uma quantidade de simplexos variando entre
1 milhdo até 2 milhdes de simplexos. Desta maneira, seremos capazes de detectar
propriedades, de dimensdo zero e um, em tempo razoével.

Consequentemente, ao invés de calcularamos a homologia de persisténcia de cami-
nhos dos grafos de interagcdo G’, que em muitos casos nao é possivel, devido a alta
demanda de tempo, ou de equipamento (dados na ordem de terabytes), consideraremos
os seguintes subgrafos (dos grafos das mensagens)

T( - T(

ot K ) = (k)

definidos em 4.1, tal que, ao criarmos os grafos de interagdo de usudrios, induzidos

dos grafos T i i Ki)’ teremos os grafos G! satisfazendo a restri¢do que as filtragdes, de
0’ f/

caminhos simpliciais de dimensdo 1 e 2, terdo entre 1 milhao até 2 milhdes de simplexos.
Para alcangarmos este objetivo, escolheremos subgrafos T/,

(tox)

que os compdem, tenham sido publicados dentro de um intervalo de tempo que seja

tal que os tweets

simétrico, sempre que possivel, e com centro no instante de tempo de maior publicagdo
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de tweets, do grafo original T(

construirmos cada subgrafo T<
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Figura 45:

04:00 08:00 12:00

Intervalos de tempo utilizados para construirmos os subgrafos T<

16:00 20:00

00:00 03:00

ot Kl

Ki)' Na Figura 45, temos os intervalos escolhidos para

subgrafo 20
subgrafo 19
subgrafo 18
subgrafo 17
subgrafo 16
subgrafo 15
subgrafo 14
subgrafo 13
subgrafo 12
subgrafo 11
subgrafo 10
subgrafo 9
subgrafo 8
subgrafo 7
subgrafo 6
subgrafo 5
subgrafo 4
subgrafo 3
subgrafo 2
subgrafo 1

) . Com estes

intervalos somos capazes de calcular, em tempo razoével, os diagramas de persisténcia

dos grafos de interagdo dos usudrios.

Com as faixas de tempo, propostas na Figura 45 acima, somos capazes, agora, de

criarmos os subgrafos Gi dos grafos de interagdo de usudrios, com i € {1,2,...,20},

tal que os diagramas de persisténcia de caminhos possam ser calculados em tempo

razodvel. Abaixo, nas Figuras 46 e 47, apresentamos os diagramas de persisténcia de

cada subgrafo G'. Nos gréficos destas figuras, restringimos nossa aten¢do a apenas

os simplexos que nascem e morrem em tempo finito, i.e., plotamos apenas os pontos

(to, t1), do respectivo diagrama de persisténcia, tal que ty < t; < oo, com ty o tempo de

nascimento do simplexo e t; o tempo de morte do simplexo.
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Figura 46:

Corrida F1 Novela Pantanal Futebol

: : :
Marilia Mendonca Copa do Mundo Tapa no Oscar
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102 10°

Visita a Putin ~ Deputado Estadual e ucranianas
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AR

oY)
oMY

102 10° 102 10°

Diagramas de persisténcia de todos os subgrafos G’ do cluster 0, Tabela 3. Todos

os graficos estdo em escala logaritmica e, tanto x, quanto y, estdo em segundos.

Pontos de dimensdo zero sdo representados por e, e pontos de dimensdo um sao
representados por X. (Obs: os grafos gerados aqui sdo obtidos pelo refinamento
proposto na Figura 45. Além disso, apenas os ciclos que nascem e morrem em tempo

finito sdo representados aqui.)
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A Fazenda Buraco Negro Dia das Criangas
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>
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0 ¢ 0
Nossa Senhora Aparecida Politica Argentina Coronel Benjamin
%
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x
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°
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Figura 47: Diagramas de persisténcia de todos os subgrafos G' do cluster 1, Tabela 3. Todos
os graficos estdo em escala logaritmica e, tanto x, quanto y, estdo em segundos.
Pontos de dimensdo zero sdo representados por e, e pontos de dimensdo um sao
representados por X. (Obs: os grafos gerados aqui sdo obtidos pelo refinamento
proposto na Figura 45. Além disso, apenas os ciclos que nascem e morrem em tempo

finito sdo representados aqui.)
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Como é possivel observar, ainda é muito dificil avaliar diferencas entre os grafos
usando apenas as informacgdes diretamente dos diagramas de persisténcia. Com esta
perspectiva, de extrair informacgdes dos diagramas de persisténcia, com o fim de ava-
liarmos suas diferengas, assim como estabelecermos comparagdes, iremos utilizar as
ferramentas: Silhuetas de Persisténcia e Entropia de Persisténcia. Estas ferramentas

serdo abordadas na préxima secao.

Observacdo 4.6.1. Note que as propriedades topolédgicas que ndo morrem, das filtragdes
dos subgrafos G, dependem fortemente dos intervalos que selecionamos na Figura 45.
Ou seja, se aumentarmos estes intervalos, entdo muito provavelmente estes ciclos
desaparecam. Logo, devido a esta condicdo, induzida por ndo conseguirmos analisar
os grafos G' por completo, consideraremos apenas os ciclos que tornam-se bordo em

tempo finito.

4.6.3 Silhuetas de Persisténcia e Entropia de Persisténcia

Nesta secdo apresentaremos a defini¢do de duas técnicas para extragdo de informacgado
de diagramas de persisténcia: silhuetas de persisténcia e entropia persistente. A partir
destas ferramentas, conseguimos extrair informacdo dos diagramas das Figuras 46
e 47, que junto com técnicas de aprendizado de méquina, mais explicitamente, com
técnicas de clusterizacdo, conseguimos agrupar os grafos em dois clusters distintos,
com diferencas estatisticas significantes. Para uma exposi¢do mais aprofundada destas
duas técnicas, recomendamos os papers [10], [11], sobre silhuetas de persisténcia, e [12],
sobre a entropia persistente.

Comecemos discutindo as silhuetas de persisténcia. Seja D um diagrama de persistén-
cia finito (conjunto ndo nulo), entdo dizemos que a curvas das silhuetas de persisténcia

de D sdo as fungdes sp : R — IR definidas por

) Witg,t1) ko 1) (X)
sp(x) = (to,t1)€D;t1 <0 (49)
Y Wty
(to,t1)€D;t1 <00

com w, 1) =1 € A, +,) a fungdo real

fo,t1
0 se x < tgy/(2) ou x > t11/(2);

Aoy (X) = St —t90/(2) se x > tg/(2) e x < (to+ 1)/ (2)/2;

tvV(R) —t sex > (th+1)V(2)/2ex < t/(2),
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que nada mais é que o triangulo is6sceles da Figura 48 calculado com relagdo a diagonal
do R

yz\
tl ******* ®-------- g
| 3 Ya
| > Nto,tr)
tob------ j 3
| l > X
1 : > X
to 1

Figura 48: Representacdo das fungdes A, +,), com (fo, t1) um ponto do diagrama de persisténcia
D, com t; < oo. Essas curvas sdo os tridngulos isésceles descritos na base formada

pela diagonal do IR? e o vetor ortogonal a diagonal.

Note que as curvas de silhueta podem ser reescritas da seguinte maneira:

)y A(to,tl)(x)
(to,t1)ED;t1 <0

card{(to, t1) € Dt < OO}’

sp(x) = (50)

representando uma média das curvas induzidas pelos triangulos is6sceles formados

por cada ponto do diagrama de persisténcia.

Observagdo 4.6.2. Recordemos que estamos considerando apenas as propriedades topo-
légicas que nascem e desaparecem em tempo finito. Casos em que ciclos permanecem

até o infinito sdo ignorados em nossa analise.

Aplicando a silhueta de persisténcia aos diagramas de persisténcia das Figuras 46 e 47
obtemos os graficos da Figura 49, para para propriedades de dimensao 0, e os graficos da
Figura 50, para para propriedades de dimensao 1. Destas curvas ja conseguimos resumir
melhor o comportamento dos diagramas de persisténcia e, a seguir, selecionaremos as
caracteristicas mais marcantes destas curvas, para realizarmos nossos testes.

Agora iremos introduzir a dltima ferramenta que iremos utilizar: a entropia de per-

sisténcia. Novamente, consideremos um diagrama de persisténcia D finito e formados
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por pontos (tg, t1), com t; < co. Entdo a curva da entropia de persisténcia do diagrama

D sera a funcao real

Ep(=— Y. Puotn o8P ) (51)

(to,t1)ED;t <t
com
f1 —to
Ptotr) = S; e 5= Z (t1 — to).

(to,t1)€Dt <t

Aplicando a definicdo de entropia persistente aos nossos diagramas obtemos os graficos

da Figura 51 e 52, separados pelas dimensdes das homologias.

4.6.4 Extraindo as informacdes das silhuetas e da entropia

A fim de agruparmos os nossos grafos de interagdo, nos clusters da Tabela 3, precisamos
realizar mais um passo: extrair as caracteristicas marcantes das silhuetas e entropias,
tal que sejamos capazes de condensar essas informagdes no espaco euclideano R". J4
no espago euclideano final, aproveitaremos, de suas boas propriedades métricas, para
aplicarmos algoritmos de agrupamento nestes pontos, comparando, depois, com a

classificagdo oriunda do Botometer (préximas secdes).

Fixada uma dimensdo, 0 ou 1, iremos associar a cada silhueta de persisténcia os

seguintes pontos:

(i) pMax: o ponto méximo da silhueta de persisténcia de dimenséao d;

(ii) support: o suporte (valor aproximado) da silhueta de persisténcia de dimenséao d;
(iii) area: a drea da silhueta de persisténcia de dimenséao 4.

Todos os pontos acima serdo tomando em consideracdo as silhuetas de persisténcia na

escala logaritmica.
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Silhuetas de Persisténcia — dimensao 0 (Cluster 0)
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Figura 49: Silhuetas de persisténcia de dimensao 0.
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Figura 50: Silhuetas de persisténcia de dimensao 1.
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Entropia — dimensao 0
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Figura 51: Entropia de persisténcia de dimensao 0.
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Entropia — dimensao 1
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Figura 52: Entropia de persisténcia de dimensao 1.
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Ja para as entropias de persisténcia, consideraremos os valores

entropia = — Z P(to,t1) log(P(toltl))’
(to,t1)€D; t1 <0
com ,
ty —to
Pot) = —g, e 5= Y, (it

(to,t1)ED; t1 <t
e D o diagrama de persisténcia do grafo G'. Resultante destas transformagdes, teremos

que para cada indice i = {1,2,...,20}, n6s basearemos na seguinte transformacao:
G — (pMax, support,, areag, pMax,, support,, area;, entropia), entropia,;) € RS

Na Tabela 4 apresentamos os valores extraidos das silhuetas e das curvas de entropia.
Notemos, da Figura 53, que os pontos de maximo, o suporte, e a drea das curvas, das
silhuetas de persisténcia, sdo fortemente correlacionados, sendo um forte indicativo de

que podemos, se quisermos, reduzir a dimensdo da transformagao acima.

-1.0
Ponto Méximo dim 0 1.00 0.98 0.96 0.96 0.83 0.92 EKEEIES
) -0.8
Areadim 0 0.98 1.00 0.99 0.92 0.81 0.93 EXZEEI
, . - 0.6
Suporte dim 0 0.96 0.99 1.00 0.91 0.87 0.95 EBUIEEN
Ponto Méximo dim 1 0.96 0.92 0.91 1.00 0.86 0.95 KKZEERH 0.4
Areadim1 0.83 0.81 0.87 0.86 1.00 0.92 EEGERENS 0.2
Suporte dim 1 0.92 0.93 0.95 0.95 0.92 1.00 JURIEEINkg 0.0
ONaT TR -0.06 -0.04 -0.10 0.02 -0.16 0.01 0.39 0.2
Entropia dim 1 [RIEEERGERIERREN IR EAO RN 1.00 o4

NTENY N NN ~ QS ~
§¢ § ¢§§ § § ¢
O @ O O @ O 0 Q%
S 5 S5 §&§ §& &
\;v%‘ Nl 8 \q';;' X S & g
< S S
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Q§ Q§

Figura 53: Matriz correlagdo dos dados extraidos das silhuetas e das curvas de entropia..
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Observando a alta correlagdo entre os pontos méximos, o suporte e a drea das
silhuetas, para as dimensdes 0 e 1, decidimos explorar cada uma dessas caracteristicas,

variando apenas suas dimensdes.

Grafo pMax, support, areag pMax,; support; area; entropia, entropia,

G? 3.19 3.75 6.95 3.56 3.90 3.51 10.98 8.05
G° 2.55 3.24 4.72 2.92 3.29 2.71 9.60 7.15
- G® 2.28 3.060 3.93 2.32 2.97 1.84 9.46 5.92
g G’ 2.93 3.52 6.08  3.31 3.73 3.22 12.12 8.22
U% ?9 2.63 3.37 5.25 2.96 3.37 2.60 10.87 6.02
G0 2.69 3.27 5.04 3.04 3.46 3.03 9.24 7.50
Gb 323 377 719 3.40 391 354 957 7.33
GY 301 3.60 637  3.28 3.70 2.92 9.35 5.97
G! 4.06 465 1018 4057  4.623  6.79 7.82 5.80
G2 3.81 4.34 9.53 3.81 4.18 5.14 9.00 5.14
G* 3.70 4.23 8.97 3.95 4.34 5.04 10.89 6.90
G8 4.48 4.96 12.75  4.22 4-49 4.32 9.72 8.26
- G 3.61 4.83 10.63  3.79 4.81 5.74 10.60 7.59
§ G2 3.26 3.86 7.34 3.62 3.97 4.00 9.27 1.32
é §13 3.85 443 9.79 4.27 4.66 5.60 8.91 7.07
Gl 3.49 4.12 8.42 3.70 4.41 4.87 10.28 6.50
Gl 366 4.12 876  3.88 4.20 3.69 8.88 5.82
G8 3.73 4.35 9.56 4.05 4.46 5.86 10.83 6.39
G 386 4.38 8.95  4.21 4.50 6.03 9.66 7.41
G20 4.08 4.58 11.37  4.36 4.72 5.31 8.72 6.37

Tabela 4: Valores extraidos das silhuetas e das curvas de entropia. Grafos enumerados: G!
(A Fazenda); G2 (Buraco Negro); G3 (Copa do Mundo); G4 (Dia das Criangas); G5
(Corrida F1); G® (Futebol); G’ (Marilia Mendonga); G8 (Nossa Senhora Aparecida); G?
(Tapa no Oscar); G10 (Novela Pantanal); G1 (Deputada Federal armada); G12 (Coronel
Benjamin); G13 (Deputado Federal preso); Gl (Eleicoes 2022); G5 (Deputado Estadual
e ucranianas); G'6 (Presidente Brasileiro e Biden); G7 (Visita a Putin); G'® (Monark);

G (ONU); G2 (Politica Argentina).
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Figura 54: Propriedades de grafos do cluster 0 sdo coloridos de vermelho, enquanto que as
propriedades de grafos do cluster 1 sdo coloridos com azul. Na primeira linha,
da esquerda para a direita: Pontos maximos das silhuetas de persisténcia de cada
grafo, de dimensdo 0 e 1; Suporte das silhuetas de persisténcia de cada grafo, de
dimensédo 0 e 1. Na sgunda linha: Area das silhuetas de persisténcia de cada grafo, de
dimensao 0 e 1. Grafos enumerados: G' (A Fazenda); G? (Buraco Negro); G3 (Copa do
Mundo); G* (Dia das Criancas); G° (Corrida F1); G® (Futebol); G’ (Marilia Mendonca);
G® (Nossa Senhora Aparecida); G’ (Tapa no Oscar); G'° (Novela Pantanal); G'!
(Deputada Federal armada); G2 (Coronel Benjamin); G!3 (Deputado Federal preso);
G (Eleigdes 2022); G'°> (Deputado Estadual e ucranianas); G!¢ (Presidente Brasileiro
e Biden); G7 (Visita a Putin); G'® (Monark); G (ONU); G?° (Politica Argentina).
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Dos graficos da Figura 54, podemos observar que tanto os pontos méximos das silhue-
tas de persisténcia, quanto seus suportes, tem comportamento médio aproximadamente
linear, para as dimensodes zero e um. Quando olhamos para a drea destas curvas, esse

comportamento nao fica tao claro.

4.6.5 Conclusio

Quando aplicamos a técnica de agrupamento K-means aos dados da subsegao anterior,
temos que as caracteristicas de dimensédo 0 e 1 das propriedades extraidas das curvas
das silhuetas de persisténcia, e das entropias de persisténcia, fornecem os seguintes

agrupamentos (que apresentamos no inicio da segéo):

Cluster 0 Corrida F1, Novela Pantanal, Futebol,
Marilia Mendonga, Copa do Mundo, Tapa no Oscar,

Visita a Putin, Deputado Estadual e ucranianas

Cluster 1 A Fazenda, Buraco Negro, Dia Das Criancas,
Nossa Senhora Aparecida, Politica na Argentina,
Coronel Benjamin, Elei¢des 2022, Monark,
ONU, Deputada Federal armada, Deputado Federal preso,

Presidente Brasileiro e Biden

Tabela 5: Grafos classificados segundo suas propriedades topolégicas pelo K-means.

Avaliando o agrupamento acima conseguimos, com o auxilio dos gréficos das subse-

¢Oes anteriores, detectar alguns padrdes, sdo eles:

(i) As areas das curvas das silhuetas de persisténcia, para as dimensdes zero e um,
tem uma grande influéncia no agrupamento fornecido pela K-means, conforme
vemos no gréfico da Figura 54. Deste gréafico, conseguimos separar os grafos G°
(Corrida F1), G® (Futebol), G’ (Marilia Mendonca), G’ (Tapa no Oscar), G'° (Novela
Pantanal) e G'7 (Visita a Putin), classificados como pertencentes ao cluster 0, dos
grafos G! (A Fazenda), G? (Buraco Negro), G* (Dia das Criancas), G'! (Deputada
Federal armada), G'2 (Coronel Benjamin), G'* (Deputado Federal armado) e G'8

(Monark), classificados como pertencentes ao cluster 1;
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(i) Quando olhamos para as curvas das entropias de persisténcia, Figura 51 e 52,
percebemos que o agrupamento, resultante do algoritmo K-means, captura diferen-
¢as na curva média das entropias. Todavia, isso s6 se observa, mais claramente,
quando olhamos para a dimenséo 1. J4 para as entropias de dimensdo zero ndo

percebemos diferengas nos agrupamentos.

Vale a pena salientarmos, também, que a classificacdo de alguns grafos fogem do que
0 NOsso senso comum imaginaria. Por exemplo, no comeco deste estudo, ndo imagina-
vamos que grafos cujos tweets publicados, ligados a esporte, teriam comportamento

semelhante a grafos associados a topicos sobre politca.

4.7 CLASSIFICAQAO DOS TREND TOPICS USANDO O

BOTOMETRO

Apés estabelecermos a metodologia de agrupamento, dos grafos de interacdo dos
usudrios da Secdo 4.3, onde as propriedades topoldgicas eram pontos centrais para
a caracterizacdo dos clusters, apresentaremos nesta se¢do uma outra metodologia,
cujo objetivo é servir de comparativo aos resultados obtidos a partir da Homologia
Persistente, Tabela 3. Esta metodologia alternativa serd baseada no seguinte critério:

inicialmente, para cada grafo amostrado T( Kl,),i € {1,...,20}, selecionaremos 200

£t
tweets ao acaso (seguindo uma uniforme), qué servirdo para resumirmos o perfil dos
usudrios do grafo em consideracdo; em seguida, atribuiremos aos criadores destes
tweets uma nota, variando de 0 a 5, onde notas préximas de zero indicam que o usudrio
tem baixa chance de ser, de fato, um robd, e notas altas indicam maior chance do
usudrio ser uma méquina, programada pra fingir intera¢des na rede social.

A partir do momento que para cada grafo T ie€{l,...,20}, somos capazes

(th b k)’
de estimar uma distribuigdo de probabilidade para j;s notas dos perfis dos usudrios, por
meio de seus histogramas, utilizaremos os vetores de frequéncias destes histogramas
para compararmos cada grafo. Considerando que cada grafo pode ser visto como
um ponto do espago uclideano R”, agruparemos os grafos em dois clusters distintos,
utilizando, tal qual fizemos na se¢do anterior, o método de K-means para as classifica¢oes.
Posteriormente, utilizaremos os agrupamentos obtidos nesta se¢do para avaliarmos as

similaridades entre os resultados obtidos desta secdo, com os da secao anterior.
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4.7.1 Resultados

Para atribuirmos notas a cada usudrio, dos 200 amostrados por grafo, necessitariamos de
um estudo do comportamento histérico deles, o qual deveriamos levar em consideragao
o contetido dos tweets publicados por eles nessas janelas de tempo. Todavia, esse tipo
de abordgem divergeria do nosso propésito inicial. Ao invés disso, usaremos para
nosso auxilio um projeto ja consolidada no mercado, o Botémetro (em inglés Botometer
%). Este projeto nos forncerd exatemente o que necessitamos, uma plataforma que,
dado um usudrio qualquer, retorna uma nota indicando a chance do usudrio ter perfil
humano ou rob6. Dos dados obtidos pelo Botdmetro, apresentados na préxima secao,
somos capazes de propor o agrupamento em dois clusters (usando o método K-means),

conforme podemos ver na Tabela 6. :

Cluster 0 Corrida F1, Novela Pantanal, Futebol,
Buraco Negro, Marilia Mendonga, Tapa no Oscar

Politica na Argentina, Monark

Cluster 1 Copa do Mundo, Visita a Putin, Deputado Estadual e ucranianas
A Fazenda, Dia Das Criancas, Nossa Senhora Aparecida
Coronel Benjamin, Elei¢des 2022, Presidente Brasileiro e Biden

ONU, Deputada Federal armada, Deputado Federal preso

Tabela 6: Grafos classificados pelo K-means, tomando como base as distribui¢des de proba-
bilidade estimadas pelos histogramas dos perfis dos usudrios, medidos segundo o

Botometro.

4.7.2 Dados do Botdbmetro

Nesta secdo apresentamos os vetores de frequéncia dos histogramas ajustados para perfis
dos usudrios amostrados para cada grafo, seguindo os critérios do Botdmetro. Notemos

que as notas atribuidas, a cada usudrio, sdo niimeros reais variando no intervalo [0, 5].

8 https://botometer.osome.iu.edu/
9 Tal qual fizemos na exposigdo dos resultados da Homologia Persistente de Caminhos, comegaremos

apresentando os resultados finais dos agrupamentos pelo K-Means. Fazemos isso pois, dessa maneira,
conseguimos apresentar os tratamentos dos dados de uma maneira a elucidar melhor os padrées dos

clusters.
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Do intervalo, em que as notas de perfil dos usudrios podem variar, convencionamos de

particionar este intervalo em 15 partes de comprimento igual, medindo a quantidade

de notas em cada intervalo (procedimento para gerar os histogramas). Na Tabela 77

apresentamos os vetores de frequéncia de cada grafo nosso.

Observacao 4.7.1. Dos vetores de frequéncia da Tabela 7, podemos observar que alguns

casos a soma das frequéncias nem sempre contabiliza o valor total de usudrios amostra-

dos, valor este igual a 200. Isto ocorre devido ao usudrio amostrado ter tido sua conta

excluida de alguma forma, acarretando na falta de uma nota para seu perfil. Isto ndo

acaba sendo um problema, pois depois normalizamos estes valores.

Grafo

vetor de frequéncias R'

G! (A Fazenda)

G? (Buraco Negro)

G? (Copa do Mundo)

G* (Dia das Criancas)

G?® (Corrida F1)

G® (Futebol)

G’ (Marilia Mendonca)

G (Nossa Senhora Aparecida)

G’ (Tapa no Oscar)

G!9 (Novela Pantanal)

G!! (Deputada Federal armada)
G12 (Coronel Benjamin)

G'® (Deputado Federal preso)

G4 (Eleictes 2022)

G'® (Deputado Estadual e ucranianas)
G!¢ (Presidente Brasileiro e Biden)
GY (Visita a Putin)

G!8 (Monark)

GP (ONU)

G?0 (Politica Argentina)

4,0,0,13,21,14,18,10,10,7, 20,29, 31,0, 0)
(2,0,0,12,24,18,20,8,18,10, 14, 26,24, 6,1)
(1,0,0,20,13,13,22,8,12,16, 13,23, 39,4, 2)
(1,0,0,4,12,16,16,9,16,7,19,40,25,7,1)
(6,0,0,25,31,15,15,12,14,10,6,17,8, 2,0)
4,0,0,22,12,20,19,10,12,14,10,17,15,2,0)
(2,0,0,11,24,27,18,6,8,4,9,13,13,2,3)
(4,0,0,16,13,12,20,19,12,13, 14,29, 27,2, 3)
(0,0,0,13,24,22,34,16,19,18,13,11,12,2,1)
(3,0,0,23,16,13,32,6,16,16,18,21,20,1,0)
0,0,0,5,12,8,14,13,16,13,19, 45,38, 2,0)
(1,0,0,4,7,11,16,6,20,11,13,46,38,7,1)
(2,0,0,8,18,11,21,7,13,12,11,44,41,5,1)
(1,0,0,10,14,15,15,11,17,12,18, 34, 32,4, 0)
4,0,0,9,13,14,24,12,10,18,19,25,37,4,0)
(2,0,0,4,7,7,14,9,16,12,10,37,56,6,1)
0,0,0,8,15,9,12,8,13,12,16,23,47,3,1)
5,0,0,20,26,12,22,7,19,12,9,21, 26, 2, 0)
(1,0,0,11,11,14,22,9,7,12,11,25,32,5, 2)
(2,0,0,10,15,17,27,8,24,17,12,18, 23,1, 0)

Tabela 7: Dados do Botometro. Para cada linha temos o vetor de frequéncia dos histogramas

das notas atribuidas aos usudrios amostrados de cada grafo.
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4.7.3  Histogramas

Seguindo os dados da Tabela 77, apresentamos os histogramas da Figura 55, de todos
os grafos agrupados no cluster 0, e apresentamos os histogramas da Figura 56, de
todos os grafos agrupados no cluster 1. Para cada histograma também ilustramos suas

respectivas func¢oes de densisdade de probabilidade, aproximadas usando o método do

kernel.
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Figura 55: Histogramas das classificagdes dos usudrios de cada grafo, seguindo o critério de

classificagdo do Botdmetro. (Cluster 0)
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4.7.4 Conclusio

Encerraremos esta se¢do discutindo o resultado final, vide Tabela 6, do agrupamento
resultante da aplicagdo do método método K-means aos vetores de frequéncia dos
histogramas das Figuras 55 e 56. Deste agrupamento, salientamos alguns pontos,

comecando pela curva da densidade estimada para os perfis de usudrios:

(i) Os histogramas dos perfis de usudrios, dos grafos do cluster 0, constituem-se de
trés grafos que claramente possuem concentragdo de massa em perfis com nota
menor que 2,5. Estes grafos sdo: G* (Corrida 1); G’ (Marilia Mendonca); G’ (Tapa
no Oscar). Os demais histogramas deste agrupamento, a priori, ndo aparentam
ter uma concentracdo de massa bem definida, como os outros trés histogramas

citados;

(ii) J& quando olhamos os histogramas dos perfis de usudrios, dos grafos do cluster 1,
conseguimos detacar oito grafos com concentracdo de massa em perfis com nota
maior que 2,5, sdo eles: G (Deputada Federal armada); G? (Coronel Benjamin);
GI3 (Deputada Federal preso); G!* (Eleicoes 2022); G'° (Deputada Estadual e
ucranianas); G!¢ (Presidente Brasileiro e Biden); G!” (Visita a Putin); Finalmente,
para os demais histogramas deste agrupamento, ndo é aparente uma concentragdo

de massa bem definida, como os outros histogramas citados.

4.8 COMPARACAO

Chegamos a parte final deste capitulo, onde avaliaremos como a classificacdo de agru-
pamento, utilizando a Homologia Persistente, se compara ao agrupamento de controle,
resultante da andlise das notas de perfil dos usudrios, obtidas a partir do projeto
Botometer.

Nossa primeira medida de comparacdo serd uma medida de similaridade, que

comparard
Crom : {G5 i=1,2,...,20} =2y e Cpo:{G;i=1,2,...,20} = Z,

com CHom O classificador dos dados da Homologia Persistente, e Cpot 0 classificador

baseado nos dados de peril dos usudrios, obtido a partir do Botometro.
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Figura 56: Histogramas das classificagdes dos usudrios de cada grafo, seguindo o critério de

classificacdo do Botdmetro. (Cluster 1)
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Os classificadores Crjom € Cpot, definidos acima, seguem o ja esperado, tendo seus
valores de acordo com as duas se¢des anteriores: o classificador baseado na homologia
persistente, Crjom, assumird os valores da Tabela 5; ja o classificador baseado no Boto-
metro, Cgot, assumira os valores da Tabela 6. Para estes dois classificadores, definiremos

a seguinte medida de similaridade:

maxze2 {129 1 (Crom(GY) = 7(Chiom(G)) }
20 ’

similaridade(Crom, CBot) =

com S? o grupo das simetrias. A medida de similaridade entre os nossos dois classifica-

dores é exibida na Tabela 8, com valor geral igual a
similaridade(Cyom, Cgot) = 14/20 = 70%.

Este valor de similaridade nos garante que, dentro de uma margem de seguranca, os
métodos coincidem entre si, e os classificadores estdo detectando estruturas dos grafos
em comum.

Continuando com nosso comparativo, avaliaremos quais classificadores apresentam
maior assertividade em suas decisdes de agrupamento. Para isto, recordemos o seguinte
ponto: nossos classificadores Crom € Cpot utilizam-se do mesmo algoritmo de clusteriza-
¢do, o K-means, vindo a divergir apenas na construgdo de seus espacos amostrais. Desta
forma, seja x € R® um ponto qualquer, nossos classificadores funcionam da seguinte
maneira:

CHom(x) = argmind <x, centrc’)ide}iom>
i=0,1

e para x € RP°

CBot(x) = argmind (x, centréideiBot) ,
i=0,1
onde o centréides de cada cluster, para cada classificador, sdo resultantes do K-means
aplicado a nossa amostra.

Das distancias dos pontos amostrais, aos respectivos centréides de seus clusters,
temos que quanto maior a proximidade de um ponto ao centréide, maior a nossa
certeza de que o classificador esta tomando a decisdo correta. Dos gréficos da Figura 57,
apresentamos as distancias dos pontos aos centréides 0 e 1, de cada um dos nossos

classificadores.
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Grafo Classificacao Classificacao
Homologia Botometro
G! (A Fazenda) 1 1
G? (Buraco Negro) 0 1
G3 (Copa do Mundo) 1 0
G* (Dia das Criancas) 0 0
G? (Corrida F1) 1 1
G® (Futebol) 1 1
G’ (Marilia Mendonca) 1 1
G (Nossa Senhora Aparecida) 0 0
G’ (Tapa no Oscar) 1 1
G!0 (Novela Pantanal) 1 1
GH (Deputada Federal armada) 0 0
G'2? (Coronel Benjamin) 0 0
G'3 (Deputado Federal preso) 0 0
G!* (Eleicoes 2022) 0 0
G (Deputado Estadual e ucranianas) 1 0
G!® (Presidente Brasileiro e Biden) 0 0
G (Visita a Putin) 1 0
G!8 (Monark) 0 1
G (ONU) 0 0
G?° (Politica Argentina) 0 1

similaridade(Cyom, Cgot) = 14/20

Tabela 8: Medida de similaridade das duas metodologias de agrupamento de grafos: Crjom (Ho-
mologia Persistente) e Cpot (Botometro). Linhas em cinza representam as classificagdes

discordantes entre os dois classificadores.

Observacgao 4.8.1. Antes de rodarmos os algoritmos de aprendizagem nao supervisi-
onada, para obtermos os classificadores Crom € Cpot, realizamos a normalizacdo dos
nossos dados. Consequentemente, os pontos resultantes da metodologia de trans-
formacdo dos dados, da Homologia Persistente, sdo elementos do espago euclideano

satisfazendo

x € R®, tal que x € [0,1]%,
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enquanto que, para os pontos resultantes da anélise de perfil dos usudrios, utilizando-se

o Botdmetro, vale

x € RY, tal que x € [0, 1]%.

Presidente Brasileiro e Biden
Deputado Estadual e ucranianas
Deputado Federal preso
Deputada Federal armada

ONU

Monark

Eleigoes 2022

Coronel Benjamin

Politica Argentina

Visita a Putin

Grafos
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Tapa no Oscar

Copa do Mundo
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A Fazenda

Futebol

Novela Pantanal

Corrida F1

Botometro
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Figura 57: Distancias dos dados aos centréides dos clustes 0 e 1, tomando em conta os dois

classificadores: Chom € Cpot- O cluster 0 é representado pela barra vermelha m,

enquanto que o cluster 1 é representado pela barra azul m.
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Do observado em 4.8.1, e dos gréficos da Figura 57, observamos que os pontos
normalizados da homologia estdo, em sua maioria, mais préximos do centréide de seu
cluster.

Alguns pardgrafos acima haviamos afirmamos que nossos classificadores detém a
seguinte caracteristica: seja x um ponto do espaco amostral qualquer, entdo o grau de
certeza que o classificador atribui um cluster, ao ponto x, estd intimamente associado a
distancia do ponto ao centréide do cluster. A seguir construiremos uma medida para
avaliarmos o grau de certaza dos nossos classificadores, que chamaremos de grau de
pertencimento.

Seja x € () um ponto qualquer, do espaco vetorial e normado (), e C : 3 — Z) um
classificador, escolhido seguindo o algoritmo do K-means, i.e.,

C(x) = argmind(x, ch,
i=0,1
com CY e C! os centréides estimados pelo K-means. Entdo, definimos a medida grau
de pertencimento do ponto x ao cluster escolhido pelo classificador C, para este ponto,

C(x), como sendo a fungdo

w: 00— R
||| — COll—|x — C]]]
max {[lx — CO|, [[x — C|}.

Observacao 4.8.2. Como esperado, a fungdo grau de pertencimento satisfaz a condigao
|x — CO|= ||x — C}|| entdo w(x) ~ 0,

enquanto que
|x — CY>> ||x — C!|| entdo w(x) ~ 1.

Ou seja, o classificador C ndo tem uma boa assertividade para pontos equidistantes dos
centréides. Todavia, conforme mais préximo o ponto é, de um determinado centréide,

mais seguro é a classificagdo de C.

Na Figura 58 apresentamos o grau de pertencimento para os dois classificadores,
CHom € Cpot- Destes valores observamos que, para aproximadamente 15 casos, o
classificador baseado na homologia CHom tem uma assertividade signitivamente maior
que o classificador Cpyt. De fato, em 14 vezes o classificador Cjom tem uma certeza de
classificagdo maior que 60%, o que acontece em apenas 3 casos para o classificador do

Botdmetro.
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Figura 58: Graus de pertencimento de cada grafo, medidos a partir dos classificadores Crjom €
Cgot- Quanto maior o grau de pertencimento medido para um dado grafo G, maior

certeza o classificador tem sobre o cluster escolhido para G.
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