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RESUMO

Estudamos um modelo de passeio aleatério ndo-Markoviano nos inteiros, o0 modelo
Dynamic Random Elephant, ou Elefante Dinamico Aleatério, onde a lei dos incrementos é
dada por uma combinagdo linear convexa da lei dos incrementos do Passeio Aleatdrio

do Elefante e da lei do Passeio Aleatdrio Dindmico.

Verificamos a Lei Forte dos Grandes Ntumeros para o modelo misto definido acima,

uma vez que esse teorema ja foi provado para cada um dos modelos em que foi baseado.

Ainda, verificamos, sob algumas condic¢des, que vale o Teorema Central do Limite e,

no complementar dessas condi¢des, vale um Teorema de Convergéncia Quase-Certa.

As tecnicas utilizadas envolvem o uso da Teoria de Martingalas e da Teoria Ergodica.

Palavras-chave:Passeio Aleatério, Martingalas, Teoria Ergddica, Passeio Aleat6rio do

Elefante, Passeio Aleatério Dindmico
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ABSTRACT

We study a model of non-Markovian random walk in the integers, the dynamic
random elephant, which its probability law of increments is given by a convex linear
combination of the probability laws of increments of the elephant random walk and

dynamic random walk.

We verity the Strong Law of Large Numbers for the given model, since this theorem

was also proven in each of the cited models.

Under certain circumstances, we check the Central Limit Theorem. When those

circumstances are not valid, we check an Almost Surely Convergence Theorem.

The tools used involve martingale theory and ergodic theory.

Keywords:Random Walk, Martingale, Ergodic Theory, Elephant Random Walk, Dy-

namic Random Walk
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INTRODUCAO

A ideia de um passeio aleatdrio surge em 1905, com Pearson K. [Pear]. O problema
por ele proposto consistia em um homem no plano partindo da origem O e andando
uma quantidade I em linha reta. Apods isso, viraria um certo angulo e andaria a mesma
quantidade I. E esse processo se repetiria n vezes. A pergunta é: qual a probabili-

dade de esse homem estar a uma distancia entre r e r + ér da origem, apds esses n passos?

Esse problema possuia caracteristicas interessantes: facil de enunciar e com aplica¢oes

em Fisica [Cara] e Economia [Mand].

Passeios aleatérios entdo passam a ter relevancia desde suas aplicagdes até o de-
senvolvimento da Teoria de Probabilidades, mesmo do ponto de vista pedagoégico
[Bil, Dur, Rose].

Dentre os passeios aleatérios, destacamos o modelo ERW, Elephant Random Walk, que
consiste num passeio aleatério em Z cujo as leis de incrementos sdo ndo-markovianas,
isto é, as probabilidades do passo X;;, com n > 2, levam em consideragdo os n — 1

primeiros passos [Sch].

O nome do modelo, que faz mengdo a um elefante, se da pela ideia popular de que
elefantes podem se lembrar de fatos muito antigos. Assim, as leis de incremento de um
passo sdo dadas pela escolha aleatéria, com mesma chance, de um dos passos anteriores

e entdo escolhe com uma probabilidade fixa se o seguird ou se ndo o seguira.

Foram demonstrados para esse modelo a Lei Forte dos Grandes Ntumeros, o Teorema

Central do Limite e a Lei do Logaritmo Iterado, dentre outros resultados [CGS, CGSz2].
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Outro modelo imprescindivel para o nosso trabalho é o DRW, Dynamic Random Walk,
que tem uma caracteristica fundamental diferente do anterior: é markoviano. Ou seja,

cada passo independe dos passos que ja ocorreram.

Para esse modelo, consideramos um sistema dinamico, isto é, um espaco de medida
X com uma transformagdo T que leva elementos de X em X e é invariante pela medida

e uma fungdo f que leva elementos de X no intervalo [0, 1].

Construimos, entdo, um passeio aleatério em Z, embora na literatura encontremos
resultados para Z? [DRW], com d € N e d > 1, cujo os passos sdo dados pela 6rbita de
um elemento x € X por T, isto é, a probabilidade de ir para a direita no n-ésimo passo
é dada por f(T"x).

Em [DRW], encontramos uma Lei Forte dos Grandes Ntimeros, assim como algumas

considerag¢des sobre o Teorema Central do Limite e aplicagdes desse modelo.

Uma pergunta vélida é: e se quiséssemos combinar um modelo markoviano com um

modelo ndo-markoviano?

Dada a aplicabilidade e os resultados na literatura, os dois modelos citados acima sado
um bom ponto de partida, assim como uma importante fonte de exemplos, no estudo

de uma combinagao desse tipo.

Neste trabalho nos propomos a investigar o que chamamos de modelo DRE, Dynamic
Random Elephant (ou elefante aleatério dindmico), um modelo de passeio aleatdrio cujo
as leis de incrementos sdo dadas pela combinacdo linear convexa da lei de incrementos
do modelo ERW com a lei do modelo DRW, ou seja, uma espécie de meio termo entre

cada um desses modelos, dai o nome.

Inicialmente, gostariamos que uma funcdo qualquer com retorno em [0, 1] nos desse
uma familia de parametros para cada passo, podendo o modelo ora se comportar como
DRW, ora como ERW, arbitrariamente. Entretanto, para encontrar resultados, nos espe-

cificamos quanto a fun¢do que fornece tais parametros e esta precisa ser convergente,
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em algum sentido.
Os resultados encontrados sdo fortemente embasados em técnicas com martingalas,
dadas em [HaHe]. Também destacamos o trabalho de [JJQ], assim como, é claro, a

garantia de existéncia (da parte dindmica) proveniente da teoria ergddica, em [DRW].

Para o modelo DRE foram encontrados a Lei Forte dos Grandes Numeros, o Teorema

Central do Limite e um Teorema de Convergéncia Quase-Certa.

Fizemos alguns exemplos de aplicagdes do modelo, refor¢ando sua plausibilidade.






PASSEIOS ALEATORIOS

A nogao intuitiva de passeio aleatério é simples: € um movimento aleatério ocorrendo
em um dado espacgo. Entretanto, ndo hd uma defini¢do geral de passeio aleatério, mas

cada modelo tem a sua.

Introduzimos a nogdo de um passeio aleatério por meio de um modelo extremamente

simples, porém didatico, que chamaremos de passeio aleatério simples.

2.1 PASSEIO ALEATORIO SIMPLES

Definimos o que para nés é um passeio aleatério, mas na literatura é encontrado

como passeio aleatdrio simples.

Definicdo 2.1. Sejam p € [0,1] e, para cada n > 1, X,, varidvel aleatéria assumindo valores 1
e —1 com probabilidades P[X,, =1] = p =1 — P[X,, = —1]. Seja Sy = Y} Xk.
Diremos que a sequéncia (Sy),>1 € um passeio aleatério simples com pardmetro p e S, denota a

posicio do passeio aleatério no passo n.

Dessa definigdo, temos que o passeio aleatério simples (S,),>1 é tal que as va-
ridveis aleatdrias X, sdo independentes e igualmente distribuidas com esperanca
E[X,] =2p — 1. Assim, é um simples exercicio de reorganizagdo que a variavel aleatéria
Sy tem esperancga E[S,] = E[X; + - -+ X, ] = E[X3] + - -+ E[X,] =n-2p —1).

Embora pareca imediato, € um exercicio ligeiramente trabalhoso demonstrar a lei
forte dos grandes ntimeros, que enunciamos abaixo, para esse passeio aleatério. Essa
é, também, uma releitura do Teorema 2.4.1 em [Dur], onde também se encontra sua

demonstracao.
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Teorema 2.2 (Lei Forte dos Grandes Numeros). Se (X},),>1 é um passeio aleatério simples

com pardmetro p, entio:

%QZP—l (1)

Temos que E[X2] — E?[X,] = 1 — (2p — 1)> = 4p(1 — p). Assim, andlogo ao caso
anterior, fazemos uma releitura do Teorema 3.4.1 em [Dur], que culmina no Teorema

Central do Limite, enunciado abaixo.

Teorema 2.3 (Teorema Central do Limite). Se (X),>1 é um passeio aleatério simples com

pardametro p, entio:

WD = N(,1), (2)

onde N (0, 1) denota a distribuigdo normal padrio.

Ainda, tomando Y, = X;, —2p—1) e T, = Y1+ ---+Y;, temos que E[Y,] =0 e
Var[Y;] = 1. Como {Y;},>1 também é familia de varidveis aleatérias independentes e

igualmente distribuidas, podemos tomar o seguinte resultado, com base no teorema 9.5
em [Bil].

Teorema 2.4 (Lei do Logaritmo Iterado). Se (X,),>1 é um passeio aleatério simples com
pardametro p, entdo:

limsu Sn_mp — 1) _ 1 c (3)
n%oop v/ 2nloglogn - e >

A Lei do Logaritmo Iterado descreve a oscilacdo assintética do passeio aleatorio.

Uma aplicagdo imediata deste tipo de passeio aleatério é a contagem de caras e coroas

em diversos lancamentos de moedas, onde uma assume valor 1 e a outra —1.

2.2 O PASSEIO ALEATORIO DO ELEFANTE

A partir desta se¢do, faz-se necessario padronizar que a o-dlgebra F, := 0(Xo, X1, ..., X»)
e admitiremos esta notacdo a partir daqui. Definamos um dos modelos alvo deste traba-
lho.
Definicao 2.5 (ERW). Seja (S,,),>0 sequéncia de varidveis aleatérias tais que Sog é um ponto

fixo e vale a relagdo de recorréncia:

Sps1 = Sn+ Xun1 (4)
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Onde X,41 € {—1,1} é varidvel aleatéria.

Definimos a lei de comportamento estocdstico de { Xy, },>1 a partir de trés regras:

1. (D1) Para X,,,1, é sorteado um elemento n' do conjunto {1,2,...,n} com probabilidade

1.
n/

2. (D2) X141 € tal que:
P(Xp1=Xy)=p P(Xp1=—Xp)=1-1p;

3. (D3) Para o primeiro, X1, vale:

P(X1=1)=q p(X1=—1)=1—q.
A sequéncia (S,)n>0 € chamada ERW.

Da definicdo, temos que

n
Sy = SO"‘ZXk- (5)
k=1
Tomamos, por convencdo, Sp = 0, isto é, trabalhamos com um passeio aleatério que

comeca na origem.

Em [Sch], os autores mostram que:

1 n
P(Xpa = 9| Fn) = 52} [1+@p =Xyl paran >1, (6)
k=1
ondern € —1,1.
Ainda, que:
Sn
E[X,11]Fn]l = 2p — 1)7 7)

E para n suficientemente grande:

Tn+@p—1) 29-1 51

E[S:]=(2q9 -1 8
el == Tan ©
Combinando as equagdes acima,
2p—-1)(2q -1

I'(2p)
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Enunciamos os resultados que estdo em [CGS], pela sua relevancia ao contexto

presente.

Teorema 2.6 (Lei Forte dos Grandes Numeros). Seja (S,),>1 0 ERW. Entdo:
Ly 2~ E[Sn]
im ———

n—00 n

=0 gq.c, (10)
para quaisquer p,q € [0, 1).

Observacdo 2.7. Note que o teorema ndo cobre o caso p = 1, entretanto temos um passeio
aleatorio trivial, uma vez que X, = X1, para todo n > 1, portanto, S,,/n = X1, o que reduz o

processo a uma tinica varidvel aleatéria bindria.
Teorema 2.8 (Teorema Central do Limite). Seja (Sy,),>1 0 ERW e seja p > 3/4.

1. Se p < 3/4, entiio:
S — 2q-1_2p—1
n

n
F‘ZZ’ D N(0,1) (11)
1
2. Se p = 3/4, entio:
g — 24-1 .1/2
T ICA D an,1) (12)

Vnlogn

Para p > 3/4 também se identifica uma convergéncia, mas néo no sentido do Teorema

Central do Limite.

Teorema 2.9. Seja (S,),>1 0 ERW. Se p € (3/4,1], entdo:

Sn
an—lr(Zp)fl

onde M é uma varidvel aleatéria ndo-degenerada com E[M] = 0, que ndo tem distribuicdo

—2q-1) 1% M, (13)

normal.

O seguinte teorema exibe uma férmula fechada sobre a correlagdo entre os incremen-

tos.

Teorema 2.10. Seja (S;)y>1 0 ERW comqg=1/2e0 < p <1 e defina

_2p—1/(20-p) @p—-DI(n+4p—3)
Fm=3=4, ( 1 T(4p — 2)n! ) ‘ (14)
Fntdo ELXu] =0 nT@p+n+k—2)
E[Xan+k] = F(”) (15)

(m+k—1!T2p —1+m)
paratodon > 1ek > 1.
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Observacgdo 2.11. Para p = 3/4, tem-se:

Fn) = 5 ( 'Y %) (16)

m:

Para k,n — oo, com x :=k/n fixado, a fungdo de correlagio tem a forma
E[Xn Xpai] ~ (1= x) 7207V E(n) (17)

onde F(n) decai algébricamente exceto no ponto de transicio p = 3 /4. Em vdrias equivaléncias

da formula de Stirling para a fungdo Gamma, tem-se:

2p-1)(1-p)
2( p3—4)1(p P) 1 p < 3/4
F(n) ~ lfl‘—n” p =3/4 Isso mostra que a transicido em p = 3/4 é condu-

@p—1)° 41—
@ 3rap ot = p>3/4
zida fortemente pelas correlacdes no passo n, dependendo pouco do decaimento a partir dos k

incrementos.

2.2.1 Aplicagdo: Modelo da urna de Pélya

Aqui, mostramos uma aplicacdo do modelo ERW no caso de uma urna de Pélya,
retirada de [BB].

Temos uma urna com bolas pretas e vermelhas. A composigdo da urna no instante n
é o vetor X, = (X}l, X%), onde a primeira componente X,l1 conta a quantidade de bolas

pretas e a componente X2 conta a quantidade de bolas vermelhas.

Suponha que, inicialmente, temos na urna uma bola preta e uma vermelha. No
primeiro instante, temos a composicio X; = & onde ¢ = (&', &), com valores em
{(1,0),(0,1)} quase certamente.

A composi¢do da urna evolui da seguinte forma: nos instantes 2,3, ..., retira-se
uma bola aleatoriamente, de maneira uniforme, observa-se sua cor, devolve-se a bola a
urna e se adiciona outra bola na urna, cujo a cor serd a mesma da bola retirada, com

probabilidade p, ou serd a outra cor, com probabilidade 1 — p.
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Entdo diremos que X, denota a composi¢do da urna apds n — 1 instantes. Se (S;,),>1

é o ERW que comeca em Sy =0 e Sy = ¢! — &2, entdo, a lei geral de S,, é dada por:
Sp=X.—X2, neN. (18)

A urna descrita acima encaixa-se no modelo de urna do tipo Pélya ou Friedman.

2.3 O PASSEIO ALEATORIO DINAMICO

Para este modelo, que é, aparentemente, mais simples que o anterior, precisamos
do ferramental da Teoria Ergédica. Os resultados aqui expostos sdo encontrados em
[Dur, Shie].

Enunciamos as principais defini¢des e resultados que utilizaremos.

Definicao 2.12. Seja (X, X, u) um espago de medida tal que T : X — X é p-invariante. Isto é,
para todo B € %, o conjunto T(B) := {T(x) : x € B} é tal que u(T(B)) = u(B). Diremos que

(X,Z, 4, T) é um sistema dindmico.
Abaixo, a principal classe de conjuntos para esse ambiente.

Definicdo 2.13. Um conjunto A € ¥ é dito T-invariante se T~1(A) = A. Denotamos por T a

classe de conjuntos invariantes de um sistema dindmico dado.

Diremos que uma variavel aleatéria f € L! se E[|f|] < co.

2.3.1 DRW: Dynamic Random Walk

Definamos, primeiramente, nosso modelo alvo.

Definicao 2.14 (DRW). Sejam S = (X, X%, u, T) um sistema dindmico, uma fungio f : X —
[0,1], f € L'e (Xi)i>1 sequéncia de varidveis aleatdrias independentes assumindo valores em
{—1,1}. Seja x € X e defina a probabilidade:

P(X;=1) = { e - sen=1

1— f(T'x) sen=—1 (19)

Escrevemos So =0e S, =Y.y X; para o passeio aleatorio gerado pela familia (X;);j>1. Um tal

passeio (S,)y>1 € chamado DRW.
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Os resultados aqui apresentados encontram-se em [DRW]. Comecemos com a Lei
Forte dos Grandes Numeros de Kolmogorov (LFGNK).

Lema 2.15 (LFGNK). Sejam (X,,),,>1 varidveis aleatérias num espago de probabilidade qualquer
com segundo momento E[|X,,|?] finito. Assuma que existe uma sequéncia de niimeros positivos
(bn)y>1 tal que by, — oo e

i Var[X,] < o
b2
n=1 n
Tome S, = Y j_ Xy. Entdo
. Sp—E[S,]
nh_r)ro}o . 0 P—g.c, (20)

onde P é a probabilidade associada ao espago de probabilidade que o passeio aleatorio.

Um corolédrio da LEGNK, que enunciamos como teorema, é a Lei Forte para o modelo

DRW, que enunciamos abaixo.

Teorema 2.16 (Lei Forte dos Grandes Numeros). Seja (S;),>1 0 DRW. Entio para y-quase
todo ponto x € X, vale:

lim Sn _ (2E(f|Z)—1) P—q.c. (21)

n—oo 1N

2.3.2 Uma proposta de aplicacdo

Considere o circulo S! = {eix :x € [—m, m)}, ¥ ao-dlgebra dos borelianos, y a medida

de Lebesgue e T : S' — S! tal que Ty = ¢'y a transformacéo que leva ¢'* em ¢+,

Defina o semi-circulo esquerdo ES! C S! como ES! := {¢™* : |x|> Z}. Da mesma

forma, o semi-circulo direito DS! := {e™* : |x|< Z}.

Suponha que colocamos uma particula na esfera em um ponto y e observamos sua

6rbita dada por T, (T"y),eN, que define sua trajetéria na esfera.

Suponha que esse tipo de particula tem infinitos niveis discretos de energia e a
exposicdo a um certo tipo de luz em um passo da 6rbita necessariamente faz a particula

aumentar ou diminuir em uma unidade o seu nivel energético. Entretanto, quando nao

11
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O Luz
Re(y)

Figura 1: Esquema do modelo proposto, onde O denota o ponto central da esfera

é exposta a essa luz, diminui em uma unidade o seu nivel energético.

Considere que tal esfera é posta em frente a um ponto que emite esse tipo de onda,
sendo atingida apenas na esfera direita, de tal forma que a cada passo n da trajetéria, a
particula tem probabilidade f(T"y) de subir um nivel e 1 — f(T"y) de descer um nivel,

onde f : S! — [0,1] tal que f(y) = R(y)1 (pst}, onde R(y) denota a parte real do ntimero
complexo y.

Se supomos que a particula comeca no nivel energético 0 e que X, denota a subida
ou descida de nivel no instante 1, temos que S;, := Xj + - - - + X;; é 0 nivel energético em

que a particula se encontra no instante n.

E[S,]

Se quisermos encontrar o nivel energético médio, =

, em que a particula vai se

encontrar no limite, podemos aplicar a lei forte dos grandes nimeros, obtendo:

lim E[:”] = E[2E[f|T] — 1] = 2E[f] — 1
= 2/_7; cos(x)]l{[,% 1 }271 =5 / . cos(x)dx — 1

2

1
=_ —1==_1
nsm(x) p-

_t
2
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De maneira bem intuitiva, isso nos mostra que a particula terd nivel energético médio
negativo, independente de onde comecar sua trajetéria. Ou seja, mais vezes o nivel

energético da particula decaira.

2.4 O ELEFANTE ALEATORIO DINAMICO

Embora a ideia do modelo DRE seja passada de forma simples, como um tipo de
combinacdo linear convexa dos modelos DRW e ERW, defini-la exige um ntimero maior

de linhas, ja que sua definicdo se baseia em dois passeios aleatérios.

A principio, a fung¢do g que faz a transi¢do entre os modelos DRW e ERW s6 precisaria
ter o dominio num espago de parametros arbitrario cartesiano IN, mas, por simplicidade,

diremos que seu dominio é R x IN.

Definicao 2.17. Sejam (X,),>1 sequéncia de varidveis aleatérias em {-1,1}, p,q € [0,1],
x € R, g: RxN — [0,1], § = (X,X, 4, T) um sistema dindmico, x € X e a fungio
f:X —[0,1], f € L\. Defina as leis de incrementos:

P(X1=1)=q
Pe(Xy=—1)=1—9¢
1 n
Pe(Xpp1 =1|Xq,..., Xy) = 5 2[1 +Qp—1)Xgyl paran >1,
k=1

onde n € {—1,1}, como no modelo ERW, e

Pd(Xn:n): f(T"x) sen=1 , paran >1,
1—f(T"x) sen=—1

como no modelo DRW.

Diremos que a sequéncia (X,),>1 € um DRE, elefante aleatorio dindmico ou dynamic random

elephant, se sua lei de incrementos é dada por:
P(Xy = 1) = 8(a, DP(Xy = 1) + (1 = g, )P (X1 = 1)

P(Xy41 = 77|X1/ oo, Xn)
= g(a, n + )P Xpy1 = 7| X1, -, Xu) + (1 — g(a, n + 1)) PY(Xps1 = 77)
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Certamente, a definicdo 2.17 é extensa, porém intuitiva ao passo que se entende os
modelos DRW e ERW.

Para ndo sobrecarregar com notagdes, diremos que g(«, 1) = a;,. Admitimos daqui em

diante a definicao acima.



O MODELO DRE

Neste capitulo, enunciamos e demonstramos os resultados para o modelo DRE.

Para conseguirmos tais resultados, fizemos uso extensivo da teoria de martingalas,
sendo [HaHe] a referéncia principal. Os resultados em [JJQ] também foram fundamen-
tais. E, é claro, tudo isso é baseado em [Sch, CGS, DRW].

Comegamos com a esperanca condicional do incremento.
Proposicao 3.1.
B £l = 12 =g, gy - 1) (22)
Demonstragao:
E[Xp|Fel =E[1- 1ix, -1y +(=1) ﬂ{Xn+1=—1}’]:fj]

n

=1- [“”” Y [1+@2p — DXel + (1 — aur) f(T" )

2n Py

(1) [”‘;;1 YA+ @0 = DX(D]+ (1= )L = F(T"

= Y [(1+ 2p — DX — (1 - 2p — DX
k=1
(1 = ) f(T"2) = (1= ) (1 = f(T"2))

= LY 2(2p — )Xl +2(1 — ) F(T™10) = (L= )
k=1

2n

=81 ® =D, 4 (1 AT ) 1)

Defina:

15
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ay = 1
an =TT} (1 + —""‘*1%”_1)) =a,_1 (1 + —“”;z_pl_l)> , n>2
Y = (an — D2F(T"x) — 1)

Proposicdo 3.2. Para o DRE vale:

n
E[S1] = an (061(267 -1)-) ﬂ) (23)
k=1 %
Demonstracao:
E[Sn] = E[S,—1] + E[X,,] = E[S,_1] + E[E[X,,| F,_1]]
a a
= ]E[Sn—ll + ( T — 1) E[Sn—ll —Tn= IE:[Sn—l] - Tn
Ap—1 Ap—1
an_1 an an
=(IE . — _ -
( [Sn-2] 4, o Tn 1) 4,1 a, Tn
a _
= E[S,—2] T an,)/n L anﬁ
n— apn—1 an

Repetindo o processo sucessivamente, obtemos:

E[Sy] = an (llE[sl] Y —")

ai k=2 ay
= Vi Yk

= ay <vc1(2q—1)—71 —Z—) = ay (061(207—1)—Z—> (24)
k=2 %k k=1 %k

]

3.1 LEI FORTE DOS GRANDES NUMEROS

Enunciamos, entdo, a Lei Forte dos Grandes Ntumeros. Para tanto, nosso parametro p

e nossa fungdo devem satisfazer uma propriedade, que enunciamos abaixo.

Definicdo 3.3 (Propriedade forte). Diremos que o nosso problema satisfaz a propriedade

forte se vale um dos itens abaixo:

e p=1elim; o g(a,n)=05€[0,1)

o p#lelimy og(a,n)=05€[0,1]

Teorema 3.4 (Lei Forte dos Grandes Numeros). Se o DRE satisfaz a propriedade forte, vale:
Sn E[S4]

n n

lim

n—o00

=0 (25)




3.1 LEI FORTE DOS GRANDES NUMEROS

3.1.1 AfungioT

Antes de comecar as demontragdes envolvendo Martingalas, precisamos verificar a
convergéncia de 9. Aqui, usamos a fungdo Gama, que é uma generalizagdo do fatorial,

onde n!=TI'(n +1). Foi imprescindivel o uso de [Art] nesta parte.

Usamos duas féormula encontradas na referéncia. Para todo x € (0, 1], vale:

n—1
T(x+n)=T(x) [ J(x+)) (26)

j=0

Também temos que a fun¢do Gama, para todo x € R, é o limite:

T(x) = lim — - (27)

Temos uma propriedade importante para a fungdo Gama dada pela proposicao abaixo.

Proposicao 3.5. Dado ¢ € R,
im I'(n+e)
n—oo I'(n)né

=1 (28)

Demonstra¢do: Olhemos para as sequéncias x, = EEZ;;Q e x, x dada por:

k7l+€k!
(Hﬁzo(wﬂ)) ke K on+j
Xnp=—7——"X =<1l "7 (29)
knk! e n j:0n+e+]
H?:o("ﬂ')
Por (27), o limite em (28) é 0 mesmo limite da sequéncia x,, ; quando k,n — co. Para

isso, estudamos o limite da subsequéncia xy .

L e \ !
= = 14+ ——
Xk k k€Hk+e+j H( +k+j) (30)
j=0 j=0
Entretanto, é imediato que xj i Lt 1, o que mostra a proposicao. U

O lema abaixo é o que nos permite demonstrar a Lei Forte dos Grandes Ntumeros.

Lema 3.6. Se o DRE satisfaz a propriedade forte, entdo

lim 2 =0 (31)

n—oo 1

e ;- € sequéncia ndo-decrescente.

17
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Demonstracao: Faremos a demonstracdo em trés casos.

Note que:
n—1
an _ 1 I <1 +(2p — 1)g(¢x,k+ 1)>
nig k
~ yﬁ k+@Q2p —1)g(a, k+1)
Cn k
1 n—1
== 1 1k+@p—1Dgla, k+1) (32)
n!
k=1
e p=1
Temos que (2p — 1) = 1, entdo reescrevemos (32) como:
1 n—1
i [T gt ks D) 3)

Como o DRE satisfaz a propriedade forte, lim,, .o g(a, 1) =0 € [0, 1).
Tome € = 12;‘5

n Z no, g(“r Tl) < 150

e ng € N tal que n > ny = |g(a, n) — 6|< e. Daqui, temos que, para
-5 = ) < 1.

Seja TT;%; "k +g(a, k+1) = M < co. Temos que:

N N
ﬁ(k+g(“’k+1)) < T+ <[ tk+q E TR0
k=1

(34)
k:”() k=n0 ;71—‘(;7)
Portanto, MI( )
an n+mn
ML G S A
n = yL(n+I(y) (35)

Como queremos o limite, temos:

(28) 1
0< lim ™ < {im _MIn

kel Al |
~ n—oo 1N n—I>Ic}o ;7I‘(n + 1)I‘(17) nglc}o

Mmn'l <1
nnl(n)

e 1/2<p<1

A demonstracdo é totalmente andloga ao caso anterior.
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Tomamos h(x, n) := 2p — 1)g(a, n), que é tal que lim;, o h(a, 1) = 2p — 1) € [0, 1),

pois satisfaz a propriedade forte. Reescrevemos (32) como:

1 n—1
- [Tk +n(a, k+1)). (36)
n! g

Daqui em diante, a demonstra¢do é a mesma que no caso p = 1.

e p<1)2

Este caso é mais simples, uma vez que —1 < (2p — 1)g(«, n) < 0. Estimamos (32):

n—1

1 = 1 =l
0< Hgk"‘(zp_l)g(“/k"‘l)ﬁ 0

n

1
< —.
k < - (37)

>
1]

1

E fica imediato que 0 < lim;_eo %” < limy e % =0.

Para mostrar que % é ndo-decrescente, usamos (32) e o fato de (2p — 1)g(a, k) < 1:

n+l n _ (n+1)! n!
tp an T k+@p—Dgla k+1) 5 k+@2p — gl k+1)
_ n[(n+1)—(m+Q2p—1)g(x, n+1))] >0
[T e+ @p = Dgla, k+1))  —

3.1.2 Martingalas

Aqui, usamos técnicas de martingalas para obter o resultado.

Nossa martingala se apresenta de forma bem intuitiva, quando se pensa em termos

das ferramentas que utilizamos, por ser a prépria lei forte.

Considere M,, = S"_[Z—IE[S”], n>1.
n

Proposicao 3.7. A sequéncia (My),>1 define uma martingala com média zero.
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Demonstra¢dao: Temos:

E[M, |y = 52— BLSn] | Bl Pl = BXov]

Ap+1 Ap+1

1 @sn £ (1 - a)f(T™1x) +1)

= (sn —E[S,] +

An+1

_@E[sn] — (1= an)2f (T ) + 1))

_ ! <sn (1+—“"(2P - ”) _ (1 y 2P 1) 1)) E[snl)
Ap+1 n n
S, — E[S]

an

O fato de ter média zero é 6bvio. O
Tao importantes quanto as propriedades observadas em Martingalas sdo as proprie-

dades observadas nas diferengas de Martingalas.
Note que X2, =1 e E[X,] = E[E[X,|F,-1]].

Definimos Y1 = M e Y;, = M;, — M,_1 para n > 2. Assim, vemos que:

Sp+1 — E[Sy41] _ Sn +E[Sy]

Y1 =
Ay n
<%) S, — (%) E[S;] + X431 — E[X41]
- Ap+1
(%) S, — (%) E[Sy] + X1 + 2102 E[S, 1 1,
= Ap+1

- () (@22 s X))

Ainda,

2 1 2 2 S” 2 2 2
Yn+1 = a1 (e 2p)“n+1) 7 + Xn+1 T Va1

S S
+2 (Xn+1 <(1 - 2p)“n+17n + 'Yn+1> + (1 - 2P)“n+1 ﬁ'}’nﬂ) )

Demonstramos, entdo, o teorema.



3.2 ALGUMAS CONVERGENCIAS

Demonstra¢io (Teorema 3.4):

n+l

E[Y2,,|Fu] = <L> <((1—2 )tys1)? (&)2+1+ 2
n+1lvy n 2 P)%n+1 n Vn+1

S S S
2 (0@~ 1% = 7 ) (=200 % 700 ) + (0= 200007701 ) )

1 > [ Sn 2 2 Sn
=\ =7 1—((Q—=2p)ay1) (7) — Y1 +2(1 = 2p)ay iy 7%”1

n+1

- (%) (1 — EX[Xyu | Fo])

n+1

Como —1 < E[X,41|Ful <1, E[YZ,,|Ful < azzl-

Ainda, W, := %”Yn é Fn,-mensuréavel e é tal que E[W,,,1|Fy] = %IE[YMHFH] =0,

logo define uma sequéncia de diferencas de martingalas.
2z 2 2 ® 2 o0 1
Também, E[W;|F,,_1] < .y logo, ¥, IE(W]- |Fi) <21 ]—2 < oo,
j=2 j=2
n anj n
Pelo Lema C.1.2, } T = )_ Wj converge quase certamente.
j=1 j=1

Agora observando que o DRE satisfaz a propriedade forte, 11/a, é ndo-decrescente

que tende ao infinito. Agora, em vista do Lema de Kronecker (Lema C.0.1), concluimos

o resultado:

Y Yj
n/ay

Sn E[Sn]

n n

ay M,
n

E (39)

= lim
n—oo

= lim

n—00

lim

n—00

3.2 ALGUMAS CONVERGENCIAS

Aqui, encontramos o limite da sequéncia S, /1, mas também verificamos a convergén-

cia de uma série que serd muito ttil na préxima segdo.

21
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3.2.1 Convergéncia de S,,/n
Teorema 3.8. Se o DRE satisfaz a propriedade forte,

S 1-gn)
Jim == = lim -— T 1)g((x,n)(ZlE[f Z](x) — 1) (40)

Para demonstré-lo, precisamos antes verificar a convergéncia de f(T"x) em n. Supo-
nha que estamos num caso puramente dindmico, isto é g(x, n) = 0.

Entdo, pela Lei Forte (Teorema 3.4), vale o limite:

ISs EISa|
LY P L (41)

Ainda, pelo Teorema 2.16,
lim 2" = 2E[f|7J) ~1 P~ 42)
Jim —= = fIZ](x q.c. 42

E importante notar que a esperanga condicional [E[f|Z] é tomada com respeito a medida
}L, a0 passo que a esperanga que tomamos no nosso passeio é tomada com respeito a
medida P. Como o tinico momento em que a medida y aparece é em [E[f|Z], ndo fa-

remos tal distingdo e admitiremos que em todos os demais casos, a medida associada é P.

Observemos que dadas trés sequéncias de niimeros reais (4,),>1, (bn)n>1 € (Cn)n>1
tais que limsupa, < limsupb,, entdo limsupa, —c, < limsupb, — c,. Assim, pelo

Teorema de Stolz-Cesaro (Teorema B.2.1), temos que:

1- ]E[Sﬂ]
m

n—o N

— E[X,+1] =0, (43)

onde E[X,;1] = 2E[f(T"x)] — 1.

Juntando os fatos acima, temos a proposic¢do abaixo.
Proposicdo 3.9. Vale o sequinte limite:
lim E[f(T")] = EIf|ZI(x) P-q.c. (44)

Demonstracao:



3.2 ALGUMAS CONVERGENCIAS

Admitindo que estamos no caso puramente dindmico g(«,n) = 0, temos:

2L 0] ~ BT < | ELFT il - 1) - 2ol E aprpimn - )
R e il R
EIS[, [EISd S|, |,
< Bty - EL| B Sl A3 gz - ),
o que conclui o resultado. g

Agora mostramos a convergéncia desejada.
Demonstra¢io (Teorema 3.8): Note que, pelo teorema de Stolz-Cesaro (Teorema B.2.1),

ElSal gy, 1= 0.

limy, 0

Pela Proposigao 3.1,

E[X,.q] = S )@ D

E[Sq]+ (1 — g, n+ 1)) QE[f(T"™ )] —1).  (45)

Juntando os fatos acima,

Tim ]E[:”] _slny 2(2’” “DE[s,1+ (1 - g, n+ D)EELFT™ 0] - 1)
= nliggo(l —g(a,n+1)(2p — 1))]E[:n] +(1—g(a,n+ 1))(2]E[f(T”+1x)] =0.

Pela propriedade forte, temos:

. IE[Sn] 1— 8(0‘/ n+ 1) n+1 _
nlgrgo n 1- gla,n+1)2p — 1)(2]E[f(T Ol =1 =0 (46)

Como 3lim; e g(a, n + 1) e da proposicdo 3.9:

. E[S,] . 1—g(a,n+1)
nlg}rgo n _nh—r>ro}ol—g(oc,n+1)(2p—

FEEITIE) ~1) g 47

3.2.2 Os termos A,

i 2 _yn 1
Definimos agora A;, =) ¢, 2

23



24 O MODELO DRE
Note que A, é uma sequéncia de nimeros reais, entdo é necessdrio e suficiente que
A2 convirja para que A, convirja.

Definindo os termos ¢;, = aiz, temos:
n

; (1_ Cn > _ (1_ (1+(2p—1)g(zx,n+1)>2>
Cn+1 n

— (_2(279 —1gla,n+1) B (2p — 1)2g2(0c, n+ 1))

n n2
2p — 1)°¢*(a, n+1)

=2—-4p)g(a,n+1) — ”

O critério de Raabe (encontrado em [Kno]) diz que se R :=lim; o 11 <1 — CZ’L) é tal
que R < 1, entdo lim A, = c0. Se R > 1, lim A, < c0. Note que p = 1/2 implica R =0,

logo diverge.
Também, p > 1/2 implica (2 — 4p) lim, . g(&, 1) < 0, logo a série diverge.

Estudemos o caso p < 1/2, ou seja, 2 —4p > 0:

e Se queremos que a série divirja, temos R < 1. Logo,

(2—4p) nl%og(oc, n<1l= nlg{}og(zx,n) < 2 ap (48)
e Se queremos que a série convirja, temos R > 1. Portanto
(2—4p) nh_{IC}og(oc, n)>1= nh_r)rt}og(oc,n) > 24y (49)
e Se ndo podemos usar o critério de Raabe, i.e., R = 1:
nh_I}(}o gla, n) = m (50)

Usando a convergéncia de g(a,7), como na demonstragdo do Lema 3.6, existe
0 < M < oo tal que para algum kg € N, ¢y ~ (M, 1 — ﬁ)*z.

Como para n suficientemente grande, (M HZ:kO 1-— 21—k) <1, ¢y > 1, portanto a

série diverge.



3.3 TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Ou seja, A, converge se, e somente se, valem:
i p<1/2

(ii) limy—e0 g(a, 1) > ﬁ

3.3 TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Aqui enunciamos e provamos o Teorema Central do Limite.

Teorema 3.10 (Teorema Central do Limite). Suponha que vale a propriedade forte e que

p>1/20u,sep <1/2,limy 00 ga, n) < 2—1_4;7' Entdo:

Sun —E[Sy] »
W — N(O, A), (51)

: 1-g(,
m%A:hmwml—Fﬁﬁ%%mQEUﬂkﬂ—Dﬂ
Como admitimos a propriedade forte, a,/n — 0 e vale a Lei Forte dos Grandes
Numeros. Desta forma, basta rever a Proposicdo 3.1 e obtemos E[X};4+1|Fn] ~ E[Xj41]-

_IEZ[X%HU:”]
a2
n

Juntando o fato de E[Y?,,|F,] = ! e o Teorema 3.8, vale que:
n+l q

2 1 1— (@)
E[Y, 41| Ful ~ (z) (1 EEpr - 1)€(a)(2]E[f|I](x) - 1)) , (52)

onde /(x) = limy,—, g(a, n).
Demonstraciao (Teorema 3.10):
Faremos como no Lema C.1.3.

. . Y
Nos termos do Lema, consideramos S, ; = % e, portanto, X, ; = -

O item (iii) é imediato e o item (ii) ¢ uma consequéncia da equacéo (52), aqui, tomando

k, = n:
" Yo \? Yo BV Frq]
. 2 1 _k IRT k=1 k 1
fim, Vi = Jim ) B (A) fk_1] LT A& 53)
1— 4«
(@) QE[f|Z](x) = 1) q.c. (54)

11— Q2p—1)l(w)

25
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Para mostrar o item (i), precisamos primeiro observar alguns fatos.
Quando p > 1/2, a, > 1, o que implica, junto da equagdo (38), que a familia de
eventos {|X,,;|> e} C {‘Ain‘ > 8}. E pela divergéncia de A,, esse conjunto é vazio a

partir de algum n.

Quando p < 1/2 e limy o0 g(a, 1) < ﬁ, limy, 00 4y Ay = o0 e, ainda, para todo

j<mn, a;l <a,l. Assim {|X,;|> ¢} C { ﬁ > e}, que, novamente, é vazio a partir
de algum n.
Assim, vale para todo € > 0:
n ) p
Y ELY; 1qx, e} [ Fni-1] = 0, (55)
=1

13

o que conclui a demonstragdo do teorema.

3.4 TEOREMA DE CONVERGENCIA QUASE-CERTA

Nas condi¢des em que p < 1/2 e limy, s g(a, 1) > ﬁ, garantimos uma convergen-

cia quase-certa.

Teorema 3.11. Suponha que valem a propriedade forte, p < 1/2 e limy o0 g(a, 1) > ﬁ.

Entdo: S E[S
n — E[S4] LENYS (56)

an
onde M é varidvel aleatdria ndo-degenerada com média zero.

Demonstracao:
Por hip6tese, estamos no caso em que A, é convergente.

E[Sx]

Como |Yy|< o Teorema C.1.4 nos dd M, = Y[ Y = S”_a—n

certamente e em £2. Como Y, é uma diferenga de martingalas, [E[Y;] = 0 para todo 7.

— M, quase

ay’

Assim:

[E[M]|= [E[M — M,]|< E[|M — M,|] < E[|M — M,[]'’* - 0 quando n — 0. (57)



3.4 TEOREMA DE CONVERGENCIA QUASE-CERTA

Ainda mais, como (M,),>1 é uma sequéncia de martingalas limitadas em £? e ela

converge quase certamente, temos:

Var[M] = lim Var[M,] = ilE[YkZ] > 0. (58)
k=1

Concluimos que M tem média zero e é ndo-degenerada. U
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APLICACOES DO DRE

Como encontramos resultados um pouco gerais sobre os parametros do modelo,

analisamos alguns casos.

4.1 VARIAGAO DE g(a,n)

A funcao de transicdo entre as leis do modelo ERW e do modelo DRW é fundamental

no modelo, pois é ela que indica a quantidade de memoria que o modelo tem no

instante 7.

Quando fixamos E[f|Z](x), podemos exibir mapas de fase sobre o modelo. Antes,

outra observagao.

Observacio 4.1. O limite da média da posicdo, Sy /n, quando fixamos E[ f|Z](x) é uma fungao

do tipo f_;cyyC, ondec,C €[-1,1]ey € [0,1], y = y(x).

Ao buscar pontos criticos de h(y) = %C, exceto quandoc=(2p—-1)=1ouC =0,

que sdo fungdes constantes, vemos que:

d 1-y
ayT—cy"
_ 10—y -1 -y
- (1 - cy)?
_—(1-9
R
1
IR

Isto é, a fungdo ndo tem pontos criticos e é decrescente em .

(59)
(60)
(61)

(62)
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O que notamos acima é que se a fun¢do limite /() := lim, . g(«, 1) é decrescente

em «, entdo a média do passeio é crescente em a e vice-versa.

Ao estudarmos p = 1/2 temos duas consequéncias. A primeira é que o passeio limite

torna-se proporcional ao caso dindmico, isto é,

lim 2 = (1 — () ELf|Z1(x) — 1). (©3)

n—oo 1
Ainda, o Teorema Central do Limite se apresenta da seguinte forma:

S, — E[S,
# 2, N (01— (1~ @) QEIFIZI) — 17). (64)

4.1.1 g(oc,n)z\/oc+%( mod 1)

Restringimos o dominio agora em Dom(g) = [0,1] x IN.

No nosso caso, mod 1 indica que estamos tomando a parte ndo-inteira do ntimero.

Istoé, y( mod 1) =y — |y]|.

A funcdo g toma a raiz quadrada de uma espécie de rotacgdo racional no toro, o que

por si s6, j4 é um problema interessante [DRW].
Temos que ¢(x) = \/a. Assim, fazemos o mapa de fases para o DRE.

Supomos no nosso problema E[f|Z](x) = 0.15. Assim,

lim& L Ve

nseo n 1—(2p — 1)va

(—0.7) q.c. (65)

A figura 2 mostra alguns exemplos para p fixo.



4.1 VARIAGAO DE g(«,n)

1 1 1
0.5 3 05 g 05

lim =2 lim == lim ==

n—oo M n—oc 7T n—oc M,

0 05 1 0 05 1 0 05
-0.5 -05 -05
1 -1 -1
(a) p=0.04 (b) p=0.5 (c) p=0.92

Figura 2: Gréfico limite de S, /n

4.1.2 gla,n)=a+ %( mod 1)

Como no exemplo anterior, tomamos Dom(g) = [0, 1] x IN.

Novamente, estamos tomando uma espécie de rotagdo no toro, daf a relevancia de

exemplos desse tipo.

Sabemos que ¢ atua como identidade, portanto, mostramos mapas de fase para
() = «.

Como temos linearidade em ¢(«) neste caso, observamos que a concavidade do mapa
de fases quando visto como fungdo de &, conforme mostra a figura 3, se difere do

exemplo anterior por ser a mesma para 0 < p < 1.

Consideramos E[f|Z](x) = 0.75, portanto,

.S, 11—«
lim —

o = m05 q.c. (66)
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1 1 1
0.5 05 0.5 1
0 S, 05 1 0 5, o 1 0 S, 05 1
lim — lim = lim —
n—oo M n—oo N RT00 M
-05 -0.5 -05
-1 —4 -1
(a) p=0.1 (b) p=0.5 (c) p=0.95

Figura 3: Gréfico limite de S, /n

4.1.3 g((x,}’l):%sin <IX+%>+%

Tomamos como ultimo exemplo o mapa de fases dessa fungdo. A caracteristica ciclica
da funcdo seno nos é interessante, pois podemos tomar passeios aleatérios indexados a

parametros distintos de &, tais que uma pequena variacdo acaba gerando um passeio
completamente diferente.

Note que poderiamos tomar toda a reta como dominio do parametro, mas toda a

oscilagdo que queremos encontra-se compreendida no intervalo [—%, 5].

Dessa forma, consideramos Dom(g) = [-5, 5 ].

sinw +1

Note que {(x) = — Aqui tomamos E[f|Z](x) = 0.15, portanto
' S 1— sina+1
lim =2 = 2 (—-0.7) q.c.

n—oo 1 _1—(2P—1) L

A figura 4 mostra alguns casos para p fixo.



05

. S”
lim —
n—oo M

-mw/2 -mw/4 0

—4

(a) p=0.05

05

. Sp
lim —
n—oo n,

w2

-m/2 -m/4 0

05

. S7Y
lim —
n—oo 7,

w2

-m/2 -m/4 0

-1

(c) p=0.98

Figura 4: Gréfico limite de S, /n

4.1 VARIAGAO DE g(«,n)
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4.2 MODELO COMPLETO

Trabalhemos com um modelo simples.

Sejam X = IR? e ¥ = B(R?) a o-algebra dos borelianos e  a medida de Lebesgue. Seja
cosf sind

T a transformacdo linear com forma matricial T = ,
—sinf cos 0

], onde 6 € [0, 27).

Como T é rotagdo, é imediato que é invariante por .

Seja f : X — [0,1] dada por f(x) = e~ 1. Temos que foT" = f para todon € IN,
potanto E[f|Z](x) = f(x).

Seja g : RxIN — [0,1] com g = 1jg33 © 711, onde 711 : R X N — R € a projecdo

candnica. Isto é, ¢ é a identidade em [0, 1] e identicamente nula no complemento.
Sejam p,q < [0, 1].

Supomos « € (0, 1) para evitar trivialidades. Também, assim, estamos nas condigdes

da propriedade forte

S 1—«

M=
" 1-2p -1«
Como f é fungdo radial, a primeira observacdo que temos é que o passeio aleatdrio estd

Primeiramente, temos que lim; (2f(x) — 1) quase certamente.

dividido em trés regides, conforme a figura 5.

Na regido {x € R? : |x|< In2}, temos que o passeio em média vai mais para a
esquerda, isto é, lim;_,c 57” < 0. Na regido {x € R?: |x|=In2}, o passeio é estacionario,
isto ¢, tende a ficar na origem. Por fim, na regido {x € R? : |x|< In2}, o passeio vai

mais para a direita.

Um caso interessante é quando p = 1/2, pois temos que a, = 1 e A, = \/n. Vale,

entdo, o Teorema Central do Limite (Teorema 3.10):

S, —E[S,] » 2 olxl?
T%N(O,l—(l—tx)e ||) 67)



4.2 MODELO COMPLETO

x> JIn(2)

x={In(2)
Ix|< Jln(z)\

Figura 5: Regides do passeio aleatério

Para p #1/2, faz-se necessario o uso de técnicas numéricas para calcular a, e A, 0

que foge ao escopo deste trabalho.
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CASOS APLICAVEIS

Aqui sdo propostos trés casos possiveis de se aplicar o modelo DRE. Nas nossas
simulag¢des, tomamos p = 1/2, pois é o caso em que conseguimos calcular as constantes

a, e Ay.

5.1 PRECIFICACAO

Considere um item que estd a venda numa loja L e denote por Pj' seu preco no
instante 7. Considere ainda o indice Ij como a média do valor de venda desse produto

em todas as lojas no instante .

Diremos que a taxa de inflagdo atrelada a esse produto no instante n, I, é dada por
Pl"1

S
Pl

Iy

Analogamente, a taxa de inflacdo propria é definida como P, =

= 11
—1-
Il

Para cada instante 7, considere a variavel aleatéria X, que assume valores em {—1,1},
onde X, =1se P, > I, e X;, = —1 se P, < I,. Isto é, X, é a varidvel aleat6ria que indica

se a loja aumentou o preco de seu produto acima da inflagdo ou néo.

A proposta de aplicagdo do modelo DRE a este caso é que o aumento de preco serd

dividido em dois processos de escolha.

O primeiro processo € olhar para o passado e escolher um instante aleatoriamente

uniformemente e decidir com probabilidade p se o segue, como no modelo ERW.

O segundo processo é que a escolha de precos é regida por um sistema dinamico em
X que indica o tamanho do ciclo de venda daquele produto, com c-dlgebra de Borel, u

medida de Lebesgue, T transformacdo que leva um instante do ciclo de venda noutro
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38 CASOS APLICAVEIS

instante numa distancia de tamanho ¢, f a func¢do que indica a capacidade de estoque
(isto é, 0 é estoque vazio, 1 cheio). A funcdo f(T"x) da a probabilidade de aumentar o

preco acima da inflagdo no instante n, como no modelo DRW.

Como o segundo processo é mais técnico, consideramos o modelo DRE, com a funcéo

de transicdo de modelos, g(«, 1), tendendo a 0.

Temos que S, := X; +---+ X, denota o quanto o valor de venda do produto esta

balanceado com a infla¢do, sendo que Sn—” a média de aumento.

5.1.1 Simulacio

Tomemos esse modelo com g = 1/4, pois num primeiro momento é melhor nao au-
mentar o preco do produto acima da inflacdo, p = 1/2 para que a lembranga da escolha
ndo seja influente, g(a) = sin (3£ + ) + § para observar um processo mais ciclico,
X=N,%=PX), u{n}) =1paratodon e NeT(n)=n+1e f(n) = %+ }Lsin (e™™),

pois o estoque oscila mais no comego.

Temos que o aumento em relacdo a inflagdo tende ao equilibrio:

lim Sn =0 g.c. (68)

n—oo 11
Também, segue uma distribuigdo normal padrao:

STZ - n
% D N0, 1) (69)

5.2 URNA

A proposta apresentada aqui é uma variacdo da apresentada na secdo 2.2.1, mas

mantemos a mesma roupagem.

Considere uma urna com bolas vermelhas e pretas, sendo que num momento inicial

a quantidade de ambas é igual a 1.



5.2 URNA

A principio, a dinamica do modelo era que num instante n fosse retirada uma bola,
depois ela seria devolvida e outra bola de mesma cor seria posta na urna, com probabi-
lidade p ou da outra cor, com probabilidade 1 — p. Entretanto, nesta proposta, existe

uma possibilidade de perda de memoéria imediata.

Neste modelo, quando a bola é devolvida para a urna, existe uma probabilidade de a
cor da bola que foi retirada ser esquecida. A cada instante 7, a probabilidade de ndo

esquecer a bola é dada por g(a, n).

Dessa forma, caso seja esquecida a bola, hd um critério para que seja colocada mais
uma bola na urna. O critério diz que a probabilidade da bola colocada na urna no

instante n ser preta é de f(T"x) e de ser vermelha, é de 1 — f(T"x).

Se X} conta a quantidade de bolas pretas e X conta a quantidade de bolas vermelhas,

entdo S, = X} — X2 conta quantas bolas pretas a urna tem a mais que vermelhas.

E é imediato porque a proposta para este caso € um DRE, onde o sistema dinamico

considerado pode ser bem simples, inclusive tomando o espago como IN.

5.2.1 Simulacdo

Considere esse problema com g = 1/2, isto é, a chance de escolher uma das bolas é

. —1)? » , .
amesma, X =N, g(a, n) = %sm <% + %) + %, a chance de esquecer a bola é ciclica,

Y. = P(N), u({n}) =1 paratodon € N, T(n) =n+1e f(n) = (1 + %) _n, ou seja, a
probabilidade de colocar uma bola preta, uma vez que esqueceu a bola que retirou, vai

diminuindo com o tempo.

Temos:

Jﬂ%:(l—(%+%>) (2%—1):(1_\/2(2_6):C g.c. (70)

Também, pelo Teorema Central do Limite:

S, —E[S,
% Dy AN0,1 - C?) (71)
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53 COLONIA DE BACTERIAS

Suponha que uma coldnia de bactérias que estd em observacgdo é composta por duas

espécies de bactérias, A e B, sendo que ambas sintetizam as proteinas C e D.

O fator de espécie é a seguinte caracteristica: quando que se duplicam (essa é a forma
como se reproduzem), bactérias da espécie A sintetizam a proteina C com probabili-
dade p e sintetizam a proteina D com probabilidade 1 — p. O mesmo é valido para as
bactérias da espécie B que sintetizam a proteina C com probabilidade 1 — p e D com

probabilidade p.

Na colonia, a reprodugdo das bactérias ndo é simultanea, isto é, duas bactérias nao se

duplicam ao mesmo tempo.

Considere (X, %, 4, T) um sistema dindmico, de preferéncia que se relacione ao tempo

de observacdo da colonia de bactérias.

Diremos que o fator temporal é a caracteristica de que essas bactérias, independente
de sua espécie, ao se duplicarem, tenham probabilidade f(T"x) de sintetizar a proteina
C no instante n e 1 — f(T"x) de sintetizar a proteina D no instante 1, onde f : X — [0, 1]

é alguma funcdo razoavel.

A funcdo de transigdo espécie-tempo, g(a,n), é a funcdo que modula o quanto é

importante o fator de espécie ou o fator temporal na n-ésima reprodugédo (duplicagdo).

Seja X} a quantidade de proteina C sintetizada até a reproducio n e X2 a quantidade
de proteina D sintetizada até a reproducdo n. Defina entdo S, = X}, — X2 a diferenca na

quantidade de proteinas.

Entao (5;),cn define um DRE.



5.3 COLONIA DE BACTERIAS

5.3.1 Simulagao

Se no experimento de observacdo, nota-se que a quantidade de proteinas tende a
se equilibrar conforme o tempo, ou seja, observa-se que a quantidade de proteina C é
arbitrariamente préxima da quantidade de proteina D, entdo podemos supor que fator

temporal é uma fungdo que tende a 1/2. Desta forma, sdo imediatos que:

lim Sn =0 g.c. (72)

n—o0 1

E também, sua distribui¢do tende a uma normal padréo:

Sn — E[Sy
22 2 N0, ) 73)
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O modelo DRE traz como coroldrios os passeios aleatérios dados pelos modelos ERW
e DRW. E fato que para calcular a média dos passos é um exercicio ligeiramente simples,
uma vez que temos um teorema que dé sua convergéncia em termos da funcéo E[f|Z]

e da convergéncia da funcdo g(«, n).

Ainda, exibe uma conexdo particular com a teoria ergddica, mostrando que podemos
encontrar resultados para modelos markovianos utilizando técnicas ndo-markovianas

(quando tomamos g = 0, por exemplo).

O Teorema de Stolz-Cesaro foi imprescindivel para a segunda parte do trabalho, que
era provar o Teorema Central do Limite. Sem ele, precisdvamos supor hip6teses que

vieram como resultado ap6s seu uso.

Neste ponto, vale citar que mesmo com a auséncia de sucesso numa demonstragao
sem hipéteses muito fortes, no primeiro momento, muitos caminhos alternativos foram

tomados, o que s6 enriquece ainda mais a experiéncia deste trabalho.

O modelo é, também, uma fonte rica de exemplos, uma vez que, dadas os modelos
ERW e DRW, ndo-markoviano e markoviano, respectivamente, podemos trabalhar com

algo que a memoria afeta pouco a decisdo no comego e muito no fim, bem como o oposto.

Os casos apresentados como possiveis aplicagdes do modelo DRE sdo uma tentativa

de mostrar a abrangéncia de dreas em que o modelo se encaixa.

Também é fruto deste trabalho a proposta de aplicagdo do modelo DRW, cujo os

exemplos apresentados nas bibliografias requerem um ferramental teérico que foge ao
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escopo deste trabalho.

Ao usarmos as técnicas de convergéncia de martingalas, pudemos verificar resultados

de outras naturezas, como, por exemplo, a convergéncia de produtdrios e séries.



APENDICE A

A.1l ESPERANCA CONDICIONAL

Admitimos familiaridade do leitor com conceitos bésicos da Teoria da Probabilidade.

Salvo quando mencionado, estamos admitindo um espago amostral (), uma c-algebra
F e uma medida P.
O conceito de independéncia entre varidvel aleatdria e o-dlgebra é imprescindivel

para os desdobramentos da teoria, portanto este é o ponto de partida.

Definicao A.1.1. Sejam G e H o-dlgebras. Dizemos que G e H sdo independentes se VA € G e
VB € H, A e B sdo independentes.

Definicao A.1.2. Seja ¢ varidvel aleatéria e G uma o-dlgebra. Dizemos que § € independente

de G se as o-dlgebras o(§) e G sdo independentes.

Definicao A.1.3. Seja G C F, G o-dlgebra e ¢ varidvel aleatéria. Dizemos que a esperanga

condicional de ¢ dada a o-dlgebra G é a varidvel aleatoria 1 tal que:
o 1 é G-mensurdvel;

o VA € G,

/AndP:/chdP

Usamos a notagdo 11 = E(G|G).
Dadas duas variaveis aleatdrias ¢ e 7, denotamos por E(E|%) = E(E|o(n)).

Observacdo A.1.4. Seja A € F e G o-dlgebra em Q). Definimos a probabilidade condicional do
evento A dada G por:

P(A|G) = E(14]|9)

As principais propriedades da esperanca condicional sdo enunciadas no seguinte

teorema, cujo uma demonstragdo se encontra em [BRZ].
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Teorema A.1.5 (Propriedades da Esperanca Condicional). Sejam a,b € R, H, G o-dlgebras

tais que . C G e &, { varidveis aleatdrias. Entdo valem as sequintes propriedades:
1. E(a +b{|G) = aE(&|G) + bE(Z|G);
2. E(E(G]9)) = E@G);
3. E(ZC|G) = CEC|G) se & ¢ G-mensurdvel;
4. E(Z|G) = E(Z) se & é independente de G;
5. E(E(G|9)|H) = EG|H);
6. Se¢ >0, E(|G) >0

A partir daqui, podemos enunciar a segunda parte da teoria basica: martingalas.

A.2 MARTINGALAS

A base da teoria de martingalas é a esperanga condicional. Neste momento, faz-
se necessdrio ndo olhar somente para as varidveis aleatérias de um dado processo

estocastico, como também para as o-algebras.

Definicao A.2.1. Seja (Q), F, P) um espago de probabilidade. Diremos que a sequéncia de

o-dlgebras (Fy),>1 é uma filtracio em relagio a F se vale:
FACFC...CF

Defini¢do A.2.2. Dizemos que uma sequéncia de varidveis aleatérias { X, },>1 é adaptada a

uma sequéncia de o-dlgebras { Fy, },>1 se para cada n > 1, X,, é F-mensurdvel.

Note que a sequéncia de varidveis aleatorias {X,},>1 é naturalmente adaptada a
sequéncia de o-dlgebras F, = 0(Xj, ..., Xy).

Definimos martingalas.

Defini¢do A.2.3. Uma sequéncia de varidveis aleatorias { Xy, },>1 € dita martingala com respeito
a filtragiao { Fy }n>1 se:



A.2 MARTINGALAS

1. X, € integrdvel para todon > 1;
2. {Xu}tu>1 éadaptada a {Fp,}y>1;
3. E(Xy41|Fn) = Xy para todo n > 1.

Temos um conceito andlogo, que goza das propriedades 1 e 2, mas ndo necessaria-

mente de 3.

Definicdo A.2.4. Uma sequéncia de varidveis aleatérias { Xy, },>1 € dita submartingala (super-

matingala) com respeito a filtraciao {Fy },>1 se:
1. X, é integrdvel para todon > 1;
2. {Xu}tu>1 éadaptada a {Fp}y>1;

3. E(Xy41|Fn) > X (respectivamente, E(Xp41|Fn) < Xu) ¥V > 1.

Defina X := X, 1x,>0;- O seguinte teorema e demonstragdo encontram-se em [Dur].

Teorema A.2.5. Se X,, é uma submartingala com sup E[X;/] < oo, entdo quando n — oo, X,

converge quase certamente para uma varidvel aleatéria X com E[X] < oo.
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B.1 TEORIA ERGODICA

A proposigdo abaixo é o exercicio 7.1.1 em [Dur].

Proposicao B.1.1. 7 é uma o-dlgebra. Ainda, uma varidvel aleatéria f é tal que f é I-

mensurdvel se e somente se f o T = f. Neste caso, f é dita T-invariante.
Demonstragao:

1. 7 é o-algebra;
o 0,0 € T trivialmente;

e AcT =T 1A =4

Temos:

T-1(A)=A
T Y ANT Y AY=0 = T HAY) = (T 1(A) = A°
Q=T 1A UT (A9

Logo A° € I;

e Tome {A;},>1 C Z disjuntos.

Vale que T~! (Un>1An) = Up>1 T=1(Ap).
De fato,

oy €T 1 (Up>14n) = JA, tal quey € T 1(Ay).
Ouseja, T7! (Ups1 An) C Ups1 T HA).

o ¥ € Up>t T-YA,) = JA, talquey € T Y(A,) C T ! (Un>14n).
Ou seja, Ups>1 T HAR) C T (Uns1 An)-
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Do fato de {A,},>1 C Z, T"'(A,) = A, para todo n > 1, logo

-1 <U An> — U An
n>1 n>1
2. fel < foT=f.
A prova é imediata, pois f ser Z-mensuravel implica f o T = f. Entretanto, como

1 é o-élgebra e f varidvel aleatodria, f o T = f = f Z-mensurével.

Abaixo, o Teorema 2.3 em [Dur], na notagdo utilizada aqui.

Teorema B.1.2 (Teorema Ergédico). Seja (X,Z, P, T) um sistema dindmico em um espago de
probabilidade e f € L'. Entdo vale:

Jim Zf(T" '(x)) = BIf|Z](x) P—gq.c.eemL! (74)

Aqui, faremos um abuso de nota¢do. Diremos, também, que E[f|Z] é a variavel
aleatoria tal que [, E[f|Z]du = [, fdu para todo A € T tal que pu(A) < co. Enunciamos
o Teorema 2.3 em [Kre], na notacdo utilizada aqui, que nos serd bastante ttil sempre

que estivermos em espacos de medida o-finita.

Teorema B.1.3 (Teorema Ergddico). Seja (X, %, u, T) um sistema dindmico e f € L. Entdo

vale:

lim — Zf(Tk L)) = E[f|Z](x) u—g.c.eemL! (75)

n—o0 1

B.2 TEOREMA DE STOLZ-CESARO

Aqui enunciamos e demonstramos o Teorema de Stolz-Cesaro, em sua forma mais

geral, ja que em [CN], onde o encontramos, a hipétese é um pouco mais forte.

Teorema B.2.1 (Stolz-Cesaro). Sejam (x,),>1 € (Yn)n>1 sequéncias de niimeros reais tais que

Yn é estritamente crescente e limy,_, v, = 00. Vale a sequinte desiqualdade:

lim inf 204 — 11 < lim inf % < lim sup ~I < limsup Xnsl — Xn (76)

=0 Yyl — Yn n—oo 1y n—oo  Yn n—oo  Yn+l — Yn



B.2 TEOREMA DE STOLZ-CESARO

Demonstra¢do: Seguimos uma demonstracdo encontrada em [IMO].

Note que a primeira e a ultima desigualdades sdo equivalentes, ao passo que a

segunda desigualdade é trivial. Mostremos a tltima.

Tome ¢ qualquer ntimero maior que =1
q q q Yn+1l—Yn

sequéncia, existe ng tal que para todo n > ng, vale % < c¢. Tome n € IN um inteiro

Dado que c nédo é o limite superior dessa
qualquer maior que ny.

De acordo com a desigualdade anterior,

Xnpg+1 — Xng <C(yn0+1 — Ynp)

Xng+2 — Xng+1 <C(yn0+2 - yn0+1)

Xm — Xm—1 <C(]/m - ym—l)

Adicionando termo a termo das desigualdades, obtemos:

Xim Xng yno
X — Xpy < C = ———<c—Cc—
no ( ]/no) ym ym ]/m (77)
Dado que y, — oo quando n — oo, temos que
. Xn
limsup — <c¢ (78)
n—oo  Yn
Como isso é vélido para todo ¢ > x”ﬁ—y entdo
lim sup I < limsup Tt T Tn (79)

n—oo Yn n—oo  Yn+l — Yn
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APENDICE C

Enunciamos o Lema de Kronecker, encontrado em [HaHe].

Lema C.o.1 (Kronecker). Seja (x,),>1 uma sequéncia de niimeros reais tais que y_,~1 Xy

converge e seja (by)y>1 uma sequéncia mondtona de reais positivos tais que b, ,/* co. Entdo
-1y

bn Zi:l bixi — 0

C.1 TEOREMAS LIMITE EM MARTINGALAS

Aqui, introduzimos o conceito de matriz de martingala, do inglés martingale array,

encontrado em [HaHe].

Defini¢ao C.1.1 (Matriz de Martingala). Seja, para todo n > 1 {S,,,l-,]-"n,i, 1<i<ky}uma
martingala de quadrado integrdvel e média zero, e considere X, ; = S, ; — Spi—1, 1 <1 < ky
(Sn,0 = 0) as diferencas de martingalas. (Assume-se que ky, ,/* co quando n — o0.) Diremos que

a sequéncia dupla {S,, ;,1 <i < ny,n > 1} é uma matriz de martingala.
Abaixo, o Lema 3.3 encontrado em [J]Q].

Lema C.1.2. Seja (Z,, G, n > 1) uma sequéncia de diferencas de martingalas. Se Y 5o B[Z2|G, 1] <

oo quase certamente, entdo 2;7:1 Z; converge quase certamente.
Abaixo, o Corolério 3.1 encontrado em [HaHe].

Lema C.1.3. Seja {Sn/i, 1 <i<mngn>1} uma matriz de martingala com diferengas X,, ; e

seja % uma varidvel aleatdria quase-certamente finita. Suponha que valem:
, kn P
(i) para todo e > 0,3} " ]E[szz,i]l{|Xn,i|>5} | Fni-1] = 0;
. kn .
(ll) Vnz,kn = ijl ]E[X%,j|fl’l,j—1] — 172’

(iii) As o-dlgebras sio encaixantes: F, ; C Fy ir1, paral <i <k, n > 1.
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APENDICE C

Entdo Sy, = X5 X0 2 N (O, 72).
Enunciamos o Teorema 12.1 de [Wil].

Teorema C.1.4. Seja {M, },>1 uma martingala tal que E[M2] < co para todo n. Entdo, ela é

limitada em L2 se e somente se vale

Y E[(Myar — Mp?] < oo; (80)
k=1

E quando isso ocorre, M, converge quase certamente e em L.
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