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Resumo

Neste trabalho foram abordados os Teoremas de Sylow para loops de Moufang finitos. A
validade destes teoremas no contexto nao associativo nao ocorre de maneira direta uma
vez que o menor loop de Moufang finito simples tem ordem 120 e nao possui subloop
de ordem 5. Foi analisada a aplicacao destes teoremas para duas categorias de loops
de Moufang de ordem par: os loops de Chein e os loops de Paige. Para os loops de
Chein vemos que dois subloops de Sylow sao conjugados. Para os loops de Paige P(q)
verificamos a existéncia e o ntimero de p-subloops de Sylow.

Palavras-chave: Teoremas de Sylow, loops de Moufang, loops de Chein, loops de
Paige, linhas hexagonais, estruturas hexagonais



Abstract

In this work Sylow’s theorems for finite Moufang loops were investigated. The validity of
these theorems in a non-associative context does not occur directly as the smallest simple
finite Moufang loop has order 120 and contains no subloop of order 5. We analyzed the
application of these theorems for two categories of Moufang loops of even order: Chein
loops and Paige loops. For Chein loops we can see that any two Sylow’s subloops are
always conjugated. For Paige loops P(q) we verified the existence of p-Sylow subloops
and studied their number.

Keywords: Sylow’s theorems, Moufang loops, Chein loops, Paige loops, hexagon
lines, hexagon structures.
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Introducao

Os teoremas de Sylow representam um dos pontos altos da teoria dos grupos finitos,
unindo ideias simples para provar resultados complexos e surpreendentes. O primeiro
deles da uma reciproca parcial do teorema de Lagrange, ou seja se G é um grupo finito
de ordem n e m é a maior poténcia de um nimero primo p que divide n entao G possui
um subgrupo H cuja ordem ¢ m. Estes sao chamados p-subgrupos de Sylow. Além disso
eles nos permitem calcular quantos sao os tais subgrupos e em alguns casos se G possui
subgrupo normal nao trivial.

A teoria de loops é relativamente jovem em comparacao com outros ramos da mate-
matica. Um loop pode ser entendido como um "grupo nao associativo". Mas a teoria de
loops nao ¢é exatamente uma generalizagao da teoria de grupos. Ela é usada basicamente
em quatro areas: algebra, geometria, topologia e combinatoria. Um loop é um conjunto
nao vazio L com uma operacao binaria (-), que possui elemento identidade 1, e tal que
a equagao r -y = 2z possui uma Unica solucao sempre que dois dos trés elementos sao
conhecidos.

Um loop de Moufang ¢ um loop que satisfaz a identidade de Moufang

2((yz)z) = (wy)(z2).

Os loops de Moufang sao diassociativos, ou seja, um subloop gerado por dois elementos
é um grupo.

Como o teorema de Lagrange vale para loops de Moufang finitos faz sentido falar
em p-subloops de Sylow para essa categoria de loops. No entanto temos um obstaculo
imediato para o andlogo ao 1° teorema de Sylow para loops de Moufang, desde que o
menor loop de Moufang simples tem ordem 120 e nao possui um subloop de ordem 5.
Para loops de Moufang de ordem impar, Glaubermann [13| mostrou que este resultado
¢ valido (teorema 1.20).

Posteriormente Fenyves [3| mostrou que, para p um primo impar, os teoremas de Sylow
sao validos para a categoria de Extra loops finitos. Sua prova se baseou no seguinte fato:

"se L é um extra loop entdo para todo x € L, z? esta no nticleo de L".



Contetdo

Grishkov e Zavarnitsine [15] estabeleceram que se K é um loop de Moufang finito, a
existéncia de um p-subloop de K esta relacionada a existéncia de um S-subgrupo inva-
riante de um corresponde grupo G com trialidade. Infelizmente nao é possivel garantir
a existéncia de um p-subloop de Sylow S invariante de G.

Neste trabalho investigamos os teoremas de Sylow para loops de Moufang sob a luz
dos trabalhos de Stephen Gagola III. Nossa escolha deste autor se baseou no fato de que
este apresenta, de forma clara, o mais amplo e completo estudo deste tema na categoria
dos loops de Moufang, fazendo uso de ferramentas nao tradicionais, como por exemplo
as estrutura hexagonais.

O trabalho foi dividido em 3 capitulos. No primeiro apresentamos os teoremas de
Sylow para grupos finitos, os conceitos basicos da teoria de loops e seus principais resul-
tados.

No segundo capitulo foi apresentado duas categorias de loops de Moufang de ordem
par: os loops de Chein e os loops de Paige. A classe dos loops de Chein representa
uma porcao significativa dos loops de Moufang nao associativos e foram definidos por
Orin Chein em 1974 [1]. A construgao desses loops tem como ponto de partida um
grupo nao abeliano em um processo similar & obtencao dos grupos diedrais & partir de
um grupo ciclico. Na analise dos loops de Chein, investigamos o 2° teorema de Sylow.
Constatamos que no caso p # 2, qualquer p-subloop de Sylow de um loop de Chein, é
também um p-subgrupo de Sylow e com isso, todos os teoremas de Sylow sao satisfeitos.
Além disso, desenvolvemos uma ferramenta para mostrar que todos os p-subloops de
Sylow de loops de Chein sao conjugados entre si no caso p = 2.

Outra categoria dos loops de Moufang relevantes sao os loops de Paige. Estes sur-
gem naturalmente como o loop multiplicativo dos elementos inversiveis da algebra dos
octonios, conhecida como algebra de Cayley-Dickson split. Em 1956, Paige mostrou que
esses sao loops simples. Bannai e Song denotaram esses loops por "Paige loops". Poste-
riormente Liebeck provou que qualquer loop de Moufang nao associativo finito simples
é isomorfo ao loop de Paige.

No terceiro capitulo introduzimos o conceito de estruturas hexagonais, com énfase em
linhas hexagonais. Conceito este necessario para analisarmos a existéncia de p-subloops
de Sylow em P(q) quando p = 1 (mod4) e também a quantidade de p-subloops de Sylow
em P(q) quando p = 3 (mod4).



1 Conceitos Basicos

Assumimos que o leitor esta familiarizado com conceitos basicos de teoria elementar de
grupos. Assim, neste primeiro capitulo explicitaremos apenas as principais definigoes e

resultados para fixar a notacao.

1.1 Teoremas de Sylow

Definicao 1.1. Dado G um grupo finito, dizemos que P é um p-subgrupo de G, com p

primo, se |P| = p™ para algum n € N.
O 1° Teorema de Sylow nos garante a existéncia de p-subgrupos em G:

Teorema 1.2. (1° Sylow) Seja G um grupo finito cuja ordem é |G| = p™b, com p primo
e mde(b,p) = 1. Entao eziste um subgrupo P de G tal que |P| = p", para qualquer

n <m.

Em particular, se a ordem de P é a maior poténcia possivel de p em G, isto é, |P| = p™,
dizemos que P é um p-subgrupo de Sylow de GG. Denotaremos o conjunto de todos os p-
subgrupo de Sylow de G por Syl,(G). O 2° Teorema de Sylow mostra que os p-subgrupos

de Sylow sao conjugados.

Teorema 1.3. (2° Sylow) Sejam G um grupo finito cuja ordem é |G| = p™b, com p

primo e mde(b,p) =1 e P um p-subgrupo de G. Entao sao vdlidos:
1. Eziste S € Syl,(G) tal que P C S.
2. Todos os p-subgrupo de Sylow de G sao conjugados entre si.

Corolério 1.4. Seja S € Syl,(G) e n, o nimero de p-subgrupos de Sylow de G, entdo
n, = (G : N(9)).

Uma consequéncia deste teorema ¢ que S ¢ o tnico p-subgrupo de Sylow de G se

e somente se S é um subgrupo normal em G. Além disso, se P C S, entdao P é um



1 Conceitos Béasicos

subgrupo de S. Finalmente, sabemos que os p-subgrupo de Sylow existem e que sao
tnicos, a menos de conjugacao. O 3° Teorema de Sylow propoe uma contagem para

estes subgrupos.

Teorema 1.5. (3° Sylow) Sejam G um grupo finito tal que |G| = p™b, com p primo e

mdc(p,b) =1 e n, o nimero de p-subgrupo de Sylow de G entao:
1. n, divide b

2. n, = 1(modp)

1.2 Loops de Moufang

Definicao 1.6. Um conjunto ndo vazio L junto com uma operacdo bindria - € chamado
de quasigrupo se as equagoes

a-r=1"b
y-a==»b
tém solucao unica para quaisquer a,b € L.

A partir daqui omitiremos -, como de costume, e escreveremos apenas ar = b ou

ya = b.
O menor quasigrupo nao associativo tem ordem 3 e sua tabela de multiplicagao é dada
por:
-1 2 3
112 1 3
211 3 2
313 2 1

Note que este quasigrupo nao possui elemento neutro 1 e nao é associativo.

Definicao 1.7. Um quasigrupo L recebe o nome de Loop se possui elemento neutro 1

tal que x1 = 1lx = x, para qualquer x € L.

Definicao 1.8. Seja L1 um subconjunto nao vazio de um loop L. Dizemos que Ly € um

subloop de L se Ly € um loop com a operacao induzida por L.

Considere L um loop e € L, o inverso a esquerda de x é o tinico elemento 2 que

satisfaz 2*z = 1. Similarmente, o inverso & direita de = é o Ginico elemento 2 tal que

10
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xz” = 1. Em geral, 2* e 2 ndo sdo iguais, porém, quando isso acontece, denotamos

2* = 2 = 7' e chamamos x~! de inverso bilateral de =, ou apenas inverso de z.

Definicao 1.9. Um loop L possut a propriedade inversa, ou PI, se todo elemento x € L

possui inverso bilateral x71, e satisfaz:

(yr)a~t =y (1.2)

Definicao 1.10. Um loop L é chamado de alternativo se satisfaz as leis alternativas,

ou seja, para quaisquer x,y € L, sao vdlidas as propriedades:
w(zy) = 2%y (1.3)

(yr)z = ya’ (1.4)

Definicao 1.11. Um loop L é chamado de flexivel se satisfaz a lei flexivel, isto é, para

quaisquer x,y € L, é vdlida a propriedade:

(zy)z = z(yz) (1.5)

Definicao 1.12. Dizemos que L € um loop de Moufang se satisfaz as identidades de

Moufang:
(zy)(zz) = (z(y2))x (1.6)
((zy)r)z = 2(y(x2)) (1.7)
((zy)z)y = 2(y(zy)) (1.8)

Lema 1.13. Em um loop de Moufang L, qualquer elemento x € L possui inverso bilateral

x L.

Demonstracdao. Sejam y*,y” os inversos de y € L a esquerda e a direita, respectivamente.
Mostremos que y* = y”. Substituindo z por y* e z por ¥” na equacao 1.6, ficamos com
W)’y = (y*yy”))y*. Por outro lado, (y*y)(y’y*) = (y°y*) e portanto y” =
yM(yy*). Dai:

vV ==y ) =y

11



1 Conceitos Béasicos

Teorema 1.14. As Identidades de Moufang (1.6, 1.7 e 1.8) sao equivalentes.

Demonstracao. (1.8 = 1.7) Ja vimos que todo elemento de um loop de Moufang possui

inverso bilateral, entao substituindo em 1.8 cada elemento pelo seu inverso:

-1, -1

(zy)z)y = x(y(zy) — (" ly Dz Dy =27y ' (=7 y ™))
(

Agora substitua nesta tdltima equacao z —» y — x — z e teremos

z(y(zz)) = ((zy)z)z

que é precisamente a equacao 1.7. Se repetirmos o mesmo processo, encontraremos
também 1.7 < 1.8, ou seja, 1.7 e 1.8 sao equivalentes.

(1.7 = 1.6) Substituindo 2 — z7'2 na equagao 1.7, encontramos

(wy)z)(a™'2) = a(y(z(z™'2))) = z(y2)

Multiplicando a tltima igualdade por z a direita:

(1.6 = 1.8) Finalmente, considere valida a propriedade 1.6. Ou seja,

2z = (zy) " (x(y2))r = (y 27" )(2(y2)x

Substituindo o elemento y pelo seu inverso:

2 = (yo =) (a(y~"2))a

12
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Agora z — yz:
(yz)x = (yz~ ") (z(y ' (y2)z = (yz~ ") (z2)x

Por fim, considere y — ya:

((yz)2)z = ((yo)a™")(z2)r = y(z(22))
Ou seja, ((yx)z)r = y(x(zz)) e portanto 1.8 é valida. O

Lema 1.15. Todo loop de Moufang L é um Pl-loop.

1

Demonstragao. Seja x =y~ z € L, entao:

c=y 2=y Yy Nz =y yly '2) =y (yx)

Portanto vale a propriedade 1.1. Analogamente, considere z = xy, entao:

-
N

r=ay=a(y(rz)) = ((zy)r)r" = (z2)z

Logo, vale 1.2. [
Lema 1.16. Todo loop de Moufang L é um loop alternativo.

Demonstracao. Sejam x,y,z € L. Temos

z(zz) = x(1(z2)) = (z1)x)z = 22

Por outro lado,
2

1.8

(zy)y = ((zy)l)y = 2(y(1ly)) = vy
Portanto valem 1.4 e 1.3 O
Lema 1.17. Todo loop de Moufang L é um loop flexivel.

Demonstracao. Considere x,y € L. Temos

(zy)a = ((zy)z)1 = 2(y(z1)) = z(yx)
]

As identidades de Moufang sao uma aproximacao da propriedade associativa e com

isso, muitas das propriedades validas para grupo também sao validas para loops de

13
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Moufang, como por exemplo o Teorema de Lagrange [5] e [15]. Isto é, dado um loop L

e um subloop L; de L, entao |L| divide |L]|.

Definicao 1.18. Dado um loop de Moufang L, dizemos que P é um p-subloop de L se
|P| = p" para algum n € N. Além disso, se n é a maior poténcia de p em L, entdo P é

chamado de p-subloop de Sylow de L.

Lema 1.19. Um loop de Moufang L é um p-loop se, e somente se, a ordem de cada

elemento de L € poténcia de p.

Demonstragao. (=) Sejam |L| = p”, x € L e considere o subloop H = (z). Entao
|H| = | (z) | = |z|. Pelo teorema de Lagrange, temos que || = |H| divide |L| = p", ou
seja, |x| divide p". Portanto |x| = p*, com k < n.

(<=) Suponha que exista um loop de Moufang finito que nao é um p-loop mas que todos

os seus elementos tém ordem poténcia de p. Seja L um tal loop de menor ordem. Como
¢*(¢* = 1)

mdc(q+1,2)

[17], onde ¢ é a ordem do corpo F, (ver se¢do 2.2), temos que L ndo é simples uma vez

todo loop de Moufang finito simples é um loop de Paige P(q) cuja ordem é

que todos seus elementos tem ordem poténcia de p. Assim L possui um subloop normal
nao trivial N. Pela minimalidade da ordem de L, ambos |N| e |L/N| possui ordem
poténcia de p.

Mas |L| = |N|.|L/N| o que implica que L tem ordem poténcia de p contradizendo nossa

hipotese. O

Em um loop de Moufang L, podemos definir duas fun¢oes bijetoras, chamadas de

translacoes, a esquerda e a direita de z € L, e sao dadas por:
xL(y) = yx

zR(y) = zy
para qualquer elemento y € L. Com essas duas translacoes, definimos por conjugacao
de x por y a composicao
T(y) = R(y)L(y™")

Lzy. Assim, dizemos que dois subloops, Li e Ly sdo conjugados em

Ou seja, 2T(y) =y~

L se existem elementos v, ...,y, € L tais que

Ly = LT (y1) - T (yn)

14
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Encerramos enunciando um teorema de Glauberman, cuja demonstracao pode ser

encontrada em [13]:

Teorema 1.20. [13/ Sejam L um loop de Moufang de ordem impar e K um p-subloop
de L. Entao K estd contido em algum p-subloop de Sylow de L.

Este teorema nos garante que o primeiro item do 2° teorema de Sylow é valido para
loops de Moufang de ordem impar. No préximo capitulo estudaremos dois exemplos
importantes de loops de Moufang: os loops de Chein e de Paige, cuja ordem, em ambos

0s casos, € sempre par.

15



2 Dois importantes loops de

Moufang

2.1 Loops de Chein

Considere um grupo finito G, um elemento u ¢ G de ordem 2 e defina o conjunto L por
L=GUGu

Neste conjunto, definimos a operacao induzida por GG da seguinte forma:

91(g2u) = (g291)u (2.1)
(g1u)ga = (9195 " u (2.2)
(g1u)(gau) = g5 g1 (2.3)

para quaisquer elementos g;, g2 € G.

Lema 2.1. O conjunto L = G U Gu com a operacao definida acima é um loop de
Moufang.

Demonstracao. Provaremos que a propriedade 1.6 esta satisfeita para quaisquer z,y, 2z €

L. Para isso, dividiremos em 8 casos:
1. Se z,y,z € G, é trivial.

2. Sex,yc GezeGu

= (zy)u = (zyzzu = ((zyx)u)z =

3. Sez,zeGeyc Gu:

16



2 Dois importantes loops de Moufang

(z(yu))(zz) = ((yx)u)(zx) = ((yx)(22) " u = (yz"u = (yz~wr™u =
(g 'm)u)r = (x((yz""u))z = (x((yu)2))z

4. Sey,ze Gex e Gu

((zu)y)(z(zu)) = (eyu)((z2)u) = (z2)" ey ™) = 27y~ =2 wzly

5. SexeGevy,z e Gu:

(z(yw)((zu)z) = ((yx)u)((z27 u) = (z27) " (yr) = 227 ya = (x(z7y))z =
(z((yu)(zu)))z

6. Seye Geux, zeGu:

((zu)y)((zu)(zu)) = ((zy~Hu)(@™'2) = ((2y~) (@7 '2) " u = (zy~' 27 z)u =
((zy)~ ) (zu) = ((zu)((zy)u))(zu) = ((zu)(y(zu)))(zu)

7. S5ezeGexye Gu

((zu)(yu)) (2(zu)) = (y~"'2)((w2)u) = (vzy~ w)u = ((y2~')"'2)(2u) =
((zu)((y="")w)) (zu) = ((zu)((yu)2))(vu)

8. Se x,y,z € Gu:

((zu)(yu))((zu)(zu)) = (y~'o) (@7 2) =y~ e =2 oy~ 'z =
((@(z""y) ) (zu) = ((zu)(z7'y))(zu) = ((zu)((yu)(2u))) (zu)

O

Definicao 2.2. O loop L = G U Gu ¢é chamado loop de Chein e serd denotado por
M, (G, 2).

E facil ver que |L| = 2|G].

Exemplo 2.3. Considere G = S3 = {1,a,a? b,ba,ba*}. O loop de Chein é:

My5(S3,2) = {1, a,a* b, ba, ba*, u, au, a*u, bu, (ba)u, (ba*)u}

17



2 Dois importantes loops de Moufang

cuja tabela de multiplicacdo pode ser encontrada no apéndice deste trabalho. O. Chein e
H. Pflugfelder provaram em seu artigo "The smallest Moufang loop" que My2(S5,2) € o
menor (no sentido de menor ordem) loop de Moufang nao associativo.

Vamos explorar este loop quanto aos teoremas de Sylow. Eristem 9 2-subloop de Sylow
de My2(S3,2), sao eles:
S1={1,b,u,bu}

Sy = {1,b, au, (ba*)u}
Ss = {1,b, a*u, (ba)u}
Sy = {1,ba*, au, (ba)u}
S5 = {1,ba*, a*u, bu}
Se = {1, ba*,u, (ba®)u}
Sy = {1, ba, a*u, (ba*)u}
Ss = {1, ba, u, (ba)u}
Sy = {1, ba, au, bu}

Observe que o nimero de 2-subloop de Sylow é congruente a 1 médulo 2 embora este
numero nao divide 3. No entanto esses subloops satisfazem a propriedade de conjugacao,
ou seja todos sao conjugados entre si. Mostremos que S; e Sy sao conjugados pelo
elemento a:

1T(a) =a 'la=1

bT'(a) = a 'ba = ba*
uT (a) = (a 'u)a = au
(bu)T'(a) = a *(bu)a = (ba)u

Lema 2.4. Seja L = My, (G,2) com G finito e p um primo impar. Entao S € Syl,(G)
se e somente se S € Syl,(L).

Demonstragao. (=) Sejam S € Syl,(G) onde |G| = p™b, com p # 2 e mdc(b,p) = 1.
Entao |L| = 2|G| = 2p™b e |S| = p™. Logo, |S| é a maior poténcia possivel de p em L,
isto ¢, S € Syl,(L).

(«<=) Agora considere S € Syl,(L) e suponha que exista z = gu € S\G, entdo z? =
(gu)? = g7'g = 1 e pelo lema 1.19, & = gu pertence a um 2-subloop. Absurdo pois
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2 Dois importantes loops de Moufang

p # 2, logo cada p-subloop S possui elementos de ordem diferente de poténcias de 2,
isto é, x = gu ¢ S. Portanto S C G e como |S| = p™, temos S € Syl,(G). O

Exemplo 2.5. Seja |G| = 36 = 22.32 ¢ L = M, (G,2) e considere H, K subgrupos de
G tais que

|H| = 3% e |K| = 22

Portanto H é um 3-subgrupo de Sylow de G e K é um 2-subgrupo de Sylow de G. Mas
|L| = 2|G| = 23.32. Logo H é um 3-subloop de Sylow de L, mas K nao é um 2-subloop
de Sylow de L.

Para p # 2, se escolhermos qualquer S p-subloop de Sylow de L, entdao S serd um
p-subgrupo de Sylow de (G, e portanto os teoremas de Sylow estao satisfeitos. Em outras
palavras, My, (G, 2) satisfaz os teoremas de Sylow para p # 2.

Nosso objetivo agora é mostrar que se L = M,,(G,2) para algum grupo finito G,
dados S7, Sy € Syla(L), entao Sy e Sy sdo conjugados em L. Que nada mais é do que
mostrar que a segunda parte do 2° teorema de Sylow vale para loops de Chein.

Observe que, se H é um subgrupo de um grupo G, entdo M(H,2) = HU Hu é um
subloop de M(G,2) = G U Gu. Em particular, M(S,2) = S U Su é um 2-subloop de
Sylow de M(G,2) = G U Gu se S é um 2-subgrupo de Sylow de G.

Lema 2.6. Seja L = M,,(G,2) para algum grupo finito G. Entao Ly € Syla(L) se, e
somente se, L1 = S U (¢gS)u, para algum S € Syla(G) e g € G.

Demonstracdo. (<=) Seja |G| = 2™.b com mdc(2,b) = 1. Dai |L| = 2|G| = 2m™+1.b.
Quero mostrar entdao que |L;| = 2™, Como |S| = 2™ e ¢S é uma classe lateral de S,

temos também |gS| = 2™, o que segue:
L] = |S U (gS)ul = |S| + |gS| = 27 4+ 2™ = 27+

Logo L; € Syly(L).
(=) Seja Ly um 2—subloop de L. Entao:

1. Se LiyNG = Ly entao Ly C G e portanto L, é um subgrupo de G. Pelo 2° teorema
de Sylow, existe S € Sylo(G) tal que Ly C S e portanto L; também é subgrupo
(e subloop) de S e sabemos que S é subgrupo (e subloop) de S U Su, portanto
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2 Dois importantes loops de Moufang

2. Se Ly NG # Ly, existe (gu) € Ly — G para algum g € G. Seja (hu) € L; — G,
entdo (gu)(hu) € Ly e pela regra 2.3, (gu)(hu) = h™'g € G. Logo,

(gu)(hu) € LiNG

Mas L; NG ¢é subgrupo (e subloop) de G. Usando novamente o 2° teorema de
Sylow, existe S € Syls(G) tal que L; NG é subgrupo de S. Como (gu) € L, — G,
segue que

L1 < SUS(gu) 2 SU(g9)u

O

Lema 2.7. Sejam S € Sylo(G) e g um elemento de algum 2-subgrupo de Sylow de G.
Entiao S U Su e SU (gS)u sao conjugados em L.

Demonstra¢ao. Como dois 2-subgrupos de Sylow sao conjugados e g pertence a um
2-subgrupo de Sylow de G, existe um elemento h € G tal que h™'gh = z € S (ou
g = hxh™'). Assim:

(98)u = (hxh™'S)u

= ((ha)h™"' Sz)u
= ((ha)h ™" Sh™" (ha))u
= (hah™'Sx)u

l\?
H

hSx)((hx)u)
h™'Sh™ ha)((ha)u)

N
o

= (
= (h
= ((hSh)™ (hx))((hz)u)
£ ((ha)u)((hSh)u)((ha)u)
= ((hx)u) " ((hShu)((ha)u)
= ((hShyu)T((hz)u)
= ((Sh)(hu)T((hw)u)
2 ( (

(Sh)(h
(hu)(Su)(hu))T((h)u)
((hu) ™" (Su) (hw))T((ha)u)
= (ST (hu)T((hx)u)
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2 Dois importantes loops de Moufang

Portanto existem yy,y> € L\G tais que (¢S)u = (Su)T (y1)T (y2). Além disso,

Ou seja, os mesmos y1,y2 € L\G vistos anteriormente, também sao tais que S =

ST(y1)T(y2). Com isso, temos que:
SU(g8)u = ST (y1)T (y2) U (Sw)T' (1)1 (y2) = (S U (Su))T'(y1)T (y2)

Entao S U (¢gS)u e S U (Su) sdo conjugados em L. O

Corolério 2.8. Sejam S € Syla(G) e g € (x € S;:5; € Syla(GQ)). Entdo SU Su e
S U (gS)u sao conjugados em L.

Lema 2.9. Sejam S € Syly(G) e g € N(S). Entdo SU Su e SU (¢gS)u sdo conjugados

em L.

Demonstragao. Inicialmente, observe que se ¢ € N(S) entdo gS = Sg. Dai ¢°S =
g(gS) = g(Sg) = (9S)g = (Sg)g = Sg*>. Podemos provar por indugao em n que
g"S = Sg¢" para qualquer n € N. Seja [S| = 2™ e k = mdc(2™,0(g)) = 2" para algum
K41
2

t < m,r, entao existe k' € Z tal que o(g) = k'k. Considere também k" = . Nessas

condigoes temos e = ¢°W = gF* = (g")* entdo |g¥| = k = 2. Como |¢g¥| é uma
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2 Dois importantes loops de Moufang

k'+1

poténcia de 2, segue que ¢ € S e portanto ¢¥'S = S. Agora considere z = 5

Portanto, o mesmo y = g*u € L\G também é tal que S = ST(y). Logo,
SU(gS)u = ST(y) U (Su)T(y) = (SUSu)T(y)

Ou seja, S U Su e SU (gS)u sao conjugados em L. ]

Proposicao 2.10. Sejam S € Sylo(G) e g € G. Entao SU Su e S U (¢9S)u sao

conjugados.

Demonstragao. Seja S = gSg~' € Syly(G). Pelo corolario 1, existe um elemento ¢ €
(x € S;: S; € Syly(@)) tal que S" = ¢ 1Sc. Entao gSg~! = ¢ 'S¢, ou seja, S = 27 1Sz

1

com x = cg. Logo x € N(S). Assim, g = ¢ 'x = a;...a,x onde cada a; pertence a um

2-subgrupo de Sylow de G, para qualquer 1 < i < k. Portanto, pelo lema anterior temos
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que existe um elemento 2’ € N(S) tal que

(95)u

aj...apxS)u
ai...apx' Sz u

= (
= (
= (2'by...b.S2")u
= (

2

,_.

(by...bpSz") (2 u)

S(br-..br) ™) (@) (a"w)

= (2'u)((S(br--.br) ™) (o)
') (S (br-..be) T u) (@)
(S(b-.-bi) ™)) T (2'u)
(by--b ) )T (a'u)

22 u((by...bS)u)uT (2'w)
“H((by...bpS)u) T (2'w)

= ((b1...bpS)u)T(u) T (2'w)

l\?

=
(
(

para alguns elementos b; que estao contidos em algum 2-subgrupo de Sylow de G. Agora,

usando novamente o corolario 1, existem elementos vy, yor € L tais que

(blmbks)u = (SU)T(%)-'-T@%)

logo, (¢S)u = ((by...bxS) )T (w)T (2'u) = (Su)T(y1)...T (yor)T (w)T (z'u). De maneira
analoga, concluimos que S = ST (y1)...T (y2) T (u)T(x'u) e entao

SU(gSu = ST(y1)..T (yor)T ()T (2'u) U (Sw)T (y1).. T (yor) T (w) T (2'u) =
(SUSu)T (1) T (yar) T (w)T(2"u)

(
Portanto S U Su é conjugado de S U (gS)u em L.

Teorema 2.11. Sejam Sy, Ss € Sylo(Ma, (G, 2)). Entao Sy e Sy sao conjugados.

Demonstracao. Pelo lema 2.6, temos
= Sl U (ngl)u e LQ = SQ U (g252>u

Para algum S, Sy € Sylo(G) e g1,9o € G. Como S; e Sy sao conjugados em G, existe
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2 Dois importantes loops de Moufang
h € G tal que Sy = h™1Sh, entdo:

(S1u)T(h)T (hu) = (h™*(Syu)h)T (hu)

= (((Sih > Yh)T ()
Z ((Sth™'h™)u)T (hu)
= ((Sih™ > )T (h)

= (hu)~ << h=2)u) (hu)

= (hu)((Sih™2)u) (hu)
£ (h2Syh) (hu)
2 (hh2S h)u

= (h*Sih)u

(h h=1S; h)u

= (h*Sy)u

E também,

SiT(h)T(hu) = (h~'S1h)T(hu)
= ST (hu)
= (hu)Sz(hu)
= ((hSa)u) (hu)
= hhS,
— 5,

Assim temos que S; é conjugado de S, em G pelos elementos h e hu e que Sju é
conjugado de (h*Ss)u pelos mesmos h e hu. Logo S; U Sju é conjugado de Sy U (h1Ss)u.
Mas pela proposicao, L = S1U (g151)u é conjugado de S; U (S1)u, que acabamos de ver
que é conjugado de Sy U (h1Sy)u e este, usando novamente a proposi¢ao, é¢ conjugado de
Sy U (g252)u = Lo. Portanto L; é conjugado de Ly em L. O

Com este altimo teorema, concluimos também que a segunda parte do 2° teorema de

Sylow é valido para loops de Chein para todo p um nimero primo.
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2 Dois importantes loops de Moufang

2.2 Loops de Paige

Seja F' um corpo e considere o conjunto de matrizes 2 x 2 dado por:

O(F) = @ ca,b€ Fu,veF?
v b

E sobre este conjunto defina as operagoes:
a u n c w)y) [a+c utw
v b z d v+z b+d

a u c w\ ac+u-z aw + du — (v X 2)
v b 2 d )]\ co+bz+ (uxw) v-w+bd

onde - e x denotam o produto escalar e o produto vetorial em F, respectivamente.

Dessa maneira obtemos uma algebra alternativa conhecida por Algebra de Zorn sobre
F, que também é chamada de Algebra de Cayley-Dickson split sobre F.

Sabemos que a algebra de Zorn O(F) é simples [14, p.18], isto é, ndo possui ideais
bilaterais proprios. Além disso, pelo teorema de Kleinfeld [14, p.38|, qualquer algebra
simples alternativa (e nao associativa) sobre F' que nao ¢ um anel de divisao, é isomorfa
a O(F).

Definimos o determinante de um elemento o € Q(F') por

a= <a Z) — det(a) =ab—u-v

v

Nao é dificil mostrar que a fungao determinante é uma funcao multiplicativa. Dizemos

que o elemento A € O(F) é inversivel se e somente se det(A) # 0 e, nesse caso, seu inverso

1 b —u
@ N det(a) — a

é dado por
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2 Dois importantes loops de Moufang

De fato,

1 ( a u > 1 ( b —u >
aq =
v b Jdeta\ —v a

1 ( ab—u-v —au+au—(v><(—v))>

ab—u-v \ bv—bv+ (ux (—u)) ab—u-v

()

E também,

1 1 ( b —u ) < a u )
o Ta =
detao \ —v v b

B 1 ( ab—wu-v bu—bu—(—vxv))

ab—u-v \ —av+av+ (—u x u) ab—u-v

()

Denotaremos por O(F)* o conjunto de todos os elementos inversiveis em O(F').

Lema 2.12. O conjunto O(F)* com a multiplica¢io € um loop.

Demonstracao. Inicialmente observe que:

) G- ()

10
Logo, I = ( 01 > ¢ o elemento neutro de O(F)*. Além disso, em O(F)* todos os

elementos sdo inversiveis, entao é claro que, dados «, 8 € O(F)*, existem o', 37! tais

1

que aa! = a7la = T e 387! = 3713 = I. Sabemos que toda algebra alternativa

satisfaz as propriedades de Moufang [14], e ja vimos no lema 1.15 que as propriedades

de Moufang implicam na propriedade inversa (PI). Com isso temos que as equagoes:
ar =

ya =3
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1

possuem solucoes © = a 13 e y = Ba~ !, respectivamente, e sdo tGnicas pois o~ ! e 7!

Sa0 Unicos. OJ

Como O(F) é uma algebra alternativa [14, p.17], segue que O(F) satisfaz as identi-
dades de Moufang [14, p.9], logo O(F)* é um loop de Moufang.

O conjunto SLL(F) = {a € O(F)* : det(a) = 1} é um subloop normal de O(F)*
uma vez que SLL(F') é o nticleo do homomorfismo det : O(F)* — F. Analogo ao caso

associativo este loop serd chamado de Loop Linear Especial. Nao é dificil mostrar que o
centro de SLL(F) é Z(SLL(F)) = {£I}, onde I é a matriz identidade.

Definicao 2.13. Definimos o Loop Projetivo Linear sobre F' como sendo o loop-quociente
denotado por PSLL(F):

SLL(F)
PSLL(F) = ZLLE))

Paige [19] mostrou que PSLL(F') é simples, para um corpo finito F. Assim, esses loops
sao chamados de loops de Paige e serdao denotados por P(F), ou P(q) onde |F,| = q.

Se Fy é o corpo com 2 elementos, entdo Q(Fy)* = SLL(Fy) = P(F,). Assim P(F) é
o menor loop de Moufang simples e o denotaremos apenas por P(2).

De agora em diante, analisaremos os teoremas de Sylow para o menor loop de Moufang
Simples, P(2).

Todos os resultados a seguir, e suas respectivas demonstragoes, podem ser encontrados

em [11], mas optamos por exibir as demonstragoes feitas pelo autor.

Lema 2.14. Dados u,v € (Fy)3, temos 28 possibilidades para u-v = 1 e 36 possibilidades

para u - v = 0.
Demonstracao. Suponha v - v = 0, entao:

1. Se u = (0,0,0), entdao v = (vy,v9,v3) para quaisquer vy, ve,v3 € (Fy)3. (23 =8

possibilidades).

2. Se u = (1,0,0), entdo v = (0,vy,v3) para quaisquer vo,v3 € (Fy)3. (22 = 4
possibilidades).

3. Se u = (0,1,0), entdo v = (vy,0,v3) para quaisquer vy,v3 € (Fy)3. (22 = 4
possibilidades).

4. Se u = (0,0,1), entdo v = (v1,v2,0) para quaisquer vy,v, € (Fy)3. (22 = 4
possibilidades).
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5. Se u = (1,1,0), entdo v = (0,0, v3) para qualquer vs
des).

6. Se u = (1,0,1), entdo v = (0,v9,0) para qualquer vy
des).

7. Se uw = (0,1,1), entdo v = (v1,0,0) para qualquer v;
des).

8. Seu = (1,1,1), entdao v = (0,0,0) (1 possibilidades).

Mas, em Fj, temos 2 = 0. Suponha entao u - v = 2, dai:

1. Se uw = (1,1,0), entdo v = (1,1, v3) para qualquer v3
des).

2. Seu=(1,0,1), entdo v = (1, vy, 1) para qualquer vy
des).

3. Se u = (0,1,1), entdo v = (v, 1,1) para qualquer v;
des).

€ (Fy)3.

€ (Fy)3.

€ (Fy)3.

€ (Fy)3.

€ (Fy)3.

€ (Fy)3.

(2!

(2!

(2!

(2"

= 2 possibilida-

= 2 possibilida-

= 2 possibilida-

= 2 possibilida-

= 2 possibilida-

= 2 possibilida-

4. Seu = (1,1,1), entdov = (1,1,0) ouv = (1,0,1) ouv = (0, 1, 1) (3 possibilidades).

Até aqui explicitamos todas as possibilidades para v-v = 0 em F5. Somando-as, temos

36 possibilidades.

Como u,v € (F)3, temos um total 23.23 = 64 possibilidades para u - v. Entao para

u-v =1 basta fazer 64 — 36 = 28. O
Lema 2.15. |P(2)| = 120
Demonstragao. Um elemento o € P(2) é de uma das formas
0 u 1 u 0 wu 1 u
v 0) \wv o) \v 1) \vi1
com deta =1 e u,v € (Fy)3. Entdo vamos analisar cada um dos casos:
0 1 0
1. Se a = ¢ , ¢ ou “ , entao 1 = detaw = 0 — u - v. Logo
v 0 v 0 v 1

u - v = 1. Pelo lema anterior, temos 28 possibilidades para este caso.
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1
2. Sea:( 114 , ficamos com 1 =deta =1 —wu-v, ou u-v =0, que pelo lema
v

anterior possiu 36 possibilidades.

No primeiro caso temos 3.28 = 84 elementos, que somado com 36 elementos do segundo
caso, concluimos que |P(2)| = 84 + 36 = 120. O

O lema anterior nos mostra que o loop de Paige sobre o corpo com dois elementos tem
ordem 120. Mais geralmente, Liebeck [17] mostrou que a ordem de um loop de Paige

sobre um corpo com ¢ elementos é dada pela expressao:

¢(q" — 1)

[Pla)l = mde(qg + 1,2)

Lema 2.16. Sejam o« € P(2), entdo o(a) =2 ou 3.

Demonstracao. Novamente dividiremos em casos.

0 . 0
1. Sea = N , temos a? = v . Mas a? € P(2), logo 1 = deta? =
v 0 0 w-v

0
(u-v)(u-v). Portanto u-v=1e a® =

1 1 .
2. Sea:( g),temosa2:< +(u-v) “ ),entéol:deta2:(u.

v v (u-v)

, isto &, o(a) = 2.

. Assim descobrimos

v)+ (u-v)(u-v) = (u-v), logo (u-v) =1ea?= 2 11‘

. 0
ad — (uov ) el =deta® = (u-v)(u-v), portanto (u-v) =1e a® =
u-v

10 o
(O 1).Da10(oz)—3.

0 .
3. Seaz( ?),temosoﬂz(m v) u+1>,entaolzdeta2:(u.

v v (u-v)

SR

v)+ (u-v)(u-v) = (u-v), logo (u-v) =1ea?= ( “ ). Assim descobrimos
0

. 0
o = (uov ) el =deta® = (u-v)(u-v), portanto (u-v) = 1e a® =
u-v

10 o
(0 1).Da10(oz)—3.
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1 1 . 0
4. Se a = ", temos o2 = + (o) . Mas o? € P(2), logo
v 1 0 (u-v)+1
l=deta®? =1+2(u-v)+ (u-v)(u-v). Portanto 1 + (u-v)(u-v) = 1, ou seja,

]

Podemos observar por este tltimo lema que os elementos a € P(2) cuja ordem é 3 sdo

aqueles que possuem trago igual a 1. Ou seja tém uma das seguintes formas:

1 u 0 u
az(v O)Ouﬁ:<v 1)

Logo existem 2.28 = 56 elementos de ordem 3 em P(2) e, consequentemente, 63 ele-
mentos de ordem 2. Como qualquer elemento e seu inverso possuem a mesma ordem,
se A ¢ um elemento de ordem 3, podemos formar subloops do tipo {1, A, A~'}. Ou seja
existem 56/2 = 28 subloops de ordem 3. Isso nos revela um fato importante sobre os
teoremas de Sylow para este loop: existem 28 3-subloops de Sylow em P(2).

Por outro lado, denotando por n, o nimero de p-subloops de Sylow de P(2), e apli-

cando o primeiro item do 3° teorema de Sylow, para p = 3, deveriamos ter
ns | 23.5 = 40

Assim os possiveis valores de ng seriam 1, 2,4, 5,8, 10, 20,40, mas acabamos de ver que
nz = 28. Com isso, concluimos que o primeiro item do 3° teorema de Sylow nao vale
para P(2) no caso p = 3.

Agora se p = 2, em [16] é mostrado que existem 63 2-subloops de Sylow em P(2), isto

é ny = 63, mas aplicando novamente o primeiro item do 3° teorema de Sylow, temos

Isso por sua vez implica que 1, 3,5, 15 sao os possiveis valores de no, e assim o primeiro
item do 3° teorema de Sylow também nao é valido no caso p = 2.

Além disso, |P(2)| = 120 = 23.3.5 e, pelo lema anterior, concluimos que P(2) nao
possui nenhum elemento de ordem 5 e portanto o 1° teorema de Sylow nao é valido para
P(2) quando p = 5.

Até o momento analisamos o loop de Paige sobre o corpo F3. No proximo capitulo

abordaremos os p-subloops no caso geral P(q), onde g = |F,]|.
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3 Estruturas Hexagonais

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de estruturas hexagonais, que se mostrou
uma ferramenta muito 1til ao trabalharmos com a algebra de Zorn sobre corpos finitos.
Inicialmente as estruturas hexagonais foram utilizadas para investigar a estrutura dos
subgrupos de um p-subgrupo de Sylow, P, de um grupo G, mais especificamente, para
determinar a estrutura dos estabilizadores de P.

Uma estrutura hexagonal é uma estrutura incidente contendo vértices e linhas onde
quaisquer dois elementos podem ser unidos por um caminho contendo no maximo sete
destes elementos e nao existe qualquer n-agono para n < 6. Um hexagono generalizado
de ortem (s,t) ¢ um hexagono onde cada vértice incide em ¢+ 1 linhas e cada linha incide
em s + 1 vértices. Os tinicos exemplos de hexdgono generalizado finito de ordem (g, q)
sao aqueles associados com o grupo Gs(q), grupo de Chavelley sobre F [2]. Destacamos

aqui dois motivos para se utilizar essas estruturas:

1. o estabilizador de uma linha hexagonal é um bom exemplo onde podemos obter

um subloop maximal de O(F,) que nao gera o espago todo;

2. existe uma correspondencia biunivoca entre o conjunto dos p-subloops de Sylow

de SLL(F,) e os vértices de um hexagono generalizado.
Segue abaixo uma sequéncia de defini¢oes e resultados.

Considere a algebra de Zorn sobre um corpo finito F,, O(F,). Sabemos que a funcao
determinante det é uma forma quadrética, assim definimos a forma bilinear (- | -),

associada a funcao determinante, como sendo a aplicacao:

(1) O(F) xO(F,) — F
(x| y) — det(x + y) — det(z) — det(y)

Dizemos que x é ortogonal ay se (z | y) = 0. Um exemplo de elementos ortogonais sao
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v ( (1 (1) O) <17270) > ¢y = ( (2 (1) O) (37270) ) pOiS det(l’) = 2, det<y> — _4e

det(z +y) = —2.

Observe que existem elementos cujos determinantes sao nulos mas que nao sao ortogo-

- - 1 (1,0,0) 0 (1,0,0) :
nais entre si. Tome por exemplo e , CUjos
(2,0,0) 2 (0,0,0) 1

determinantes sao iguais a 0, mas

det[( 1 (1,0,0)>+< 0 (1,0,0))]:d6t[< 1 (2,0,0))]:
(2,0,0) 2 (0,0,0) 1 (2,0,0) 3

Definicao 3.1. Seja U um subespago vetorial de O(F,). O subespago ortogonal a U é
dado por:
Ut ={z€O(F,): (z]y) =0,Yy € U}

Considere a identidade I de O(F;). Dizemos que um elemento x € O(F}) é ortogonal

a I se (z|I)=0,em outras palavras, se z = ( ¢ Z ) € O(F),) entao:
v

0 = det(x+I)—det(x)— det(l)
= (a+1)(b+1)—u-v—ab+u-v—1
= a+b

e portanto temos o seguinte conjunto:

IL:{<Z —ua > :aEFq,u,UG(Fq)3}

Definicao 3.2. Seja U um subespago de O(Fy). O estabilizador de U ¢ dado por:

stab(U) ={z € O(F,) :ay € U,Vy € U}

Definicao 3.3. Dizemos que um subespaco vetorial U € totalmente singular se todos seus
elementos tem determinante nulo e todos sao ortogonais entre si, ou seja, det(x) =0 e

(x| y) =0 para quaisquer x,y € U.
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Definicao 3.4. Uma linha hexagonal é um subespago vetorial S C Q(F,) totalmente
singular de dimensdo 2, que estd contido em I+ e tal que o produto entre dois de seus

elementos € sempre nulo.

Um exemplo de linha hexagonal é o subespago:

Sz{( 0 (u’0’0)>:u,v€Fq}
(0,0,0) 0

pois para quaisquer s, € S temos que det(s) =0, (s | r)=0, (s | I) =0, sr =0 e além
disso (u,0,0) e (0,v,0) sdo linearmente independentes (e portanto S é um subespago
bidimensional).

De maneira analoga, definimos vértice como sendo um subespaco vetorial P C O(F,)
totalmente singular de dimensdo 1, que estd contido em I+ e tal que o produto entre
dois de seus elementos é sempre nulo.

¢¢-1

Em [21] foi demonstrado que o nimero de vértices e linha hexagonais em O(Fy) € L.

Agora considere um subgrupo multiplicativo abeliano H de O(F,) de forma que {h—1 :

h € H} seja uma linha hexagonal. Um exemplo deste subgrupo é

Hz{( L (u’o’[))):u,vEFq}
(0,v,0) 1

Note que o subgrupo H foi obtido do subespaco S trocando apenas os elementos da
diagonal principal por 1.

E um fato conhecido que o grupo dos automorfismos de P(q) ¢ o grupo de Chevalley
Ga(q), [7]. Desde que G(q) age transitivamente sobre P(g) podemos considerar os
subespagos S, H como dos exemplos anteriores. Sejar € Q(F,) um elemento de stab({h—
I:he H})=stab(S). Entao rs € S, onde

a (1,9, x3) 0 (u,0,0)
rs =
(y17y27y3) b (O,U,O) 0
_ T (GU,0,0) - (ylay27y3) X (0,1},0)
(0,b0,0) + (1, w2, 23) X (u,0,0) yiu
B TV (au + vys, 0,vy;)
(0,bv 4+ uxs, —uwxs) Y1
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e portanto devemos ter xov = y1u = 0, ou seja, xo = y; = 0. Assim temos que r é da

forma:

b, 0
r = “ (6,0,¢) onde a,b,c,de, f € F,
0,d,e)

Ou seja, o estabilizador de uma linha hexagonal é uma subalgebra de dimensao 6.
Sendo assim, considere uma subalgebra () de O(F,) de forma que @) C stab(S), onde S

¢ uma linha hexagonal.

Definicao 3.5. Sejam H e () o subgrupo e a subdlgebra definidos anteriormente. Entao
o produto Q @ H € o conjunto {(z,h) : v € Q,h € H} onde a operac¢io entre seus

elementos € dada por:

(,9) © (y,h) = (zy, I +ax(h— 1)+ (9 — I)y)

Lema 3.6. Seja S uma linha hezagonal de O(F,). Entdo stab(S) = My(F,) e (F,)?

0 (u,0,0)
(0,0,0) 0

,a, e

E facil ver que:

Demonstracao. Suponha que S = { ( ) Su,v € Fq}. Ja vimos que

a (0,0,¢)
(0,0,¢) f

LoG00 o er
(0,d,0) 1 o !

Considere ¢ : My(F,) o (F,)* —> stab(S), definida da seguinte forma:

s a (0,0,c¢) 1 (0,0,0) B a (b,0,¢)
(0,0,e)  f "\ (0,d,0) 1 ~\ (0,de) f

Pela propria construcao de ¢, podemos afirmar que esta fungao é injetora e sobrejetora.

ta,ce, f € F

5
I

Vamos provar que ¢ ¢ um homomorfismo. Para isso, suponha z,y € My(F,) e (F,)?, e

tomemos:
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a (0,0,¢) 1 (b,0,0)
(0,0,¢) f "\ (0,d,0) 1

Tr =
B g (0,0,) 1 (h,0,0)
Y (0,0,k) 1 "\ (0,4,0) 1
Dessa forma:
ag + ck (ah +ej 4+ bl — dk,0,ai + cl)
oz Oy) = . . .
(0, fj + ch+dg — bi,ge + fk) ei + fl
Por outro lado:
a b,O,C g h707i
S()oly) = (0.0 R
(0,d,e) f (0,7, k) l
- ag + ck (ah,0,ai) + (bl,0,cl) — (dk — €3,0,0)
(0,dg. eg) + (0, f5, [k) + (0, ch — b, 0) ei+ fl
B ag + ck (ah +ej + bl — dk, 0, ai + cl)
(0, fj + ch +dg — bi,ge + fk) ei + fl

Assim ¢(z @ y) = ¢(z)P(y), logo ¢ € um homomorfismo bijetor, ou seja, ¢ é um isomor-
fismo. O

3.1 A existéncia de p-subloops em P(q)

Nesta se¢ao abordaremos a existéncia de p-subloops de P(g), onde p um primo impar e
q = |F,| é poténcia de outro primo.
Iniciamos com dois lemas de teoria dos ntimeros. O primeiro é conhecido como Teo-

rema de Dirichlet:

Lema 3.7. (Teorema de Dirichlet) [18] Sejam a,b € Z tais que mdc(a,b) = 1. Entdo

existem infinitos nimeros primos q; que satisfazem q; = a (modb).

Lema 3.8. Seja p um primo impar e ¢ um inteiro. Se p | (¢* + 1) entdo p =1 (mod4).

Reciprocamente, se p = 1(mod4), entio existe um primo q tal que p | (¢* + 1)

(¢

| + 1), entao ¢*> + 1 = 0(modp) e portanto ¢*> =
—1(modp). Assim temos que ¢* = 1(modp), ou seja, existe um elemento ¢ € Zy de

Demonstracao. Suponha que p
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ordem 4. Pelo teorema de Lagrange, 4 divide |Z;| = p — 1, logo p = 1 (mod 4).

Agora suponha que p = 1(mod4), ou seja, 4 divide p — 1. Como |Z;| = p — 1, temos
pelo teorema de Lagrange que existe um subgrupo H de Z; cuja ordem ¢ 4. Além disso,
Z; é ciclico e portanto H também é ciclico. Entao existe em H < Z; um elemento
gerador de ordem 4. Seja a tal elemento, entao a* = 1 (modp). Desta forma temos duas
possibilidades, a®> = 1 (mod p) ou a®> = —1 (mod p), mas a primeira nos leva a um absurdo,
ja que o(a) = 4. S6 nos resta a> = —1(modp), o que significa que mdc(a®,p) = 1 e
portanto mdc(a,p) = 1. Pelo lema 3.7, existe um primo ¢ tal que ¢ = a (mod p). Entao
¢® = a*> = —1(modp), isto é, p | (¢* +1). ]

Dizemos que um subgrupo H de G é maximal em G se H < K < G implica que

K = H ou K = (. Esse conceito pode ser estendido a subloops. Formalmente temos:
Definicao 3.9. Seja L um loop e M um subloop proprio de L. Dizemos que M é um
subloop mazximal de L se M < N < L tmplica que N = M ou N = L.

E bem conhecido o fato que um subgrupo maximal é sempre isomorfo ao estabilizador
de um subgrupo. Da mesma forma, um subloop maximal é isomorfo ao estabilizador de

um subloop. O proximo teorema é fundamental na identificacao dos subloops maximais

de P(q).

Teorema 3.10. [7/ Seja p um nimero primo e M um subloop mazimal de P(q). Entdo

M é de um dos tipos a sequir:

1. M = PSLy(q) e (F,)* onde

mde(q + 1, 2)
2. M =HUxH onde H= PSLy(q), x € H*, det(z) =1 e

_ 2q(¢?—1)
mdc(q+1,2)

| M|

3. M = SLL(q)/{£Il} = P(q) onde F, € um subcorpo de F, e

M| = % (% — 1)
mde(q +1,2)
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4. M = SLL(qy)2/{xl} = P(qo) x Cy onde F,, € um subcorpo de F,, de caracteristica

impar e

203(qh — 1

5. M =2SLL(F,)/{£l} = P(2) onde F, € de caracteristica impar e

2-120

Observe que os subloops descritos no teorema acima ja foram definidos neste trabalho.

Sao eles:
e PSLy(q)Ux(PSLa(q)) é oloop de Chein Moy (PSLy(q),2) com k= |PSLs(q)l.
o SLL(q)/{£I} = P(qo) ¢ um loop de Paige sobre um subcorpo F,, do corpo F,.
e SLL(qy)2/{£I} é o produto direto entre P(qy) e o grupo ciclico de ordem 2, Cs.

o 2SLL(Fy)/{£l} = P(2) ¢é exatamente o loop de Paige sobre o corpo F5.

Teorema 3.11. Seja p um primo impar, T um p-subloop de P(q) sobre F,. Entio T

estd contido em um subloop mazimal, M, de P(q) que € isomorfo a PSLy(q) e (F,)?.

3,4
a°(¢*-1) A
mde(q 1) Como p é impar, temos que

q é impar, portanto ¢ é impar, ¢* —1 & par e mdc(q+1,2) = 2, ou seja, a ordem de P(q)

Demonstragao. Ja vimos que a ordem de P(q) é

¢ sempre par e portanto P(g) ndo pode ser um p-loop. Entao o p-subloop T é proprio
e portanto deve estar contido em um subloop maximal proprio M de P(q), que é uma
das 5 possibilidades do teorema anterior.

Note que se M esta no caso 1, entao o teorema esti provado.

Agora suponha que M estd no caso 3 ou 4. Como p é impar e Cy tem ordem 2,
podemos ver que 7' nao esta no caso 4 e portanto é isomorfo ao subloop SLL(F")/{£I} =
P(F') para algum subcorpo F” de F,. Se F’ for o menor subcorpo de F|, que preserva
este isomorfismo, entao 7T seréd isomorfo a um subloop de M’, onde M’ é um subloops
maximal de P(F”). Pela minimalidade de |F'|, ou M’ = PSLy(F") e F"*, M' = P(2), ou
M’ = H UzH onde H = PSLy(q), x € H* e det(x) = 1. Entao T esta contido em um
subloop maximal, M, de P(q), o que nos leva aos casos 1, 2 ou 5.

Se M = P(2), como T é um p-loop com p impar, entdo pelo teorema de Lagrange para

loops de Moufang, temos que p = 3 ou 5 (pois |P(2)] = 120 = 23 -3 -5) e portanto T ¢
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ciclico. Seja T' = (z). Pela proposi¢ao 2.1 e pelo teorema 2.2 de 7], qualquer elemento
inversivel em uma algebra split dos octonios esta contido em uma subélgebra isomorfa
a My(F). Entao x estd contido em um subloop de P(q) que ¢ isomorfo a PSLs(q).
Portanto T = (z) esta contido em um subloop de P(q) que ¢ isomorfo a PSLy(q) @ F2.
Se M = HUzH onde H = PSLy(q), x € H* e det(x) = 1, em outras palavras, se M
é o loop de Chein M(PSLs(q),2), entao |M| é par e, como p é impar, temos que T é
um subloop de H. Entdo T esta contido em um subloop H e (F,)?, que ¢ isomorfo a
PSLy(q) s (F,). m

Corolario 3.12. Se p | (¢* + 1), entdo P(q) nao contém nenhum p-subloop, exceto o

subloop trivial.

Demonstragdo. Seja T um p-subloop de P(q) tal que p | (¢>+1). Pelo teorema anterior,
temos que 7T esta contido em um subloop, M, de P(q), que é isomorfo a PSLsy(q)e (F,)>.
Entao, pelo teorema de Lagrange para loops de Moufang

3( .2
¢ —1)
71 IM] = —F5—

Mas p | (¢* + 1), logo p 1 ¢* e portanto pt (¢> — 1) (pois p # 2) e pt ¢*. Com isso temos
que p nao divide |M|. Como |T| = p", s6 podemos ter n = 0 e portanto |T'| = 1. Entao
T = {I}. O

Corolario 3.13. Se p| (¢*> + 1), entao P(q) nao contém nenhum p-subloop de Sylow.

Demonstragdo. Seja p um primo que divide (¢*> + 1). Pelo corolario anterior, T' = {I} é

o anico p-subloop do loop de Paige P(q). Ja vimos que

Pt -1 PP -D)(@+1)

P = pu—
1P(q)l mde(q + 1,2) mdec(q + 1,2)

e como p divide (¢* + 1) temos que p divide |P(q)|, mas p nao divide |T| = 1. Logo,
0 tnico p-subloop de P(q), T, nao é um p-subloops de Sylow. Entao P(q) nao possui

nenhum. ]
Em particular, se nao existe nenhum p-subloop, entao é claro que nao existe nenhum

p-subloop de Sylow. Com essas informacoes temos condigoes de enunciar o principal

teorema desta secao:
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Teorema 3.14. Seja p um ndmero primo da forma p = 4k + 1, entao o loop de Paige

P(q) nao possui nenhum p-subloop.

Demonstra¢ao. Como p é da forma p = 4k + 1, temos p = 1(mod4). Pelo lema 3.8,
existe um primo ¢ tal que p | (¢> + 1). Assim, pelo corolario anterior concluimos que o

loop de Paige P(g) nao contém nenhum p-subloop. O]

Teorema 3.15. Ezistem 2-subloops de Sylow em P(q).

#(¢*-1)
mdc(q+1,2) *

Se ¢ é impar, entdao P(q) contém um 2-subloop P onde P = H U xH, com H = S €

Demonstracao. De fato, observe que |P(q)| =

Sylo(PSLy(q)), x € H* e det(x) = 1. Portanto, pela consideragdao da ordem, temos que
P € Syla(P(a)).

Se ¢ é par, entao P(q) contém um 2-subloop P onde P = SeF? com S € Sylo(PSLy(q)).
Como 2 nao divide [P(q) : P], temos que P € Syly(P(q)). O

3.2 O namero de p-subloops de Sylow em P(q)

Nosso objetivo nesta se¢io é mostrar que o niimero de p-subloops de Sylow em P(q) é
congruente a 1 médulo p, onde ¢ é poténcia de um primo e p é um nimero primo, p # 2,
tal que pt (¢> +1). Nameros primos nessas condi¢oes serao chamados daqui para frente
de primos de Sylow. E, nesse caso, pelo lema 3.8, temos que p = 3 (mod4), ou seja, p é
da forma p = 4k — 1.

Iniciamos com alguns resultados que dizem respeito a contagem de linhas hexagonais.

Lema 3.16. Seja F, um corpo com q elementos e () uma subdlgebra isomorfa a My(F,).
Entao:

¢°-1
q—1"

1. O numero de linhas hexagonais contidas em O(F,) €

2. O nidmero de linhas hexagonais contidas em O(F,) que uma determinada subdlgebra

isomorfa a My(Fy) estabiliza é g+ 1.

3. O ndmero de subdlgebras isomorfas a My(F,) contidas em O(F,) que estabiliza

uma dada linha hezagonal € ¢°.

4. O nimero de subdlgebra isomorfas a My(F,) contidas em Q(F,) é ¢*(¢* + ¢* +1).
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Demonstrac¢ao. O primeiro item foi mostrado em [21] e ndo sera apresentado neste tra-

balho. Para o item 2, seja () uma subalgebra isomorfa a M(F,), digamos:

B a (b,0,0)
Q= ( (¢,0,0) d )

Se () estabiliza uma linha hexagonal h, entao h é ortogonal a ). Logo h é da forma

0 v . 2 _
( L onde u; = vy = 0. Assim temos qqfll escolhas para v e, fixado v, temos %

1
U
¢?—1qg—1

escolhas para u. Ou seja, temos .
q—1 ¢g—1

Na demonstracao do item 3 procedemos de maneira analoga ao item 2. O item 4 é
consequéncia dos itens 1,2 e 3. Sua demonstracao também pode ser encontrada em
[16]. O

No proximo lema usaremos o fato de que o conjunto das ordens dos elementos de
P(q) (analogamente SLL(q)) é igual ao conjunto das ordens de PSLs(q) (analogamente
SLs(g)) e consiste de todos os divisores de 1, “ e p, onde d = mde(q + 1,2). [16]
Lema 3.17. Sejam Q) uma subdlgebra isomorfa a My(F,) em O(F) e p um primo im-
par que divide |Q*|. Entdo um p-subgrupo de Sylow de Q* gera uma subdlgebra de Q

bidimensional.

Demonstra¢ao. Se T é um p-subgrupo de Sylow de Q*, entdo ou T é ciclico (quando
p | (g + 1)), ou é produto direto de dois grupos ciclicos (quando p | (¢ — 1)%), ou é
isomorfo a um grupo abeliano de F, (quando p é a caracteristica de F'). Em todos os
casos temos que T é abeliano e necessariamente gera uma subélgebra comutativa de Q).
Como nao existe subalgebra comutativa de () tridimensional, entao a dimensao dessa

subalgebra é menor do que 3. Assim temos que () é uma subalgebra bidimensional. []

Lema 3.18. Seja p um primo impar, entao o nimero de p-subloops de Sylow de P(q) é
igual ao nimero de p-subloops de Sylow de SLL(q), isto é, |Syl,(P(q))| = |Syl,(SLL(q))|.

0,0,0
Lema 3.19. Seja T um subloop de SLL(q) que gera S = {( (0 g 0) ( ’b’ ) ) ta,b e F}

Entao as 3 igualdades a sequir sao equivalentes:
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numero de linhas
, [Sylp(SL2(q))]
hexagonais em O(F)

1. |Syl,(SLL(q)| =

numero de linhas hexagonais que um dado
p-subloop de Sylow de SLL(q) stabiliza

numero de subdlgebras
isomorfas a Msy(F,) em O(F)
( numero de subdlgebras )

isomorfas a My(F,) que contém T

) [Sylp(SL2(q))]

2. 1Syl (SLL(q)| = (

numero de subdlgebras

3. [Sylp(SLL(q)| = ( ) - 15ylp(SL2(q))]

isomorfas a My(Fy,) que contém S

Lema 3.20. Se p é um primo émpar tal que p divide q, entao |Syl,(P(q))| = 1(modp).

Demonstracao.

1Syl,(P(q))] = [Syl,(SLL(q)|
( nimero de linhas

| Syl (SL
hexagonais em O(F) ) [Sylp(SLa(q)]

B numero de linhas hexagonais que um dado
p-subloop de Sylow de SLL(q) stabiliza

516 (C+*+E+@F+q+1)-|Syl,(SLa(q)|

q+1
_ (e D)@+ +1) - |Sylp(SLa(q))]
g+1
= (" +¢*+1)|Syl,(SLa(q))]

1 (modp).

Lema 3.21. Se p € um primo impar tal que p divide ¢g—1, entdo |Syl,(P(q))| = 1(mod p).

Demonstrac¢ao. Note que existe um p-subloop de Sylow de SLL(q), T', que esta contido
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0
e gera a algebra { < g ; ) } Entao

< numero de subalgebras )

inversiveis em T+

< numero de elementos )

isomorfas a Ms(F;) que contém T (¢ —1)?
(¢’ = (g —1)¢*
(¢ —1)

= (¢ +q+1)
Com isso temos que

[Syla(P(@))] =" |Syl,(SLL(q)
| numero de subalgebras - |SyL(SLa(q)
319 isomorfas a My (Fy) em O(F)

( nimero de subalgebras >

isomorfas a My (Fy) que contém T

3.16 P+ q+ 1) —q+1) - |Syl,(SLa(q))]
(@ +q+1)

= (¢#—q+1)[Syl,(SLa(q))]

1 (mod p)

O
Lema 3.22. Se p € um primo impar tal que p divide ¢+1, entdo |Syl,(P(q))| = 1(mod p).

Demonstracao. Seja P um p-subgrupo de Sylow de SLL(q). Pelo lema 3.17, temos que
P gera uma subalgebra isomorfas a M,(F;,) de O(F') bidimensional. Como P nao esta

contido em uma subalgebra isomorfa ao conjunto das matrizes triangulares superiores,

a cC
{ ( 0 b ) }, segue que P estd contido em uma, e apenas uma, subalgebra isomorfa a
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0
M,(F,) que também contém S = { < g ) > } Portanto,

1Syl,(P(q))| *=" |Syl,(SLL(q))|

3.19 ( numero de subalgebras

= ) -[Syl,(SLa(q))]

isomorfas a Ms(F,) que contém S
= (¢ +a+1) - [Syl(SLa(a))]
= (0" + ¢+ ) 1Sylp(SLa(q)))]
= ((D*+ (=17 + (=1)*)(1)
= 1(modp) O

Teorema 3.23. Se p é um primo de Sylow, entao |Syl,(P(q))| = 1(modp).
Demonstracao. Seja p um primo de Sylow e lembre que

|P(q)| _ q3(q4 _ 1) _ q3(q2 + 1)(q2 — 1) _ q3(q2 4+ 1)((] + 1)<q _ 1)
2 2 9

Como p é um primo (de Sylow, portanto pt (¢*> — 1)) que divide |P(q)|, temos 3 possi-
bilidades:

Lpl(g—1)
2. pl(g+1)
3.plq

Dos lemas 3.21 e 3.22, temos que [Syl,(P(q))| = 1(modp) nos casos 1 e 2 respectiva-
mente. Se p | ¢ entdo, pelo lema 3.20, temos que |Syl,(P(q))| = 1(modp) também é

valido para o caso 3. O
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4 Apéndice

Neste apéndice é apresentada a tabela de multiplicagao do loop M;2(S3,2).

T n 0 nq qQ P9 n () no ng  n(vq) n(0q) | n(,0q9)

g T D q 9 DQ no n ngn  n(;nq) nq n(nq) | n(vq)

D ) T 1 nq qQ Ny no n n(pq)  n(;nq) ng nq

DQ qQ "9 1 D P ng  n(oq)  n(vq) n no ng ()

q 74 DQ L 1 » | n(nQ) ng  n(,vq) () n no no

Pq DQ qQ D P 1| n(pq)  n(vq) ng no n.n n n

n no n.o ng  n(vq) n(,09) T 0 D DqQ q "9 e

nn n no - n(,nq) nq  n(nqQ) D 1 P qQ ] 0Q DQ

no (Y no n(0qg) n(,0q) nq g D T ) nQ qQ qQ

n(nq) ng  n(,0q) no n n.n q 9 nQ D 1 0 .y

ng n(pq) n(vq) n () no DQ qQ "9 T 0 D D

n(,pq)  n(vg) ng ng no n 1 DQ qQ P D 1 T
n(pq)  n(nq) nq ngD no n 29 nq qQ P D 1
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