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RESUMO

As éalgebras de evolugdo sdo dlgebras ndo associativas inspiradas em fendmenos bi-
olégicos com aplicagdes e conexdes com varios campos da matematica. Propde-se o
estudo das élgebras de evolucdo de dimensdo finita usando como principal ferramenta
a teoria de grafos. Mostra-se como o radical de absor¢do deste tipo de algebra pode
ser obtido a partir das propriedades do seu grafo associado. Define-se o conceito de
lago de uma &lgebra de evolugdo e apresentam-se condi¢des suficientes e necessarias
para que a quantidade de lagos seja preservada pela troca de base natural. Estuda-se
o espaco de derivacdes de algebras de evolugdo ndo degeneradas e, em especial, das
algebras de evolucdo de Volterra. Além disso, apresenta-se uma caracterizagdo completa
do espaco de derivac¢des das algebras de evolugdo associadas a grafos ndo orientados

quando consideradas algebras sobre corpos de caracteristica positiva.

Palavras-chave: algebra de evolugédo, derivacao, grafo, dlgebra ndo associativa
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ABSTRACT

Evolution algebras are non-associative algebras inspired by biological phenomena with
applications and connections to several fields of mathematics. We propose to study
tinite-dimensional evolution algebras using graph theory as the main tool. We show
how the absorption radical of these algebras can be obtained from the properties of its
associated graph. The concept of loop of an evolution algebra is defined and sufficient
and necessary conditions are presented so that the number of loops is preserved
by changing the natural base. The space of derivations of non-degenerate evolution
algebras and, in particular, of Volterra evolution algebras are studied. Furthermore, a
complete characterization of the space of derivations of evolution algebras associated
with undirected graphs is presented when considering algebras over fields with non-zero

characteristics.

Keywords: evolution algebra, derivation, graph, non-associative algebra
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INTRODUCAO

O conceito de Algebra de Evolugao foi introduzido por Tian e Vojetchovsky no trabalho
[20], publicado em 2006. Estas dlgebras representam a auto-reproducdo de alelos
em modelos de genética ndo-Mendeliana. Em 2008, Tian publicou o livro [19], onde
apresenta a teoria das dlgebras de evolucdo e estabelece conexdes desta com dareas tais
como teoria de grafos, biologia, fisica, topologia e probabilidade. Nesta tese focamos
nosso interesse em aspectos puramente algébricos desta teoria e sua relacdo com a teoria
de grafos.

Uma importante caracteristica das algebras de evolucado é que a sua definicdo depende
da existéncia de uma base com uma certa propriedade, a chamada base natural. Em [2]
os autores apresentam condi¢des para que um elemento de uma algebra de evolugdo
pertenca a uma base natural. Além disso, exploram as relagdes entre diferentes bases
naturais.

Um ideal que serd foco do nosso trabalho é o radical de absor¢do. Definido em [5],
este radical é obtido a partir da intersec¢do de ideais com a propriedade de absor¢do
e tem como principal caracteristica que o quociente de uma &lgebra de evolugao pelo
seu radical de absor¢do é uma algebra ndo degenerada. Em [7] os autores apresentam
uma série de propriedades do radical de absorc¢do e utilizam tal radical para classificar
algebras de evolucdo de dimensao trés.

A relagdo das dlgebras de evolugdo com a teoria de grafos tem papel fundamental
nesta tese. J4 em [19], Tian apresenta uma forma de, a partir de um grafo nao orien-
tado, construir uma dalgebra de evolugdo. O Capitulo 4 utiliza tal construgdo. Mais
recentemente, em [12], os autores propdem outra abordagem: dada uma algebra de
evolucdo com uma base natural fixada, constréi-se um grafo orientado associado a
essa dlgebra. Ainda em [12], provam que a redutibilidade de uma 4lgebra de evolugao
ndo degenerada pode ser totalmente determinada a partir de propriedades do grafo
associado. Diversos trabalhos como [4-6,8,13,17] utilizam tal abordagem e utilizaremos
amplamente tal constru¢do nos Capitulos 2 e 3.

Outro t6pico bastante discutido acerca das algebras de evolucdo é a caracterizagdo do

espago das derivagdes. Diversos trabalhos recentes, como [1,8-10,13,15,17], se dedicam
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a isso e a total caracteriza¢do ainda é um problema em aberto. Destacamos aqui [13]
e [10], que mostram que o espago de derivagdes de dlgebras de evolugdo perfeitas é
trivial e [8], onde os autores utilizam o grafo associado a dlgebra para caracterizar o

espacgo das derivagdes.

A fim de explorar as relagdes entre bases naturais distintas de uma algebra de evolu-
¢do, podemos estudar os invariantes por troca de base natural, ou seja, propriedades
que sdo obtidas a partir de uma base natural mas sdo preservadas pela troca desta base,
como por exemplo a dimensao do anulador, que é a quantidade de elementos de uma
base natural cujo quadrado é nulo. Nesse sentido, definimos o conceito de lago de uma
algebra de evolugao (relativo a uma base natural) e mostramos condi¢des necessérias e

suficientes para que a quantidade de lagos seja preservado pela troca de base.

Outra contribuicdo desta tese é a caracterizacdo do radical de absorcdo a partir do
grafo associado. Além disso, apresentamos uma aplicagdo para tal caracterizagdo, onde
discutimos o problema de determinar se uma algebra de evolucdo ndo degenerada
é redutivel (ou seja, se pode ser escrita como soma direta de ideais) a partir de pro-
priedades do grafo associado e, sobre certas hipéteses, apresentamos condigdes para

redutibilidade que dependem do radical de absorcéo.

Apresentamos resultados que caracterizam o espaco das derivagdes, primeiro de
algebras de evoluc¢do ndo degeneradas e posteriormente de dlgebras de evolugao de
Volterra ndo degeneradas. Esses resultados aprimoram alguns resultados recentes e
avancam na descri¢do do espago das deriva¢oes de algebras de evolugdo. Em especial,
destacamos a Proposicdo 3.2.3 que, como discute a Observacao 3.2.4, generaliza dois im-
portantes teoremas. Ainda a fim de compreender o espago das derivagdes, descrevemos
este espago de uma classe de algebras de evolucdo construida a partir de grafos ndo
orientados sobre corpos de qualquer caracteristica, generalizando os resultados de [9],

que se restringe a algebras de evolugao sobre corpos de caracteristica zero.

No Capitulo 1 trataremos de conceitos preliminares das algebras de evolugdo e
fixamos a notagdo que empregaremos na tese. Também, apresentamos uma série de

resultados que serdo utilizados nos capitulos posteriores.

Esta tese foi construida fundamentada em trés trabalhos. O primeiro, que sera
discutido no Capitulo 2, esta ainda em elaboragado e tem como tema principal o radical
de absorcdo. No fim deste capitulo também apresentamos uma discussdo sobre a relagdo

da associatividade de uma algebra de evolugdo com o grafo associado.
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O Capitulo 3 serd dedicado a apresentar os principais resultados do artigo Derivations
and loops of some evolutions algebras [6]. Este trabalho foi feito em parceria com a
Professora Dra. Yolanda Cabrera Casado da Universidade de Madlaga (Espanha) e
submetido para publicagdo em 2022. Nele, estudamos o espaco das derivagdes de
algebra de evolugdo ndo degenerada e o conceito de lagos em dlgebras de evolugdo.

Por fim, o ultimo trabalho, intitulado Derivations of evolution algebras associated to
graphs over a field of any characteristic [18] serd apresentado no Capitulo 4. Ele foi aceito e
publicado online na revista Linear and Multilinear Algebra em 2020 e tem como objeto
de interesse o espago das derivagdes de 4lgebras de evolugdo associadas a grafos ndo

orientados sobre corpos de caracteristica positiva.






PRELIMINARES

Em todo este capitulo consideraremos algebras sobre corpos de caracteristica qualquer,
salvo mencdo contrario. Neste capitulo, vamos introduzir alguns dos conceitos bésicos
acerca das algebras de evolugdo. Na Secdo 1.1, apresentaremos a defini¢do de 4lgebra
de evolugdo e fixaremos certas notagdes que utilizaremos no trabalho.

Na Secdo 1.2, apresentaremos uma forma de associar uma algebra de evolucdo com
uma base natural fixada a um grafo orientado. Essa construcdo foi proposta em [12] e
terd papel fundamental neste trabalho.

Na Secdo 1.3, examinaremos o comportamento de subdlgebras e ideais em algebras
de evolugdo. Em especial, discutiremos o fato de que, em geral, ideais de 4lgebras de
evolugdo ndo sdo algebras de evolugdo, o que fundamenta a introdugdo dos conceitos de
ideal de evolugdo e propriedade de extensdo. Por tltimo, faremos um breve resumo de
alguns resultados sobre propriedades de bases naturais em algebra de evolugao, todos
provenientes de [2].

Na Secdo 1.4, trataremos do espaco das deriva¢des de uma algebra de evolugéo.

1.1 CONCEITOS E PROPRIEDADES BASICAS.

Diferentemente do que acontece com outros tipos de dlgebras ndo associativas, tais
como as de Lie, as de Jordan e as alternativas, as dlgebras de evoluc¢do ndo sdo definidas
a partir de identidades que seus elementos respeitam, mas sim pela existéncia de uma

base com uma certa propriedade. Vejamos a definigdo.

Defini¢do 1.1.1. Sejam K um corpo, A um conjunto e A uma K-dlgebra. Dizemos que A é

uma dlgebra de evolucio se admite uma base B = {e;; i € A} tal que

eiej = Y wie, parai € A,
keA (1)
0, parai,j € Acomi#j.

61'6]'



PRELIMINARES

Uma base B de A que satisfaz (1) é chamada de natural. Os escalares wj € K, para
i,k € A, sio chamados de constantes de estrutura de A relativas a B e Mp = (wy) é
chamada de matriz de estrutura de A relativa a B. Denotaremos por Ag(B) o conjunto
No(B) = {i € A; 612 = 0}. Para simplificar a nota¢do, quando conveniente, omitiremos
o corpo na qual a 4lgebra foi construida. Neste tese, sempre consideraremos A um
conjunto finito e consequentemente, dlgebras de dimenséo finita. Note que se M3 é a
matriz de estrutura de uma élgebra A relativa a uma base natural B = {e;; i € A}, entdo
a representagdo de ¢? na base B ¢ a i-ésima linha de Mg. Como veremos no proximo
exemplo, uma algebra de evolugdo pode ter diversas bases naturais e nem toda base é

natural.

Exemplo 1.1.2. Sejam A uma dlgebra de evolugio e B = {ey, €5, €3, e4} uma base natural de A
tal que

6%:€1+€2, e%:el, €§=€4 e 6421264.

Note que esta base natural ndo é vinica. Por exemplo, se considerarmos o conjunto B’ =

{f1, f2, f3, fa} onde f1 = e1, fr = e, f3 = e3 +eq e fy = e3 — e4 temos que fif; = 0 para todo
i,j €{1,2,3,4} eainda

fi=h+f fi=h,
fA=(es+eq)* =2ey=(e3+eq) —(e3—eg) =f3—fs e
fi=(es—es)* =2es=f3— fu.

Niio é dificil verificar que B’ é uma base de A, o que nos diz que B' é uma base natural de A.

Por outro lado, nio é verdade que qualquer base de A seja natural. De fato, tomando
§i1=e€, &g =€, {3=e€ € Zy=e171¢ey
temos que B" = {g1,92, 93,94} é uma base de A e 194 = g1 + Q0. O
Segue, diretamente da definicdo, que as 4lgebras de evolugdo sdo comutativas.

Definigdo 1.1.3. Uma dlgebra de evolugio A é dita trivial nula se e? = 0 para todo ¢; € B,
onde B = {e;; i € A} é uma base natural de A. Note que isto é equivalente a dizer que xy = 0
para todo x,y € A. Se uma K-dlgebra de evolugio tem uma base natural B’ = {e;; i € A’} tal

que e? = z;e; para todo i € A, onde z; € K*, entdo dizemos que A é trivial nio nula.

A propriedade que define a dlgebra de evolugdo trivial ndo nula é respeitada por
toda base natural dessa 4lgebra. Esse fato é uma consequéncia de [19, Proposicdo 1],

que veremos a seguir.



1.1 CONCEITOS E PROPRIEDADES BASICAS.

Proposicdo 1.1.4. [19, Proposicio 1] Uma dlgebra de evolugio tem unidade se, e somente se, é

uma dlgebra de evolugdo trivial ndo nula.

Em geral, dlgebras de evolugdo sdo ndo associativas. De fato, se .A é como no Exemplo

1.1.2, tomando x = eq, y=e1+ex ez=e, temos que
x(yz) = e1((e1 +ez)ez) = e1e; = ey +ep;

(xy)z = (e1(e1 +e2))ex = (e1 +e2)ex = eq.

No entanto existem casos em que uma algebra de evolugdo é associativa, como mostra

o seguinte exemplo.

Exemplo 1.1.5. Sejam A uma dlgebra de evolucio e B = {eq, ep, e3} uma base natural de A tal
que

et=e;, e=e e =0
Tomando elementos x = x1e1 + Xpey + X3€3, Y = Y161 + Yo€p + Y3€3 € Z = z1€1 + 2 + z3e3 de A

temos que

x(yz) = x((yie1 +yaez +yzez)(z1e1 + z2ep + 23€3))
= (x1e1 + X202 + x3€3)(y121€1 + Y222€2)

= X1Y1Z1€1 + X2Y22Z2€3.
Por outro lado, temos que

(xy)z = ((x161 + x202 + x3€3)(y1€1 + Y202 + Y3€3))Z
= (x1y1€1 + X2y2e2)(z1€1 + 2207 + 23€3)

= X1Y1Z21€1 + XoYoZpen.
Portanto A é associativa. ]

Na Secéao 2.4, iremos apresentar um critério para determinar quando uma &lgebra de
evolugdo é associativa. Um subespaco que serd de especial interesse no nosso trabalho é

o anulador. Vejamos a definicdo.

Definicdo 1.1.6. Seja A uma dlgebra comutativa. O anulador de A, denotado por ann(A), é

dado por
ann(A) = {x ceA xA= {0}} :

7
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Definicdo 1.1.7. Seja A uma dlgebra de evolugdo. As poténcias de A, definidos por recursio,
sdo dadas por
k=1
Al=A e A=Y AATsek>1.
i=1
Dizemos que A é nilpotente se existe m € IN* tal que A™ = 0. O menor niimero natural que

respeita tal propriedade é chamado de indice de nilpoténcia de A.
Definicdo 1.1.8. Uma dlgebra de evolucio A é dita perfeita se A> = A.

Note que se B = {e;; i € A} é uma base natural de uma &lgebra de evolugdo A entéo,
visto que A% = span{e?; i € A}, A é perfeita se {¢?; i € A} é linearmente independente.

Ou equivalentemente, A é perfeita se, e somente se, det(Mp) # 0.

1.2 GRAFO ORIENTADO ASSOCIADO A UMA ALGE-

BRA DE EVOLUCAO

Desde o surgimento das dlgebras de evolucdo, diversos trabalhos apresentaram formas
de relaciona-las a grafos. Ja em [19, Capitulo 6.1], Tian apresenta uma forma de
construir uma 4dlgebra de evolugdo a partir de um grafo nado orientado. Depois, em [12],
Elduque e Labra introduziram uma forma de associar um grafo orientado a uma algebra
de evolugdo, que depois foi usada em [3-5,8, 17] para estudar diversos aspectos tais
como sua indecomponibilidade, o espago das derivagdes, o grupo de automorfismos,
nilpoténcia, entre outros.

Primeiro, vejamos algumas defini¢cdes bésicas e notagdes. Um grafo orientado G
é um par de conjuntos (V,E) onde E C V x V. Os elementos de V sdo chamados de
vértices e os de E sdo chamados de arestas (ou flechas). Se (v, w) € E dizemos que v é
a origem de (v,w) e w é o destino de (v, w). Dizemos que w € V é um pogo se ndo é
destino de nenhuma aresta, isto é, se ndo existe u € V tal que (1, w) € E. O grafo G é
dito finito se V e E sdo conjuntos finitos. Dizemos que H = (V/, E’) é um subgrafo de
G=(V,E)seVVCVeE CE.SeE ={(vw) €E, vwe V'} entdo dizemos H é um
subgrafo pleno de G.

Sejam G = (V,E) um grafo e u,v € V. Um caminho y de u para v é uma sequén-
cia finita de vértices u = vov;...v,_10, tal que vy = u, v, = v e (v;,v;41) € E para

todoi € {0,1,...,n —1}. Neste caso, dizemos que y tem comprimento 1, o que



1.2 GRAFO ORIENTADO ASSOCIADO A UMA ALGEBRA DE EVOLUQAO

denotaremos por |p|= 71, e que os seus vértices sdo o conjunto u° = {vg,vy,..., 04}
Se existe um caminho de u para v, entdo a distancia entre u e v é dada por 4(i, ) =
min{|p|, # é um caminho de u para v}. Um caminho p é chamado de cicloseu =ve
(vi,vj) # (vg, vg) sempre que (i, j) # (¢,k). Se p € um ciclo tal que \i|= 1 dizemos que
é um lago. Se 0 é um ciclo e existe um caminho de w € V para z € 6°, dizemos que
existe um caminho de w para o ciclo 6 e que w é um vértice ciclico. Se v € V chama-
remos descendentes de primeira geragdo de v o conjunto DYv)={u € V; (v,u) € E}.
Se V! C V denotaremos os descendentes de primeira geragdo dos elementos de V’
por DY(V') = {w € V;w € D'(u) para algum u € V'}. Recursivamente, definimos os
descendentes de m-ésima geragio de v como D" (v) = DY(D"1(v)), para m € IN*. Por

tim, o conjunto dos descendentes de v, denotado por D(v), é dado por

D)= |J D™(v).

meN*

Se dois vetores u,v € V sdo tais que D!(v) = D'(u) dizemos que sdo gémeos. Por outro
lado, se G ndo possui vértices gémeos é dito livre de gémeos. Denotaremos por (i) o
conjunto {(i) = {j € V; D'(i) = D'(j)}. Se V = {1,...,n}, a matriz Ag = (bij) € Mn(2),
onde b;; = 1se (i,]) € E e bjj =0se (i,j) € E, ¢ chamada de matriz de adjacéncia de G.
Um grafo G = (V, E) é dito desconexo se existe uma particdo de V = V; U V, tal que se
(x,y) € Eentdo x,y € V] ou x,y € V5. Se ndo existe tal particdo, o grafo é dito conexo.
Equivalentemente, um grafo é conexo se ndo existe uma particdo V = V; U V; tal que
D(k) € Vi e D(t) C V;, para todo k € Vj et € V,. Outra forma de definir um grafo
conexo é utilizando grafos ndo orientados. Um grafo ndo orientado G = (V, E) é dito
conexo se dados dois vértices i,j € V sempre existe um caminho de i para j. Com essa
defini¢do, dizemos que um grafo orientado G, com matriz de adjacéncia Ag, é conexo
se o grafo ndo orientado G, com matriz de estrutura Ag = Ag, é conexo. No Capitulo 4

trataremos de grafos ndo orientados com mais detalhes.

Embora a defini¢do de grafo associado a uma algebra de evolugdo foi apresentada

em [12], por conveniéncia, utilizaremos uma defini¢do equivalente que foi apresentada

em [5].

Defini¢do 1.2.1. Sejam A uma dlgebra de evolugio, B = {e;; i € A}, com A={1,2,...,n},

uma base natural de A e Mp = (w;j) a matriz de estrutura de A relativa a base B. O grafo
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orientado associado a A (relativo a base B), denotado por I'(A, B), é o grafo cujo conjunto de

vértices é A = {1,...,n} e cuja matriz de adjacéncia é P = (bj;) € My(Z), onde

b = { O, sewl-]- 20,
/ 1, sew;#0.

Logo T'(A, B) = (A, E), onde E = {(i,j) € V X V; w;; # 0}.

Se uma algebra de evolugao A possui uma base natural B tal que I'(4, B) é livre de
gémeos, diremos simplesmente que A é uma élgebra de evolugao livre de gémeos. E
importante ressaltar que o grafo obtido na defini¢do anterior depende da base natural
escolhida, logo ndo é tnico em geral, como mostra o exemplo a seguir. Além disso,
o Exemplo 1.4.2 mostra que algebras de evolucdo ndo isomorfas podem ter o mesmo

grafo associado.

Exemplo 1.2.2. Sejam A, B e B’ como no Exemplo 1.1.2. Para cada uma das bases, apresentamos

o grafo associado na Figura 1. O
G » G G 30
(a) I'(A, B) (b) I'(A, B')

Figura 1: Grafos orientados associados a dlgebra A, relativos as bases naturais B e B/, respecti-

vamente

Observacio 1.2.3. Sejam A uma dlgebra de evolugio, B = {e;; i € A} uma base natural de A
e Mg = (w;;) a matriz de estrutura de A relativa a base B. Se i € A entdo wy # 0 para todo

k € DY(i) e ainda w;, = 0 para todo k € A\ D'(i). Logo a Equacdo (1) pode ser reescrita como

ef = Z Wikl (2)
keD1(i)

Observacdo 1.2.4. Seja G = (V, E) um grafo com subgrafos conexos Gy = (V1,Eq) e Gy =
(Va, Ep) tais que V = V1 U V,. Suponha ainda que EN (V; x Vo) # @ ou EN(Vy x Vp) # @.
Afirmamos que G é conexo. De fato, se supormos o contrdrio, teriamos que existe uma particio
V = Uy U Uy tal que se (x,y) € E entdo x,y € Uy ou x,y € Up. Pela conexidade de Gy e
Gy, temos que Vi C Uy e Vo C U (ou Vo C Uy e Vp C Up). Como EN(Vy X Vo) # @ ou
EN (Vo x Vq) # &, obtemos uma contradicdo.
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1.3 IDEAIS EM ALGEBRAS DE EVOLUCAO E VETO-

RES NATURAIS

Iniciaremos esta se¢do discutindo os conceitos de ideal de evolugdo e subalgebra de
evolugdo. As defini¢des apresentadas nesta se¢do foram introduzidas em [5] e diferem
das defini¢des de subdlgebra e ideal de evolucdo apresentadas por Tian em [19, Capitulo
3.1.2]. Optamos por utilizar tais defini¢des por serem mais gerais, visto que a definigdo
de subalgebra de evolucdo presente em [19] é precisamente a defini¢do de subalgebra de
evolucdo com propriedade de extensdo presente em [5]. Comecaremos com a defini¢do

usual de ideal para uma algebra comutativa.

Defini¢do 1.3.1. Seja A uma K-dlgebra comutativa. Diz-se que um subespaco vetorial A’ C A
é uma subdlgebra de A se xy € A’ para todo x,y € A’. Diz-se que um subespaco vetorial
I C Aéumidealde Asexy c Iparatodox € ley € A

Note que, por defini¢do, todo ideal é uma subdlgebra. No entanto, nem todo ideal de
uma 4lgebra de evolugdo é também uma &lgebra de evolugdo, como mostra o seguinte

exemplo.

Exemplo 1.3.2. [5, Exemplo 2.7] Seja A uma dlgebra de evolugido com uma base natural
B = {ey, e, e3} tal que €3 = ey +e3,65 = e1 +ex e €3 = —(e +e3). Considere o ideal I =
span{e; +e3,e1 + ey} de A. Em [5, Exemplo 2.71, provou-se que tal ideal nio é uma dlgebra de

evolugdo, ou seja, ndo possui uma base natural. O
A discussdo anterior justifica a seguinte definicéo.

Defini¢do 1.3.3. Sejam K um corpo e A uma K-dlgebra de evolugio. Se A’ é uma subdlgebra

de A que tem uma base natural, dizemos que A’ é uma subdlgebra de evolugdo de A.

Analogamente, se I é um ideal de A que também é uma dlgebra de evolugio, dizemos que I é um

ideal de evolugdo de A.

Uma pergunta que aparece de forma natural é se a base natural de um ideal de

evolucdo pode sempre ser completada para uma base natural da dlgebra de evolugéo.

Em [5, Exemplo 2.11], apresenta-se um exemplo de uma algebra de evolugdo com um
ideal de evolugdo que ndo possui uma base natural que possa ser completada para uma

base natural da algebra. Devido a este fato, se faz necessaria a seguinte definigdo.

11
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Definicdo 1.3.4. Dada uma dlgebra de evolugio A, dizemos que uma subdlgebra de evolugio de
A tem a propriedade de extensdo se ela possui uma base natural que pode ser estendida para

uma base natural de A.

Neste trabalho, vamos nos focar principalmente em ideais de evolucdo com propri-
edade de extensdo. Por simplicidade, diremos que um ideal tem a propriedade de

extensdo, ficando subentendido que se trata de um ideal de evolugéo.

Defini¢do 1.3.5. Seja A uma K-dlgebra de evolugdo com uma base natural B = {e;; i € A}.
Se x = Z x;e; € A, onde x; € K, o suporte de x (relativa a base B) é dado por
IEA
suppg(x) = {i € A; x; #0}.

Se X C A entdo o suporte de X (relativa a base B) é dado por

suppp X = ) suppp(x).

xeX

Em especial, note que suppy(e?) = D'(i), para todo i € A.

Observacado 1.3.6. Sejam A uma dlgebra de evolugio com uma base natural B e I um ideal de
A. Se x € A, denotaremos, como feito usualmente, por X a sua classe no quociente A/I. Desta
forma, o conjunto B = {e; e € B} gera o espago vetorial A/I e, portanto, existe B' C B tal que
B’ é uma base de A/1. Note que ef = ef =0 para todoe, f € B come # f. Logo A/I é uma

dlgebra de evolugdo.

Exemplo 1.3.7. Sejam A e I como no Exemplo 1.3.2. Se considerarmos o quociente A/I, o
conjunto B = {e;; e; € Bee; & I} = {ey,e2,e3} gera A/I, mas nio é uma base, visto que
dim A/I = 1. O

O anulador de uma algebra de evolugdo, apresentado na Defini¢do 1.1.6, resulta ser
também um ideal que pode ser facilmente obtido usando uma base natural, como diz o

seguinte resultado.

Lema 1.3.8. [12, Lema 2.17] Sejam A uma dlgebra de evolugio e B = {e;; i € A} uma base
natural. Entdo

ann(A) = span{e;; e7 = 0}.

Defini¢do 1.3.9. Sejam A uma dlgebra de evolugio e B = {e;; i € A} uma base natural de
A. Se elz # 0, para todo i € A, entdo A é dita ndo degenerada. Caso contrdrio, A é dita

degenerada.
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Observe que o Lema 1.3.8 nos garante que a definicdo de algebra de evolugdo
degenerada ndo depende da escolha da base natural. Em geral, quando passamos o
quociente pelo anulador, a dlgebra obtida pode ser degenerada, como mostra o seguinte

exemplo.

Exemplo 1.3.10. Seja A uma dlgebra de evolugio com uma base natural B = {eq, e, e3} tal que

2 =e3, 65 =eyee3=0. Pelo Lema 1.3.8, temos que ann(A) = span{es }. Logo B = {e1, 3}
gera A/ann(A). Note que e1> = 2 =3 = 0. Portanto A/ann(A) é degenerada. O

No Exemplo 1.3.7 vimos que B = {¢;; ¢; € Bee¢; ¢ I} gera A/I, mas ndo é uma
base em geral. Vejamos agora que se I é um ideal de evolug¢do com a propriedade de

extensdo, entdo B é uma base de A/I.

Observagio 1.3.11. Dada uma K-dlgebra de evolugio A com uma base natural B = {e;; i €
A} el = span{e; i € A'} um ideal com a propriedade de extensio de A. Primeiro, note
que B={e; e, € Bee; € I} = {e;; i € A\AN'}. Sejam x; € K, i € A\ N, tais que

Z x;e; = 0. Entdo Z x;je; € I e consequentemente x; = 0 para todoi € A\ A. Portanto
iEA\A' iEA\A'
B ¢ um conjunto linearmente independente que gera A/ 1.

Recentemente, em [2], os autores apresentam condi¢des para que um vetor de uma
algebra de evolucdo pertenga a uma base natural. A seguir, mostraremos alguns desses

resultados que serdo de interesse no nosso trabalho.

Defini¢do 1.3.12. Sejam A uma dlgebra de evolugido. Um conjunto {vy,...,v,} C A é cha-
mado de familia natural extensivel se existe uma base natural B de A tal que {v4,...,v,} C
B. Seu € A é tal que {u} é uma familia natural extensivel entdo dizemos que u é um vetor

natural.
O préximo exemplo mostra que nem todo vetor de uma algebra de evolugdo é natural.

Exemplo 1.3.13. Seja A uma K-dlgebra de evolucio com uma base natural B = {e1,e,} tal
que €2 = ey e €5 = ey. Afirmamos que x = ey + e ndo é um vetor natural. De fato, suponha por
redugio ao absurdo, que existe y = y1e1 +y2ex € A, y; € K, tal que B’ = {x,y} é uma base

natural de A. Entio

xy = (e1 +e2)(y1e1 + Y2€2) = y1€3 + Y203 = y1e1 + yaen.

Logo xy = 0 se, e somente se, y1 = yo = 0, 0 que é um absurdo. [

13
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Definicdo 1.3.14. Seja V um espago vetorial e X C V. Chamaremos a dimensdo de span(X)

de posto de X, e denotaremos por rank X.

Teorema 1.3.15. [2, Teorema 2.4] Sejam A uma dlgebra de evolugido com uma base natural
B ={e;; i € A} euc Atal que suppg(u) = {i,...,i;}. Entdo

(i) Se u? =0, entdo u é um vetor natural se, e somente se, rank({e?l, .. .ei}) =1.

(ii) Se u? =0, entdo u é um vetor natural se, e somente se, 3121 =... = e? =0.
r

Vejamos uma consequéncia deste teorema.

Observacado 1.3.16. Seja A uma dlgebra de evolugio com uma base natural e e um vetor natural.
Se considerarmos uma base natural B = {f;; i € A} temos que existe A" C A\ Ag(B') e
coeficientes w; tais que

e= Y wafe+ Y, afi

keN keAy(B')
e ainda rank({ {7, f£}) = 1 para todo {,t € N, com £ # 1.
Outro resultado de [2] que terd grande importancia no Capitulo 3 é o teorema que
apresentaremos a seguir. Vejamos algumas notagdes e uma defini¢do. Sejam .A uma
algebra e U e V subespagos vetoriais de A. Se A é soma direta de U e V como espago

vetorial, entdo escreveremos A = U & V. Neste caso, utilizaremos a notacao Uc=vVe
V€ = U. Se além disso, U e V sdo ideais de A, escreveremos A =U @ V.

Defini¢do 1.3.17. Sejam A uma dlgebra de evolugio e E C A um subespago vetorial. Se E
possui uma base {uy, ..., us} que é uma familia natural extenstvel de A dizemos que E é um

subespaco de evolucdo extensivel e que o posto de evolugdo de E, denotado por erk(E), é
erk(E) = rank({u3, ..., u?}),
onde {uy,...,u;} é um base de E que é uma familia natural extensivel.

Note que erk(E) = dim(E?), logo erk(E) estd bem definido para qualquer base de E
que é uma familia natural extensivel. Observe que um ideal com a propriedade de

extensdo é um ideal que também é um subespaco de evolugado extensivel.
Teorema 1.3.18. [2, Teorema 2.11] Seja A uma dlgebra de evolugio. Entio
A=ann(A)EbE1@...é9Er,

onde Eq, ..., E, sido subespagos de evolugio extensiveis de A que satisfazem as sequintes condi-

coes:
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e erk(E;)=1paratodoi € {1,...,r};
® E;E;=0paratodoi,j€{1,...,r} comi#j;
o dim(E? +E]2) =2paratodoi,je {1,...,r} comi#]j.

Além disso, se A é ndo degenerada, entdo esta decomposigio é inica.

Os subespacos de evolugdo extensiveis E;, i € {1,...,r}, apresentados no Teorema
1.3.18, sdo obtidos a partir de uma particio de B. Considere uma particdo de B =
BoUBy U...UB;, tal que:

* By={e; € B; ¢? =0},
e rank{e?; e € B]-} =1, paratodoje€{1,...,r},
e rank{e?, f?} =2see € Bjef € By comj,le {1,...,r}ej#L.

Observe que, a menos de ordenagdo, essa partigdo é tinica. De fato, essa particdo pode
ser obtida a partir da seguinte relacdo de equivaléncia em B: ¢ = f se, e somente se,

e?=f2=00u0 ¢ {e? 2} erank({¢? f?}) = 1.

Corolario 1.3.19. [2, Coroldrio 2.13] Sejam A uma dlgebra de evolucioe B = ByUB1U...UB,
e B = By UB] U...U B, bases naturais particionadas conforme o Teorema 1.3.18. Entio,
podemos reordenar os elementos de B e B’ de tal forma que a matriz de troca de base tem a

seguinte forma em blocos:

000 ... %

Observacao 1.3.20. [2, Observagio 2.14] Nas hipéteses do coroldrio anterior, com ordenagoes
convenientes de B =By UByU...UB, e B’ = ByUB] U...U By, um elemento de B; pode ser

escrito como combinagio linear dos elementos de By, U B;.

Como vimos no Exemplo 1.1.5, uma 4lgebra de evolugdo pode ter mais que uma
base natural. Dada uma K-algebra de evolugdo com uma base natural B = {¢;; i € A},
observamos que qualquer reordenacdo deste base, ainda é uma base natural de A.
Além disso, se multiplicarmos cada e; por uma constante ndo nula, o conjunto obtido
ainda é uma base natural. Ou seja, considerando Sp o grupo de simetrias de A, entdo
B' = {Bieoiy; Bi € K*,0 € Sy ei € A} é uma base natural de A. Algebras de evolucao

15



16

PRELIMINARES

que admitem somente trocas de base deste tipo serdo de interesse futuro. Vejamos uma

definicao.

Defini¢do 1.3.21. Seja A uma dlgebra de evolugio com uma base natural B = {e;; i € A}
tal que |A|= n. Se toda base natural B' = {f;; i € A} de A for tal que f; = Bieg;), para

(B1,---,Bn) € (K*)" e 6 € Sy, entdo dizemos que A tem base natural sinica.

Em [2, Defini¢do 2.1] foi apresentado uma defini¢do de &lgebra de evolu¢do com
base natural tinica em termos da caracterizagao do subgrupo de Aut(A) (grupo de
automorfismos da algebra .4) que leva bases naturais em bases naturais. Optamos aqui
por apresentar a defini¢do acima, que é equivalente e mais consistente com o nosso

trabalho. Vejamos agora outra definicéo.

Defini¢do 1.3.22. Seja A uma dlgebra de evolugdo com uma base natural B = {e;; i € A}.

2
i

Dizemos que A tem a Propriedade (2LI) se rank({e?, 3]2}) =2 paratodoi,j € A tais quei # j.

Observacao 1.3.23. Afirmamos que as dlgebras de evolugdo perfeitas e livre de gémeos ambas
tem a Propriedade (2LI). De fato, seja Ay uma dlgebra de evolugdo perfeita com uma base
natural By = {e;; i € A}. Como {e?; i € A} é linearmente independente, segue diretamente
que Ay tem a Propriedade (2LI). Se considerarmos uma outra dlgebra de evolugio Ay com uma
base natural By = {f;; i € A} que é livre de gémeos, entdo para todo i,j € A, i # j, vale que
DY(i) # D'(j). Portanto A, também é uma dlgebra de evolugiio com a Propriedade (2LI).

Uma consequéncia do Teorema 1.3.15, é que a definicdo acima ndo depende da
base natural. Como veremos a seguir, a unicidade da base e a Propriedade (2LI) sdo

equivalentes.

Coroldrio 1.3.24. [2, Coroldrio 2.7] Seja A uma dlgebra de evolugio nio degenerada. Entdo as

sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(i) A tem base natural vinica.

(ii) Existe uma base natural B = {e;; i € A} de A tal que {e?, 6]2} é linearmente independente

para todoi,j € A, com i #j.

1.4 DERIVACOES DE ALGEBRAS DE EVOLUCAO

Seja L(.A) o espago dos operadores lineares da K-algebra de evolugao A. Estamos

interessados em estudar um subespago de £(A) conhecido como o espaco das deriva-
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¢des. No contexto das algebras de evolugao, diversos trabalhos recentes se dedicam a

caracterizar tal espaco, como por exemplo [1,9,10,17,18].

Definicdo 1.4.1. Sejam A uma K-dlgebra (de evolugio) e d € L(A). Dizemos que d é uma
derivagio de A se

dlu-v)=d(u)-v+u-dv),
para quaisquer u,v € A. O espago das derivagoes de A é denotado por Der(.A).
Sejam A uma K-élgebra de evolugdo com uma base natural B e matriz de estrutura

Mp = (w;j). Em [19] foi provado que d = (d;;) € L(A) € uma derivacéo se, e somente se,

respeita as seguintes condicdes:

wjrdj + widj; =0, parai,jk € {1,...,n} tal quei #j, (3)
n
Zwikdk]' =2w1‘]’d,'i, para i,j € {1,...,n}. (4)
k=1

Em [19], o autor considera somente o caso em que char(K) = 0. Porém o resultado é
vélido para corpos de qualquer caracteristica, e a mesma prova funciona. Em particular,

se char(KK) = 2 entdo (4) pode ser reescrita como

iwikdk]‘ =0, parai,je{l,...,n}.
k=1
Em [8], algumas propriedades do espago das derivacdes de uma &lgebra de evolugado
ndo degenerada sdo obtidas a partir do seu grafo associado. Abordagem similar, para
diferentes classes de dlgebras de evolugdo foi utilizada em [9, 17, 18]. Este tltimo é
um trabalho de nossa autoria que iremos discutir com mais detalhes no Capitulo 4.
O préximo exemplo, evidencia que o espaco das derivacdes, em geral, ndo pode ser

totalmente caracterizado utilizando somente o grafo associado.

Exemplo 1.4.2. Sejam Ay e Ay Q-dlgebras de evolugio com bases naturais By = {eq,ep,e3} e

By = {f1, f2, f3}, respectivamente, e produtos dados por

el=e3=e; e=ei+es; fi=—f fi=fitfs e f3=f.

Essas dlgebras tem o mesmo grafo associado.
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C_H D

Figura 2: Grafo associado as dlgebras A; e A», relativo as bases B e B, respectivamente.

Utilizando as Equagdes (3) e (4), podemos calcular o espago das derivagoes para essas duas
dlgebras e obtemos que Der(A;) = {0} e Der(Ay) = span{d}, onde

1 0 3
d=10 2 0
301

]

Em [10] os autores apresentaram um importante teorema para a caracterizacdo do
espago das derivagdes de K-algebras de evolugdo, com char(K) = 0. Vejamos este

teorema.

Teorema 1.4.3. [10, Teorema 2.1] Seja A uma dlgebra de evolugdo com uma base natural B tal
que det(Mp) # 0. Entdo Der(.A) = {0}.

Como ja discutido, uma algebra de evolugdo ter uma base natural B tal que det(Mp) #
0 é equivalente a dizer que a algebra de evolugdo é perfeita. Em 2019, [13, Teorema
4.1] apresenta resultado equivalente e também estuda o caso em que o corpo tem
caracteristica diferente de zero. Em 2020, utilizando grafos associados, [8, Teorema 1]
discute outra classe de algebra de evolucdo com espaco de derivagdes nulo. Vejamos tal

teorema.

Teorema 1.4.4. [8, Teorema 1] Seja A uma dlgebra de evolugio nio degenerada com uma base
natural B. Se A é livre de gémeos, entio Der(A) = {0}.

Observacao 1.4.5. Considere as dlgebras de evolugio A, Ay e As com bases naturais By, By e

B3, respectivamente, e matrizes de estruturas apresentadas abaixo:

Mp, =

1

’ MB2 = 1 —1 1 ’ MB3 =

_ O
O R =
_ O
S O -
[ ™)
_ o O

Note que A, é Asj sio dlgebras de evolugdo perfeitas enquanto Aj ndo é. Por outro lado, Aj e
Aj sdo livre de gémeos e Ay ndo. Logo essas classes de dlgebras tem elementos em comum, mas

nenhuma é contida na outra.
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A Proposigdo 3.2.3 generaliza esses dois teoremas supracitados. Outro trabalho que
se dedica ao espago das derivagdes de algebras de evolugdo é [17], que define e estuda

as algebras de evolugdo de Volterra. Vejamos a definicao.

Definicao 1.4.6. Uma dlgebra A é chamada de dlgebra de evolugio de Volterra se possui uma

base natural B tal que Mp é antissimétrica.

Em [17] os autores provam que uma certa classe de algebras de evolugdo de Volterra
tem o espaco de derivagdes nulo. Na Secdo 3.2 desta tese apresentamos uma série
de resultados que caracterizam o espaco das derivacdes das dlgebras de evolugao de

Volterra.
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RADICAL DE ABSORCAO E
ASSOCIATIVIDADE

Na Secdo 1.3 vimos que o quociente de uma algebra de evolugdo pelo seu anulador, em
geral, ndo é uma dlgebra de evolucdo ndo degenerada. Podemos considerar a pergunta:
dada uma élgebra de evolucdo degenerada A, existe algum ideal I tal que o quociente
A/I é uma &lgebra de evolugdo ndo degenerada? Em [5], as autoras apresentaram
uma familia de ideais que tem precisamente esta propriedade, os chamados ideais de
evolucdo com propriedade de absor¢do. Em especial, consideram um ideal obtido pela
intersecdo de tais ideais, chamado de radical de absor¢do. Na Secgdo 2.1, apresentare-
mos a definicdo do radical de absorcdo, assim como alguns resultados preliminares

provenientes de [5].

Na Secdo 2.2 apresentaremos uma caracterizagdo para o radical de absor¢do. Fixada
uma base natural de uma algebra de evolugdo, mostraremos que o radical de absorgdo
desta dlgebra pode ser obtido a partir do grafo associado a algebra relativo a base em
questdo. Destacamos os Exemplos 2.1.7 e 2.2.18, que mostram a importancia do Teorema
2.2.17. Os resultados da Secdo 2.2 e da Segdo 2.3 fazem parte de um artigo que estd em

elaboracéo.

Dada uma 4lgebra de evolucdo degenerada, determinar se tal dlgebra é redutivel (ou
seja, se pode ser escrita como soma direta de ideais) ainda é um problema em aberto.
Na Secdo 2.3, apresentamos uma abordagem para a solucdo deste problema, utilizando

a caracterizagdo do radical de absorc¢do da Secdo 2.2.

A tltima secdo deste capitulo sera dedicado a uma discussdo sobre associatividade
de algebras de evolugdo. Apresentamos condi¢des, que dependem do grafo associado a
algebra, necessdrias e suficientes para que uma &lgebra de evolucdo seja associativa. Em

todo este capitulo, sdo consideradas dlgebras de evolugdo sobre um corpo K qualquer.
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2.1 CONCEITOS PRELIMINARES

O conceito de radical de absorcao foi introduzido em [5]. Veremos como tal ideal é

definido e algumas de suas propriedades bésicas.

Definicdo 2.1.1. Seja I um ideal de uma dlgebra de evolugio A. Diz-se que I tem a propriedade

de absor¢do se para qualquer x € A tal que x A C I, entdo x € 1.

Exemplo 2.1.2. Seja A uma dlgebra de evolugio com uma base natural B = {eq, ey, e3} tal que
e2 =0, ¢35 = ey ee3 = ey +e3. Considere 0s espagos vetoriais I = span{e, e} e | = span{ey, e3}.
Vejamos que tais espagos vetoriais sio ideais. De fato, sejam x = xy1e1 + xpep + x3e3 € A,

y=yie1+yoex € l ez =z1e1 +z3e3 € |, onde x;,Yy; e z; sdo escalares. Entdo

2 2 .
xy (x1€1 + X202 + X3€3)(Y1€1 + Y202) = X1Y1€] + X2Y285 = X2l2€1 € I;

xz = (x1e1+ xpep + x3e3)(z1e1 + z3€3) = xlzleiZ + xgzg,eg = x3z3(e1 +e3) € J.

Afirmamos que | ndo tem a propriedade de absor¢do. Para verificar isto, basta observar que
e A C span{e;} C Jeey & J. Por outro lado, I tem a propriedade de absor¢do. De fato, se
v =v1e1 +vpep +v3e3 € Aé tal que v A C I, entio

vX = lele% + vzxze% + 03x3e§ = vpXxpe1 + v3x3(er +e3) € 1,
para qualquer x = x1e1 + Xpep + x3e3 € A. Portanto, vs = 0 e consequentemente v € I. Il

Note que no exemplo anterior ann(A) C I. Tal propriedade é sempre vélida, como

veremos a seguir.

Observacao 2.1.3. Sejam A uma dlgebra de evolugio e I um ideal com a propriedade de absor¢io,
entdo ann(A) C I. De fato, se x € ann(A) entido x.A = {0} C I. Como I tem a propriedade de

absorgio, temos que x € 1. Concluimos que ann(A) C 1.

Os proximos resultados que apresentaremos sdo os Lemas 2.24 e 2.25 de [5]. O
primeiro discute o fato de que o quociente de uma algebra de evolugdo por um ideal
com a propriedade de absor¢do é uma algebra de evolucdo ndo degenerada. O segundo,
mostra que dada uma base natural B de uma 4algebra de evolugédo, se I é um ideal
de A que tem a propriedade de absorgdo, entdo ele possui uma base natural que é
um subconjunto de B. Como veremos, este resultado sera de grande importancia na

caracterizacdo do radical de absorcao.
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Lema 2.1.4. [5, Lema 2.24] Um ideal I de uma dlgebra de evolugio A tem a propriedade de

absorcio se, e somente se, ann(A/I) = {0}.

Lema 2.1.5. [5, Lema 2.25] Sejam I um ideal ndo nulo de uma dlgebra de evolugio A e
B = {e;; i € A} uma base natural de A. Se I tem a propriedade de absorgdo, entio existe
N C Atal que B' = {e;; i € N'} é uma base natural de 1.

Podemos entdo definir o radical de absorgao.

Definicdo 2.1.6. Sejam A uma dlgebra de evolugio e Y (.A) o conjunto de todos os ideais de A

com a propriedade de absor¢do. O radical de absor¢do de A, denotado por rad(A) é dado por

rad(A) = ﬂ L.
Ie¥(A)

Dada uma élgebra de evolugdo A com uma base natural B = {¢;; i € A}, como
rad(A) tem a propriedade de absorgdo, segue pelo Lema 2.1.5 que existe A’ C A tal
que rad(A) = span{e;; i € A’'}. Note que esta propriedade é mais geral do que ter a

propriedade de extensdo, visto que B é uma base qualquer de A.

Exemplo 2.1.7. Seja A uma dlgebra de evolugdo com uma base natural B = {e1,e;,e3} tal
que e3 =0, €3 = ey e €3 = ey + e3. Para obter o radical de absorgio de A temos que determinar
todos os seus ideais com a propriedade de absor¢do. Pelo Lema 2.1.5, estes ideais também tem
a propriedade de extensdo. Segue direto da defini¢do que A é um ideal com a propriedade de
absor¢do. Entdo devemos verificar quais os espagos vetoriais do tipo span B', onde B’ C B, sio

ideais com a propriedade de absor¢do. Considere tais espagos vetoriais:
V1 =span{e; }, V, = span{ey }, V3 = span{es},
Vy =span{ej, ex}, Vs =span{ei, ez}, Vi =span{ey, es}.

Note que V,, V3, V5 e Vg ndo sdo ideais, pois ndo sdo fechados para o produto. Observe também

que V; é de fato um ideal, afinal ann(A) = V3, porém nio tem a propriedade de absorgio visto

que ep A = span{e1 } C Vi e ey ¢ Vy. Vejamos agora que Vy tem a propriedade de absorgio.

Seja x = x1e1 + xpep + x3e3 € A, com x; coeficientes, tal que x A C Vy. Entdo

2 2
xy = (x1e1 + xpep + x3€3)(Y1€1 + Y202 + Y3€3) = Xol205 + X3Yy3e5 € V4,

para todo y = yye1 + yaex + yze3 € A, onde y; sdo coeficientes. Logo x3 = 0 e portanto x € Vj.

Logo rad(A) = ANVy =V, O
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Proposicdo 2.1.8. [5, Proposicio 2.28] Seja A uma dlgebra de evolugio. As sequintes condigdes
sdo equivalentes:

(i) rad(A) = {0}.
(ii) ann(A) = {0}.

(iii) A é ndo degenerada.

Coroldrio 2.1.9. [5, Proposi¢io 2.29] Seja I um ideal de uma dlgebra de evolug¢io A. Entdo I tem
a propriedade de absorgio se, e somente se, rad(A/I) = {0} . Em particular rad(A/rad(A)) =
{0}.

Vejamos agora dois resultados auxiliares que utilizaremos na préxima secao.

Lema 2.1.10. Sejam G = (V, E) um grafo orientado e i € V. Entdo D*(i) # @ para todo

k € IN* se, e somente se, existe um caminho de i para um ciclo 0 de G.

Demonstragio. Suponha D¥(i) # @ para todo k € IN*. Como D¥(i) C V e V é finito, entao
existem ki, k, € IN* distintos tais que Dk(i) N DR (i) # @. Sem perda de generalidade,
tome ki < ky. Seja j € Dki(i) N D*2(i). Como j€e Dki(i), entdo existe um caminho udei
para j. Considerando que j € Dk(i) = Dke—ki(Dk1(j)) e j € DFki(i), existe um caminho de
j para j, equivalentemente, existe um ciclo 6 tal que j € 6°.

No outro sentido, sejam 6 = vgv10; ...v,_10, um ciclo de G (ou seja, vg = v,) tal que
existe um caminho y = uguquy...uy, com uy =i, e Uy € 09, Tome k € N*. Se k < t,
entdo u, € D¥(i) # @. Se k > t entdo v € Dk(i) para algum j € {0,1,...,n}. Logo
Dk(i) # @. O

Exemplo 2.1.11. Sejam A uma K-dlgebra de evolugio e B = {ey, ey, 3, e4} uma base natural
de A tal que

e2=er+e3, es=ey, e5=—e4 e ex=0.
Vejamos que o espago vetorial I = span{ey, ex +e3,e4} é um ideal de A. Sejam x = xq1e1 + xpez +

x3e3 +xges € Aey =y1e1 +y2(ex+e3) +yses € I, onde x;,y; € K. Entdo

2 2 2 2
xy = (x1e1+x2e2 + x3€3 + xge4)(y1€1 + Y2(€2 + €3) + Y3es) = X1y1e] + XoY2e5 + X3Y265 + X41/3€5

x1y1(e2 +e3) + (x2y2 — x3y2)es € L.

Logo I é um ideal de A. Note que 3 € suppy I mas e3 ¢ I. O
Seja A uma 4algebra de evolugdo com uma base natural B = {¢;; i € A} e C A

um ideal. Observe que o exemplo anterior nos mostra que, em geral, ndo é vélido

que se j € suppg(l) entdo ¢; € I. Porém, vejamos que o resultado € vélido se I tem a

propriedade de extensdo.
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Proposicdo 2.1.12. Sejam A uma K-dlgebra de evolugio, I um ideal com a propriedade de

extensdo e B = {e;; i € A} uma base natural de A tal que I = span{e;; i € A'}, com ' C A.

Entdo

(i) suppgI =N/,
(ii) sej € N, entdo D(j) C A.
Demonstragio. O item (i) segue diretamente da defini¢do. Para provar o item (ii), iremos

utilizar indugdo. Seja j € A’. Note que
DY(j) = suppB(e]Z) Csuppg [ C A\

Suponha agora que D(j) C A’ para algum k > 1. Logo se ¢ € Df(j) C A’ entdo
D'(¢) C A’ e portanto D**1(j) = D1(D¥(j)) € A’. Concluimos que D!(j) C A’ para todo
t > 1 e portanto D(j) C A’ O

2.2 CARACTERIZACAO DO RADICAL DE ABSORCAO

O principal objetivo desta secdo é a demonstracdo do Teorema 2.2.17. Este teorema
permite determinar o radical de absor¢do de uma 4lgebra a partir do grafo associado
(independentemente da base natural usada). Para comegar, vamos explorar a relagdo
entre a propriedade de absorc¢do e a propriedade de extensdo de um ideal.

O Lema 2.1.5 mostra que ideais que tem a propriedade de absor¢do também tem
a propriedade de extensao, mas como mostra o préoximo exemplo, a reciproca nado é

verdadeira.

Exemplo 2.2.1. Seja A uma dlgebra de evolugdo com uma base natural B = {e1,e;,e3} tal
que e5 = e1 +ey, 3 =0 e el = e;. Entdo I = span{ey,ep} é um ideal de A com propriedade
de extensdo. No entanto, es A = span{e1} C I ee3 ¢ 1. Logo I ndo tem a propriedade de

absorg¢io. O

O seguinte resultado nos mostra um critério para determinar quando um ideal que

tem a propriedade de extensdo também tem a propriedade de absorgao.

Proposicdo 2.2.2. Sejam A uma dlgebra de evolugdo, I um ideal com a propriedade de extensio
e B ={e; i € A} uma base natural tal que I = span{e;; i € A'} e N C A. Entdo [ tem a

propriedade de absor¢do se, e somente se,

para todo j € A\ A, vale que D'(j) € A (5)
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Demonstragio. Seja Mp = (w;;) a matriz de estrutura de A relativa a base B. Suponha
que I tem a propriedade de absor¢do. Por redugdo ao absurdo, assuma que existe

j € A\ A tal que D(j) C A. Seja x = Z xrex € A, com x; € K. Entdo, utilizando a
keA
Equacdo (2), temos que

2
ejx = ¢ (Z xkek> = xje; = xj Y. wiex
keA keD'(j)
Como D'(j) C A’ entdo eix € I. Logo e;jA C I. Por hipétese I tem a propriedade de
absorgdo e consequentemente ¢; € I, o que é um absurdo, visto que j € A\ A".
Para a reciproca, suponha que I respeita a Equacdo (5) e vejamos que I tem a

propriedade de absorgdo. Seja x = ) xe € A, com x; € K, tal que x.A C I. Suponha
ke
que x ¢ I, entdo existe j € A\ A’ tal que x; # 0. Portanto

xej = x]-e]2 = X;j (Z wjkek> = X;j Z wikex | € L.
kEA keD1(j)
Pela Proposigdo 2.1.12 (ii), temos que suppp(xe;) = D(j) C A/, o que é um absurdo
visto que por hipétese I respeita a Equacdo (5). Logo x € I, o que significa que I tem a

propriedade de absorcéo. O

Observagio 2.2.3. Dada uma dlgebra de evolugio A com uma base natural B = {e;; i € A},
denotamos por ¥(A) o conjunto de todos os ideais de A com a propriedade de absor¢ido. Na

Observagio 2.1.3, discutimos o fato de que ann(A) C I, para todo I € ¥(.A). Portanto

ann(A) C ﬂ I =rad(A).

I€eY(A)

Assim, para que ann(A) = rad(A) basta que ann(A) € ¥(A). Pelo Lema 1.3.8, temos que
ann(A) = {e;; i € Ao(B)} e pela Proposicio 2.2.2 temos que ann(A) tem a propriedade de
absorciio se, e somente se, D'(j) € Ao(B) para todo j € A\ Ao(B).

Corolério 2.2.4. Sejam A uma dlgebra de evolugdo com uma base natural B = {e;; i € A} e

rad(A) = span{e;; i € A'}. Entdo, se j € A valem as sequintes propriedades:
(i) Se D'(j) C A entio j € N,

(ii) Se D"(j) C A, para algum n > 1, entdo D"1(j) C A’
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(iii) Se D"(j) C A/, para algum n > 0, entdo j € N'.

Demonstragio. Para verificar o item (i), suponha que existe j € A tal que D'(j) C A/
e j ¢ A. Pela Proposigdo 2.2.2, isto implicaria que rad(.A) ndo tem a propriedade de

absorcdo, o que é um absurdo. Para provar o item (ii), Seja j € A tal que D"(j) C A’. Por

defini¢ao, D"(j) = DY(D"~1(j)) C A’. Logo, para todo k € D"~1(j) vale que D'(k) C A'.

Consequentemente, pelo item (i), k € A’. Portanto D"~1(j) C A’. O item (iii) segue de
(1) e (ii). []

Defini¢do 2.2.5. Seja A uma dlgebra. Dizemos que o conjunto {I;}icnN de ideais de A respeita
a condigdo de cadeia ascendente se Iy CI; C ... C I, C ... C Aeexiste m € N tal que
Ly = Ly+t, para todo t € IN.

Observagio 2.2.6. Seja A uma dlgebra de evolugido com uma base natural B = {e;; i € A}.

Considere a seguinte familia de subconjuntos de A,

AMB)={icA; e2=0} e M(B)={icA; D'(i) C \_1(B)},

para todo k € IN*. Se i € Ao(B), entdo D'(i) = @ e, consequentemente, D'(i) C Ao(B).
Logo Ao(B) € Aq(B). Suponha que A;_1(B) C Ay(B) para algum t > 0. Seja j € Ay(B).

Entdo D'(j) € A;_1(B) C Ay«(B). Pela definicio de As1(B), temos que j € Ay 1(B). Logo

Ai(B) € Ap1(B) e portanto temos a sequinte cadeia de subconjuntos de A
A(B) CAM(B)C...C M(B)C ... CA. (6)

Observe que Ag(B) = Ag(B). Para cada i € N, defina annP(A) = span{ej; j € Ai(B)}. Como

veremos na préxima proposicio, estes espagos vetoriais sio ideais.

Proposic¢do 2.2.7. Seja A uma dlgebra de evolugio com uma base natural B = {e;; i € A}.

Entdo os espagos vetoriais annlB(A), com i € N, sdo ideais de A.

Demonstragio. Primeiro, note que annj(A) = ann(A), que j4 sabemos que é um ideal.

Sejam x= Y xer € Aey= Y yiex € ann(A), com i > 0. Entdo
keA keA;(B)

Xy = Z xkyk€i= 2 XkYk (2 wkt€t> = Z XkYk 2 Wiet | -
keA;(B) keA;(B) teA keA;(B) teD1(k)

Se k € Ai(B) entdo t € D(k) C A;_1(B) C Ai(B). Desta forma ¢; € ann?(.A) para todo
t € D'(k) e consequentemente xy € annf (A). Logo annfB (A) é um ideal. O
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Exemplo 2.2.8. Seja A uma dlgebra de evolugio com uma base natural B = {e1, e, e3,e4} tal
que e = e;+ey+e3, €3 = e = ey e ¢ = 0. Considere T'(A, B), apresentado na Figura 3, e
denote por D}(i) o conjunto de descendentes de primeira geragdo de i neste grafo. Tomando
A = {1,2,3,4}, temos que Ao(B) = {i € A; ¢ =0} = {4} e My(B) = {i € A; D}(i) C
Ao} ={2,3,4}. Continuando, temos que Ai(B) = A(B) = {2,3,4}, para todo i > 1. Assim
annb(A) = span{es}, annP(A) = span{e,, e3, 4} e annP(A) = annb(A), para todo i > 1.

Figura 3: I'(A4, B).

Considere agora B' = {f1, f2, f3, fa}, onde fy = ey, f» = ex+e3, f3 = e —e3 e fy = e1. Pode-se
verificar que B' é uma base natural de A com o produto dado por f} =0, f3 = f2 =2f1 e
f2 = fo+ f1. O grafo associado a A relativo a base B’ é apresentado na Figura 4.

Figura 4: T'(A, B').

Utilizando B’ temos que Ao(B') = {1} e A{(B") = {1,2,3}, para todo i € N*. Note ainda que
annf'(A) = span{fi}, ann? (A) = span{f}, fo, f3} e que ann?'(A) = ann¥'(A), para todo
i > 1. Observe que Ao(B) # Ao(B') e A1(B) # A1(B'), porém ann?P(A) = ann?l(.A), para todo

i € IN. Na préxima proposi¢do mostraremos que tal propriedade vale em geral. O

Proposic¢do 2.2.9. Seja A uma dlgebra de evolugdo com bases naturais B = {e;; i € A} e
B' = {f;; i € A}. Entiio annP(A) = ann? (A), para todo i € N.

Demonstragio. Para i = 0, temos que annf(A) = ann(A) = ann} (A). Seja Mp = (wl’-].)
a matriz de estrutura de A relativa a base B’. Suponha por indugdo que ann?(A) =

ann?/(.A) para i € N*. Afirmamos que ann?(A) C anngl(.A). Seja j € Aj1(B). Por
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definicdo, temos que Dllg(j) C A{(B) e portanto e]Z € ann?(A) = annlB/(A). Seej = Z Xk frr
keA
onde x sdo coeficientes, entdo pela Observacdo 1.3.16 existe A" C A\ Ag(B’) tal que

ej= ) Xfet Y. Xcfw

keN keAy(B")

onde x;, # 0 para algum kg € A’ e ainda rank({f7, f?}) = 1 para todo ¢,t € A’
Observe que como rank({f7, f?}) = 1, entdo existem ay € K* tais que f? = a sz0 e
consequentemente D};,(k) = D,lg, (ko) para todo k € A’. Assim

& = Lt L df- T df- L (uf)

keN keAy(B') ke keN
2
- <zxkock) Y
ken! teD, (ko)

Como 6]2 € annlB/(A) entdo D}g,(ko) C Ai(B"). Logo A" C A;41(B’) e consequente-
mente ¢; € span{f;; t € Aj1(B")} = annfi:l(A). Segue que anniBJrll(A) = span{ey; k €
Ais1(B)} C annﬁ:l(.ﬁl). De forma andloga, temos que annll-i/l(A) C ann? | (A). O

A proposicdo anterior prova que ann?(A) é invariante pela base natural B, desta

forma podemos omitir a base e escrever ann;(.A).

Proposicdo 2.2.10. Seja A uma dlgebra de evolugido com uma base natural B = {e;; i € A}.

Entdo {ann;(A) ; i € IN} respeita a condigio de cadeia ascendente.

Demonstragio. Pela Proposigdo 2.2.9 temos que ann;(.A) é um ideal para todo i € IN. De
(6) segue que
anng(A) C anny(A) C ... Cann;(A) C ... C A.

Seja i € N tal que A;(B) = Aj;1(B). Entao
Aia(B) = {j € A; D'(j) € Aia(B)} = {j € A; D'(j) C Ai(B)} = Aisa(B).

Segue por inducdo que se A;(B) = Aj1(B) entdo A;(B) = Aj4(B), para todo t € IN.

Concluimos que existe m € IN tal que
anng(A) C anny(A) C ... C anny(A) = anng,1(A) = anng0(A) = .. ..

Por fim, note que como A tem dimensdo finita existe m € IN tal que ann,(A) =
ann,,1(A). O
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Teorema 2.2.11. Sejam A uma dlgebra de evolugdo com uma base natural B = {e;; i € A} e
m € IN tal que m = min{k € IN; Ax(B) = Agy1(B)}. Entido rad(A) = anny(A).

Demonstragido. Note que, por defini¢do, anny,(.A) tem a propriedade de extensao. Ve-
jamos agora que anny(A) € ¥(A) . Suponha que anny(A) ndo tem a propriedade
de absorcao. Pela Proposicdo 2.2.2, existe j € A\ An(B) tal que D'(j) C An(B). Pela
definicdo de Ay41(B) temos que j € Ayni1(B) = An(B), o0 que é absurdo. Logo anny(A)
tem a propriedade de absorcéo.

Por udltimo, demonstraremos que anny(A) C I para todo I € ¥(A). Suponha,
por reducdo ao absurdo, que existe I € Y(A) tal que anny(A) € I. Como I tem a
propriedade de absor¢do, entdo pelo Lema 2.1.5 existe A’ C A tal que I = span{e;; i €
AN'}. Como anny(A) Z I entdo An(B) € A’. Por outro lado, pela Observagdo 2.1.3,
Ao(B) € A. Sejar = min{k € IN; Ax(B) £ A'}. Portanto A,_1(B) C A’ e A,(B) £ A'. Seja
k € A,(B) tal que k € A\ A’. Pela definicao de A,(B), temos que D'(k) C A,_1(B) C A’
Desta forma, pela Proposicdo 2.2.2, temos que I ndo tem a propriedade de absorg¢do, o
que é uma absurdo. Logo An(B) C A’ e anny(A) C I.

Como anny(A) tem a propriedade de absorg¢do, entdo rad(A) C anny(.A). Por outro
lado, como anny(.A) estd contido em todo ideal com a propriedade de absorgao, temos
que anny(A) C rad(A). O

Definicdo 2.2.12. Sejam A uma dlgebra de evolugido com uma base natural B. O indice de

absorgdo de A, que denotaremos por m, é dado por m = min{k € IN*; Ax(B) = Ax1(B)}

Corolério 2.2.13. Sejam A uma dlgebra de evolugio com uma base natural B = {e;; i € A},
m o indice de absorc¢ido e rad(A) = span{e; € B; i € Aw(B)}. Entdo valem as seguintes

propriedades:
(i) Se i é um ciclo de T(A, B), entdo u° N An(B) = @.
(i1) Sei € A é ciclico, entdo i ¢ Aw(B).
(iii) Sei € Am(B) \ Ao(B), entio existe um caminho de i para algum j € Ao(B).

Demonstragio. (i) Seja u um ciclo de I'(A, B). Como cada vértice de u° é origem de uma
aresta, entdo 1° N Ag(B) = @. Suponha por redugio ao absurdo que u° N An(B) # . Seja
k =min{t € N*; A((B)Nu® # &}. Entao existe v € u® N A(B). Portanto D'(v) C Ax_1(B)
e 1" N Ax_1(B) # @. O que é absurdo pela minimalidade de k. Logo 1° N An(B) = @.
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(ii) Sejam i,j € A,  um caminho de i para j e  um ciclo tal que j € u°. Pelo item
(i) j € Am(B). Suponha por redugdo ao absurdo que i € Ay(B). Como rad(A) tem a
propriedade de extensdo, pela Proposi¢do 2.1.12 (ii) temos que D(i) C An(B). Logo
j € D(i) € An(B), o que é absurdo.

(iii) Se i € Am(B) \ Ag(B), por (ii), ndo existe um caminho de i para um ciclo de I'(A4, B).
Pelo Lema 2.1.10, existe k € IN* tal que D*(i) = @. Seja t = min{k € IN*; D*(i) = @}.
Como D!~(i) # @, tome j € D!~1(i). Assim existe um caminho de i para j e D!(j) = &,
ou seja, j € Ag(B). O

Recentemente, em [7], os autores apresentaram uma caracteriza¢do para o radical
de absorcdo similar a que apresentamos aqui, porém mais geral, para dlgebras ndo
associativas. Uma diferenca na abordagem que utilizamos neste capitulo é que aqui o
radical de absor¢do pode ser obtido a partir do grafo associado a algebra de evolugdo
relativo a uma base qualquer. Vamos mostrar que a cadeia que apresentamos na
Proposigdo 2.2.10 é a mesma cadeia apresentada em [11, Defini¢do 3.3] (e utilizada

em [7]), chamada de série anuladora superior. Primeiro, vejamos a definicéo.

Definicio 2.2.14. Seja A uma dlgebra. Definimos ann®(A) = {0} e ann)(A) da sequinte
forma:

ann®(A)/ann"V(A) = ann(A/ann""V(A)) para todo i € N*.

A cadeia de ideais
{0} € ann@(A4) C ann@(A) C ... Cann?D(A) C ...
¢ chamada de série anuladora superior.
Em [7, Lema 3.5 i)], os autores provaram que se A é uma algebra entdo
ann?(A) = {x € A; xAU Ax C ann(~D(A)},

para todo i € IN*. Vamos mostrar que se A é uma dlgebra de evolucdo entdo
ann*D(A) = ann;(A), para todo i € IN, e consequentemente as construgdes sdo equiva-

lentes para algebras de evolugéo.

Proposicio 2.2.15. Seja A uma dlgebra de evolugio. Entdo annl*V)(A) = ann;(A), para todo
i € N.
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Demonstragio. Seja B = {e;; i € A} uma base natural de A. Para i = 0 temos que
annD(A) = {x € A; xA C {0}} = ann(A) = anng(A). Suponha que ann**1(A) =
anni(A) para algum k € IN*. Primeiro vamos provar que ann®*2(A4) C anny,;(A).
Sejam x = ) xpe; € ann®*D(A), com x; coeficientes, e A’ = suppy(x). Se j € A’ temos

teA
que

xej = ( ) xtet> ej = x]-ejz- =x;i | ). wje | € ann®™*D(A4) = anng(A).
ten’ LeD1(j)
Logo D!(j) € A«(B) e portanto j € Ag,q(B). Concluimos que x € ann,(.A). Provaremos

agora que anny,;(A) C ann**?(A). Sejam x = Z xeer € anng,1(A) ey = Z yeer €
teAi (B) teA
A. Entdo

xy = ( Y. xt€t> (Z }/tet) = Y xype= Y x| Y wue
A (B) feA tEA i (B) A (B) (eDi(h
Como t € Ag,q1(B) entdo D(t) C Ar(B). Logo xy € span{e; t € Ar} = anng(A) =
ann*D(A). Portanto xA C ann®*D(A) e consequentemente x € ann**?)(A). O

Um resultado equivalente ao Teorema 2.2.11, porém mais geral, para algebras ndo

associativas, foi apresentado em [7]. Primeiro, vejamos uma definicdo.

Definicdo 2.2.16. Seja A uma dlgebra. Se existe k tal que
k = min{g; annP(A) = ann“*V(A)},
chamaremos k de indice de estabilizacdo do aniquilador de A, e denotaremos por asi(A).

Em [7, Proposicao 3.7 iii) ] os autores mostram que se A é uma dlgebra entdao
rad(A) = ann@®A)(A), o que é equivalente ao Teorema 2.2.11 se A é uma algebra de
evolugdo. Observe que a proposi¢do anterior mostra que se A tem indice de absorcado
m, entdo asi(A) =m — 1.

Uma vantagem da abordagem que propomos aqui nesta se¢do é o teorema que
apresentaremos a seguir, que permite determinar o radical de absorcdo a partir de

propriedades do grafo associado a 4lgebra relativo a uma base fixada.

Teorema 2.2.17. Sejam A uma dlgebra de evolugdo com uma base natural B = {e;; i € A}, m
o indice de absorcio e rad(A) = span{e; € B; i € An(B)}. Entdo i € An(B) se, e somente se, i
ndo é ciclico.
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Demonstragio. A ida segue direto do Coroldrio 2.2.13 (ii). No outro sentido, tome i € A
tal que ndo existe caminho de i para um ciclo de I'(A, B). Pelo Lema 2.1.10, temos que
existe k € IN* tal que D*(i) = @. Seja r = min{k € IN*; D¥(i) = &}. Assim D""1(i) # T e
DY(D"~1(i)) = @. Portanto D"~1(i) C Ag(B) C Am(B). Pelo Corolario 2.2.4 (iii) temos que
i € Am(B). O

Observe que com o teorema anterior, fixada uma base natural B de uma algebra
de evolucao A, pode-se encontrar uma base para o radical de absor¢ao simplesmente

determinando quais vértices ndo sdo ciclicos em I'(A, B). Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.2.18. Considere novamente o dlgebra A do Exemplo 2.1.7. O grafo de A associado

a base B é apresentado na Figura 5.

O—0—@ )

Figura 5: I'(A4, B).

Note que os vértices 1 e 2 ndo sdo ciclicos. Pelo Teorema 2.2.17 temos que Aw(B) = {1,2}. Logo
rad(A) = span{ey, s }. O

Coroldrio 2.2.19. Sejam A uma dlgebra de evolugido com uma base natural B. Entdo as

sequintes condigoes sio equivalentes:

(i) A =rad(A).
(ii) T'(A, B) ndo possui ciclos.
(iii) A é nilpotente.

Demonstragio. A equivaléncia entre os itens (i) e (ii) segue do Teorema 2.2.17 e a

equivaléncia entre os itens (ii) e (iii) segue de [12, Teorema 3.4]. H

Coroldrio 2.2.20. Seja A uma dlgebra de evolugio com uma base natural B = {e;; i € A}.

Entido rad(A) = ann(.A) se, e somente se, todo vértice i ¢ Ay(B) é ciclico.
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2.3 REDUTIBILIDADE DE ALGEBRAS DE EVOLUQAO

DEGENERADAS

O principal objetivo desta secdo é apresentar o Teorema 2.3.10, que mostra, sob certas
condi¢des, uma relagdo entre a redutibilidade de uma algebra de evolug¢do com a
redutibilidade do seu radical de absor¢do. Comecaremos com a defini¢do de dlgebra

irredutivel.

Definicao 2.3.1. Uma dlgebra de evolugdo A é dita redutivel se existem ideais I e | ndo nulos
de A tais que A = 1@ |. Caso contririo, A é dita irredutivel.

Dada uma éalgebra de evolucdo ndo degenerada é possivel determinar sua redutibili-
dade usando o grafo associado relativo a uma base natural fixada, como diz a seguinte

proposicao.

Proposicao 2.3.2. [12, Proposigio 2.8] Seja A uma dlgebra de evolugdo nio degenerada com

uma base natural B. Entdo A é irredutivel se, e somente se, I'(A, B) é conexo.

No entanto, para as algebras de evolucdo degeneradas a redutibilidade é mais dificil

de determinar, como mostra o seguinte critério.

Proposicao 2.3.3. [12, Proposigio 2.10] Seja A uma dlgebra de evolugdo. Entdo A é irredutivel

se, e somente se, o grafo associado a A relativo a qualquer base natural é conexo.

Como veremos no préximo exemplo, a conexidade do grafo associado a uma algebra

de evolugdo degenerada nao é preservado pela troca de base natural.

Exemplo 2.3.4. Considere a dlgebra de evolugido A com base natural B = {e1, ez, e3} tal que
e =ey+ezees =e3=0. Definindo fy = ey, fa=ex+ee f3=e3, note que B' = {1, fo, f3} ¢
uma base natural de A. Os grafos associados a A relativos as bases B e B’ sio apresentados na

Figura 6. O

O principal objetivo desta se¢do é estudar critérios para determinar se uma &algebra
de evolugdo degenerada é redutivel ou irredutivel. Se uma algebra de evolugdo possui
uma base natural tal que o grafo associado é desconexo, entdo a Proposigdo 2.3.3 nos
garante que tal dlgebra é redutivel. Entdo vamos focar nosso trabalho em algebras de
evolugdo degeneradas com uma base natural tal que o grafo associado relativo a tal

base seja conexo.
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(@) I'(A, B) (b) T(A, B)

Figura 6: Grafos associados a A relativos as bases B e B’.

Exemplo 2.3.5. Seja A uma dlgebra de evolugio com uma base B = {ey, ez, €3, e4, €5} tal que

e2=0,¢65=e1, 65 =ey+ey, €5 =es5 e €2 = e3. A matriz de estrutura de A relativa i B é dada

por
0 0/0 0O
1 0{0 0O
Mgp=| 0 1/0 1 0
0 0/{0 0 1
0 0[{1 0O

O grafo associado a A relativo a base natural B é apresentado na Figura 7.

O DG

Figura 7: I'(A, B).

Como 1 e 2 ndo sdo vértices ciclicos e 3, 4 e 5 sdo vértices ciclicos, pelo Teorema 2.2.17, temos
que Am(B) = {1,2}. Assim rad(A) = span{ey, ex} e a matriz de estrutura de rad(.A) relativa

00
Mp = ;

e o grafo de rad(.A) relativo a base natural B’ é apresentado na Figura 8. Por outro lado,

O—0G

Figura 8: I'(rad(.A), B').

a base B' = {ey,ex} é dada por
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B = {e3,24,05} é uma base para A/rad(A) e ainda e3* = e, 24> = €5, €5> = e3. Assim, a matriz
de estrutura de A/rad(A) relativa i base B é dada por

My =

_ O O
oS O -
S = O

Portanto, o grafo associado a A/rad(A) com relagdo a base B é o grafo da Figura 9.

Figura 9: ['(A/rad(A), B).

Por fim, observe que se definirmos
01
X=100],
00

entdo podemos escrever Mp como uma matriz de bloco, com a sequinte forma
Mg 0
Mp={ "7 .
X Mg

No exemplo anterior a matriz de estrutura de uma algebra de evolugdo A pode ser

]

escrita como uma matriz em blocos, cujos blocos diagonais sdo a matriz de estrutura de
rad(A) e a matriz de estrutura de A /rad(A). Como veremos a seguir, esta propriedade

é valida em geral.

Proposicao 2.3.6. Sejam A uma dlgebra de evolugio, I um ideal com a propriedade de extensio
e B = {e;; i € A} uma base natural de A tal que I = span{e; i € A'} e A" C A. Se os
elementos de B estio enumerados de tal que i < j para quaisquer i € N e j € A\ N, entdo

existem bases naturais B' e B de I e A/, respectivamente, tais que Mg tem a seguinte forma de

Mp
Mp = o 0 ;
X Mg

blocos:
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onde My é a matriz de estrutura de I relativa i base B’ e My é a matriz de estrutura de A/1

relativa d base B.

Demonstragio. Seja B uma base natural de .A nas condi¢des da hipétese e Mp = (wjj); jen
a matriz de estrutura de A relativa a B. Sabemos que B’ = {e;; i € A’} é uma base
natural de I.

Como I é um ideal de A entdo ¢ = Z wiex para todo i € A’. Logo as |A/|
keN
primeiras linhas de Mp tem a forma desejada. Pela Observacado 1.3.11, sabemos que

B={e; i € A\ A’} é uma base para A/I. Note que

et =Y wixer=Y wplr= Y. wiye paratodoie A\A. 7)
keA keA ke A\A

Se Mg = (zij); jen\n € @ matriz de estrutura de A/I relativa a base B, entdo temos que
&= Y zperparatodoi€ A\A.
ke A\A'
Pela Equagéo (7) temos que z;; = w;; para todo i,j € A\ A’ e segue a afirmagao. O
Proposicdo 2.3.7. Seja A uma dlgebra de evolugido com uma base natural B. Entdo exis-

tem bases naturais B' e B de rad(A) e A/rad(A), respectivamente, tais que T(rad(A), B') e
['(A/rad(A), B) sdo subgrafos plenos de T'(A, B).

Demonstragio. Considere a base natural B’ = {e;; i € An(B)} de rad(A). Como rad(.A)
tem a propriedade de extensdo, podemos aplicar a Proposigdo 2.3.6 e considerando a
base B = {g;; i € A\ A'} de A/rad(A) temos que

Mg 0
Mp = ;
X Mz
com a ordenacdo da base B apresentada na Proposi¢do 2.3.6. Pela Defini¢do 1.2.1,

obtemos a tese.
O

Lema 2.3.8. Sejam A uma dlgebra de evolugio degenerada com uma base natural B = {e;; i €
A}. Suponha que A # rad(A) e T(A, B) seja conexo. Entdo V = rad(A)C ndo é um ideal de A.

Demonstragdo. Primeiro, pelo Teorema 2.2.11 temos que rad(A) = {e; € B; i € An(B)},
entdo V = span{e; € B; i € A\ An(B)}. Como T'(A, B) é conexo, entdo existe j €
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A\ An(B) tal que D'(j) N An(B) # @. Se D'(j) C An(B) entéo terfamos que j ndo é ciclico
e portanto j € Ay(B), o que é um absurdo. Logo D'(j) € Aw(B) e consequentemente
DY(j) N (A \ Am(B)) # @. Assim podemos escrever 6]2 = uq +up, onde u; € rad(A)\ {0}
eupy € V\{0}.

Suponha por absurdo que V é um ideal. Entdo 8]2 € V, o que é impossivel, pois

terfamos que A =rad(A)d Ve u; = ejz —upy € rad(A)NV, com u; #0. O

Proposicao 2.3.9. Sejam A uma dlgebra de evolugdo nilpotente com dim(ann(.A)) = 1 e m seu

indice de absor¢io. Entdo A é irredutivel.

Demonstragio. Seja B = {e;; i € A} uma base natural de A e Ay(B) = {¢}. Como A é
nilpotente, pelo Corolério 2.2.19 temos que A = Ay (B). Se j € A\ Ag(B), considerando o
Coroldrio 2.2.13 (iii), existe um caminho de j para ¢. Suponha por absurdo que I'(A, B)
seja desconexo. Entdo existe uma particdo de A = A’ UA” tal que D(k) C A’ para todo
ke A e D(k) C A” para todo k € A”. Sem perda de generalidade suponha que ¢ € A’.
Tomando ¢t € A”, temos que ndo existe caminho de f para ¢, o que é um absurdo. Logo

I'(A, B) é conexo e pela Proposi¢do 2.3.3 temos que A é irredutivel. O

Teorema 2.3.10. Sejam A uma dlgebra de evolugio degenerada, B e C bases naturais de A
e A/rad(A), respectivamente, tais que T'(A, B) e T'(A/rad(A), C) sdo conexos. Se rad(A) é

irredutivel entido A é irredutivel.

Demonstragdo. Seja A nas condi¢des da hipétese. Se A = rad(A) entdo o resultado
é trivial. Caso contrario, pela Proposi¢do 2.3.3, basta provar que I'(A, B’) é conexo
para uma base natural B’ = {f;; i € A} qualquer. Primeiro, note que como A /rad(.A)
é uma algebra de evolu¢do ndo degenerada, entdo o grafo associado a A/rad(A)
relativo a qualquer base natural é conexo. Em particular, se considerarmos a base
B ={f; i € A\ An(B')}, temos que I'(A/rad(A), B') é conexo.

Por outro lado, como rad(.A) é irredutivel, entdo, pelo Teorema 2.3.2, o grafo associado
a rad(A) relativo a qualquer base é conexo. Em particular, se considerarmos a base
B" ={fi; i € Am(B)} de rad(A), entdo I'(rad(A), B”) é conexo.

Seja B = {e;; i € A}. Pelo Lema 2.3.8 V = rad(A)¢ = span{e; i € A\ An(B)} =
span{f;; i € A\ Am(B’)} ndo é um ideal de A. Como V -rad(A) = {0}, entdo V ndo é
fechado para o produto, ou seja, existe i € A\ An(B’) tal que elz ¢ V. Equivalentemente,
existem i € A\ An(B') e j € An(B') tais que j € D(i).
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Portanto I'(A, B') = (A, E) é um grafo que possui subgrafos conexos I'(rad(.A), B”) =
(Am(B"), E1) e T(A/rad(A), B') = (A \ An(B'), E2) tais que EN (A \ An(B") x (An(B")) # @.
Pela Observagédo 1.2.4 concluimos que I'(A, B’) é conexo. O

Corolario 2.3.11. Sejam A uma dlgebra de evolugio degenerada, B e C bases naturais de A e
A /rad(A), respectivamente, tais que T'(A, B) e T'(A/rad(A), C) sdo conexos. Se dim(ann(.A)) =
1 entdo A é irredutivel.

2.4 ALGEBRAS DE EVOLUCAO ASSOCIATIVAS

Como ja discutido, algebras de evolugdo, em geral sdo ndo associativas. Em [14,
Proposicdo 1] se apresenta um critério para determinar quando uma K-algebra é

associativa. Vejamos.

Proposi¢do 2.4.1. [14, Proposicio 1] Seja A uma dlgebra com uma base B = {e;; i € A}.

Entdo A é associativa se, e somente se, (e;e;)ey = ei(ejex) para todo i, j, k € A.

Isso significa que é suficiente ver o que acontece numa base fixada. Vejamos o que
isso representa em relacdo ao grafo associado a uma algebra de evolugdo. O préximo

resultado segue da proposicdo anterior e foi enunciado em [16].

Proposicdo 2.4.2. [16, Proposigdo 3.2.1] Uma dlgebra de evolugio A com uma base natural

B = {e;; i € A} éassociativa se, e somente se, e%ej =0,paratodoi,j € Acomi#j.

As proposigOes a seguir apresentardo critérios para determinar se uma 4lgebra de
evolugdo A é associativa a partir do grafo associado a A relativo a uma base natural
B, considerando casos sobre a dimensdo do anulador de A. Primeiro, note que se
A = ann(A) entdo A é trivial nula e portanto é associativa e o grafo associado a A,

relativo a uma base natural qualquer, possui o conjunto de arestas vazio.

Proposicdo 2.4.3. Seja A uma dlgebra de evolugio nio degenerada de dimensio n. Entido A é
associativa se, e somente se, A é trivial ndo nula. Equivalentemente, se o grafo associado a A,
relativo a uma base natural qualquer, é um grafo com n vértices onde o conjunto de arestas é

dado por um lago em cada um dos vértices.

Demonstragio. Seja B = {e;; i € A} uma base natural de A. Se A é ndo degenerada

entao elz # 0, para todo e; € B. Assim elze]- =0 para todo ¢; € B \ {e;} se, e somente se,
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Figura 10: Grafo associado uma algebra de evolugdo ndo degenerada associativa.

2 _
s =

evolugdo trivial ndo nula. [

es = wj;e;, onde w;; # 0. Portanto, A é associativa se, e somente se, é uma algebra de

Proposicdo 2.4.4. Seja A uma dlgebra de evolugio de dimensio n tal que dim(ann(A)) =re
0 < r < n. Entdo A é associativa se, e somente se, o grafo associado a A relativo a uma base

natural qualquer é um subgrafo do grafo G da Figura 11, com exatamente r pogos.

Figura 11: Grafo G.

Demonstragio. Seja B uma base natural de A. Primeiro, vamos ordenar os elementos de
B de tal forma que B = {ey,...,er,€p41, ..., 64} € ann(A) = span{ey, ..., e, }. Considere

Mp = (w;j) a matriz de estrutura de A relativa a base B. Fixe ¢; € B. Se ¢; € ann(A),
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entdo efe; = 0 para todo ¢j € B. Se ¢ & ann(A), entdo e?e; = 0 para todo j € A\ {k} se,

e somente, se
;

2
€ = Wikex + Zwkiei/
i=1

onde os coeficientes wyy e wy;, 1 < i < r, ndo sdo todos nulos. Logo a matriz de estrutura

de A com relagdo a base natural B é composta por blocos com a seguinte forma:

M 0 0
B = P
C D
onde
Wr11 Wpp12 --- Wealy Wyi1,r+1 0 ... 0
Wri21 Wry22 .. Wredyr 0 Wri2, 42 -+ 0
C = . e D = .
0
wnl wnz .o w;/lr 0 0 e w”n

’ ’ 7

Portanto .4 é associativa se, e somente se, o seu grafo associado é um subgrafo do grafo
da Figura 10, cujos vértices r +1,r +2,...n sdo a origem de pelo menos uma aresta.
O

Uma consequéncia do Lema 1.3.8, é que o ntimero de elementos de uma base natural
cujo quadrado é nulo, é o mesmo para todas as bases naturais de uma algebra de

evolucdo. Logo r ndo depende da escolha da base natural.
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DERIVACOES E LACOS DE
ALGUMAS ALGEBRAS DE
EVOLUCAO

Neste capitulo apresentaremos alguns dos resultados de [6]. Este trabalho é dividido
em trés partes. Primeiro, nos dedicamos a caracterizar o espaco das derivacdes de
algebras de evolucdo ndo degeneradas e depois focamos nosso interesse nas derivagoes
de 4lgebras de evolugdo de Volterra ndo degeneradas. Por fim, dada uma &lgebra
de evolucdo e uma base natural, definimos o conceito de lago e apresentamos quais
condi¢des necessdrias para que a quantidade de lagos seja invariante pela troca de base

natural.

Na Segdo 3.1 apresentamos algumas defini¢des e notagdes que serdo utilizadas neste
capitulo. Na Secdo 3.2 discutimos alguns resultados que caracterizam o espago das
derivagdes de uma élgebra de evolugdo ndo degenerada. Destacamos a Proposigdo 3.2.3

que, como aponta a Observagdo 3.2.4, generaliza alguns resultados ja conhecidos.

Na Secdo 3.3 focamos nosso interesse no caso das algebras de evolugdo de Volterra. A

Proposicdo 3.3.1 é uma aplicagdo da Proposigdo 3.2.1 para as restri¢des consideradas.

Aqui, destacamos o Teorema 3.3.3, que mostra que dada uma &lgebra de evolugdo de
Volterra ndo degenerada, sob certas condi¢des, podemos construir uma outra algebra
de evolugédo de Volterra, com grafo associado mais simples, de tal forma que essas duas
algebra tenham o mesmo espago de derivag¢des. As Proposicdes 3.3.8 e 3.3.11 apresentam
condi¢des para que uma 4algebra de evolugdo de Volterra tenha uma derivagdo com

entradas ndo nulas na diagonal.

Na dltima se¢do, fixada uma base natural de uma &lgebra de evolugdo, motivados
pela teoria de grafos, definimos o conjunto de lacos da &lgebra relativos a esta base
e nos dedicamos a estudar quando a quantidade de lacos é preservada pela troca de
base natural. O Teorema 3.4.3 mostra que, apesar do conjunto de lagos ser definido

a partir de uma base natural, os lacos de uma éalgebra associados a bases distintas
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estdo relacionados de alguma forma. Este teorema é fundamental para todos os outros
resultados desta secdo. Concluimos esta se¢do com o Corolério 3.4.9, que nos permite
dizer precisamente quando a quantidade de lagos é preservada pela troca de bases
naturais. Salvo mengao contraria, todo este capitulo considera algebras de evolugao

sobre corpos de caracteristica zero.

3.1 PRELIMINARES

Em [2], as autores apresentaram uma forma de decompor uma 4lgebra de evolucdo, que
discutimos no Teorema 1.3.18. Fixada uma base natural B de uma 4lgebra de evolugdo,

esta decomposicdo pode ser obtida a partir de uma particdo de B.

Observacdo 3.1.1. [6, Observagio 2.2] Pelo Teorema 1.3.18, se A é uma dlgebra de evolugio

com uma base natural B = {e;; i € A}, entdo podemos particionar B da sequinte forma:
B=ByUB,U...UB,, (8)

onde ann(A) = span(By), rank({eiz,e]z}) = 1see,e; € By, para1 < t < r e ainda
rank({u?,v%?}) = 2seu € Biev € B, com t # s. Portanto, se definirmos Ay = {k €
Nt ey € Bi}, (8) implica que A pode ser particionada da segquinte forma:

A=ANgUAU...UA,, 9)

onde rank({ef,e]z}) =2sei €N, jENset Fse rank({eiz,e]z-}) =1,sei,j € Ay, para algum
t € {1,...,r}. Neste caso,

e? = oc]-l-e]2 (10)
para algum o € K*,
Definicdo 3.1.2. Nas condigdes da Observagio 3.1.1, as particoes B = BUB1 U...UB, e

AN =N UALU...UA, serdo chamadas de decomposi¢do natural de B e decomposigio

natural de A relativa a B.
Definicao 3.1.3. Seja A uma dlgebra de evolugdo. Definimos

AG)={k € A\ Ag; e e 6]2- sdo linearmente dependentes }.

Assim, podemos escrever e,% = oc]-kejz, para algum o € K* e j, k € A()).
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Observacio 3.1.4. Sejam A uma dlgebra de evolugdo com bases naturais B e B'. Considere
B=ByUByU...UB,e B’ =BjUBjU...U B, decomposigdes naturais dessas bases. Vamos
provar que v = s. Suponha o contrdrio, e sem perda de generalidade tome r > s. Pela
Observagio 1.3.20 sabemos que existe uma fungio ny : {0,1,...,s} — {0,1,...,r} tal que
Bi C span{By U B,;}. Como 1 ndo é sobrejetora entdo existe j € {0,1,...,r} tal que
j & Im(y). Logo By U Bj U...UB; C span(B \ B)) e consequentemente A C span(B \ B)),
o0 que é um absurdo. Assim, é possivel reordenar a decomposicio natural de B’ de tal forma
que span(By) = span(By)) e B; C span(By U By). Observe que com esta reordenagio, temos que
|Bt|= |Bj| para todo t € {0, 1, ...,r}. Neste capitulo, sempre que considerarmos decomposigdes

naturais de duas bases naturais B e B’ vamos tomd-las ordenadas desta forma.

Exemplo 3.1.5. Seja A uma dlgebra de evolugdo com uma base natural B = {e1, €3, €3, €4, €5,¢€6}

e produto dado por
=0, e2=e5=ey+e;,, e2=e2=eq e €=cq
Entdo a sequinte partigido é uma decomposi¢io natural de B:
Bo={e1}, By={exe3}, Ba={eses} e Bz={es}.

Considere agora a base natural B' = {f1, f2, f3, fa, f5, fe}, onde f1 = e1, f» = ex —e3+ey,
fa=ex+es3+eq, fa=es—es5, fs =es+ese fo =eq Os produtos desta base natural sido dados
por

fi=0, fi=fi=2ex+e), fi=fi=2e e fi=cq

Se considerarmos a decomposiciio natural B' = By U B; U B}, U B}, onde

Bo={fi}, Bi={fo,fs}, Ba={fufs} e Bs={fe},

entdo temos que span(By) = span(By)) e B, C span(By U B;) para todo i € {1,2,3}. O

3.2 DERIVACOES DE ALGEBRAS DE EVOLUCAO NAO
DEGENERADAS

Comegaremos com a Proposic¢do 3.2.1, que é uma versdo de [8, Proposicdo 1], e terd
papel fundamental nesta secdo. Destacamos aqui que a principal diferenca entre essas
duas proposicdes, é que a Proposi¢do 3.2.1 apresenta condi¢des necessdrias e suficientes

para que um operador linear de uma algebra de evolugdo seja uma derivacao.
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Proposicdo 3.2.1. [6, Proposigio 3.1] Sejam A uma dlgebra de evolugdo nio degenerada com
uma base natural B = {e;; € A}, a matriz de estrutura Mp = (wj;) e d = (d;j) € L(A). Entdo

d € Der(A) se, e somente se, d satisfaz as seguintes condicoes:

(i) Sei,je N i#j eiry, jentiod;=— d para todo k € D'(i).
(i) Sei, j € Neiy, jentdod;; =d;j=0.

(iii) Paratodoi € A

l]/

0, se j ¢ D(i),
Y. widyj = . .
keD'() 2wijdyi, se j € D'(i).
Demonstragio. Se d € Der(.A) entdo d satisfaz as condigoes (i)-(iii) por [8, Proposi¢do 1].
No outro sentido, seja d : A — A um operar linear que satisfaz as condig¢des (i)-(iii).
Para provar que d € Der(.A), é necessario verificar que d satisfaz as Equacdes (3) e (4).

Sejam i,j,k € A, i #]. Sei~y, j, por (i), temos que

w.
w]kdlj + wikdﬁ = w]de] + wik( — w—]kd”) =0, paratodoke Dl(i).

ik
Além disso, se k ¢ D'(i) entdo wi = wix =0, 0 que implica que wid;; + wyd;; = 0. Por
outro lado, se i #,, j, por (ii), temos que d;; = dj; = 0. Portanto d satisfaz (3).

Agora, note que para todo 7,j € A temos que

n 0, sej¢ DY,
Y widi= Y widyj = L = 2wjjdj;.
k=1 keD1(i) 2wijdi;, sej e D(i).
Logo d satisfaz (4). O

Corolario 3.2.2. [6, Coroldrio 3.3] Sejam A uma dlgebra de evolugdo nio degenerada com uma
base natural B = {e;; i € A} e matriz de estrutura Mg = (wij). Se d = (d;j) € Der(A) entdo:

(i) Sei,je N,i#je dij = (0 entdo 6]2 = zxezz, para algum « € K*.
(ii) Sei,j € Aej € D\(i)entio

Y widyj = 2wid;;.
keg(j)
Demonstragio. Para provar (i) considere i,j € A tais que i # j e d;; # 0. Por [8, Lema 2]
temos que i ~, j. Se |D1(i)|= 1 o resultado é direto. Em outro caso, pela Proposicao
3.2.1 (i), temos que

dj; = d_— d

todo k, ¢ € D'(i).
wlk ij, para todo k, £ € (@)
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w; w; . . ~
Portanto -2 = —£. Fixe ¢ € D(i). Entdo
Wik Wip
Wiy Wiy Wiy
J 4 wip w; ! wip
keD1(i) keD1() it it keDl(i) it

Tomando a;; = %, temos que e? = a;ie?, como desejado. Para o item (ii), temos que
il ] J™
dyj = 0 para todo k & {(j), pela Proposicdo 3.2.1 (ii). Assim, usando a Proposigdo 3.2.1
(iii), obtemos
2widii = Y, widii = Y, wirdyj.
keD(i) kel()
O

Proposicao 3.2.3. [6, Proposigio 3.5] Seja A uma dlgebra de evolugdo ndo degenerada tal que
Der(A) # {0}. Entdo A ndo tem base natural iinica.

Demonstragio. Sejam B uma base natural de A e d € Der(.A), com d # 0. Por [8, Lema
1] existe i,j € A tais que i # j e d;; # 0. Portanto, pelo Corolario 3.2.2 (i) temos que
2

ej = txijelz, para algum «;; € K*. Assim A nédo tem a Propriedade (2LI) e pelo Corolério

1.3.24 temos que A ndo tem base tnica. O

Observagdo 3.2.4. Observe que a Proposi¢io 3.2.3 é equivalente a dizer que se A tem a
Propriedade (2LI) entdo Der(.A) = 0. Visto que, como destaca a Observagdo 1.3.23, toda dlgebra
de evolugdo perfeita e toda dlgebra de evolugdo que é livre de gémeos tem a Propriedade (2LI),
entio a Proposicdo 3.2.3 é uma generalizagdo do Teorema 1.4.3 e também do Teorema 1.4.4. Além

disso, considere a dlgebra de evolugdo A com base natural B tal que

2 2 0

Note que A tem a Propriedade (2LI) e consequentemente base natural 1inica, logo a Proposigio
3.2.3 nos garante que Der(A) = {0}. Observe ainda que A ndo é perfeita (pois det(Mp) = 0) e

tampouco livre de gémeos.

Exemplo 3.2.5. Seja A uma dlgebra de evolugio nio degenerada de dimensio dois com produto
dado por e% = e% = e1 + ep. Como A ndo tem a Propriedade (2LI), entdo ndo tem uma tinica base
natural. No entanto, é fdcil verificar que Der(.A) = 0. Logo ndo vale a reciproca da Proposi¢io

3.2.3. []
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O préximo resultado apresenta condi¢des para que uma derivagdo de uma 4lgebra de

evolucdo ndo degenerada tenha a diagonal nula.

Teorema 3.2.6. [6, Teorema 3.13] Sejam A uma dlgebra de evolugio nio degenerada com uma
base natural B = {e;; i € A} ed = (d;j) € Der(A). Se {e3,. ..,e%} é uma base de A? com
e?e? # O para todoi € QO ={1,...,0} entdo d;; = 0 para todo i € A.

4
Demonstragio. Primeiro, observe que se i € A entdo podemos escrever e Z ,Bike%,
k=1

onde B sdo Coef1c1entes Seja j € A entdo podemos aplicar a derivagdo em ambos os

lados de e = Z ,B]kek e obtemos 262d 2) =2 Z Bjiexd(ex). Assim
k=1

224 _ 2

4 4 4
Portanto 2; ,Bjke,%d]-j = kZ: ,Bjke,%dkk, o que implica que kZ: Bir(2d;; — di)es = 0. Visto que
=1 =1 =1
{ei}izl é uma base de A? entdo Bik(2dj; — di) = 0 para todo k € Q. Como 6]26]2- #0e
A é ndo degenerada entédo existe j; € () tal que Bj;, # 0 e assim 2d;; —d; j, = 0. Agora,
considere o conjunto R = {j € Q: 2d;; —d;; = 0}, entdo d;; = 0 para todo j € R. Seja
jo € T'1 tal que jo ¢ R. Podemos escrever as seguintes equagdes:

d
d

2d;

Jojo Juj17
2d

jih J2j2r
Zdjs—ljs—l jsjs’

com ji,...,Js € Q. Além disso js € R ou js ¢ R, mas como Q) is finito, js = j,; para algum

d

jm € {josj1, -+ js—2}. Se jo € Q) temos que d;;, = d;;;, = ... =djj, =0. Se jo ¢ Q) entdo
—d.

]m+tjm+t ’

podemos escrever s = m + t para t > 1. E simples verificar que 244,

tg. . — 4. . —4d.. — — 4. .
2 d]m]m —d]m]m Entido d] jm = d]O]O = —d]H]H

djj=0. Se j ¢ ), sabemos que 2dj; — d;;, = 0 para algum j; € Q, entdo d;; = 0. =

ou seja,

mjnl

= 0. Portanto se j € () concluimos que

A volta do Teorema 3.2.6 ndo é valida em geral, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 3.2.7. Seja A uma dlgebra de evolucio com base natural B = {e; i € A} (A =
{1, ...,5}) e multiplicagio dada por e% =e1+ey+eytes, e% =e1+ey, e% =e4+e5, ei = —e% =
e3 e d = (d;j) € Der(A). Considerando que {el, ez, 64} é uma base de A? e e e # 0 para todo
i € {1,2,4} entdo d;; = 0 para todo i € A. Porém, se considerarmos a base {el,eS,eﬁ} de A?

entdo e3e3 = 0 e claramente d;; = 0 para todo i € A. ]
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3.3 DERIVACOES DE ALGEBRAS DE EVOLUCAO DE

VOLTERRA

Comegaremos esta se¢do com uma proposi¢cao que é uma versao da Proposicdo 3.2.1,
considerando éalgebras de evolugdo de Volterra ndo degeneradas. Sejam A uma K-
algebra de evolu¢do com uma base B = {¢;; i € A} e A = AgUA;...UA, uma
decomposicdo natural de A relativa & B. Lembramos que se i,j € Ay, para algum
ke {1,...,r}, entdo existe a;; € K* tal que e]Z = (xi]-e%. Utilizaremos esses coeficientes a;;

nos proximos resultados.

Proposicdo 3.3.1. [6, Proposicio 4.2] Sejam A uma dlgebra de evolugido de Volterra nio
degenerada com uma base natural B = {e;; i € A}, matriz de estrutura Mp = (wjj) e
d = (d;j) € L(A). Considere a decomposi¢io natural A = Ay U...U A, relativa a B. Entio

d € Der(A) se, e somente se, d satisfaz as seguintes condigdes:

(i) Sei,je N iFjel{ij} € Agparatodol € {1,...,r} entdod;; =dj; = 0.
(ii) Sei,je€ N i#jedi,j} C Agparaalgum l € {1,...,r} entdo d;j = —wjid;;.
(iii) Se Z,] eNeie Dl(]) entdo 2d;; = 2 ‘xjkdkj-

KEA()

2
i

Demonstragido. Se i # j e {i,j} € A; para algum t € {1,...,r}, entdo e e 6]2 sao

linearmente independentes. Pelo Corolério 3.2.2 (i) temos que d;j = d;; = 0, 0 que prova

o item (i). Observe agora que se i # j e {i,j} C A; para algum t € {1,...,r}, entdo
2

e = ocﬁejz e Wi = ajwj para todo k € D(j). Pela Proposicao 3.2.1 (i) temos que
Wi
dii= ———d; = —wad;,
1 wjk Jt JEg

0 que prova o item (ii). Sejam i, j € A. Pelo item (i), se k ¢ A(j) entdo dy; = 0. Assim

Y widy = ) widi= Y, —wgdii= ) —ajwjidi (11)
keA kEA() kEA() kEA()
= —wji ), i =wi ), ajdy
keA()) keA())

para algum i, j € A. Por outro lado, usando a Equagéo (4) obtemos que

n
2wijdi; = ) wirdy
k=1
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entdo 2w;;d;; = wj; Z ajkdyj. Se i € Dl(j) entdo 2d;; = Z ajkdyj, 0 que prova o item
ke A()) keA(j)
(iii). No outro sentido, seja d = (d;;) satisfazendo as condigoes (i)-(iii). Provaremos que d
satisfaz as condigdes (i)-(iii) da Proposicdo 3.2.1. Sejam i,j € A, i #je i~y .
Caso 1. Se {i,j} Z A paraalgum t € {1,...,r}. Entdo pelo item (i) d;; = d;; = 0.
Caso 2. Se {i,j} C A; paraalgum t € {1,...,r}. Entdo pelo item (ii) d;j = —a;;d;;. Note
que ;i = Z—;]’j para todo k € D(i).
Portanto, para ambos os casos temos que d;; = —Zj—f’;dij para todo k € D(i).
Sejam i,j € A, i #jei 4 j. Entdo e7 e 6]2 sdo linearmente independentes e pelo
Corolario 3.2.2 (i) obtemos que d;; = dj; = 0.
Seja i € A, pela Equagédo (11) e pelo item (iii) concluimos que
. 1,:
) Wikdyj =wij ) ajpddy; = PooeEbo
keA kEA() 2wjjd;;  se j € D(i).
O

Corolario 3.3.2. [6, Coroldrio 4.3] Seja A uma dlgebra de evolugdo de Volterra nio degenerada
ed = (d;j) € Der(A). Sei,l € DY(j), para algum j € A, entdo d;; = dyy.

O préximo teorema mostra que, sob certas condi¢des, o espaco de derivagdes de uma
algebra de evolugdo de Volterra, pode ser obtida a partir do espago da derivagdes de

um outra algebra de evolucdo de Volterra, com uma estrutura mais simples.

Teorema 3.3.3. [6, Teorema 4.4] Sejam A uma dlgebra de evolugio de Volterra com uma
base natural B = {e;; i € A} e matriz de estrutura Mp = (wjj). Sejam A=A U...UA;a
decomposigiio natural relativa d base B e v; = |A;| parai € {1,...,r}. Se e?e? # 0 para todo
i € A entdo existe uma dlgebra de evolugio de Volterra A’ com uma base natural B’ tal que

Der(A) = Der(A’). Além disso, a matriz de estrutura My tem a sequinte forma de blocos:

H 0 ... 0
0 Hy ... 0

MB/: . . . 7 (12')
0O 0 ... H

onder=2s+qgeqe€{0,1}e

(i) se g =0entdoparai € {1,...,c} temos que

0 F
H; = , 1



3.3 DERIVAGOES DE ALGEBRAS DE EVOLUGAO DE VOLTERRA

onde F; € My, ., (K) é uma matriz sem entradas nulas,

Vits

(ii) se q =1 entdo parai € {1,...,c — 1} a matriz H; satisfaz (13) e

0 F Fc+1
Hg = —FCT 0 0 (14)
—FL, 0 0

FFeM,, ,, (K)eF. €M,y ,. (K)sido matrizes sem entradas nulas.

Demonstracdo. Comegaremos definindo sg =0 e sy, = Zﬁzl vy comh € {1,...,r}. Note
que podemos reordenar A de tal forma que A, = {s,_1+1,...,s,} parah € {1,...,r}.

Assuma que r é par. Vamos agora construir uma algebra de evolugdo A’ com uma
base natural B’ = {f;; j € A}. Para descrever o produto dos elementos de A, considere

te{l,...,c} edenote p=sy_r+1eq=sy_1+1. Defina

fr= 1 aqfio 5)
ke/\zf
f]-2 = ap;fp, para todo j € Ay_1\ {p}, (16)
fi=— L awfe (7)
k€N 4
f7 = agifs, paratodoj € Ay \ {q}. (18)

Note que D} (Ay; 1) = Ays e DY (Ay) = Ay 1 parat € {1,...,c}. Assim, a matriz de

estrutura de A’ relativa a esta base é a matriz diagonal diag (Hy, ..., H:) com
g g

Ly (0 F
A o

1 D(qq+1 PO quSZt
4 o 14 A1 4 4
pp+1 pp+1%4qq+1 pp+1¥qsy;
F = , . , . (19)
Kpsy1 Kpsy_1¥qq+l - -+ Kpsy_1&gsy

para todo t € {1,...,c}. Consequentemente A’ é uma algebra de evolucdo de Volterra.

Observe que para todo i,j € A(j) temos que ei2 = ocﬁe]z e fl-2 = i sz. Como eizelz # 0 para
todo i € A, entdo pelo Teorema 3.2.6 obtemos que d;; = 0 para todo i € A. Assim, pela

Proposigdo 3.3.1 segue que Der(A) = Der(A’).

51
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Assuma agora que r é impar. Novamente vamos construir uma algebra de evolucdo
A’ com base natural B’ = {f;; j € A}. Considere t € {1,...,c —1} e defina f; como
nas Equagdes (15-18) para j € Ap—1 U Ay Denotaremos por p =5, 3+1,g=s,2+1e

{=5,_1+1 e definimos

fr= Y apfi+ Y aufi

keN, 4 ke,
f?=uyf2, paratodo j € Ara\ {p},
fi== 2 amfi

keN,_»
f}z = (Xq]fqz, para tOdOj € Al’—l \ {q}’
fi== Y anfo

keN,_»
sz = Mjfgzz para todo j € A, \ {/}.

Temos que D(Ay 1) = Ay e DY (Ay) = Ay 1 parat € {1,...,c—1}, DY(A,0) =
A1 UA, e DY(A,_1) = DY(A) = A,_». Além disso, como no caso anterior, podemos
reordenar B’ de tal forma que a matriz de estrutura de A’ relativa a base B’ é uma
matriz de blocos diagonal diag (Hj, ..., H.) onde H; tem a forma de (13), F; tem a forma

de (19) parat € {1,...,c — 1}, H, tem a forma de (14) e

1 Xqq+1 e gy
Xpp+1l  Xpp+1&gg+l - -+ Kpp+1lgs,_4
FC = . . . . s
Kps,_p Qps,_,Xgg+1 -+ Qps, ,&gs, 4
1 Xpp+1 . Kys,
Xpp+1  Kpp+1&ee41 -+ Kpp+1&ys,
Fey1 = . . .
D‘p5772 “P5772a€€+1 e D‘psr,zagsr

Analogamente ao caso anterior, se i,j € A(j), temos que e? = lX]'iejz e fi2 = ajj sz ed; =0
para todo i € A. Consequentemente, Der(.A) = Der(A’). O
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Exemplo 3.3.4. Sejam A uma dlgebra de evolugdo de Volterra com uma base natural B =
{e;; ie A}, A={1,2,...,8}, matriz de estrutura

0O 1 -1 0 0 111
-1 0 0 1 1 000
1 0 0 -1 -1 000
Mj = -11 0 0 111
0O -1 1 0 0 111
-1 0 -1 -1 000
-1 0 -1 -1 0 00
-1 0 -1 -1 0 00

Entdo T'(A, B) é apresentado na Figura 12.

Figura 12: I'(A4, B)

Entdo A = Ay UAy UA3U Ay, onde Ay = {1}, Ay = {2,3}, A3 = {4,5} e Ay = {6,7,8} ¢

uma decomposi¢do natural de A relativa a B. Primeiro, note que (elz)2 # 0 paratodoi € Ae
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ajj=1paratodoi,j € Ny, k € {1,2,3,4}. Entdo, pelo Teorema 3.3.3, temos que a dlgebra de

evolugdo de Volterra A’ com base natural B' = {f;; i € A} e matriz de estrutura My dado por

0 11 0 0 0O0O
-100 0 O O0O0O
-100 O 0 O0O0OO
My = 0 00 0 0 111 ,
0 00 0 0 111
0O 00 -1 -1 000
0 00 -1 -1 000
0 00 -1 -1 000

tem a propriedade Der(A’) = Der(.A). Podemos ainda determinar o grafo T'(A’, B'), apresentado

na Figura 13.

Figura 13: I'(A’, B')

]

Proposicdo 3.3.5. [6, Proposicio 4.6] Sejam A uma dlgebra de evolugio de Volterra nio
degenerada com uma base natural B = {e;; i € A} e A=Ay U...UA, adecomposicio natural
relativa & B. Para i € A, se para todo j € D'(i) vale que ) a3 =0, entddo e?ef = 0.

keA(j)
Demonstragio. Sejam Mp = (w;;) a matriz de estrutura de A relativa a base Bei € A

tais que para todo j € D'(i) temos que ) oc?k = 0. Existe {¢1,..., 4} C D'(i) tal que
KEA()
D'(i) = A(f1) U... UA(f;) com A(fy,) N A(lg) = @ para h # g. Entdo



3.3 DERIVAGOES DE ALGEBRAS DE EVOLUGAO DE VOLTERRA

22 _ 2 2 2 2
efe; = ) wWhep+...+ Y wiep
keA(ly) keA(ly)
2 2 2 2
= Z wkilxglkeel +...+ Z wkilxgtkegt
keA(lq) ke A(ty)
_ .2 2 3 2 2 3
= wyep ) Q)+ o+ WG €7 ) 0 g
keAW) ke
Visto que ¢, € D'(i) para h € {1,...,t} entdo, pela hipotese, Y a7, = --- =
kEA(Zl)
Z oc? « = 0. Portanto e2e? = 0. O
t 171

keA(ty)

Observacao 3.3.6. O Teorema 3.2.6 apresenta condi¢oes para que uma dlgebra de evolugio nio
degenerada tenha derivagdes com diagonal nula. Se A é uma dlgebra de evolugio degenerada,
entdo existe d € Der(A) com alguma entrada nio nula na diagonal. De fato, sejam A uma
dlgebra de evolugio nio degenerada com uma base natural B = {e;; i € A} e { € A tal que

e = 0. Considere o operador linear d = (d;j) definido por

1, sei=j=V4,
dij = . .
0, sei#louj#Ll.
Entdo as Equacdes (3) e (4) permitem concluir que d € Der(A). Os préximos dois resultados

mostram condigdes para que uma dlgebra de evolugdo de Volterra nio degenerada tenha derivagoes

com entradas ndo nulas na diagonal.

Observacao 3.3.7. [6, Observagio 4.8] Sejam A uma dlgebra de evolugdo de Volterra com
uma base natural B = {e;; € A}. e A=A U...UA, uma decomposicio natural de A relativa
a B. Note que se existe um caminho de i para j e j € Ay, para algum k € {1,...,r}, entio
6(i,£) = (i, j) para todo ¢ € Ay. Portanto, podemos escrever 5(i, Ay) = 6(i, j), onde j € A.
Analogamente, 6(Ay, Ax) = 6(i, j), ondei € Ay ej € Ay

Proposicdo 3.3.8. [6, Proposicio 4.9] Seja A uma dlgebra de evolugdo de Volterra com uma
base natural B = {e;; i € A} tal que T(A, B) ndo tem ciclos de comprimento impar. Se existe
i € Atal que
Z oc;?’k = Z oc;-’k =0, para todo j € A\, com (i, j) par,
ke A(i) keA(j)
entdo existe d = (d;j) € Der(A) tal que di # 0 para todo k € D(i).
Demonstragio. Primeiro, observamos que se i € A entdo Ay, C D(i) ou Ay N D(i) = &

para todo h € {1,...,r}. Sem perda de generalidade, podemos supor que a decom-

posicdo natural seja ordenada de tal forma que A = AjU...UA;UA UL UA,

55



56

DERIVAGOES E LACOS DE ALGUMAS ALGEBRAS DE EVOLUGAO

ondei € A;, A, C D@i) parah € {1,...,t} e AyND(i) = @ para h € {t+1,...,r}.
Seja d um operador linear com matriz em blocos diagonais d = diag(Cy, ..., C;) onde

Crk € M), (K) é definido como segue:
e Seke{t+1,...,r} entdo C; = 0.
* Seke{l,...,t} entdo (i, Ar) € impar entdo Cy =: 215,

e Seke{l,...,t}, (i, A\y) é par e Ay = {kq,..., ks} entdo

0o ... 0 —3a3 ;.
0 0 —3ag ;.
Cy = : : : : :
0 0 ... 1  Bag,
3, Sk, - gk, 1

Para provar que d = (d;;) € Der(A) ¢ suficiente verificar que d satisfaz as condigdes da
Proposicédo 3.3.1. E claro que a condicdo 3.3.1(i) é respeitada.

Vamos agora verificar que d satisfaz a condi¢do a condigdo (ii) da Proposigdo 3.3.1.
Sejam (,j € A, { #je{l,j} C At Sek e {t+1,...,r}ouk e {1,...,t} e 6(i, Ay) é
impar, entdo dy; = djy = 0 pela definicdo de d. Agora, observe que {/, j} C Ay \ {ks} onde
Ng = {k1,..., ks} e 6(i, Ag) é par entdo dyj = djy = 0. Finalmente, se {,j} n{ks} # @

podemos assumir sem perda de generalidade que ¢ = k;. Entéo,
2
dg]' = dks]' = 30(ij = 3Déks]'lxk5]'06]'k5 = Dé]'ks?)lxksj = —Oéjgdjg.

Vamos agora mostrar que d verifica a condigao (iii) da Proposi¢do 3.3.1. Note que se
ke{l,...,t} ed(i, Ay) é impar, entdo (i, Aj,) é par, para todo Ay, tal que 6(Ay, Ag) = 1.
De fato, se supormos que (i, Ag) e (i, Ay) sdo pares para algum Ay com 5(Ay, Ay) =1,
entdo existe um caminho u de i para j; e ¢ de i para jp, onde j; € Ay e jo € Ay, tais
que || e |o| sdo impares. Como 4(j1, j) = 1 entdo temos um ciclo de comprimento
\p|+|o|+1, que é impar, uma contradigdo. Analogamente, se k € {1,...,t} e 5(i, Ag) é
par, entdo (i, Ay) é impar para todo Ay, verificando 6(Ay, Ag) = 1. Sejam ¢,j € A com
¢ € DI(j). Observe que A(f) N A(j) = @ visto que A é uma algebra de evolugdo de
Volterra e portanto wj; = 0. Vamos considerar alguns casos:

Caso 1. Se/ € AM{U...UA;ej € AjjqU...UA, entdo £ ¢ D'(j), o que é uma

contradicdo.
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Caso 2. Se /,j € Ay U...UA, entdo dyy = dyj = djy = 0 por definigéo.
Caso 3. Neste caso, vamos supor que (i, A({)) é par. Sabemos que (i, A(j)) é impar
visto que 5(A(j), A(¢)) = 1. Entdo dyy = 1,d;; = 2 e dj = 0 para todo k € A\ {j}. Portanto

ngg =2= DC]]d]] = Z tX]'kdk]'.
keA()
Caso 4. Assuma que 6(i, A(¥)) é impar. Como no caso anterior, observe que (i, A(j)) é
par. Assim, temos que dy; = 2. Seja A(j) = {k1, ..., ks}. Vamos considerar dois casos:

Caso 4.1. Se j # ks entdo djj = 1, dy j = 3ay j e dy; = 0 para k € A\ {j, ks}. Logo

Z lxjkdkj = oc]]d]] + OCijdkS]' =1+ 06ij306ij =4 = 2dgg.
KEA()

Caso 4.2. Se j = ks entdo di i, = 1 e dyy, = —304%51( para k € {ky, ..., ks_1}. Portanto

2 3
Y terdi, = ik, — Y k30 =1-3 ) aj.
ke A(j) k}f;}((]') k}f;}((i)

Visto que Z “ik = 0 temos que } ken(j) zxisk = —1. Portanto
keA() k#ks

2 ‘stkdkks =1-3 2 (ngk =4 = ngg.
keA() k}f;}{(j)

O

Vejamos agora que a hipdtese de que o grafo associado a A ndo tenha ciclos de

comprimentos impar ndo pode ser retirada da Proposigdo 3.3.8.

Exemplo 3.3.9. Seja A uma dlgebra de evolugdo com uma base natural B = {e;; i € A} (A =
{1,...,7}) e multiplicagio dada por 2 = ey — e3+ ey — e5+¢6 — €7, €3 = —€3 = —ey +e4 — €5,
e;=—ce2=—eg—ex+egeel =—cs =—ey. Considerando que Mg é antissimétrica, entdo A
é uma dlgebra de evolugio de Volterra. Observe que se A1 = {1}, Ap = {2,3}, A3 = {4,5} e
Ny ={6,7} entido A = Ay U Ay U Az U Ay é uma decomposicio natural de A relativa a B. Note

que 7 € N\ é tal que Z oc?k = 0 para todo j € A com (7, j) par. Portanto, todas as hipéteses
keA()
do Teorema 3.3.8 sdo verificadas, exceto que I'(A, B) tem ciclos de comprimento impar. Por fim,

pode-se facilmente mostrar que Der(A) = {0}. O

Vejamos agora uma aplicagdo deste teorema.
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Exemplo 3.3.10. Seja A uma dlgebra de evolugio com uma base natural B = {e;; i € A}, onde

A=1{1,2,...,8}, tal que a matriz de estrutura Mg e o grafo T'(A, B) sdo apresentados abaixo.

o 1 -1 0 O O O O
-1 0 0 1 1 0 0 O
1 0 0 -1 -1 0 0 O
Mp = o -1 1 0 O 1 -1 0
o -1 1 0 O 1 -1 0
0 O -1 -1 0 0 1
0 0O 1 1 O -1
0 o 0 0 -1 1 O

Figura 14: I'(A, B)

Podemos considerar A = Ay U Ay U Az U Ay a decomposigio natural de A relativo a base B,
onde A1 = {1}, Ap ={2,3}, A3 ={4,5}, Ay ={6,7} e A5 = {8}. Primeiro, note que I'(A, B)

ndo tem ciclos de comprimento impar. Por outro lado, a3 = ayg = —1 e portanto
3 _ 3 _ 3 _ 3 _
Y M= ) dp= ) we= ), ay =0
ke, ke, keAy ke,

Portanto i = 2 respeita as hipdteses do Teorema 3.3.8, e consequentemente o seguinte operador

linear é uma derivacio de A

2 0 0 00 O 0 0 2 0 0 00 O 0 O
0 1 —30&%2 00 O 0 0 01 -300 0 0 O
0 3asz 1 00 O 0 0 0 -3 1. 00 0 0 O
g 0 O 0 20 0 0 0 _ 0O 0 020 0 0 O
0 O 0 02 0 0 0 0O 0 0 02 0 0 O
0 O 0 00 1 —304%7 0 0O 0 0 00 1 320
0 O 0 0 0 3agy 1 0 0O 0 0 00 -3 1 0
0 O 0 00 O 0 2 0O 0o 0 00 O o0 2
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]

Proposicdo 3.3.11. [6, Proposicdo 4.11] Sejam A uma dlgebra de evolugdo de Volterra com

uma base natural B = {e;; i € A} e matriz de estrutura Mp = (w;j). Se existe g € A tal que

2 a% =0, para todo k € D(g),
te A(k)

entdo existe d = (d;j) € Der(A) tal que diy. # 0 para todo k € D(g).

Demonstragio. Primeiro, vamos tomar a decomposi¢do natural de A relativa a base B
de tal formaque A=A U...UAUAp U UA;, com D(i) = Ay U...UA;. Defina o
operador linear d = (d;;) como uma matriz diagonal d = diag(Cy, ..., C;) onde os blocos
Cr € My, |(K) sdo definidos abaixo:

e Seke{t+1,...,r} entdo C; = 0.

e Seke{l,...,t} e Ay ={ky,..., ks} entdo

10 ... 0  —ag,

0 1 ... 0 —ay
C = : : : .
2

0 0o ... 1 —X ke
Okky  Okeky -+ Rhoky s 1

Para provar que d é uma derivagdo, vamos provar que d satisfaz as condig¢des (i)-(iii)

da Proposigdo 3.3.1. Por definicdo, d satisfaz a Proposicdo 3.3.1 (i).

Sejam p,q € A, p#qe{p,q} CAyparahc {l,...,r}. Se h >t entdo dp; = dyp = 0.

Se h < t, vamos considerer dois casos.
Caso 1. Se {p,q} € A\ {ks} entdo dy; = dgp = 0.
Caso 2. Se {p,q} N{ks} # @, assuma, sem perda de generalidade, que p = k;. Entdo

_ _ _ _ 2y _ _
dpg = diyg = Mg = Qiegq(WkyqQgk,) = Ui, (% ) = gr, (—dgi,) = —agpdgp.

Assim, a condigdo (ii) da Proposic¢do 3.3.1 é satisfeita.

Sejam p,q € A, q € A(g) = A, paraalgum h € {1,...,r}, e p € D!(g).

Se h > t, entdo dpp = dy, = 0 para todo k € Ay, visto que p ¢ D(i), pois caso contrério,
terfamos g € D(i), uma contradigao.

Se h < t entdo dy; = 1. Além disso, p € D(i) entdao dy, = 1. Escrevendo Aj =

{k1,kz,...,ks}, vamos considerar dois casos.
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Caso 1. Se g # k; entdo

ke,

Caso 2. Se g = ks entdo

Y i, =1+ Y ap(—ag ) =1— Y o =2

kEAh kEAh ke/\h
kks kks
Em ambos os casos, obtemos 2d,, = Z X gkdyg- O
kEAh

3.4 LACOS EM ALGEBRAS DE EVOLUCAO

Comegaremos esta se¢do com a defini¢do de lagos de uma &lgebra de evolugao.

Defini¢do 3.4.1. Seja A uma dlgebra de evolugido com uma base natural B = {e;; i € A} e
matriz de estrutura Mp = (w;jj). Dizemos que e; é um lago relativo a base B se w;; # 0.
Denotaremos por L(A, B) o conjuntos de todos os lacos de B e NL(A, B) = B\ L(A, B) o seu

complementar.

Observacgdo 3.4.2. Seja A uma dlgebra de evolugdo com uma base natural B = {e;; i € A}.

Entdo as sequintes condigdes sio equivalentes.

e A nio tem lacos relativos a B.

L(A,B) =9

i ¢ supp(e?) para todo i € A.
=0paratodoi € A.

. ) - 2y = Pl
Para a iiltima afirmagdo, lembrando que supp(e;) = D" (i), basta observar que se escrevermos

Y wikey entio
keD1(i)

2 2
eier =€ Y Wikl = Wiy
keD1(i)

Logo el = 0 se, e somente se, w;; = 0.

Uma das questdes acerca da utilizacdo dos grafos associados para o estudo das

algebras de evolucdo, é que o grafo associado varia de acordo com a base natural, entdo
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é interessante entender quais propriedades das dlgebras de evolugdo sdo invariantes
pela troca de base. Por exemplo, sabemos que a quantidade de pogos no grafo associado
a uma algebra é precisamente a dimensdo do anulador, portanto invariante pela troca de
base. Os proximos resultados desta segdo irdo nos permitir determinar quais condicdes
sobre uma &lgebra de evolucdo ndo degenerada para que a quantidade de lagos no
grafo associado seja preservada pela troca de base.

Lembramos que, como afirma a Observagao 3.1.4, dadas duas bases naturais B e B’ de
uma élgebra de evolugdo e decomposi¢des naturais B=ByU...UB,e B’ =BjU...UB;,
entdo elas podem ser ordenadas de tal forma que span By = span B}, e By C span B;,
paratodo k € {1,...,r}.

Teorema 3.4.3. [6, Teorema 5.3] Seja A uma dlgebra de evolugdo com bases naturais B e
B'. Sejam B = ByU...UB, e B' = By U...U B, decomposigdes naturais de B e B'. Entio
B; C NL(A, B) se, e somente se, B C NL(A, B').

Demonstragiio. Sejam B = {e;; i € A} e B’ = {f;; i € A} bases naturais e Mp = (wj;) e
Mp = (wfj) suas matrizes de estruturas correspondentes. Para By e B}, a afirmagéo é
trivial. Seja B; com t # 0 tais que B; C NL(A, B). Suponha por redugdo ao absurdo que
existe f; € B;NL(A, B'). Entao, pela Observagio 3.4.2 temos que f]-2 fi = wj; ]-2 # 0. Sejam
e; € By e ay € K* para k € /A tais que ei = [ngB%. Entio D!(k) = D'(¢), para k € A;. Por

outro lado, usando a Observagéo 1.3.16 podemos escrever f; = Z Xyl + Z Xx€x, com
kEAt kEAO
x; coeficientes. Entdao

f]-2 =Y xieg= ) xjaper=B Y. wpep,

keA; keA; pGDl(ﬁ)

onde 8 = Z X%l)égk. Portanto
ke

0 #szfj :f].2 ( Y xpee+ Y xk€k> :f].2 Y oxee=p( ) wWypep (Z xk€k> )
ke ke ke peD1(¥) ke A

Logo existe ¢, € B; tal que g € D'(¢) = D1(g), ou seja, ¢, € L(A4, B), 0 que contréria a

hipétese. A prova no outro sentido é analoga. O

Corolario 3.4.4. [6, Coroldrio 5.4] Seja A uma dlgebra de evolugdo. Se existe uma base natural

B de A satisfazendo qualquer uma das sequintes condigdes

(i) A tem a propriedade (2LI).
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(ii)) L(A,B) = 2.
(iii) A = A.
(iv) T(A, B) é livre de gémeos.

(v) A é uma dlgebra de evolugio de Volterra.
Entdo |L(A, B)|= |L(A, B)| para toda base natural B'.

Corolario 3.4.5. [6, Coroldrio 5.5] Seja A uma dlgebra de evolugio com bases naturais B e B'.
Entdo L(A, B) = & se, e somente se L(A, B') = @.

Sabemos que a quantidade de lagos de uma 4lgebra de evolugdo pode variar de acordo
com a base natural tomada, tal como mostra o Exemplo 1.2.2, no qual |L(A4, B)|= 2
e |L(A, B')|= 3. A seguir apresentaremos alguns condi¢des para que uma algebra de

evolugdo preserve a quantidade de lagos com a troca de base.

Teorema 3.4.6. [6, Teorema 5.7] Seja A uma dlgebra de evolugio com uma base natural
B={e; i€ A} e A=ANgUAU...UA, adecomposicio natural de A relativa i B. Se para
todoi € {1,...,r}, tal que |A;|> 1, vale que B; C NL(A, B) entdo |L(A, B)|= |L(.A, B)| para
toda base natural B’ de A.

Demonstragio. Seja B' = {f;}icx uma base natural de A. Definimos A' = | | A. Por
|A¢]=1
hipotese, L(A, B) C {e;; i € A'}. Note que se i € A! entdo, pelo Teorema 3.4.3, com

uma ordenagdo conveniente da decomposigdo natural de B, e; € L(A, B) se, e somente
se, f; € L(A, B'). Portanto |L(A, B)|= |L(A, B')|. O

Teorema 3.4.7. [6, Teorema 5.8] Seja A uma dlgebra de evolugido com uma base natural
B = {e;; i € A}. Considere a decomposigio natural B = By U By U...U B, e suponha que

existei € {1,...,r} tal que |B;|> 1 e também satisfaz alguma das sequintes condigdes:
(i) BiNL(A,B) # 9 e BiNNL(A, B) # @.
2
(i) B; C L(A, B) e existem ey, e, € B; tais que agy # — (Z—Z:) onde 6127 = zxqpeg.

(111) Bz' C L(.A, B) e |Bl"> 2.

Entdo existe uma base natural B’ tal que |L(A, B)|# |L(A, B')|.
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Demonstragdo. Primeiro, assuma que B; satisfaz (i). Sejam e¢; € Bt NL(A,B) e ¢; €
B: "NL(A, B). Considere ainda &;; € K* tal que 6]2 = oc,-]-elz ey € K\ {0,1} tal que
V2 # ;—1]1 Entéo w;j = “lijw]- = 0. Considere o conjunto B’ = {f;; k € A} onde

ek, sek #1i,],
fe=19 ei+7ej sek =1,

—’yaije,- + 6]', sek = ]

Como 1+ ’yzzxij # 0, entdo B’ é linearmente independente, e portanto uma base de A.

Note agora que f;f; = —ya;je? + ’ye]Z = —vajje? + ya;e? = 0. Entdo, B’ ¢ uma base natural
de A. Observe que ff? = 0 se, e somente se, ¢xe; = 0 para todo k € A\ {i,j}. Agora
vamos provar que f;f? #0e fi f]-2 # 0. De fato,

2 2 2,2 2 202 2 2,22
eie; = wiiey, eje; =eje; =0, f7 = (L+azy7)e e fi = (wij+ay e

Entao

fiff = (ei+ e +ayye; = (1+ iy )wie; #0,

fiff = (=ymijei+ep(wi + iy = —yaye + afy*)wie; # 0.
Portanto |L(A, B)|= |L(A, B')|+1. Assuma agora que B; satisfaz (ii). Defina y = —ocqu})—‘;’;
ef= Z—‘;: Considere o conjunto B’ = {f;; k € A} onde

ek, sek#q,p,
fe=9q veg+ep, sek=gq,
eq+Pep, sek=p.

Pela hip6tese v # 1, entdo B é uma base de A. Similar ao item (i), fif? = 0 se, e
somente se, ege? = 0 para todo k € A\ {g, p}. Portanto

fafs = (veg+ep) (v’ +agpleg = (v + agp) (Ywggeq +wapey) = (77 +agp)(Ywag + wapttgp)eg = 0.

Assim |L(A, B)|< |L(A, B)|.

Agora, assuma que B; satisfaz (iii). Suponha por redugdo ao absurdo que «j; =

2 2 3

wWi; .. . . w - W
- (“’_Z) para todo j,i € Ay. Sejam q, p, £ € Ay. Visto que agp = ——3* entdo wpg = ——1
qar qar

w3 w? w?
— _ 19 — _ 1 - _ 9 A4
e analogamente wy, = et Consequentemente wy), = wgy € Wpt = — Wyt 2, Além
2 3

: _ _Ypp _ _ Yy ;5

disso, usando o fato de que Npp = “’_f;/ temos que wyg = aptWpg = “’_;/ uma contradicgao.

2
Portanto existem g, p € /A; tais que ap # —% e a afirmagdo segue do item (ii). ]
qp
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Proposicdo 3.4.8. [6, Proposigio 5.9] Sejam A uma dlgebra de evolugio ndo degenerada e
B = {e;; i € A} uma base natural de A. Considere a decomposiciio natural B=B;U...UB, e
suponha que |Bs|< 2 para todo s € {1,...,r} tal que Bs N L(A, B) # @. Se para todo B;, com
|Bi|= 2, alquma das seguintes condigdes for satisfeita:
(i) B; € NL(A, B),
N2 ‘
(ii) B; C L(A,B) e aj = — (Zj—ﬂ) para todo j, k € A; onde e = oéjkejz,

entdo |L(A, B)|= |L(A, B")| para toda base natural B’ de A.

Demonstragio. Seja A = A1 U...UA, uma decomposicdo natural de A relativa a B.

Defina
A=A A= | A e A= | An
|A¢|=1 |A¢|=2 |Af|>2
BiCL(A,B) B{CNL(A,B)

Suponha, por redugdo ao absurdo, que existe uma base natural B’ = {f;; k € A} de A
tal que |L(A, B')|# |L(A, B)|.

Seja B’ = B{ U... U B} uma decomposicdo natural ordenada de tal forma que B} C
span(B;) para todo t e seja Mp = (wl’(].) a matriz de estrutura de A relativa a base B’.
Pelo Teorema 3.4.3 temos que [{k € Al; w}, #0}| = [{k € AL; wy #0}| e a)]’-]- =0
para todo j € A3. Portanto existem h € {1,...,r} tais que B, = {e;,e;} C L(A,B) e
Bj, = {ft. fi} € L(A, B'). Sem perda de generalidade, assumimos que ffZ = 0. Assim,
temos que

fr = x11€6i + X1200 € f; = X218, + X220,

2

onde x;; € K. Consequentemente, usando e% = (Xigelz, e,-elz = wjies e el.zeg = (U,'g@%, segue

que

(x11€; + x12€0) (X1 + XToi0)e?

fuf?

2 .2 2 2
(x71 + xToiip)(X11Wj€F + X12W00€7)

2 .2 2
(x77 + X&) (X11Wj; + XpWjpaig)e; = 0. (20)

Como fZ #0 entdo x%; + x3,a;; # 0. Assim

wizi _ Wii \ _ 0
X11Wii — X12Wijp— = Wij | X11 — X127— | = U,
Wiy Wi

2
s 2z ws: . . ..
onde, por hip6tese, usamos que a;y = — = O fato de que w;; # 0 implica em x11 = —Zji; X12-
. |24

Portanto x11x1 # 0, visto que f; € B’. Por outro lado, como B’ é uma base natural entéo

fifi = X11%2167 + X12X22€7 = (X121 + X12X20050)€f = 0. (21)
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Pela Equacdo (21) temos que

2 2

Yo = X12X20 Wi = Yoox Wi Wiy _ wz‘ix

n=— X0 5~ = X
11 wif wié 12Wi; il

Finalmente, concluimos que

_ Wij Wij -0
X11X22 — X12X21 = X12——X22 — X12—X22 = U.
Wiy Wiy

Portanto fi e f; sdo linearmente dependentes, o que € um absurdo. O

Corolario 3.4.9. [6, Coroldrio 5.12] Seja A uma dlgebra de evolugdo ndo degenerada com
uma base natural B = {e;; i € A}. Considere uma decomposicio natural B = By U...U B,.
Entio o miimero de lagos de A é invariante pela troca de base natural se |B|< 2 para todo
B NL(A, B) # & e para todo s tal que |Bs|= 2, alguma das seguintes condicdes é satisfeita:
(i) B © NL(A, B),
. 2 ,
(ii) Bs C L(A, B) e aj = — (wjj/wj)” para j,k € As onde ef = ocjke]Z.

Para qualquer outro caso, o niimero de lagos depende da base natural.

Demonstragido. O fato de que a quantidade de lagos é invariante por troca de base segue
da Proposigdo 3.4.8. Por outro lado, pelo Teorema 3.4.7, em qualquer outro caso o

ntmero de lagos de A é depende da base natural. O

Exemplo 3.4.10. Considere novamente a dlgebra de evolugio A com base B = {e1,e,e3,e4} e
produto dado por

2 2 2 2
e1 =e1t+ey, ey =¢eq, €3 =64 € €5 =¢y,

que apresentamos no Exemplo 1.1.2. Note que L(A, B) = {1,4}. Considere B = By U By U B3
uma decomposicio natural de B, onde By = {e1}, Bp = {e2} e B3 = {e3,e4}. Como |B3|> 1,
B3 NL(A,B) = {es} e Bs NNL(A, B) = {e3}, entio A e B satisfazem as hipéteses do Teorema
3.4.7 e portanto existe uma outra base natural B’ de A tal que |L(A, B')|# 2. De fato, a base B’

apresentada no Exemplo 1.1.2 tem essa caracteristica. [






DERIVACOES DE ALGEBRAS DE
EVOLUCAO ASSOCIADAS A
GRAFOS NAO ORIENTADOS

Nos capitulos anteriores, utilizamos o grafo associado a um algebra de evolugao rela-
tiva a uma base natural para estudar certas estruturas desta dlgebra. Neste capitulo,
utilizaremos outra construgado, que foi proposta em [19, Capitulo 6.1]. Dado um grafo
ndo orientado, iremos construir uma base natural para uma algebra de evolucdo. Além
disso, utilizaremos a estrutura deste grafo para descrever o espago de derivagdes desta
algebra. Na Sec¢do 4.1 apresentaremos a defini¢do de dlgebra de evolugdo associada a um
grafo ndo orientado e alguns resultados preliminares. Na Secdo 4.2 apresentaremos o
resultado principal deste capitulo, a caracterizacdo do espago das derivacdes de dlgebras
de evolugdes associadas a grafos ndo orientados. Todos os resultados apresentados aqui

sdo provenientes de [18].

4.1 ALGEBRAS DE EVOLUCAO ASSOCIADAS A GRA-
FOS NAO ORIENTADOS

Comecaremos esta se¢do com algumas defini¢des basicas e notagdes. Para diferenciar
dos grafos orientados que tratamos nos outros capitulos, vamos utilizar a letra G para
representar grafos ndo orientados. Um grafo ndo orientado finito com n vértices é um par
G=(V,E),onde V={1,...,n} é o conjunto de vérticese E C {(i,j)) e VxV:i<j}éo
conjunto de arestas. Se (i,j) € E ou (j,i) € E dizemos que i e j sdo vizinhos e denotamos
o conjunto de vizinhos de i por N (i). Para um subconjunto U C V, denotamos o
conjunto dos seus vizinhos por N(U) = {j € V : j € N(i), para algum i € U}. O grau
de i, denotado por deg(i), é a cardinalidade do conjunto N (i). Dizemos que i e j em
V sdo gémeos se eles tem exatamente os mesmos vizinhos, ou seja, se N (i) = N(j).

Definimos entdo uma relagdo ~ em V da seguinte forma: i ~ j se i e j sdo gémeos. Note
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que tal relacdo é de equivaléncia. Denotaremos a classe de equivaléncia de i € V por
T (@), istoé, T(i))={j € V:i~j}. Ografo G é dito livre de gémeos se para todoi € V,
o conjunto 7 (i) é unitdrio. Um caminho de i para j é uma sequéncia finita de vértices
W=ip,i1,...,1, tal que iy =i, iy = j e ixy; € N(ix) para todo k € {0,1,...,r —1}. Neste
caso, dizemos que ¢ tem comprimento r e denotamos |p|=r. Se i = j dizemos que y é
um ciclo. Os ciclos de comprimento 1 sdo chamados de lagos. Dados dois vértices i e j
tais que existe a0 menos um caminho conectando-os, a distancia entre i e j, denotada
por d(i, j), é dada por d(i, j) = min{|p|; # é um caminho entre i e j}.

Um grafo é dito conexo se sempre existe um caminho entre dois vértices quaisquer.
Neste trabalho, consideramos apenas grafos conexos e simples, isto é, sem lagos e arestas
paralelas. A matriz de adjacéncia de um grafo G = (V, E), denotado por Ag = (a;), €
uma matriz simétrica n X n definida da seguinte forma: a;; = 1sei € N(j), e ajj = 0 caso

contrario.

Defini¢do 4.1.1. Seja G = (V, E) um grafo com matriz de adjacéncia Ag = (b;;). A dlgebra de
evolugio associado a G é a dlgebra A(G) com uma base natural B = {e;; i € V} e produto dado

por

ej-e;= Y byey, parai €V,
kev

ej-ej=0, sei#].

Note que essas algebras, com as restri¢des sobre os grafos, sdo dlgebras cuja matriz de

estrutura é simétrica, com diagonal nula e coeficientes em {0, 1}. Vejamos um exemplo.
Exemplo 4.1.2. Seja G o grafo da Figura 15.

1 5

Figura 15: Grafo G

A dlgebra de evolugio associada a G é a dlgebra A(G) com uma base natural B = {eq, €3, €3, €4, €5, €6}

e o produto dado por

6%285263,‘ €%=€1+€2+€4,‘ ei=€3+85+€6; 6%2(3%:64;
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eiej =0, paratodoi,j € {1,2,3,4,5,6},i #].
As classes de equivaléncia da relagio ~ sdo T (1), T (3), T(4) e T(5), onde
TM=T@={12}, TR ={3}, T@={4} e TE)=T(6) =156}
]

Seja A(G) a dlgebra de evolugdo associada a um grafo G e B sua base natural conforme
a Defini¢do 4.1.1. Entdo o grafo orientado associado a \A(G) com relagdo a base B é o
grafo orientado com a mesma matriz de adjacéncia que G. Para o Exemplo 15, o grafo

orientado associado a A(G) é o grafo da Figura 16.

Figura 16: Grafo associado a algebra A(G) do Exemplo 15.

Observacao 4.1.3. Sejam K um corpo e G = (V, E) um grafo ndo orientado com matriz de
adjacéncia Ag = (a;). Se |V|=1, como consideramos somente grafos sem lagos, temos que
v-u = 0 para todo u,v € A(G), e portanto Der(A(G)) = L(A(G)). Se |V|= 2, visto que
consideramos grafos simples conexos, G é necessariamente o grafo da Figqura 17. Portanto,
a1y =axp =0eap =ax =1. Sed = (d;j) € Der(A(G)), tomando i =k =1 e j = 2 na Equagiio
(3) temos que d1p = 0. Tomando i =k =2 e j = 1 temos que dy; = 0. Portanto d é uma matriz

diagonal. Usando a Equagdo (4), com i # j, temos que
d11 = 2dy; e dyp = 2dq3, (22)

o que implica que dy1 = 4d11 e dpyp = 4dpy. Assim, se char(K) # 3, obtemos que dy1 =dyp =0e

portanto d = 0. Por outro lado, se char(K) = 3, de (22) concluimos que dyy = 2dq1. Desta forma

Derg (A(G)) = { (‘(’)‘ 2(1> € 11<} .

A partir daqui, vamos considerar somente grafos com mais que dois vértices. Esta
proxima proposi¢do é uma generalizado de [9, Proposigdo 3.1], que estuda o caso em

que o corpo tem caracteristica zero.
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Figura 17: Grafo da Observacéo 4.1.3.

Proposicao 4.1.4. [18, Proposigio 2.3] Sejam K um corpo de caracteristica qualquer e G =
(V, E) um grafo ndo orientado. Entdo d € Der (A(G)) se, e somente se, d satisfaz as sequintes
condigoes:

(i) Se l,] eV,i 7/], e N(l) ﬂN(]) # &, entdo dz] = _dji-

(i) Sei, j € V,i#j, e NO)NN(j) # @, entdo dj; = dj; = 0.

(iii) Paratodoi €V
Y 0, sej g NGO,
ki =
kEN (i) 2d;, seje N().

Demonstragio. Se d € Der (A(G)) entdo a prova que d satisfaz as condigdes (i)-(iii) é a
mesma que a apresentada em [9, Proposition 3.1]. No outro sentido, seja d € L (A(G))
satisfazendo as condigdes (i)- (iii). Para provar que d € Der (A(G)), vamos verificar que
d verifica as Equagdes (3) e (4). Sejam i, j, k € V. Para provar que d satisfaz (3) temos
que considerar vérios casos:
Caso 1. Se k € N(i)° N N(j)°, entdo ajx = a; = 0. Portanto vale (3).
Caso 2. Para k € N (i) N N (j)° temos que a; =1, ajx =0ed; =0, por (ii). Entdo segue
(3). Para k € N(i)° N N(j) o argumento é analogo ao usado na situagdo anterior.
Caso 3. Se k € N (i) N N(j), entdo ajx = aj =1 e, pela condigdo (i), d;j = —dj;. Portanto
ajkdi]' + aikdﬁ = d1] — d1] =0.

Para provar que d satisfaz (4), note que, por (iii), temos

n
Y apdii = Y dy,
k=1 kEN (i)

0, sejE NG,

2d;, seje N(),
2a1-]-d,-i.

paratodoi,j ke V. O

O enunciado do préximo lema, com excegdo da caracteristica do corpo, é 0 mesmo
de [9, Lemma 3.4], que considera corpos de caracteristica zero. Porém a mesma prova é

valida, entdo enunciaremos o lema e omitiremos a demonstragéao.
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Lema 4.1.5. [18, Lema 2.4] Sejam K um corpo, G = (V,E) um grafo nio orientado, e
d € Der (A(G)). Sed;j #0, parai,j € V com i # j, entdo i ~ j.

Corolario 4.1.6. [18, Coroldrio 2.5] Seja K um corpo com char(K) = p, p € {0,2}. Seja
G = (V, E) um grafo ndo orientado e d € Der (A(G)). Entdo d satisfaz as sequintes condigdes:

(i) Sei,l € Veinryl,entio diz' = dgg.

(i) Sei € Ve p | deg(i), entdo

Y dg=0. (23)
keN (i)
(iii) Sei € V e ptdeg(i), entio
2 deg(z)dn = Z dkk- (24)
keN (i)

(iv) Seja ¢ € V. Entdo 2 dyj = 2d;; para todo j € T ({) e i € N (T (£)).
keT ()

Demonstragio. Se i ~¢ L e j € N(i) = N(£), entdo a Proposi¢do 4.1.4(iii) nos garante que
2dii= Y, di= ) di=2dy,
keN (i) keEN(0)

o que prova (i). Por outro lado, se i,j € V e j € N (i), pela Proposicdo 4.1.4(iii), temos

que

2dii= Y dyj.
keN (i)

Visto que a equagdo acima vale para todo j € N (i), entdo

Y o= Y OY dy,

JEN () JEN (i) keN (i)

que podemos reescrever da seguinte forma:

2deg(i)dii= Y. du+ Y. dyj. (25)
keN (i) jkEN (i)
j#k

Note que, pela Proposicado 4.1.4(i), vale que

Y, dj=0.
jkeN (D)
j#k
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Vamos agora considerar dois casos. Se p | deg(i), entdo a Equagdo (25) pode ser

escrita da seguinte forma

Y. du =0,

keN (i)

o que prova (ii). Por outro lado, se p 1 deg(i), entdo por (25) temos que

2deg(i)dii = Y dy,

kEN (i)
0 que prova (iii). Sejam i,j € V tais que j € T(¢) e i € N(T (¢)). Entdao T(¢) C N(i) e
Yo A= ), dg— ), dy
kET(0) kEN (i) keN )\ T ()

Porém, se k € N(i)\T (¢), entdo k #, j e, pelo lema anterior, dj = 0. Também, pela
Proposigdo 4.1.4(iii) temos que

Y dij= ) dij=2d;,

keT () keN (i)
0 que prova (iv). O
Corolario 4.1.7. [18, Coroldrio 2.6] Sejam K um corpo com char(K) =2, G = (V, E) um grafo
ndo orientando e d € Der (A(G)). Entdo
E dij = 0, para qualquer £ € V,j € T(£) ei € N(T(¢)).
keT ()

Demonstragido. Vamos usar um argumento andlogo ao utilizado na prova do Corolario
4.1.6 (iv). Sejam i,j € V tais que j € T(¢) e i € N(T (¢)). Entdao T (¢) C N (i) e portanto
L odj= ), dj— ), dg= ) dy.
kET(£) kEN (i) keN G\ T(0) kEN (i)
Agora, utilizando a Proposigdo 4.1.4(iii) temos que
L dij= ), dy=0.
keT (6) keN ()

O

Em [9, Lema 3.5], provou-se que se d = (d;;) € Der(A(G)) entdo dy, = 0 implica que
|7 (k)|> 3, onde A(G) é uma K-algebra de evolugdo associada ao grafo G e char(K) = 0.
No préximo lema, provamos que este resultado também é valido se char(KK) > 3. Além

disso, o Exemplo 4.1.9 discute o fato de que a afirmacdo ndo é valida se char(K) = 2.
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Lema 4.1.8. [18, Lema 2.7] Seja K um corpo com char(K) = p, p #2. Seja G = (V,E) um
grafo ndo orientado e d € Der (A(G)). Se dyy # 0 para algum k,{ € V, com k # {, entdo
T 3.

Demonstragio. Sem perda de generalidade assuma que djp # 0. Pelo Lema 4.1.5, djp # 0
implica que 1 ~¢ 2, ou seja 1,2 € T (1). Portanto |7 (1)|> 2. Assuma que |7 (1)|= 2. Seja
m € N (1) = N(2). Pela Proposicdo 4.1.4(iii) temos que

dem = Z d]1 = dll + d21 + Z d]1
JEN (m) JEN (m)
j#1,2

Pela hipétese, se j € N(m)\ {1,2} entdo j #; 1. Portanto, pelo Lema 4.1.5, dj; = 0.

Assim,
2dmm = d11 + d21 + Z d]1 = dll + d21. (26)
JEN (m)
j#1,2
Analogamente,
2dmm =Y, dp=dip+dp+ Y. dp=dip+dp. (27)
JEN (m) JEN (m)
j#1.2

Entdo, por(26) e (27), di1 +d1p = dp1 + dpp. Pelo Corolério 4.1.6 (i), d1; = dpp. Portanto,

dqp = da1, 0 que contraria a Proposi¢do 4.1.4 (i). H

Como mostra o préoximo exemplo, este lema nao é valido para corpos de caracteristica

Exemplo 4.1.9. Seja IF; o corpo de Galois com 2 elementos e G o grafo da Figura 18. Utilizando

1 5
3 4 6
2 7

Figura 18: Grafo G.
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as Equagoes (3) e (4) pode-se mostrar que o operador d dado por

U

Il
S O O O O K~ =
S O O O O V=
S O O O © O O
o O O O o o O
S R =k O O O O
O =) Rk O O O O
o O O O © O O

é um elemento de Der A(G). Observe que dip # 0 e |T(1)|= 2. Note também que 6 ~; 7 e

des # d77, 0 que mostra que o Coroldrio 4.1.6(i) também ndo é vdlido para char K = 2. O

4.2 RESULTADOS PRINCIPAIS

Vejamos esta tltima notagdo e poderemos entdo apresentar o Teorema 3.1 de [18], que é
o resultado principal capitulo. Seja C = (¢;j) € M, (K). Vamos denotar por C= (cij) a

matriz tal que
_ Ci]', sei 7-[],
Cij =
v 0, sei=j.

Teorema 4.2.1. [18, Teorema 3.1] Sejam K um corpo com char(K) # 0, G = (V, E) um grafo
ndo orientado e {c1, ..., cm } um conjunto completo de representantes da relagio ~. Entdo um
operador d € L (A(G)) também pertence a Der (A(G)) se, e somente se, satisfaz as sequintes

condigoes:

(i) d é uma matriz de blocos com a forma

¢ 0 ... 0

0 G ... 0
d: . 2 . . 4

0 0 ... Cy

onde C; € My,,(K), parai € {1,...,m} e u; == |T(c;)|.
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(ii) Sej€ T(c), comie€ {1,...,m},entio

Y dij=2dy, para todo t € N(T(c;).
keT (c;)

(iii) C; é antissimétrica, parai € {1,...,m} .

Demonstragdo. Seja ty:=0e

ZI:T(Cg iE{l,...,m}.
=1

Podemos ordenar V' de tal forma que {t; 1 +1,...,t;} = T(cj), paraj € {1,...,m}. Seja
d € Der(A(G)). Se i,k € V séo tais que i € T(cj) ek € T(c))", paraalgumj € {1,...,m}
entdo dj; = dy; = 0, pelo Lema 4.1.5. Definindo

dti_1+1,ti_1+1 df,'_1+1,ti_1+2 s dfi_1+1,tl'
dti,1+2,l’i,1+1 df,‘,1+2,ti,1+2 s dti,1+2,t,'
Ci:= . . _ . ,
it g1 ;42 ey

parai € {1,...,m}, temos que d tem a forma desejada em (i).

O item (ii) segue do Coroldrio 4.1.6 (iv), para p # 2, e do Coroldrio 4.1.7, para p = 2.
Por fim, o item (iii) segue da Proposigdo 4.1.4 (i).

No outro sentido, vamos assumir que d satisfaz as condi¢des (i)-(iii). Para provar
que d € Der (AA(G)), vamos mostrar que d satisfaz as condi¢des da Proposicoes 4.1.4.
Primeiro, afirmamos que se d;; # 0 entdo i ~; j. De fato, pela estrutura de blocos de d,

se d,']' # (0 entdo dij ¢ uma entrada de Cy, para algum k € {1,...,m}. Consequentemente,
1 <i<tretp 1 <j<t,

e portanto i,j € T (cx). Sejai,j € V, com i # j. Se N (i) = N(j) entdo i ~; j e pelo item
(iii), temos que d;; = —d;;.

Por outro lado, se (i) # N(j) entdo i #; j e assim d;; = dj; = 0, o que prova que d
satisfaz as condig¢des (i) e (ii) da Proposicdo 4.1.4. Finalmente, para provar a tltima

condigdo, vamos considerar dois casos. Sejam i,j € V.

Caso 1. Se j ¢ N (i), entdo j #; k, para todo k € N (i) e portanto dj; = 0. Consequente-

mente Z dij = 0.
keN ()
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Caso 2. Se j € N (i), entdo

Y, dy= ), dy+ ), dy= ), dy

keN (i) kEN ()\ T (cs) keT (cs) keT (cs)

ondes € {1,...,m} é tal que j € T(cs). A afirmagdo que assumimos em (ii) implica que

Z dij = 2dy, para todo t € N (T (cs)).
keT (cs)

Tomando t =i temos a equagdo desejada. O

Observacao 4.2.2. [18, Observagio 2] Enfatizamos que o resultado do teorema anterior também
é vdlido para corpos de caracteristica zero. De fato, se d € Der(A(G)) e char(K) = 0, entdo,
por [9, Teorema 2.6], temos que d satisfaz as condigdes (i)-(iii). Por outro lado, o argumento

utilizado para demonstrar a outra implicagdo ndo depende da caracteristica do corpo.

Coroldrio 4.2.3. [18, Coroldrio 3.2] Sejam K um corpo tal que char(K) = p, com p ¢ {0,3},
e G = (V, E) um grafo ndo orientado. Se d € Der (A(G)) é tal que d;j = dj; = 0 para todo
i,j eV, i#j, entidod; =0 paratodoi € V.

Demonstragio. Sejam i,j € V tais que j € N (i). Primeiro, assumiremos que p = 2. Pela

Proposicdo 4.1.4(iii) temos que

0= ) dy= ), du+di=d;
keN()) keN(j)
ki

Se p > 3, pelo Teorema 4.2.1(ii), temos que

2d1'1' = Z dk] = d]] e Zd]] = Z dk,' = dii-
keT () keT(j)

Entdo 4d;; = d;;, o que implica que d;; = 0. H
Exemplo 4.2.4. [18, Exemplo 3.3] Sejam K um corpo com char(K) = 3 e K3 0 grafo bipartido

completo (veja Figura 19).

Se d € Der(A(Ky3)), entido pelo Teorema 4.2.1(i) e (iii) temos que

dip  dip diz O 0




4
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5

Figura 19: Grafo bipartido completo Kjs.

Por outro lado, pelo Teorema 4.2.1(ii), temos que

dyp —dip —diz
dip +dy —do3
diz +do3 + d33

dyg — das

dgs5 + dss

2dy4 = 2dss;
2dy4 = 2d55;
2dy4 = 2ds5;

2d11 = 2dy) = 2d33;
2dq11 = 2dyy = 2d33.

Definindo a := dys e B := dip podemos reescrever d como

2% B —B 0 0
—B 22 B 00
d=| B —Bp 2a 0 0
0 0 0 a0
0 0 0 0 «a

O

Uma consequéncia interessante do Teorema 4.2.1 é o [18, Teorema 3.4], que descreve

Der(.A(G)) para o caso em que A(G) é uma élgebra perfeita.

Teorema 4.2.5. [18, Teorema 3.4] Sejam K um corpo com char(K) # 0 e G = (V,E) um
grafo tal que A(G) é uma dlgebra de evolugdo perfeita. Entido Der(A(G)) satisfaz as sequintes

propriedades:

(i) Se char(K) # 3, entio Der(A(G)) = 0.
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(ii) Se char(K) = 3, entdo dim Der(A(G)) < 1 e a igualdade é vdlida se, e somente se, G nio
tem ciclos de comprimento fmpar. Nesse caso, Der(A(G)) = span{f}, onde f = (f;j) éa

transformacgdo linear diagonal definida por

1, sei=1,
fi=4 2, se d(i, 1) é impar, (28)
1, sed(i,1)é par.

Demonstragio. Seja d = (d;j) € Der(A(G)). Se char(K) = 0, entédo d = 0 por [10, Theorem
2.1]. Se char(K) ¢ {0,3}, pelo Lema 4.1.5, temos que d;; = 0 para todo i, j € V com i # j.
Além disso, pelo Corolario 4.2.3, d = 0, o que prova que (i).

Como G é conexo, para i,k € V existe um caminho k = jo,j;...,j: = i de k para i.

Entdo, pelo Teorema 4.2.1 (ii), temos que

2d;;, set éimpar,
=dj,j, = 2djj = - = (29)

dix = 2d]
dij, setépar.

171
Assim se d;; = 0, para algum j € V, temos que d = 0.

Suponha que Der(A(G)) # 0. Sejam d,d" € Der(A(G)) derivagdes ndo nulas tais que
d#d'. Sejai € V. Entdo, como d;; #0 e d}; #0, existe A € K, A #0, tal que d; = Ad;;.
Por outro lado, para k € V, existe um caminho k = jo,1,...,jt = i, e entdo, por (29),

temos que

2d},, set é impar, 2MAd;;, seté impar,

dy, = - = Adg.

dj;, setépar. Adj;, seté par.

Portanto d’ = Ad, ou seja, dim Der(A(G)) = 1.

Suponha que G tem um ciclo de comprimento impar k = jo, j1, j2, - - -, jt = k. Entdo, por
(29), dix = 2dyy e portanto d = 0. No outro sentido, se G tem um ciclo de comprimento
impar, considere o operador linear diagonal f = (f;;) definido em (28).

Sejam j,£,t € V tais que j € T(£) e t € N(T(£)). Se fj; = 2, entdo d(j, 1) é impar,
e consequentemente d(t, 1) é par e assim fy; = 1, caso contrério teriamos um ciclo de

comprimento impar em 1, o que contraria a hipétese. Portanto

Y. fij=fij=2fu,

keT ()



4.2 RESULTADOS PRINCIPAIS

0 que prova que f satisfaz o Teorema 4.2.1(ii). Se f;; = 1, um argumento anélogo conclui
o mesmo resultado. Claramente f respeita as condi¢des (i) e (iii) do Teorema 4.2.1, assim
f € Der(A(G)) e portanto dim Der(A(G)) = 1. O

Para o caso em que o grafo é livre de gémeos e char(K) = 0, ja havia sido provado
em [9] que Der(A(G)) = 0. Uma consequéncia do préximo corolario é que esse resultado
é sempre valido, com excegao das algebras de evolugdo sobre corpos de caracteristica

trés.

Corolario 4.2.6. [18, Coroldrio 3.5]) Sejam K um corpo com char(K) =pe G = (V,E) um
grafo. Entdo Der (A(G)) = 0 para os seguintes casos.

(i) Sep & {2,3} e |T(i)|< 2, paratodoi € V.
(ii) Se p =2e G é livre de gémeos.

Demonstragido. Se p = 0, o resultado segue de [9, Tereoma 2.3]. Se p ¢ {0,2,3} e
d € Der (A(G)) entdo pelo Lema 4.1.8, d;j = 0 para todo 7,j € V com i # j, o que implica
que d = 0 pelo Coroldrio 4.2.3. Para provar o item (ii), note que se d € Der (A(G)), pelo
Teorema 4.2.1 (i) temos que d;; = 0 para todo i, j € V com i # j. Portanto, pelo Corolério

4.2.3, temos que d = 0. O
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