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RESUMO

Neste trabalho estudamos aspectos estruturais de algumas equações diferenciais parciais

com não linearidade quadrática. Uma vez que estabelecemos a base da teoria de Lie

sobre grupos de transformações contínuos classificamos todas as simetrias de Lie,

apresentamos como obter invariantes para, a partir deles, obter soluções particulares

para as equações analisadas. Além disso, construímos via método direto um conjunto

de leis de conservação para cada equação.

Palavras-chave: Equações diferenciais parciais, equações de Novikov, simetrias de

Lie, invariantes, multiplicadores, leis de conservação.
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ABSTRACT

In this work we study structural aspects of some partial differential equations with

quadratic nonlinearities. We classify the Lie point symmetries of the equations and

obtain some particular group invariant solutions. Also, we construct conservation laws

for the equations using the direct method.

Keywords: Partial differential equations, Novikov equations, Lie symmetries, invari-

ants, multipliers, conservation laws.
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1 INTRODUÇÃO

Equações são vitais para matemática, física, engenharia, tecnologia, enfim, para as

ciências em geral. Em particular, as equações diferenciais parciais (EDPs) descrevem

vários fenômenos fundamentais da física e codificam muitas informações do mundo

real. Por exemplo, a equação diferencial parcial

ut − utxx = −3uux + 2uxuxx + uuxxx, (1)

conhecida como equação de Camassa-Holm foi deduzida, enquanto modelo físico, no

ano de 1993 em um trabalho sobre propagação de ondas em águas rasas [6]. Porém,

essa equação foi descoberta por Fokas e Fuchssteiner [16] em 1981.

A equação (1) é de grande interesse em pesquisa, pois apresenta várias propriedades

estruturais que a torna especial, tais como estrutura bi-hamiltoniana, infinitas leis de

conservação, existência de par de Lax, soluções do tipo onda chamadas peakon e outras

propriedades que podem ser encontradas em diversos trabalhos, veja [13, 18, 25] e suas

referências. Deste modo, a equação (1) apresenta uma estrutura intrínseca muito rica e

isso levou vários pesquisadores a estudarem equações da forma

ut − utxx = F(u, ux, uxx, uxxx, · · ·), (2)

que apresentam propriedades em comum com a equação (1). Não por acaso, nossos

estudos iniciais com relação a teoria para escrever esta tese se deu a partir da equação

ut − utxx = −λ(u − uxx) − 3u2ux + uuxxx + 2uxuxx,

em que λ > 0 é uma constante. Nossos resultados para esta equação podem ser

encontrados em [18].

Algumas das propriedades mencionadas, tais como estruturas bi-hamiltonianas e

infinitas simetrias, são relacionadas à integrabilidade de equações diferenciais parciais.

Embora a equação (1) tenha sido deduzida por uma motivação física, em [25] Novikov

estudou e classificou algumas equações da forma (2) não por este motivo, mas para

1



2 introdução

tentar classificar todas as equações do tipo (2) que potencialmente poderiam ser integrá-

veis. Nesse estudo, Novikov obteve um conjunto de equações diferenciais parciais não

lineares de onde fazem parte as equações:

ut − utxx = 32uux − 8uxuxx − 8uuxxx + 2uxxuxxx, (3)

ut − utxx = 16uux − 8uxuxx + 2u2
xx − 4uuxxx + 2uxuxxx (4)

e

ut − utxx = 4uux + 2u2
x + 2uuxx − 6uxuxx − 2uuxxx. (5)

Essas equações, até o momento, receberam pouca atenção, sendo que suas propri-

edades estruturais ou qualitativas são pouco conhecidas. Motivados por este fato,

nosso objetivo com esta tese é abordar tais equações levando em consideração o pouco

conhecimento sobre suas propriedades. Particularmente, neste trabalho estamos interes-

sados em investigar os aspectos estruturais como simetrias de Lie e leis de conservação

associadas com as equações (3), (4) e (5).

As simetrias de Lie de equações diferenciais surgiram quando Sophus Lie introduziu,

nas décadas finais do século XIX, a noção de grupos de transformações contínuos

com o objetivo de unificar e estender vários métodos de obtenção de soluções de

equações diferenciais. Um grupo de simetrias de Lie para equações diferenciais são

transformações que mapeiam qualquer solução de uma equação diferencial em outra

solução da mesma equação, deixando-a invariante pela ação do grupo. Tais grupos de

simetrias dependem apenas de parâmetros contínuos e consistem em transformações

agindo no espaço de variáveis independentes e dependentes.

As leis de conservação associadas a uma equação diferencial são de grande importân-

cia para entendermos o comportamento do fenômeno descrito pela equação. De acordo

com [1], algumas características que as leis de conservação apresentam são:

• descrevem quantidades físicas conservadas;

• são importantes para investigar propriedades de soluções e integrabilidade;

• são usadas na análise de estabilidade e comportamento global de soluções;

• checam a acurácia de soluções via métodos numéricos;
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• são fundamentais no estudo de uma dada equação diferencial, no sentido de que

se aplica a qualquer condição inicial e/ou de contorno dadas.

Assim, é de grande interesse que possamos conhecer leis de conservação vinculadas

a uma determinada equação diferencial. No entanto, nem sempre é fácil ou trivial

obtê-las.

Nesta tese, nosso objetivo é obter as simetrias de Lie e leis de conservação das

equações de Novikov [25] com não linearidades quadráticas. Em particular, neste texto

vamos enfatizar as equações (3), (4) e (5).

Aqui faremos alguns comentários sobre os cálculos apresentados neste trabalho.

Embora seja completamente viável seguir os procedimentos algorítmicos descritos para

encontrar simetrias de Lie e leis de conservação para nossas equações, esses cálculos

podem se tornar difíceis de manusear para problemas envolvendo equações diferenciais

parciais de ordem superior ou sistema de equações diferenciais. No entanto, podemos

usar recursos computacionais para nos ajudar nesta parte. Em nossos cálculos utilizamos

duas ferramentas computacionais para nos auxiliar na verificação dos resultados: o

pacote computacional SYM [15] desenvolvido para o software Mathematica e o GeM

[7–11] desenvolvido para o software Maple. Mais detalhes sobre essas ferramentas

podem ser encontrados em [7–11, 15].

Para uma melhor compreensão do texto e identificação das contribuições, todos os

exemplos apresentados neste trabalho são originais e são fruto do desenvolvimento da

tese. Nossos resultados serão chamados de Teorema, enquanto Proposição se refere a

resultados estabelecidos na literatura. Estruturamos esta tese da seguinte maneira:

• No Capítulo 2, apresentamos as noções necessárias para a compreensão básica

da teoria de simetrias de Lie, bem como o procedimento algorítmico para que

possamos obter geradores de simetrias de Lie para uma EDP. Apresentamos

também como encontrar o grupo de transformações a um parâmetro conhecendo

um determinado gerador de simetrias aplicando o primeiro teorema fundamental

de Lie ou séries de Lie;

• No Capítulo 3, classificamos todas as simetrias de Lie relacionadas com as equa-

ções (3), (4) e (5);

• No Capítulo 4, utilizando geradores de simetrias de Lie, construímos invariantes

e por meio destes obtemos soluções particulares, chamadas de solução invariante
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de uma EDP. Além disso, construímos o sistema ótimo para base de geradores de

simetrias da equação (3) que também engloba as bases de geradores de simetrias

das equações (4) e (5);

• No Capítulo 5, introduzimos noções básicas sobre leis de conservação. Também

definimos a noção de multiplicadores, tais multiplicadores foram fundamentais

para construção das leis de conservação associadas com as equações (3), (4) e (5)

que são apresentadas neste capítulo. Ainda apresentamos neste capítulo algumas

quantidades conservadas relacionadas com as equações;

• Por fim, fazemos nossas considerações finais no Capítulo 6.



2 S IMETRIAS DE L IE : UMA

INTRODUÇÃO

Neste capítulo apresentaremos uma introdução à teoria de simetrias de Lie que

fornecerá os alicerces para construção das propriedades estruturais das equações

ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx = 0, (6)

ut − utxx − 16uux + 8uxuxx − 2u2
xx + 4uuxxx − 2uxuxxx = 0 (7)

e

ut − utxx − 4uux − 2u2
x − 2uuxx + 6uxuxx + 2uuxxx = 0. (8)

Para tanto, iniciaremos com algumas definições.

2.1 grupo de transformações de lie a um pa-

râmetro

O embasamento teórico do que apresentaremos daqui em diante pode ser encontrado

nas referências [1,4,21–24,26]. Outras referências sobre simetrias, em língua portuguesa,

podem ser encontradas nas teses [3, 13, 17, 28].

Definição 2.1. Um conjunto G não vazio munido de uma lei de composição φ : G × G → G é

dito ser um grupo, e denotado por (G, φ), se satisfaz aos seguintes axiomas:

1. (Associatividade) Se a, b, c ∈ G, então φ(a, φ(b, c)) = φ(φ(a, b), c);

2. (Elemento identidade) Existe um único elemento e ∈ G, tal que se a ∈ G, então φ(a, e) =

φ(e, a) = a;

3. (Elemento inverso) Dado qualquer elemento a ∈ G, existe um único elemento inverso

a−1 ∈ G tal que φ(a, a−1) = φ(a−1, a) = e.

5



6 simetrias de lie : uma introdução

Por exemplo, (R, +) é um dos grupos mais triviais e que será de grande importância

no que se segue.

Agora definiremos grupos de transformações com relação a um parâmetro real e,

posteriormente, um grupo de transformações de Lie a um parâmetro.

Definição 2.2. Sejam x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Ω ⊆ Rn e um parâmetro ε ∈ I ⊆ R. O conjunto

de transformações
x : Ω × I → Ω

(x, ε) 7→ x := X(x; ε),

definido para cada x ∈ Ω, com φ : I × I → I definindo uma lei de composição, é dito ser um

grupo de transformações a um parâmetro em Ω se:

1. Para cada ε ∈ I fixado, a transformação X(x; ε) é bijetora em Ω;

2. O par (I, φ) é um grupo;

3. Para cada x ∈ Ω, x = x quando ε = e, no qual e representa o elemento identidade de I,

isto é,

x = X(x; e) = x;

4. Se x = X(x; ε) e x = X(x; δ), então

x = X(x; φ(ε, δ)).

Definição 2.3. Um grupo de transformações a um parâmetro é chamado de grupo de trans-

formações de Lie a um parâmetro se, adicionalmente às condições da Definição 2.2, tivermos

que:

1. ε é um parâmetro contínuo, isto é, I ⊆ R é um intervalo;

2. x é infinitamente diferenciável com relação à x ∈ Ω e é uma função analítica de ε ∈ I;

3. φ é analítica.

Exemplo 2.1. Sejam (t, x, u) ∈ Ω ⊆ R3 e ε ∈ R. Temos que

(t, x, u) = X((t, x, u); ε) = (t, x + ε, u) e (t, x, u) = X((t, x, u); ε) = (teε, x, ue−ε)

são grupos de transformações de Lie a um parâmetro de translação e dilação, respectivamente.
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2.2 transformações infinitesimais

No intuito de apresentar alguns resultados e definições vamos considerar que

x := X(x; ε) (9)

é um grupo de transformações de Lie a um parâmetro com elemento identidade e e lei

de composição φ. Assim, expandindo (9) em série de Taylor com respeito ao parâmetro

ε em torno da identidade até a primeira ordem, obtemos:

x = x +
(

∂X(x; ε)
∂ε

∣∣∣
ε=e

)
(ε − e) + O((ε − e)2).

Fazendo ξ(x) =
∂X(x; ε)

∂ε

∣∣∣
ε=e

temos que a aproximação linear

x 7→ x = x + ξ(x)(ε − e)

é denominada transformação infinitesimal do grupo de transformações de Lie a um

parâmetro, sendo ξ(x) = (ξ1(x), ξ2(x), · · · , ξn(x)) chamado de infinitésimo.

Exemplo 2.2. Sejam (t, x, u) ∈ Ω ⊆ R3 e ε ∈ R. Considere o seguinte grupo de transformações

de Lie a um parâmetro:

(t, x, u) = X((t, x, u); ε) = (teε + eε − 1, x + ε,−e−2x−2ε + e−2x−ε + ue−ε). (10)

Perceba que no grupo de transformações (10) o elemento identidade é e = 0 e, consequentemente,

a lei de composição é φ(a, b) = a + b. Os infinitésimos associados a este grupo são

ξ1(t, x, u) =
∂(teε + eε − 1)

∂ε

∣∣∣
ε=0

= t + 1, ξ2(t, x, u) =
∂(x + ε)

∂ε

∣∣∣
ε=0

= 1

e

ξ3(t, x, u) =
∂(−e−2x−2ε + e−2x−ε + ue−ε)

∂ε

∣∣∣
ε=0

= e−2x − u.

Em (10), se fizermos eε = λ vamos obter o grupo de transformações de Lie a um parâmetro

(t, x, u) = X((t, x, u); λ) = (λ(t + 1) − 1, x + ln λ, λ−1(e−2x + u) − λ−2e−2x), (11)

com λ ∈ R∗
+. Note que o elemento identidade desse grupo é e = 1, logo, a lei de composição é

φ(a, b) = ab. Além disso, os infinitésimos relacionados com (11) são

ξ1(t, x, u) =
∂(λ(t + 1) − 1)

∂λ

∣∣∣
λ=1

= t + 1, ξ2(t, x, u) =
∂(x + ln λ)

∂λ

∣∣∣
λ=1

= 1

e

ξ3(t, x, u) =
∂(λ−1(e−2x + u) − λ−2e−2x)

∂λ

∣∣∣
λ=1

= e−2x − u.
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Veja que os infinitésimos do grupo (11), que tem lei de composição multiplicativa,

são exatamente os mesmos do grupo (10), que possui lei de composição aditiva. Mas,

isso seria apenas uma coincidência? A resposta é que isso não acontece por acaso.

A justificativa será dada pelo próximo resultado, que mostra ser sempre possível

(re)parametrizar um dado grupo de transformações de Lie a um parâmetro, com lei de

composição não aditiva, em termos de um parâmetro τ ∈ I tal que a lei de composição

passe a ser aditiva, isto é, φ(a, b) = a + b.

Proposição 2.1 (Primeiro Teorema Fundamental de Lie). Existe uma parametrização τ(ε)

tal que o grupo de transformações (9) é equivalente à solução de um problema de valor inicial

para o sistema de equações diferenciais de primeira ordem:
dx
dτ

= ξ(x),

x(0) = x.
(12)

Em particular,

τ(ε) =
∫ ε

e
Γ(t) dt,

em que

Γ(ε) =
∂φ(a, b)

∂b

∣∣∣
(a,b)=(ε−1,ε)

e

Γ(e) = 1.

Demonstração. Veja [4], página 37.

Exemplo 2.3. Considere o grupo de transformações de Lie a um parâmetro

(t, x, u) = X((t, x, u); λ) = (λ(t + 1) − 1, x + ln λ, λ−1(e−2x + u) − λ−2e−2x),

com λ ∈ R∗
+. Vimos no Exemplo 2.2 que este grupo tem como elemento identidade e = 1, lei

de composição φ(a, b) = ab e os infinitésimos associados sendo os mesmos que do grupo (10). E

isso está acontecendo porque podemos, via Proposição 2.1, reparametrizar o grupo (11) e obter

o grupo (10). De fato, os elementos identidade e inverso do grupo (11) são e = 1 e λ−1 =
1
λ

,

respectivamente. Logo, pela Proposição 2.1, temos que

Γ(λ) =
∂φ(a, b)

∂b

∣∣∣
(a,b)=(λ−1,λ)

=
1
λ

e Γ(1) = 1. (13)
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Usando (13) obtemos que

τ(λ) =
∫ λ

1

1
ε

dε = ln(ε)
∣∣∣ε=λ

ε=1
= ln(λ) ⇒ λ = eτ . (14)

Com isso, de (14) podemos reparametrizar o grupo de transformações (11) e obter o grupo de

transformações

(t, x, u) = X((t, x, u); τ) = (teτ + eτ − 1, x + τ,−e−2x−2τ + e−2x−τ + ue−τ)

que é exatamente o grupo de transformações (10) cuja lei de composição é φ(a, b) = a + b.

Além disso, o Teorema Fundamental de Lie mostra que:

• as transformações infinitesimais possuem informação essencial para a determina-

ção do grupo de transformações de Lie a um parâmetro;

• as transformações (9) definem um fluxo estacionário dado por (12), e reciproca-

mente, qualquer fluxo estacionário dado por (12) define um grupo de transforma-

ções de Lie a um parâmetro.

2.3 geradores infinitesimais

Apoiados pela Proposição 2.1, daqui em diante, assumiremos que um grupo de

transformações de Lie a um parâmetro é parametrizado de modo que sua lei de

composição seja φ(a, b) = a + b, o que implica em ε−1 = −ε, e = 0 e Γ(0) = 1. Dessa forma,

em termos dos infinitésimos ξ(x), o grupo de transformações de Lie (9) é totalmente

descrito pelo problema de valor inicial
dx
dτ

= ξ(x),

x(0) = x.

Definição 2.4. O operador diferencial

X = X(x) :=
n

∑
i=1

ξ i(x)
∂

∂xi , (15)

em que ξ i(x) =
∂Xi(x; ε)

∂ε

∣∣∣
ε=0

, é chamado de gerador infinitesimal do grupo de transformações de

Lie a um parâmetro (9).
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Seja F : Rn → R uma função diferenciável. Então aplicando o operador dado por (15)

em F, temos

XF(x) =
n

∑
i=1

ξ i(x)
∂

∂xi F(x).

Em particular,

Xx =
n

∑
i=1

ξ i(x)
∂

∂xi x =
n

∑
i=1

ξ i(x)ei = ξ(x).

Proposição 2.2 (Série de Lie). O grupo de transformações de Lie a um parâmetro (9) é

equivalente a

x = eεXx = x + εXx +
ε2

2
X2x + · · · =

(
1 + εX +

ε2

2
X2
)

x =
∞

∑
k=0

εk

k!
Xkx,

em que X é o operador definido em (15) e o operador Xk = XXk−1, k ∈ N, sendo X0F(x) = F(x)

para qualquer função diferenciável F(x).

Demonstração. Veja [4], página 41.

Note que as Proposições 2.1 e 2.2 fornecem duas ferramentas equivalentes para

encontrar explicitamente um grupo de transformações de Lie a um parâmetro. De

maneira mais clara:

1. por meio da solução explícita do problema de valor inicial (12);

2. expressando o grupo por meio da chamada série de Lie dada pela Proposição 2.2

que é construída a partir do gerador infinitesimal (15).

Além disso, elas caracterizam univocamente um grupo de transformações por meio de

seu gerador infinitesimal.

Exemplo 2.4. Considere o seguinte gerador infinitesimal

X =
∂

∂t
+

∂

∂x
+ e2x ∂

∂u
(16)

definido em R3, com coordenadas (t, x, u). Encontraremos o grupo de transformações de Lie a

um parâmetro associado com o gerador infinitesimal (16) utilizando as Proposições 2.1 e 2.2:

1. Note que do gerador infinitesimal (16) obtemos que ξ(t, x, u) = (1, 1, e2x), logo

dt
dε

= 1 =⇒ dt = dε =⇒ t = ε + c0, (17)
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em que c0 é uma constante, com relação a ε, a ser determinada. Assim, pela condição inicial

t(0) = t, obtemos t = t + ε.

Para variável x, de modo análogo a (17), obtemos x = x + ε. Por outro lado, para variável

u, temos que

du
dε

= e2x = e2x+2ε =⇒ e−2xdu = e2εdε =⇒ u =
1
2

e2x+2ε + e2xc1,

em que c1 é uma constante, com relação a ε, a ser determinada. Com isso, pela condição

inicial u(0) = u, obtemos

u = u +
1
2

e2x+2ε − 1
2

e2x.

Portanto, pela Proposição 2.1, temos o seguinte grupo de transformações de Lie a um

parâmetro:

(t, x, u) = X((t, x, u); ε) =
(

t + ε, x + ε, u +
1
2

e2x+2ε − 1
2

e2x
)

. (18)

2. Agora vamos utilizar a Proposição 2.2. Para tanto, façamos

(t, x, u) = eεX(t, x, u) = (eεXt, eεXx, eεXu).

Consequentemente,

(i)

Xt = 1 =⇒ X2t = 0 =⇒ eεXt = t + ε;

(ii)

Xx = 1 =⇒ X2x = 0 =⇒ eεXx = x + ε;

(iii)

Xu = e2x,

X2u = X(e2x) = 21e2x,

X3u = X(2e2x) = 22e2x,

X4u = X(22e2x) = 23e2x,
...

Xku = X(2k−2e2x) = 2k−1e2x.
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Logo,

eεXu = u + εe2x + 2
ε2

2!
e2x + 22 ε3

3!
e2x + · · · + 2k−1 εk

k!
e2x + · · ·

= u + e2x

(
ε + 2

ε2

2!
+ 22 ε3

3!
+ · · · + 2k−1 εk

k!
+ · · ·

)

= u + e2x

(
∞

∑
k=1

2k−1 εk

k!

)
= u +

e2x

2

(
∞

∑
k=1

(2ε)k

k!

)

= u +
e2x

2
(e2ε − 1) = u +

1
2

e2x+2ε − 1
2

e2x.

Portanto, de (i), (ii) e (iii) obtemos o seguinte grupo de transformações de Lie a um

parâmetro:

(t, x, u) = X((t, x, u); ε) =
(

t + ε, x + ε, u +
1
2

e2x+2ε − 1
2

e2x
)

. (19)

Perceba que a partir do gerador infinitesimal (16) e usando as Proposições 2.1 e 2.2

obtemos o mesmo grupo de transformações (18) e (19). Além disso, do grupo obtido

podemos retornar para o gerador infinitesimal (16). De fato,

ξ(t, x, u) =
∂X((t, x, u); ε)

∂ε

∣∣∣
ε=0

=
∂

∂ε

(
t + ε, x + ε, u +

1
2

e2x+2ε − 1
2

e2x
)∣∣∣

ε=0
= (1, 1, e2x),

o que implica em

X =
∂

∂t
+

∂

∂x
+ e2x ∂

∂u
.

2.4 funções invariantes

Definição 2.5. Uma função infinitamente diferenciável F(x) definida em um aberto Ω ⊆ Rn é

invariante sob um grupo de transformações de Lie (9) se, e somente se,

F(x) ≡ F(x), onde x = X(x; ε).

Se F(x) é uma função invariante por (9), então a chamamos de um invariante do grupo de

transformações (9) e F(x) é dita ser invariante com relação a (9).
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Proposição 2.3. A função F(x) é invariante com relação a um grupo de transformações de Lie a

um parâmetro (9) se, e somente se, XF(x) ≡ 0.

Demonstração. Veja [4], página 43.

Exemplo 2.5. Seja F : R3 → R definida por F(t, x, u) = u − 1
2

e2x. Consideremos o gerador

infinitesimal (16) e o grupo de transformações de Lie a um parâmetro (19). Então,

F(t, x, u) = u − 1
2

e2x = u +
1
2

e2x+2ε − 1
2

e2x − 1
2

e2x+2ε = u − 1
2

e2x = F(t, x, u).

Portanto, a função F(t, x, u) = u − 1
2

e2x é invariante com relação a (19). Além disso,

XF(t, x, u) =
∂

∂t
F(t, x, u) +

∂

∂x
F(t, x, u) + e2x ∂

∂u
F(t, x, u) = −e2x + e2x = 0.

2.5 transformações estendidas

Sejam x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Ω ⊆ Rn e u = u(x) ∈ R. Considere o grupo de transforma-

ções de Lie a um parâmetro

x∗ = X(x, u; ε), u∗ = U(x, u; ε), (20)

atuando no espaço de n + 1 variáveis (x1, x2, · · · , xn, u), com x representando as variáveis

independentes e u a variável dependente.

Seja ∂ku, com k ∈ N, o conjunto de todas as derivadas parciais de ordem k da variável

u em relação a x. Utilizaremos a seguinte notação para representar as derivadas parciais

de ordem k de u:

ui1i2···ik :=
∂ku

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik
com ij = 1, 2, · · · , n e j = 1, 2, · · · , k.

Dada uma equação diferencial parcial E = E(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0, de ordem k,

um grupo de transformações de Lie (20) associado com a equação diferencial E = 0

mapeia qualquer solução u = Ψ(x) de E = 0 em outra solução u = ψ(x; ε) da mesma

equação, de modo que as transformações (20) deixem a equação diferencial E = 0

invariante.

Uma vez que estamos interessados na invariância da equação E = 0, naturalmente

nos deparamos com o problema de estender a atuação do grupo de transformações
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(20) no espaço (x, u) para o espaço (x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) de modo que o grupo de

transformações obtido continue transformando soluções da equação diferencial parcial

E = 0 em outras soluções da mesma equação. De maneira análoga, podemos pensar

no prolongamento das transformações infinitesimais correspondentes ao grupo de

transformações de Lie. Verificaremos que tais extensões são fundamentais para obtermos

o grupo de transformações de Lie a um parâmetro de uma equação diferencial E = 0.

Faremos a exposição do processo para tais prolongamentos. Para tanto, tomemos o

grupo de transformações de Lie a um parâmetro (20).

Pela Definição 2.2 as transformações (20) são bijetoras em algum domínio D do

espaço (x, u) e assumiremos que também sejam k vezes diferenciáveis em D. Assim, as

transformações (20) preservam as condições de contato

du = ∂udx,
... (21)

d∂k−1u = ∂kudx,

em algum domínio D do espaço (x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) se, e somente se,

du∗ = ∂u∗dx∗,
... (22)

d∂k−1u∗ = ∂ku∗dx∗,

em algum domínio D∗ do espaço (x∗, u∗, ∂u∗, ∂2u∗, · · · , ∂ku∗).

De modo a expressar explicitamente as condições de contato vamos definir

ui :=
∂u
∂xi , u∗

i :=
∂u∗

∂x∗i =
∂U
∂Xi , · · · .

Daqui em diante assumiremos a notação de Einstein para soma sobre os índices

repetidos, ou seja, as condições (21) são reescritas como

du = uidxi,
... (23)

dui1i2···ik−1 = ui1i2···ik−1 jdxj,

com il = 1, 2, · · · , n e l = 1, 2, · · · , k − 1. De maneira análoga, obtemos as representações

de soma para (22).
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Definição 2.6. Seja F = F(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) uma função, em que u = u(x) é suficiente-

mente diferenciável. Dizemos que F é uma função diferencial se F é localmente analítica, isto é,

pode ser expandida localmente em série de Taylor em cada uma de suas variáveis. A maior ordem

das derivadas que aparecem na função diferencial é chamada ordem desta função. Denotaremos

por A o espaço vetorial de todas as funções diferenciais de ordem finita.

Definição 2.7. Dada uma função diferencial F(x, u, ∂u, · · · , ∂ku) de ordem k, a derivada total

de F, denotada por DiF, é dada por

DiF(x, u, ∂u, · · · , ∂ku) =
∂F
∂xi + ui

∂F
∂u

+ uij
∂F
∂uj

+ · · · + uii1i2···in
∂F

∂ui1i2···in
, i = 1, 2, · · · , n.

O operador

Di =
∂

∂xi + ui
∂

∂u
+ uij

∂

∂uj
+ · · · + uii1i2···in

∂

∂ui1i2···in
, i = 1, 2, · · · , n (24)

é chamado de operador de derivação total.

Nossa intenção é obter a transformação prolongada

u∗
j = Uj(x, u, ∂u; ε), j = 1, 2, · · · , n.

Observe que do grupo (20) e de (23) conseguimos os seguintes diferenciais

dx∗ j = dX j =
∂X j

∂xi dxi +
∂X j

∂u
du =

∂X j

∂xi dxi +
∂X j

∂u
uidxi

=
∂X j

∂xi dxi + ui
∂X j

∂u
dxi =

(
∂X j

∂xi + ui
∂X j

∂u

)
dxi

=
(

DiX j
)

dxi (25)

e, analogamente,

du∗ = dU = (DiU) dxi. (26)

Além disso, das condições de contato temos que

du∗ = ∂u∗dx∗ = u∗
j dx∗ j = UjdX j. (27)

Então, de (25)-(27) concluímos que

DiU = Uj

(
DiX j

)
, i = 1, 2, · · · , n. (28)
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Seja a matriz A, n × n, tal que

A :=


D1X1 · · · D1Xn

...
...

DnX1 · · · DnXn

 .

Assim, como A é invertível, segue que
u∗

1
...

u∗
n

 =


U1
...

Un

 = A−1


D1U

...

DnU

 . (29)

Desta forma, obtemos o prolongamento do grupo de transformações (20) para o grupo

de transformações

x∗ = X(x, u; ε),

u∗ = U(x, u; ε),

∂u∗ = ∂U(x, u, ∂u; ε),

em que ∂u∗ = (u∗
1 , u∗

2 , · · · , u∗
n) e u∗

j , j = 1, 2, · · · , n, é dado em (29).

De modo geral, obtemos o k-ésimo prolongamento do grupo (20) para o espaço

(x, u, ∂u, · · · , ∂ku) dado por

x∗ = X(x, u; ε),

u∗ = U(x, u; ε),

∂u∗ = ∂U(x, u, ∂u; ε),
...

∂ku∗ = ∂U(x, u, ∂u, · · · , ∂ku; ε),

em que as componentes de ∂ku∗ são determinadas por (29) no caso k = 1 e para k ≥ 2

por 
u∗

i1i2···ik−11
...

u∗
i1i2···ik−1n

 =


Ui1i2···ik−11

...

Ui1i2···ik−1n

 = A−1


D1Ui1i2···ik−1

...

DnUi1i2 · · · ik−1

 , (30)

com il = 1, 2, · · · , k − 1, l = 1, 2, · · · , k − 1 e k ≥ 2.
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De maneira análoga ao prolongamento do grupo de transformações de Lie a um

parâmetro (20), podemos prolongar as transformações infinitesimais associadas a este

grupo. De fato, em termos de infinitesimais podemos representar o grupo (20) como

x∗ = X(x, u; ε) = x + εξ(x, u) + O(ε2),

u∗ = U(x, u; ε) = u + εη(x, u) + O(ε2),
(31)

atuando no espaço (x, u) e com gerador infinitesimal

X = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η(x, u)
∂

∂u
, i = 1, 2, · · · , n. (32)

O k-ésimo prolongamento de (31) é dado por

x∗ = X(x, u; ε) = x + εξ(x, u) + O(ε2),

u∗ = U(x, u; ε) = u + εη(x, u) + O(ε2),

u∗
i = Ui(x, u, ∂u; ε) = ui + εη

(1)
i (x, u, ∂u) + O(ε2),

...

u∗
i1···ik = Ui1···ik(x, u, ∂u, · · · , ∂ku; ε) = ui1···ik + εη

(k)
i1···ik(x, u, ∂u, · · · , ∂ku) + O(ε2),

em que i = 1, 2, · · · , n, il = 1, 2, · · · , n com l = 1, 2, · · · , k e k ≥ 1. E o k-ésimo prolonga-

mento de (32) é

X(k) = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η(x, u)
∂

∂u
+ η

(1)
i (x, u, ∂u)

∂

∂ui
+ · · · + η

(k)
i1···ik(x, u, ∂u, · · · , ∂ku)

∂

∂ui1···ik
.

(33)

Os infinitésimos prolongados η(k) são obtidos a partir do seguinte resultado:

Proposição 2.4. Os infinitésimos prolongados satisfazem as relações de recursão

η
(1)
i = Diη − (Diξ

j)uj,

η
(k)
i1···ik = Diη

(k−1)
i1···ik − (Diξ

j)ui1···ik−1 j,

em que i = 1, 2, · · · , n, il = 1, 2, · · · , n, com l = 1, 2, · · · , k e k ≥ 2.

Demonstração. Veja [4], página 67.

Exemplo 2.6. Considere o gerador infinitesimal (32) com os infinitésimos sendo funções dife-

renciais dependentes das variáveis t, x e u. O prolongamento de terceira ordem desse gerador é

X(3) = ξt ∂

∂t
+ ξx ∂

∂x
+ η

∂

∂u
+ η

(1)
t

∂

∂ut
+ η

(1)
x

∂

∂ux
+ η

(2)
tt

∂

∂utt
+ η

(2)
tx

∂

∂utx
+ η

(2)
xx

∂

∂uxx

+ η
(3)
ttt

∂

∂uttt
+ η

(3)
txt

∂

∂utxt
+ η

(3)
txx

∂

∂utxx
+ η

(3)
xxx

∂

∂uxxx

(34)
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e os infinitésimos prolongados obtidos por meio da Proposição 2.4 são

η
(1)
t = Dtη − utDtξ

t − uxDtξ
x

= ηt + (ηu − ξt
t)ut − ξx

t ux − ξt
uu2

t − ξx
uutux,

(35)

η
(1)
x = Dxη − utDxξt − uxDxξx

= ηx + (ηu − ξx
x)ux − ξt

xut − ξx
uu2

x − ξt
uutux,

(36)

η
(2)
tt = Dtη

(1)
t − uttDtξ

t − utxDtξ
x

= ηtt + (2ηtu − ξt
tt)ut − ξx

ttux − 2ξx
tuutux + (ηuu − 2ξt

tu)u2
t − ξx

uuuxu2
t − ξt

uuu3
t

+ (ηu − 2ξt
t)utt − 3ξt

uuttut − ξx
uuttux − 2ξx

t utx − 2ξx
uutxut,

(37)

η
(2)
tx = Dxη

(1)
t − uttDxξt − utxDxξx

= ηtx + (ηxu − ξt
tx)ut + (ηtu − ξx

tx)ux − ξt
xuu2

t + (ηuu − ξt
tu − ξx

xu)utux − ξx
tuu2

x

− ξt
uuuxu2

t − ξx
uuutu2

x + (ηu − ξt
t − ξx

x)utx − 2ξt
uututx − 2ξx

uuxutx − ξx
t uxx

− ξx
uutuxx − ξt

xutt − ξt
uuxutt,

(38)

η
(2)
xx = Dxη

(1)
x − uxtDxξt − uxxDxξx

= ηxx + (2ηxu − ξx
xx)ux − ξt

xxut − 2ξt
xuutux + (ηuu − 2ξx

xu)u2
x − ξt

uuutu2
x − ξx

uuu3
x

+ (ηu − 2ξx
x)uxx − 3ξx

uuxxux − ξt
uuxxut − 2ξt

xutx − 2ξt
uutxux,

(39)

η
(3)
ttt = Dtη

(2)
tt − utttDtξ

t − uttxDtξ
x

= ηttt + (3ηttu − ξt
ttt)ut − ξx

tttux − 3ξx
ttuutux + (3ηtuu − 3ξt

ttu)u2
t − 3ξx

tuuuxu2
t

+ (ηuuu − 3ξt
tuu)u3

t + (3ηtu − 3ξt
tt)utt + (3ηuu − 9ξt

tu)ututt − 3ξx
tuuxutt

− 3ξx
ttutx − 6ξx

tuututx − ξx
uuuuxu3

t − ξt
uuuu4

t − 6ξt
uuu2

t utt − 3ξx
uuutuxutt

− 3ξx
uuu2

t utx − 3ξt
uu2

tt − 3ξx
uutxutt + (ηu − 3ξt

t)uttt − 4ξt
uututtt − ξx

uuxuttt

− 3ξx
t uttx − 3ξx

uututtx,

(40)
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η
(3)
txt = Dtη

(2)
tx − utxtDtξ

t − utxxDtξ
x

= ηttx + (2ηtxu − ξt
ttx)ut + (ηttu − ξx

ttx)ux + (ηxuu − 2ξt
txu)u2

t − ξx
ttuu2

x

+ (2ηtuu − ξt
ttu − 2ξx

txu)utux + (ηuuu − 2ξt
tuu − ξx

xuu)u2
t ux − 2ξx

tuuutu2
x

+ (2ηtu − ξt
tt − 2ξx

tx)utx + (2ηuu − 4ξt
tu − 2ξx

xu)ututx − 4ξx
tuuxutx − ξx

ttuxx

− 2ξx
tuutuxx + (ηxu − 2ξt

tx)utt + (ηuu − 2ξt
tu − ξx

xu)uxutt − ξt
xuuu3

t

− ξt
uuuuxu3

t − ξx
uuuu2

t u2
x − 3ξt

uuu2
t utx − 4ξx

uuutuxutx − ξx
uuu2

t uxx − 3ξt
xuututt

− 3ξt
uuutuxutt − ξx

uuu2
xutt − 3ξt

uutxutt − ξx
uuttuxx − 2ξx

uu2
tx − ξt

xuttt − ξt
uuxuttt

+ (ηu − 2ξt
t − ξx

x)uttx − 3ξt
uututtx − 2ξx

uuxuttx − 2ξx
t utxx − 2ξx

uututxx,

(41)

η
(3)
txx = Dxη

(2)
tx − utxtDxξt − utxxDxξx

= ηtxx + (2ηtxu − ξx
txx)ux + (ηxxu − ξt

txx)ut + (ηtuu − 2ξx
txu)u2

x − ξt
xxuu2

t

+ (2ηxuu − ξx
xxu − 2ξt

txu)utux + (ηuuu − 2ξx
xuu − ξt

tuu)u2
xut − 2ξt

xuuuxu2
t

+ (2ηxu − ξx
xx − 2ξt

tx)utx + (2ηuu − 4ξx
xu − 2ξt

tu)uxutx − 4ξt
xuututx − ξt

xxutt

− 2ξt
xuuxutt + (ηtu − 2ξx

tx)uxx + (ηuu − 2ξx
xu − ξt

tu)utuxx − ξx
tuuu3

x

− ξx
uuuutu3

x − ξt
uuuu2

t u2
x − 3ξx

uuu2
xutx − 4ξt

uuutuxutx − ξt
uuu2

xutt − 3ξx
tuuxuxx

− 3ξx
uuutuxuxx − ξt

uuu2
t uxx − 3ξx

uutxuxx − ξt
uuttuxx − 2ξt

uu2
tx − ξx

t uxxx

− ξx
uutuxxx + (ηu − 2ξx

x − ξt
t)utxx − 3ξx

uuxutxx − 2ξt
uututxx − 2ξt

xuttx

− 2ξt
uuxuttx,

(42)

η
(3)
xxx = Dxη

(2)
xx − uxxtDxξt − uxxxDxξx

= ηxxx + (3ηxxu − ξx
xxx)ux − ξt

xxxut − 3ξt
xxuutux + (3ηxuu − 3ξx

xxu)u2
x

− 3ξt
xuuutu2

x + (ηuuu − 3ξx
xuu)u3

x + (3ηxu − 3ξx
xx)uxx + (3ηuu − 9ξx

xu)uxuxx

− 3ξt
xuutuxx − 3ξt

xxutx − 6ξt
xuuxutx − ξt

uuuutu3
x − ξx

uuuu4
x − 6ξx

uuu2
xuxx

− 3ξt
uuutuxuxx − 3ξt

uuu2
xutx − 3ξx

uu2
xx − 3ξt

uutxuxx + (ηu − 3ξx
x)uxxx

− 4ξx
uuxuxxx − ξt

uutuxxx − 3ξt
xutxx − 3ξt

uuxutxx,

(43)

Exemplo 2.7. Considerando o gerador infinitesimal X = t
∂

∂t
− u

∂

∂u
, temos que ξt = t, ξx = 0 e

η = −u. Logo, das expressões (35)-(43), obtemos

η
(1)
t = −2ut, η

(1)
x = −ux, η

(2)
tt = −3utt, η

(2)
tx = −2utx, η

(2)
xx = −uxx, η

(3)
ttt = −4uttt,

η
(3)
txt = −3uttx, η

(3)
txx = −2utxx, η

(3)
xxx = −uxxx,



20 simetrias de lie : uma introdução

implicando que o prolongamento de ordem 3 desse gerador é:

X(3) = t
∂

∂t
− u

∂

∂u
− 2ut

∂

∂ut
− ux

∂

∂ux
− 3utt

∂

∂utt
− 2utx

∂

∂utx
− uxx

∂

∂uxx
− 4uttt

∂

∂uttt

− 3uttx
∂

∂utxt
− 2utxx

∂

∂utxx
− uxxx

∂

∂uxxx
.

2.6 invariância de uma edp

Nesta seção apresentaremos as condições para que uma equação diferencial parcial

E(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0 seja invariante. Inicialmente seguimos com a definição:

Definição 2.8. Uma equação diferencial parcial E(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0, com E ∈ A, é

invariante com relação ao grupo de transformações de Lie a um parâmetro (20) se, e somente se,

E(x∗, u∗, ∂u∗, ∂2u∗, · · · , ∂ku∗) = 0 quando E(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0.

Um grupo de transformações que satisfaz a Definição 2.8 é chamado de simetria de

Lie da equação E = 0. Note que a Definição 2.8 mostra que a invariância da equação

E = 0 com relação ao k − ésimo prolongamento do grupo de transformações (20) mapeia

qualquer solução u = Ψ(x) de E = 0 em outra solução u = ψ(x; ε) da mesma equação sob

a ação deste grupo.

O próximo resultado, juntamente com os que já foram estabelecidos, nos fornecerá as

ferramentas necessárias para que possamos obter os geradores de simetrias associados

a uma dada equação diferencial parcial gerada por uma função diferencial. A partir de

agora assumiremos que a equação E = 0 é tal que E ∈ A.

Proposição 2.5 (Critério infinitesimal para invariância de uma EDP). Seja

X = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η(x, u)
∂

∂u
o gerador infinitesimal do grupo de transformações de Lie a um parâmetro x∗ = X(x, u; ε), u∗ =

U(x, u; ε) e seu k − ésimo prolongamento dado por

X(k) = X + η
(1)
i

∂

∂ui
+ η

(2)
ij

∂

∂uij
+ · · · + η

(k)
i1···ik

∂

∂ui1···ik
,

em que i = 1, 2, · · · , n, il = 1, 2, · · · , n, l = 1, 2, · · · , k. Então, esse grupo é admitido pela

equação diferencial parcial E(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0 se, e somente se,

X(k)E(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0 quando E(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0. (44)
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Demonstração. Veja [4], página 164.

Exemplo 2.8. Considere a equação diferencial parcial (6) escrita na forma

E(t, x, u, ut, ux, uxx, utxx, uxxx) = ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx = 0

e o gerador infinitesimal

X = t
∂

∂t
− u

∂

∂u
. (45)

Para verificarmos se a equação (6) admite (45) como gerador de simetrias precisamos estendê-lo

até a terceira ordem, já que a equação (6) é de terceira ordem, e aplicar a Proposição 2.5. Sendo

assim, façamos inicialmente algumas observações:

1. o gerador (45) prolongado até a terceira ordem é dado no Exemplo 2.7;

2. a equação (6) possui dependência apenas de t, x, u, ut, ux, uxx, utxx e uxxx. Logo,

precisamos utilizar apenas os infinitésimos prolongados η
(1)
t , η

(1)
x , η

(2)
xx , η

(3)
txx e η

(3)
xxx do

Exemplo 2.7.

Com isso, teremos que

X(3) = t
∂

∂t
− u

∂

∂u
− 2ut

∂

∂ut
− ux

∂

∂ux
− uxx

∂

∂uxx
− 2utxx

∂

∂utxx
− uxxx

∂

∂uxxx
. (46)

Agora aplicando o gerador (46) na equação (6) ficamos com

X(3)E = t
∂E
∂t

− u
∂E
∂u

− 2ut
∂E
∂ut

− ux
∂E
∂ux

− uxx
∂E

∂uxx
− 2utxx

∂E
∂utxx

− uxxx
∂E

∂uxxx

= −u(−32ux + 8uxxx) − 2ut − ux(−32u + 8uuxx) − uxx(8ux − 2uxxx) + 2utxx

− uxxx(8u − 2uxx)

= −2(ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx)

= −2E

De onde concluímos que

X(3)E(t, x, u, ut, ux, uxx, utxx, uxxx) = 0 quando E(t, x, u, ut, ux, uxx, utxx, uxxx) = 0,

satisfazendo a Proposição 2.5. Consequentemente, o gerador infinitesimal (45) é um gerador de

simetrias da equação (6).
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No Exemplo 2.8 verificamos que conhecendo um gerador, fazemos seu prolonga-

mento até a ordem da equação diferencial parcial analisada, aplicamos o gerador

prolongado nesta equação e com auxílio da Proposição 2.5 podemos verificar se o

gerador prolongado de fato é um gerador de simetrias da equação.

A questão que surge é: Como encontrar tais geradores de simetrias para uma

equação diferencial parcial? A resposta é utilizarmos a ida da Proposição 2.5, ou seja,

considerando que temos uma equação diferencial parcial E(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0 de

ordem k tomamos um gerador geral como (32) e fazemos o seu k− ésimo prolongamento

obtendo (33). Pela Proposição 2.4 obtemos os infinitésimos prolongados até a k − ésima

ordem.

De posse desses resultados podemos aplicar o critério de invariância (44) na equação

E = 0 e obteremos um sistema de equações lineares sobredeterminado em que os

coeficientes são compostos pelos infinitésimos do gerador (32) e suas derivadas. A

solução do sistema nos conduzirá a todos os geradores de simetria de Lie da equação

E = 0 e, por isso, as equações envolvidas no sistema encontrado são chamadas de

equações determinantes do gerador de simetrias admitido pela equação. No próximo

capítulo apresentaremos tais procedimentos para as equações estudadas nesta tese.
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S IMETRIAS DE L IE

Neste capítulo aplicaremos as ferramentas obtidas até aqui nas equações que foram

estudadas no decorrer da construção desta tese. Para estas equações temos (t, x, u) ∈ R3,

em que t, x são as variáveis independentes e u = u(t, x) a variável dependente. Logo,

um gerador infinitesimal de simetrias para uma equação com variáveis independentes t

e x, e variável dependente u, é da forma

X = ξt(t, x, u)
∂

∂t
+ ξx(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u
. (47)

Assim, para obtermos os geradores de simetrias de Lie é necessário determinarmos

os infinitésimos ξt = ξt(t, x, u), ξx = ξx(t, x, u) e η = η(t, x, u). Para tanto, aplicaremos

a ida da Proposição 2.5. Em primeiro lugar vamos considerar a equação diferencial

parcial (6)

E = ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx = 0.

Observe que esta equação é a do Exemplo 2.8. Então, o prolongamento do gerador

(47) até a terceira ordem é dado por

X(3) = X + η
(1)
t

∂

∂ut
+ η

(1)
x

∂

∂ux
+ η

(2)
xx

∂

∂uxx
+ η

(3)
txx

∂

∂utxx
+ η

(3)
xxx

∂

∂uxxx
, (48)

em que os infinitésimos prolongados η
(1)
t , η

(1)
x , η

(2)
xx , η

(3)
txx e η

(3)
xxx são as expressões (35),

(36), (39), (42) e (43), respectivamente.

Aplicando o gerador (48) na equação (6) obteremos

X(3)E = η(−32ux + 8uxxx) + η
(1)
t + η

(1)
x (−32u + 8uxx) + η

(2)
xx (8ux − 2uxxx) − η

(3)
txx

+ η
(3)
xxx(8u − 2uxx).

(49)

23



24 equações de novikov e suas simetrias de lie

Em (49), aplicando o critério de invariância

X(3)E = 0 quando E = 0,

vamos obter a seguinte equação algébrica nas derivadas da variável u:

ηt − 32uηx − ηtxx + 8uηxxx + (−ηxxu + 8uξt
x + 2ξx

x + ξt
txx − 8uξt

xxx)ut

+ (−32η + 8ηxx − 2ηtxu + 24uηxxu − ξx
t − 32uξx

x + ξx
txx − 8uξx

xxx − 32uξt
t + 768u2ξt

x)ux

+ (8ηu + 24uηuu − 6ηxxu − 8ξx
x + 3ξx

tu − 72uξx
xu + 2ξx

xxx + 8ξt
t − 384uξt

x)uxuxx

+ (−2ηxuu + 2ξx
u − 56uξt

u − 8ξt
xx + ξx

xxu + 2ξt
txu − 24uξt

xxu)utux + 4ξt
xuutuxuxxx + 2ξt

uu2
tx

+ (−6ηxu − 24uξx
u + 6ξx

xx)u2
xx + (ξx

u + 2ξt
xx + 8uξt

u)utuxxx + (ξt
u + ξt

xxu)u2
t − 12ξt

xu2
xxuxxx

+ (8η − 2ηxx + ξt
x − 8uξx

x + 8uξt
t − 192u2ξt

x)uxxx + ξt
uuttuxx + 6ξt

xuutu2
xx + 2ξt

uuutu2
xuxxx

+ (−4ηxu + 2ξx
xx − 8uξx

u − 192u2ξt
u)uxuxxx + (−2ηu + 6ξx

x − 2ξt
t + 96uξt

x)uxxuxxx + ξt
xxutt

+ (16ηxu − ηtuu + 24uηxuu − 64uξx
u − 8ξx

xx + 2ξx
txu − 24uξx

xxu + 728u2ξt
u)u2

x + 4ξt
xuututx

+ (8ηx − ηtu + 24uηxu − 2ηxxx + 2ξx
tx − 24uξx

xx)uxx + (−2ηuu + 4ξx
xu)u2

xuxxx + 4ξt
xutxuxxx

+ (−ηuu − 2ξt
x + 2ξx

xu + ξt
tu − 24uξt

xu + ξt
xxx)utuxx + (8ξx

u + 96uξt
u)uxuxxuxxx + 2ξt

xuuuxu2
t

+ (−6ηxuu − 8ξx
u − 48uξx

uu + 6ξx
xxu − 384uξt

u)u2
xuxx + (3ξx

uu − 24uξt
uu + 6ξt

xxu + 6ξt
u)utuxuxx

+ (8ηuu + 8uηuuu − 16ξx
xu + ξx

tuu − 24uξx
xuu)u3

x + (−8ξt
uu + ξx

uuu − 8uξt
uuu)utu3

x + ξt
uuuu2

t u2
x

+ (−2ηxu + ξx
xx + 2ξt

tx − 24uξt
xx)utx + (−8ξx

uu − 8uξx
uuu)u4

x + 4ξt
uuxutxuxxx + 2ξx

uuu3
xuxxx

+ (−6ηuu + 18ξx
xu + 48ξt

x)uxu2
xx + (−2ηuu − 16ξt

x + 4ξx
xu + 2ξt

tu − 48uξt
xu)uxutx + 2ξt

xuuxutt

+ (−16ξt
u + 3ξx

uu − 24uξt
uu)u2

xutx + (−2ηuuu + 6ξx
xuu)u3

xuxx + 4ξt
uuutuxutx + ξt

uuu2
xutt

+ (3ξx
u − 24uξt

u + 6ξt
xx)utxuxx + (12ξx

uu + 48ξt
u)u2

xu2
xx + ξt

uuu2
t uxx + 2ξt

uuxuttx + 6ξt
xuuutu2

xuxx

+ 6ξx
uu3

x + 12ξt
xuuxutxuxx + 2ξt

uuuutu3
xuxx + 2ξx

uuuu4
xuxx + 6ξt

uuu2
xutxuxx + 6ξt

uutxu2
xx

− 12ξt
uuxu2

xxuxxx = 0.
(50)
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Veja que os coeficientes da equação (50) envolvem expressões lineares com os infini-

tésimos ξt = ξt(t, x, u), ξx = ξx(t, x, u), η = η(t, x, u) e suas derivadas. Desta forma, tal

equação nos fornecerá o sistema de equações lineares sobredeterminado:



−32η + 8ηxx − 2ηtxu + 24uηxxu − ξx
t − 32uξx

x + ξx
txx − 8uξx

xxx − 32uξt
t + 768u2ξt

x = 0,

8ηu + 24uηuu − 6ηxxu − 8ξx
x + 3ξx

tu − 72uξx
xu + 2ξx

xxx + 8ξt
t − 384uξt

x = 0,

−2ηxuu + 2ξx
u − 56uξt

u − 8ξt
xx + ξx

xxu + 2ξt
txu − 24uξt

xxu = 0,

16ηxu − ηtuu + 24uηxuu − 64uξx
u − 8ξx

xx + 2ξx
txu − 24uξx

xxu + 728u2ξt
u = 0,

ηt − 32uηx − ηtxx + 8uηxxx = 0, −ηxxu + 8uξt
x + 2ξx

x + ξt
txx − 8uξt

xxx = 0,

8η − 2ηxx + ξt
x − 8uξx

x + 8uξt
t − 192u2ξt

x = 0, −8ξt
uu + ξx

uuu − 8uξt
uuu = 0,

8ηx − ηtu + 24uηxu − 2ηxxx + 2ξx
tx − 24uξx

xx = 0, −6ηxu − 24uξx
u + 6ξx

xx = 0,

−ηuu − 2ξt
x + 2ξx

xu + ξt
tu − 24uξt

xu + ξt
xxx = 0, −2ηu + 6ξx

x − 2ξt
t + 96uξt

x = 0,

−6ηxuu − 8ξx
u − 48uξx

uu + 6ξx
xxu − 384uξt

u = 0, −4ηxu + 2ξx
xx − 8uξx

u − 192u2ξt
u = 0,

3ξx
uu − 24uξt

uu + 6ξt
xxu + 6ξt

u = 0, 8ηuu + 8uηuuu − 16ξx
xu + ξx

tuu − 24uξx
xuu = 0,

−2ηxu + ξx
xx + 2ξt

tx − 24uξt
xx = 0, −2ηuu − 16ξt

x + 4ξx
xu + 2ξt

tu − 48uξt
xu = 0,

3ξx
u − 24uξt

u + 6ξt
xx = 0, ξx

u + 2ξt
xx + 8uξt

u = 0, −6ηuu + 18ξx
xu + 48ξt

x = 0,

−16ξt
u + 3ξx

uu − 24uξt
uu = 0, 12ξx

uu + 48ξt
u = 0, −2ηuuu + 6ξx

xuu = 0, ξt
u + ξt

xxu = 0,

−8ξx
uu − 8uξx

uuu = 0, −2ηuu + 4ξx
xu = 0, 8ξx

u + 96uξt
u = 0,

2ξt
xuu = 0, ξt

uuu = 0, 6ξt
xuu = 0, 2ξt

uuu = 0, 2ξx
uuu = 0,

4ξt
xu = 0, 6ξt

xu = 0, 2ξt
uu = 0, ξt

xx = 0, 4ξt
xu = 0, 2ξx

uu = 0,

2ξt
xu = 0, 4ξt

uu = 0, ξt
uu = 0, 12ξt

xu = 0, 6ξt
uu = 0,

2ξt
u = 0, −12ξt

x = 0, ξt
u = 0, 4ξt

x = 0, 4ξt
u = 0, 2ξt

u = 0, 6ξx
u = 0, 6ξt

u = 0, −12ξt
u = 0.

(51)

Note que da última linha do sistema (51) temos que ξt
x = 0, ξt

u = 0 e ξx
u = 0. Com

isso, todas as derivadas de segunda ordem ξt
xx, ξt

uu, ξt
tx, ξt

tu, ξt
xu, ξx

uu, ξx
tu, ξx

xu, bem

como todas as derivadas de terceira ordem ξt
xxx, ξt

uuu, ξt
xxu, ξt

xuu, ξt
txu, ξx

uuu, ξx
tuu, ξx

xxu,

ξx
xuu, ξx

txu se anulam. Logo, eliminando estas derivadas do sistema (51) ficamos com o

sistema:
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

−32η + 8ηxx − 2ηtxu + 24uηxxu − ξx
t − 32uξx

x + ξx
txx − 8uξx

xxx − 32uξt
t = 0,

8ηu + 24uηuu − 6ηxxu − 8ξx
x + 2ξx

xxx + 8ξt
t = 0,

8ηx − ηtu + 24uηxu − 2ηxxx + 2ξx
tx − 24uξx

xx = 0,

16ηxu − ηtuu + 24uηxuu − 8ξx
xx = 0,

ηt − 32uηx − ηtxx + 8uηxxx = 0,

8η − 2ηxx − 8uξx
x + 8uξt

t = 0,

−2ηu + 6ξx
x − 2ξt

t = 0,

−ηxxu + 2ξx
x = 0,

−ηxu + ξx
xx = 0,

−2ηxu + ξx
xx = 0,

ηuu + uηuuu = 0,

ηuuu = 0, ηxuu = 0, ηuu = 0

ξt
x = 0, ξt

u = 0, ξx
u = 0.

(52)

No sistema (52) podemos fazer novas simplificações. De fato, como ηuu = 0 con-

seguimos eliminar todos os termos que envolvem a derivada de segunda ordem do

infinitésimo η com relação a variável u. Além disso, das equações −ηxu + ξx
xx = 0 e

−2ηxu + ξx
xx = 0 obtemos que ηxu = ξx

xx = 0 implicando na equação −ηxxu + 2ξx
x = 0 que

ξx
x = 0, logo os termos que envolvem estas derivadas também podem ser eliminados.

Com isso o sistema (52) se torna:

−32η + 8ηxx − ξx
t − 32uξt

t = 0,

8ηu + 8ξt
t = 0,

8ηx − 2ηxxx − ηtu = 0,

ηt − 32uηx − ηtxx + 8uηxxx = 0,

8η − 2ηxx + 8uξt
t = 0,

−2ηu − 2ξt
t = 0,

ηxu = 0, ηuu = 0

ξt
x = 0, ξt

u = 0, ξx
x = 0, ξx

u = 0.

(53)

Trabalhando um pouco mais com as equações do sistema (53) podemos encontrar um

sistema equivalente mais simples. Com efeito, veja que
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• da equação 8η − 2ηxx + 8uξt
t = 0 temos que

8η − 2ηxx = −8uξt
t; (54)

• da primeira equação do sistema (53) e de (54) teremos que

−32η + 8ηxx − ξx
t − 32uξt

t = −4(8η − 2ηxx) − ξx
t − 32uξt

t = 0 ⇒ ξx
t = 0;

• as equações 8ηu + 8ξt
t = 0 e −2ηu − 2ξt

t = 0 vão implicar em ηu + ξt
t = 0;

• derivando (54) com relação a variável x obtemos 8ηx − 2ηxxx = 0, uma vez que

ξt
tx = 0 (veja sistema (51)), logo, da equação 8ηx − 2ηxxx − ηtu = 0 concluímos que

ηtu = 0;

• tomando a equação ηu + ξt
t = 0, derivando com relação a variável t e usando que

ηtu = 0 seremos conduzidos a concluir que ξt
tt = 0;

• o fato que 8ηx − 2ηxxx = 0, quando derivamos (54) com realação a x, implicará

pela equação ηt − 32uηx − ηtxx + 8uηxxx = 0, que ηt − ηtxx = 0;

• agora, derivando (54) com relação a variável t e usando que ξt
tt = 0 chegaremos

em 4ηt − ηtxx = 0;

• por fim, subtraindo ηt − ηtxx = 0 de 4ηt − ηtxx = 0 concluímos que ηt = 0.

Dessa forma, o sistema (53) é reduzido para o sistema equivalente:

ηxx − 4uξt
t − 4η = 0,

ηu + ξt
t = 0,

ηt = 0,

ξx
t = 0, ξx

x = 0, ξx
u = 0,

ξt
tt = 0, ξt

x = 0, ξt
u = 0.

(55)

A solução do sistema (55) nos permite encontrar todas as simetrias de Lie associadas

a equação (6). Deste modo, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equação

E = ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx = 0

é dada por

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂t
, X3 = t

∂

∂t
− u

∂

∂u
, X4 = e−2x ∂

∂u
, X5 = e2x ∂

∂u
. (56)
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Demonstração. A demonstração do Teorema 3.1 já foi praticamente feita em linhas gerais,

isto é,

• identificamos qual a ordem da equação (6) e as variáveis que a equação depende;

• estabelecemos o prolongamento do gerador (47) baseado no item anterior;

• por meio da Proposição 2.4 obtemos os infinitésimos prolongados do gerador (48);

• aplicamos o critério de invariância X(3)E|E=0 = 0 para obter o sistema (55).

Portanto, nos resta resolver o sistema (55) para finalizarmos a demonstração. Sendo

assim, desse sistema temos que

ξx
t = 0, ξx

x = 0, ξx
u = 0 ⇒ ξx = c1,

em que c1 é uma constante. Além disso,

ξt
x = 0, ξt

u = 0 ⇒ ξt = g(t).

Logo, integrando ξt
tt = 0 duas vezes com relação a variável t, obtemos

ξt = c2t + c3,

com c2 e c3 sendo constantes. Note ainda que

ηt = 0 ⇒ η = f (x, u).

Assim, substituindo ξt
t = c2 na equação ηu + ξt

t = 0 e integrando uma vez com relação a

variável u ficamos com

η = −c2u + h(x). (57)

Da equação (57) e de ηxx − 4uξt
t − 4η = 0, com ξt

t = c2, vamos obter a seguinte equação

diferencial ordinária linear de segunda ordem

h′′(x) − 4h(x) = 0,

que nos leva à solução h(x) = c4e−2x + c5e2x, em que c4 e c5 são constantes. Desta forma,

temos que os infinitésimos do gerador (47) para equação (6) são

ξt(t, x, u) = c2t + c3, ξx(t, x, u) = c1, η = −c2u + c4e−2x + c5e2x. (58)

Com isso, substituindo (58) em (47) obteremos

X = (c2t + c3)
∂

∂t
+ c1

∂

∂x
+ (c2u + c4e−2x + c5e2x)

∂

∂u
,

que é combinação linear dos geradores (56).
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De maneira inteiramente análoga ao procedimento conduzido para a equação (6),

temos para as equações (7) e (8), o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equação (7)

ut − utxx − 16uux + 8uxuxx − 2u2
xx + 4uuxxx − 2uxuxxx = 0

é dada pelos geradores X1, X2, X3, X5 em (56), enquanto os geradores X1, X2, X3 formam uma

base de geradores de simetrias da equação (8)

ut − utxx − 4uux − 2u2
x − 2uuxx + 6uxuxx + 2uuxxx = 0.

Para os geradores encontrados nos Teoremas 3.1 e 3.2 podemos aplicar o primeiro

teorema fundamental de Lie (ou séries de Lie) de forma a obtermos os seguintes grupos

de transformações (veja Exemplo 2.4 para mais detalhes):

Tabela 1: Na tabela apresentamos os cinco grupos de transformação relacionados aos geradores

dos Teoremas 3.1 e 3.2.

Transformações (t, x, u) Geradores de simetria

(t, x + ε, u) X1 =
∂

∂x

(t + ε, x, u) X2 =
∂

∂t

(teε, x, ue−ε) X3 = t
∂

∂t
− u

∂

∂u

(t, x, u + εe−2x) X4 = e−2x ∂

∂u

(t, x, u + εe2x) X5 = e2x ∂

∂u





4 CONSTRUÇÃO DE SOLUÇÕES V IA

GERADOR DE S IMETRIAS

No capítulo anterior vimos como podemos obter os geradores de simetrias associados

a uma dada equação diferencial parcial. Além disso, à partir de um gerador de simetrias

podemos obter o respectivo grupo de transformações associado com este gerador. Neste

capítulo mostraremos como podemos utilizar os geradores de simetrias para tentar

encontrar soluções explícitas das EDPs estudadas.

4.1 invariantes de um gerador de simetrias

e soluções invariantes

Sejam x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn e u = u(x) ∈ R. Na seção 2.4 definimos um invariante

sob a ação de um grupo de transformações de Lie a um parâmetro. E pela Proposição

2.3 vimos que podemos verificar se uma dada função é invariante por meio do gerador

infinitesimal associado com o respectivo grupo de transformações. Então, considerando

o grupo de transformações

x∗ = X(x, u; ε), u∗ = U(x, u; ε), (59)

atuando no espaço de n + 1 variáveis (x1, x2, · · · , xn, u) e com gerador infinitesimal

X = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η(x, u)
∂

∂u
, i = 1, 2, · · · , n. (60)

Se desejamos encontrar invariantes com relação ao grupo (59) precisamos buscar por

funções F : Rn+1 → R tais que XF(x, u) = 0. Isso significa que precisamos resolver a

equação

XF(x, u) = ξ i(x, u)
∂F(x, u)

∂xi + η(x, u)
∂F(x, u)

∂u
= 0. (61)

Proposição 4.1. A solução geral da equação (61) tem a forma

F(x, u) = θ(J1(x, u), J2(x, u), · · · , Jn(x, u)),

31
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em que θ é uma função diferenciável arbitrária de n variáveis e as funções J1, J2, · · · , Jn são n

soluções linearmente independentes do sistema de características da equação (61) dado por

dx1

ξ1(x, u)
=

dx2

ξ2(x, u)
= · · · =

dxn

ξn(x, u)
=

du
η(x, u)

. (62)

Demonstração. Veja [21], página 136.

Em consequência das Proposições 2.3 e 4.1 temos o seguinte resultado, veja [24],

página 35.

Proposição 4.2. O grupo de transformações de Lie a um parâmetro (59) atuando no espaço de

n + 1 variáveis tem exatamente n invariantes, cujos gradientes são linearmente independentes.

Podemos tomar tais invariantes como sendo as soluções J1(x, u), J2(x, u), · · · , Jn(x, u) do sistema

de características da equação (61). Tal conjunto de invariantes é dito ser uma base de invariantes

para (59).

Observe que o sistema de características (62) depende dos infinitésimos do gerador

(60). Logo, para obtermos invariantes de um grupo de transformações de Lie a um

parâmetro por meio do gerador infinitesimal associado a ele precisamos apenas conhecer

os infinitésimos para escrevermos as equações características e resolvê-las. Com isso

temos condições de descrever o seguinte procedimento para obtermos invariantes de

um grupo de transformações:

1. conhecendo o gerador infinitesimal associado ao grupo, identificamos os infinité-

simos;

2. escrevemos as equações características (62) da Proposição 4.1;

3. resolvemos as equações características e obtemos os invariantes que procurávamos

da Proposição 4.2.

Exemplo 4.1. Considere o gerador de simetrias dado por

X = c
∂

∂x
+

∂

∂t
, (63)

definido em R3, com coordenadas (t, x, u) e c ̸= 0. Conforme a Proposição 4.2 o grupo associado

a este gerador possui apenas 2 invariantes. De fato, veja que os infinitésimos associados com o

gerador (63) são ξt = 1, ξx = c e η = 0. Desta forma, obtemos as equações características:

dt
ξt =

dx
ξx =

du
η

⇒ dt
1

=
dx
c

=
du
0
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de onde temos o sistema 
dt
1

=
dx
c

,

dx
c

=
du
0

.
(64)

A primeira equação do sistema (64), por integração, resulta em J1(t, x, u) = x − ct enquanto a

segunda resulta em J2(t, x, u) = u.

Agora que já sabemos como encontrar uma base de invariantes para um grupo de

transformações de Lie a um parâmetro associado a um gerador de simetrias admitido

por uma dada equação diferencial, podemos utilizar tais invariantes para tentar obter

soluções particulares para esta equação.

Definição 4.1. Seja (x, u) ∈ Rn+1 com u = u(x) ∈ R. Dada uma equação diferencial parcial

E(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0 (65)

com gerador de simetrias

X = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η(x, u)
∂

∂u
. (66)

Dizemos que uma função u = v(x) é uma solução invariante da equação (65) em relação ao

gerador de simetrias (66) se,

1. X(u − v(x)) = 0 quando u = v(x);

2. E = 0 quando u = v(x).

A primeira condição da Definição 4.1 é chamada de condição de superfície invariante

e podemos reescrevê-la como

ξ i(x, v(x))
∂v(x)
∂xi = η(x, v(x)). (67)

Para u = v(x) a equação (67) admite o sistema de características (62), veja [21], página

140. Logo, pelas Proposições 4.1 e 4.2 a solução u = v(x) é dada implicitamente em

termos dos n invariantes associados ao gerador (66).

Exemplo 4.2. Considere a equação (8)

ut − utxx − 4uux − 2u2
x − 2uuxx + 6uxuxx + 2uuxxx = 0

e um gerador de simetrias associado a esta equação dado por

X = c
∂

∂x
+

∂

∂t
, (68)
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com c ̸= 0. Uma solução invariante para esta equação é u(t, x) = ex−ct. De fato, veja que pela

primeira condição da Definição 4.1 temos

X(u − ex−ct) =
(

c
∂

∂x
+

∂

∂t

)
(u − ex−ct) = −cex−ct + cex−ct = 0 quando u = ex−ct.

Além disso, a equação (8) se anula quando u(t, x) = ex−ct. De fato, temos que ut = utxx =

−cex−ct e ux = uxx = uxxx = ex−ct. Fazendo a substituição dessas derivadas na equação (8)

veremos que a segunda condição da Definição 4.1 também é satisfeita.

Por outro lado, u(t, x) = ex é uma solução para a equação (8) que não é invariante com relação

ao gerador (68). Com efeito, basta ver que a primeira condição da Definição 4.1 não é satisfeita,

isto é,

X(u − ex) =
(

c
∂

∂x
+

∂

∂t

)
(u − ex) = −cex ̸= 0 quando u = ex.

De modo a tentarmos encontrar soluções que sejam invariantes vamos utilizar um

caso particular do resultado encontrado em [23], página 225.

Proposição 4.3. Assuma que a equação (65) admita (66) como gerador de simetrias. Se
∂Jn

∂u
̸= 0,

então definindo

λj = Jj(x, u), 1 ≤ j ≤ n − 1,

ζ(x, u) = Jn(x, u),

podemos escrever a solução invariante da equação (65) como

ζ(x, u) = θ(λ1, · · · , λn−1). (69)

Ao obtermos a solução (69) podemos fazer a substituição na equação diferencial

parcial (65). Com isso, vamos ter uma redução na ordem desta equação para uma outra

equação diferencial parcial em termos da função θ. No caso particular em que n = 2 a

equação diferencial parcial será reduzida para uma equação diferencial ordinária.

Exemplo 4.3. Vamos usar a Proposição 4.3 para obter a solução invariante, do Exemplo 4.2, da

equação (8) com relação ao gerador de simetrias

X = c
∂

∂x
+

∂

∂t
,

com c ̸= 0.

No Exemplo 4.1, encontramos 2 invariantes J1(t, x, u) = x − ct e J2(t, x, u) = u que estão

relacionados com este gerador. Veja que
∂J2

∂u
= 1 ̸= 0. Então, definindo λ1 = J1(t, x, u) e
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ζ(t, x, u) = J2(t, x, u), temos que uma solução invariante é dada por ζ(t, x, u) = θ(λ1), ou seja,

uma solução invariante da equação (8) é da forma u(t, x) = θ(z), em que z = x − ct e a função θ

satisfaz a equação diferencial ordinária

−cθ′ + cθ′′′ − 4θθ′ − 2(θ′)2 − 2θθ′′ + 6θ′θ′′ + 2θθ′′′ = 0. (70)

Agora, suponha que a EDO (70) tenha uma solução do tipo θ = eα(x−ct), com α ̸= 0. Então,

substituindo θ em (70) obtemos

−αceαz + α3ceαz − 4α(eαz)2 − 2α2(eαz)2 − 2α2(eαz)2 + 6α3(eαz)2 + 2α3(eαz)2 = 0.

Logo,

(−cα + cα3)eαz + (−4α − 4α2 + 8α3)(eαz)2 = 0. (71)

Note que a equação (71) só é satisfeita se α = 1. Portanto, uma solução invariante para equação

(8), considerando o gerador (68), é u(t, x) = ex−ct.

Veja que no Exemplo 4.2 a solução u(t, x) = ex−ct satisfaz imediatamente a primeira

condição da Definição 4.1 sem usar que u = v(t, x), isto é, ao aplicarmos o gerador (68)

na função F(t, x, u) = u − ex−ct ela se anula idendicamente. No entanto, isto nem sempre

acontece como veremos no próximo exemplo.

Exemplo 4.4. A equação (8) também admite o seguinte gerador de simetrias

X = t
∂

∂t
− u

∂

∂u
. (72)

Seguindo os mesmos procedimentos do Exemplo 4.1 obtemos que os invariantes com relação ao

gerador (72) são J1 = x e J2 = tu. Se t ̸= 0, então a solução invariante é da forma u(t, x) =
θ(x)

t
,

em que θ é uma função satisfazendo a EDO

−θ + θ′′ − 4θθ′ − 2(θ′)2 − 2θθ′′ + 6θ′θ′′ + 2θθ′′′ = 0. (73)

Considerando a ansatz θ(x) = eβx, β ̸= 0, vamos obter fazendo a substituição na equação (73),

que

−eβx + β2eβx − 4β(eβx)2 − 2β2(eβx)2 − 2β2(eβx)2 + 6β3(eβx)2 + 2β3(eβx)2 = 0.

Logo,

(−1 + β2)eβx + (−4β − 4β2 + 8β3)(eβx)2 = 0.

O que implica em β = 1. Assim, obtemos a solução invariante explícita u(t, x) =
ex

t
.
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Podemos verificar as condições da Definição 4.1 com a solução u(t, x) =
ex

t
da equação

(8), obtida no Exemplo 4.4. Pela primeira condição temos

X
(

u − ex

t

)
=
(

t
∂

∂t
− u

∂

∂u

)(
u − ex

t

)
=

ex

t
− u.

Perceba que neste caso o gerador (72) não anula identicamente a função F(t, x, u) =

u − ex

t
. No entanto, impondo a condição u =

ex

t
vamos ter que

X
(

u − ex

t

)
=

ex

t
− u = 0 quando u =

ex

t
,

satisfazendo a primeira condição da Definição 4.1. A segunda condição é imediata

calculando as derivadas de u(t, x) =
ex

t
e substituindo na equação (8).

4.2 sistema ótimo de subálgebras unidimen-

sionais

Na seção anterior obtivemos os invariantes de um determinado gerador de simetrias

associado a uma equação diferencial parcial e, por meio desses invariantes, mostramos

como construir soluções invariantes para a equação. Um problema básico sobre obter

soluções invariantes por meio de uma base de geradores de simetrias associada a

uma EDP é que podemos tomar qualquer combinação linear dos elementos desta

base para tentar encontrar essas soluções. No entanto, podemos nos deparar com

a situação de obter várias soluções que podem ser transformadas uma na outra por

meio de simetrias associadas com a EDP. Nesta seção, apresentaremos como contornar

essa situação obtendo um sistema ótimo de geradores de simetrias que forneceram

soluções invariantes fundamentalmente diferentes. Uma análise mais profunda do que

apresentaremos aqui pode ser consultada em [20, 26].

Definição 4.2. Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial g sobre R munido de uma operação

chamada colchete (ou comutador) de Lie [·, ·] : g× g → g, satisfazendo as seguintes propriedades:

1. bilinearidade, isto é, ∀ Xi, Xj, Xk ∈ g e escalares α, β ∈ R temos

[αXi + βXj, Xk] = α[Xi, Xk] + β[Xj, Xk] e [Xk, αXi + βXj] = α[Xk, Xi] + β[Xk, Xj];
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2. antissimétrico, isto é, ∀ Xi, Xj ∈ g temos que [Xi, Xj] = −[Xj, Xi];

3. satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, ∀ Xi, Xj, Xk ∈ g temos

[Xi, [Xj, Xk]] + [Xk, [Xi, Xj]] + [Xj, [Xk, Xi]] = 0.

Definição 4.3. Seja g uma álgebra de Lie. Uma subálgebra h de g é um subespaço vetorial de g

que é fechado pelo colchete de Lie, ou seja, se Xi, Xj ∈ h, então [Xi, Xj] ∈ h.

Consideremos os seguintes geradores de simetrias

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂t
, X3 = t

∂

∂t
− u

∂

∂u
, X4 = e−2x ∂

∂u
, X5 = e2x ∂

∂u
. (74)

O conjunto {X1, X2, X3, X4, X5} forma uma álgebra de Lie g de dimensão 5 sobre R

com o colchete de Lie sendo dado por

[Xi, Xj] = XiXj − XjXi, i, j = 1, 2, 3, 4, 5. (75)

Utilizando (75), obtemos a seguinte tabela de comutadores para o conjunto {X1, X2, X3, X4, X5}
de geradores de simetrias:

Tabela 2: Tabela de comutadores.

[Xi, Xj] X1 X2 X3 X4 X5

X1 0 0 0 −2X4 2X5

X2 0 0 X2 0 0

X3 0 -X2 0 X4 X5

X4 2X4 0 −X4 0 0

X5 −2X5 0 −X5 0 0

A álgebra de Lie gerada pelos operadores {X1, X2, X3, X4, X5} nos permite tentar

obter soluções invariantes para as equações que estamos considerando neste texto. Por

exemplo, na Seção 4.1 consideramos os geradores cX1 + X2 e X3 para obter, respectiva-

mente, as soluções invariantes u(t, x) = ex−ct e u(t, x) =
ex

t
da equação (8), Exemplos 4.3

e 4.4.

Em outras palavras, qualquer solução invariante para as nossas equações é base-

ada em alguma subálgebra unidimensional da álgebra de Lie gerada pelo conjunto
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{X1, X2, X3, X4, X5}. Um problema que surge é a classificação do grupo de soluções

invariantes, uma vez que existe uma infinidade de subálgebras unidimensionais. Isto

é, podemos tomar um gerador genérico X = a1X1 + a2X2 + a3X3 + a4X4 + +a5X5 ∈ g, em

que ai, i = 1, 2, 3, 4, 5 são constantes arbitrárias, que podemos usar para tentar encontrar

essas soluções.

Um método para determinar quais grupos levarão a tipos fundamentalmente di-

ferentes de soluções invariantes é essencial para uma compreensão abrangente das

possíveis soluções. Este problema de classificação pode ser resolvido através da análise

da representação adjunta do grupo de simetrias em sua álgebra de Lie.

Se Xi é um gerador de simetrias de uma álgebra de Lie g, então o grupo de trans-

formações de Lie a um parâmetro gerado por Xi é eεXi e o correspondente grupo de

transformações adjuntas a um parâmetro é

ad Xi

∣∣∣
Xj

=
d
dε

∣∣∣
ε=0

Ad(eεXi)Xj, Xj ∈ g.

Além disso, temos que ad Xi

∣∣∣
Xj

= −[Xi, Xj] e

Ad(eεXi)Xj =
∞

∑
n=0

εn

n!
(ad Xi)n(Xj) = Xj − ε[Xi, Xj] +

ε2

2
[Xi, [Xi, Xj]] − · · · , (76)

veja [26].

Utilizando a Tabela 2 e (76) podemos construir a seguinte tabela de representação

adjunta da álgebra de Lie g gerada pelo conjunto {X1, X2, X3, X4, X5}:

Tabela 3: Tabela de representação adjunta.

Ad(eεXi)Xj X1 X2 X3 X4 X5

X1 X1 X2 X3 e2εX4 2e−2εX5

X2 X1 X2 X3 − εX2 X4 X5

X3 X1 eεX2 X3 e−εX4 e−εX5

X4 X1 − 2εX4 X2 X3 + εX4 X4 X5

X5 X1 + 2εX5 X2 X3 + εX5 X4 X5

Uma vez que temos a representação adjunta dos geradores Xi podemos obter um

sistema ótimo de subálgebras que nos permitirá construir soluções invariantes para



4.2 sistema ótimo de subálgebras unidimensionais 39

nossas equações. Tal sistema ótimo será obtido pelo método empregado em [26]

que consiste em tomar um gerador X = a1X1 + a2X2 + a3X3 + a4X4 + a5X5 e simplificar

tantas das constantes ai, i = 1, 2, 3, 4, 5, quanto possíveis por meio de aplicações das

representações adjuntas de modo a obter um gerador X̃ que será equivalente a X após

esse processo. Dessa forma, tomando o gerador X = a1X1 + a2X2 + a3X3 + a4X4 + a5X5

teremos que:

1. Caso a5 ̸= 0, a3 ̸= 0 e a3 − 2a1 ̸= 0: Fazendo a5 = 1 temos X = a1X1 + a2X2 + a3X3 +

a4X4 + X5. Então,

X̃1 = Ad(eεX2)X

= a1Ad(eεX2)X1 + a2Ad(eεX2)X2 + a3Ad(eεX2)X3

+ a4Ad(eεX2)X4 + a5Ad(eεX2)X5

= a1X1 + a2X2 + a3(X3 − εX2) + a4X4 + X5

= a1X1 + (a2 − a3ε)X2 + a3X3 + a4X4 + X5.

Podemos tomar ε =
a2

a3
e obtemos

X̃1 = a1X1 + a3X3 + a4X4 + X5.

Aplicando Ad(eεX4) em X̃1, temos:

X̃2 = Ad(eεX4))X̃1

= a1(X1 − 2εX4) + a3(X3 + εX4) + a4X4 + X5

= a1X1 + a3X3 + ((a3 − 2a1)ε + a4)X4 + X5.

Fazendo ε = − a4

a3 − 2a1
obtemos

X̃2 = a1X1 + a3X3 + X5.

Como não conseguimos mais fazer simplificações usando as representações adjun-

tas temos que o gerador X = a1X1 + a2X2 + a3X3 + a4X4 + a5X5, com a5 ̸= 0, a3 ̸= 0

e a3 − 2a1 ̸= 0, é equivalente ao gerador X̃2 = a1X1 + a3X3 + X5.

2. Caso a5 = 0, a4 ̸= 0 e a3 ̸= 0: Fazendo a4 = 1 temos X = a1X1 + a2X2 + a3X3 + X4.

Então,
X̃ = Ad(eεX2)X

= a1X1 + a2X2 + a3(X3 − εX2) + X4

= a1X1 + (a2 − a3ε)X2 + a3X3 + X4.
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Logo, se ε =
a2

a3
obtemos

X̃ = a1X1 + a3X3 + X4.

Novamente não conseguimos mais fazer simplificações usando as representações

adjuntas, então o gerador X = a1X1 + a2X2 + a3X3 + a4X4 + a5X5, com a5 = 0, a4 ̸= 0

e a3 ̸= 0, é equivalente ao gerador X̃ = a1X1 + a3X3 + X4.

3. Caso a5 = a4 = 0 e a3 ̸= 0: Tomando a3 = 1 temos X = a1X1 + a2X2 + X3. Então,

X̃ = Ad(eεX2)X

= a1X1 + a2X2 + X3 − εX2

= a1X1 + (a2 − ε)X2 + X3,

escolhendo ε = a2, obtemos X̃ = a1X1 + X3. Logo, para este caso temos que X é

equivalente a X̃ = a1X1 + X3.

4. Caso a5 = a4 = a3 = 0 e a2 ̸= 0: Tomando a2 = 1 temos X = a1X1 + X2. Neste

caso, não conseguimos fazer nenhuma simplificação utilizando as representações

adjuntas. Assim, X é equivalente ao gerador X̃ = a1X1 + X2.

5. Caso a5 = a4 = a3 = a2 = 0 e a1 ̸= 0: Teremos que X = X1.

Deste modo, obtemos o seguinte sistema ótimo de subálgebras unidimensionais:

a1X1 + a3X3 + X5, a1X1 + a3X3 + X4, a1X1 + X3, a1X1 + X2 e X1. (77)

Assim, podemos utilizar o sistema ótimo (77) para tentar obter soluções invariantes que

não sejam equivalentes. Mas, antes façamos uma obervação com relação aos coeficientes

dos geradores do sistema ótimo (77). Por exemplo, no gerador a1X1 + X2 se a1 = 0,

então esse gerador é reduzido simplesmente para X2. Caso a1 ̸= 0, podemos fazer

uma mudança de coordenadas (t, x, u) 7→ (t, |a1|x, u) que transforma a1X1 + X2 em

(|a1|/a1)X1 + X2 = sgn(a1)X1 + X2, uma vez que podemos reescalonar os geradores. Com

isso, podemos dividir a análise deste caso em a1 = 0 ou a1 = ±1. No entando, em nossos

exemplos preferimos considerar uma análise geral deixando a1 ∈ R.

Exemplo 4.5. Vamos considerar novamente a equação (8)

ut − utxx − 4uux − 2u2
x − 2uuxx + 6uxuxx + 2uuxxx = 0.

O sistema ótimo para esta equação é formado pelos geradores a1X1 + X3, a1X1 + X2 e X1, em

que a1 é uma constante e os geradores Xi, i = 1, 2, 3, são dados em (74). Então,
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1. Soluções invariantes considerando o gerador X1: Para este gerador os invariantes são

J1 = t e J2 = u. Logo, a solução invariante é da forma u(t, x) = θ(t), em que a função θ

satisfaz a EDO θ′ = 0. Ou seja, a solução invariante neste caso é u(t, x) = k, em que k é

uma constante.

2. Soluções invariantes considerando o gerador a1X1 + X3: Para este gerador os invariantes

são J1 = te−
x

a1 e J2 = ue
x

a1 . Com isso, podemos escrever a solução invariante como

u(t, x) = e−
x

a1 θ(z), z = te−
x

a1 . Substituindo essa solução na equação (8), temos que a

função θ deve satisfazer a EDO

(a3
1 − 4a1)θ′ − 5a1zθ′′ − a1z2θ′′′ + (4a2

1 − 4a1 − 8)θ2 + (−2a1 − 18)z2(θ′)2

+ (4a2
1 − 10a1 − 38)zθθ′ + (−2a1 − 18)z2θθ′′ − 6z3θ′θ′′ − 2z3θθ′′′ = 0

(78)

Veja que a EDO acima não é tão simples para ser resolvida, mas podemos obter algumas

soluções simples se considerarmos θ = k uma constante não nula. Deste modo, obtemos

as soluções u(t, x) = kex, caso a1 = −1, e u(t, x) = ke−x/2, se a1 = 2. Todavia, a EDO

(78) também nos sugere a ansatz θ(z) = kzp, k ̸= 0. Se p ̸= 0 podemos encontrar que

p = −(a1 + 1), o que implicará na solução u(t, x) = k
ex

ta1+1 . Caso p = 0 recuperamos as

soluções em que θ é constante. Além disso, se tomarmos a1 = 0 no gerador a1X1 + X3

conseguimos obter a mesma solução invariante do Exemplo 4.4.

3. Soluções invariantes considerando o gerador a1X1 + X2: Este gerador é o mesmo gerador

do Exemplo 4.3 se fizermos a1 = c. Logo, uma solução invariante é da forma u(t, x) = θ(z),

com z = x − ct. Particularmente, u(t, x) = ex−ct é uma solução invariante neste caso.

Contudo, neste mesmo exemplo temos a EDO

−cθ′ + cθ′′′ − 4θθ′ − 2(θ′)2 − 2θθ′′ + 6θ′θ′′ + 2θθ′′′ = 0. (79)

A EDO (79) pode ser integrada uma vez, o que resulta em

−cθ + cθ′′ − 2θ2 + 2(θ′)2 − 2θθ′ + 2θθ′′ + C1 = 0, (80)

em que C1 é uma constante de integração. Se multiplicarmos a EDO (80) por ez podemos

fazer uma nova integração resultando em

−cezθ + cezθ′ − 2ezθ2 + 2ezθθ′ + C1ez + C2 = 0.

Fazendo C2 = 0 na última EDO podemos encontrar a solução implícita

z − 1
2

ln(2θ2 + cθ − C1) +
c√

c2 + 8C1
arctanh

(
c + 4θ√
c2 + 8C1

)
+ K = 0.

Por outro lado, se C1 = C2 = 0 recuperamos a solução u(t, x) = ex−ct.





5 LE I S DE CONSERVAÇÃO

Neste capítulo apresentaremos a teoria necessária para encontrar outra propriedade

estrutural das equações estudadas nesta tese: as leis de conservação. Aqui vamos

considerar que (t, x) ∈ R+ × Rn, u = u(t, x) ∈ R e E(t, x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0 denota

uma equação diferencial parcial de ordem k. Além disso, continuaremos fazendo uso

da notação de Einstein para soma sobre os índices repetidos.

5.1 noções básicas

Formalmente podemos definir uma lei de conservação de uma equação diferencial

parcial como:

Definição 5.1. Uma lei de conservação para a equação diferencial parcial E = 0 consiste em

uma divergência Div C = DtC0 + DiCi que se anula identicamente em toda e qualquer solução

da equação. As componentes do vetor C = (C0, Ci), i = 1, · · · , n, são funções diferenciais, isto é,

C0, C1, · · · , Cn ∈ A, dependentes de t, x, u e das derivadas de u até alguma ordem p ∈ N. O

vetor C é chamado corrente conservada e as funções C0 e Ci são chamadas respectivamente, de

densidade e fluxo conservados. A ordem da corrente conservada C é definida como sendo a maior

ordem de suas componentes.

Exemplo 5.1. Considere a equação diferencial parcial (6)

ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx = 0,

e o vetor C = (C0, C1) tal que

C0 = u − uxx, C1 = −16u2 − u2
xx + 8uuxx.

43
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Note que
Div C = DtC0 + DxC1

= Dt(u − uxx) + Dx(−16u2 − u2
xx + 8uuxx)

= ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx.

(81)

Em vista disso, se u = u(t, x) é uma solução da equação (6), então o lado direito de (81) se

anula. Portanto, Div C = DtC0 + DxC1 é uma lei de conservação para equação (6). A corrente

conservada C, neste caso, é de ordem 2.

Definição 5.2. Seja C = (C0, C1, · · · , Cn) uma corrente conservada de uma dada equação

diferencial parcial E(t, x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0. Dizemos que C é um vetor conservado trivial

se sua divergência é identicamente nula, isto é,

Div C = DtC0 + DiCi ≡ 0.

Neste caso, chamamos a lei de conservação associada com o vetor C de trivial.

Veja que uma lei de conservação trivial não está relacionada com nenhuma estrutura

particular da equação correspondente. Logo, é uma lei de conservação de qualquer

equação.

Exemplo 5.2. Seja C = (C0, C1) tal que

C0 = uu2
x +

1
2

u2uxx, C1 = −uutux −
1
2

u2utx.

Então,

DtC0 + DxC1 = Dt(uu2
x +

1
2

u2uxx) + Dx(−uutux −
1
2

u2utx)

= utu2
x + 2uuxutx + uutuxx +

1
2

u2utxx

− utu2
x − 2uuxutx − uutuxx −

1
2

u2utxx

= 0.

Portanto, DtC0 + DxC1 é uma lei de conservação trivial de qualquer equação.

Perceba que as componentes do vetor C no Exemplo 5.2 podem ser reescritas como

C0 = uu2
x +

1
2

u2uxx = Dx

(
1
2

u2ux

)
(82)

e

C1 = −uutux −
1
2

u2utx = Dt

(
−1

2
u2ux

)
. (83)

Daí, a trivialidade do vetor conservado decorre do seguinte resultado para leis de

conservação triviais:
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Proposição 5.1. Seja C = (C0, C1, · · · , Cn) uma corrente conservada de uma dada equação

diferencial parcial E(t, x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0. Então, DtC0 + DiCi ≡ 0 se, e somente se,

existirem funções diferenciáveis Qij, i, j = 0, 1, ..., n dependentes de t, x, u e das derivadas de u,

de tal forma que

Qij = −Qji, i, j = 0, 1, · · · , n (84)

e

Ci =
n

∑
j=0

DjQij, i = 0, 1, · · · , n, (85)

∀(t, x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂pu), com D0 = Dt.

Demonstração. Veja [26], página 265.

Observe que tomando n = 1 na Proposição 5.1, pela condição (85) teremos

C0 = DtQ00 + DxQ01 e C1 = DtQ10 + DxQ11. (86)

Agora se compararmos (82)-(83) com (86), por (84) concluímos que Q00 = Q11 = 0

donde C0 = DxQ01 e C1 = DtQ10, com Q10 = −Q01, o que justifica a trivialidade do

vetor C no Exemplo 5.2.

Uma vez que temos estabelecida a noção de lei de conservação trivial podemos

introduzir a seguinte definição de equivalência para leis de conservação.

Definição 5.3. Sejam C = (C0, C1, · · · , Cn) e C̃ = (C̃0, C̃1, · · · , C̃n) duas correntes conservadas.

Dizemos que as leis de conservação DtC0 + DiCi = 0 e DtC̃0 + DiC̃i = 0, i = 1, 2, · · · , n, são

equivalentes se Dt(C0 − C̃0) + Di(Ci − C̃i) ≡ 0 é uma lei de conservação trivial. Uma classe de

equivalência de leis de conservação consiste de todas as leis de conservação equivalentes a uma

dada lei de conservação representante.

Exemplo 5.3. Considere o vetor conservado do Exemplo 5.1 e o vetor C̃ = (C̃0, C̃1) tal que

C̃0 = u − uxx − 32tuux, C̃1 = 8uuxx − u2
xx + 32tuut.

Então,

Dt(C0 − C̃0) + Dx(C1 − C̃1) =

= Dt(32tuux) + Dx(−16u2 − 32tuut)

= 32uux + 32tutux + 32tuutx − 32uux − 32tutux − 32tuutx

= 0.
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Isso significa que o vetor C do Exemplo 5.1 e o vetor C̃ do Exemplo 5.3 são equivalentes. Vimos

que o vetor C do Exemplo 5.1 é uma lei de conservação para a equação (6) o que implica no vetor

C̃ também ser uma lei de conservação para esta equação. De fato, note que as componentes C̃0 e

C̃1 podem ser reescritas como

C̃0 = u − uxx + Dx(−16tu2), C̃1 = 8uuxx − u2
xx − 16u2 + Dt(16tu2). (87)

Logo, essas componentes diferem das componentes do vetor C do Exemplo 5.1 apenas pelos termos

Dx(−16tu2) e Dt(16tu2). Calculando Div C̃ com as componentes (87) temos que

Div C̃ = DtC̃0 + DxC̃1 =

= Dt

[
u − uxx + Dx(−16tu2)

]
+ Dx

[
8uuxx − u2

xx − 16u2 + Dt(16tu2)
]

= Dt(u − uxx) + DtDx(−16tu2) + Dx(8uuxx − u2
xx − 16u2)

+ DxDt(16tu2).

Como os operadores Dt e Dx comutam, então os termos DtDx(−16tu2) e DxDt(16tu2) se

anulam e ficamos com

Div C̃ = Dt(u − uxx) + Dx(8uuxx − u2
xx − 16u2)

que é exatamente a lei de conservação do Exemplo 5.1.

O Exemplo 5.3 nos mostra que se tivermos dois vetores conservados equivalentes eles

diferem apenas por termos cuja divergência é trivial. Assim, se considerarmos CV(E)

como sendo o conjunto de correntes conservadas de uma dada equação diferencial

parcial E = 0, é fácil ver que CV(E) é um espaço vetorial e que o subconjunto CV0(E)

de correntes conservadas triviais é subespaço de CV(E). Da Definição 5.3, podemos

introduzir a seguinte relação de equivalência de correntes conservadas C ∼ C̃ ⇐⇒
C − C̃ ∈ CV0(E). Dessa forma, obtemos o espaço vetorial quociente CL(E) = CV/∼.

Por conseguinte, quando encontramos um vetor conservado, eliminamos todas as

divergências nulas (triviais) e exibimos somente o representante mais simples da classe

de equivalência.

5.2 multiplicadores e leis de conservação

Nesta seção apresentaremos a definição de multiplicadores e alguns resultados que nos

permitirão descrever sistematicamente como construir leis de conservação locais para
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uma determinada equação diferencial parcial E(t, x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0 de ordem k,

E ∈ A. Tais ferramentas vão constituir o método direto, detalhado em [1, 2].

Definição 5.4. Considere um conjunto de funções M = {ϕ = ϕ(t, x, u, ∂u, · · · , ∂pu) | ϕ ∈ A}
e a equação diferencial parcial E(t, x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0. Dizemos que as funções ϕ ∈ M

são multiplicadores, de alguma ordem p ∈ N finita, da equação E = 0 se satisfazem

ϕE = DtC0 + DiCi (88)

para algum vetor C = (C0, Ci), i = 1, · · · , n.

Observe na Definição 5.4 que se u = u(t, x) é solução da equação E = 0, então o lado

direito de (88) é uma lei de conservação dessa equação desde que exista tal função

ϕ. Portanto, se existe tal função ϕ ∈ A, então o vetor C = (C0, Ci), i = 1, · · · , n, é uma

corrente conservada.

Exemplo 5.4. Seja (t, x, u) ∈ R3, com u = u(t, x). Vamos considerar a função ϕ = u − 1
4

uxx e

a equação (6). Então,

ϕE =
(

u − 1
4

uxx

)
(ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx)

= uut − uutxx − 32u2ux + 16uuxuxx + 8u2uxxx − 4uuxxuxxx −
1
4

utuxx

+
1
4

uxxutxx − 2uxu2
xx +

1
2

u2
xxuxxx.

(89)

Reescrevendo os termos de (89) como

uut = Dt

(
1
2

u2
)

,

−uutxx = Dx(−uutx) + Dt

(
1
2

u2
x

)
,

−32u2ux = Dx

(
32
3

u3
)

,

8u2uxxx = Dx(8u2uxx) − 16uuxuxx,

−1
4

utuxx = Dx

(
−1

4
utux

)
+ Dx

(
1
8

u2
x

)
,

1
4

uxxutxx = Dt

(
1
8

u2
xx

)
,

−2uxu2
xx = Dx(−2uu2

xx) + 4uuxxuxxx,

1
2

u2
xxuxxx = Dx

(
1
6

u3
xx

)
,
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vamos obter que

ϕE = Dt

(
1
2

u2 +
5
8

u2
x +

1
8

u2
xx

)
+ Dx

(
−32

3
u3 − uutx + 8u2uxx −

1
4

utux − 2uu2
xx +

1
6

u3
xx

)
.

Logo, existe um vetor C = (C0, C1) tal que a identidade (88) é válida. Portanto, temos que a

função ϕ = u − 1
4

uxx é um multiplicador de ordem 2 para equação (6).

Antes de apresentarmos como obter tais multiplicadores para uma determinada

equação E = 0 seguimos com a definição:

Definição 5.5. O operador de Euler-Lagrange com relação à variável dependente u = u(t, x) é

dado por

δ

δu
=

∂

∂u
+

∞

∑
k=1

(−1)kDi1 · · · Dik
∂

∂ui1···ik
. (90)

Um resultado fundamental que relaciona o operador (90) com divergências é:

Proposição 5.2. Uma função F ∈ A é anulada pelo operador (90), isto é,

δF
δu

≡ 0

se, e somente se, existe algum vetor C = (C0, C1, · · · , Cn) ∈ An+1 tal que F é uma divergência,

ou seja,

F = DtC0 + DiCi, i = 1, · · · , n.

Demonstração. Veja [26], página 248.

Exemplo 5.5. Considere a equação

E = ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx = 0.

Vimos no Exemplo 5.1 que ela pode ser reescrita como uma divergência. Portanto, isso significa

que pela volta da Proposição 5.2 a derivada variacional
δ

δu
de E tem que se anular. De fato,

temos que

δE
δu

=
∂E
∂u

− Dt
∂E
∂ut

− Dx
∂E
∂ux

+ D2
x

∂E
∂uxx

− D2
xDt

∂E
∂utxx

− D3
x

∂E
∂uxxx

= −32ux + 8uxxx − Dt(1) − Dx(−32u + 8uxx) + Dx(8ux − 2uxxx) − D2
xDt(−1)

− D3
x(8u − 2uxx)

= −32ux + 8uxxx + 32ux − 8uxxx + 8uxxx − 2uxxxxx − 8uxxx + 2uxxxxx

= 0.
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Assim, até o momento sabemos que dada uma equação E(t, x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0,

se existir uma função ϕ = ϕ(t, x, u, ∂u, · · · , ∂pu) ∈ A tal que a identidade (88) seja

satisfeita, então ϕ é um multiplicador para a equação E = 0. Com isso, existe um vetor

C = (C0, Ci), i = 1, · · · , n, de modo que

ϕE = Div C = DtC0 + DiCi,

o que implica em DtC0 + DiCi = 0 nas soluções da equação E = 0 e, portanto, C é um

vetor conservado. Por outro lado, o fato de existir tal multiplicador ϕ e de podermos

escrever o produto ϕE como uma divergência, pela Proposição 5.2 temos que

δϕE
δu

=
δDiv C

δu
= 0. (91)

Observe ainda que a Proposição 5.2 não menciona nada com relação a dependência

da função u = u(t, x) para anular a divergência, logo podemos tratá-la como variável

independente, assim como todas as suas derivadas com relação às variáveis t e x. Dessa

forma, usando a Definição 5.4 em conjunto com a Proposição 5.2 podemos descrever o

seguinte algoritmo para obter leis de conservação para uma dada equação diferencial

parcial E = 0, de ordem k:

Algoritmo 5.1 (Algoritmo para obter leis de conservação de uma EDP).

1. fixe uma ordem p ∈ N para o multiplicador ϕ;

2. fixada a ordem p para o multiplicador ϕ, pela identidade (91) vamos obter uma equação

algébrica nas derivadas da variável u. Nesta equação algébrica os coeficientes serão

expressões envolvendo a função ϕ, suas derivadas, a variável u e derivadas de u até a

ordem p;

3. a equação algébrica do item anterior nos conduzirá a um sistema linear sobredeterminado

de equações determinantes em que a solução é o multiplicador ϕ do item 1;

4. encontrado o multiplicador ϕ, pela Definição 5.4 podemos obter algum vetor C = (C0, Ci),

i = 1, · · · , n, tal que vale a identidade (88);

5. o vetor obtido é uma corrente conservada nas soluções u = u(t, x) da equação E = 0, logo,

vamos ter uma lei de conservação para a equação dada.
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Uma observação sobre o algoritmo descrito acima: Embora estejamos descrevendo

o algoritmo para encontrarmos multiplicadores, temos que se as equações estudadas

possuírem um número finito de leis de conservação, então ela vai apresentar um número

finito de multiplicadores. Essa finitude na quantidade de multiplicadores implicará

que temos no máximo uma ordem finita das derivadas no argumento do multiplicador

ϕ e, portanto, o multiplicador tem ordem máxima. Isso significa que se impormos

uma ordem p igual ou maior que a ordem máxima do multiplicador e conseguirmos

resolver o sistema linear sobredeterminado descrito no item 3 vamos encontrar todos os

multiplicadores. O problema que surge nesta situação é que, a priori, não sabemos se a

equação possui, ou não, infinitas leis de conservação.

Por outro lado, se as equações apresentarem uma infinidade de leis de conservação

de ordem alta podemos impor qualquer ordem p ∈ N para o multiplicador ϕ de modo

a tentar obtê-los até essa ordem, porém existindo outros de ordem maior. Na próxima

seção mostraremos que em nosso estudo conseguimos encontrar multiplicadores para

as nossas equações até a segunda ordem.

5.3 construção de correntes conservadas para

as equações de novikov

Nesta seção utilizaremos o que foi exposto na seção anterior para que possamos obter

leis de conservação para as equações de nosso estudo via o método direto. Com este

propósito tomemos inicialmente a equação (6), isto é,

E = ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx = 0,

em que (t, x, u) ∈ R3 e u = u(t, x). Começamos fixando uma ordem para o multiplicador

ϕ conforme o primeiro item do Algoritmo 5.1. Neste caso, vamos tomar p = 0 e tentar

encontrar o multiplicador ϕ = ϕ(t, x, u). Pelo segundo item do Algoritmo 5.1, aplicando

a identidade (91) ficamos com

δϕE
δu

=
∂ϕE
∂u

− Dt
∂ϕE
∂ut

− Dx
∂ϕE
∂ux

+ D2
x

∂ϕE
∂uxx

− D2
xDt

∂ϕE
∂utxx

− D3
x

∂ϕE
∂uxxx

= 0, (92)
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cujos os termos são dados por:

∂ϕE
∂u

= ϕu(ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx) + ϕ(−32ux + 8uxxx),

Dt
∂ϕE
∂ut

= ϕt + utϕu,

Dx
∂ϕE
∂ux

= (ϕx + uxϕu)(−32u + 8uxx) + ϕ(−32ux + 8uxxx),

D2
x

∂ϕE
∂uxx

= (ϕxx + 2uxϕux + u2
xϕuu + uxxϕu)(8ux − 2uxxx) + 2(ϕx + uxϕu)(8uxx − 2uxxxx)

+ ϕ(8uxxx − 2uxxxxx),

D2
xDt

∂ϕE
∂utxx

= −(ϕtxx + 2uxϕtxu + u2
xϕtuu + uxxϕtu + utϕxxu + 2utuxϕxuu + utu2

xϕuuu

+ utuxxϕuu + 2utxϕxu + 2uxutxϕuu + utxxϕu),

D3
x

∂ϕE
∂uxxx

= (ϕxxx + 3uxϕxxu + 3u2
xϕxuu + 3uxxϕxu + u3

xϕuuu + 3uxuxxϕuu

+ uxxxϕu)(8u − 2uxx) + 3(ϕxx + 2uxϕxu + u2
xϕuu + uxxϕu)(8ux − 2uxxx)

+ 3(ϕx + uxϕu)(8uxx − 2uxxxx) + ϕ(8uxxx − 2uxxxxx).

Observe que o multiplicador ϕ que desejamos obter é de ordem 0. Logo, a equação

algébrica dada por (92) deve apresentar coeficientes envolvendo a função ϕ e suas

derivadas, juntamente com a variável u. Dessa forma, simplificando e agrupando os

termos acima teremos que

δϕE
δu

= −ϕt + ϕtxx + 32uϕx − 8uϕxxx + (2ϕtxu − 24uϕxxu − 16ϕxx)ux

+ (6ϕxxu − 24ϕu − 24uϕuu)uxuxx + (ϕtuu − 32ϕxu − 24uϕxuu)u2
x

+ (−16ϕuu − 8uϕuuu)u3
x + (2ϕxxx − 16ϕx + ϕtu − 24uϕxu)uxx + 4ϕxxuxxx

+ 4ϕuuxxuxxx + 8ϕxuuxuxxx + 4ϕuuu2
xuxxx + 2ϕxuxxxx + 2ϕuuxuxxxx

+ 6ϕxuuu2
xuxx + 6ϕxuu2

xx + 2ϕuuuu3
xuxx + 6ϕuuuxu2

xx + ϕxxuut + 2ϕxuuutux

+ ϕuuuutu2
x + ϕuuutuxx + 2ϕxuutx + 2ϕuuuxutx = 0

(93)
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Agora, pelo terceiro item do Algoritmo 5.1, dos coeficientes da equação (93), obtemos

um sistema linear sobredeterminado com 22 equações determinantes:

2ϕxxx − 16ϕx + ϕtu − 24uϕxu = 0,

−ϕt + ϕtxx + 32uϕx − 8uϕxxx = 0,

2ϕtxu − 24uϕxxu − 16ϕxx = 0,

6ϕxxu − 24ϕu − 24uϕuu = 0,

ϕtuu − 32ϕxu − 24uϕxuu = 0,

−16ϕuu − 8uϕuuu = 0,

6ϕxuu = 0, 2ϕuuu = 0, ϕxxu = 0,

2ϕxuu = 0, ϕuuu = 0,

6ϕxu = 0, 4ϕxx = 0, 8ϕxu = 0,

4ϕuu = 0, 6ϕuu = 0, ϕuu = 0,

2ϕxu = 0, 2ϕuu = 0,

2ϕx = 0, 2ϕu = 0, 4ϕu = 0.

(94)

Veja que da última linha do sistema (94) temos que ϕx = 0 e ϕu = 0. Isso implica

que todas as derivadas de ϕ de ordem 2 e 3 que envolvem as variáveis x e u são nulas.

Portanto, depois que simplificamos o sistema (94) eliminando essas derivadas obtemos

o sistema equivalente 
ϕt = 0,

ϕx = 0,

ϕu = 0.

(95)

Como o multiplicador ϕ depende apenas das variáveis t, x e u o sistema (95) tem

como solução ϕ = c, em que c é uma constante. Conforme o quarto item do Algoritmo

5.1, pela Definição 5.4 deve existir algum vetor C = (C0, C1) tal que ϕE = cE = DtC0 +

DxC1. De fato, observe que os termos da equação (6) podem ser reescritos como

Dt(u) = ut, Dt(−uxx) = −utxx, Dx(−16u2) = −32uux, Dx(8uuxx) = 8uxuxx + 8uuxxx e

Dx(−u2
xx) = −2uxxuxxx o que implica em,

cE = c
[

Dt(u − uxx) + Dx(−16u2 − u2
xx + 8uuxx)

]
,

concluindo o Algoritmo 5.1. Em consequência disso, se u = u(t, x) é uma solução da

equação (6) e c = 1, temos o seguinte resultado:
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Teorema 5.3. Uma lei de conservação para a equação (6)

E = ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx = 0

é dada pela corrente conservada de segunda ordem C = (C0, C1) em que

C0 = u − uxx, C1 = −16u2 − u2
xx + 8uuxx.

Demonstração. A demonstração foi totalmente delineada ao longo desta seção. Assim,

encontramos

DtC0 + DxC1 = Dt(u − uxx) + Dx(−16u2 − u2
xx + 8uuxx) = 1E = 0

nas soluções da equação (6).

Se considerarmos um multiplicador de ordem 1, ϕ = ϕ(t, x, u, ut, ux), para a equação

(6) iremos obter o mesmo resultado dado pelo Teorema 5.3. Por outro lado, tomando um

multiplicador de ordem 2, ϕ = ϕ(t, x, u, ut, ux, utt, utx, uxx), encontramos os seguintes

resultados:

Teorema 5.4. Um conjunto de multiplicadores de ordem 2 para a equação (6)

E = ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx = 0

é dado por

ϕ1 = u − 1
4

uxx,

ϕ2 =
1
2

u2 − 1
4

uuxx +
1

32
u2

xx +
3

128
utx,

ϕ3 = e−2x
(

16
3

u2 − 8uux −
20
3

uuxx +
4
3

u2
xx + utx + 2uxuxx + ut

)
,

ϕ4 = e2x
(
−16

3
u2 − 8uux +

20
3

uuxx −
4
3

u2
xx − utx + 2uxuxx + ut

)
,

ϕ5 =
5
9

u3
xx −

28
3

uu2
xx + 44u2uxx + u2

xuxx +
1
3

utxuxx −
560
9

u3 − 4uu2
x −

10
3

uutx

+ utux −
1
6

utt.
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Consequentemente, temos o seguinte resultado caracterizando as leis de conservação

obtidas por meio dos multiplicadores.

Teorema 5.5. Para cada multiplicador do Teorema 5.4 as leis de conservação para equação

E = ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx = 0

são dadas pelas correntes conservadas de segunda ordem relacionadas a seguir:

1. para o multiplicador ϕ1 teremos a corrente conservada C = (C0
1 , C1

1), em que

C0
1 =

1
2

u2 +
5
8

u2
x +

1
8

u2
xx,

C1
1 = −32

3
u3 − uutx + 8u2uxx −

1
4

utux − 2uu2
xx +

1
6

u3
xx.

2. para o multiplicador ϕ2 teremos a corrente conservada C = (C0
2 , C1

2), em que

C0
2 =

1
6

u3 − 1
8

u2uxx +
1

32
uu2

xx −
1

384
u3

xx,

C1
2 = −4u4 +

3
256

u2
t −

1
64

u4
xx −

3
256

u2
tx −

3
2

u2u2
xx + 4u3uxx +

1
4

uu3
xx −

3
8

u2utx

+
3

16
uutxuxx −

3
128

utxu2
xx.

3. para o multiplicador ϕ3 teremos a corrente conservada C = (C0
3 , C1

3), em que

C0
3 =

e−2x

9
(16u3 − 48u2uxx − 234uu2

x + 72uuxuxx − 6uu2
xx + 9u3

x − 9uxu2
xx − u3

xx),

C1
3 =

e−2x

6
(512u3ux + 256u3uxx − 384u2uxuxx − 192u2u2

xx + 96uuxu2
xx + 48uu3

xx

− 8uxu3
xx − 4u4

xx + 120uutux + 48uutuxx + 48uutxuxx − 18utu2
x − 6utu2

xx

− 6utxu2
xx − 3u2

t − 6ututx − 3u2
tx).
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4. para o multiplicador ϕ4 teremos a corrente conservada C = (C0
4 , C1

4), em que

C0
4 =

e2x

9
(−16u3 + 48u2uxx + 234uu2

x + 72uuxuxx + 6uu2
xx + 9u3

x − 9uxu2
xx + u3

xx),

C1
4 =

e2x

6
(512u3ux − 256u3uxx − 384u2uxuxx + 192u2u2

xx + 96uuxu2
xx − 48uu3

xx

− 8uxu3
xx + 4u4

xx − 120uutux + 48uutuxx − 48uutxuxx − 18utu2
x − 6utu2

xx

+ 6utxu2
xx + 3u2

t − 6ututx + 3u2
tx).

5. para o multiplicador ϕ5 teremos a corrente conservada C = (C0
5 , C1

5), em que

C0
5 =

560
9

u3uxx +
374
3

u2u2
x −

26
3

u2u2
xx +

14
9

uu3
xx −

1
2

u2
xu2

xx −
1

12
u2

t + 4uu2
xuxx

− 1
6

utxu2
xx −

1
12

u2
tx −

1
12

u4
xx −

140
9

u4 +
1
4

u4
x +

16
3

uutux +
4
3

uutxuxx,

C1
5 =

3584
9

u5 +
1
6

utxutt − utu3
x +

1
6

u2
xxutt −

13
3

uu2
t −

2
9

utxu3
xx + uu2

tx − 32u2u2
xuxx

+ 8uu2
xu2

xx −
488
9

u2u3
xx +

2144
9

u3u2
xx +

52
9

uu4
xx −

2
3

u2
xu3

xx −
4480

9
u4uxx

+
128
3

u3u2
x −

2
9

u5
xx +

14
3

uutxu2
xx −

80
3

u2utxuxx −
428
3

u2uxut − utuxu2
xx

− uxututx −
4
3

uuxxutt + 8uuxxutux.

Com relação a equação (7) dada por

ut − utxx − 16uux + 8uxuxx − 2u2
xx + 4uuxxx − 2uxuxxx = 0,

buscamos por multiplicadores até a ordem 2 e obtivemos o seguinte resultado:

Teorema 5.6. A equação (7)

ut − utxx − 16uux + 8uxuxx − 2u2
xx + 4uuxxx − 2uxuxxx = 0

admite os seguintes multiplicadores de ordem 0 e 2:

ϕ1 = 1, ϕ2 = u, ϕ3 = e2x,

ϕ4 = −4u2 + u2
x + 2uuxx − uxuxx −

1
2

utx,

ϕ5 = e−2x
(

3u2 − 4uux − u2
x + ut − 4uuxx + 2uxuxx + utx

)
.

Por consequência, as leis de conservação para equação (7) são dadas pelas correntes conservadas

relacionadas a seguir:
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1. para o multiplicador ϕ1 teremos a corrente conservada C = (C0
1 , C1

1), em que

C0
1 = u − uxx,

C1
1 = −8u2 + 2u2

x + 4uuxx − 2uxuxx.

2. para o multiplicador ϕ2 teremos a corrente conservada C = (C0
2 , C1

2), em que

C0
2 =

1
2

u2 +
1
2

u2
x,

C1
2 = −16

3
u3 − 2uuxuxx +

2
3

u3
x + 4u2uxx − uutx.

3. para o multiplicador ϕ3 teremos a corrente conservada C = (C0
3 , C1

3), em que

C0
3 = e2x(u − uxx),

C1
3 = −2e2x(4uux − 2uuxx − 2u2

x + uxuxx).

4. para o multiplicador ϕ4 teremos a corrente conservada C = (C0
4 , C1

4), em que

C0
4 = −4

3
u3 +

1
6

u3
x + 4u2uxx + 7uu2

x − u2
xuxx,

C1
4 = 16u4 − 8u2u2

x − 2uutxuxx −
1
4

u2
t − 16u3uxx − 2u3

xuxx −
1
2

u2
xut + 4u2u2

xx

+ u2
xu2

xx +
1
4

u2
tx + 8u2uxuxx − 4uuxu2

xx + 4uu2
xuxx − 6uuxut + uxuxxutx + u4

x.

5. para o multiplicador ϕ5 teremos a corrente conservada C = (C0
5 , C1

5), em que

C0
5 =

1
3

e−2x(3u3 − 9u2uxx − 39uu2
x + 12uuxuxx + u3

x + 3u2
xuxx),

C1
5 =

1
2

e−2x(48u3ux + 24u3uxx + 8u2u2
x − 44u2uxuxx − 16u2u2

xx − 8uu3
x + 8uu2

xuxx

+ 16uuxu2
xx − 4u4

x + 4u3
xuxx − 4u2

xu2
xx + 20uuxut + 8uutuxx + 8uuxxutx − 2u2

xut

− 4uxutuxx − 4uxuxxutx − u2
t − 2ututx − u2

tx).
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No que se refere a equação (8)

ut − utxx − 4uux − 2u2
x − 2uuxx + 6uxuxx + 2uuxxx = 0,

conseguimos obter apenas multiplicadores de ordem 0. No entanto, um desses mul-

tiplicadores envolve uma função arbitrária f (t), o que implicará em infinitas leis de

conservação. Logo, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.7. A equação (8)

ut − utxx − 4uux − 2u2
x − 2uuxx + 6uxuxx + 2uuxxx = 0,

admite os seguintes multiplicadores de ordem 0

ϕ1 = 1, ϕ2 = f (t)ex, ϕ3 = e−2x,

em que f é uma função diferenciável na variável t. Assim, as leis de conservação para a equação

(8) são dadas pelas correntes conservadas de segunda ordem relacionadas a seguir:

1. para o multiplicador ϕ1 teremos a corrente conservada C = (C0
1 , C1

1), em que

C0
1 = u − uxx,

C1
1 = 2(−u2 + u2

x + uuxx − uux).

2. para o multiplicador ϕ2, se f (t) ̸= 0 ∀ t ∈ R, teremos a corrente conservada C = (C0
2 , C1

2),

em que
C0

2 = f (t)ex(u − uxx),

C1
2 = ex

[
f (t)(2u2

x − 4uux + 2uuxx) − f ′(t)(u − ux)
]

.

3. para o multiplicador ϕ3 teremos a corrente conservada C = (C0
3 , C1

3), em que

C0
3 = −1

3
e−2x(u + 2ux + uxx),

C1
3 =

2
3

e−2x(−ut + 3u2
x + 3uux − utx + 3uuxx).
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5.4 quantidades conservadas para as equa-

ções de novikov

Nesta seção mostraremos como encontrar quantidades conservadas nas soluções das

equações estudadas nesta tese. Para esta finalidade estamos considerando aqui as

variáveis independentes temporal e espacial (t, x) ∈ R+ × R e a variável dependente

u = u(t, x) ∈ R.

Na Seção 5.3 construímos um conjunto de correntes conservadas para as equações

(6), (7) e (8), mostradas nos Teoremas 5.3, 5.5, 5.6 e 5.7. Vimos que se C = (C0, C1) é uma

corrente conservada para as nossas equações, então

Dt C0 + Dx C1 = 0 ⇒ Dt C0 = −Dx C1. (96)

Integrando (96) com relação a variável x em R, temos que∫
R

Dt C0 dx = −
∫

R
Dx C1 dx ⇒ d

dt

∫
R

C0 dx = −C1
∣∣∣x=+∞

x=−∞
. (97)

Com isso, se C1 → 0 quando |x|→ ∞ temos de (97) que

d
dt

∫
R

C0 dx = 0.

A igualdade acima implica que ∫
R

C0 dx

é conservada ao longo do tempo com relação as condições informadas e é chamada de

quantidade conservada.

Suponha agora que u = u(t, x) seja uma solução para a equação (6) tal que u e suas

derivadas até a segunda ordem tendem a 0 quando |x|→ ∞. Então, das correntes

conservadas obtidas nos Teoremas 5.3 e 5.5, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.8. Considere a equação (6)

ut − utxx − 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx − 2uxxuxxx = 0.

Suponha que u = u(t, x) seja uma solução dessa equação tal que u e suas derivadas até a segunda

ordem tendem a 0 quando |x|→ ∞. Então

H1(t) =
∫

R
u dx, (98)
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H2(t) =
∫

R

(1
2

u2 +
5
8

u2
x +

1
8

u2
xx

)
dx (99)

e

H3(t) =
∫

R

(1
6

u3 − 1
8

u2uxx +
1

32
uu2

xx −
1

384
u3

xx

)
dx (100)

são quantidades conservadas.

Demonstração. Pelo Teorema 5.3 a equação (6) possui a seguinte corrente conservada

C = (C0, C1) em que

C0 = u − uxx, C1 = −16u2 − u2
xx + 8uuxx.

Note que a corrente conservada C é equivalente a corrente conservada C̃ = (C̃0, C̃1) em

que

C̃0 = u, C̃1 = −16u2 − u2
xx + 8uuxx − utx.

Tomando a divergência da corrente conservada C̃, temos que

DtC0 + DxC1 = Dt(u) + Dx(−16u2 − u2
xx + 8uuxx − utx) = 0.

Integrando a divergência acima com relação a x em R segue que∫
R

Dt(u) dx = −
∫

R
Dx(−16u2 − u2

xx + 8uuxx − utx) dx.

Logo,
d
dt

∫
R

u dx = −(−16u2 − u2
xx + 8uuxx − utx)

∣∣∣x=+∞

x=−∞
.

Como estamos assumindo que u e suas derivadas até a segunda ordem tendem a 0

quando |x|→ ∞ o lado direito da última equação se anula. Portando,∫
R

u dx

é conservada ao longo do tempo e

H1(t) =
∫

R
u dx

é uma quantidade conservada. Os outros casos são completamente análogos e omitire-

mos a demonstração.

Da mesmo forma para as equações (7) e (8) e as correntes conservadas obtidas nos

Teoremas 5.6 e 5.7, temos:
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Teorema 5.9. Suponha que u = u(t, x) seja uma solução para as equações (7) e (8) tal que u

e suas derivadas até a segunda ordem tendem a 0 quando |x|→ ∞. Então, para a equação (7)

temos as seguintes quantidades conservadas:

H1(t) =
∫

R
u dx,

H4(t) =
∫

R

(1
2

u2 +
1
2

u2
x

)
dx, (101)

H5(t) =
∫

R
e2x(u − uxx) dx, (102)

H6(t) =
∫

R

(
− 4

3
u3 +

1
6

u3
x + 4u2uxx + 7uu2

x − u2
xuxx

)
dx (103)

e

H7(t) =
∫

R

1
3

e−2x
(

3u3 − 9u2uxx − 39uu2
x + 12uuxuxx + u3

x + 3u2
xuxx

)
dx. (104)

Já as quantidades conservadas para a equação (8) são:

H1(t) =
∫

R
u dx,

H8(t) =
∫

R
e−2x(u + 2ux + uxx) dx (105)

e

H9(t) =
∫

R
f (t)ex(u − uxx) dx, (106)

em que f ∈ C1(R).

A seguir vamos apresentar um exemplo de solução para a equação (7) que apresenta as

características do Teorema 5.9. Tal solução foi obtida recentemente quando passamos a

analisar e investigar as relações existentes entre a equação (7) e a Degasperis-Procesi [14].

Não apresentaremos a dedução da solução, pois o ferramental teórico utilizado foge

do escopo deste texto. Porém, vamos utilizá-la aqui para exemplificar que tal solução

conserva as quantidades da equação (7).

Exemplo 5.6. A equação (7)

ut − utxx − 16uux + 8uxuxx − 2u2
xx + 4uuxxx − 2uxuxxx = 0
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admite a seguinte solução que conserva suas quantidades:

u(t, x) = − c
6

e−x+ctθ(x − ct) −
( c

2
ex−ct − c

3
e2(x−ct)

)
θ(ct − x), (107)

em que c ̸= 0 é uma constante e θ é a função de Heaviside dada por

θ(z) =


1, se z > 0,
1
2

, se z = 0,

0, se z < 0.

Para mostrar que (107) dá origem a uma quantidade conservada para a equação (7), calculemos

a quantidade H1(t).

Note que a solução (107) pode ser expressa como uma função de uma variável fazendo

z = x − ct, ou seja,

u = ψ(z) = − c
6

e−zθ(z) −
( c

2
ez − c

3
e2z
)

θ(−z).

Assim,

H1(t) =
∫

R
− c

6
e−zθ(z) − c

2
ezθ(−z) +

c
3

e2zθ(−z) dz

=
∫ 0

−∞
− c

2
ez +

c
3

e2z dz +
∫ +∞

0
− c

6
e−z dz = − c

2
+

c
6
− c

6
= − c

2
.

Portanto,
d
dt
H1(t) = 0

e a quantidade é conservada ao longo do tempo.

De modo frequente, as quantidades conservadas nos fornecem informações úteis

sobre o comportamento das soluções de uma equação diferencial, e se a equação

descreve algum fenômeno físico essas quantidades podem revelar alguma informação

relevante. Observamos ainda que uma lei de conservação (ou corrente conservada)

de uma equação diferencial, no sentido apresentado nas seções anteriores, é uma

propriedade intrínseca da equação. No entanto, as quantidades conservadas são uma

propriedade relacionada com as soluções da equação em conjunto com suas correntes

conservadas.
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Para fundamentar a observação do parágrafo anterior considere as seguintes correntes

conservadas da equação (8)

C = (C0, C1) = (u, 2u2
x − 2u2 − 2uux + 2uuxx − utx)

e

C̃ = (C̃0, C̃1) = (u − uxx, 2u2
x − 2u2 − 2uux + 2uuxx).

É fácil ver que a corrente conservada C é equivalente a corrente conservada C̃, pois

Dt(C0 − C̃0) + Dx(C1 − C̃1) ≡ 0 (veja Definição 5.3). Portanto, para qualquer solução

u = u(t, x) da equação (8) teremos

Dt C0 + Dx C1 = 0 e Dt C̃0 + Dx C̃1 = 0.

De outro modo, supondo que u = u(t, x) seja uma solução para a equação (8) tal que

u e suas derivadas até a segunda ordem tendem a 0 quando |x|→ ∞. Das correntes

conservadas C e C̃ obtemos, respectivamente, as quantidades conservadas

H1(t) =
∫

R
u dx e H̃1(t) =

∫
R

(u − uxx) dx.

Veja que essas quantidades conservadas são iguais sob essa perspectiva. De fato,

H̃1(t) =
∫

R
(u − uxx) dx =

∫
R

u dx −
∫

R
Dx(ux) dx =

∫
R

u dx − ux

∣∣∣x=+∞

x=−∞
= H1(t).

No entanto, se considerarmos a solução u = ex−ct obtida para equação (8) no Exemplo

4.3 um cálculo rápido mostra que H1(t) = +∞, enquanto que H̃1(t) = 0. Isso está

acontecendo porque a solução que estamos considerando u = ex−ct não se anula quando

|x|→ ∞, e o mesmo vale para as suas derivadas com relação a variável x. Este fato mostra

uma íntima relação entre o comportamento da solução de uma equação diferencial e

sua quantidade conservada.



6 CONS IDERAÇÕES F INA IS

Em seu trabalho [25] Novikov classificou um conjunto de equações da forma ut − utxx =

F(u, ux, uxx, uxxx) que potencialmente poderiam ser integráveis. Entre as equações

classificadas por Novikov, algumas já são bem conhecidas na literatura tais como a

Camassa-Holm [6] e a Degasperis-Procesi [14] (equações (13), (14) do Theorem 3 em [25]).

Em particular, as simetrias de Lie dessas duas equações podem ser encontradas em [12].

Outra equação bastante famosa dentre aquelas obtidas por Novikov é exatamente aquela

que hoje recebe seu nome, veja equação (31) do Theorem 5 em [25], cujas simetrias de

Lie podem ser encontradas em [5].

Essas três equações são integráveis em diversos aspectos e, mais recentemente, foi

provado que a equação (8) (equação (17) do Theorem 3 em [25]) é geometricamente

integrável [19]. Da classificação de Novikov, até onde sabemos, estas são as únicas

equações com essa propriedade. Além disso, as propriedades das outras equações dessa

classificação são pouco conhecidas.

Nesta tese enfatizamos o estudo de duas propriedades estruturais das equações (6),

(7) e (8) que correspondem, respectivamente, as equações (15), (16) e (17) do Theorem 3

em [25]: Simetrias de Lie e leis de conservação.

No Capítulo 3 classificamos todas as simetrias de Lie dessas equações e com isso

exibimos nossos resultados originais nos Teoremas 3.1 e 3.2. No Capítulo 4, a partir dos

geradores de simetrias, utilizamos a teoria de invariantes e soluções invariantes para

obter soluções explícitas de EDPs. Diante disso, usando o método sugerido em [26],

calculamos um sistema ótimo de subálgebras unidimencionais e encontramos algumas

soluções particulares para a equação (8).

Já no Capítulo 5, passamos a estudar as leis de conservação para as equações (6), (7)

e (8). As leis de conservação dessas equações foram construídas via método direto que

se utiliza de funções diferenciais chamadas multiplicadores para tal construção. Os

multiplicadores relacionados às equações (6), (7) e (8) que possibilitaram a construção

de leis de conservação para as equações foram obtidos por meio de um algoritmo que
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pode ser encontrado em [1]. Dessa forma, conseguimos estabelecer nossos resultados

originais apresentados nos Teoremas 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7 envolvendo multiplicadores

e leis de conservação até a segunda ordem para as equações estudadas. Além disso,

mostramos algumas quantidades conservadas (Teoremas 5.8 e 5.9 ) para as equações (6),

(7) e (8) supondo que as soluções dessas equações e suas derivadas se anulam quando

|x|→ ∞ e apresentamos uma solução (107) para a equação (7) com essa característica.

Por fim, mencionamos que embora a ênfase da tese tenha sido com relação as

equações (6), (7) e (8), também obtivemos resultados sobre outras equações de Novikov

que podem ser encontrados nos Apêndices. Com relação a solução (107) da equação (7),

que apresentamos no capítulo anterior, estamos fazendo uma análise mais profunda e

nossas considerações sobre essa solução serão reportadas em trabalhos futuros.



A APÊNDICE : EQUAÇÃO 18 ,

[THEOREM 3 , [ 2 5 ] ]

No que segue vamos apresentar, sumariamente, nossos resultados sobre simetrias de

Lie e leis de conservação de outras equações de Novikov, listadas no Theorem 3 em [25],

com não linearidade quadrática, não evolutivas e até a terceira ordem.

Considere a equação

ut − utxx − 4uux − 2u2
x − 2uuxx + 2uxuxx + 2u2

xx + 2uuxxx + 2uxuxxx = 0. (108)

Teorema A.1. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equação (108) é dada por

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂t
, X3 = t

∂

∂t
− u

∂

∂u
, X∞ = f (t)e−x ∂

∂u
,

em que f é uma função diferenciável na variável t.

Teorema A.2. A equação (108) admite os seguintes multiplicadores de ordem 0 e 2

ϕ1 = 1, ϕ2 = e−2x, ϕ3 = e−2x(u2 − u2
x + ut − 2uuxx − 2uxuxx + utx).

Consequentemente, as leis de conservação para a equação (108) são dadas pelas correntes

conservadas:

1. para o multiplicador ϕ1 teremos a corrente conservada C = (C0
1 , C1

1), em que

C0
1 = u − uxx,

C1
1 = 2(−u2 − uux + uuxx + uxuxx).

2. para o multiplicador ϕ2 teremos a corrente conservada C = (C0
2 , C1

2), em que

C0
2 = e−2x(u − uxx),

C1
2 = 2e−2x

(
uux + uuxx + u2

x + uxuxx

)
.
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66 apêndice : equação 18 , [theorem 3 , [25]]

3. para o multiplicador ϕ3 teremos a corrente conservada C = (C0
3 , C1

3), em que

C0
3 =

e−2x

3

(
u3 − 3u2uxx − 9uu2

x − 3u3
x + 3u2

xuxx

)
,

C1
3 =

e−2x

2
(4u3ux + 4u3uxx + 8u2u2

x + 4u2uxuxx − 4u2u2
xx + 4uu3

x − 4uu2
xuxx

− 8uuxu2
xx − 4u3

xuxx − 4u2
xu2

xx + 4uutux + 4uutuxx + 4uutxuxx + 2utu2
x+

+ 4utuxuxx + 4uxuxxutx − u2
t − 2ututx − u2

tx).



B APÊNDICE : EQUAÇÃO 19 ,

[THEOREM 3 , [ 2 5 ] ]

Considere a equação

ut − utxx − 8uux − 4u2
x − 4uuxx + 2u2

xx + 2uxuxx + 4uuxxx + 2uxuxxx − 2uxxuxxx = 0. (109)

Teorema B.1. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equação (109) é dada por

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂t
, X3 = t

∂

∂t
− u

∂

∂u
, X4 = e2x ∂

∂u
, X∞ = f (t)e−x ∂

∂u
,

em que f é uma função diferenciável na variável t.

Teorema B.2. A equação (109) admite os seguintes multiplicadores de ordem 0 e 2

ϕ1 = 1, ϕ2 = e−2x(ut + utx), ϕ3 = e−2x(−u + uxx − tut − tutx).

Consequentemente, as leis de conservação para a equação (109) são dadas pelas correntes

conservadas:

1. para o multiplicador ϕ1 teremos a corrente conservada C = (C0
1 , C1

1), em que

C0
1 = u − uxx,

C1
1 = −4u2 − 4uux − u2

x + 4uuxx + 2uxuxx − u2
xx.

2. para o multiplicador ϕ2 teremos a corrente conservada C = (C0
2 , C1

2), em que

C0
2 =

e−2x

3
(18uu2

x + 6uu2
xx + 5u3

x + 3uxu2
xx − u3

xx),

C1
2 =

e−2x

2
(8uutux + 8uutuxx + 8uutxuxx + 2utu2

x + 4utuxuxx − 2utu2
xx + 4uxuxxutx

− 2utxu2
xx − u2

t − 2ututx − u2
tx).
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68 apêndice : equação 19 , [theorem 3 , [25]]

3. para o multiplicador ϕ3 teremos a corrente conservada C = (C0
3 , C1

3), em que

C0
3 = − e−2x

6
(3u2 − 36tuu2

x − 12tuu2
xx − 10tu3

x − 6tuxu2
xx + 2tu3

xx − 6uuxx + 3u2
xx),

C1
3 = − e−2x

6
(24u2ux + 24u2uxx + 18uu2

x + 24tuutux + 24tuutuxx + 24tuutxuxx + 6tutu2
x

+ 12tutuxuxx − 6tutu2
xx + 12tuxuxxutx − 6tutxu2

xx + 12uuxuxx − 18uu2
xx − 3tu2

t

− 6tututx − 3tu2
tx + 4u3

x − 6uxu2
xx + 4u3

xx).



C APÊNDICE : EQUAÇÃO 20 ,

[THEOREM 3 , [ 2 5 ] ]

Considere a equação

ut − utxx − 8uux − 4u2
x + 10uxuxx − 4uuxx − 2u2

xx + 4uuxxx − 2uxuxxx = 0. (110)

Teorema C.1. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equação (110) é dada por

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂t
, X3 = t

∂

∂t
− u

∂

∂u
, X4 = e2x ∂

∂u
.

Teorema C.2. A equação (110) admite os seguintes multiplicadores de ordem 0

ϕ1 = 1, ϕ2 = f (t)ex,

em que f é uma função diferenciável na variável t.

Consequentemente, as leis de conservação para a equação (110) são dadas pelas correntes

conservadas:

1. para o multiplicador ϕ1 teremos a corrente conservada C = (C0
1 , C1

1), em que

C0
1 = u − uxx,

C1
1 = −4u2 − 4uux + 3u2

x + 4uuxx − 2uxuxx.

2. para o multiplicador ϕ2, se f (t) ̸= 0 ∀ t ∈ R, teremos a corrente conservada C = (C0
2 , C1

2),

em que C = (C0
2 , C1

2), em que

C0
2 = f (t)ex(u − uxx),

C1
2 = ex

[
f (t)(−8uux + 4u2

x + 4uuxx − 2uxuxx) − f ′(t)(u − ux)
]

.
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