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RESUMO

Neste trabalho estudamos aspectos estruturais de algumas equagdes diferenciais parciais
com ndo linearidade quadratica. Uma vez que estabelecemos a base da teoria de Lie
sobre grupos de transformacoes continuos classificamos todas as simetrias de Lie,
apresentamos como obter invariantes para, a partir deles, obter solugdes particulares
para as equagdes analisadas. Além disso, construimos via método direto um conjunto

de leis de conservagdo para cada equagao.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais parciais, equagdes de Novikov, simetrias de

Lie, invariantes, multiplicadores, leis de conservagao.
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ABSTRACT

In this work we study structural aspects of some partial differential equations with
quadratic nonlinearities. We classify the Lie point symmetries of the equations and
obtain some particular group invariant solutions. Also, we construct conservation laws

for the equations using the direct method.

Keywords: Partial differential equations, Novikov equations, Lie symmetries, invari-

ants, multipliers, conservation laws.
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INTRODUCAO

Equacgdes sdo vitais para matematica, fisica, engenharia, tecnologia, enfim, para as
ciéncias em geral. Em particular, as equagdes diferenciais parciais (EDPs) descrevem
véarios fendmenos fundamentais da fisica e codificam muitas informac¢des do mundo

real. Por exemplo, a equagdo diferencial parcial
Up — Upxx = —3Uly + 22Uy Uy + Ullyyy, (1)

conhecida como equacdo de Camassa-Holm foi deduzida, enquanto modelo fisico, no
ano de 1993 em um trabalho sobre propagacdo de ondas em 4guas rasas [6]. Porém,
essa equacgdo foi descoberta por Fokas e Fuchssteiner [16] em 1981.

A equagdo (1) é de grande interesse em pesquisa, pois apresenta varias propriedades
estruturais que a torna especial, tais como estrutura bi-hamiltoniana, infinitas leis de
conservacgdo, existéncia de par de Lax, solu¢des do tipo onda chamadas peakon e outras
propriedades que podem ser encontradas em diversos trabalhos, veja [13,18,25] e suas
referéncias. Deste modo, a equagdo (1) apresenta uma estrutura intrinseca muito rica e

isso levou vérios pesquisadores a estudarem equagdes da forma

U — Upxx = F(U, Uy, Uyx, Uxxx, = °), (2)

que apresentam propriedades em comum com a equagao (1). Ndo por acaso, nossos

estudos iniciais com relacgdo a teoria para escrever esta tese se deu a partir da equagdo
2
Up — Upxy = =AU — Uyy) — U Uy + Ullyxy + 2UxlUyy,

em que A > 0 é uma constante. Nossos resultados para esta equagdo podem ser
encontrados em [18].

Algumas das propriedades mencionadas, tais como estruturas bi-hamiltonianas e
infinitas simetrias, sdo relacionadas a integrabilidade de equacdes diferenciais parciais.
Embora a equacdo (1) tenha sido deduzida por uma motivacao fisica, em [25] Novikov

estudou e classificou algumas equagdes da forma (2) ndo por este motivo, mas para
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tentar classificar todas as equagdes do tipo (2) que potencialmente poderiam ser integra-
veis. Nesse estudo, Novikov obteve um conjunto de equagdes diferenciais parciais ndo

lineares de onde fazem parte as equagdes:

Up — Upxy = 32Uly — 8UyUyy — 8Ulyxx + 2UxxUxxx, (3)
2
Up — Upyx = 16Uy — SUylyy + 205, — AUllyyx + 2UxUxyy (4)
e
U — Upey = Ul + Zu?C + 2Ulyy — OUx Uy — 2Ulxxx. (5)

Essas equagdes, até o momento, receberam pouca atengdo, sendo que suas propri-
edades estruturais ou qualitativas sdo pouco conhecidas. Motivados por este fato,
nosso objetivo com esta tese é abordar tais equagdes levando em consideragdo o pouco
conhecimento sobre suas propriedades. Particularmente, neste trabalho estamos interes-
sados em investigar os aspectos estruturais como simetrias de Lie e leis de conservacdo
associadas com as equacdes (3), (4) e (5).

As simetrias de Lie de equagdes diferenciais surgiram quando Sophus Lie introduziu,
nas décadas finais do século XIX, a no¢do de grupos de transformagdes continuos
com o0 objetivo de unificar e estender varios métodos de obtencdo de solugdes de
equagoes diferenciais. Um grupo de simetrias de Lie para equagdes diferenciais sao
transformagdes que mapeiam qualquer solu¢do de uma equacéo diferencial em outra
solucdo da mesma equacgdo, deixando-a invariante pela agdo do grupo. Tais grupos de
simetrias dependem apenas de parametros continuos e consistem em transformagoes
agindo no espaco de varidveis independentes e dependentes.

As leis de conservagdo associadas a uma equagdo diferencial sdo de grande importan-
cia para entendermos o comportamento do fendémeno descrito pela equagdo. De acordo

com [1], algumas caracteristicas que as leis de conservacdo apresentam séo:

descrevem quantidades fisicas conservadas;

¢ sdo importantes para investigar propriedades de solugdes e integrabilidade;

sdo usadas na andlise de estabilidade e comportamento global de solugdes;

® checam a acurdcia de solucdes via métodos numéricos;
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¢ sdo fundamentais no estudo de uma dada equagdo diferencial, no sentido de que

se aplica a qualquer condigdo inicial e/ou de contorno dadas.

Assim, é de grande interesse que possamos conhecer leis de conservagdo vinculadas
a uma determinada equacdo diferencial. No entanto, nem sempre é facil ou trivial
obté-las.

Nesta tese, nosso objetivo é obter as simetrias de Lie e leis de conservagdo das
equacdes de Novikov [25] com ndo linearidades quadraticas. Em particular, neste texto
vamos enfatizar as equagoes (3), (4) e (5).

Aqui faremos alguns comentarios sobre os célculos apresentados neste trabalho.
Embora seja completamente vidvel seguir os procedimentos algoritmicos descritos para
encontrar simetrias de Lie e leis de conservagdo para nossas equagdes, esses cdlculos
podem se tornar dificeis de manusear para problemas envolvendo equagdes diferenciais
parciais de ordem superior ou sistema de equacdes diferenciais. No entanto, podemos
usar recursos computacionais para nos ajudar nesta parte. Em nossos célculos utilizamos
duas ferramentas computacionais para nos auxiliar na verificagdo dos resultados: o
pacote computacional SYM [15] desenvolvido para o software Mathematica e 0 GeM
[7—-11] desenvolvido para o software Maple. Mais detalhes sobre essas ferramentas
podem ser encontrados em [7—11, 15].

Para uma melhor compreensao do texto e identificagdo das contribuig¢des, todos os
exemplos apresentados neste trabalho sdo originais e sdo fruto do desenvolvimento da
tese. Nossos resultados serdo chamados de Teorema, enquanto Proposicao se refere a

resultados estabelecidos na literatura. Estruturamos esta tese da seguinte maneira:

* No Capitulo 2, apresentamos as no¢des necessarias para a compreensdo basica
da teoria de simetrias de Lie, bem como o procedimento algoritmico para que
possamos obter geradores de simetrias de Lie para uma EDP. Apresentamos
também como encontrar o grupo de transformacdes a um parametro conhecendo
um determinado gerador de simetrias aplicando o primeiro teorema fundamental

de Lie ou séries de Lie;

¢ No Capitulo 3, classificamos todas as simetrias de Lie relacionadas com as equa-

coes (3), (4) e (5);

¢ No Capitulo 4, utilizando geradores de simetrias de Lie, construimos invariantes

e por meio destes obtemos solugdes particulares, chamadas de solucdo invariante
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de uma EDP. Além disso, construimos o sistema 6timo para base de geradores de
simetrias da equacdo (3) que também engloba as bases de geradores de simetrias

das equagdes (4) e (5);

¢ No Capitulo 5, introduzimos no¢des bésicas sobre leis de conservagdo. Também
definimos a no¢do de multiplicadores, tais multiplicadores foram fundamentais
para construgdo das leis de conservagado associadas com as equagdes (3), (4) e (5)
que sdo apresentadas neste capitulo. Ainda apresentamos neste capitulo algumas

quantidades conservadas relacionadas com as equacgdes;

¢ Por fim, fazemos nossas consideragdes finais no Capitulo 6.
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Neste capitulo apresentaremos uma introducdo a teoria de simetrias de Lie que

fornecerd os alicerces para construcdo das propriedades estruturais das equagdes

Mt - utxx - 32uux + 8uxuxx + Suuxxx - 2uxxuxxx = O, (6)
ut - utxx - 16””x + 8uxuxx - zujzcx + 4uuxxx - Zuxuxxx = 0 (7)

e
Mt - utxx - 41/[1/[3( - Zui - zuuxx + 6uxuxx + zuuxxx = 0. (8)

Para tanto, iniciaremos com algumas definices.

2.1 GRUPO DE TRANSFORMAQ@ES DE LIE A UM PA-

RAMETRO

O embasamento tedrico do que apresentaremos daqui em diante pode ser encontrado
nas referéncias [1,4,21-24,26]. Outras referéncias sobre simetrias, em lingua portuguesa,

podem ser encontradas nas teses [3,13,17,28].

Defini¢ao 2.1. Um conjunto G ndo vazio munido de uma lei de composicio ¢ : G x G — G ¢é

dito ser um grupo, e denotado por (G, @), se satisfaz aos seguintes axiomas:

1. (Associatividade) Se a, b, ¢ € G, entdo ¢(a, p(b,c)) = ¢(¢(a, b), c);

2. (Elemento identidade) Existe um iinico elemento e € G, tal que se a € G, entdo ¢(a,e) =

ple,a) =a;

3. (Elemento inverso) Dado qualquer elemento a € G, existe um iinico elemento inverso

a~' € G tal que (a,a V) = p(at,a)=e.
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Por exemplo, (R, +) é um dos grupos mais triviais e que serd de grande importancia
no que se segue.
Agora definiremos grupos de transformagdes com relagdo a um parametro real e,

posteriormente, um grupo de transformagdes de Lie a um paradmetro.

Definigdo 2.2. Sejam x = (x',x2,---,x") € Q C R" e um pardmetro e € I C R. O conjunto
de transformagoes
x:OxI—0

(x,€) — x = X(x;¢),
definido para cada x € Q), com ¢ : I x I — I definindo uma lei de composigdo, é dito ser um

grupo de transformagoes a um pardmetro em () se:

1. Para cada € € [ fixado, a transformagio X(x; €) € bijetora em C);
2. O par (I, ) é um grupo;

3. Para cada x € ), X = x quando € = e, no qual e representa o elemento identidade de I,
isto é,

X = X(x;e) = x;
4. Sex = X(x;¢) e X = X(x; ), entdo

X = X(x; (e, 9)).

Definic¢do 2.3. Um grupo de transformagdes a um pardmetro é chamado de grupo de trans-
formagoes de Lie a um pardmetro se, adicionalmente as condi¢des da Definigdo 2.2, tivermos

que:
1. € é um pardmetro continuo, isto é, I C R é um intervalo;
2. X é infinitamente diferencidvel com relagio a x € () e é uma fungdo analitica de e € I;
3. @ é analitica.
Exemplo 2.1. Sejam (¢, x,u) € Q) C R3 e e € R. Temos que
(t,x,u) = X((t,x,u);e) = (t, x+e,u) e (t%,u)=X((t x,u);e) = (te*, x, ue™%)

sdo grupos de transformagdes de Lie a um pardmetro de translagdo e dilagdo, respectivamente.
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2.2 TRANSFORMAQ@ES INFINITESIMAIS

No intuito de apresentar alguns resultados e defini¢des vamos considerar que
X = X(x;¢) (9)

é um grupo de transformacgdes de Lie a um pardmetro com elemento identidade ¢ e lei
de composicdo ¢. Assim, expandindo (9) em série de Taylor com respeito ao parametro

e em torno da identidade até a primeira ordem, obtemos:

T=x+ (axgg,- ? 826) (e — )+ O((e — e)?).
0X(x;¢)

de L:e

Fazendo ¢&(x) = temos que a aproximacdo linear
x—Xx=x+¢(x)(e—e)

é denominada transformagdo infinitesimal do grupo de transformagdes de Lie a um

parametro, sendo &(x) = (&'(x), &2(x), - - -, &"(x)) chamado de infinitésimo.

Exemplo 2.2. Sejam (t, x,u) € Q C R® e e € R. Considere o sequinte grupo de transformagoes

de Lie a um pardmetro:
(£,%,7) = X((t, x, u);€) = (e + 6 — 1, x+ ¢, —e X2 4 o7 2X7€ 4 yyo¥), (10)

Perceba que no grupo de transformagdes (10) o elemento identidade é e = 0 e, consequentemente,

a lei de composicio é @(a, b) = a+b. Os infinitésimos associados a este grupo sio

o(tef +ef — 1) d(x +e¢)
1 =-— = 2 = =
¢H(t,x,u) = 5% 0 t+1, ¢°(t, x, u) 56 leco 1
e
a(_e—Zx—Zs + €—2x—s + ue—s) 3
3 _ _ 2x
g (t, X, u) = Oe 0 =e u.

Em (10), se fizermos e® = A vamos obter o grupo de transformacoes de Lie a um paridmetro
(£ x,0) = X((hx,uA) = (AMt+1) — Lx+In A A e 2 +u) — A% ), (11)

com A € R}. Note que o elemento identidade desse grupo é e = 1, logo, a lei de composigdo é

¢(a, b) = ab. Além disso, os infinitésimos relacionados com (11) sdo

OA(t+1)—1) ox+InA)
1 _ _ 2 — SRS =
¢t x,u) = ) A=1—t+1,(§(t‘,x,u)— ¥ -
e

53(15 %) = oA 1™ % +u) — A 27 %) -

oA A=1
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Veja que os infinitésimos do grupo (11), que tem lei de composi¢do multiplicativa,
sdo exatamente os mesmos do grupo (10), que possui lei de composi¢do aditiva. Mas,
isso seria apenas uma coincidéncia? A resposta é que isso ndo acontece por acaso.
A justificativa serd dada pelo préximo resultado, que mostra ser sempre possivel
(re)parametrizar um dado grupo de transformagdes de Lie a um pardmetro, com lei de
composi¢do nado aditiva, em termos de um parametro 7 € I tal que a lei de composicao

passe a ser aditiva, isto é, ¢(a,b) =a+D.

Proposicao 2.1 (Primeiro Teorema Fundamental de Lie). Existe uma parametrizagio t(e)
tal que o grupo de transformagdes (9) é equivalente a solucdo de um problema de valor inicial

para o sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem:

ax . _
- = X ,
=e® .
x(0) = x.
Em particular,
£
(e) = / T(t) dt,
e
em que
_ 9¢(a,b)
I(e) = ob  l(ab)=(c—1,¢)
e
I'e) =1.
Demonstragio. Veja [4], pagina 37. O

Exemplo 2.3. Considere o grupo de transformagdes de Lie a um pardmetro
(£,7%,7) = X((,x, uA) = AME+1D) — L x+In A, A7 (e 2 +u) — A2 %),

com A € RY. Vimos no Exemplo 2.2 que este grupo tem como elemento identidade e = 1, lei
de composigio ¢(a, b) = ab e os infinitésimos associados sendo os mesmos que do grupo (10). E

isso estd acontecendo porque podemos, via Proposicdo 2.1, reparametrizar o grupo (11) e obter

o grupo (10). De fato, os elementos identidade e inverso do grupo (11) sdoe=1e A~! = T
respectivamente. Logo, pela Proposigio 2.1, temos que

9¢(a, b) N Y (13)

I'(A) = =
) ob  l@b=A-1,1) A




2.3 GERADORES INFINITESIMAIS

Usando (13) obtemos que

T(\) = /1 ! % de = In(e) SjA —In(A) = A =", (14)

Com isso, de (14) podemos reparametrizar o grupo de transformagdes (11) e obter o grupo de

transformagoes
(t,%,7) = X((t, x,u);T) = (te"+e* —1,x+T,—e 2 2T 4 2 Thye )
que é exatamente o grupo de transformacdes (10) cuja lei de composicio é ¢(a,b) = a +b.
Além disso, o Teorema Fundamental de Lie mostra que:

* as transformagodes infinitesimais possuem informagédo essencial para a determina-

¢do do grupo de transformacdes de Lie a um parametro;

e as transformacoes (9) definem um fluxo estaciondrio dado por (12), e reciproca-
mente, qualquer fluxo estaciondrio dado por (12) define um grupo de transforma-

¢Oes de Lie a um parametro.

2.3 GERADORES INFINITESIMAIS

Apoiados pela Proposi¢do 2.1, daqui em diante, assumiremos que um grupo de
transformagdes de Lie a um parametro é parametrizado de modo que sua lei de
composicdo seja @(a,b) = a+b, o que implicaem ¢! = —¢, e = 0 e ['(0) = 1. Dessa forma,
em termos dos infinitésimos ¢(x), o grupo de transformacgdes de Lie (9) é totalmente

descrito pelo problema de valor inicial

ax _
E - g(x)/
x(0) = x.
Definicao 2.4. O operador diferencial
n . a
X =X@= Y &5, (15)
i=1 x
l. X' (x; ) ) o -
em que ¢'(x) = 5 | © chamado de gerador infinitesimal do grupo de transformagdes de
&=l

Lie a um pardametro (9).
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Seja F : R" — R uma fungdo diferencidvel. Entdo aplicando o operador dado por (15)

em F, temos
n
0
XF(x) = Zé”(x)ﬁF(x)
i=1 x
Em particular,

no o) no
X = ) 8= = Y2l e = 6(x).
i=1 i=1

Proposicdo 2.2 (Série de Lie). O grupo de transformacoes de Lie a um pardmetro (9) é

equivalente a

— _ X € € 2, ek k
X=X x=x+eXa+ - Xx+ = (1+eX+ =X )x=) —X%,
2 2 2

em que X é o operador definido em (15) e o operador Xk = XXk-1 k € N, sendo XOF(x) = F(x)

para qualquer fungio diferencidvel F(x).
Demonstragio. Veja [4], pagina 41. O

Note que as Proposigdes 2.1 e 2.2 fornecem duas ferramentas equivalentes para
encontrar explicitamente um grupo de transformagdes de Lie a um parametro. De

maneira mais clara:
1. por meio da solugdo explicita do problema de valor inicial (12);

2. expressando o grupo por meio da chamada série de Lie dada pela Proposigao 2.2

que é construida a partir do gerador infinitesimal (15).

Além disso, elas caracterizam univocamente um grupo de transformagdes por meio de

seu gerador infinitesimal.

Exemplo 2.4. Considere o seguinte gerador infinitesimal
(16)

definido em R3, com coordenadas (t, x, u). Encontraremos o grupo de transformacdes de Lie a

um pardmetro associado com o gerador infinitesimal (16) utilizando as Proposigdes 2.1 e 2.2:
1. Note que do gerador infinitesimal (16) obtemos que &(t, x, u) = (1,1, ¢?*), logo
dt

%zlzjdf:dg::}f:8+C0, (17)
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em que cqy é uma constante, com relagio a €, a ser determinada. Assim, pela condigdo inicial
t(0) = t, obtemos t = t +&.

Para varidvel X, de modo andlogo a (17), obtemos X = x + €. Por outro lado, para varidvel
u, temos que

du = oy _ 1

o er — 62x+2£ s e Zxdu — estS S 7 = _62x+2£ +€2xC1,

de 2
em que c1 é uma constante, com relagio a €, a ser determinada. Com isso, pela condigdo

inicial u(0) = u, obtemos

2x+2¢ 1 2x
4 — —e .
2

ﬁ—u+1
B 2

Portanto, pela Proposigio 2.1, temos o seguinte grupo de transformagoes de Lie a um

pardametro:

_ 1 1
(t,x,1) = X((t, x, u);€) = (t +e,x+e U+ 562x+25 — Ee”‘) : (18)

. Agora vamos utilizar a Proposigdo 2.2. Para tanto, facamos

(t,%,7) = eX(t, x, u) = (€Xt, e Xx, eXu).

Consequentemente,
(i)
Xt=1= X*t=0=e"t=t+g
(ii)
Xx=1= X’x=0= ¢Xx=x+g
(iii)

Xu = %,
X2u = X(e**) = 2%,
X3u = X(2e%%) = 226%%,
X4L[ — X(2262x) — 23€2x,

Xku — X(2k72€2x) — zkfler.

11
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Logo,
€2 3 ek
eEXu:u+sezx+2Ee2x+223. e 442k 1k! X4
2x e o8 —r
=u+e s+25+2§+ 42 H+---
=u+e? (sz 12 ) = (Z (28)k>

2% 1
:u+%(62£—1):u+§e —5
Portanto, de (i), (ii) e (iii) obtemos o sequinte grupo de transformagdes de Lie a um
pardmetro:
T 5 77 1 2x+2¢ 1 2x
(t,x,u) = X((t, x,u);e) = t+e,x+e,u+§e —Ee . (19)
Perceba que a partir do gerador infinitesimal (16) e usando as Proposi¢des 2.1 e 2.2
obtemos o mesmo grupo de transformagdes (18) e (19). Além disso, do grupo obtido

podemos retornar para o gerador infinitesimal (16). De fato,

C(t,x,u) = M

e=0
=(1,1,¢*),

J (t+e X+eu+ 162"+2€ — 1ez")
88 2 e=0

2

0 que implica em

2.4 FUNCOES INVARIANTES

Definicao 2.5. Uma fungio infinitamente diferencidvel F(x) definida em um aberto () C R" é

invariante sob um grupo de transformacoes de Lie (9) se, e somente se,
F(x) = F(x), onde x = X(x;¢).

Se F(x) é uma fungdo invariante por (9), entdo a chamamos de um invariante do grupo de

transformagoes (9) e F(x) € dita ser invariante com relagdo a (9).
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Proposicao 2.3. A fungdo F(x) é invariante com relagdo a um grupo de transformagoes de Lie a

um pardmetro (9) se, e somente se, XF(x) = 0.
Demonstragio. Veja [4], pagina 43. O

1
Exemplo 2.5. Seja F : R® — R definida por F(t,x,u) = u — Eezx. Consideremos o gerador

infinitesimal (16) e o grupo de transformagoes de Lie a um pardmetro (19). Entdo,

_ 1 = 1 1 1 1
F(t,x,u)=1u — 562’“ =u+ Eezx+2£ — Eezx - 562“28 =u— Eezx = F(t, x, u).

1 _ _ .
Portanto, a fungio F(t,x,u) = u — Eezx é invariante com relacdo a (19). Além disso,

XF(t,x,u) = %P(t, X, u) + %F(t, X, 1) +ez"%F(t, x,u) = —e?* +e* = 0.

2.5 TRANSFORMAQC)ES ESTENDIDAS

Sejam x = (x!,x2,--+,x") € Q C R" e u = u(x) € R. Considere o grupo de transforma-

¢oes de Lie a um parametro
x* = X(x,u;¢), u* = U(x,u;e), (20)

atuando no espaco de n + 1 varidveis (x,x2,- -, x™, u), com x representando as varidveis
independentes e u a varidvel dependente.
Seja aku, com k € IN, o conjunto de todas as derivadas parciais de ordem k da varidvel
u em relagdo a x. Utilizaremos a seguinte notagdo para representar as derivadas parciais
de ordem k de u:
B oku
Hirk i 1T 5 gtz - 9

com ij=1,2,---,n e j=1,2,---,k

Dada uma equacdo diferencial parcial E = E(x, u, du, u, -, aku) =0, de ordem k,
um grupo de transformacoes de Lie (20) associado com a equagdo diferencial E = 0
mapeia qualquer solugdo u = ¥(x) de E = 0 em outra solugdo u = (x;¢) da mesma
equagdo, de modo que as transformagdes (20) deixem a equagdo diferencial E = 0
invariante.

Uma vez que estamos interessados na invariancia da equagao E = 0, naturalmente

nos deparamos com o problema de estender a atuagdo do grupo de transformacdes

13
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(20) no espago (x,u) para o espago (x, u,ou,9%u, - --,0%u) de modo que o grupo de
transformagdes obtido continue transformando solugdes da equacédo diferencial parcial
E = 0 em outras solu¢des da mesma equagdo. De maneira andloga, podemos pensar
no prolongamento das transformagdes infinitesimais correspondentes ao grupo de
transformacdes de Lie. Verificaremos que tais extensdes sdo fundamentais para obtermos
o grupo de transformagdes de Lie a um parametro de uma equagédo diferencial E = 0.
Faremos a exposigdo do processo para tais prolongamentos. Para tanto, tomemos o
grupo de transformagdes de Lie a um parametro (20).

Pela Defini¢do 2.2 as transformagdes (20) sdo bijetoras em algum dominio D do
espaco (x, u) e assumiremos que também sejam k vezes diferencidveis em D. Assim, as

transformagdes (20) preservam as condi¢des de contato

du dudx,

(21)
doFYu = fudx,

em algum dominio D do espaco (x, u, du, u, -, aku) se, e somente se,

du* = ou*dx®,
(22)

doFly* = okurdx*,

em algum dominio D* do espago (x*, u*, ou™, 2u*, - -, oku*).

De modo a expressar explicitamente as condi¢des de contato vamos definir

. ou . ou* B ou
N T et X

Daqui em diante assumiremos a notagdo de Einstein para soma sobre os indices

repetidos, ou seja, as condi¢des (21) sdo reescritas como

du = wu;dx’,

(23)
ui1i2"'ik71jdx]’

duiliz"'ik—l

comi;j=1,2,---,nel=1,2,---,k—1. De maneira andloga, obtemos as representacdes

de soma para (22).
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Definicado 2.6. Seja F = F(x,u,0u, %u, - -, 0Fu) uma fungdo, em que u = u(x) é suficiente-
mente diferencidvel. Dizemos que F é uma fungdo diferencial se F é localmente analitica, isto é,
pode ser expandida localmente em série de Taylor em cada uma de suas varidveis. A maior ordem
das derivadas que aparecem na fungdo diferencial é chamada ordem desta fungio. Denotaremos

por A o espaco vetorial de todas as fungdes diferenciais de ordem finita.

Definicdo 2.7. Dada uma fungdo diferencial F(x,u,du, - - -, oku) de ordem k, a derivada total

de F, denotada por D;F, é dada por

oF oF oF oF
DiF(x, 1,9, -+, 0U) = —— + i + Ujjm— + + + Uiy =, 1=1,2,+ 1.
iF(x,u,du u) o Ulis +””auj +o A Ui, Y i n
O operador
Di:i J - J i=12,---,n (24)

b U+ Ujie— e U
ox! "ou Z]au]' thtzin auiliz...in’

é chamado de operador de derivagdo total.

Nossa intengdo é obter a transformacgdo prolongada
u;‘ = Uj(x,u,du;e), j=1,2,---,n.

Observe que do grupo (20) e de (23) conseguimos os seguintes diferenciais

oxXl . oX/ oxXl . oX/

dx*l = dx/ = i dx' + E» du = ¥ dx' + 5 u;dx!
= %}jdxi +ui%—)5dxi = (%ii] + ui%—}f) dx'
- (D,-xf) dxi (25)
e, analogamente,
du* = dU = (D;U) dx'. (26)

Além disso, das condi¢des de contato temos que
du* = ou*dx* = ujdx"/ = udx’. (27)
Entdo, de (25)-(27) concluimos que

DU = U (Din) Li=1,2,---,m. (28)

15
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Seja a matriz A, n x n, tal que

D;X' ... DiX"

D,X' ... DuX"
Assim, como A é invertivel, segue que

ui‘ U D,u
Sl=] s | =AT : . (29)
U, D,U

*
ui’l

Desta forma, obtemos o prolongamento do grupo de transformagdes (20) para o grupo
de transformacoes

x* = X(x,u;¢),

u* =U(x, u;¢),

ou™ = ol(x, u,du;e),

em que ou* = (uj, uy,---,uy)e u]*f, j=1,2,---,n,édado em (29).
De modo geral, obtemos o k-ésimo prolongamento do grupo (20) para o espago

(x,u,du,-- -,8ku) dado por

x* = X(x,u;¢),
u* =U(x,u;¢),

ou™ = ol(x, u,du;e),

oFu* = ol(x, u,ou, - - -, u; €),

em que as componentes de 9*u* sdo determinadas por (29) no caso k = 1 e para k > 2

por

u; U; D1U;

iqip-+ig 11 1i2ig11 1027 ik 1
: . -1 .
- - : =4 : : (30)
Wiiyig_qn u1112"'1k—1” DyUiyip Ik—1

comi=1,2,---,k—1,1=1,2,--- ,k—1ek > 2.
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De maneira andloga ao prolongamento do grupo de transformacgdes de Lie a um
parametro (20), podemos prolongar as transformagoes infinitesimais associadas a este

grupo. De fato, em termos de infinitesimais podemos representar o grupo (20) como

x* = X(x, u;€) = x + el(x, u) + O(?),

\ > (31)
u' =U(x,u;e) =u+en(x,u)+0(),
atuando no espaco (x, 1) e com gerador infinitesimal
X = &i(x, u) +17(x u) ,i:1,2,---,n. (32)

O k-ésimo prolongamento de (3 1) é dado por

x* = X(x,u;€) = x +e&(x, u) + O(e?),

u' =U(x,u;e) =u+en(x,u)+ O(e?),
uj = Uj(x,u,0u;€) = u; + snfl)(x, u, 9u) + O(e?),

ufr . =U;

iy iy (X, U, 00U, - - - oku; €) = Uj...i, +€1711 0 (x,u,0u, - -+, 0%u) + O(%),
emquei=12---,ni=12---,ncoml=1,2,---,kek > 1. E o k-ésimo prolonga-

mento de (32) é

d d d
k) _ @ (k) k
x (k) = (x u) +17(x u)ﬁ +17,7(x, u,au)a—ui R/ (x, u,ou, - - -, oku) .
(33)
Os infinitésimos prolongados 7® sdo obtidos a partir do seguinte resultado:
Proposicdo 2.4. Os infinitésimos prolongados satisfazem as relagoes de recursio
1 ,
1" = Dinp — (D&,
k) _ (k 1) '
i, = Dittjy i — (Diguiy iy,

emquei=1,2,---,n,4=1,2,---,n,coml=1,2,--- , kek > 2.
Demonstragio. Veja [4], pagina 67. O

Exemplo 2.6. Considere o gerador infinitesimal (32) com os infinitésimos sendo fungoes dife-

renciais dependentes das varidveis t, x e u. O prolongamento de terceira ordem desse gerador é

@G_ad a9 0 09 ®d @9 @9 o 0
X = G Gy H gyt gy, T g ke gy e gy g, —
e &) ©®) &)
77ttt au thtau Utxxau by Wxxxa Uy
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e os infinitésimos prolongados obtidos por meio da Proposicdo 2.4 sio

’7?) = Dy — utDi&" — uy Dy

= e+ (u — Eur — EFux — Eu? — Elupuy,

77;1) = Dx77 - uthgt — uxngx

=+ (u — E9ux — Chue — Eu — uguy,

77§t2) = Dt’7§1) — up Dy — 1y D&
= Nt + (277tu - Cit)ut - ngux — ZCfuT/ltux + (77uu - 26514)”% - Cﬁuuxu% - C;uu?

+ (1 — 28Ny — 3E upty — Exuptny — 28 upy — 285wy,

72 = Dyt — uyDyg! — g Dy
= e + (xu — Eh e + (e — Er)thx — Copti? + (uu — Ehy — EX sty — &2
- ‘:i:u”xug - ‘:iu”t”i + (’7u - éi - C;C)”tx - Zgiututx - 2(:i”x”tx - ‘:?”xx

— gty — gy — E uuy,

773(c2x) = Dxﬂgcl) - uxthgt - uxxDxéx

(35)

(36)

(37)

(38)

= Mxx + (27795“ - éc;x)ux - é;xut - Zéiuutux + (UMM - 26§u)7’l?c - Ciu“tui - éiuui (39)

+ (77u - 2C§)uxx - 3giuxxux - C;uxxut - Zgiutx - Zgzutxux;

n%) = Did — i Di&! — g D"
= Tttt + (Mtru — Chae) e — Clygth — 3 thsttoe + (Mt — 38t )47 — 3Ehyuxllf
+ (s — 34 U7 + Btu — 3&he s + 3w — 94, usuisr — 3 iy
— B8 fuex — 68 rthex — Gttty — Sl Ut — 6 Ui — ooy Urthlhse
- 3Cﬁu”%utx - 3Ciu%t — B¢ Uttt + (M — 3€£)uttt - 4§Zututtt — Couthxltt

— 3¢ uprx — 3C; Uslhprx,

(40)
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77;,3{1 = Dmﬁﬁ) — Ut DeE — g D&
= Ntx + (2Nt — gitx)ut + (et — G )y + (Mxuu — deu)u% - Cftu”?c
+ @ — St — 28ttt + O — 2t — S Uit — 2813
+ (20— Gt — 285 iy + 0w — 481, — 285, ettex — AT Ui — Ciythay
— 285 Uit + (N — de)”tt + (uw — 284y — Ex)uatter — Sty

guuuuxut C:v(uuu - 3€ftuu%ufx - 4§§uutuxutx - éﬁuu?uxx - 3§;uutuft

(41)

— 3¢l iy — (fuuuxutt — 3¢ upusy — Ex iy — 28503, — Eu — Euyugy

+ (1u — 261 — EVupry — 3E usthpry — 28 Uty — 28  Upxy — 28 Uplhpyy,

Wt(il Dxnﬁ) — Upxt D& — gy Dy
= Hexx + txu — Cv) o + (ooxu — Chn )it + (s — ZCfxu)”?c - C;xuu%
+ (2w — G — 28 b et + (T — 285 — Gl WUt — 28 x107

+ 1w — Ty — 281 thex + fuu — 485 — 28k uxthty — 4G Uethex — Crxhnt

- 2€§cuuxutt + (17tu — 28t )t + (uu — 283y — (ﬁu)ut”xx - gfuu”?c (42)

- Cﬁuu”tui - CLuu“?“i - 3Cf¢u”§”tx — 4G Uy Upx — giu”i”tt — 3G utxlxx

— B8 utttxllyy — éiuu%”xx — 38y ttxlyx — dt“tt”xx - ZGZu?x — Gt Uxxx

— Entpttax + (Tu — 285 — ED)Uexx — BE ittty — 28Uty — 285101

t
— Zéuuxutbw

79 = D3 — thxxi D! — thxx DxC
= Naxx + BMxxu — Ch)lhx — Coxalt — BChy it + (B — 38y, i3
= B8ttt + (uu — 385a) U3 + B — &3 thox + (B — 985, Vbt
- 3§§cuut”xx - 3C§cxutx - 6‘:§cu”xutx - gfmuutui - Ciuuui - 6Ciu”92c”xx

- 3Ciuut”x”xx - 3Ci¢u“§”tx - 3Cﬁ”§x - 3Ci”txuxx + (1y — 3G ) txxx

(43)

- 4Czuxuxxx - g;utuxxx - 3€;utxx - 3€Zuxutxx/

Exemplo 2.7. Considerando o gerador infinitesimal X = t% —u aa temos que &' =t, ¥ =0e

1 = —u. Logo, das expressoes (35)-(43), obtemos
nfl) = —2uy, 17(1) = —tix, 1) = —Bus, N = —2p, 157 = —lxx, Mg = b,

3 _
”txt —3ulsty, ntxx = —2Utxx, Nxxx = —Uxxx,

19
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implicando que o prolongamento de ordem 3 desse gerador é:

0 0 0 0 0 0 0 )
XO) =2 oy oy e By — QU — U — Ay ——
ot You Mow, T Mown  Maun T Moun "Youn. MM Oun
_ 3u i _ Zu L —Uu L
ttx autxt txx a”txx XXX a it

2.6 INVARIANCIA DE UMA EDP

Nesta segdo apresentaremos as condi¢des para que uma equacao diferencial parcial

E(x,u,0u,0%u, - --,0u) =0 seja invariante. Inicialmente seguimos com a definicdo:

Definicao 2.8. Uma equagio diferencial parcial E(x,u,ou, u, - -, aku) =0, comEc€ A,é

invariante com relagdo ao grupo de transformagdes de Lie a um pardmetro (20) se, e somente se,

E(x*, u*, ou*,0%u*, -+, 0u*) =0 quando E(x, u,ou,0%u, - -+, u) =0

Um grupo de transformagdes que satisfaz a Defini¢do 2.8 é chamado de simetria de
Lie da equacdo E = 0. Note que a Defini¢do 2.8 mostra que a invaridncia da equagdo
E =0 com relagdo ao k — ésimo prolongamento do grupo de transformacdes (20) mapeia
qualquer solugdo u = ¥(x) de E = 0 em outra solucdo u = (x; ¢) da mesma equacado sob
a acao deste grupo.

O préximo resultado, juntamente com os que ja foram estabelecidos, nos fornecera as
ferramentas necessdrias para que possamos obter os geradores de simetrias associados
a uma dada equacdo diferencial parcial gerada por uma funcdo diferencial. A partir de

agora assumiremos que a equacdo E =0 é tal que E € A.
Proposicdo 2.5 (Critério infinitesimal para invariancia de uma EDP). Seja
X = &(x, u) +17(x u)—
o gerador infinitesimal do grupo de transformagoes de Lie a um pardmetro x* = X(x,u;€), u* =
U(x, u;e) e seu k — ésimo prolongamento dado por

® _ mo . @ 0 ® 9
X _X+771 aul 771] 8u1]+ 7711 lkauzl lk,

emquei=12,---,n14=12,---,n1=1,2,---,k. Entdo, esse grupo é admitido pela

equagdo diferencial parcial E(x, u,du, u, -, aku) = 0 se, e somente se,

X(k)E(x, u,0u,d%u, - - -,aku) =0 quando E(x,u,du, u, -, aku) =0. (44)
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Demonstragio. Veja [4], pagina 164. O
Exemplo 2.8. Considere a equagido diferencial parcial (6) escrita na forma
E(t, x, u, U, Uy, Uy, Utxx, Uxxx) = Ut — Upxy — 32Uly + BUyUyy + BUllyxxy — 2Uyxlixxx = 0

e o gerador infinitesimal

0 0
X =t — U (45)
Para verificarmos se a equagio (6) admite (45) como gerador de simetrias precisamos estendé-lo
até a terceira ordem, jd que a equagdo (6) € de terceira ordem, e aplicar a Proposi¢do 2.5. Sendo

assim, facamos inicialmente algumas observagoes:

1. o gerador (45) prolongado até a terceira ordem é dado no Exemplo 2.7;

2. a equagdo (6) possui dependéncia apenas de t, x, U, Uy, Uy, Uxy, Uty € Uxxx. L0OZO,
precisamos utilizar apenas os infinitésimos prolongados 17?), 17;(61), ny(czx)/ Ufi)x e ng})x do

Exemplo 2.7.

Com isso, teremos que

0 0 0 0 0 0 0
X =t o —2up—— — Uy — U —— — QU ——— — —
at uau utaut ux aux uxx auxx utxx autxx uxxx auxxx (46)
Agora aplicando o gerador (46) na equagdo (6) ficamos com
oE oE oE oE oE oE oE
XOFE = t— —t— — 2uy— — Uy — Uy — Uy ——— — —
at uau Mt aut ux aux uxx auxx utxx autxx uxxx auxxx

= _u(_32ux + Suxxx) - 2ut - I/lx(—32M + Suu_xx) - uxx(8ux - Zu_xxx) + Zutxx
— Uxx(8U — 20 xx)
= —2(Mt - utxx - 32uux + Suxuxx + 8uuxxx - zuxxuxxx)

= —2E
De onde concluimos que
3
X( )E(tl X, U, Ut, Uy, Uxx, Utxx, uxxx) =0 quﬂndo E(t, X, U, Ut, Uy, Uxx, Utxx, uxxx) = O/

satisfazendo a Proposigdo 2.5. Consequentemente, o gerador infinitesimal (45) é um gerador de

simetrias da equagdo (6).
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No Exemplo 2.8 verificamos que conhecendo um gerador, fazemos seu prolonga-
mento até a ordem da equacdo diferencial parcial analisada, aplicamos o gerador
prolongado nesta equagdo e com auxilio da Proposi¢do 2.5 podemos verificar se o
gerador prolongado de fato é um gerador de simetrias da equagéo.

A questdo que surge é: Como encontrar tais geradores de simetrias para uma
equacdo diferencial parcial? A resposta é utilizarmos a ida da Proposigdo 2.5, ou seja,
considerando que temos uma equagdo diferencial parcial E(x, u, du, u,- -, aku) =0de
ordem k tomamos um gerador geral como (32) e fazemos o seu k — ésimo prolongamento
obtendo (33). Pela Proposicdo 2.4 obtemos os infinitésimos prolongados até a k — ésima
ordem.

De posse desses resultados podemos aplicar o critério de invariancia (44) na equagdo
E = 0 e obteremos um sistema de equagdes lineares sobredeterminado em que os
coeficientes sdo compostos pelos infinitésimos do gerador (32) e suas derivadas. A
solugdo do sistema nos conduzird a todos os geradores de simetria de Lie da equagdo
E = 0 e, por isso, as equagdes envolvidas no sistema encontrado sdo chamadas de
equagdes determinantes do gerador de simetrias admitido pela equagdo. No préximo

capitulo apresentaremos tais procedimentos para as equagdes estudadas nesta tese.
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Neste capitulo aplicaremos as ferramentas obtidas até aqui nas equagdes que foram
estudadas no decorrer da construgdo desta tese. Para estas equagdes temos (¢, x, u) € R3,
em que t, x sdo as varidveis independentes e u = u(t, x) a varidvel dependente. Logo,
um gerador infinitesimal de simetrias para uma equagdo com varidveis independentes ¢

e x, e variavel dependente 1, é da forma

d d d
X = Ct(tl X, u)g +€x(t/ X, u)a +77(t1 X, u)@ (47)

Assim, para obtermos os geradores de simetrias de Lie é necessario determinarmos
os infinitésimos & = ¢i(t, x,u), &° = &¥(t, x,u) e n = y(t, x,u). Para tanto, aplicaremos
a ida da Proposigdo 2.5. Em primeiro lugar vamos considerar a equagdo diferencial
parcial (6)

E =u; — Upyy — 32Uty + 8UyUyy + Uty — 22Uy Uyxx = 0.

Observe que esta equacao é a do Exemplo 2.8. Entdo, o prolongamento do gerador

(47) até a terceira ordem é dado por

d d d d d
X0 - x ) 1) )] 3) 3)
L ouy B Oy T Ol i OlUpxx e auxxx’ (48)

em que os infinitésimos prolongados 1751), 77,(51), ﬂy(czx)/ USL e 173(53,23( sdo as expressoes (35),

(36), (39), (42) e (43), respectivamente.
Aplicando o gerador (48) na equagdo (6) obteremos

XOE = 7(—32uyx + 8yyx) + 1751) + 17,((1)(—32u + 8uyy) + 17%)(8143( — 2Uyyx) — ;75,3(;
+ 779(35),((811 — 2Uyy).

23
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Em (49), aplicando o critério de invaridncia
X®E =0 quando E =0,

vamos obter a seguinte equacgdo algébrica nas derivadas da varidvel u:

Nt — 32uny — Nxx + 8Ulxxx + (—xxu + SUEL + 285 + &1 — Sull )iy

+ (=321 + 811xx — 20 pxu + 24U xry — EF — B2UEL + &y — 8UEL,, — 32ult + 768u*E )u,

+ (817 + 24Uty — 61xxu — 8EX +3CF, — 72U, + 285 +8C1 — 384Ul ) xtiyy

+ (20w + 285, — 56UG), — 8Ty + Gy + 28 by — 24Ty Vst + ATk st + 28} 7y

+ (=67 — 24U + 68313 + (G + 28 + BUG tptbry + (G + G — 128300541

+ (81 — 20xx + &L — 8 + 8ult — 19202 F Yty + E tipstiny + 6FL 112, + 2F U1 U

+ (=41 + 285, — 8ulE — 19202 & Yusthyny + (=207 + 6% — 284 + 96Uyt yr + Ehpisy

+ (160 — N + 24Un xyy — GAUEE — 8EL, + 28F,,, — 24uls ., + 728uE Yu? + AZL usuuy

+ (81y — My + 24un vy — 2 yx + 285, — 24UEX Yy + (=20 + AET )P e + A5 gy
(e — 285+ 283, + Gl — 24U, + ) rthe + (8T, + 9OUT Nl + 28

+ (—61xuu — 8Gi; — 48Uy, + 633y, — 384U )uiiiny + (it — 24UGly, +6C .y, + 631 sty
+ (81w + 8ty — 1685, + iy — 24083, U3 + (—8C1y + Cipsy — BUCT V1L + Gl U7 1
(=20 + G + 280 — 28U8h gy + (=885, — UGy, )iy + A8y Uty + 285, UM

+ (=61 + 18EY, + 48E0 Yurui? + (=217, — 168 + 4EL, + 288, — 48ud. Yuuxitsy + 28 1ty
+ (=167, +3Gi, — 24uly, ) utiee + (=2 + 683U Ux + 4Gy Usthey + Cyy U thst

+ (3E% — 24ul + 6F Vigrtgy + (1285, +48F ) 212, + & 1P U + 28 uptipyy + 6FL Ut 1y
+ 68303 + 12F Uttt + 28 S e + 255 S e + 6 12 U1ty + 68 105502

- 126iluxu§xu_xxx = 0.
(50)
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Veja que os coeficientes da equacgdo (50) envolvem expressdes lineares com os infini-
tésimos ¢ = ¢i(t, x, u), & = &*(t, x,u), 1 = n(t, x, u) e suas derivadas. Desta forma, tal

equagdo nos fornecera o sistema de equagdes lineares sobredeterminado:

(320 + 81x — 2Wpxu + 24Ny — EF — 32uEE + &L, — Buly, — 32uét + 76812¢EL =0,
81y + 24Uty — 69xxy — 8EL + 35, — 72ull, +2E% . +8Z — 384ucl = 0,

— 20 + 283, — 56Uy — 88y + Sy + 26ty — 24UG1, = 0,

1672 — Moy + 2407y — 64UES — 8FL, + 287, — 24us,, + 728u>¢F =0,

Mt — 32Uty — Nexx + 8Ulxxx = 0, — Ty + 88Uy + 283 + Gty — 8ulhyy =0,

817 — 21y + &y — Uy +8ulf — 192u”E} = 0, =83, + Gipuy — 8UGy = 0,

81x — Neu + 24Uty — 20 xxx + 285 — 24uly, =0, —61yy — 24ul; + 683, =0,

—Huu — 28 + 283y + Gty — 24Uy + S = 0, =217 + 633 — 281 +96ul’ =0,
—60xuu — 833 — 48uC}, + 68y, — 384ug) = 0, —4ijy +26Y, — 8ug;; — 192u°F;, = 0,
BGiiu — 24UG 1y +6Cxy +6C1 = 0, 81fuu + 8Ulfuun — 1655, + Ciiyyy — 241C%,, = 0,
2 + G + 284 — 2485y = 0, 207 — 1685 + 483, + 28}, — 48uly, = 0,

3¢X —24ul! + 6L, =0, & +22L +8ull, =0, —61,, +18¢%, +48¢. =0,

—16¢;, + 383, — 24udy, = 0, 1283, + 485, = 0, =21y + 683y =0, &)+ 8iry =0,
—883, — Uiy =0, =21y +4E%, =0, 885 +96ul;, =0,

288 =0, Gl =0, 6Cuy =0, 283, = 0, 285, =0,

485, =0, 604, =0, 28, =0, &1y = 0, 484, =0, 287, =0,

285 =0, 483, =0, §1y =0, 1285, =0, 68, =0,

(26,,=0, =128, =0, &, =0, 42, =0, 4, =0, 2%, =0, 6} =0, 6, =0, —12¢}, = 0.
(51)
Note que da dltima linha do sistema (51) temos que ¢\ =0, &, =0e & = 0. Com

isso, todas as derivadas de segunda ordem ¢&,, &, ¢, ¢t ¢, &, &, &%, bem

: . t t t t t
como todas as derivadas de terceira ordem vy, Couir Crxur Cxuur Civur Cuunr Crunr Gaxur

ruur Ciyy € anulam. Logo, eliminando estas derivadas do sistema (51) ficamos com o

sistema:
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(3217 + 8112 — 20t + 24Uty — EF — B2uEE + &y — BUELyy — 32uE =0,
8171 + 24Uty — 61fxxy — 8% + 285, + 881 =0,
817x — Mt + 24U xu — 2Mxxx + 285, — 24ugy, = 0,
1617xu — Neuu + 24Uty — 833, =0,
Nt — 32Uty — Mpxx + 8utxxx = 0,
817 — 21y — Bugy +8uff =0,
21, +6CF —2¢81 =0,  (52)
—Nxxu + 283 =0,
—Mxu+ Gy =0,
21+ Gx = 0,
Nuu + Uty = 0,
Nuww =0, Mxuu =0, Ny =0
¢=0,8,=0 ¢ =0.

\

No sistema (52) podemos fazer novas simplificagdes. De fato, como 7, = 0 con-
seguimos eliminar todos os termos que envolvem a derivada de segunda ordem do
infinitésimo 7 com relagdo a varidvel u. Além disso, das equagdes —1#y, + Gy, = 0 e
—21xu + €y = 0 obtemos que 77y, = ¢y, = 0 implicando na equagdo —#yy, +2¢% = 0 que
¢y =0, logo os termos que envolvem estas derivadas também podem ser eliminados.

Com isso o sistema (52) se torna:

—3217 +811xx — & —32ug; =0,
817y + 851 = 0,

81x — 2Mxxx — Ntu =0,

Nt — 32Uty — Hixx + BUlxxx = 0,
81 — 21xx +8ugf =0,

—217y — 24 =0,

(53)

77xu:01 77uu:0
&y =0,8,=0,8;=0, & =0.

\
Trabalhando um pouco mais com as equagdes do sistema (53) podemos encontrar um

sistema equivalente mais simples. Com efeito, veja que
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da equagdo 87 — 2jxy + 8ul! = 0 temos que
81 — 211xx = —8ug; (54)
da primeira equagdo do sistema (53) e de (54) teremos que
—321 +81xx — &F — 32ul} = —4(8n — 2nxx) — &F — 32ul; =0 = &f = 0;
as equagdes 81, +8¢! =0 e —21, — 2¢! = 0 vdo implicar em 77, + &t = 0;

derivando (54) com relacdo a varidvel x obtemos 8%y — 2#xxx = 0, uma vez que
Cfx = 0 (veja sistema (51)), logo, da equacdo 87y — 21jxxx — 1t = 0 concluimos que
Nitu = 0;

tomando a equacdo 77, + ¢! = 0, derivando com relagdo a variavel t e usando que

1t = 0 seremos conduzidos a concluir que Cft =0;

o fato que 87y — 27xxx = 0, quando derivamos (54) com realac¢do a x, implicara

pela equacdo #; — 32uny — fixx + 8utjxxx = 0, que 17 — Hixx = 0;

agora, derivando (54) com relacdo a variavel t e usando que ¢!, = 0 chegaremos

em 477t — Nixx = 0;

por fim, subtraindo #; — #txx = 0 de 47 — 174xx = 0 concluimos que 7 = 0.

Dessa forma, o sistema (53) é reduzido para o sistema equivalente:

Mxx — 4ulp — 41 =0,
mu+¢r =0,

. n =0, (55)
¢ =0,8y=06,=0,
(=0, et=0 & =0

A solucdo do sistema (55) nos permite encontrar todas as simetrias de Lie associadas

a equacdo (6). Deste modo, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equagdo

E = ut - utxx - 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx - zuxxuxxx = 0

é dada por

9 , 9 , 9 9 o 50 . 50
ar Xz—gz X3_t__u_/ X4_€ N,/ X5_€ YN (56)

X1 = of  ou ou ou

27
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Demonstragido. A demonstracdo do Teorema 3.1 j4 foi praticamente feita em linhas gerais,
isto é,
* identificamos qual a ordem da equagédo (6) e as varidveis que a equacdo depende;
* estabelecemos o prolongamento do gerador (47) baseado no item anterior;

¢ por meio da Proposigdo 2.4 obtemos os infinitésimos prolongados do gerador (48);

¢ aplicamos o critério de invariancia XOE |r_o = 0 para obter o sistema (55).

Portanto, nos resta resolver o sistema (55) para finalizarmos a demonstra¢do. Sendo

assim, desse sistema temos que
Ct=0,6:=0,8=0=¢"=cy,
em que c; é uma constante. Além disso,
Cx=0,8,=0=2"=g().
Logo, integrando ¢!, = 0 duas vezes com relagdo a variavel ¢, obtemos
¢ =t e,
com ¢, e c3 sendo constantes. Note ainda que

e =0=1n=f(x,u).

Assim, substituindo ¢! = ¢; na equagdo 7, + ¢! = 0 e integrando uma vez com relagéo a
variavel u ficamos com

1= —cou+h(x). (57)
Da equacdo (57) e de 77y — 4uét — 41 =0, com ¢! = ¢, vamos obter a seguinte equagdo

diferencial ordindria linear de segunda ordem

h(x) — 4h(x) = 0,

2x

que nos leva a solugdo h(x) = cie 2 + c5e%*, em que c4 e ¢5 sdo constantes. Desta forma,

temos que os infinitésimos do gerador (47) para equagdo (6) sdo

2

(;"t(t, x,u)=cot+c3, $N(Hx,u)=c1, §=—cou+cge T+ 0562". (58)

Com isso, substituindo (58) em (47) obteremos

0 0 0
X = (cot + Cg)g + Cla + (cou + c4e_2x + C5€2x)£,

que é combinacdo linear dos geradores (56). O
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De maneira inteiramente andloga ao procedimento conduzido para a equagao (6),

temos para as equacdes (7) e (8), o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equagio (7)
let - utxx - 16uux + 81/lxuxx - zuix +4uux_xx - Zu_xuxx_x = O

é dada pelos geradores X1, Xp, X3, X5 em (56), enquanto os geradores X1, Xp, X3 formam uma

base de geradores de simetrias da equagio (8)
ut - utxx - 4M1/lx - ZM%C - zuuxx + 6uxuxx + zuuxxx = O.

Para os geradores encontrados nos Teoremas 3.1 e 3.2 podemos aplicar o primeiro
teorema fundamental de Lie (ou séries de Lie) de forma a obtermos os seguintes grupos

de transformacdes (veja Exemplo 2.4 para mais detalhes):

Tabela 1: Na tabela apresentamos os cinco grupos de transformacao relacionados aos geradores

dos Teoremas 3.1 e 3.2.

Transformacoes (f,%,7) Geradores de simetria

0
(t,x+¢,u) X1=£
(t+¢,x,u) Xy = 2

7N 2= at

0 0
(tet, x, ue™%) X3 = tﬁ — uﬁ
(t, x, 1+ ge~2%) Xy = e‘zx%
(t, x, 1 + ge?¥) X5 = ez"i







CONSTRUCAO DE SOLUCOES VIA
GERADOR DE SIMETRIAS

No capitulo anterior vimos como podemos obter os geradores de simetrias associados
a uma dada equagdo diferencial parcial. Além disso, a partir de um gerador de simetrias
podemos obter o respectivo grupo de transformacdes associado com este gerador. Neste
capitulo mostraremos como podemos utilizar os geradores de simetrias para tentar

encontrar solugdes explicitas das EDPs estudadas.

4.1 INVARIANTES DE UM GERADOR DE SIMETRIAS

E SOLUCOES INVARIANTES

Sejam x = (x!,x%,--+,x") € R" e u = u(x) € R. Na segdo 2.4 definimos um invariante
sob a acdo de um grupo de transformacgdes de Lie a um parametro. E pela Proposigao
2.3 vimos que podemos verificar se uma dada fungédo é invariante por meio do gerador
infinitesimal associado com o respectivo grupo de transformacdes. Entdo, considerando

o grupo de transformagdes
x* = X(x,u;¢), u* =U(x,u;¢), (59)
atuando no espago de n + 1 variaveis (x1,x%,---,x",u) e com gerador infinitesimal

; d d
X =¢x, u)a_xi +7(x, u)ﬁ, i=1,2,---,n. (60)
Se desejamos encontrar invariantes com relagdo ao grupo (59) precisamos buscar por
fungdes F : R**! — R tais que XF(x,u) = 0. Isso significa que precisamos resolver a

equagao
dF(x,u)
axi + U(xl u)

Proposicdo 4.1. A solugdo geral da equagdo (61) tem a forma

oF(x,u) _

XF(x,u) = Ci(x, u) 50

0. (61)

F(x, Ll) = 9(]1(.’)(, u), IZ(x/ u), -, Jn(x, Ll)),
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em que 0 é uma fungio diferencidvel arbitrdria de n varidveis e as fungoes |y, |2, - -, Jn sdo n

solugdes linearmente independentes do sistema de caracteristicas da equagio (61) dado por

dxt dx? oo dx™ - du 62)
o) SPru)  (u) nlnw)
Demonstragdo. Veja [21], pagina 136. O

Em consequéncia das Proposi¢des 2.3 e 4.1 temos o seguinte resultado, veja [24],
péagina 35.

Proposicao 4.2. O grupo de transformagodes de Lie a um pardmetro (59) atuando no espago de
n + 1 varidveis tem exatamente n invariantes, cujos gradientes sio linearmente independentes.
Podemos tomar tais invariantes como sendo as solucoes [1(x, u), [»(x,u),- - -, J.(x, u) do sistema

de caracteristicas da equacio (61). Tal conjunto de invariantes é dito ser uma base de invariantes

para (59).

Observe que o sistema de caracteristicas (62) depende dos infinitésimos do gerador
(60). Logo, para obtermos invariantes de um grupo de transformacgdes de Lie a um
parametro por meio do gerador infinitesimal associado a ele precisamos apenas conhecer
os infinitésimos para escrevermos as equagdes caracteristicas e resolvé-las. Com isso
temos condi¢des de descrever o seguinte procedimento para obtermos invariantes de

um grupo de transformacoes:

1. conhecendo o gerador infinitesimal associado ao grupo, identificamos os infinité-

simos;
2. escrevemos as equagdes caracteristicas (62) da Proposigdo 4.1;

3. resolvemos as equagdes caracteristicas e obtemos os invariantes que procurdvamos

da Proposigao 4.2.

Exemplo 4.1. Considere o gerador de simetrias dado por

Jd 0
X—Caﬁ'&, (63)

definido em R3, com coordenadas (t, x,u) e ¢ # 0. Conforme a Proposicio 4.2 o grupo associado
a este gerador possui apenas 2 invariantes. De fato, veja que os infinitésimos associados com o

gerador (63) sdo &' =1, &¥ = c ey = 0. Desta forma, obtemos as equagdes caracteristicas:

dt dx du _dt dx du

FTE Ty T17 ¢
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de onde temos o sistema

@t _ix
Lo’ (64)
tx_du
c 0

A primeira equagdo do sistema (64), por integragio, resulta em J1(t, x, u) = x — ct enquanto a

segunda resulta em Jr(t, x, u) = u.

Agora que ja sabemos como encontrar uma base de invariantes para um grupo de
transformacdes de Lie a um parametro associado a um gerador de simetrias admitido
por uma dada equagéo diferencial, podemos utilizar tais invariantes para tentar obter

solugdes particulares para esta equagao.

Defini¢do 4.1. Seja (x,u) € R"™ com u = u(x) € R. Dada uma equacdo diferencial parcial

E(x, u,0u,d%u, - - -,aku) =0 (65)
com gerador de simetrias
; d d
_ xl
X =¢'(x, u)_axi +1(x, u)au. (66)

Dizemos que uma fungio u = v(x) é uma solugdo invariante da equagdo (65) em relagio ao

gerador de simetrias (66) se,
1. X(u — v(x)) = 0 quando u = v(x);
2. E =0quando u = v(x).

A primeira condigdo da Defini¢do 4.1 é chamada de condicdo de superficie invariante
e podemos reescrevé-la como
0v(x)
ox!

Para u = v(x) a equagdo (67) admite o sistema de caracteristicas (62), veja [21], pagina

&(x, (x)) = 1(x, 0(x)). (67)

140. Logo, pelas Proposi¢des 4.1 e 4.2 a solugdo u = v(x) é dada implicitamente em

termos dos 7 invariantes associados ao gerador (66).

Exemplo 4.2. Considere a equagio (8)
ut - utxx - 4uux - 21/[% - zuuxx + 6uxuxx + zuuxxx = O

e um gerador de simetrias associado a esta equagdo dado por

X:ci J

ax + E ’ (68)
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com ¢ # 0. Uma solugdo invariante para esta equagio é u(t, x) = e*~'. De fato, veja que pela

primeira condigdo da Definigdo 4.1 temos
0
X(u— " = (c—x + —) (u—e" = —ce" P rce* =0 quando u=e""",

Além disso, a equagio (8) se anula quando u(t,x) = e*~ . De fato, temos que uy = sy =

=0 o Y = Uyy = Uyyy = €< . Fazendo a substituicdo dessas derivadas na equagio (8)

—ce
veremos que a segunda condig¢do da Definiciio 4.1 também é satisfeita.

Por outro lado, u(t, x) = e* é uma solugdo para a equagio (8) que ndo é invariante com relagio
ao gerador (68). Com efeito, basta ver que a primeira condigdo da Definigdo 4.1 ndo é satisfeita,
isto é,

X(u—e*)= (ci + 2) (u—e*)=—ce* #0 quando u=e".
ox ot

De modo a tentarmos encontrar solugdes que sejam invariantes vamos utilizar um

caso particular do resultado encontrado em [23], pagina 225.

Proposicdo 4.3. Assuma que a equagdo (65) admita (66) como gerador de simetrias. Se % #0,

ou
entdo definindo
N=Jixu), 1<j<n—1,
g(x/ I/l) = ]n(x/ u)/
podemos escrever a solugdo invariante da equagdo (65) como
(e, u) = BAL, - A", (69)

Ao obtermos a solugdo (69) podemos fazer a substituicdo na equacdo diferencial
parcial (65). Com isso, vamos ter uma redugdo na ordem desta equacdo para uma outra
equacdo diferencial parcial em termos da funcdo 6. No caso particular em que n =2 a

equacgdo diferencial parcial serd reduzida para uma equacdo diferencial ordindria.

Exemplo 4.3. Vamos usar a Proposigdo 4.3 para obter a solugio invariante, do Exemplo 4.2, da

equagdo (8) com relagdo ao gerador de simetrias

0 0
X—c£+g,

com ¢ # 0.

No Exemplo 4.1, encontramos 2 invariantes J1(t, x,u) = x —ct e J»(t, x, u)

relacionados com este gerador. Veja que % =1 # 0. Entdo, definindo A!

u que estio

Ji(t,x,u) e
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I(t, x,u) = Jo(t, x, u), temos que uma solugdo invariante é dada por {(t, x, u) = 0(A1), ou seja,
uma solugdo invariante da equagdo (8) é da forma u(t, x) = 6(z), em que z = x — ct e a fungio 6

satisfaz a equagdo diferencial ordindria
—cb' +c0" — 406" —2(0")* — 200" +60'0" +260" = 0. (70)

Agora, suponha que a EDO (70) tenha uma solucdo do tipo 6 = e**~"), com a # 0. Entio,

substituindo 6 em (770) obtemos
—ace™ + alce™ — 4a(e"?)? — 202(e"%)? — 202(e%%)? + 643 (e%%)? + 2a3(€*%)? = 0.

Logo,
(—ca + ca®)e™ + (—4a — 4a® + 8a)(e*?)? = 0. (71)

Note que a equagio (771) s6 é satisfeita se & = 1. Portanto, uma solugdo invariante para equagio
(8), considerando o gerador (68), é u(t, x) = e¥ ¢

x—ct

Veja que no Exemplo 4.2 a solugdo u(t,x) =e satisfaz imediatamente a primeira

condigdo da Defini¢do 4.1 sem usar que u = v(t, x), isto é, ao aplicarmos o gerador (68)

x—ct

na fungdo F(t,x,u) =u—e ela se anula idendicamente. No entanto, isto nem sempre

acontece como veremos no proximo exemplo.

Exemplo 4.4. A equagio (8) também admite o sequinte gerador de simetrias

X=te—u—.
ot~ "ou 72)
Sequindo os mesmos procedimentos do Exemplo 4.1 obtemos que os invariantes com relagio ao
gerador (72) sdo J1 = x e Jo = tu. Se t # 0, entdo a solugdo invariante é da forma u(t, x) = @,
em que 0 é uma fungio satisfazendo a EDO
—0+0" — 400" —2(0')*> — 200" +60'0" + 200" = 0. (73)

Considerando a ansatz 6(x) = eP*, B # 0, vamos obter fazendo a substituicdo na equagio (73),

que
—ePY 4 B2ePY — 4B(eP*)? — 2%(eP¥)? — 2B%(eP)? + 6B (P¥)? + 2B%(eP¥)? = 0.

Logo,
(—1+ B?)eP* + (—4p — 4% + 8B°)(eF¥)? = 0.

. . . . . ex
O que implica em B = 1. Assim, obtemos a solugio invariante explicita u(t, x) = -
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ex
Podemos verificar as condi¢des da Defini¢do 4.1 com a solucgao u(t, x) = - da equagdo

(8), obtida no Exemplo 4.4. Pela primeira condi¢do temos

P T L N A A
L T A A

Perceba que neste caso o gerador (72) ndo anula identicamente a fungdo F(t,x, u) =
X X

e . . e
u— R No entanto, impondo a condi¢do u = 7 vamos ter que

X X X
X(u_e_):%—wo quando u=e7,

satisfazendo a primeira condi¢do da Defini¢do 4.1. A segunda condic¢do é imediata
X

calculando as derivadas de u(t, x) = e? e substituindo na equacéo (8).

4.2 SISTEMA OTIMO DE SUBALGEBRAS UNIDIMEN-
SIONAIS

Na secdo anterior obtivemos os invariantes de um determinado gerador de simetrias
associado a uma equacdo diferencial parcial e, por meio desses invariantes, mostramos
como construir solugdes invariantes para a equagdo. Um problema bdésico sobre obter
solugdes invariantes por meio de uma base de geradores de simetrias associada a
uma EDP é que podemos tomar qualquer combinagdo linear dos elementos desta
base para tentar encontrar essas solu¢des. No entanto, podemos nos deparar com
a situagdo de obter vérias solu¢des que podem ser transformadas uma na outra por
meio de simetrias associadas com a EDP. Nesta se¢do, apresentaremos como contornar
essa situacdo obtendo um sistema 6timo de geradores de simetrias que forneceram
solu¢des invariantes fundamentalmente diferentes. Uma andlise mais profunda do que

apresentaremos aqui pode ser consultada em [20, 26].

Definicao 4.2. Uma dlgebra de Lie é um espago vetorial g sobre R munido de uma operagdo

chamada colchete (ou comutador) de Lie [-, -] : g X g — g, satisfazendo as sequintes propriedades:

1. bilinearidade, isto é, V X;, X]-, Xy € geescalares a, B € R temos

[LKXI' + ‘BX], Xk] = IX[XI', Xk] + ﬁ[X], Xk] e [Xk, DCXi + 5X]] = OC[Xk, Xi] + ,B[Xk/ X]];
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2. antissimétrico, isto é, V X;, X; € g temos que [X;, X;] = —[X;, Xi];
3. satisfaz a identidade de Jacobi, isto é,V X;, X, Xy € g temos

[Xi, [Xj, Xiell + [ X, [Xi, Xi11+ [ X, [ X, Xi]] = 0.

Definicao 4.3. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra by de g é um subespago vetorial de g
que é fechado pelo colchete de Lie, ou seja, se X;, X; € b, entiio [X;, X;] € b.

Consideremos os seguintes geradores de simetrias

0 B 0 B ] 0 B 9y O B 2y O
ax’Xz_at’X3_tat Mau,le—e 8u’X5_e e (74)

O conjunto {Xj, Xy, X3, X4, X5} forma uma 4lgebra de Lie g de dimensdo 5 sobre R

X, =

com o colchete de Lie sendo dado por
[Xi/ X]] = XZ'X]' — X]'Xi, Z,] = 1, 2, 3, 4,5. (75)
Utilizando (75), obtemos a seguinte tabela de comutadores para o conjunto { X1, X», X3, X4, X5}

de geradores de simetrias:

Tabela 2: Tabela de comutadores.

[Xi, X1 | X1 X2 X3 Xy Xs
X 0 0 0 —2X, 2Xs
X3 0 0 X> 0 0
X; 0 X, 0 X4 Xs
X; | 2Xs 0 —X,

Xs | —2Xs 0 —Xs5 O

A élgebra de Lie gerada pelos operadores {Xi, Xp, X3, X4, X5} nos permite tentar
obter solug¢des invariantes para as equagdes que estamos considerando neste texto. Por
exemplo, na Segdo 4.1 consideramos os geradores cX; + X, e X3 para obter, respectiva-
mente, as solucdes invariantes u(t, x) = e*~ e u(t, x) = ? da equacao (8), Exemplos 4.3
€ 4.4.

Em outras palavras, qualquer solucdo invariante para as nossas equagdes é base-

ada em alguma subdlgebra unidimensional da algebra de Lie gerada pelo conjunto
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{X1, X2, X3, X4, X5}. Um problema que surge é a classificagdo do grupo de solucdes
invariantes, uma vez que existe uma infinidade de subdlgebras unidimensionais. Isto
é, podemos tomar um gerador genérico X = a1 X +a2Xo + a3 X3 + 24Xy + +a5X5 € g, em
que a;, 1 =1,2,3,4,5 sdo constantes arbitrarias, que podemos usar para tentar encontrar
essas solucgoes.

Um método para determinar quais grupos levardo a tipos fundamentalmente di-
ferentes de solugdes invariantes é essencial para uma compreensdo abrangente das
possiveis solugdes. Este problema de classificacdo pode ser resolvido através da andlise
da representagdo adjunta do grupo de simetrias em sua &lgebra de Lie.

Se X; é um gerador de simetrias de uma 4algebra de Lie g, entdo o grupo de trans-

eX

formagdes de Lie a um parametro gerado por X; é % e o correspondente grupo de

transformacgdes adjuntas a um parametro é

dX;| =-—| AdEe*)X; € g.
¢ ! X de le=0 (e ) ’ X] <9
Além disso, temos que ad X; o= —[Xi, Xj] e
j
< > gl €2
Ad(e ) X; =) el X)"(X)) = Xj — e[ X;, Xj] + = X [Xi, Xl = -, (76)
n=0 """

veja [26].
Utilizando a Tabela 2 e (76) podemos construir a seguinte tabela de representagdo

adjunta da élgebra de Lie g gerada pelo conjunto { X1, X, X3, X4, X5}:

Tabela 3: Tabela de representa¢do adjunta.

Ad(eX)X; X3 X5 X3 Xy X5
Xq X X5 X3 eXXy 20 %X
X X1 X, Xz—eXo Xy X5
X3 X4 et Xy X3 e tXy e tXs
Xy X;—2eXy Xo Xz+eXa Xa X5
X5 X1+2Xs Xo Xz+eXs Xy X5

Uma vez que temos a representagdo adjunta dos geradores X; podemos obter um

sistema 6timo de subdlgebras que nos permitird construir solugdes invariantes para
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nossas equacdes. Tal sistema 6timo serd obtido pelo método empregado em [26]
que consiste em tomar um gerador X = a1X; +a,Xp + a3X3 + a4 X4 + a5 X5 e simplificar
tantas das constantes a;, i = 1,2,3,4,5, quanto possiveis por meio de aplicagdes das
representacdes adjuntas de modo a obter um gerador X que serd equivalente a X ap6s
esse processo. Dessa forma, tomando o gerador X = 21X +a2Xp + a3X3 + a4 X4 + a5 X5

teremos que:
1. Caso as #0, a3 #0 e ag —2a7 #0: Fazendo a5 = 1 temos X = a1 X7 +ax Xp + a3 X3 +
a4 X4 + X5. Entao,
X; = Ad(e%2)X
= 11 Ad(e%2) Xy + a, Ad(e¥2) Xy + a3 Ad(e5%2) X5
+ag Ad(eX2) Xy + a5 Ad(e%2) X5
=11 X1+ Xp +a3(X3 — eXp) +ag Xy + X5

= (11X1 + (612 — [Z3S)X2 + a3X3 + a4X4 + X5.

ap
Podemos tomar ¢ = —= e obtemos
as

Xl = El1X1 + EZ3X3 + a4X4 + X5.

Aplicando Ad(ef%4) em X, temos:

Xy = Ad(e4) X3
= Lll(Xl — 2€X4) + El3(X3 + SX4) + a4X4 + X5
= EI1X1 + a3X3 + ((03 — 2&1)8 + a4)X4 + X5.
aq
Fazendo ¢ = —————— obtemos
as — 2aq

Xz = 611X1 + LI3X3 + X5.

Como nédo conseguimos mais fazer simplificagdes usando as representacdes adjun-
tas temos que o gerador X = a1X; + a2 Xp +a3X3 + a4 X4 +a5X5, com as #0, a3 #0
e a3 — 2a; # 0, é equivalente ao gerador X, = a1 X +a3X3 + Xs.

2. Casoas =0,a4 #0 e az #0: Fazendo a4 = 1 temos X = a1 X1 +a,Xp + a3 X3 + Xy.

Entao,
X = Ad(eX2)X

= a1X1 + 6!2X2 + 113(X3 — SXz) + X4

= a1X1 + (az — a3s)X2 + a3X3 + X4.
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az
Logo, se e = — obtemos
as

X = 111X1 + IZ3X3 + X4.

Novamente ndo conseguimos mais fazer simplificagdes usando as representagdes
adjuntas, entdo o gerador X = a1 X1 + 42Xy + a3 X3 + a4 X4 + a5Xs5, com a5 =0, a5 #0

e az # 0, é equivalente ao gerador X =a1X1 +a3X3 + Xy.
3. Caso as =a4 =0 e a3 #0: Tomando a3 = 1 temos X = a1 X7 +a,Xp + X3. Entédo,
X = Ad(e*2)X
=m Xy +aXo + X3 —eXp
=a1 X1+ (ar — )Xo + X3,
escolhendo ¢ = a5, obtemos X = a;X; + X3. Logo, para este caso temos que X é

equivalente a X = a1 X1 + X3.

4. Caso a5 = a4 =az = 0eay #0: Tomando a, = 1 temos X = a1 X7 + Xp. Neste
caso, ndo conseguimos fazer nenhuma simplificagdo utilizando as representagdes

adjuntas. Assim, X é equivalente ao gerador X = a1 X; + X».
5. Caso a5 = a4 = a3 =ay =0 e a; #0: Teremos que X = Xj.
Deste modo, obtemos o seguinte sistema 6timo de subdlgebras unidimensionais:
mXy+a3X3+ X5, a1 X7 +a3Xs+ Xy, ;X + X3, 1 X7+ Xp e Xj. (77)

Assim, podemos utilizar o sistema 6timo (77) para tentar obter solu¢des invariantes que
ndo sejam equivalentes. Mas, antes facamos uma obervacdo com relagdo aos coeficientes
dos geradores do sistema 6timo (77). Por exemplo, no gerador 41X; + X, se a; = 0,
entdo esse gerador é reduzido simplesmente para X;. Caso a; # 0, podemos fazer
uma mudanca de coordenadas (¢, x,u) — (¢, |ai|x, u) que transforma a;X; + X, em
(|a1]/a1)X1 + Xo = sgn(a;) X1 + Xo, uma vez que podemos reescalonar os geradores. Com
isso, podemos dividir a andlise deste caso em a; = 0 ou a; = +1. No entando, em nossos

exemplos preferimos considerar uma anadlise geral deixando 4; € R.
Exemplo 4.5. Vamos considerar novamente a equagdo (8)
ut - utxx - 4””3{ - 2”% - zuuxx + 6uxuxx + zuuxxx = O.

O sistema 6timo para esta equagdo é formado pelos geradores a1 Xy + X3, a1 Xy + X e X1, em

que ay é uma constante e os geradores X;, i =1,2,3, sdo dados em (74). Entdo,
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1. Solugdes invariantes considerando o gerador Xy: Para este gerador os invariantes sio
J1 =t e Jo =u. Logo, a solugio invariante é da forma u(t, x) = 0(t), em que a fungio 0
satisfaz a EDO 6" = 0. Ou seja, a solugdo invariante neste caso é u(t, x) = k, em que k é

uma constante.

. Solugdes invariantes considerando o gerador a1 X1 + X3: Para este gerador os invariantes
sio [1 = tefﬁ er = ue%. Com isso, podemos escrever a solugdo invariante como
u(t, x)
fungdo 0 deve satisfazer a EDO
(@3 — 4a1)0" — 5a120" — a12°0"" + (403 — 4ay — 8)0% + (—2a; — 18)z%(0")?
+ (4a% — 10a; — 38)z00 + (—2a; — 18)z%00" — 62°6'0" — 22%00"" = 0

Veja que a EDO acima ndo é tio simples para ser resolvida, mas podemos obter algumas

e 10(z), z = te ™. Substituindo essa solugio na equagio (8), temos que a

(78)

solugdes simples se considerarmos 0 = k uma constante ndo nula. Deste modo, obtemos

as solucoes u(t, x) = ke*, caso a; = —1, e u(t, x) = ke /2, se ay = 2. Todavia, a EDO

(78) também nos sugere a ansatz 0(z) = kzF, k # 0. Se p # 0 podemos encontrar que
ex

p = —(a1 + 1), 0 que implicard na solugdo u(t, x) = kta1+1' Caso p = 0 recuperamos as

solugoes em que 8 é constante. Além disso, se tomarmos a; = 0 no gerador a1 X; + X3

conseguimos obter a mesma solugdo invariante do Exemplo 4.4.

. Solugdes invariantes considerando o gerador a1Xq + Xp: Este gerador é o mesmo gerador
do Exemplo 4.3 se fizermos ay = c. Logo, uma solug¢do invariante é da forma u(t, x) = 0(z),
com z = x — ct. Particularmente, u(t,x) = e~ é uma solugdo invariante neste caso.

Contudo, neste mesmo exemplo temos a EDO
—cb' + 0" — 400" —2(0")* — 200" +60'0" +260" = 0. (79)
A EDO (79) pode ser integrada uma vez, o que resulta em
—cO +c0" —26% +2(0')> — 200’ +2600" + C; =0, (80)
em que Cy é uma constante de integracio. Se multiplicarmos a EDO (80) por e* podemos
fazer uma nova integragio resultando em
—ce%0 + ce*0’ — 26707 + 26700 + Cre* + Cy = 0.

Fazendo Cy = 0 na iltima EDO podemos encontrar a solugdo implicita

arctanh <i> +K=0.

v 2+ 8C1

x—ct

zZ— 1111(262 +c0 —Cp)+
2 2 +8C1

Por outro lado, se C1 = Cy = 0 recuperamos a solugdo u(t, x) = e
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Neste capitulo apresentaremos a teoria necessaria para encontrar outra propriedade
estrutural das equagdes estudadas nesta tese: as leis de conservacdo. Aqui vamos
considerar que (t,x) € Ry x R", u = u(t,x) € R e E(t,x,u,du, 0%u, - --,0%u) = 0 denota
uma equagdo diferencial parcial de ordem k. Além disso, continuaremos fazendo uso

da notagdo de Einstein para soma sobre os indices repetidos.

5.1 NOCOES BASICAS

Formalmente podemos definir uma lei de conservacdo de uma equacao diferencial

parcial como:

Definicao 5.1. Uma lei de conservagio para a equagdo diferencial parcial E = 0 consiste em
uma divergéncia Div C = D;C° + D;C' que se anula identicamente em toda e qualquer solucdo
da equagdo. As componentes do vetor C = (CY,CYH,i=1,---,n, sio fungdes diferenciais, isto é,
CO CL ... C"e A, dependentes de t, x, u e das derivadas de u até alguma ordem p € IN. O
vetor C é chamado corrente conservada e as funcoes C° e C' sio chamadas respectivamente, de
densidade e fluxo conservados. A ordem da corrente conservada C é definida como sendo a maior

ordem de suas componentes.
Exemplo 5.1. Considere a equagdo diferencial parcial (6)

Up — Upyy — 32Uy + 8UyUyy + 8Ulxxy — 2UxxUyyy = 0,
e 0 vetor C = (C°, C1) tal que

0 1 2 2
C'=u—uyy, C' = —=16u" — us, + 8uliyy.
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Note que
Div C = D;C° + D,C?
= Di(u — Uyy) + Dx(—16u2 — uix + 8uliyy) (81)
= Up — Upyx — 32UUy + BUyUyy + 8Ullyxy — 2UxxUxxx.
Em vista disso, se u = u(t, x) é uma solugio da equacdo (6), entdo o lado direito de (81) se
anula. Portanto, Div C = D;CY + D,C! é uma lei de conservacio para equacio (6). A corrente

conservada C, neste caso, é de ordem 2.

Definicado 5.2. Seja C = (CO, cl,.. -, C™") uma corrente conservada de uma dada equagio
diferencial parcial E(t, x, u, ou, u, .-, aku) = 0. Dizemos que C é um vetor conservado trivial
se sua divergéncia é identicamente nula, isto é,

DivC = D;C° + D,C' = 0.
Neste caso, chamamos a lei de conservagio associada com o vetor C de trivial.

Veja que uma lei de conservacao trivial ndo esta relacionada com nenhuma estrutura
particular da equagdo correspondente. Logo, é uma lei de conservagdo de qualquer
equagao.

Exemplo 5.2. Seja C = (C°, CY) tal que
1 1
Y = uu?c + Euzuxx, Cl' = —uuwuy — Euzutx.
Entdo, . ,
DfCO + D,CC1 = Dt(uu,zc + Euzuxx) + Dy(—uusuy — Euzutx)

2 1,
= Ul + 2UUyUpy + Ul Uxx + Eu Uty

— utui — 2UlUpy — UUiUxy — EUZMtxx
=0.
Portanto, D;C® + D, C! é uma lei de conservagio trivial de qualquer equacdo.

Perceba que as componentes do vetor C no Exemplo 5.2 podem ser reescritas como

1 1
Y = uui + Euzuxx = Dy (Euzux) (82)
e
1 1, 1,
C' = —uuu, — Eu U = Dy —Eu Uy | . (83)

Dai, a trivialidade do vetor conservado decorre do seguinte resultado para leis de

conservacao triviais:
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Proposicdo 5.1. Seja C = (C°,C!,---,C") uma corrente conservada de uma dada equacdo
diferencial parcial E(t, x, u,ou,d%u, - - - ,aku) = 0. Entdo, D;C° + D;C! = 0 se, e somente se,
existirem fungoes diferencidveis Qiji,j=0,1,...,n dependentes de t, x, u e das derivadas de u,

de tal forma que
Qij: _jS/ i,j=0,1,~",1’l (84)

) n
C'=) D;Qij, i=01,---,n, (85)
=0
Y(t, x,u,0u,0%u, - - -,0%u), com Dy = D;.
Demonstragio. Veja [26], pagina 265. O

Observe que tomando n = 1 na Proposicédo 5.1, pela condigdo (85) teremos
C’=DiQuo+DxQu1 e C'=D;Qio+DxQu1- (86)

Agora se compararmos (82)-(83) com (86), por (84) concluimos que Qo = Q11 =0
donde C° = D,Qu; e C! = D;Qqp, com Q19 = —Qo1, O que justifica a trivialidade do
vetor C no Exemplo 5.2.

Uma vez que temos estabelecida a nogdo de lei de conservacédo trivial podemos

introduzir a seguinte definicdo de equivaléncia para leis de conservagao.

Definigdo 5.3. Sejam C = (C°,C!,---,C") e C = (C° C!,---,C") duas correntes conservadas.
Dizemos que as leis de conservagio DyC%+ D;C' =0 e D;,C°+D;C' =0,i=1,2,---,n, sdo
equivalentes se Di(C® — C%) + D;(C' — C') = 0 é uma lei de conservagio trivial. Uma classe de

equivaléncia de leis de conservagio consiste de todas as leis de conservagio equivalentes a uma

dada lei de conservagio representante.

Exemplo 5.3. Considere o vetor conservado do Exemplo 5.1 e o vetor C = (C°, C1) tal que

CO=u — uyy — 32tuny, Ct = Suuy, — u2, +32tuu;.

Entio,
DH(C% — C% + Dy(C! = CY =
= Dy(32tuiy) + Dy(—16u? — 32tuuy)
= 32uty + 32tustty + 32t Uty — 32Uty — 328Uty — 32t Uy

=0.
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Isso significa que o vetor C do Exemplo 5.1 e 0 vetor C do Exemplo 5.3 sdo equivalentes. Vimos
que o vetor C do Exemplo 5.1 é uma lei de conservagdo para a equagdo (6) o que implica no vetor
C também ser uma lei de conservagio para esta equagdo. De fato, note que as componentes Cle

C! podem ser reescritas como
CO =t — iy + Dy(—16tu?), C = 8uuyy — u2, — 16u> + Di(16tu?). (87)

Logo, essas componentes diferem das componentes do vetor C do Exemplo 5.1 apenas pelos termos
D.(—16tu?) e Dy(16tu?). Calculando Div C com as componentes (87) temos que

Div C = D;C° + D,C! =
= Dy [u — Uyy + Dx(—16tu2)] + Dy [8uuxx — uix —16u® + Dt(16tu2)]
= Dy(1t — tyx) + DiDx(—16tu%) + Dy (Suttyy — u2, — 16u%)
+ Dy Di(16112).

Como os operadores D; e Dy comutam, entdo os termos DyD,(—16tu?) e DyD(16tu?) se

anulam e ficamos com
Div C = Di(ut — thyx) + Dy(8titiyy — 2, — 16u?)
que é exatamente a lei de conservagio do Exemplo 5.1.

O Exemplo 5.3 nos mostra que se tivermos dois vetores conservados equivalentes eles
diferem apenas por termos cuja divergéncia é trivial. Assim, se considerarmos CV(E)
como sendo o conjunto de correntes conservadas de uma dada equagdo diferencial
parcial E = 0, é facil ver que CV(E) é um espago vetorial e que o subconjunto CVy(E)
de correntes conservadas triviais é subespaco de CV(E). Da Definigdo 5.3, podemos
introduzir a seguinte relagdo de equivaléncia de correntes conservadas C ~ C <=
C — C € CVy(E). Dessa forma, obtemos o espaco vetorial quociente CL(E) = CV /~.
Por conseguinte, quando encontramos um vetor conservado, eliminamos todas as
divergéncias nulas (triviais) e exibimos somente o representante mais simples da classe

de equivaléncia.

5.2 MULTIPLICADORES E LEIS DE CONSER\/AQAO

Nesta se¢do apresentaremos a definicdo de multiplicadores e alguns resultados que nos

permitirdo descrever sistematicamente como construir leis de conservagdo locais para
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uma determinada equacdo diferencial parcial E(t, x, u, ou, 9%u,- - -,0%u) = 0 de ordem &,

E € A. Tais ferramentas vao constituir o método direto, detalhado em [1, 2].

Defini¢io 5.4. Considere um conjunto de funcdes M = {¢ = ¢(t, x, u,0u,---,0°u) | ¢ € A}
e a equacdo diferencial parcial E(t, x, u, du, 3%u, - - - ,du) = 0. Dizemos que as fungdes ¢ € M

sido multiplicadores, de alguma ordem p € N finita, da equacio E = 0 se satisfazem
¢E = D;CY + D;C' (88)
para algum vetor C = (C°,CY),i=1,---,n.

Observe na Defini¢do 5.4 que se u = u(t, x) é solugdo da equacdo E = 0, entdo o lado
direito de (88) é uma lei de conservagdo dessa equacdo desde que exista tal funcdo
¢. Portanto, se existe tal fungdo ¢ € A, entdo o vetor C = (C%,CH,i=1,---,n, é uma

corrente conservada.

1
Exemplo 5.4. Seja (t,x,u) € R3, com u = u(t, x). Vamos considerar a fungio ¢ = u — Zuxx e

a equagdo (6). Entio,

1

4
1
= MMt - uufxx - 32u2ux + 16uux1/lxx + 8u2uxxx - 4uuxxuxxx - Zutuxx (89)
o2 1,
+ Zuxxutxx uxuxx + Euxxuxxx.

Reescrevendo os termos de (89) como

1
uu; = Dy (Euz) ,

1
—Ullxy = Dy(—uuy) + Dy (EL&) ,

2
—32u2ux = Dy (%u‘o’) ,

8u2uxxx = Dx(81/l2uxx) - 16uuxuxx,

1 1 1
_Zutuxx = Dx (_Zutux> +Dx (gui) ’
1 1
Zuxxutxx = Dy (gugzcx> ’

2 2
_Zuxuxx = Dx(_zuuxx) + 4uuxxuxxx,

1 1
E”ixuxxx = Dy (guix) ’

47



48

LEIS DE CONSERVACAO

vamos obter que

1 5 1 32 1 1
¢E = Dy <2u2 + 8u2 + Suxx> D, (—?Lﬁ — Uy + 8u2uxx — Zutu" — Zuuix + g“ix) .

Logo, existe um vetor C = (C°, CY) tal que a identidade (88) é vdlida. Portanto, temos que a
fungdo ¢ = u — 7l é um multiplicador de ordem 2 para equagio (6).

Antes de apresentarmos como obter tais multiplicadores para uma determinada

equagdo E = 0 seguimos com a definicdo:

Definicdo 5.5. O operador de Euler-Lagrange com relagdo a varidvel dependente u = u(t, x) é

dado por

0
Z -2 2 kp. .. -
5“ u + ( 1) 11 lk aull lk (90)

Um resultado fundamental que relac1ona o operador (90) com divergéncias é:

Proposicao 5.2. Uma fungio F € A é anulada pelo operador (90), isto é,

oF
ou
se, e somente se, existe algum vetor C = (C°,C1,---,C") € A" tal que F é uma divergéncia,
ou seja,
F=D,C°+D,C!,i=1,--,n.
Demonstragio. Veja [26], pagina 248. O

Exemplo 5.5. Considere a equagio
E = Ut — Upxx — 32uu_x + Suxuxx + Suuxxx - 2uxxuxxx = 0.

Vimos no Exemplo 5.1 que ela pode ser reescrita como uma divergéncia. Portanto, isso significa

. . .y 0
que pela volta da Proposi¢do 5.2 a derivada variacional — de E tem que se anular. De fato,

ou
temos que
0E OE oE oE oE oE oE
—=-—Dj=——D + D2 - DD - D3
51/[ au aut xaux x8uxx X tautxx xauxxx

= _32ux + 8uxxx - Dt(].) - Dx(_32u + 8uxx) + Dx(8ux - Zuxxx) - DiDt(_l)
— D3(8u — 2uyy)
= —32uy + 8tlyyx + 32Uy — BUyxy + 8Uyxy — 2Uxyxxx — SUxyx + 2Uxxxxx

=0.
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Assim, até o0 momento sabemos que dada uma equacao E(t, x, u, du, u,---,0ku) =0,
se existir uma fungdo ¢ = ¢(t, x,u,0u,---,0u) € A tal que a identidade (88) seja
satisfeita, entdo ¢ é um multiplicador para a equagdo E = 0. Com isso, existe um vetor
C= (CO, Ci), i=1,---,n,de modo que

¢E = Div C = D;C°+ D,C,

o que implica em D;C° + D;C’ = 0 nas solucdes da equacio E = 0 e, portanto, C é um
vetor conservado. Por outro lado, o fato de existir tal multiplicador ¢ e de podermos

escrever o produto ¢E como uma divergéncia, pela Proposicdo 5.2 temos que

S¢E  6DivC
Su  du

0. (91)

Observe ainda que a Proposi¢do 5.2 ndo menciona nada com relagdo a dependéncia
da funcdo u = u(t, x) para anular a divergéncia, logo podemos tratd-la como variavel
independente, assim como todas as suas derivadas com relacdo as varidveis ¢ e x. Dessa
forma, usando a Defini¢do 5.4 em conjunto com a Proposigdo 5.2 podemos descrever o
seguinte algoritmo para obter leis de conservagdo para uma dada equagao diferencial

parcial E = 0, de ordem k:
Algoritmo 5.1 (Algoritmo para obter leis de conservagdo de uma EDP).
1. fixe uma ordem p € IN para o multiplicador ¢;

2. fixada a ordem p para o multiplicador ¢, pela identidade (91) vamos obter uma equagio
algébrica nas derivadas da varidvel u. Nesta equacdo algébrica os coeficientes serdo
expressoes envolvendo a fungio ¢, suas derivadas, a varidvel u e derivadas de u até a

ordem p;

3. a equagdo algébrica do item anterior nos conduzird a um sistema linear sobredeterminado

de equagdes determinantes em que a solugio é o multiplicador ¢ do item 1;

4. encontrado o multiplicador ¢, pela Definigio 5.4 podemos obter algum vetor C = (C°, C?),
i=1,---,n, tal que vale a identidade (88);

5. o vetor obtido é uma corrente conservada nas solucoes u = u(t, x) da equagio E = 0, logo,

vamos ter uma lei de conservagio para a equagio dada.
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Uma observagao sobre o algoritmo descrito acima: Embora estejamos descrevendo
o algoritmo para encontrarmos multiplicadores, temos que se as equagdes estudadas
possuirem um ndmero finito de leis de conservagéo, entdo ela vai apresentar um ntimero
tinito de multiplicadores. Essa finitude na quantidade de multiplicadores implicara
que temos no maximo uma ordem finita das derivadas no argumento do multiplicador
¢ e, portanto, o multiplicador tem ordem maxima. Isso significa que se impormos
uma ordem p igual ou maior que a ordem méaxima do multiplicador e conseguirmos
resolver o sistema linear sobredeterminado descrito no item 3 vamos encontrar todos os
multiplicadores. O problema que surge nesta situagdo é que, a priori, ndo sabemos se a

equagdo possui, ou ndo, infinitas leis de conservacao.

Por outro lado, se as equagdes apresentarem uma infinidade de leis de conservagao
de ordem alta podemos impor qualquer ordem p € IN para o multiplicador ¢ de modo
a tentar obté-los até essa ordem, porém existindo outros de ordem maior. Na préxima
secdo mostraremos que em nosso estudo conseguimos encontrar multiplicadores para

as nossas equagdes até a segunda ordem.

5.3 CONSTRUCAO DE CORRENTES CONSERVADAS PARA
AS EQUACOES DE NOVIKOV

Nesta secdo utilizaremos o que foi exposto na segdo anterior para que possamos obter
leis de conservagdo para as equagdes de nosso estudo via o método direto. Com este

proposito tomemos inicialmente a equagao (6), isto é,
E = th - utxx - 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx - 2uxxuxxx = 0,

em que (t,x,u) € R® e u = u(t, x). Comegamos fixando uma ordem para o multiplicador
¢ conforme o primeiro item do Algoritmo 5.1. Neste caso, vamos tomar p = 0 e tentar
encontrar o multiplicador ¢ = ¢(t, x, u). Pelo segundo item do Algoritmo 5.1, aplicando
a identidade (91) ficamos com

OPE _O9E |\ 09E | OE o O9E o, OE 5 0E _

5” au aut aux xauxx autxx N xauxxx (92)
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cujos os termos sdo dados por:

IPE

- = ¢u(”t — Upxy — 32Uty + By lyy + 8Ullyyxy — 2UxxUyxy) + ‘P(_32ux + 8uyxx),
ou

0oL
Dtaiut = ¢t + Uy,
JoE
Dx% = (Px + uxPy)(—32u + Buyy) + P(—32uy + ixxy),
X
J¢E
Dgzc BZ) = ((Pxx + 2Uxyx + M?;‘Puu + Mxx¢u)(8ux — 2Uyxx) + 2(‘Px + ”x‘Pu)(&/lxx — 2Uxxxx)
xXx
+ 4)(8uxxx — 2Uxxxxx),
JopE
D?;Dt ¢ = _((Ptxx + 22Uy Pryu + ugzc(l)tuu + Unex Pru + UpPrxy + 2U Uy Pryyy + utuicpuuu
Ollpxy
+ Ul xPuy + zutx(f)xu + Zuxutxgbuu + utxxgbu)/
J0oE
D;% alj) = ((Pxxx + Uy Pryy + 3u?c¢xuu + Uy Py + u?c(l)uuu + 3y UxxPuy
XXX

+ uxxx(Pu)(Su — 2Uyy) + 3((Pxx + 2ux¢xu + u?cfpuu + uxx¢u)(8ux — 2Uxxy)

+ 3(Ppx + UxPu)(Suxx — 2uxxxx) + P(Bthxxx — 2Uxxxxx)-

Observe que o multiplicador ¢ que desejamos obter é de ordem 0. Logo, a equacgéo
algébrica dada por (92) deve apresentar coeficientes envolvendo a fung¢do ¢ e suas
derivadas, juntamente com a varidvel u. Dessa forma, simplificando e agrupando os

termos acima teremos que

O0QpE
g;u = — ¢t + Prxx + 32Uy — BuPrxx + 2Prxy — 24UPryy — 16¢xy) Uy

+ (6@rxu — 24Py — 28Uy xtizy + (Pruu — 3200 — 24U )1

+ (=160 — Bty + Qe = 1665 + Pru — 24wz + daathers ooy
+ Autixxllzxx + 8Prullxlixxy + APuu i3y + 2PxUxrxx + 2Putlxllxxry

+ 6t Ux + OPxuliy + 2Punu iyl + OPuutixlis, + Prxulde + 2Psunlitlix

2
+ Puuu iUy + Quyttilxy + 2Py Uiy + 2y ux iy =0
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Agora, pelo terceiro item do Algoritmo 5.1, dos coeficientes da equagdo (93), obtemos

um sistema linear sobredeterminado com 22 equag¢des determinantes:

(2 xx — 160 + Pru — 24udpyy = 0,
— @t + Pryx + 32UPpy — Buupyxy =0,
2Ppu — 24upiry — 16¢x = 0,
6Pxxu — 24¢p, — 24u¢,, =0,

Prue — 32w — 241U = 0,

~ 16w — 8 = 0,

6@ = 0, 2w =0, Prau =0,
2w = 0, P = 0,

6¢xu = 0, 4prx = 0, 8pry =0,
4 =0, 6y =0, puy =0,
2¢ru = 0, 2 = 0,

2¢, =0, 2¢, =0, 4¢, = 0.

Veja que da dltima linha do sistema (94) temos que ¢ = 0 e ¢, = 0. Isso implica

(94)

\

que todas as derivadas de ¢ de ordem 2 e 3 que envolvem as varidveis x e u sdo nulas.
Portanto, depois que simplificamos o sistema (94) eliminando essas derivadas obtemos

o sistema equivalente

(Pt = 0/
¢x =0, (95)
¢, = 0.

Como o multiplicador ¢ depende apenas das variaveis t, x e u o sistema (95) tem
como solugdo ¢ = ¢, em que c é uma constante. Conforme o quarto item do Algoritmo
5.1, pela Definicdo 5.4 deve existir algum vetor C = (C°, C!) tal que ¢F = cE = D;C° +
D,C!. De fato, observe que os termos da equacdo (6) podem ser reescritos como
Di(u) = u, Di(—txx) = —tpxx, Di(—16u?) = —32utiy, Dyx(Buttixy) = Buixliyy + Bulliyyy €

Dx(—u,zcx) = —2Uyyliyxx O que implica em,
cE=c [Dt(u — Uyy) + Dx(—16u2 — uix + 8uuxx)] ,

concluindo o Algoritmo 5.1. Em consequéncia disso, se u = u(t, x) é uma solugdo da

equacgdo (6) e ¢ = 1, temos o seguinte resultado:
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Teorema 5.3. Uma lei de conservagio para a equagio (6)
E =u; — tpyy — 32Uty + 8UyUyy + Uy — 22Uy Uxxx =0
é dada pela corrente conservada de segunda ordem C = (C°, C') em que
CO=u —uyy, Cl= —16u® — 12, +8utiy,.

Demonstragio. A demonstracdo foi totalmente delineada ao longo desta se¢ao. Assim,

encontramos
D;C% + DyC! = Dy(u — tiyy) + Da(—16u% — 12, + 8utty) = 1E =0
nas solugdes da equacdo (6). [

Se considerarmos um multiplicador de ordem 1, ¢ = ¢(t, x, u, us, uy), para a equagao
(6) iremos obter o mesmo resultado dado pelo Teorema 5.3. Por outro lado, tomando um

multiplicador de ordem 2, ¢ = ¢(t, x, u, us, Uy, Ust, Usx, Uxy), €NCONtramos os seguintes

resultados:
Teorema 5.4. Um conjunto de multiplicadores de ordem 2 para a equagdo (6)

é dado por
¢1=u— Zuxx/
1 1 1 3
(PZ = Euz — Zuuxx + ﬁuix + @utx,

_ 16 20 4
P3=¢ 2x (—u2 — 8Ully — —Ulyy + —uix + Upy + 22U Uy + Ut |,

3 3 3
16 20 4
4)4 = ezx (_?uz - Suux + ?uux_x - guix — Uy + 21/lxuxx + ut) ,
5 28 1 560 10
¢Ps = §u§x — guuix + 44u2uxx + uiuxx + gutxuxx — Tus — 4uu§ — guutx
+ UUy — — Uyt

6
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Consequentemente, temos o seguinte resultado caracterizando as leis de conservacdo

obtidas por meio dos multiplicadores.

Teorema 5.5. Para cada multiplicador do Teorema 5.4 as leis de conservagdo para equagio
E = ut - utxx - 321/ll/lx + 8uxux_x + Suu_xxx - zuxxu_xxx = 0

sdo dadas pelas correntes conservadas de sequnda ordem relacionadas a sequir:

1. para o multiplicador ¢, teremos a corrente conservada C = (CY, C}), em que

1 5 1
C? = Euz + gui + guix,

32 1 1
C% = —§u3 — Ullgy + 81 Uy — Zutux — 2uu§x + guix.

2. para o multiplicador ¢, teremos a corrente conservada C = (Cy, C), em que

1 1 1 1
Cg = 6143 — guzuxx + 3—2141132“ — @uix,
3 1 3 3 1 3
C; = —du'+ ﬁ“? - 6—4”§x - ﬁ”?x - Euzuix + 41Uy + Zuuix - guzutx
3

3. para o multiplicador ¢z teremos a corrente conservada C = (C3, C3), em que

—2x
c9="¢ 5 (161> — 48121y — 234Ut + 72Uy lyy — 6UUZ, +9US — 1i,u2, — 13,),
e—2x
C% = (512u3ux + 25613 Uy — 384U Uy — 192u2u§x + 96uuxu§x + 48uuix

— 8uxu§x — 4u§x + 120uu 1y + 48Uttty + A8UthpyUyy — 18utu32( — 6utu§x

2 2 2
— OUp Uy, — U — 6Utty — 3Ujy).
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4. para o multiplicador ¢y teremos a corrente conservada C = (C3, CL), em que

2x
e
C) = ——(—16u> + 48Uty + 234U + 72Uty lyy + 6UUS, + U — JuyuZ, + 13,),

2x
Ci= %(512u3ux — 25613 Uy — 3841 Uty + 1920212, + 96un 12, — 48uu,

— 8uxu33€x + 4u§x —120uuuy + 48Uttty — 48UlhpyUyy — 18utu§ — 6utu§x

+ 6utxu§x + Suf — 6UUy + 3u%x).

5. para o multiplicador ¢s teremos a corrente conservada C = (C2, C), em que

560 374 26 14 1

Cl = Tug’uxx + Tuzuz 3 “utul, + ?uu3 zuiuix
1 2 1, 1 A 140 4, 1 A 16

- gutxuxx - Eutx 12 xx 9 —Uu + - 4 x + ?uutux + 3uutxuxx,

12ut + duu? Uxx

3584 1 1 13 2
C% = 9 ul + 6utxutt — utuS + 6”32cxutt ?uu% 9utxu,3€x + uutx 3201 “Uxx
488 2144 52 2 4480 4
+ 8uu 2 o5 u? ;o’cx +— 9 u’ 2 Xt 3uu4 guiuix 9 U Uyxy
128 2 14 80 428
+ 3 M3u2 - §u2x + 3 uutxuix - ?uzut_xuxx - ?uzu_xut - utuxuix

4
— Uy Uil — guuxxutt + U Ul .

Com relagdo a equacgdo (7) dada por
Up — Uy — 16Uy + BUy Uy — 2u§x + AUl yyy — 2UxUryy = 0,
buscamos por multiplicadores até a ordem 2 e obtivemos o seguinte resultado:
Teorema 5.6. A equagio (7)
Ut — Upyy — 16Uy + Uy lyy — Zu%x + AUl yyy — 2Ux Uy =0
admite os segquintes multiplicadores de ordem 0 e 2:
pr=1, pp=u, ¢p3=¢

Py = —4u? + u,zc + 2UU gy — UyUyy — —Uty,

2
— 2% (3,2 2
Ps=e U —4uny — uy +up — dutley + 2UxUyx + Uy ) -

Por consequéncia, as leis de conservagdo para equagio (7) sdo dadas pelas correntes conservadas

relacionadas a seguir:
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1. para o multiplicador ¢, teremos a corrente conservada C = (CY, C}), em que

0
Cl =u — lxx,

C} —8u’ + Zufc + AUty — 2UyUyy.

2. para o multiplicador ¢, teremos a corrente conservada C = (C3, C), em que

1 1
Cg = Euz + Eui,
16 2
C% = —?ue’ — 2UUy Uy + gui + 4u2uxx — Ullsy.

3. para o multiplicador ¢5 teremos a corrente conservada C = (C3, C}), em que

Cg = ¥ (U — Uyy),

C% = —232"(4uux — 2Ulyy — 2M§ + Uyllyy).

4. para o multiplicador ¢y teremos a corrente conservada C = (C3, C), em que

4 1
Cg = —§u3 + guf’c + 4u2uxx + 7uu§ — u‘}cuxx,

1 1
Ci = 1eu* — 8u2u§ — 2UlpyUyy — Zu% — 16u3uxx — Zuiuxx — Euiut +4u2u§x
1
+ u%uix + —ufx + 8u2uxuxx — 4uuxu§x + 4uu§uxx — OUUL U + Uy U Upy + ui.

4

5. para o multiplicador ¢5 teremos a corrente conservada C = (C2, CL), em que

1
C(5) = ge_zx(3u3 — 9P Uy — 39uu§ + 12Ut Uy + ui + 3u§uxx),

1
C% = Ee 2"(48u3ux + 24u3uxx + SuZuJZC — 44u2uxuxx — 16u2u§x — 8uu§’c + Suuiuxx

+ 16uuxu§x — 4u§ + 4u§uxx — 4uiu§x + 20Ut Uy + 8Ul Uy + UL Uy — Zufcut

2 2
— AUy Uity — AUy UsyUpy — UG — 2Uplpy — UFy).
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No que se refere a equagdo (8)
l/lt - utx_x - 4l/ll/lx - 21/[% - zuux_x + 6uxuxx + zuux_xx = O,

conseguimos obter apenas multiplicadores de ordem 0. No entanto, um desses mul-
tiplicadores envolve uma funcgdo arbitraria f(¢), o que implicard em infinitas leis de

conservacdo. Logo, temos o seguinte resultado:
Teorema 5.7. A equagio (8)
Up — Uppy — dUl, — 21& — 2Ul ey + OUxUyy + 2Ulyyy = 0,
admite os sequintes multiplicadores de ordem O
p1=1, 2= f(t)e", p3=¢ 7,

em que f é uma fungdo diferencidvel na varidvel t. Assim, as leis de conservagdo para a equagio

(8) sdo dadas pelas correntes conservadas de segunda ordem relacionadas a seguir:

1. para o multiplicador ¢, teremos a corrente conservada C = (CY, Cl), em que

0
Cl :u_uxx,

C% = 2(—u2 + ui + Ullyy — Ully).

2. para o multiplicador ¢y, se f(t) #0V t € R, teremos a corrente conservada C = (C3,C3),
em que
C(Z) = f(t)ex(u — Uyx),
Cl=e¢ [ F()(Qu2 — Ay + 2utiey) — () — )] .

3. para o multiplicador ¢3 teremos a corrente conservada C = (C3, C3), em que

1
Cg = —gefzx(u +2Uy + Uyy),

2
C% = ge_zx(_ut + 3M§ +3Utly — Upy + 3uuxx)-
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5.4 QUANTIDADES CONSERVADAS PARA AS EQUA-
COES DE NOVIKOV

Nesta se¢do mostraremos como encontrar quantidades conservadas nas solugdes das
equagOes estudadas nesta tese. Para esta finalidade estamos considerando aqui as
varidveis independentes temporal e espacial (f, x) € Ry X R e a varidvel dependente
u=1u(t,x) € R.

Na Secdo 5.3 construimos um conjunto de correntes conservadas para as equagdes
(6), (7) e (8), mostradas nos Teoremas 5.3, 5.5, 5.6 e 5.7. Vimos que se C = (C%, C!) é uma

corrente conservada para as nossas equagdes, entdo

D:/C°+D,C'=0= D;C’=—-D, C.. (96)

Integrando (96) com relagao a varidvel x em IR, temos que

X=+00

/DtCde:—/ Dxcldx;»i/codx:—cl . 97)
R R dt Jr

X=—00

Com isso, se C! — 0 quando |x|— co temos de (97) que

d 0 _
%/]RC dx = 0.

/ COdx
R

é conservada ao longo do tempo com relagdo as condi¢gdes informadas e é chamada de

A igualdade acima implica que

quantidade conservada.
Suponha agora que u = u(t, x) seja uma solugdo para a equagdo (6) tal que u e suas
derivadas até a segunda ordem tendem a 0 quando |x|— oo. Entdo, das correntes

conservadas obtidas nos Teoremas 5.3 e 5.5, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.8. Considere a equagio (6)
I/lt - utxx - 32uux + 8uxuxx + Suuxxx - zuxxuxxx = O.

Suponha que u = u(t, x) seja uma solugdo dessa equagdo tal que u e suas derivadas até a sequnda

ordem tendem a 0 quando |x|— oo. Entdo

H(t) = /]R udsx, (98)
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_ (L2 5, 15
‘ 1 1 1 1
_ L3 L2 L2 13
Hal(t) —/]R <6u gl tax + Uty 384uxx> dx (100)

sdo quantidades conservadas.

Demonstragio. Pelo Teorema 5.3 a equagdo (6) possui a seguinte corrente conservada
C =(CY%C'") em que

C'= 1 — tyy, Cl = —16u% — uix + 8utlyy.

Note que a corrente conservada C é equivalente a corrente conservada C = (C°, C!) em
que

=0 =1 2 2
C'=u, C =—16u" — uy, +8ullyy — Uty.

Tomando a divergéncia da corrente conservada C, temos que
D;C°% + D, C! = Dy(u) + Dy(—16u* — 12, + 8utiyy — tity) = 0.
Integrando a divergéncia acima com relagdo a x em R segue que
/]R Di(u)dx = — /]R Dx(—16u2 — uix + 8uUtlyy — Upy) dX.

Logo,
X=400
i / udx = —(—16u2 — u,zcx + 8Ullyy — Uty)

dt Jr x

Como estamos assumindo que u e suas derivadas até a segunda ordem tendem a 0

quando |x|— oo o lado direito da tltima equacdo se anula. Portando,

/udx
R

é conservada ao longo do tempo e

Hl(t)z/Rudx

é uma quantidade conservada. Os outros casos sdo completamente andlogos e omitire-

mos a demonstragao. O

Da mesmo forma para as equacdes (7) e (8) e as correntes conservadas obtidas nos

Teoremas 5.6 e 5.7, temos:
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Teorema 5.9. Suponha que u = u(t, x) seja uma solugdo para as equagoes (7) e (8) tal que u

e suas derivadas até a sequnda ordem tendem a 0 quando |x|— oo. Entdo, para a equagio (7)

temos as sequintes quantidades conservadas:

Hl(t):/]Rudx,

Ha(t) = /R (%uz + %ui) dx,

Hs(t) = /IR (1 — t1yy) dx,

4 1
He(t) = /]R ( — §u3 + gui + AUl 1y + 7uu§ - u%uxx) dx

1
Ho(t) = /IR ge_zx (3u3 — 9P Uy — 39uu,2( + 12Uty Uy + uf’c + 3u§uxx) dx.

Jd as quantidades conservadas para a equagio (8) sdo:

H1(t) :/ udx,
R
Hsg(t) = / e 2 (1 + 21l + Uxy) dx
R

Ho(t) = /IR FOE 1 — t1yy) dx,

em que f € CY(R).

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)

A seguir vamos apresentar um exemplo de solugdo para a equagdo (7) que apresenta as

caracteristicas do Teorema 5.9. Tal solugdo foi obtida recentemente quando passamos a

analisar e investigar as relagdes existentes entre a equacdo (7) e a Degasperis-Procesi [14].

Nao apresentaremos a dedugdo da solugdo, pois o ferramental teérico utilizado foge

do escopo deste texto. Porém, vamos utiliza-la aqui para exemplificar que tal solugdo

conserva as quantidades da equagéo (7).
Exemplo 5.6. A equagio (7)
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admite a seguinte solugio que conserva suas quantidades:

u(t,x) = —%e_x“t@(x —ct) — <§e"_“ — gez("_“)> 0(ct — x), (107)

em que ¢ # 0 é uma constante e 0 é a fungio de Heaviside dada por

1, se z>0,

0(z) = se z=0,

1
E/
0, se z<0.
Para mostrar que (107) dd origem a uma quantidade conservada para a equagdo (), calculemos
a quantidade H1(t).

Note que a solugdo (107) pode ser expressa como uma fungido de uma varidvel fazendo

z = x — ct, ou seja,

u=1y() = —%e’zﬂ(z) . (Eez . EeZZ) 0(—2).

2 3
Assim,
() = / —Ce%0(z) — Set0(—2) + Se20(—2) dz
R 6 2 3
0 +00
=/m—§ez+§ezzdz+/0 —%efzdz=—%+%—%=—%
Portanto,
d
— t)=0
dtHl( )

e a quantidade é conservada ao longo do tempo.

De modo frequente, as quantidades conservadas nos fornecem informagdes tteis
sobre o comportamento das solugdes de uma equacdo diferencial, e se a equagdo
descreve algum fendmeno fisico essas quantidades podem revelar alguma informagao
relevante. Observamos ainda que uma lei de conservac¢do (ou corrente conservada)
de uma equacdo diferencial, no sentido apresentado nas se¢des anteriores, é uma
propriedade intrinseca da equacdo. No entanto, as quantidades conservadas sdo uma
propriedade relacionada com as solugdes da equagdo em conjunto com suas correntes

conservadas.
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Para fundamentar a observagdo do pardgrafo anterior considere as seguintes correntes

conservadas da equacdo (8)

C=(C%CY = (u,2u — 2u* — 2utty + 2ty — Upy
X

C=(°CH= (u— uxx,Zu,zc —2u® —Quuy + 2ullyy).

E fécil ver que a corrente conservada C é equivalente a corrente conservada C, pois
Dy(C% — C% + Dy(C' — C') = 0 (veja Definigao 5.3). Portanto, para qualquer solucdo

u = u(t, x) da equagdo (8) teremos
D;C°+D,C'=0 e D;C°+D,C'=0.

De outro modo, supondo que u = u(t, x) seja uma solucao para a equagdo (8) tal que
u e suas derivadas até a segunda ordem tendem a 0 quando |x|— co. Das correntes

conservadas C e C obtemos, respectivamente, as quantidades conservadas

Hl(t):/]Rudx e ﬁl(t):/R(u—uxx)dx.

Veja que essas quantidades conservadas sdo iguais sob essa perspectiva. De fato,

7—7,1(t)=/]R(u—uxx)dx=/Rudx—/RDx(ux)dxz/]Rudx—ux

x—ct

X=+00

= Hq(t).

X=—00

No entanto, se considerarmos a solugdo u = e obtida para equacdo (8) no Exemplo

4.3 um célculo rdpido mostra que Hi(t) = +oo, enquanto que Hy(t) = 0. Isso estd

acontecendo porque a solugdo que estamos considerando u = ¢*~¢

ndo se anula quando
|x|— 00, e 0 mesmo vale para as suas derivadas com relagdo a variavel x. Este fato mostra
uma intima relagdo entre o comportamento da solugdo de uma equacao diferencial e

sua quantidade conservada.
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Em seu trabalho [25] Novikov classificou um conjunto de equag¢des da forma us — usxy =
F(u, uy, uxy, uxxx) que potencialmente poderiam ser integraveis. Entre as equacdes
classificadas por Novikov, algumas ja sdo bem conhecidas na literatura tais como a
Camassa-Holm [6] e a Degasperis-Procesi [14] (equagdes (13), (14) do Theorem 3 em [25]).
Em particular, as simetrias de Lie dessas duas equagdes podem ser encontradas em [12].
Outra equacdo bastante famosa dentre aquelas obtidas por Novikov é exatamente aquela
que hoje recebe seu nome, veja equagao (31) do Theorem 5 em [25], cujas simetrias de

Lie podem ser encontradas em [5].

Essas trés equagdes sdo integraveis em diversos aspectos e, mais recentemente, foi
provado que a equacdo (8) (equagdo (17) do Theorem 3 em [25]) é geometricamente
integravel [19]. Da classificacdo de Novikov, até onde sabemos, estas sdo as tinicas
equagdes com essa propriedade. Além disso, as propriedades das outras equagdes dessa

classificagdo sdo pouco conhecidas.

Nesta tese enfatizamos o estudo de duas propriedades estruturais das equacdes (6),
(7) e (8) que correspondem, respectivamente, as equagdes (15), (16) e (17) do Theorem 3

em [25]: Simetrias de Lie e leis de conservacao.

No Capitulo 3 classificamos todas as simetrias de Lie dessas equagdes e com isso
exibimos nossos resultados originais nos Teoremas 3.1 e 3.2. No Capitulo 4, a partir dos
geradores de simetrias, utilizamos a teoria de invariantes e solugdes invariantes para
obter solugdes explicitas de EDPs. Diante disso, usando o método sugerido em [26],
calculamos um sistema 6timo de subdlgebras unidimencionais e encontramos algumas
solugdes particulares para a equagéo (8).

Ja no Capitulo 5, passamos a estudar as leis de conservagdo para as equagdes (6), (7)
e (8). As leis de conservagdo dessas equagdes foram construidas via método direto que
se utiliza de fun¢des diferenciais chamadas multiplicadores para tal construgao. Os
multiplicadores relacionados as equagdes (6), (7) e (8) que possibilitaram a construgdo

de leis de conservagdo para as equagdes foram obtidos por meio de um algoritmo que
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pode ser encontrado em [1]. Dessa forma, conseguimos estabelecer nossos resultados
originais apresentados nos Teoremas 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7 envolvendo multiplicadores
e leis de conservacdo até a segunda ordem para as equagdes estudadas. Além disso,
mostramos algumas quantidades conservadas (Teoremas 5.8 e 5.9 ) para as equagdes (6),
(7) e (8) supondo que as solugdes dessas equagdes e suas derivadas se anulam quando
|x|— oo e apresentamos uma solugdo (107) para a equacao (7) com essa caracteristica.
Por fim, mencionamos que embora a énfase da tese tenha sido com relacdo as
equagoes (6), (7) e (8), também obtivemos resultados sobre outras equa¢des de Novikov
que podem ser encontrados nos Apéndices. Com relagdo a solucdo (107) da equacgao (7),
que apresentamos no capitulo anterior, estamos fazendo uma andlise mais profunda e

nossas consideragdes sobre essa solucdo serdo reportadas em trabalhos futuros.
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[ THEOREM 3, [25]]

No que segue vamos apresentar, sumariamente, nossos resultados sobre simetrias de
Lie e leis de conservagdo de outras equagdes de Novikov, listadas no Theorem 3 em [25],
com ndo linearidade quadratica, ndo evolutivas e até a terceira ordem.

Considere a equagao

Teorema A.1. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equagdo (108) é dada por

9 I N
g, XZ—E, X3—t——u—, Xoo—f(t)e E,

X1 = of " ou

em que f é uma fungdo diferencidvel na varidvel t.
Teorema A.2. A equagdo (108) admite os sequintes multiplicadores de ordem 0 e 2
pr1=1, ¢ = e, ¢3 = e_zx(u2 — u% +up — Ul — 2Uy Uy + Upy).

Consequentemente, as leis de conservagdo para a equagdo (108) sdo dadas pelas correntes

conservadas:
1. para o multiplicador ¢, teremos a corrente conservada C = (CY, C}), em que

0
C1 =U— Uxy,

C} = 2(—u2 — Ully + Ullyy + UxUyy).

2. para o multiplicador ¢ teremos a corrente conservada C = (Cy, C), em que

Cg = e—Zx(u — Uyy),

C% = 2¢ %¥ (uux + Ullyy + ui + uxuxx> .
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3. para o multiplicador ¢3 teremos a corrente conservada C = (C3, C3), em que

—2x
e
Cg = 3 <u3 — 3u2uxx — 91/11132( — 314?( + 3M?cuxx> ’
e g 3 2.2 2 2.2 3 2
C3 = 5 (41/1 Uy + AU Uy + 8U uy + duuyiyy —4u Uyx t 4uux - 4uuxuxx

— 8uuxu§x — 4u§uxx — 4u§u§x +Auniuy + AUttty + AUl Uy + Zutu§+

2 2
+ AUty Uy + AUy UsxUpy — Up — 2Upllpy — Upy)-
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| THEOREM 3, [25]]

Considere a equagdo

Teorema B.1. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equacdo (109) é dada por

J J X3 = 1,‘2 — ui, Xy = ez"i Xoo = f(t)e_x%,

Xi=90 Xe=gp of ou % ou’

em que f é uma fungdo diferencidvel na varidvel t.
Teorema B.2. A equagio (109) admite os seguintes multiplicadores de ordem 0 e 2
$1="1, g2 = e (U +un), p3 = 7 (—t + thox — ity — tugy).

Consequentemente, as leis de conservagdo para a equacdo (109) sdo dadas pelas correntes

conservadas:
1. para o multiplicador ¢, teremos a corrente conservada C = (CY, C}), em que

0
C1 =U— Uxy,

C% = —4u? — 4uu, — u?c + AUl + 22U Uy — uix.

2. para o multiplicador ¢, teremos a corrente conservada C = (Cy, C1), em que

—2x
0_¢ 2 2 3 2 3
G = 3 (18uus + 6uns, + 5uy + 3ty — Usy),

€—2x

C% = (Buustty + 8utlptyy + 8UllprUyy + 2utu§ + AUt Uy — 2ufu§x + AUy Uy Upy

2 2 2
— QU — UF — 2Upllpy — UL,).
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3. para o multiplicador ¢3 teremos a corrente conservada C = (C3, C3), em que

—2x
Cg S 3 (Bu? — 36tuu? — 12tuu, — 10t — 6tuu>, +2tud . — 6uutlyy, +3u2,),
e—2x
C% = — c (24u2ux + 24u2uxx + 18uu§ + 24Uty + 241Ut Uyy + 240Ul Uy + 6tutu§

+ 12tust Uyy — 6tutu92€x + 12U Uy Uy — 6tutxu92cx + 12Ut Uy — 18uu§x — 3tu%

— 6tusupe — 3tu?, +4ud — 6uyu>, +413.).
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Considere a equagao
Up — Upyy — SUUy — 4u§ + 10U Uy — AUl — Zu?cx + AUl ey — 2UxUyyy = 0. (110)

Teorema C.1. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equagio (110) é dada por

d d ngti—ui, — ,2x

)
. 2T o Mo T g

X =
Teorema C.2. A equagio (110) admite os sequintes multiplicadores de ordem O

¢1=1, g2 = f(t)e",

em que f é uma fungdo diferencidvel na varidvel t.
Consequentemente, as leis de conservagdo para a equagdo (110) sdo dadas pelas correntes

conservadas:
1. para o multiplicador ¢y teremos a corrente conservada C = (CY, C}), em que

0
Cl =U— Uxy,

C% = —4y? — duu, + 3u§ + AUl — 2UxUyy.

2. para o multiplicador ¢,, se f(t) #0V t € R, teremos a corrente conservada C = (CO, C%),
em que C = (C3, C}), em que

Cg = f(t)ex(u — Uxy),

C)=e" [f(t)(—Suux + 402 + Aty — 2utytlyy) — ()1 — ux)] .

69
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