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RESUMO

Neste trabalho estudamos diversos aspectos de algumas classes de equagdes ou sistemas
de equagdes. Simetrias de Lie, de Noether, leis de conservacdo derivadas do Teorema
de Noether e solugdes invariantes sdo obtidas para uma classe de equagdes diferenciais
ordindrias. Também consideramos equagdes e sistemas do tipo Camassa-Holm, alguns
dos quais foram obtidos como solugdes de um problema inverso. Para todos sdo
encontradas as simetrias de Lie e, para alguns, obtemos leis de conservagdo utilizando o
Teorema de Ibragimov. Além disso, para casos particulares das equagdes deduzidas via
problema inverso, investigamos a existéncia de solucdes peakon e multipeakon. Finalmente,
consideramos uma familia de equagdes evolutivas, a qual admite solugdes peakon e

membros integraveis.

Palavras-chave: Simetrias, leis de consevacdo, peakons, integrabilidade
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ABSTRACT

In this work we study several aspects of some families of differential equations and
systems. Lie point symmetries, Noether symmetries, conservation laws obtained from
Noether Theorem and invariant solutions are derived for a class of ordinary differential
equations. We also consider Camassa-Holm type equations and systems, some of which
deduced from an inverse problem. For all of them we obtain Lie point symmetry classi-
tications and, for some, conservation laws using Ibragimov’s Theorem. Furthermore,
for particular cases of the equations obtained as an inverse problem, we investigate
the existence of peakon and multipeakon solutions. Finally, we consider a family of

evolution equations, which admits peakon solutions and integrable members.

Keywords: Symmetries, conservation laws, peakons, integrability
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INTRODUCAO

Ao iniciar o Mestrado, no ano de 2013, minha dissertacdao deveria discorrer sobre o
chamado Teorema de Ibragimov e estruturd-lo em termos de teoria de operadores, o
que até hoje ndo foi feito. A principio eu ndo conhecia as técnicas utilizadas em tal
teorema, mas sabia que possuia relagdes com o Teorema de Noether que, por sua vez,
relaciona simetrias de equa¢des com quantidades conservadas. Como em meu Trabalho
de Conclusdo de Curso [23, 48] ja havia estudado o Teorema de Noether aplicado a
equagOes diferenciais ordindrias, a transi¢do acabou ndo sendo traumatica.

Nosso primeiro passo foi estudar a equagdo de Novikov modificada
Mt - utxx + (b —‘I_ 1)u2ux - buuxuxx - Mxxx — O

do ponto de vista do conceito de auto-adjunticidade estrita proposto por Ibragimov
[60, 65]. Provamos que apenas o caso especial b = 3, ja conhecido na literatura e
chamado de equagdo de Novikov, admitia tal propriedade.

Ao descobrir um congresso a ser realizado em julho de 2013 na cidade de Waterloo,
Canad4, perguntei ao meu orientador se poderia enviar tal trabalho para apresenta-
¢do em poster. Recebi resposta positiva e no referido periodo apresentei em painel o
trabalho intitulado “On the group analysis of a modified Novikov equation” no Interdiscipli-
nary International Conference on Applied Mathematics, Modeling and Computational Science
(AMMCS 2013), o que culminou num capitulo de livro publicado pela Springer [29].
Os resultados ali publicados correspondem ao Teorema 3.2.1 e partes dos Teoremas
454 e 4.5.5. Mais importante do que a publicagdo em si, 0 congresso me propiciou
a oportunidade de conhecer pesquisadores que até entdo apenas conhecia por seus
trabalhos. O contato que tive com Maria Gandarias (Universidad de Cddiz, Espanha) e
Chaudry Masood Khalique (Northwest University, Africa do Sul) gerou um convite para
participagdo na 10th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations and
Applications (AIMS 2014), congresso este que mudaria drasticamente os rumos da minha

dissertacdo.



INTRODUGCAO

Paralelamente ao AMMCS 2013, trabalhdvamos para encontrar grupos de simetria de

Lie, Noether, primeiras integrais e solu¢des da equagdo

v+ f(y) =0, (1.1)

onde n é num inteiro positivo. Esta equagdo generaliza parcialmente nossos resultados

anteriores acerca da familia de equagdes
v +ax"y?P =0, a#0,7yeR,p¢ {01},

cujos resultados foram publicados em [48] e foi a base do material do meu Trabalho
de Conclusdo de Curso para obtencdo do titulo de bacharela em Matematica [23].
Os resultados relativos a equagdo (1.1) foram publicados no IMA Journal of Applied
Mathematics [31] e correspondem aos Teoremas 3.1.2, 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.3 desta tese.

No ultimo semestre de 2013, ainda influenciados pela equagdo de Novikov modi-
ficada, tentamos entender qual era a relacdo entre nossos resultados e as diversas
outras equagdes importantes que haviam surgido nos tltimos anos e que possuiam a
mesma propriedade de auto-adjunticidade. Juntando alguns resultados da literatura,

percebemos que a equacdo de Novikov
Up — Uy + 4u2ux — BUU Uy — uzuxxx =0
e a chamada de equagdo de Camassa-Holm
Up — Upyx + 3Uly — 2UxUyy — Ullyxy = 0

tinham propriedades de auto-adjunticidade e simetria em comum. Deduzimos entdo a

familia de equagoes
Up — Upey + (b + 2)ubux —(b+ 1)ub*1uxuxx — Uy =0 (1.2)

que possui ambas as propriedades e que unificava as equagdes de Camassa-Holm
e Novikov, veja [30]. Diante do convite para participagdo na AIMS 2014, realizado
em julho de 2014 em Madri, Espanha, submetemos nossos resultados para a Student
Paper Competition e fui selecionada como finalista. Além da grande oportunidade de
pela primeira vez oralmente apresentar um trabalho em inglés, o reconhecimento pelo
trabalho bem feito foi o melhor prémio que eu poderia receber. Como se tal prémio ja

ndo fosse o suficiente, outra apresentagdo rendeu frutos ainda maiores.



INTRODUGCAO

Na secdo especial conduzida por Gandarias e Khalique, tive a oportunidade de
apresentar o mesmo trabalho para um ptblico bem mais familiarizado com o tema. Um
dos presentes era o renomado Stephen Anco (Brock University, Canada) e meu trabalho
rendeu discussdes sobre assuntos bem mais profundos, como a existéncia de solugdes
especiais e outras propriedades da familia que haviamos deduzido.

Voltando ao Brasil, tinhamos estabelecido colaboracdo com Anco e trabalhdvamos
remotamente. Porém, nesta época eu deveria qualificar e preparar minha dissertacdo de
Mestrado. Foi entdo que a situagdo mudou drasticamente.

Decidimos que seria melhor converter meu Mestrado para Doutorado Direto e, desta
forma, terfamos tempo para continuar desenvolvendo pesquisa sem nos preocuparmos
com a defesa do Mestrado. Este tempo a mais que tivemos culminou no aprofundamento
do estudo da equagdo que tinhamos deduzido e passamos entdo a analisar propriedades
que até entdo ndo considerdvamos. Do estudo de simetrias e Teorema de Ibragimov,
passamos a estudar integrabilidade de equacdes e certas solugdes “estranhas”. Ou seja,
em termos de teoria e novos estudos era como se um novo projeto comegasse.

Passamos a estudar aspectos geométricos mais profundos, como estruturas simplé-
ticas, métodos algébricos para obtencdo de infinitas simetrias e a chamada Teoria de
Distribuic¢Oes para as solugdes. Os resultados da colabora¢do com S. Anco é um trabalho
publicado no Journal of Mathematical Physics [7] e aparecem como os Teoremas 3.3.1,
4.5.4 e 4.5.5 e nas solugdes da Subsecdo 6.3.1.

Como nosso interesse havia mudado de simetrias para integrabilidade e solugdes
do tipo peakon de equagdes diferenciais parciais, em 2015 meu orientador aproveitou o

estudo da familia de equagdes
UxUxx

us + 2a =€auyy =0, €a€R, (1.3)

que ele e Julio Cesar Santos Sampaio estavam desenvolvendo e me prop0s a andlise da
integrabilidade da equac¢do em questdo. Obtivemos resultados interessantes ndo somente
sobre integrabilidade e solugdes peakon, mas também sobre obtengdo de solug¢des da
equacdo que estuddvamos a partir de solugdes de equagdes ja bem estabelecidas na
literatura. O resultado de tais estudos é o trabalho [33], que atualmente encontra-se
submetido a um peridédico internacional.

Nesta tese, procuramos ilustrar a teoria com exemplos préprios ou que serdo im-
portantes para conceitos posteriores. De maneira geral, por Proposi¢do e Lema nos
referiremos a resultados j4 estabelecidos na literatura que ndo sao de nossa autoria. Al-

gumas proposi¢des mais famosas, como Teorema da Aplicacdo Implicita ou Teorema de
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Noether, levam seus respectivos nomes. Por outro lado, nossos resultados sdo chamados
de Teorema. Com relagdo aos frutos originais desta tese, tivemos dois artigos publicados
[7, 31], um capitulo de livro [29], diversos proceedings de congressos [25, 26, 27, 28, 32],
além de dois artigos atualmente submetidos a periédicos internacionais [24, 33].

A presente tese estd estruturada da seguinte forma:

e No Capitulo 2 discutiremos a teoria de variedades diferencidveis para que de
maneira geométrica possamos definir equagdes diferenciais, simetrias de Lie e

solugdes invariantes;

e No Capitulo 3 apresentaremos resultados originais acerca de classificagdo de
simetrias de Lie e solug¢des invariantes de algumas equagdes que trabalhamos nos

altimos quatro anos;

e No Capitulo 4 formalizaremos a teoria de leis de conservacdo, auto-adjunticidade
e Teoremas de Noether e Ibragimov para encontrarmos leis de conservacdo de
equagoes. Nas Secdes 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.3 exibimos resultados originais sobre leis

de conservacao;

e No Capitulo 5 discorreremos sobre a motivagdo que nos levou a estudar equagdes
diferenciais parciais de um novo ponto de vista. Deduzimos duas classes de
equagOes diferenciais com membros integrdveis. Uma, ndo-evolutiva dada por
(1.2), unifica as equagdes de Camassa-Holm e Novikov. A outra, que inclui a

equacdo evolutiva (1.3);

e No Capitulo 6 estudamos principios de andlise funcional e estruturamos a teoria
de distribui¢des. Na Sec¢do 6.3 definimos solug¢des peakon e encontramos tais

solucdes para duas familias de equagoes.

e Finalmente, no Capitulo 7 apresentamos as conclusdes desta tese.



SIMETRIAS DE LIE DE EQUACOES
DIFERENCIAIS

De maneira ingénua, uma simetria de Lie de um determinado sistema de equagdes
diferenciais é um grupo de transformacdes agindo no espaco de varidveis dependentes
e independentes que de alguma maneira deixa o sistema invariante. Tal sistema, de

ordem k, geralmente é abordado simplesmente como uma expressdo da forma

ondeax =1,2,...,r;, x € R"; u: R" — R" é uma funcao suficientemente diferenciavel,
e u(;) representa o conjunto de derivadas de u de ordem j.

Do ponto de vista pratico do estudo de invariancia do sistema, tal definicdo de
simetria é suficiente no sentido de que uma constru¢do mais rigorosa ndo se faz
necessdria para a obtencdo das simetrias. Por outro lado, uma vez que estamos lidando
com propriedades geométricas de objetos como equagdes diferenciais e grupos de
simetria, é importante darmos uma estrutura mais robusta para tais entidades a fim
de estabelecermos conexdes formais entre elas. Nesse sentido, as chamadas variedades
diferencidveis se tornam o ambiente matemadtico natural para tal objetivo. Como
consequéncia construiremos a variedade de jatos, que reduz um sistema de equagdes
diferenciais a uma subvariedade da variedade de jatos e simetrias de Lie a fluxos de

se¢des do fibrado de jatos.

2.1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

As variedades diferencidveis generalizam os conceitos familiares de curvas e superficies
no espago R3, veja [76]. Em geral, uma variedade de dimensdao m é um espago de
Hausdorff que localmente se comporta como o R”, mas que globalmente pode ter

propriedades bem diferentes.



SIMETRIAS DE LIE DE EQUAQC)ES DIFERENCIAIS

Defini¢ao 2.1.1. Uma variedade diferenciavel de dimensado m é um espaco de Hausdorff
M munido de uma familia enumerével A = {(U,, ¢n),« € [ C IN} de abertos U, C M,
chamada de atlas, e homeomorfismos ¢, : Uy — ¢o(Uy) C R™ que satisfazem as

seguintes propriedades:
(a) A familia {U,,a € I} cobre M:

U U =M.

wel
(b) Uy NUg = @ ou a funcdo de transicao
Ppo Pr @u(Ux NUg) — @p(Uy N Up)
é infinitamente diferencidvel no sentido usual de andlise, Va, B € I.

Na defini¢do anterior, chamamos cada U, de dominio coordenado, ¢, é a correspon-
dente fun¢do coordenada local e dizemos que o par (U, ¢,) € uma carta coordenada
em M. Para cada p € M e cada carta (U, ¢) € A de M com p € U, denotaremos por
p:=o(p) = (x(p),...,x"(p)) as coordenadas locais de p em R".

Exemplo 2.1.1. O espaco R é uma variedade diferencidvel de dimensdo m. De fato,

id : R™ — R™ define um homeomorfismo global.

De maneira mais geral, se M é uma variedade de dimensdo m, A = {(Uy, ¢), & € I}
é um atlas em M e U C M é um aberto (portanto Hausdorff), definindo V, = W, N U,

} define um atlas em U. De fato, as condigdes (a) e (b) sdo

temos que B = {V,, ¢ y
satisfeitas e U é chamado de subvariedade aberta de M.

Sejam M e N duas variedades diferencidveis de dimensado m e n, respectivamente, e
F: M — N uma fungdo. Dizemos que F é uma fungdo infinitamente diferencidvel se,
para todo p € M, existem cartas (U, ¢) de M, com p € U, e (V,p)de N, com F(U) C V,

tais que a representagdo coordenada de F
FimpoFop ™ gUNE (V) = (V)

seja infinitamente diferencidvel. Se F é infinitamente diferencidvel, simplesmente
diremos que F é diferencidvel.
A diferenciabilidade é uma propriedade intrinseca da funcdo em termos das estruturas

diferencidveis das variedades em questdo.
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Figura 1: Diferenciabilidade de F.

Proposic¢do 2.1.1. Sejam M, N e P variedades diferenciaveis.
(a) Toda funcao diferenciavel F : M — N é continua;

(b) A funcado identidade id : M — M é diferenciavel;

2

(c) Se U C M é um aberto, entdo a inclusdo i : U — M, dada por i(x) = x, é

diferenciavel,
(d) Se F: M — N e G: N — P sao diferenciaveis, entdo Go F : M — P também o é.

Demonstragio. Veja [76], Proposition 2.4 (pagina 34) para o item (a) e Proposition 2.10
(pagina 36) para os demais. O

Proposicao 2.1.2. Suponha que Mjy, ..., M, N sejam variedades diferencidveis. Para
cada i, seja 71; : My X -+ X M; X --- Xx M — M; a projecdo em M;. Entdo F : N —
M x - -- x My é diferenciavel se, e somente se, cada uma de suas fun¢des componentes
F,=moF : N — M,; o for.

Demonstragio. Veja [76], Proposition 2.12 (pagina 36). O

Se M e N sao variedades diferenciaveis, definimos um difeomorfismo F : M — N

como sendo uma bijecdo diferencidvel com inversa diferencidvel. Se existe tal difeomor-
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tismo entre M e N, dizemos que as variedades sdo difeomorfas. Duas variedades M e
N ndo podem ser difeomorfas a ndo ser que dim M = dim N.

Da Proposicado 2.1.1 temos que todo difeomorfismo é um homeomorfismo, composi¢do
de difeomorfismos também é um difeomorfismo e a restricdo de um difeomorfismo a
um aberto U é um difeomorfismo entre U e sua imagem. Além disso, serem difeomorfas
define uma relacdo de equivaléncia na classe de todas as variedades diferenciaveis.

Denote por C*(M) o conjunto de todas as fungdes F : M — R infinitamente di-
ferenciaveis e seja p € M. Se F,G € C®(M) e a € R, entdo a soma e multiplicacdo

(F+G)(p):=E(p) + G(p), (aF)(p):=aF(p)

ddo a C*°(M) uma estrutura de espaco vetorial. Uma transformacéo linear v : C*(M) —

R ¢é dita ser uma derivagdo em p se, Vf,g € C*°(M), a regra de Leibniz

o(fg) = f(p)vg +8(p)vf

for satisfeita.

O conjunto de todas as deriva¢des em C*(M) em p, denotado por T, M, é chamado
de espaco tangente a M em p e os elementos v € T, M sdo os vetores tangentes. Quando
munimos T, M das operagdes usuais de soma e multiplicagdo damos ao espago tangente
uma estrutura de espago vetorial.

Uma vez que definimos fungdo diferencidvel entre variedades, o préximo passo é

explorar como fungdes diferencidveis afetam o plano tangente.

Defini¢ao 2.1.2. Sejam M e N variedades diferencidveis e F : M — N uma funcdo
diferenciavel. Dado v € T,M, a diferencial de F no ponto p € M ¢ a transformacao
linear

definida por
dFy(v)(f) = v(foF), VfeCT(N).

Similarmente as propriedades que conhecemos em R”, temos:

Proposicdo 2.1.3. Sejam M, N e P variedades diferencidveis, F: M -+ N, G: N — P

fungodes diferencidveis e p € M. Entdo:

(a) d(G o F)p = dGF(p) o de : TpM — TGoF(p)P;
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Figura 2: A diferencial de uma fungdo F : M — N. Note que ela transporta vetores

tangentes v € T, M a vetores tangentes dF,(v) € Tp(,)N.
(c) Se F é um difeomorfismo, entdo dF, : T,M — Tr(p)N € um isomorfismo.

Demonstragio. Veja [76], Proposition 3.6 (pagina 55). O

O que queremos, na verdade, é utilizar coordenadas para relacionar o espago tan-
gente em M com o espaco tangente em R”. Porém, o problema que encontramos
nesse momento é que, enquanto definimos o espago tangente em termos de fungdes
diferencidveis na variedade inteira, as cartas estdo intimamente ligadas a abertos dela.
O préximo resultado nos diz que podemos identificar o espaco tangente de um aberto

da variedade com o espago tangente da variedade inteira.

Proposicao 2.1.4. Sejam M uma variedade diferencidvel e U C M um aberto. Para cada
p € U, temos que di, : T,U — T;M, onde i : U < M é a funcdo inclusédo, define um

isomorfismo.
Demonstragio. Veja [76], Proposition 3.9 (pagina 56). O

Note que, dado um aberto U C M, o isomorfismo da proposi¢do anterior é canoénico.

Desta forma, T,U e T, M sdo indistinguiveis a menos de isomorfismo.

Proposicdo 2.1.5. Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensdo m e p € M. Entdo

Ty M é um espaco vetorial de dimens&o m.
Demonstragio. Veja [76], Proposition 3.10 (pégina 57). O

Observe que R™ é um espago vetorial. Desta forma, R™ é isomorfo a T,R"™, o que

explica o porqué de sempre tratarmos T,R™ como o préprio R™.

9
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Proposigdo 2.1.6. A aplicagdo D, : R" — T,R™ dada por Dy(p) = Dy| , no qual
p

Dy| : C*®(R™) — T,R™ é a fungao tal que
p

f(p+to), (2.1)

é um isomorfismo canonico de R em TpRm.

Demonstragio. Uma versdo mais geral desta Proposicdo, juntamente com sua demons-

tracdo, pode ser encontrada em [76], Proposition 3.13 (pagina 59). O

Exemplo 2.1.2. Sejam {ey,...,e,} uma base para R" e p € R™. Como (2.1) é um

isomorfismo de R em T,R™, entdo {D,,

Mas, dada f € C®(R™), temos

,i=1,...,m} forma uma base para T,R™.
p

d

d
Du| f=gifp+m)|_ = (Vi) =55

f
p

onde (-,-) denota o produto interno usual em R” e Vf o gradiente de f. Portanto,

obtemos
0
Dei _ —
p ox'lp

e encontramos uma base do espago tangente T,R™. A identificagdo de um elemento

UC”
V= gvlﬁ ) € T,R™ com um de R™ se dé por v (vl,vz,. ., oM.

1=

A partir de agora, adotaremos a convengdo de Einstein para indices repetidos, ou

seja, escreveremaos

significando que v é uma soma dei =1 a m.
Suponha que M e (U, ¢) sejam uma variedade de dimensdo m e uma carta de M,
respectivamente. Da Proposicao 2.1.3 (c), temos que dgp, : T,U — Ty, @(U) € um

isomorfismo. Combinando tal resultado com a Proposic¢do 2.1.4, concluimos que

é um isomorfismo.
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Do Exemplo 2.1.2 temos que as derivagdes

B .
oxtlep) " 0x™lg(p)

formam uma base de T,,,)R™. Desta forma, a pré-imagem desses vetores pelo isomor-

fismo d¢, nos da uma base para T, M. Denotaremos tal base de T, M por

2 2
oy sl )

)f d‘”()(aiz

Em outras palavras, 9/ 8xl‘p nada mais é do que a derivacdo da i-ésima coordenada

Temos, entdo

9
ox! p

£ = o) (5]

)f— (Foo o).

de f o ! no ponto ¢(p). No caso especial de coordenadas usuais de R", esses vetores
sdo literalmente as derivagdes parciais.
Com a base ja encontrada, podemos dizer que um vetor tangente v € T, M € escrito

unicamente como uma combinagao linear

Seja F : M — N uma fungdo diferencidvel, onde M, N sdo variedades de dimensdo
m e n, respectivamente. No ponto p € M, sejam (U, ¢) e (V, ) cartas de M e N,
respectivamente, com p € U e F(U) C V. Dada a representagdo coordenada F =
poFoge ™ : gUNF (V) — ¢(V), sabemos que a transformagdo linear dFj é
representada pela matriz Jacobiana de F em p = ¢(p).

Por outro lado, calculando a diferencial de F em p num elemento qualquer da base

de Ty, M e utilizando a Proposigao 2.1.3 (a), obtemos

d

9|\ _oF(p) 9
ox! N

oxi oyl

dF, J=1,...,n, (2.2)

F(p)

p

onde (y!,...,y") denota coordenadas em V.

Desta forma, concluimos que, em coordenadas, de é a transformacdo linear cuja
representagio matricial é dada pela matriz Jacobiana de F no ponto p. Muitas vezes cha-
mamos dF, de pushforward e denotamos por F, pelo simples fato de ser a transformagao

que naturalmente leva um elemento de um espago tangente ao outro.

11
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-
<

Figura 3: A diferencial em coordenadas.

Dizemos que a aplicagdo diferencidvel F : M — N é uma imersdo se dF, é injetiva em
cada p € M. Caso dF), seja sobrejetiva em cada p € M, dizemos que F é uma submersao.
Um mergulho é uma imersdo F : M — N que também é um homeomorfismo sobre sua

imagem.

Definicao 2.1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma subvariedade regular de M
é um subconjunto S C M que é uma variedade diferencidvel com respeito a topologia

de subespacos tal que a inclusdo i : S — M é um mergulho.

A préxima proposigdo nos fornece uma maneira de construir subvariedades regulares

de uma variedade diferencidvel.

Proposicao 2.1.7. Sejam M e N variedades diferencidveis, F : N — M um mergulho
e S = F(N). Com respeito a topologia de subespagos, S possui uma tnica estrutura
diferencidvel que a transforma em uma subvariedade regular de M com a propriedade

de que F é um difeomorfismo sobre S.

Demonstragio. Veja [76], Proposition 5.2 (pagina 99). O
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Exemplo 2.1.3. Sejam M e N variedades diferencidveis de dimensao m e n, respectiva-
mente, U C M um aberto, e f : U — N uma fungdo diferencidvel. Defina o grafico de f

como sendo o conjunto
Grf ={(x, f(x)) C M x N;x € U}.

Mostremos que Grf é uma subvariedade de M x N de dimenséao m.

Defina 7¢ : U — M x N como sendo 7¢(x) = (x, f(x)). Como cada uma de suas
componentes € diferencidvel, temos que 7 € diferencidvel. Note agora que 7tp1 0 v =
idy;. Desta forma, dado x € U,

d(7tm) (x,£(x)) © A(7f)x = d(7Tm © f)x = d(idy)x = idr,u = idr,Mm-

Logo, d(f)x € injetiva, de onde segue que 7y é¢ uma imersao.

Note agora que G é tal que mpr 0 yp = idy = ¥y o nM‘Grf’ Desta forma, pela
r
continuidade da projecao, segue que s € um homeomorfismo. Logo, v¢(U) = Grf é

uma subvariedade regular de M x N.

Proposicdo 2.1.8. (TEOREMA DA APLICAGCAO INVERSA) Suponha que M e N sejam varie-

dades e F: M — N seja uma funcao diferencidvel. Se p € M é um ponto tal que dF, é

inversivel, entdo existem vizinhancas abertas Uy > p e Vy > F(p) tais que F . Uy — Wy
0

é um difeomorfismo.

Demonstragio. A demonstra¢do segue como consequéncia quase imediata do Teorema
da Aplicagdo Inversa para o R™. Entretanto, ela pode ser encontrada em [76], Theorem
4.5 (pagina 79). O

Dada uma aplicacdo diferenciavel F : M — N e g € F(M), definimos a fibra de F em
g como sendo o conjunto F~1({g}). O ponto g € M é dito ser um valor regular de F se
dFy : TyM — Tg(,)N é sobrejetora, para todo p € F~'({g}).

O Exemplo 2.1.3 é util no sentido de que podemos olhar para o gréafico de uma
funcdo diferencidvel como um conjunto munido de uma estrutura suficientemente forte.
Utilizaremos essa estrutura, todavia, em objetos vistos como a fibra de algum valor

regular.

Proposicao 2.1.9. (TEOREMA DA APLICAGAO IMPLICITA) Sejam M e N variedades diferen-
ciaveis e F : M — N uma aplicacdo diferenciavel. Dado q € F(M), defina S = F~1({g}).
Se F| 5 € uma submersdo, entdo S tem uma tnica estutura de variedade tal que S € uma

subvariedade regular.

13
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Demonstragdo. Veja [107], Theorem 1.38 (pagina 31). O
Como consequéncia da Proposigdo 2.1.9, temos o resultado que mais nos interessa.

Proposicdo 2.1.10. S C M é uma subvariedade regular de M se, e somente se, todo
ponto de S tem uma vizinhanga U C M tal que U N S é a fibra de alguma submersao

f:U— R™°, onde m e s representam, respectivamente, as dimensdes de M e S.
Demonstragio. Veja [76], Proposition 5.16 (pdgina 106). O

A Proposicdo 2.1.10 é talvez a mais importante desta se¢do. Ela nos mostrard como
traduzir a definicdo geométrica de sistema de equagdes diferenciais no que é tradicio-

nalmente conhecido.

2.2 ESPACO DE k-JATOS E SISTEMAS DE EQUACOES

DIFERENCIAIS

Considere variedades E e M. Um feixe de fibras é uma tripla (E, 77, M) tal que 7w : E —
M é uma submersao sobrejetiva. A variedade E é chamada de espaco total e M é a base.
Para cada ponto p € M, E, = w~1({p}) é chamada de fibra do feixe no ponto p.

O que a definicdo de feixe de fibras nos diz é que localmente podemos colocar uma
estrutura de espaco produto em E, estrutura essa que ndo necessariamente é refletida
em propriedades globais. A vantagem é que podemos colocar coordenadas de certa
forma especiais em tais espagos. Mas antes de prosseguir com a defini¢do de tais
coordenadas, exemplifiquemos o feixe de fibras que serd de extrema importancia no

que se segue.

Exemplo 2.2.1. Seja E = R” x R" e M = R™. Defina 7 : E — M por 7(p,q) = p.
Entdo 7t é claramente uma submerséo sobrejetora e (E, 7t, M) é um feixe de fibras. Dado
p € M, a fibra E,, do feixe é dada por E, = n~ ' ({p}) = {p} x R".

De maneira mais geral, se E = M x N é uma variedade produto, onde M e N sdo
variedades quaisquer, entdo (E, 71, M) com a proje¢do natural 7: M x N — M é um

feixe de fibras.

Defini¢do 2.2.1. Seja (E, 1, M) um feixe de fibras tal que dimM = m e dimE = m + n,

eseja ¢ : U — R™™ uma fungdo coordenada local do aberto U C E. O sistema de
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coordenadas determinado por ¢ é chamado de sistema de coordenadas adaptadas se,
para todo a,b € U tal que 7t(a) = 7t(b), temos 71 (¢(a)) = m(¢(b)) onde 1y : R" ™" —

R™ denota a projecdo usual.

E
IR”
\ $ o)
n i o
m1(¢(a))

I
=
—_
—~
-
—~
Sy
~—
~—

t(p) M

Figura 4: A figura ilustra a defini¢do de sistema de coordenadas adaptadas. Todos os
pontos de E, N U possuem as mesmas primeiras m coordenadas, ou seja, sdo

caracterizados apenas pelas suas tltimas 7 coordenadas.

Exemplo 2.2.2. Considere o feixe de fibras (R x R", r, R™). Se U = R™ x R", entdo
id : U — R"™" determina um sistema de coordenadas adaptadas (xl, oxmul u™)
em U. De fato, sejam a,b € R™ x R" tais que 7r(a) = 7t(b). Denote as coordenadas
de a por (x',...,x™ul,...,u") eas de b por (¥,..., %", d',...,a"). Se rt(a) = m(b),
entdo as primeiras m coordenadas de a e b sdo iguais. Além disso, mi(id(a)) =
(x%,...,x™) = (£%,...,8™) = m(id(b)). Portanto, o sistema de coordenadas é um

sistema de coordenadas adaptadas.

Defini¢do 2.2.2. Se (E, r, M) é um feixe de fibras, entdo uma trivializagdo local do feixe
num ponto p € M é um difeomorfismo ¢ : 771 (U) — U x N, onde U C M é uma
vizinhanga de p e N é uma variedade, tal que T 0¢ = 7r,onde 711 : UX N — U é a
projecdo candnica em U. Se existe um difeomorfismo global ¢ : E — M X F tal que

111 0 ¢ = 71, entdo o feixe é dito ser trivial.

E importante observar que o aspecto local da trivializagio se refere a M e ndo a E.

Além disso, a existéncia de uma trivializagdo local em todo ponto de M automaticamente

implica a submersdo da projegdo 7.

15
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Um feixe de fibras que admite, para todo p € M, uma trivializa¢do local é chamado

de fibrado. Usaremos a notagdo 7 : E — M quando nos referirmos ao fibrado (E, 7r, M).

Exemplo 2.2.3. Considere o feixe (R™ x R", 7r, R") do Exemplo 2.2.1. Para cada p € R",
seja Uy, a bola aberta centrada em p de raio 1. Como 7~ 1(U,) = U, x R", definindo
¢p : T 1 (Up) — U, x R" por ¢,(x) = x, temos que ¢, é um difeomorfismo. Desta
forma, o feixe (R™ x R”, 7, R™) admite uma trivializagdo local em todo p € R" e,
portanto, é um fibrado. Uma outra maneira de caracterizar o fibrado 7 : R™ x R" — R"
é olharmos para a trivializacdo ¢ : 7 1(R") — R™ x R" dada por ¢(p) = p. O
difeomorfismo ¢ faz com que o fibrado seja trivial. E essa estrutura de fibrado trivial

que usaremos na construgdo do espago de jatos.
Defini¢do 2.2.3. Um fibrado vetorial de posto k é um fibrado 77 : E — M tal que:
(i) Para cada p € M, a fibra E, é um espaco vetorial real de dimensao k;

(ii) Dado p € M, existe uma trivializagdo local ¢ : 7= 1(U) — U x R, onde U C M é
uma vizinhanca de p, tal que, para cada g € U, a trivializagdo local ¢ restrita a E;

é um isomorfismo de E; em {q} x RF ~ RF.

No caso em que a trivializac¢do local ¢ é global, o fibrado vetorial é dito trivial. A

partir de agora, qualquer fibrado 7w : E — M serd um fibrado vetorial.

Exemplo 2.2.4. Considere o fibrado trivial 77 : R x R" — IR™ e sua trivializa¢do global
definida no Exemplo 2.2.3. Observe que, para cada p € R", temos E, = 7! ({p}) =
{p} xR" = R" e, desta forma, E, tem estrutura de espago vetorial. Além disso, ¢

¢é linear. Para finalizar, como
q

E; = {q} x R", temos que ¢ . é um isomorfismo de E; em {q} x R" = R". Desta

é linear, de onde segue que, para cada g4 € R", ¢

forma, 77 : R™ x R" — IR™ é um fibrado vetorial trivial.

O préximo exemplo é talvez o fibrado mais classico e importante da teoria de
variedades diferenciaveis. E o espaco natural dos chamados campos vetoriais, campos
esses que sdo os objetos utilizados para o estudo das simetrias de equagdes diferenciais.
Apresentamos o fibrado tangente agora, mas a utilizacdo dele serd dada num momento

posterior.
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Exemplo 2.2.5. Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensdo m e p,q € M, com
p # q. Note que T,M N T;M = @. Considere a unido disjunta
™ = |J T,M.
peEM
Entdo TM é uma variedade diferenciavel de dimensado 2m. Além disso, TM é um

tibrado vetorial sobre M, onde 7t : TM — M é tal que

n(v) = | v'— =p. (2.3)
p
O espago TM é chamado de fibrado tangente de M. Para maiores detalhes, veja [76]

(pagina 65).

Defini¢ao 2.2.4. Uma secdo (global) em um fibrado 7 : E — M é uma aplicagdo
c: M — E tal que m oo = idp;. Uma segdo local de E é uma aplicagioc: U C M — E,

onde U é um aberto, tal que oo = idy.

O conjunto I'(7) de se¢des diferencidveis do fibrado vetorial 77 : E — M munido da
soma e da multiplicagdo por escalar usuais forma um espago vetorial .

No caso do fibrado tangente, uma se¢do de TM é chamada de campo vetorial. O
conjunto de todos os campos vetoriais de TM é denotado por X(M). Os campos

vetoriais ndo serdo importantes nesta secdo, porém serdo a base do estudo de simetrias.

Exemplo 2.2.6. Considere o fibrado 7 : R” x R" — R™ e seja ¢ € T'(7r) uma segéao.
Como o fibrado é trivial, temos que ¢(x) = (x,y) € R™ x R", de onde segue que a cada
sec¢do 0 podemos associar uma Unica funcao diferenciavel f : R” — R” tal que f(x) =y
e o(x) = (x, f(x)). Desta forma, podemos tratar as se¢des de 77 : R x R" — R™ como
fungdes f : R™ — R". Para um resultado mais geral, veja [58], Proposition 1.5 (pagina
12).

Exemplo 2.2.7. Seja X € TM e considere a proje¢do 7 : TM — M dada por (2.3). Entado
X € TyM, para algum p € M, de onde segue que

~ 0
_ o v
X—Xp—v(p)axi
p
Defina
c: M—TM
p—o(p)=Xp.

Entao oo =idys e 0 é uma secdo de TM.

17
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No préximo exemplo, consideramos casos especificos de campos vetoriais da varie-
dade R™ x R™.

Exemplo 2.2.8. (a) Sejam m = 1,n = 1. Considere a variedade R X R e o fibrado
tangente T(R x R). A fun¢do X : R x R — T(R x R) dada por

X

xOryO)

d d
2
= Xj— + (2k — 1)xoyo— ,
05y ( )Xoyo 3y
(x0.y0) (x0.%0)
onde k € IN, é um campo vetorial no fibrado tangente. Como estamos em espagos
R™ podemos remover a explicita dependéncia no ponto (x, ) e escrever o campo
como

0 0
— 27 _ Il
X=x 5 T (2k 1)xyay.

(b) Em R x R", o campo X : R™ x R" — T(R™ x R") dado por
X:—., i:1,...,m,
ox!

define um campo vetorial.

(c) Sem =2,n =2e (x,tu,v) sdo coordenadas de R? x R?, entdo X : R?> x R?> —
T(R? x R?) dado por

0 0 0
X—ua—i—?)%—btg, bGR,

define um campo vetorial em T(IR? x R?).

O que faremos agora é construir o chamado espaco de k-jatos para o fibrado 7 :
R™ x R" — R™. Tal espago é o ambiente natural das equacdes diferenciais. Definiremos
coordenadas especiais para o espaco de k-jatos de maneira que possamos identificar tal

espago com algum R/. Uma construcdo em fibrados mais gerais pode ser encontrada

em [70, 71, 96].

Defini¢ao 2.2.5. Sejam «y, ..., a, inteiros ndo-negativos. Definimos o multi-indice a

como sendo a m-upla &« = (a1 ...,&,) € 0 namero |a| como |a| 1= a; + - - - + apy.

Inicialmente, considere uma secdo o € I'(r) e x = (x!,...,x™) coordenadas em

R™. Cada ponto p € R™ x R" é determinado pela sua proje¢do 7t(p) e coordenadas
(ul,...,u"). A (m+n)-upla (x!,...,x™ ul,...,u") é chamada de sistema de coordena-
das adaptadads em R x R".
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Observe que a funcdo f associada a o é representada como f = (f,..., f"), onde cada

f' é uma funcdo definida em R™. Desta forma, cada segdo € escrita, em coordenadas,

como (x!,...,x™M, f1, .., f").

Definicdo 2.2.6. Duas se¢des 07 e 0; do fibrado 77 : R™ x R" — R sdo ditas tangentes
de ordem k no ponto p € R"™ se o1(p) = 02(p) e se suas correspondentes fungdes
U = (u%, co U), Uy = (u%, ..., uf) : R™ — R" possuem derivadas parciais de ordem
até k iguais no ponto p: .
alely

ox*

al,,J
_ ol |u2
ox«

7

p p
onde 9x* = (dx!)* ... (9x™)% e & = (ay,...,ay) é um multi-indice tal que |a| =
1...,k

A k-tangéncia num ponto p é uma relagdo de equivaléncia em I'(77), pois as condigdes
de reflexividade, simetria e transitividade sdo trivialmente satisfeitas. A classe de
equivaléncia contendo ¢ é chamada de k-jato de ¢ e é denotada por j’;,((f). Em [87], o
autor chama o k-ésimo jato de o de k-ésima prolongacdo da funcédo f associada a o e
a denota por pr¥) f. O conjunto ]];(71) = {j’;(a),(f € I'(7r)} tem a estrutura de espago

vetorial sobre IR se definirmos

jp(01) + j5(02) := (o1 + 02), ajy(or) := jy(acy), a€R,

Observe que cada elemento ]’;(U) é univocamente determinado pelo ponto p e pela
funcdo u = (u!,...,u") associada a secdo ¢ juntamente com suas derivadas até ordem
k no ponto p. Desta forma, sempre hd uma segdo em j’;(a) que, em coordenadas, é um
polindmio de ordem menor ou igual a k. Obviamente estamos falando do polinémio de
Taylor de u truncado na ordem k.

Considere
o= U T
peER™
e, para cada multi-indice & = (a1, ..., &), com 1 <i = [af <k, defina
) olu!
uly(h(@) = 55| 1=1....m,
p

e ul(o) (]];((7)) = u!(p). Entdo x,u,ul, ..., u" sio coordenadas em J¥(7r). De fato, defi-

nindo ¢ : J¥(71) — R™ x R’ por

n

¢(p(@)) = (Pt g, .., 1), (2.4)
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onde L
¢ = dim JX(m) = n(m;{'— >,

temos a estrutura diferenciavel de J*(7), pois ¢ é continua, ¢(J*(71)) = R" x R’ e
o Ypuul,. ... ul) = j];,(cr), onde ¢ é a segdo que tem, em coordenadas, (u,ul,...,u")
como coeficientes do polindmio de Taylor ao redor de p truncado em k. Além disso, a
projecdo natural 7y : J¥(71) — R™ definida por ﬂk(j’;,(a)) = p torna 7t : J(r) — R™
um fibrado vetorial trivial.

Seu = (ul, ...,u"), entdo, de acordo com a convencdo anterior para ul(l.), U denotara
o conjunto das i-ésimas derivadas de u. Desta forma, simplificamos a notagado para as

coordenadas em J¥(7r) como explicitado na definigio abaixo.
Definicdo 2.2.7. Considere o fibrado 77 : R" x R" — R™.
(a) A variedade J*(7r) é chamada de espaco de k-jatos;
(b) O fibrado 7ty : | k(n) — IR™ é chamado de fibrado de k-jatos;
(c) As coordenadas x,u, 1), ..., Uk, comi=1,... k sdo chamadas de coordenadas
adaptadas em J* (7).

Exemplo 2.2.9. Como a fung¢do coordenada local ¢ definida por (2.4) é global, para
todo k € M podemos simplesmente olhar J¥(77), em coordenadas, como R” x R’.

O espago de 0-jatos serd sempre o proprio R” x R". No casoondem =2en =1,
temos

JHm) = R? x R x RZ.
J2(m) = R*> x R x R? x R?,
e, mais geralmente, o espaco de k-jatos J*(7r) serd dado por
J(r) = RZx Rx R x R? x R x -+ - x R

NV
derivadas de ordem menor ou igual a k

Exemplo 2.2.10. Considere m = 2,1 = 1 e o fibrado de 3-jatos J>(7r). Dada uma secdo
o € I'(m), seja u a fungdo associada a ela.

Com relacdo as coordenadas x,t,u de R2 x R, temos que as coordenadas de | 3’(7{)
serdo X,t,u,u,. De maneira mais explicita, como |a| = a1 +ap < 3, devemos ter
« € {(1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2),(3,0),(2,1),(1,2),(0,3) }, ou seja, as coordenadas
serao

X, t/ U, Ux, Ut, Uxx, Uxt, Utt, Uxxx, Uxxt, Uxtt, Uttt
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E 1til observar que os termos cruzados uy, Uxtx, Uxxt, Utxt, Uyt NAO aparecem pois
estamos supondo desde o comeco que as se¢des ¢ € I'(71) sdo diferenciaveis.
Desta forma, usando a relacdo entre J>(7) e suas cordenadas, uma fungéo F : J3(7r) —

R associa cada ponto

(x/ t/ U, Uy, Ut, Uxyx, Uxt, Utt, Uxxx, Uxxt, Uxtt, uttf)
a um numero real.

Para 0 <[ < k, defina a projegdo do I-jato como a submersdo sobrejetiva (veja [96],
Corollary 6.2.7, pagina 198) 7ty : J¥(7r) — J' () por my (j’;(a)) = ji,(a). Observe que tal
fungdo estd bem definida, pois ]'i,(O') C j’r‘,(a). No caso | = k, temos 7ty = id : J¥(r) —
J¥(7t). Assumindo a associacéo J(7r) = R™ x R" = E feita no Exemplo 2.2.9, temos

uma sequéncia de projecdes:

) B N ) e M) S E,
Para finalizar esta secdo, podemos agora definir geometricamente o conceito de
sistemas de equagdes diferenciais. Na definicdo que se segue, podemos olhar tal objeto
como F~1({0}) para alguma submersdo F : U C J*(r) — R/, onde U é um aberto

nao-vazio.

Defini¢do 2.2.8. Um sistema de equacgdes diferenciais é uma subvariedade fechada

S C J¥(r). Além disso, no fibrado 7 : R™ x R" — R™ temos as seguintes classificagdes:

(a) Se m = 1, entdo S é dita ser um sistema de equagdes diferenciais ordindrias.
No caso particular em que m = n = 1, entdo o sistema é dito ser uma equacdo
diferencial ordinaria (EDO).

(b) Sem > 1, S é chamada de sistema de equagdes diferenciais parciais. Sen =1 e

m > 1, S é uma equacdo diferencial parcial (EDP).
Uma segdo local 0 : U C R"™ — R™ x R" é dita ser uma solugao cléssica de S se
jy()(R™) C S,¥p € U.

Por mais abstrata que a definicdo acima possa parecer, ela é equivalente a dizer que
um sistema de equacdes diferenciaveis é o zero de uma aplicacio F : V C J¥(r) — R/,

onde V é aberto. Para verificarmos isso, seja S um sistema de equagdes diferenciais, ou
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seja, uma subvariedade fechada de J*(7). Pela Proposicao 2.1.10, todo ponto de S tem
uma vizinhanca V C J¥(7r) tal que VN S é a fibra de alguma submersdo F : V — R,
onde m = dim J¥(7r) e s = dimS. Sem perda de generalidade, podemos dizer que

VNS =F1({0}) e entdo o conceito usual é retomado.

Desta forma, dado um sistema de equacgdes diferenciais F (xl, e, XM u, u}u coul) =

0, com F = (Fl, ..., F™%), a ordem da equagdo é o maior niumero natural k tal que
olal i

ax“ . .
ordem k, pois se a equagdo é de ordem r < k, entdo podemos considerad-la como uma

subvariedade de J" (7).

Em relacdo a solugdo, basta lembrar que a caracterizacdo de uma seg¢do o : U —

# 0, |a| = k. Quando olhamos J*(7), estamos interessados em equacdes de

R™ x R" é dada por uma funcdo f : U — IR". Desta forma, ¢ sera solugdo do sistema S
se, e somente se, f for solugdo de F(x!,...,x™, u,ul,...,ul") = 0 no sentido tradicional

de calcularmos suas respectivas derivadas e substituirmos na fungéo.

Exemplo 2.2.11. Considere o fibrado trivial 77 : R? x R — IR?> com coordenadas (x, t, u).
Defina F : J°(71) \ U — R, onde U = {j;(¢) € T(rr);0(x) = (x,0)}, por

F(]?J(U)) = fi +2(1% — €afyxx,

onde f é a fungdo que representa o, € e a4 sdo constantes reais. Para verificar que F é
uma submersao, precisamos olhar para sua representacdo coordenada F que é a fungéo
F=Fogp 1:R2xR\ {0} x R> x R® x R* — R dada por

UxUxx

F(x,t,u, thy, Up, Uy, Upx, Uz, Upxx, Uttx, Upet) = Up + 20 — €Alyxx.

Observando que VF # 0, pois oF /ou; = 1, temos que F é uma submersio, de onde

segue que F é uma submersdo. Logo,

UxUxx

S = {jp(0) € P(70); (ur +2a — eattxxx) (jp (o)) = 0}

determina uma equacao diferencial de ordem 3 desde que € # 0. A equagdo

UxUxx
Uur + 2a

= EAUyyy, & €, (2.5)

serd discutida em momentos posteriores. De maneira mais geral, dados €,«,7, 8 € R,

UxUxx
u

U + €Upxy + axtty — P + Yyxxy =0 (2.6)

é uma equacao diferencial de ordem 3, desde que € ou * seja diferente de zero.
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O exemplo anterior ilustra que ao lidarmos com equacgdes diferenciais, do ponto de
vista geométrico, normalmente usamos a representacdo coordenada F da funcéo F. E,
daqui em diante, serd essa representagdo coordenada F que chamaremos de sistema de
equagdes diferenciais e ndo mais a subvariedade S ou a submerséao F.

Sabemos que todo gréfico é uma subvariedade e que toda subvariedade é localmente
o gréfico de uma fungdo. Porém, existem subvariedades que sdo caracterizadas como
gréficos globais de fung¢des. Ndo entraremos no mérito de definir tais objetos, chamados

de subvariedades transversais, mas os préximos exemplos tratam de graficos globais.

Exemplo 2.2.12. Considere o fibrado trivial 77 : R? x R> — RR?, coordenadas (y,w),
onde y = (x,t) e w = (u,0v), e J3(77). Defina F : R? x R? x R* x R® x R® — R? por

b b b b
F(y, w,wgy, W), wy) = (Ut — Utxx — 0 Uy — U Uyxy, O — Oprx — U Ox — U Uxxx),

onde 0 < b € R. Observando que a matriz Jacobiana de F tem posto maximo, temos
que

Ut — Upyx — Ub”x - vbuxxx =0,

Ot — Otxx — ubvx - ubvxxx =0
define um sistema de equacdes diferenciais de ordem 3. Fazendo a mudanca de varidveis

M = U — Uyy, 1 =V — Uyy, FEESCrevemos o sistema como

my — oPmy =0,

(2.7)
ng — ubnx = 0.

Se b < 0, entdo devemos, como no exemplo anterior, restringir o dominio de F de
maneira que u # 0. Logo, a mesma funcio F definida em R? x R?\ {(0,0)} x R* x
R® x R® define um sistema de equagdes diferenciais parciais. Desta forma, o sistema

(2.7) fica definido para qualquer valor b € R.

Exemplo 2.2.13. No caso do fibrado 77 : R Xx R — R com coordenadas (x,y), dado
ne€N,afungdo F: R xR xR x -+ x R — IR definida por
—_———

2n vezes
F(x,y 9" y®) =y@) + f(y),

onde f : R — R é uma funcdo diferenciavel, determina a equacéo diferencial ordinaria

de ordem 2n

v + f(y) = 0. (2.8)
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Exemplo 2.2.14. Considere o fibrado 7 : R? x R — R, coordenadas (x,t,u). Analoga-

mente ao caso das equagdes (2.5) e (2.6),
U — tper + (b +2)uluy — (b + 1P gty — Pty =0 (2.9)

é uma equacdo diferencial parcial de ordem 3, para todo b € R.

2.3 GRUPOS LOCAIS DE TRANSFORMACOES A 1-PA-

RAMETRO

Definicdo 2.3.1. Um grupo de Lie a r-parametros é uma variedade G de dimensao
r, que também tem a estrutura de um grupo algébrico, com a propriedade de que a

multiplicacdo m : G x G — G e ainversdo i : G — G do grupo, dadas por

m(g,h) =g-h, i(g)=g ",
sdo ambas diferencigveis.

Exemplo 2.3.1. A reta real R munida das fun¢gdes m : R x R —+ R ei: R — R dadas
por m(x,y) = x +y e i(x) = —x é um grupo de Lie (aditivo). A identidade do grupo é
00.

Se a € R é um ntimero real qualquer, entdo as fungdes 777 : Rx R - Rei: R — R
dadas por 7it(x,y) = x +y —a e i(x) = 2a — x sdo diferenciaveis e fazem com que R

tenha estrutura de grupo de Lie com a identidade igual a a.

Exemplo 2.3.2. Um outro exemplo importante no que iremos utilizar é o conjunto dos
nuimeros reais estritamente positivos R*.. De fato ele determina uma variedade por
ser um aberto da variedade R. Além disso, a multiplicagdo m : R} xR} — R* e a
inversdo i : R} — R’ dadas por
, 1
mxy) =xy, ix) =~
sdo diferencidveis e fazem com que RY seja um grupo multiplicativo.
Defini¢do 2.3.2. Se G e H sdo grupos de Lie, um homomorfismo de grupos de Lie
é um homomorfismo de grupo F : G — H que também ¢ diferenciavel. Se F é um
difeomorfismo, entdo dizemos que F é um isomorfismo de grupos de Lie e, neste caso,

G e H sao isomorfos.
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Observe que se F é um difeomorfismo, entdo, em particular, F é inversivel. A fungdo
inversa de todo homomorfismo é um homomorfismo. Para verificarmos isso, sejam
(H,*),(G,-) dois grupos e hy,hy € (H,*). Seg1 = F () € Geg = F () €G,

entao

F~'(hyxhy) = F'(F(g1) * F(g2)) = F ' (F(g1- 82)) = F ' (1) - F ' (hy).

Desta forma, o fato de F ser um difeomorfismo sé tem a ver com a estrutura de variedade

dos grupos de Lie e ndo com aspectos algébricos por detrds do homomorfismo.

Exemplo 2.3.3. Considere os grupos de Lie R e R’ . Definindo F : R — R} por
F(t) = ¢!, temos que, dados t,s € R,

F(t+s) = e = ele®.

Logo, F determina um isomorfismo de grupos de Lie com inversa diferenciavel F~1(t) =
Int.

Exemplo 2.3.4. Dado a € R, denote por R, o grupo aditivo R com identidade a. Defina

F:R, — R por F(x) = x — a. Entdo F é um difeomorfismo tal que
Fim(x,y)) = F(x+y—a)=x+y—-2a= (x—a)+(y—a) = Fx) + F(y) =
= m(F(x), F(y)),
de onde segue que F é um homomorfismo e os dois grupos de Lie sdo isomorfos.

Seja M uma variedade. A aplicagdo T : M — M é dita ser uma transformacgdo se T é
bijetora. Se S(M) denota o conjunto de todas as transformagdes em M, entdo S(M) # @,
pois a fung¢do identidade é um elemento do conjunto. Além disso, dadas Ty, T, € S(M),
Ty o T, é uma nova transformacao, o que torna S(M) um grupo, chamado de grupo de
transformacoes.

Dizemos que o grupo de Lie G é conexo se ndo existem abertos disjuntos ndo-vazios
U,V C G tais que G = UU V. Trabalharemos com grupos de Lie a 1-parametro conexos,
pois devemos ligar continuamente os elementos de G ao seu elemento neutro. Além
disso, as técnicas infinitesimais que aqui serdo apresentadas possuem problemas se
o grupo de Lie ndo for conexo. Um resultado bastante interessante, que pode ser
encontrado em [103], Lemma 6.6 (pagina 97), nos diz que os tnicos grupos de Lie a
1-parametro conexos, a menos de isomorfismo, sdo R e o circulo unitario Sl Porém,
como S! é compacto e, em particular, fechado temos problemas com derivadas. Por isso,

a partir de agora, todo grupo de Lie a 1-parametro considerado serd isomorfo a RR.
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Defini¢do 2.3.3. Sejam M uma variedade e (G,m,i) um grupo de Lie a 1-parametro
com identidade e. Um grupo de transformagdes a 1-pardmetro agindo em M é uma
fungdo diferenciavel T : G x M — M tal que

(@ T(e,T(6,p)) = T(m(e,9),p), paratodoe,é € G;
(b) Para todo p € M, temos T(e,p) = p;
(c) T(i(e), T(e, p)) = p, para todo € € G.

Denotando T(g, p) por T¢(p), podemos redefinir um grupo de transformagdes a

1-parametro como um conjunto {T;; ¢ € G} de difeomorfismos tais que

1

TeoTs = Ty, Te=id, T:'=Tyqg.

Afungdo F : G — {T; ¢ € G} dadapor F(¢) = T define um isomorfismo e {T; ¢ € G}
serd abeliano se G o for.

Por outro lado, cada grupo de transformagdes a 1-pardmetro T determina uma familia
de curvas em M. Fixado p € M, a curva T, : G — M dada por Ty(e) = T¢(p) é chamada
de 6rbita do grupo de transformagdes passando por p. As Orbitas de um grupo de
transformagdes a 1-pardmetro sdo importantes pois relacionam M a T, M.

Os préximos trés exemplos tratam de dois dos mais simples (e importantes) grupos

de transformagdes a 1-parametro: grupo de translagdes e grupo de scalings (dilatacao).

‘ Figura 5: Nesta imagem fixamos o ponto
(x,t,u) e deixamos o pardmetro ¢ va-
* riar para encontrarmos diferentes 6r-

0 0

bitas da translagdo do Exemplo 2.3.5.

Exemplo 2.3.5. Considere o conjunto de translagdes em M = IR? x R dado por
{Te(x,t,u) = (x +¢t,u), &R}

Cada funcdo T; : M — M é claramente uma transformacéo e sua inversa é dada por
T, Y(x,t,u) = (x —¢,t,u), o que também nos diz que T, ! = T_.

Além disso, observe que Ty = id e que, para todo ¢, € R, temos

TeoTs(x,t,u) = Te(x+6,t,u) = (x+ (e+0),t,u) = Ters(x, t,u),
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de onde segue que T; o Ts = T, 5. Portanto, {T,, ¢ € R} é um grupo de transformagdes
a 1-parametro.
As orbitas de tal grupo de transformagdes sdo dadas por retas paralelas ao plano

(t,u), como representadas na Figura 5.
Exemplo 2.3.6. Em M = R? x IR, considere {T), A € R%}, onde
Ta(x, t,u) = ()Lx,A_bt, u),

e b € R é uma constante fixada.
Cada fungdo T) : M — M é claramente um difeomorfismo cuja inversa é dada por
T;l(x, tu) = (%,/\bt,u> e T; = id. Além disso, dados A,d € R*, temos

Ty o Ts(x,t,u) = T (6x, 670t u) = ((A0)x, (AS) ™, u) = Tas(x,t,u),

de onde segue que m(A, ) = Ad é diferenciavel.

Portanto, o conjunto {T), A € R%} é um grupo de transformagdes a 1-parametro.

Figura 6: A figura ilustra 6rbitas para a dila-
tagdo considerada no Exemplo 2.3.6
com b = 2. Nas curvas em verme-
lho, os pontos (x,t,u) sdo tomados
com coordenadas sempre positivas,
enquanto nas curvas azuis as coor-
denadas sdo negativas. Nas curvas
verdes temos coordenadas positivas

e negativas.

Exemplo 2.3.7. Em M = R x R, considere as dilatagdes {T;, ¢ € R}, onde
Te(x, t,u) = (ex, es(Zk—l)/Zy).

Analogamente ao exemplo anterior, o conjunto {T;, ¢ € R} é um grupo de transfor-

magdes a 1-parametro. Suas Orbitas sdo exibidas na Figura 7.
O préximo exemplo é delicado, pois existem conjuntos de transformagdes que depen-

dem de um parametro que deve ser suficientemente préoximo da identidade para que

tenhamos alguma estrutura parecida com aquela de grupo.
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Figura 7: Tomamos k = 2 na dilatacdo T, do

Exemplo 2.3.7. Similarmente a dila-

: . tacdo do Exemplo 2.3.6, as cores re-
presentam o sinal das coordenadas

tomadas.

Exemplo 2.3.8. Considere a transformagao T,(x) =

X
1-¢
projetiva. Se ¢ = 0, entdo Tp = id. Além disso,

X

Te(x) o Ts(x) = Te(x) ( ad ) =7 mx =7= (;-I- % = Ters(x).

1—ex —gm

Como T, ! = T_,, teremos um grupo a 1-pardmetro desde que 1 —ex, 1 —dxe 1 — (e +
J)x nédo se anulem.
Para isso, fixado xy € IR tome I = (—1/|x¢|,1/|x0]), ou seja, 1 —sxo # Oe 1—90x9 #0.
A 1
Porém, como gl < |x K W ¢ I. Logo,

encontramos ¢ e ¢ tais que e +- 9 ¢ I.

temos que 5

c 1, masz|x‘+

2x 2\xo| o

Diminuir o conjunto I ndo resolve o problema, pois sempre encontraremos elementos
cuja soma estd fora de I. Com isso vemos que ndo importa qudo pequeno seja I,
ndo conseguimos dar a {T;, € € I} uma estrutura de grupo de transformagdes a 1-
parametro. Porém, o conceito de grupo de Lie local consegue estender a definigdo de

grupos de transformacgdes a 1-pardmetro para transformacdes locais.

Para resolver o problema do exemplo anterior, precisamos de ferramentas que nos
auxiliem a lidar com o “suficientemente préximo da identidade”.
Na defini¢do abaixo, caracterizamos grupos de Lie locais a 1-pardmetro. Para uma

definicdo mais ampla, veja [87], Definition 1.20 (pagina 18).

Defini¢do 2.3.4. Seja G um grupo de Lie a 1-parametro. Um grupo de Lie local a 1-
parametro consiste de abertos conexos Vj e V tais que e € Vy C V C G e aplicagdes

diferencidveis m : V. x V — G ei: Vy — V que satisfazem as seguintes propriedades:
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(@) Sex,y,ze Vem(x,y),m(y,z) € V,entdo m(x,m(y,z)) = m(m(x,y),z);
(b) Para cada x € V, temos que m(e,x) = x = m(x,e);

(c) Para cada x € Vp, m(x,i(x)) =0 = m(i(x), x).

Para simplificar a notacdo, diremos simplesmente que Vj é um grupo de Lie local.

Note que a defini¢do acima diz que Vj é um grupo numa vizinhanga da identidade

suficientemente pequena.

Exemplo 2.3.9. A defini¢do acima caracteriza os grupos de Lie (aditivos) locais contidos
em R como todos os intervalos abertos contendo 0.

Seja I = (a,b) C R um intervalo aberto, onde a < 0 < b. Defina Vj =1, V =Re
considere as fungdes m : VxV — Rei: Vy— V comom(x,y) =x+yei(x)=—x.
Observe que ndo necessariamente temos —x € V. As propriedades da Defini¢do 2.3.4

sdo trivialmente satisfeitas pois R é um grupo aditivo. O mesmo vale para os abertos
(—00,b) € (a,09).

Exemplo 2.3.10. Todo grupo de Lie a 1-pardmetro G é um grupo local. Basta tomar

Vo = V = G e as fungbes m e i como as usuais para o grupo G.

Com isso agora podemos estender o conceito de grupo de transformacdo a 1-

parametro para algo que localmente se comporte como tal.

Definic¢ao 2.3.5. Seja M uma variedade diferencidvel. Um grupo local de transformagoes
a 1-parametro agindo em M é dado por grupo de Lie local a 1-parametro G, um aberto
U tal que {¢} x M C U C G x M e uma fungdo diferenciavel T : U — M com as

seguintes propriedades:
(@) Se (6,p) € U, (¢,T(4,p)) € U e também (m(e,d),p) € U, entdo
T(e, T(3,p)) = T(m(e,9,)p);
(b) Para todo p € M, temos T(e,p) = p;
(c) Se (¢,p) € U, entdo (i(e), T(e,p)) € Ue T(i(e), T(e, p)) = p.

Analogamente aos grupos globais, escreveremos T(e, p) = T¢(p) e as condi¢des da

definicdo podem ser reformuladas como

TeoTs(p) = Tueo)(p), &6€U, peM,
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quando ambos os lados da igualdade estiverem definidos,

Te(p) =p, VpeM,

TigyoTe(p)=p, eclUpeM

se T¢(p) esté definido.

Desta forma, se p € M esta fixado, entdo cada T,(p) é um difeomorfismo em seu
respectivo dominio. Além disso, note que, para cada p € M, os elementos ¢ tais que
T:(p) faz sentido forma um grupo de Lie local G, = {e € G; (¢, p) € U} pois U é aberto.

Reciprocamente, para qualquer ¢ € G, M, = {p € M; (¢, p) € U} define uma sub-
variedade aberta de M. Em alguns casos, o tinico elemento que age em M inteiro é a
identidadade. Por outro lado, se U = G x M, entdo segue que o grupo de transforma-
¢Oes a 1-parametro é global no sentido da Defini¢do 2.3.3. Desta forma, podemos ver
que todo grupo de transformacdes a 1-parametro é um grupo local de transformacoes a
1-parametro.

Na Definicdo 2.3.5, ndo escrevemos U = I x V, onde I C G,V C M, pois ha vezes
em que os conjuntos I e V sdo definidos um em funcdo do outro, como veremos no

exemplo a seguir.

Exemplo 2.3.11. Consideremos uma transformacao projetiva parecida com a do Exemplo
2.3.8. Sejam M =R?, G = R e a fungdo T : U — R? dada por

T@Jﬁ):< * Y ).

1—ex’1—ex
Queremos determinar U de forma que vejamos T como um grupo local de transforma-
¢Oes a 1-parametro.

Fixe um ponto (x,y) € R? e defina
Uyry={¢€R; e<1/x se x>0 oue>1/x se x <0}.

Observe que, dados ¢,6 € R, teremos 0 € U N U; . Desta forma, sempre que € + ¢

estiver definido em U,y N Us ,, teremos

_ X Yy _ X Yy _
Teo To(xy) = Te (1 —6x’1 —(5x> B (1 —(e+6)x"1— (e+5)x> = Ters(x,y).

Além disso, Tp = ide T_, = Tg_1 sempre que ¢ € Ugy. Desta forma, definimos o

conjunto U como sendo a intersec¢do dos conjuntos Uy, € € R, x € R:

U={(exy);, e<1l/xse x>0ee>1/x se x <0}.
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Na Figura 8, érbitas da transformacédo projetiva sdo plotadas com coordenadas positivas

(vermelhas) e negativas (azuis).

Figura 8: A figura ilustra 6rbitas para a trans-
formagédo projetiva considerada no

Exemplo 2.3.11.

Quando consideramos um grupo de Lie G isomorfo a IR, estamos pensando em grupos
que podem néo ser aditivos, como é o caso de R’ e que ja vimos serem importantes
para transformacdes de scaling. Entretanto, hd um resultado, conhecido como Primeiro
Teorema Fundamental de Lie, que diz que toda lei de composicdo de um grupo de Lie
local a 1-parametro pode ser transformada em aditiva, o que na prética significa tomar
G = R. Em outras palavras, todos os grupos de Lie locais podem ser considerados, sem
perda de generalidade, como intervalos abertos de R contendo 0. A partir de agora,
apenas trataremos de transformacdes que agem em M = R x R" com coordenadas
adaptadas (x,u), onde x € R" e u € R".

Antes de enunciar a préxima proposicdo, precisamos definir os infinitesimais de um
grupo local de transformagdes a 1-parametro. Considere um grupo local de transfor-
macgdes T = (T!,...,T™, T, ., T") : U C Gx R" x R" — G x R" x R", cujo
elemento neutro de G é denotado por ¢ e sua lei de composigado é m. Expandindo T em
série de Taylor ao redor de € = e, temos
i

Ti(x,u,e) =x' +e¢ (aa—s

> +o(£2), i=1,...,n+m, (2.10)

e=e
1_ 1 _
onde x" 1 =yl .., x"T = y",
‘ i
As fungoes &' := —
o€
E=e

T. Com isso, podemos enunciar o Primeiro Teorema Fundamental de Lie.

sdo chamadas de infinitesimais do grupo de transformagoes
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Proposic¢do 2.3.1. (PRIMEIRO TEOREMA FUNDAMENTAL DE LIE) Seja T : U C G x R x
R" — R™ x R" um grupo local de transformacdes a 1-parametro. Existe uma para-
metrizacdo 7(¢) tal que T = (T*,...,T™, T"FL, ..., T"™*") é equivalente a solugdo do
problema de valor inicial

ar’ .
i ¢(T(r)), i=1,...,m+n,

onde & sdo os infinitesimais de T e T, = id. Em particular,

onde 5
e = my)
I ay)=(ie)e)
el(e) =1
Demonstragdo. Veja [9], Theorem 2.3.1-1 (péginas 39 e 40). O

No Exemplo 2.3.6 utilizamos uma lei de composi¢do multiplicativa. Abaixo, aplicare-
mos o Primeiro Teorema Fundamental de Lie para mostrar como transformar tal lei de

composicdo em aditiva.

Exemplo 2.3.12. Considere as dilatagdes do Exemplo 2.3.6, a lei de composicdo m(A,6) =
Ad encontrada e a inversdo i(A) = 1/A. Observe que em R*. temos e = 1. Desta forma,

r(A) = om(x,y)

oy

(xy)=(i(A),A)

1
A,

e(A) = AAF(A')dA’ —InA.

Logo, A = ¢° e a transformagéo é reparametrizada como T¢(x, t, u) = (e°x, e~ et u), €€
R com m(e, ) = €+ J. Observe que o resultado é de certa forma esperado, pois no
Exemplo 2.3.3 mostramos que os dois grupos de Lie sdo isomorfos. O que o Teorema
Fundamental de Lie reafirma é que, em termos de grupos de transformacgdes, R é
o Unico grupo de Lie a 1-parametro de sua classe de equivaléncia (grupos de Lie

isomorfos) que realmente precisamos.

Em vista da Proposicdo 2.3.1, consideraremos os grupos de transformagdes cujo

parametro esteja definido em termos de grupos locais I C IR aditivos, ou seja, 0 € I. O
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que faremos a seguir é estabelecer conexdo entre tais grupos de transformagdes agindo
em M e campos vetoriais X € TM.
Dada uma variedade M, uma curva integral de um campo vetorial X € TM é uma

curva diferencidvel ¢ : I C R — M, onde 0 € I, cujo vetor tangente coincide com X:

¢ (e) = X(¢(e)),Ve € L (2.11)

Observemos agora que (2.11) faz sentido. Primeiramente, definimos o vetor velocidade

J)

de ¢ calculado no ponto &g como

d
o' (eo) =g, 5

Seja, entdo, (¢, U) uma carta de M com coordenadas locais x!,...x™ tal que ¢(gg) € U.

Para ¢ suficientemente proximo de g, podemos escrever a representacdo coordenada de
¢ por ¢(e) = (¢'(e),...,¢™(¢)). Desta forma, a relagdo (2.2) nos dira que

, At 9
#'(e0) = (o)

¢(e0)
ou seja, ¢’ (¢9) € TM e a curva integral estd bem definida. Por outro lado, se escrevermos
; 0
X = g’y, entdo a equagdo (2.11) nos diz que ¢ deve ser solugdo do seguinte sistema
x

de equagdes diferenciais ordindrias:

W= g9' (e, 9" (0)) (212)

que nada mais é do que a condi¢do do Primeiro Teorema Fundamental de Lie com a lei
de composicdo aditiva. Como assumimos que cada ¢' é diferencidvel, entdo os teoremas
de existéncia e unicidade de solugdes nos garantem que existe uma solugdo tinica para

cada problema de valor inicial
¢(0) = po (2.13)
Desta forma, dado um campo vetorial X € TM, garantimos a existéncia de uma tnica

curva integral, chamada de curva integral maximal, passando pelo ponto py.

Defini¢do 2.3.6. Seja X € TM um campo vetorial. Denotamos a curva integral maximal

¢ : I — M passando por p € M por (g, p) e chamamos de fluxo gerado por X.

O fluxo de um campo vetorial tem as seguintes propriedades:

Y&, 9(6,p)) = ¢(m(e,d),p), (2.14)
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sempre que m(g, 0) e P(d, p) estiverem bem definidos em relagdo a multiplicagdo m do

grupo de Lie local I,

$O,p)=p, (2.15)
paratodop € Me
ay(e, p) _
e = X ple) (2.16)

Observe que a condigdo (2.15) simplesmente nos dé a condigdo inicial que caracteriza a
curva integral. J4 (2.16) relata que, fixado p, X é tangente a curva (¢, p). Além disso,
se voltarmos a Defini¢do 2.3.5 de grupos locais de transformagdes e compararmos a
definigdo as condigdes (2.14) e (2.15), vemos que o fluxo gerado por X determina um
grupo local de transformacgdes a 1-parametro com lei de composic¢do aditiva. O campo
vetorial X é chamado de gerador infinitesimal do grupo.

As 6rbitas do grupo sdo as curvas integrais do campo X. Por outro lado, se ¢ (g, p) é
um grupo local de transformagdes a 1-pardmetro agindo numa variedade M, entdo seu

gerador infinitesimal é dado por

Xp =1 O’P(&P)-

Desta forma, estabelecemos uma relagdo univoca entre grupos locais de transformagées
e seus geradores infinitesimais. No caso especial de R x R", colocando coordenadas

adaptadas (x,u), onde x € R™ e u € R", escrevemos o gerador infinitesimal como

- d - d
X=¢ (x,u)axl. +7 (x,u)au].,
ondei=1,....mej=1,...,n

Proposicdo 2.3.2. O grupo de transformagdes a um parametro

T(e,p) = (T' (e, p),-.., T" (e, p))

é equivalente a
k

Ti(e,p) = eXp := I;) HkaZ' (2.17)

onde x' denota a i-ésima coordenada de p, o operador X denota o gerador infinitesimal
de T, Xk =XX"1k=12,...eX=id

Demonstragio. Veja [9], Theorem 2.3.3-1 (pagina 43). O
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Com a proposicdo anterior, concluimos que, dado um gerador X, temos duas maneiras

de explicitamente encontrar o grupo de transformacgdes a 1-parametro associado a X:

(a) resolver o problema de valor inicial (2.12) — (2.13); ou

(b) expressar o grupo em termos da série de poténcias (2.17).

Na maioria dos casos, ambos métodos sdo eficientes e simples de serem utilizados.

Porém, um caso aqui apresentado se torna substancialmente mais dificil quando usamos

série de poténcias. Nos proximos exemplos discutiremos as duas maneiras.
Exemplo 2.3.13. Considere o grupo de dilatagdes

{Te(x,t,u,0) = (x,e_bgt, e‘u,efv), e€ R} (2.18)
Seu gerador infinitesimal serda dado por

= % Te(x, t,u,v) = ui + vi — bifi (2.19)

X ou v ot
e=0

Se temos somente o operador (2.19), queremos recuperar a transformagéo (2.18) usando

o problema de valor inicial (2.12)-(2.13). Considere o sistema

dT! dT? , dr® 5 d4drt
PR e A

A solucgdo do sistema nos da
Te(x,t,u,v) = (Tl, T2, T3, T4) = (cl,e*btcz, e‘cs, efcy)
e, quando consideramos a condicdo inicial To(x, ¢, u,v) = (x,t,u,v), temos (2.18).

Exemplo 2.3.14. Neste exemplo, consideraremos o campo vetorial

0
X=352

e queremos encontrar, via série de poténcias, o grupo de transformagdes T : U C
R x R® — R3 tal que To(x,t,u) = (x,t,u).
Para qualquer k € N, temos X*t = Xfu = 0. Além disso, Xx = 1 e Xfx = 0 para

todo natural k > 1. Logo, da expressdo (2.17), temos
lex—i—s, Tzzt, T3 =u
e o grupo de transformagdes a 1-parametro é dado por

Te(x,t,u) = (x4 ¢ t,u).
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Exemplo 2.3.15. Considere o campo vetorial

d d
— 2= — —
X=x 3 + (2k 1)xyay

do Exemplo 2.2.8 (a). Inicialmente considere o problema de valor inicial (2.12)-(2.13)

que, neste caso, escrevemos como

dT! dT?
= (Th)?, = (2k — 1) T T?

com condigdes iniciais
Ty =x To(xy) =y.
A solugdo das EDOs de primeira ordem é

1
8-|—C1

e
(1 — ex)Z-1’

Tl(e, X,y) =— , Tz(s, X, Y) =

onde cy, cp sdo constantes de integracdo. As condigdes iniciais dizem entdo que c; =

—1/x,cp = y e a transformacdo é dada por

Te(x,y) = (1 _xgx' (1— syx)z"‘l) '

Isto mostra que mesmo que o campo vetorial considerado seja global no sentido de

estar definido no espago inteiro (como é o caso do operador X), o grupo gerado por ele
pode ser apenas local.

Consideremos agora a série de poténcias
00 Sk .
Y= kZ: FX y.
=0

Temos Xy = (2k — 1)xy, X?y = ((2k — 1) 4+ (2k — 1))x?y, X3y = ((2k — 1)* + (2k —
1))(2k +1)x3y. Com isso, vemos que é bem mais dificil encontrar um padrio para X<y

do que resolver o problema de valor inicial (2.12)-(2.13).

Estamos préximos de definir simetria de um sistema de equagdes diferenciais. Com o
que construimos até agora, o maximo que podemos dizer é que uma simetria de um
sistema de equagdes diferenciais é um grupo local de transformacgdes a 1-parametro que

preserva algum tipo de estrutura do sistema, estrutura esta que discutiremos adiante.
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2.4 GRUPOS DE SIMETRIAS E INVARIANTES

Nesta se¢do discutiremos conceitos preliminares da teoria de simetrias de Lie e também
prepararemos o terreno para mais tarde discutirmos um tipo especial de solucoes de
sistemas de equagdes diferenciais: as solu¢des invariantes.

Na defini¢do a seguir, denotaremos um grupo local de transformacdes a 1-parametro

por G pela simplicidade da notacao.

Defini¢ao 2.4.1. Seja G um grupo local de transformagdes a 1-pardmetro agindo em M.

Um subconjunto . C M é dito ser G-invariante, e G é chamado de grupo de simetria

de .7, se sempre que p € . e g € G sdo tais que g - p estd definido, entdo g-p € ..

Apesar de a nota¢do da Defini¢do 2.4.1 ser mais simples no sentido que simplesmente
dizemos que o conjunto é G-invariante, sua aplicagdo pode ndo ser tdo clara. Se g é um
elemento de G, entdo podemos associd-lo a uma transformacado T, definida em algum
subconjunto de M. Desta forma, a defini¢do diz que g-p = T¢(p) € .¥ sempre que
Te(p) estiver definido.

Exemplo 2.4.1. Considere o grupo de transla¢des dado por
T(e,x,t,u) = (x+ec,t+eu), e€R, (2.20)

onde ¢ é uma constante, e os planos em R3 dados pelo conjunto . = {(x,t,u) €
R3:x=ct+d }, onde d também é uma constante.

Sejam e € Re p € .. Entdo
Te(p) = Te(ct +d, t,u) = (c(t+¢€)+d,t +eu) = (cE+d,fu) € 7.
Ou seja, . é R-invariante (ou invariante sob a a¢do de T).

Definicdo 2.4.2. Sejam M e N variedades e G um grupo local de transformagdes agindo
em M. Uma funcdo diferencidvel F : M — N é dita ser G-invariante se, para cada

p € Metoda T, € G tais que T¢(p) esta definido, temos

F(Te(p)) = F(p)- (2.21)

Se N = R, simplesmente dizemos que F é um invariante de G.
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Exemplo 2.4.2. Considere o grupo de translagdes (2.20) e a funcdo F : R> — R dada
por F(x,t,u) = x — ct. A fungdo F é um invariante do grupo (2.20). De fato, dados
(x,t,u) € R3ee € R, temos

F(Te(x,t,u)) = F(x+ec,t+eu) =x+e—ct—ec=x—ct =F(x,tu).

De maneira mais geral, temos que toda funcdo diferenciavel F(x,t,u) = f(x —ct) é um

invariante de (2.20), pois
F(Te(x,t,u)) = F(x+ec,t+eu) = f(x+ec—ct—ec) = f(x —ct) = F(x,t,u).
Exemplo 2.4.3. Considere o grupo G de dilatagdes
{Te(x,y) = (e, eV 2y), e € R}

como no Exemplo 2.3.7. Considere também a funcdo F : R x R* — R dada por

x(2k=1)/2
F(x,y) = —y Se (x,y) € R xR* e e € R, entdo
B oe(2k=1)/2,(2k=1)/2 | (2k—1)/2
F(Te(x y)) = (e, 0%y = —— gy — = = — = F(xy).

Proposicio 2.4.1. Se G é um grupo local de transformacdes que ageem Me F : M — R/
é diferenciavel, entdo F é G-invariante se, e somente se, cada conjunto de nivel {p €

M;F(p) = c}, onde ¢ € R/, é um conjunto G-invariante.
Demonstragido. A demonstragdo segue diretamente das defini¢des 2.4.1 e 2.4.2. O

A proposicao acima diz que se F é G-invariante, entdo todos os seus conjuntos de
nivel sdo conjuntos G-invariantes. Mas o contrario ndo é vélido e é isso que discutiremos

no préoximo exemplo.

Exemplo 2.4.4. Considere F(x,y) = xy, (x,y) € R?, o conjunto {(x,y);F(x,y) =0} ea
dilatagdo T¢(x,y) = (e°x, e°y).

Dados (x,y) € R? e ¢ € R, temos Te(x,y) = (efx,ey). Se x = e‘x e § = ey,
entdo as coordenadas transformadas sdo tais que Xij = ez‘“'xy = 0, ou seja, Te(x,y) €

{(xy); F(x,y) = 0}.

Porém, observe que

F(Te(x,y)) = F(e'x,ey) = e*xy # F(x,y)

se ¢ # 0. Desta forma, temos uma fung¢do F que possui uma curva de nivel {(x,y); F(x,y) =

0} G-invariante, mas que ndo é G-invariante enquanto fungao.
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O problema da G-invaridncia é que, a principio, as condi¢des que dela surgem sdo
complicadas, pois as fun¢des ndo necessariamente precisam ser lineares (ou até mesmo
polinomiais). A grande qualidade da teoria de simetrias de Lie é poder, ao invés de
olharmos as defini¢des 2.4.1 e 2.4.2, considerarmos somente o gerador infinitesimal do

grupo G e condigdes lineares que surgem dele.

Proposicao 2.4.2. Seja G um grupo local de transformagdes conexo agindo numa varie-

dade M. Uma funcéao diferenciavel F : M — R é um invariante de G se, e somente se,

XF(p) =0, (2.22)
para todo ponto p € M e todo gerador infinitesimal X de G.
Demonstragdo. Veja [87], Proposition 2.6 (pagina 79). O
Exemplo 2.4.5. Considere a translacdo (2.20) e a fungdo F(x,t,u) = f(x — ct) do Exem-

plo 2.4.2 . O gerador infinitesimal de (2.20) é dado por

X:ci+i.

Dai, temos
XF(x,t,u) =cf' —cf' =0,
de onde segue que (2.22) é satisfeita e, como ja haviamos encontrado no Exemplo 2.4.2,

F é um invariante do grupo de translagdes.

O préximo exemplo utiliza o espago de jatos e comeca a explorar o que queremos

discutir com equacgdes diferenciais.

Exemplo 2.4.6. Considere o fibrado trivial 77 : R? x R — IR?, o espago de 3-jatos J3(7)
e a fungdo F : J3(rr) — R dada por

F(X, tl U, Uy, Ut, Uxx, Utx, Utt, Uxxx, Utxx, Uttx, uttf) -

= ut - utxx + (b _|— Z)ubux - (b + 1)ub_1uxuxx - ubuxxx.
O grupo de translagdes Ty (x,t,u) = (x,t +¢,u, Uy, Ue), u(3)) de gerador infinitesimal

X:a

5 ¢ tal que

XF =0.
Pela Proposicdo 2.4.1, o conjunto dos pontos tais que F = 0 (a equacdo diferencial do

Exemplo 2.2.14) é invariante pela translagdo no tempo.
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Exemplo 2.4.7. Considere o grupo de transformagdes
Te(x, t,u) = ((a1€° + axe)x, et,u), €€ R,

no qual a1, a; sdo constantes arbitrarias porém fixadas. O gerador infinitesimal X é

dado por

0 0
X = (mx+ az)a + alta.

Considere agora a fun¢do F : R x R* x R — R dada por F(x,t,u) = f (¥), onde f é

uma funcado diferencidvel. Entdo
X x a a
XF(x,t,u) = al?f’ —al?f’+ Tzf/ = 72 !

Logo, se f' # 0, entdo F ndo podera ser invariante. O problema com tal funcéo se
da porque o gerador X pode ser escrito como combinacéo linear de dois operadores

linearmente independentes

d d d
Xl—— XZ—Xa—i—t&

Com essa combinacgdo, a funcdo F é invariante em relacdo a X,, mas ndo em relacdo a
Xi.

Com a motivagdo do exemplo anterior, podemos mostrar que se G é um grupo gerado
por uma combinagdo linear a1 X; + - - - + 4, X; de operadores linearmente independentes
X1,..., Xy, entdo a Proposigdo 2.4.2 diz que uma fungdo F sera invariante se, e somente
se,

X,F=0, i=1,...,r. (2.23)

Para o caso de equagdes F(p) = 0, onde F : M — R, 1 < m, é uma fungéo
diferencidvel, a condigdo (2.22) é necesséria, porém ndo suficiente para garantir que o
conjunto de solugdes seja G-invariante. Para que o seja, precisamos exigir que a func¢do
F tenha posto méximo, isto é, seja uma submersdo. No caso em que a fungdo F é

G-invariante, a Proposicdo 2.4.1 diz que ndo precisamos impor posto maximo.

Proposicdo 2.4.3. Seja G um grupo de Lie local de transformacdes a 1-parametro conexo
agindo em uma variedade m-dimensional M. Seja F = (F!,...,F) : M — R/, com

I < m, uma funcado diferencidvelque define um sistema de equacdes
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e assuma que o sistema tenha posto maximo. Entdo G é um grupo de simetria do

sistema se, e somente se,

XF(p)=0, i=1,...,1, sempreque F(p)=0 (2.24)
para todo gerador X de G.
Demonstragio. Veja [87], Theorem 2.8 (pagina 80). O

Exemplo 2.4.8. Considere o fibrado 77 : R x R — IR, o espago de jatos J?"(7) e a fungio
F:J* () — R dada por F = y®") + Ay?, onde n € N,A € R e p # 0,1 é um ntimero
real. Omitimos o argumento da funcdo F por simplicidade. Considere também as
dilatagdes em J?*(7r) de gerador infinitesimal

9 2n 9 Z2ntk(p—1) (k) O

(2.25)

Se . denota o conjunto de zeros de F, entdo F tem posto maximo em .#. Desta
forma, caso tenhamos XF = 0 quando F = 0, entdo o conjunto . sera invariante pela

agdo das dilatacoes. Temos

ou seja, XF = 0 quando F = 0.

No préximo exemplo veremos a razdo de exigirmos que a fungdo F seja uma submer-

sdo em seu conjunto de zeros.

Exemplo 2.4.9. Considere o grupo de translagdes T : R x R®> — R dado por
Te(x,y,u) = (x,t+¢,u),

cujo gerador infinitesimal é dado por

X=2,
ot

Considere também o conjunto de zeros . = {(x,t,u) € R% F(x,t,u) = 0} da funcdo

F: R® — R dada por F(x,t,u) = (t —1)?, ou seja, .# é o plano t = 1. Olhemos

inicialmente a condi¢do (2.24):

XF(x, tu) =2t —2 =2(t—1).
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Logo, XF = 0 quando F = 0. Porém, dados € € R e (xg, to, up) € .7, temos tp =1 e
Te(x0,1,up) = (x0,1+¢,up) = (X, £,1).

Para que .¥ seja G-invariante, devemos ter (x,(1) € .7, 0 que somente acontecerd se
e = 0. Portanto, . ndo é G-invariante. O problema do conjunto . é que a fungdo F
que define o conjunto ndo tem posto méximo em .. De fato, temos que o gradiente

VF = (0,2(t — 1),0) se anula no conjunto .# inteiro.

O leitor pode se perguntar a importancia de estudarmos fungdes invariantes e in-
variancia das curvas de nivel de fun¢des. Fungdes invariantes nos dardo solugdes
invariantes, enquanto G-invariancia de zero de func¢des nos dard as simetrias de Lie do
sistema de equagOes em questdo. Este tltimo ponto ficard mais claro na préxima secao.

As vezes estamos interessados em determinar exatamente quantos sdo os invariantes
de um grupo local de transformacdes. Porém, observe que se F!,...,F¥: M — R sio k
invariantes de um grupo G com gerador X e H é uma funcao real diferenciadvel, entdo

H(F'(p),...,F¥(p)) também serd um invariante, pois

oH _,
XH = —XF'=0.
oF!

Por isso precisamos diferenciar invariantes independentes dos dependentes.

Definigdo 2.4.3. Sejam ¢, ..., & funcdes diferenciaveis definidas numa variedade M.

Entao:

@@ &,..., Ck sdo ditas funcionalmente dependentes se, para cada p € M, existe uma vizi-
nhanca U de p e uma fungao diferencidvel ndo identicamente nula (em qualquer
aberto de R¥) F : U € R* — R tal que

F@G'(p),...,&(p) =0, Vpeu (2.26)

(b) &,...,&* sao ditas funcionalmente independentes se elas ndo sio funcionalmente

dependentes.

Pelo Teorema da Funcio Implicita, as fungdes ¢!, .. , & serdo funcionalmente de-
pendentes se, e somente se, existir uma fungdo diferenciavel f tal que, sem perda de

generalidade,

&(p) = (& (p),.... & Hp)).
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Exemplo 2.4.10. Considere o grupo de dilatacdes com gerador infinitesimal

3 9 )

As fungoes x e ut'/? sao invariantes funcionalmente independentes do grupo conside-
rado. De fato, elas sdo invariantes do grupo pois

b
Xx =0, Xutt/t = yl/b — Eutl/b =0.

Além disso, suponha que exista F tal que F(x, ut'/?) = 0 em qualquer aberto U C R?.
Entdo pelo Teorema da Aplicagdo Inversa existe um aberto V tal que F ‘V = 0 o0 que nos
diz que a condicdo (a) da Defini¢do 2.4.3 ndo pode ser satisfeita. Portanto, x e ut!’? sao
invariantes funcionalmente independentes.

Por outro lado, considere os invariantes ut'/? e ut. Eles sdo funcionalmente depen-

dentes, pois
ubt = (ut’?)? = f(ubt),

onde f(z) = zP. Como veremos a seguir, x e ut/? sao os tinicos invariantes funcional-

mente independentes de tal grupo de transformacdes.

Suponha agora que G seja um grupo local de transformacgdes a 1-parametro agindo

em R” x R" com gerador infinitesimal

; 0 ; 0
X =¢(xu)55 +17](x,u)ﬂ,

onde x € R™ e u € R". Se queremos encontrar todos os invariantes do grupo G,

i=1,....m, j=1,...,n, (2.27)

buscamos todas as fungdes F : R™ x R" — R tais que XF = 0. Logo, queremos resolver
o sistema oF oF
— = 4yl — =
XF=¢ (x,u)axi +7 (x,u)au]. 0. (2.28)

Proposic¢do 2.4.4. A solugdo geral da equacdo (2.28) tem a forma

F(X,M) = H(]l(xru)/' . '/]m+n—1(x/u))/

onde G é uma funcdo diferenciavel arbitraria de m + n — 1 varidveis e as fungdes
Ji(x,u), ..., Jmin—1(x,u) sdo m 4+ n — 1 solugdes linearmente independentes do sistema

de caracteristicas de (2.28) dado por

dxl dx™ dul! du”

I E) B I ey T £y BT FA N (2.29)
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Demonstragdo. Veja [59], Theorem 4.2.1 (pagina 136). O

Como consequéncia imediata da Proposicdo 2.4.4, veja [66], Theorem 2.6 (pagina 35),

temos o seguinte resultado.

Proposic¢ao 2.4.5. Um grupo local de transformacdes a 1-parametro G agindo em R x
R" tem exatamente m + n — 1 invariantes functionalmente independentes. Podemos
tomar tais invariantes como sendo as solugdes J1(x,u), ..., Jmin_1(x,u) de (2.29). Tal

conjunto de invariantes é dito ser uma base de invariantes para G.

Exemplo 2.4.11. (a) Voltemos ao Exemplo 2.4.10. De acordo com a Proposigdo 2.4.5, o
grupo de dilatagdes tem apenas dois invariantes, que podemos tomar como sendo
as solucdes do sistema de caracteristicas associado ao gerador X:
dx _ dt _du (2.30)
0 bt u’ 3
Vale a pena ressaltar que dx/0 ndo significa que estamos dividindo por zero: é

apenas uma simbologia. Temos entdo:

dx =0, _a = d_u/
bt u

cujas solucdes sio dadas por J; = x e J, = ut!/?,

(b) Considere o grupo projetivo

— X Yy
Tlexy) = (1 —ex’ (1 — sx)2k1> » KEN,

cujo gerador infinitesimal é dado por
d d
X =x— + (2k — 1)xy=—.
¥ ox + )y ay

Tal grupo de transformagdes possui apenas um invariante independente. O

sistema de caracteristicas é dado por

dx dy

2 (2k—1)ay’

A solucdo do sistema de caracteristicas é dada por

_ Y
Ju(x,y) = 2k
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(c) Considere o grupo de transla¢des no tempo
Te(x, t,u) = (x,t+¢u), e€R,

cujo gerador é dado por
d

X ==
ot
A Proposic¢do 2.4.5 diz que temos dois invariantes funcionalmente independentes
dados pela solucdo do sistema de caracteristicas
dx dt du
0 1 0

Temos [ (x,t,u) = x e o(x,t,u) = u.
(d) Considere uma constante real ¢ e o grupo

Te(x,t,u) = (x +ce, t+¢u)

de gerador
0 0
X=c—+—.
‘% Tt
O sistema de caracteristicas
dx _dt_du
c 1 u

tem dois invariantes, que sdo dados por J1(x,t,u) = x —ct e Jr(x,t,u) = u.

Sabendo como encontrar os invariantes de um grupo de transformacgdes, precisamos

saber o que sdo simetrias de Lie para podermos encontrar solug¢des invariantes.

2.5 SIMETRIAS DE SISTEMAS DE EQUAQ()ES DIFEREN-

CIAIS E CONDICAO DE INVARIANCIA

Nesta secdo finalmente definiremos simetrias de Lie de sistemas de equagdes diferenciais
utilizando toda a teoria que desenvolvemos até agora. Apresentando as simetrias ainda
de maneira informal neste momento, mas conectando conceitos, consideraremos uma
subvariedade definindo um sistema de equacdes diferenciais que mora em algum
espaco de jatos e encontraremos grupos locais de transformacées a 1-parametro que

transformam uma solugdo do sistema em outra solu¢gdo do mesmo sistema. Isso é o que
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definird uma simetria de Lie. Porém, alguns problemas tedricos precisam ser resolvidos,
como, por exemplo, o fato de uma simetria agir no espaco de varidveis dependentes
e independentes e a equacdo depender de derivadas das varidveis dependentes. Em
outras palavras, esta secdo mostrard como um grupo de transformacdes transforma as
derivadas em questdo.

Suponha que tenhamos um sistema de equagdes diferenciais .’ envolvendo varidveis
independentes x = (x!,...,x™) e dependentes u = (u!,...,u"). As solugdes de tal
sistema serdo se¢des da forma u = f(x).

Consideraremos R™ x IR com coordenadas adaptadas (x,u). Um grupo de simetrias
de Lie do sistema serd um grupo local de transformagdes a 1-parametro G agindo
numa subvariedade aberta M C R x R" de tal forma que G transforma solugdes de
. em novas solugdes de .. Porém, precisamos entender como uma fungao u = f(x) é
transformada por um grupo G.

Considere o grafico de f
Grf ={(x, f(x));,x e QCR"} C R" x R".

Pelo Exemplo 2.1.3, Grf é um subvariedade de R x IR" de dimensdo m. Se Grf C U,
onde U, é dominio de definicdo da transformacao T; € G, entdo

Te(Grf) = {(%, 1) := Te(x, u); (x,u) € Grf}.

O conjunto T;(Grf) ndo necessariamente é o gréfico de outra funcdo i = f(x). Entre-
tanto, como Ty(Grf) = Grf e G age diferenciavelmente em R x R", entdo podemos
diminuir () de forma que, para elementos T; suficientemente préximos da identidade, te-
nhamos T(Grf) = Grf como o gréfico de uma funcdo i = f(&). Escrevemos f = T¢(f)
e dizemos que f é a fungdo transformada de f por T..

Precisamos entdo entender como encontramos f. Suponha que a transformacao T,
seja escrita como

(x,i) = Te(x,u) = (O(x,u),¥Y(x,u))

para fungdes diferencidveis ® e ¥, ou seja,

% = (x, f(x)) = bo (id x £)(x),
i="Y(x f(x)) =%o(idx f)(x),

onde (id x f)(x) := (x, f(x)). Para encontrar i = f(%) devemos eliminar x das duas

(2.31)

equagdes em (2.31). Note que como Tf = f, entdo existe uma vizinhaca da origem tal
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que a Jacobiana de ® o (id x f) é ndo singular. Logo, do Teorema da Aplicagdo Inversa,

podemos escrever
x=[®o(idx f)] ().

Substituindo em i, temos
ii=[Yo (idx f)]o[®o(idx f)] " (x)
e, desta forma, sempre conseguimos encontrar f como
F=[Yo(idx f)]o[®o(idx f)]". (2.32)

Exemplo 2.5.1. (a) Dadas constantes reais a,a; e b; e um ponto (xg,fy) € R?, con-
sidere a funcdo f : R? — R dada por f(x,t) = a+aj(x —xo) + bi1(t —ty), e a

translagdo no espago Te(x,t,u) = (x +¢,t,u). Temos
(x,t,1) = Te(x,t, f(x, 1) = (x+¢&t,a+ay(x —xg) +bi1(t —tp)).

Queremos encontrar i = f(%,f) = f(x +¢,t). Das equacdes

i =a+a(x—xp)+bi(t—to)

temos que x = X —¢,t =teidl = a—ea+a1(X —x9) + b1(f — tp). Em outras

palavras,

i=f(x1f)=a—ea;+a1(%—x9) + b1 (F—to).
No caso em que a fungio f : R?> — R é dada por

f(x,t) = a+ai(x—xo)+bi(t—ty) +ax(x —x0)> +ba(t —tg)>+
+ep(x — x0) (t —tg) +az(x — x0)3 + b3 (t — to)>+ (2.33)
+c3(x — x0)2(t — to) + d3(x — x0) (t — to)?,

onde a, a;, b; e ¢; sdo constantes reais, temos

(x,,1) = Te(xt, f(x,t)) =
= (x+et,at+a(x—xg)+bi(t—to)+ax(x —x9)?+ byt —tg)?
+ea(x — x0) (t — to) + a3(x — x0)® + b3 (t — tg)>+
+ea(x — x0)?(t — to) +d3(x — x0) (t — to)?,
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(b)

o que significa que ainda temos x = ¥ —e e t = f, porém
i = f(x0)=
= a+a;(x—xg—¢)+by(F—ty) +ax(® —xg—e)>+
+ba(F—to)? + (% —x0 — &) (F— to) +a3(% — xp —€)°+
+b3(f — t0)3 +c3(x — x9 — E)Z(f— to) +ds(Xx —xp —¢)(f — to)z.

Considere o grupo transformagdes projetivas

_ X y
Te(xy) = (1 —ex’1 —ex)

e a fungdo f : R — R dada por f(x) = ag + a1(x — xo) + az2(x — x0)?, onde ag, a; e

a sdo constantes e xo € IR é um ponto fixado. Temos entdo

(%,7) = Te(x, f(x)) = (1 _xex’ ap + ap(x _f(i):;cQZ(x_XO)Z) ’

o que nos diz que

_ X
X —=
1—ex’
ou seja,
X
X =
1+ex

Para jj temos

2

oz ag+ai(x—xg) +ax(x —xp)
g = flo)="tnEm )BT

(% — xo(1+ sx))z.

= ap(l1+ex)+a1(x—xp(1+ex)) +ap T

Veremos a seguir que a escolha das fun¢des f no Exemplo 2.5.1 como polindmios é

de extrema importancia para determinarmos extensdes de grupos de transformacoes.

Podemos agora definir rigorosamente uma simetria de Lie de um sistema de equagdes

diferenciais.

Definigdo 2.5.1. Seja .# C J*(71) um sistema de equagdes diferenciais definido em

termos do fibrado trivial 77 : R" x R" — R™. Um grupo de simetrias, ou grupo de

simetrias de Lie, do sistema . é um grupo local de transformagdes a 1-pardmetro G

agindo numa variedade aberta M C R" x R"” com a propriedade de que sempre que

u = f(x) for uma solugdo cléssica de .7, e sempre que T(f) estiver definido para

T: € G, entdo i1 = T,(f)(X) também é uma solugdo do sistema.
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Exemplo 2.5.2. Considere a equagdo de Novikov modificada
ur — upex + (b + 1)u2ux — bUtlytyy — Ullyyy = 0

e seja u = f(x,t) uma solugdo qualquer da equacgdo. Considere também o grupo
de translagdes Te(x,t,u) = (x +¢,t,u). Para que o grupo seja uma simetria, @ =
Te(f)(z,f) = f(x,f) deve ser uma nova solugao.

Como Te(x,t,u) = (x+¢t, f(x,t)), entdo temos ¥ = x +¢,f =teil = f(x,t). Além

disso, conseguimos escrever x = X — ¢ e, desta forma, encontramos

i=f(x—e¢t).

Precisamos verificar que i é solu¢do da equacdo. Para isso, basta notar que

Desta forma, teremos

e o grupo de transla¢des serd uma simetria da equagdo. Considere agora a funcdo

e

flxt) = N

2

Podemos verificar que u = f(x,t) é solu¢do da equacdo de Novikov modificada.
Mostraremos como a translacio leva essa solugdo em outra solu¢do. Como T¢(x,f,u) =

(x+¢t f(x,t) ex =X —¢ entdo

é uma nova solugdo da equagdo.

Uma vez que uma simetria de Lie é um grupo de transformacdes G e ja sabemos que
existe uma relagdo univoca entre o grupo e seu gerador X, precisamos entender o que a

Defini¢do 2.5.1 quer dizer em termos do gerador infinitesimal.
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Para isso precisamos relembrar diversas propriedades do espaco de jatos que cons-
truimos na Secdo 2.2. Considerando o fibrado da Defini¢do 2.5.1 e seu respectivo espaco
de k-jatos J*(7r), dada uma fungao diferenciavel u : R™ — IR" conseguimos associar u a
uma unica se¢do 0(x) = (x,u(x)) € R™ x R". A partir da secdo ¢ temos o seu k-ésimo
jato jk(c), que em [87] é chamado de k-ésima prolongacdo de u = f(x) e é denotado
por prk) £,

Definimos coordenadas adaptadas x, 1,1 (y), ..., U em J¥(71) onde u(; denota o
conjunto das i-ésimas derivadas da fungdo u = (u!,...,u"). Cada i-ésima derivada da
componente / da func¢do u é da forma

il
) = %, (2.34)
onde a é um multi-indice tal que |«| = i. Deixando i variar de 1 a k, as condigdes (2.34)

sao chamadas de condicdes de contato. Além disso, podemos considerar J¥(7r) = R™ x R¢,

m-+k
E—n( P )

Suponha que G seja um grupo local de transformacgdes a 1-parametro agindo num

onde

aberto U C R™ x R". Defina U® < J¥(7r) como sendo o conjunto dos pontos
(x,u,up1), ..., ug)) tais que (x,u) € U. Dado um ponto (xo, uo, (40) (1, ---, (40) () €
U®), escolha qualquer funcio u = f(x) definida numa vizinhanca de xo, cujo gréfico

more em U e que possua derivadas em xg

(0, (0) (1), - - -, (0) ) = pr™ f(x0). (2.35)

Tal fun¢do sempre existe, pois podemos tomar f como um polindmio de Taylor com
coeficientes (uo)ii).

Se Ty € G é um elemento suficientemente préximo da identidade, a fungdo trans-
formada de f dada por (2.32) estd definida numa vizinhanga do ponto transformado
(%o, 19) = Te(x0, up), com ug = f(xp).

Conseguimos entio definir como estendemos a acio de um elemento T, € G a UX):

pi’(k) Tg(XQ, U, (uo)(l), ceey (uo)(k)) = (fo, l/_llé), (2.36)

onde if := pr®(f)(%). A condigdo (2.36) diz que para calcularmos pr*)T, num
ponto (xo, 4o, (40) (1, - - -, (40)(x)), basta tomar uma fungéo f tal que (2.35) aconteca,

calculamos f como (2.32) e encontramos i = pr®) (f)(%).
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O problema que surge é se o procedimento estd bem definido, ou seja, se ele ndo
depende do representante f escolhido. Se fi e f, sdo duas fungdes tais que (2.35)
acontece, entdo as se¢des 0y e 07 associadas a f; e f, estdo no mesmo jato ]'3’20((71). Da
regra da cadeia segue que (2.36) independe do representante. Logo, podemos sempre
tomar f como sendo um determinado polinémio.

Em [70, 71] 0s autores constroem o grupo estendido via formas diferenciais e uma
certa invaridncia das chamadas distribui¢des de Cartan. Em [9, 10], os autores utilizam
as distribuicdes de Cartan de maneira indireta, olhando as formas de contato. A
beleza da construgdo que fizemos, como apresentada em [87], é que as condigbes
de contato (2.34) ja estdo embutidas na defini¢do da acdo estendida do grupo. Em
termos geométricos, [9, 10, 70, 71| estdo considerando o chamado fibrado cotangente,

enquanto estamos trabalhando no fibrado tangente.

Exemplo 2.5.3. (a) Considere o grupo de translagdes do Exemplo 2.5.1 (a)
{Te(x,t,u) = (x +¢t,u), ecR}.

Calcularemos a terceira prolongacdo de tal grupo. Observe inicialmente que

U®) = J3(7r) com coordenadas

(xl tl U, Uy, Ut, Uxyx, Uxt, Utt, Uxxx, Uxxt, Uxtt, uttt)-

Dado um ponto

00,0 0 0 y._(040 0,000 0 0 0 0 0 0 3
(2, t /”(1)r”(2)/”(3)) t= (0, U, Uy g U, U, Uty U Wes Uipes Uptt) € J7(7T),

0 0 0 )

precisamos de fuma funcao f : R? — R tal que pr® f(x0, %) = (x9, 19, Wiy Uiy s )-

Fazendo uma modificagdo nas constantes da fun¢do f do Exemplo 2.5.1 (a), temos

que a funcdo

MO uO
flot) = u+uy(x —x%) (b= 19) + 5 (x = 2")2 4+ SH(E =19+

2 2
0 0 0 ”gxx 0\3 u?tt 0\3
i (= 20) (1 = 10) 25 (x - x0)7 4 Pt (03

1y 0\2 0 g 0 012
+%(x—x) (t—t)—i—%(x—x )(t — %)
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(b)

satisfaz pr® f(x0,19) = (9,9, u0, ”?1)' uf()z), u?3)). De acordo com o Exemplo 2.5.1

(a), a funcdo transformada f é dada por

- _ O 0
Fo) = 0t ud(r—x0 o) 4 ulF— 1)+ (0o 4 B o2
0 0
bl (e =) 1)+ T (2 o) 4 M )
0 0

5 (5 0 — 2 (F— 1) I (7 - x0 - ) (F— )2,

0

Como ¥ = x0+ee 0 = 1% temos

) =udy, (20 F) = “?t/ fff(fozfo) = ”9x,
_O’EO) = ug)cxxl ffff ("EOIEO) = u?xx/ ffff ("ZOIEO) = u?tx' ffff(jolfo) = u(t)tt'

Logo, a terceira extensdo do grupo é dada por
Pr(g) Te(x; t, u) = (x + &, t, U, Uy, Up, Uxx, Upx, Utt, Uxxx, Utxx, Uttx, uxxx)- (2-37)
Considere o grupo projetivo do Exemplo 2.5.1 (b)

X
Te(xy) = (1 —ex’1 ;ysx) '

Para cada ¢ € IR, considere o conjunto U, no qual T; estd definida. Seja (xo, o, ¥, Y5 )
cul? c J?(7). Considere a fungdo f : R — R dada por

/!

F(x) = yo + bl — %) + 22 (x — x0)?,

Com essa fungio f temos que pr® f(xo) = (yo,yh v4). Do Exemplo 2.5.1 (b),

temos que a fungdo transformada f ¢ dada por

() = ol +ed) +yh(x — xo(l+ex)) + Lo EXoll+eR)

2 1+ex
Para facilitar os célculos, observe que ¥y = 1 xi)zx
— A0
_ _ X0 X0 X0 X0
- 1 - - 1 = — - .
Xo — x0(1 + &%) 1—exg xo( +1—8X0) T—erg  1—exg 0
Desta forma,
Flo\_ Y0 _
f(%o) = T— exg Yo,

F(%0) = yo+ (yo — xoyp)e,  f'(%0) = —yg (exo —1)°,
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ou seja,

X
prT.(x,y) = (1 ' 1 _ysx,}/ + (y — xy')e, —y" (ex — 1)3> .

Proposicao 2.5.1. Seja U um aberto de R x R" e suponha que . seja um sistema de
equacdes diferenciais de ordem k definido em U. Suponha que G seja um grupo local
de transformacdes agindo em U tal que teremos prTe(x, u, ULy, ey u(k)) € & sempre
que (x, u, Uy, - .,u(k)) € ./ eT; € G é tal que isso esteja definido. Entdo G é um grupo

de simetrias de Lie no sentido da Defini¢do 2.5.1.
Demonstragdo. Veja [87], Theorem 2.27 (pagina 101). O

Agora que estendemos a a¢do de um grupo de transformacgdes, precisamos entender
como o gerador infinitesimal se comporta no grupo estendido. E a prolongacdo do
gerador infinitesimal é dada exatamente como a principio poderiamos pensar: é o

gerador infinitesimal do grupo estendido.

Defini¢ao 2.5.2. Seja U C R™ x R" um aberto e suponha que X seja um campo vetorial
no fibrado tangente TU gerando um grupo local de transformacdes a 1-parametro e¢X.
A k-ésima prolongacdo de X, denotado por pr® X ou X(*), serd um campo vetorial no

fibrado tangente TJ*(7r) e é definido como o gerador infinitesimal do correspondente

grupo prolongado pr®)[e¢X]. Explicitamente,
(k) x _d (k) [peX 8
pr =2 P [ (x, w01y, - ury), (2.38)

e=0

(x,u,u(l),...,u(k))
para todo (x,u, 1), ..., Ux)) € u,

Se k = 0, da construgao que fizemos do grupo estendido temos que pr(?[e¢X] = X,
Além disso, para todo k € N, temos X¥) = X(k=1) 1y, onde Y é um campo que envolve

somente as coordenadas u ;). De maneira mais explicita, se

, 0 , 0 . .
Xzé"(x,u)@-l-;y](x,u)ﬁ, i=1,....m, j=1,...,n,

entdo .
X0 = x 4 Z @ii, (2.39)
=1 Oul

onde « é um multi-indice e as fun¢des P/, dependem de x, u, ULy, U (|a])-
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Por exemplo, se x, t sdo varidveis independentes e u, v varidveis dependentes e temos

um operador

+n2(x, t, u,v)i,

+nl(x,t, u,v)i =

+ Cz(x, t, u,v)i »

X:Cl(x,t,u,v)i 5

ox

entdo X2 pode ser escrito, de maneira geral, como

0 0 0 50 0 0 0 0
1_ 2_ 19 e 1.9 1 2 9 2
q +§ -+ ag+”a chba +a¢tat++a¢a el
1 2
+q)xxa o +(I>txa e +q)tta i +q)xxa o +q)txa +q)ttavtt

onde omitimos os argumentos de cada fungdo CIDZX para ndo sobrecarregar a notagao.
E crucial observar que CIDZ,é é apenas uma notagdo para as fungdes, isto &, <I>§CX nao é a

derivada de CIDZC com relacdo a x.
Exemplo 2.5.4. Consideraremos os grupos estendidos encontrados no Exemplo 2.5.3.

(a) Considere o grupo de translagdes {T; ¢ € R} do Exemplo 2.5.3 (a). Seu gerador

infinitesimal é dado por

0
X=3;

a terceira extensao do grupo é dada por

3 _
PV( )Ts(x/ £, u) = (x &b, U, Uy, Ut, Uyy, Uxt, Utt, Uxxx, Uxxt, Uxtt, uxxx)~

Observe que pr® T, somente possui dependéncia em ¢ na coordenada x. Utili-

zando a equagdo (2.38), escrevemos

(b) O grupo projetivo do Exemplo 2.5.3 (b) tem gerador infinitesimal dado por

d 0
_ 29 2
X=x ax+xyay

e sua segunda prolongacdo é dada por

x
pr® T, (x,y) = (1 ' 1 _yex,y' + (y —xy)e, —y" (ex — 1)3> :

O gerador estendido X(?) é entdo dado por

d d d d
2,29 v Y n 9
X\ =x 5 T xyay + (y—xy )ay’ 3xy 3y
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Observemos que agora ja temos diversas ferramentas que se conectam. Comegamos
com um grupo local de transformagdes a 1-parametro G agindo numa variedade M e
na Proposigao 2.4.3 exibimos uma condigdo para que uma fungéo F : M — R tenha
G como grupo de simetria. Depois definimos uma simetria de Lie como sendo um
grupo G agindo em abertos U de M = R" x R" que leva solugdes de sistemas de
equagoes diferenciais em solugdes. Sistemas estes que sdo determinados por fung¢des
F: Vvl c J5n) - R/, onde V(¥) ¢ um aberto do espaco de k-jatos. Estendemos
elementos do grupo G para pr¥) T, e sabemos como eles agem num elemento de V(*),
Logo, sabemos como encontrar o gerador estendido.

Com esse raciocinio, se F : V) ¢ J¥(71) — R! é uma funcdo de posto maximo (ou
seja, uma submersdo) que determina um sistema de equagdes diferenciais de ordem k e
G é um grupo agindo em V tal que X(X)F = 0 quando F = 0, entdo da Proposicao 2.4.3
temos que prTg(x, u,u(l),...,u(k)) €Y = {(x,u,u(l),...,u(k));P(x,u,u(l),...,u(k)) =
0} sempre que (x, u, U1)r-ees u(k)) € .. Da Proposicado 2.5.1 concluimos que G é um
grupo de simetrias de Lie do sistema em questao.

Por outro lado, é de se esperar que a reciproca da Proposicdo 2.4.3 seja vélida. Porém

precisamos de algo ainda mais forte para que isso aconteca.
Definicdo 2.5.3. Um sistema de equagdes

yF = {(xlu/u(l)/---/u(k)>;F(X,u,u(1),. . .,le(k)) = 0} C ]k(n')

0,00 0 .
U '”(1)""'”(k)) € . se existe

de ordem k é dito ser localmente soltvel num ponto (x
uma solucdo cléssica (vide Definicdo 2.2.8) u = f(x) definida numa vizinhanca de x°
tal que u® = f(xo),u(()l) = f(x%),..., ”?k) = fu)(x). O sistema ¢ dito ser localmente

soltuvel se é localmente soltvel em todo ponto de ..

A defini¢do acima é importante porque conecta as duas defini¢des existentes para
simetrias de Lie. A primeira foi a que definimos na Defini¢do 2.5.1 e que segue
87, 62]. A segunda, utilizada em |9, 10, 62], é a da nossa Proposi¢do 2.5.1, onde
consideramos a invariancia do sistema pelo grupo estendido. E, como vimos nessa
mesma proposicdo, a segunda defini¢do implica na primeira (mas ndo o contrério).
Geralmente utilizamos os conceitos sem distin¢do alguma simplesmente porque a maior
parte dos problemas considerados é localmente soltivel e, para tais sistemas, as duas
defini¢des sdo equivalentes, veja [62, 63] e referéncias ali presentes. Apesar de existirem
sistemas que ndo sdo localmente soltveis, sdo os localmente soltiveis os de nosso

interesse nessa tese.
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Suponha agora que o sistema de equacgdes diferenciais
F(x, w11y, ugy) =0

tenha posto maximo. Entdo sempre conseguimos encontrar uma fungio f = (f1,..., f")
definida em algum aberto tal que reescrevemos o sistema como
okul _

a(xm)k :f}'(X,u,U(l),...,U(k)), ]: 1,...,TZ, (2‘40)

ok
a(xm)k'

além disso, cada f; € uma fungdo analitica em seus argumentos, entdo o Teorema de

onde ﬁfk/) denota o conjunto de derivadas de u de ordem k com excegdo de Se,

Cauchy-Kovalevskaya, diz que o sistema (2.40) é localmente soltvel, veja [87], Theorem
2.73 (pagina 162). A reciproca que procurdvamos e a chamada condigdo de invaridncia

sdo entdo dadas como no préximo resultado.

Proposicao 2.5.2. Seja F : uk c ]k(n) — R! uma funcio de posto méximo deter-
minando um sistema de equagdes diferenciais F;(x, U ULy, u(k)) = 0 de ordem k
localmente soltvel, i = 1,...,n. O grupo local de transformacdes a 1-pardmetro G

agindo no aberto U C R™ x R é uma simetria de Lie do sistema se, e somente se,
X(k)Fi(x,u,u(l),. . .,u(k)) =0, quando F(x, u,u(l),...,u(k)) =0. (2.41)
Demonstragio. Fizemos a ida. Para a volta, veja [87], Theorem 2.71 (pagina 161). O

Uma consequéncia do Teorema de Cauchy-Kovalevskaya é que todo sistema analitico
é localmente solavel ([87], Corollary 1.74, pagina 163) e, como muitos dos sistemas
considerados na literatura sdo analiticos, tal consequéncia se torna importante na
Proposigdo 2.5.2 e podemos simplesmente requerer que o sistema seja analitico. Além

disso, se o sistema é analitico, podemos reescrever a condigdo (2.41) como
X(k)F,-(x, U, Uy, - .,u(k)) = /\gF]-, (2.42)

para funcdes A{ dependendo de x, u e derivadas de u. Logo, nas solugdes do sistema as
duas condigdes sdo equivalentes.

Porém, como veremos no proximo capitulo, na pratica ndo olhamos a analiticidade
ou solubilidade local do sistema. Simplesmente consideramos um grupo G geral de
gerador X e forcamos que a condigdo de invariancia (2.41) acontega. Como vimos, a

ida da proposicdo somente requer que o sistema tenha posto méaximo.
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No préximo exemplo aplicaremos esta observacdo a exemplos concretos. Apesar de
nesta tese ndo termos considerado sistemas ou equagdes que ndo sdo analiticos, também

abordaremos a importancia da solubilidade local na volta da Proposigdo 2.5.2.

Exemplo 2.5.5. No Exemplo 2.5.4 calculamos os geradores estendidos de dois grupos.

Aqui utilizaremos tais extensoes.

(a) Dado um aberto U C R? x R, considere U®®) C J3(71) com coordenadas (x, ¢, u,
U(1), U(2), U(3))- Seja F : U®) — R uma funcdo de posto maximo tal que 9F /dx = 0.
Do Exemplo 2.5.4 (a) temos que a terceira extensdo de

d

Xza

é o proprio operador X. Logo, quando consideramos a equagdo F = 0, temos

0.

X(3)F(x, t, u,u(l), M(Z),M(3)) = XP(X, t, u,u(l),u(z),u(3))

Portanto, a translagdo T¢(x,t,u) = (x +¢,t,u) é uma simetria de Lie da equacéo
F = 0. Em outras palavras, qualquer equagdo de posto méximo que ndo tenha
dependéncia explicita de x admite o grupo de transla¢des em x como simetria de
Lie.

(b) Um exemplo mais trabalhoso vem do grupo projetivo do Exemplo 2.5.4 (b) e de

seu gerador estendido

9 d d d
(2 —,2 Y v Y n 9
X Xt xyay + (y — xy )E)y’ 3xy 3y

Consideremos a equacdo diferencial ordinaria y” + Ay~3 = 0, onde A € R. Ob-

serve que F = " + Ay 3 tem posto méximo. Logo, como
d d J 0 _
XAF = (xza Tyt (v — xy’)a—y, - 3xy”W) ' +Ay~°) =
= =3x(y"+Ay77),

temos que X(®'F = quando F = 0 e o grupo projetivo é uma simetria de Lie da

equacgdo y"" + Ay—3 = 0.
(c) Em [87] (pagina 160), o autor discute o sistema

uy =yu, uy =0
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e mostra que o sistema ndo é localmente soltivel pois ndo existe solugdo diferen-

cidvel u que satisfaca as condigdes

u(xo,v0) =1, ux(xo,y0) =vo, uy(xo,y0) =0,

valores que algebricamente resolvem o sistema. Mais do que isso, ele diz que a

Unica solucao do sistema é u = 0.

Se considerarmos a translagdo T;(x,y,u) = (x,y + ¢ u) e a tnica solugdo u = 0,
temos que a fungdo transformada il = T,(u) é identicamente nula, ou seja, é uma
nova solugdo do sistema para todo ¢ € R. Desta forma, a translagdo é uma simetria
de Lie do sistema. Porém, o gerador infinitesimal estendido, de acordo com a

parte (a) deste exemplo, é dado por

Dai, a condigdo de invariancia se escreve como
XU (1 —yu) = —u, X(l)uy =0,

ou seja, XM (1, — yu) # 0 quando F = 0. Logo, mostramos que precisamos
da solubilidade local quando sabemos que G é uma simetria de Lie de um

determinado sistema e queremos que a condigdo de invaridncia (2.41) ainda valha.

Para terminarmos a se¢do, somente precisamos entender como podemos calcular o
gerador estendido sem explicitamente exibir o grupo estendido.

Seja F : U® ¢ J*(m) — R uma funcio diferenciavel. A derivada total de F com
respeito a x' é a funcdo D;F € U1 dada por

_OF & OF

D,;F = — + w . —, (2.43)
1 axl |D£O o1 aué
onde & = (a1,...,&y) é um multi-indice e
au£ ok 1y ok 1y

u .=

wi T 9yl Qxiox®  0xi(0xL)Ei ... (9xm)am’

A convengdo acima utiliza a notagdo de multi-indice do gerador estendido (2.39). Ela
ndo é de fato a notacdo mais auto-explicativa possivel, mas é bastante compacta.
Para clarificar como calculamos a derivada total (2.43), considere um aberto U C

R? x R e coordenadas (x, ¢, U, (1), U(2), U(3)) €m u® c j3(m). Seja F: UG — R uma
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funcdo diferencidvel. A derivada total de F com respeito a x é a funcdo D,F € U®)

dada por
OF & oF
DxF - a + MZ_O sz,xﬁ -
B 8F+u 8F+u oF Y 8F+u oF e oF e 8F+
— a X a X5, a tx a us xXxx auxx txx autx ttx autt
oF oF oF oF
FUyxxxs—— + Utxxaxs—— + Uttxx5—— + Uttt =
Ol xxx OUpxy Ollgty Ol

O mesmo raciocinio nos da a derivada total de F com respeito a t. De maneira um

pouco mais geral, se x = (x!,... xm) e u = u(x) é uma fungao real, entdo dada uma

funcio F definida em um aberto U%) C J¥(77), entdo

oF oF oF JoF
a ; + l/lla + uj]‘a_uj —+ o+ ul]l]z ]km (244)

D,;F =

Podemos definir derivadas totais de ordens maiores de maneira andloga. Se o« =
(a1,...,a7) € um multi-indice qualquer, onde 0 < a; < m, entdo a a-ésima derivada

total de uma funcéo F é denotada por

Dﬂ(F:Dle"'D(XP'

1
Por exemplo, se « = (i,1,1), entdo a a-ésima derivada total de F é
D’F := D;D;D;F.
Finalmente, a tltima proposi¢do desta secao.
Proposicdo 2.5.3. Seja

: d d , .
X:(",‘l(x,u)al+17]( )auj' i=1,....m j=1,...,n
um campo vetorial definido num aberto U C R” x R". A k—ésima prolongacdo de X é
o campo vetorial (2.39) definido no correspondente espaco U%) c J¥(7). As funcoes

CIDZX sdo dadas pela seguinte férmula:
d, = D, <;77 — giuD gl Uy i (2.45)
onde u} = dui /9x' e dul, = Aul /ox'.

Demonstragdo. A demonstracdo é bastante extensa e pode ser encontrada em [87], The-
orem 2.36 (pagina 111). Uma outra versdo da proposi¢do pode ser encontrada em [9],
Theorem 2.4.4-1 (pagina 66). O

59
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Desta forma, sabendo como calcular os coeficientes do gerador estendido e, mais do
que isso, sabendo que esses coeficientes dependem de x, u e derivadas de u, podemos
dizer que a condi¢do de invaridncia (2.41) se reduz a um sistema sobredeterminado de
equagdes que obtemos quando igualamos os coeficientes de cada mondmio dado por
derivadas de u. Tal sistema é chamado de equagdes determinantes e sua solu¢do dara a

forma do gerador X.

Exemplo 2.5.6. (a) Repetiremos o grupo de translagdes T¢(x,t,u) = (x +¢t,u) de

gerador infinitesimal

0
X=—.
ox
Entdo ¢ = 1,&% = 0,17 = 0. Os coeficientes, até terceira ordem, serdo ®,, ®;, Dy,

Dy, O, Oyxx, Pixx, Prix, Prir. De acordo com (2.45), teremos

(ONES Dx(’? — élux — gzut) + gluxx + ézutx = Dx(_ux) +uxy =0,
@t = Dx(y — 1utx — GPup) + Sutpy + GPuy = Di(—tx) + upy =0,
Pyx = DY (—thx) + 1y =0,
Dy = D?(—uy) + gy = 0,
@y = DDy () + thrxx =0,
Dyxy = Di(_”x) + Uxxxx = 0,
Dy = DiD3(—tty) + thprx = 0,
Dty = D?Dy(—tiy) + thprxx = 0,
Dyt = D3 (—uty) + tppex = 0.
Ou seja, a terceira extensdo do operador X é ele préprio, como ja& haviamos

encontrado no Exemplo 2.5.5 (a).
(b) Considere o grupo projetivo do Exemplo 2.5.4 de gerador infinitesimal

d d
— 42 il
X=x ax+xyay.

Temos ¢ = x* e 7 = xy. Se queremos obter X (2), entao precisamos encontrar os
coeficientes @, e ®,,. Teremos

@r = Dx(n = y') + 8" = Dalxy — %) + 2% =y — 2/,

Dy = D2(xy — x%y') + x%y" = —3xy".

Portanto, a segunda extensdo do operador X é dada por

d d ) )
2 29 e N Y n_ 9
X =uam + Yoyt (y —xy )ay, 3xy 3y

também de acordo com o Exemplo 2.5.4 (b).
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2.6 SOLUCOES INVARIANTES

Sejam U C R" x R" um aberto, G um grupo local de transformacdes a 1-parametro
agindo em U e F(x,u,u),...,ug)) = 0 um sistema de equagdes diferenciais de ordem
k definido em U®).

Definicdo 2.6.1. Uma solugdo cldssica u = f(x) de F(x,u,ug), ..., ug)) = 0 é dita
ser uma solugdo G-invariante se seu grafico Grf = {(x, f(x);x € U} é um conjunto

G-invariante.

Suponha que G seja tal que todo elemento T; € G aja projetavelmente em U, ou seja,
a transformacdo das varidveis independentes x ndo dependa das varidveis dependentes
u:
Te(x,u) = (%,4) = (®(x), ¥(x,u)).

Nessas condic¢des, o conjunto das Te(x, u) := 71y o Te(x, u) = ®(x), que denotaremos por
G, é um grupo de tranformagdes (projetado). Pela Proposigdo 2.4.5, G tem exatamente
m — 1 invariantes funcionalmente independentes y' = ¢!(x),...,y" ! = ¢"1(x).

Observe que cada um desses invariantes do grupo projetado G é um invariante do

grupo total G, pois se X = Cl -+ 1/ — denota o gerador infinitesimal de G, entdo o

ou/
gerador de G é dado por X = (fi Dai,

X‘P —Clail ]a¢]—X¢k+OEO, k=1,...,m—1.

Novamente pela Proposi¢do 2.4.5, construimos outros n invariantes de G da forma
ol = ¢l (x,u),...,v" = ¢"(x,u) de forma a termos exatamente m + n — 1 invariantes

de G. Escrevamos

y=¢(x) = (9 (2)...., 9" (x), v=pxu) = @ (xu).... 9" (x,u)).

Consideremos inicialmente y = ¢(x). Pelo Teorema da Aplica¢do Implicita, conse-
guimos resolver y = ¢(x) para m — 1 variaveis £ = (x'1,...,x"1). A escolha de tais
varidveis se da de tal forma que a matriz g—zj seja inversivel. Logo, se £ = xim, temos a
solucdo
x=7(%y)

para alguma funcdo bem definida y. A variavel £ é chamada de varidvel principal e as

coordenadas de ¥ sdo as varidveis paramétricas.

61
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Suponha agora que a matriz _ |
99’ 9y’
ouk” ouk

tenha posto igual a n. Novamente pelo Teorema da Aplicacdo Implicita, podemos

resolver v = ¢(x, u) para u em termos de x e v. Logo,

t

u=2=6(x,v) =6(%%0)=5%v(%yv)=05%y,0).

Exemplo 2.6.1. Considere R? x IR? e o grupo de dilatagdes
Te(x,t,u,v) = (x,e*bgt, e‘u,efv), ¢€R

cujo gerador infinitesimal é dado por

d 0 d
X = —bt& —I—u@ +TJ%.

Observe que ¥ = x e f = ¢~"t ndo dependem de u e v, ou seja, 0 grupo age projetavel-
mente em IR2. Como o grupo possui duas varidveis independentes, teremos 2 — 1 = 1
invariante que é solucdo da equacdo caracteristica

dr __dt

0 bt
Como teremos J; = x, coloque ¢(x,t) = x e y = ¢(x,t). Neste caso ndo temos opgado a
ndo ser colocar x como nossa varidvel paramétrica e deixar ¢t como varidvel principal.

O grupo de dilatagdes possui exatamente 4 — 1 = 3 invariantes, sendo que ja temos o

primeiro. Os outros dois, obtidos via equagdes caracteristicas, sdo J, = ut!/? e J3 = vt!/?.
Sejam ¢! (x,t,u,v) = ut'/? e Y?(x,t,u,v) = vt'/t, (8',9%) = (¥', ¢?). Temos

ol — utl/b’ 2 — vtl/b’
ou seja,
u= @1t_1/b, v =010,

Com isso encontramos as fung¢des 7y e  que de maneira tedrica construimos anterior-

mente.

Se v = h(y) é qualquer funcdo diferencidvel, entdo

u=f(x) =06(2y0)=0(%¢(x) h(p(x))) (2.46)

é claramente uma funcado G-invariante.



2.6 SOLUCOES INVARIANTES

O que queremos realmente saber é quando uma fung¢do u = f(x) correspondente a
uma fungdo v = h(y) que pode ser escrita como (2.46) é uma solugdo do sistema de

equagOes diferenciais de ordem k
A(x, u,u(l), “e ,u(k)) =0.

Para isso, precisamos saber como as derivadas de func¢des v = h(y) se relacionam com

as derivadas de u = f(x). Em relacdo a x, a matriz Jacobiana de (2.46) é dada por

u_ 20 2039 2030 dy

ax o9t dydx  Jvdyox

Usando o fato de que ¥ = (%,y), podemos reescrever du/dx como
ou
F 0 (%,y,v,00/9y),
ou seja, podemos expressar as primeiras derivadas de qualquer fungdo G-invariante em
termos de £, y, v e primeiras derivadas de v com respeito a y. Prosseguindo de maneira
analoga até uma certa ordem /, encontramos
dlu B
ox!

Exemplo 2.6.2. No Exemplo 2.6.1, consideramos IR? x IR?, o grupo de dilatagdes (x, t,u,v) —

(51(32,}/,0,0(1),. . .,U(l)).

(x,e’bst, e‘u, e“v) e construimos os invariantes J; = x, J, = utl/b,k = ot1/t. Colocamos

y = x, 0" = ut'/?, 9> = vt!/? e com isso podemos escrever

u= zﬁlt_l/b, v =0%"1/b,
Suponha que ¢! = 3'(y) = 9'(x) e 3> = 7%(x). Entdo podemos calcular algumas
derivadas de u e v:
51 51 51
B A
X — tl/bl XX — tl/bl xXxx — tl/b/
A1 ~1
.
g bo+1)/p7 T b +(b+1)/b’

A2 2 )
ooy %y Yy
X 1/b’ XX tl/b/ XxXx tl/b/
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Uma vez que encontramos as derivadas que precisamos no sistema A = 0, simples-

mente substituimos no sistema e encontraremos um novo sistema
A(f,y,v,v(l),. . .,’(J(k)) =0

que ainda depende das varidveis paramétricas £. Se G for realmente uma simetria de

Lie do sistema, entdo o novo sistema A = 0 serd sempre equivalente a um novo sistema

(A/G)(y,v,v(l),. . .,U(k)) =0

que ja ndo mais depende das varidveis £. O sistema (A/G) é chamado de sistema
reduzido e sua notacdo é dada em referéncia a teoria de variedades quociente que
geometricamente descreve tal sistema, veja [87|, Section 3.4 (pagina 209).

Desta forma, toda solugdo v = h(y) de (A/G) = 0 serd, via (2.46), uma solucao
de A = 0 e, consequentemente, podemos construir solu¢des G-invariantes do sistema
original.

Para finalizar este capitulo, consideremos alguns exemplos.
Exemplo 2.6.3. (a) Considere o sistema de equacdes diferenciais parciais

b b _
Up — Upex — 0 Ux + 07 Uxxx = 0,

vt - Utxx - leUx + ubvxxx - 0.

E possivel mostrar que o grupo de dilatagdes dos Exemplos 2.6.1 e 2.6.2 de gerador
infinitesimal
0 d d
X3 = —btg + uﬁ +U%
é uma simetria de Lie do sistema. No Exemplo 2.6.1 calculamos u e v em fungdo
de t, 91,92 e colocamos y = x. No Exemplo 2.6.2 encontramos as derivadas que

precisamos para o sistema. Quando substituimos no sistema, temos

1 A Al A2\bAl 2bal )
6T (—v + Oy — b(9°)70, + b(97) vyyy> =0,
1 2 A2 A1\bA2 ANba2 )
I (—v + 0y, — b(6)70, + b(9") Uyyy> = 0.

Com isso, encontramos o sistema reduzido

1 A1 A2\b.al ~2\b sl

—0" + 0y, — b(0°)"0, + b(9°)"0y,, =0,
2 A2 ~1\b A2 ~1\b A2

-0 —i—vyy—b(v ) vy—l—b(v ) Oyyy =0,



(b)

2.6 SOLUCOES INVARIANTES

Se encontrarmos uma solugdo para o sistema reduzido, entdo encontramos uma

1:

solucdo para o sistema original. Considere 9! = 9% = ¢¥. Como

IS PGS S, S BRGNS B
U=U =0y =0y = Uy = Uy = Uyyy = Uy
entdo (01,9%) é solucdo do sistema reduzido. Logo,
¢ g
A1 Y X ~2 Y X
0 (y) e e -(y) e e

W="apm ~an = amn YT Ak T Ak T A

é uma solugéo invariante do sistema. Analogamente se pode mostrar que 9' =

92 = 7Y também é solugdo do sistema reduzido e, portanto, temos duas solugdes

invariantes (#4,v4+), onde

eix eix

ui:th’ O+ = t1/b°

Considere agora a equacdo diferencial ordindria de ordem 2n
y @ (x) + Ay%(x) =0, A#0, neN,

que admite a translagdo em x como simetria de Lie. O gerador da translacdo é

dado por

0
X=3;

e a solucdo das equacgdes caracteristicas é y = k, onde k é uma constante de

integracdo. Logo, o gerador X nos dard uma solugdo, se ela existir, constante.

n )

) é sempre menor que zero. Isto quer dizer que
—2n
quando substituimos o invariante y = k na equagdo, obtemos

Porém, note que a constante

1
A——>5-=0,

_142n
1-2n

que nunca se anula pois estamos assumindo A # 0. Logo, ¥ = k ndo pode ser uma

solucgdo invariante da equagéo.

Com isso, mostramos que nem todo grupo de transformacgado admitido por uma
equacdo diferencial dard de fato uma solugdo. Neste caso em particular, a razdo

de ndo existir tal solugdo ficard clara no capitulo seguinte, quando classificaremos

as simetrias da equagdo e encontraremos uma solugdo invariante a 3-parametros.






TEOREMAS DE CLASSIFICACAO DE
SIMETRIAS DE LIE

Neste capitulo aplicaremos as técnicas do Capitulo 2 para encontrarmos as simetrias de
Lie de equagdes que consideramos nos tltimos quatro anos. Alguns desses resultados
ja se encontram publicados [7, 25, 26, 28, 29, 31], enquanto outros estdo em fase final

de redacdo dos respectivos resultados para submissao.

Para iniciar o capitulo, comecemos com o algoritmo discutido no capitulo anterior.

Considere o fibrado 7 : R” x R" — R™. Dado um sistema de equagdes F = 0 de
ordem k, onde F estd definida num aberto de ]k (), queremos encontrar o grupo

local de transformagdes a 1-parametro G agindo em R™ x IR" mais geral, de gerador

infinitesimal
X = Ci(x,u)i +177(x,u)i, i=1,....,m, j=1,...,n, (3.1)
ox! oul
tal que
XWF =0 quando F =0, (3.2)

0 que significa que estamos usando a ida da Proposi¢do 2.5.2. Em (3.2), X (k) ¢ a k-6sima

prolongagdo de X dada como em (2.39):

k 9
XW=x+ Y o,—. (3.3)

af=1 g
Os coeficientes <I>£ sdo calculados por (2.45) como exibidos na Proposi¢ao 2.5.3:
), = Dy (/= &) + &', (3.4)
A condicdo de invariancia (2.42) é dada por
XK F = AF, (3.5)

onde A é uma funcdo que pode depender de x,u e derivadas de u. Da condicdo
de invaridncia obtemos uma equagdo polinomial que é transformada num sistema

sobredeterminado de equagdes, chamado de equag¢des determinantes.
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Na préxima segdo, a tinica que faremos com detalhes de como aplicamos o algoritmo
apresentado no comeco deste capitulo, apresentaremos o teorema de classificacdo de

simetrias de Lie da equacdo diferencial ordindria

y® + f(y) =0, (3.6)

onde n € IN é um ntimero natural e f(y) é uma fungdo diferenciavel. Tais resultados,
dentre outros, foram publicados em [31].

Depois, consideraremos a equagdo diferencial parcial
U — ey + (b + D)1ty — bitizttyy — Uty = 0, (3.7)

onde b é um parametro real. A equacao (3.7) é chamada de equacdo de Novikov modi-
ficada (mNovikov) e quando b = 3 reobtemos a equacdo de Novikov. A classificacdo
pode ser encontrada em [29].

A terceira equagdo que consideraremos é dada por
Up — Uppy + auPuy — buP Mgt — cutP gy = 0, (3.8)

onde 4,b e ¢ sdo constantes reais. Tomando as constantesa =3,b =2,c=1eep =1,
temos a equagdo de Camasssa-Holm (CH) esea = 4,b = 3,c = 1 e p = 2 reobtemos
a equagdo de Novikov. Os resultados de classificacdo de simetrias de Lie da equagdo
(3.8) podem ser encontrados em [7].

Depois consideraremos o sistema

my = vPmy

b (3-9)

ny = u’ny,
onde b é um parametro real, m = u — Uyy € 1 = U — Uy,. O estudo do sistema (3.9)
encontra-se em andamento.

Por fim, consideraremos a equagdo em 1 + 3 dimensdes
ut + auux + uxxx + uxyy + uxzz — O, 14 E R, (3.10)

chamada de equagao de Korteweg-de Vries-Zakharov-Kuznetsov. Nossos resultados

referentes & equagdo (3.10) podem ser encontrados em [26].
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3.1 CLASSE DE EQUA(;()ES DIFERENCIAIS ORDINA-

RIAS AUTONOMAS DE ORDEM PAR

Considere a equacdo diferencial ordindria

y?) + f(y) = 0. (3.11)

Um gerador de simetria de tal EDO é um operador da forma

d d
X=8ygy +nlxyg, (3.12)

Existem alguns resultados de G. W. Bluman [9, 10] que muito facilitam a tarefa
de encontrar simetrias de Lie de algumas equag¢des. No caso da equagdo diferencial

ordinéria (3.11), o seguinte lema nos auxilia, veja [9], Theorem 3.3.4-3 (pagina 134).
Lema 3.1.1. Considere uma equagdo diferencial ordindria de ordem k da forma

v = gx )y +hxy Yy ),
Se a equagdo admite um gerador da forma (3.12), entdo G, = 0 e 17, = 0.

Se tomarmos k = 2n, ¢ = 0e h = f(y), entdo (3.11) satisfaz o Lema 3.1.1 e o gerador

(3.12) é reescrito como

d d
X = C(x)g + [a(x)y + ﬁ(x)]@- (3-.13)
Precisamos entdo calcular a 2n-ésima extensdo de X:
X0 = (0 2 4 o)y + BN + Y G.19)
ox ay = lay(i),

onde os coeficientes ®; sdo dados por

@; = D (a(x)y + B(x) = E(x)y') + Sy,
O primeiros coeficientes @1, P, sdo dados por

@1 = Dy(a(x)y+B(x) —¢(x)y) +E(x)y" =
= ay+p +ay =y Sy + 8y =
= p+ay+(a—g")y,

Dy = Di(a(x)y+B(x) —C(x)y) +E(x)y" =
— [BII + 0(”y+ (206/ _ g//)yl + (OC + 2€/)y//
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e indutivamente podemos provar que

k
k ' k ' ~
&, — 0 4oy 4 K ) k=) _ ( ) <k—]+1>} ) 4
(=P v 2| (] L)e Ty (15)
Quando consideramos a condig¢do de invaridncia (3.5), queremos resolver a equacdo

polinomial
XE (2 + f(y) = Pon +ay + B = Ay + f()
para as fungdes A, G, x e B.

Substituindo ®,,, na condi¢do de invaridncia teremos as seguintes equag¢des determi-

nantes:
A=uwa—2né,

(?ym%h(;ﬂﬁw*m=a1Sk<M, (3.16)

(ay + B)f'(y) + B +a®y = Af(y).

O sistema (3.16) é equivalente a

E(x) = mx®+ax+as,
a(x) = an_ 1(2a1x+g2) +kq,
(3.17)
0 _ {an— 1 (2a1x + ap) + kl] yf’(y) 4 ,B(x)f'(y) i ﬁ(Z”)(x)Jr
n {Zn +1 (2a1x +ap) — kl} f(y),

onde a1,a;,a3 e ki sdo constantes de integracdo.

Para terminar de resolver o sistema (3.17), precisamos saber como f e sua derivada
f' se comportam. Em [101], 0 autor mostrou que é suficiente considerarmos algumas
fungdes particulares para que a classificagdo seja completa. Essas fun¢des surgem das

condigdes de compatibilidade da equagdo (3.17). Sdo os casos:
1. f é uma funcdo arbitréria tal que f e f’ sdo linearmente independentes;

2. f(y) = Ae", onde A e a sdo constantes reais;

3. fly) = Ay, p € R
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Considerando as “trés” opg¢des de fungdes, temos o seguinte teorema de classificacdo.

Teorema 3.1.2. Para quaisquer escolhas f = f(y) e n > 1, o campo vetorial
9
ox

é um gerador de simetria da equagdo (3.11). Para escolhas especiais da fungéo f(y), é

Xq = (3-18)

possivel aumentar o grupo de simetrias de Lie. Além de (3.18), os geradores adicionais

sao:

1. Se f(y) = Ae®™, Aa #0en > 1, temos:
Dy =x———=. (3.19)

2. Suponha f(y) = Ay?, p #0,1, A # 0 e n > 1. Entdo temos os geradores

d 2n 0
D, = Xo + = py@. (3.20)

3. Suponha f(y) = /\y%, A # 0en > 1. Entdo temos os operadores
0 2n—1 0

Xy = xa + 5 y@ (3.21)
e

0 d

— 27 _ I
X3 =x 5 T (2n 1)xyay. (3.22)

4. Suponha f(y) = A:
a) Sen > 1, temos
0, 2n—1 2n4+1 x*" 7 9

=gt { N 2n—1(2n)!}@' (3-23)
Yo =22 fxl@n—1) e (3.24)
277 ox 4 (2n)!]| oy’ 3-24

X"\ 9
Y3 = (]/ - Am) 3y (3-25)

=2 2 0<i<2n—1. .
Z ay,O_]_2n 1 (3.26)
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b) Se n =1, além de (3.23)-(3.26) com j = 0, 1, temos

A 0 A 0
Y4 = <xy — —x3) 9x —+ <y2 — Z.XA) @/

(3-27)
_(, 33,2\ 9 .39
Y5 = (y 2)\x ) ox Ax 3y
5. Suponha f(y) = Ay:
a) Sen > 1, temos
d
Vi= Yay (3.28)
e
d
Ve =Bx)5, (3-29)
onde B é uma solugdo da equagdo linear
B 4 AB = 0.
b) Se n =1, temos (3.28)-(3.29) e
V, = sin (2\/_x) 2T VAy cos (2\/_x)
d . d
V3 = cos (2v/Ax)— — VAysin (2v/Ax) —,
0x oy
(3-30)

V4—ys1n(\/_x) —|—\/—y cos(\/—x)

= 1 Cos (\/Xx)% — VAy?sin (\/Xx)%

Este teorema pode ser encontrado em [31], Theorem 2.1 (péagina 3). De longe, o
Teorema 3.1.2 é o mais extenso que apresentaremos. Porém, ele ilustra muito bem o
tipo de dificuldades que a equagdo e o método apresentam.

Temos vérios tipos de simetrias no Teorema 3.1.2, como a translagdo em x (3.18),

a dilatagdo (3.20) e o grupo projetivo (3.22) até geradores (3.27) que, via Primeiro
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Teorema Fundamental de Lie, nos ddo transformag¢des bem mais complicadas que

dependem de fungdes especiais.

No que se segue, encontraremos uma solugdo invariante para o caso 3 do teorema.

Ou seja, encontraremos uma solugdo para a equagao y(2" + Ay(1+21)/(1=21) —  de
geradores X1, Xp e X3 dados como em (3.18), (3.21) e (3.22), respectivamente.
Considere a combinacdo linear X = a X + 28X, + v X3, ou seja,

0 0
X = (a+2Bx+ ’yxz)a +(2n—1)(By + ’yxy)@.

O sistema de caracteristicas é escrito como

dx B dy
a+2Bx+yx2  (2n—1)(By +yxy)’

cuja solugdo é dada por

y = An/

2n—1

(2 +28x + 722)
onde A, é uma constante. Supondo

2n—1

y= An(o(+2ﬁx+’yx2) 7,

e impondo que y seja solugdo da equagdo considerada, encontramos o valor de Aj:

2n—1

" ((2;:;!)2] -

An:

Portanto,

2n—1

npt\2| " -1
y<x>:[<—1>"“( ! (é))] (+2pr b (3

p?—an)"
€ uma solucdo a trés parametros de

y(Zn) +Ay(1+2n)/(172n) —0

desde que B —ay #0e

(—1)”“—(!52 _Am)n > 0.

Na Figura 9, mostramos a diferenca de comportamento da solugdo para os casos
n=1len#1.
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s Figura 9: A figura (a) ilustra o comporta-
mento da solugdo invariante para
n=1LA=9=1lea=pp=2.

Ja no caso (b) tomamos n = 2

(a)

e as mesmas constantes A, y,a e
B. Se n > 1, entdo o formato da

solugdo sera o mesmo de (b).

(b)

Observe que obtivemos a solugdo (3.31) a partir de uma combinagéo linear mais geral
possivel de todos os geradores admitidos pela equagdo. Além disso, na solugdo (3.31)
exigimos que B? — a7y # 0. Isso quer dizer que ndo podemos tomar § = v = 0, ou
seja, ndo podemos tomar X = Xj. Essa observacdo explica o motivo de ndo termos
conseguido encontrar uma solugdo invariante para a equagdo no Exemplo 2.6.3 (b)

considerando apenas Xj.

3.2 EQUAQAO DE NOVIKOV MODIFICADA
Apresentaremos agora a classificagdo da mNovikov
ur — upex + (b + 1)u2ux — DUty tyy — UPtyyy = 0. (3.32)

Para maiores detalhes, veja [29] (pdgina 4).
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Teorema 3.2.1. Para todos os valores de b, a equagdo (3.32) admite os seguintes gerado-

res de simetria:
Xi==—, Xp==, Xz=2%——1u—. (3-33)

Se b = 3, entdo em adigdo aos campos (3.33) temos

0 0 0 0
2x 2x —2x L, 2x
Xyg=e Y +e s Xs=e 5. € Uum (3-34)

Os resultados do Teorema 3.2.1 para b = 3 ja eram conhecidos em [12]. O que nosso
teorema mostrou é que, em termos de simetrias, tal caso é realmente o mais rico e
interessante da familia (3.7). Ainda em relagdo ao Teorema 3.2.1, temos a seguinte

tabela de transformacgdes e seus respectivos invariantes.

Tabela 1: Na tabela apresentamos as cinco transformagdes relacionadas aos geradores do
Teorema 3.2.1, seus geradores e os respectivos invariantes. Para simplificarmos
a notagdo, nos geradores utilizamos dy, d¢, 9, como as derivadas com respeito

ax, teu, respectivamente.

Transformagio (%, 1, i) Gerador Invariantes
=1
(x+et,u) X1 = Oy h
J2=u
=X
(x,t+eu) Xo =04 h
Jo=1u
2e4 L€ — _ ]1 =2
(x, e“ct, e‘u) X3 = 2ty — udy, Iy = utl’2
—ZIn(e % —2¢ ,t,—> Xy = 20, + e**ud
( 2 ( ) V1 — 2ee2x ! ' ! Jo =ue™™

1 u _ _ ]1 =t
—=1In e2x—2e,t,—> X5 = e %0, — e **ud
( 2 ( ) \/1—286_2x 5 * " ]2 = uex

A seguir, calcularemos uma solugdo invariante da equagédo (3.32) com b # 3. Como
vimos, X1, X; e X3 sdo os geradores de simetria para tal caso.

Consideremos X3 e lembremos que queremos escrever v = h(y), onde y serd os m — 1
invariantes relativos as varidveis independentes e v serd os n invariantes restantes para

completarmos os m + n — 1 invariantes funcionalmente independentes. Neste caso,
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y=J1 =xev =], =ut/? e temos entdo ut'/2 = v = h(y). Precisamos agora encontrar

as respectivas derivadas presentes na equagdo
— b+1)utuy —b — U Uy =0
Ut — Upxx + ( + )u Uy UUxUxx — U Uxxx =

para podermos substituir na equagdo e obtermos a equacdo reduzida. Como

h h h
Uy = _\/yfl Uyx = _%/ Uxxx = _\y/yzyl
U = T2 Utxx = Top/

Substituindo na equacgdo, temos

1

1 1 2 2

ou seja, a equagao reduzida é dada por
—h + hyy + 2(b + 1)h*hy — 2bhhyhy, — 2h*hy,, = 0.

Duas solugdes do sistema reduzido sdo dadas por h(y) = ae*Y. Logo, duas solugdes

invariantes da equagdo serdo

“e:tx

7

Pela definicdo de simetria de Lie, se temos uma solucido, a simetria transformara a

uy(x, t) =

solucdo em uma nova solucdo. Como u+ é solugdo e as translacdes em x e t (duas
primeiras linhas da Tabela 1) sdo simetrias de Lie da equagdao com b # 3, entdo
( t) wetx+p
u x,t) =
:|:,06,‘B,’)/ m

determina duas solugdes invariantes a trés parametros.

3.3 UMA CLASSE DE EQUACOES QUE UNIFICA AS EQUA-

Q@ES DE CAMASSA-HOLM E NOVIKOV

Sobre a equagdo
-1
U — ey + auPuy — buP "y — cuPuiyey =0, (3-35)

temos o seguinte teorema de classificacdo, veja [7].
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Teorema 3.3.1. A equacdo (3.35) admite os geradores de simetria

d 0 d d
Xlz— X2:— ngua—pt—

para quaisquer valores de p e constantes 4,b e ¢ ndo todas nulas. A equagdo (3.35)

admite geradores adicionais nos seguintes casos:

(a) se p =1ea=c, temos o boost de Galileu

d d
X4—ﬂta—£

(a) se p=2,a =4ceb =3¢ entdo temos os operadores como em (3.34).

Como no caso da mNovikov, o Teorema 3.3.1 nos diz que, em termos de simetrias, os
casos mais importantes da equacédo (3.35) sdo justamente quando reobtemos a equagado
de Camassa-Holm (b = 1) e a equagdo de Novikov (b = 2).

Analogamente a segdo anterior, a tabela a seguir resume as transformacdes do Teorema

3.3.1 e seus respectivos invariantes.

Tabela 2: Na tabela apresentamos as seis transformacdes relacionadas aos geradores do

Teorema 3.3.1, seus geradores e os respectivos invariantes.

Transformagio (%, t, i) Gerador Invariantes
=i
(x+¢t,u) X1 = 0y h
2=u
=X
(x,t+¢u) Xy = 04 h
Jo=u
_ i=x
PEL o€ — _
(x, e Pt efu) X3 = udy, — pto; Iy — utl/
=at?/2
(x +eat, t,u+¢) X4 = atdy — 9y h /
Jo = u+x/(at)
1, u 1=
—ZIn(e % —2¢ ,t,—) X5 = 20, + e**ud
( 2 ( ) v1— 2ee2x > g ! = ue *

1 u _ _ 1=
——=1In ezx—Ze,t,—> Xe = e 20 — e Puo
( 2 ( ) V1 —2ee2x ° ¥ Y= e
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Em termos de solu¢des invariantes, o caso geral serd muito semelhante a mNovikov
da segdo anterior. Considerando os geradores X3, X; e X, como fizemos anteriormente,

teremos uma solugdo invariante a trés pardmetros da forma

petx+p
et = (i

desde que o = B + 7.

3.4 UM SISTEMA DE EQUAQ()ES DIFERENCIAIS PAR-

CTAIS

O sistema
_..b
my = v my
ny = ubnx,

é o unico presente neste capitulo cujo trabalho ainda se encontra em andamento.
Todavia, podemos apresentar a classificacdo das simetrias de Lie dele.

Antes, é conveniente reescrever o sistema em funcao de u e v:

b b _
Up — Upexy — U Uy + 0 Uy = 0,

(3-36)
Ut — Upxy — ubvx + ubvxxx =0.
Teorema 3.4.1. O sistema (3.36) admite
d d d 0 d
Xi=5o Xo=o, Xs=-bto +us +0vo- (3:37)

como geradores de simetria de Lie para todos os valores de b. Se b = 1, em adigao aos

operadores (3.37), o sistema admite o gerador

Xe= 2 19,2
70 Tou o

Novamente o teorema sugere que o caso b = 1 é o mais interessante. A tabela a seguir

resume as transformagodes, geradores e os 2 + 2 — 1 invariantes de cada grupo.

Tabela 3: Na tabela apresentamos as seis transformacoes relacionadas aos geradores do

Teorema 3.4.1, seus geradores e os respectivos invariantes.



3.5 EQUAQAO DE KORTEWEG-DE VRIES-ZAKHAROV-KUZNETSOV

Transformagio (%,,1,3) Gerador Invariantes
Ji=t

(x+¢t,u,0) X1 = 0y Jh=u
Js=wv
Ji=x

(x,t+¢u,0) X, = 0 h=u
Js=v
Jhi=x

(x, e, efu, etv) X3 = —btd; + ud, +vd, Jp = utl/b
J5 = ot!/?
Ji=12/2

(x —et,bu+ev+e) Xqg=—t0x+09y+ 9y Jo =u+x/(at)
3s=u—vo

Consideremos X3 e seus invariantes. Devemos ter 7 = h(y), onde o = (J», J3) ey = J1.

Logo, temos

#1707 1/b

) - (460, 912)).

Substituindo no sistema, temos o sistema reduzido

—¢— ¢ —by’¢’ + by’9" =0,

—1p — lp” _ b(,bbl/}/ + bgbbl/J”/ —0. (3-38)

Ainda ndo analisamos solu¢des mais gerais do sistema (3.38), porém é fécil observar

que se ¢ = P = e*¥, entdo u = v = e**/t!/? é uma solugao do sistema.

3.5 EQUAQAO DE KORTEWEG-DE VRIES-ZAKHAROV-

KUZNETSOV

Nesta secdo apresentamos a classificacdo de simetrias da equagdo da Korteweg-de

Vries-Zakharov-Kuznetsov
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Teorema 3.5.1. A equacdo (3.39) admite os geradores de simetria

X1 = % Xy = @, (3.40)
X3 = %, Xy = %, (3.41)
X5 = —Z% + y%, (3.42)
X = x% + y% + z% + 3t% — Zu% (3-43)
X7 = «xt% - %- (3-44)

Considere agora as variaveis independentes (x, w), onde x € Rew = (y1,Y2,...,Yn) €
R", e a varidvel dependente u = u(x, w). Numa generalizacdo da equacgdo (3.39), esten-

demos o Teorema 3.5.1 para a equagao
U + autty + Uyyy + (Divy - Vypu)y =0, (3.45)

onde Vyu denota o gradiente de u com respeito as varidveis w e Divy o operador de

divergéncia também com respeito a w. De forma mais explicita,

ou ou
Vit = (a—yl'“-'w)

Teorema 3.5.2. A equacdo (3.45) admite os geradores de simetria

SR R
Xij = _yja(; Y a?/l
D:xai+yaiw+3t%—2uaa
G:octaa—x—%,

ondei,j=1,...,n



3.6 COMENTARIOS SOBRE ESTE CAPITULO

3.6 COMENTARIOS SOBRE ESTE CAPITULO

Nesta secdo faremos alguns comentdrios sobre os resultados que apresentamos neste

capitulo.

1. Com excecdo da EDO considerada na Secdo 3.1, todas as simetrias das outras
equagdes podem ser encontradas utilizando extensdes para programas como o
Mathematica ou o Maple. No caso da presente tese, utilizamos o pacote SYM (veja

[36]) para calculo de algumas simetrias.

2. O problema de encontrar simetrias da EDO considerada neste capitulo utilizando
programas de computador é a arbitrariedade de sua ordem. Por mais que fixemos
2n como ordem, n pode ser qualquer nimero natural, forcosamente nos fazendo

calcular as simetrias de maneira manual.

3. Os resultados de classificacdo da Secdo 3.1, em particular, generalizam parci-
almente resultados que haviamos obtido anteriormente em [23, 48], no qual

consideramos, entre outros casos, a equagao

y/I// + yp — 0
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Para um sistema de equacdes diferenciais, a existéncia de leis de conservacado pode servir
como ferramenta para o estudo de solugdes do sistema e suas propriedades. Leis de
conservacdo sdo utilizadas, dentre outras aplicagdes, para investigacdo de propriedades
de solugdes [19, 20, 21, 22, 49, 54, 55, 78, 94|, e propriedades de integrabilidade do
sistema [14, 15, 35, 38, 56, 93]. O termo lei de conservagdo é motivado pelos diversos
exemplos fisicos onde quantidades como massa, energia e momentos linear e angular
sdo conservados no tempo. Por exemplo, em mecédnica dos fluidos, a massa M =
[y o(x,y,2)dV de um fluido com densidade p e velocidade v é conservada nas solugdes

da equagdo da continuidade

V- (pv) + g—ﬁ =0. (4.1)
No eletromagnetismo, a carga de uma particula também é conservada nas solugdes
da mesma equagdo (4.1), veja [39] (pagina 114). Todavia, ambos exemplos ndo sdo
necessariamente obtidos a partir de propriedades de simetria da equagédo (4.1).

Mas, matematicamente falando, como encontrar tais quantidades que sdo conserva-
das? Se nossos sistemas ndo possuem necessariamente uma interpretacgao fisica, como
encontramos leis de conservagdo? Em 1918, Emmy Noether [85] mostrou que para
sistemas de equagdes provenientes de um principio variacional, toda lei de conservagdo
do sistema é derivada a partir de uma propriedade de simetria do sistema. Nem todo
sistema possui tal propriedade variacional, mas, quando estamos nessa condicdo, o
chamado de Teorema de Noether se torna uma ferramenta poderosa para encontrarmos
leis de conservacéo.

E o que acontece com sistemas que ndo possuem tal propriedade variacional? J4 neste
século, Nail Ibragimov [60, 65] tentou estender o Teorema de Noether para que ele
fosse aplicavel a um grupo maior de problemas. Ele construiu um sistema auxiliar de
tal forma que esse novo sistema admitisse uma formulacdo variacional e, se a equagdo é
auto-adjunta, entdo conseguimos encontrar leis de conservagdo para o sistema original

utilizando o Teorema de Noether.
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Sdo esses conceitos que trabalharemos neste capitulo. Na préxima se¢do daremos
uma motivagdo fisica mostrando ingenuamente como relacionamos a conservagao de
momento linear da mecénica cldssica com propriedades de simetria da segunda lei
de Newton. Apds, apresentaremos uma teoria geral de leis de conservagdo que serd
bastante utilizada nas se¢des seguintes. Na terceira se¢do trataremos formalmente
do Teorema de Noether. Depois discutiremos o Teorema de Ibragimov e como ele se
conecta com o Teorema de Noether. Para finalizar, apresentaremos os nossos resultados

sobre leis de conservacdo de algumas equagdes que estudamos nos tltimos quatro anos.

4.1 CONSERVAQAO DE MOMENTO LINEAR

Considere uma particula de massa m constante, posicdo x(t) = (x!(t),x%(t),x3(t)) e
velocidade v(t) = (v!(t),v%(t),v°(t)), onde

oi(t) = dx;lgt)'

O vetor momento linear p é definido como o produto da massa m pela sua velocidade v:
p(t) = mo(t).

Em consequéncia de interagdes com outros objetos ou campos, a particula pode

sofrer agdo de vdrios tipos de forga, como a gravitacional ou a elétrica. A somatéria
dessas forcas nos dé a forga total F. As duas primeiras Leis de Newton dizem que num

referencial inercial essa forca é descrita por

podr()

T dr
Logo, se a forca total F agindo na particula é nula entdo o momento linear se conserva.

Em termos matematicos, teremos
dp(t) _
—— =0.
dt
O que acabamos de fazer foi deduzir de maneira fisica a conservagdo do momento
linear. Porém, propriedades de simetria podem ser usadas para deduzirmos a mesma
conservagdo de momento e é essa conexdo que faremos agora.
Se a forca F é nula, pelas duas primeiras leis de Newton estamos nas solugdes do

sistema de equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem

d?xi(t)
F=m = 0. (4.2)




4.1 CONSERVAQAO DE MOMENTO LINEAR

Quando consideramos um gerador

X = T(t,x)% +17i(t,x)%, i=1,23

e aplicamos a condic¢do de invariancia (3.2), temos que X é escrito como combinagao

linear dos geradores

0 d ;0 ; 0 d
CTor T oaw TUTNod T o T aa
comi,j=1,2,3, veja [64] (pagina 240).
Seja
Mmoo
L= > Z(U )
k=1
e observe que
oL  doL  dx'(t)
o diow " a )
Além disso, considerando os operadores X;, temos
XZ'L — LDy (T) =0, (44)

pois T = 0 e L ndo depende de x'. No caso do nosso sistema (4.2), o chamado Teorema

de Noether diz que a quantidade

; : - dL
T =Lt + (7 — t0') ==
T+ (7 Tv)avl

é conservada nas solugdes do sistema (4.2). Como T = 0 e 77/ = 1, temos

onde p' denota a i-ésima componente do momento linear p. Logo, considerando

i =1,2,3, temos que o momento linear T = mv = p é conservado nas solugdes de (4.2).

Desta forma, matematicamente mostramos a conservacao de momento linear obtida a
partir da invariancia sob translagdes espaciais (X1, X e X3).

Como veremos nas segdes seguintes, as condigdes (4.3) e (4.4) sdo de extrema
importancia para aplicacdo do Teorema de Noether. Sdo elas que garantem que podemos
encontrar as quantidades conservadas que estdo de fato conectadas com as simetrias do
sistema em questao.

Analogamente ao caso aqui apresentado, é possivel mostrar que o gerador Xy esté

relacionado a conservacio de energia E = m|v|?/2. J4 os operadores Xij, que nada mais
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sdo do que rotagdes, nos dizem que o momento angular M = m(x x v) é conservado.
Por fim, os boost de Galileu, dados pelos geradores Y;, garantem a conservagdo de
Q = m(tv — x) que, no caso de um sistema de particulas, nos dd a conservac¢do do

centro de massa. Para maiores detalhes, veja [64] (pdgina 241).

4.2 LEIS DE CONSERVACAO
Considere um sistema de equacdes diferenciais de ordem k

A(x,u, (1), U(gy) =0 (4-5)

definido num aberto U*) C J¥(7r). Uma lei de conservagio para o sistema é uma
expressdo de divergéncia
Div C = D;C' (4.6)

que se anula nas solucdes de (4.5). Em (4.6), o vetor conservado C = (C1,...,C™) é uma
m-upla de fung¢des diferencidveis dependendo de x, u e derivadas de u até uma certa
ordem /¢ e D,;C! denota a derivada total de C' com relacio a variavel x*.

Na secdo anterior, mostramos que o momento linear é conservado nas solugdes
de determinado sistema no sentido de que a derivada do momento com relagdo ao
tempo t se anula. Em outras palavras, mostramos que o momento linear é uma lei de
conservacao de (4.2). No caso em que m = 1 e C = C! satisfaz (4.6) nas solugdes de
um sistema de EDOs, chamamos C de primeira integral.

Num sistema de equagdes diferenciais parciais em que uma das varidveis indepen-
dentes é o tempo t € [0,00) e o restante das varidveis independentes é dado por

x = (x1,...,x™) € R", reescrevemos (4.6) como

Div C = D;C° + D;C". (4.7)

A componente C? é chamada de densidade ou corrente conservada e C = (C',...,C™) é o

respectivo fluxo conservado.

No caso particular de uma variavel temporal t € [0,00) e apenas uma espacial x € R,
caso este que seré suficiente para os nossos resultados, a expressado (4.7) se reescreve
como

D;C’ = —D,C'
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nas solucgdes da equagdo. Apods integracdo em R, temos que
| DiCtdx = —c|
R

—0Q0

Logo, se C! — 0 quando |x| — oo, entdo a quantidade

I:/ COdx
R

é conservada com respeito ao tempo, veja [87, 88, 89, 105]. Quando a condigdo

lim C! = 0 é satisfeita, dizemos que C! tem decaimento no infinito.
|x|—e0

Exemplo 4.2.1. (a) Considere a equacgdo diferencial ordindria de ordem 2n

142n

y(Z”)(x) + Ayt (x) =0, AER,

e a funcao
(m)2 n 1—2n —2n = n—j. (j n—j—
[ — (yz) (1) ATy 0720 4 B )iy i,
j=0

Quando consideramos Dy I, temos

nil . . .
Dyl = yMyt+D) 4 (—1)mayty + Y (1) iyt @nmj-1)
j=0
n—1

+ Z (_1)n—jy(j+1)y(2n—i)'
j=0

Fazendo a mudanga de indice j +2 = k 4 1 na primeira somatoéria, obtemos

14+2n

D, = y(n)y(nntl)_'_(_l)n)\y/y@_i_ Z:(_1)11—k+1y(k+1)y(2nfk)+
k=1

n—1
+ ) (1) Ty i) =
j=0

n—1
1+2n n— n—
_ (—1)”Ay,y1t2”+§:(—1) k—l—ly(k—i—l)y(Z k)_|_
k=1

n—1 o )
Yo (= 1)y Uy ni) (1)) =
j=1
= (-1 (v + Ay ).
Logo, nas solugdes da equagdo, temos que DyI = 0 e I é uma primeira integral da

equacdo diferencial ordindria.
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(b) Considere agora a equagdo diferencial parcial
Up — Upxx + aufuy — b(p + 1)u79*1uxuxx — buPuyy =0,

onde a,b e p sdo constantes reais. Considere agora o vetor C = (C%, C!) cujas
componentes sdo dadas por C* = u? + u2 e
2 +2 +1
——auP™ = 2buP " Uy — 2uuy, se p # -2,

cl={ p+2
2aln |u| + 2bu YUy — 2uup,  se p=-2

Observe que D:CO = 2uu; + 2u sy ©

D.Cl = u (2auPuy —2b(p + 1) Vit — 2buP gy — Zutxx) — U Uy,
* u (2au%uy — 2bu"3ustiyy + 20U 2ty — Zutxx) — QU Uy,

se p # —2 e p = 2, respectivamente. Desta forma,
D;C° + D,C! = 2u (u,g — Upxx + auPuy —b(p + 1)u”_1uxuxx — bupuxxx)

se anula nas solugdes da equacdo, e, portanto, temos que D;C% + D,C! é uma lei

de conservacdo para a equagao.

Suponha agora que p € IN e que u(x,t) seja uma solugdo da equagdo tal que
U, U, Uy, - -~ — 0 quando |x| — co. Entdo claramente C!' — 0 quando |x| — e

entdo podemos afirmar que

d 0 —
a/ﬂ{Cdx—O,

ou seja, / C%x é conservada no tempo.
R

Antes de procedermos com os métodos que usaremos para encontrar tais quantidades,
daremos uma estrutura de espago vetorial ao conjunto das leis de conservagdo de um
determinado sistema. Mais do que isso, construiremos um espago vetorial quociente
para podermos lidar com alguns problemas que podem surgir das leis de conservacao.

Suponha que C; e C; sejam dois vetores conservados nas solugdes do sistema (4.5)
e a, B € R sejam duas constantes reais quaisquer. Observe que o novo vetor C =
aCy + BC; é tal que

DivC = aDivCy + DivCy, =0

nas solugoes de (4.5). Ou seja, o conjunto CV(A) dos vetores conservados forma um

espago vetorial.
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Vale a pena observar que tal espago vetorial é sempre ndo vazio, pois todo vetor
constante é trivialmente um vetor conservado de qualquer sistema, seja ele de equagdes
ordindrias ou parciais. Porém, podemos definir de maneira mais geral o que é um vetor

conservado trivial.

Definicio 4.2.1. Dizemos que C = (C!,...,C™) é um vetor conservado trivial de um
sistema de equagdes (4.5) se
DivC = 0. (4.8)

Neste caso, a lei de conservagdo gerada por C é dita ser trivial.

Exemplo 4.2.2. O caso dos vetores constantes é o mais simples possivel. Porém,
existem outros exemplos de vetores que ndo sdo constantes mas que satisfazem a
condicdo de divergéncia nula (4.8). Com varidveis independentes t,x,y e z, tome

C = (ux, —ut, —uz, uy). Dai, teremos
DiVC — Dtux - Dxut - Dyuz + Dzuy — utx - utx - uyz + uyz = O-

Isso mostra que precisamos, de alguma forma, distiguir os vetores que sdo triviais
daqueles que ndo o sdo. O “problema” do vetor C é que todas as suas componentes

podem ser escritas como C' = D;u para algum j.
A seguinte proposi¢do caracteriza os vetores que sdo trivialmente conservados.

Proposicdo 4.2.1. Considere o fibrado trivial 77 : R” x R" — R, um sistema de
equacdes (4.5) e suponha que C = (Cl,...,C™) seja um vetor cujas componentes sio
funcoes diferencidveis. Entdao C é um vetor conservado trivial se, e somente se, existem
funcoes diferenciaveis H; e Qi i,j=1,2,...,m, dependendo de x, u e derivadas de u,

tais que as funcdes H; se anulam nas solugdes de (4.5),

Qij = —Qji (4.9)

€ m
C' = Z D;Qij + H;. (4.10)

i=1
Demonstragio. Veja [87], Theorem 4.24 (pagina 265). u

Ja vimos que CV(A) forma um espaco vetorial. Pode-se facilmente mostrar que o
conjunto CV((A) dos vetores conservados triviais é um subespaco vetorial de CV(A).
Em vista da Proposigdo 4.2.1, poderiamos reformular a Defini¢do 4.2.1 em termos de

vetores que sdo escritos como em (4.10), veja [68].

89
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Definicdo 4.2.2. Dois vetores conservados C = (C!,...,C") e C = (C!,...,C™) sdo
ditos equivalentes se existem funcdes Qij, ,j=1,...,m e H = (Hl,. .., H™) que
dependem de x = (x!,...,x™) u e derivadas de u até uma certa ordem ¢ tal que H se

anula nas solugdes de (4.5), as fungdes Q;; satisfazem (4.9) e

. - m .
C'=C+ Z D]Ql] + H'. (4.11)
j=1

Um vetor conservado é dito ser trivial se ele é equivalente ao vetor nulo.

Em outras palavras, C e C sdo equivalentes se C — C é um vetor conservado trivial.
Além disso, C é trivial se ele é escrito como (4.10).
Observe que C é sempre equivalente a ele préprio, pois C = C 4 0. Além disso, se C

é equivalente a C, entdo C é equivalente a C, pois se (4.11) é satisfeito, entdo
~ . m .
C'=C'-) D;Q;—H.
j=1

Suponha finalmente que C seja equivalente a C e C a C. Logo, existem fungoes

diferenciaveis H, H que se anulam nas solugdes de (4.5) e coeficientes antissimétricos

Qij/ sz tais que

~ m - -
C'=Ci+ ¥ D;jQ; + H,
j=1
~ m R
C'=Ci+ Y DO+ H
j=1

Desta forma, teremos

. A, m .
Ct=Cl+ Z D]'Qi]' + H,
=1

onde H = H + H'e Qij = Qi]- + Qi]-. Observando que H! também se anula nas solucdes
de (4.5) e que Q;; é antissimétrico, temos que C é equivalente a C.

Desta forma, a equivaléncia da Defini¢do 4.2.2 define uma relagdo de equivaléncia
em CV(A) e, portanto, temos o espago quociente CL(A) = CV(A)/ ~.

No estudo de leis de conservagdo de um sistema (4.5) buscamos encontrar todas
as classes de equivaléncia de CL(A) que determinard uma base para o espago CV(A)
mesmo que ele tenha dimenséo infinita. Assim, quando encontramos um vetor conser-
vado, eliminamos todas as divergéncias nulas e exibimos somente o representante da

classe de equivaléncia.
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Note que essa escolha ndo depende do representante, pois se C e C sdo dois vetores
equivalentes, entdo eles diferem por um vetor de divergéncia nula e, desta forma, geram

a mesma lei de conservagéao.

Exemplo 4.2.3. No Exemplo 4.2.1 (b), exibimos um vetor conservado C = (co,ch para
a equagao

Ur — Upxx + aufuy — b(p + 1)up_1uxuxx — buPuyy = 0.

Neste exemplo, mostraremos como podemos ter um vetor equivalente aquele ja exibido

para o caso b # —2. Considere o vetor C = (C°, C!) cujas componentes sio dadas por

- 1
CO = w?+u? —aptuPuy — bp(p + D) tuPuytiyy — bptuP iy, + gptuxutx—k
-|—2 tuu 1 tusu 2uu 2u2
3P fxx 3P tUxx gt — gl
=1 +1 +1 2 1 1
C' = 2buP ™y — 2uup — aptuf ™ up — gutux — gputux - gptuxutﬂr,
2 2 1 ) "
—§Mutx + gptututx - gptututx + gptuuttx — bpuP " U+

2
—bp(p 4+ D) tuPusuiyy — bptuP g + 3Pt
E possivel mostrar que
DivC = D;C° + D,.C' = 2u (ut — gy + auPuy — b(p + DuP Yy, — bupuxxx> ,

expressdo esta que se anula nas solugdes da equagdo. Desta forma, o vetor C esta
gerando a mesma lei de conservagdo do vetor considerado no Exemplo 4.2.1. E natural

pensar que os dois vetores sdo equivalentes e eles de fato sdo se observarmos que

2 2
CO = w2+ u?c + D, {—Etutux — Latu’”+2 — guux — pbtur’“uxx + ?ptuutx} =

3 p+2

- CO + DleZ/
=<1 2 p+2 p+1
ct = Fuu + 2buP " Uy — 2ull i+

2 2
—Dy {—gtutux — %atu“z — guux — pbtup+1uxx + ?ptuutx} =
= C'+ DiQy1,
onde claramente temos Q1 = —Qy1. Como os vetores C e C sdo equivalentes, escolhe-

mos sempre C como o mais simples, ou seja, eliminamos todos os termos de divergéncia

nula.
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Na Secdo 2.5 definimos a derivada total de uma func¢do F com respeito a variavel x;

como sendo dada por

D;F = a—F+uia—F+ui'a—F+---+u-- - B_F

ox; ou ouj NIk Quy,
Naquele momento fora conveniente definir de tal maneira pois queriamos calcular
derivadas totais de coeficientes dados para que pudéssemos encontrar as prolongacdes
de geradores de simetria. Neste capitulo, todavia, o problema que surge é que por
mais que possamos reformular toda a teoria de maneira a evitar operadores que agem
fungdes definidas em espagos que nesta tese ndo foram construidos (a saber, o espago
de jatos infinitos), a construcdo natural se dd por meio de tais operadores. No que se
segue, usaremos tais operadores de maneira formal, guiando o leitor a [70, 71, 96| para

maiores detalhes.

Suponha que (x,u) € U C R™ x R" denote as varidveis independentes x e dependen-

tes u. Denote por z a sequéncia

z = (x,u,u(l),u(z),u(3),. ) (4.12)
cujas primeiras m + n coordenadas sao dadas por

zi:xi, 1<i<m,

Zi=u, m+1<i<m+n,

e o restante sdo dadas pelas derivadas de u. Por [z] denotaremos uma subsequéncia

finita qualquer de z.

Defini¢do 4.2.3. Uma fungdo diferencial F([z]) é uma fungédo real diferenciavel local-
mente analitica. A ordem mais alta de uma funcao diferencial é a ordem de derivada
mais alta presente em [z]. O conjunto de todas as fungdes diferenciais é o espago vetorial

A, chamado de espago universal da Grupo-Andlise.
Algumas observagdes se fazem necessdrias:

1. Se assumirmos que um sistema de equagdes diferenciais é o zero de uma fungdo
diferencial, entdo estamos assumindo que o sistema é localmente soldvel. Se, além
de analitico, o sistema tiver posto méximo, entdo estamos em condi¢des de ida e

volta da Proposigdo 2.5.2.



4.2 LEIS DE CONSERVAGAO

2. De maneira ingénua, o jato infinito J*(7) é construido da mesma maneira que
o espaco de k-jatos, porém ndo fixamos uma ordem para as derivadas de u, veja
[70, 71, 96]. Desta forma, podemos colocar coordenadas adaptadas z em J® (7).
Com tal observagdo, uma fungio diferencial é uma fungéo F : U® C J®(n) - R

localmente analitica.

O operador formal

D, = 8x1+2 iiy.. 15 , i=1,....m, j=1,...,n, (4.13)
s=1 11 i

é chamado de operador derivada total com respeito a varidvel independente x'. Em
termos praticos, o operador transforma uma funcao diferencial F € A em D;F € A

exatamente como haviamos definido na derivada total de F.
O termo formal utilizado acima quer dizer que ndo explicitamos o espaco no qual
o operador estd agindo. De maneira geral, quando dizemos que um objeto é formal,
significa que ndo estamos lidando com problemas que podem vir explicitos no objeto.
Por exemplo, uma soma formal é uma soma infinita na qual ndo estamos preocupados

em avaliar a convergeéncia.

Defini¢do 4.2.4. O operador de Euler-Lagrange é definido como os operadores formais

—.:—.+Z(—1)5D1~1...D1~saj—, i=1,...,n (4.14)
S—=

.5

OF OF
Se F é uma fungdo tal que i faz sentido, entdo 5 é chamada de derivada variacional
u u

de F com respeito a /.
Exemplo 4.2.4. Inicialmente, suponha que F € A seja uma fun¢do que dependa de
varidveis independentes x e t, dependente u e derivadas de u de até segunda ordem, ou

seja, F é da forma F(x,t,u, uy, Us, Uxy, Usx, Ugt). Entdo a derivada variacional de F é dada

por

OF OF & ; OF
o = £+S§(—1) D”"'Dls—auil...is
OF OF oF OF OF OF
- D -D D?2 D,D D? .
ou own  Ctaw, T Pran, TPy TP

Se temos duas varidveis dependentes u e v, ou seja, F = F(x,t,u,0, U1y, 0(1), u(z),v(z)),
entdo teremos duas derivadas variacionais

oF oF oF oF oF oF oF
— = —-D -D D? D.D D?—
Su ou *Ouy Bou; + X Oy + Bou, + Fouy’
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oF oF oF oF oF oF JoF
— = — —Dy— —Dy=— +D?>*— +D,Dy=— +D?—.
5v v Y 9uy Hou; + X901y + Px 0 + F o

Talvez a propriedade mais importante do operador de Euler-Lagrange que usaremos

nesta tese é:

)
w0
paral <i<mel<j<mn,veja [64], Lemma 2 (pagina 199).
Defina
5 (6 5
E = W,.”’W . (415)

A funcado 6F/éu = (6F/éu?,...,6F /éu™) é chamada de derivada variacional de F € A
e é um elemento de

A= Ax - x A.
N————
n—vezes
A préxima proposicdo fundamentard parte dos métodos que construiremos adiante.
Proposigio 4.2.2. Uma funcdo F € A tem derivada variacional nula
OF
— =0
ou
se, e somente se, existe uma funcio H = (H',..., H") € A™ tal que
[ = DivH = D;H'.
Demonstragdo. Veja [87], Theorem 4.7 (pagina 252). O

Antes de prosseguirmos com o Teorema de Noether, exemplifiquemos a Proposigdo
4.3.2.

Exemplo 4.2.5. Dado b # —2, considere a fungao
F = uuy — utlper + (p + 2)up+1ux —(p+ DuPuyiiy, — TLans T,

A derivada variacional de F é dada por

OF _OF [ OF [ OF  1n OF s OF

oF
or _ o9 _ — D;D?
ou ou aux aut xauxx xauxxx !

xautxx’

onde

JoF _
@ = U — Upyx T (P + 2) (p + 1)upux - P(P + 1)uP 1Mx“xx - (P + 1)Upuxxx/
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oF oF
G = P2 = (p N, 5=
oF oF oF
= —(p+1)uPu*, = —ubt, — =y
Ollyy (P ) Ollyxy Ollpyy
Observando que
oF oF oF oF
SR Dy— = Dj=— + D;D?
3 Ut Utxx + xaux tau[— + t xautxx
e
oF oF
Ollxx xauxxx’
finalmente encontramos que
OF oF » OF oF oF oF
— = Dy— + D;D Dy=— — Dy=— — Dj—
Su Bou; + D Y OUpyy + *Ou, Y Ou, fauﬁL
oF oF oF
D3 - D3 — D;D?
* T OUxxx YOl xxx t T Olpxx
= 0.

Logo, pela Proposicdo 4.2.2, existe uma funcdo H = (Hy, H;) tal que F = DivH =
D¢Hy 4 DyH;. Fazendo alguns calculos podemos concluir que as fungdes Hp e Hj sdo

dadas por

1
Hy =u®+ ui —p(p+ 2)tup+1ux —p(p+ DtuPuyiiy, — ptup“uxxx + gptuxutﬁ

+g tuu —1tuu —%uu —%uz
3}7 txx 3]9 tUxx 3t = U

2 1 1
Hy =2uP e — 2uugy — p(p + 2)tuP Muy — 3 With = Z Pl = gptuxutt—k

2 2 1 2 "
— gl + g ptugiiee — S ptugtiee + Sptutiyx — puPT Ut

—p(p + DtuPupuy, — ptuP ™!

2
Utxy + gpuutxr

que é o mesmo vetor que consideramos no Exemplo 4.2.3.

4.3 TEOREMA DE NOETHER

Nesta secdo discutiremos com detalhes o Teorema de Noether e sua aplicacdo em

equagOes diferenciais parciais e ordindrias. Utilizaremos a abordagem de Ibragimov
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[64] na qual ele lida de maneira algébrica com algumas identidades que simplificam
significativamente a demonstragdo do famoso teorema de Emmy Noether [85]. Para
outras abordagens, veja [9, 10, 87].

Consideremos o fibrado 77 : R” x R" — R e as se¢des

0 0
) | — | —
py Z—Hy(x u)a] i=1,....m, j=1,...,n (4.16)

Defini¢do 4.3.1. Dado um campo vetorial (4.16), os operadores de Noether sdo os m

X = gi(x’ u)

operadores (formais) N " dados por

. .S ad . 5
N’ :§1+Wf—].+ZDi1...DiS(WJ)

j
ou;  s=1 ousy i

, (4.17)

onde Wi := 5/ — (;‘iu{:.

Na prética, quando aplicamos os operadores de Noether N’ a alguma fungdo F que
depende de x, u e derivadas de u até uma certa ordem ¢, truncamos o operador nesta
ordem, pois o restante dos termos do operador consistird de derivadas de ordem maior

que £.

Exemplo 4.3.1. Considere a equacao diferencial ordindria

Voltando aos casos 2 e 3 do Teorema 3.1.2, temos que os geradores de simetria da

equagdo sdo dados por

d d 2n—1 0 ) 0 d
Xy =x—+ y@, X3—x——|—(2n—1)xy@.

X1 = ox’ ox 2 ox

Podemos associar um operador de Noether a cada um dos operadores. Considere X; e

observe que, neste caso, W = — &y’ = —y/. Logo,

N =1+ Ly PR g =1 2y

Analogamente, os outros dois operadores de Noether sdo dados respectivamente por

2n —2s—1 0
N2 =x4 SZO (#y(s) _ xy(5+1)) 5y(5+1)’

N; = x*+)° [S(Zn —s)y Y+ (2n — 25 — 1)xyl®) — xzy(SH)} 0
s=0
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Assim como os operadores de Noether sdo importantes ferramentas para simplificacdo
do Teorema de Noether, a chamada identidade de Noether torna o Teorema de Noether

uma simples consequéncia sua.

Proposic¢do 4.3.1. (IDENTIDADE DE NOETHER) O operador de Euler-Lagrange (4.13), o
campo vetorial (4.16) e seus respectivos operadores de Noether (4.17) estado relacionados

pela seguinte identidade de Noether:
X 4 D) = W/ % + DN, (4.18)
onde X(*) denota a soma formal
X =X + i @ﬁ%,
ja|=1 “
com ®X sendo dado por (2.45).
Demonstragio. Veja [64], pagina 331, observagédo 31. O
Definicdo 4.3.2. Seja
Av(x,u,u(l),...,u(k)):o, v=1,2...,n, (4.19)
um sistema de equagdes diferenciais. Se existe uma func¢ao £ € A tal que

oL
S Ay (4.20)

para todo v, entdo £ é chamada de Lagrangeana do sistema. No caso da existéncia de

uma Lagrangeana, dizemos que o sistema (4.19) possui principio variacional.

Exemplo 4.3.2. Considere a equacao diferencial ordindria de ordem 2n
v+ fy) =0,

onde f é uma fungdo diferenciavel, e a fungdo

(n))2
- W)

onde F/ = (—1)"f. Observe que
5L oL oL
o~ Y9~ _1\npn Y= qyn (2n)
sy~ ay Y Py = CUTT A fW)).
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Desta forma, encontramos uma Lagrangeana para a equacao e, portanto, ela possui
principio variacional. No caso particular em que f(y) = Ay?, com A # 0ep # 0,1,

podemos determinar F de maneira simples:

()" g5yt se p# -1,

Fy) = { (—1)"Alnly|, se p=—1. (421)

Apesar de termos exibido uma Lagrangeana bastante geral no exemplo anterior, até
hoje ndo é conhecido um algoritmo que determine uma Lagrangeana de um sistema
dado. Porém, sabe-se que equagdes diferenciais parciais evolutivas e equagdes de ordem

impar ndo podem admitir Lagrangeanas.

Defini¢do 4.3.3. Suponha que o sistema (4.19) possua uma Lagrangeana de ordem ¢ e
considere um gerador de simetria X do sistema dado como em (4.16). Dizemos que
X é uma simetria de Noether de (4.19) se existe um vetor B = (B!,..., B™) de funcdes
B' € Atal que

X, + £D;& = D;B, (4.22)

onde X(©) denota a (-ésima extensdo de X. No caso particular B = 0, dizemos que X é

uma simetria variacional.

Exemplo 4.3.3. Consideremos a equagao diferencial
y@) L AyP =0, A#£0, p#0,1L

Do caso 2 do Teorema 3.1.2 de classificagdo de simetrias, temos que o operador (3.20)

dado por
D —xi—i— 2n_, 9
P o T1- pYay

é um gerador de simetria da equagdo para todos os valores de p exceto 0 e 1. No

Exemplo 4.3.2 exibimos a Lagrangeana £ = (y(")2/2 + F(y), onde F é dada como em

(4.21). Consideremos inicialmente o caso p = —1:
DY L+ LDy = (—1)"A + £ = Dy((—1)"Ax) + L.

Como % # 0, entdo pela Proposigdo 4.3.2 temos que ndo pode existir fungdo A € A
tal que £ = DyA. Desta forma, ndo existe func¢do B € A tal que (4.22) seja satisfeito e,

portanto, D_; ndo é uma simetria de Noether.
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Por outro lado, suponha p # —1,0,1. A condicdo (4.22) é entdo reescrita como

2n+1+p2n—1)

L

DL+ LD g =
Pelo argumento utilizado anterior, ndo pode existir funcao B € A tal que £ = D,B.
Porém, tomando p = (1+2n)/(1 —2n), temos que

2n+1+p@2n—-1)
lI=p

=0

e entdo podemos tomar B = 0 e os operadores D, serdo simetrias de Noether da

equagdo com p = (1+2n)/(1 —2n).

Suponhamos agora que estejamos nas condi¢des da Defini¢do 4.3.3. Pela identidade
de Noether (4.18), temos

. L .
Rl — j Y~ AN
D;B' =W 50 + DN (L),
ou seja,
L . .
1= . 1 Rl
W 50 D;(N'(L) — B").

Observando agora que (4.20) vale, entdo nas solucdes do sistema A, = 0 temos que
D;(N(£) — B") = 0.

Em outras palavras, o vetor C = (Cl,. .., C™) cujas fungdes coordenadas C! sdo dadas

por
C' = N/(L) — B,

é conservado nas solucdes do sistema. Com isso terminamos a demonstracdo do

Teorema de Noether:

Proposicdo 4.3.2. (TEOREMA DE NOETHER) Considere um sistema de equagdes diferenci-
ais

A(x,u, (1), U(gy) =0, (4-23)
com Lagrangeana L. Se um gerador de simetria X do sistema é também uma simetria
de Noether, entdo o sistema (4.23) admite o vetor conservado C de componentes

C'=N{(L)-B, i=1,...,m, (4.24)

onde N’ sdo os operadores de Noether associados a X.
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Quando exemplificamos a conservag¢do do momento linear na Secdo 4.1, dissemos
que as condi¢des (4.3) e (4.4) eram de extrema importancia para aplicagdo do Teorema
de Noether. Agora podemos claramente ver que a condicao (4.3) se refere ao principio
variacional do sistema, enquanto (4.4) diz que, tomando B = 0, X; serd uma simetria
de Noether do sistema.

Como mencionado anteriormente, o Teorema de Noether ndo é aplicdvel a qualquer
sistema. Quando ndo conseguimos encontrar uma Lagrangeana para o sistema ou
quando suas simetrias ndo sdo de Noether, estamos impossibilitados de utilizar a

Proposicao 4.3.2.

Exemplo 4.3.4. O Exemplo 4.3.3 mostra duas situa¢des opostas envolvendo a equagao
Y AP =0, A£0, p#£OL (4-25)

que possui Lagrangeana para todos os valores de p. Como vimos, o operador

D —xi—k 2n 9
P o T1— Yoy

serd uma simetria de Noether se, e somente se, p = (1+ 2n)/(1 —2n). Logo, ndo
podemos aplicar o Teorema de Noether se p # (1+2n)/(1 —2n).

Consideremos entdo os geradores de simetria da equagédo (4.25):

d B 0 2n—1 0 50 d
3% XZ—D%—x— y@, X3—x——i—(2n—1)xy@.

X, —
1 ax+ 2 ox

Para o operador X,, mostramos que

no qual £ denota a Lagrangeana

De maneira andloga pode-se mostrar que
X"+ LDz =0,

(n) n? (n—1)\2

Ja no Exemplo 4.3.1, encontramos os operadores de Noether N1, N, e N3 associados aos

operadores X;, X, e X3, respectivamente. Pelo Teorema de Noether, as trés quantidades

I;=N;(£)-B;, i=1,23,
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determinam vetores conservados que, no caso de equagdes diferenciais ordindrias, sdo

chamados de primeira integrais. Temos entdo

(n))2 1 — ,
I8 :(yz ) + (_ ) }/1 2n + Z n ]]/ (j+1) y(Zn—]—l),
(n)y2 _
IZ =x (y ) + (_1)n)\xwy132n
2 2
n—1 95 _ . . .
+ Z(_l)nfjfl (21’1 22] 1]/(]) _ xy(]Jrl)) y(an]fl)’
=0
2 1—-2 2
I3 —%(y(”))2 + (=1)"Ax? . T ”2 (=12
n—1
+ 3 (=1 @ = jyUY 4 (20— 2 = 1)ayD) — 2y | y i
j=0

4.4 TEOREMA DE IBRAGIMOV

Na segao anterior, vimos que a utilizacdo do Teorema de Noether esta restrita a sistemas
que possuam principio variacional e, além disso, que alguma de suas simetrias seja de
fato simetria de Noether. A necessidade de ambas condi¢des explicita uma deficiéncia
do Teorema de Noether, pois 0 mesmo néo é aplicavel a qualquer equacao.

Na segunda metade da década de 2000, Ibragimov [60, 65|, a fim de estender a

aplicacdo do Teorema de Noether para sistemas que inicialmente ndo estavam nas

condi¢des do teorema, mostrou que sempre podemos construir um sistema auxiliar,

que herda as simetrias do sistema original, de tal forma que o Teorema de Noether seja

aplicavel. Além disso, se o sistema possui uma propriedade a mais, chamada por ele

de auto-adjunticidade, entdo podemos reobter o sistema original a partir do auxiliar.

Porém, é de extrema relevancia ressaltar que por mais que o método estenda de certa

forma o Teorema de Noether, ele possui problemas teéricos que discutiremos a seguir.

Defini¢ao 4.4.1. Considere um sistema de equagdes diferenciais de ordem k
Ay(x, u,u(l),...,u(k)) =0, v=1,...,n, (4.26)

no qual A, € A. O sistema

A (x,u, v,u(l),v(l),...,u(k),v(k)) = ——"2=0, v=1,...,n, (4.27)
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onde v = v(x) = (v'(x),...,0"(x)), é chamado de sistema adjunto do sistema (4.26).

Em termos da derivada variacional, a expressdo (4.27) reescreve como

. 6 Ng & oA
A= M(vﬁAﬁ) = of auf + 21(—1)5191-1 ...D;, (Uﬁauv ’5. > :
S—= 11...15

O que Ibragimov faz é olhar para o principio variacional de um sistema auxiliar.

Proposi¢do 4.4.1. Dado um sistema (4.27), o novo sistema

{ Av(x,u,u(l),...,u(k)) :O, 1/:1,”.,1/1/ (428)
Ajj(x, u,o, M(l), U(l), ey M(k), U(k)) = O,
possui uma Lagrangeana dada por

L= UﬁAﬁ. (4.29)

A Lagrangeana definida por (4.29) é chamada de Lagrangeana formal.

A fungdo L é de fato uma Lagrangeana do sistema auxiliar (4.28), pois

0

é_AV/ V:1/ /n/
5L,

W_ Vs :1/ N

Para maiores detalhes, veja [60], Theorem 3.2 (pagina 319).

A préxima proposi¢do, conhecida como Teorema de Ibragimov, basicamente nos diz
que toda simetria de Lie de um sistema (4.26) pode ser estendida para uma simetria de
Noether do sistema (4.28).

Proposic¢do 4.4.2. (TEOREMA DE IBRAGIMOV) Suponha que o sistema (4.26) admita uma
simetria de Lie com gerador
X = Ci(x,u)i —|—;7j(x,u)i., i=1,....m, j=1,...,n.
ox! ou/
Entdo o sistema adjunto (4.27) admite uma simetria de Lie de gerador infinitesimal

, d ; d i
X = 8 ) ()

onde qi = —(A{,vv +0/D,E) e A} é a funcio tal que XA, = /\{',Aj. Mais do que isso, X,
serd sempre uma simetria de Noether do sistema (4.28) com relagdo a Lagrangeana
formal £ = UﬁAﬁ.
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Demonstragio. Veja [60], Theorem 3.3 (paginas 320 e 321). O

Observe que se o sistema original (4.26) tem ordem k, entdo a Lagrangeana formal
L também terd ordem k. Com isso, um detalhe importante que estad presente na

demonstracdo do Teorema de Ibragimov é que sempre teremos
xWr 4+ Lo =o,

ou seja, X, serd simetria de Noether do sistema auxiliar (4.28). Em particular, sempre
teremos B' = 0 em (4.24). Desta forma, a partir de cada gerador de simetria X da
equacdo original, construimos uma nova simetria X, do sistema auxiliar de tal forma
que o Teorema de Noether seja aplicavel com B’ = 0 em (4.24). Isso significa que o

vetor conservado C = (C!,...,C™) terd componentes
Cl = NL(L).
Exemplo 4.4.1. Considere a equagdo
F = up + autiy + thyxx + Uzyy +Urzz =0, a €R, (4.30)

chamada de equacdo de Zakharov-Kuznetsov em 1 + 3 dimensdes. Inicialmente quere-
mos encontrar a equagdo adjunta F* = 0 de F = 0. Para isso, seja v = v(t, x,y,z) uma

fungdo suficientemente diferenciavel. Temos

. _ OF oF oF 3 oF 3 oF
F* = Uau Dy (Uaut> Dy (vaux) D3 (vauxxx> Dy (vauxxx)+

oF oF
—D,D? — D, D? =
X y (U auxyy) * z (vau_xzz >

= —Dyv— auDyv — Djo — DyDjo — DyDZo = 0.

Desta forma, o sistema auxiliar é dado por

F = up+auiy + tyxx + tayy + Uyxzz =0,
F* = —Dyw —auDyv — Djo — DyDjo — DyDv = 0.

De acordo com a Secdo 3.5, o operador

0 0 0 0 0
X—X6—3t§+xg+y@+z——2u—



104

SIMETRIAS E LEIS DE CONSERVAQAO

é um gerador de simetria da equagéo (4.30). Precisamos agora determinar a fungéo A tal
que X®F = AF. Quando utilizamos a Proposicio 2.5.3 para determinar os coeficientes

do gerador estendido X (3, encontramos

0 0 0 0 0 0 0
X0B) = 3t— 4 x— = oy — i
3ifat+xa +yay+za uau S”taut 3uxaux+
—Suyyx=—— —5u L —5u L
Oy W autxyy Uy

ou seja, X(®) F = —5F, de onde segue que A = —5. Entdo, teremos 77, = —(Av +vD;&) =
e 9 9 .9 . 3 3 2
Xy —3tg+xa—+yay+za——2u£—v%

Antes de verificarmos a condigdo de simetria de Noether, observe que
X = oxC) L —oF = —60F.

Desta forma,
X® L + LDiE = —6vF + 6L = —60F + 60F = 0,

como ja esperdvamos. Estamos entdo nas condi¢des do Teorema de Noether e precisa-

mos, desta forma, encontrar ka (L£),i=1,2,3,4. Pela Definic¢do 4.3.1, temos

. . 5 5
N.(L) = §l£+w15—£+w25—£+
Uj 0j
oL > oL
+ZD11 Di, (W5 ——+3 Di,... D (W) 5——,
1...Is s=1 11q...I5

onde W! = 5 — &u; e W2 = 1. — &'u;. Observe que para N'. (L) fazer sentido, precisa-
mos simetrizar a Lagrangeana £, pois o operador N ja é escrito de maneira simétrica
em relagdo as derivadas cruzadas (ou seja, DxDy = D, Dy, por exemplo). Por esse
motivo, escrevamos

1
L =0 |us+ autly + Uyyy + =

1
3 (uxyy + Uyxy + uyyx) + 3 (Uxzz + Uzxz + Uzzy)

Como £ nio depende de derivadas de v, entdo reescrevemos N’ (£) como

wi oL L& 5L

NL(L) = §L+Wigtt LDy Dy (W
1n1...15

Observe que no caso do operador X, temos que &' = 3t,% = x,& = y,&* =z e

n = —2u, de onde segue que W' = —2u — 3tu; — xuy — yuy — zu,. Consideremos
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também as componentes Cl, j=0,1,2,3, do vetor conservado C como Cl = NZkH(L‘).

Logo,

0 =3t + WL —gppowt (25 ,
5111} aut
oL oL

1_ 10L 1

C'=xL+W S DX(W )5Mxx

oL oL

Ol xxx 5uxyy

oL oL oL oL
=LA W |:aux * Dx (auxxx) * Dy (auxyy> * DZ (auxzz):| "

oL oL oL
. 1 _ 1 . 1
Dx(w )Dx (auxxx> Dy(w )Dy (auxyy) DX(W )DZ (auxzz) +
oL oL oL

+ Dy (W) =—— + +DZ(Wh) ——,
Ollyxx y( )auxyy = )a”xzz
oL oL
2 _ 195 L 5ot

C*=yL+W 5uy+ x(W)éuyx

oL

Dy Dy (W! =
+Dy x( )(Suyyx

oL oL oL
:£+W1[DD(—)+DD<—>}—D wlD( )+
/ Y Olyxy e Olyyx WDy Ol yxy
oL oL oL
oL oL

Ol Ollzxz

+D2(Wh) + Dy (W1)

+D2(Wh)

6L
+ Dy(W')—— + DDy (W?)
Suyy

—Dy(Wh)D; <

C® =zL + w1k + D (WY)
Oy

5L
+D2Dx(W1)5 =

Uzzx

—zL+ W' {DXDZ( oL )+D2Dx( oL )] —Dx(wl)Dz( oL )+

Ollzyz Ollzzx OUzyxz
oL oL oL

Ol zyy OUzxz Ollzzx

> + DxDy(W1)

oL
Oulzy

+ DyDx(W1)

D, (WY + D, D, (W1)

+

+ D, D, (W)

—Dz<wl>Dx( ) + DD (W)

Quando calculamos as respectivas derivadas e substituimos nas componentes C/, temos

CO :U [30(1’1/[1/[3( + 3tuxxx + 3tuxyy —I_ 3tuxzz - 21/[ - xux - yuy - Zuzj| 7

1_ 2 2 a2 _ _
C =v xut+xuxxx—|—3xuxyy—|—3xuxzz 20u” — 3atuuy — ayuny — azul;+

1

1
5 <_4uzz - Zuzzz - 3tutzz - yuyzz) - Ux(_3ux - xuxx - 3tutx - yux]/ - Zuxz)+
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1

1
_§UZ<_3uZ - Zuzz - Btutz - xuxz - yuyz)—‘l_

1
Oxx (—2u — 3ty — XUy — Yiby — zUlz) + gvyy(—Zu — 3tup — Xty — YUy — ZUz)+
1
+§vzz(—2u — 3tup — Xty — Yu, — zUs),

2 1 2 B B B _
C =0 yut + lxyuux + yuxxx + gyuxyy + yuxzz + 5 ( 4uxy xuxxy 3tutxy Zuxyz) —‘I_

1

1

3
2
+§vxy (—2u — 3tuy — X1y — yuy — zuz),
1 2

3 3

— =0y (—3”2 — ZUzy; — 3t1/ltz — XUyxz — yuyz) +

3
1

_gvz (_3ux - xuxx - 3tutx - yuxy - Zuxz) +
2

+§vxz (—2u — 3tuy — X1y — yuy — zuz) .

O exemplo anterior mostra como utilizamos o Teorema de Ibragimov para encontrar-
mos vetores conservados via Teorema de Noether. E é importante observar que enquanto
ndo é necessdario simetrizar a Lagrangeana formal para encontrarmos a equac¢do adjunta,
é impressindivel o fazer quando aplicamos o Teorema de Noether.

O problema explicito que surge é que tais vetores dependem de v, uma variavel que
nao faz parte do sistema original. Isso quer dizer que, em termos do sistema original, a
lei de conservacgao é ndo-local.

Para eliminar a varidvel ndo-local v, Ibragimov desenvolveu varios conceitos a fim de
obtermos leis de conservagdo locais para a equagdo. Apresentamos abaixo o mais geral,

introduzido em [61].

Defini¢do 4.4.2. Um sistema de equagdes diferenciais (4.26) é dito ser ndo-linearmente

auto-adjunto se existe uma substituicdo v = u(x, u, Uty - ), com u # 0, tal que

A =AAg+ Y APED; L DA, (4.31)
o=H s>1
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para certas fungdes )\5 € A. Se (4.26) é ndo-linearmente auto-adjunto com substitui¢do

v = u, entdo (4.26) é dito ser estritamente auto-adjunto.

Para maiores detalhes e uma revisdo sobre os conceitos de auto-adjunticidade, veja

[45]
A Definic¢do 4.4.2 diz que, nas solugdes de (4.26), o sistema

Al =0,

é equivalente ao sistema original A, = 0. Desta forma, se temos o vetor conservado
nao-local de componentes C' = N’ (L), entdo basta fazermos v = u para que o vetor
retorne as varidveis originais e seja, portanto, local.

Com isso, temos um algoritmo para tentarmos encontrar vetores conservados para

um sistema independentemente da existéncia de principio variacional ou nao:

1. Dado um sistema de equacdes diferenciais A, = 0, encontre o sistema adjunto

O(vA
NS = Sody) _ 0;
ouV
2. Para cada simetria de Lie do sistema A, = 0, construa o vetor conservado nao-local

C de componentes C! = N.(£);
3. Fixe uma ordem £ > 0 e encontre substitui¢des v = p(x, u, (), ..., u () tais que

A:; = )\EA‘B—i_ Z/\ng]sD]l ...D]'SA'B,'

v=H s>1

4. Faga v = y nos vetores conservados ndo-locais para encontrar os correspondentes

vetores locais;

5. Elimine possiveis divergéncias nulas e obtenha o vetor mais simples de sua classe

de equivaléncia.

O Teorema de Ibragimov possui vantagens e desvantagens. Uma vantagem é que
sempre podemos utilizar o Teorema de Noether para encontrar leis de conservagao
para o sistema auxiliar e, no caso em que a equagdo é ndo-linearmente auto-adjunta,

encontramos leis de conservagdo para o sistema original. Por outro lado, ter que fixar a
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ordem da substitui¢do v = u nos diz que vamos encontrar alguns vetores conservados e
isso é problemaético porque pode existir alguma substitui¢do de ordem mais alta que
poderia nos produzir algum outro vetor conservado. Além disso, dada uma equagdo,
pode nao existir uma substituigdo v para eliminarmos a variavel ndo-local. Porém, ha
de ser ressaltado que o método é uma ferramenta importante para que consigamos

encontrar vetores conservados.

Exemplo 4.4.2. Consideremos a equagédo (4.30) do Exemplo 4.4.1. Nele, encontramos

a equagdo adjunta F* = —Dyv — auDyv — D,%v — DxDﬁv — Dngv = 0 e o vetor conser-

vado ndo-local C = (C%, C?, C?, C?) relacionado ao gerador de simetria X = ati — ui

ox ou
dado como em (3.44).
Suponha entdo que v = u(t, x,y,z,u(t, x,y,z)), onde u é uma solucdo da equagéo.
Calculando as derivadas e substituindo na equagdo adjunta, temos
F* =py (=1 — xzz — Uy — Unxx) — 2z (Uz Py + Pzu) +
— Uy [Uzz Py + Uzpzuy + Uz (UzPuuy + Pzun) + Pzzu] +
— 2ty (typun + pyu) — U [Uyyu + typyun + vty (yPuun + Hyuu) + Hyya] +
— Ur —axu (“x,uu + ]/lx) — UzzYxu — UyyHUxu — UxyxPxu+
— 2ty (UnePuy + o) — Uzpxzy — Uz (UzPouu + Pazu) — Pazz — UyPayu+
— 1ty (Uypxun + Payu) — Py — UxPaxu — Ux (UacPxun + Hocxu) +
— Uy [uxx,uuu + UxUxyy + Uy (ux]/‘uuu + ,uxuu) + ,uxxu] — Uxxx = 0.
Observe que nas solugdes da equagdes temos iy, (—us — Uyzz — Unyy — Uxxx) = Ky Uy,
Assim, a equacdo adjunta é reescrita como
F* = apyuiy — 2uyy (Uzpyy + Pzu) +
— Uy [Uzzpuy + UzPzun + Uz (UzPuwu + Pzun) + Pzzu] +
— 2ty (ttyphu + pyn) — e [ty + sy pyan + sy (Uybus + pyan) + Hyyu] +
— it — otd (U phy + Px) — Uzz Py — Uyy Py — Usx P+
—2Uxy (ux,uuu + ,uxu) — UzUxzy — Uz (uz,uxuu + ,uxzu) — Uxzz — uy,”xyu"’
—ty (UyPxuu + Pxyu) — Payy — Ubaxu — Uy (U Ploun + Poaxu) +
—Uy [t phun + U o + Uy (UxPuuu + Pouu) + Poxu] — Pxxx = 0,
ou seja, um polindmio nas derivadas de u. Quando ordenamos F* em funcdo das
derivadas de u, do termo uyu,,, temos que pyy, = 0 e, desta forma, podemos escrever

= f(t,x,y,z)u+g(t x,y,z). Dos termos tiyz, Uyy, Uzz, Uyy € Uyx concluimos que

Hzu = Hxu = Hyu = 0,
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ou seja, f = f(t). Eliminando os termos nulos da equac¢do adjunta, conseguimos
reescrevé-la como F* = —pp — aupiy — pazz — Payy — Pxxx = 0, onde p = f(tu +

g(t,x,y,z). Logo, temos

F* = —I/lff — 8t — O0UZx — &xzz — Sxyy — Sxxx = 0.

Do termo u, temos que ag = —f'(t)x + h(t,y,z). Dai, obtemos que gyxx = Suyy =
Sxzz = 0, sobrando somente g; = 0. Portanto, f = ajt 4 a3, com a; e a, constantes,

ag = —a1x + h(y,z) e, se assumirmos « # 0, a substitui¢do v = y é escrita como
v=p= (ot +a)u—ax+h(y,z) =a(tu —x) +au+h(y,z).

Para encontrarmos as leis de conservagdo, podemos (e devemos) considerar separamente
as substitui¢des v1 = tu — x, vp = u e v3 = h(y,z) e os geradores de simetria da equagao.
No caso do operador Xg, substituindo v, = u no vetor encontrado no Exemplo 4.4.1,

temos
3 2

1 3 3 1
cl=— 5”2 + D, <octu3 + 3ty — St z_ Sty — Etuﬁ - Exuz) +

1 1
D, (3tuuxy — Eyu2> + D, (3tuux7_ — zzuz) ,

1 1 1 1
Ccl=— 50@13 — Ullyy + Eui + Eui + Eu%—l—
3 3 3 1
Dy (—octu3 — 3tutlyy + Etui + Etuﬁ + Etu% + Exuz) +
D 1 3 1 2 1 5
y —tuuty — tutuy — gyuuzz — gocyu — gxuxuy + gxuuxy + gyuy—I—
1 1 5, 1 1 1 , 5
—gyuuw — YUlUyy + Eyux — §ZLtuyZ — gzuyuz + gyuz — guuy +
1 ;3 4 1 1 5,1 5 1 5 2
D, —gazu — guuz — gzuuzz — gxuxuz + gzuz + Ezux + Ezuy + gxuuxz—k

—ZUlyy — tUpll; — FUUg) ,

1 2 1

1 1 451 2 1,
Dy | tuuyy + tupuy + Ytz + 34yu + S XU Uy — S XUy — 6WV+

3 3
1 1, 1 1 1 , 5

1 2 1
C3 = — uuy, + Dy (—Stuuxz + Ezuz) + Dy (—gyuuxz + gyuxuz + zuuxy) +
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1 5 4 1 1 1, 1 , 1 5, 2

+zUUx + tUsl; + tuly)

Ap6s multiplicar as componentes por —1 e eliminar as divergéncias nulas, o vetor

conservado C = (C° C!,C?,C3) tem componentes

de maneira que teremos DivC = D;C° + D,C! + D,C? + D.C® = 0 nas solugdes da

equacgao.

4.5 TEOREMAS DE LEIS DE CONSERVA(;AO

Analogamente ao Capitulo 3, nesta se¢do apresentaremos os resultados pertinentes ao
Teorema de Noether e Teorema de Ibragimov que obtivemos durante os quatro anos de
trabalho. O Teorema de Noether é aplicavel diretamente a apenas uma das equacdes

que estudamos, sendo que para o restante utilizamos o Teorema de Ibragimov.

4.5.1 Classe de equaces diferenciais ordinarias auténomas de ordem par

Considere a equagédo diferencial ordindria de ordem 2n
y) f AyTE =0, A #£0. (4-32)

Nos Exemplos 4.3.1-4.3.4 consideramos a equacdo (4.32) e encontramos uma La-
grangeana e seus operadores de Noether, mostramos que suas simetrias sdo simetrias
de Noether e finalmente utilizamos o Teorema de Noether para encontrar primeiras

integrais de (4.32). Tais resultados podem ser resumidos nos teoremas a seguir, veja

[31].
Teorema 4.5.1. O gerador de simetria

D —xi—i— 2n_, 9
P T1- pYay
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é uma simetria de Noether da equagdo
y(Zl’l) + )Lyp =0, A 75 0, p 7& 0,1,
se, e somente se,

_ 1+2n
P=1"om

(4-33)

A demonstracdo do Teorema 4.5.1 foi feita no Exemplo 4.3.3, mas pode ser encontrada

em [31], Subsection 6.1 (pagina 1753).

Teorema 4.5.2. Todos os geradores de simetria da equacdo (4.32) com p dado como em

(4.33) sdo simetrias de Noether.

No Exemplo 4.3.4 apenas indicamos a demonstra¢do. Em [31], o Teorema 4.5.2 é
referido como Theorem 2.3 (pagina 1744) e sua demonstracdo pode ser encontrada na

Subsection 6.2 (pagina 1753). Por fim, o teorema que tem sua demonstracdo na Section 7
de [31].

Teorema 4.5.3. As primeiras integrais associadas as simetrias de Noether da equagdo

(4.32) sdo dadas por

(n))2 _ n—1 o .
Il :(]/2 ) + (_1)71A1 22ny1—22n + Z(_l)n_]y(]+1)y(2n_1_1),
=0
(n))2 —
h=xW )y (—1)"A 4 22n)y1_22n

—1
=0 2
x? (n)\2 ny2l—2n 2 n’ (n—1))2
L =% ")+ ()" ———y T2 — (")
n—1 ) ) )
3 (1 @ =y 4 (2n = 2 = 1y — Py i),
j=0

4.5.2 Uma classe de equacdes que unifica as equacdes de Camassa-Holm e Novikov

Nesta secdo consideraremos a equagao

~1
Up — Uy + auPuy — buP " uyttyy — ctPiyyy =0, (4-34)
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onde a,b, c e p sdo constantes reais arbitrérias.

Antes de enunciar nossos resultados, é importante dizer que a maneira com que eles
foram exibidos em [7] aparentemente ndo tem relacdo com o que enunciaremos nesta
secdo. Isso acontece porque nesta tese ndo consideramos os métodos desenvolvidos por
Bluman e Anco [4, 5, 6] para se encontrar leis de conservalg¢do, as quais nos leva ao
conceito de multiplicadores, conceito este equivalente ao de substitui¢do proposto por
Ibragimov.

Uma substitui¢do v de ordem 0 serd uma substituicdo v = u(x,t,u) que torna a
equacdo (4.34) ndo-linearmente auto-adjunta. De maneira anéloga, uma substitui¢do v
de ordem k serd uma substituicdo v = u(x, t, u,u 1)+~ -7 u(k)) que faz com que a equagdo
(4.34) seja ndo-linearmente auto-adjunta.

Temos o seguinte resultado, veja [7|, Proposition 2.1 (pagina 5).

Teorema 4.5.4. (i) A equagdo (4.34) admite substitui¢des v de ordem 0 nos seguintes

casos:
(@) Sep=1oub = pc, temos v = 1;

(b) Seb = (p+1)c, entdo v = u;

(c) Sep:1,b:3cec;£0,temosv:ei‘/mx;
(d) Sep=1,a=ceb=3c entio v = f(t)e;
(e) Sep=1,a=ceb =2 temos v = x — ctuy;

(ii) Para qualquer p # 0 e qualquer (a,b,c) # 0, a equagdo (4.34) ndo admite substi-

tuigdes v de ordem 1;

(iii) A equacdo (4.34) admite substitui¢des de ordem 2 da forma v = p(u, iy, tiyy) NOS
seguintes casos:
(a) Seq = % #1ea=Db+c, entdo temos v = (u — uxx)q_l;

(b) Se b = %pc, c #0ep# —2, entdo temos v = 2au — (p + 2)Clixy.

Quando combinamos os geradores de simetria da equagdo (4.34) com suas subs-
tituigdes, conseguimos encontrar as classes de equivaléncia dos vetores conservados

nao-triviais C = (CY C!) relacionadas as substituicdes do Teorema 4.5.4.

Teorema 4.5.5. (i) Os vetores conservados locais ndo-triviais admitidos por (4.34)
relacionados aos geradores de simetria e substitui¢des de ordem 0 sdo, a menos

de divergéncias nulas,
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(@) Se p =1oub = p, obtemos

1
C; = (u, ; j_ 1up+1 + E(pc — b)ui — cuPuyy + utx) ;

(b) Sep=1,b =3cec #0, entdo
Cy, = <(c — a)eEValevy BVl (4 fac(uy + cuny) — cup — (12 + uuxx))> ;
(c) Sep=1,a=ceb=3c entdo
Cz = (O,f(t)eix(i(ut + cuuty) — Upy — c(ui + uuxx)) ;

(d) Seb = (p+1)c, entdo

Cy = G(u2 +u3), (

a
T Cllax wPt g )
P

(e) Sep=1,a=ceb =2 temos
1 2, .2
Cs = —Ect(u + ui) + xu,

1 1
(ctu — x) (tsx + Clltyy) + 11 — gcztu?’ + Ecx(u2 —u? + Zuux)) ;

(ii) Os vetores conservados locais nao-triviais admitidos por (4.34) relacionados aos
geradores de simetria e substitui¢des de ordem 2 da forma v = u(u, uylixy) sdo, a

menos de divergéncias nulas,

(@) Sea=b+c, b #pcec #0,entdo

Co = <(u — 1 )P cuP (u — uxx)pc/b> ;

(b) Seb:1 cec # 0, entdo
5P

C; = (au2 +(a+b+c)u+ (b+c)ui,

b2 (au — (b =+ ¢)tixy)?uP — 2auup —2(b + c)utux> .

Em todos os vetores conservados, todo termo da forma a; lum deve ser substituido por

In |u| se a; = 0.
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4.5.3 Equacdo de Korteweg-de Vries-Zakharov-Kuznetsov

Em todos os exemplos da Segao 4.4 consideramos a equagdo de Korteweg-de Vries-

Zakharov-Kuznetsov

Como ndo podemos aplicar diretamente o Teorema de Noether, mostramos que, no
caso de substitui¢des v = u(x,y,z,t,u), a equagdo (4.35) é ndo-linearmente auto-adjunta
se, e somente se, v = aq (atu — x) + au + h(y,z), onde h é uma func¢do arbitrdria e a1, a
sdo constantes de integrag¢do. Quando consideramos os geradores de simetria de (4.35)
e combinamos o Teorema de Ibragimov com o Teorema de Noether, temos o seguinte

resultado.

Teorema 4.5.6. As Unicas classes de equivaléncia de vetores conservados locais ndo-
triviais C = (CY, C!, C?, C®) associadas as simetrias de Lie da equacdo (4.35) e substitui-
¢oes da forma v = aq(tu — x) + au + h(y, z) sdo
L
C1=(u, EIXU + Uxx, Uxy, Uxz |,
2

1 1 1 1
Cp, = (Euz, 50@13 4+ Uty — Eux — 3
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Desde o trabalho de Korteweg e de Vries [69], no qual uma equagéo evolutiva de terceira
ordem foi derivada como um modelo de 4guas rasas, um enorme nimero de artigos
surgiu na literatura modelando tal fendmeno ou discutindo suas propriedades. Durante
os anos 60 uma sequéncia de artigos [51, 52, 73, 83, 84, 100] deduziu uma série de

propriedades da equacdo de Korteweg-de Vries (KdV)
Ut = Uyyx + Qlllly, (5.1)

onde « é uma constante usualmente tomada como 1 ou 6, propriedades estas que foram
formalizadas em momentos posteriores e hoje constituem o que chamamos de teoria de
equagdes integraveis.

Apesar de ter propriedades bastante versateis, algum autores questionaram a eficacia
da equagdo de KdV enquanto modelo de 4guas rasas. Em [8], Benjamin, Bona e Mahony

deduziram a equagdo de Benjamin-Bona-Mahony (BBM)
Up = Upxy + Ul (5.2)

para ondas moderadamente longas de amplitudes pequenas.

Entretanto, as diferencas entre as equacdes (5.1) e (5.2) sdo maiores do que o simples
fato de (5.1) ser uma equacédo evolutiva e (5.2) ndo o ser. Em [8] os autores encontraram
trés vetores conservados para (5.2) e Olver em [89] mostrou que tais quantidades
conservadas eram as tUnicas existentes para tal equagdo. Este fato evidencia uma
diferenca dramadtica ente (5.1) e (5.2), pois (5.1) admite um ntimero infinito de leis de
conservagao [83].

Mais recentemente, Camassa e Holm [14] utilizaram métodos Hamiltonianos para

derivar a hoje conhecida equagdo de Camassa-Holm (CH)

A equagdo (5.3) surgiu como um novo modelo de dguas rasas e possui propriedades

interessantes como a admissibilidade de certas ondas continuas (e apenas continuas),

115



116

O PROBLEMA INVERSO

chamadas por eles de solugao peakon, como solu¢do que interagem entre si sem mudanga
em suas formas e velocidades®. A equagdo de CH (5.3) possui outras propriedades
interessantes: existéncia de pares de Lax [15], formulac¢do bi-Hamiltoniana [14, 15] e,
mais do que isso, o espago vetorial quociente CL dos vetores conservados da equagao
(5.3) tem dimenso infinita [14].

Desde entdo, tem sido de grande interesse a pesquisa acerca de equagdes diferenciais

parciais polinomiais de terceira ordem ndo-evolutivas
U — Upxxy = F(u/ Uy, Uxx, uxxx)

tendo propriedades em comum com a equagdo de CH. Dentre as diversas equacdes
deduzidas no periodo, veja [34, 35, 38, 40, 91, 93], a que atraiu nosso maior interesse

foi a equacdo
Ut — Upxx + 4u2ux = Ul Uyy + uzuxxx/ (5'4)

chamada de equagdo de Novikov, deduzida por V. Novikov em [86] como uma generali-
zagdo tedrica da CH que, dentre as diversas propriedades em comum com a CH [56],
possui infinitas leis de conservacgéo e solugdes peakon.

Desde o desenvolvimento dos conceitos de auto-adjunticidade [60, 65], pesquisadores
tém se mostrado interessados no problema de encontrar familias de equag¢des possuindo
alguma propriedade de auto-adjunticidade [41, 42, 43, 44, 46, 50, 102|. Além disso,
pode-se observar que um ntmero considerédvel de equagdes com infinitas leis de con-
servagdo sdo também estritamente auto-adjuntas. Ibragimov em [67] mostrou que a
CH é estritamente auto-adjunta e Bozhkov, Freire e Ibragimov em [12] provaram o
mesmo resultado para a equagdo de Novikov. Em particular, com respeito a (5.3) e
(5.4), existem trabalhos [12, 18, 67| mostrando que inifinitas leis de conservagdo e auto-
adjunticidade estrita ndo sdo, do ponto de vista de simetrias, as tinicas similaridades

das duas equacdes:

1. Em [18], 0s autores mostraram que a CH admite um gerador de simetria da forma

d d
X1 =u——1t=,
SR TRT
enquanto em [12] os autores encontraram que
d d
Xo =u— —2t—
S T

1 Tais solugdes, num contexto bastante especifico que ndo serd abordado nesta tese, sio chamadas de

solitons, veja [16].
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é um gerador de simetria da equagdo de Novikov. Podemos, desta forma, escrever
os campos X; e X, como casos particulares do campo vetorial
d d

Xy = s = btg, beR. (5.5)

2. Combinando o item 1 com a auto-adjunticidade das equacgdes, conseguimos
mostrar, utilizando os teoremas de Ibragimov e de Noether, que a norma de

Sobolev [13]
—+o0
H; = / (u® 4 u2)dx.

—00
é conservada nas solugdes com decaimento no infinito de ambas equagdes (5.3) e
(5.4).

Passamos entdo a tentar entender a relagdo entre auto-adjunticidade estrita, os itens
1 e 2 e a existéncia de infinitas leis de conservagdo. Durante os dltimos quatro anos,
nossos trabalhos sugeriram a conjectura de que a invaridncia pela dilatacdo do gerador
(5.5) é de extrema importancia, mas ainda ndo temos respostas conclusivas.

Motivados por estas observagdes, fomos levados a determinar condi¢gdes necessarias

e suficientes para que a equagdo
F =y + ettpry + f(u) i + g(00)uytiy + h (1) tlxzy =0, (5.6)

que generaliza as equagdes de CH e Novikov, fosse estritamente auto-adjunta e admitisse
o operador (5.5) como gerador de simetria. Estas duas condi¢des, juntamente com o

Teorema de Ibragimov, nos ddo como quantidade conservada o funcional
+00
H; = / (u? — eu?)dx,
—0o0

que nada mais é do que a conservacdo da norma de Sobolev se ¢ < 0.

Este problema inverso permitiu que nos depardssemos com a possibilidade da exis-
téncia de infinitas leis de conservagdo para casos da equagdo (5.6) e, desta forma,
passamos a lidar com a teoria de simetrias generalizadas (veja Capitulo 5 de [87] ou
[90]) e outras estruturas que levam a questionamentos mais profundos a respeito de
diversas propriedades de equagdes diferenciais. Foi assim que mudamos o rumo das
nossas pesquisas e passamos a estudar solugdes peakon e integrabilidade de equagdes,
topicos que estdo profundamente ligados com simetrias de equagdes. Neste capitulo
apresentaremos a dedugdo detalhada, utilizando as ferramentas dos capitulos anteriores,
da equacdo que nos levou a tal mudancga. Os resultados exibidos nas préximas sec¢des

foram deduzidos primeiramente em [30] e discutidos mais tarde em [7, 25, 28].
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5.1 SUBFAMILIA INVARIANTE POR DILATA(;@ES

Consideremos a equagédo (5.6) e observemos que a terceira prolongacdo do campo (5.5)

é dada por
0 0 0 0 0 ) 0
G) =y _pr— - - -
X uau btat + (b + 1)1/[,‘_- aut + ux aux + uxx auxx + uxxx auxxx + (b + 1)1/ltxx autxx .

Um simples calculo mostra que

X®) (u + eupex+ £ (u)ix + g (1) hxtixx + (1) hxry) =
(b4 1) (ur + eupex) + (uf) ux + [(ug) + gltixtizy + (1h) tyry.

A condicdo de invariancia (3.5) nos diz que

(b + 1)(1/lt + €utxx) + (l/lf)/ux + [(ug)/ + g]uxuxx + (uh)/uxxx —

A (up 4 eutprr + )ty + g(0) thxthay + (1) Usry) -
Dos coeficientes de u¢, 1y, uytyxy and uyy, obtemos, respectivamente,
A=b+1, (uf) =Af, (ug)'+g=Ag, (uh) =Ahn,

o que nos diz que f(u) = qu’, g(u) = ocub~' e h(u) = su’, onde v, ¢ and § sdo
constantes arbitrdrias. Desta forma concluimos que a tinica subfamilia invariante pela

dilatagdo de gerador (5.5) é dada por

Ut + Uy + 'yubux + aubfluxuxx + 5ubuxxx =0. (5.7)

5.2 SUBFAMILIA ESTRITAMENTE AUTO-ADJUNTA

Consideremos novamente a equagdo (5.6). Queremos agora obter condi¢des para que
ela seja estritamente auto-adjunta, ou seja, ndo-linearmente auto-ajunta com substituigdo

v = u. Como primeiro passo, a equa¢do adjunta de (5.6) é dada por

= U(f/(”)”x +g/(u)”x”xx + 1 (1) thxxx) — Di(0) — Dy[o(f(u) + g(u)uxrx)]
(5.8)
+D2(vg(u)uy) — D2Dy(ev) — D3 (vh(u)) = 0.
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Depois de calcular os termos de (5.8) envolvendo as derivadas totais, a equacao

adjunta é dada explicitamente por

F* = v(g" (u)ud + 3¢ () uytiry — W (u)ud — 3h" (1) uytiyy)
+ox(—f (1) — g ()texx + 28 () + 28 (w)uzx — 31" (u)uz — 31 (W)uxx) ~ (5.9)
— 0t — €0ty — M(U)Vyax + O (g (1)1t — 30 (u)uiy) = 0.

Fazendo v = u em (5.9) e considerando a condigdo F*

= AF, temos
v=u

—up—€ttpyy — h(W)thery — f(1) i + ud(ug” (u) — ul’ (u) 4+ 2¢' (1) — 30" (u))
+ ity (Bug () — 3uh’ (u) — 6h' (1) +2¢(u)) =
= Ay + Aetpry + Af () thy + AQ (1) Uty + A1) Uy

Do coeficiente u;, temos que A = —1. De Uy, Uy, Uxxx, uf’c, UxUyy, Tespectivamente,

obtemos
—e=Ae, —f(u) =Af(u), —h(u)=Ah(u),
(ug)" — (uh)" =0, (ug)’ — (uh)" = 0.

Observemos agora que as trés primeiras condi¢des ndo apresentam qualquer informacdo

(5.10)

nova. Ja a quarta condicdo é consequéncia diferencial da dltima. Integrando uma vez o

coeficiente de uyuyy, Obtemos a condi¢do

g(u) = + 5/ (5.11)

onde ¢ é uma constante de integracao.

Na Sec¢do 5.1 mostramos que a equacdo (5.7) forma uma familia de equagdes inva-
riantes por dilatagdes. Queremos agora determinar condigdes para que essa mesma
familia seja estritamente auto-adjunta. Substituindo g(u) = cu’~! e h(u) = du’ em
(5.11), temos

cu’ 1 =5+ 1)u" 1 + %,

cujas solugdes sio 0 = d+cseb =0,e0 = 35(b+1), c = 0 para b # 0. Definindo
6 = —pP, obtemos as seguintes familias de equagdes estritamente auto-adjuntas e

invariantes por dilatag¢oes:
Up 4+ EUpyr + 'yubux — B(b+ 1)ub*1uxuxx — ,Bubuxxx =0, (5.12)

seb#0,e

UxUxx

Ut + Ellpyy + Yy + 0 + Ottyyy =0, (5.13)

u
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para b = 0.

Nas préximas se¢des discutiremos algumas propriedades interessantes que estudamos
durante os tltimos 18 meses referentes as equacdes (5.12) e (5.13). Apesar de tentarmos
conceituar alguns objetos que ndo estdo no escopo desta tese, ndo daremos tantos

detalhes técnicos e focaremos mais nas ideias intuitivas.

5.3 O CASO b#0 E SUAS CONSEQUENCIAS

Antes de prosseguirmos, relembremos que a equagao
Up + EUpyr + 'yubux — B(b+ 1)ub*1uxuxx — ,Bubuxxx =0, (5.14)

referente ao caso b # 0, fora deduzida como uma familia de equagdes estritamente

auto-adjuntas e invariantes pela dilatagdo de gerador

d d

de tal forma que as equagdes de CH e Novikov fossem membros de (5.14). A equagdo
de CH ¢ de fato reobtida quando tomamos ¢ = —1, § = —1,b = 1 e v = 3, enquanto
para Novikov escolhemos os mesmos valores de e e f e b = 2, v = 4. Por essa razao,
num momento inicial fomos levados a considerar apenas o caso b # 0 representado
pela equagéo (5.14), deixando (5.13) de lado.

Observamos entdo que a tnica informagdo importante sobre  é se ele se anula ou
ndo. De fato, B = 0 eliminaria o tnico termo de terceira ordem e perderiamos qualquer
relagdo com as equagdes de CH e Novikov. Por outro lado, se B # 0, entdo podemos
dividir a equagdo (5.14) por e as mudangas t — Pt e v — By fardo com que a equagao

seja reescrita como
Up + EUpyy + 'yubux —(b+ 1)ub_1uxuxx — Pt = 0. (5.15)

Da mesma maneira, € apenas dird se a equacgao é evolutiva (¢ = 0) ou ndo e, como temos
¢ = —1 para a CH e a Novikov, escolhemos ¢ = —1. Outro fato interessante sobre a

equacdo (5.15) é que a escolha y = (b +2) faz com que a equacdo resultante

U — upex + (b + 2)ubux = (b+ 1)ub_1uxuxx + 1P Uy (5.16)
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unifique as equagdes de CH (b = 1) e Novikov (b = 2) com um tnico parametro.
Inicialmente achdvamos que fora simplesmente sorte poder escolher o parametro <y de
forma a obtermos a equacao (5.15), porém a existéncia de solugdes especiais, assunto
este que abordaremos no préximo capitulo, impde a condig¢do v = b + 2 de maneira
natural.

Como dito no inicio do capitulo, as equagdes de CH e Novikov possuem uma propri-
edade interessante em termos de leis de conservagao: existéncia de um ntimero infinito
delas. Naturalmente passamos a nos perguntar se a familia herdava tal propriedade,
mas o problema que encontramos foi como determinar uma resposta para a pergunta.

Essa linha de questionamento inevitavelmente leva ao estudo de propriedades de
integrabilidade de EDPs e, quando falamos em integrabilidade, podemos considerar
uma enormidade de defini¢des teoricamente distintas mas que na prética parecem se
conectar. Porém, é quase unadnime que a integrabilidade no sentido da existéncia de
infinitas leis de conservagdo comecgou com a equagdo de KdV, veja [8o] para maiores
informacdes historicas sobre integrabilidade. Por integrabilidade de uma EDP podemos

nos referir a:
1. solubilidade da equacdo pelo método de inverse scattering transform [1, 2, 37, 75;
2. existéncia de infinitas leis de conservagédo [80];

3. operador formal de recursio: existéncia de operadores que recursivamente levam
simetrias em simetrias gerando, assim, infinitas simetrias. Tais simetrias ndo serdo
mais de Lie e envolverdo derivadas de u (veja [87], Capitulo 6, ou [81], Definition

21, pagina 39);

4. sistema bi-Hamiltoniano: escrevemos a equacdo como sistema Hamiltoniano de

duas maneiras distintas porém compativeis (veja (871, Capitulos 6 e 7);

5. par de Lax: escrevemos a equagdo como compatibilidade de dois determinados

operadores [74, 80].

Tais conceitos ndo sdo equivalentes, mas na pratica se vé que a maior parte das
equagdes que possuem uma destas propriedades admitem todas [14, 38, 34, 56, 86, 93].
Porém, existem resultados que relacionam alguns deles. Por exemplo, sabe-se que uma
equacdo somente admitird infinitas leis de conservacao se existir um operador formal de

recursdo (veja [80], Theorem 32, pagina 43). Além disso, todo sistema bi-Hamiltoniano
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possui infinitas densidades conservadas (veja Theorem 7.24, péagina 455, de [87]) e
toda equacdo de duas varidveis independentes que possui um par de Lax também
terd infinitas leis de conservacédo (veja [80], pagina 6). Nesta tese, por integravel nos
referimos a equagdes que possuem hierarquias infinitas de leis de conservacao.

Sabiamos de antemdo que as equagdes de CH e Novikov eram membros da equagdo
(5.16) que possuiam todas as propriedades mencionadas. Queriamos encontrar outros
membros que possivelmente fossem integraveis em algum sentido e, para isso, passamos
pelos operadores formais de recursao.

O chamado perturbative symmetry approach, veja [82], é composto de métodos algébricos
e representacdo simbolica de equagdes capazes de dizer se um operador formal de
recursdo existe baseados nos coeficientes polinomiais de uma série construida a partir
da equagdo em questdo. Quando aplicamos o método a equagdo (5.16), encontramos
que a equagdo admitiria um operador formal de recursdo apenas para os casos b =1 e
b = 2. Ou seja, a CH e a Novikov sdo os tinicos membros integraveis da familia (5.16).

Decidimos entdo olhar a equacdo (5.16) em termos de outra propriedade presente nas
equagdes de CH e Novikov: a existéncia de solugdes especiais que sdo apenas continuas.

Este topico, porém, sera tratado no préximo capitulo.

54 CASO b=0: UMA EQUACAO EVOLUTIVA COM PRO-
PRIEDADES ESPECIAIS

Inicialmente, a equagao

UxUxx

Ut + EUpxy + YUy + O + Ouyry =0 (5.17)

ndo atraiu nossa aten¢do por nado ter qualquer relagdo com as equagdes de CH e
Novikov e, desta forma, restringimos nossos estudos a equagdo da se¢do anterior.
Porém, recentemente nos deparamos com a equagao

UxUxyx

ur + 2a = E€AUyyy, (5.18)

onde a e € sdo constantes reais, e apenas apds a obtencdo de boa parte dos nossos
resultados [33], percebemos que (5.18) era caso particular de (5.17) fazendo ¢ = ¢y = 0.
Recentemente retomamos a equagdo (5.17) com ¢ # 0, mas ndo apresentamos 0s

resultados nesta tese. O leitor interessado pode consultar [24].
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A equagdo (5.18) surgiu em [99] quando os autores tentavam melhorar a efetividade
de um programa genético que, ao receber uma fungdo, responderia com a equagdo mais
“simples” possivel que admitisse tal fungdo como solugdo. Para testar o programa, eles
forneceram a fungao

u(x,t) = %sech2 (\/TE(x —ct — xo)) ,

onde xy representa uma constante arbitraria, que é uma conhecida solu¢do da equagao
de KdV

U+ 6uUlly + Uy = 0,

e, surpreendentemente, receberam como resposta (5.18) com 4 = € = 1. Os autores em

[99] obtiveram diversos resultados e fizeram o seguinte comentério:

Nos ndo encontramos valor algum de € no qual uma transformagdo reduz a equagio
(5.18) a equagio de KdV.

Uma vez que a equagédo (5.18) fora deduzida a partir de uma solugdo em comum com a
KdV, tal observagédo é, no minimo, intrigante. Seria a solu¢do em comum apenas uma
coincidéncia? De fato, realmente é apenas uma coincidéncia visto que conseguimos
relacionar a equacgdo (5.18) com a equagdo de KdV num caso diferente dea = € =1,
como serd discutido a seguir. Mas antes de tal descoberta, obtivemos indicativos de
quais escolhas de a e € seriam as mais interessantes.

Antes, porém, rapidamente discutiremos alguns conceitos. Um campo vetorial

generalizado de duas varidveis independentes e uma dependente é campo da forma

0 0 d
V= g[u]a + T[u]g + <P[”]a—z
onde ¢, T, ¢ sdo fungdes que dependem de x, t, u e derivadas de u. A prolongacdo de v

é encontrada da mesma maneira que para geradores de simetria de Lie, isto €,

k £ J
vl =v )3 P S’
la|=1 &

com ¢y = Dy (¢p — Cuy — TUt) + Gllnx + Tty r. O campo v serd uma simetria generalizada

de uma equacdo diferencial
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se, e somente se,
vb(A) =0 quando A =0,

veja (87|, Definition 5.2, pagina 290. Obviamente, todo gerador de simetria de Lie de
uma equacdo é uma simetria generalizada da mesma.
Dado um campo generalizado v, considere a quantidade Q = ¢ — uy — Tu;, chamada

de caracteristica. O campo

d

vo=Q5,
¢ chamado de campo evolutivo relacionado ao campo generalizado v. De acordo com a
Proposition 5.5 (pagina 291) de [87], o campo generalizado v é uma simetria generalizada

de A = 0 se, e somente se, seu representante evolutivo v também o é.

Um operador de recursdao de A = 0 é um operador linear R : A — A com a
propriedade de que se v € uma simetria de A = 0, entdo v5 também o ¢, onde
Q = RQ. Em outras palavras, um operador de recursdo é um operador que leva

simetrias em simetrias.

Exemplo 5.4.1. Como um exemplo para ilustrar o conceito de operador de recurséo,
consideremos a equagdo de Airy u; = Uy € 0 operador R = Dy. Se v é um campo

evolutivo, entdo ele serd simetria generalizada da equacdo de Airy se, e somente se,
v (4 — thyxx) = D}Q — D3Q = 0
Q t xxx) — t x -

nas solugdes da equagdo. Considere agora o campo evolutivo Ve onde Q = RQ = D,Q.
Para que R seja um operador de recursdo, precisamos mostrar que vy € uma nova
simetria. Observe que

VS)(ut — Uyyx) = DtQ - Di@ = DiDxQ — DéQ = Dx(D:Q — DiQ) =0

nas solugdes da equagdo. Portanto, v 5 € uma simetria generalizada da equagdo de Airy
e, consequentemente, R = Dy é um operador de recursao.

No caso do gerador de simetria X = d/0dx, cujo representante evolutivo é dado por
Vo = uxd/du, conseguiremos recursivamente encontrar geradores de simetria VSH
dados por

v —R1QL, neN
Q aul 7
onde R"Q = RR"1Q = u!*! e u""*! representa a derivada de u com relagio a x exatas

n + 1 vezes.
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Acerca de operadores de recursdo, impusemos que a familia (5.18) satisfizesse as
condicdes obtidas em [92, 95] para a existéncia de operadores de recursdo (note que
este é outro problema inverso!). Com isso, provamos o seguinte resultado, cuja prova

pode ser encontrada na Se¢do 4.1 de [33] (pagina 9):
Teorema 5.4.1. A equagdo (5.18), com ea = 1, admite os operadores de recursdo
R~ = D2+ 2u tuyDy + u iy,
RY = D? — 2uYu, Dy — u Yy + %1y + 1, D (u 2y — U 3u2>
para € = —2/3 e € = 2/3, respectivamente.

Foi possivel mostrar também que, para o caso € = —2/3, a substituigdo u = u? faz
com que a equagao

UxUxx

ut - 3 - uxxx — O (5.19)

seja ndo-linearmente auto-adjunta. Quando consideramos tal substitui¢do e suas infi-
nitas simetrias obtidas recursivamente pelo operador de recursdo, fomos capazes de
obter infinitas leis de equagédo para equagdo (5.19), mostrando que, de fato, a equacgdo é
integravel.

Porém, o caso mais interessante se deu no caso simétrico € = 2/3 quando consegui-
mos responder o questionamento levantado pelos autores de [99]. Entretanto, antes de

dizer a razdo do esclarecimento, necessitamos de uma defini¢do.

Definicdo 5.4.1. Se existem operadores auto-adjunto L e antissimétrico B de tal maneira

que o sistema

Lo = Ag,
¢+ = B,

seja resolvido para todo parametro espectral A de tal forma que a condi¢do de compati-
bilidade (equagdo de Lax) Ly = [B,L], no qual [B, L] = BL — LB, seja obtida nas solucdes
da uma equagédo evolutiva u; — F(u, uy, Uxy, Uxry) = 0, entdo dizemos que L e B formam

um par de Lax para a equagao.

Como mencionado anteriormente, pares de Lax de equagdes (1+1)-dimensionais sdo
ferramentas importantes pois implicam na existéncia de infinitas leis de conservacdo
(veja [80]).
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Querendo relacionar a equagdo (5.18) com a KdV, decidimos procurar por pares
de Lax para os casos € = +2/3. Focamos nestes casos porque, sendo os tnicos
admitindo um operador de recursdo, eram os tnicos candidatos a terem infinitas leis
de conservacéo.

Para o caso negativo, ndo encontrados um par de Lax, porém encontramos diversas
leis de conservacdo de ordem mais alta nas derivadas de u. Além disso, se definirmos
o= u?, entdo transformamos a equagao

UxUxx

ur —3 —Uyxy =0

na equagao linear p; = pxxx. J& 0 caso positivo era mais intrigante, pois por mais que
estivéssemos proximos de uma resposta positiva, ndo conseguiamos resolver o sistema
da Definigdo 5.4.1. Nossa tentativa foi, seguindo os passos de Lax [74], considerar

operadores

1
L= AD; +afu], B=BD;+7[ulDx— 5Dx(v[u]),

com constantes A e B, e era uma missdo drdua determinar as fungdes a[u] e y[u], que a
principio dependiam de u e suas derivadas, de tal forma que L e B formassem um par
de Lax. O trabalho ndo parecia promissor, até que um dia recebi uma ligacdo do meu
orientador dizendo para tentar & = uyy/u e y = —6a e as escolhas funcionaram quase
como magica!

1. )
Dy'v ja conhecida de

O “truque” foi observar uma relacdo, via transformacdo u = e
[99], entre solugdes da equagdo

UxUxx

ur+3 — Uyxy =0 (5.20)
que estuddvamos e solugdes da chamada equagdo de KdV modificada (mKdV)

0t + 6070y — Vxxr = 0,
que por sua vez conecta suas soluc¢des com solugdes da equacdo de KdV

Wi + 6WWy — Wyyxy = 0 (5.21)

. ~ .. . -1
por meio da tranformacdo w = v? + v,. Dai, invertemos a transformacéo u = P> ¢ de

forma a obter v = u,/u. A relagdo entre a equagao (5.20) e a KdV entédo se dé por
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A partir dai, o trabalho foi considerar o par de Lax de (5.21), dado por
L=-D?4+w, B=4D3—6wD,— 3wy,

e fazer w = u,,/u, de maneira a obter

L= —Di—i_%/ B:4D§—6@Dx_3<”xxx i uxuzxx>
u u u u

como par de Lax para a equagdo (5.20). Mais detalhes com os célculos podem ser
encontrados em [33]. Apesar de termos mostrado, como corolério, que transformamos
a equacdo (5.20) na KdV por meio da transformacédo w, talvez a consequéncia mais
importante é dada pela possibilidade de obten¢do de solugdes de (5.20) a partir de
solucdes conhecidas da equacao de KdV.

Se w = uyy/u transforma solu¢des da nossa equagdo em solugdes da KdV, podemos

definir um operador S;, = D2 — w de tal forma que tenhamos o seguinte teorema.

Teorema 5.4.2. Sejam S o conjunto de todas as solugdes classicas da equagdo de
Korteweg-de Vries (5.21) e w € S. Se u pertence ao nucleo do operador Sy e é

uma solu¢do ndo-nula de u; + 3wy = Uy, entdo u é uma solucdo da equagdo (5.20).
Demonstragio. Veja Theorem 5.1 de [33] (pdgina 13). O

Em outras palavras, dada uma solugdo w € S, a fung¢do u serd uma solugdo da

equacdo (5.20) se ela resolve o sistema linear

Ur + 3wy — Uyyy =0,

Uyy — wu = 0.

Desta forma, conseguimos relacionar solugdes da famosa e ja bem estabelecida equacdo
de KdV com solugdes da estranha equagdo (5.20). Por exemplo, se considerarmos

w = x/6t, entdo conseguimos encontrar a solucdo

. X . X
u(x,t) = cit/0Ai ((6t)1/3> + ct1/0Bi <(6t)1/3) , (5.22)

onde c1, ¢y sdo constantes arbitrérias e Ai, Bi denotam as func¢des de Airy (veja [104],

pégina 6).
Ao considerarmos a famosa solugdo secante hiperbédlica ao quadrado

w = —%sechz (g(x n ct))
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Figura 10: Na figura consideramos a solugao
(5.22) com ¢; =1 e c; = 0 plotada
m [—1,1] x [0,0.001].

da equagédo (5.21), obtemos a solugdo

u(x,t) = tgh (%(x + ct)) , (5.23)

representada pela Figura 11.

Figura 11: O gréfico representa a solucdo
(5.23) com ¢ = 2.




TEORIA DE DISTRIBUICOES E
SOLUCOES PEAKON

O inicio histérico da teoria de distribui¢des (ou fun¢des generalizadas) que hoje conhe-
cemos se deve concomitantemente a formalizacdo da andlise e ao estudo de espacos

duais.

Do ponto de vista de anélise funcional, Hadamard (1903), Riesz (1909,1910) e as trés
versdes do hoje chamado Teorema da Representacdo de Riesz criaram as ferramentas
para que pudéssemos rigorosamente definir distribui¢des. Riesz, em suas duas versdes,
deu a entender que existiam funcionais que podiam ser representados por funcgdes,
enquanto outros ndo. Porém, foi Sobolev quem, somente na década de 30, atentou-se

ao uso de funcionais como fungdes generalizadas.

Na época, existiam dois grandes problemas no desenvolvimento da teoria de distribui-
¢des: ndo se tinha um profundo conhecimento sobre dualidade de espagos e tampouco

havia motivacido concreta.

A funcdo J de Dirac tem um papel importante na motivagdo que faltava: ela ja havia
aparecido em problemas fisicos como, por exemplo, no eletromagnetismo tratado por
Heaviside (1893), onde a fungdo ¢ de Dirac apareceu informalmente como derivada
da fungdo degrau de Heaviside. E, ap6s Dirac utilizé-la na formulacdo da mecanica
quantica, engenheiros e fisicos que pouco ou nada sabiam sobre anélise funcional

passaram a usé-la com bastante frequéncia.

A teoria de espagos duais, por sua vez, comegou a ser estruturada com o Teorema
de Hahn-Banach e a teoria de duais de espagos normados apareceu no livro de 1932
de Banach. Porém, foi na década de 40 que a teoria de distribui¢des tomou forma e
rigor com Schwartz, quando ele desenvolveu uma teoria abstrata para o espaco dual do
conjunto C*(R) de fungdes infinitamente diferencidveis. A parte mais importante do
trabalho de Schwartz é que C®(IR) néo é isomorfo ao seu dual e novamente a fungéo §

de Dirac tem um papel importante nisso.

O que faltava para que a teoria de distribui¢des estivesse pronta era entender como

se calculava derivadas dessas fun¢des generalizadas e foi em 1944 que Schwartz propods
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o conceito de derivada fraca. E em 1950 Schwartz publicou seu famoso livro [98] que
formaliza e estrutura a teoria de distribui¢des. Para detalhes histdricos aprofundados
sobre a teoria de distribuic¢des, veja [79].

O que buscamos neste capitulo é construir a teoria de distribui¢des para que possamos
estudar tipos especiais de solug¢des (no sentido de distribui¢des) admitidas pela equacdo
de CH (5.3), chamadas de solucdes peakon.

Na préxima segdo lidaremos com conceitos de andlise funcional para trabalharmos

1

com espacos L¥ e Lj,..

Depois discutiremos a teoria de distribui¢des de forma que
possamos generalizar o conceito usual de derivada e definir solu¢des de equagdes que
ndo sejam cldssicas. Por fim, apresentaremos resultados originais referentes a solugoes

peakon de duas equagdes que estudamos nos tltimos quatro anos.

6.1 ESPACOS L*

Nesta secdo lidaremos com espagos vetoriais de dimensdo infinita que nos ddo uma
estrutura para generalizarmos o conceito de derivada para fun¢des que sejam no méximo
continuas.

Suponha que V, W sejam dois espacos normados quaisquer. Denotemos as normas
de VeWpor| -|lvel| -|lw,respectivamente. Um operador linear entre Ve W é uma
funcédo linear T : V. — W. Se W é um corpo, que para 0s nossos propositos serd IR,

entdo T é chamado de funcional linear.
Definic¢ao 6.1.1. Consideremos um operador linear T: V — W.
(a) T é dito ser limitado se existe uma constante K > 0 tal que
| Tx||w < K]|x||y, VxeV.

Caso contrério, o operador é dito ser ilimitado. No caso de operadores limitados
T:V — W, definimos a norma de T como

ITl = sup |[Tx[|w. (6.1)

[|x]|v=1
(b) T é dito ser continuo num ponto xy € V se, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
P p q
|Tx — Txo|lw < €

sempre que ||x — xp||y < d.
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Proposicdo 6.1.1. Um operador linear T : V — W ¢ limitado se, e somente se, é

continuo.

Demonstragio. Veja Theorem 5.18 (pégina 99) de [57] ou Theorem 2.7-9 (pégina 97) de
[72]. x

Os operadores lineares serdo de extrema importancia quando definirmos o espaco
de distribui¢des. Na verdade, o espago de distribui¢des serd o espago dual de um
determinado espago de fun¢des com uma propriedade bastante importante. Antes de
apresentarmos um exemplo sobre operadores lineares continuos, precisamos definir o
chamado espago L”.

Dado 1 < p < o, seja X C R™ um conjunto ndo-vazio e defina L?(X) como o

conjunto das classes de equivaléncia [f] de fungdes integréveis continuas f : X — R

1/p
Pl = ([ 1) <o 6:2)

Se p = 0o, L*(X) denotara o conjunto das classes de equivaléncia das fung¢des local-

tais que

mente limitadas (veja [11]) f :— R tais que

1Ll (x) := ess sup | f(x)] := inf{S¢(U); U C Xeu(U) =0} <oco,  (6:3)

onde S¢(U) = sup{|f(x)[;x ¢ U}. Os conjuntos L7(X), 1 < p < oo, munido das

fungdes || - |[1r(x), 530 espacos normados chamados de espagos LP(X). Escreveremos
| lltrxy = || - | pela simplicidade da notagao. Para maiores detalhes, veja [11].
1
Proposicao 6.1.2. (DESIGUALDADE DE HOLDER) Sejam 1 < p,q < oo tais que — + — = 1.
Se f € LF(X) e g € L1(X), entdo fg € L1(X) e
£l < 11 £1lplIgllg-
Demonstragio. Veja [11] Teorema 1.2.1 (pagina 8). O

Exemplo 6.1.1. Fixada f € L}(R), definamos de maneira formal a funcéo

(T9)(x) = [ fx =gy, (6.4)
chamada de convolugdo de f por g. T é linear, pois dados g, e A € IR, temos
Ty (g + Ah)(x /fx— dy+A/fx— (y)dy = (T;g + ATyh) ().

Queremos agora determinar a imagem de Tf.
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(a) Suponha que g € L*(R). Entdo
Trg(x)] < H8||oo/]R [f(x = y)ldy = [glleo]| flln < oo,
Logo, [|T¢gllee < 0 e Trg € L*(RR).

(b) Suponha que ¢ € L}(R). Entdo, pelo Teorema de Fubini,

[ Tsgds] < Ul [ Is)ldy = £ aliglh < e

de onde segue que Trg € LY(R) e Ty ¢ limitado.

(c) Por fim, suponha que ¢ € L(R), para algum g € (1,00). Seja p tal que 1/p +
1/q=1.
Entdo, pela desigualdade de Holder,

1/
|Trg (%) S/R|f(x—y)|””“/‘7|g(y)ldyS (il (/IR |f(x—y)||g(y)|‘7dy) "

Assim, pelo Teorema de Fubini,

[ \Trg oz < IFIP IS [ 19t ey

Desta forma, encontramos que
/ 1-1/
L£1G = /R\ng(x)\qu < IAITPIARNIG = 1£1 gl < oo

Concluimos entdo que se f € L!(R), entao Tr: LY(R) — LI(R) definido como em

(6.4) é um operador linear continuo para 1 < g < oo.

Defini¢do 6.1.2. Um espago de Banach é um espaco vetorial V munido de uma norma

|| - ||v tal que toda sequéncia de Cauchy em V converge em V.
Sobre espagos L, temos o seguinte resultado:

Proposi¢do 6.1.3. Os espacos LP(X), 1 < p < oo, sdo espagos de Banach quando

munidos das normas (6.1) e (6.2).
Demonstragio. Veja [11], Teorema 1.2.3 (pédgina 10) e Teorema 1.3.1 (pagina 13). O

O problema da definigdo dos espagos L? é que estamos eliminando diversas fung¢oes
que podem ndo se comportar bem no conjunto X inteiro, mas que possuem boas

propriedades quando restritas a um compacto qualquer.
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Exemplo 6.1.2. Um exemplo bastante simples é a func¢do f(x) = 1/x considerada em

X =(0,1). Se por um lado temos

F @l = [ tdv=os

por outro lado, quando nos restringimos a um compacto [a,b] C X qualquer, temos
b1
/ —dx =Inb—1na < .
a X

Por outro lado se f € L?(X) e K C X é um compacto qualquer, entdo

[l < [ |fpar <

Isso sugere que podemos estender o espaco L¥(X) a um espago maior que contenha

fungdes que se comportem bem em compactos K C X quaisquer.

Dado um conjunto U C R qualquer, considere a fungdo caracteristica xy; : U —

{0,1} dada por
(x) = 1, se xelU,
xu 0, se x¢U.

Defini¢do 6.1.3. Dado um conjunto X € R™, uma fungdo f : X — R é dita ser

localmente p-integrével se a fungao fxx pertence a LP(K) para todo compacto K C X.

. N . i 4 p
O conjunto das fungdes localmente p-integraveis é denotado por L; _(X).

1

O caso que mais nos interessard ¢ p = 1 e o conjunto L;,.

(X) das fungdes localmente
integraveis. Isso se dard, como veremos mais a frente, pelo conceito de distribui¢oes

regulares.

Exemplo 6.1.3. Sejam 1 < p < e f € LP(X). Entdo [, |f(x)|Pdx < oo. Para todo

compacto K C X, temos

[l < [ Ifepar <

Logo, f € L' (X). Por outro lado, se f € L! (X), entéo, para todo compacto K C X, a

loc loc

desigualdade de Holder nos diz que

1/p 1/q

4

[ 17 = [ 17 < | 1P

/ 1ldx
K
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1 1
onde g é um ntmero tal que v + p = 1. Logo,

1/p
< 090,

/K |f(2)ldx < (u(K))M*

N

Jrer

1

Joc(X). O caso p = oo é feito de maneira

onde p(K) denota o comprimento de K, e f € L
analoga e temos a seguinte sequéncia de continéncias:

LP(X) cL!

loc

(X) C Ljpe(X).

Um espacgo de Hilbert é um espaco vetorial H munido de um produto interno (-, -)
tal que H é um espaco de Banach com respeito a norma induzida pelo produto interno.
Em outras palavras, (H, (-, -)) é um espaco de Hilbert se (H, || - ||), onde ||x||? := {x, x)
para todo x € V, é um espaco de Banach.

O espaco LP(X), com X C R™ é conexo, serd um espaco de Hilbert com produto
interno (-, -) : V x V — K dado por

(f.8) = [ FlxgE)x, 63)

se, e somente sem p = 2, veja [1 1], Teorema 5.2.2 (pagina 109) e suas consequéncias.

6.2 O ESPACO DE DISTRIBUIQ()ES

Sejam () C R™ um aberto ndo vazio e f : ) — K uma funcdo. O suporte de f é o

conjunto

suppf = {x € 0; f(x) Z 0.

Dizemos que f tem suporte compato se suppf é um conjunto compacto.

Defini¢do 6.2.1. Considere um aberto ndo vazio ) C R™. O conjunto D(Q)) das fungdes
infinitamente diferencidveis ¢ : (3 — R de suporte compacto é chamado de espaco das

fungaes teste.

Pode-se facilmente mostrar que D(()) é um espago vetorial. Mas a questdo mais
importante é saber se existe algum elemento neste espago. Apesar da resposta ser

positiva, a construgdo de tal elemento ndo é simples.
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Exemplo 6.2.1. Considere a fun¢do ¢ : R — R dada por

o
e P, se x| <1,

p(x) =
0, se |x|>1.

A fungdo ¢ possui suporte compacto pois suppg = [0,1]. Os tnicos dois pontos
problematicos para verificarmos a diferenciabilidade de ¢ é x = £1. Porém, pode-se
mostrar que go(”) (1) = 0 para todo n € IN, veja [97] (pagina 71).

Um fato interessante sobre a func¢do ¢ é que ela se traduz como exemplo de uma
fungdo infinitamente diferenciavel que ndo é analitica, pois a partir de suas derivadas

em x = 1 concluirfamos que

p(x) =)

o0
=1/

" (1) (x—1) =0,

o que claramente é um absurdo.

De maneira mais geral, a funcado

1
122
o(x) = e AP, se x| <1, X €R"

0, se [x]|>1,
onde || - || denota a norma usual do R", define uma fungédo teste em R"™.

Em termos de funcdes f € L} (IR™), a existéncia de funcdes teste ¢ diz que sempre

podemos integrar fungdes f¢ em R inteiro.

Definigado 6.2.2. Dizemos que uma sequéncia (¢;) C D(Q) converge para uma fungao

¢ € D(Q) quando j — oo se:

(a) Existe um compacto K C () tal que

U suppg; C K;
j=1
(b) Qualquer derivada de ¢; converge uniformemente para a respectiva derivada de
P.

Definigdo 6.2.3. Um operador linear T : D(Q)) — R ¢é dito ser continuo se T(¢;)

converge na reta para T(¢) sempre que ¢; — ¢.

O espago dual de D(Q) é o conjunto D’(Q)) dos funcionais lineares T : D(Q)) — R.
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Definic¢do 6.2.4. Uma distribui¢do, ou fun¢do generalizada, é um funcional linear conti-
nuo T € D'(Q).

Exemplo 6.2.2. Nos proximos exemplos consideraremos duas distribui¢des. A primeira

delas é o que definiremos mais adiante por distribui¢do regular e a segunda € a fungao
¢ de Dirac.

(a)

(b)

Seja f € L} _(Q) e defina uma funcao As:D(Q) — R por

A(g) = [ o) (66
Observe que Ay esta bem definida pois ¢ tem suporte compacto. Além disso, se
f € L?(Q), entdo As(@) = (f, qo)Lz(Q). Dados A € Re ¢,¢ € D(Q),
Af(+A9p) = Af(@) + ANf(9)
e Ar € D*(Q).

Mostremos agora que As é continua. Sejam (¢;) C D(Q)) uma sequéncia que
converge para uma func¢do ¢ € D(Q)). Entdo existe um compacto K tal que a
unido dos suportes de @; esta contida em K. Além disso, para todo ¢ > 0, existe

N € N tal que |¢; — ¢|| < e sempre que n > N.

Tome ¢ < . Entdo, sempre que ||¢; — ¢|| < J, teremos

A7(9) = Ar(@)] =IAr(g; = 9)| < [ If(¥)lllgy = plldx <
< [ 1f@llg;=gliax <e [ 1f(x)ldx.
_zr

Como ¢ € qualquer, segue que Ay é continua e, portanto, uma distribuigao.
Fixe um ponto xg = (x!,...,x™) € Q C R™ e defina dy, : D — R por

5960(4’) = go(xo).

A funcdo 6y, assim definida é a distribuicdo chamada de fungdo J de Dirac. A
funcdo Jy, é claramente linear. Para verificarmos sua continuidade, seja (¢,)
uma sequéncia de fungdes em D(Q)) que convergem a ¢. Entdo, como ¢, — ¢
uniformemente, temos que |¢,(xo) — ¢(xp)| — 0. Com relagdo a funcéo ¢ de

Dirac, temos

030 (Pn) — O30 (@) | = 030 (@1 — @)| = [@u(x0) — @(x0)| — 0.
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Portanto, dy,(¢n) converge a dx,(¢) e dx, € um funcional linear continuo, ou seja,

uma distribuicado.

Antes de prosseguirmos com a J e mostrarmos uma diferenca considerédvel entre

ela e a distribuigdo A do item (a), precisamos de trés resultados:
(i) Sep € D(Q) ex = (x,...,x™), entdo (x! —x})p € D(QY).

1

Claramente (x! — x})¢ é diferencidvel. Além disso, o fato de ¢ ser uma

funcdo teste nos diz que supp(x! — x}) ¢ = suppg.

1

(ii) A fungdo (x! — x})f é localmente integravel. Para verificarmos isso, seja

K C Q) um compacto qualquer. Entdo, pela desigualdade de Holder

L 168 —flax = 16! = )l < 16— ol < o
Logo, (x! — x})f € L(K) para todo compacto K C Q, ou seja, (x! —x})f €
L}OC(Q)'

(iii) (Lema pE Du Bors REymonD) Uma fungdo f € L}OC(Q) satisfaz

x)p(x) =0

| r@e)

se, e somente se, o conjunto de pontos x € () tais que f(x) # 0 tem medida
nula.

Para a demonstracdo, veja [106], Lemma (pégina 72).

Suponha, por absurdo, que exista uma fungao f localmente integréavel tal que Jy,

seja escrita como (6.6):

Oxo (@) = @(x0) = /Qf(x)qo(x)dx.

1_ xé)q) é uma funcao teste, temos

Como (x

[ @ E =g = 0 ((x = x})g) = (' = xb)g(x)

Por outro lado,
[ £ = hp(ldx = [ [ =) f@]p(x)dx = 0.

— x3)f é localmente integravel, pelo Lema de Du Bois Reymond (x! —

Como (x!

x})f(x) = 0 com excegdo de um conjunto de medida nula. Logo, o conjunto de

pontos x € () tais que f(x) # 0 também tem medida nula. Desta forma,

o(x0) = [ f)p(x) =0 Vg€ D(0),
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0 que é um absurdo, pois sempre podemos construir uma fungdo teste como a do
Exemplo 6.1.1 tal que ¢(xp) # 0. Logo, a fun¢do ¢ de Dirac ndo pode ser escrita
como (6.6).

O exemplo anterior mostra que existem tipos diferentes de distribui¢cdes. Um deles
pode ser escrito como (6.6), enquanto o outro (caso da J) ndo. Isso motiva a seguinte
definicao:

Defini¢do 6.2.5. Uma distribui¢do T € D’(Q)) é chamada de distribuicio reqular se existe

uma funcgdo f localmente integravel em () tal que

T(p) = [ f(x)p(x)dx. ©7)
Caso contrério, T é dita ser uma distribuicdo singular.

Observe primeiramente que a expressao (6.7) se assemelha ao produto interno do
espago LZ(Q). Por causa desta semelhanca escrevemos a acdo de uma distribuicao

regular T como
T(¢) = (T, (P>L2(Q)' (6.8)

A partir de agora, denotaremos (-, -);2(q) por (-, -) de forma a termos a notagdo mais
simples. No caso de uma distribui¢do singular T, adotamos a mesma notagao (6.8) por

simplicidade. Por exemplo, no caso da J de Dirac escrevemos

Oxo (@) = (0xy, @) = @(x0).

Por fim, dada uma fungdo localmente integravel f, pelo Exemplo 6.2.2 (a) sempre
conseguimos construir uma distribuigdo regular Ay.

O préoximo exemplo ajudard a dar sentido a defini¢do de derivada distribucional.

Exemplo 6.2.3. Sejam ¢ € D(Q)) e « um multi-indice qualquer. Observe que, por ser
uma fungdo teste, ¢ é infinitamente diferencidvel e é diferente de zero no maximo
dentro de um compacto K. Desta forma, a derivada D, ¢ certamente se anulara fora de
K. Logo, supp Dy¢ C K e temos que o conjunto supp D, ¢ € limitado. Por outro lado,
pela defini¢cdo de suporte, supp D, ¢ é sempre um conjunto fechado, de onde segue que

supp D, ¢ é compacto e D, ¢ é uma nova fungdo teste.

Defini¢do 6.2.6. Suponha que T : D(Q}) — R seja uma distribui¢do e & um multi-indice.

A wa-ésima derivada distribucional (ou derivada fraca) de T é a distribuicdao D, T definida

por
(DuT, @) = (—1)"(T, Dyg). (6.9)
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Aparentemente a Definicdo 6.2.6 apresenta um problema, pois define a derivada de
uma distribui¢do T como uma distribuigdo que satisfaz (6.9). A questdo é: seria D, T
realmente uma distribuicao?

Para verificarmos tal fato, observe inicialmente que, da linearidade de T e D,, D, T é
linear. Suponha entdo que (¢;) seja uma sequéncia de fungdes teste que converge para
¢ em D(Q)). Pela definigdo de convergéncia temos que Dy@,, — Dy@.

Desta forma, temos (D,T, ¢,) = (—1)“"|<T, Dy¢y). Como T é um um funcional

continuo, devemos ter a convergéncia (T, Dy@,) — (T, Dag). Segue entdo que

(DaT, @) — (_1>|a|<T, Dyp) = (DuT, ).

e D, T é realmente uma distribuigao.

Se f é uma fungdo localmente integravel, sua derivada distribucional (ou fraca) é a
derivada fraca da distribuigdo regular A associada a f. Como acabamos de ver, tais
fungdes f sempre possuem derivadas fracas, mas, em geral, tais derivadas ndo serdo
fungdes e sim distribui¢des. Outra observacdo importante é que a derivada D, é linear

pela linearidade da integral que define (D, T, ¢).

Exemplo 6.2.4. Considere a fun¢do descontinua H : R — R definida por

1, se x>0,
H(x)=1< 3, se x=0,
0, se x<0,

chamada de fungio degrau de Heaviside. Observe que H nao pertence a L!(R), pois

/]R|H(x)|dx: /Ooodx:oo.

Considere entdo o compacto [4,b] C R. Em termos da fun¢do de Heaviside, podemos

= 0. Desta forma,

assumir 4,b > 0, pois se a,b < 0 teremos H -
a,

b b
/ |H(x)|dx§/ dx=b—a< o
a a

e U é uma funcdo localmente integravel. Podemos construir a distribuigdo regular
An(@) = [gr H(x)@(x)dx e queremos encontrar a derivada distribucional H'. Temos
o0

(H', 9) = ~(H, ¢') = = [ Hx)g/(@)dx = [ ¢'(x)dx = 9(0) = 5(g) = (6, ¢).

Desta forma, encontramos que H'(x) = é(x) no sentido fraco.
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Exemplo 6.2.5. Dado um ponto x € (), consideremos a fun¢do ¢ de Dirac do Exemplo
6.2.2 (b) a fim de encontrarmos sua derivada distribucional. Se ¢ é uma funcao teste
qualquer, temos (3, ¢) = —(0x,, ¢') = —¢'(x0), ou seja, J;, : D(Q) — R é tal que
0%, (¢) = —¢'(x0). No caso particular da funcdo ¢ de Dirac, onde tomamos xp = 0,
temos ¢'(¢) = —¢'(0).

Exemplo 6.2.6. Considere a fun¢do sinal definida como

1, se x>0,
sign(x) =¢ 0, se x=0,
-1, se x<O.

Observe que [sign(x)| = 1 se x # 0 e |sign(0)| = 0. Desta forma, dado um compacto

qualquer [a,b] C R, temos

b b
/ sign(x)|dx = / dx=b—a < o,
a a

o que nos diz que sign € L] _(R). Encontremos agora a derivada fraca da fungao sign.

Para qualquer fungéo teste ¢, temos

(sign’, ¢) = —(sign, ¢') = — | sign(x)¢/(x)ax = [ 0

=2¢(0) = (24, @),

de onde concluimos que sign’(x) = 25(x). Poderiamos ter olhado a funcdo sinal de
uma outra maneira. Bastava observar que sign(x) = 2H(x) — 1 e da linearidade da

derivada seguiria sign’(x) = 2H'(x) = 26(x).

Vimos que a derivada fraca de uma distribuigdo T é sempre uma distribuicdo T. A
questdo interessante que o exemplo anterior discute é que a derivada fraca de uma dis-
tribuigdo regular ndo necessariamente é uma distribuicdo regular. Mais explicitamente,
a derivada fraca da funcao sinal é um multiplo da funcdo generalizada J de Dirac, que
por sua vez é singular. Tal observagdo ndo se traduz em problemas praticos, mas é
conceitualmente importante.

Saindo dos exemplos cldssicos de derivada distribucional, o préximo exemplo trata

uma funcdo que serd de extrema importancia nos nossos resultados.

Exemplo 6.2.7. Considere f : R — R dada por f(x) = e~ *|. A funcdo f é claramente

continua em todo o dominio, mas ndo possui derivada em x = 0. Mais do que isso,
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Figura 12: A fungdo f é continua em todo o
seu dominio, mas perde diferencia-
bilidade no ponto x = 0. Uma pro-
priedade interessante de f é que ela

vai a zero quando |x| — oo.

f é infinitamente diferencidvel em R*, mas possui um bico no referido ponto, como

exemplificado na Figura 14. Mostremos inicialmente que f € L}OC(IR). Observe que

0 ©
dx = [ e Wax— [ et [ e =2,
/IR|f(x)] x= e x=| e X+ € “dx

ou seja, f € L}(R). Pelo Exemplo 6.1.3, concluimos que f € L}, .(R). Calculemos agora

f' no sentido fraco utilizando a defini¢do de derivada distribucional e integragdo por

partes.
9=t g = [ Mo ax=— [ gl [y wix =

= —9(0)+ [_etglxdx +9(0) — [ e plx)ix =

= — /_Ooo sign(x)e” Mg (x)dx — /Ooo sign(x)e Mg (x)dx = /]R —sign(x)e” M p(x)dx.
Fazendo h(x) = —sign(x)e~*|, concluimos que (f’, ¢) = (I, ¢), de onde segue que

f'(x) =h(x) = —Sign(x)e—|x\.

1

ot Figura 13: A fungio h(x) = —sign(x)e ¥, de-

rivada fraca da funcdo f, determina

-1.0 -05 r 0.5 1.0 . . o o~
I uma nova distribui¢do regular Ay

05/ uma vez que he Llloc(IR)'
1o}

Observe que a derivada fraca de f é uma funcdo f’ localmente integravel, que por
sua vez induz uma distribui¢do regular Ag. Calculando a segunda derivada, temos:

0

(", 9) ==, ¢') = [ sign(we Mg (xdx = — [ g+ [ el (x)dx =
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= +/ e*p(x)dx — ¢ +/

= —29(0)+ [ e Plgx)dx = [ (e —25<x>) p(x)dx = (i, 9),

onde fi(x) = el — 26(x). Desta forma, f"(x) = h'(x) = h(x) = e~ *| —25(x). Proce-

dendo da mesma maneira, encontramos que f"/(x) = —sign(x)e~*| — 26’ (x).
Uma propriedade interessante da distribuicdo é,, é dada no seguinte exemplo.

Exemplo 6.2.8. Suponha que f : 3 — R seja uma fungdo continua. Se T : D(Q)) - R
é uma distribuicdo, entdo fT é claramente uma nova distribui¢do. Além disso, se
considerarmos uma funcao teste ¢, entdo f¢ também é uma funcéo teste. Desta forma,
podemos definir o produto fT € D'(Q) por (fT, ¢) = (T, f¢). No caso particular em

que T = 6y,, temos

{fory, @) = (Oxy, f@) = f(x0)p(x0) = (f(x0)0xy, @),

de onde segue que fdy, = f(x0)0x,-

Podemos também provar um resultado anadlogo para a derivada de dy,:

(f0k, @) = (05, fo) = —(0xy, (f@)) = —f'(x0)9(x0) — f(x0) 9" (x0) =
= (=f'(x0)0x,, @) + (f(x0)0%,, @) = (f(x0)0, — ' (x0)0x , P)-

Como resultado, concluimos que fd} = f(x0)dy, — f'(x0)dx,-

Seguindo a linha do que acabou de ser feito, definimos sign dy, := sign(xg)dx, €, no
caso particular que sera de nosso interesse, temos signd = 0. A formulagao rigorosa
de que podemos de fato assumir signdy, := sign(xp)dy, envolve a convergéncia de
distribui¢des, topico este que ndo serd abordado na presente tese. Entretanto, o leitor

interessado ¢é guiado a [57], Segdo 11.4 (pagina 298), para maiores detalhes.

6.3 SOLUCOES DO TIPO PEAKON

Quando definimos solugdes de equagdes diferenciais, primeiramente pensamos nos
espacos em que tais entidades estdo definidas. No caso de solugdes cldssicas de uma

equagao

F(x, u,u(l),...,u(k)) =0, (6.10)
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dizemos que u = f(x) é uma fungédo k vezes diferencidvel. Quando nos restringimos
a funcdes CF, perdemos fungdes que ndo sdo diferenciaveis e que podem satisfazer a
equacao de outras maneiras.

Uma solucéo peakon de uma equacao diferencial serd uma fungdo apenas continua,
de determinada forma, que num certo sentido serd solucdo de equagdes diferenciais.
Como tal solu¢do nédo é diferencidvel, ela consequentemente ndo serd uma solugdo
classica. Como discutido anteriormenteno Capitulo 5, as solugdes peakon apareceram
pela primeira vez no trabalho de Camassa e Holm [14] quando eles mostraram que a
fungdo continua u(x,t) = Ae~*~¢l de alguma maneira resolvia a equagio de Camassa-
Holm

Up — Upxyx + 3Uly = 2UxUyy + Ullyyy

para alguma constante A bem determinada. Outra equagdo de nosso interesse que

também possui solucdo peakon u é a equagao de Novikov [56, 86]

Para entendermos o que esses resultados das tltimas décadas significam, precisamos
primeiramente compreender o que é de fato uma solugdo peakon. No que se segue,

definimos um peak de uma fungéo real de acordo com Lenells [77].

Defini¢do 6.3.1. Seja I C R um intervalo e suponha que uma funcdo ¢ : I — R
seja continua. Dizemos que ¢ tem um peak no ponto xo € I se ¢ é diferencidvel em
IN{xeLx<xp}elIN{xeLx>xy}e

0 # lir(r)1+ P (xg+€)=— lirgl+ ¢ (xg — €) # Foo. (6.11)

A condicdo (6.11) diz informag¢des importantes sobre o gréfico da fungdo. O fato
dos limites laterais ndo serem iguais diz que a derivada no ponto xp ndo é continua
e, portanto, ¢ ndo é diferencidvel em tal ponto. Além disso, como os limites laterais
devem ter sinais trocados, existem vizinhancgas a direita e a esquerda do ponto xy que

possuem comportamentos distintos quanto a crescimento.

Exemplo 6.3.1. Neste exemplo consideraremos duas fun¢des. Uma delas ja foi apresen-

tada no Exemplo 6.2.7.

(a) Considere f: R — R dada por f(x) = e 41*l, onde A é uma constante. A fungao
f é continua, como ja haviamos notado no Exemplo 6.2.7 mas ndo é diferencidvel

em x = 0, veja a Figura 14. Mostraremos agora que f possui um peak em x = 0.
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Primeiramente observe que f é diferencidvel nos conjuntos R* e IR*, conforme
pedido pela Defini¢do 6.3.1. Além disso,
lim f'(xo+€)=—A=— lim f'(xo—¢).

e—07t e—0t

Portanto, f possui um peak em x = 0.

(b) A fungdo ¢ : R — R dada por g(x) = sin(A|x|), onde A denota uma constante,
também possui um peak em x = 0. Apesar de globalmente apresentar um com-
portamento distinto da func¢do f do item anterior, numa vizinhanga de x = 0
percebemos uma certa semelhanca que acontece por causa da troca de sinal das

derivadas.

Figura 14: A fungdo g possui um peak em x =

0. E uma funcao limitada, mas que

ndo possui assintota horizontal.

-0.5F

Uma fungdo f : I — R é dita ser uma solugéo peakon da equagéo diferencial (6.10) se
f possui um peak em determinado ponto e se suas derivadas distribucionais resolvem a
equagao.

Conforme a secdo anterior, quando falamos em derivada fraca de uma funcéo f,

1

estamos pensando em f € L;,.

(Q) e, a partir dai, construimos a distribuicao regular A¢
e calculamos suas derivadas distribucionais. No caso das solugdes peakon que acabamos
de definir, nada mais natural do que se perguntar se a definigdo faz realmente sentido,
pois a principio ndo sabemos se podemos de fato calcular derivadas fracas delas.

Para verificarmos que o conceito esta bem definido, seja ¢ : I — IR uma fun¢do com
um peak num ponto xg. Pela defini¢do de peak, ¢ é continua em [ e, pelo Teorema de
Weirstrass, admite maximo e minimo em qualquer compacto K C I. Isso implica que
|¢(x)| < c para alguma constante c. Desta forma, dado um compacto K C I qualquer,

temos

/K\f(x)ldx < /chx = cu(K) < oo,
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onde u(K) denota o comprimento de K. Com isso concluimos que de fato solugdes
peakon estdo bem definidas, pois se ¢ : I — R tem um peak num determinado ponto,
entdo ¢ obrigatoriamente deve estar em L}OC(I ) e podemos calcular suas derivadas

distribucionais por meio da distribuigdo regular Ag.

Exemplo 6.3.2. No Exemplo 6.3.1, vimos que a funcdo f(x) = e~ /¥l é uma candidata a

solugdo peakon de equacgdes diferenciais. Por exemplo, quando consideramos a EDO

c(@'(x) = ¢"(x)) = (b +2)¢"(x)¢' () + (b + )" (1)¢' ()9 (x) + ¢"(x)¢" (x) = 0

e as derivadas fracas da func¢do ¢(x) = Ae "l como encontradas no Exemplo 6.2.7,

reescrevemos a equagéo como
—2Acd (x) —2A(b + 1)sign(x)d(x) + 248" (x)¢? (x) = 0.

Do Exemplo 6.2.8, temos que signé = 0 e &'(x)¢’(x) = ¢?(0)¢'(x) — (¢?)'(0)6(x) =

1/b

Ab§'(x). Logo, Ab§'(x) = cd'(x), de onde segue que tomando A = c!/?, a funcdo

¢(x) = Ae~ ¥ sera uma solugao peakon da EDO em questdo.

A nossa defini¢do de solucdo peakon contempla apenas EDOs. Isso se torna um
problema se levarmos em consideracdo que Camassa e Holm [14] em 1993 introdu-
ziram tal conceito como uma fungdo de duas varidveis u : R x [0,c0) — R dada por
u(x,t) = ce1*=¢tl onde ¢ é uma constante chamada de velocidade da onda, que no sentido

distribucional resolvia a equagdo de Camassa-Holm
Mt - utxx + zuux - 3uxuxx - uuxxx = 0.

Os autores chamaram a fungdo u de peakon porque a func¢do perde diferenciabilidade ao
longo da curva x = ct (ou t = x/c). Em outras palavras, quando fixamos a posi¢do x e
o tempo t, a curva resultante possui um peak em x = ct.

Uma solugdo preliminar para o referido problema pode ser formulada: uma fungdo
u(x,t) possui um peak no ponto (xo, ty) se x — u(x,to) e t — u(xg, t) possuem peak em
x = xg e t = ty, respectivamente. Uma solugao peakon serda uma fungdo u(x, t) com um
peak num ponto (X, tg) que resolve a equagéo.

Em termos do que encontramos na literatura (7, 14, 22, 33, 34, 56, 93], a solugdo
apresentada anteriormente é suficiente, pois ha uma tendéncia de buscarmos solucdes
peakon da forma u(x,t) = ¢(x —ct) = Ae B¢l Tal escolha possui sentido fisico, pois u

se comporta como uma onda solitdria, ou seja, ¢ uma onda da forma u(x, t) = ¢(z), com
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z = x — ct, de velocidade c que possui assintotas horizontais. Porém, matematicamente
falando, muitas fun¢des com comportamento no peak localmente parecido seriam
esquecidas.

Um exemplo dramatico da razdo pela qual a defini¢do acima de peak ndo é a melhor

possivel é dado pela funcio h(x,t) = e~1*l/\/t definida em R x (0,00). De acordo

Figura 15: A fungio h(x) = e 1*l/\/t possui
um peak em x = 0, mas quando
2 fixamos x, a curva resultante nao

possui peak, veja a Figura 16.

com o que acabamos de definir, a funcdo 4 tera um peak num ponto (xo, fo) se as fungdes
x — u(x, to) et = u(xp, t) possuem peak em x = xq e t = t(, respectivamente. Porém, a

fungdo t — h(xp,t) ndo possui peak conforme representado na Figura 16.

Figura 16: Quando fixamos um ponto xop, a
3.0

funcdo h(xo, t) ndo possui peaks, o
25

que, de acordo com solugéo preli-

minar, descaracterizaria o peak em 0
x = 0 para a func¢do ser um candi-
dato a solucdo peakon de uma equa-
¢do. Na imagem vemos plotada a

curva h(ol t). 0 2 4 6 8 10 12 14

Buscando definir precisamente uma solucdo peakon de uma EDP de duas varidveis
independentes que contemplasse o que se conhece por tal solu¢do, em [33] propusemos

a seguinte definicdo.

Definicdo 6.3.2. Seja u : O C R? — R uma fungio continua. Dizemos que u possui um
peak no ponto (xo, ty) se x — u(x,tg) tem um peak em x = xy ou t — u(xp,t) tem um
peak em t = t.
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Como resultados originais, apresentaremos solugdes peakon para duas familias de

equagdes. No primeiro resultado, encontraremos condigdes para que a equagao
b b—1 b _
U — Upex + 0 Uy + (b 4+ D)u’ " uytiyy + 0t thyxy = 0

admita uma solugdo peakon da forma u(x,t) = Ae~*~!l. A segunda equacio a ser

considerada é dada por

Uyl
us +2a xUxx

e consideraremos uma fungdo da forma u(x,t) = e~ Alx—ct|_

6.3.1 Uma classe de equacdes que unifica as equacdes de Camassa-Holm e Novikov

Considere a equagao

Up — Uppr + attPuy — y(b+ 1)ub*1uxuxx — fyubuxxx =0 (6.12)

que unifica as equag¢des de Camassa-Holm e Novikov, e a funcédo u(x,t) = Ae~lx—ctl

onde A é uma constante e ¢ a velocidade da onda u. Queremos encontrar condi¢cdes
para as constantes «, B,y e A de forma que a equagdo (6.12) admita u como solugdo
peakon.

Colocando z = x — ct, reescrevemos u = ¢(z) = Ae~?l. Em termos da nova funcao

de uma variével ¢, a equacdo (6.12) é transformada na EDO

c(¢ — ") —ag’P' +y(b+1)¢"1p'¢” + 19" = 0. (6.13)

1
loc

Do Exemplo 6.2.7 temos que ¢ pertence a L; .(R) e suas trés primeiras derivadas

distribucionais sao dadas por

¢'(z) = —sign(z)p(z), ¢"(z) = p(z) —246(z),
¢ (z) = —sign(z)¢p(z) — 2Ad (z).

Substituindo as respectivas derivadas na EDO (6.13), obtemos
2Ac8 (z) + (« — (b4 2))sign(z)p* ! +2A7(b + 1)sign(z)d(z) — 2Av¢?d' (z) = 0.
Como sign(z)d(z) = 0 e ¢¥6'(z) = ¢?(0)5(z) — (¢*)'(0)8(z) = A6(z), temos

2A(c — A" (2) + (o — (b + 2))sign(z)¢p" T = 0.
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Para que a igualdade valha, devemos ter A’ = c e & = (b + 2). Assumiremos que
b € N e que a velocidade de onda c seja positiva. Desta forma, temos o seguinte

resultado original.

Teorema 6.3.1. Para toda velocidade de onda ¢ > 0, a equagdo

possui uma solugio peakon da forma u(x,t) = c!/be=l¥—<tl,

Em [31], o Teorema 6.3.1 é enunciado na Proposition 3.1 (pagina 7).

No Capitulo 5 deduzimos a equagédo (6.12) como a tnica subfamilia de uma familia
geral que unifica as equagdes de Novikov e CH possuindo as propriedades de invarian-
cia por uma determinada dilatagdo e auto-adjunticidade estrita. No final do referido
capitulo, percebemos que se tomédssemos « = b+ 2 e v = 1, entdo reduziriamos a
equagdo (6.12) a uma familia a um tnico parametro (a equagdo (6.14) com y = 1)
que unificava as equagdes de CH (b = 1) e Novikov (b = 2). Tal escolha, a princi-
pio, fora realmente uma mistura de sorte com perspicécia, mas a dedugdo da solugdo
peakon mostrou que, ao fazermos tal escolha, estivamos na verdade impondo outra
propriedade importante: existéncia da solugdo peakon que generalizasse o que ja se
conhecia sobre as equagdes de CH [14] e Novikov [56]. Com relagdo a escolha de v, se
tomdassemos 7y = 0 perderiamos todos os termos ndo-lineares da equagdo, dai podemos
simplesmente assumir y # 0. Dividindo (6.14) por 7 e fazendo a mudanca de varidveis
t — yt, eliminamos a constante 7y, o que é equivalente a simplesmente tomarmos 7y = 1.

Era conhecido do trabalho de Camassa e Holm [14] que u(x, ) = ce~*~¢!| determi-

nava uma solugdo peakon da equagdo de CH
Ut — Upxx + 31/[1/[_)( - Zuxuxx + UUxxx-.
Ja para a equacdo de Novikov
- 4utuy =3 2
Ut — Upxx + AU Uy = SUUxUxy + U Uxxx,

os autores em [56] deduziram a solucio peakon u(x,t) = c'/2e=1*=<tl. A solucdo u(x,t) =

cl/be=lx—ct| que encontramos para a equacao a 1-parametro
ur — upex + (b + 2)ubux —(b+ 1)ub_1uxuxx — by =0, bEN, (6.15)

generaliza tais resultados.
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Figura 17: A fungio u(x,t) = 4/3¢~ x4l plo-
tada na bola [—2,2] x [0,1] possui

um peak em x = 4t.

Figura 18: Fixado x = 2, o peak da curva
u(2,t) = 43124 ¢ atingido

quando t = 1/2.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

De maneira mais geral, em [31] consideramos sobreposi¢do de peakons da forma
N
u(xt) = Y pi(t)e” )
j=1

para fungdes p; e q; diferenciaveis, e mostramos que u é uma solugao de (6.15), solugao

esta chamada de multipeakon, se, e somente se, as fungdes pjedq; satisfazem o sistema

dindmico
3 0, 14— |
pi=p; ), sign(q —qi)pi ... pie T 1,
it,eip=1
> 10—y ||~ |
/_ . . 711'7' —_— e — p— Y
gi= ), Pi---pie T
it,eip=1

sistema este que também generaliza os respectivos resultados conhecidos para a CH
[14] e a Novikov [56].

Como podemos observar, resolver o sistema dinadmico acima é uma tarefa ardua,
para ndo dizer impossivel. Geralmente se utilizam métodos numéricos para estimar
determinados comportamentos de u, o que ndo é de nossa algada. Porém, se tomarmos

N =1, reobtemos a solugdo peakon que deduzimos nesta secao.
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6.3.2 Uma familia homogénea de equacdes evolutivas

Consideremos agora a equagao

UxUxx

u; +2a = E€AUyyy, (6.16)

onde a e € sdo constantes reais. Assumamos que a # 0 para que o Unico termo nao-
linear uyuyy/u ndo se anule. Em termos de uma fun¢do u = ¢(z), em que z = x —ct, a

equacdo (6.16) é reescrita como

¢ (c - Za%/) + eag” = 0. (6.17)

Observe que a equagdo (6.16) é homogénea. Desta forma, se u é uma solugdo, entdo
Au seré outra solucio. Logo, consideremos a exponencial ¢ = e~4ll, onde A é uma

constante a ser determinada. As trés primeiras derivadas distribucionais de ¢ sdo dadas
por

¢’ = —Asign(z)p, ¢ = —2A5(z) + A%,

¢" = —2A8'(z) — A3sign(z)¢.

Substituindo na equagéo (6.17), obtemos
A(—c+ A%(2a — ea))sign(z)¢p — 2Aead’ (z) = 0.

Para que a igualdade valha, devemos ter Aea = 0 e A2 = c/(2a — ea). Queremos
encontrar a A de maneira a ser ndo nula, pois caso contrério teremos uma solucdo ¢ =1
que ndo nos interessa. Como a # 0, devemos obrigatoriamente ter € = 0 na primeira
condicdo, de forma a obtermos A% = ¢/2a.

Devemos nos atentar a dois casos: A pode ser real ou imagindrio. Se tomarmos a
velocidade da onda ¢ como positiva, entdo o sinal de a determinara os dois casos. No
mais simples deles, tomamos a > 0 e A = £+/c/2a. Supondo que a solugdo ¢ seja uma

onda solitdria, ou seja, | l‘im $(z) < o0, entdo tomamos A = +/c/2a e a solugao peakon
Z|—00
da equacdo (6.16) sera dada por
u(x,t) = e~V Elretl,

Por outro lado, se a < 0, entdo A = +iB, onde 0 < B = v/—c/2a. Desta forma,

teremos solugdes dadas por

u(x,t) = eBX=ctl = cos(B|x — ct|) + isin(B|x — ct|).
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Figura 19: Solucdao peakon da forma u =

— € |y—
e Val—t comc=3ea=1.

Tal solucdo é complexa e ndo nos interessa. Porém, podemos olhar separadamente cada
uma das fungdes a fim de verificar se alguma delas resolve a equagdo. Inicialmente
observe que a fun¢do cosseno ndo nos fornecera um peakon devido a sua paridade. Por
outro lado, a fung¢do u(x,t) = ¢1(z) = sin(B|z|) possui um peak em z = 0 conforme o
Exemplo 6.3.1 (b) e é de fato uma candidata a solugdo peakon. Calculando suas derivadas

distribucionais, temos
¢| = Bsign(z) cos(B|z|), ¢} = —2Bd(z) — B*sin(B|z|),
¢]" = —2B&'(z) — B3sign(z) cos(B|z|),
de onde segue que reescrevemos (6.17) como
Bsign(z) cos(B|z|)(c + B*(2a — ea)) — 2Bead’(z) = 0.

Como B? = —c/2a, vemos que o primeiro termo claramente se anula, restando apenas
2Bead’(z) = 0. Pelos mesmos argumentos da exponencial real, a equacdo admitird
u(x,t) = sin(B|z|) como solugdo peakon somente se € = 0.

Consequentemente, temos o seguinte resultado:
Teorema 6.3.2. Para qualquer velocidade de onda c > 0, a onda viajante
e Valitl ge 550,

u(x,t) =
() sin( —%|x—ct|>, se a<0,

é uma solucdo peakon da equagao

UxUxx
ur + 2a

= €aUxxx,

se, e somente se € = 0.
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Figura 20: A funcéo
c
/t = si - " —ct 7
u(x,t) = sin( ’/Za’x ct])
comc=2ea—= —2,éuma onda

limitada com peak ao longo da
curva x = 2t. Ela determinard
uma solugdo peakon para a equagao

(6.16) com a = —2.

Durante o desenvolvimento da presente tese, o estudo de solugdes peakon da equagdo
(6.16) fora complicado. Em [47], Freire e Sampaio sugeriram que a equagdo (6.16)
pudesse admitir u = e~ A"l onde A é uma constante determinada em funcio de
c,a,€, como solucdo peakon para todos os valores das constantes a e €. Tal resultado era
condizente com o que Wazwaz [108] havia deduzido para diversas equagdes evolutivas.
Entretanto, entendemos que os métodos que foram utilizados em [47, 108] ndo estavam
corretos, pois as derivadas ndo estavam sendo calculadas de maneira distribucional.
Foi entdo que percebemos os erros em tais trabalhos e que a solugdo peakon somente
surgiria para o caso € = 0.

Desde seu aparecimento [14], as solugdes peakon tém atraido muitos pesquisadores a
desenvolverem teorias para equag¢des do tipo s — Usyy = F(U, Uy, Uxy, Uyry). Até onde
sabemos, nosso estudo das solugdes peakon da equagdo (6.16) é o primeiro a estudar
equacgdes evolutivas. O mais interessante é que fomos capazes de encontrar dois peakons
distintos, e um deles nunca antes considerado antes na literatura, para casos de uma
familia relativamente complicada. Este fato levanta questionamentos sobre classificagdo
de equagdes evolutivas admitindo peakons. Conjecturamos que se uma equagado evolutiva
possui uma solugdo peakon, entdo sua ordem serd no maximo dois. Este, porém, é um

tema que se encontra em aberto.
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Nesta tese discutimos propriedades dlgebro-geométricas de certas equagdes diferenciais.
No Capitulo 2 formalizamos os conceitos de simetria de Lie e solugdes invariantes que
foram utilizados no Capitulo 3 para obten¢do dos Teoremas de classificacdo de simetrias
da EDO (3.6), das EDPs (3.7), (3.8) e (3.10) e do sistema (3.9).

No Capitulo 4 estruturamos os Teoremas de Noether e Ibragimov para que pudésse-
mos ter ferramentas para encontrar leis de conservac¢do. Nas Secoes 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.3
exibimos resultados originais (Teoremas 4.5.1-4.5.6) acerca de leis de conservacdo de
algumas equacdes.

No Capitulo 5 deduzimos a equagdo a 1-parametro que mudou o rumo do trabalho
que até entdo estdvamos desenvolvendo. Passamos a analisar propriedades relacionadas
com existéncia de infinitas leis de conservagdo (integrabilidade) e solugdes peakon.
Nesta tese, apenas pincelamos os conceitos relacionados a integrabilidade de equacdes
diferenciais parciais.

Ja no Capitulo 6, apresentamos conceitos de andlise funcional para que pudéssemos
construir a teoria de distribuicdes, teoria esta que fornece a base para o estudo de
solugdes apenas continuas que devem ser derivadas no sentido fraco. Por fim, nas
Subsecdes 6.3.1 e 6.3.2, deduzimos nossos resultados originais (Teorema 6.3.1 e Teorema
6.3.2) caracterizando solugdes peakon de duas familias de equagdes diferenciais parciais.

Existem muitos problemas em aberto relacionados ao tema desta tese. Abaixo,

listamos alguns:

1. E conhecido que se uma equagao possui uma lei de conservagio, entdo a equagio
é ndo-linearmente auto-adjunta [4, 5, 6, 3]. O problema teérico é que até hoje
ndo se conseguiu determinar qual a ordem da substituicdo que torna a equagao
auto-adjunta. Haveria alguma relagdo entre a ordem dos vetores conservados com

a ordem da substituicdo?

2. Ainda sobre auto-adjunticidade ndo-linear, existe alguma conexdo entre auto-

adjunticidade ndo-linear e integrabilidade de equagdes? Apesar de existirem
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problemas tedricos, como o mencionado no item anterior, responder esta pergunta
proveria um método que poderia ser indicativo da integrabilidade de sistemas e

equacdes. Essa ideia é explorada de modo ingénuo em [33].

3. Num artigo muito recente [17], os autores consideraram uma determinada equagdo
integravel e argumentaram que a tnica escolha consistente com os pares de Lax da
equacao daria forma a uma solucdo peakon diferente da ja conhecida na literatura
[53]. Como o célculo das solugdes peakon se tornou padrao, este artigo levanta
um sério questionamento sobre se tudo o que foi feito é realmente calculado da
maneira correta. Apesar de recente, o artigo vem atraindo o interesse dos maiores

nomes da éarea.
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