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RESUMO

Neste trabalho estudamos diversos aspectos de algumas classes de equações ou sistemas

de equações. Simetrias de Lie, de Noether, leis de conservação derivadas do Teorema

de Noether e soluções invariantes são obtidas para uma classe de equações diferenciais

ordinárias. Também consideramos equações e sistemas do tipo Camassa-Holm, alguns

dos quais foram obtidos como soluções de um problema inverso. Para todos são

encontradas as simetrias de Lie e, para alguns, obtemos leis de conservação utilizando o

Teorema de Ibragimov. Além disso, para casos particulares das equações deduzidas via

problema inverso, investigamos a existência de soluções peakon e multipeakon. Finalmente,

consideramos uma família de equações evolutivas, a qual admite soluções peakon e

membros integráveis.

Palavras-chave: Simetrias, leis de consevação, peakons, integrabilidade
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ABSTRACT

In this work we study several aspects of some families of differential equations and

systems. Lie point symmetries, Noether symmetries, conservation laws obtained from

Noether Theorem and invariant solutions are derived for a class of ordinary differential

equations. We also consider Camassa-Holm type equations and systems, some of which

deduced from an inverse problem. For all of them we obtain Lie point symmetry classi-

fications and, for some, conservation laws using Ibragimov’s Theorem. Furthermore,

for particular cases of the equations obtained as an inverse problem, we investigate

the existence of peakon and multipeakon solutions. Finally, we consider a family of

evolution equations, which admits peakon solutions and integrable members.

Keywords: Symmetries, conservation laws, peakons, integrability
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1 I NTRODUÇÃO

Ao iniciar o Mestrado, no ano de 2013, minha dissertação deveria discorrer sobre o

chamado Teorema de Ibragimov e estruturá-lo em termos de teoria de operadores, o

que até hoje não foi feito. A princípio eu não conhecia as técnicas utilizadas em tal

teorema, mas sabia que possuía relações com o Teorema de Noether que, por sua vez,

relaciona simetrias de equações com quantidades conservadas. Como em meu Trabalho

de Conclusão de Curso [23, 48] já havia estudado o Teorema de Noether aplicado a

equações diferenciais ordinárias, a transição acabou não sendo traumática.

Nosso primeiro passo foi estudar a equação de Novikov modificada

ut − utxx + (b + 1)u2ux − buuxuxx − uxxx = 0

do ponto de vista do conceito de auto-adjunticidade estrita proposto por Ibragimov

[60, 65]. Provamos que apenas o caso especial b = 3, já conhecido na literatura e

chamado de equação de Novikov, admitia tal propriedade.

Ao descobrir um congresso a ser realizado em julho de 2013 na cidade de Waterloo,

Canadá, perguntei ao meu orientador se poderia enviar tal trabalho para apresenta-

ção em pôster. Recebi resposta positiva e no referido período apresentei em painel o

trabalho intitulado “On the group analysis of a modified Novikov equation” no Interdiscipli-

nary International Conference on Applied Mathematics, Modeling and Computational Science

(AMMCS 2013), o que culminou num capítulo de livro publicado pela Springer [29].

Os resultados ali publicados correspondem ao Teorema 3.2.1 e partes dos Teoremas

4.5.4 e 4.5.5. Mais importante do que a publicação em si, o congresso me propiciou

a oportunidade de conhecer pesquisadores que até então apenas conhecia por seus

trabalhos. O contato que tive com Maria Gandarias (Universidad de Cádiz, Espanha) e

Chaudry Masood Khalique (Northwest University, África do Sul) gerou um convite para

participação na 10th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations and

Applications (AIMS 2014), congresso este que mudaria drasticamente os rumos da minha

dissertação.
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2 introdução

Paralelamente ao AMMCS 2013, trabalhávamos para encontrar grupos de simetria de

Lie, Noether, primeiras integrais e soluções da equação

y(2n) + f (y) = 0, (1.1)

onde n é num inteiro positivo. Esta equação generaliza parcialmente nossos resultados

anteriores acerca da família de equações

y′′′′ + αxγyp = 0, α 6= 0, γ ∈ R, p /∈ {0, 1},

cujos resultados foram publicados em [48] e foi a base do material do meu Trabalho

de Conclusão de Curso para obtenção do título de bacharela em Matemática [23].

Os resultados relativos à equação (1.1) foram publicados no IMA Journal of Applied

Mathematics [31] e correspondem aos Teoremas 3.1.2, 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.3 desta tese.

No último semestre de 2013, ainda influenciados pela equação de Novikov modi-

ficada, tentamos entender qual era a relação entre nossos resultados e as diversas

outras equações importantes que haviam surgido nos últimos anos e que possuíam a

mesma propriedade de auto-adjunticidade. Juntando alguns resultados da literatura,

percebemos que a equação de Novikov

ut − utxx + 4u2ux − 3uuxuxx − u2uxxx = 0

e a chamada de equação de Camassa-Holm

ut − utxx + 3uux − 2uxuxx − uuxxx = 0

tinham propriedades de auto-adjunticidade e simetria em comum. Deduzimos então a

família de equações

ut − utxx + (b + 2)ubux − (b + 1)ub−1uxuxx − ubuxxx = 0 (1.2)

que possui ambas as propriedades e que unificava as equações de Camassa-Holm

e Novikov, veja [30]. Diante do convite para participação na AIMS 2014, realizado

em julho de 2014 em Madri, Espanha, submetemos nossos resultados para a Student

Paper Competition e fui selecionada como finalista. Além da grande oportunidade de

pela primeira vez oralmente apresentar um trabalho em inglês, o reconhecimento pelo

trabalho bem feito foi o melhor prêmio que eu poderia receber. Como se tal prêmio já

não fosse o suficiente, outra apresentação rendeu frutos ainda maiores.



introdução 3

Na seção especial conduzida por Gandarias e Khalique, tive a oportunidade de

apresentar o mesmo trabalho para um público bem mais familiarizado com o tema. Um

dos presentes era o renomado Stephen Anco (Brock University, Canadá) e meu trabalho

rendeu discussões sobre assuntos bem mais profundos, como a existência de soluções

especiais e outras propriedades da família que havíamos deduzido.

Voltando ao Brasil, tínhamos estabelecido colaboração com Anco e trabalhávamos

remotamente. Porém, nesta época eu deveria qualificar e preparar minha dissertação de

Mestrado. Foi então que a situação mudou drasticamente.

Decidimos que seria melhor converter meu Mestrado para Doutorado Direto e, desta

forma, teríamos tempo para continuar desenvolvendo pesquisa sem nos preocuparmos

com a defesa do Mestrado. Este tempo a mais que tivemos culminou no aprofundamento

do estudo da equação que tínhamos deduzido e passamos então a analisar propriedades

que até então não considerávamos. Do estudo de simetrias e Teorema de Ibragimov,

passamos a estudar integrabilidade de equações e certas soluções “estranhas”. Ou seja,

em termos de teoria e novos estudos era como se um novo projeto começasse.

Passamos a estudar aspectos geométricos mais profundos, como estruturas simplé-

ticas, métodos algébricos para obtenção de infinitas simetrias e a chamada Teoria de

Distribuições para as soluções. Os resultados da colaboração com S. Anco é um trabalho

publicado no Journal of Mathematical Physics [7] e aparecem como os Teoremas 3.3.1,

4.5.4 e 4.5.5 e nas soluções da Subseção 6.3.1.

Como nosso interesse havia mudado de simetrias para integrabilidade e soluções

do tipo peakon de equações diferenciais parciais, em 2015 meu orientador aproveitou o

estudo da família de equações

ut + 2a
uxuxx

u
= εauxxx = 0, ε, a ∈ R, (1.3)

que ele e Júlio Cesar Santos Sampaio estavam desenvolvendo e me propôs a análise da

integrabilidade da equação em questão. Obtivemos resultados interessantes não somente

sobre integrabilidade e soluções peakon, mas também sobre obtenção de soluções da

equação que estudávamos a partir de soluções de equações já bem estabelecidas na

literatura. O resultado de tais estudos é o trabalho [33], que atualmente encontra-se

submetido a um periódico internacional.

Nesta tese, procuramos ilustrar a teoria com exemplos próprios ou que serão im-

portantes para conceitos posteriores. De maneira geral, por Proposição e Lema nos

referiremos a resultados já estabelecidos na literatura que não são de nossa autoria. Al-

gumas proposições mais famosas, como Teorema da Aplicação Implícita ou Teorema de



4 introdução

Noether, levam seus respectivos nomes. Por outro lado, nossos resultados são chamados

de Teorema. Com relação aos frutos originais desta tese, tivemos dois artigos publicados

[7, 31], um capítulo de livro [29], diversos proceedings de congressos [25, 26, 27, 28, 32],

além de dois artigos atualmente submetidos a periódicos internacionais [24, 33].

A presente tese está estruturada da seguinte forma:

• No Capítulo 2 discutiremos a teoria de variedades diferenciáveis para que de

maneira geométrica possamos definir equações diferenciais, simetrias de Lie e

soluções invariantes;

• No Capítulo 3 apresentaremos resultados originais acerca de classificação de

simetrias de Lie e soluções invariantes de algumas equações que trabalhamos nos

últimos quatro anos;

• No Capítulo 4 formalizaremos a teoria de leis de conservação, auto-adjunticidade

e Teoremas de Noether e Ibragimov para encontrarmos leis de conservação de

equações. Nas Seções 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.3 exibimos resultados originais sobre leis

de conservação;

• No Capítulo 5 discorreremos sobre a motivação que nos levou a estudar equações

diferenciais parciais de um novo ponto de vista. Deduzimos duas classes de

equações diferenciais com membros integráveis. Uma, não-evolutiva dada por

(1.2), unifica as equações de Camassa-Holm e Novikov. A outra, que inclui a

equação evolutiva (1.3);

• No Capítulo 6 estudamos princípios de análise funcional e estruturamos a teoria

de distribuições. Na Seção 6.3 definimos soluções peakon e encontramos tais

soluções para duas famílias de equações.

• Finalmente, no Capítulo 7 apresentamos as conclusões desta tese.



2 S IMETR IAS DE L IE DE EQUAÇÕES

D IFERENC IA I S

De maneira ingênua, uma simetria de Lie de um determinado sistema de equações

diferenciais é um grupo de transformações agindo no espaço de variáveis dependentes

e independentes que de alguma maneira deixa o sistema invariante. Tal sistema, de

ordem k, geralmente é abordado simplesmente como uma expressão da forma

Fα(x, u, u(1), u(2), · · · , u(k)) = 0,

onde α = 1, 2, . . . , r; x ∈ Rm; u : Rm → Rn é uma função suficientemente diferenciável,

e u(j) representa o conjunto de derivadas de u de ordem j.

Do ponto de vista prático do estudo de invariância do sistema, tal definição de

simetria é suficiente no sentido de que uma construção mais rigorosa não se faz

necessária para a obtenção das simetrias. Por outro lado, uma vez que estamos lidando

com propriedades geométricas de objetos como equações diferenciais e grupos de

simetria, é importante darmos uma estrutura mais robusta para tais entidades a fim

de estabelecermos conexões formais entre elas. Nesse sentido, as chamadas variedades

diferenciáveis se tornam o ambiente matemático natural para tal objetivo. Como

consequência construiremos a variedade de jatos, que reduz um sistema de equações

diferenciais a uma subvariedade da variedade de jatos e simetrias de Lie a fluxos de

seções do fibrado de jatos.

2.1 variedades diferenciáveis

As variedades diferenciáveis generalizam os conceitos familiares de curvas e superfícies

no espaço R3, veja [76]. Em geral, uma variedade de dimensão m é um espaço de

Hausdorff que localmente se comporta como o Rm, mas que globalmente pode ter

propriedades bem diferentes.
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6 simetrias de lie de equações diferenciais

Definição 2.1.1. Uma variedade diferenciável de dimensão m é um espaço de Hausdorff

M munido de uma família enumerável A = {(Uα, ϕα), α ∈ I ⊂N} de abertos Uα ⊂ M,

chamada de atlas, e homeomorfismos ϕα : Uα → ϕα(Uα) ⊂ Rm que satisfazem as

seguintes propriedades:

(a) A família {Uα, α ∈ I} cobre M:

⋃
α∈I

Uα = M.

(b) Uα ∩Uβ = ∅ ou a função de transição

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩Uβ)→ ϕβ(Uα ∩Uβ)

é infinitamente diferenciável no sentido usual de análise, ∀α, β ∈ I.

Na definição anterior, chamamos cada Uα de domínio coordenado, ϕα é a correspon-

dente função coordenada local e dizemos que o par (Uα, ϕα) é uma carta coordenada

em M. Para cada p ∈ M e cada carta (U, ϕ) ∈ A de M com p ∈ U, denotaremos por

p̂ := ϕ(p) = (x1(p), . . . , xm(p)) as coordenadas locais de p em Rm.

Exemplo 2.1.1. O espaço Rm é uma variedade diferenciável de dimensão m. De fato,

id : Rm → Rm define um homeomorfismo global.

De maneira mais geral, se M é uma variedade de dimensão m, A = {(Uα, ϕα), α ∈ I}
é um atlas em M e U ⊂ M é um aberto (portanto Hausdorff), definindo Vα = Wα ∩U,

temos que B = {Vα, ϕα

∣∣∣
Vα

} define um atlas em U. De fato, as condições (a) e (b) são

satisfeitas e U é chamado de subvariedade aberta de M.

Sejam M e N duas variedades diferenciáveis de dimensão m e n, respectivamente, e

F : M → N uma função. Dizemos que F é uma função infinitamente diferenciável se,

para todo p ∈ M, existem cartas (U, ϕ) de M, com p ∈ U, e (V, ψ) de N, com F(U) ⊂ V,

tais que a representação coordenada de F

F̃ := ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ F−1(V))→ ψ(V)

seja infinitamente diferenciável. Se F é infinitamente diferenciável, simplesmente

diremos que F é diferenciável.

A diferenciabilidade é uma propriedade intrínseca da função em termos das estruturas

diferenciáveis das variedades em questão.
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M N

ψ(V) ⊂ Rnϕ(U) ⊂ Rm

p

F(p)U

ϕ
ψ

F

ψ ◦ F ◦ ϕ−1

V

F(U)

Figura 1: Diferenciabilidade de F.

Proposição 2.1.1. Sejam M, N e P variedades diferenciáveis.

(a) Toda função diferenciável F : M→ N é contínua;

(b) A função identidade id : M→ M é diferenciável;

(c) Se U ⊂ M é um aberto, então a inclusão i : U ↪→ M, dada por i(x) = x, é

diferenciável;

(d) Se F : M→ N e G : N → P são diferenciáveis, então G ◦ F : M→ P também o é.

Demonstração. Veja [76], Proposition 2.4 (página 34) para o item (a) e Proposition 2.10

(página 36) para os demais.

Proposição 2.1.2. Suponha que M1, . . . , Mk, N sejam variedades diferenciáveis. Para

cada i, seja πi : M1 × · · · × Mi × · · · × Mk → Mi a projeção em Mi. Então F : N →
M1 × · · · ×Mk é diferenciável se, e somente se, cada uma de suas funções componentes

Fi = πi ◦ F : N → Mi o for.

Demonstração. Veja [76], Proposition 2.12 (página 36).

Se M e N são variedades diferenciáveis, definimos um difeomorfismo F : M → N

como sendo uma bijeção diferenciável com inversa diferenciável. Se existe tal difeomor-
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fismo entre M e N, dizemos que as variedades são difeomorfas. Duas variedades M e

N não podem ser difeomorfas a não ser que dim M = dim N.

Da Proposição 2.1.1 temos que todo difeomorfismo é um homeomorfismo, composição

de difeomorfismos também é um difeomorfismo e a restrição de um difeomorfismo a

um aberto U é um difeomorfismo entre U e sua imagem. Além disso, serem difeomorfas

define uma relação de equivalência na classe de todas as variedades diferenciáveis.

Denote por C∞(M) o conjunto de todas as funções F : M → R infinitamente di-

ferenciáveis e seja p ∈ M. Se F, G ∈ C∞(M) e α ∈ R, então a soma e multiplicação

usuais

(F + G)(p) := F(p) + G(p), (αF)(p) := αF(p)

dão a C∞(M) uma estrutura de espaço vetorial. Uma transformação linear v : C∞(M)→
R é dita ser uma derivação em p se, ∀ f , g ∈ C∞(M), a regra de Leibniz

v( f g) = f (p)vg + g(p)v f

for satisfeita.

O conjunto de todas as derivações em C∞(M) em p, denotado por TpM, é chamado

de espaço tangente a M em p e os elementos v ∈ TpM são os vetores tangentes. Quando

munimos TpM das operações usuais de soma e multiplicação damos ao espaço tangente

uma estrutura de espaço vetorial.

Uma vez que definimos função diferenciável entre variedades, o próximo passo é

explorar como funções diferenciáveis afetam o plano tangente.

Definição 2.1.2. Sejam M e N variedades diferenciáveis e F : M → N uma função

diferenciável. Dado v ∈ TpM, a diferencial de F no ponto p ∈ M é a transformação

linear

dFp : TpM→ TF(p)N,

definida por

dFp(v)( f ) = v( f ◦ F), ∀ f ∈ C∞(N).

Similarmente às propriedades que conhecemos em Rn, temos:

Proposição 2.1.3. Sejam M, N e P variedades diferenciáveis, F : M → N, G : N → P

funções diferenciáveis e p ∈ M. Então:

(a) d(G ◦ F)p = dGF(p) ◦ dFp : TpM→ TG◦F(p)P;
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M
N

R

p

F(p)

F fv
dFp(v)

TpM TpN

Figura 2: A diferencial de uma função F : M → N. Note que ela transporta vetores

tangentes v ∈ TpM a vetores tangentes dFp(v) ∈ TF(p)N.

(b) d(idM)p = idTp M : TpM→ TpM;

(c) Se F é um difeomorfismo, então dFp : TpM→ TF(p)N é um isomorfismo.

Demonstração. Veja [76], Proposition 3.6 (página 55).

O que queremos, na verdade, é utilizar coordenadas para relacionar o espaço tan-

gente em M com o espaço tangente em Rm. Porém, o problema que encontramos

nesse momento é que, enquanto definimos o espaço tangente em termos de funções

diferenciáveis na variedade inteira, as cartas estão intimamente ligadas a abertos dela.

O próximo resultado nos diz que podemos identificar o espaço tangente de um aberto

da variedade com o espaço tangente da variedade inteira.

Proposição 2.1.4. Sejam M uma variedade diferenciável e U ⊂ M um aberto. Para cada

p ∈ U, temos que dip : TpU → TpM, onde i : U ↪→ M é a função inclusão, define um

isomorfismo.

Demonstração. Veja [76], Proposition 3.9 (página 56).

Note que, dado um aberto U ⊂ M, o isomorfismo da proposição anterior é canônico.

Desta forma, TpU e TpM são indistinguíveis a menos de isomorfismo.

Proposição 2.1.5. Sejam M uma variedade diferenciável de dimensão m e p ∈ M. Então

TpM é um espaço vetorial de dimensão m.

Demonstração. Veja [76], Proposition 3.10 (página 57).

Observe que Rm é um espaço vetorial. Desta forma, Rm é isomorfo a TpRm, o que

explica o porquê de sempre tratarmos TpRm como o próprio Rm.
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Proposição 2.1.6. A aplicação Dv : Rm → TpRm dada por Dv(p) = Dv

∣∣∣
p
, no qual

Dv

∣∣∣
p

: C∞(Rm)→ TpRm é a função tal que

Dv

∣∣∣
p

f =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

f (p + tv), (2.1)

é um isomorfismo canônico de Rm em TpRm.

Demonstração. Uma versão mais geral desta Proposição, juntamente com sua demons-

tração, pode ser encontrada em [76], Proposition 3.13 (página 59).

Exemplo 2.1.2. Sejam {e1, . . . , em} uma base para Rm e p ∈ Rm. Como (2.1) é um

isomorfismo de Rm em TpRm, então {Dei

∣∣∣
p
, i = 1, . . . , m} forma uma base para TpRm.

Mas, dada f ∈ C∞(Rm), temos

Dei

∣∣∣
p

f =
d
dt

f (p + tv)
∣∣∣
t=0

= 〈∇ f , ei〉 =
∂

∂xi

∣∣∣
p

f ,

onde 〈·, ·〉 denota o produto interno usual em Rm e ∇ f o gradiente de f . Portanto,

obtemos

Dei

∣∣∣
p
=

∂

∂xi

∣∣∣
p

e encontramos uma base do espaço tangente TpRm. A identificação de um elemento

v =
m

∑
i=1

vi ∂

∂xi

∣∣∣
p
∈ TpRm com um de Rm se dá por v 7→ (v1, v2, . . . , vm).

A partir de agora, adotaremos a convenção de Einstein para índices repetidos, ou

seja, escreveremos

v = vi ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

, i = 1, . . . , m,

significando que v é uma soma de i = 1 a m.

Suponha que M e (U, ϕ) sejam uma variedade de dimensão m e uma carta de M,

respectivamente. Da Proposição 2.1.3 (c), temos que dϕp : TpU → Tϕ(p)ϕ(U) é um

isomorfismo. Combinando tal resultado com a Proposição 2.1.4, concluímos que

dϕp : TpM→ Tϕ(p)R
m

é um isomorfismo.
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Do Exemplo 2.1.2 temos que as derivações

∂

∂x1

∣∣∣
ϕ(p)

, · · · ,
∂

∂xm

∣∣∣
ϕ(p)

formam uma base de Tϕ(p)R
m. Desta forma, a pré-imagem desses vetores pelo isomor-

fismo dϕp nos dá uma base para TpM. Denotaremos tal base de TpM por{
∂

∂x1

∣∣∣
p
, · · · ,

∂

∂xm

∣∣∣
p

}
.

Temos, então

∂

∂xi

∣∣∣
p

f = (dϕp)
−1
(

∂

∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

)
f = dϕ−1

ϕ(p)

(
∂

∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

)
f =

∂

∂xi ( f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)).

Em outras palavras, ∂/∂xi
∣∣

p nada mais é do que a derivação da i-ésima coordenada

de f ◦ ϕ−1 no ponto ϕ(p). No caso especial de coordenadas usuais de Rm, esses vetores

são literalmente as derivações parciais.

Com a base já encontrada, podemos dizer que um vetor tangente v ∈ TpM é escrito

unicamente como uma combinação linear

v = vi ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

, i = 1, . . . , m.

Seja F : M → N uma função diferenciável, onde M, N são variedades de dimensão

m e n, respectivamente. No ponto p ∈ M, sejam (U, ϕ) e (V, ψ) cartas de M e N,

respectivamente, com p ∈ U e F(U) ⊂ V. Dada a representação coordenada F̂ =

ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ F−1(V)) → ψ(V), sabemos que a transformação linear dF̂p̂ é

representada pela matriz Jacobiana de F̂ em p̂ = ϕ(p).

Por outro lado, calculando a diferencial de F em p num elemento qualquer da base

de TpM e utilizando a Proposição 2.1.3 (a), obtemos

dFp

 ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

 =
∂F̂j( p̂)

∂xi
∂

∂yj

∣∣∣∣∣
F(p)

, j = 1, . . . , n, (2.2)

onde (y1, . . . , yn) denota coordenadas em V.

Desta forma, concluímos que, em coordenadas, dFp é a transformação linear cuja

representação matricial é dada pela matriz Jacobiana de F̂ no ponto p̂. Muitas vezes cha-

mamos dFp de pushforward e denotamos por F∗ pelo simples fato de ser a transformação

que naturalmente leva um elemento de um espaço tangente ao outro.
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p

F(p)

ϕ
ψ

F

F̂

TF(p)NTpM

dFp

dF̂p̂

p̂ F̂( p̂)

Tp̂Rm
TF̂( p̂)R

nU

V

Figura 3: A diferencial em coordenadas.

Dizemos que a aplicação diferenciável F : M→ N é uma imersão se dFp é injetiva em

cada p ∈ M. Caso dFp seja sobrejetiva em cada p ∈ M, dizemos que F é uma submersão.

Um mergulho é uma imersão F : M→ N que também é um homeomorfismo sobre sua

imagem.

Definição 2.1.3. Seja M uma variedade diferenciável. Uma subvariedade regular de M

é um subconjunto S ⊂ M que é uma variedade diferenciável com respeito à topologia

de subespaços tal que a inclusão i : S ↪→ M é um mergulho.

A próxima proposição nos fornece uma maneira de construir subvariedades regulares

de uma variedade diferenciável.

Proposição 2.1.7. Sejam M e N variedades diferenciáveis, F : N → M um mergulho

e S = F(N). Com respeito à topologia de subespaços, S possui uma única estrutura

diferenciável que a transforma em uma subvariedade regular de M com a propriedade

de que F é um difeomorfismo sobre S.

Demonstração. Veja [76], Proposition 5.2 (página 99).
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Exemplo 2.1.3. Sejam M e N variedades diferenciáveis de dimensão m e n, respectiva-

mente, U ⊂ M um aberto, e f : U → N uma função diferenciável. Defina o gráfico de f

como sendo o conjunto

Gr f = {(x, f (x)) ⊂ M× N; x ∈ U}.

Mostremos que Gr f é uma subvariedade de M× N de dimensão m.

Defina γ f : U → M × N como sendo γ f (x) = (x, f (x)). Como cada uma de suas

componentes é diferenciável, temos que γ f é diferenciável. Note agora que πM ◦ γ f =

idU. Desta forma, dado x ∈ U,

d(πM)(x, f (x)) ◦ d(γ f )x = d(πM ◦ γ f )x = d(idU)x = idTxU = idTx M.

Logo, d(γ f )x é injetiva, de onde segue que γ f é uma imersão.

Note agora que πM

∣∣∣
Gr f

é tal que πM ◦ γ f = idU = γ f ◦ πM
∣∣
Gr f . Desta forma, pela

continuidade da projeção, segue que γ f é um homeomorfismo. Logo, γ f (U) = Gr f é

uma subvariedade regular de M× N.

Proposição 2.1.8. (Teorema da Aplicação Inversa) Suponha que M e N sejam varie-

dades e F : M→ N seja uma função diferenciável. Se p ∈ M é um ponto tal que dFp é

inversível, então existem vizinhanças abertas U0 3 p e V0 3 F(p) tais que F
∣∣∣
U0

: U0 → V0

é um difeomorfismo.

Demonstração. A demonstração segue como consequência quase imediata do Teorema

da Aplicação Inversa para o Rm. Entretanto, ela pode ser encontrada em [76], Theorem

4.5 (página 79).

Dada uma aplicação diferenciável F : M→ N e q ∈ F(M), definimos a fibra de F em

q como sendo o conjunto F−1({q}). O ponto q ∈ M é dito ser um valor regular de F se

dFp : TpM→ TF(p)N é sobrejetora, para todo p ∈ F−1({q}).
O Exemplo 2.1.3 é útil no sentido de que podemos olhar para o gráfico de uma

função diferenciável como um conjunto munido de uma estrutura suficientemente forte.

Utilizaremos essa estrutura, todavia, em objetos vistos como a fibra de algum valor

regular.

Proposição 2.1.9. (Teorema da Aplicação Implícita) Sejam M e N variedades diferen-

ciáveis e F : M→ N uma aplicação diferenciável. Dado q ∈ F(M), defina S = F−1({q}).
Se F

∣∣
S é uma submersão, então S tem uma única estutura de variedade tal que S é uma

subvariedade regular.
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Demonstração. Veja [107], Theorem 1.38 (página 31).

Como consequência da Proposição 2.1.9, temos o resultado que mais nos interessa.

Proposição 2.1.10. S ⊂ M é uma subvariedade regular de M se, e somente se, todo

ponto de S tem uma vizinhança U ⊂ M tal que U ∩ S é a fibra de alguma submersão

f : U → Rm−s, onde m e s representam, respectivamente, as dimensões de M e S.

Demonstração. Veja [76], Proposition 5.16 (página 106).

A Proposição 2.1.10 é talvez a mais importante desta seção. Ela nos mostrará como

traduzir a definição geométrica de sistema de equações diferenciais no que é tradicio-

nalmente conhecido.

2.2 espaço de k-jatos e sistemas de equações

diferenciais

Considere variedades E e M. Um feixe de fibras é uma tripla (E, π, M) tal que π : E→
M é uma submersão sobrejetiva. A variedade E é chamada de espaço total e M é a base.

Para cada ponto p ∈ M, Ep = π−1({p}) é chamada de fibra do feixe no ponto p.

O que a definição de feixe de fibras nos diz é que localmente podemos colocar uma

estrutura de espaço produto em E, estrutura essa que não necessariamente é refletida

em propriedades globais. A vantagem é que podemos colocar coordenadas de certa

forma especiais em tais espaços. Mas antes de prosseguir com a definição de tais

coordenadas, exemplifiquemos o feixe de fibras que será de extrema importância no

que se segue.

Exemplo 2.2.1. Seja E = Rm ×Rn e M = Rm. Defina π : E → M por π(p, q) = p.

Então π é claramente uma submersão sobrejetora e (E, π, M) é um feixe de fibras. Dado

p ∈ M, a fibra Ep do feixe é dada por Ep = π−1({p}) = {p} ×Rn.

De maneira mais geral, se E = M× N é uma variedade produto, onde M e N são

variedades quaisquer, então (E, π, M) com a projeção natural π : M× N → M é um

feixe de fibras.

Definição 2.2.1. Seja (E, π, M) um feixe de fibras tal que dim M = m e dim E = m + n,

e seja ϕ : U → Rm+n uma função coordenada local do aberto U ⊂ E. O sistema de
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coordenadas determinado por ϕ é chamado de sistema de coordenadas adaptadas se,

para todo a, b ∈ U tal que π(a) = π(b), temos π1(ϕ(a)) = π1(ϕ(b)) onde π1 : Rm+n →
Rm denota a projeção usual.

b

a
p

U
Ep

ϕ(a)

π
Rm

ϕ

ϕ(b)

E

π(p)

Rn

M

π1(ϕ(a))

= π1(ϕ(b))

Figura 4: A figura ilustra a definição de sistema de coordenadas adaptadas. Todos os

pontos de Ep ∩U possuem as mesmas primeiras m coordenadas, ou seja, são

caracterizados apenas pelas suas últimas n coordenadas.

Exemplo 2.2.2. Considere o feixe de fibras (Rm ×Rn, π, Rm). Se U = Rm ×Rn, então

id : U → Rm+n determina um sistema de coordenadas adaptadas (x1, . . . , xm, u1, . . . , un)

em U. De fato, sejam a, b ∈ Rm ×Rn tais que π(a) = π(b). Denote as coordenadas

de a por (x1, . . . , xm, u1, . . . , un) e as de b por (x̃1, . . . , x̃m, ũ1, . . . , ũn). Se π(a) = π(b),

então as primeiras m coordenadas de a e b são iguais. Além disso, π1(id(a)) =

(x1, . . . , xm) = (x̃1, . . . , x̃m) = π1(id(b)). Portanto, o sistema de coordenadas é um

sistema de coordenadas adaptadas.

Definição 2.2.2. Se (E, π, M) é um feixe de fibras, então uma trivialização local do feixe

num ponto p ∈ M é um difeomorfismo φ : π−1(U) → U × Ñ, onde U ⊂ M é uma

vizinhança de p e Ñ é uma variedade, tal que π1 ◦ φ = π, onde π1 : U × Ñ → U é a

projeção canônica em U. Se existe um difeomorfismo global φ : E → M× F tal que

π1 ◦ φ = π, então o feixe é dito ser trivial.

É importante observar que o aspecto local da trivialização se refere a M e não a E.

Além disso, a existência de uma trivialização local em todo ponto de M automaticamente

implica a submersão da projeção π.
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Um feixe de fibras que admite, para todo p ∈ M, uma trivialização local é chamado

de fibrado. Usaremos a notação π : E→ M quando nos referirmos ao fibrado (E, π, M).

Exemplo 2.2.3. Considere o feixe (Rm×Rn, π, Rm) do Exemplo 2.2.1. Para cada p ∈ Rm,

seja Up a bola aberta centrada em p de raio 1. Como π−1(Up) = Up ×Rn, definindo

φp : π−1(Up) → Up ×Rn por φp(x) = x, temos que φp é um difeomorfismo. Desta

forma, o feixe (Rm ×Rn, π, Rm) admite uma trivialização local em todo p ∈ Rm e,

portanto, é um fibrado. Uma outra maneira de caracterizar o fibrado π : Rm×Rn → Rm

é olharmos para a trivialização φ : π−1(Rm) → Rm × Rn dada por φ(p) = p. O

difeomorfismo φ faz com que o fibrado seja trivial. É essa estrutura de fibrado trivial

que usaremos na construção do espaço de jatos.

Definição 2.2.3. Um fibrado vetorial de posto k é um fibrado π : E→ M tal que:

(i) Para cada p ∈ M, a fibra Ep é um espaço vetorial real de dimensão k;

(ii) Dado p ∈ M, existe uma trivialização local φ : π−1(U)→ U ×Rk, onde U ⊂ M é

uma vizinhança de p, tal que, para cada q ∈ U, a trivialização local φ restrita a Eq

é um isomorfismo de Eq em {q} ×Rk ' Rk.

No caso em que a trivialização local φ é global, o fibrado vetorial é dito trivial. A

partir de agora, qualquer fibrado π : E→ M será um fibrado vetorial.

Exemplo 2.2.4. Considere o fibrado trivial π : Rm ×Rn → Rm e sua trivialização global

definida no Exemplo 2.2.3. Observe que, para cada p ∈ Rm, temos Ep = π−1({p}) =
{p} ×Rn ∼= Rn e, desta forma, Ep tem estrutura de espaço vetorial. Além disso, φ

é linear, de onde segue que, para cada q ∈ Rm, φ
∣∣∣
Eq

é linear. Para finalizar, como

Eq = {q} ×Rn, temos que φ
∣∣∣
Eq

é um isomorfismo de Eq em {q} ×Rn ∼= Rn. Desta

forma, π : Rm ×Rn → Rm é um fibrado vetorial trivial.

O próximo exemplo é talvez o fibrado mais clássico e importante da teoria de

variedades diferenciáveis. É o espaço natural dos chamados campos vetoriais, campos

esses que são os objetos utilizados para o estudo das simetrias de equações diferenciais.

Apresentamos o fibrado tangente agora, mas a utilização dele será dada num momento

posterior.
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Exemplo 2.2.5. Sejam M uma variedade diferenciável de dimensão m e p, q ∈ M, com

p 6= q. Note que TpM ∩ TqM = ∅. Considere a união disjunta

TM =
⋃̇

p∈M
TpM.

Então TM é uma variedade diferenciável de dimensão 2m. Além disso, TM é um

fibrado vetorial sobre M, onde π : TM→ M é tal que

π(v) = π

vi ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

 = p. (2.3)

O espaço TM é chamado de fibrado tangente de M. Para maiores detalhes, veja [76]

(página 65).

Definição 2.2.4. Uma seção (global) em um fibrado π : E → M é uma aplicação

σ : M→ E tal que π ◦ σ = idM. Uma seção local de E é uma aplicação σ : U ⊂ M→ E,

onde U é um aberto, tal que π ◦ σ = idU.

O conjunto Γ(π) de seções diferenciáveis do fibrado vetorial π : E→ M munido da

soma e da multiplicação por escalar usuais forma um espaço vetorial .

No caso do fibrado tangente, uma seção de TM é chamada de campo vetorial. O

conjunto de todos os campos vetoriais de TM é denotado por X(M). Os campos

vetoriais não serão importantes nesta seção, porém serão a base do estudo de simetrias.

Exemplo 2.2.6. Considere o fibrado π : Rm ×Rn → Rm e seja σ ∈ Γ(π) uma seção.

Como o fibrado é trivial, temos que σ(x) = (x, y) ∈ Rm×Rn, de onde segue que a cada

seção σ podemos associar uma única função diferenciável f : Rm → Rn tal que f (x) = y

e σ(x) = (x, f (x)). Desta forma, podemos tratar as seções de π : Rm ×Rn → Rm como

funções f : Rm → Rn. Para um resultado mais geral, veja [58], Proposition 1.5 (página

12).

Exemplo 2.2.7. Seja X ∈ TM e considere a projeção π : TM→ M dada por (2.3). Então

X ∈ TpM, para algum p ∈ M, de onde segue que

X = Xp = vi(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

.

Defina
σ : M→ TM

p 7→ σ(p) = Xp.

Então π ◦ σ = idM e σ é uma seção de TM.
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No próximo exemplo, consideramos casos específicos de campos vetoriais da varie-

dade Rm ×Rn.

Exemplo 2.2.8. (a) Sejam m = 1, n = 1. Considere a variedade R×R e o fibrado

tangente T(R×R). A função X : R×R→ T(R×R) dada por

X(x0,y0) = x2
0

∂

∂x

∣∣∣∣∣
(x0,y0)

+ (2k− 1)x0y0
∂

∂y

∣∣∣∣∣
(x0,y0)

,

onde k ∈N, é um campo vetorial no fibrado tangente. Como estamos em espaços

Rm podemos remover a explícita dependência no ponto (x0, y0) e escrever o campo

como

X = x2 ∂

∂x
+ (2k− 1)xy

∂

∂y
.

(b) Em Rm ×Rn, o campo X : Rm ×Rn → T(Rm ×Rn) dado por

X =
∂

∂xi , i = 1, . . . , m,

define um campo vetorial.

(c) Se m = 2, n = 2 e (x, t, u, v) são coordenadas de R2 ×R2, então X : R2 ×R2 →
T(R2 ×R2) dado por

X = u
∂

∂u
+ v

∂

∂v
− bt

∂

∂t
, b ∈ R,

define um campo vetorial em T(R2 ×R2).

O que faremos agora é construir o chamado espaço de k-jatos para o fibrado π :

Rm×Rn → Rm. Tal espaço é o ambiente natural das equações diferenciais. Definiremos

coordenadas especiais para o espaço de k-jatos de maneira que possamos identificar tal

espaço com algum Rl. Uma construção em fibrados mais gerais pode ser encontrada

em [70, 71, 96].

Definição 2.2.5. Sejam α1, . . . , αm inteiros não-negativos. Definimos o multi-índice α

como sendo a m-upla α = (α1 . . . , αm) e o número |α| como |α| := α1 + · · ·+ αm.

Inicialmente, considere uma seção σ ∈ Γ(π) e x = (x1, . . . , xm) coordenadas em

Rm. Cada ponto p ∈ Rm ×Rn é determinado pela sua projeção π(p) e coordenadas

(u1, . . . , un). A (m + n)-upla (x1, . . . , xm, u1, . . . , un) é chamada de sistema de coordena-

das adaptadads em Rm ×Rn.
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Observe que a função f associada a σ é representada como f = ( f 1, . . . , f n), onde cada

f i é uma função definida em Rm. Desta forma, cada seção é escrita, em coordenadas,

como (x1, . . . , xm, f 1, . . . , f n).

Definição 2.2.6. Duas seções σ1 e σ2 do fibrado π : Rm ×Rn → Rm são ditas tangentes

de ordem k no ponto p ∈ Rm se σ1(p) = σ2(p) e se suas correspondentes funções

u1 = (u1
1, . . . , un

1), u2 = (u1
2, . . . , un

2) : Rm → Rn possuem derivadas parciais de ordem

até k iguais no ponto p:
∂|α|uj

1
∂xα

∣∣∣∣∣
p

=
∂|α|uj

2
∂xα

∣∣∣∣∣
p

,

onde ∂xα = (∂x1)α1 . . . (∂xm)αm e α = (α1, . . . , αm) é um multi-índice tal que |α| =
1 . . . , k.

A k-tangência num ponto p é uma relação de equivalência em Γ(π), pois as condições

de reflexividade, simetria e transitividade são trivialmente satisfeitas. A classe de

equivalência contendo σ é chamada de k-jato de σ e é denotada por jk
p(σ). Em [87], o

autor chama o k-ésimo jato de σ de k-ésima prolongação da função f associada a σ e

a denota por pr(k) f . O conjunto Jk
p(π) := {jk

p(σ), σ ∈ Γ(π)} tem a estrutura de espaço

vetorial sobre R se definirmos

jk
p(σ1) + jk

p(σ2) := jk
p(σ1 + σ2), ajk

p(σ1) := jk
p(aσ1), a ∈ R.

Observe que cada elemento jk
p(σ) é univocamente determinado pelo ponto p e pela

função u = (u1, . . . , un) associada à seção σ juntamente com suas derivadas até ordem

k no ponto p. Desta forma, sempre há uma seção em jk
p(σ) que, em coordenadas, é um

polinômio de ordem menor ou igual a k. Obviamente estamos falando do polinômio de

Taylor de u truncado na ordem k.

Considere

Jk(π) =
⋃

p∈Rm

Jk
p(π)

e, para cada multi-índice α = (α1, . . . , αm), com 1 ≤ i = |α| ≤ k, defina

ul
(i)(jk

p(σ)) =
∂iul

∂xα

∣∣∣∣∣
p

, l = 1, . . . , n,

e ul
(0)(jk

p(σ)) = ul(p). Então x, u, u1
α, . . . , un

α são coordenadas em Jk(π). De fato, defi-

nindo ϕ : Jk(π)→ Rm ×R` por

ϕ(jk
p(σ)) = (p, u, u1

α, . . . , un
α), (2.4)
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onde

` = dim Jk
x(π) = n

(
m + k

k

)
,

temos a estrutura diferenciável de Jk(π), pois ϕ é contínua, ϕ(Jk(π)) = Rm ×R` e

ϕ−1(p, u, u1
α, . . . , un

α) = jk
p(σ), onde σ é a seção que tem, em coordenadas, (u, u1

α, . . . , un
α)

como coeficientes do polinômio de Taylor ao redor de p truncado em k. Além disso, a

projeção natural πk : Jk(π) → Rm definida por πk(jk
p(σ)) = p torna πk : Jk(π) → Rm

um fibrado vetorial trivial.

Se u = (u1, . . . , un), então, de acordo com a convenção anterior para ul
(i), u(i) denotará

o conjunto das i-ésimas derivadas de u. Desta forma, simplificamos a notação para as

coordenadas em Jk(π) como explicitado na definição abaixo.

Definição 2.2.7. Considere o fibrado π : Rm ×Rn → Rm.

(a) A variedade Jk(π) é chamada de espaço de k-jatos;

(b) O fibrado πk : Jk(π)→ Rm é chamado de fibrado de k-jatos;

(c) As coordenadas x, u, u(1), . . . , u(k), com i = 1, . . . , k, são chamadas de coordenadas

adaptadas em Jk(π).

Exemplo 2.2.9. Como a função coordenada local ϕ definida por (2.4) é global, para

todo k ∈M podemos simplesmente olhar Jk(π), em coordenadas, como Rm ×R`.

O espaço de 0-jatos será sempre o próprio Rm ×Rn. No caso onde m = 2 e n = 1,

temos

J1(π) = R2 ×R×R2.

J2(π) = R2 ×R×R2 ×R3,

e, mais geralmente, o espaço de k-jatos Jk(π) será dado por

Jk(π) = R2 ×R×R2 ×R3 ×R4 × · · · ×Rk+1︸ ︷︷ ︸
derivadas de ordem menor ou igual a k

.

Exemplo 2.2.10. Considere m = 2, n = 1 e o fibrado de 3-jatos J3(π). Dada uma seção

σ ∈ Γ(π), seja u a função associada a ela.

Com relação às coordenadas x, t, u de R2 ×R, temos que as coordenadas de J3(π)

serão x, t, u, uα. De maneira mais explícita, como |α| = α1 + α2 ≤ 3, devemos ter

α ∈ {(1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2), (3, 0), (2, 1), (1, 2), (0, 3)}, ou seja, as coordenadas

serão

x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt, uxxx, uxxt, uxtt, uttt.
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É útil observar que os termos cruzados uxt, uxtx, uxxt, utxt, uxtt não aparecem pois

estamos supondo desde o começo que as seções σ ∈ Γ(π) são diferenciáveis.

Desta forma, usando a relação entre J3(π) e suas cordenadas, uma função F : J3(π)→
R associa cada ponto

(x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt, uxxx, uxxt, uxtt, uttt)

a um número real.

Para 0 ≤ l ≤ k, defina a projeção do l-jato como a submersão sobrejetiva (veja [96],

Corollary 6.2.7, página 198) πk,l : Jk(π)→ Jl(π) por πk,l(jk
p(σ)) = jl

p(σ). Observe que tal

função está bem definida, pois jl
p(σ) ⊂ jk

p(σ). No caso l = k, temos πk,k = id : Jk(π)→
Jk(π). Assumindo a associação J0(π) = Rm ×Rn = E feita no Exemplo 2.2.9, temos

uma sequência de projeções:

· · · Jk(π)
πk,k−1−−−→ Jk−1(π) −→ · · · −→ J1(π)

πk,0−−→ E.

Para finalizar esta seção, podemos agora definir geometricamente o conceito de

sistemas de equações diferenciais. Na definição que se segue, podemos olhar tal objeto

como F−1({0}) para alguma submersão F : U ⊂ Jk(π) → Rl, onde U é um aberto

não-vazio.

Definição 2.2.8. Um sistema de equações diferenciais é uma subvariedade fechada

S ⊂ Jk(π). Além disso, no fibrado π : Rm ×Rn → Rm temos as seguintes classificações:

(a) Se m = 1, então S é dita ser um sistema de equações diferenciais ordinárias.

No caso particular em que m = n = 1, então o sistema é dito ser uma equação

diferencial ordinária (EDO).

(b) Se m > 1, S é chamada de sistema de equações diferenciais parciais. Se n = 1 e

m > 1, S é uma equação diferencial parcial (EDP).

Uma seção local σ : U ⊂ Rm → Rm ×Rn é dita ser uma solução clássica de S se

jk
p(σ)(R

m) ⊂ S, ∀p ∈ U.

Por mais abstrata que a definição acima possa parecer, ela é equivalente a dizer que

um sistema de equações diferenciáveis é o zero de uma aplicação F : V ⊂ Jk(π)→ Rl,

onde V é aberto. Para verificarmos isso, seja S um sistema de equações diferenciais, ou
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seja, uma subvariedade fechada de Jk(π). Pela Proposição 2.1.10, todo ponto de S tem

uma vizinhança V ⊂ Jk(π) tal que V ∩ S é a fibra de alguma submersão F : V → Rm−s,

onde m = dim Jk(π) e s = dim S. Sem perda de generalidade, podemos dizer que

V ∩ S = F−1({0}) e então o conceito usual é retomado.

Desta forma, dado um sistema de equações diferenciais F(x1, . . . , xm, u, u1
α, . . . , un

α) =

0, com F = (F1, . . . , Fm−s), a ordem da equação é o maior número natural k tal que
∂|α|Fi

∂xα
6= 0, |α| = k. Quando olhamos Jk(π), estamos interessados em equações de

ordem k, pois se a equação é de ordem r < k, então podemos considerá-la como uma

subvariedade de Jr(π).

Em relação à solução, basta lembrar que a caracterização de uma seção σ : U →
Rm ×Rn é dada por uma função f : U → Rn. Desta forma, σ será solução do sistema S

se, e somente se, f for solução de F(x1, . . . , xm, u, u1
α, . . . , un

α) = 0 no sentido tradicional

de calcularmos suas respectivas derivadas e substituirmos na função.

Exemplo 2.2.11. Considere o fibrado trivial π : R2 ×R→ R2 com coordenadas (x, t, u).

Defina F : J3(π) \U → R, onde U = {j3p(σ) ∈ Γ(π); σ(x) = (x, 0)}, por

F(j3p(σ)) = ft + 2a
fx fxx

f
− εa fxxx,

onde f é a função que representa σ, ε e a são constantes reais. Para verificar que F é

uma submersão, precisamos olhar para sua representação coordenada F̃ que é a função

F̃ = F ◦ ϕ−1 : R2 ×R \ {0} ×R2 ×R3 ×R4 → R dada por

F̃(x, t, u, ux, ut, uxx, utx, uxxx, utxx, uttx, uttt) = ut + 2a
uxuxx

u
− εauxxx.

Observando que ∇F 6= 0, pois ∂F̃/∂ut = 1, temos que F̃ é uma submersão, de onde

segue que F é uma submersão. Logo,

S = {j3p(σ) ∈ J3(π); (ut + 2a
uxuxx

u
− εauxxx)(j3p(σ)) = 0}

determina uma equação diferencial de ordem 3 desde que ε 6= 0. A equação

ut + 2a
uxuxx

u
= εauxxx, ε, a ∈ R, (2.5)

será discutida em momentos posteriores. De maneira mais geral, dados ε, α, γ, β ∈ R,

ut + εutxx + αux − β
uxuxx

u
+ γuxxx = 0 (2.6)

é uma equação diferencial de ordem 3, desde que ε ou γ seja diferente de zero.



2.2 espaço de k-jatos e sistemas de equações diferenciais 23

O exemplo anterior ilustra que ao lidarmos com equações diferenciais, do ponto de

vista geométrico, normalmente usamos a representação coordenada F̃ da função F. E,

daqui em diante, será essa representação coordenada F̃ que chamaremos de sistema de

equações diferenciais e não mais a subvariedade S ou a submersão F.

Sabemos que todo gráfico é uma subvariedade e que toda subvariedade é localmente

o gráfico de uma função. Porém, existem subvariedades que são caracterizadas como

gráficos globais de funções. Não entraremos no mérito de definir tais objetos, chamados

de subvariedades transversais, mas os próximos exemplos tratam de gráficos globais.

Exemplo 2.2.12. Considere o fibrado trivial π : R2 ×R2 → R2, coordenadas (y, w),

onde y = (x, t) e w = (u, v), e J3(π). Defina F : R2 ×R2 ×R4 ×R6 ×R8 → R2 por

F(y, w, w(1), w(2), w(3)) = (ut − utxx − vbux − vbuxxx, vt − vtxx − ubvx − ubvxxx),

onde 0 < b ∈ R. Observando que a matriz Jacobiana de F tem posto máximo, temos

que ut − utxx − vbux − vbuxxx = 0,

vt − vtxx − ubvx − ubvxxx = 0

define um sistema de equações diferenciais de ordem 3. Fazendo a mudança de variáveis

m = u− uxx, n = v− vxx, reescrevemos o sistema comomt − vbmx = 0,

nt − ubnx = 0.
(2.7)

Se b < 0, então devemos, como no exemplo anterior, restringir o domínio de F de

maneira que u 6= 0. Logo, a mesma função F definida em R2 ×R2 \ {(0, 0)} ×R4 ×
R6 ×R8 define um sistema de equações diferenciais parciais. Desta forma, o sistema

(2.7) fica definido para qualquer valor b ∈ R.

Exemplo 2.2.13. No caso do fibrado π : R×R → R com coordenadas (x, y), dado

n ∈N, a função F : R×R×R× · · · ×R︸ ︷︷ ︸
2n vezes

→ R definida por

F(x, y,′ , y′′, . . . , y(2n)) = y(2n) + f (y),

onde f : R→ R é uma função diferenciável, determina a equação diferencial ordinária

de ordem 2n

y(2n) + f (y) = 0. (2.8)
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Exemplo 2.2.14. Considere o fibrado π : R2 ×R→ R, coordenadas (x, t, u). Analoga-

mente ao caso das equações (2.5) e (2.6),

ut − utxx + (b + 2)ubux − (b + 1)ub−1uxuxx − ubuxxx = 0 (2.9)

é uma equação diferencial parcial de ordem 3, para todo b ∈ R.

2.3 grupos locais de transformações a 1-pa-

râmetro

Definição 2.3.1. Um grupo de Lie a r-parâmetros é uma variedade G de dimensão

r, que também tem a estrutura de um grupo algébrico, com a propriedade de que a

multiplicação m : G× G → G e a inversão i : G → G do grupo, dadas por

m(g, h) = g · h, i(g) = g−1,

são ambas diferenciáveis.

Exemplo 2.3.1. A reta real R munida das funções m : R×R → R e i : R → R dadas

por m(x, y) = x + y e i(x) = −x é um grupo de Lie (aditivo). A identidade do grupo é

o 0.

Se a ∈ R é um número real qualquer, então as funções m̃ : R×R→ R e ĩ : R→ R

dadas por m̃(x, y) = x + y− a e ĩ(x) = 2a− x são diferenciáveis e fazem com que R

tenha estrutura de grupo de Lie com a identidade igual a a.

Exemplo 2.3.2. Um outro exemplo importante no que iremos utilizar é o conjunto dos

números reais estritamente positivos R∗+. De fato ele determina uma variedade por

ser um aberto da variedade R. Além disso, a multiplicação m : R∗+ ×R∗+ → R∗+ e a

inversão i : R∗+ → R∗+ dadas por

m(x, y) = xy, i(x) =
1
x

são diferenciáveis e fazem com que R∗+ seja um grupo multiplicativo.

Definição 2.3.2. Se G e H são grupos de Lie, um homomorfismo de grupos de Lie

é um homomorfismo de grupo F : G → H que também é diferenciável. Se F é um

difeomorfismo, então dizemos que F é um isomorfismo de grupos de Lie e, neste caso,

G e H são isomorfos.
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Observe que se F é um difeomorfismo, então, em particular, F é inversível. A função

inversa de todo homomorfismo é um homomorfismo. Para verificarmos isso, sejam

(H, ∗), (G, ·) dois grupos e h1, h2 ∈ (H, ∗). Se g1 = F−1(h1) ∈ G e g2 = F−1(h2) ∈ G,

então

F−1(h1 ∗ h2) = F−1(F(g1) ∗ F(g2)) = F−1(F(g1 · g2)) = F−1(h1) · F−1(h2).

Desta forma, o fato de F ser um difeomorfismo só tem a ver com a estrutura de variedade

dos grupos de Lie e não com aspectos algébricos por detrás do homomorfismo.

Exemplo 2.3.3. Considere os grupos de Lie R e R∗+. Definindo F : R → R∗+ por

F(t) = et, temos que, dados t, s ∈ R,

F(t + s) = et+s = etes.

Logo, F determina um isomorfismo de grupos de Lie com inversa diferenciável F−1(t) =

ln t.

Exemplo 2.3.4. Dado a ∈ R, denote por Ra o grupo aditivo R com identidade a. Defina

F : Ra → R por F(x) = x− a. Então F é um difeomorfismo tal que

F(m̃(x, y)) = F(x + y− a) = x + y− 2a = (x− a) + (y− a) = F(x) + F(y) =

= m(F(x), F(y)),

de onde segue que F é um homomorfismo e os dois grupos de Lie são isomorfos.

Seja M uma variedade. A aplicação T : M→ M é dita ser uma transformação se T é

bijetora. Se S(M) denota o conjunto de todas as transformações em M, então S(M) 6= ∅,

pois a função identidade é um elemento do conjunto. Além disso, dadas T1, T2 ∈ S(M),

T1 ◦ T2 é uma nova transformação, o que torna S(M) um grupo, chamado de grupo de

transformações.

Dizemos que o grupo de Lie G é conexo se não existem abertos disjuntos não-vazios

U, V ⊂ G tais que G = U ∪V. Trabalharemos com grupos de Lie a 1-parâmetro conexos,

pois devemos ligar continuamente os elementos de G ao seu elemento neutro. Além

disso, as técnicas infinitesimais que aqui serão apresentadas possuem problemas se

o grupo de Lie não for conexo. Um resultado bastante interessante, que pode ser

encontrado em [103], Lemma 6.6 (página 97), nos diz que os únicos grupos de Lie a

1-parâmetro conexos, a menos de isomorfismo, são R e o círculo unitário S1. Porém,

como S1 é compacto e, em particular, fechado temos problemas com derivadas. Por isso,

a partir de agora, todo grupo de Lie a 1-parâmetro considerado será isomorfo a R.
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Definição 2.3.3. Sejam M uma variedade e (G, m, i) um grupo de Lie a 1-parâmetro

com identidade e. Um grupo de transformações a 1-parâmetro agindo em M é uma

função diferenciável T : G×M→ M tal que

(a) T(ε, T(δ, p)) = T(m(ε, δ), p), para todo ε, δ ∈ G;

(b) Para todo p ∈ M, temos T(e, p) = p;

(c) T(i(ε), T(ε, p)) = p, para todo ε ∈ G.

Denotando T(ε, p) por Tε(p), podemos redefinir um grupo de transformações a

1-parâmetro como um conjunto {Tε; ε ∈ G} de difeomorfismos tais que

Tε ◦ Tδ = Tm(ε,δ), Te = id, T−1
ε = Ti(ε).

A função F : G → {Tε; ε ∈ G} dada por F(ε) = Tε define um isomorfismo e {Tε; ε ∈ G}
será abeliano se G o for.

Por outro lado, cada grupo de transformações a 1-parâmetro T determina uma família

de curvas em M. Fixado p ∈ M, a curva Tp : G → M dada por Tp(ε) = Tε(p) é chamada

de órbita do grupo de transformações passando por p. As órbitas de um grupo de

transformações a 1-parâmetro são importantes pois relacionam M a TpM.

Os próximos três exemplos tratam de dois dos mais simples (e importantes) grupos

de transformações a 1-parâmetro: grupo de translações e grupo de scalings (dilatação).

Figura 5: Nesta imagem fixamos o ponto

(x, t, u) e deixamos o parâmetro ε va-

riar para encontrarmos diferentes ór-

bitas da translação do Exemplo 2.3.5.

Exemplo 2.3.5. Considere o conjunto de translações em M = R2 ×R dado por

{Tε(x, t, u) = (x + ε, t, u), ε ∈ R}.

Cada função Tε : M → M é claramente uma transformação e sua inversa é dada por

T−1
ε (x, t, u) = (x− ε, t, u), o que também nos diz que T−1

ε = T−ε.

Além disso, observe que T0 = id e que, para todo ε, δ ∈ R, temos

Tε ◦ Tδ(x, t, u) = Tε(x + δ, t, u) = (x + (ε + δ), t, u) = Tε+δ(x, t, u),
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de onde segue que Tε ◦ Tδ = Tε+δ. Portanto, {Tε, ε ∈ R} é um grupo de transformações

a 1-parâmetro.

As órbitas de tal grupo de transformações são dadas por retas paralelas ao plano

(t, u), como representadas na Figura 5.

Exemplo 2.3.6. Em M = R2 ×R, considere {Tλ, λ ∈ R∗+}, onde

Tλ(x, t, u) = (λx, λ−bt, u),

e b ∈ R é uma constante fixada.

Cada função Tλ : M → M é claramente um difeomorfismo cuja inversa é dada por

T−1
λ (x, t, u) =

( x
λ

, λbt, u
)

e T1 = id. Além disso, dados λ, δ ∈ R∗+, temos

Tλ ◦ Tδ(x, t, u) = Tλ(δx, δ−bt, u) = ((λδ)x, (λδ)−bt, u) = Tλδ(x, t, u),

de onde segue que m(λ, δ) = λδ é diferenciável.

Portanto, o conjunto {Tλ, λ ∈ R∗+} é um grupo de transformações a 1-parâmetro.

Figura 6: A figura ilustra órbitas para a dila-

tação considerada no Exemplo 2.3.6

com b = 2. Nas curvas em verme-

lho, os pontos (x, t, u) são tomados

com coordenadas sempre positivas,

enquanto nas curvas azuis as coor-

denadas são negativas. Nas curvas

verdes temos coordenadas positivas

e negativas.

Exemplo 2.3.7. Em M = R×R, considere as dilatações {Tε, ε ∈ R}, onde

Tε(x, t, u) = (eεx, eε(2k−1)/2y).

Analogamente ao exemplo anterior, o conjunto {Tε, ε ∈ R} é um grupo de transfor-

mações a 1-parâmetro. Suas órbitas são exibidas na Figura 7.
O próximo exemplo é delicado, pois existem conjuntos de transformações que depen-

dem de um parâmetro que deve ser suficientemente próximo da identidade para que

tenhamos alguma estrutura parecida com aquela de grupo.
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Figura 7: Tomamos k = 2 na dilatação Tε do

Exemplo 2.3.7. Similarmente à dila-

tação do Exemplo 2.3.6, as cores re-

presentam o sinal das coordenadas

tomadas.

Exemplo 2.3.8. Considere a transformação Tε(x) = x
1−εx , chamada de transformação

projetiva. Se ε = 0, então T0 = id. Além disso,

Tε(x) ◦ Tδ(x) = Tε(x)
(

x
1− εx

)
=

x
1−δx

1− ε x
1−δx

=
x

1− (δ + ε)x
= Tε+δ(x).

Como T−1
ε = T−ε, teremos um grupo a 1-parâmetro desde que 1− εx, 1− δx e 1− (ε +

δ)x não se anulem.

Para isso, fixado x0 ∈ R, tome I = (−1/|x0|, 1/|x0|), ou seja, 1− εx0 6= 0 e 1− δx0 6= 0.

Porém, como 1
2|x0|

< 1
|x0|

, temos que 1
2|x0|

∈ I, mas 1
2|x0|

+ 1
2|x0|

= 1
|x0|

/∈ I. Logo,

encontramos ε e δ tais que ε + δ /∈ I.

Diminuir o conjunto I não resolve o problema, pois sempre encontraremos elementos

cuja soma está fora de I. Com isso vemos que não importa quão pequeno seja I,

não conseguimos dar a {Tε, ε ∈ I} uma estrutura de grupo de transformações a 1-

parâmetro. Porém, o conceito de grupo de Lie local consegue estender a definição de

grupos de transformações a 1-parâmetro para transformações locais.

Para resolver o problema do exemplo anterior, precisamos de ferramentas que nos

auxiliem a lidar com o “suficientemente próximo da identidade”.

Na definição abaixo, caracterizamos grupos de Lie locais a 1-parâmetro. Para uma

definição mais ampla, veja [87], Definition 1.20 (página 18).

Definição 2.3.4. Seja G um grupo de Lie a 1-parâmetro. Um grupo de Lie local a 1-

parâmetro consiste de abertos conexos V0 e V tais que e ∈ V0 ⊂ V ⊂ G e aplicações

diferenciáveis m : V ×V → G e i : V0 → V que satisfazem as seguintes propriedades:
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(a) Se x, y, z ∈ V e m(x, y), m(y, z) ∈ V, então m(x, m(y, z)) = m(m(x, y), z);

(b) Para cada x ∈ V, temos que m(e, x) = x = m(x, e);

(c) Para cada x ∈ V0, m(x, i(x)) = 0 = m(i(x), x).

Para simplificar a notação, diremos simplesmente que V0 é um grupo de Lie local.

Note que a definição acima diz que V0 é um grupo numa vizinhança da identidade

suficientemente pequena.

Exemplo 2.3.9. A definição acima caracteriza os grupos de Lie (aditivos) locais contidos

em R como todos os intervalos abertos contendo 0.

Seja I = (a, b) ⊂ R um intervalo aberto, onde a < 0 < b. Defina V0 = I, V = R e

considere as funções m : V × V → R e i : V0 → V como m(x, y) = x + y e i(x) = −x.

Observe que não necessariamente temos −x ∈ V0. As propriedades da Definição 2.3.4

são trivialmente satisfeitas pois R é um grupo aditivo. O mesmo vale para os abertos

(−∞, b) e (a, ∞).

Exemplo 2.3.10. Todo grupo de Lie a 1-parâmetro G é um grupo local. Basta tomar

V0 = V = G e as funções m e i como as usuais para o grupo G.

Com isso agora podemos estender o conceito de grupo de transformação a 1-

parâmetro para algo que localmente se comporte como tal.

Definição 2.3.5. Seja M uma variedade diferenciável. Um grupo local de transformações

a 1-parâmetro agindo em M é dado por grupo de Lie local a 1-parâmetro G, um aberto

U tal que {e} × M ⊂ U ⊂ G × M e uma função diferenciável T : U → M com as

seguintes propriedades:

(a) Se (δ, p) ∈ U, (ε, T(δ, p)) ∈ U e também (m(ε, δ), p) ∈ U, então

T(ε, T(δ, p)) = T(m(ε, δ, )p);

(b) Para todo p ∈ M, temos T(e, p) = p;

(c) Se (ε, p) ∈ U, então (i(ε), T(ε, p)) ∈ U e T(i(ε), T(ε, p)) = p.

Analogamente aos grupos globais, escreveremos T(ε, p) = Tε(p) e as condições da

definição podem ser reformuladas como

Tε ◦ Tδ(p) = Tm(ε,δ)(p), ε, δ ∈ U, p ∈ M,
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quando ambos os lados da igualdade estiverem definidos,

Te(p) = p, ∀p ∈ M,

e

Ti(ε) ◦ Tε(p) = p, ε ∈ U, p ∈ M

se Tε(p) está definido.

Desta forma, se p ∈ M está fixado, então cada Tε(p) é um difeomorfismo em seu

respectivo domínio. Além disso, note que, para cada p ∈ M, os elementos ε tais que

Tε(p) faz sentido forma um grupo de Lie local Gp = {ε ∈ G; (ε, p) ∈ U} pois U é aberto.

Reciprocamente, para qualquer ε ∈ G, Mε = {p ∈ M; (ε, p) ∈ U} define uma sub-

variedade aberta de M. Em alguns casos, o único elemento que age em M inteiro é a

identidadade. Por outro lado, se U = G×M, então segue que o grupo de transforma-

ções a 1-parâmetro é global no sentido da Definição 2.3.3. Desta forma, podemos ver

que todo grupo de transformações a 1-parâmetro é um grupo local de transformações a

1-parâmetro.

Na Definição 2.3.5, não escrevemos U = I × V, onde I ⊂ G, V ⊂ M, pois há vezes

em que os conjuntos I e V são definidos um em função do outro, como veremos no

exemplo a seguir.

Exemplo 2.3.11. Consideremos uma transformação projetiva parecida com a do Exemplo

2.3.8. Sejam M = R2, G = R e a função T : U → R2 dada por

T(ε, x, y) =
(

x
1− εx

,
y

1− εx

)
.

Queremos determinar U de forma que vejamos T como um grupo local de transforma-

ções a 1-parâmetro.

Fixe um ponto (x, y) ∈ R2 e defina

Uε,x = {ε ∈ R; ε < 1/x se x > 0 ou ε > 1/x se x < 0}.

Observe que, dados ε, δ ∈ R, teremos 0 ∈ Uε,x ∩Uδ,x. Desta forma, sempre que ε + δ

estiver definido em Uε,x ∩Uδ,x, teremos

Tε ◦ Tδ(x, y) = Tε

(
x

1− δx
,

y
1− δx

)
=

(
x

1− (ε + δ)x
,

y
1− (ε + δ)x

)
= Tε+δ(x, y).

Além disso, T0 = id e T−ε = T−1
ε sempre que ε ∈ Uε,x. Desta forma, definimos o

conjunto U como sendo a intersecção dos conjuntos Uε,x, ε ∈ R, x ∈ R:

U = {(ε, x, y); ε < 1/x se x > 0 e ε > 1/x se x < 0} .
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Na Figura 8, órbitas da transformação projetiva são plotadas com coordenadas positivas

(vermelhas) e negativas (azuis).
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4

Figura 8: A figura ilustra órbitas para a trans-

formação projetiva considerada no

Exemplo 2.3.11.

Quando consideramos um grupo de Lie G isomorfo a R, estamos pensando em grupos

que podem não ser aditivos, como é o caso de R∗+ e que já vimos serem importantes

para transformações de scaling. Entretanto, há um resultado, conhecido como Primeiro

Teorema Fundamental de Lie, que diz que toda lei de composição de um grupo de Lie

local a 1-parâmetro pode ser transformada em aditiva, o que na prática significa tomar

G = R. Em outras palavras, todos os grupos de Lie locais podem ser considerados, sem

perda de generalidade, como intervalos abertos de R contendo 0. A partir de agora,

apenas trataremos de transformações que agem em M = Rm ×Rn com coordenadas

adaptadas (x, u), onde x ∈ Rm e u ∈ Rn.

Antes de enunciar a próxima proposição, precisamos definir os infinitesimais de um

grupo local de transformações a 1-parâmetro. Considere um grupo local de transfor-

mações T = (T1, . . . , Tm, Tm+1, . . . , Tm+n) : U ⊂ G ×Rm ×Rn → G ×Rm ×Rn, cujo

elemento neutro de G é denotado por e e sua lei de composição é m. Expandindo T em

série de Taylor ao redor de ε = e, temos

Ti(x, u, ε) = xi + ε

(
∂Ti

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=e

)
+ o(ε2), i = 1, . . . , n + m, (2.10)

onde xm+1 = u1, . . . , xm+n = un.

As funções ξ i :=
∂Ti

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=e

são chamadas de infinitesimais do grupo de transformações

T. Com isso, podemos enunciar o Primeiro Teorema Fundamental de Lie.
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Proposição 2.3.1. (Primeiro Teorema Fundamental de Lie) Seja T : U ⊂ G×Rm ×
Rn → Rm ×Rn um grupo local de transformações a 1-parâmetro. Existe uma para-

metrização τ(ε) tal que T = (T1, . . . , Tm, Tm+1, . . . , Tm+n) é equivalente à solução do

problema de valor inicial

dTi

dτ
= ξ i(T(τ)), i = 1, . . . , m + n,

onde ξ i são os infinitesimais de T e Te = id. Em particular,

τ(ε) =
∫ ε

e
Γ(ε′)dε′,

onde

Γ(ε) =
∂m(x, y)

∂y

∣∣∣
(x,y)=(i(ε),ε)

.

e Γ(e) = 1.

Demonstração. Veja [9], Theorem 2.3.1–1 (páginas 39 e 40).

No Exemplo 2.3.6 utilizamos uma lei de composição multiplicativa. Abaixo, aplicare-

mos o Primeiro Teorema Fundamental de Lie para mostrar como transformar tal lei de

composição em aditiva.

Exemplo 2.3.12. Considere as dilatações do Exemplo 2.3.6, a lei de composição m(λ, δ) =

λδ encontrada e a inversão i(λ) = 1/λ. Observe que em R∗+ temos e = 1. Desta forma,

Γ(λ) =
∂m(x, y)

∂y

∣∣∣∣∣
(x,y)=(i(λ),λ)

=
1
λ

,

ε(λ) =
∫ λ

1
Γ(λ′)dλ′ = ln λ.

Logo, λ = eε e a transformação é reparametrizada como Tε(x, t, u) = (eεx, e−bεt, u), ε ∈
R com m(ε, δ) = ε + δ. Observe que o resultado é de certa forma esperado, pois no

Exemplo 2.3.3 mostramos que os dois grupos de Lie são isomorfos. O que o Teorema

Fundamental de Lie reafirma é que, em termos de grupos de transformações, R é

o único grupo de Lie a 1-parâmetro de sua classe de equivalência (grupos de Lie

isomorfos) que realmente precisamos.

Em vista da Proposição 2.3.1, consideraremos os grupos de transformações cujo

parâmetro esteja definido em termos de grupos locais I ⊂ R aditivos, ou seja , 0 ∈ I. O
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que faremos a seguir é estabelecer conexão entre tais grupos de transformações agindo

em M e campos vetoriais X ∈ TM.

Dada uma variedade M, uma curva integral de um campo vetorial X ∈ TM é uma

curva diferenciável φ : I ⊂ R→ M, onde 0 ∈ I, cujo vetor tangente coincide com X:

φ′(ε) = X(φ(ε)), ∀ε ∈ I. (2.11)

Observemos agora que (2.11) faz sentido. Primeiramente, definimos o vetor velocidade

de φ calculado no ponto ε0 como

φ′(ε0) = dφε0

(
d
dε

∣∣∣
ε0

)
.

Seja, então, (ϕ, U) uma carta de M com coordenadas locais x1, . . . xm tal que φ(ε0) ∈ U.

Para ε suficientemente próximo de ε0, podemos escrever a representação coordenada de

φ por φ(ε) = (φ1(ε), . . . , φm(ε)). Desta forma, a relação (2.2) nos dirá que

φ′(ε0) =
dφi

dε
(ε0)

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
φ(ε0)

ou seja, φ′(ε0) ∈ TM e a curva integral está bem definida. Por outro lado, se escrevermos

X = ξ i ∂

∂xi , então a equação (2.11) nos diz que φ deve ser solução do seguinte sistema

de equações diferenciais ordinárias:

dφi

dε
= ξ i(φ1(ε), . . . , φm(ε)), (2.12)

que nada mais é do que a condição do Primeiro Teorema Fundamental de Lie com a lei

de composição aditiva. Como assumimos que cada ξ i é diferenciável, então os teoremas

de existência e unicidade de soluções nos garantem que existe uma solução única para

cada problema de valor inicial

φ(0) = p0. (2.13)

Desta forma, dado um campo vetorial X ∈ TM, garantimos a existência de uma única

curva integral, chamada de curva integral maximal, passando pelo ponto p0.

Definição 2.3.6. Seja X ∈ TM um campo vetorial. Denotamos a curva integral maximal

ψ : I → M passando por p ∈ M por ψ(ε, p) e chamamos de fluxo gerado por X.

O fluxo de um campo vetorial tem as seguintes propriedades:

ψ(ε, ψ(δ, p)) = ψ(m(ε, δ), p), (2.14)
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sempre que m(ε, δ) e ψ(δ, p) estiverem bem definidos em relação à multiplicação m do

grupo de Lie local I,

ψ(0, p) = p, (2.15)

para todo p ∈ M e
dψ(ε, p)

dε
= X

∣∣∣
ψ(ε,x)

. (2.16)

Observe que a condição (2.15) simplesmente nos dá a condição inicial que caracteriza a

curva integral. Já (2.16) relata que, fixado p, X é tangente à curva ψ(ε, p). Além disso,

se voltarmos à Definição 2.3.5 de grupos locais de transformações e compararmos à

definição as condições (2.14) e (2.15), vemos que o fluxo gerado por X determina um

grupo local de transformações a 1-parâmetro com lei de composição aditiva. O campo

vetorial X é chamado de gerador infinitesimal do grupo.

As órbitas do grupo são as curvas integrais do campo X. Por outro lado, se ψ(ε, p) é

um grupo local de transformações a 1-parâmetro agindo numa variedade M, então seu

gerador infinitesimal é dado por

Xp =
d
dε

∣∣∣∣∣
ε=0

ψ(ε, p).

Desta forma, estabelecemos uma relação unívoca entre grupos locais de transformações

e seus geradores infinitesimais. No caso especial de Rm ×Rn, colocando coordenadas

adaptadas (x, u), onde x ∈ Rm e u ∈ Rn, escrevemos o gerador infinitesimal como

X = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η j(x, u)
∂

∂uj ,

onde i = 1, . . . , m e j = 1, . . . , n.

Proposição 2.3.2. O grupo de transformações a um parâmetro

T(ε, p) = (T1(ε, p), . . . , Tm+n(ε, p))

é equivalente a

Ti(ε, p) = eεX p :=
∞

∑
k=0

εk

k!
Xkxi, (2.17)

onde xi denota a i-ésima coordenada de p, o operador X denota o gerador infinitesimal

de T, Xk = XXk−1, k = 1, 2, . . . e X0 = id.

Demonstração. Veja [9], Theorem 2.3.3-1 (página 43).
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Com a proposição anterior, concluímos que, dado um gerador X, temos duas maneiras

de explicitamente encontrar o grupo de transformações a 1-parâmetro associado a X:

(a) resolver o problema de valor inicial (2.12)− (2.13); ou

(b) expressar o grupo em termos da série de potências (2.17).

Na maioria dos casos, ambos métodos são eficientes e simples de serem utilizados.

Porém, um caso aqui apresentado se torna substancialmente mais difícil quando usamos

série de potências. Nos próximos exemplos discutiremos as duas maneiras.

Exemplo 2.3.13. Considere o grupo de dilatações

{Tε(x, t, u, v) = (x, e−bεt, eεu, eεv), ε ∈ R}. (2.18)

Seu gerador infinitesimal será dado por

X =
d
dε

∣∣∣∣∣
ε=0

Tε(x, t, u, v) = u
∂

∂u
+ v

∂

∂v
− bt

∂

∂t
. (2.19)

Se temos somente o operador (2.19), queremos recuperar a transformação (2.18) usando

o problema de valor inicial (2.12)-(2.13). Considere o sistema

dT1

dε
= 0,

dT2

dε
= −bT2,

dT3

dε
= T3,

dT4

dε
= T4.

A solução do sistema nos dá

Tε(x, t, u, v) = (T1, T2, T3, T4) = (c1, e−btc2, eεc3, eεc4)

e, quando consideramos a condição inicial T0(x, t, u, v) = (x, t, u, v), temos (2.18).

Exemplo 2.3.14. Neste exemplo, consideraremos o campo vetorial

X =
∂

∂x

e queremos encontrar, via série de potências, o grupo de transformações T : U ⊂
R×R3 → R3 tal que T0(x, t, u) = (x, t, u).

Para qualquer k ∈ N, temos Xkt = Xku = 0. Além disso, Xx = 1 e Xkx = 0 para

todo natural k > 1. Logo, da expressão (2.17), temos

T1 = x + ε, T2 = t, T3 = u

e o grupo de transformações a 1-parâmetro é dado por

Tε(x, t, u) = (x + ε, t, u).
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Exemplo 2.3.15. Considere o campo vetorial

X = x2 ∂

∂x
+ (2k− 1)xy

∂

∂y

do Exemplo 2.2.8 (a). Inicialmente considere o problema de valor inicial (2.12)-(2.13)

que, neste caso, escrevemos como

dT1

dε
= (T1)2,

dT2

dε
= (2k− 1)T1T2

com condições iniciais

T1
0 (x, y) = x, T2

0 (x, y) = y.

A solução das EDOs de primeira ordem é

T1(ε, x, y) = − 1
ε + c1

, T2(ε, x, y) =
c2

(1− εx)2k−1 ,

onde c1, c2 são constantes de integração. As condições iniciais dizem então que c1 =

−1/x, c2 = y e a transformação é dada por

Tε(x, y) =
(

x
1− εx

,
y

(1− εx)2k−1

)
.

Isto mostra que mesmo que o campo vetorial considerado seja global no sentido de

estar definido no espaço inteiro (como é o caso do operador X), o grupo gerado por ele

pode ser apenas local.

Consideremos agora a série de potências

y =
∞

∑
k=0

εk

k!
Xky.

Temos Xy = (2k − 1)xy, X2y = ((2k − 1)2 + (2k − 1))x2y, X3y = ((2k − 1)2 + (2k −
1))(2k + 1)x3y. Com isso, vemos que é bem mais difícil encontrar um padrão para Xky

do que resolver o problema de valor inicial (2.12)-(2.13).

Estamos próximos de definir simetria de um sistema de equações diferenciais. Com o

que construímos até agora, o máximo que podemos dizer é que uma simetria de um

sistema de equações diferenciais é um grupo local de transformações a 1-parâmetro que

preserva algum tipo de estrutura do sistema, estrutura esta que discutiremos adiante.
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2.4 grupos de simetrias e invariantes

Nesta seção discutiremos conceitos preliminares da teoria de simetrias de Lie e também

prepararemos o terreno para mais tarde discutirmos um tipo especial de soluções de

sistemas de equações diferenciais: as soluções invariantes.

Na definição a seguir, denotaremos um grupo local de transformações a 1-parâmetro

por G pela simplicidade da notação.

Definição 2.4.1. Seja G um grupo local de transformações a 1-parâmetro agindo em M.

Um subconjunto S ⊂ M é dito ser G-invariante, e G é chamado de grupo de simetria

de S , se sempre que p ∈ S e g ∈ G são tais que g · p está definido, então g · p ∈ S .

Apesar de a notação da Definição 2.4.1 ser mais simples no sentido que simplesmente

dizemos que o conjunto é G-invariante, sua aplicação pode não ser tão clara. Se g é um

elemento de G, então podemos associá-lo a uma transformação Tε definida em algum

subconjunto de M. Desta forma, a definição diz que g · p = Tε(p) ∈ S sempre que

Tε(p) estiver definido.

Exemplo 2.4.1. Considere o grupo de translações dado por

T(ε, x, t, u) = (x + εc, t + ε, u), ε ∈ R, (2.20)

onde c é uma constante, e os planos em R3 dados pelo conjunto S = {(x, t, u) ∈
R3; x = ct + d}, onde d também é uma constante.

Sejam ε ∈ R e p ∈ S . Então

Tε(p) = Tε(ct + d, t, u) = (c(t + ε) + d, t + ε, u) = (ct̄ + d, t̄, u) ∈ S .

Ou seja, S é R-invariante (ou invariante sob a ação de T).

Definição 2.4.2. Sejam M e N variedades e G um grupo local de transformações agindo

em M. Uma função diferenciável F : M → N é dita ser G-invariante se, para cada

p ∈ M e toda Tε ∈ G tais que Tε(p) está definido, temos

F(Tε(p)) = F(p). (2.21)

Se N = R, simplesmente dizemos que F é um invariante de G.
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Exemplo 2.4.2. Considere o grupo de translações (2.20) e a função F : R3 → R dada

por F(x, t, u) = x − ct. A função F é um invariante do grupo (2.20). De fato, dados

(x, t, u) ∈ R3 e ε ∈ R, temos

F(Tε(x, t, u)) = F(x + εc, t + ε, u) = x + εc− ct− εc = x− ct = F(x, t, u).

De maneira mais geral, temos que toda função diferenciável F(x, t, u) = f (x− ct) é um

invariante de (2.20), pois

F(Tε(x, t, u)) = F(x + εc, t + ε, u) = f (x + εc− ct− εc) = f (x− ct) = F(x, t, u).

Exemplo 2.4.3. Considere o grupo G de dilatações

{Tε(x, y) = (eεx, eε(2k−1)/2y), ε ∈ R}

como no Exemplo 2.3.7. Considere também a função F : R × R∗ → R dada por

F(x, y) =
x(2k−1)/2

y
. Se (x, y) ∈ R×R∗ e ε ∈ R, então

F(Tε(x, y)) = F(eεx, eε(2k−1)/2y) =
eε(2k−1)/2x(2k−1)/2

eε(2k−1)/2y
=

x(2k−1)/2

y
= F(x, y).

Proposição 2.4.1. Se G é um grupo local de transformações que age em M e F : M→ Rl

é diferenciável, então F é G-invariante se, e somente se, cada conjunto de nível {p ∈
M; F(p) = c}, onde c ∈ Rl, é um conjunto G-invariante.

Demonstração. A demonstração segue diretamente das definições 2.4.1 e 2.4.2.

A proposição acima diz que se F é G-invariante, então todos os seus conjuntos de

nível são conjuntos G-invariantes. Mas o contrário não é válido e é isso que discutiremos

no próximo exemplo.

Exemplo 2.4.4. Considere F(x, y) = xy, (x, y) ∈ R2, o conjunto {(x, y); F(x, y) = 0} e a

dilatação Tε(x, y) = (eεx, eεy).

Dados (x, y) ∈ R2 e ε ∈ R, temos Tε(x, y) = (eεx, eεy). Se x̄ = eεx e ȳ = eεy,

então as coordenadas transformadas são tais que x̄ȳ = e2εxy = 0, ou seja, Tε(x, y) ∈
{(x, y); F(x, y) = 0}.

Porém, observe que

F(Tε(x, y)) = F(eεx, eεy) = e2εxy 6= F(x, y)

se ε 6= 0. Desta forma, temos uma função F que possui uma curva de nível {(x, y); F(x, y) =

0} G-invariante, mas que não é G-invariante enquanto função.
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O problema da G-invariância é que, a princípio, as condições que dela surgem são

complicadas, pois as funções não necessariamente precisam ser lineares (ou até mesmo

polinomiais). A grande qualidade da teoria de simetrias de Lie é poder, ao invés de

olharmos as definições 2.4.1 e 2.4.2, considerarmos somente o gerador infinitesimal do

grupo G e condições lineares que surgem dele.

Proposição 2.4.2. Seja G um grupo local de transformações conexo agindo numa varie-

dade M. Uma função diferenciável F : M→ R é um invariante de G se, e somente se,

XF(p) = 0, (2.22)

para todo ponto p ∈ M e todo gerador infinitesimal X de G.

Demonstração. Veja [87], Proposition 2.6 (página 79).

Exemplo 2.4.5. Considere a translação (2.20) e a função F(x, t, u) = f (x− ct) do Exem-

plo 2.4.2 . O gerador infinitesimal de (2.20) é dado por

X = c
∂

∂x
+

∂

∂t
.

Daí, temos

XF(x, t, u) = c f ′ − c f ′ = 0,

de onde segue que (2.22) é satisfeita e, como já havíamos encontrado no Exemplo 2.4.2,

F é um invariante do grupo de translações.

O próximo exemplo utiliza o espaço de jatos e começa a explorar o que queremos

discutir com equações diferenciais.

Exemplo 2.4.6. Considere o fibrado trivial π : R2 ×R→ R2, o espaço de 3-jatos J3(π)

e a função F : J3(π)→ R dada por

F(x, t, u, ux, ut, uxx, utx, utt, uxxx, utxx, uttx, uttt) =

= ut − utxx + (b + 2)ubux − (b + 1)ub−1uxuxx − ubuxxx.

O grupo de translações Tε(x, t, u) = (x, t + ε, u, u(1), u(2), u(3)) de gerador infinitesimal

X =
∂

∂t
é tal que

XF = 0.

Pela Proposição 2.4.1, o conjunto dos pontos tais que F = 0 (a equação diferencial do

Exemplo 2.2.14) é invariante pela translação no tempo.
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Exemplo 2.4.7. Considere o grupo de transformações

Tε(x, t, u) = ((a1eε + a2ε)x, eεt, u), ε ∈ R,

no qual a1, a2 são constantes arbitrárias porém fixadas. O gerador infinitesimal X é

dado por

X = (a1x + a2)
∂

∂x
+ a1t

∂

∂t
.

Considere agora a função F : R×R∗ ×R → R dada por F(x, t, u) = f
( x

t
)

, onde f é

uma função diferenciável. Então

XF(x, t, u) = a1
x
t

f ′ − a1
x
t

f ′ +
a2

t
f ′ =

a2

t
f ′.

Logo, se f ′ 6= 0, então F não poderá ser invariante. O problema com tal função se

dá porque o gerador X pode ser escrito como combinação linear de dois operadores

linearmente independentes

X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
+ t

∂

∂t
.

Com essa combinação, a função F é invariante em relação a X2, mas não em relação a

X1.

Com a motivação do exemplo anterior, podemos mostrar que se G é um grupo gerado

por uma combinação linear a1X1 + · · ·+ arXr de operadores linearmente independentes

X1, . . . , Xr, então a Proposição 2.4.2 diz que uma função F será invariante se, e somente

se,

XiF = 0, i = 1, . . . , r. (2.23)

Para o caso de equações F(p) = 0, onde F : M → Rl, l ≤ m, é uma função

diferenciável, a condição (2.22) é necessária, porém não suficiente para garantir que o

conjunto de soluções seja G-invariante. Para que o seja, precisamos exigir que a função

F tenha posto máximo, isto é, seja uma submersão. No caso em que a função F é

G-invariante, a Proposição 2.4.1 diz que não precisamos impor posto máximo.

Proposição 2.4.3. Seja G um grupo de Lie local de transformações a 1-parâmetro conexo

agindo em uma variedade m-dimensional M. Seja F = (F1, . . . , Fl) : M → Rl, com

l ≤ m, uma função diferenciávelque define um sistema de equações

Fi(p) = 0, i = 1, . . . , l,



2.4 grupos de simetrias e invariantes 41

e assuma que o sistema tenha posto máximo. Então G é um grupo de simetria do

sistema se, e somente se,

XFi(p) = 0, i = 1, . . . , l, sempre que F(p) = 0 (2.24)

para todo gerador X de G.

Demonstração. Veja [87], Theorem 2.8 (página 80).

Exemplo 2.4.8. Considere o fibrado π : R×R→ R, o espaço de jatos J2n(π) e a função

F : J2n(π)→ R dada por F = y(2n) + λyp, onde n ∈ N, λ ∈ R e p 6= 0, 1 é um número

real. Omitimos o argumento da função F por simplicidade. Considere também as

dilatações em J2n(π) de gerador infinitesimal

X = x
∂

∂x
+

2n
1− p

y
∂

∂y
+

2n

∑
k=1

2n + k(p− 1)
1− p

y(k)
∂

∂y(k)
. (2.25)

Se S denota o conjunto de zeros de F, então F tem posto máximo em S . Desta

forma, caso tenhamos XF = 0 quando F = 0, então o conjunto S será invariante pela

ação das dilatações. Temos

XF =
2np

1− p
(y(2n) + λyp),

ou seja, XF = 0 quando F = 0.

No próximo exemplo veremos a razão de exigirmos que a função F seja uma submer-

são em seu conjunto de zeros.

Exemplo 2.4.9. Considere o grupo de translações T : R×R3 → R3 dado por

Tε(x, y, u) = (x, t + ε, u),

cujo gerador infinitesimal é dado por

X =
∂

∂t
.

Considere também o conjunto de zeros S = {(x, t, u) ∈ R3; F(x, t, u) = 0} da função

F : R3 → R dada por F(x, t, u) = (t − 1)2, ou seja, S é o plano t = 1. Olhemos

inicialmente a condição (2.24):

XF(x, t, u) = 2t− 2 = 2(t− 1).
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Logo, XF = 0 quando F = 0. Porém, dados ε ∈ R e (x0, t0, u0) ∈ S , temos t0 = 1 e

Tε(x0, 1, u0) = (x0, 1 + ε, u0) = (x̄, t̄, ū).

Para que S seja G-invariante, devemos ter (x̄, t̄, ū) ∈ S , o que somente acontecerá se

ε = 0. Portanto, S não é G-invariante. O problema do conjunto S é que a função F

que define o conjunto não tem posto máximo em S . De fato, temos que o gradiente

∇F = (0, 2(t− 1), 0) se anula no conjunto S inteiro.

O leitor pode se perguntar a importância de estudarmos funções invariantes e in-

variância das curvas de nível de funções. Funções invariantes nos darão soluções

invariantes, enquanto G-invariância de zero de funções nos dará as simetrias de Lie do

sistema de equações em questão. Este último ponto ficará mais claro na próxima seção.

Às vezes estamos interessados em determinar exatamente quantos são os invariantes

de um grupo local de transformações. Porém, observe que se F1, . . . , Fk : M→ R são k

invariantes de um grupo G com gerador X e H é uma função real diferenciável, então

H(F1(p), . . . , Fk(p)) também será um invariante, pois

XH =
∂H
∂Fi XFi = 0.

Por isso precisamos diferenciar invariantes independentes dos dependentes.

Definição 2.4.3. Sejam ξ1, . . . , ξk funções diferenciáveis definidas numa variedade M.

Então:

(a) ξ1, . . . , ξk são ditas funcionalmente dependentes se, para cada p ∈ M, existe uma vizi-

nhança U de p e uma função diferenciável não identicamente nula (em qualquer

aberto de Rk) F : U ⊂ Rk → R tal que

F(ξ1(p), . . . , ξk(p)) = 0, ∀p ∈ U. (2.26)

(b) ξ1, . . . , ξk são ditas funcionalmente independentes se elas não são funcionalmente

dependentes.

Pelo Teorema da Função Implícita, as funções ξ1, . . . , ξk serão funcionalmente de-

pendentes se, e somente se, existir uma função diferenciável f tal que, sem perda de

generalidade,

ξk(p) = f (ξ1(p), . . . , ξk−1(p)).
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Exemplo 2.4.10. Considere o grupo de dilatações com gerador infinitesimal

X = u
∂

∂u
− bt

∂

∂t
, b ∈ R∗.

As funções x e ut1/b são invariantes funcionalmente independentes do grupo conside-

rado. De fato, elas são invariantes do grupo pois

Xx = 0, Xut1/b = ut1/b − b
b

ut1/b = 0.

Além disso, suponha que exista F tal que F(x, ut1/b) = 0 em qualquer aberto U ⊂ R2.

Então pelo Teorema da Aplicação Inversa existe um aberto V tal que F
∣∣∣
V
≡ 0 o que nos

diz que a condição (a) da Definição 2.4.3 não pode ser satisfeita. Portanto, x e ut1/b são

invariantes funcionalmente independentes.

Por outro lado, considere os invariantes ut1/b e ubt. Eles são funcionalmente depen-

dentes, pois

ubt = (ut1/b)b = f (ubt),

onde f (z) = zb. Como veremos a seguir, x e ut1/b são os únicos invariantes funcional-

mente independentes de tal grupo de transformações.

Suponha agora que G seja um grupo local de transformações a 1-parâmetro agindo

em Rm ×Rn com gerador infinitesimal

X = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η j(x, u)
∂

∂uj , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, (2.27)

onde x ∈ Rm e u ∈ Rn. Se queremos encontrar todos os invariantes do grupo G,

buscamos todas as funções F : Rm ×Rn → R tais que XF = 0. Logo, queremos resolver

o sistema

XF = ξ i(x, u)
∂F
∂xi + η j(x, u)

∂F
∂uj = 0. (2.28)

Proposição 2.4.4. A solução geral da equação (2.28) tem a forma

F(x, u) = H(J1(x, u), . . . , Jm+n−1(x, u)),

onde G é uma função diferenciável arbitrária de m + n − 1 variáveis e as funções

J1(x, u), . . . , Jm+n−1(x, u) são m + n− 1 soluções linearmente independentes do sistema

de características de (2.28) dado por

dx1

ξ1(x, u)
= · · · = dxm

ξm(x, u)
=

du1

η1(x, u)
= · · · = dun

ηn(x, u)
. (2.29)
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Demonstração. Veja [59], Theorem 4.2.1 (página 136).

Como consequência imediata da Proposição 2.4.4, veja [66], Theorem 2.6 (página 35),

temos o seguinte resultado.

Proposição 2.4.5. Um grupo local de transformações a 1-parâmetro G agindo em Rm ×
Rn tem exatamente m + n− 1 invariantes functionalmente independentes. Podemos

tomar tais invariantes como sendo as soluções J1(x, u), . . . , Jm+n−1(x, u) de (2.29). Tal

conjunto de invariantes é dito ser uma base de invariantes para G.

Exemplo 2.4.11. (a) Voltemos ao Exemplo 2.4.10. De acordo com a Proposição 2.4.5, o

grupo de dilatações tem apenas dois invariantes, que podemos tomar como sendo

as soluções do sistema de características associado ao gerador X:

dx
0

= −dt
bt

=
du
u

. (2.30)

Vale a pena ressaltar que dx/0 não significa que estamos dividindo por zero: é

apenas uma simbologia. Temos então:

dx = 0, −dt
bt

=
du
u

,

cujas soluções são dadas por J1 = x e J2 = ut1/b.

(b) Considere o grupo projetivo

T(ε, x, y) =
(

x
1− εx

,
y

(1− εx)2k−1

)
, k ∈N,

cujo gerador infinitesimal é dado por

X = x2 ∂

∂x
+ (2k− 1)xy

∂

∂y
.

Tal grupo de transformações possui apenas um invariante independente. O

sistema de características é dado por

dx
x2 =

dy
(2k− 1)xy

.

A solução do sistema de características é dada por

J1(x, y) =
y

x2k−1 .
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(c) Considere o grupo de translações no tempo

Tε(x, t, u) = (x, t + ε, u), ε ∈ R,

cujo gerador é dado por

X =
∂

∂t
.

A Proposição 2.4.5 diz que temos dois invariantes funcionalmente independentes

dados pela solução do sistema de características

dx
0

=
dt
1

=
du
0

.

Temos J1(x, t, u) = x e J2(x, t, u) = u.

(d) Considere uma constante real c e o grupo

Tε(x, t, u) = (x + cε, t + ε, u)

de gerador

X = c
∂

∂x
+

∂

∂t
.

O sistema de características
dx
c

=
dt
1

=
du
u

tem dois invariantes, que são dados por J1(x, t, u) = x− ct e J2(x, t, u) = u.

Sabendo como encontrar os invariantes de um grupo de transformações, precisamos

saber o que são simetrias de Lie para podermos encontrar soluções invariantes.

2.5 simetrias de sistemas de equações diferen-

ciais e condição de invariância

Nesta seção finalmente definiremos simetrias de Lie de sistemas de equações diferenciais

utilizando toda a teoria que desenvolvemos até agora. Apresentando as simetrias ainda

de maneira informal neste momento, mas conectando conceitos, consideraremos uma

subvariedade definindo um sistema de equações diferenciais que mora em algum

espaço de jatos e encontraremos grupos locais de transformações a 1-parâmetro que

transformam uma solução do sistema em outra solução do mesmo sistema. Isso é o que
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definirá uma simetria de Lie. Porém, alguns problemas teóricos precisam ser resolvidos,

como, por exemplo, o fato de uma simetria agir no espaço de variáveis dependentes

e independentes e a equação depender de derivadas das variáveis dependentes. Em

outras palavras, esta seção mostrará como um grupo de transformações transforma as

derivadas em questão.

Suponha que tenhamos um sistema de equações diferenciais S envolvendo variáveis

independentes x = (x1, . . . , xm) e dependentes u = (u1, . . . , un). As soluções de tal

sistema serão seções da forma u = f (x).

Consideraremos Rm ×Rn com coordenadas adaptadas (x, u). Um grupo de simetrias

de Lie do sistema será um grupo local de transformações a 1-parâmetro G agindo

numa subvariedade aberta M ⊂ Rm ×Rn de tal forma que G transforma soluções de

S em novas soluções de S . Porém, precisamos entender como uma função u = f (x) é

transformada por um grupo G.

Considere o gráfico de f

Gr f = {(x, f (x)); x ∈ Ω ⊂ Rm} ⊂ Rm ×Rn.

Pelo Exemplo 2.1.3, Gr f é um subvariedade de Rm ×Rn de dimensão m. Se Gr f ⊂ Uε,

onde Uε é domínio de definição da transformação Tε ∈ G, então

Tε(Gr f ) = {(x̄, ū) := Tε(x, u); (x, u) ∈ Gr f }.

O conjunto Tε(Gr f ) não necessariamente é o gráfico de outra função ū = f̄ (x̄). Entre-

tanto, como T0(Gr f ) = Gr f e G age diferenciavelmente em Rm ×Rn, então podemos

diminuir Ω de forma que, para elementos Tε suficientemente próximos da identidade, te-

nhamos Tε(Gr f ) = Gr f̄ como o gráfico de uma função ū = f̄ (x̄). Escrevemos f̄ = Tε( f )

e dizemos que f̄ é a função transformada de f por Tε.

Precisamos então entender como encontramos f̄ . Suponha que a transformação Tε

seja escrita como

(x̄, ū) = Tε(x, u) = (Φ(x, u), Ψ(x, u))

para funções diferenciáveis Φ e Ψ, ou seja,

x̄ = Φ(x, f (x)) = Φ ◦ (id× f )(x),

ū = Ψ(x, f (x)) = Ψ ◦ (id× f )(x),
(2.31)

onde (id× f )(x) := (x, f (x)). Para encontrar ū = f̄ (x̄) devemos eliminar x das duas

equações em (2.31). Note que como T0 f = f , então existe uma vizinhaça da origem tal
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que a Jacobiana de Φ ◦ (id× f ) é não singular. Logo, do Teorema da Aplicação Inversa,

podemos escrever

x = [Φ ◦ (id× f )]−1 (x̄).

Substituindo em ū, temos

ū = [Ψ ◦ (id× f )] ◦ [Φ ◦ (id× f )]−1 (x̄)

e, desta forma, sempre conseguimos encontrar f̄ como

f̄ = [Ψ ◦ (id× f )] ◦ [Φ ◦ (id× f )]−1 . (2.32)

Exemplo 2.5.1. (a) Dadas constantes reais a, a1 e b1 e um ponto (x0, t0) ∈ R2, con-

sidere a função f : R2 → R dada por f (x, t) = a + a1(x − x0) + b1(t− t0), e a

translação no espaço Tε(x, t, u) = (x + ε, t, u). Temos

(x̄, t̄, ū) = Tε(x, t, f (x, t)) = (x + ε, t, a + a1(x− x0) + b1(t− t0)).

Queremos encontrar ū = f̄ (x̄, t̄) = f̄ (x + ε, t). Das equações

x̄ = x + ε,

t̄ = t

ū = a + a1(x− x0) + b1(t− t0)

temos que x = x̄ − ε, t = t̄ e ū = a − εa1 + a1(x̄ − x0) + b1(t̄ − t0). Em outras

palavras,

ū = f̄ (x̄, t̄) = a− εa1 + a1(x̄− x0) + b1(t̄− t0).

No caso em que a função f : R2 → R é dada por

f (x, t) = a + a1(x− x0) + b1(t− t0) + a2(x− x0)
2 + b2(t− t0)

2+

+c2(x− x0)(t− t0) + a3(x− x0)
3 + b3(t− t0)

3+

+c3(x− x0)
2(t− t0) + d3(x− x0)(t− t0)

2,

(2.33)

onde a, ai, bi e ci são constantes reais, temos

(x̄, t̄, ū) = Tε(x, t, f (x, t)) =

= (x + ε, t, a + a1(x− x0) + b1(t− t0) + a2(x− x0)
2 + b2(t− t0)

2

+c2(x− x0)(t− t0) + a3(x− x0)
3 + b3(t− t0)

3+

+c3(x− x0)
2(t− t0) + d3(x− x0)(t− t0)

2,
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o que significa que ainda temos x = x̄− ε e t = t̄, porém

ū = f̄ (x̄, t̄) =

= a + a1(x̄− x0 − ε) + b1(t̄− t0) + a2(x̄− x0 − ε)2+

+b2(t̄− t0)
2 + c2(x̄− x0 − ε)(t̄− t0) + a3(x̄− x0 − ε)3+

+b3(t̄− t0)
3 + c3(x̄− x0 − ε)2(t̄− t0) + d3(x̄− x0 − ε)(t̄− t0)

2.

(b) Considere o grupo transformações projetivas

Tε(x, y) =
(

x
1− εx

,
y

1− εx

)
e a função f : R→ R dada por f (x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)

2, onde a0, a1 e

a2 são constantes e x0 ∈ R é um ponto fixado. Temos então

(x̄, ȳ) = Tε(x, f (x)) =
(

x
1− εx

,
a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)

2

1− εx

)
,

o que nos diz que

x̄ =
x

1− εx
,

ou seja,

x =
x̄

1 + εx̄
.

Para ȳ temos

ȳ = f̄ (x̄) =
a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)

2

1− εx
=

= a0(1 + εx̄) + a1(x̄− x0(1 + εx̄)) + a2
(x̄− x0(1 + εx̄))2

1 + εx̄
.

Veremos a seguir que a escolha das funções f no Exemplo 2.5.1 como polinômios é

de extrema importância para determinarmos extensões de grupos de transformações.

Podemos agora definir rigorosamente uma simetria de Lie de um sistema de equações

diferenciais.

Definição 2.5.1. Seja S ⊂ Jk(π) um sistema de equações diferenciais definido em

termos do fibrado trivial π : Rm ×Rn → Rm. Um grupo de simetrias, ou grupo de

simetrias de Lie, do sistema S é um grupo local de transformações a 1-parâmetro G

agindo numa variedade aberta M ⊂ Rm ×Rn com a propriedade de que sempre que

u = f (x) for uma solução clássica de S , e sempre que Tε( f ) estiver definido para

Tε ∈ G, então ū = Tε( f )(x̄) também é uma solução do sistema.
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Exemplo 2.5.2. Considere a equação de Novikov modificada

ut − utxx + (b + 1)u2ux − buuxuxx − u2uxxx = 0

e seja u = f (x, t) uma solução qualquer da equação. Considere também o grupo

de translações Tε(x, t, u) = (x + ε, t, u). Para que o grupo seja uma simetria, ū =

Tε( f )(x̄, t̄) = f̄ (x̄, t̄) deve ser uma nova solução.

Como Tε(x, t, u) = (x + ε, t, f (x, t)), então temos x̄ = x + ε, t̄ = t e ū = f (x, t). Além

disso, conseguimos escrever x = x̄− ε e, desta forma, encontramos

ū = f (x̄− ε, t̄).

Precisamos verificar que ū é solução da equação. Para isso, basta notar que

ūx̄ = f x̄ = fx
dx
dx̄

= fx = ux,

ūx̄x̄ = uxx, ūx̄x̄x̄ = uxxx,

ūt̄ = ut, ūt̄x̄x̄ = utxx, ū = u.

Desta forma, teremos

ūt̄ − ūt̄x̄x̄ + (b + 1)ū2ūx̄ − būūx̄ūx̄x̄ − ū2ūx̄x̄x̄ =

= ut − utxx + (b + 1)u2ux − buuxuxx − u2uxxx = 0

e o grupo de translações será uma simetria da equação. Considere agora a função

f (x, t) =
e±x
√

t
.

Podemos verificar que u = f (x, t) é solução da equação de Novikov modificada.

Mostraremos como a translação leva essa solução em outra solução. Como Tε(x, t, u) =

(x + ε, t, f (x, t)) e x = x̄− ε, então

ū =
e±x
√

t
=

e±(x̄−ε)

√
t̄

é uma nova solução da equação.

Uma vez que uma simetria de Lie é um grupo de transformações G e já sabemos que

existe uma relação unívoca entre o grupo e seu gerador X, precisamos entender o que a

Definição 2.5.1 quer dizer em termos do gerador infinitesimal.
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Para isso precisamos relembrar diversas propriedades do espaço de jatos que cons-

truímos na Seção 2.2. Considerando o fibrado da Definição 2.5.1 e seu respectivo espaço

de k-jatos Jk(π), dada uma função diferenciável u : Rm → Rn conseguimos associar u a

uma única seção σ(x) = (x, u(x)) ∈ Rm ×Rn. A partir da seção σ temos o seu k-ésimo

jato jk
x(σ), que em [87] é chamado de k-ésima prolongação de u = f (x) e é denotado

por pr(k) f .

Definimos coordenadas adaptadas x, u, u(1), . . . , u(k) em Jk(π) onde u(i) denota o

conjunto das i-ésimas derivadas da função u = (u1, . . . , un). Cada i-ésima derivada da

componente l da função u é da forma

ul
(i) =

∂iul

∂xα
, (2.34)

onde α é um multi-índice tal que |α| = i. Deixando i variar de 1 a k, as condições (2.34)

são chamadas de condições de contato. Além disso, podemos considerar Jk(π) = Rm×R`,

onde

` = n
(

m + k
k

)
.

Suponha que G seja um grupo local de transformações a 1-parâmetro agindo num

aberto U ⊂ Rm × Rn. Defina U(k) ⊂ Jk(π) como sendo o conjunto dos pontos

(x, u, u(1), . . . , u(k)) tais que (x, u) ∈ U. Dado um ponto (x0, u0, (u0)(1), . . . , (u0)(k)) ∈
U(k), escolha qualquer função u = f (x) definida numa vizinhança de x0, cujo gráfico

more em U e que possua derivadas em x0

(u0, (u0)(1), . . . , (u0)(k)) = pr(k) f (x0). (2.35)

Tal função sempre existe, pois podemos tomar f como um polinômio de Taylor com

coeficientes (u0)
j
(i).

Se Tε ∈ G é um elemento suficientemente próximo da identidade, a função trans-

formada de f dada por (2.32) está definida numa vizinhança do ponto transformado

(x̄0, ū0) = Tε(x0, u0), com u0 = f (x0).

Conseguimos então definir como estendemos a ação de um elemento Tε ∈ G a U(k):

pr(k)Tε(x0, u0, (u0)(1), . . . , (u0)(k)) := (x̄0, ūk
0), (2.36)

onde ūk
0 := pr(k)( f̄ )(x̄0). A condição (2.36) diz que para calcularmos pr(k)Tε num

ponto (x0, u0, (u0)(1), . . . , (u0)(k)), basta tomar uma função f tal que (2.35) aconteça,

calculamos f̄ como (2.32) e encontramos ūk
0 = pr(k)( f̄ )(x̄0).
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O problema que surge é se o procedimento está bem definido, ou seja, se ele não

depende do representante f escolhido. Se f1 e f2 são duas funções tais que (2.35)

acontece, então as seções σ1 e σ2 associadas a f1 e f2 estão no mesmo jato jk
x0
(σ1). Da

regra da cadeia segue que (2.36) independe do representante. Logo, podemos sempre

tomar f como sendo um determinado polinômio.

Em [70, 71] os autores constroem o grupo estendido via formas diferenciais e uma

certa invariância das chamadas distribuições de Cartan. Em [9, 10], os autores utilizam

as distribuições de Cartan de maneira indireta, olhando as formas de contato. A

beleza da construção que fizemos, como apresentada em [87], é que as condições

de contato (2.34) já estão embutidas na definição da ação estendida do grupo. Em

termos geométricos, [9, 10, 70, 71] estão considerando o chamado fibrado cotangente,

enquanto estamos trabalhando no fibrado tangente.

Exemplo 2.5.3. (a) Considere o grupo de translações do Exemplo 2.5.1 (a)

{Tε(x, t, u) = (x + ε, t, u), ε ∈ R}.

Calcularemos a terceira prolongação de tal grupo. Observe inicialmente que

U(3) = J3(π) com coordenadas

(x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt, uxxx, uxxt, uxtt, uttt).

Dado um ponto

(x0, t0, u0
(1), u0

(2), u0
(3)) := (x0, t0, u0, u0

x, u0
t , u0

xx, u0
tx, u0

tt, u0
xxx, u0

txx, u0
ttx, u0

ttt) ∈ J3(π),

precisamos de fuma função f : R2 → R tal que pr(3) f (x0, t0) = (x0, t0, u0
(1), u0

(2), u0
(3)).

Fazendo uma modificação nas constantes da função f do Exemplo 2.5.1 (a), temos

que a função

f (x, t) = u0 + u0
x(x− x0) + u0

t (t− t0) +
u0

xx
2

(x− x0)2 +
u0

tt
2
(t− t0)2+

+u0
tx(x− x0)(t− t0) +

u0
xxx
6

(x− x0)3 +
u0

ttt
6

(t− t0)3+

+
u0

txx
2

(x− x0)2(t− t0) +
u0

ttx
2

(x− x0)(t− t0)2
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satisfaz pr(3) f (x0, t0) = (x0, t0, u0, u0
(1), u0

(2), u0
(3)). De acordo com o Exemplo 2.5.1

(a), a função transformada f̄ é dada por

f̄ (x̄, t̄) = u0 + u0
x(x̄− x0 − ε) + u0

t (t̄− t0) +
u0

xx
2

(x̄− x0 − ε)2 +
u0

tt
2
(t̄− t0)2+

+u0
tx(x̄− x0 − ε)(t̄− t0) +

u0
xxx
6

(x̄− x0 − ε)3 +
u0

ttt
6

(t̄− t0)3+

+
u0

txx
2

(x̄− x0 − ε)2(t̄− t0) +
u0

ttx
2

(x̄− x0 − ε)(t̄− t0)2.

Como x̄0 = x0 + ε e t̄0 = t0, temos

f̄ (x̄0, t̄0) = u0,

f̄ x̄(x̄0, t̄0) = u0
x, f̄ t̄(x̄0, t̄0) = u0

t ,

f̄ x̄x̄(x̄0, t̄0) = u0
xx, f̄ t̄t̄(x̄0, t̄0) = u0

tt, f̄ t̄x̄(x̄0, t̄0) = u0
tx,

f̄ x̄x̄x̄(x̄0, t̄0) = u0
xxx, f̄ t̄x̄x̄(x̄0, t̄0) = u0

txx, f̄ t̄t̄x̄(x̄0, t̄0) = u0
ttx, f̄ t̄t̄t̄(x̄0, t̄0) = u0

ttt.

Logo, a terceira extensão do grupo é dada por

pr(3)Tε(x, t, u) = (x + ε, t, u, ux, ut, uxx, utx, utt, uxxx, utxx, uttx, uxxx). (2.37)

(b) Considere o grupo projetivo do Exemplo 2.5.1 (b)

Tε(x, y) =
(

x
1− εx

,
y

1− εx

)
.

Para cada ε ∈ R, considere o conjunto Uε no qual Tε está definida. Seja (x0, y0, y′0, y′′0 )

∈ U(2)
ε ⊂ J2(π). Considere a função f : R→ R dada por

f (x) = y0 + y′0(x− x0) +
y′′0
2
(x− x0)

2.

Com essa função f temos que pr(2) f (x0) = (y0, y′0, y′′0 ). Do Exemplo 2.5.1 (b),

temos que a função transformada f̄ é dada por

f̄ (x̄) = y0(1 + εx̄) + y′0(x̄− x0(1 + εx̄)) +
y′′0
2
(x̄− x0(1 + εx̄))2

1 + εx̄
.

Para facilitar os cálculos, observe que x̄0 =
x0

1− εx0
e

x̄0 − x0(1 + εx̄0) =
x0

1− εx0
− x0

(
1 +

x0

1− εx0

)
=

x0

1− εx0
− x0

1− εx0
= 0.

Desta forma,

f̄ (x̄0) =
y0

1− εx0
= ȳ0,

f̄ ′(x̄0) = y′0 + (y0 − x0y′0)ε, f̄ ′′(x̄0) = −y′′0 (εx0 − 1)3.,
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ou seja,

pr(2)Tε(x, y) =
(

x
1− εx

,
y

1− εx
, y′ + (y− xy′)ε,−y′′(εx− 1)3

)
.

Proposição 2.5.1. Seja U um aberto de Rm ×Rn e suponha que S seja um sistema de

equações diferenciais de ordem k definido em U. Suponha que G seja um grupo local

de transformações agindo em U tal que teremos prTε(x, u, u(1), . . . , u(k)) ∈ S sempre

que (x, u, u(1), . . . , u(k)) ∈ S e Tε ∈ G é tal que isso esteja definido. Então G é um grupo

de simetrias de Lie no sentido da Definição 2.5.1.

Demonstração. Veja [87], Theorem 2.27 (página 101).

Agora que estendemos a ação de um grupo de transformações, precisamos entender

como o gerador infinitesimal se comporta no grupo estendido. E a prolongação do

gerador infinitesimal é dada exatamente como a princípio poderíamos pensar: é o

gerador infinitesimal do grupo estendido.

Definição 2.5.2. Seja U ⊂ Rm ×Rn um aberto e suponha que X seja um campo vetorial

no fibrado tangente TU gerando um grupo local de transformações a 1-parâmetro eεX.

A k-ésima prolongação de X, denotado por pr(k)X ou X(k), será um campo vetorial no

fibrado tangente TJk(π) e é definido como o gerador infinitesimal do correspondente

grupo prolongado pr(k)[eεX]. Explicitamente,

pr(k)X

∣∣∣∣∣
(x,u,u(1),...,u(k))

=
d
dε

∣∣∣∣∣
ε=0

pr(k)[eεX](x, u, u(1), . . . , u(k)), (2.38)

para todo (x, u, u(1), . . . , u(k)) ∈ U(k).

Se k = 0, da construção que fizemos do grupo estendido temos que pr(0)[eεX] = eεX.

Além disso, para todo k ∈N, temos X(k) = X(k−1)+Y, onde Y é um campo que envolve

somente as coordenadas u(k). De maneira mais explícita, se

X = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η j(x, u)
∂

∂uj , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n,

então

X(k) = X +
k

∑
|α|=1

Φj
α

∂

∂uj
α

, (2.39)

onde α é um multi-índice e as funções Φj
α dependem de x, u, u(1), . . . , u(|α|).
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Por exemplo, se x, t são variáveis independentes e u, v variáveis dependentes e temos

um operador

X = ξ1(x, t, u, v)
∂

∂x
+ ξ2(x, t, u, v)

∂

∂t
+ η1(x, t, u, v)

∂

∂u
+ η2(x, t, u, v)

∂

∂v
,

então X(2) pode ser escrito, de maneira geral, como

X = ξ1 ∂

∂x
+ ξ2 ∂

∂t
+ η1 ∂

∂u
+ η2 ∂

∂v
+ Φ1

x
∂

∂ux
+ Φ1

t
∂

∂ut
++Φ2

x
∂

∂vx
++Φ2

t
∂

∂ut
+

+Φ1
xx

∂

∂uxx
+ Φ1

tx
∂

∂utx
+ Φ1

tt
∂

∂utt
+ Φ2

xx
∂

∂vxx
+ Φ2

tx
∂

∂vtx
+ Φ2

tt
∂

∂vtt
,

onde omitimos os argumentos de cada função Φj
α para não sobrecarregar a notação.

É crucial observar que Φj
α é apenas uma notação para as funções, isto é, Φj

xx não é a

derivada de Φj
x com relação a x.

Exemplo 2.5.4. Consideraremos os grupos estendidos encontrados no Exemplo 2.5.3.

(a) Considere o grupo de translações {Tε; ε ∈ R} do Exemplo 2.5.3 (a). Seu gerador

infinitesimal é dado por

X =
∂

∂x
a terceira extensão do grupo é dada por

pr(3)Tε(x, t, u) = (x + ε, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt, uxxx, uxxt, uxtt, uxxx).

Observe que pr(3)Tε somente possui dependência em ε na coordenada x. Utili-

zando a equação (2.38), escrevemos

X(3) = pr(3)X = X =
∂

∂x
.

(b) O grupo projetivo do Exemplo 2.5.3 (b) tem gerador infinitesimal dado por

X = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y

e sua segunda prolongação é dada por

pr(2)Tε(x, y) =
(

x
1− εx

,
y

1− εx
, y′ + (y− xy′)ε,−y′′(εx− 1)3

)
.

O gerador estendido X(2) é então dado por

X(2) = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
+ (y− xy′)

∂

∂y′
− 3xy′′

∂

∂y′′
.
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Observemos que agora já temos diversas ferramentas que se conectam. Começamos

com um grupo local de transformações a 1-parâmetro G agindo numa variedade M e

na Proposição 2.4.3 exibimos uma condição para que uma função F : M → Rl tenha

G como grupo de simetria. Depois definimos uma simetria de Lie como sendo um

grupo G agindo em abertos U de M = Rm ×Rn que leva soluções de sistemas de

equações diferenciais em soluções. Sistemas estes que são determinados por funções

F : V(k) ⊂ Jk(π) → Rl, onde V(k) é um aberto do espaço de k-jatos. Estendemos

elementos do grupo G para pr(k)Tε e sabemos como eles agem num elemento de V(k).

Logo, sabemos como encontrar o gerador estendido.

Com esse raciocínio, se F : V(k) ⊂ Jk(π) → Rl é uma função de posto máximo (ou

seja, uma submersão) que determina um sistema de equações diferenciais de ordem k e

G é um grupo agindo em V tal que X(k)F = 0 quando F = 0, então da Proposição 2.4.3

temos que prTε(x, u, u(1), . . . , u(k)) ∈ S = {(x, u, u(1), . . . , u(k)); F(x, u, u(1), . . . , u(k)) =

0} sempre que (x, u, u(1), . . . , u(k)) ∈ S . Da Proposição 2.5.1 concluímos que G é um

grupo de simetrias de Lie do sistema em questão.

Por outro lado, é de se esperar que a recíproca da Proposição 2.4.3 seja válida. Porém

precisamos de algo ainda mais forte para que isso aconteça.

Definição 2.5.3. Um sistema de equações

SF = {(x, u, u(1), . . . , u(k)); F(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0} ⊂ Jk(π)

de ordem k é dito ser localmente solúvel num ponto (x0, u0, u0
(1), . . . , u0

(k)) ∈ S se existe

uma solução clássica (vide Definicão 2.2.8) u = f (x) definida numa vizinhança de x0

tal que u0 = f (x0), u0
(1) = f(1)(x0), . . . , u0

(k) = f(k)(x0). O sistema é dito ser localmente

solúvel se é localmente solúvel em todo ponto de S .

A definição acima é importante porque conecta as duas definições existentes para

simetrias de Lie. A primeira foi a que definimos na Definição 2.5.1 e que segue

[87, 62]. A segunda, utilizada em [9, 10, 62], é a da nossa Proposição 2.5.1, onde

consideramos a invariância do sistema pelo grupo estendido. E, como vimos nessa

mesma proposição, a segunda definição implica na primeira (mas não o contrário).

Geralmente utilizamos os conceitos sem distinção alguma simplesmente porque a maior

parte dos problemas considerados é localmente solúvel e, para tais sistemas, as duas

definições são equivalentes, veja [62, 63] e referências ali presentes. Apesar de existirem

sistemas que não são localmente solúveis, são os localmente solúveis os de nosso

interesse nessa tese.
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Suponha agora que o sistema de equações diferenciais

F(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0

tenha posto máximo. Então sempre conseguimos encontrar uma função f = ( f 1, . . . , f n)

definida em algum aberto tal que reescrevemos o sistema como

∂kuj

∂(xm)k = f j(x, u, u(1), . . . , ũ(k)), j = 1, . . . , n, (2.40)

onde ũ(k) denota o conjunto de derivadas de u de ordem k com exceção de
∂kuj

∂(xm)k . Se,

além disso, cada f j é uma função analítica em seus argumentos, então o Teorema de

Cauchy-Kovalevskaya, diz que o sistema (2.40) é localmente solúvel, veja [87], Theorem

2.73 (página 162). A recíproca que procurávamos e a chamada condição de invariância

são então dadas como no próximo resultado.

Proposição 2.5.2. Seja F : U(k) ⊂ Jk(π) → Rl uma função de posto máximo deter-

minando um sistema de equações diferenciais Fi(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0 de ordem k

localmente solúvel, i = 1, . . . , n. O grupo local de transformações a 1-parâmetro G

agindo no aberto U ⊂ Rm ×Rn é uma simetria de Lie do sistema se, e somente se,

X(k)Fi(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0, quando Fi(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0. (2.41)

Demonstração. Fizemos a ida. Para a volta, veja [87], Theorem 2.71 (página 161).

Uma consequência do Teorema de Cauchy-Kovalevskaya é que todo sistema analítico

é localmente solúvel ([87], Corollary 1.74, página 163) e, como muitos dos sistemas

considerados na literatura são analíticos, tal consequência se torna importante na

Proposição 2.5.2 e podemos simplesmente requerer que o sistema seja analítico. Além

disso, se o sistema é analítico, podemos reescrever a condição (2.41) como

X(k)Fi(x, u, u(1), . . . , u(k)) = λ
j
i Fj, (2.42)

para funções λ
j
i dependendo de x, u e derivadas de u. Logo, nas soluções do sistema as

duas condições são equivalentes.

Porém, como veremos no próximo capítulo, na prática não olhamos a analiticidade

ou solubilidade local do sistema. Simplesmente consideramos um grupo G geral de

gerador X e forçamos que a condição de invariância (2.41) aconteça. Como vimos, a

ida da proposição somente requer que o sistema tenha posto máximo.
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No próximo exemplo aplicaremos esta observação a exemplos concretos. Apesar de

nesta tese não termos considerado sistemas ou equações que não são analíticos, também

abordaremos a importância da solubilidade local na volta da Proposição 2.5.2.

Exemplo 2.5.5. No Exemplo 2.5.4 calculamos os geradores estendidos de dois grupos.

Aqui utilizaremos tais extensões.

(a) Dado um aberto U ⊂ R2 ×R, considere U(3) ⊂ J3(π) com coordenadas (x, t, u,

u(1), u(2), u(3)). Seja F : U(3) → R uma função de posto máximo tal que ∂F/∂x = 0.

Do Exemplo 2.5.4 (a) temos que a terceira extensão de

X =
∂

∂x

é o próprio operador X. Logo, quando consideramos a equação F = 0, temos

X(3)F(x, t, u, u(1), u(2), u(3)) = XF(x, t, u, u(1), u(2), u(3)) ≡ 0.

Portanto, a translação Tε(x, t, u) = (x + ε, t, u) é uma simetria de Lie da equação

F = 0. Em outras palavras, qualquer equação de posto máximo que não tenha

dependência explícita de x admite o grupo de translações em x como simetria de

Lie.

(b) Um exemplo mais trabalhoso vem do grupo projetivo do Exemplo 2.5.4 (b) e de

seu gerador estendido

X(2) = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
+ (y− xy′)

∂

∂y′
− 3xy′′

∂

∂y′′
.

Consideremos a equação diferencial ordinária y′′ + λy−3 = 0, onde λ ∈ R. Ob-

serve que F = y′′ + λy−3 tem posto máximo. Logo, como

X(2)F =

(
x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
+ (y− xy′)

∂

∂y′
− 3xy′′

∂

∂y′′

)
(y′′ + λy−3) =

= −3x(y′′ + λy−3),

temos que X(2)F = quando F = 0 e o grupo projetivo é uma simetria de Lie da

equação y′′ + λy−3 = 0.

(c) Em [87] (página 160), o autor discute o sistema

ux = yu, uy = 0
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e mostra que o sistema não é localmente solúvel pois não existe solução diferen-

ciável u que satisfaça as condições

u(x0, y0) = 1, ux(x0, y0) = y0, uy(x0, y0) = 0,

valores que algebricamente resolvem o sistema. Mais do que isso, ele diz que a

única solução do sistema é u ≡ 0.

Se considerarmos a translação Tε(x, y, u) = (x, y + ε, u) e a única solução u = 0,

temos que a função transformada ū = Tε(u) é identicamente nula, ou seja, é uma

nova solução do sistema para todo ε ∈ R. Desta forma, a translação é uma simetria

de Lie do sistema. Porém, o gerador infinitesimal estendido, de acordo com a

parte (a) deste exemplo, é dado por

X(1) =
∂

∂y
.

Daí, a condição de invariância se escreve como

X(1)(ux − yu) = −u, X(1)uy = 0,

ou seja, X(1)(ux − yu) 6= 0 quando F = 0. Logo, mostramos que precisamos

da solubilidade local quando sabemos que G é uma simetria de Lie de um

determinado sistema e queremos que a condição de invariância (2.41) ainda valha.

Para terminarmos a seção, somente precisamos entender como podemos calcular o

gerador estendido sem explicitamente exibir o grupo estendido.

Seja F : U(k) ⊂ Jk(π) → R uma função diferenciável. A derivada total de F com

respeito à xi é a função DiF ∈ U(k+1) dada por

DiF =
∂F
∂xi +

k

∑
|α|=0

uj
α,i

∂F

∂uj
α

, (2.43)

onde α = (α1, . . . , αm) é um multi-índice e

uj
α,i =

∂uj
α

∂xi =
∂k+1uj

∂xi∂xα
=

∂k+1uj

∂xi(∂x1)α1 . . . (∂xm)αm
.

A convenção acima utiliza a notação de multi-índice do gerador estendido (2.39). Ela

não é de fato a notação mais auto-explicativa possível, mas é bastante compacta.

Para clarificar como calculamos a derivada total (2.43), considere um aberto U ⊂
R2 ×R e coordenadas (x, t, u, u(1), u(2), u(3)) em U(3) ⊂ J3(π). Seja F : U(3) → R uma
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função diferenciável. A derivada total de F com respeito a x é a função DxF ∈ U(4)

dada por

DxF =
∂F
∂x

+
3

∑
|α|=0

uα,x
∂F
∂uα

=

=
∂F
∂x

+ ux
∂F
∂u

+ uxx
∂F
∂ux

+ utx
∂F
∂ut

+ uxxx
∂F

∂uxx
+ utxx

∂F
∂utx

+ uttx
∂F

∂utt
+

+uxxxx
∂F

∂uxxx
+ utxxx

∂F
∂utxx

+ uttxx
∂F

∂uttx
+ utttx

∂F
∂uttt

.

O mesmo raciocínio nos dá a derivada total de F com respeito a t. De maneira um

pouco mais geral, se x = (x1, . . . , xm) e u = u(x) é uma função real, então dada uma

função F definida em um aberto U(k) ⊂ Jk(π), então

DiF =
∂F
∂xi + ui

∂F
∂u

+ uij
∂F
∂uj

+ · · ·+ uij1 j2...jk
∂F

∂uj1 j2...jk
. (2.44)

Podemos definir derivadas totais de ordens maiores de maneira análoga. Se α =

(α1, . . . , αl) é um multi-índice qualquer, onde 0 ≤ αi ≤ m, então a α-ésima derivada

total de uma função F é denotada por

DαF = Dα1 . . . Dαl F.

Por exemplo, se α = (i, i, i), então a α-ésima derivada total de F é

D3
i F := DiDiDiF.

Finalmente, a última proposição desta seção.

Proposição 2.5.3. Seja

X = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η j(x, u)
∂

∂uj , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n,

um campo vetorial definido num aberto U ⊂ Rm ×Rn. A k-ésima prolongação de X é

o campo vetorial (2.39) definido no correspondente espaço U(k) ⊂ Jk(π). As funções

Φj
α são dadas pela seguinte fórmula:

Φj
α = Dα

(
η j − ξ iuj

i

)
+ ξ iuj

α,i, (2.45)

onde uj
i = ∂uj/∂xi e ∂uj

α = ∂uj
α/∂xi.

Demonstração. A demonstração é bastante extensa e pode ser encontrada em [87], The-

orem 2.36 (página 111). Uma outra versão da proposição pode ser encontrada em [9],

Theorem 2.4.4-1 (página 66).
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Desta forma, sabendo como calcular os coeficientes do gerador estendido e, mais do

que isso, sabendo que esses coeficientes dependem de x, u e derivadas de u, podemos

dizer que a condição de invariância (2.41) se reduz a um sistema sobredeterminado de

equações que obtemos quando igualamos os coeficientes de cada monômio dado por

derivadas de u. Tal sistema é chamado de equações determinantes e sua solução dará a

forma do gerador X.

Exemplo 2.5.6. (a) Repetiremos o grupo de translações Tε(x, t, u) = (x + ε, t, u) de

gerador infinitesimal

X =
∂

∂x
.

Então ξ1 = 1, ξ2 = 0, η = 0. Os coeficientes, até terceira ordem, serão Φx, Φt, Φxx,

Φtx, Φtt, Φxxx, Φtxx, Φttx, Φttt. De acordo com (2.45), teremos

Φx = Dx(η − ξ1ux − ξ2ut) + ξ1uxx + ξ2utx = Dx(−ux) + uxx = 0,

Φt = Dx(η − ξ1ux − ξ2ut) + ξ1utx + ξ2utt = Dt(−ux) + utx = 0,

Φxx = D2
x(−ux) + uxxx = 0,

Φtt = D2
t (−ux) + uttx = 0,

Φtx = DtDx(−ux) + utxx = 0,

Φxxx = D3
x(−ux) + uxxxx = 0,

Φtxx = DtD2
x(−ux) + utxxx = 0,

Φttx = D2
t Dx(−ux) + uttxx = 0,

Φttt = D3
t (−ux) + utttx = 0.

Ou seja, a terceira extensão do operador X é ele próprio, como já havíamos

encontrado no Exemplo 2.5.5 (a).

(b) Considere o grupo projetivo do Exemplo 2.5.4 de gerador infinitesimal

X = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
.

Temos ξ = x2 e η = xy. Se queremos obter X(2), então precisamos encontrar os

coeficientes Φx e Φxx. Teremos

Φx = Dx(η − ξy′) + ξy′′ = Dx(xy− x2y′) + x2y′′ = y− xy′,

Φxx = D2
x(xy− x2y′) + x2y′′′ = −3xy′′.

Portanto, a segunda extensão do operador X é dada por

X(2) = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
+ (y− xy′)

∂

∂y′
− 3xy′′

∂

∂y′′
,

também de acordo com o Exemplo 2.5.4 (b).
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2.6 soluções invariantes

Sejam U ⊂ Rm ×Rn um aberto, G um grupo local de transformações a 1-parâmetro

agindo em U e F(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0 um sistema de equações diferenciais de ordem

k definido em U(k).

Definição 2.6.1. Uma solução clássica u = f (x) de F(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0 é dita

ser uma solução G-invariante se seu gráfico Gr f = {(x, f (x); x ∈ U} é um conjunto

G-invariante.

Suponha que G seja tal que todo elemento Tε ∈ G aja projetavelmente em U, ou seja,

a transformação das variáveis independentes x não dependa das variáveis dependentes

u :

Tε(x, u) = (x̄, ū) = (Φ(x), Ψ(x, u)).

Nessas condições, o conjunto das T̃ε(x, u) := πU ◦ Tε(x, u) = Φ(x), que denotaremos por

G̃, é um grupo de tranformações (projetado). Pela Proposição 2.4.5, G̃ tem exatamente

m − 1 invariantes funcionalmente independentes y1 = φ1(x), . . . , ym−1 = φm−1(x).

Observe que cada um desses invariantes do grupo projetado G̃ é um invariante do

grupo total G, pois se X = ξ i ∂

∂xi + η j ∂

∂uj denota o gerador infinitesimal de G, então o

gerador de G̃ é dado por X̃ = ξ i ∂

∂xi . Daí,

Xφk = ξ i ∂φk

∂xi + η j ∂φk

∂uj = X̃φk + 0 ≡ 0, k = 1, . . . , m− 1.

Novamente pela Proposição 2.4.5, construímos outros n invariantes de G da forma

v1 = ψ1(x, u), . . . , vn = ψn(x, u) de forma a termos exatamente m + n− 1 invariantes

de G. Escrevamos

y = φ(x) := (φ1(x). . . . , φm−1(x)), v = ψ(x, u) := (ψ1(x, u). . . . , ψn(x, u)).

Consideremos inicialmente y = φ(x). Pelo Teorema da Aplicação Implícita, conse-

guimos resolver y = φ(x) para m− 1 variáveis x̃ = (xi1 , . . . , xim−1). A escolha de tais

variáveis se dá de tal forma que a matriz
∂η j

∂x̃i seja inversível. Logo, se x̂ = xim , temos a

solução

x̃ = γ(x̂, y)

para alguma função bem definida γ. A variável x̂ é chamada de variável principal e as

coordenadas de x̃ são as variáveis paramétricas.
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Suponha agora que a matriz (
∂φi

∂uk ,
∂ψj

∂uk

)
tenha posto igual a n. Novamente pelo Teorema da Aplicação Implícita, podemos

resolver v = ψ(x, u) para u em termos de x e v. Logo,

u = δ̃(x, v) = δ̃(x̂, x̃, v) = δ̃(x̂, γ(x̂, y, v) = δ(x̂, y, v).

Exemplo 2.6.1. Considere R2 ×R2 e o grupo de dilatações

Tε(x, t, u, v) = (x, e−bεt, eεu, eεv), ε ∈ R

cujo gerador infinitesimal é dado por

X = −bt
∂

∂t
+ u

∂

∂u
+ v

∂

∂v
.

Observe que x̄ = x e t̄ = e−bεt não dependem de u e v, ou seja, o grupo age projetavel-

mente em R2. Como o grupo possui duas variáveis independentes, teremos 2− 1 = 1

invariante que é solução da equação característica

dx
0

= −dt
bt

.

Como teremos J1 = x, coloque φ(x, t) = x e y = φ(x, t). Neste caso não temos opção a

não ser colocar x como nossa variável paramétrica e deixar t como variável principal.

O grupo de dilatações possui exatamente 4− 1 = 3 invariantes, sendo que já temos o

primeiro. Os outros dois, obtidos via equações características, são J2 = ut1/b e J3 = vt1/b.

Sejam ψ1(x, t, u, v) = ut1/b e ψ2(x, t, u, v) = vt1/b, (v̂1, v̂2) = (ψ1, ψ2). Temos

v̂1 = ut1/b, v̂2 = vt1/b,

ou seja,

u = v̂1t−1/b, v = v̂2t−1/b.

Com isso encontramos as funções γ e δ que de maneira teórica construímos anterior-

mente.

Se v = h(y) é qualquer função diferenciável, então

u = f (x) = δ(x̂, y, v) = δ(x̂, φ(x), h(φ(x))) (2.46)

é claramente uma função G-invariante.
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O que queremos realmente saber é quando uma função u = f (x) correspondente a

uma função v = h(y) que pode ser escrita como (2.46) é uma solução do sistema de

equações diferenciais de ordem k

∆(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0.

Para isso, precisamos saber como as derivadas de funções v = h(y) se relacionam com

as derivadas de u = f (x). Em relação a x, a matriz Jacobiana de (2.46) é dada por

∂u
∂x

=
∂δ

∂x̂
+

∂δ

∂y
∂φ

∂x
+

∂δ

∂v
∂v
∂y

∂y
∂x

.

Usando o fato de que x̃ = γ(x̂, y), podemos reescrever ∂u/∂x como

∂u
∂x

= δ1(x̂, y, v, ∂v/∂y),

ou seja, podemos expressar as primeiras derivadas de qualquer função G-invariante em

termos de x̂, y, v e primeiras derivadas de v com respeito a y. Prosseguindo de maneira

análoga até uma certa ordem l, encontramos

∂lu
∂xl = δl(x̂, y, v, v(1), . . . , v(l)).

Exemplo 2.6.2. No Exemplo 2.6.1, consideramos R2×R2, o grupo de dilatações (x, t, u, v) 7→
(x, e−bεt, eεu, eεv) e construímos os invariantes J1 = x, J2 = ut1/b, J3 = vt1/b. Colocamos

y = x, v̂1 = ut1/b, v̂2 = vt1/b e com isso podemos escrever

u = v̂1t−1/b, v = v̂2t−1/b.

Suponha que v̄1 = v̄1(y) = v̄1(x) e v̄2 = v̄2(x). Então podemos calcular algumas

derivadas de u e v:

ux =
v̂1

y

t1/b , uxx =
v̂1

yy

t1/b , uxxx =
v̂1

yyy

t1/b ,

ut = −
1
b

v̂1

t(b+1)/b
, utxx = −1

b
v̂1

yy

t(b+1)/b
,

vx =
v̂2

y

t1/b , vxx =
v̂2

yy

t1/b , vxxx =
v̂2

yyy

t1/b ,

vt = −
1
b

v̂2

t(b+1)/b
, vtxx = −1

b
v̂2

yy

t(b+1)/b
.
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Uma vez que encontramos as derivadas que precisamos no sistema ∆ = 0, simples-

mente substituimos no sistema e encontraremos um novo sistema

∆̃(x̂, y, v, v(1), . . . , v(k)) = 0

que ainda depende das variáveis paramétricas x̂. Se G for realmente uma simetria de

Lie do sistema, então o novo sistema ∆̃ = 0 será sempre equivalente a um novo sistema

(∆/G)(y, v, v(1), . . . , v(k)) = 0

que já não mais depende das variáveis x̂. O sistema (∆/G) é chamado de sistema

reduzido e sua notação é dada em referência à teoria de variedades quociente que

geometricamente descreve tal sistema, veja [87], Section 3.4 (página 209).

Desta forma, toda solução v = h(y) de (∆/G) = 0 será, via (2.46), uma solução

de ∆ = 0 e, consequentemente, podemos construir soluções G-invariantes do sistema

original.

Para finalizar este capítulo, consideremos alguns exemplos.

Exemplo 2.6.3. (a) Considere o sistema de equações diferenciais parciais

ut − utxx − vbux + vbuxxx = 0,

vt − vtxx − ubvx + ubvxxx = 0.

É possível mostrar que o grupo de dilatações dos Exemplos 2.6.1 e 2.6.2 de gerador

infinitesimal

X3 = −bt
∂

∂t
+ u

∂

∂u
+ v

∂

∂v
é uma simetria de Lie do sistema. No Exemplo 2.6.1 calculamos u e v em função

de t, v̂1, v̂2 e colocamos y = x. No Exemplo 2.6.2 encontramos as derivadas que

precisamos para o sistema. Quando substituímos no sistema, temos

1
bt(b+1)/b

(
−v̂1 + v̂1

yy − b(v̂2)bv̂1
y + b(v̂2)bv̂1

yyy

)
= 0,

1
bt(b+1)/b

(
−v̂2 + v̂2

yy − b(v̂1)bv̂2
y + b(v̂1)bv̂2

yyy

)
= 0.

Com isso, encontramos o sistema reduzido

−v̂1 + v̂1
yy − b(v̂2)bv̂1

y + b(v̂2)bv̂1
yyy = 0,

−v̂2 + v̂2
yy − b(v̂1)bv̂2

y + b(v̂1)bv̂2
yyy = 0,
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Se encontrarmos uma solução para o sistema reduzido, então encontramos uma

solução para o sistema original. Considere v̂1 = v̂2 = ey. Como

v̂1 = v̂2 = v̂1
y = v̂2

y = v̂1
yy = v̂2

yy = v̂1
yyy = v̂2

yyy,

então (v̂1, v̂2) é solução do sistema reduzido. Logo,

u =
v̂1(y)
t1/b =

ey

t1/b =
ex

t1/b , v =
v̂2(y)
t1/b =

ey

t1/b =
ex

t1/b

é uma solução invariante do sistema. Analogamente se pode mostrar que v̂1 =

v̂2 = e−y também é solução do sistema reduzido e, portanto, temos duas soluções

invariantes (u±, v±), onde

u± =
e±x

t1/b , v± =
e±x

t1/b .

(b) Considere agora a equação diferencial ordinária de ordem 2n

y(2n)(x) + λy
1+2n
1−2n (x) = 0, λ 6= 0, n ∈N,

que admite a translação em x como simetria de Lie. O gerador da translação é

dado por

X =
∂

∂x
e a solução das equações características é y = k, onde k é uma constante de

integração. Logo, o gerador X nos dará uma solução, se ela existir, constante.

Porém, note que a constante
1 + 2n
1− 2n

é sempre menor que zero. Isto quer dizer que

quando substituímos o invariante y = k na equação, obtemos

λ
1

k−
1+2n
1−2n

= 0,

que nunca se anula pois estamos assumindo λ 6= 0. Logo, y = k não pode ser uma

solução invariante da equação.

Com isso, mostramos que nem todo grupo de transformação admitido por uma

equação diferencial dará de fato uma solução. Neste caso em particular, a razão

de não existir tal solução ficará clara no capítulo seguinte, quando classificaremos

as simetrias da equação e encontraremos uma solução invariante a 3-parâmetros.





3 TEOREMAS DE CLASS I F ICAÇÃO DE

S IMETR IAS DE L IE

Neste capítulo aplicaremos as técnicas do Capítulo 2 para encontrarmos as simetrias de

Lie de equações que consideramos nos últimos quatro anos. Alguns desses resultados

já se encontram publicados [7, 25, 26, 28, 29, 31], enquanto outros estão em fase final

de redação dos respectivos resultados para submissão.

Para iniciar o capítulo, comecemos com o algoritmo discutido no capítulo anterior.

Considere o fibrado π : Rm ×Rn → Rm. Dado um sistema de equações F = 0 de

ordem k, onde F está definida num aberto de Jk(π), queremos encontrar o grupo

local de transformações a 1-parâmetro G agindo em Rm ×Rn mais geral, de gerador

infinitesimal

X = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η j(x, u)
∂

∂uj , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, (3.1)

tal que

X(k)F = 0 quando F = 0, (3.2)

o que significa que estamos usando a ida da Proposição 2.5.2. Em (3.2), X(k) é a k-ésima

prolongação de X dada como em (2.39):

X(k) = X +
k

∑
|α|=1

Φj
α

∂

∂uj
α

. (3.3)

Os coeficientes Φj
α são calculados por (2.45) como exibidos na Proposição 2.5.3:

Φj
α = Dα

(
η j − ξ iuj

i

)
+ ξ iuj

α,i. (3.4)

A condição de invariância (2.42) é dada por

X(k)F = λF, (3.5)

onde λ é uma função que pode depender de x, u e derivadas de u. Da condição

de invariância obtemos uma equação polinomial que é transformada num sistema

sobredeterminado de equações, chamado de equações determinantes.

67
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Na próxima seção, a única que faremos com detalhes de como aplicamos o algoritmo

apresentado no começo deste capítulo, apresentaremos o teorema de classificação de

simetrias de Lie da equação diferencial ordinária

y(2n) + f (y) = 0, (3.6)

onde n ∈N é um número natural e f (y) é uma função diferenciável. Tais resultados,

dentre outros, foram publicados em [31].

Depois, consideraremos a equação diferencial parcial

ut − utxx + (b + 1)u2ux − buuxuxx − u2uxxx = 0, (3.7)

onde b é um parâmetro real. A equação (3.7) é chamada de equação de Novikov modi-

ficada (mNovikov) e quando b = 3 reobtemos a equação de Novikov. A classificação

pode ser encontrada em [29].

A terceira equação que consideraremos é dada por

ut − utxx + aupux − bup−1uxuxx − cupuxxx = 0, (3.8)

onde a, b e c são constantes reais. Tomando as constantes a = 3, b = 2, c = 1 e e p = 1,

temos a equação de Camasssa-Holm (CH) e se a = 4, b = 3, c = 1 e p = 2 reobtemos

a equação de Novikov. Os resultados de classificação de simetrias de Lie da equação

(3.8) podem ser encontrados em [7].

Depois consideraremos o sistema

mt = vbmx

nt = ubnx,
(3.9)

onde b é um parâmetro real, m = u− uxx e n = v− vxx. O estudo do sistema (3.9)

encontra-se em andamento.

Por fim, consideraremos a equação em 1 + 3 dimensões

ut + αuux + uxxx + uxyy + uxzz = 0, α ∈ R, (3.10)

chamada de equação de Korteweg-de Vries-Zakharov-Kuznetsov. Nossos resultados

referentes à equação (3.10) podem ser encontrados em [26].
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3.1 classe de equações diferenciais ordiná-

rias autônomas de ordem par

Considere a equação diferencial ordinária

y(2n) + f (y) = 0. (3.11)

Um gerador de simetria de tal EDO é um operador da forma

X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
. (3.12)

Existem alguns resultados de G. W. Bluman [9, 10] que muito facilitam a tarefa

de encontrar simetrias de Lie de algumas equações. No caso da equação diferencial

ordinária (3.11), o seguinte lema nos auxilia, veja [9], Theorem 3.3.4-3 (página 134).

Lema 3.1.1. Considere uma equação diferencial ordinária de ordem k da forma

y(k) = g(x, y)y(k−1) + h(x, y, y′, y′′, . . . , y(k−2)).

Se a equação admite um gerador da forma (3.12), então ξy = 0 e ηyy = 0.

Se tomarmos k = 2n, g = 0 e h = f (y), então (3.11) satisfaz o Lema 3.1.1 e o gerador

(3.12) é reescrito como

X = ξ(x)
∂

∂x
+ [α(x)y + β(x)]

∂

∂y
. (3.13)

Precisamos então calcular a 2n-ésima extensão de X:

X(2n) = ξ(x)
∂

∂x
+ [α(x)y + β(x)]

∂

∂y
+

2n

∑
i=1

Φi
∂

∂y(i)
, (3.14)

onde os coeficientes Φi são dados por

Φi = Di
x(α(x)y + β(x)− ξ(x)y′) + ξ(x)yi+1.

O primeiros coeficientes Φ1, Φ2 são dados por

Φ1 = Dx(α(x)y + β(x)− ξ(x)y′) + ξ(x)y′′ =

= α′y + β′ + αy′ − ξ ′y′ − ξy′′ + ξy′′ =

= β′ + α′y + (α− ξ ′)y′,

Φ2 = D2
x(α(x)y + β(x)− ξ(x)y′) + ξ(x)y′′ =

= β′′ + α′′y + (2α′ − ξ ′′)y′ + (α + 2ξ ′)y′′
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e indutivamente podemos provar que

Φk = β(k) + α(k)y +
k

∑
j=1

[(
k
j

)
α(k−j) −

(
k

j− 1

)
ξ(k−j+1)

]
y(j). (3.15)

Quando consideramos a condição de invariância (3.5), queremos resolver a equação

polinomial

X(2n)(y(2n) + f (y)) = Φ2n + αy + β = λ(y(2n) + f (y))

para as funções λ, ξ, α e β.

Substituindo Φ2n na condição de invariância teremos as seguintes equações determi-

nantes:
λ = α− 2nξ ′,

(
2n
k

)
α(2n−k) −

(
2n

k− 1

)
ξ(2n−k+1) = 0, 1 ≤ k < 2n,

(αy + β) f ′(y) + β(2n) + α(2n)y = λ f (y).

(3.16)

O sistema (3.16) é equivalente a

ξ(x) = a1x2 + a2x + a3,

α(x) =
2n− 1

2
(2a1x + a2) + k1,

0 =

[
2n− 1

2
(2a1x + a2) + k1

]
y f ′(y) + β(x) f ′(y) + β(2n)(x)+

+

[
2n + 1

2
(2a1x + a2)− k1

]
f (y),

(3.17)

onde a1, a2, a3 e k1 são constantes de integração.

Para terminar de resolver o sistema (3.17), precisamos saber como f e sua derivada

f ′ se comportam. Em [101], o autor mostrou que é suficiente considerarmos algumas

funções particulares para que a classificação seja completa. Essas funções surgem das

condições de compatibilidade da equação (3.17). São os casos:

1. f é uma função arbitrária tal que f e f ′ são linearmente independentes;

2. f (y) = λeay, onde λ e a são constantes reais;

3. f (y) = λyp, p ∈ R.
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Considerando as “três” opções de funções, temos o seguinte teorema de classificação.

Teorema 3.1.2. Para quaisquer escolhas f = f (y) e n ≥ 1, o campo vetorial

X1 =
∂

∂x
(3.18)

é um gerador de simetria da equação (3.11). Para escolhas especiais da função f (y), é

possível aumentar o grupo de simetrias de Lie. Além de (3.18), os geradores adicionais

são:

1. Se f (y) = λeay, λa 6= 0 e n ≥ 1, temos:

D1 = x
∂

∂x
− 2n

a
∂

∂y
. (3.19)

2. Suponha f (y) = λyp, p 6= 0, 1, λ 6= 0 e n ≥ 1. Então temos os geradores

Dp = x
∂

∂x
+

2n
1− p

y
∂

∂y
. (3.20)

3. Suponha f (y) = λy
1+2n
1−2n , λ 6= 0 e n ≥ 1. Então temos os operadores

X2 = x
∂

∂x
+

2n− 1
2

y
∂

∂y
(3.21)

e

X3 = x2 ∂

∂x
+ (2n− 1)xy

∂

∂y
. (3.22)

4. Suponha f (y) = λ:

a) Se n > 1, temos

Y1 = x
∂

∂x
+

2n− 1
2

[
y− λ

2n + 1
2n− 1

x2n

(2n)!

]
∂

∂y
, (3.23)

Y2 = x2 ∂

∂x
+ x

[
(2n− 1)y− λ

x2n

(2n)!

]
∂

∂y
, (3.24)

Y3 =

(
y− λ

x2n

(2n)!

)
∂

∂y
(3.25)

e

Zj =
xj

j!
∂

∂y
, 0 ≤ j ≤ 2n− 1. (3.26)
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b) Se n = 1, além de (3.23)-(3.26) com j = 0, 1, temos

Y4 =

(
xy− λ

2
x3
)

∂

∂x
+

(
y2 − λ

4
x4
)

∂

∂y
,

Y5 =

(
y− 3

2
λx2

)
∂

∂x
− λx3 ∂

∂y
.

(3.27)

5. Suponha f (y) = λy:

a) Se n > 1, temos

V1 = y
∂

∂y
(3.28)

e

Vβ = β(x)
∂

∂y
, (3.29)

onde β é uma solução da equação linear

β(2n) + λβ = 0.

b) Se n = 1, temos (3.28)-(3.29) e

V2 = sin (2
√

λx)
∂

∂x
+
√

λy cos (2
√

λx)
∂

∂y
,

V3 = cos (2
√

λx)
∂

∂x
−
√

λy sin (2
√

λx)
∂

∂y
,

V4 = y sin (
√

λx)
∂

∂x
+
√

λy2 cos (
√

λx)
∂

∂y
,

V5 = y cos (
√

λx)
∂

∂x
−
√

λy2 sin (
√

λx)
∂

∂y
.

(3.30)

Este teorema pode ser encontrado em [31], Theorem 2.1 (página 3). De longe, o

Teorema 3.1.2 é o mais extenso que apresentaremos. Porém, ele ilustra muito bem o

tipo de dificuldades que a equação e o método apresentam.

Temos vários tipos de simetrias no Teorema 3.1.2, como a translação em x (3.18),

a dilatação (3.20) e o grupo projetivo (3.22) até geradores (3.27) que, via Primeiro
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Teorema Fundamental de Lie, nos dão transformações bem mais complicadas que

dependem de funções especiais.

No que se segue, encontraremos uma solução invariante para o caso 3 do teorema.

Ou seja, encontraremos uma solução para a equação y(2n) + λy(1+2n)/(1−2n) = 0 de

geradores X1, X2 e X3 dados como em (3.18), (3.21) e (3.22), respectivamente.

Considere a combinação linear X = αX1 + 2βX2 + γX3, ou seja,

X = (α + 2βx + γx2)
∂

∂x
+ (2n− 1)(βy + γxy)

∂

∂y
.

O sistema de características é escrito como

dx
α + 2βx + γx2 =

dy
(2n− 1)(βy + γxy)

,

cuja solução é dada por

y

(α + 2βx + γx2)
2n−1

2
= An,

onde An é uma constante. Supondo

y = An(α + 2βx + γx2)
2n−1

2 ,

e impondo que y seja solução da equação considerada, encontramos o valor de An:

An =

[
(−1)n+1 λ

(β2 − αγ)n

(
2nn!
(2n)!

)2
] 2n−1

4n

.

Portanto,

y(x) =

[
(−1)n+1 λ

(β2 − αγ)n

(
2nn!
(2n)!

)2
] 2n−1

4n

(α + 2βx + γx2)
2n−1

2 (3.31)

é uma solução a três parâmetros de

y(2n) + λy(1+2n)/(1−2n) = 0

desde que β2 − αγ 6= 0 e

(−1)n+1 λ

(β2 − αγ)n > 0.

Na Figura 9, mostramos a diferença de comportamento da solução para os casos

n = 1 e n 6= 1.
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Figura 9: A figura (a) ilustra o comporta-

mento da solução invariante para

n = 1, λ = γ = 1 e α = β = 2.

Já no caso (b) tomamos n = 2

e as mesmas constantes λ, γ, α e

β. Se n > 1, então o formato da

solução será o mesmo de (b).

Observe que obtivemos a solução (3.31) a partir de uma combinação linear mais geral

possível de todos os geradores admitidos pela equação. Além disso, na solução (3.31)

exigimos que β2 − αγ 6= 0. Isso quer dizer que não podemos tomar β = γ = 0, ou

seja, não podemos tomar X = X1. Essa observação explica o motivo de não termos

conseguido encontrar uma solução invariante para a equação no Exemplo 2.6.3 (b)

considerando apenas X1.

3.2 equação de novikov modificada

Apresentaremos agora a classificação da mNovikov

ut − utxx + (b + 1)u2ux − buuxuxx − u2uxxx = 0. (3.32)

Para maiores detalhes, veja [29] (página 4).
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Teorema 3.2.1. Para todos os valores de b, a equação (3.32) admite os seguintes gerado-

res de simetria:

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂t
, X3 = 2t

∂

∂t
− u

∂

∂u
. (3.33)

Se b = 3, então em adição aos campos (3.33) temos

X4 = e2x ∂

∂x
+ e2xu

∂

∂u
, X5 = e−2x ∂

∂x
− e−2xu

∂

∂u
. (3.34)

Os resultados do Teorema 3.2.1 para b = 3 já eram conhecidos em [12]. O que nosso

teorema mostrou é que, em termos de simetrias, tal caso é realmente o mais rico e

interessante da família (3.7). Ainda em relação ao Teorema 3.2.1, temos a seguinte

tabela de transformações e seus respectivos invariantes.

Tabela 1: Na tabela apresentamos as cinco transformações relacionadas aos geradores do

Teorema 3.2.1, seus geradores e os respectivos invariantes. Para simplificarmos

a notação, nos geradores utilizamos ∂x, ∂t, ∂u como as derivadas com respeito

a x, t e u, respectivamente.

Transformação (x̄, t̄, ū) Gerador Invariantes

(x + ε, t, u) X1 = ∂x
J1 = t

J2 = u

(x, t + ε, u) X2 = ∂t
J1 = x

J2 = u

(x, e2εt, eεu) X3 = 2t∂t − u∂u
J1 = x

J2 = ut1/2(
−1

2
ln(e−2x − 2ε), t,

u√
1− 2εe2x

)
X4 = e2x∂x + e2xu∂u

J1 = t

J2 = ue−x(
−1

2
ln(e2x − 2ε), t,

u√
1− 2εe−2x

)
X5 = e−2x∂x − e−2xu∂u

J1 = t

J2 = uex

A seguir, calcularemos uma solução invariante da equação (3.32) com b 6= 3. Como

vimos, X1, X2 e X3 são os geradores de simetria para tal caso.

Consideremos X3 e lembremos que queremos escrever v = h(y), onde y será os m− 1

invariantes relativos às variáveis independentes e v será os n invariantes restantes para

completarmos os m + n − 1 invariantes funcionalmente independentes. Neste caso,
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y = J1 = x e v = J2 = ut1/2 e temos então ut1/2 = v = h(y). Precisamos agora encontrar

as respectivas derivadas presentes na equação

ut − utxx + (b + 1)u2ux − buuxuxx − u2uxxx = 0

para podermos substituir na equação e obtermos a equação reduzida. Como

ux =
hy√

t
, uxx =

hyy√
t
, uxxx =

hyyy√
t

,

ut = −
1
2

h
t3/2 , utxx = −1

2
hyy

t3/2 .

Substituindo na equação, temos

1
t3/2

(
−1

2
h +

1
2

hyy + (b + 1)h2hy − bhhyhyy − h2hyyy

)
= 0,

ou seja, a equação reduzida é dada por

−h + hyy + 2(b + 1)h2hy − 2bhhyhyy − 2h2hyyy = 0.

Duas soluções do sistema reduzido são dadas por h(y) = αe±y. Logo, duas soluções

invariantes da equação serão

u±(x, t) =
αe±x
√

t
.

Pela definição de simetria de Lie, se temos uma solução, a simetria transformará a

solução em uma nova solução. Como u± é solução e as translações em x e t (duas

primeiras linhas da Tabela 1) são simetrias de Lie da equação com b 6= 3, então

u±,α,β,γ(x, t) =
αe±x+β

√
t + γ

determina duas soluções invariantes a três parâmetros.

3.3 uma classe de equações que unifica as equa-

ções de camassa-holm e novikov

Sobre a equação

ut − utxx + aupux − bup−1uxuxx − cupuxxx = 0, (3.35)

temos o seguinte teorema de classificação, veja [7].
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Teorema 3.3.1. A equação (3.35) admite os geradores de simetria

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂t
, X3 = u

∂

∂u
− pt

∂

∂t

para quaisquer valores de p e constantes a, b e c não todas nulas. A equação (3.35)

admite geradores adicionais nos seguintes casos:

(a) se p = 1 e a = c, temos o boost de Galileu

X4 = at
∂

∂x
− ∂

∂u

(a) se p = 2, a = 4c e b = 3c, então temos os operadores como em (3.34).

Como no caso da mNovikov, o Teorema 3.3.1 nos diz que, em termos de simetrias, os

casos mais importantes da equação (3.35) são justamente quando reobtemos a equação

de Camassa-Holm (b = 1) e a equação de Novikov (b = 2).

Analogamente à seção anterior, a tabela a seguir resume as transformações do Teorema

3.3.1 e seus respectivos invariantes.

Tabela 2: Na tabela apresentamos as seis transformações relacionadas aos geradores do

Teorema 3.3.1, seus geradores e os respectivos invariantes.

Transformação (x̄, t̄, ū) Gerador Invariantes

(x + ε, t, u) X1 = ∂x
J1 = t

J2 = u

(x, t + ε, u) X2 = ∂t
J1 = x

J2 = u

(x, e−pεt, eεu) X3 = u∂u − pt∂t
J1 = x

J2 = ut1/p

(x + εat, t, u + ε) X4 = at∂x − ∂u
J1 = at2/2

J2 = u + x/(at)(
−1

2
ln(e−2x − 2ε), t,

u√
1− 2εe2x

)
X5 = e2x∂x + e2xu∂u

J1 = t

J2 = ue−x(
−1

2
ln(e2x − 2ε), t,

u√
1− 2εe−2x

)
X6 = e−2x∂x − e−2xu∂u

J1 = t

J2 = uex
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Em termos de soluções invariantes, o caso geral será muito semelhante à mNovikov

da seção anterior. Considerando os geradores X3, X1 e X2 como fizemos anteriormente,

teremos uma solução invariante a três parâmetros da forma

u±,α,β,γ(x, t) =
αe±x+β

(t + γ)1/p ,

desde que α = β + γ.

3.4 um sistema de equações diferenciais par-

ciais

O sistema

mt = vbmx

nt = ubnx,

é o único presente neste capítulo cujo trabalho ainda se encontra em andamento.

Todavia, podemos apresentar a classificação das simetrias de Lie dele.

Antes, é conveniente reescrever o sistema em função de u e v:

ut − utxx − vbux + vbuxxx = 0,

vt − vtxx − ubvx + ubvxxx = 0.
(3.36)

Teorema 3.4.1. O sistema (3.36) admite

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂t
, X3 = −bt

∂

∂t
+ u

∂

∂u
+ v

∂

∂v
(3.37)

como geradores de simetria de Lie para todos os valores de b. Se b = 1, em adição aos

operadores (3.37), o sistema admite o gerador

X4 = −t
∂

∂x
+

∂

∂u
+

∂

∂v
.

Novamente o teorema sugere que o caso b = 1 é o mais interessante. A tabela a seguir

resume as transformações, geradores e os 2 + 2− 1 invariantes de cada grupo.

Tabela 3: Na tabela apresentamos as seis transformações relacionadas aos geradores do

Teorema 3.4.1, seus geradores e os respectivos invariantes.
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Transformação (x̄, t̄, ū, v̄) Gerador Invariantes

(x + ε, t, u, v) X1 = ∂x

J1 = t

J2 = u

J3 = v

(x, t + ε, u, v) X2 = ∂t

J1 = x

J2 = u

J3 = v

(x, e−bεt, eεu, eεv) X3 = −bt∂t + u∂u + v∂v

J1 = x

J2 = ut1/b

J3 = vt1/b

(x− εt, t, u + ε, v + ε) X4 = −t∂x + ∂u + ∂v

J1 = t2/2

J2 = u + x/(at)

J3 = u− v

Consideremos X3 e seus invariantes. Devemos ter v̄ = h(y), onde v̄ = (J2, J3) e y = J1.

Logo, temos

(u, v) =
(

φ(x)
t1/b ,

ψ(x)
t1/b

)
.

Substituindo no sistema, temos o sistema reduzido

−φ− φ′′ − bψbφ′ + bψbφ′′′ = 0,

−ψ− ψ′′ − bφbψ′ + bφbψ′′′ = 0.
(3.38)

Ainda não analisamos soluções mais gerais do sistema (3.38), porém é fácil observar

que se φ = ψ = e±x, então u = v = e±x/t1/b é uma solução do sistema.

3.5 equação de korteweg-de vries-zakharov-

kuznetsov

Nesta seção apresentamos a classificação de simetrias da equação da Korteweg-de

Vries-Zakharov-Kuznetsov

ut + αuux + uxxx + uxyy + uxzz = 0, α ∈ R, (3.39)
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Teorema 3.5.1. A equação (3.39) admite os geradores de simetria

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, (3.40)

X3 =
∂

∂z
, X4 =

∂

∂t
, (3.41)

X5 = −z
∂

∂y
+ y

∂

∂z
, (3.42)

X6 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ 3t

∂

∂t
− 2u

∂

∂u
(3.43)

X7 = αt
∂

∂x
− ∂

∂u
. (3.44)

Considere agora as variáveis independentes (x, w), onde x ∈ R e w = (y1, y2, . . . , yn) ∈
Rn, e a variável dependente u = u(x, w). Numa generalização da equação (3.39), esten-

demos o Teorema 3.5.1 para a equação

ut + αuux + uxxx + (Divw · ∇wu)x = 0, (3.45)

onde ∇wu denota o gradiente de u com respeito às variáveis w e Divw o operador de

divergência também com respeito a w. De forma mais explícita,

∇wu =

(
∂u
∂y1 , . . . ,

∂u
∂yn

)
e

Divw · ∇wu =
∂2u

∂(y1)2 + · · ·+ ∂2u
∂(yn)2 .

Teorema 3.5.2. A equação (3.45) admite os geradores de simetria

X =
∂

∂x
, T =

∂

∂t
, Xi =

∂

∂yi ,

Xij = −yj ∂

∂yi + yi ∂

∂yj ,

D = x
∂

∂x
+ yi ∂

∂yi + 3t
∂

∂t
− 2u

∂

∂u
,

G = αt
∂

∂x
− ∂

∂u
,

onde i, j = 1, . . . , n.
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3.6 comentários sobre este capítulo

Nesta seção faremos alguns comentários sobre os resultados que apresentamos neste

capítulo.

1. Com exceção da EDO considerada na Seção 3.1, todas as simetrias das outras

equações podem ser encontradas utilizando extensões para programas como o

Mathematica ou o Maple. No caso da presente tese, utilizamos o pacote SYM (veja

[36]) para cálculo de algumas simetrias.

2. O problema de encontrar simetrias da EDO considerada neste capítulo utilizando

programas de computador é a arbitrariedade de sua ordem. Por mais que fixemos

2n como ordem, n pode ser qualquer número natural, forçosamente nos fazendo

calcular as simetrias de maneira manual.

3. Os resultados de classificação da Seção 3.1, em particular, generalizam parci-

almente resultados que havíamos obtido anteriormente em [23, 48], no qual

consideramos, entre outros casos, a equação

y′′′′ + yp = 0.





4 S IMETR IAS E LE I S DE CONSERVAÇÃO

Para um sistema de equações diferenciais, a existência de leis de conservação pode servir

como ferramenta para o estudo de soluções do sistema e suas propriedades. Leis de

conservação são utilizadas, dentre outras aplicações, para investigação de propriedades

de soluções [19, 20, 21, 22, 49, 54, 55, 78, 94], e propriedades de integrabilidade do

sistema [14, 15, 35, 38, 56, 93]. O termo lei de conservação é motivado pelos diversos

exemplos físicos onde quantidades como massa, energia e momentos linear e angular

são conservados no tempo. Por exemplo, em mecânica dos fluidos, a massa M =∫
V ρ(x, y, z)dV de um fluido com densidade ρ e velocidade v é conservada nas soluções

da equação da continuidade

∇ · (ρv) +
∂ρ

∂t
= 0. (4.1)

No eletromagnetismo, a carga de uma partícula também é conservada nas soluções

da mesma equação (4.1), veja [39] (página 114). Todavia, ambos exemplos não são

necessariamente obtidos a partir de propriedades de simetria da equação (4.1).

Mas, matematicamente falando, como encontrar tais quantidades que são conserva-

das? Se nossos sistemas não possuem necessariamente uma interpretação física, como

encontramos leis de conservação? Em 1918, Emmy Noether [85] mostrou que para

sistemas de equações provenientes de um princípio variacional, toda lei de conservação

do sistema é derivada a partir de uma propriedade de simetria do sistema. Nem todo

sistema possui tal propriedade variacional, mas, quando estamos nessa condição, o

chamado de Teorema de Noether se torna uma ferramenta poderosa para encontrarmos

leis de conservação.

E o que acontece com sistemas que não possuem tal propriedade variacional? Já neste

século, Nail Ibragimov [60, 65] tentou estender o Teorema de Noether para que ele

fosse aplicável a um grupo maior de problemas. Ele construiu um sistema auxiliar de

tal forma que esse novo sistema admitisse uma formulação variacional e, se a equação é

auto-adjunta, então conseguimos encontrar leis de conservação para o sistema original

utilizando o Teorema de Noether.

83
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São esses conceitos que trabalharemos neste capítulo. Na próxima seção daremos

uma motivação física mostrando ingenuamente como relacionamos a conservação de

momento linear da mecânica clássica com propriedades de simetria da segunda lei

de Newton. Após, apresentaremos uma teoria geral de leis de conservação que será

bastante utilizada nas seções seguintes. Na terceira seção trataremos formalmente

do Teorema de Noether. Depois discutiremos o Teorema de Ibragimov e como ele se

conecta com o Teorema de Noether. Para finalizar, apresentaremos os nossos resultados

sobre leis de conservação de algumas equações que estudamos nos últimos quatro anos.

4.1 conservação de momento linear

Considere uma partícula de massa m constante, posição x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) e

velocidade v(t) = (v1(t), v2(t), v3(t)), onde

vi(t) =
dxi(t)

dt
.

O vetor momento linear p é definido como o produto da massa m pela sua velocidade v:

p(t) = mv(t).

Em consequência de interações com outros objetos ou campos, a partícula pode

sofrer ação de vários tipos de força, como a gravitacional ou a elétrica. A somatória

dessas forças nos dá a força total F. As duas primeiras Leis de Newton dizem que num

referencial inercial essa força é descrita por

F =
dp(t)

dt
.

Logo, se a força total F agindo na partícula é nula então o momento linear se conserva.

Em termos matemáticos, teremos
dp(t)

dt
= 0.

O que acabamos de fazer foi deduzir de maneira física a conservação do momento

linear. Porém, propriedades de simetria podem ser usadas para deduzirmos a mesma

conservação de momento e é essa conexão que faremos agora.

Se a força F é nula, pelas duas primeiras leis de Newton estamos nas soluções do

sistema de equações diferenciais ordinárias de segunda ordem

F = m
d2xi(t)

dt2 = 0. (4.2)
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Quando consideramos um gerador

X = τ(t, x)
∂

∂t
+ ηi(t, x)

∂

∂xi , i = 1, 2, 3,

e aplicamos a condição de invariância (3.2), temos que X é escrito como combinação

linear dos geradores

X0 =
∂

∂t
, Xi =

∂

∂xi , Xij = xj ∂

∂xi − xi ∂

∂xj , Yi = t
∂

∂xi ,

com i, j = 1, 2, 3, veja [64] (página 240).

Seja

L =
m
2

3

∑
k=1

(vk)2

e observe que
∂L
∂xi −

d
dt

∂L
∂vi = m

dxi(t)
dt

= F. (4.3)

Além disso, considerando os operadores Xi, temos

XiL− LDt(τ) = 0, (4.4)

pois τ = 0 e L não depende de xi. No caso do nosso sistema (4.2), o chamado Teorema

de Noether diz que a quantidade

Ti = Lτ + (ηi − τvi)
∂L
∂vi

é conservada nas soluções do sistema (4.2). Como τ = 0 e ηi = 1, temos

Ti = mvi = pi,

onde pi denota a i-ésima componente do momento linear p. Logo, considerando

i = 1, 2, 3, temos que o momento linear T = mv = p é conservado nas soluções de (4.2).

Desta forma, matematicamente mostramos a conservação de momento linear obtida a

partir da invariância sob translações espaciais (X1, X2 e X3).

Como veremos nas seções seguintes, as condições (4.3) e (4.4) são de extrema

importância para aplicação do Teorema de Noether. São elas que garantem que podemos

encontrar as quantidades conservadas que estão de fato conectadas com as simetrias do

sistema em questão.

Analogamente ao caso aqui apresentado, é possível mostrar que o gerador X0 está

relacionado à conservação de energia E = m|v|2/2. Já os operadores Xij, que nada mais
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são do que rotações, nos dizem que o momento angular M = m(x× v) é conservado.

Por fim, os boost de Galileu, dados pelos geradores Yi, garantem a conservação de

Q = m(tv − x) que, no caso de um sistema de partículas, nos dá a conservação do

centro de massa. Para maiores detalhes, veja [64] (página 241).

4.2 leis de conservação

Considere um sistema de equações diferenciais de ordem k

∆(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0 (4.5)

definido num aberto U(k) ⊂ Jk(π). Uma lei de conservação para o sistema é uma

expressão de divergência

Div C = DiCi (4.6)

que se anula nas soluções de (4.5). Em (4.6), o vetor conservado C = (C1, . . . , Cm) é uma

m-upla de funções diferenciáveis dependendo de x, u e derivadas de u até uma certa

ordem ` e DiCi denota a derivada total de Ci com relação à variável xi.

Na seção anterior, mostramos que o momento linear é conservado nas soluções

de determinado sistema no sentido de que a derivada do momento com relação ao

tempo t se anula. Em outras palavras, mostramos que o momento linear é uma lei de

conservação de (4.2). No caso em que m = 1 e C = C1 satisfaz (4.6) nas soluções de

um sistema de EDOs, chamamos C de primeira integral.

Num sistema de equações diferenciais parciais em que uma das variáveis indepen-

dentes é o tempo t ∈ [0, ∞) e o restante das variáveis independentes é dado por

x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm, reescrevemos (4.6) como

Div C = DtC0 + DiCi. (4.7)

A componente C0 é chamada de densidade ou corrente conservada e C̃ = (C1, . . . , Cm) é o

respectivo fluxo conservado.

No caso particular de uma variável temporal t ∈ [0, ∞) e apenas uma espacial x ∈ R,

caso este que será suficiente para os nossos resultados, a expressão (4.7) se reescreve

como

DtC0 = −DxC1
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nas soluções da equação. Após integração em R, temos que∫
R

DtC0dx = −C1
∣∣∣∞
−∞

.

Logo, se C1 → 0 quando |x| → ∞, então a quantidade

I =
∫

R
C0dx

é conservada com respeito ao tempo, veja [87, 88, 89, 105]. Quando a condição

lim
|x|→∞

C1 = 0 é satisfeita, dizemos que C1 tem decaimento no infinito.

Exemplo 4.2.1. (a) Considere a equação diferencial ordinária de ordem 2n

y(2n)(x) + λy
1+2n
1−2n (x) = 0, λ ∈ R,

e a função

I =
(y(n))2

2
+ (−1)nλ

1− 2n
2

y2/(1−2n) +
n−1

∑
j=0

(−1)n−jy(j+1)y(2n−j−1).

Quando consideramos Dx I, temos

Dx I = y(n)y(n+1) + (−1)nλy
1+2n
1−2n y′ +

n−1

∑
j=0

(−1)n−jy(j+2)y(2n−j−1)+

+
n−1

∑
j=0

(−1)n−jy(j+1)y(2n−j).

Fazendo a mudança de índice j + 2 = k + 1 na primeira somatória, obtemos

Dx I = y(n)y(n+1) + (−1)nλy′y
1+2n
1−2n +

n

∑
k=1

(−1)n−k+1y(k+1)y(2n−k)+

+
n−1

∑
j=0

(−1)n−jy(j+1)y(2n−j) =

= (−1)nλy′y
1+2n
1−2n +

n−1

∑
k=1

(−1)n−k+1y(k+1)y(2n−k)+

n−1

∑
j=1

(−1)n−jy(j+1)y(2n−j) + (−1)ny′y(2n) =

= (−1)ny′
(

y(2n) + λy
1+2n
1−2n

)
.

Logo, nas soluções da equação, temos que Dx I = 0 e I é uma primeira integral da

equação diferencial ordinária.



88 simetrias e leis de conservação

(b) Considere agora a equação diferencial parcial

ut − utxx + aupux − b(p + 1)up−1uxuxx − bupuxxx = 0,

onde a, b e p são constantes reais. Considere agora o vetor C = (C0, C1) cujas

componentes são dadas por C0 = u2 + u2
x e

C1 =


2

p + 2
aup+2 − 2bup+1uxx − 2uutx, se p 6= −2,

2a ln |u|+ 2bu−1uxx − 2uutx, se p = −2.

Observe que DtC0 = 2uut + 2uxutx e

DxC1 =

 u
(

2aupux − 2b(p + 1)up−1uxuxx − 2bupuxxx − 2utxx

)
− 2uxutx,

u
(

2au−2ux − 2bu−3uxuxx + 2bu−2uxx − 2utxx

)
− 2uxutx,

se p 6= −2 e p = 2, respectivamente. Desta forma,

DtC0 + DxC1 = 2u
(

ut − utxx + aupux − b(p + 1)up−1uxuxx − bupuxxx

)
se anula nas soluções da equação, e, portanto, temos que DtC0 + DxC1 é uma lei

de conservação para a equação.

Suponha agora que p ∈ N e que u(x, t) seja uma solução da equação tal que

u, ut, ux, · · · → 0 quando |x| → ∞. Então claramente C1 → 0 quando |x| → ∞ e

então podemos afirmar que
d
dt

∫
R

C0dx = 0,

ou seja,
∫

R
C0dx é conservada no tempo.

Antes de procedermos com os métodos que usaremos para encontrar tais quantidades,

daremos uma estrutura de espaço vetorial ao conjunto das leis de conservação de um

determinado sistema. Mais do que isso, construiremos um espaço vetorial quociente

para podermos lidar com alguns problemas que podem surgir das leis de conservação.

Suponha que C1 e C2 sejam dois vetores conservados nas soluções do sistema (4.5)

e α, β ∈ R sejam duas constantes reais quaisquer. Observe que o novo vetor C =

αC1 + βC2 é tal que

Div C = αDiv C1 + βDiv C2 = 0

nas soluções de (4.5). Ou seja, o conjunto CV(∆) dos vetores conservados forma um

espaço vetorial.
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Vale a pena observar que tal espaço vetorial é sempre não vazio, pois todo vetor

constante é trivialmente um vetor conservado de qualquer sistema, seja ele de equações

ordinárias ou parciais. Porém, podemos definir de maneira mais geral o que é um vetor

conservado trivial.

Definição 4.2.1. Dizemos que C = (C1, . . . , Cm) é um vetor conservado trivial de um

sistema de equações (4.5) se

DivC ≡ 0. (4.8)

Neste caso, a lei de conservação gerada por C é dita ser trivial.

Exemplo 4.2.2. O caso dos vetores constantes é o mais simples possível. Porém,

existem outros exemplos de vetores que não são constantes mas que satisfazem a

condição de divergência nula (4.8). Com variáveis independentes t, x, y e z, tome

C = (ux,−ut,−uz, uy). Daí, teremos

DivC = Dtux − Dxut − Dyuz + Dzuy = utx − utx − uyz + uyz ≡ 0.

Isso mostra que precisamos, de alguma forma, distiguir os vetores que são triviais

daqueles que não o são. O “problema” do vetor C é que todas as suas componentes

podem ser escritas como Ci = Dju para algum j.

A seguinte proposição caracteriza os vetores que são trivialmente conservados.

Proposição 4.2.1. Considere o fibrado trivial π : Rm × Rn → Rm, um sistema de

equações (4.5) e suponha que C = (C1, . . . , Cm) seja um vetor cujas componentes são

funções diferenciáveis. Então C é um vetor conservado trivial se, e somente se, existem

funções diferenciáveis Hi e Qij, i, j = 1, 2, . . . , m, dependendo de x, u e derivadas de u,

tais que as funções Hi se anulam nas soluções de (4.5),

Qij = −Qji (4.9)

e

Ci =
m

∑
j=1

DjQij + Hi. (4.10)

Demonstração. Veja [87], Theorem 4.24 (página 265).

Já vimos que CV(∆) forma um espaço vetorial. Pode-se facilmente mostrar que o

conjunto CV0(∆) dos vetores conservados triviais é um subespaço vetorial de CV(∆).

Em vista da Proposição 4.2.1, poderíamos reformular a Definição 4.2.1 em termos de

vetores que são escritos como em (4.10), veja [68].
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Definição 4.2.2. Dois vetores conservados C = (C1, . . . , Cm) e C̃ = (C̃1, . . . , C̃m) são

ditos equivalentes se existem funções Qij, i, j = 1, . . . , m, e H = (H1, . . . , Hm) que

dependem de x = (x1, . . . , xm) u e derivadas de u até uma certa ordem ` tal que H se

anula nas soluções de (4.5), as funções Qij satisfazem (4.9) e

Ci = C̃i +
m

∑
j=1

DjQij + Hi. (4.11)

Um vetor conservado é dito ser trivial se ele é equivalente ao vetor nulo.

Em outras palavras, C e C̃ são equivalentes se C− C̃ é um vetor conservado trivial.

Além disso, C é trivial se ele é escrito como (4.10).

Observe que C é sempre equivalente a ele próprio, pois C = C + 0. Além disso, se C

é equivalente a C̃, então C̃ é equivalente a C, pois se (4.11) é satisfeito, então

C̃i = Ci −
m

∑
j=1

DjQij − Hi.

Suponha finalmente que C seja equivalente a C̃ e C̃ a Ĉ. Logo, existem funções

diferenciáveis H̃, Ĥ que se anulam nas soluções de (4.5) e coeficientes antissimétricos

Q̃ij, Q̂ij tais que

Ci = C̃i +
m
∑

j=1
DjQ̃ij + H̃i,

C̃i = Ĉi +
m
∑

j=1
DjQ̂ij + Ĥi.

Desta forma, teremos

Ci = Ĉi +
m

∑
j=1

DjQij + Hi,

onde Hi = H̃i + Ĥi e Qij = Q̃ij + Q̂ij. Observando que Hi também se anula nas soluções

de (4.5) e que Qij é antissimétrico, temos que C é equivalente a Ĉ.

Desta forma, a equivalência da Definição 4.2.2 define uma relação de equivalência

em CV(∆) e, portanto, temos o espaço quociente CL(∆) = CV(∆)/ ∼.

No estudo de leis de conservação de um sistema (4.5) buscamos encontrar todas

as classes de equivalência de CL(∆) que determinará uma base para o espaço CV(∆)

mesmo que ele tenha dimensão infinita. Assim, quando encontramos um vetor conser-

vado, eliminamos todas as divergências nulas e exibimos somente o representante da

classe de equivalência.
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Note que essa escolha não depende do representante, pois se C e C̃ são dois vetores

equivalentes, então eles diferem por um vetor de divergência nula e, desta forma, geram

a mesma lei de conservação.

Exemplo 4.2.3. No Exemplo 4.2.1 (b), exibimos um vetor conservado C = (C0, C1) para

a equação

ut − utxx + aupux − b(p + 1)up−1uxuxx − bupuxxx = 0.

Neste exemplo, mostraremos como podemos ter um vetor equivalente àquele já exibido

para o caso b 6= −2. Considere o vetor C̃ = (C̃0, C̃1) cujas componentes são dadas por

C̃0 = u2 + u2
x − aptup+1ux − bp(p + 1)tupuxuxx − bptup+1uxxx +

1
3

ptuxutx+

+
2
3

ptuutxx −
1
3

ptutuxx −
2
3

uuxx −
2
3

u2
x,

C̃1 = 2bup+1uxx − 2uutx − aptup+1ut −
2
3

utux −
1
3

putux −
1
3

ptuxutt+,

−2
3

uutx +
2
3

ptututx −
1
3

ptututx +
2
3

ptuuttx − bpup+1uxx+

−bp(p + 1)tuputuxx − bptup+1utxx +
2
3

puutx.

É possível mostrar que

DivC̃ = DtC̃0 + DxC̃1 = 2u
(

ut − utxx + aupux − b(p + 1)up−1uxuxx − bupuxxx

)
,

expressão esta que se anula nas soluções da equação. Desta forma, o vetor C está

gerando a mesma lei de conservação do vetor considerado no Exemplo 4.2.1. É natural

pensar que os dois vetores são equivalentes e eles de fato são se observarmos que

C̃0 = u2 + u2
x + Dx

[
− p

3
tutux −

p
p + 2

atup+2 − 2
3

uux − pbtup+1uxx +
2p
3

tuutx

]
=

= C0 + DxQ12,

C̃1 =
2

2 + p
aup+2 + 2bup+1uxx − 2uutx+

−Dt

[
− p

3
tutux −

p
p + 2

atup+2 − 2
3

uux − pbtup+1uxx +
2p
3

tuutx

]
=

= C1 + DtQ21,

onde claramente temos Q12 = −Q21. Como os vetores C e C̃ são equivalentes, escolhe-

mos sempre C como o mais simples, ou seja, eliminamos todos os termos de divergência

nula.
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Na Seção 2.5 definimos a derivada total de uma função F com respeito à variável xi

como sendo dada por

DiF =
∂F
∂xi

+ ui
∂F
∂u

+ uij
∂F
∂uj

+ · · ·+ uij1...jk
∂F

∂uj1...jk
.

Naquele momento fora conveniente definir de tal maneira pois queríamos calcular

derivadas totais de coeficientes dados para que pudéssemos encontrar as prolongações

de geradores de simetria. Neste capítulo, todavia, o problema que surge é que por

mais que possamos reformular toda a teoria de maneira a evitar operadores que agem

funções definidas em espaços que nesta tese não foram construídos (a saber, o espaço

de jatos infinitos), a construção natural se dá por meio de tais operadores. No que se

segue, usaremos tais operadores de maneira formal, guiando o leitor a [70, 71, 96] para

maiores detalhes.

Suponha que (x, u) ∈ U ⊂ Rm ×Rn denote as variáveis independentes x e dependen-

tes u. Denote por z a sequência

z = (x, u, u(1), u(2), u(3), . . . ) (4.12)

cujas primeiras m + n coordenadas são dadas por

zi = xi, 1 ≤ i ≤ m,

zi = ui, m + 1 ≤ i ≤ m + n,

e o restante são dadas pelas derivadas de u. Por [z] denotaremos uma subsequência

finita qualquer de z.

Definição 4.2.3. Uma função diferencial F([z]) é uma função real diferenciável local-

mente analítica. A ordem mais alta de uma função diferencial é a ordem de derivada

mais alta presente em [z]. O conjunto de todas as funções diferenciais é o espaço vetorial

A, chamado de espaço universal da Grupo-Análise.

Algumas observações se fazem necessárias:

1. Se assumirmos que um sistema de equações diferenciais é o zero de uma função

diferencial, então estamos assumindo que o sistema é localmente solúvel. Se, além

de analítico, o sistema tiver posto máximo, então estamos em condições de ida e

volta da Proposição 2.5.2.
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2. De maneira ingênua, o jato infinito J∞(π) é construído da mesma maneira que

o espaço de k-jatos, porém não fixamos uma ordem para as derivadas de u, veja

[70, 71, 96]. Desta forma, podemos colocar coordenadas adaptadas z em J∞(π).

Com tal observação, uma função diferencial é uma função F : U∞ ⊂ J∞(π)→ R

localmente analítica.

O operador formal

Di =
∂

∂xi +
∞

∑
s=1

uj
ii1...is

∂

∂uj
i1...is

, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, (4.13)

é chamado de operador derivada total com respeito à variável independente xi. Em

termos práticos, o operador transforma uma função diferencial F ∈ A em DiF ∈ A
exatamente como havíamos definido na derivada total de F.

O termo formal utilizado acima quer dizer que não explicitamos o espaço no qual

o operador está agindo. De maneira geral, quando dizemos que um objeto é formal,

significa que não estamos lidando com problemas que podem vir explícitos no objeto.

Por exemplo, uma soma formal é uma soma infinita na qual não estamos preocupados

em avaliar a convergência.

Definição 4.2.4. O operador de Euler-Lagrange é definido como os operadores formais

δ

δuj =
∂

∂uj +
∞

∑
s=1

(−1)sDi1 . . . Dis
∂

∂uj
i1...is

, j = 1, . . . , n. (4.14)

Se F é uma função tal que
δF
δuj faz sentido, então

δF
δuj é chamada de derivada variacional

de F com respeito a uj.

Exemplo 4.2.4. Inicialmente, suponha que F ∈ A seja uma função que dependa de

variáveis independentes x e t, dependente u e derivadas de u de até segunda ordem, ou

seja, F é da forma F(x, t, u, ux, ut, uxx, utx, utt). Então a derivada variacional de F é dada

por
δF
δu

=
∂F
∂u

+
∞

∑
s=1

(−1)sDi1 . . . Dis
∂F

∂ui1...is
=

=
∂F
∂u
− Dx

∂F
∂ux
− Dt

∂F
∂ut

+ D2
x

∂F
∂uxx

+ DxDt
∂F

∂utx
+ D2

t
∂F

∂utt
.

Se temos duas variáveis dependentes u e v, ou seja, F = F(x, t, u, v, u(1), v(1), u(2), v(2)),

então teremos duas derivadas variacionais

δF
δu

=
∂F
∂u
− Dx

∂F
∂ux
− Dt

∂F
∂ut

+ D2
x

∂F
∂uxx

+ DxDt
∂F

∂utx
+ D2

t
∂F

∂utt
,
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δF
δv

=
∂F
∂v
− Dx

∂F
∂vx
− Dt

∂F
∂vt

+ D2
x

∂F
∂vxx

+ DxDt
∂F

∂vtx
+ D2

t
∂F
∂vtt

.

Talvez a propriedade mais importante do operador de Euler-Lagrange que usaremos

nesta tese é:
δ

δuj Di = 0

para 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ n, veja [64], Lemma 2 (página 199).

Defina
δ

δu
:=
(

δ

δu1 , . . . ,
δ

δun

)
. (4.15)

A função δF/δu = (δF/δu1, . . . , δF/δun) é chamada de derivada variacional de F ∈ A
e é um elemento de

An := A× · · · × A︸ ︷︷ ︸
n−vezes

.

A próxima proposição fundamentará parte dos métodos que construiremos adiante.

Proposição 4.2.2. Uma função F ∈ A tem derivada variacional nula

δF
δu
≡ 0

se, e somente se, existe uma função H = (H1, . . . , Hm) ∈ Am tal que

F = DivH = DiHi.

Demonstração. Veja [87], Theorem 4.7 (página 252).

Antes de prosseguirmos com o Teorema de Noether, exemplifiquemos a Proposição

4.3.2.

Exemplo 4.2.5. Dado b 6= −2, considere a função

F = uut − uutxx + (p + 2)up+1ux − (p + 1)upuxuxx − up+1uxxx.

A derivada variacional de F é dada por

δF
δu

=
∂F
∂u
− Dx

∂F
∂ux
− Dt

∂F
∂ut

+ D2
x

∂F
∂uxx

− D3
x

∂F
∂uxxx

− DtD2
x

∂F
∂utxx

,

onde

∂F
∂u

= ut − utxx + (p + 2)(p + 1)upux − p(p + 1)up−1uxuxx − (p + 1)upuxxx,
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∂F
∂ux

= (p + 2)up+1 − (p + 1)upuxx,
∂F
∂ut

= u,

∂F
∂uxx

= −(p + 1)upux,
∂F

∂uxxx
= −up+1,

∂F
∂utxx

= −u.

Observando que

∂F
∂u

= ut − utxx + Dx
∂F
∂ux

= Dt
∂F
∂ut

+ DtD2
x

∂F
∂utxx

e
∂F

∂uxx
= Dx

∂F
∂uxxx

,

finalmente encontramos que

δF
δu

= Dt
∂F
∂ut

+ DtD2
x

∂F
∂utxx

+ Dx
∂F
∂ux
− Dx

∂F
∂ux
− Dt

∂F
∂ut

+

+D3
x

∂F
∂uxxx

− D3
x

∂F
∂uxxx

− DtD2
x

∂F
∂utxx

= 0.

Logo, pela Proposição 4.2.2, existe uma função H = (H0, H1) tal que F = DivH =

DtH0 + DxH1. Fazendo alguns cálculos podemos concluir que as funções H0 e H1 são

dadas por

H0 =u2 + u2
x − p(p + 2)tup+1ux − p(p + 1)tupuxuxx − ptup+1uxxx +

1
3

ptuxutx+

+
2
3

ptuutxx −
1
3

ptutuxx −
2
3

uuxx −
2
3

u2
x,

H1 =2up+1uxx − 2uutx − p(p + 2)tup+1ut −
2
3

utux −
1
3

putux −
1
3

ptuxutt+

−2
3

uutx +
2
3

ptututx −
1
3

ptututx +
2
3

ptuuttx − pup+1uxx+

−p(p + 1)tuputuxx − ptup+1utxx +
2
3

puutx,

que é o mesmo vetor que consideramos no Exemplo 4.2.3.

4.3 teorema de noether

Nesta seção discutiremos com detalhes o Teorema de Noether e sua aplicação em

equações diferenciais parciais e ordinárias. Utilizaremos a abordagem de Ibragimov
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[64] na qual ele lida de maneira algébrica com algumas identidades que simplificam

significativamente a demonstração do famoso teorema de Emmy Noether [85]. Para

outras abordagens, veja [9, 10, 87].

Consideremos o fibrado π : Rm ×Rn → Rm e as seções

X = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η j(x, u)
∂

∂uj , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. (4.16)

Definição 4.3.1. Dado um campo vetorial (4.16), os operadores de Noether são os m

operadores (formais) Ni dados por

Ni = ξ i + W j δ

δuj
i

+
∞

∑
s=1

Di1 . . . Dis(W
j)

δ

δuj
ii1...is

, (4.17)

onde W j := η j − ξ iuj
i .

Na prática, quando aplicamos os operadores de Noether Ni a alguma função F que

depende de x, u e derivadas de u até uma certa ordem `, truncamos o operador nesta

ordem, pois o restante dos termos do operador consistirá de derivadas de ordem maior

que `.

Exemplo 4.3.1. Considere a equação diferencial ordinária

y(2n) + λy
1+2n
1−2n = 0.

Voltando aos casos 2 e 3 do Teorema 3.1.2, temos que os geradores de simetria da

equação são dados por

X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
+

2n− 1
2

y
∂

∂y
, X3 = x2 ∂

∂x
+ (2n− 1)xy

∂

∂y
.

Podemos associar um operador de Noether a cada um dos operadores. Considere X1 e

observe que, neste caso, W = η − ξy′ = −y′. Logo,

N1 = 1− y′
δ

δy
+

∞

∑
s=1

Ds
x(−y′)

δ

δy(s+1)
= 1−

∞

∑
s=0

y(s+1) δ

δy(s+1)
.

Analogamente, os outros dois operadores de Noether são dados respectivamente por

N2 = x +
∞

∑
s=0

(
2n− 2s− 1

2
y(s) − xy(s+1)

)
δ

δy(s+1)
,

N3 = x2 +
∞

∑
s=0

[
s(2n− s)y(s−1) + (2n− 2s− 1)xy(s) − x2y(s+1)

] δ

δy(s+1)
.
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Assim como os operadores de Noether são importantes ferramentas para simplificação

do Teorema de Noether, a chamada identidade de Noether torna o Teorema de Noether

uma simples consequência sua.

Proposição 4.3.1. (Identidade de Noether) O operador de Euler-Lagrange (4.13), o

campo vetorial (4.16) e seus respectivos operadores de Noether (4.17) estão relacionados

pela seguinte identidade de Noether:

X(∞) + Di(ξ
i) = W j δ

δuj + DiNi, (4.18)

onde X(∞) denota a soma formal

X(∞) = X +
∞

∑
|α|=1

Φk
α

∂

∂uk
α

,

com Φk
α sendo dado por (2.45).

Demonstração. Veja [64], página 331, observação 31.

Definição 4.3.2. Seja

∆ν(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0, ν = 1, 2 . . . , n, (4.19)

um sistema de equações diferenciais. Se existe uma função L ∈ A tal que

δL
δuν

= ∆ν (4.20)

para todo ν, então L é chamada de Lagrangeana do sistema. No caso da existência de

uma Lagrangeana, dizemos que o sistema (4.19) possui princípio variacional.

Exemplo 4.3.2. Considere a equação diferencial ordinária de ordem 2n

y(2n) + f (y) = 0,

onde f é uma função diferenciável, e a função

L =
(y(n))2

2
+ F(y),

onde F′ = (−1)n f . Observe que

δL
δy

=
∂L
∂y

+ (−1)nDn
x

∂L
∂y(n)

= (−1)n(y(2n) + f (y)).



98 simetrias e leis de conservação

Desta forma, encontramos uma Lagrangeana para a equação e, portanto, ela possui

princípio variacional. No caso particular em que f (y) = λyp, com λ 6= 0 e p 6= 0, 1,

podemos determinar F de maneira simples:

F(y) =

{
(−1)n λ

1+p yp+1, se p 6= −1,

(−1)nλ ln |y|, se p = −1.
(4.21)

Apesar de termos exibido uma Lagrangeana bastante geral no exemplo anterior, até

hoje não é conhecido um algoritmo que determine uma Lagrangeana de um sistema

dado. Porém, sabe-se que equações diferenciais parciais evolutivas e equações de ordem

ímpar não podem admitir Lagrangeanas.

Definição 4.3.3. Suponha que o sistema (4.19) possua uma Lagrangeana de ordem ` e

considere um gerador de simetria X do sistema dado como em (4.16). Dizemos que

X é uma simetria de Noether de (4.19) se existe um vetor B = (B1, . . . , Bm) de funções

Bi ∈ A tal que

X(`)L+ LDiξ
i = DiBi, (4.22)

onde X(`) denota a `-ésima extensão de X. No caso particular B ≡ 0, dizemos que X é

uma simetria variacional.

Exemplo 4.3.3. Consideremos a equação diferencial

y(2n) + λyp = 0, λ 6= 0, p 6= 0, 1.

Do caso 2 do Teorema 3.1.2 de classificação de simetrias, temos que o operador (3.20)

dado por

Dp = x
∂

∂x
+

2n
1− p

y
∂

∂y

é um gerador de simetria da equação para todos os valores de p exceto 0 e 1. No

Exemplo 4.3.2 exibimos a Lagrangeana L = (y(n))2/2 + F(y), onde F é dada como em

(4.21). Consideremos inicialmente o caso p = −1:

D(n)
−1L+ LDxξ = (−1)nλ + L = Dx((−1)nλx) + L.

Como δL
δy 6= 0, então pela Proposição 4.3.2 temos que não pode existir função A ∈ A

tal que L = Dx A. Desta forma, não existe função B ∈ A tal que (4.22) seja satisfeito e,

portanto, D−1 não é uma simetria de Noether.
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Por outro lado, suponha p 6= −1, 0, 1. A condição (4.22) é então reescrita como

D(n)
p L+ LDxξ =

2n + 1 + p(2n− 1)
1− p

L.

Pelo argumento utilizado anterior, não pode existir função B ∈ A tal que L = DxB.

Porém, tomando p = (1 + 2n)/(1− 2n), temos que

2n + 1 + p(2n− 1)
1− p

= 0

e então podemos tomar B = 0 e os operadores Dp serão simetrias de Noether da

equação com p = (1 + 2n)/(1− 2n).

Suponhamos agora que estejamos nas condições da Definição 4.3.3. Pela identidade

de Noether (4.18), temos

DiBi = W j δL
δuj + DiNi(L),

ou seja,

W j δL
δuj = −Di(Ni(L)− Bi).

Observando agora que (4.20) vale, então nas soluções do sistema ∆ν = 0 temos que

Di(Ni(L)− Bi) = 0.

Em outras palavras, o vetor C = (C1, . . . , Cm) cujas funções coordenadas Ci são dadas

por

Ci = Ni(L)− Bi,

é conservado nas soluções do sistema. Com isso terminamos a demonstração do

Teorema de Noether:

Proposição 4.3.2. (Teorema de Noether) Considere um sistema de equações diferenci-

ais

∆(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0, (4.23)

com Lagrangeana L. Se um gerador de simetria X do sistema é também uma simetria

de Noether, então o sistema (4.23) admite o vetor conservado C de componentes

Ci = Ni(L)− Bi, i = 1, . . . , m, (4.24)

onde Ni são os operadores de Noether associados a X.
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Quando exemplificamos a conservação do momento linear na Seção 4.1, dissemos

que as condições (4.3) e (4.4) eram de extrema importância para aplicação do Teorema

de Noether. Agora podemos claramente ver que a condição (4.3) se refere ao princípio

variacional do sistema, enquanto (4.4) diz que, tomando B = 0, Xi será uma simetria

de Noether do sistema.

Como mencionado anteriormente, o Teorema de Noether não é aplicável a qualquer

sistema. Quando não conseguimos encontrar uma Lagrangeana para o sistema ou

quando suas simetrias não são de Noether, estamos impossibilitados de utilizar a

Proposição 4.3.2.

Exemplo 4.3.4. O Exemplo 4.3.3 mostra duas situações opostas envolvendo a equação

y(2n) + λyp = 0, λ 6= 0, p 6= 0, 1, (4.25)

que possui Lagrangeana para todos os valores de p. Como vimos, o operador

Dp = x
∂

∂x
+

2n
1− p

y
∂

∂y

será uma simetria de Noether se, e somente se, p = (1 + 2n)/(1− 2n). Logo, não

podemos aplicar o Teorema de Noether se p 6= (1 + 2n)/(1− 2n).

Consideremos então os geradores de simetria da equação (4.25):

X1 =
∂

∂x
, X2 = D 1+2n

1−2n
= x

∂

∂x
+

2n− 1
2

y
∂

∂y
, X3 = x2 ∂

∂x
+ (2n− 1)xy

∂

∂y
.

Para o operador X2, mostramos que

X2L+ LDxξ = 0,

no qual L denota a Lagrangeana

L =
(y(n))2

2
+ (−1)nλ

1− 2n
2

y
2

1−2n .

De maneira análoga pode-se mostrar que

X(n)
1 L+ LDxξ = 0,

X(n)
3 L+ LDxξ = Dx

(
n2

2
(y(n−1))2

)
.

Já no Exemplo 4.3.1, encontramos os operadores de Noether N1, N2 e N3 associados aos

operadores X1, X2 e X3, respectivamente. Pelo Teorema de Noether, as três quantidades

Ii = Ni(L)− Bi, i = 1, 2, 3,
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determinam vetores conservados que, no caso de equações diferenciais ordinárias, são

chamados de primeira integrais. Temos então

I1 =
(y(n))2

2
+ (−1)nλ

1− 2n
2

y
2

1−2n +
n−1

∑
j=0

(−1)n−jy(j+1)y(2n−j−1),

I2 =x
(y(n))2

2
+ (−1)nλx

(1− 2n)
2

y
2

1−2n

+
n−1

∑
j=0

(−1)n−j−1
(

2n− 2j− 1
2

y(j) − xy(j+1)
)

y(2n−j−1),

I3 =
x2

2
(y(n))2 + (−1)nλx2 1− 2n

2
y

2
1−2n − n2

2
(y(n−1))2

+
n−1

∑
j=0

(−1)n−j−1
[

j(2n− j)y(j−1) + (2n− 2j− 1)xy(j) − x2y(j+1)
]

y(2n−j−1).

4.4 teorema de ibragimov

Na seção anterior, vimos que a utilização do Teorema de Noether está restrita a sistemas

que possuam princípio variacional e, além disso, que alguma de suas simetrias seja de

fato simetria de Noether. A necessidade de ambas condições explicita uma deficiência

do Teorema de Noether, pois o mesmo não é aplicável a qualquer equação.

Na segunda metade da década de 2000, Ibragimov [60, 65], a fim de estender a

aplicação do Teorema de Noether para sistemas que inicialmente não estavam nas

condições do teorema, mostrou que sempre podemos construir um sistema auxiliar,

que herda as simetrias do sistema original, de tal forma que o Teorema de Noether seja

aplicável. Além disso, se o sistema possui uma propriedade a mais, chamada por ele

de auto-adjunticidade, então podemos reobter o sistema original a partir do auxiliar.

Porém, é de extrema relevância ressaltar que por mais que o método estenda de certa

forma o Teorema de Noether, ele possui problemas teóricos que discutiremos a seguir.

Definição 4.4.1. Considere um sistema de equações diferenciais de ordem k

∆ν(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0, ν = 1, . . . , n, (4.26)

no qual ∆ν ∈ A. O sistema

∆∗ν(x, u, v, u(1), v(1), . . . , u(k), v(k)) :=
δ(vβ∆β)

δuν
= 0, ν = 1, . . . , n, (4.27)
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onde v = v(x) = (v1(x), . . . , vn(x)), é chamado de sistema adjunto do sistema (4.26).

Em termos da derivada variacional, a expressão (4.27) reescreve como

∆∗ν =
δ

δuν
(vβ∆β) = vβ ∂∆β

∂uν
+

∞

∑
s=1

(−1)sDi1 . . . Dis

(
vβ ∂∆β

∂uν
i1...is

)
.

O que Ibragimov faz é olhar para o princípio variacional de um sistema auxiliar.

Proposição 4.4.1. Dado um sistema (4.27), o novo sistema{
∆ν(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0,

∆∗ν(x, u, v, u(1), v(1), . . . , u(k), v(k)) = 0,
ν = 1, . . . , n, (4.28)

possui uma Lagrangeana dada por

L = vβ∆β. (4.29)

A Lagrangeana definida por (4.29) é chamada de Lagrangeana formal.

A função L é de fato uma Lagrangeana do sistema auxiliar (4.28), pois

δL
δvν

= ∆ν, ν = 1, . . . , n,

δL
δuν

= ∆∗ν, ν = 1, . . . , n.

Para maiores detalhes, veja [60], Theorem 3.2 (página 319).

A próxima proposição, conhecida como Teorema de Ibragimov, basicamente nos diz

que toda simetria de Lie de um sistema (4.26) pode ser estendida para uma simetria de

Noether do sistema (4.28).

Proposição 4.4.2. (Teorema de Ibragimov) Suponha que o sistema (4.26) admita uma

simetria de Lie com gerador

X = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η j(x, u)
∂

∂uj , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.

Então o sistema adjunto (4.27) admite uma simetria de Lie de gerador infinitesimal

X∗ = ξ i(x, u)
∂

∂xi + η j(x, u)
∂

∂uj + η
j
∗

∂

∂vj ,

onde η
j
∗ = −(λ

j
νvν + vjD`ξ

`) e λ
j
ν é a função tal que X∆ν = λ

j
ν∆j. Mais do que isso, X∗

será sempre uma simetria de Noether do sistema (4.28) com relação à Lagrangeana

formal L = vβ∆β.
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Demonstração. Veja [60], Theorem 3.3 (páginas 320 e 321).

Observe que se o sistema original (4.26) tem ordem k, então a Lagrangeana formal

L também terá ordem k. Com isso, um detalhe importante que está presente na

demonstração do Teorema de Ibragimov é que sempre teremos

X(k)
∗ L+ LDiξ

i = 0,

ou seja, X∗ será simetria de Noether do sistema auxiliar (4.28). Em particular, sempre

teremos Bi = 0 em (4.24). Desta forma, a partir de cada gerador de simetria X da

equação original, construímos uma nova simetria X∗ do sistema auxiliar de tal forma

que o Teorema de Noether seja aplicável com Bi = 0 em (4.24). Isso significa que o

vetor conservado C = (C1, . . . , Cm) terá componentes

Ci = Ni
∗(L).

Exemplo 4.4.1. Considere a equação

F = ut + αuux + uxxx + uxyy + uxzz = 0, α ∈ R, (4.30)

chamada de equação de Zakharov-Kuznetsov em 1 + 3 dimensões. Inicialmente quere-

mos encontrar a equação adjunta F∗ = 0 de F = 0. Para isso, seja v = v(t, x, y, z) uma

função suficientemente diferenciável. Temos

F∗ = v
∂F
∂u
− Dt

(
v

∂F
∂ut

)
− Dx

(
v

∂F
∂ux

)
− D3

x

(
v

∂F
∂uxxx

)
− D3

x

(
v

∂F
∂uxxx

)
+

−DxD2
y

(
v

∂F
∂uxyy

)
− DxD2

z

(
v

∂F
∂uxzz

)
=

= −Dtv− αuDxv− D3
xv− DxD2

yv− DxD2
z v = 0.

Desta forma, o sistema auxiliar é dado por{
F = ut + αuux + uxxx + uxyy + uxzz = 0,

F∗ = −Dtv− αuDxv− D3
xv− DxD2

yv− DxD2
z v = 0.

De acordo com a Seção 3.5, o operador

X = X6 = 3t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
− 2u

∂

∂u
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é um gerador de simetria da equação (4.30). Precisamos agora determinar a função λ tal

que X(3)F = λF. Quando utilizamos a Proposição 2.5.3 para determinar os coeficientes

do gerador estendido X(3), encontramos

X(3) = 3t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
− 2u

∂

∂u
− 5ut

∂

∂ut
− 3ux

∂

∂ux
+

−5uxxx
∂

∂uxxx
− 5uxyy

∂

∂utxyy
− 5uxzz

∂

∂uxzz
,

ou seja, X(3)F = −5F, de onde segue que λ = −5. Então, teremos η∗ = −(λv+ vDiξ
i) =

−v e

X∗ = 3t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
− 2u

∂

∂u
− v

∂

∂v
.

Antes de verificarmos a condição de simetria de Noether, observe que

X(3)
∗ L = vX(3)L− vF = −6vF.

Desta forma,

X(3)
∗ L+ LDiξ

i = −6vF + 6L = −6vF + 6vF = 0,

como já esperávamos. Estamos então nas condições do Teorema de Noether e precisa-

mos, desta forma, encontrar Ni
∗(L), i = 1, 2, 3, 4. Pela Definição 4.3.1, temos

Ni
∗(L) = ξ iL+ W1 δL

δui
+ W2 δL

δvi
+

+
∞

∑
s=1

Di1 . . . Dis(W
1)

δL
δuii1...is

+
∞

∑
s=1

Di1 . . . Dis(W
1)

δL
δvii1...is

,

onde W1 = η − ξ iui e W2 = η∗ − ξ iui. Observe que para Ni
∗(L) fazer sentido, precisa-

mos simetrizar a Lagrangeana L, pois o operador Ni
∗ já é escrito de maneira simétrica

em relação às derivadas cruzadas (ou seja, DxDy = DyDx, por exemplo). Por esse

motivo, escrevamos

L = v
[

ut + αuux + uxxx +
1
3
(
uxyy + uyxy + uyyx

)
+

1
3
(uxzz + uzxz + uzzx)

]
.

Como L não depende de derivadas de v, então reescrevemos Ni
∗(L) como

Ni
∗(L) = ξ iL+ W1 δL

δui
+

∞

∑
s=1

Di1 . . . Dis(W
1)

δL
δuii1...is

.

Observe que no caso do operador X∗, temos que ξ1 = 3t, ξ2 = x, ξ3 = y, ξ4 = z e

η = −2u, de onde segue que W1 = −2u − 3tut − xux − yuy − zuz. Consideremos
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também as componentes Cj, j = 0, 1, 2, 3, do vetor conservado C como Cj = Nj+1
∗ (L).

Logo,

C0 =3tL+ W1 δL
δut

= 3tL+ W1
(

∂L
∂ut

)
,

C1 =xL+ W1 δL
δux

+ Dx(W1)
δL

δuxx
+ Dy(W1)

δL
δuxy

+ Dz(W1)
δL

δuxz
+

+D2
x(W

1)
δL

δuxxx
+ D2

y(W
1)

δL
δuxyy

+ D2
z(W

1)
δL

δuxzz
=

=3tL+ W1
[

∂L
∂ux

+ D2
x

(
∂L

∂uxxx

)
+ D2

y

(
∂L

∂uxyy

)
+ D2

z

(
∂L

∂uxzz

)]
+

−Dx(W1)Dx

(
∂L

∂uxxx

)
− Dy(W1)Dy

(
∂L

∂uxyy

)
− Dx(W1)Dz

(
∂L

∂uxzz

)
+

+D2
x(W

1)
∂L

∂uxxx
+ D2

y(W
1)

∂L
∂uxyy

++D2
z(W

1)
∂L

∂uxzz
,

C2 =yL+ W1 δL
δuy

+ Dx(W1)
δL

δuyx
+ Dy(W1)

δL
δuyy

+ DxDy(W1)
δL

δuyxy
+

+DyDx(W1)
δL

δuyyx
=

=yL+ W1
[

DxDy

(
∂L

∂uyxy

)
+ DyDx

(
∂L

∂uyyx

)]
− Dx(W1)Dy

(
∂L

∂uyxy

)
+

−Dy(W1)Dx

(
∂L

∂uyyx

)
+ DxDy(W1)

∂L
∂uyxy

+ DyDx(W1)
∂L

∂uyyx
,

C3 =zL+ W1 δL
δuz

+ Dx(W1)
δL

δuzx
+ Dz(W1)

δL
δuzz

+ DxDz(W1)
δL

δuzxz
+

+DzDx(W1)
δL

δuzzx
=

=zL+ W1
[

DxDz

(
∂L

∂uzxz

)
+ DzDx

(
∂L

∂uzzx

)]
− Dx(W1)Dz

(
∂L

∂uzxz

)
+

−Dz(W1)Dx

(
∂L

∂uzzx

)
+ DxDz(W1)

∂L
∂uzxz

+ DzDx(W1)
∂L

∂uzzx
.

Quando calculamos as respectivas derivadas e substituímos nas componentes Cj, temos

C0 =v
[
3αtuux + 3tuxxx + 3tuxyy + 3tuxzz − 2u− xux − yuy − zuz

]
,

C1 =v
[

xut + xuxxx +
2
3

xuxyy +
2
3

xuxzz − 2αu2 − 3αtuut − αyuuy − αzuuz+

−4uxx − xuxxx − 3tutxx − yuxxy − zuxxz +
1
3
(
−4uyy − yuyyy − 3tutyy − zuzyy

)
+

1
3
(
−4uzz − zuzzz − 3tutzz − yuyzz

)]
− vx(−3ux − xuxx − 3tutx − yuxy − zuxz)+
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−1
3

vy(−3uy − yuyy − 3tuty − xuxy − zuyz)

−1
3

vz(−3uz − zuzz − 3tutz − xuxz − yuyz)+

vxx(−2u− 3tut − xux − yuy − zuz) +
1
3

vyy(−2u− 3tut − xux − yuy − zuz)+

+
1
3

vzz(−2u− 3tut − xux − yuy − zuz),

C2 =v
[

yut + αyuux + yuxxx +
1
3

yuxyy + yuxzz +
2
3
(
−4uxy − xuxxy − 3tutxy − zuxyz

)]
+

−1
3

vx
(
−3uy − yuyy − 3tuty − xuxy − zuzy

)
+

−1
3

vy
(
−3ux − xuxx − 3tutx − yuxy − zuxz

)
+

+
2
3

vxy
(
−2u− 3tut − xux − yuy − zuz

)
,

C3 =v
[

zut + αzuux + zuxxx + zuxyy +
1
3

zuxzz +
2
3
(
−4uxz − xuxxz − 3tutxz − yuxyz

)]
+

−1
3

vx
(
−3uz − zuzz − 3tutz − xuxz − yuyz

)
+

−1
3

vz
(
−3ux − xuxx − 3tutx − yuxy − zuxz

)
+

+
2
3

vxz
(
−2u− 3tut − xux − yuy − zuz

)
.

O exemplo anterior mostra como utilizamos o Teorema de Ibragimov para encontrar-

mos vetores conservados via Teorema de Noether. E é importante observar que enquanto

não é necessário simetrizar a Lagrangeana formal para encontrarmos a equação adjunta,

é impressindível o fazer quando aplicamos o Teorema de Noether.

O problema explícito que surge é que tais vetores dependem de v, uma variável que

não faz parte do sistema original. Isso quer dizer que, em termos do sistema original, a

lei de conservação é não-local.

Para eliminar a variável não-local v, Ibragimov desenvolveu vários conceitos a fim de

obtermos leis de conservação locais para a equação. Apresentamos abaixo o mais geral,

introduzido em [61].

Definição 4.4.2. Um sistema de equações diferenciais (4.26) é dito ser não-linearmente

auto-adjunto se existe uma substituição v = µ(x, u, u(1), . . . ), com µ 6= 0, tal que

∆∗ν
∣∣∣
v=µ

= λ
β
ν ∆β + ∑

s≥1
λ

βj1...js
ν Dj1 . . . Djs ∆β, (4.31)
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para certas funções λ
β
ν ∈ A. Se (4.26) é não-linearmente auto-adjunto com substituição

v = u, então (4.26) é dito ser estritamente auto-adjunto.

Para maiores detalhes e uma revisão sobre os conceitos de auto-adjunticidade, veja

[45]

A Definição 4.4.2 diz que, nas soluções de (4.26), o sistema
∆ν = 0,

∆∗ν
∣∣∣
v=µ

= 0,

é equivalente ao sistema original ∆ν = 0. Desta forma, se temos o vetor conservado

não-local de componentes Ci = Ni
∗(L), então basta fazermos v = µ para que o vetor

retorne às variáveis originais e seja, portanto, local.

Com isso, temos um algoritmo para tentarmos encontrar vetores conservados para

um sistema independentemente da existência de princípio variacional ou não:

1. Dado um sistema de equações diferenciais ∆ν = 0, encontre o sistema adjunto

∆∗ν =
δ(v∆ν)

δuν
= 0;

2. Para cada simetria de Lie do sistema ∆ν = 0, construa o vetor conservado não-local

C de componentes Ci = Ni
∗(L);

3. Fixe uma ordem ` ≥ 0 e encontre substituições v = µ(x, u, u(1), . . . , u(`)) tais que

∆∗ν
∣∣∣
v=µ

= λ
β
ν ∆β + ∑

s≥1
λ

β,j1...js
ν Dj1 . . . Djs ∆β;

4. Faça v = µ nos vetores conservados não-locais para encontrar os correspondentes

vetores locais;

5. Elimine possíveis divergências nulas e obtenha o vetor mais simples de sua classe

de equivalência.

O Teorema de Ibragimov possui vantagens e desvantagens. Uma vantagem é que

sempre podemos utilizar o Teorema de Noether para encontrar leis de conservação

para o sistema auxiliar e, no caso em que a equação é não-linearmente auto-adjunta,

encontramos leis de conservação para o sistema original. Por outro lado, ter que fixar a
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ordem da substituição v = µ nos diz que vamos encontrar alguns vetores conservados e

isso é problemático porque pode existir alguma substituição de ordem mais alta que

poderia nos produzir algum outro vetor conservado. Além disso, dada uma equação,

pode não existir uma substituição v para eliminarmos a variável não-local. Porém, há

de ser ressaltado que o método é uma ferramenta importante para que consigamos

encontrar vetores conservados.

Exemplo 4.4.2. Consideremos a equação (4.30) do Exemplo 4.4.1. Nele, encontramos

a equação adjunta F∗ = −Dtv− αuDxv− D3
xv− DxD2

yv− DxD2
z v = 0 e o vetor conser-

vado não-local C = (C0, C1, C2, C3) relacionado ao gerador de simetria X = αt
∂

∂x
− u

∂

∂u
dado como em (3.44).

Suponha então que v = µ(t, x, y, z, u(t, x, y, z)), onde u é uma solução da equação.

Calculando as derivadas e substituindo na equação adjunta, temos

F∗ =µu
(
−ut − uxzz − uxyy − uxxx

)
− 2uxz (uzµuu + µzu) +

− ux [uzzµuu + uzµzuu + uz (uzµuuu + µzuu) + µzzu] +

− 2uxy
(
uyµuu + µyu

)
− ux

[
uyyµuu + uyµyuu + uy

(
uyµuuu + µyuu

)
+ µyyu

]
+

− µt − αu (uxµu + µx)− uzzµxu − uyyµxu − uxxµxu+

− 2uxx (uxµuu + µxu)− uzµxzu − uz (uzµxuu + µxzu)− µxzz − uyµxyu+

− uy
(
uyµxuu + µxyu

)
− µxyy − uxµxxu − ux (uxµxuu + µxxu) +

− ux [uxxµuu + uxµxuu + ux (uxµuuu + µxuu) + µxxu]− µxxx = 0.

Observe que nas soluções da equações temos µu
(
−ut − uxzz − uxyy − uxxx

)
= αµuuux.

Assim, a equação adjunta é reescrita como

F∗ = αµuuux − 2uxz (uzµuu + µzu) +

−ux [uzzµuu + uzµzuu + uz (uzµuuu + µzuu) + µzzu] +

−2uxy
(
uyµuu + µyu

)
− ux

[
uyyµuu + uyµyuu + uy

(
uyµuuu + µyuu

)
+ µyyu

]
+

−µt − αu (uxµu + µx)− uzzµxu − uyyµxu − uxxµxu+

−2uxx (uxµuu + µxu)− uzµxzu − uz (uzµxuu + µxzu)− µxzz − uyµxyu+

−uy
(
uyµxuu + µxyu

)
− µxyy − uxµxxu − ux (uxµxuu + µxxu) +

−ux [uxxµuu + uxµxuu + ux (uxµuuu + µxuu) + µxxu]− µxxx = 0,

ou seja, um polinômio nas derivadas de u. Quando ordenamos F∗ em função das

derivadas de u, do termo uxuzz, temos que µuu = 0 e, desta forma, podemos escrever

µ = f (t, x, y, z)u + g(t, x, y, z). Dos termos uxz, uxy, uzz, uyy e uxx concluímos que

µzu = µxu = µyu = 0,
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ou seja, f = f (t). Eliminando os termos nulos da equação adjunta, conseguimos

reescrevê-la como F∗ = −µt − αuµx − µxzz − µxyy − µxxx = 0, onde µ = f (t)u +

g(t, x, y, z). Logo, temos

F∗ = −u ft − gt − αugx − gxzz − gxyy − gxxx = 0.

Do termo u, temos que αg = − f ′(t)x + h(t, y, z). Daí, obtemos que gxxx = gxyy =

gxzz = 0, sobrando somente gt = 0. Portanto, f = a1t + a2, com a1 e a2 constantes,

αg = −a1x + h(y, z) e, se assumirmos α 6= 0, a substituição v = µ é escrita como

v = µ = (a1t + a2)u− a1x + h(y, z) = a1(tu− x) + a2u + h(y, z).

Para encontrarmos as leis de conservação, podemos (e devemos) considerar separamente

as substituições v1 = tu− x, v2 = u e v3 = h(y, z) e os geradores de simetria da equação.

No caso do operador X6, substituindo v2 = u no vetor encontrado no Exemplo 4.4.1,

temos

C0 =− 1
2

u2 + Dx

(
αtu3 + 3tuuxx −

3
2

tu2
x −

3
2

tu2
y −

3
2

tu2
z −

1
2

xu2
)
+

Dy

(
3tuuxy −

1
2

yu2
)
+ Dz

(
3tuuxz −

1
2

zu2
)

,

C1 =− 1
3

αu3 − uuxx +
1
2

u2
x +

1
2

u2
y +

1
2

u2
z+

Dt

(
−αtu3 − 3tuuxx +

3
2

tu2
x +

3
2

tu2
y +

3
2

tu2
z +

1
2

xu2
)
+

Dy

(
−tuuty − tutuy −

1
3

yuuzz −
1
3

αyu3 − 1
3

xuxuy +
2
3

xuuxy +
1
6

yu2
y+

−1
3

yuuyy − yuuxx +
1
2

yu2
x −

1
3

zuuyz −
1
3

zuyuz +
1
6

yu2
z −

5
3

uuy

)
+

Dz

(
−1

3
αzu3 − 4

3
uuz −

1
3

zuuzz −
1
3

xuxuz +
1
6

zu2
z +

1
2

zu2
x +

1
2

zu2
y +

2
3

xuuxz+

−zuuxx − tutuz − tuutz) ,

C2 =− uuxy + Dt

(
−3tuuxy +

1
2

yu2
)
+ Dz

(
2
3

zuuxz −
1
3

yuxuz − zuuxy

)
+

Dx

(
tuuty + tutuy +

1
3

yuuzz +
1
3

αyu3 +
1
3

xuxuy −
2
3

xuuxy −
1
6

yu2
y+

+
1
3

yuuyy + yuuxx −
1
2

yu2
x +

1
3

zuuyz +
1
3

zuyuz −
1
6

yu2
z +

5
3

uuy

)
,

C3 =− uuxz + Dt

(
−3tuuxz +

1
2

zu2
)
+ Dy

(
−2

3
yuuxz +

1
3

yuxuz + zuuxy

)
+
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Dx

(
1
3

αzu3 +
4
3

uuz +
1
3

zuuzz +
1
3

xuxuz −
1
6

zu2
z −

1
2

zu2
x −

1
2

zu2
y −

2
3

xuuxz+

+zuuxx + tutuz + tuutz) .

Após multiplicar as componentes por −1 e eliminar as divergências nulas, o vetor

conservado C = (C0, C1, C2, C3) tem componentes

C0 =
u2

2
, C1 =

α

3
u3 + uuxx −

u2
x

2
−

u2
y

2
− u2

z
2

,

C2 = uuxy, C3 = uuxy

de maneira que teremos DivC = DtC0 + DxC1 + DyC2 + DzC3 = 0 nas soluções da

equação.

4.5 teoremas de leis de conservação

Analogamente ao Capítulo 3, nesta seção apresentaremos os resultados pertinentes ao

Teorema de Noether e Teorema de Ibragimov que obtivemos durante os quatro anos de

trabalho. O Teorema de Noether é aplicável diretamente a apenas uma das equações

que estudamos, sendo que para o restante utilizamos o Teorema de Ibragimov.

4.5.1 Classe de equações diferenciais ordinárias autônomas de ordem par

Considere a equação diferencial ordinária de ordem 2n

y(2n) + λy
1+2n
1−2n = 0, λ 6= 0. (4.32)

Nos Exemplos 4.3.1-4.3.4 consideramos a equação (4.32) e encontramos uma La-

grangeana e seus operadores de Noether, mostramos que suas simetrias são simetrias

de Noether e finalmente utilizamos o Teorema de Noether para encontrar primeiras

integrais de (4.32). Tais resultados podem ser resumidos nos teoremas a seguir, veja

[31].

Teorema 4.5.1. O gerador de simetria

Dp = x
∂

∂x
+

2n
1− p

y
∂

∂y



4.5 teoremas de leis de conservação 111

é uma simetria de Noether da equação

y(2n) + λyp = 0, λ 6= 0, p 6= 0, 1,

se, e somente se,

p =
1 + 2n
1− 2n

. (4.33)

A demonstração do Teorema 4.5.1 foi feita no Exemplo 4.3.3, mas pode ser encontrada

em [31], Subsection 6.1 (página 1753).

Teorema 4.5.2. Todos os geradores de simetria da equação (4.32) com p dado como em

(4.33) são simetrias de Noether.

No Exemplo 4.3.4 apenas indicamos a demonstração. Em [31], o Teorema 4.5.2 é

referido como Theorem 2.3 (página 1744) e sua demonstração pode ser encontrada na

Subsection 6.2 (página 1753). Por fim, o teorema que tem sua demonstração na Section 7

de [31].

Teorema 4.5.3. As primeiras integrais associadas às simetrias de Noether da equação

(4.32) são dadas por

I1 =
(y(n))2

2
+ (−1)nλ

1− 2n
2

y
2

1−2n +
n−1

∑
j=0

(−1)n−jy(j+1)y(2n−j−1),

I2 =x
(y(n))2

2
+ (−1)nλx

(1− 2n)
2

y
2

1−2n

+
n−1

∑
j=0

(−1)n−j−1
(

2n− 2j− 1
2

y(j) − xy(j+1)
)

y(2n−j−1),

I3 =
x2

2
(y(n))2 + (−1)nλx2 1− 2n

2
y

2
1−2n − n2

2
(y(n−1))2

+
n−1

∑
j=0

(−1)n−j−1
[

j(2n− j)y(j−1) + (2n− 2j− 1)xy(j) − x2y(j+1)
]

y(2n−j−1).

4.5.2 Uma classe de equações que uni�ca as equações de Camassa-Holm e Novikov

Nesta seção consideraremos a equação

ut − utxx + aupux − bup−1uxuxx − cupuxxx = 0, (4.34)
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onde a, b, c e p são constantes reais arbitrárias.

Antes de enunciar nossos resultados, é importante dizer que a maneira com que eles

foram exibidos em [7] aparentemente não tem relação com o que enunciaremos nesta

seção. Isso acontece porque nesta tese não consideramos os métodos desenvolvidos por

Bluman e Anco [4, 5, 6] para se encontrar leis de conservalção, as quais nos leva ao

conceito de multiplicadores, conceito este equivalente ao de substituição proposto por

Ibragimov.

Uma substituição v de ordem 0 será uma substituição v = µ(x, t, u) que torna a

equação (4.34) não-linearmente auto-adjunta. De maneira análoga, uma substituição v

de ordem k será uma substituição v = µ(x, t, u, u(1), . . . , u(k)) que faz com que a equação

(4.34) seja não-linearmente auto-adjunta.

Temos o seguinte resultado, veja [7], Proposition 2.1 (página 5).

Teorema 4.5.4. (i) A equação (4.34) admite substituições v de ordem 0 nos seguintes

casos:

(a) Se p = 1 ou b = pc, temos v = 1;

(b) Se b = (p + 1)c, então v = u;

(c) Se p = 1, b = 3c e c 6= 0, temos v = e±
√

a/cx;

(d) Se p = 1, a = c e b = 3c, então v = f (t)e±x;

(e) Se p = 1, a = c e b = 2c, temos v = x− ctu;

(ii) Para qualquer p 6= 0 e qualquer (a, b, c) 6= 0, a equação (4.34) não admite substi-

tuições v de ordem 1;

(iii) A equação (4.34) admite substituições de ordem 2 da forma v = µ(u, ux, uxx) nos

seguintes casos:

(a) Se q =
pc
b
6= 1 e a = b + c, então temos v = (u− uxx)q−1;

(b) Se b =
1
2

pc, c 6= 0 e p 6= −2, então temos v = 2au− (p + 2)cuxx.

Quando combinamos os geradores de simetria da equação (4.34) com suas subs-

tituições, conseguimos encontrar as classes de equivalência dos vetores conservados

não-triviais C = (C0, C1) relacionadas às substituições do Teorema 4.5.4.

Teorema 4.5.5. (i) Os vetores conservados locais não-triviais admitidos por (4.34)

relacionados aos geradores de simetria e substituições de ordem 0 são, a menos

de divergências nulas,
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(a) Se p = 1 ou b = p, obtemos

C1 =

(
u,

a
p + 1

up+1 +
1
2
(pc− b)u2

x − cupuxx + utx

)
;

(b) Se p = 1, b = 3c e c 6= 0, então

C2 =
(
(c− a)e±

√
a/cxu, e±

√
a/cx(±

√
ac(ut + cuux)− cutx − c2(u2

x + uuxx))
)

;

(c) Se p = 1, a = c e b = 3c, então

C3 =
(

0, f (t)e±x(±(ut + cuux)− utx − c(u2
x + uuxx)

)
;

(d) Se b = (p + 1)c, então

C4 =

(
1
2
(u2 + u2

x),
(

a
p + 2

u− cuxx

)
up+1 − uutx

)
;

(e) Se p = 1, a = c e b = 2c, temos

C5 =

(
−1

2
ct(u2 + u2

x) + xu,

(ctu− x)(utx + cuuxx) + ut −
1
3

c2tu3 +
1
2

cx(u2 − u2
x + 2uux)

)
;

(ii) Os vetores conservados locais não-triviais admitidos por (4.34) relacionados aos

geradores de simetria e substituições de ordem 2 da forma v = µ(u, uxuxx) são, a

menos de divergências nulas,

(a) Se a = b + c, b 6= pc e c 6= 0, então

C6 =
(
(u− uxx)

pc/b, cup(u− uxx)
pc/b

)
;

(b) Se b =
1
2

pc e c 6= 0, então

C7 =
(

au2 + (a + b + c)u2
x + (b + c)u2

xx,

2
p + 2

(au− (b + c)uxx)
2up − 2auutx − 2(b + c)utux

)
.

Em todos os vetores conservados, todo termo da forma a−1
1 ua1 deve ser substituído por

ln |u| se a1 = 0.



114 simetrias e leis de conservação

4.5.3 Equação de Korteweg-de Vries-Zakharov-Kuznetsov

Em todos os exemplos da Seção 4.4 consideramos a equação de Korteweg-de Vries-

Zakharov-Kuznetsov

ut + αuux + uxxx + uxyy + uxzz = 0. (4.35)

Como não podemos aplicar diretamente o Teorema de Noether, mostramos que, no

caso de substituições v = µ(x, y, z, t, u), a equação (4.35) é não-linearmente auto-adjunta

se, e somente se, v = a1(αtu− x) + a2u + h(y, z), onde h é uma função arbitrária e a1, a2

são constantes de integração. Quando consideramos os geradores de simetria de (4.35)

e combinamos o Teorema de Ibragimov com o Teorema de Noether, temos o seguinte

resultado.

Teorema 4.5.6. As únicas classes de equivalência de vetores conservados locais não-

triviais C = (C0, C1, C2, C3) associadas às simetrias de Lie da equação (4.35) e substitui-

ções da forma v = a1(tu− x) + a2u + h(y, z) são

C1 =

(
u ,

1
2

αu2 + uxx , uxy , uxz

)
,

C2 =

(
1
2

u2 ,
1
3

αu3 + uuxx −
1
2

u2
x −

1
2

u2
y −

1
2

u2
z , uuxy , uuxz

)
.
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Desde o trabalho de Korteweg e de Vries [69], no qual uma equação evolutiva de terceira

ordem foi derivada como um modelo de águas rasas, um enorme número de artigos

surgiu na literatura modelando tal fenômeno ou discutindo suas propriedades. Durante

os anos 60 uma sequência de artigos [51, 52, 73, 83, 84, 100] deduziu uma série de

propriedades da equação de Korteweg-de Vries (KdV)

ut = uxxx + αuux, (5.1)

onde α é uma constante usualmente tomada como 1 ou 6, propriedades estas que foram

formalizadas em momentos posteriores e hoje constituem o que chamamos de teoria de

equações integráveis.

Apesar de ter propriedades bastante versáteis, algum autores questionaram a eficácia

da equação de KdV enquanto modelo de águas rasas. Em [8], Benjamin, Bona e Mahony

deduziram a equação de Benjamin-Bona-Mahony (BBM)

ut = utxx + uux (5.2)

para ondas moderadamente longas de amplitudes pequenas.

Entretanto, as diferenças entre as equações (5.1) e (5.2) são maiores do que o simples

fato de (5.1) ser uma equação evolutiva e (5.2) não o ser. Em [8] os autores encontraram

três vetores conservados para (5.2) e Olver em [89] mostrou que tais quantidades

conservadas eram as únicas existentes para tal equação. Este fato evidencia uma

diferença dramática ente (5.1) e (5.2), pois (5.1) admite um número infinito de leis de

conservação [83].

Mais recentemente, Camassa e Holm [14] utilizaram métodos Hamiltonianos para

derivar a hoje conhecida equação de Camassa-Holm (CH)

ut − utxx + 3uux = 2uxuxx + uuxxx. (5.3)

A equação (5.3) surgiu como um novo modelo de águas rasas e possui propriedades

interessantes como a admissibilidade de certas ondas contínuas (e apenas contínuas),

115
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chamadas por eles de solução peakon, como solução que interagem entre si sem mudança

em suas formas e velocidades1. A equação de CH (5.3) possui outras propriedades

interessantes: existência de pares de Lax [15], formulação bi-Hamiltoniana [14, 15] e,

mais do que isso, o espaço vetorial quociente CL dos vetores conservados da equação

(5.3) tem dimensão infinita [14].

Desde então, tem sido de grande interesse a pesquisa acerca de equações diferenciais

parciais polinomiais de terceira ordem não-evolutivas

ut − utxx = F(u, ux, uxx, uxxx)

tendo propriedades em comum com a equação de CH. Dentre as diversas equações

deduzidas no período, veja [34, 35, 38, 40, 91, 93], a que atraiu nosso maior interesse

foi a equação

ut − utxx + 4u2ux = 3uuxuxx + u2uxxx, (5.4)

chamada de equação de Novikov, deduzida por V. Novikov em [86] como uma generali-

zação teórica da CH que, dentre as diversas propriedades em comum com a CH [56],

possui infinitas leis de conservação e soluções peakon.

Desde o desenvolvimento dos conceitos de auto-adjunticidade [60, 65], pesquisadores

têm se mostrado interessados no problema de encontrar famílias de equações possuindo

alguma propriedade de auto-adjunticidade [41, 42, 43, 44, 46, 50, 102]. Além disso,

pode-se observar que um número considerável de equações com infinitas leis de con-

servação são também estritamente auto-adjuntas. Ibragimov em [67] mostrou que a

CH é estritamente auto-adjunta e Bozhkov, Freire e Ibragimov em [12] provaram o

mesmo resultado para a equação de Novikov. Em particular, com respeito a (5.3) e

(5.4), existem trabalhos [12, 18, 67] mostrando que inifinitas leis de conservação e auto-

adjunticidade estrita não são, do ponto de vista de simetrias, as únicas similaridades

das duas equações:

1. Em [18], os autores mostraram que a CH admite um gerador de simetria da forma

X1 = u
∂

∂u
− t

∂

∂t
,

enquanto em [12] os autores encontraram que

X2 = u
∂

∂u
− 2t

∂

∂t
1 Tais soluções, num contexto bastante específico que não será abordado nesta tese, são chamadas de

solitons, veja [16].



o problema inverso 117

é um gerador de simetria da equação de Novikov. Podemos, desta forma, escrever

os campos X1 e X2 como casos particulares do campo vetorial

Xb = u
∂

∂u
− bt

∂

∂t
, b ∈ R. (5.5)

2. Combinando o item 1 com a auto-adjunticidade das equações, conseguimos

mostrar, utilizando os teoremas de Ibragimov e de Noether, que a norma de

Sobolev [13]

H1 =
∫ +∞

−∞
(u2 + u2

x)dx.

é conservada nas soluções com decaimento no infinito de ambas equações (5.3) e

(5.4).

Passamos então a tentar entender a relação entre auto-adjunticidade estrita, os itens

1 e 2 e a existência de infinitas leis de conservação. Durante os últimos quatro anos,

nossos trabalhos sugeriram a conjectura de que a invariância pela dilatação do gerador

(5.5) é de extrema importância, mas ainda não temos respostas conclusivas.

Motivados por estas observações, fomos levados a determinar condições necessárias

e suficientes para que a equação

F := ut + εutxx + f (u)ux + g(u)uxuxx + h(u)uxxx = 0, (5.6)

que generaliza as equações de CH e Novikov, fosse estritamente auto-adjunta e admitisse

o operador (5.5) como gerador de simetria. Estas duas condições, juntamente com o

Teorema de Ibragimov, nos dão como quantidade conservada o funcional

H1 =
∫ +∞

−∞
(u2 − εu2

x)dx,

que nada mais é do que a conservação da norma de Sobolev se ε < 0.

Este problema inverso permitiu que nos deparássemos com a possibilidade da exis-

tência de infinitas leis de conservação para casos da equação (5.6) e, desta forma,

passamos a lidar com a teoria de simetrias generalizadas (veja Capítulo 5 de [87] ou

[90]) e outras estruturas que levam a questionamentos mais profundos a respeito de

diversas propriedades de equações diferenciais. Foi assim que mudamos o rumo das

nossas pesquisas e passamos a estudar soluções peakon e integrabilidade de equações,

tópicos que estão profundamente ligados com simetrias de equações. Neste capítulo

apresentaremos a dedução detalhada, utilizando as ferramentas dos capítulos anteriores,

da equação que nos levou a tal mudança. Os resultados exibidos nas próximas seções

foram deduzidos primeiramente em [30] e discutidos mais tarde em [7, 25, 28].
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5.1 subfamília invariante por dilatações

Consideremos a equação (5.6) e observemos que a terceira prolongação do campo (5.5)

é dada por

X(3) = u
∂

∂u
− bt

∂

∂t
+ (b + 1)ut

∂

∂ut
+ ux

∂

∂ux
+ uxx

∂

∂uxx
+ uxxx

∂

∂uxxx
+ (b + 1)utxx

∂

∂utxx
.

Um simples cálculo mostra que

X(3)(ut + εutxx+ f (u)ux + g(u)uxuxx + h(u)uxxx) =

(b + 1)(ut + εutxx) + (u f )′ux + [(ug)′ + g]uxuxx + (uh)′uxxx.

A condição de invariância (3.5) nos diz que

(b + 1)(ut + εutxx) + (u f )′ux + [(ug)′ + g]uxuxx + (uh)′uxxx =

λ (ut + εutxx + f (u)ux + g(u)uxuxx + h(u)uxxx) .

Dos coeficientes de ut, ux, uxuxx and uxxx obtemos, respectivamente,

λ = b + 1, (u f )′ = λ f , (ug)′ + g = λg, (uh)′ = λh,

o que nos diz que f (u) = γub, g(u) = σub−1 e h(u) = δub, onde γ, σ and δ são

constantes arbitrárias. Desta forma concluímos que a única subfamília invariante pela

dilatação de gerador (5.5) é dada por

ut + εutxx + γubux + σub−1uxuxx + δubuxxx = 0. (5.7)

5.2 subfamília estritamente auto-adjunta

Consideremos novamente a equação (5.6). Queremos agora obter condições para que

ela seja estritamente auto-adjunta, ou seja, não-linearmente auto-ajunta com substituição

v = u. Como primeiro passo, a equação adjunta de (5.6) é dada por

F∗ = v( f ′(u)ux + g′(u)uxuxx + h′(u)uxxx)− Dt(v)− Dx[v( f (u) + g(u)uxx)]

+D2
x(vg(u)ux)− D2

xDt(εv)− D3
x(vh(u)) = 0.

(5.8)
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Depois de calcular os termos de (5.8) envolvendo as derivadas totais, a equação

adjunta é dada explicitamente por

F∗ = v(g′′(u)u3
x + 3g′(u)uxuxx − h′′′(u)u3

x − 3h′′(u)uxuxx)

+ vx(− f (u)− g(u)uxx + 2g′(u)u2
x + 2g(u)uxx− 3h′′(u)u2

x − 3h′(u)uxx) (5.9)

− vt − εvtxx − h(u)vxxx + vxx(g(u)ux − 3h′(u)ux) = 0.

Fazendo v = u em (5.9) e considerando a condição F∗
∣∣∣
v=u

= λF, temos

−ut−εutxx − h(u)uxxx − f (u)ux + u3
x(ug′′(u)− uh′′′(u) + 2g′(u)− 3h′′(u))

+ uxuxx(3ug′(u)− 3uh′′(u)− 6h′(u) + 2g(u)) =

= λut + λεutxx + λ f (u)ux + λg(u)uxuxx + λh(u)uxxx.

Do coeficiente ut, temos que λ = −1. De utxx, ux, uxxx, u3
x, uxuxx, respectivamente,

obtemos
−ε = λε, − f (u) = λ f (u), −h(u) = λh(u),

(ug)′′ − (uh)′′′ = 0, (ug)′ − (uh)′′ = 0.
(5.10)

Observemos agora que as três primeiras condições não apresentam qualquer informação

nova. Já a quarta condição é consequência diferencial da última. Integrando uma vez o

coeficiente de uxuxx, obtemos a condição

g(u) =
(uh)′

u
+

c
u

, (5.11)

onde c é uma constante de integração.

Na Seção 5.1 mostramos que a equação (5.7) forma uma família de equações inva-

riantes por dilatações. Queremos agora determinar condições para que essa mesma

família seja estritamente auto-adjunta. Substituindo g(u) = σub−1 e h(u) = δub em

(5.11), temos

σub−1 = δ(b + 1)ub−1 +
c
u

,

cujas soluções são σ = δ + c se b = 0, e σ = δ(b + 1), c = 0 para b 6= 0. Definindo

δ = −β, obtemos as seguintes famílias de equações estritamente auto-adjuntas e

invariantes por dilatações:

ut + εutxx + γubux − β(b + 1)ub−1uxuxx − βubuxxx = 0, (5.12)

se b 6= 0, e

ut + εutxx + γux + σ
uxuxx

u
+ δuxxx = 0, (5.13)
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para b = 0.

Nas próximas seções discutiremos algumas propriedades interessantes que estudamos

durante os últimos 18 meses referentes às equações (5.12) e (5.13). Apesar de tentarmos

conceituar alguns objetos que não estão no escopo desta tese, não daremos tantos

detalhes técnicos e focaremos mais nas ideias intuitivas.

5.3 o caso b 6= 0 e suas consequências

Antes de prosseguirmos, relembremos que a equação

ut + εutxx + γubux − β(b + 1)ub−1uxuxx − βubuxxx = 0, (5.14)

referente ao caso b 6= 0, fora deduzida como uma família de equações estritamente

auto-adjuntas e invariantes pela dilatação de gerador

X = u
∂

∂u
− bt

∂

∂t

de tal forma que as equações de CH e Novikov fossem membros de (5.14). A equação

de CH é de fato reobtida quando tomamos ε = −1, β = −1, b = 1 e γ = 3, enquanto

para Novikov escolhemos os mesmos valores de ε e β e b = 2, γ = 4. Por essa razão,

num momento inicial fomos levados a considerar apenas o caso b 6= 0 representado

pela equação (5.14), deixando (5.13) de lado.

Observamos então que a única informação importante sobre β é se ele se anula ou

não. De fato, β = 0 eliminaria o único termo de terceira ordem e perderíamos qualquer

relação com as equações de CH e Novikov. Por outro lado, se β 6= 0, então podemos

dividir a equação (5.14) por β e as mudanças t 7→ βt e γ 7→ βγ farão com que a equação

seja reescrita como

ut + εutxx + γubux − (b + 1)ub−1uxuxx − ubuxxx = 0. (5.15)

Da mesma maneira, ε apenas dirá se a equação é evolutiva (ε = 0) ou não e, como temos

ε = −1 para a CH e a Novikov, escolhemos ε = −1. Outro fato interessante sobre a

equação (5.15) é que a escolha γ = (b + 2) faz com que a equação resultante

ut − utxx + (b + 2)ubux = (b + 1)ub−1uxuxx + ubuxxx (5.16)



5.3 o caso b 6= 0 e suas consequências 121

unifique as equações de CH (b = 1) e Novikov (b = 2) com um único parâmetro.

Inicialmente achávamos que fora simplesmente sorte poder escolher o parâmetro γ de

forma a obtermos a equação (5.15), porém a existência de soluções especiais, assunto

este que abordaremos no próximo capítulo, impõe a condição γ = b + 2 de maneira

natural.

Como dito no início do capítulo, as equações de CH e Novikov possuem uma propri-

edade interessante em termos de leis de conservação: existência de um número infinito

delas. Naturalmente passamos a nos perguntar se a família herdava tal propriedade,

mas o problema que encontramos foi como determinar uma resposta para a pergunta.

Essa linha de questionamento inevitavelmente leva ao estudo de propriedades de

integrabilidade de EDPs e, quando falamos em integrabilidade, podemos considerar

uma enormidade de definições teoricamente distintas mas que na prática parecem se

conectar. Porém, é quase unânime que a integrabilidade no sentido da existência de

infinitas leis de conservação começou com a equação de KdV, veja [80] para maiores

informações históricas sobre integrabilidade. Por integrabilidade de uma EDP podemos

nos referir a:

1. solubilidade da equação pelo método de inverse scattering transform [1, 2, 37, 75];

2. existência de infinitas leis de conservação [80];

3. operador formal de recursão: existência de operadores que recursivamente levam

simetrias em simetrias gerando, assim, infinitas simetrias. Tais simetrias não serão

mais de Lie e envolverão derivadas de u (veja [87], Capítulo 6, ou [81], Definition

21, página 39);

4. sistema bi-Hamiltoniano: escrevemos a equação como sistema Hamiltoniano de

duas maneiras distintas porém compatíveis (veja [87], Capítulos 6 e 7);

5. par de Lax: escrevemos a equação como compatibilidade de dois determinados

operadores [74, 80].

Tais conceitos não são equivalentes, mas na prática se vê que a maior parte das

equações que possuem uma destas propriedades admitem todas [14, 38, 34, 56, 86, 93].

Porém, existem resultados que relacionam alguns deles. Por exemplo, sabe-se que uma

equação somente admitirá infinitas leis de conservação se existir um operador formal de

recursão (veja [80], Theorem 32, página 43). Além disso, todo sistema bi-Hamiltoniano
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possui infinitas densidades conservadas (veja Theorem 7.24, página 455, de [87]) e

toda equação de duas variáveis independentes que possui um par de Lax também

terá infinitas leis de conservação (veja [80], página 6). Nesta tese, por integrável nos

referimos a equações que possuem hierarquias infinitas de leis de conservação.

Sabíamos de antemão que as equações de CH e Novikov eram membros da equação

(5.16) que possuiam todas as propriedades mencionadas. Queríamos encontrar outros

membros que possivelmente fossem integráveis em algum sentido e, para isso, passamos

pelos operadores formais de recursão.

O chamado perturbative symmetry approach, veja [82], é composto de métodos algébricos

e representação simbólica de equações capazes de dizer se um operador formal de

recursão existe baseados nos coeficientes polinomiais de uma série construída a partir

da equação em questão. Quando aplicamos o método à equação (5.16), encontramos

que a equação admitiria um operador formal de recursão apenas para os casos b = 1 e

b = 2. Ou seja, a CH e a Novikov são os únicos membros integráveis da família (5.16).

Decidimos então olhar a equação (5.16) em termos de outra propriedade presente nas

equações de CH e Novikov: a existência de soluções especiais que são apenas contínuas.

Este tópico, porém, será tratado no próximo capítulo.

5.4 caso b = 0: uma equação evolutiva com pro-

priedades especiais

Inicialmente, a equação

ut + εutxx + γux + σ
uxuxx

u
+ δuxxx = 0 (5.17)

não atraiu nossa atenção por não ter qualquer relação com as equações de CH e

Novikov e, desta forma, restringimos nossos estudos à equação da seção anterior.

Porém, recentemente nos deparamos com a equação

ut + 2a
uxuxx

u
= εauxxx, (5.18)

onde a e ε são constantes reais, e apenas após a obtenção de boa parte dos nossos

resultados [33], percebemos que (5.18) era caso particular de (5.17) fazendo ε = γ = 0.

Recentemente retomamos a equação (5.17) com ε 6= 0, mas não apresentamos os

resultados nesta tese. O leitor interessado pode consultar [24].
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A equação (5.18) surgiu em [99] quando os autores tentavam melhorar a efetividade

de um programa genético que, ao receber uma função, responderia com a equação mais

“simples” possível que admitisse tal função como solução. Para testar o programa, eles

forneceram a função

u(x, t) =
c
2

sech2
(√

c
2
(x− ct− x0)

)
,

onde x0 representa uma constante arbitrária, que é uma conhecida solução da equação

de KdV

ut + 6uux + uxxx = 0,

e, surpreendentemente, receberam como resposta (5.18) com a = ε = 1. Os autores em

[99] obtiveram diversos resultados e fizeram o seguinte comentário:

Nós não encontramos valor algum de ε no qual uma transformação reduz a equação

(5.18) à equação de KdV.

Uma vez que a equação (5.18) fora deduzida a partir de uma solução em comum com a

KdV, tal observação é, no mínimo, intrigante. Seria a solução em comum apenas uma

coincidência? De fato, realmente é apenas uma coincidência visto que conseguimos

relacionar a equação (5.18) com a equação de KdV num caso diferente de a = ε = 1,

como será discutido a seguir. Mas antes de tal descoberta, obtivemos indicativos de

quais escolhas de a e ε seriam as mais interessantes.

Antes, porém, rapidamente discutiremos alguns conceitos. Um campo vetorial

generalizado de duas variáveis independentes e uma dependente é campo da forma

v = ξ[u]
∂

∂x
+ τ[u]

∂

∂t
+ φ[u]

∂

∂u
,

onde ξ, τ, φ são funções que dependem de x, t, u e derivadas de u. A prolongação de v

é encontrada da mesma maneira que para geradores de simetria de Lie, isto é,

v(k) = v +
k

∑
|α|=1

φα
∂

∂uα
,

com φα = Dα(φ− ξux − τut) + ξuα,x + τuα,t. O campo v será uma simetria generalizada

de uma equação diferencial

∆(x, t, u, u(1), . . . , u(k)) = 0
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se, e somente se,

v(k)(∆) = 0 quando ∆ = 0,

veja [87], Definition 5.2, página 290. Obviamente, todo gerador de simetria de Lie de

uma equação é uma simetria generalizada da mesma.

Dado um campo generalizado v, considere a quantidade Q = φ− ξux− τut, chamada

de característica. O campo

vQ = Q
∂

∂u

é chamado de campo evolutivo relacionado ao campo generalizado v. De acordo com a

Proposition 5.5 (página 291) de [87], o campo generalizado v é uma simetria generalizada

de ∆ = 0 se, e somente se, seu representante evolutivo vQ também o é.

Um operador de recursão de ∆ = 0 é um operador linear R : A → A com a

propriedade de que se vQ é uma simetria de ∆ = 0, então vQ̃ também o é, onde

Q̃ = RQ. Em outras palavras, um operador de recursão é um operador que leva

simetrias em simetrias.

Exemplo 5.4.1. Como um exemplo para ilustrar o conceito de operador de recursão,

consideremos a equação de Airy ut = uxxx e o operador R = Dx. Se vQ é um campo

evolutivo, então ele será simetria generalizada da equação de Airy se, e somente se,

v(3)
Q (ut − uxxx) = DtQ− D3

xQ = 0

nas soluções da equação. Considere agora o campo evolutivo vQ̃, onde Q̃ = RQ = DxQ.

Para que R seja um operador de recursão, precisamos mostrar que vQ̃ é uma nova

simetria. Observe que

v(3)
Q̃

(ut − uxxx) = DtQ̃− D3
xQ̃ = DtDxQ− D4

xQ = Dx(DtQ− D3
xQ) = 0

nas soluções da equação. Portanto, vQ̃ é uma simetria generalizada da equação de Airy

e, consequentemente, R = Dx é um operador de recursão.

No caso do gerador de simetria X = ∂/∂x, cujo representante evolutivo é dado por

vQ = ux∂/∂u, conseguiremos recursivamente encontrar geradores de simetria vn+1
Q

dados por

vn+1
Q = RnQ

∂

∂u
, n ∈N,

onde RnQ = RRn−1Q = un+1
x e un+1

x representa a derivada de u com relação a x exatas

n + 1 vezes.
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Acerca de operadores de recursão, impusemos que a família (5.18) satisfizesse as

condições obtidas em [92, 95] para a existência de operadores de recursão (note que

este é outro problema inverso!). Com isso, provamos o seguinte resultado, cuja prova

pode ser encontrada na Seção 4.1 de [33] (página 9):

Teorema 5.4.1. A equação (5.18), com εa = 1, admite os operadores de recursão

R− = D2
x + 2u−1uxDx + u−1uxx,

R+ = D2
x − 2u−1uxDx − u−1uxx + u−2ux + uxD−1

x

(
u−2uxx − u−3u2

x

)
,

para ε = −2/3 e ε = 2/3, respectivamente.

Foi possível mostrar também que, para o caso ε = −2/3, a substituição µ = u3 faz

com que a equação

ut − 3
uxuxx

u
− uxxx = 0 (5.19)

seja não-linearmente auto-adjunta. Quando consideramos tal substituição e suas infi-

nitas simetrias obtidas recursivamente pelo operador de recursão, fomos capazes de

obter infinitas leis de equação para equação (5.19), mostrando que, de fato, a equação é

integrável.

Porém, o caso mais interessante se deu no caso simétrico ε = 2/3 quando consegui-

mos responder o questionamento levantado pelos autores de [99]. Entretanto, antes de

dizer a razão do esclarecimento, necessitamos de uma definição.

Definição 5.4.1. Se existem operadores auto-adjunto L e antissimétrico B de tal maneira

que o sistema

Lφ = λφ,

φt = Bφ,

seja resolvido para todo parâmetro espectral λ de tal forma que a condição de compati-

bilidade (equação de Lax) Lt = [B, L], no qual [B, L] = BL− LB, seja obtida nas soluções

da uma equação evolutiva ut − F(u, ux, uxx, uxxx) = 0, então dizemos que L e B formam

um par de Lax para a equação.

Como mencionado anteriormente, pares de Lax de equações (1+1)-dimensionais são

ferramentas importantes pois implicam na existência de infinitas leis de conservação

(veja [80]).
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Querendo relacionar a equação (5.18) com a KdV, decidimos procurar por pares

de Lax para os casos ε = ±2/3. Focamos nestes casos porque, sendo os únicos

admitindo um operador de recursão, eram os únicos candidatos a terem infinitas leis

de conservação.

Para o caso negativo, não encontrados um par de Lax, porém encontramos diversas

leis de conservação de ordem mais alta nas derivadas de u. Além disso, se definirmos

ρ := u2, então transformamos a equação

ut − 3
uxuxx

u
− uxxx = 0

na equação linear ρt = ρxxx. Já o caso positivo era mais intrigante, pois por mais que

estivéssemos próximos de uma resposta positiva, não conseguíamos resolver o sistema

da Definição 5.4.1. Nossa tentativa foi, seguindo os passos de Lax [74], considerar

operadores

L = AD2
x + α[u], B = BD3

x + γ[u]Dx −
1
2

Dx(γ[u]),

com constantes A e B, e era uma missão árdua determinar as funções α[u] e γ[u], que a

princípio dependiam de u e suas derivadas, de tal forma que L e B formassem um par

de Lax. O trabalho não parecia promissor, até que um dia recebi uma ligação do meu

orientador dizendo para tentar α = uxx/u e γ = −6α e as escolhas funcionaram quase

como mágica!

O “truque” foi observar uma relação, via transformação u = eD−1
x v já conhecida de

[99], entre soluções da equação

ut + 3
uxuxx

u
− uxxx = 0 (5.20)

que estudávamos e soluções da chamada equação de KdV modificada (mKdV)

vt + 6v2vx − vxxx = 0,

que por sua vez conecta suas soluções com soluções da equação de KdV

wt + 6wwx − wxxx = 0 (5.21)

por meio da tranformação w = v2 + vx. Daí, invertemos a transformação u = eD−1
x v de

forma a obter v = ux/u. A relação entre a equação (5.20) e a KdV então se dá por

w = v2 + vx =
u2

x
u2 +

uxx

u
− u2

x
u2 =

uxx

u
.
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A partir daí, o trabalho foi considerar o par de Lax de (5.21), dado por

L = −D2
x + w, B = 4D3

x − 6wDx − 3wx,

e fazer w = uxx/u, de maneira a obter

L = −D2
x +

uxx

u
, B = 4D3

x − 6
uxx

u
Dx − 3

(uxxx

u
− uxuxx

u2

)
como par de Lax para a equação (5.20). Mais detalhes com os cálculos podem ser

encontrados em [33]. Apesar de termos mostrado, como corolário, que transformamos

a equação (5.20) na KdV por meio da transformação w, talvez a consequência mais

importante é dada pela possibilidade de obtenção de soluções de (5.20) a partir de

soluções conhecidas da equação de KdV.

Se w = uxx/u transforma soluções da nossa equação em soluções da KdV, podemos

definir um operador Sw = D2
x − w de tal forma que tenhamos o seguinte teorema.

Teorema 5.4.2. Sejam S o conjunto de todas as soluções clássicas da equação de

Korteweg-de Vries (5.21) e w ∈ S . Se u pertence ao núcleo do operador Sw e é

uma solução não-nula de ut + 3wux = uxxx, então u é uma solução da equação (5.20).

Demonstração. Veja Theorem 5.1 de [33] (página 13).

Em outras palavras, dada uma solução w ∈ S , a função u será uma solução da

equação (5.20) se ela resolve o sistema linear

ut + 3wux − uxxx = 0,

uxx − wu = 0.

Desta forma, conseguimos relacionar soluções da famosa e já bem estabelecida equação

de KdV com soluções da estranha equação (5.20). Por exemplo, se considerarmos

w = x/6t, então conseguimos encontrar a solução

u(x, t) = c1t1/6Ai
(

x
(6t)1/3

)
+ c2t1/6Bi

(
x

(6t)1/3

)
, (5.22)

onde c1, c2 são constantes arbitrárias e Ai, Bi denotam as funções de Airy (veja [104],

página 6).

Ao considerarmos a famosa solução secante hiperbólica ao quadrado

w = − c
2

sech2
(√

c
2
(x + ct)

)
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Figura 10: Na figura consideramos a solução

(5.22) com c1 = 1 e c2 = 0 plotada

em [−1, 1]× [0, 0.001].

da equação (5.21), obtemos a solução

u(x, t) = tgh
(√

c
2
(x + ct)

)
, (5.23)

representada pela Figura 11.

Figura 11: O gráfico representa a solução

(5.23) com c = 2.



6 TEOR IA DE D ISTR IBU IÇÕES E

SOLUÇÕES PEAKON

O início histórico da teoria de distribuições (ou funções generalizadas) que hoje conhe-

cemos se deve concomitantemente à formalização da análise e ao estudo de espaços

duais.

Do ponto de vista de análise funcional, Hadamard (1903), Riesz (1909, 1910) e as três

versões do hoje chamado Teorema da Representação de Riesz criaram as ferramentas

para que pudéssemos rigorosamente definir distribuições. Riesz, em suas duas versões,

deu a entender que existiam funcionais que podiam ser representados por funções,

enquanto outros não. Porém, foi Sobolev quem, somente na década de 30, atentou-se

ao uso de funcionais como funções generalizadas.

Na época, existiam dois grandes problemas no desenvolvimento da teoria de distribui-

ções: não se tinha um profundo conhecimento sobre dualidade de espaços e tampouco

havia motivação concreta.

A função δ de Dirac tem um papel importante na motivação que faltava: ela já havia

aparecido em problemas físicos como, por exemplo, no eletromagnetismo tratado por

Heaviside (1893), onde a função δ de Dirac apareceu informalmente como derivada

da função degrau de Heaviside. E, após Dirac utilizá-la na formulação da mecânica

quântica, engenheiros e físicos que pouco ou nada sabiam sobre análise funcional

passaram a usá-la com bastante frequência.

A teoria de espaços duais, por sua vez, começou a ser estruturada com o Teorema

de Hahn-Banach e a teoria de duais de espaços normados apareceu no livro de 1932

de Banach. Porém, foi na década de 40 que a teoria de distribuições tomou forma e

rigor com Schwartz, quando ele desenvolveu uma teoria abstrata para o espaço dual do

conjunto C∞(R) de funções infinitamente diferenciáveis. A parte mais importante do

trabalho de Schwartz é que C∞(R) não é isomorfo ao seu dual e novamente a função δ

de Dirac tem um papel importante nisso.

O que faltava para que a teoria de distribuições estivesse pronta era entender como

se calculava derivadas dessas funções generalizadas e foi em 1944 que Schwartz propôs

129
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o conceito de derivada fraca. E em 1950 Schwartz publicou seu famoso livro [98] que

formaliza e estrutura a teoria de distribuições. Para detalhes históricos aprofundados

sobre a teoria de distribuições, veja [79].

O que buscamos neste capítulo é construir a teoria de distribuições para que possamos

estudar tipos especiais de soluções (no sentido de distribuições) admitidas pela equação

de CH (5.3), chamadas de soluções peakon.

Na próxima seção lidaremos com conceitos de análise funcional para trabalharmos

com espaços Lp e L1
loc. Depois discutiremos a teoria de distribuições de forma que

possamos generalizar o conceito usual de derivada e definir soluções de equações que

não sejam clássicas. Por fim, apresentaremos resultados originais referentes a soluções

peakon de duas equações que estudamos nos últimos quatro anos.

6.1 espaços lp

Nesta seção lidaremos com espaços vetoriais de dimensão infinita que nos dão uma

estrutura para generalizarmos o conceito de derivada para funções que sejam no máximo

contínuas.

Suponha que V, W sejam dois espaços normados quaisquer. Denotemos as normas

de V e W por ‖ · ‖V e ‖ · ‖W , respectivamente. Um operador linear entre V e W é uma

função linear T : V → W. Se W é um corpo, que para os nossos propósitos será R,

então T é chamado de funcional linear.

Definição 6.1.1. Consideremos um operador linear T : V →W.

(a) T é dito ser limitado se existe uma constante K > 0 tal que

‖Tx‖W ≤ K‖x‖V , ∀x ∈ V.

Caso contrário, o operador é dito ser ilimitado. No caso de operadores limitados

T : V →W, definimos a norma de T como

‖T‖ = sup
‖x‖V=1

‖Tx‖W . (6.1)

(b) T é dito ser contínuo num ponto x0 ∈ V se, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

‖Tx− Tx0‖W < ε

sempre que ‖x− x0‖V < δ.
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Proposição 6.1.1. Um operador linear T : V → W é limitado se, e somente se, é

contínuo.

Demonstração. Veja Theorem 5.18 (página 99) de [57] ou Theorem 2.7-9 (página 97) de

[72].

Os operadores lineares serão de extrema importância quando definirmos o espaço

de distribuições. Na verdade, o espaço de distribuições será o espaço dual de um

determinado espaço de funções com uma propriedade bastante importante. Antes de

apresentarmos um exemplo sobre operadores lineares contínuos, precisamos definir o

chamado espaço Lp.

Dado 1 ≤ p < ∞, seja X ⊂ Rm um conjunto não-vazio e defina Lp(X) como o

conjunto das classes de equivalência [ f ] de funções integráveis contínuas f : X → R

tais que

‖[ f ]‖Lp(X) :=
(∫

X
| f (x)|p

)1/p
< ∞. (6.2)

Se p = ∞, L∞(X) denotará o conjunto das classes de equivalência das funções local-

mente limitadas (veja [11]) f :→ R tais que

‖[ f ]‖L∞(X) := ess sup | f (x)| := inf{S f (U); U ⊂ X e µ(U) = 0} < ∞, (6.3)

onde S f (U) = sup{| f (x)|; x /∈ U}. Os conjuntos Lp(X), 1 ≤ p ≤ ∞, munido das

funções ‖ · ‖Lp(X), são espaços normados chamados de espaços Lp(X). Escreveremos

‖ · ‖Lp(X) = ‖ · ‖p pela simplicidade da notação. Para maiores detalhes, veja [11].

Proposição 6.1.2. (Desigualdade de Hölder) Sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞ tais que
1
p
+

1
q
= 1.

Se f ∈ Lp(X) e g ∈ Lq(X), então f g ∈ L1(X) e

‖ f g‖1 ≤ ‖ f ‖p‖g‖q.

Demonstração. Veja [11] Teorema 1.2.1 (página 8).

Exemplo 6.1.1. Fixada f ∈ L1(R), definamos de maneira formal a função

(Tf g)(x) =
∫

R
f (x− y)g(y)dy, (6.4)

chamada de convolução de f por g. T é linear, pois dados g, h e λ ∈ R, temos

Tf (g + λh)(x) =
∫

R
f (x− y)g(y)dy + λ

∫
R

f (x− y)h(y)dy = (Tf g + λTf h)(x).

Queremos agora determinar a imagem de Tf .
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(a) Suponha que g ∈ L∞(R). Então

|Tf g(x)| ≤ ‖g‖∞

∫
R
| f (x− y)|dy = ‖g‖∞‖ f ‖1 < ∞.

Logo, ‖Tf g‖∞ < ∞ e Tf g ∈ L∞(R).

(b) Suponha que g ∈ L1(R). Então, pelo Teorema de Fubini,∫
R
|Tf g(x)dx| ≤ ‖ f ‖1

∫
R
|g(y)|dy = ‖ f ‖1‖g‖1 < ∞,

de onde segue que Tf g ∈ L1(R) e Tf é limitado.

(c) Por fim, suponha que g ∈ Lq(R), para algum q ∈ (1, ∞). Seja p tal que 1/p +

1/q = 1.

Então, pela desigualdade de Hölder,

|Tf g(x)| ≤
∫

R
| f (x− y)|1/p+1/q|g(y)|dy ≤ ‖ f ‖1/p

1

(∫
R
| f (x− y)||g(y)|qdy

)1/q
.

Assim, pelo Teorema de Fubini,∫
R
|Tf g(x)|qdx ≤ ‖ f ‖q/p

1 ‖ f ‖1

∫
R
|g(y)|qdy.

Desta forma, encontramos que

‖ f ‖q
q =

∫
R
|Tf g(x)|qdx ≤ ‖ f ‖q/p

1 ‖ f ‖1‖g‖
q
q = ‖ f ‖1−1/q

1 ‖g‖q
q < ∞.

Concluímos então que se f ∈ L1(R), então Tf : Lq(R) → Lq(R) definido como em

(6.4) é um operador linear contínuo para 1 ≤ q ≤ ∞.

Definição 6.1.2. Um espaço de Banach é um espaço vetorial V munido de uma norma

‖ · ‖V tal que toda sequência de Cauchy em V converge em V.

Sobre espaços Lp, temos o seguinte resultado:

Proposição 6.1.3. Os espaços Lp(X), 1 ≤ p ≤ ∞, são espaços de Banach quando

munidos das normas (6.1) e (6.2).

Demonstração. Veja [11], Teorema 1.2.3 (página 10) e Teorema 1.3.1 (página 13).

O problema da definição dos espaços Lp é que estamos eliminando diversas funções

que podem não se comportar bem no conjunto X inteiro, mas que possuem boas

propriedades quando restritas a um compacto qualquer.
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Exemplo 6.1.2. Um exemplo bastante simples é a função f (x) = 1/x considerada em

X = (0, 1). Se por um lado temos

‖ f (x)‖1 =
∫ 1

0

1
x

dx = ∞,

por outro lado, quando nos restringimos a um compacto [a, b] ⊂ X qualquer, temos

∫ b

a

1
x

dx = ln b− ln a < ∞.

Por outro lado se f ∈ Lp(X) e K ⊂ X é um compacto qualquer, então∫
K
| f (x)|pdx ≤

∫
X
| f (x)|pdx < ∞.

Isso sugere que podemos estender o espaço Lp(X) a um espaço maior que contenha

funções que se comportem bem em compactos K ⊂ X quaisquer.

Dado um conjunto U ⊂ Rm qualquer, considere a função característica χU : U →
{0, 1} dada por

χU(x) =

{
1, se x ∈ U,

0, se x /∈ U.

Definição 6.1.3. Dado um conjunto X ∈ Rm, uma função f : X → R é dita ser

localmente p-integrável se a função f χK pertence a Lp(K) para todo compacto K ⊂ X.

O conjunto das funções localmente p-integráveis é denotado por Lp
loc(X).

O caso que mais nos interessará é p = 1 e o conjunto L1
loc(X) das funções localmente

integráveis. Isso se dará, como veremos mais à frente, pelo conceito de distribuições

regulares.

Exemplo 6.1.3. Sejam 1 ≤ p < ∞ e f ∈ Lp(X). Então
∫

X | f (x)|pdx < ∞. Para todo

compacto K ⊂ X, temos ∫
K
| f (x)|pdx ≤

∫
X
| f (x)|pdx < ∞.

Logo, f ∈ Lp
loc(X). Por outro lado, se f ∈ Lp

loc(X), então, para todo compacto K ⊂ X, a

desigualdade de Hölder nos diz que

∫
K
| f (x)|dx =

∫
K
| f (x)χK|dx ≤

∣∣∣∣∫K
| f (x)|p

∣∣∣∣1/p ∣∣∣∣∫K
1dx

∣∣∣∣1/q
,
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onde q é um número tal que
1
p
+

1
q
= 1. Logo,

∫
K
| f (x)|dx ≤ (µ(K))1/q

∣∣∣∣∫K
| f (x)|p

∣∣∣∣1/p

︸ ︷︷ ︸
<∞

< ∞,

onde µ(K) denota o comprimento de K, e f ∈ L1
loc(X). O caso p = ∞ é feito de maneira

análoga e temos a seguinte sequência de continências:

Lp(X) ⊂ Lp
loc(X) ⊂ L1

loc(X).

Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial H munido de um produto interno 〈· , ·〉
tal que H é um espaço de Banach com respeito à norma induzida pelo produto interno.

Em outras palavras, (H, 〈· , ·〉) é um espaço de Hilbert se (H, ‖ · ‖), onde ‖x‖2 := 〈x , x〉
para todo x ∈ V, é um espaço de Banach.

O espaço Lp(X), com X ⊂ Rm é conexo, será um espaço de Hilbert com produto

interno 〈· , ·〉 : V ×V → K dado por

〈 f , g〉 =
∫

X
f (x)g(x)dx, (6.5)

se, e somente sem p = 2, veja [11], Teorema 5.2.2 (página 109) e suas consequências.

6.2 o espaço de distribuições

Sejam Ω ⊂ Rm um aberto não vazio e f : Ω → K uma função. O suporte de f é o

conjunto

supp f = {x ∈ Ω; f (x) 6= 0}.

Dizemos que f tem suporte compato se supp f é um conjunto compacto.

Definição 6.2.1. Considere um aberto não vazio Ω ⊂ Rm. O conjunto D(Ω) das funções

infinitamente diferenciáveis ϕ : Ω→ R de suporte compacto é chamado de espaço das

funções teste.

Pode-se facilmente mostrar que D(Ω) é um espaço vetorial. Mas a questão mais

importante é saber se existe algum elemento neste espaço. Apesar da resposta ser

positiva, a construção de tal elemento não é simples.
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Exemplo 6.2.1. Considere a função ϕ : R→ R dada por

ϕ(x) =

 e
− 1

1−|x|2 , se |x| < 1,

0, se |x| ≥ 1.

A função ϕ possui suporte compacto pois suppϕ = [0, 1]. Os únicos dois pontos

problemáticos para verificarmos a diferenciabilidade de ϕ é x = ±1. Porém, pode-se

mostrar que ϕ(n)(1) = 0 para todo n ∈N, veja [97] (página 71).

Um fato interessante sobre a função ϕ é que ela se traduz como exemplo de uma

função infinitamente diferenciável que não é analítica, pois a partir de suas derivadas

em x = 1 concluiríamos que

ϕ(x) =
∞

∑
j=1

ϕ(j)(1)
j!

(x− 1)j ≡ 0,

o que claramente é um absurdo.

De maneira mais geral, a função

ϕ(x) =

 e
− 1

1−‖x‖2 , se ‖x‖ < 1,

0, se ‖x‖ ≥ 1,
x ∈ Rm,

onde ‖ · ‖ denota a norma usual do Rm, define uma função teste em Rm.

Em termos de funções f ∈ L1
loc(R

m), a existência de funções teste ϕ diz que sempre

podemos integrar funções f ϕ em Rm inteiro.

Definição 6.2.2. Dizemos que uma sequência (ϕj) ⊂ D(Ω) converge para uma função

ϕ ∈ D(Ω) quando j→ ∞ se:

(a) Existe um compacto K ⊂ Ω tal que

∞⋃
j=1

suppϕj ⊂ K;

(b) Qualquer derivada de ϕj converge uniformemente para a respectiva derivada de

ϕ.

Definição 6.2.3. Um operador linear T : D(Ω) → R é dito ser contínuo se T(ϕj)

converge na reta para T(ϕ) sempre que ϕj → ϕ.

O espaço dual de D(Ω) é o conjunto D′(Ω) dos funcionais lineares T : D(Ω)→ R.
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Definição 6.2.4. Uma distribuição, ou função generalizada, é um funcional linear contí-

nuo T ∈ D′(Ω).

Exemplo 6.2.2. Nos próximos exemplos consideraremos duas distribuições. A primeira

delas é o que definiremos mais adiante por distribuição regular e a segunda é a função

δ de Dirac.

(a) Seja f ∈ L1
loc(Ω) e defina uma função Λ f : D(Ω)→ R por

Λ f (ϕ) =
∫

Ω
f (x)ϕ(x)dx. (6.6)

Observe que Λ f está bem definida pois ϕ tem suporte compacto. Além disso, se

f ∈ L2(Ω), então Λ f (ϕ) = 〈 f , ϕ〉L2(Ω). Dados λ ∈ R e ϕ, φ ∈ D(Ω),

Λ f (ϕ + λφ) = Λ f (ϕ) + λΛ f (φ)

e Λ f ∈ D∗(Ω).

Mostremos agora que Λ f é contínua. Sejam (ϕj) ⊂ D(Ω) uma sequência que

converge para uma função ϕ ∈ D(Ω). Então existe um compacto K tal que a

união dos suportes de ϕj está contida em K. Além disso, para todo ε > 0, existe

N ∈N tal que ‖ϕj − ϕ‖ < ε sempre que n ≥ N.

Tome δ < ε. Então, sempre que ‖ϕj − ϕ‖ < δ, teremos

|Λ f (ϕj)−Λ f (ϕ)| =|Λ f (ϕj − ϕ)| ≤
∫

Ω
| f (x)|‖ϕj − ϕ‖dx ≤

≤
∫

K
| f (x)|‖ϕj − ϕ‖dx < ε

∫
K
| f (x)|dx︸ ︷︷ ︸
<∞

.

Como ε é qualquer, segue que Λ f é contínua e, portanto, uma distribuição.

(b) Fixe um ponto x0 = (x1, . . . , xm) ∈ Ω ⊂ Rm e defina δx0 : D → R por

δx0(ϕ) = ϕ(x0).

A função δx0 assim definida é a distribuição chamada de função δ de Dirac. A

função δx0 é claramente linear. Para verificarmos sua continuidade, seja (ϕn)

uma sequência de funções em D(Ω) que convergem a ϕ. Então, como ϕn → ϕ

uniformemente, temos que |ϕn(x0) − ϕ(x0)| → 0. Com relação à função δ de

Dirac, temos

|δx0(ϕn)− δx0(ϕ)| = |δx0(ϕn − ϕ)| = |ϕn(x0)− ϕ(x0)| → 0.
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Portanto, δx0(ϕn) converge a δx0(ϕ) e δx0 é um funcional linear contínuo, ou seja,

uma distribuição.

Antes de prosseguirmos com a δ e mostrarmos uma diferença considerável entre

ela e a distribuição Λ f do item (a), precisamos de três resultados:

(i) Se ϕ ∈ D(Ω) e x = (x1, . . . , xm), então (x1 − x1
0)ϕ ∈ D(Ω).

Claramente (x1 − x1
0)ϕ é diferenciável. Além disso, o fato de ϕ ser uma

função teste nos diz que supp(x1 − x1
0)ϕ = suppϕ.

(ii) A função (x1 − x1
0) f é localmente integrável. Para verificarmos isso, seja

K ⊂ Ω um compacto qualquer. Então, pela desigualdade de Hölder∫
K
|(x1 − x1

0) f (x)|dx = ‖(x1 − x1
0) f ‖L1(K) ≤ ‖(x1 − x1

0)‖L∞(K)‖ f ‖L1(K) < ∞.

Logo, (x1 − x1
0) f ∈ L1(K) para todo compacto K ⊂ Ω, ou seja, (x1 − x1

0) f ∈
L1

loc(Ω).

(iii) (Lema de Du Bois Reymond) Uma função f ∈ L1
loc(Ω) satisfaz∫

Ω
f (x)ϕ(x) = 0

se, e somente se, o conjunto de pontos x ∈ Ω tais que f (x) 6= 0 tem medida

nula.

Para a demonstração, veja [106], Lemma (página 72).

Suponha, por absurdo, que exista uma função f localmente integrável tal que δx0

seja escrita como (6.6):

δx0(ϕ) = ϕ(x0) =
∫

Ω
f (x)ϕ(x)dx.

Como (x1 − x1
0)ϕ é uma função teste, temos∫

Ω
f (x)(x1 − x1

0)ϕ = δx0((x1 − x1
0)ϕ) = (x1 − x1

0)ϕ(x)
∣∣∣
x=x0

= 0.

Por outro lado,∫
Ω

f (x)[(x1 − x1
0)ϕ(x)]dx =

∫
Ω
[(x1 − x1

0) f (x)]ϕ(x)dx = 0.

Como (x1 − x1
0) f é localmente integrável, pelo Lema de Du Bois Reymond (x1 −

x1
0) f (x) = 0 com exceção de um conjunto de medida nula. Logo, o conjunto de

pontos x ∈ Ω tais que f (x) 6= 0 também tem medida nula. Desta forma,

ϕ(x0) =
∫

Ω
f (x)ϕ(x) = 0 ∀ϕ ∈ D(Ω),
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o que é um absurdo, pois sempre podemos construir uma função teste como a do

Exemplo 6.1.1 tal que ϕ(x0) 6= 0. Logo, a função δ de Dirac não pode ser escrita

como (6.6).

O exemplo anterior mostra que existem tipos diferentes de distribuições. Um deles

pode ser escrito como (6.6), enquanto o outro (caso da δ) não. Isso motiva a seguinte

definição:

Definição 6.2.5. Uma distribuição T ∈ D′(Ω) é chamada de distribuição regular se existe

uma função f localmente integrável em Ω tal que

T(ϕ) =
∫

Ω
f (x)ϕ(x)dx. (6.7)

Caso contrário, T é dita ser uma distribuição singular.

Observe primeiramente que a expressão (6.7) se assemelha ao produto interno do

espaço L2(Ω). Por causa desta semelhança escrevemos a ação de uma distribuição

regular T como

T(ϕ) = 〈T , ϕ〉L2(Ω). (6.8)

A partir de agora, denotaremos 〈· , ·〉L2(Ω) por 〈· , ·〉 de forma a termos a notação mais

simples. No caso de uma distribuição singular T, adotamos a mesma notação (6.8) por

simplicidade. Por exemplo, no caso da δ de Dirac escrevemos

δx0(ϕ) = 〈δx0 , ϕ〉 = ϕ(x0).

Por fim, dada uma função localmente integrável f , pelo Exemplo 6.2.2 (a) sempre

conseguimos construir uma distribuição regular Λ f .

O próximo exemplo ajudará a dar sentido à definição de derivada distribucional.

Exemplo 6.2.3. Sejam ϕ ∈ D(Ω) e α um multi-índice qualquer. Observe que, por ser

uma função teste, ϕ é infinitamente diferenciável e é diferente de zero no máximo

dentro de um compacto K. Desta forma, a derivada Dα ϕ certamente se anulará fora de

K. Logo, supp Dα ϕ ⊂ K e temos que o conjunto supp Dα ϕ é limitado. Por outro lado,

pela definição de suporte, supp Dα ϕ é sempre um conjunto fechado, de onde segue que

supp Dα ϕ é compacto e Dα ϕ é uma nova função teste.

Definição 6.2.6. Suponha que T : D(Ω)→ R seja uma distribuição e α um multi-índice.

A α-ésima derivada distribucional (ou derivada fraca) de T é a distribuição DαT definida

por

〈DαT , ϕ〉 = (−1)|α|〈T , Dα ϕ〉. (6.9)
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Aparentemente a Definição 6.2.6 apresenta um problema, pois define a derivada de

uma distribuição T como uma distribuição que satisfaz (6.9). A questão é: seria DαT

realmente uma distribuição?

Para verificarmos tal fato, observe inicialmente que, da linearidade de T e Dα, DαT é

linear. Suponha então que (ϕn) seja uma sequência de funções teste que converge para

ϕ em D(Ω). Pela definição de convergência temos que Dα ϕn → Dα ϕ.

Desta forma, temos 〈DαT , ϕn〉 = (−1)|α|〈T , Dα ϕn〉. Como T é um um funcional

contínuo, devemos ter a convergência 〈T , Dα ϕn〉 → 〈T , Dα ϕ〉. Segue então que

〈DαT , ϕn〉 → (−1)|α|〈T , Dα ϕ〉 = 〈DαT , ϕ〉.

e DαT é realmente uma distribuição.

Se f é uma função localmente integrável, sua derivada distribucional (ou fraca) é a

derivada fraca da distribuição regular Λ f associada a f . Como acabamos de ver, tais

funções f sempre possuem derivadas fracas, mas, em geral, tais derivadas não serão

funções e sim distribuições. Outra observação importante é que a derivada Dα é linear

pela linearidade da integral que define 〈DαT , ϕ〉.

Exemplo 6.2.4. Considere a função descontínua H : R→ R definida por

H(x) =


1, se x > 0,
1
2 , se x = 0,

0, se x < 0,

chamada de função degrau de Heaviside. Observe que H não pertence a L1(R), pois∫
R
|H(x)|dx =

∫ ∞

0
dx = ∞.

Considere então o compacto [a, b] ⊂ R. Em termos da função de Heaviside, podemos

assumir a, b ≥ 0, pois se a, b < 0 teremos H
∣∣∣
[a,b]
≡ 0. Desta forma,

∫ b

a
|H(x)|dx ≤

∫ b

a
dx = b− a < ∞

e U é uma função localmente integrável. Podemos construir a distribuição regular

ΛH(ϕ) =
∫

R
H(x)ϕ(x)dx e queremos encontrar a derivada distribucional H′. Temos

〈H′ , ϕ〉 = −〈H , ϕ′〉 = −
∫

R
H(x)ϕ′(x)dx =

∫ ∞

0
ϕ′(x)dx = ϕ(0) = δ(ϕ) = 〈δ , ϕ〉.

Desta forma, encontramos que H′(x) = δ(x) no sentido fraco.
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Exemplo 6.2.5. Dado um ponto x ∈ Ω, consideremos a função δ de Dirac do Exemplo

6.2.2 (b) a fim de encontrarmos sua derivada distribucional. Se ϕ é uma função teste

qualquer, temos 〈δ′x0
, ϕ〉 = −〈δx0 , ϕ′〉 = −ϕ′(x0), ou seja, δ′x0

: D(Ω) → R é tal que

δ′x0
(ϕ) = −ϕ′(x0). No caso particular da função δ de Dirac, onde tomamos x0 = 0,

temos δ′(ϕ) = −ϕ′(0).

Exemplo 6.2.6. Considere a função sinal definida como

sign(x) =


1, se x > 0,

0, se x = 0,

−1, se x < 0.

Observe que |sign(x)| = 1 se x 6= 0 e |sign(0)| = 0. Desta forma, dado um compacto

qualquer [a, b] ⊂ R, temos∫ b

a
|sign(x)|dx =

∫ b

a
dx = b− a < ∞,

o que nos diz que sign ∈ L1
loc(R). Encontremos agora a derivada fraca da função sign.

Para qualquer função teste ϕ, temos

〈sign′ , ϕ〉 = −〈sign , ϕ′〉 = −
∫

R
sign(x)ϕ′(x)dx =

∫ 0

−∞
ϕ′(x)dx−

∫ ∞

0
ϕ′(x)dx =

= 2ϕ(0) = 〈2δ , ϕ〉,

de onde concluímos que sign′(x) = 2δ(x). Poderíamos ter olhado a função sinal de

uma outra maneira. Bastava observar que sign(x) = 2H(x)− 1 e da linearidade da

derivada seguiria sign′(x) = 2H′(x) = 2δ(x).

Vimos que a derivada fraca de uma distribuição T é sempre uma distribuição T̃. A

questão interessante que o exemplo anterior discute é que a derivada fraca de uma dis-

tribuição regular não necessariamente é uma distribuição regular. Mais explicitamente,

a derivada fraca da função sinal é um múltiplo da função generalizada δ de Dirac, que

por sua vez é singular. Tal observação não se traduz em problemas práticos, mas é

conceitualmente importante.

Saindo dos exemplos clássicos de derivada distribucional, o próximo exemplo trata

uma função que será de extrema importância nos nossos resultados.

Exemplo 6.2.7. Considere f : R→ R dada por f (x) = e−|x|. A função f é claramente

contínua em todo o domínio, mas não possui derivada em x = 0. Mais do que isso,
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Figura 12: A função f é contínua em todo o

seu domínio, mas perde diferencia-

bilidade no ponto x = 0. Uma pro-

priedade interessante de f é que ela

vai a zero quando |x| → ∞.

f é infinitamente diferenciável em R∗, mas possui um bico no referido ponto, como

exemplificado na Figura 14. Mostremos inicialmente que f ∈ L1
loc(R). Observe que∫

R
| f (x)|dx =

∫
R

e−|x|dx =
∫ 0

−∞
exdx +

∫ ∞

0
e−xdx = 2,

ou seja, f ∈ L1(R). Pelo Exemplo 6.1.3, concluímos que f ∈ L1
loc(R). Calculemos agora

f ′ no sentido fraco utilizando a definição de derivada distribucional e integração por

partes.

〈 f ′ , ϕ〉 = −〈 f , ϕ′〉 = −
∫

R
e−|x|ϕ′(x)dx = −

∫ 0

−∞
ex ϕ′(x)dx−

∫ ∞

0
e−x ϕ′(x)dx =

= −ϕ(0) +
∫ 0

−∞
ex ϕ(x)dx + ϕ(0)−

∫ ∞

0
e−x ϕ(x)dx =

= −
∫ 0

−∞
sign(x)e−|x|ϕ(x)dx−

∫ ∞

0
sign(x)e−|x|ϕ(x)dx =

∫
R
−sign(x)e−|x|ϕ(x)dx.

Fazendo h(x) = −sign(x)e−|x|, concluímos que 〈 f ′ , ϕ〉 = 〈h , ϕ〉, de onde segue que

f ′(x) = h(x) = −sign(x)e−|x|.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5
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Figura 13: A função h(x) = −sign(x)e−|x|, de-

rivada fraca da função f , determina

uma nova distribuição regular Λh

uma vez que h ∈ L1
loc(R).

Observe que a derivada fraca de f é uma função f ′ localmente integrável, que por

sua vez induz uma distribuição regular Λ f ′ . Calculando a segunda derivada, temos:

〈 f ′′ , ϕ〉 = −〈 f ′ , ϕ′〉 =
∫

R
sign(x)e−|x|ϕ′(x)dx = −

∫ 0

−∞
ex ϕ′(x)dx +

∫ ∞

0
e−x ϕ′(x)dx =
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= −ϕ(0) +
∫ 0

−∞
ex ϕ(x)dx− ϕ(0) +

∫ ∞

0
e−x ϕ(x)dx =

= −2ϕ(0) +
∫

R
e−|x|ϕ(x)dx =

∫
R

(
e−|x| − 2δ(x)

)
ϕ(x)dx = 〈h̃ , ϕ〉,

onde h̃(x) = e−|x| − 2δ(x). Desta forma, f ′′(x) = h′(x) = h̃(x) = e−|x| − 2δ(x). Proce-

dendo da mesma maneira, encontramos que f ′′′(x) = −sign(x)e−|x| − 2δ′(x).

Uma propriedade interessante da distribuição δx0 é dada no seguinte exemplo.

Exemplo 6.2.8. Suponha que f : Ω → R seja uma função contínua. Se T : D(Ω) → R

é uma distribuição, então f T é claramente uma nova distribuição. Além disso, se

considerarmos uma função teste ϕ, então f ϕ também é uma função teste. Desta forma,

podemos definir o produto f T ∈ D′(Ω) por 〈 f T , ϕ〉 = 〈T , f ϕ〉. No caso particular em

que T = δx0 , temos

〈 f δx0 , ϕ〉 = 〈δx0 , f ϕ〉 = f (x0)ϕ(x0) = 〈 f (x0)δx0 , ϕ〉,

de onde segue que f δx0 = f (x0)δx0 .

Podemos também provar um resultado análogo para a derivada de δx0 :

〈 f δ′x0
, ϕ〉 = 〈δ′x0

, f ϕ〉 = −〈δx0 , ( f ϕ)′〉 = − f ′(x0)ϕ(x0)− f (x0)ϕ′(x0) =

= 〈− f ′(x0)δx0 , ϕ〉+ 〈 f (x0)δ
′
x0

, ϕ〉 = 〈 f (x0)δ
′
x0
− f ′(x0)δx0 , ϕ〉.

Como resultado, concluímos que f δ′x0
= f (x0)δ

′
x0
− f ′(x0)δx0 .

Seguindo a linha do que acabou de ser feito, definimos sign δx0 := sign(x0)δx0 e, no

caso particular que será de nosso interesse, temos sign δ = 0. A formulação rigorosa

de que podemos de fato assumir sign δx0 := sign(x0)δx0 envolve a convergência de

distribuições, tópico este que não será abordado na presente tese. Entretanto, o leitor

interessado é guiado a [57], Seção 11.4 (página 298), para maiores detalhes.

6.3 soluções do tipo peakon

Quando definimos soluções de equações diferenciais, primeiramente pensamos nos

espaços em que tais entidades estão definidas. No caso de soluções clássicas de uma

equação

F(x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0, (6.10)
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dizemos que u = f (x) é uma função k vezes diferenciável. Quando nos restringimos

a funções Ck, perdemos funções que não são diferenciáveis e que podem satisfazer a

equação de outras maneiras.

Uma solução peakon de uma equação diferencial será uma função apenas contínua,

de determinada forma, que num certo sentido será solução de equações diferenciais.

Como tal solução não é diferenciável, ela consequentemente não será uma solução

clássica. Como discutido anteriormenteno Capítulo 5, as soluções peakon apareceram

pela primeira vez no trabalho de Camassa e Holm [14] quando eles mostraram que a

função contínua u(x, t) = Ae−|x−ct| de alguma maneira resolvia a equação de Camassa-

Holm

ut − utxx + 3uux = 2uxuxx + uuxxx

para alguma constante A bem determinada. Outra equação de nosso interesse que

também possui solução peakon u é a equação de Novikov [56, 86]

ut − utxx + 4u2ux = 3uuxuxx + u2uxxx.

Para entendermos o que esses resultados das últimas décadas significam, precisamos

primeiramente compreender o que é de fato uma solução peakon. No que se segue,

definimos um peak de uma função real de acordo com Lenells [77].

Definição 6.3.1. Seja I ⊂ R um intervalo e suponha que uma função φ : I → R

seja contínua. Dizemos que φ tem um peak no ponto x0 ∈ I se φ é diferenciável em

I ∩ {x ∈ I; x < x0} e I ∩ {x ∈ I; x > x0} e

0 6= lim
ε→0+

φ′(x0 + ε) = − lim
ε→0+

φ′(x0 − ε) 6= ±∞. (6.11)

A condição (6.11) diz informações importantes sobre o gráfico da função. O fato

dos limites laterais não serem iguais diz que a derivada no ponto x0 não é contínua

e, portanto, φ não é diferenciável em tal ponto. Além disso, como os limites laterais

devem ter sinais trocados, existem vizinhanças à direita e à esquerda do ponto x0 que

possuem comportamentos distintos quanto a crescimento.

Exemplo 6.3.1. Neste exemplo consideraremos duas funções. Uma delas já foi apresen-

tada no Exemplo 6.2.7.

(a) Considere f : R→ R dada por f (x) = e−A|x|, onde A é uma constante. A função

f é contínua, como já havíamos notado no Exemplo 6.2.7 mas não é diferenciável

em x = 0, veja a Figura 14. Mostraremos agora que f possui um peak em x = 0.
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Primeiramente observe que f é diferenciável nos conjuntos R∗+ e R∗−, conforme

pedido pela Definição 6.3.1. Além disso,

lim
ε→0+

f ′(x0 + ε) = −A = − lim
ε→0+

f ′(x0 − ε).

Portanto, f possui um peak em x = 0.

(b) A função g : R → R dada por g(x) = sin(A|x|), onde A denota uma constante,

também possui um peak em x = 0. Apesar de globalmente apresentar um com-

portamento distinto da função f do item anterior, numa vizinhança de x = 0

percebemos uma certa semelhança que acontece por causa da troca de sinal das

derivadas.

-6 -4 -2 2 4 6
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0.5

1.0

Figura 14: A função g possui um peak em x =

0. É uma função limitada, mas que

não possui assíntota horizontal.

Uma função f : I → R é dita ser uma solução peakon da equação diferencial (6.10) se

f possui um peak em determinado ponto e se suas derivadas distribucionais resolvem a

equação.

Conforme a seção anterior, quando falamos em derivada fraca de uma função f ,

estamos pensando em f ∈ L1
loc(Ω) e, a partir daí, construímos a distribuição regular Λ f

e calculamos suas derivadas distribucionais. No caso das soluções peakon que acabamos

de definir, nada mais natural do que se perguntar se a definição faz realmente sentido,

pois a princípio não sabemos se podemos de fato calcular derivadas fracas delas.

Para verificarmos que o conceito está bem definido, seja φ : I → R uma função com

um peak num ponto x0. Pela definição de peak, φ é contínua em I e, pelo Teorema de

Weirstrass, admite máximo e mínimo em qualquer compacto K ⊂ I. Isso implica que

|φ(x)| ≤ c para alguma constante c. Desta forma, dado um compacto K ⊂ I qualquer,

temos ∫
K
| f (x)|dx ≤

∫
K

cdx = cµ(K) < ∞,
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onde µ(K) denota o comprimento de K. Com isso concluímos que de fato soluções

peakon estão bem definidas, pois se φ : I → R tem um peak num determinado ponto,

então φ obrigatoriamente deve estar em L1
loc(I) e podemos calcular suas derivadas

distribucionais por meio da distribuição regular Λφ.

Exemplo 6.3.2. No Exemplo 6.3.1, vimos que a função f (x) = e−|x| é uma candidata a

solução peakon de equações diferenciais. Por exemplo, quando consideramos a EDO

c(φ′(x)− φ′′′(x))− (b + 2)φb(x)φ′(x) + (b + 1)φb−1(x)φ′(x)φ′′(x) + φb(x)φ′′′(x) = 0

e as derivadas fracas da função φ(x) = Ae−|x| como encontradas no Exemplo 6.2.7,

reescrevemos a equação como

−2Acδ′(x)− 2A(b + 1)sign(x)δ(x) + 2Aδ′(x)φb(x) = 0.

Do Exemplo 6.2.8, temos que sign δ = 0 e δ′(x)φb(x) = φb(0)δ′(x)− (φb)′(0)δ(x) =

Abδ′(x). Logo, Abδ′(x) = cδ′(x), de onde segue que tomando A = c1/b, a função

φ(x) = Ae−|x| será uma solução peakon da EDO em questão.

A nossa definição de solução peakon contempla apenas EDOs. Isso se torna um

problema se levarmos em consideração que Camassa e Holm [14] em 1993 introdu-

ziram tal conceito como uma função de duas variáveis u : R× [0, ∞) → R dada por

u(x, t) = ce−|x−ct|, onde c é uma constante chamada de velocidade da onda, que no sentido

distribucional resolvia a equação de Camassa-Holm

ut − utxx + 2uux − 3uxuxx − uuxxx = 0.

Os autores chamaram a função u de peakon porque a função perde diferenciabilidade ao

longo da curva x = ct (ou t = x/c). Em outras palavras, quando fixamos a posição x e

o tempo t, a curva resultante possui um peak em x = ct.

Uma solução preliminar para o referido problema pode ser formulada: uma função

u(x, t) possui um peak no ponto (x0, t0) se x 7→ u(x, t0) e t 7→ u(x0, t) possuem peak em

x = x0 e t = t0, respectivamente. Uma solução peakon será uma função u(x, t) com um

peak num ponto (x0, t0) que resolve a equação.

Em termos do que encontramos na literatura [7, 14, 22, 33, 34, 56, 93], a solução

apresentada anteriormente é suficiente, pois há uma tendência de buscarmos soluções

peakon da forma u(x, t) = φ(x− ct) = Ae−B|x−ct|. Tal escolha possui sentido físico, pois u

se comporta como uma onda solitária, ou seja, é uma onda da forma u(x, t) = φ(z), com
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z = x− ct, de velocidade c que possui assíntotas horizontais. Porém, matematicamente

falando, muitas funções com comportamento no peak localmente parecido seriam

esquecidas.

Um exemplo dramático da razão pela qual a definição acima de peak não é a melhor

possível é dado pela função h(x, t) = e−|x|/
√

t definida em R× (0, ∞). De acordo

Figura 15: A função h(x) = e−|x|/
√

t possui

um peak em x = 0, mas quando

fixamos x, a curva resultante não

possui peak, veja a Figura 16.

com o que acabamos de definir, a função h terá um peak num ponto (x0, t0) se as funções

x → u(x, t0) e t→ u(x0, t) possuem peak em x = x0 e t = t0, respectivamente. Porém, a

função t→ h(x0, t) não possui peak conforme representado na Figura 16.

Figura 16: Quando fixamos um ponto x0, a

função h(x0, t) não possui peaks, o

que, de acordo com solução preli-

minar, descaracterizaria o peak em

x = 0 para a função ser um candi-

dato a solução peakon de uma equa-

ção. Na imagem vemos plotada a

curva h(0, t). 0 2 4 6 8 10 12 14
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Buscando definir precisamente uma solução peakon de uma EDP de duas variáveis

independentes que contemplasse o que se conhece por tal solução, em [33] propusemos

a seguinte definição.

Definição 6.3.2. Seja u : Ω ⊂ R2 → R uma função contínua. Dizemos que u possui um

peak no ponto (x0, t0) se x 7→ u(x, t0) tem um peak em x = x0 ou t 7→ u(x0, t) tem um

peak em t = t0.
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Como resultados originais, apresentaremos soluções peakon para duas famílias de

equações. No primeiro resultado, encontraremos condições para que a equação

ut − utxx + αubux + δ(b + 1)ub−1uxuxx + δubuxxx = 0

admita uma solução peakon da forma u(x, t) = Ae−|x−ct|. A segunda equação a ser

considerada é dada por

ut + 2a
uxuxx

u
= εauxxx

e consideraremos uma função da forma u(x, t) = e−A|x−ct|.

6.3.1 Uma classe de equações que uni�ca as equações de Camassa-Holm e Novikov

Considere a equação

ut − utxx + αubux − γ(b + 1)ub−1uxuxx − γubuxxx = 0 (6.12)

que unifica as equações de Camassa-Holm e Novikov, e a função u(x, t) = Ae−|x−ct|,

onde A é uma constante e c a velocidade da onda u. Queremos encontrar condições

para as constantes α, β, γ e A de forma que a equação (6.12) admita u como solução

peakon.

Colocando z = x− ct, reescrevemos u = φ(z) = Ae−|z|. Em termos da nova função

de uma variável φ, a equação (6.12) é transformada na EDO

c(φ′ − φ′′′)− αφbφ′ + γ(b + 1)φb−1φ′φ′′ + γφbφ′′′ = 0. (6.13)

Do Exemplo 6.2.7 temos que φ pertence a L1
loc(R) e suas três primeiras derivadas

distribucionais são dadas por

φ′(z) = −sign(z)φ(z), φ′′(z) = φ(z)− 2Aδ(z),

φ′′′(z) = −sign(z)φ(z)− 2Aδ′(z).

Substituindo as respectivas derivadas na EDO (6.13), obtemos

2Acδ′(z) + (α− γ(b + 2))sign(z)φb+1 + 2Aγ(b + 1)sign(z)δ(z)− 2Aγφbδ′(z) = 0.

Como sign(z)δ(z) = 0 e φbδ′(z) = φb(0)δ(z)− (φb)′(0)δ(z) = Abδ(z), temos

2A(c− Ab)δ′(z) + (α− γ(b + 2))sign(z)φb+1 = 0.
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Para que a igualdade valha, devemos ter Ab = c e α = γ(b + 2). Assumiremos que

b ∈ N e que a velocidade de onda c seja positiva. Desta forma, temos o seguinte

resultado original.

Teorema 6.3.1. Para toda velocidade de onda c > 0, a equação

ut − utxx + γ(b + 2)ubux − γ(b + 1)ub−1uxuxx − γubuxxx = 0, b ∈N, (6.14)

possui uma solução peakon da forma u(x, t) = c1/be−|x−ct|.

Em [31], o Teorema 6.3.1 é enunciado na Proposition 3.1 (página 7).

No Capítulo 5 deduzimos a equação (6.12) como a única subfamília de uma família

geral que unifica as equações de Novikov e CH possuindo as propriedades de invariân-

cia por uma determinada dilatação e auto-adjunticidade estrita. No final do referido

capítulo, percebemos que se tomássemos α = b + 2 e γ = 1, então reduziríamos a

equação (6.12) a uma família a um único parâmetro (a equação (6.14) com γ = 1)

que unificava as equações de CH (b = 1) e Novikov (b = 2). Tal escolha, a princí-

pio, fora realmente uma mistura de sorte com perspicácia, mas a dedução da solução

peakon mostrou que, ao fazermos tal escolha, estávamos na verdade impondo outra

propriedade importante: existência da solução peakon que generalizasse o que já se

conhecia sobre as equações de CH [14] e Novikov [56]. Com relação à escolha de γ, se

tomássemos γ = 0 perderíamos todos os termos não-lineares da equação, daí podemos

simplesmente assumir γ 6= 0. Dividindo (6.14) por γ e fazendo a mudança de variáveis

t→ γt, eliminamos a constante γ, o que é equivalente a simplesmente tomarmos γ = 1.

Era conhecido do trabalho de Camassa e Holm [14] que u(x, t) = ce−|x−ct| determi-

nava uma solução peakon da equação de CH

ut − utxx + 3uux = 2uxuxx + uuxxx.

Já para a equação de Novikov

ut − utxx + 4u2ux = 3uuxuxx + u2uxxx,

os autores em [56] deduziram a solução peakon u(x, t) = c1/2e−|x−ct|. A solução u(x, t) =

c1/be−|x−ct| que encontramos para a equação a 1-parâmetro

ut − utxx + (b + 2)ubux − (b + 1)ub−1uxuxx − ubuxxx = 0, b ∈N, (6.15)

generaliza tais resultados.
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Figura 17: A função u(x, t) = 41/3e−|x−4t|, plo-

tada na bola [−2, 2]× [0, 1] possui

um peak em x = 4t.
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Figura 18: Fixado x = 2, o peak da curva

u(2, t) = 41/3e−|2−4t| é atingido

quando t = 1/2.

De maneira mais geral, em [31] consideramos sobreposição de peakons da forma

u(x, t) =
N

∑
j=1

pj(t)e−|x−qj(t)|

para funções pj e qj diferenciáveis, e mostramos que u é uma solução de (6.15), solução

esta chamada de multipeakon, se, e somente se, as funções pj e qj satisfazem o sistema

dinâmico

p′j = pj

N

∑
i1,...,ib=1

sign(qj − qi1)pi1 . . . pib e−|qj−qi1
|−···−|qj−qib

|,

q′j =
N

∑
i1,...,ib=1

pi1 . . . pib e−|qj−qi1
|−···−|qj−qib

|,

sistema este que também generaliza os respectivos resultados conhecidos para a CH

[14] e a Novikov [56].

Como podemos observar, resolver o sistema dinâmico acima é uma tarefa árdua,

para não dizer impossível. Geralmente se utilizam métodos numéricos para estimar

determinados comportamentos de u, o que não é de nossa alçada. Porém, se tomarmos

N = 1, reobtemos a solução peakon que deduzimos nesta seção.



150 teoria de distribuições e soluções peakon

6.3.2 Uma família homogênea de equações evolutivas

Consideremos agora a equação

ut + 2a
uxuxx

u
= εauxxx, (6.16)

onde a e ε são constantes reais. Assumamos que a 6= 0 para que o único termo não-

linear uxuxx/u não se anule. Em termos de uma função u = φ(z), em que z = x− ct, a

equação (6.16) é reescrita como

φ′
(

c− 2a
φ′′

φ

)
+ εaφ′′′ = 0. (6.17)

Observe que a equação (6.16) é homogênea. Desta forma, se u é uma solução, então

Au será outra solução. Logo, consideremos a exponencial φ = e−A|z|, onde A é uma

constante a ser determinada. As três primeiras derivadas distribucionais de φ são dadas

por

φ′ = −Asign(z)φ, φ′′ = −2Aδ(z) + A2φ,

φ′′′ = −2Aδ′(z)− A3sign(z)φ.

Substituindo na equação (6.17), obtemos

A(−c + A2(2a− εa))sign(z)φ− 2Aεaδ′(z) = 0.

Para que a igualdade valha, devemos ter Aεa = 0 e A2 = c/(2a − εa). Queremos

encontrar a A de maneira a ser não nula, pois caso contrário teremos uma solução φ = 1

que não nos interessa. Como a 6= 0, devemos obrigatoriamente ter ε = 0 na primeira

condição, de forma a obtermos A2 = c/2a.

Devemos nos atentar a dois casos: A pode ser real ou imaginário. Se tomarmos a

velocidade da onda c como positiva, então o sinal de a determinará os dois casos. No

mais simples deles, tomamos a > 0 e A = ±
√

c/2a. Supondo que a solução φ seja uma

onda solitária, ou seja, lim
|z|→∞

φ(z) < ∞, então tomamos A =
√

c/2a e a solução peakon

da equação (6.16) será dada por

u(x, t) = e−
√

c
2a |x−ct|.

Por outro lado, se a < 0, então A = ±iB, onde 0 < B =
√
−c/2a. Desta forma,

teremos soluções dadas por

u(x, t) = e±iB|x−ct| = cos(B|x− ct|)± i sin(B|x− ct|).
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Figura 19: Solução peakon da forma u =

e−
√

c
2a |x−ct|, com c = 3 e a = 1.

Tal solução é complexa e não nos interessa. Porém, podemos olhar separadamente cada

uma das funções a fim de verificar se alguma delas resolve a equação. Inicialmente

observe que a função cosseno não nos fornecerá um peakon devido a sua paridade. Por

outro lado, a função u(x, t) = φ1(z) = sin(B|z|) possui um peak em z = 0 conforme o

Exemplo 6.3.1 (b) e é de fato uma candidata a solução peakon. Calculando suas derivadas

distribucionais, temos

φ′1 = Bsign(z) cos(B|z|), φ′′1 = −2Bδ(z)− B2 sin(B|z|),

φ′′′1 = −2Bδ′(z)− B3sign(z) cos(B|z|),

de onde segue que reescrevemos (6.17) como

Bsign(z) cos(B|z|)(c + B2(2a− εa))− 2Bεaδ′(z) = 0.

Como B2 = −c/2a, vemos que o primeiro termo claramente se anula, restando apenas

2Bεaδ′(z) = 0. Pelos mesmos argumentos da exponencial real, a equação admitirá

u(x, t) = sin(B|z|) como solução peakon somente se ε = 0.

Consequentemente, temos o seguinte resultado:

Teorema 6.3.2. Para qualquer velocidade de onda c > 0, a onda viajante

u(x, t) =


e−
√

c
2a |x−ct|, se a > 0,

sin
(√
− c

2a
|x− ct|

)
, se a < 0,

é uma solução peakon da equação

ut + 2a
uxuxx

u
= εauxxx,

se, e somente se ε = 0.
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Figura 20: A função

u(x, t) = sin(−
√

c
2a
|x− ct|),

com c = 2 e a = −2, é uma onda

limitada com peak ao longo da

curva x = 2t. Ela determinará

uma solução peakon para a equação

(6.16) com a = −2.

Durante o desenvolvimento da presente tese, o estudo de soluções peakon da equação

(6.16) fora complicado. Em [47], Freire e Sampaio sugeriram que a equação (6.16)

pudesse admitir u = e−A|x−ct|, onde A é uma constante determinada em função de

c, a, ε, como solução peakon para todos os valores das constantes a e ε. Tal resultado era

condizente com o que Wazwaz [108] havia deduzido para diversas equações evolutivas.

Entretanto, entendemos que os métodos que foram utilizados em [47, 108] não estavam

corretos, pois as derivadas não estavam sendo calculadas de maneira distribucional.

Foi então que percebemos os erros em tais trabalhos e que a solução peakon somente

surgiria para o caso ε = 0.

Desde seu aparecimento [14], as soluções peakon têm atraído muitos pesquisadores a

desenvolverem teorias para equações do tipo ut − utxx = F(u, ux, uxx, uxxx). Até onde

sabemos, nosso estudo das soluções peakon da equação (6.16) é o primeiro a estudar

equações evolutivas. O mais interessante é que fomos capazes de encontrar dois peakons

distintos, e um deles nunca antes considerado antes na literatura, para casos de uma

família relativamente complicada. Este fato levanta questionamentos sobre classificação

de equações evolutivas admitindo peakons. Conjecturamos que se uma equação evolutiva

possui uma solução peakon, então sua ordem será no máximo dois. Este, porém, é um

tema que se encontra em aberto.



7 CONCLUSÕES

Nesta tese discutimos propriedades álgebro-geométricas de certas equações diferenciais.

No Capítulo 2 formalizamos os conceitos de simetria de Lie e soluções invariantes que

foram utilizados no Capítulo 3 para obtenção dos Teoremas de classificação de simetrias

da EDO (3.6), das EDPs (3.7), (3.8) e (3.10) e do sistema (3.9).

No Capítulo 4 estruturamos os Teoremas de Noether e Ibragimov para que pudésse-

mos ter ferramentas para encontrar leis de conservação. Nas Seções 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.3

exibimos resultados originais (Teoremas 4.5.1-4.5.6) acerca de leis de conservação de

algumas equações.

No Capítulo 5 deduzimos a equação a 1-parâmetro que mudou o rumo do trabalho

que até então estávamos desenvolvendo. Passamos a analisar propriedades relacionadas

com existência de infinitas leis de conservação (integrabilidade) e soluções peakon.

Nesta tese, apenas pincelamos os conceitos relacionados a integrabilidade de equações

diferenciais parciais.

Já no Capítulo 6, apresentamos conceitos de análise funcional para que pudéssemos

construir a teoria de distribuições, teoria esta que fornece a base para o estudo de

soluções apenas contínuas que devem ser derivadas no sentido fraco. Por fim, nas

Subseções 6.3.1 e 6.3.2, deduzimos nossos resultados originais (Teorema 6.3.1 e Teorema

6.3.2) caracterizando soluções peakon de duas famílias de equações diferenciais parciais.

Existem muitos problemas em aberto relacionados ao tema desta tese. Abaixo,

listamos alguns:

1. É conhecido que se uma equação possui uma lei de conservação, então a equação

é não-linearmente auto-adjunta [4, 5, 6, 3]. O problema teórico é que até hoje

não se conseguiu determinar qual a ordem da substituição que torna a equação

auto-adjunta. Haveria alguma relação entre a ordem dos vetores conservados com

a ordem da substituição?

2. Ainda sobre auto-adjunticidade não-linear, existe alguma conexão entre auto-

adjunticidade não-linear e integrabilidade de equações? Apesar de existirem
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problemas teóricos, como o mencionado no item anterior, responder esta pergunta

proveria um método que poderia ser indicativo da integrabilidade de sistemas e

equações. Essa ideia é explorada de modo ingênuo em [33].

3. Num artigo muito recente [17], os autores consideraram uma determinada equação

integrável e argumentaram que a única escolha consistente com os pares de Lax da

equação daria forma a uma solução peakon diferente da já conhecida na literatura

[53]. Como o cálculo das soluções peakon se tornou padrão, este artigo levanta

um sério questionamento sobre se tudo o que foi feito é realmente calculado da

maneira correta. Apesar de recente, o artigo vem atraindo o interesse dos maiores

nomes da área.
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