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RESUMO

Neste trabalho vamos estudar a relação entre módulos da álgebra de Lie gl(n) e polítopos

construidos a partir de tabelas as quais estarão associadas a um conjunto de relações.

Para estudar esta relação, estudamos os conceitos básicos de álgebras de Lie, focando no

caso de álgebras de Lie semi-simples e as propriedades de seus módulos, principalmente

na caracterização dos módulos de dimensão finita. No caso da álgebra de Lie gl(n)

estudamos o teorema de Gelfand-Tsetlin o qual mostra bases indexadas por tabelas

standard para módulos de dimensão finita irredutíveis. Em seguida, estudamos os

conjuntos de relações e definimos tabelas e poliedros associados a um conjunto de

relações qualquer. Como primeiro resultado, mostramos que para um conjunto de

relações particular(não necessariamente standard) podemos encontrar tabelas com

certas condições, cuja quantidade é igual à dimensão de um módulo de dimensão

finita irredutível em gl(n− 1). O seguinte resultado nos permite calcular a dimensão

da face minimal de um poliedro que contem uma tabela dada. Estas definições e

resultados são generalizações de resultados sobre polítopos os quais foram estudados

em [LM04] e onde como aplicação do último resultado se da uma resposta à conjetura

de Berenstein-Kirillov.

Palavras-chave: Álgebras de Lie, Polítopos, representações, gl(n)-módulos, bases de

Gelfand-Tsetlin.
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ABSTRACT

In this dissertation we will study the relation between modules for the Lie algebra

gl(n) and polytopes constructed from tableaux which will be associated with a set

of relations. To study this relation, we studied the basic concepts of Lie algebras,

focusing on the case of semi-simple Lie algebras and the properties of their modules,

mainly on the characterization of the finite-dimensional modules. In the case of Lie

algebra gl(n) and the Gelfand-Tsetlin theorem which shows basis consisting of standard

tableaux for simples finite-dimensional modules. Then we study the sets of relations

and define tableaux and polyhedra associated with any set of relations. As a first result,

we show that for a particular set of relations (not necesssarily standard) we can find

tableaux with certain conditions, whose quantity is equal to the dimension of an simple

finite-dimensional module in gl(n− 1). The following result allows us to calculate the

dimension of the minimal face of a polyhedron containing a given tableau. These

definitions and results are generalizations about polytopes results which were studied

in [LM04] and where as an application of the latter result they give a response to the

Berenstein-Kirillov conjecture.

Keywords: Lie algebras, Polytopes, representations, gl(n)-modules, Gelfand-Tsetlin

basis.
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INTRODUÇÃO

Esta dissertação tem como objetivo principal o estudo de polítopos e de forma mais

geral o estudo de poliedros associados a certos módulos sobre a álgebra de Lie gl(n).

Principalmente queremos generalizar a construção de polítopos de Gelfand-Tsetlin

associados a módulos de dimensão finita.

O desenvolvimento da dissertação é da forma usual. Depois de enunciar os conceitos

preliminares, focaremos em resultados particulares, porém importantes, os quais serão

demonstrados sempre que for necessário.

Para estudar a associação que queremos foi preciso estudar grande parte da teoria

básica das álgebras de Lie. No primeiro capítulo baseado no livro Álgebras de Lie de

L. San Martin [SM10], vamos nos concentrar nas noções básicas de álgebras de Lie

em geral, tais como, subálgebras, representações e sua relação com módulos, álgebras

simples e semi-simples. Além disso, enunciaremos resultados relacionados com a forma

de Cartan-Killing, subálgebras de Cartan e decomposição da álgebra pela representação

adjunta da subálgebra de Cartan. Depois disso, focaremos nosso estudo nas álgebras

semi-simples e seus sistemas de raízes. Todos esses resultados serão usados nos capítu-

los subsequentes no estudo dos módulos. É importante notar que nesta dissertação em

geral vamos a usar módulos ao invés de representações.

No segundo capítulo, baseado em [Maz10] e [Hu08], vamos dar uma descrição dos

módulos irredutíveis de dimensão finita para sl(2), uma descrição dos pesos integrais

e a definição de uma das ferramentas fundamentais para o estudo de módulos: a

álgebra envelopante universal. Usando a álgebra universal, definiremos os módulos de

Verma com os quais podemos construir módulos de dimensão finita. Também vamos

enunciar resultados importantes sobre módulos de dimensão finita para álgebras de

Lie semi-simples e uma caracterização dos módulos de dimensão finita. Depois disto,

enunciaremos o teorema de Gelfand-Tsetlin para gl(n) o qual da bases explicitas e for-

mulas para todos os módulos irredutíveis de dimensão finita e terminaremos o capitulo

com a construção de tabelas de Young semi-standard, as quais estão em uma relação

bijetora com alguns elementos de bases dos espaços de peso de módulos irredutíveis de

dimensão finita para gl(n).
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2 conteúdo

No terceiro capítulo introduzimos o conceito de conjuntos de relações e o conceito de

poliedro associado a tabelas, as quais estarão associadas aos conjuntos de relações. Além

disto, vamos dar umas outras definições e resultados importantes sobre os poliedros os

quais serão de utilidade para obter bases de módulos de dimensão finita e mostrar o

resultado mais importante do capítulo, o qual nos permitira caracterizar a dimensão da

face minimal de uma determinada tabela. Deve-se notar que as definições e resultados

deste capítulo generalizam os conceitos dados no capítulo a seguir. Em base a leitura

feita no artigo [LM04], no capítulo 4 vamos dar definições, exemplos e resultados

importantes sobre polítopos de Gelfand-Tsetlin que são um caso particular de poliedros

e com os quais podemos caracterizar pontos em alguma face do polítopo. Em particu-

lar, daremos uma caracterização de vértices para certos polítopos de Gelfand-Tsetlin.

Para finalizar o capítulo, se da uma resposta à conjetura de Berenstein-Kirillov. Estes

resultados serão de muita utilidade para o estudo da associação que queremos ter entre

polítopos e módulos.



1 PREL IMINARES

Este primeiro capítulo baseado em [SM10], é introdutório e serve para expor as defini-

ções e conceitos básicos sobre as álgebras de Lie. Vamos enunciar alguns resultados e

exemplos importantes e fixar a notação necessária para os capítulos subsequentes. Em

geral, nesta dissertação vamos trabalhar com o corpo de escalares dos complexos, i.e,

K = C a menos que se fale o contrario.

1.1 definições e exemplos

Vamos começar a dissertação com a definição do que é uma álgebra de Lie.

Definição 1.1.1. Um espaço vetorial g munido de um produto (colchete)

[ , ] : g× g −→ g

é chamado de álgebra de Lie se o produto satisfaz as seguintes propriedades:

1. É bilinear.

2. É anti-simétrico, isto é [X, X] = 0 para todo X ∈ g (o que implica [X, Y] = − [Y, X] para

todo X, Y ∈ g e é equivalente se o corpo de escalares não é de caraterística dois).

3. Satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, para todo X, Y, Z ∈ g,

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y]] + [Y, [Z, X]] = 0.

Em seguida, vamos apresentar alguns exemplos de álgebras de Lie.

Exemplo 1.1.2. Seja V um espaço vetorial qualquer. Se definimos

[ , ] : V ×V −→ V

3



4 preliminares

como sendo [X, Y] = 0 para todo X, Y ∈ V, então (V, [ , ]) é a álgebra de Lie trivial sobre V.

Exemplo 1.1.3. Seja (A, ·) uma álgebra associativa. Definimos o produto

[ , ] : A× A −→ A

(X, Y) 7→ X ·Y−Y · X.

Vamos provar que esse produto satisfaz a Definição 1.1.1. Sejam X, Y, Z ∈ A. Então

1. [X + Y, Z] = (X + Y) · Z− Z · (X + Y) = X · Z + Y · Z− Z · X− Z ·Y
= X · Z− Z · X + Y · Z− Z ·Y = [X, Z] + [Y, Z]

[X, Y + Z] = X · (Y + Z)− (Y + Z) · X = X ·Y + X · Z−Y · X− Z · X
= X ·Y−Y · X + X · Z− Z · X = [X, Y] + [X, Z]

Isto significa que o produto é bilinear.

2. [X, X] = X · X− X · X = 0, ou seja, o produto é anti-simétrico.

3. [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y]] + [Y, [Z, X]] =

= [X, Y · Z− Z ·Y] + [Z, X ·Y−Y · X] + [Y, Z · X− X · Z]
= X · (Y · Z− Z ·Y)− (Y · Z− Z ·Y) · X + Z · (X ·Y−Y · X)

−(X ·Y−Y · X) · Z + Y · (Z · X− X · Z)− (Z · X− X · Z) ·Y
= X · (Y · Z)− X · (Z ·Y)− (Y · Z) · X + (Z ·Y) · X + Z · (X ·Y)− Z · (Y · X)

−(X ·Y) · Z + (Y · X) · Z + Y · (Z · X)−Y · (X · Z)− (Z · X) ·Y + (X · Z) ·Y
= 0 (pois A é associativa).

Isto quer dizer que se satisfaz a identidade de Jacobi.

Portanto, (A, [ , ]) é uma álgebra de Lie e será denotada por A(−).

Assim, sendo V um espaço vetorial sobre C (não necessariamente de dimensão finita),

denotamos por gl (V) a álgebra de Lie:

End (V)(−),

onde End (V) = { f : V → V linear}, munida da composição usual de morfismos.

Exemplo 1.1.4. Seja n ∈N, por gl(n, C) denotaremos a álgebra das matrizes com entradas em

C de tamanho n× n. Neste caso, esta álgebra será indicada somente por gl(n), e (gl(n), [ , ])

será a álgebra de Lie, onde

[ , ] : gl(n)× gl(n) −→ gl (n)

(A, B) 7→ AB− BA.
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Observação 1.1.5. Note que gl(n) tem base {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} como espaço vetorial e a

seguinte relação é satisfeita: [
Eij, Ekl

]
= δjkEil − δliEkj.

Isto implica que todo elemento de gl(n) pode ser obtido usando colchetes sucessivos de elementos

do conjunto B = {Ek,k+1, Ek+1,k, El,l}, onde k = 1, . . . , n− 1 e l = 1, . . . , n. Isto implica que, B

é base para gl(n) como álgebra de Lie.

Esta última álgebra será nosso principal objeto de estudo nos últimos capítulos da

dissertação.

Agora, de forma natural pode-se introduzir o conceito de subálgebra e ideal.

Definição 1.1.6. Um subespaço vetorial h de g que é fechado pelo colchete, ou seja, [X, Y] ∈ h

se X, Y ∈ h é chamado subálgebra de g. Se h satisfaz ∀Y ∈ h, X ∈ g, [X, Y] ∈ h, então h é

chamado de ideal de g.

Vejamos alguns exemplos de subálgebras de gl(n).

Exemplo 1.1.7. Subálgebras de gl(n)

1. sl(n, C) = {X ∈ gl(n) : trX = 0}. Como no caso de gl(n), estas álgebras serão denotadas

por sl(n).

2. O subespaço das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonalX ∈ gl(n) : X =


0 ∗

. . .

0 0




é uma subálgebra.

3. O subespaço das matrizes diagonaisX ∈ gl(n) : X =


a1 0

. . .

0 an




é uma subálgebra.
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Introduzimos o conceito de centro de uma álgebra de Lie o qual será usado mais para

frente para decompor gl(n) como uma soma direta de subespaços invariantes.

Definição 1.1.8. Seja g uma álgebra de Lie. Definimos o centro de g como sendo o conjunto

Z(g) = {X ∈ g : [X, Y] = 0, para todo Y ∈ g}.

Exemplo 1.1.9. Seja g = gl(n). Afirmamos que Z(gl(n)) = {λId : λ ∈ C}. De fato, sejam

A ∈ Z(gl(n)) e B ∈ gl(n) uma matriz diagonal com bii = λi onde λi 6= 0 para todo 1 ≤ i ≤ n

e λi 6= λj para todo i 6= j. Temos que AB = BA pois A ∈ Z(gl(n)). Assim, olhando as

componentes de cada produto temos que (AB)ij = aijλj e (BA)ij = aijλi. Isto implica que, para

cada i 6= j

0 = aijλj − aijλi

= aij(λj − λi)

como λi 6= λj para todo i 6= j, temos que aij = 0, se i 6= j. Portanto A é uma matriz diagonal.

Agora, seja X ∈ gl(n) tal que xij 6= 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Usando o mesmo procedimento

anterior temos que

0 = aiixij − ajjxij

= (aii − ajj)xij.

Assim, como xij 6= 0 para i 6= j temos que aii = ajj, ou seja, as componentes da matriz diagonal

A são todas iguais. Mostrando assim que a afirmação é verdadeira.

Observação 1.1.10. Seja A ∈ gl(n). Se tr(A) = 0 então temos que A ∈ sl(n). Caso tr(A) 6= 0

podemos escrever A como segue

A = tr(A)
n Id +

(
A− tr(A)

n Id
)

pela linearidade da função traço temos que tr
(

A− tr(A)
n Id

)
= 0 ou seja,

(
A− tr(A)

n Id
)
∈ sl(n).

Além disto, é claro que sl(n)∩ Z (gl(n)) = {0}. Daqui podemos concluir que

gl(n) = sl(n)⊕ Z (gl(n)).
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1.2 representações de álgebras de lie

Um dos conceitos mais importantes em álgebras de Lie é o conceito de representação

sobre um espaço vetorial. Para isto precisamos definir o que é um homomorfismo de

álgebras de Lie.

Definição 1.2.1. Sejam g e h duas álgebras de Lie. Dizemos que uma aplicação linear

φ : g→ h

é um homomorfismo de álgebras de Lie se

φ ([X, Y]) = [φ (X) , φ (Y)], para todo X, Y ∈ g.

Um homomorfismo bijetor é chamado de isomorfismo.

Relacionado com os homomorfismos existe o seguinte teorema de isomorfismo.

Teorema 1.2.2. Sejam g e h duas álgebras de Lie e ψ : g→ h um homomorfismo. Então

g/Kerψ ' Imψ.

O isomorfismo é dado por X̄ ∈ g/Kerψ 7→ ψ(X) ∈ Imψ.

Exemplo 1.2.3. Considere o homomorfismo

τ : gl(n)→ Z(gl(n))

X 7→ tr(X)Id.

Tal homomorfismo é sobrejetor. Além disso, temos que Kerψ = sl(n) pois, os únicos elementos

com traço zero são os elementos de sl(n). Assim, aplicando o teorema anterior temos que

gl(n)/sl(n) ' Z(gl(n)).

Agora, podemos definir o que é uma representação de uma álgebra de Lie.

Definição 1.2.4. Uma representação de g em V é um homomorfismo de álgebras de Lie

ρ : g −→ gl(V)

isto é, para X, Y ∈ g e a ∈ C se satisfaz

1. ρ (X + Y) = ρ (X) + ρ (Y)
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2. ρ (αX) = αρ (X)

3. ρ ([X, Y]) = [ρ (X) , ρ (Y)] = ρ (X) ρ (Y)− ρ (Y) ρ (X)

A dimensão da representação é dim (V). Denotamos tal representação por (ρ, V), mas

na maioria das vezes denotaremos somente por ρ. Vamos ver um exemplo importante

de representação.

Exemplo 1.2.5. Seja g uma álgebra de Lie, podemos construir uma representação de g no espaço

vetorial g via

ad : g −→ gl(g)

X 7→ ad(X) : g→ g

Y → [X, Y]

Vamos provar que de fato ad satisfaz a Definição 1.2.4. Sejam X, Y, Z ∈ g e c ∈ C. Então

1. ad(X + Y)(Z) = [X + Y, Z]

= [X, Z] + [Y, Z] (por [ , ] ser bilinear)

= ad(X)(Z) + ad(Y)(Z).

2. ad(cX)(Y) = [cX, Y] = c [X, Y] = c ad(X)(Y).

3. ad ([X, Y]) (Z) = [[X, Y] , Z]

= [X, [Y, Z]]− [Y, [X, Z]]

= ad(X)ad(Y)(Z)− ad(Y)ad(X)(Z)

= (ad(X)ad(Y)− ad(Y)ad(X))(Z).

Portanto, ad satisfaz a Definição 1.2.4. Assim, (ad, g) é uma representação de g em g.

Está representação que é denominada representação adjunta será uma ferramenta muito

útil no estudo das álgebras de Lie e usada ao longo da dissertação. Definimos a

continuação o conceito de módulo.

Definição 1.2.6. Seja g álgebra de Lie. Um espaço vetorial V munido com um produto

· : g×V → V

(X, v) 7→ X · v

é um módulo sobre g se
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1. (X + Y) · v = X · v + Y · v

2. X · (v + u) = X · v + X · u

3. (αX) · v = X · (αV) = α (X · v)

4. [X, Y] · v = X · (Y · v)−Y · (X · v)

para todo X, Y ∈ g, v, u ∈ V e α ∈ C.

Observação 1.2.7. Os conceitos de módulo e representação são equivalentes e morfismos entre

representações correspondem com morfismos entre módulos.

Seja (V, ·) um g-módulo, definimos

ρV : g→ gl(V)

X 7→ ρV(X) : V → V

v 7→ X · v.

ρV definido dessa forma é uma representação de g.

Seja ρ uma representação de g em V. Definimos uma ação de g em V dada por:

◦ : g×V → V

(X, v) 7→ X ◦ v = ρ(X)v.

Com esse produto, V é um módulo o qual denotaremos por Vρ.

Com isso fixo, considere a representação ρVρ definida por:

ρVρ : g→ gl(Vρ)

X 7→ ρVρ(X) : Vρ → Vρ

v 7→ X ◦ v = ρ(X)v,

ou seja,

ρVρ(X)v = ρ(X)v.

Como v ∈ V e X ∈ g são arbitrários, então podemos concluir que

ρVρ = ρ.

Agora, considere o módulo VρV com produto ∗ definido por:
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∗ : g×V → V

(X, v) 7→ X ∗ v = ρV(X)v = X · v,

ou seja, VρV e V tem o mesmo produto. Portanto eles são iguais. Isto mostra que, as

categorias de módulos e representações são equivalentes.

Observação 1.2.8. Pela Observação 1.1.10 sabemos que a álgebra gl(n) pode ser escrita como

gl(n) = sl(n)⊕ Z(gl(n)).

portanto, para estudar representações ou módulos de sl(n) é suficiente estudar representações ou

módulos de gl(n).

Vamos estudar agora a decomposição de representações.

Definição 1.2.9. Seja (ρ, V) uma representação de g. Um subespaço vetorial W de V é dito

ρ-invariante se

ρ (X) ·W ∈W, para todo X ∈ g.

(ρ, V) é chamada irredutível se os únicos subespaços ρ-invariantes são {0} e V. Assim, a

representação (ρ, V) é dita completamente redutível (ou semi-simples) se existe k ≥ 1 tal que

V = V1 ⊕ · · · ⊕Vk

com Vi ρ-invariantes irredutíveis. Do mesmo jeito, dizemos que um g-módulo (V, ·) é irredutível

se seus únicos submódulos são {0} e (V, ·).

Um resultado bastante utilizado para determinar a redutibilidade de representações é a

proposição a seguir(Ver Prop. 1.7, [SM10]).

Proposição 1.2.10. Suponha que dim(V) < ∞, então ρ é completamente redutível se e somente

se todo subespaço invariante admite um complementar invariante, isto é,

∀W ⊂ V invariante, ∃W1 invariante tal que

V = W ⊕W1.

Introduz-se agora o conceito de derivação.

Definição 1.2.11. Uma aplicação linear D : g → g é uma derivação da álgebra de Lie g se

satisfaz

D [X, Y] = [DX, Y] + [X, DY] para todo X, Y ∈ g.
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Exemplo 1.2.12. As adjuntas dos elementos de uma álgebra de Lie g são derivações. De fato,

pela identidade de Jacobi temos que

[X, [Y, Z]] = [[X, Y] , Z] + [Y, [X, Z]]

ou seja,

ad(X) [Y, Z] = [ad(X)Y, Z] + [Y, ad(X)Z] .

isto mostra que, ad(X) é uma derivação.

A seguinte definição nos permite diferenciar estruturalmente as álgebras de Lie.

Definição 1.2.13. Seja g uma álgebra de Lie e A, B ⊂ g, considere o conjunto

[A, B] := span {[X, Y] |X ∈ A, Y ∈ B}.

Assim, temos as seguintes definições

1. g é chamada solúvel se existe k tal que

g(k) = {0},

onde g(0) = g e g(k) =
[
g(k−1), g(k−1)

]
. Note que usando a identidade de Jacobi pode-se

mostrar que esses subespaços são ideais de g.

2. g é nilpotente se existe k tal que

gk = {0}

onde g1 = g e gk =
[
g, gk−1]. Como o produto de ideais é um ideal, temos que todos os gk

são ideais.

3. Definimos o radical solúvel de g como sendo o ideal solúvel que contem todos os ideais

solúveis. Este ideal é denotado por r(g). A existência desse ideal é garantida na Proposição

1.28 de [SM10].

4. g é dita semi-simples se r(g) = {0}.

5. g é dita simples se

• Os únicos ideais de g são {0} e g.
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• dim (g) ≥ 2.

Observação 1.2.14. Toda álgebra simples é semi-simples. De fato, seja g uma álgebra de Lie

com dim (g) ≥ 2 e tal que não possui ideais não triviais. Como r(g) é um ideal, então ele deve

ser {0} ou g. Se r(g) = {0}, então não temos nada que provar. Se r(g) = g, então temos que g é

solúvel, portanto, g(1) 6= g. Como g(1) é um ideal, então g(1) = {0}, isto é, g é abeliana. Como

dim (g) ≥ 2, então temos que todo subespaço de g é um ideal, mas isto é uma contradição pois g

não possui ideais não triviais. Logo, r(g) = g não é possível, provando assim que toda álgebra

simples é semi-simples.

Exemplo 1.2.15. Seja g = gl(n). Afirmamos que seu centro Z(gl(n)) é um ideal solúvel. De

fato, considere A, B ∈ Z(gl(n)), então

[A, B] = AB− BA

= AB− AB = 0.

Isto implica que r(g) 6= {0}, ou seja, gl(n) não é semi-simples. Mas, pode ser provado que a

subálgebra sl(n) é de fato uma álgebra simples.

1.3 subálgebras de cartan

Nesta seção vamos considerar sempre g como sendo uma álgebra de Lie de dimensão

finita. As vezes, pode não ser fácil encontrar o radical para uma álgebra de Lie g.

A forma de Cartan-Killing de uma álgebra de Lie g é uma forma bilinear que atua

como um instrumento que nos permite investigar, através dos critérios de Cartan, a

solubilidade e semisimplicidade de g. Antes de mostrarmos estes critérios vamos definir

a forma de Cartan-Killing começando com o seguinte resultado.

Proposição 1.3.1. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita, g uma álgebra de Lie e

ρ : g→ gl (V) uma representação de g. Então

βρ : g× g→ C

(X, Y) 7→ βρ (X, Y) = tr (ρ (X) ρ (Y))

define uma forma bilinear simétrica em g.

Demonstração. Sejam X, Y, Z ∈ g e α ∈ C
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βρ (αX + Y, Z) = tr (ρ (αX + Y) ρ (Z)) = tr ((αρ (X) + ρ (Y)) ρ (Z))

= tr (αρ (X) ρ (Z) + ρ (Y) ρ (Z)) = tr (αρ (X) ρ (Z)) + tr (ρ (Y) ρ (Z))

= αtr (ρ (X) ρ (Z)) + tr (ρ (Y) ρ (Z))

= αβρ (X, Z) + βρ (Y, Z) .

Do mesmo jeito se mostra que βρ (X, αY + Z) = αβρ (X, Y) + βρ (X, Z) .

Por tanto βρ é uma forma bilinear.

No caso que ρ = ad, a forma é chamada de forma de Cartan-Killing e é denotada por:

〈X, Y〉 := βad (X, Y) = tr (ad (X) ad (Y))

Propriedades da forma de Cartan-Killing.

1. 〈[X, Y] , Z〉 + 〈Y, [X, Z]〉 = 0.

2. 〈φ (X) , φ (Y)〉 = 〈X, Y〉 para todo automorfismo φ de g.

3. 〈DX, Y〉 + 〈X, DY〉 = 0 para toda derivação D de g.

Demonstração.

1. 〈[X, Y] , Z〉 + 〈Y, [X, Z]〉

= tr (ad ([X, Y]) ad (Z) + ad (Y) ad ([X, Z]))

= tr ((ad (X) ad (Y)− ad (Y) ad (X)) ad (Z) + ad (Y) (ad (X) ad (Z)− ad (Z) ad (X)))

= tr (ad (X) ad (Y) ad (Z)− ad (Y) ad (Z) ad (X))

= tr ([ad (X) , ad (Y) ad (Z)]) = 0

2. Vamos provar primeiro que ad (φ (X)) = φad (X) φ−1

ad (φ (X)) (Y) = [φ (X) , Y], por outro lado temos que

φad (X) φ−1 (Y) = φad (X)
(
φ−1 (Y)

)
= φ

[
X, φ−1 (Y)

]
=
[
φ (X) , φφ−1 (Y)

]
= [φ (X) , Y] assim, temos o requerido.

Agora, temos que

〈φ (X) , φ (Y)〉 = tr (ad (φ (X)) ad (φ (Y)))

= tr
(
φad (X) φ−1φad (Y) φ−1)
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= 〈X, Y〉

3. Vejamos primeiro que ad (D (X)) = [D, ad (X)]

ad (D (X)) (Y) = [D (X) , Y], por outro lado

[D, ad (X)] (Y) = Dad (X) (Y)− ad (X) D (Y)

= D [X, Y]− [X, D (Y)]

= [D (X) , Y] + [X, D (Y)]− [X, D (Y)] = [D (X) , Y]

assim, obtemos o requerido.

Agora

〈DX, Y〉 + 〈X, DY〉 = tr (ad (DX) ad (Y)) + tr (ad (X) ad (DY))

= tr (ad (DX) ad (Y) + ad (X) ad (DY))

= tr ([D, ad (X)] ad (Y) + ad (X) [D, ad (Y)])

= tr (Dad (X) ad (Y)− ad (X) Dad (Y) + ad (X) Dad (y)− ad (X) ad (Y) D)

= tr ([D, ad (X) ad (Y)]) = 0

O seguinte teorema caracteriza as álgebras solúveis e as álgebras semi-simples em

termos da sua forma de Cartan-Killing. Em geral, eles são conhecidos como os criterios

de Cartan e sua demonstração pode ser encontrada em [[SM10],Teoremas 3.7 e 3.8].

Teorema 1.3.2. Seja g uma álgebra de Lie. Então

1. g é solúvel se sua forma de Cartan-Killing é identicamente nula.

2. g é semi-simples se e somente se a forma de Cartan-Killing de g é não degenerada.

Exemplo 1.3.3. Seja g = gl(n), sua forma de Cartan-Killing é

〈X, Y〉 = 2n tr(XY)− 2 tr(X)tr(Y).

Assim, 〈·, ·〉 é degenerada, pois para X = Id e Y qualquer, 〈X, Y〉 = 0.

Mas, a restrição da forma de Cartan-Killing a s = sl(n) é não degenerada, pois

〈X, Y〉s = 2n tr(XY)
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e se tr(XY) = 0 para todo X ∈ s então Y = 0.

O seguinte teorema cuja demonstração está em [[SM10], Teorema 3.10], mostra que as

álgebras semi-simples podem ser obtidas a partir de ideais simples.

Teorema 1.3.4. Seja g uma álgebra semi-simples, então g se decompõe como a soma direta de

subespaços vetoriais

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gs

com gi, i = 1, . . . , s, ideais simples. Nessa decomposição
[
gi, gj

]
= 0 se i 6= j. Além disso

1. O ortogonal g⊥i de uma componente simples, em relação à forma de Cartan-Killing, é a

soma das demais componentes.

2. Os ideais de g são somas de algumas dessas componentes.

3. A decomposição é única (a menos de permutação dos índices).

Agora introduzimos o conceito de subálgebra de Cartan o qual nos permite decompor

uma álgebra de Lie como uma soma direta de certos subespaços.

Definição 1.3.5. Uma subálgebra de Cartan de g é uma subálgebra h ⊂ g que satisfaz

1. h é nilpotente.

2. O normalizador de h em g coincide com h, ou seja

ng (h) = {X ∈ g : ad (X) h ⊂ h} = h.

Isto é, se [X, h] ⊂ h então X ∈ h.

Exemplo 1.3.6. Seja g = gl(n) e considere o conjunto

h = {X ∈ gl(n) : X é diagonal}.

Sejam X, Y ∈ h, é claro que XY = diag{x11y11, . . . , xnnynn} e YX = diag{y11x11, . . . , ynnxnn}.
Assim temos que [X, Y] = 0. Isto mostra que h é uma subálgebra nilpotente.

Agora, sejam Z ∈ g e X ∈ h tal que [Z, X] ∈ h. Isto é ZX − XZ é diagonal. Olhando as

componentes de cada um dos produtos temos que (ZX)ij = zijxjj e (XZ)ij = zijxii. Isto implica

que para i 6= j

0 = zijxjj − zijxii

= zij(xjj − xii).
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Como xjj − xii não necessariamente é zero, temos que zij = 0 sempre que i 6= j, ou seja, Z é

diagonal. Em consequência ng (h) = h. Portanto h é uma subálgebra de Cartan de gl(n).

Agora, para cada α ∈ h∗, denotamos por gα o auto-espaço generalizado de ad, isto é,

gα = {X ∈ g : (ad(H)− α(H))kX = 0, ∀H ∈ h, e algum k ≥ 0}.

Dizemos que α é um peso se gα 6= {0}. Os pesos não nulos são chamados de raízes e os

espaços gα serão chamados de subespaços de raízes.

Usando estes subespaços pode-se obter uma decomposição de uma álgebra de Lie semi-

simples em subespaços invariantes pela ação de h o qual pode ser visto no seguinte

resultado(Ver Teorema 4.3 e seção 6.2, [SM10]).

Teorema 1.3.7. Seja g uma álgebra de Lie semi-simples e h uma subálgebra de Cartan. Então

g = h⊕ gα1 ⊕ · · · ⊕ gαk

com α1, . . . , αk raízes de h.

Um conjunto de pesos satisfazendo isto será chamado conjunto de raízes de h e

será denotado por Φ. Mostramos a continuação alguns resultados importantes sobre o

conjunto de raízes e a forma de Cartan-Killing (Ver Corolário 6.4 e Proposições 6.5, 6.6,

6.7 de [SM10]).

Proposição 1.3.8. Sejam g uma álgebra de Lie semi-simples, h uma subálgebra de Cartan e Φ

um conjunto de raízes de h. Então

1. A restrição de 〈·, ·〉 a h é não degenerada

2. Se α é raiz, então −α também é raiz.

3. Para todo X ∈ gα existe Y ∈ g−α tal que 〈X, Y〉 6= 0.

4. Para todo H ∈ h e todo peso α, ad(H)|gα
= α(H)Id e as transformações lineares ad(H),

H ∈ h são diagonalizáveis.

5. h é abeliana.

6. Φ gera h∗, isto é, H = 0 se β(H) = 0 para todo β ∈ Φ.

Como 〈·, ·〉 é uma forma bilinear, podemos definir a forma de Cartan-Killing para h∗.

Definimos uma aplicação h→ h∗ por
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H 7→ αH (·) = 〈H, ·〉.

Como a forma de Cartan-Killing restrita h é não degenerada, a aplicação é um isomor-

fismo. Assim, para cada α ∈ h∗ a imagem inversa do isomorfismo é denotada por Hα,

isto é, Hα é definido por

〈Hα, H〉 = α (H) para todo H ∈ h.

Dito isto, podemos definir a forma de Cartan-Killing para h∗ como segue

〈α, β〉 = 〈Hα, Hβ〉 = α
(

Hβ

)
= β (Hα)

se α, β ∈ h∗. Pelo isomorfismo entre h e h∗ cada raiz define um número finito de

elementos do tipo Hα. Pela proposição anterior temos que o conjunto de raízes Φ gera

h∗ e assim temos que o conjunto {Hα : α raiz} gera h.

O seguinte lema fornece uma primeira descrição da decomposição de g em espaços de

raízes de h.

Lema 1.3.9. Sejam g uma álgebra de Lie e α, β raízes. Então

1. Se X ∈ gα e Y ∈ g−α, então [X, Y] = 〈X, Y〉Hα.

2. Para todo X ∈ gα, existe Y ∈ g−α tal que [X, Y] = Hα.

3. Existe qβα tal que

〈β, α〉 = qβα〈α, α〉,

com qβα racional.

4. Para toda raiz α, 〈α, α〉 > 0. Portanto, 〈α, β〉 ∈ Q para todas as raízes α, β.

5. dim gα = 1 para toda raiz α.

6. Os únicos múltiplos inteiros de uma raiz α que são raízes são α e −α.

A partir do lema anterior, podemos considerar em g subálgebras isomorfas a sl(2).

Proposição 1.3.10. Dada uma raiz α, e o subespaço h(α) de h gerado por Hα, o subespaço

Sα = gα ⊕ h(α)⊕ g−α
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é uma subálgebra de g isomorfa a sl(2).

Demonstração. Seja H′α ∈ h(α) definido por

H′α =
2
〈α, α〉Hα.

Pelo item 1 do Lema 1.3.9 temos que existem Xα ∈ gα e Yα ∈ g−α tais que

〈Xα, Yα〉 =
2
〈α, α〉 .

Como α(H′α) = 2, se satisfaz o seguinte

[H′α, Xα] = α(H′α)Xα = 2Xα

[H′α, Yα] = −α(H′α)Yα = −2Yα

[Xα, Yα] = 〈Xα, Yα〉Hα = H′α

Assim, tomando {X, H, Y} como a base canônica de sl(2) (Ver Definição 2.1.1) e com o

isomorfismo dado por

X ↔ Xα H ↔ H′α Y ↔ Yα

se mostra que Sα é isomorfa a sl(2).

1.4 sistemas simples de raízes

Vamos ver alguns resultados importantes os quais serão necessarios para encontrar bases

especiais de h e h∗ as quais chamaremos de sistemas simples de raízes. Demonstrações

dos resultados a continuação podem se encontrar em [[SM10], Seção 6.4]. Precisamos

fixar uma ordem para bases de um espaço vetorial como segue.

Seja V um espaço vetorial sobre Q e {v1, v2, . . . , vl} uma base ordenada de V. Sejam

v, w ∈ V escritos como

v = a1v1 + · · · + alvl

w = b1v1 + · · · + blvl.

A ordem lexicográfica em V em relação a essa base é definida por v ≤ w, se v = w ou se

ai < bi, com i sendo o primeiro índice em que as coordenadas de v e w são diferentes.

Ao munir o espaço V com um produto interno sobre Q, então a ordem lexicográfica

satisfaz o seguinte lema que é usado para construir sistemas simples de raízes.
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Lema 1.4.1. Seja V um espaço vetorial e tome a ordem lexicográfica em V dada pela base

ordenada {v1, v2, . . . , vl}. Se um subconjunto {w1, w2, . . . , wm} de V satisfaz

1. wi > 0 para todo i = 1, . . . , m,

2. 〈wi, wj〉 ≤ 0 para i 6= j.

Então, {w1, w2, . . . , wm} é linearmente independente.

Demonstração. Suponha por absurdo que,

wm = a1w1 + a2w2 + · · · + am−1wm−1.

Se para todo 1 ≤ i ≤ m − 1 os ai ≤ 0, então temos que aiwi ≤ 0 pois, os wi > 0 e

portanto tem-se que wm ≤ 0, o que é uma contradição. Assim, pelo menos um dos

coeficientes é positivo. Agora, podemos escrever wm como segue

wm = w+ + w−,

onde w+ é a soma dos elementos na combinação de wm em que os coeficientes são

positivos e w− é a soma dos elementos em que os coeficientes são negativos. Pelo

anterior é claro que w+ 6= 0 e também temos que se satisfaz

〈wm, w+〉 = 〈wm, ∑
i

aiwi〉 = ∑
i

ai〈wm, wi〉.

Como os ai > 0 e por hipótese temos que 〈wm, wi〉 ≤ 0, então

〈wm, w+〉 ≤ 0.

Por outro lado, sendo w+ = ∑ biwi e w− = ∑ cjwj, tem-se

〈wm, w+〉 = 〈w+ + w−, w+〉

= 〈w+, w+〉 + 〈w−, w+〉

= 〈w+, w+〉 + ∑ bicj〈wi, wj〉.

Como bi > 0, cj < 0 e 〈wi, wj〉 ≤ 0, então

∑ bicj〈wi, wj〉 ≥ 0.

Além disso, como 〈w+, w+〉 > 0, podemos concluir que 〈wm, w+〉 > 0.

Isto é uma contradição. Portanto wm não pode ser escrito dessa forma, o que mostra

que {w1, w2, . . . , wm} é um conjunto linearmente independente.
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Para o caso de álgebras de Lie, vamos tomar o espaço vetorial V como sendo o dual do

subespaço racional da subálgebra de Cartan h, o qual é definido como segue

hQ = {a1Hα1 + · · · + akHαk : ai ∈ Q e αi ∈ Φ},

onde Φ é um conjunto de raízes de h. Respeito ao conjunto hQ temos a seguinte

proposição.

Proposição 1.4.2.

1. dim hQ = dim h.

2. A forma de Cartan-Killing restrita a hQ é um produto interno.

Assim, podemos fixar uma ordem lexicográfica dada por uma base de h∗Q e definir o

conceito de raiz simples.

Definição 1.4.3. Seja α ∈ Φ uma raiz. Dizemos que α é simples se respeito à ordem fixada,

α > 0 e não existem β, γ ∈ Φ positivas tal que

α = β + γ.

O conjunto das raízes simples será notado por ∆.

O lema a seguir tem como objetivo mostrar que ∆ é de fato uma base h∗Q, usando o

Lema 1.4.1.

Lema 1.4.4. Sejam h uma subálgebra de Cartan e Φ um conjunto de raízes de h. Então

1. O conjunto de raízes simples ∆ é não vazio.

2. Se α, β ∈ ∆ e α 6= β então 〈α, β〉 ≤ 0.

3. ∆ é um conjunto linearmente independente.

4. Seja β ∈ Φ com β > 0. Então β pode ser escrita de maneira única como

β = n1α1 + · · · + nlαl,

onde os ni são inteiros positivos.

Em conjunto cada item do lema mostra que ∆ é uma base para h∗Q. Tendo isto estabele-

cido, podemos definir o que é um sistema simples de raízes.



1.4 sistemas simples de raízes 21

Definição 1.4.5. Um conjunto ∆ = {α1, . . . , αl} tal que ∆ é base de h∗Q e toda raiz β pode ser

escrita como

β = n1α1 + · · · + nlαl

com ni ∈ Z e todos de mesmo sinal, é chamado sistema simples de raízes.

Observação 1.4.6. Ao fixar um sistema simples de raízes podemos considerar os conjuntos

Φ+ = {α ∈ Φ : α > 0} e Φ− = {α ∈ Φ : α < 0},

de raízes positivas e negativas respetivamente. Assim, pela Definição 1.3.7 temos que

g = n+ ⊕ h⊕ n−

onde

n+ = ∑
α∈Φ+

gα e n− = ∑
α∈Φ−

gα.

Exemplo 1.4.7. Considere a álgebra de Lie sl(n). O conjunto {Eij, Eii − Ejj : 1 ≤ i 6= j ≤ n}
é um conjunto gerador de sl(n). O conjunto h de matrizes diagonais com traço zero é uma

subálgebra de Cartan de sl(n) e tem base {Eii − Ei+1,i+1 : 1 ≤ i ≤ n− 1}. Agora, seja H ∈ h

definido como

H = diag{a1, . . . , an}

com a1 + · · · + an = 0. Então para i 6= j temos

ad(H)(Eij) = (ai − aj)Eij,

ad(H)(Eii − Ejj) = 0.

Isto mostra que as raízes de h são funcionais lineares αij = λi − λj, onde λi é dado por

λi : H 7→ ai,

e os espaços de raízes correspondentes são os subespaços de dimensão um, gerados por Eij com

i 6= j. Considere o conjunto de raízes ∆ = {α12, . . . , αi,i+1, . . . , αn−1,n}. Vamos provar que ∆ é

um sistema simples de raízes. De fato, seja αij uma raiz de h com i < j. Então

αij = λi − λj

= λi − λi+1 + λi+1 − λi+2 + · · · + λj−1 − λj

= αi,i+1 + · · · + αj−1,j
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portanto, αij se escreve como combinação linear dos elementos de ∆ com coeficientes iguais a um.

Como αji = −αij, então qualquer raiz é escrita como combinação de elementos de ∆. Além disso,

o número de elementos em ∆ coincide com a dimensão de h. Isto garante que ∆ é um sistema

simples de raízes.

Assim, podemos definir o conjunto de raízes positivas como sendo o conjunto

Φ+ = {αij : i < j}

e portanto, n+ é a subálgebra das matrizes triangulares estritamente superiores e n− será a

subálgebra das matrizes triangulares estritamente inferiores.



2 MÓDULOS DE DIMENSÃO F IN ITA

PARA ÁLGEBRAS SEMI - S IMPLES

Para estudarmos as álgebras semi-simples vamos primeiramente analisar os módulos

irredutíveis da álgebra de Lie sl(2). A importância desse estudo deve-se ao fato que

a toda raiz da representação adjunta de uma subálgebra de Cartan está associada

uma subálgebra de dimensão três isomorfa a sl(2). Os primeiros resultados e teoria

apresentada neste capítulo podem-se ver com mais detalhe em [[Maz10], Capítulo 1].

2.1 a álgebra sl(2)

Começamos com a definição da álgebra sl(2) e logo dar uma análise completa dos seus

módulos de dimensão finita.

Definição 2.1.1. A álgebra de Lie sl (2) é o espaço vetorial de todas as matrizes complexas 2× 2

com traço zero, isto é

sl (2) =

{(
a b

c d

)
: a, b, c, d ∈ C; a + d = 0

}
,

onde a operação bilinear é dada por

[A, B] = AB− BA

com AB denotando a multiplicação usual das matrizes A e B.

Uma base para sl (2) é o conjunto {X, Y, H}, onde

X =

(
0 1

0 0

)
, Y =

(
0 0

1 0

)
, H =

(
1 0

0 −1

)

o qual satisfaz

[X, Y] = H, [H, X] = 2X, [H, Y] = −2Y.

23
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Os elementos de base de sl(2) satisfazem o seguinte lema.

Lema 2.1.2. Para qualquer Z ∈ sl (2) temos que

1. [X, [Y, Z]]− [Y, [X, Z]] = [H, Z]

2. [H, [X, Z]]− [X, [H, Z]] = [2X, Z]

3. [H, [Y, Z]]− [Y, [H, Z]] = [−2Y, Z]

Demonstração.

1. Para Z ∈ sl(2) temos que

[X, [Y, Z]]− [Y, [X, Z]] = [X, [Y, Z]] + [Y,− [X, Z]]

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] = − [Z, [X, Y]] (por Jacobi)

= [[X, Y] , Z] = [H, Z]

2. e 3. se mostram de forma semelhante.

Agora, definimos o objeto central deste capitulo: os sl(2)-módulos.

Definição 2.1.3. Um sl (2)-módulo é um espaço vetorial V junto com três operadores lineares

E = EV , F = FV e Z = ZV em V os quais satisfazem

EF− FE = Z, ZE− EZ = 2E, ZF− FZ = −2F

de onde obtemos

EF = Z + FE, ZE = E (Z + 2) , ZF = F (Z− 2)

Definição 2.1.4. Seja g = sl(2) e V um g-módulo. W ⊂ V é chamado de submódulo de V

sempre que seja invariante com respeito à ação de EV , FV , ZV , isto é

EVW ⊂W, FVW ⊂W, ZVW ⊂W.

V sempre tem dois submódulos triviais, ele mesmo e {0}. Qualquer outro submódulo

diferente desses dois é chamado de submódulo próprio. Um módulo que tem só os

submódulos triviais é chamado de irredutível.
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2.2 classificação de módulos irredutíveis de

dimensão finita para sl(2)

Nesta seção vamos considerar g = sl(2). Esta seção contém uma classificação dos

g-módulos irredutíveis de dimensão finita.

Seja V 6= 0, um g-módulo. Para λ ∈ C definimos os conjuntos

Vλ =
{

v ∈ V : (H − λ)k v = 0, para algum k ∈N
}

e

V(λ) = {v ∈ V : Hv = λv}

chamados de auto-espaços generalizados associados a λ. Esses subespaços satisfazem o

seguinte lema.

Lema 2.2.1. Seja λ ∈ C

1. XVλ ⊂ Vλ+2 e XV (λ) ⊂ V (λ + 2)

2. YVλ ⊂ Vλ−2 e YV (λ) ⊂ V (λ− 2)

3. HVλ ⊂ Vλ e HV (λ) ⊂ V (λ)

Demonstração.

1. Seja v ∈ Vλ e k ∈N tal que (H − λ)k v = 0. Assim temos que

(H − (λ + 2))k (X (v)) = (H − (λ + 2))k Xv

= (H − (λ + 2))k−1 (H − (λ + 2)) Xv

= (H − (λ + 2))k−1 X (H + 2− (λ + 2)) v
...

= X (H + 2− (λ + 2))k v = X (H − λ)k v = 0

logo temos a primeira parte. Agora, seja v ∈ V(λ), assim temos

HX (v) = HXv = X (H + 2) v

= XHv + 2Xv = λXv + 2Xv

= (λ + 2) Xv

assim temos a segunda parte.
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2. É semelhante à parte 1

3. É óbvia pela definição.

Agora, considere o conjunto W =
⊕
λ∈C

V(λ) ⊂ V, do Lema 2.2.1 se tem o seguinte

corolário.

Corolário 2.2.2. W é um submódulo de V, em particular temos que W = V se V é um módulo

irredutível.

Usando o corolário anterior, se V é módulo irredutível, temos que

V =
⊕
λ∈C

V(λ) (1)

Como V é de dimensão finita, a descomposição anterior deve ser finita, no sentido de

que só um número finito de V(λ) são não nulos. Assim, podemos fixar algum µ ∈ C tal

que V(µ) 6= {0} e V(µ + 2k) = {0} para todo k ∈ Z>0.

Seja v ∈ V(µ), v 6= 0. Como V(µ − 2k) = {0} para algum k ∈ N, do Lema 2.2.1(2),

temos que existe um n ∈N mínimo, tal que Ynv = 0. Agora para cada i ∈ {1, . . . n− 1}
definimos

Yiv = vi e v0 = v

Pela igualdade dada em (1), temos que os vi são linearmente independentes e satisfazem

o seguinte resultado.

Lema 2.2.3. As ações de X, H sobre os vi são dadas por:

1. Hvi = (µ− 2i) vi.

2. Xv0 = 0, Xvi = i (µ− i + 1) vi−1 e µ = n− 1.

Demonstração.

1. Pelo Lema 2.2.1 temos que

HYiv = HY
(

Yi−1
)

v = Y (H − 2)
(

Yi−1
)

v

= YH
(

Yi−1
)

v− 2Yiv = Y2H
(

Yi−2
)

v− 2
(

2Yiv
)

...

= YiHv− i
(

2Yiv
)

= Yiµv− 2iYiv

= µYiv− 2iYiv = (µ− 2i) vi
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isto é

Hvi = (µ− 2i) vi, ∀i

2. • Temos que Xv ∈ V(µ + 2) e V(µ + 2) = {0}, portanto Xv = 0

• Vamos provar que Xvi = i (µ− i + 1) vi−1 por indução sobre i. Para i = 1,

temos que

Xv1 = XYv = (YX + H) v = YXv + Hv = Y · 0 + µv = µv0

portanto se satisfaz a igualdade. Vamos supor que se satisfaz para i− 1 e

vamos provar para i

Xvi = XYvi−1 = (YX + H) vi−1 = YXvi−1 + Hvi−1

= (i− 1) (µ− i + 2)Yvi−2 + (µ− 2 (i− 1)) vi−1

= (i− 1) (µ− i + 2) vi−1 + (µ− 2i + 2) vi−1

=
(

iµ− i2 + 2i− µ + i− 2 + µ− 2i + 2
)

vi−1

=
(

iµ− i2 + i
)

vi−1 = i (µ− i + 1) vi−1.

• Vamos provar que µ = n− 1. Sabemos que

0 = Xvn = n(µ− n + 1)vn−1.

Como vn−1 6= 0, então temos que n(µ− n + 1) = 0. Daqui temos que µ− n + 1 =

0, ou seja, µ = n− 1.

Logo, o requerido é satisfeito.

Corolário 2.2.4. Seja N = span {vi : i = 0, 1, . . . n− 1}. Então, N é submódulo de V. Em

particular N = V pois V é um módulo irredutível.

Definição 2.2.5. Um vetor v ∈ V(µ) satisfazendo as mesmas propriedades de v0 é chamado de

vetor maximal.

Observação 2.2.6. As ações de X, Y, H sobre os vi definem uma estrutura de g-módulo, já que

(XY−YX) vi = XYvi −YXvi = Xvi+1 −Y (i (n− i)) vi−1

= (i + 1) (n− (i + 1)) vi − i (n− 1) vi

=
(

in− i2 − i + n− i− 1− in + i2
)

vi

= (n− 1− 2i) vi = Hvi
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Portanto, XY−YX = H. O fato de HX− XH = 2X e HY−YH = −2Y se mostra de forma

semelhante. Vamos denotar o anterior g-módulo por V(n).

Teorema 2.2.7. (Classificação de módulos irredutíveis de dimensão finita)

1. Para cada n ∈ Z>0 o módulo V(n) é um g-módulo irredutível de dimensão n.

2. Para qualquer n, m ∈ Z>0 temos que V(n) ' V(m) se e somente se n = m.

3. Seja V um g-módulo irredutível de dimensão finita n, então V ' V(n).

Demonstração.

1. Seja M ⊂ V(n), M 6= {0} um submódulo e seja v ∈ M, v 6= 0. Alem disso, temos

que Xnv = 0 e em particular XnM = 0, portanto

M ∩ (Ker X) 6= ∅

Agora, pelo Lema 2.2.3 temos que Ker X = v0. Logo, aplicando Y em v0 obtemos

os outros vi com i ∈ {1, . . . , n− 1}. Portanto

M = V(n)

Em consequência V(n) é um g-módulo irredutível de dimensão n.

2. (⇒) Como V(n) ' V(m) temos que dimV(n) = dimV(m) o que implica que n = m.

(⇐) Óbvio.

3. É claro por 1.

2.3 grupos de weyl e pesos integrais

Os resultados apresentados nesta seção podem ser encontrados em [[Hu72], Capitulos

9, 10 e 13] e em [[Hu08], Capítulo 0].

Começamos definindo o conceito de reflexões que são os objetos com os quais vai ser

definido um grupo de Weyl.
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Definição 2.3.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre R com produto interno.

Dado um elemento não nulo α ∈ V, uma reflexão r : V → V é uma transformação linear

invertível que satisfaz

1. r (α) = −α.

2. O conjunto Fr = {β ∈ V : r (β) = β} dos pontos fixos de r é um hiperplano de V.

É claro que r restrito a Fr é a identidade e como r (α) = −α, então temos que r2 = Id.

Definição 2.3.2. Uma reflexão em V com respeito a um elemento não nulo α ∈ V é definida

pela fórmula

rα (β) = β− 2〈β, α〉
〈α, α〉 α,

onde, 〈·, ·〉 é o produto interno em V.

No caso de álgebras de Lie, V = h∗Q e o produto interno corresponde à forma de

Cartan-Killing de h∗Q.

Definição 2.3.3. Fixando um sistema de raízes Φ, definimos o grupo de Weyl de Φ como o

grupo gerado pelas reflexões rα com α ∈ Φ. Denotaremos o grupo por W. Se α ∈ ∆, com ∆

sendo um sistema simples de raízes, dizemos que rα é uma reflexão simples.

Escrevemos `(w) = m, se w = r1r2 · · · rm, onde as ri são reflexões simples e m é tão pequeno

como possível.

Agora, vamos definir uma ordem parcial para W. Seja S o conjunto das reflexões

simples sα (com α ∈ ∆), então o conjunto T de todas as reflexões em W é definido por

T :=
⋃

w∈W
wSw−1.

Para w, w′ ∈ W e t ∈ T, escrevemos w′ t−→ w se w = tw′ e `(w′) < `(w). Neste caso,

escrevemos w′ −→ w se w′ t−→ w para algum t ∈ T.

Estendemos essa relação a uma ordem parcial de W definindo w′ < w, isto significa que

w′ = w0 −→ w1 −→ · · · −→ wn = w

para alguns w1, . . . , wn−1 ∈W.

Agora, vamos definir o conceito de peso integral dominante. Mas para isto precisamos

dos seguintes conceitos.



30 módulos de dimensão finita para álgebras semi-simples

Definição 2.3.4. Seja Φ um conjunto de raízes. Definimos a co-raiz de uma raiz α ∈ Φ como

sendo

α∨ :=
2α

〈α, α〉 .

O conjunto das co-raízes {α∨ : α ∈ Φ} é chamado de dual de Φ.

Com a notação usada na Seção 1.3, temos que

〈β, α∨〉 :=
2〈β, α〉
〈α, α〉 = β(hα),

para todo β ∈ Φ e hα =
2h′α
〈α, α〉 com h′α ∈ h.

Definição 2.3.5. Seja ∆ um sistema simples de raízes. Então o conjunto

Λ := {λ ∈ h∗ : 〈λ, α∨〉 ∈ Z, ∀α ∈ ∆},

é denominado reticulado1 de pesos integrais associado a Φ.

Para um sistema simples de raízes ∆ fixo, existe uma ordem parcial em Λ definida

por µ ≤ λ se e somente se λ− µ ∈ Γ, onde Γ ⊂ Λ é o conjunto de combinações lineares

com coeficientes em Z≥0 de raízes simples.

Se ∆ = {α1, . . . , α`}, então o conjunto ∆∨ = {α∨1 , . . . , α∨` } é uma base para h∗. Assim, o

grupo Λ tem posto `, e uma base {w1, . . . , w`} cujos elementos satisfazem 〈wi, α∨j 〉 = δij.

Essa base existe pois é a base dual de {α∨1 , . . . , α∨` } respeito à forma de Cartan-Killing

〈 , 〉 em h∗.

Definição 2.3.6. Os elementos de um conjunto {w1, . . . , w`} satisfazendo 〈wi, α∨j 〉 = δij, são

chamados de pesos fundamentais. O conjunto de combinações lineares de pesos fundamentais

com coeficientes em Z≥0, denotado por Λ+, ou seja, o conjunto

Λ+ := {λ ∈ h∗ : λ = ∑`
i=1 miwi, mi ∈ Z≥0},

é chamado, conjunto de pesos integrais dominantes. Daqui, podemos dizer que se λ é

dominante, então 〈λ, α∨〉 ≥ 0 e dizemos que λ é fortemente dominante se 〈λ, α∨〉 > 0.

1 Um reticulado é uma estrutura L = (L, R) tal que L é parcialmente ordenado por R e para cada dois

elementos a, b de L existe supremo e ínfimo de {a, b}.
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Lema 2.3.7. Seja λ ∈ Λ+. Então

1. O número de pesos dominantes µ < λ é finita.

2. Para qualquer w ∈W, wλ ≤ λ.

Exemplo 2.3.8. Considere a álgebra de Lie gl(n) e sua subálgebra de Cartan h dada em 1.3.6.

Os pesos fundamentais para gl(n) são dados por

wi = µ1 + µ2 + · · · + µi,

onde µi ∈ h∗ é dado por

µi : H = diag{b1, . . . , bn} 7→ bi.

Assim, os pesos integrais dominantes de gl(n) são dados por

λ = α1µ1 + α2µ2 + · · · + αnµn,

onde os αi ∈ Z≥0 e α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αn.

Tomando a base {Eii | 1 ≤ i ≤ n} de h e avaliando λ em cada Eii temos que

λ(Eii) = α1µ1(Eii) + α2µ2(Eii) + · · · + αnµn(Eii)

= αiµi(Eii)

= αi.

Assim, denotando λ(Eii) por λi, podemos identificar λ como uma n-upla (λ1, . . . , λn) tal que

λi − λi+1 ∈ Z≥0.

2.4 álgebra envelopante universal

Nesta seção vamos associar a uma álgebra de Lie g uma álgebra associativa U com

unidade. Esta álgebra associativa será usada no seguinte capitulo para construção de

certos módulos. Para a construção desta álgebra precisamos da álgebra tensorial de g a

qual definiremos a continuação.
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Definição 2.4.1. A álgebra tensorial de uma álgebra de Lie g denotada por T (g) é uma álgebra

associativa definida como

T (g) =
∞

∑
k=0

k⊗
g,

onde seus elementos são combinações lineares finitas de monômios da forma

X1 ⊗ · · · ⊗ Xk.

Proposição 2.4.2. Seja A uma álgebra associativa com unidade e f : g → A uma aplicação

linear. Então existe um único homomorfismo de álgebras f̄ : T (g)→ A tal que f = f̄ ◦ i, onde

i : g→ T (g) é a inclusão de g =
1⊗

g em T (g).

Com isto dito, podemos definir uma das ferramentas fundamentais para o estudo e

construção de módulos : A Álgebra Envelopante Universal

Definição 2.4.3. Uma Álgebra Envelopante Universal de uma álgebra de Lie g é um par (U, θ),

onde U é uma álgebra associativa com unidade, θ : g→ U é uma aplicação linear e para todo

X, Y ∈ g se satisfaz

1. θ([X, Y]) = θ(X)θ(Y)− θ(Y)θ(X).

2. Para qualquer álgebra associativa A com unidade e para qualquer aplicação linear

j : g→ A satisfazendo

j([X, Y]) = j(X)j(Y)− j(Y)j(X),

existe um único homomorfismo de álgebras φ : U→ A tal que φ ◦ θ = j.

Em outras palavras, U é uma Álgebra Envelopante Universal se para as aplicações definidas, o

seguinte diagrama comuta.

g //

��

j
A

θ φ

U

??
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Proposição 2.4.4. Para qualquer álgebra de Lie g, existe uma única álgebra envelopante univer-

sal (U, θ) a menos de isomorfismos.

Demonstração. Unicidade: Suponha que g tem duas álgebras envelopantes universais

(U, θ) e (U′, θ′). Por definição temos que para cada álgebra associativa A existe um único

ηA : U → A, em particular, tomando A = U′, obtemos um único homomorfismo de

álgebras η : U→ U′. Fazendo o mesmo para U′ e tomando A = U temos que existe um

único homomorfismo de álgebras φ : U′ → U. Compondo esses dois homomorfismos

obtém-se que η ◦ φ = 1U′ e φ ◦ η = 1U, isto mostra que esses homomorfismos definem

isomorfismos entre U′ e U. Isto garante a unicidade da álgebra envelopante universal.

Existência: Considere a álgebra tensorial T (g) de g dada na Definição 2.4.1 e considere

o quociente T (g)/I , onde I é o ideal bilateral gerado por elementos da forma

X ⊗ Y − Y ⊗ X − [X, Y], com X, Y ∈ g. Vamos mostrar que U = T (g)/I é a álgebra

envelopante universal. Seja π : T (g) → U o homomorfismo canônico. Claramente

I ⊂ T (g), assim, π leva
0⊗

g = C isomorficamente em T (g)/I e portanto U contem

pelo menos escalares. Agora, seja θ : g → U a restrição de π a g ⊂ T (g). Claramente

θ satisfaz θ([X, Y]) = θ(X)θ(Y)− θ(Y)θ(X), assim temos provado que se satisfaz (1) da

Definição 2.4.3. Seja A qualquer álgebra associativa com unidade e j : g → A uma

aplicação linear que satisfaz j([X, Y]) = j(X)j(Y) − j(Y)j(X) para todo X, Y ∈ g. A

Proposição 2.4.2 garante a existência de um homomorfismo de álgebras ψ : T (g)→ A

tal que ψ ◦ i = j, onde i é como na proposição. Se segue disto e da definição de j que

X⊗Y−Y⊗ X− [X, Y] ∈ Ker(ψ), pois

ψ(X⊗Y−Y⊗ X− [X, Y]) = j(X)j(Y)− j(Y)j(X)− j([X, Y]) = 0.

Assim I ⊂ Ker(ψ) e o homomorfismo ainda existe para U, em outras palavras, ψ induz

um homomorfismo φ : U → A tal que φ ◦ θ = j. A unicidade deste homomorfismo vem

da unicidade de ψ, provando assim a parte (2) de definição. Portanto, U = T (g)/I é

uma álgebra envelopante universal.

Desde agora denotaremos a álgebra envelopante universal por U(g). Esta álgebra é

importante pois, as categorias de módulos sobre g e módulos sobre U(g) são equivalentes.

Assim, podemos passar de estudar módulos em uma álgebra não associativa a estuda-los

em uma associativa preservando suas propriedades.

Exemplo 2.4.5. Seja g uma álgebra de Lie abeliana, ou seja, [X, Y] = 0 para todo X, Y ∈ g.

Assim, o ideal bilateral J gerado por X ⊗ Y − Y ⊗ X coincide com o ideal I mostrado na



34 módulos de dimensão finita para álgebras semi-simples

proposição anterior. Logo T (g)/J é uma álgebra envelopante universal. Em geral, para qualquer

g, T (g)/J é chamada álgebra simétrica de g.

O teorema a continuação é um resultado central sobre álgebras envelopantes univer-

sais, pois fornece bases para U(g) ordenando monômios de acordo com a ordem de

alguma de base de g (Ver Teorema 10.1 em [SM10]).

Teorema 2.4.6. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Seja g uma álgebra de Lie e {Xi}i∈J uma base de g

ordenada, então os monômios do tipo

Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xik com i1 ≤ · · · ≤ ik

formam uma base de U(g). Em particular, se dim(g) < ∞ e

β = {X1, . . . , Xn}

uma base ordenada de g, então os monômios

Xm1
1 ⊗ · · · ⊗ Xmn

n

com mi ≥ 0, formam uma base de U(g).

Demonstração. Vamos provar primeiro que o conjunto dos monômios ordenados é um

conjunto gerador. Seja m = Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xik um monômio não necessariamente ordenado

e d(m) o número de pares ij, il com j ≤ l tais que ij > il, ou seja, d(m) é o número

de pares fora de ordem no monômio. Vamos fazer indução sobre k(a ordem de m)

e d(m). Se d(m) = 0 não temos nada a provar pois neste caso m está bem ordenado.

Caso contrario, começando com um par ij > il com j ≤ l e tomando sucessivamente os

elementos a partir de Xij , podemos chegar em algum índice r tal que ir > ir+1. Assim,

podemos reescrever m como segue:

Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir ⊗ Xir+1 ⊗ · · · ⊗ Xik = Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir+1 ⊗ Xir ⊗ · · · ⊗ Xik

+ Xi1 ⊗ · · · ⊗
[
Xir , Xir+1

]
⊗ · · · ⊗ Xik

(2)

Nessa igualdade, o primeiro termo do segundo membro é um monômio m′ da mesma

ordem que m mas com d(m′) < d(m) e o segundo termo é um monômio de ordem

menor do que m. Aplica-se sucessivamente o processo aos novos monômios até obter

monômios ordenados, ou seja, m será o resultado de uma soma de monômios ordenados

como requerido.

Agora precisamos provar que o conjunto dos monômios ordenados é linearmente
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independente. Seja T0 o subespaço de T (g) gerado pelos monômios ordenados de

acordo com a base de g. Temos que provar que T0 ∩ I = {0}, pois caso contrario

existiria um monômio que é combinação linear de outros monômios. Para provar que

aquela intersecção é nula, construimos uma transformação linear

σ : T (g)→ T (g)

tal que

1. σ se anula em I ,

2. restrita a T0, σ é a identidade.

Fazendo novamente indução sobre a ordem k de m e sobre d(m), definimos σ(m) = m

sempre que a ordem k seja zero ou um, ou se d(m) = 0, pois nestes casos m está ordenado.

Caso contrario, usamos a igualdade dada em (2) para definir σ(m) como segue:

σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir ⊗ Xir+1 ⊗ · · · ⊗ Xik) = σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir+1 ⊗ Xir ⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗
[
Xir , Xir+1

]
⊗ · · · ⊗ Xik).

(3)

Esta definição de σ(m) depende, até agora, da escolha do índice r. Assim, falta provar

que

a) σ se anula em I .

b) A expressão para σ(m) dada em (3) independe do índice r.

Sabemos que I é gerado por elementos da forma

z = p⊗ (Xi ⊗ Xj − Xj ⊗ Xi −
[
Xi, Xj

]
)⊗ q

onde Xi, Xj são elementos da base de g com i 6= j e p, q são monômios em T (g). Se i > j

então temos que

σ(z) = σ(p⊗ Xi ⊗ Xj ⊗ q)− σ(p⊗ Xj ⊗ Xi ⊗ q)− σ(p⊗
[
Xi, Xj

]
⊗ q)

= σ(p⊗ Xj ⊗ Xi ⊗ q) + σ(p⊗
[
Xi, Xj

]
⊗ q)− σ(p⊗ Xj ⊗ Xi ⊗ q)− σ(p⊗

[
Xi, Xj

]
⊗ q)

= 0.

Se j > i, podemos provar de forma semelhante que σ(z) = 0. Isto prova a).

Agora, seja s um outro índice em m tal que is > is+1. Vamos mostrar que σ(m) não se

altera ao usar s ao invés de r em sua definição. Se k ≤ 1 ou d(m) = 0, não temos nada

que mostrar. Caso contrario, temos dois casos.

Caso I {s, s + 1} não intersecta {r, r + 1}. Assim, uma forma de escrever m é
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Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir+1 ⊗ Xir ⊗ · · · ⊗ Xis+1 ⊗ Xis ⊗ Xik

Então usando a comutação em ir e logo em is obtemos que

σ(m) = σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir+1 ⊗ Xir ⊗ · · · ⊗ Xis+1 ⊗ Xis ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗
[
Xir , Xir+1

]
⊗ · · · ⊗ Xis+1 ⊗ Xis ⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir+1 ⊗ Xir ⊗ · · · ⊗
[
Xis , Xis+1

]
⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗
[
Xir , Xir+1

]
⊗ · · · ⊗

[
Xis , Xis+1

]
⊗ · · · ⊗ Xik)

Obtemos a mesma expressão se usamos primeiro a comutação em is e logo em ir. Assim,

podemos usar indução sobre k e d(m) para mostrar o requerido em este caso.

Caso II {s, s + 1} intersecta {r, r + 1}. Assumindo que s = r + 1, escrevemos m como

Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir ⊗ Xir+1 ⊗ Xir+2 ⊗ · · · ⊗ Xik

com ir > ir+1 > ir+2. Começando com a comutação entre Xir+1 e Xir+2 e usando indução,

σ(m) é dada por

σ(m) = σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir+2 ⊗ Xir+1 ⊗ Xir ⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir ⊗
[
Xir+1 , Xir+2

]
⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗
[
Xir , Xir+2

]
⊗ Xir+1 ⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir+2 ⊗
[
Xir , Xir+1

]
⊗ · · · ⊗ Xik)

Por outro lado, começando com a comutação entre Xir e Xir+1 e usando indução, σ(m) é

dada por

σ(m) = σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir+2 ⊗ Xir+1 ⊗ Xir ⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗
[
Xir+1 , Xir+2

]
⊗ Xir ⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir+1 ⊗
[
Xir , Xir+2

]
⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗
[
Xir , Xir+1

]
⊗ Xir+2 ⊗ · · · ⊗ Xik)

Usando a hipótese de indução nos termos com colchete obtemos que

σ(m) = σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir+2 ⊗ Xir+1 ⊗ Xir ⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir ⊗
[
Xir+1 , Xir+2

]
⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗
[
Xir , Xir+2

]
⊗ Xir+1 ⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xir+2 ⊗
[
Xir , Xir+1

]
⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗
[
Xir
[
Xir+1 , Xir+2

]]
⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗
[
Xir+1

[
Xir+2 , Xir

]]
⊗ · · · ⊗ Xik)

+ σ(Xi1 ⊗ · · · ⊗
[
Xir+2

[
Xir , Xir+1

]]
⊗ · · · ⊗ Xik)
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Os últimos três termos da expressão se anulam pela identidade de Jacobi de g, mos-

trando assim a parte b). Logo, o conjunto de monômios ordenados é linearmente

independente e portanto formam uma base para U(g), finalizando a demonstração.

Observação 2.4.7. Tendo em conta a notação da Observação 1.4.6 e o Teorema PBW temos

uma decomposição de U(g) em subálgebras como segue

U(g) = U(n+)⊗U(h)⊗U(n−).

2.5 módulos de peso máximo e teorema de

caracterização de módulos de dimensão

finita para álgebras de lie semi-simples

Estamos interessados no estudo de módulos de g (ou U(g)), não necessariamente de

dimensão finita. Nosso objeto de estudo será o conjunto de todos os U(g)-módulos.

Pela seção 2.3, temos uma ideia de peso para o caso de dimensão finita, vamos ampliar

a ideia de peso no caso de dimensão infinita.

Definição 2.5.1. Seja M um U(g)-módulo. Para cada λ ∈ h∗, o conjunto

Mλ := {v ∈ M : h · v = λ(h)v ∀h ∈ h},

é denominado espaço de peso em relação a h. Se Mλ 6= 0, então dizemos que λ é um peso de M.

A multiplicidade de λ em M é definida como dim Mλ (possivelmente infinito).

Definição 2.5.2. Definimos o conjunto dos pesos em M, como sendo o conjunto

Φ(M) := {λ ∈ h∗ : Mλ 6= 0}

Podemos verificar que os vetores de peso associados a pesos distintos são linearmente

independentes. Portanto a soma ∑
λ∈h∗

Mλ é uma soma direta e não necessariamente é

M. Porém, focaremos no caso em que M é essa soma. Dessa forma, chamamos M um

módulo de peso.

Vamos caracterizar os módulos de dimensão finita, através dos módulos de Verma.

Para definir esses módulos precisamos de alguns conceitos e resultados que mostrare-

mos a continuação.
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Definição 2.5.3. Sejam M um U(g)-módulo e v+ ∈ M um vetor não nulo.

1. Dizemos que v+ é um vetor maximal de peso λ ∈ h∗ se, v+ ∈ Mλ e n+ · v+ = 0.

2. M é chamado de módulo de peso máximo, de peso λ, se v+ é um vetor maximal de peso

λ, tal que M = U(g) · v+. Pelo teorema PBW, tal módulo satisfaz M = U(n−) · v+.

Teorema 2.5.4. (Ver Teorema da seção 1.2 de [Hu08]) Seja M um módulo de peso máximo, de

peso λ ∈ h∗ gerado por um vetor maximal v+. Fixamos α1, . . . , αm raízes positivas ordenadas e

escolhemos correspondentes vetores yi ∈ g−αi . Então

1. M é gerado pelos vetores yi1
1 · · · y

im
m · v+, com ij ∈ Z≥0, tendo respetivos pesos λ−∑ ijαj.

Portanto, M é um h-módulo semi-simples.

2. Para cada peso µ de M, temos que dim Mµ < ∞ e dim Mλ = 1.

3. Cada quociente de M não nulo é de novo um módulo de peso máximo de peso λ.

4. Cada submódulo de M é um módulo de peso. Um submódulo gerado por um vetor maximal

de peso µ < λ é próprio. Em particular, se M é irredutível os vetores maximais são todos

múltiplos de v+.

5. M tem um único submódulo maximal e um único quociente irredutível.

Vamos definir os módulos de Verma. Para isso precisamos de uma subálgebra de

Borel que é b = n+ ⊕ h e da seguinte definição.

Definição 2.5.5. Sejam λ ∈ h∗, h ∈ h e x ∈ n+, definimos o b-módulo Cλ como segue:

Cλ = {v ∈ M : (h + x) · v = λ(h)v},

o qual tem dimensão um, e é gerado por v+.

Definição 2.5.6. Definimos o módulo de Verma de peso máximo λ como o conjunto

M(λ) := U(g)⊗U(b) Cλ,

o qual tem uma estrutura de U(g)-módulo. Pelo Teorema PBW, temos que M(λ) ∼= U(n−)⊗Cλ.
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Proposição 2.5.7. Seja M(λ) um módulo de Verma. Então

1. (Propriedade Universal)

Para qualquer módulo de peso máximo M de peso λ, existe um homomorfismo sobrejetor

φ : M(λ)→ M.

2. O módulo de Verma M(λ) tem um único submódulo maximal N(λ), isto é, o quociente

M(λ)/N(λ) é irredutível. Denotaremos esse quociente por L(λ).

Lema 2.5.8. Seja g uma álgebra de Lie semi-simples. Se L é um g-módulo irredutível, então

L ' L(λ) para algum λ ∈ h∗.

Lema 2.5.9. Suponha Si = span{xi, yi, hi} a álgebra isomorfa a sl(2) como na definição 1.3.10.

Então para todo k ≥ 0 e 1 ≤ i, j ≤ ` temos que

a)
[
xj, yk+1

i
]

= 0 para todo i 6= j.

b)
[
hj, yk+1

i
]

= −(k + 1)αi(hj)yk+1
i .

c)
[
xi, yk+1

i
]

= −(k + 1)yk
i (k · 1− hi).

Lema 2.5.10. Sejam v+ um vetor maximal de peso λ em L(λ) e mi = λ(hi). Então ymi+1
i · v+ = 0.

O seguinte teorema caracteriza os módulos de dimensão finita em termos de seu

peso máximo λ e é um dos resultados mais importantes da teoria de representações de

álgebras semi-simples (Ver seções 21.1, 21.2 de [Hu72] e seção 1.6 de [Hu08]).

Teorema 2.5.11. Seja g uma álgebra de Lie semi-simples. Então o módulo irredutível L (λ) é de

dimensão finita se e somente se λ ∈ Λ+, ou seja, λ é um peso integral dominante.

Demonstração. (⇒) Suponha que dim L(λ) < ∞. Seja ∆ = {α1, . . . , α`} um sistema

simples de raízes e v+ o vetor maximal de peso λ de L(λ). Para cada αi ∈ ∆, seja Si ⊂ g

a subálbegra isomorfa a sl(2) como na Definição 1.3.10, ou seja, Si = span{xi, yi, hi}.
Assim, para cada 1 ≤ i ≤ ` temos que v+ é autovetor de hi e xi · v+ = 0. Isto implica que

v+ é vetor maximal de Si, por tanto podemos ver L(λ) como um sl(2)-módulo. Assim,

pelo Corolário 2.2.4 temos que λ(hi) ∈ Z≥0.

Como λ ∈ h∗ e sendo {w1, . . . , w`} a base de h∗ de pesos fundamentais, temos que

λ = a1w1 + · · · + anw`.
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Logo, para cada 1 ≤ i ≤ ` obtém-se que

λ(hi) = a1w1(hi) + · · · + anw`(hi)

= a1〈w1, α∨i 〉 + · · · + an〈w`, α∨i 〉

= ai.

Isto implica que, para cada 1 ≤ i ≤ `, ai ∈ Z≥0. Portanto λ ∈ Λ+.

(⇐) Agora suponha que λ ∈ Λ+. Vamos provar que L(λ) tem dimensão finita por

passos.

1. Vamos provar que L(λ) contem um Si-submódulo de dimensão finita.

Sejam v+ o vetor maximal de peso λ de L(λ) e Si = span{xi, yi, hi}. Considere o

conjunto W = span{v+, yi · v+, . . . , ymi
i · v

+}. Pelo Lema 2.5.10, yi ·W ⊂ W. Alem

disso, temos que

hi · (yk
i · v+) =

[
hi, yk

i

]
· v+ + yk

i · (hi · v+)

= −kαi(hi)yk
i · v+ + miyk

i · v+

= (mi − 2k)yk
i · v+.

Isto implica que hi ·W ⊂W. Também temos que

xi · (yk
i · v+) =

[
xi, yk

i

]
· v+ + yk

i · (xi · v+)

= −kyk−1
i ((k− 1) · 1− hi) · v+ + 0

= −k(k− 1)yk−1
i · v+ + kmiyk−1

i · v+

= k(mi − k + 1)yk−1
i · v+

Isto implica que xi ·W ⊂ W. Portanto Si ·W ⊂ W, ou seja W é invariante pela

ação de Si, então W é um Si-submódulo de L(λ) de dimensão mi + 1.

2. Agora vamos provar que L(λ) é a soma de todos seus Si-submódulos de dimensão

finita. Denotamos essa soma por M. Pelo passo anterior temos que M 6= {0}.
Por outro lado, seja N um Si-submódulo qualquer de L(λ) e considere o conjunto

N′ = span{x · N : x ∈ g}. Assim, temos que

xi · (x · N) = [xi, x] · N + x · (xi · N) ⊂ x · N,

yi · (x · N) = [yi, x] · N + x · (yi · N) ⊂ x · N,

hi · (x · N) = [hi, x] · N + x · (hi · N) ⊂ x · N.
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Portanto, N′ é Si-invariante, como N é arbitrário, temos que M é um Si-submódulo

de L(λ). Como L(λ) é irredutível então se segue que M = L(λ).

3. Pelo passo anterior temos que cada v ∈ L(λ) está em um Si-submódulo de di-

mensão finita, isto implica que xi, yi atuam em L(λ) como operadores nilpotentes.

Assim, para ϕ : U(g) → End L(λ) temos que ϕ(xi) e ϕ(yi) são operadores nil-

potentes em L(λ). Considerando o automorfismo τi = eϕ(xi)eϕ(−yi)eϕ(xi) se pode

mostrar que, se µ é um peso qualquer de L(λ), então τi(L(λ)µ) = L(λ)riµ com ri

uma reflexão simples.

4. Como τi é um isomorfismo, então dim L(λ)µ = dim L(λ)riµ e como o grupo de

Weyl W é gerado pelas reflexões simples ri, então temos que para todo w ∈ W,

dim L(λ)µ = dim L(λ)wµ.

5. Como λ é um peso integral dominante, temos por Lema 2.3.7 que todos os pesos

de L(λ) são W-conjugados de pesos integrais dominantes µ ≤ λ e além disso

existe uma quantidade finita deles.

6. Por Teorema 2.5.4, temos que dim L(λ)µ < ∞, e como os µ ≤ λ são finitos, pode-se

concluir que dim L(λ) < ∞.

Observação 2.5.12. Seja L(λ) um módulo irredutível de dimensão finita em gl(n). Logo, λ é

um peso integral dominante e pelo Exemplo 2.3.8 temos que λ = (λ1, . . . , λn) onde,

λi − λi+1 ∈ Z≥0.

2.6 teorema de gelfand-tsetlin

Nesta seção descreveremos bases explicitas para módulos irredutíveis de gl(n) as quais

são compostas por certos elementos que chamaremos de tabelas standard e que a sua

vez estão em uma correspondência bijetora com uns outros elementos que chamaremos

tabelas de Young semi-standard. Começamos definido o que é uma tabela standard.

Definição 2.6.1. Para um vetor X =
(
λij
)

em C
n(n+1)

2 denotamos por T(X) a seguinte arranjo

com entradas {λij : 1 ≤ j ≤ i ≤ n}
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λn1 · · · · · · · · · λnn
. . . . . . . . . . . .

λ31 λ32 λ33

λ21 λ22

λ11

e o chamamos de tabela de Gelfand-Tsetlin de altura n. Uma tabela de Gelfand-Tsetlin de altura

n é chamada de standard se

λki − λk−1,i ∈ Z≥0

λk−1,i − λk,i+1 ∈ Z≥0
(4)

para i = 1, . . . , k− 1 e k = 2, . . . , n.

O seguinte teorema que pode ser visto em [Mol06] e em uma outra versão em [GT50],

descreve como são as bases para o módulo irredutível L(λ).

Teorema 2.6.2. Seja L(λ) um módulo irredutível de dimensão finita em gl(n) de peso máximo

λ = (λ1, . . . , λn), então existe uma base de L(λ) parametrizada por tabelas standard com linha

superior fixa λnj. Além disso, a ação dos geradores de gl(n) em L(λ) é dada pelas formulas de

Gelfand-Tsetlin

Ek,k+1(T(X)) = −
k

∑
i=1


k+1

∏
j=1

(lki − lk+1,j)

k

∏
j 6=i

(lki − lkj)

 T(X + δki),

Ek+1,k(T(X)) =
k

∑
i=1


k−1

∏
j=1

(lki − lk−1,j)

k

∏
j 6=i

(lki − lkj)

 T(X− δki),

Ekk(T(X)) =

(
k

∑
i=1

λki −
k−1

∑
i=1

λk−1,i

)
T(X), (5)

onde, lki = λki− i + 1. Alem disso, se T(X± δki) não é standard então o coeficiente é considerado

como zero por definição.

Corolário 2.6.3. Cada subespaço de peso L(λ)µ, tem uma base de tabelas standard com linha

superior fixa λnj e onde os autovalores dos Eii para cada uma destas tabelas são fixos, mais ainda,

os µi são esses autovalores, ou seja,
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µi =
i

∑
j=1

λij −
i−1

∑
j=1

λi−1,j.

Vamos ver a continuação como são construidas as tabelas de Young e como é sua

relação com a base do módulo irredutível L(λ).

Definição 2.6.4. Definimos um Diagrama de Young como sendo uma coleção finita de caixas

organizadas em linhas que estão organizadas de esquerda à direita, com o tamanho da linha i

sendo maior ou igual que o tamanho da linha j se i < j. Um Diagrama de Young associado com

λ = (λ1, . . . , λn) é um diagrama com n-linhas e λi caixas na fila i. Denotamos o diagrama por

DYλ.

Exemplo 2.6.5. Para λ = (5, 4, 2) o Diagrama de Young DYλ associado é

Definição 2.6.6. Sejam λ = (λ1, . . . , λn) e µ = (µ1, . . . , µr) com n ≥ r. Associado a λ e µ

podemos construir dois diagramas de Young DYλ e DYµ. Suponha que o diagrama DYµ esta

contido no diagrama DYλ, ou seja, cada caixa de DYµ é também caixa de DYλ. Assim podemos

definir o diagrama DYλ/DYµ como sendo o diagrama de todas as caixas em DYλ que não são

caixas de DYµ.

Exemplo 2.6.7. Sejam λ = (6, 3, 2, 2) e µ = (4, 2, 2, 0). Então os diagramas DYλ, DYµ e

DYλ/DYµ são respetivamente

Definição 2.6.8. Sejam λ = (λ1, . . . , λn) e µ = (µ1, . . . , µn) tais que λ1 + · · · + λn = µ1 +

· · · + µn. Uma Tabela de Young Semi-Standard de forma λ e contido µ é uma tabela obtida

preenchendo de esquerda a direita e de acima para baixo as caixas de um diagrama de Young
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associado com λ com os números 1, 2, . . . , n de forma que o número i aparece µi-vezes e tal

que as entradas em cada coluna são estritamente crescentes e em cada fila podem ser iguais ou

aumentar. Denotamos o conjunto de tabelas de Young Semi-Standard por SSYT(λ, µ).

Exemplo 2.6.9. Sejam λ = (8, 5, 4) e µ = (6, 4, 7). Então uma Tabela de Young Semi-Standard

em SSYT(λ, µ) é

A seguinte proposição nos permite relacionar tabelas de Young semi-standard com

uma base de tabelas standard para o subespaço de peso L(λ)µ.

Proposição 2.6.10. Os elementos de SSYT(λ, µ) estão em uma correspondência bijetora com as

tabelas standard da base de L(λ)µ.

Demonstração. Seja T(X) uma tabela standard na base de L(λ)µ. Vamos construir uma

tabela de Young semi-standard. Seja λ(j) a j-upla associada à j-linha em T(X), assim

λ(j) = (λj1, . . . , λjj). Pelas relações dadas na Definição 2.6.1 temos que para cada

1 ≤ j ≤ n, o diagrama DYλ(j−1) esta contido no diagrama DYλ(j) , mais ainda, o diagrama

DYλ(j)/DYλ(j−1) tem exatamente µj caixas. Assim, colocando um j em cada uma das

caixas de DYλ(j)/DYλ(j−1) , e começando em j = n e descendo até j = 1 obtemos uma

tabela de Young semi-standard em SSYT(λ, µ). Agora, dada uma tabela de Young

semi-standard em SSYT(λ, µ) vamos construir uma tabela standard T(X) na base de

L(λ)µ. Seja DYλ o diagrama associado com a tabela de Young dada e λ(j) uma j-upla.

Definimos o diagrama DYλ(j) como o diagrama contido em DYλ associado com os

números 1, . . . , j na tabela de Young dada. Assim, construimos T(X) de modo que as

entradas na linha j são as componentes de λ(j). Daqui é claro que a linha superior em

T(X) tem entradas λnj e como o diagrama DYλ(j)/DYλ(j−1) tem exatamente µj caixas,

temos que T(X) é a tabela standard requerida. Portanto existe a bijeção mencionada.
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Exemplo 2.6.11. Seja λ = (4, 4, 2, 1) e µ = (2, 3, 4, 2)

4 4 2 1

4 3 2

3 2

2





3 POL IEDROS ASSOC IADOS A

CONJUNTOS DE RELAÇÕES

Neste capítulo vamos introduzir o conceito de poliedro associado a tabelas as quais

serão definidas a traves de certos conjuntos que chamaremos conjuntos de relações os

quais foram estudados no artigo [FRZ19]. Alem disso, mostraremos alguns resultados

importantes os quais nos permitiram encontrar bases explicitas para gl(n)-módulos irre-

dutíveis e caracterizar a dimensão da cara minimal de uma tabela em um determinado

poliedro.

Para cada n ∈ N, seja Xn o conjunto das matrizes triangulares inferiores
(
xij
)

1≤j≤i≤n
com xij ∈ R, assim Xn herda a estrutura de R-espaço vetorial com o isomorfismo

Xn ∼= R
n(n+1)

2 . De agora em adiante vamos representar as matrizes como segue:

xn1 · · · · · · · · · xnn
. . . . . . . . . . . .

x31 x32 x33

x21 x22

x11

3.1 conjuntos de relações

Seja V := {(i, j) : 1 ≤ j ≤ i ≤ n} e considere os conjuntos

R+ := {((i + 1, j), (i, t)) | 1 ≤ j ≤ i ≤ n− 1, 1 ≤ t ≤ i}

R− := {((i, j), (i + 1, s)) | 1 ≤ j ≤ i ≤ n− 1, 1 ≤ s ≤ i + 1}

R0 := {((n, i), (n, j)) | 1 ≤ i 6= j ≤ n}

Vamos considerar R := R− ∪R0 ∪R+ ⊂ V×V. Assim, a partir de agora qualquer

C ⊆ R é chamado conjunto de relações. A continuação vamos definir alguns conjuntos de

relações importantes.

47
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Definição 3.1.1.

1. Considere o conjunto C1 = C+
1 ∪ C

−
1 onde

C+
1 = {((i + 1, j), (i, j)) : 1 ≤ j ≤ i ≤ n− 1} e

C−1 = {((i, j), (i + 1, j + 1)) : 1 ≤ j ≤ i ≤ n− 1}.

O conjunto C1 é um conjunto de relações e é conhecido como o conjunto de relações

standard.

2. Considere o conjunto C2 = C+
2 ∪ C

−
2 onde

C+
2 = {((i + 1, j), (i, j)) : 2 ≤ j ≤ i ≤ n− 1} e

C−2 = {((i, j), (i + 1, j + 1)) : 2 ≤ j ≤ i ≤ n− 1}.

Este conjunto é um conjunto de relações.

Estes conjuntos serão usados na construção de tabelas standard e portanto na cons-

trução de bases para gl(n)-módulos irredutíveis dadas no Teorema 2.6.2.

Associado com qualquer C ⊆ R pode-se construir um grafo dirigido G(C) com conjunto

de vértices V e uma flecha indo de (i, j) para (r, s) se e somente se ((i, j), (r, s)) ∈ C.

Exemplo 3.1.2.

1. Considere o conjunto de relações standard C1. Para n = 5, C1 tem grafo dirigido associado:

(5, 1)

##

(5, 2)

##

(5, 3)

##

(5, 4)

##

(5, 5)

(4, 1)

##

;;

(4, 2)

##

;;

(4, 3)

##

;;

(4, 4)

;;

(3, 1)

##

;;

(3, 2)

##

;;

(3, 3)

;;

(2, 1)

##

;;

(2, 2)

;;

(1, 1)

;;
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2. Considere o conjunto de relações C2. Para n = 5, C2 tem grafo dirigido associado:

(5, 1) (5, 2)

##

(5, 3)

##

(5, 4)

##

(5, 5)

(4, 1) (4, 2)

##

;;

(4, 3)

##

;;

(4, 4)

;;

(3, 1) (3, 2)

##

;;

(3, 3)

;;

(2, 1) (2, 2)

;;

(1, 1)

Definição 3.1.3. Seja C um conjunto de relações qualquer.

1. Dizemos que (i, j) e (r, s) estão relacionados se existe uma flecha indo de (i, j) para (r, s) ou

indo de (r, s) para (i, j) e denotamos tal relação por !.

2. Por V(C) denotamos o subconjunto de V de todos os (i, j) tais que (i, j) ! (r, s) para

algum (r, s) ∈ V, ou seja,

V(C) = {(i, j) ∈ V : (i, j) ! (r, s), para algum (r, s) ∈ V}.

3. Dados (i, j), (r, s) ∈ V escrevemos (i, j) � (r, s) se existe um caminho em G(C) começando

em (i, j) e terminando em (r, s).

Agora vamos definir o que é uma tabela associada a um conjunto de relações. Para isto,

vamos usar duas definições uma mais geral que a outra.

Definição 3.1.4. Seja C ⊆ R um conjunto de relações. Uma C-tabela é uma matriz X =

(xij)1≤j≤i≤n ∈ Xn tal que X satisfaz o conjunto de relações C, isto é:

se xij − xrs ≥ 0 para cada ((i, j), (r, s)) ∈ C.

Exemplo 3.1.5. Considere o conjunto de relações C+
1 = {((i + 1, j), (i, j)) : 1 ≤ j ≤ i ≤ n− 1}.

Para n = 5, esse conjunto de relações tem grafo dirigido associado:
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(5, 1)

##

(5, 2)

##

(5, 3)

##

(5, 4)

##

(5, 5)

(4, 1)

##

(4, 2)

##

(4, 3)

##

(4, 4)

(3, 1)

##

(3, 2)

##

(3, 3)

(2, 1)

##

(2, 2)

(1, 1)

Então, a seguinte tabela é uma C+
1 -tabela

5 4 4 2 1

3 2 3 1
2

1 1 2

0 1
3

−1

A seguinte definição é um caso particular da anterior, mas, generaliza a Definição

4.1.1 de tabela standard.

Definição 3.1.6. Seja C ⊆ R um conjunto de relações. Uma C-tabela positiva é uma matriz

X = (xij)1≤j≤i≤n ∈ Xn tal que

• xij ≥ 0 se (i, j) ∈ V(C).

• X satisfaz o conjunto de relações C, isto é: se xij − xrs ≥ 0 para cada ((i, j), (r, s)) ∈ C.

• Para cada (i, j) ∈ V(C), (i, j) � (n, r) para algum 1 ≤ r ≤ n.

Exemplo 3.1.7. Considere o conjunto de relações C2 cujo grafo dirigido associado pode ser visto

no item 2 do Exemplo 3.1.2. Logo, a seguinte tabela é uma C2-tabela positiva

1
2 4 2 1 0

1
7

5
2

3
2

1
2

5
2

3
2

1
2

3
2

1
2

2
9
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3.2 poliedros associados com conjuntos de

relações

Agora que temos definido as C-tabelas, podemos definir um poliedro associado a estas

tabelas.

Definição 3.2.1. Sejam λ, µ ∈ Rn e C ⊆ R um conjunto de relações. Um C-poliedro

PC(λ, µ) ⊂ Xn é o conjunto de C-tabelas X = (xij) que satisfazem

• xnj = λj para 1 ≤ j ≤ n

• x11 = µ1 e
i

∑
j=1

xij −
i−1

∑
j=1

xi−1,j = µi, para 2 ≤ i ≤ n.

O C-poliedro PC(λ, µ) será chamado de C-poliedro positivo se for construido a partir de C-tabelas

positivas.

Lema 3.2.2. Seja X uma C-tabela em PC(λ, µ). Então para cada y ∈ Xn tal que X ± y ∈

PC(λ, µ) se satisfaz que
i

∑
j=1

yij = 0 para 1 ≤ i ≤ n.

Demonstração. Seja y ∈ Xn tal que X± y ∈ PC(λ, µ). Logo X± y satisfaz

• xnj + ynj = λj, para 1 ≤ j ≤ n;

• x11 + y11 = µ1, e
i

∑
j=1

(xij + yij)−
i−1

∑
j=1

(xi−1,j + yi−1,j) = µi, para 2 ≤ i ≤ n.

Como X ∈ PC(λ, µ) então é fácil ver que y11 = ynj = 0 para 1 ≤ j ≤ n e por tanto
i

∑
j=1

yij = 0 é satisfeita para i = 1 e i = n. Agora temos que

µi =
i

∑
j=1

(xij + yij)−
i−1

∑
j=1

(xi−1,j + yi−1,j)

=
i

∑
j=1

xij +
i

∑
j=1

yij −
i−1

∑
j=1

xi−1,j −
i−1

∑
j=1

yi−1,j

=
i

∑
j=1

xij −
i−1

∑
j=1

xi−1,j +
i

∑
j=1

yij −
i−1

∑
j=1

yi−1,j,

como X ∈ PC(λ, µ) então
i

∑
j=1

xij −
i−1

∑
j=1

xi−1,j = µi, logo obtemos que
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i

∑
j=1

yij −
i−1

∑
j=1

yi−1,j = 0.

Vamos a provar
i

∑
j=1

yij = 0 por indução sobre i. Seja i = 2, então

0 =
2

∑
j=1

y2j −
1

∑
j=1

y1,j =
2

∑
j=1

y2j − y11 =
2

∑
j=1

y2j

pois como foi mostrado acima, y11 = 0 e portanto a igualdade é satisfeita para i = 2.

Suponhamos que se satisfaz para 1 ≤ i ≤ n− 2 e provemos que se satisfaz para i + 1.

Assim, temos que

0 =
i+1

∑
j=1

yi+1,j −
i

∑
j=1

yi,j

=
i+1

∑
j=1

yi+1,j − 0 (por hipótese de indução)

=
i+1

∑
j=1

yi+1,j

Portanto, para 1 ≤ i ≤ n se satisfaz
i

∑
j=1

yij = 0 como requerido.

Lema 3.2.3. Considere o conjunto de relações C2 dado na Definição 3.1.1. Sejam λ ∈ R×Zn−1

e X uma C2-tabela positiva em PC2(λ, µ) tal que, xij ∈ Z≥0 se (i, j) ∈ V(C2). O número de

Y ∈ Xn ∩Z
n(n+1)

2 tais que, X + Y ∈ PC2(λ, µ) é igual à dimensão do gl(n− 1)-módulo irredutível

L(λ̃) onde λ̃ = (λ2, . . . λn).

Demonstração. Sejam X uma C2-tabela positiva e λ = (λ1, . . . , λn) como na hipótese.

Assim, temos que para i ≥ 2, λi − λi+1 ∈ Z≥0, isto quer dizer que, existe um número

finito de maneiras nas quais se podem somar inteiros aos xij nas posições (i, j) ∈ V(C2),

tal que o conjunto de relações é satisfeito. Além disto, precisamos subtrair a mesma

quantidade somada em cada fila, isto para garantir que as novas tabelas estejam em

PC2(λ, µ). Subtrair pode ser feito nas posições (i, 1). Isto é garantido pelo fato de que

em cada fila i existe unicamente o vértice (i, 1) /∈ V(C2). Portanto, existem m tabelas em

Xn tal que ao ser somadas com X formam C2-tabelas positivas. Sejam Y1, . . . , Ym ∈ Xn

todas as tabelas satisfazendo o anterior mencionado, isto é, para cada 1 ≤ s ≤ m, X + Ys

esta no poliedro positivo PC2(λ, µ). Se olhamos (X + Ys)|V(C2) temos m tabelas com linha

superior fixa (λ2, . . . , λn). Estas tabelas são standard pois, satisfazem as desigualdades
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dadas na Definição 2.6.1 e pelo Teorema 2.6.2 temos que estas tabelas são uma base

para L(λ̃) com λ̃ = (λ̃1, . . . λ̃n−1) = (λ2, . . . λn) mostrando o requerido.

Exemplo 3.2.4. Sejam λ = (1
2 , 7, 5, 4), µ = (1, 23

4 , 47
12 , 35

6 ) e X a C2-tabela em PC2(λ, µ) dada por

1
2 7 5 4

2
3 6 4

7
4 5

1

Algumas das C2-tabelas em PC2(λ, µ) obtidas por meio de X e que satisfazem as condições do

lema são
1
2 7 5 4

−1
3 7 4

3
4 6

1

=

1
2 7 5 4

2
3 6 4

7
4 5

1

+

0 0 0 0

−1 1 0

−1 1

0

e
1
2 7 5 4

−4
3 7 5

3
4 6

1

=

1
2 7 5 4

2
3 6 4

7
4 5

1

+

0 0 0 0

−2 1 1

−1 1

0

Podemos obter um total de 15 C2-tabelas satisfazendo as condições do lema. Fazendo a restrição a

V(C2) obtemos o conjunto


7 5 4

6 4

5

,
7 5 4

7 4

5

,
7 5 4

7 5

5

,
7 5 4

6 5

5

,
7 5 4

6 4

6

,

7 5 4

5 4

5

,
7 5 4

7 5

6

,
7 5 4

7 4

6

,
7 5 4

6 5

6

,
7 5 4

6 4

4

,

7 5 4

5 4

4

,
7 5 4

7 4

4

,
7 5 4

5 5

5

,
7 5 4

7 4

7

,
7 5 4

7 5

7

,

o qual é uma base de L(λ̃) onde λ̃ = (7, 5, 4).
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3.3 faces de C -poliedros

Agora, para o estudo dos poliedros, precisamos definir o conceito de face. Para isto,

precisaremos do seguinte conceito.

Definição 3.3.1. Seja N um hiperplano de Xn. Dizemos que N é um hiperplano suporte de um

C-poliedro PC(λ, µ), se algum dos dois semi-espaços fechados de N contem PC(λ, µ).

Definição 3.3.2. Seja F ⊂ PC(λ, µ). Dizemos que F é uma face de PC(λ, µ) se

F = PC(λ, µ)∩ N,

onde N é um hiperplano suporte de PC(λ, µ).

Assim, um vértice será uma face de dimensão 0, uma aresta será uma face de

dimensão 1 e chamaremos de faceta a uma face de dimensão dim(PC(λ, µ))− 1.

Definição 3.3.3. Seja X uma C-tabela em PC(λ, µ). Dizemos que X esta contida um uma face F

de dimensão k, se existe um subespaço linear H ∈ Xn com base {v1, . . . , vk}, tal que H + X ⊂ F,

ou seja, para todo 1 ≤ i ≤ k, X ± vi são C-tabelas contidas em F, em particular, contidas em

PC(λ, µ). No caso em que k é maximal, dizemos que F é face minimal para X.

Definição 3.3.4. Dada uma C-tabela X ∈ Xn, o mosaico1 M de X é a partição do conjunto

V := {(i, j) : 1 ≤ j ≤ i ≤ n} em subconjuntos chamados telhas2, de modo que, cada

(i, j) /∈ V(C) forma uma telha e dizemos que, ((i, j), (r, s)) ∈ C estão na mesma telha se

• xij = xrs e

• (r, s) ∈ {(i + 1, j + 1), (i + 1, j), (i− 1, j), (i− 1, j− 1)}.

Isto é, se (r, s) é algum dos pontos do seguinte diagrama

(i + 1, j) (i + 1, j + 1)

(i, j)

%%yy

99ee

(i− 1, j− 1) (i− 1, j)

Além disso, definimos as telhas livres M1, M2, . . . , Ms como sendo as telhas emM que não tem

interseção com (1, 1) e (n, j) para 1 ≤ j ≤ n. Na Figura 1 temos uma C+
1 -tabela e uma C2-tabela

cada uma associada a seu respetivo mosaico.
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9 8 6 5 3

8 5 5 4

3 3 0

3 −1

−2

1 6 6 3 1 1

0 6 4 3 1

6 5 4 2

1 4 2

5 3

4

Figura 1: Mosaicos de C-tabelas

Definição 3.3.5. Dada uma C-tabela X com mosaicoM e telhas livres M1, M2, . . . , Ms, defi-

nimos a matriz mosaico AM como sendo a matriz

(aik)2≤i≤n−1,1≤k≤s onde aik = # {j : (i, j) ∈ Mk}.

Para C-tabelas sem telhas livres, vamos associar AM como sendo a matriz identidade de ordem

n− 2× n− 2.

Exemplo 3.3.6. Para a C+
1 -tabela e a C2-tabela com seus respetivos mosaicos dados na Figura 1,

temos que suas matrizes mosaico associadas AM1 e AM2 são respetivamente:

AM1 =


1 1 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 1 1



AM2 =


1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 1 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1


1 tradução de palavra tiling
2 tradução de palavra tiles
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Lema 3.3.7. A dimensão do kernel de AM não depende da ordem em que as telhas livres são

enumeradas.

Demonstração. SejaM o mosaico de uma C-tabela X com s telhas livres M1, M2, . . . , Ms

e seja AM sua matriz associada. Considere Mσ(1), Mσ(2), . . . , Mσ(s) uma permutação da

ordem de enumeração das telhas livres e seja ÃM sua matriz associada. Por definição

temos que

AM = (aik)2≤i≤n−1,1≤k≤s onde aik = # {j : (i, j) ∈ Mk},

e

ÃM = (bik)2≤i≤n−1,1≤k≤s onde bik = #
{

j : (i, j) ∈ Mσ(k)
}

.

Daqui é fácil observar que bik = aiσ(k). Isto quer dizer que, ÃM é obtida via uma

permutação das colunas de AM e portanto seu kernel respetivo tem a mesma dimensão.

Assim, sem perda de generalidade as telhas livres serão enumeradas de esquerda a

direita e de baixo para cima.

O seguinte teorema é uma generalização do Teorema 1.5 em [LM04] para polítopos de

Gelfand-Tsetlin (ver Corolário 4.2.1).

Teorema 3.3.8. Sejam C um conjunto de relações, X uma C-tabela positiva eM seu mosaico

associado. Então, a dimensão do kernel de AM é igual à dimensão da face minimal do C-poliedro

positivo contendo X.

Demonstração. Seja X a C-tabela positiva no C-poliedro positivo PC (λ, µ) ⊂ Xn e M
seu mosaico associado. Sejam s o número de telhas livres emM e

{
ε(1), . . . , ε(d)} uma

base para kerAM. Já que podemos multiplicar a base por qualquer escalar não nulo,

podemos assumir que

|ε(m)
k |<

1
2 min

{
|xij − xrl|: xij 6= xrl

}
, para 1 ≤ m ≤ d, 1 ≤ k ≤ s,

onde ε
(m)
k é a k-ésima coordenada de ε(m). Seja H ⊂ Xn um subespaço linear de Xn como

na Definição 3.3.3. Definimos a aplicação linear

ψ : kerAM → Xn

ε(m) 7→ y(m),
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onde

y(m)
ij =

ε
(m)
k se (i, j) ∈ Mk,

0 se (i, j) /∈ Mk, ∀ 1 ≤ k ≤ s.

Assim, X + y(m) é o resultado da adição de ε
(m)
k a cada entrada na k-ésima telha livre de

X para 1 ≤ k ≤ s. Vamos provar que
{
y(1), . . . , y(d)} é uma base para H.

É claro que y(m)
i1 = y(m)

nj = 0, para 1 ≤ i, j ≤ n, pois (i, 1) e (n, j) não pertencem a nenhuma

telha livre. Vamos provar que X± y(m) são C-tabelas positivas. Primeiramente, vamos

mostrar que xij ± y(m)
ij ≥ 0 para (i, j) ∈ V(C). Então, seja (i, j) ∈ V(C). Se (i, j) /∈ Mk para

todo k, então y(m)
ij = 0 e portanto obtemos que xij ± y(m)

ij = xij ≥ 0. Agora seja (i, j) ∈ Mk

para algum 1 ≤ k ≤ s. Então, usando a condição 3 da Definição 3.1.6 temos

±y(m)
ij = ±ε

(m)
k ≤ |ε(m)

k |<
1
2

min {|xrt − xlz|: xrt 6= xlz}

≤ |xij − xn,r|= xij − xn,r ≤ xij

(6)

Assim, temos que xij ± y(m)
ij ≥ 0 para (i, j) ∈ V(C). Agora vamos provar que se satisfaz

o conjunto de relações. Seja ((i, j), (r, s)) ∈ C, então temos que

±(y(m)
ij − y(m)

rs ) ≤ |y(m)
ij − y(m)

rs |≤ |y(m)
ij |+|y

(m)
rs |≤ 2ε

(m)
k̃

= 2|ε(m)
k̃
|< min

{
|xpt − xlz|: xpt 6= xlz

}
≤ |xij − xrs|= xij − xrs

onde ε
(m)
k̃

= max{ε(m)
k : 1 ≤ k ≤ s}. Daqui obtemos que xij − xrs ± (y(m)

ij − y(m)
rs ) ≥ 0, ou

seja, X± y(m) satisfazem o conjunto de relações e portanto são C-tabelas positivas. Ao

somar as componentes das linhas de y(m) temos que
i

∑
j=1

y(m)
ij =

s

∑
k=1

aikε
(m)
k ,

onde aik = # {j : (i, j) ∈ Mk}. A última soma é simplesmente o produto ponto de ε(m)

com a linha i de AM e como ε(m) ∈ kerAM temos que essa soma é zero, i.e, a soma das

linhas de y(m) é sempre zero.

Em conjunto, essas propriedades nos dizem que X± y(m) ∈ PC (λ, µ), ou seja, eles são ex-

tremos de um segmento contido em PC (λ, µ) que contem X. Portanto y(1), . . . , y(d) ∈ H.

O fato dos y(1), . . . , y(d) ser linearmente independentes, segue do fato que os ε(1), . . . , ε(d)

são linearmente independentes. Logo, só falta provar que {y(1), . . . , y(d)} gera H.

Seja y ∈ H tal que X± y ∈ PC (λ, µ). Vamos construir um ε ∈ kerAM tal que ϕ (ε) = y.

Note que
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• yij = 0 se (i, j) ∈ {(1, 1), (n, t) : 1 ≤ t ≤ n} ,

• cada linha em y tem soma zero,

• se (i, j) e (r, l) estão na mesma telha, então yij = yrl.

As dois primeiras propriedades vem do fato que X ± y ∈ PC (λ, µ) e do Lema 3.2.2.

Para ver que a ultima propriedade é valida, vamos tomar primeiro o caso em que

(i, j) , (r, l) /∈ V(C), como (i, j) e (r, l) estão na mesma telha, então (i, j) = (r, l), ou seja,

yij = yrl . Agora no caso que ((i, j), (r, l)) ∈ C temos que

xij + yij − xrl − yrl ≥ 0 e xij − yij − xrl + yrl ≥ 0

ou

xrl + yrl − xij − yij ≥ 0 e xrl − yrl − xij + yij ≥ 0.

Agora, como (i, j) e (r, l) estão na mesma telha temos que xij = xrl e portanto, nos dois

casos vamos obter que yij = yrl obtendo o requerido. Daqui é claro que, se (i, j) /∈ Mk

para todo k, então yij = 0.

Assim, para 1 ≤ k ≤ s e cada (i, j) na telha livre Mk, fazemos εk = yij e logo nas

condições anteriores sobre y, escrevemos ε = (ε1, . . . , εs) o qual satisfaz ε ∈ kerAM e

ϕ (ε) = y.

Portanto, as coordenadas de ε com respeito à base
{

ε(1), . . . , ε(d)} de kerAM, serão

também as coordenadas de y respeito a
{
y(1), . . . , y(d)}. Em particular

{
y(1), . . . , y(d)} é

base de H como requerido.

Observação 3.3.9. O teorema anterior é valido para uma C-tabela em um PC(λ, µ) qualquer.

A demonstração para este caso é semelhante à anterior demonstração, com exceção da prova de

xij ± y(m)
ij ≥ 0 feita em (6) a qual não é necessária neste caso pois xij ± y(m)

ij pode ser qualquer

número real.



4 POL ÍTOPOS DE GELFAND-TSETL IN

Neste capítulo vamos introduzir o conceito de polítopo de Gelfand-Tsetlin associado a

tabelas standard e alguns resultados importantes os quais nos permitirão caracterizar

vértices de um polítopo dado. Estes resultados estão baseados em [LM04].

4.1 definições e exemplos

Nesta seção vamos trabalhar com o conjunto de relações C1 e os conceitos de C1-tabela

positiva, C1-poliedro positivo e outros conceitos e resultados dados no capítulo anterior,

mas vistos no conjunto de relações C1.

Definição 4.1.1. Uma tabela standard é uma matriz triangular inferior x =
(
xij
)

1≤j≤i≤n ∈
Xn satisfazendo as seguintes desigualdades:

• xij ≥ 0 para 1 ≤ j ≤ i ≤ n, e

• xi+1,j ≥ xij ≥ xi+1,j+1, para 1 ≤ j ≤ i ≤ n− 1.

Note que estas tabelas standard vem da Definição 2.6.1 mas as condições em (4) foram

levemente modificadas pois neste capítulo vamos trabalhar sobre R. Denotaremos a

tabela standard por T(x) e vamos representa-lá como no capítulo 3. Assim temos que

as entradas localizadas abaixo da fila superior são menores que seu vizinho superior

esquerdo, mas maiores que seu vizinho superior direito. Neste caso as filas são contadas

de baixo para cima. Em outras palavras, as tabelas standard satisfazem as condições

dadas na Definição 3.1.1 com o conjunto de relações standard C1, ou seja, as tabelas

standard T(x) são C1-tabelas positivas.

Definição 4.1.2. Dados λ, µ ∈ Zn, o polítopo de Gelfand-Tsetlin (ou GT-polítopo) GT (λ, µ) ⊂
Xn é o polítopo convexo1 de tabelas standard T(x) satisfazendo as condições da Definição

3.2.1, em outras palavras, um GT-polítopo é um C1-poliedro positivo PC1(λ, µ) com λ, µ ∈ Zn.

1 Um polítopo convexo é definido como uma interseção de um número finito de semiespaços.

59
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A importância dos GT-polítopos vem do fato que, o número de tabelas standard com

entradas inteiras no GT-polítopo GT(λ, µ) é igual à dimensão do espaço de peso µ do

gl(n)-módulo irredutível L(λ) de peso máximo λ.

Observação 4.1.3. Note que os µi são exatamente os autovalores da subálgebra de Cartan na

realização (5) do Teorema de Gelfand-Tsetlin.

Os conceitos de hiperplano suporte e face de um GT-polítopo podem ser definidos

da mesma maneira que no capítulo anterior.

Definição 4.1.4. Seja T(x) uma tabela standard em GT(λ, µ). Dizemos que T(x) esta contida

em uma face F de dimensão p, se existe um subespaço linear H ∈ Xn com base {v1, . . . , vp} e

p, tal que H + T(x) ⊂ F, ou seja, para todo 1 ≤ i ≤ p, T(x)± vi são tabelas standard e estão

contidas em F, em particular contidas em GT(λ, µ). No caso em que p é maximal, dizemos que

F é face minimal para T(x)

Corolário 4.1.5. Seja T(x) uma tabela standard em GT(λ, µ). Então para cada y ∈ Xn tal que

T(x)± y ∈ GT(λ, µ) se satisfaz que
i

∑
j=1

yij = 0 para 1 ≤ i ≤ n.

Demonstração. Tome o conjunto de relações C1 na demonstração do Lema 3.2.2.

Definição 4.1.6. Dada uma tabela standard T(x), o mosaicoM, as telhas, telhas livres e a

matriz mosaico, serão definidas da mesma maneira que nas Definições 3.3.4 e 3.3.5 aplicadas a

C1-tabelas.

Na Figura 2 temos duas tabelas standard e seus respetivos mosaicos.

Exemplo 4.1.7. Dadas as tabelas standard e seus mosaicos correspondentes na Figura 2, as

matrizes mosaico associadas são respetivamente:


1 1 0 0 0

0 1 1 1 0

0 1 0 0 1

 e


1 0 0

1 1 0

2 2 0

1 1 1


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8 6 4 2 0

8 11
2 4 3

2

6 9
2

3
2

11
2

3
2

4

9 9 5 3 1 1

9 7 4 2 1

7 7 2 2

7 3 2

7 3

3

Figura 2: Mosaicos de tabelas standard

4.2 resultados importantes e suas consequên-

cias

O seguinte corolário é um resultado importante que caracteriza os pontos nas faces

s-dimensionais de um GT-polítopo (Ver Teorema 1.5, [LM04]). Assim, dado qualquer

ponto em um GT-polítopo, podemos conhecer onde o ponto está contido, mais ainda,

como veremos mais adiante, isto permite uma caracterização dos vértices do GT-

polítopo respeito das suas entradas.

Corolário 4.2.1. (Do Teorema 3.3.8) Suponha queM é o mosaico de uma tabela standard

T(x). Então a dimensão do kernel de AM é igual à dimensão da face minimal do GT-polítopo

contendo T(x).

Demonstração. Tome o conjunto de relações C1 na demonstração do Teorema 3.3.8.

Como um corolário deste resultado, temos o seguinte critério que nos permite conhecer

se um ponto de um GT-polítopo é um vértice ou não.
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Corolário 4.2.2. (Ver Corolário 1.6, [LM04]) Se T(x) ∈ GT (λ, µ) tem mosaicoM contendo

s telhas livres, então as seguintes condições são equivalentes:

• T(x) é um vértice de GT (λ, µ), e

• AM tem kernel trivial.

Exemplo 4.2.3. Seja T(x) a tabela standard

8 6 4 2 0

8 11
2 4 3

2

6 9
2

3
2

11
2

3
2

4

da Figura 2, com matriz mosaico

AM =


1 1 0 0 0

0 1 1 1 0

0 1 0 0 1

.

Uma base do ker AM é dada por

(
ε(1), ε(2)) =





0

0

−1

1

0


,



1

−1

1

0

1




.

Assim, T(x) se encontra em uma face de dimensão 2 de GT (λ, µ), onde λ = (6, 5, 3, 2, 0) e

µ = (4, 1, 4, 5, 2).

Em [LM04] é estudada a conjetura de Berenstein e Kirillov: "Todos os vértices de

um GT-polítopo GT (λ, µ) ⊂ Xn tem entradas inteiras", e é mostrado que para n ≤ 4 a

conjetura é valida, mas existem contra-exemplos para n ≥ 5. A seguir apresentamos uma

nova demonstração para o caso n ≤ 4 e os detalhes da construção de contra-exemplos

para n ≥ 5.

Proposição 4.2.4. Quando n ≤ 4, cada vértice de um GT-polítopo em Xn tem entradas inteiras.
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Demonstração. Para o caso n ≤ 2 não temos nada que provar. Vamos ver o caso n = 3.

Seja T(x) ∈ X3 um vértice. Pelo Corolário 4.2.2, AM tem kernel trivial, ou seja, AM = (1).

Isto acontece se o mosaico M é da forma

Isto é, quando não tem telhas livres ou tem uma única telha livre na posição (2, 1) ou

(2, 2). As demais são telhas associadas à linha superior ou inferior da tabela e portanto

suas entradas são inteiros maiores ou iguales que zero. No caso em que não temos

telhas livres o resultado é óbvio. Para os outros casos vamos fazer a soma do µ2 de

onde obtemos que

x21 = µ2 − x22 + x11 ou x22 = µ2 − x21 + x11

Assim, temos que as entradas para qualquer vértice T(x) ∈ X3 são inteiras.

Vamos ver o caso n = 4. Seja T(x) ∈ X4 um vértice. Pelo Corolário 4.2.2, AM tem kernel

trivial. Assim, quando AM é uma matriz 2× 1 suas únicas possibilidades são:

AM =

[
0

1

]
, AM =

[
1

0

]
, AM =

[
1

1

]
Isto acontece se o mosaico M é por exemplo da forma (2), (3), (4)
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Para T(x) com mosaico (1) não temos nada a provar. Para T(x) com mosaico (2) temos

que

µ3 = x31 + x32 + x33 − x21 − x22,

de onde obtemos que

x31 = µ3 − x32 − x33 + x21 + x22.

Assim, temos que todas as entradas em vértices com mosaico (2) são inteiros. Para

vértices com mosaicos (3) ou (4) temos que

µ2 = x21 + x22 − x11,

de onde se obtém que

x22 = µ2 − x21 + x11 ou x21 = µ2 − x22 + x11

respetivamente. Assim, temos que todas as entradas em T(x) com mosaico (3) ou (4)

são inteiros. Agora, se AM é uma matriz 2× 2 suas únicas possibilidades são:

AM =

[
1 1

0 1

]
, AM =

[
1 0

0 1

]
, AM =

[
1 1

1 0

]
, AM =

[
1 0

1 1

]
Isto acontece se o mosaico M é por exemplo da forma (5), (6), (7), (8) respetivamente.

Para vértices com mosaico (5), (7) ou (8) temos que

µ3 = x31 + x32 + x33 − x21 − x22,

de onde obtemos que
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x21 = −µ3 + x31 + x32 + x33 − x22

ou x22 = −µ3 + x31 + x32 + x33 − x21

ou x32 = µ3 − x31 − x33 + x21 + x22.

Assim, temos que

x21 = −µ3 + x31 + x32 ou x22 = −µ3 + x32 + x33 ou x32 = µ3 − x33 + x22

respetivamente. Para provar que as entradas que faltam são inteiros basta aplicar o

mesmo procedimento que para vértices como mosaico (4). Para o caso em que T(x) tem

mosaico (6) basta aplicar primeiro o procedimento para vértices com mosaico (3) e logo

para vértices como mosaico (2). Logo, qualquer vértice em um GT-polítopo em Xn com

n ≤ 4 tem entradas inteiras.

A seguinte proposição (Ver Prop. 2.4, [LM04]) da contra-exemplos para a conjetura

de Berenstein-Kirillov.

Proposição 4.2.5. Para um inteiro positivo k ≥ 2, seja λ =
(
kk, k− 1, 0k) e µ =

(
(k− 1)k+1 , 1k

)
,

então um vértice de GT (λ, µ) ⊂ X2k+1 contem entradas com denominador k.

Demonstração. Definimos x(k) ∈ X2k+1 por

x(k)
ij =



(k−i+1)(k−1)
k se 1 ≤ j = i ≤ k + 1,

k− 1
k se 1 ≤ j < i ≤ k + 1,

k se k + 1 < i ≤ 2k + 1 e 1 ≤ j < i− k,

k− 1
k se k + 1 < i ≤ 2k + 1 e i− k ≤ j ≤ k,

(i−k−1)(k−1)
k se k + 1 < i ≤ 2k + 1 e j = k + 1,

0 se k + 1 < i ≤ 2k + 1 e k + 1 < j ≤ 2k + 1.

Assim, temos que o mosaico dessa tabela é
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donde

são em total 2(k − 2) telhas livres, cada uma delas associada a um a (i, j) diferente.

Agora vamos mostrar que de fato x(k) é uma tabela standard e um vértice de GT(λ, µ).

É claro pela definição de x(k) que os x(k)
ij ≥ 0.

Além disso, com o mosaico mostrado acima, temos que x(k)
i+1,j ≥ x(k)

ij ≥ x(k)
i+1,j+1 para a

maioria das entradas, só vamos verificar para aquelas telhas que não tem um valor fixo,

isto é, quando 1 ≤ j = i ≤ k + 1 e, k + 1 < i ≤ 2k e j = k + 1.

• 1 ≤ j = i ≤ k + 1

Se i = j = 1 então

x(k)
ij = x(k)

11 = k− 1; x(k)
i+1,j = x(k)

21 = k− 1
k

e

x(k)
i+1,j+1 = x(k)

22 =
(k− 1)(k− 1)

k
= k− 2 +

1
k

,

logo, x(k)
21 > x(k)

11 > x(k)
22 .

Mais geral, se 1 ≤ j = i < k + 1, temos que

x(k)
ij = x(k)

ii =
(k− i + 1)(k− 1)

k
= k− i +

i
k
− 1

k
,

x(k)
i+1,j = x(k)

i+1,i = k− 1
k

,

x(k)
i+1,j+1 = x(k)

i+1,i+1 =
(k− i)(k− 1)

k
= k− i− 1 +

i
k

.

Comparando as expressões, temos que

x(k)
i+1,j ≥ x(k)

ij ≥ x(k)
i+1,j+1.

Por último, se i = j = k + 1
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x(k)
ij = x(k)

k+1,k+1 = x(k)
i+1,j+1 = x(k)

k+2,k+2 = 0

x(k)
i+1,j = x(k)

k+2,k+1 =
(k + 2− k− 1)(k− 1)

k
=

k− 1
k

,

obtendo que x(k)
k+2,k+1 > x(k)

k+1,k+1 = x(k)
k+2,k+2. Portanto, para 1 ≤ j = i ≤ k + 1 obtemos

o requerido.

• k + 1 < i ≤ 2k e j = k + 1.

É claro que x(k)
ij ≥ x(k)

i+1,j+1 pois neste caso x(k)
i+1,j+1 = 0.

Vamos provar que x(k)
i+1,j ≥ x(k)

ij .

Por definição, temos que

x(k)
ij =

(i− k− 1)(k− 1)
k

=
(i− k)(k− 1)− (k− 1)

k
,

x(k)
i+1,j =

(i + 1− k− 1)(k− 1)
k

=
(i− k)(k− 1)

k
,

daqui obtemos o requerido.

Agora, vamos provar que x(k)
i−1,j−1 ≥ x(k)

ij . Assim, temos que j− 1 = k e k + 1 ≤
i− 1 ≤ 2k.

Se i− 1 = k + 1, temos que

x(k)
ij = x(k)

k+2,k+1 =
(k + 2− k− 1)(k− 1)

k
=

k− 1
k

,

x(k)
i−1,j−1 = x(k)

k+1,k = k− 1
k

,

logo, x(k)
k+1,k > x(k)

k+2,k+1.

Agora, se k + 1 < i− 1 ≤ 2k, temos

x(k)
ij =

(i− k− 1)(k− 1)
k

= i− k− i− 1
k

,

x(k)
i−1,j−1 = x(k)

i−1,k = k− 1
k

,

já que k + 1 < i− 1 ≤ 2k, então, x(k)
i−1,j−1 ≥ x(k)

ij como precisamos. Em consequência,

temos que x(k) é uma tabela standard.
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Agora vamos verificar que x(k) ∈ GT(λ, µ).

Pela construção de x(k), é claro que λ = (kk, k− 1, 0k). Vamos ver quais são os µi.

µ1 = x(k)
11 = k− 1, µ2 = x(k)

21 + x(k)
22 − x(k)

11 = k− 1
k

+
k2 − 2k + 1

k
− (k− 1) = k− 1.

Mais geral, para 2 ≤ i ≤ k + 1, temos que

µi = (i− 1)
(

k− 1
k

)
+

(k− i + 1)(k− 1)
k

−
[

(i− 2)
(

k− 1
k

)
+

(k− (i− 1) + 1)(k− 1)
k

]

= i
(

k− 1
k

)
−
(

k− 1
k

)
+

(k− i + 1)(k− 1)
k

− i
(

k− 1
k

)
+ 2
(

k− 1
k

)
− (k− i + 1 + 1)(k− 1)

k

= k− 1
k

+
(k− i + 1)(k− 1)

k
−
[

(k− i + 1)(k− 1) + (k− 1)
k

]

= k− 1
k

+
(k− i + 1)(k− 1)

k
− (k− i + 1)(k− 1)

k
− (k− 1)

k
= k− 1.

Portanto, µi = k− 1, para todo 1 ≤ i ≤ k + 1.

Agora, para k + 2 ≤ i ≤ 2k + 1, temos que

µi = (i− k− 1)k + (2k + 1− i)
(

k− 1
k

)
+

(i− k− 1)(k− 1)
k

−
[

(i− k− 2)k + (2k + 2− i)
(

k− 1
k

)
+

(i− k− 2)(k− 1)
k

]

= (i− k− 1)k + (2k + 1− i)
(

k− 1
k

)
+

(i− k− 1)(k− 1)
k

−(i− k− 1)k + k− (2k + 1− i)
(

k− 1
k

)
−
(

k− 1
k

)
− (i− k− 1)(k− 1)

k
+

(k− 1)
k

= k−
(

k− 1
k

)
+

k− 1
k

= k− k +
1
k

+ 1− 1
k

= 1.

Portanto, µ = ((k− 1)k+1, 1k), ou seja, x(k) ∈ GT(λ, µ).

Para saber se x(k) é um vértice, vamos ver sua matriz mosaico associada a qual é
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AM =



1 1 0 · · · 0 0 · · · 0 0

2 0 1 · · · 0 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

k− 1 0 0 · · · 1 0 · · · 0 0

k 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0

k− 1 0 0 · · · 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

2 0 0 · · · 0 0 · · · 1 0

1 0 0 · · · 0 0 · · · 0 1



.

Como detAM = (−1)k+1k 6= 0, i.e, AM tem kernel trivial, então temos que x(k) é um

vértice de GT (λ, µ).

Observação 4.2.6. A proposição anterior da vértices em Xn, com n ≥ 5 ímpar. Para o caso

n ≥ 5 par, considere o vértice x(k) ∈ X2k+1 construido na proposição anterior e a aplicação

φ : X2k+1 → X2k+2

x(k) 7→ y(k)

onde

y(k)
ij =

x(k)
i−1.j se 1 ≤ j < i ≤ 2k + 2,

0 se 1 ≤ i = j ≤ 2k + 2.

Assim definida, a tabela y(k) é standard e esta contida em GT(λ̃, µ̃) com λ̃ =
(
kk, k− 1, 0k+1) e

µ̃ =
(
0, (k− 1)k+1, 1k). Além disso, sua matriz mosaico associada é dada por

AM =



1 0 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0

0 1 1 0 · · · 0 0 · · · 0 0

0 2 0 1 · · · 0 0 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...

0 k− 1 0 0 · · · 1 0 · · · 0 0

0 k 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0

0 k− 1 0 0 · · · 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...

0 2 0 0 · · · 0 0 · · · 1 0

0 1 0 0 · · · 0 0 · · · 0 1



.
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Claramente, detAM 6= 0, ou seja, AM tem kernel trivial, portanto y(k) é um vértice em X2k+2.

Exemplos 4.2.7. Para k = 2 e k = 3, temos que x(2) e x(3) tem mosaicos respetivos dados na

seguinte figura.

Suas matrizes mosaico respetivas são


1 1 0

2 0 0

1 0 1

 e



1 1 0 0 0

2 0 1 0 0

3 0 0 0 0

2 0 0 1 1

1 0 0 0 1


.

Essas matrizes tem kernel trivial, portanto x(2) e x(3) são vértices com entradas racionais de

polítopos em X5 e X7 respetivamente.
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