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RESUMO

Neste trabalho vamos estudar a relagdo entre médulos da dlgebra de Lie gl(n) e politopos

construidos a partir de tabelas as quais estardo associadas a um conjunto de relagdes.

Para estudar esta relagdo, estudamos os conceitos basicos de algebras de Lie, focando no
caso de algebras de Lie semi-simples e as propriedades de seus médulos, principalmente
na caracterizagdo dos médulos de dimensao finita. No caso da algebra de Lie gl(n)
estudamos o teorema de Gelfand-Tsetlin o qual mostra bases indexadas por tabelas
standard para médulos de dimenséao finita irredutiveis. Em seguida, estudamos os
conjuntos de relagdes e definimos tabelas e poliedros associados a um conjunto de
relagdes qualquer. Como primeiro resultado, mostramos que para um conjunto de
relagdes particular(ndo necessariamente standard) podemos encontrar tabelas com
certas condig¢des, cuja quantidade é igual a dimensdo de um moédulo de dimensado
finita irredutivel em gl(n — 1). O seguinte resultado nos permite calcular a dimenséo
da face minimal de um poliedro que contem uma tabela dada. Estas defini¢des e
resultados sdo generalizagdes de resultados sobre politopos os quais foram estudados
em [LMO04] e onde como aplicagdo do dltimo resultado se da uma resposta a conjetura

de Berenstein-Kirillov.

Palavras-chave: Algebras de Lie, Politopos, representagdes, gl(n)-mdédulos, bases de
Gelfand-Tsetlin.
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ABSTRACT

In this dissertation we will study the relation between modules for the Lie algebra
gl(n) and polytopes constructed from tableaux which will be associated with a set
of relations. To study this relation, we studied the basic concepts of Lie algebras,
focusing on the case of semi-simple Lie algebras and the properties of their modules,
mainly on the characterization of the finite-dimensional modules. In the case of Lie
algebra gl(n) and the Gelfand-Tsetlin theorem which shows basis consisting of standard
tableaux for simples finite-dimensional modules. Then we study the sets of relations
and define tableaux and polyhedra associated with any set of relations. As a first result,
we show that for a particular set of relations (not necesssarily standard) we can find
tableaux with certain conditions, whose quantity is equal to the dimension of an simple
tinite-dimensional module in gl(n — 1). The following result allows us to calculate the
dimension of the minimal face of a polyhedron containing a given tableau. These
definitions and results are generalizations about polytopes results which were studied
in [LM04] and where as an application of the latter result they give a response to the

Berenstein-Kirillov conjecture.

Keywords: Lie algebras, Polytopes, representations, gl(n)-modules, Gelfand-Tsetlin
basis.
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INTRODUCAO

Esta dissertagdo tem como objetivo principal o estudo de politopos e de forma mais
geral o estudo de poliedros associados a certos médulos sobre a dlgebra de Lie gl(n).
Principalmente queremos generalizar a constru¢do de politopos de Gelfand-Tsetlin
associados a médulos de dimensao finita.

O desenvolvimento da disserta¢do é da forma usual. Depois de enunciar os conceitos
preliminares, focaremos em resultados particulares, porém importantes, os quais serdo
demonstrados sempre que for necessario.

Para estudar a associacdo que queremos foi preciso estudar grande parte da teoria
basica das 4lgebras de Lie. No primeiro capitulo baseado no livro Algebras de Lie de
L. San Martin [SM10], vamos nos concentrar nas nogdes bésicas de algebras de Lie
em geral, tais como, subalgebras, representa¢des e sua relacdo com moédulos, dlgebras
simples e semi-simples. Além disso, enunciaremos resultados relacionados com a forma
de Cartan-Killing, subalgebras de Cartan e decomposicdo da algebra pela representacdo
adjunta da subalgebra de Cartan. Depois disso, focaremos nosso estudo nas algebras
semi-simples e seus sistemas de raizes. Todos esses resultados serdo usados nos capitu-
los subsequentes no estudo dos médulos. E importante notar que nesta dissertacdo em
geral vamos a usar médulos ao invés de representagdes.

No segundo capitulo, baseado em [Maz10] e [Hu08], vamos dar uma descri¢do dos
modulos irredutiveis de dimensdo finita para sl(2), uma descrigdo dos pesos integrais
e a definicdo de uma das ferramentas fundamentais para o estudo de médulos: a
dlgebra envelopante universal. Usando a algebra universal, definiremos os médulos de
Verma com os quais podemos construir médulos de dimens&o finita. Também vamos
enunciar resultados importantes sobre médulos de dimenséo finita para 4lgebras de
Lie semi-simples e uma caracterizagdo dos médulos de dimensao finita. Depois disto,
enunciaremos o teorema de Gelfand-Tsetlin para gl(n) o qual da bases explicitas e for-
mulas para todos os médulos irredutiveis de dimensdo finita e terminaremos o capitulo
com a construcdo de tabelas de Young semi-standard, as quais estdo em uma relacdo
bijetora com alguns elementos de bases dos espagos de peso de mdédulos irredutiveis de

dimensao finita para gl(n).



CONTEUDO

No terceiro capitulo introduzimos o conceito de conjuntos de relacdes e o conceito de
poliedro associado a tabelas, as quais estardo associadas aos conjuntos de relacdes. Além
disto, vamos dar umas outras defini¢des e resultados importantes sobre os poliedros os
quais serdo de utilidade para obter bases de médulos de dimenséo finita e mostrar o
resultado mais importante do capitulo, o qual nos permitira caracterizar a dimensao da
face minimal de uma determinada tabela. Deve-se notar que as defini¢des e resultados
deste capitulo generalizam os conceitos dados no capitulo a seguir. Em base a leitura
feita no artigo [LMO04], no capitulo 4 vamos dar defini¢des, exemplos e resultados
importantes sobre politopos de Gelfand-Tsetlin que sdo um caso particular de poliedros
e com os quais podemos caracterizar pontos em alguma face do politopo. Em particu-
lar, daremos uma caracterizacdo de vértices para certos politopos de Gelfand-Tsetlin.
Para finalizar o capitulo, se da uma resposta a conjetura de Berenstein-Kirillov. Estes
resultados serdo de muita utilidade para o estudo da associagdo que queremos ter entre

politopos e médulos.



PRELIMINARES

Este primeiro capitulo baseado em [SM10], é introdutério e serve para expor as defini-
¢Oes e conceitos basicos sobre as dlgebras de Lie. Vamos enunciar alguns resultados e
exemplos importantes e fixar a notacdo necessdria para os capitulos subsequentes. Em
geral, nesta dissertagdo vamos trabalhar com o corpo de escalares dos complexos, i.e,

K = C a menos que se fale o contrario.

1.1 DEFINIQ@ES E EXEMPLOS

Vamos comecar a dissertacdo com a defini¢do do que é uma algebra de Lie.
Defini¢do 1.1.1. Um espago vetorial g munido de um produto (colchete)
[, ]:axg—3g
é chamado de dlgebra de Lie se o produto satisfaz as sequintes propriedades:
1. E bilinear.

2. E anti-simétrico, isto é [X, X] = 0 para todo X € g (o que implica [X,Y] = — [Y, X] para

todo X,Y € g e é equivalente se o corpo de escalares nio é de carateristica dois).

3. Satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y,Z € g,

X, [Y, Z]) +[Z, [X, Y]] + [Y, [Z, X]] = 0.

Em seguida, vamos apresentar alguns exemplos de algebras de Lie.
Exemplo 1.1.2. Seja V um espaco vetorial qualquer. Se definimos

[,]:VxV—V
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como sendo [X,Y]| =0 para todo X,Y € V, entdo (V, |, |) é a digebra de Lie trivial sobre V.
Exemplo 1.1.3. Seja (A, -) uma dlgebra associativa. Definimos o produto

[,]:AxA— A
(X,Y) = X-Y-Y-X.

Vamos provar que esse produto satisfaz a Definigdo 1.1.1. Sejam X,Y,Z € A. Entdo

1L [X+Y,Z]=(X+Y)-Z—-Z-X+Y)=X-Z+Y-Z—-Z-X—-Z-Y
=X-Z—-Z - X+Y-Z—Z-Y=[X,Z]+]Y,Z]

(X, Y+Z]=X-(Y+Z)—(Y+2)- X=X-Y+X - Z—-Y-X—Z-X
=X-Y-Y-X+X-Z—-Z-X=[X,Y]+[X,Z]

Isto significa que o produto é bilinear.
2. [X,X]=X-X—X-X=0, ou seja, o produto é anti-simétrico.

5. X[V, 2] +(Z,[X, Y]] + Y, [2,X]] =
=XY-Z-Z-Y|+[Z,X- Y=Y -X]+[Y,Z-X—X-Z]
=X-Y-Z-ZV)-(Y-Z-Z-Y)-X+Z-(X-Y-Y-X)
—XY-Y-X)Z+Y - (Z-X-X-2)—(Z-X-X-Z)-Y
=X-Y-2)-X-Z-YV)-X-2)- X+(Z-Y)- X+Z-X-Y)-Z-(Y -X)
XV Z+Y-X)-Z+Y- (Z-X)-Y - X-2)—(Z-X)-Y+(X-2)-Y
=0 (pois A é associativa).

Isto quer dizer que se satisfaz a identidade de Jacobi.
Portanto, (A, [, |) é uma dlgebra de Lie e serd denotada por A(~).

Assim, sendo V um espago vetorial sobre C (ndo necessariamente de dimensao finita),

denotamos por gl (V) a édlgebra de Lie:
End (V)\),
onde End (V) = {f : V — V linear}, munida da composi¢do usual de morfismos.

Exemplo 1.1.4. Sejan € IN, por gl(n, C) denotaremos a dlgebra das matrizes com entradas em
C de tamanho n x n. Neste caso, esta dlgebra serd indicada somente por gl(n), e (gl(n), [, |)

serd a dlgebra de Lie, onde

[, ]+ gl(n) x gl(n) — gl (n)
(A, B) — AB — BA.
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Observacio 1.1.5. Note que gl(n) tem base {E;; : 1 < i,j < n} como espago vetorial e a

seguinte relagdo é satisfeita:
|Eij, Exi] = 6xEir — 61iE;.

Isto implica que todo elemento de gl(n) pode ser obtido usando colchetes sucessivos de elementos
do conjunto B = {Ey j41, Exs1k, Er}, ondek=1,...,n—1el=1,...,n. Isto implica que, B

é base para gl(n) como dlgebra de Lie.

Esta ultima &lgebra serd nosso principal objeto de estudo nos tltimos capitulos da
dissertacao.

Agora, de forma natural pode-se introduzir o conceito de subélgebra e ideal.

Defini¢do 1.1.6. Um subespago vetorial b de g que é fechado pelo colchete, ou seja, [X,Y] € b
se X,Y € b é chamado subdlgebra de g. Se b satisfaz VY € h,X € g, [X,Y] € b, entdo h é
chamado de ideal de g.

Vejamos alguns exemplos de subdlgebras de gl(n).
Exemplo 1.1.7. Subdlgebras de gl(n)

1. sl(n,C) = {X € gl(n) : trX = 0}. Como no caso de gl(n), estas dlgebras serdo denotadas
por sl(n).

2. O subespago das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal

0 *
Xegln): X=
0 0
é uma subdlgebra.
3. O subespago das matrizes diagonais
a 0
Xegln): X =
0 ay

é uma subdlgebra.
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Introduzimos o conceito de centro de uma algebra de Lie o qual serd usado mais para

frente para decompor gl(1) como uma soma direta de subespagos invariantes.
Definicdo 1.1.8. Seja g uma dlgebra de Lie. Definimos o centro de g como sendo o conjunto
Z(g)={X€g: [X, Y] =0, paratodo Y € g}.

Exemplo 1.1.9. Seja g = gl(n). Afirmamos que Z(gl(n)) = {Ald : A € C}. De fato, sejam
A € Z(gl(n)) e B € gl(n) uma matriz diagonal com b;; = A; onde A; # 0 para todo1 <i <n
e Ai # Aj para todo i # j. Temos que AB = BA pois A € Z(gl(n)). Assim, olhando as
componentes de cada produto temos que (AB);; = a;jA; e (BA);j = ajjA;. Isto implica que, para
cadai #j

0= lll']'/\]' — (11']'/\1'
= a;j(Aj — Aj)

como A; # Aj para todo i # j, temos que a;; = 0, se i # j. Portanto A é uma matriz diagonal.
Agora, seja X € gl(n) tal que x;; # 0 para todo 1 < i,j < n. Usando o mesmo procedimento

anterior temos que

0= aiixl-]- — Cl]']'xi]'

= (aii — ajj)xij.

Assim, como x;; # 0 para i # j temos que a;; = ajj, ou seja, as componentes da matriz diagonal

A sdo todas igquais. Mostrando assim que a afirmagio é verdadeira.

Observacgdo 1.1.10. Seja A € gl(n). Se tr(A) = 0 entdo temos que A € sl(n). Caso tr(A) #0

pOdemOS escrever A como Segue
tr(A tr(A

pela linearidade da fungdo trago temos que tr (A — @Id) = 0 ou seja, (A - @Iﬂl) € sl(n).
Além disto, é claro que sl(n) N Z (gl(n)) = {0}. Daqui podemos concluir que

gl(n) = sl(n) & Z (gl(n)).
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1.2 REPRESENTAQC)ES DE ALGEBRAS DE LIE

Um dos conceitos mais importantes em dlgebras de Lie é o conceito de representagdo
sobre um espago vetorial. Para isto precisamos definir o que é um homomorfismo de

algebras de Lie.

Definicao 1.2.1. Sejam g e b duas dlgebras de Lie. Dizemos que uma aplicagio linear
¢:g—Db

é um homomorfismo de dlgebras de Lie se

pUX YD) =[p(X),0(Y),  paratodoX,Y €g.
Um homomorfismo bijetor é chamado de isomorfismo.
Relacionado com os homomorfismos existe o seguinte teorema de isomorfismo.
Teorema 1.2.2. Sejam g e by duas dlgebras de Lie e  : g — b um homomorfismo. Entdo
g/Keryp ~ Imy.
O isomorfismo é dado por X € g/Kerp — p(X) € Imyp.
Exemplo 1.2.3. Considere o homomorfismo

T : gl(n) — Z(gl(n))
X +— tr(X)Id.

Tal homomorfismo é sobrejetor. Além disso, temos que Keryp = sl(n) pois, os 1inicos elementos

com trago zero sdo os elementos de sl(n). Assim, aplicando o teorema anterior temos que
gl(n)/sl(n) ~ Z(gi(n)).
Agora, podemos definir o que é uma representacdo de uma algebra de Lie.
Definicdo 1.2.4. Uma representagio de g em V é um homomorfismo de dlgebras de Lie
p:g— gl(V)
isto é, para X,Y € gea € C se satisfaz

1. p(X+Y)=p(X)+p(Y)
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2. p(aX) = ap (X)

3. (XY =[p(X),e(M]=p(X)p(Y)—p(Y)p(X)

A dimensdo da representagdo é dim (V). Denotamos tal representacdo por (p, V), mas

na maioria das vezes denotaremos somente por p. Vamos ver um exemplo importante
de representacao.

Exemplo 1.2.5. Seja g uma dlgebra de Lie, podemos construir uma representagio de g no espago
vetorial g via

ad : g — gl(g)
X—=adX):g—g
Y — [X,Y]

Vamos provar que de fato ad satisfaz a Definicio 1.2.4. Sejam X,Y,Z € ge c € C. Entio

1. ad(X+Y)Z) = [X+Y, Z]

=[X,Z]+[Y, Z] (por |, | ser bilinear)
= ad(X)(Z) + ad(Y)(Z).

2. ad(cX)(Y) = [cX, Y] =c[X, Y] = c ad(X)(Y).

3. ad ([X,Y])(2) = [[X,Y], Z]

= [X,[v, Z]] - [V, [X, Z]]
ad(X)ad(Y)(Z) — ad(Y)ad(X)(Z)
(ad(X)ad(Y) — ad(Y)ad(X))(Z).

Portanto, ad satisfaz a Defini¢io 1.2.4. Assim, (ad, g) é uma representagio de g em g.

Estd representacdo que é denominada representacio adjunta serd uma ferramenta muito

atil no estudo das dlgebras de Lie e usada ao longo da dissertacdo. Definimos a
continuacgdo o conceito de médulo.

Definicdo 1.2.6. Seja g dlgebra de Lie. Um espago vetorial V munido com um produto

igxX V=V
(X,v)— X-v

é um modulo sobre g se
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1. (X+Y)-v=X-v+Y- v

2. X-(v+u)=X-v+X-u

3. (aX)-v=X-(aV)=a (X 0)

4. [ X, Y] v=X-(Y-0)=Y-(X-0)
paratodo X,Y € g,v,u € Vea € C.

Observacao 1.2.7. Os conceitos de modulo e representacio sio equivalentes e morfismos entre

representagdes correspondem com motfismos entre modulos.
Seja (V, -) um g-moédulo, definimos

pv g — gl(V)
X—=pyX): V=V
v— X-0.

pv definido dessa forma é uma representacdo de g.

Seja p uma representagdo de g em V. Definimos uma acdo de g em V dada por:

o:gxV =V
(X,0) = Xov=p(X)v.

Com esse produto, V é um médulo o qual denotaremos por V.

Com isso fixo, considere a representacdo py, definida por:

pv, g = gl(Vp)
X py,(X): V, >V,
vi—= Xov=pX)y,

ou seja,
ov,(X)0 = p(X)o.
Como v € V e X € g sdo arbitrdrios, entdo podemos concluir que
PV, = p-

Agora, considere o médulo V,,, com produto * definido por:
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x:gx V=V
(X,v) = X*xv=py(X)v=X"1,

ou seja, V,, e V tem 0 mesmo produto. Portanto eles sdo iguais. Isto mostra que, as

categorias de mddulos e representagdes sdo equivalentes.
Observacao 1.2.8. Pela Observagio 1.1.10 sabemos que a dlgebra gl(n) pode ser escrita como
gl(n) = sl(n) & Z(gl(n)).

portanto, para estudar representacoes ou modulos de s\(n) é suficiente estudar representagdes ou

modulos de gl(n).
Vamos estudar agora a decomposi¢do de representacoes.

Definicdo 1.2.9. Seja (p, V') uma representacio de g. Um subespaco vetorial W de V é dito
p-invariante se

p(X)-W e W, para todo X € g.

(p, V) é chamada irredutivel se os iinicos subespagos p-invariantes sio {0} e V. Assim, a

representagdo (p, V') é dita completamente redutivel (ou semi-simples) se existe k > 1 tal que

com V; p-invariantes irredutiveis. Do mesmo jeito, dizemos que um g-modulo (V, -) é irredutivel

se seus tinicos submddulos sido {0} e (V,-).

Um resultado bastante utilizado para determinar a redutibilidade de representacdes é a

proposicao a seguir(Ver Prop. 1.7, [SM10]).

Proposi¢do 1.2.10. Suponha que dim(V) < oo, entdo p é completamente redutivel se e somente

se todo subespaco invariante admite um complementar invariante, isto é,

VW C V invariante, W, invariante tal que
V=W&W.

Introduz-se agora o conceito de derivagdo.

Definicao 1.2.11. Uma aplicagdo linear D : g — g é uma derivagio da dlgebra de Lie g se

satisfaz

D[X,Y] = [DX,Y]+ [X, DY] para todo X,Y € g.
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Exemplo 1.2.12. As adjuntas dos elementos de uma dlgebra de Lie g sdo derivagdes. De fato,

pela identidade de Jacobi temos que
(X Y, 2] = [[X, Y], Z] + [Y, [X, Z]]
ou seja,
ad(X) [Y, Z] = [ad(X)Y, Z] + [Y, ad(X)Z] .
isto mostra que, ad(X) é uma derivagio.
A seguinte definicdo nos permite diferenciar estruturalmente as dlgebras de Lie.
Definicdo 1.2.13. Seja g uma dlgebra de Lie e A, B C g, considere o conjunto
[A,B] :=span {[X,Y]|X € A, Y € B}.
Assim, temos as seguintes definicoes

1. g é chamada solavel se existe k tal que

g = {0},

onde g0 =g ¢ gk = [glk=1), g(k_l)} Note que usando a identidade de Jacobi pode-se

mostrar que esses subespagos sio ideais de g.

2. g é nilpotente se existe k tal que

g“ = {0}

ondegl =g e gF= [g, gkfl]. Como o produto de ideais é um ideal, temos que todos os g~

sdo ideais.

3. Definimos o radical soliivel de g como sendo o ideal soliivel que contem todos os ideais
soliiveis. Este ideal é denotado por t(g). A existéncia desse ideal é garantida na Proposicio
1.28 de [SM10].

4. g édita semi-simples se t(g) = {0}.

5. g édita simples se

e Os tinicos ideais de g sido {0} e g.

11
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o dim(g) > 2.

Observacdo 1.2.14. Toda dlgebra simples é semi-simples. De fato, seja g uma dlgebra de Lie
com dim (g) > 2 e tal que ndo possui ideais ndo triviais. Como v(g) é um ideal, entdo ele deve
ser {0} ou g. Se v(g) = {0}, entdo nido temos nada que provar. Se v(g) = g, entio temos que g é
soliivel, portanto, gV # g. Como gV é um ideal, entido g") = {0}, isto é, g é abeliana. Como
dim (g) > 2, entdo temos que todo subespago de g é um ideal, mas isto é uma contradicdo pois g
ndo possui ideais ndo triviais. Logo, t(g) = g ndo é possivel, provando assim que toda dlgebra

simples é semi-simples.

Exemplo 1.2.15. Seja g = gl(n). Afirmamos que seu centro Z(gl(n)) é um ideal soliivel. De
fato, considere A, B € Z(gl(n)), entdo

[A,B] = AB— BA
= AB— AB =0.

Isto implica que v(g) # {0}, ou seja, gl(n) ndo é semi-simples. Mas, pode ser provado que a

subdlgebra s\(n) é de fato uma dlgebra simples.

1.3 SUBALGEBRAS DE CARTAN

Nesta se¢do vamos considerar sempre g como sendo uma algebra de Lie de dimensédo
finita. As vezes, pode ndo ser facil encontrar o radical para uma algebra de Lie g.
A forma de Cartan-Killing de uma algebra de Lie g é uma forma bilinear que atua
como um instrumento que nos permite investigar, através dos critérios de Cartan, a
solubilidade e semisimplicidade de g. Antes de mostrarmos estes critérios vamos definir

a forma de Cartan-Killing comecando com o seguinte resultado.

Proposicdo 1.3.1. Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita, g uma dlgebra de Lie e

0 : g — gl (V) uma representacio de g. Entdo

Bo:gxg—C
(X,Y) = Bp (X, Y) =tr (o (X)p(Y))

define uma forma bilinear simétrica em g.

Demonstragdo. Sejam X,Y,Z € gea € C
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p(Y))p(2))

Bo (aX+Y,Z)=tr(p(aX+Y)p(Z)) = tr ((ap (X) +
) =tr(ap (X)p(Z)) +tr(p(Y)p(Z))
)

(
=tr(ap (X)p (2) +p(Y)p(Z)
=atr (0 (X)p(2)) +tr (p(Y)p(Z)
_a’Bp (X Z)"'ﬁp (Y Z)

Do mesmo jeito se mostra que B, (X, aY +Z) = af, (X,Y) + B, (X, Z).
Por tanto B, é uma forma bilinear. O

No caso que p = ad, a forma é chamada de forma de Cartan-Killing e é denotada por:
(X, Y) i= Baa (X, Y) = tr (ad (X) ad (Y))
Propriedades da forma de Cartan-Killing.
1. ([X,Y],Z)+(Y,[X,Z]) =0.
2. (¢(X),¢(Y)) =(X,Y) para todo automorfismo ¢ de g.
3. (DX,Y) + (X, DY) = 0 para toda derivagdo D de g.
Demonstragdo.

1 ([X,Y],Z)+ (Y, [X,Z])

tr(ad ([X,Y])ad (Z) +ad (Y)ad ([X, Z]))

ad (X) ad (Y) ad (Z) — ad (Y) ad (Z) ad (X))

=tr

= tr([ad (X),ad (Y)ad (Z)]) = 0

2. Vamos provar primeiro que ad (¢ (X)) = ¢pad (X) ¢~
ad (¢ (X)) (Y) = [¢ (X), Y], por outro lado temos que
pad (X) ¢~1 (Y) = pad (X) (¢ (Y)) = ¢ [X, 971 (V)]
=[¢ (X), ¢~ (Y)] = [¢ (X),Y] assim, temos o requerido.
Agora, temos que
(9 (X), ¢ (Y)) =tr(ad (¢ (X)) ad (¢ (Y)))
= tr (pad (X) ¢~ pad (Y) ¢~ ")

(

tr ((ad (X) ad (Y) —ad (Y) ad (X)) ad (Z) +ad (Y) (ad (X) ad (Z) — ad (Z) ad (X)))
(
(

13
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=(X,Y)
3. Vejamos primeiro que ad (D (X)) = [D, ad (X)]
ad (D (X)) (Y) = [D (X), Y], por outro lado
[D,ad (X)] (Y) =Dad (X) (Y) —ad (X)D(Y)
=D[X,Y]—[X,D(Y)]
=[D(X) Y]+[X,D(Y)] = [X,D(Y)] = [D(X),Y]
assim, obtemos o requerido.
Agora
(DX,Y)+(X,DY) =tr(ad (DX)ad (Y)) + tr (ad (X) ad (DY))
=tr(ad (DX)ad (Y) +ad (X)ad (DY))
=tr ([D,ad (X)]ad (Y) +ad (X) [D,ad (Y)])
=tr(Dad (X)ad (Y) —ad (X) Dad (Y) +ad (X) Dad (y) — ad (X) ad (Y) D)
=tr([D,ad (X)ad (Y)]) =0
[]

O seguinte teorema caracteriza as algebras soltveis e as dlgebras semi-simples em
termos da sua forma de Cartan-Killing. Em geral, eles sdo conhecidos como os criterios

de Cartan e sua demonstracdo pode ser encontrada em [[SM10], Teoremas 3.7 e 3.8].
Teorema 1.3.2. Seja g uma dlgebra de Lie. Entdo
1. g é soliivel se sua forma de Cartan-Killing é identicamente nula.
2. g é semi-simples se e somente se a forma de Cartan-Killing de g é ndo degenerada.
Exemplo 1.3.3. Seja g = gl(n), sua forma de Cartan-Killing é
(X,Y) =2ntr(XY) — 2 tr(X)tr(Y).

Assim, (-,-) é degenerada, pois para X = Id e Y qualquer, (X,Y) = 0.
Mas, a restrigio da forma de Cartan-Killing a s = sl(n) é ndo degenerada, pois

(X,Y)s =2n tr(XY)
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e se tr(XY) = 0 para todo X € s entdo Y = 0.

O seguinte teorema cuja demonstracdo estd em [[SM10], Teorema 3.10], mostra que as

algebras semi-simples podem ser obtidas a partir de ideais simples.

Teorema 1.3.4. Seja g uma dlgebra semi-simples, entdo g se decompde como a soma direta de

subespagos vetoriais
g=01D - Dgs
com g;, i=1,...,s, ideais simples. Nessa decomposiciio [g;, gj| =0 se i # j. Além disso

1. O ortogonal g;- de uma componente simples, em relagdo a forma de Cartan-Killing, é a

soma das demais componentes.
2. Os ideais de g sdo somas de algumas dessas componentes.

3. A decomposigdo é vinica (a menos de permutagdo dos indices).

Agora introduzimos o conceito de subdlgebra de Cartan o qual nos permite decompor

uma algebra de Lie como uma soma direta de certos subespagos.
Definicao 1.3.5. Uma subdlgebra de Cartan de g é uma subdlgebra y C g que satisfaz
1. b é nilpotente.
2. O normalizador de bt em g coincide com b, ou seja
ng(h)={X€g:ad(X)hCh}=h
Isto é, se [X,h] C hentio X € b.
Exemplo 1.3.6. Seja g = gl(n) e considere o conjunto
h={X € gl(n): X édiagonal }.

Sejam X, Y € b, éclaro que XY = diag{x11y11, - ., XnnYnn } € YX = diag{y11%11, - - -, YnnXnn }-
Assim temos que [X, Y| = 0. Isto mostra que b é uma subdlgebra nilpotente.
Agora, sejam Z € ge X € b tal que [Z,X] € b. Isto é ZX — XZ é diagonal. Olhando as
componentes de cada um dos produtos temos que (2X);j = zjjxjj e (XZ);j = zjjx;;. Isto implica
que para i # j

0 = zjjxj; — zjjxji

= zjj(xjj — Xii)-
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Como xj; — x;; ndo necessariamente é zero, temos que z;; = 0 sempre que i # j, ou seja, Z é

diagonal. Em consequéncia ng () = b. Portanto by é uma subdlgebra de Cartan de gl(n).
Agora, para cada « € h*, denotamos por g, 0 auto-espaco generalizado de ad, isto §,
gu = {X € g: (ad(H) — a(H))*X =0,VH € b, e algum k > 0}.

Dizemos que « é um peso se g, # {0}. Os pesos ndo nulos sdo chamados de raizes e os
espagos g, serdo chamados de subespacgos de raizes.

Usando estes subespagos pode-se obter uma decomposi¢do de uma algebra de Lie semi-
simples em subespacos invariantes pela acdo de h o qual pode ser visto no seguinte
resultado(Ver Teorema 4.3 e se¢do 6.2, [SM10]).

Teorema 1.3.7. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples e b uma subdlgebra de Cartan. Entdo
g=bD gy O D
com «q,...,0 raizes de b.

Um conjunto de pesos satisfazendo isto serd chamado conjunto de raizes de h e
serd denotado por ®. Mostramos a continuagdo alguns resultados importantes sobre o
conjunto de raizes e a forma de Cartan-Killing (Ver Coroldario 6.4 e Proposicoes 6.5, 6.6,
6.7 de [SM10]).

Proposicdo 1.3.8. Sejam g uma dlgebra de Lie semi-simples, by uma subdlgebra de Cartan e ®

um conjunto de raizes de . Entdo
1. A restrigdo de (-,-) a b é nio degenerada
2. Se « é raiz, entdo —u também é raiz.
3. Para todo X € g, existe Y € g_, tal que (X,Y) #0.

4. Para todo H € b e todo peso «, ad(H), = a(H)Id e as transformagdes lineares ad(H),

H € Y sdo diagonalizdveis.
5. b é abeliana.
6. O gera b*, isto é, H = 0 se B(H) = 0 para todo g € P.

Como (-, -) é uma forma bilinear, podemos definir a forma de Cartan-Killing para bh*.

Definimos uma aplica¢do h — h* por
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H— 1924 () = <H, >

Como a forma de Cartan-Killing restrita h é ndo degenerada, a aplicagdo é um isomor-
fismo. Assim, para cada « € h* a imagem inversa do isomorfismo é denotada por H,,

isto é, H, é definido por
(Hy, H) = o (H) para todo H € b.
Dito isto, podemos definir a forma de Cartan-Killing para h* como segue
(@, B) = (H, Hp) = a (Hp) = p (Hy)

se o, € bh*. Pelo isomorfismo entre h e h* cada raiz define um ntmero finito de
elementos do tipo H,. Pela proposigdo anterior temos que o conjunto de raizes ® gera
h* e assim temos que o conjunto {H, : « raiz} gera b.

O seguinte lema fornece uma primeira descri¢do da decomposicdo de g em espagos de

raizes de b.

Lema 1.3.9. Sejam g uma dlgebra de Lie e «, 3 raizes. Entdo
1. Se X €gyeY € gy, entio [X,Y] = (X,Y)H,.
2. Para todo X € g,, existe Y € g_q tal que [X,Y] = H,.

3. Existe qg, tal que

(B, &) = gpa{e, ),
com qg, racional.
4. Para toda raiz «, (x,x) > 0. Portanto, (x, B) € Q para todas as raizes w, P.
5. dim gy =1 para toda raiz «.

6. Os unicos multiplos inteiros de uma raiz o que sio raizes sdo « e —«.

A partir do lema anterior, podemos considerar em g subdlgebras isomorfas a sl(2).

Proposicdo 1.3.10. Dada uma raiz a, e o subespago h(«) de b gerado por Hy, o subespago

Sa=g.Db(a) Dg_a

17
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é uma subdlgebra de g isomorfa a s((2).

Demonstragdo. Seja Hj, € h(«) definido por
2
H' = —_H,.
S
Pelo item 1 do Lema 1.3.9 temos que existem X, € g, e Y, € g—, tais que
2

(o, )

<X0cr sz> =

Como «a(H)) = 2, se satisfaz o seguinte

[H), X,] = a(Hy) Xy = 2X,
[Hl;’ Ya] = _OC(H&)Y(X = _ZYO(
[qu sz] = <Xou Yoc)Hzx = H,i

Assim, tomando {X, H, Y} como a base canonica de sl(2) (Ver Definigdo 2.1.1) e com o

isomorfismo dado por
X & X, H + H, Y& Y,

se mostra que S, é isomorfa a s[(2). O

1.4 SISTEMAS SIMPLES DE RAIZES

Vamos ver alguns resultados importantes os quais serdo necessarios para encontrar bases
especiais de h e h* as quais chamaremos de sistemas simples de raizes. Demonstra¢des
dos resultados a continua¢do podem se encontrar em [[SM10], Secdo 6.4]. Precisamos

fixar uma ordem para bases de um espago vetorial como segue.

Seja V um espaco vetorial sobre Q e {v1,v,...,v;} uma base ordenada de V. Sejam

v, w € V escritos como

0=a101+---+0a;0;

w = bivy+- -+ boy.

A ordem lexicogréfica em V em relagdo a essa base é definida por v < w, se v = w ou se
a; < b;, com i sendo o primeiro indice em que as coordenadas de v e w sdo diferentes.
Ao munir o espago V com um produto interno sobre Q, entdo a ordem lexicografica

satisfaz o seguinte lema que é usado para construir sistemas simples de raizes.
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Lema 1.4.1. Seja V um espago vetorial e tome a ordem lexicogrdfica em V dada pela base

ordenada {vy, vy, ...,v;}. Se um subconjunto {wq,wy, ..., wy} de V satisfaz
1. w; > O0paratodoi=1,...,m,
2. (wj;,wj) <0 parai#]j.

Entio, {w1, wo, ..., Wy} é linearmente independente.

Demonstragio. Suponha por absurdo que,
Wy =AW +a2wy + - - -+ Ay 1 Wy —1.

Se paratodo1 <i < m—1 o0sa; <0, entdo temos que a;w; < 0 pois, os w; > 0 e
portanto tem-se que w;,; < 0, o que é uma contradicdo. Assim, pelo menos um dos

coeficientes é positivo. Agora, podemos escrever w; como segue
Wy, =wt+w™,

onde w* é a soma dos elementos na combinac¢do de w,, em que os coeficientes sdao
positivos e w~ é a soma dos elementos em que os coeficientes sdo negativos. Pelo

anterior é claro que w* # 0 e também temos que se satisfaz
(Wi, w*) = (W, ) aiw0;) = ) a; (W, wi).
i i
Como os a; > 0 e por hipotese temos que (wy,, w;) < 0, entdo
(W, w*) <0.

Por outro lado, sendo w* = Y bjw; e w™ = ). cjw;j, tem-se

(W, w") = (w"+w™,w")

(w*, w"y + (w™,w")

(w*, w*) +)_ bicj(w;, w;).

Como b; >0,¢cj<0e <wi,wj> < 0, entdo

Zbic]-<wi, ZU]> > 0.
Além disso, como (w*, w*) > 0, podemos concluir que (w,,, w*) > 0.

Isto é uma contradi¢do. Portanto w,, ndo pode ser escrito dessa forma, o que mostra

que {wy,wy, ..., Wy} € um conjunto linearmente independente. O

19
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Para o caso de algebras de Lie, vamos tomar o espaco vetorial V como sendo o dual do

subespaco racional da subdlgebra de Cartan b, o qual é definido como segue
f]Q = {alH,,(1+~~+akH,Xk ca;€Qeun; € (I)},

onde ® é um conjunto de raizes de h. Respeito ao conjunto hg temos a seguinte

proposicao.
Proposicdo 1.4.2.
1. dim hg = dim b.
2. A forma de Cartan-Killing restrita a hg é um produto interno.

Assim, podemos fixar uma ordem lexicogréfica dada por uma base de hg, e definir o

conceito de raiz simples.

Definicao 1.4.3. Seja & € ® uma raiz. Dizemos que « é simples se respeito a ordem fixada,

« > 0 e ndo existem B,y € ® positivas tal que
x=pB+17.
O conjunto das raizes simples serd notado por A.

O lema a seguir tem como objetivo mostrar que A é de fato uma base b, usando o
Lema 1.4.1.

Lema 1.4.4. Sejam b uma subdlgebra de Cartan e ® um conjunto de raizes de . Entdo

1. O conjunto de raizes simples A é nio vazio.

N

. Sea,peNea#pentio (w,B) <O0.

. A é um conjunto linearmente independente.

W

. Seja B € ® com B > 0. Entdo B pode ser escrita de maneira iinica como

BN

p=may+---+mua,

onde o0s n; sdo inteiros positivos.

Em conjunto cada item do lema mostra que A é uma base para bg,. Tendo isto estabele-

cido, podemos definir o que é um sistema simples de raizes.
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Defini¢do 1.4.5. Um conjunto A = {ay,...,a;} tal que A é base de b, e toda raiz B pode ser
escrita como

B=mna;+---+nu
com n; € Z e todos de mesmo sinal, é chamado sistema simples de raizes.
Observagao 1.4.6. Ao fixar um sistema simples de raizes podemos considerar os conjuntos
Pr={anecdP:a>0}e P ={acd:a <0},
de raizes positivas e negativas respetivamente. Assim, pela Definigdo 1.3.7 temos que
g=n"dhdn"
onde

nt = Z gae N = Z Oa-

acedt aed—

Exemplo 1.4.7. Considere a dlgebra de Lie si(n). O conjunto {E;;, E;; —Ejj: 1 <i#j<mn}
é um conjunto gerador de sl(n). O conjunto by de matrizes diagonais com trago zero é uma
subdlgebra de Cartan de s\(n) e tem base {Ej; — Ejyq41 : 1 <i <mn—1}. Agora, seja H € b

definido como
H =diag{ay,...,an}
com ay +---+a, =0. Entdo para i # j temos

ad(H)(E;j) = (a; — a))E
ad(H)(E” — E]]) =0.

ijs

Isto mostra que as raizes de b silo funcionais lineares a;j = A; — Aj, onde A; é dado por
Ait Hw— a,

e 0s espagos de raizes correspondentes sdo os subespagos de dimensdo um, gerados por E;; com
i # j. Considere o conjunto de raizes A = {a1p, ..., &;j41,...,Xy—1,}. Vamos provar que A é

um sistema simples de raizes. De fato, seja o;j uma raiz de ) com i < j. Entdo
0(1']' = /\i — )\]
=Ai = A+ A — A+ -+ A — A

= Qi1 TR
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portanto, a;; se escreve como combinagio linear dos elementos de A com coeficientes iguais a um.
Como ajj = —ujj, entao qualquer raiz é escrita como combinagdo de elementos de A. Além disso,
o niimero de elementos em A coincide com a dimensdo de V. Isto garante que A é um sistema
simples de raizes.

Assim, podemos definir o conjunto de raizes positivas como sendo o conjunto
(I)+={06ij2i<j}

e portanto, n* é a subdlgebra das matrizes triangulares estritamente superiores e n~ serd a

subdlgebra das matrizes triangulares estritamente inferiores.



MODULOS DE DIMENSAO FINITA
PARA ALGEBRAS SEMI-SIMPLES

Para estudarmos as dlgebras semi-simples vamos primeiramente analisar os médulos
irredutiveis da algebra de Lie s[(2). A importancia desse estudo deve-se ao fato que
a toda raiz da representagdo adjunta de uma subdlgebra de Cartan estd associada
uma subélgebra de dimensdo trés isomorfa a s[(2). Os primeiros resultados e teoria

apresentada neste capitulo podem-se ver com mais detalhe em [[Maz10], Capitulo 1].

2.1 A ALGEBRA s[(2)

Comegamos com a defini¢do da algebra sl(2) e logo dar uma anélise completa dos seus

modulos de dimenséio finita.

Defini¢do 2.1.1. A dlgebra de Lie s1(2) é o espago vetorial de todas as matrizes complexas 2 x 2

com trago zero, isto é

b
sl(2) = ¢ :a,b,c,d e C,a+d=0,,
c d

onde a operagdo bilinear é dada por
|[A,B] = AB— BA
com AB denotando a multiplicagdo usual das matrizes A e B.

Uma base para sl (2) é o conjunto {X,Y, H}, onde
01 00 1 0
X = , Y = , H=
00 10 0 -1

[X,Y] = H, [H,X]=2X, [H,Y] = -2Y.

o qual satisfaz

23
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Os elementos de base de sl(2) satisfazem o seguinte lema.
Lema 2.1.2. Para qualquer Z € sl (2) temos que

1 XY, 2]~ [Y, X, Z]] = [H, Z]

2. [H,[X,Z]] - [X,[H, Z]] = [2X, Z]

5. [H,[Y,2]] - [Y,[H, 2] = [-2Y, 2]
Demonstracdo.

1. Para Z € sl(2) temos que

(X, Y, Z]] = [V, [X, Z]] = [X, [Y, Z]] + [Y, = [X, Z]]
=[X, [V, Z]]+[Y, [Z,X]] = = [Z,[X, Y]] (por Jacobi)
=[[X,Y],Z] = [H, Z]

2. e 3. se mostram de forma semelhante.

Agora, definimos o objeto central deste capitulo: os s[(2)-mddulos.

Defini¢ao 2.1.3. Um sl (2)-mddulo é um espaco vetorial V junto com trés operadores lineares

E=Ey,F=FyeZ=2ZyemV os quais satisfazem

EF-FE=Z, ZE—EZ=2E, ZF —FZ = -2F
de onde obtemos

EF=Z+FE, ZE=E(Z+2), ZF=F(Z-2)

Definicdo 2.1.4. Seja g = sl(2) e V um g-médulo. W C V é chamado de subméddulo de V

sempre que seja invariante com respeito a agio de Ey, Fy, Zy, isto é
EyWcCcWwW, FWCW, ZyWCW.

V sempre tem dois submoédulos triviais, ele mesmo e {0}. Qualquer outro submédulo
diferente desses dois é chamado de submoédulo préprio. Um médulo que tem sé os

submodulos triviais é chamado de irredutivel.
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2.2 CLASSIFICACAO DE MODULOS IRREDUTIVEIS DE

DIMENSAO FINITA PARA sl[(2)

Nesta secdo vamos considerar g = sl(2). Esta secdo contém uma classificacdo dos
g-moédulos irredutiveis de dimenséo finita.

Seja V #0, um g-moédulo. Para A € C definimos os conjuntos
V) = {ve V:(H-MArv=0, paraalgumkelN} e
V(A)={v e V:Hv=Av}

chamados de auto-espagos generalizados associados a A. Esses subespacos satisfazem o

seguinte lema.

Lema 2.2.1. Seja A € C
1. XV)y C Vi eXV(A) CV(A+2)
2. YV CVypeYV(A)CV(A-2)

3. HVy C Vy e HV (A) C V(M)

Demonstragdo.
1. Sejav € V) ek € N tal que (H — A)F 0 = 0. Assim temos que
(H—(A+2))" (X (v)) = (H - (A+2))f X0
=(H-(A+2))"""(H— (A+2)) X0

=(H-A+2) ' X (H+2-(A+2)v

:X(H+2—(/\+.2))kv:X(H—A)kv:O

logo temos a primeira parte. Agora, seja v € V(A), assim temos

HX (v)=HXv=X(H+2)v
= XHv+2Xv=AXv+2Xv
= (A+2)Xv

assim temos a segunda parte.
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2. E semelhante a parte 1
3. E 6bvia pela definicio.
O

Agora, considere o conjunto W = @ V(A) C V, do Lema 2.2.1 se tem o seguinte

AeC
corolério.

Corolario 2.2.2. W é um submédulo de V, em particular temos que W =V se V é um médulo

irredutivel.

Usando o coroldrio anterior, se V é médulo irredutivel, temos que

V=PV (1)

AeC
Como V é de dimensdo finita, a descomposicdo anterior deve ser finita, no sentido de

que s6 um numero finito de V(A) sdo ndo nulos. Assim, podemos fixar algum y € C tal
que V(i) # {0} e V(i +2k) = {0} para todo k € Z~,.

Seja v € V(u), v # 0. Como V(i —2k) = {0} para algum k € IN, do Lema 2.2.1(2),
temos que existe um n € IN minimo, tal que Y"v = 0. Agora para cadai € {1,...n—1}

definimos
Yivo=v; e vp=v
Pela igualdade dada em (1), temos que os v; sdo linearmente independentes e satisfazem

o seguinte resultado.
Lema 2.2.3. As agdes de X, H sobre os v; sdo dadas por:
1. Ho; = (u —2i) v;.
2. Xvg=0,Xv;=i(p—i+1)vjjepy=n—1
Demonstracdo.
1. Pelo Lema 2.2.1 temos que
HY'v = HY (Yi—l) v=Y(H-2) (YH) v

- YH (Yi—l) v —2Yio = Y2H (Yf—z) ) (21/1'0)

= Y'Ho — i (2%) = Yinuo — 2iY'
= uY'v — 2iY'v = (u — 2i) v;
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isto é
Hv; = (u —2i)v;, Vi

2. o Temos que Xv € V(u+2)e V(u+2)= {0}, portanto Xv =0

e Vamos provar que Xv; = i (u —i+1)v;_1 por indugado sobre i. Parai =1,

temos que
Xv1=XYv=(YX+H)v=YXv+Hv=Y 0+ uv = puv

portanto se satisfaz a igualdade. Vamos supor que se satisfaz parai —1e

vamos provar para i
Xv;=XYv; 1= (YX+H)v;_1=YXv; 1+Hv; 4
=({i—=1)(n—i+2)Yoi o+ (u—2(—1))vi
=(—1)(p—i+2)viq1+(p—20+2)vi
:Gy—#+2ﬁﬁbﬂ—2+y—2ﬂﬂ>w4
:Oy—#+gvglzﬂy—i+nvgy
e Vamos provar que y = n — 1. Sabemos que
0=Xv, =n(p—n+1)v,_1.

Como v,_1 # 0, entdo temos que n(y —n+1) = 0. Daqui temos que p —n+1 =

0,ouseja, p=n-—1.
Logo, o requerido é satisfeito.

]

Corolério 2.2.4. Seja N = span{v;:i=0,1,...n—1}. Entdo, N é submddulo de V. Em

particular N =V pois V é um médulo irredutivel.

Definicao 2.2.5. Um vetor v € V() satisfazendo as mesmas propriedades de vy é chamado de

vetor maximal.
Observacgao 2.2.6. As agoes de X, Y, H sobre os v; definem uma estrutura de g-médulo, jd que
(XY —YX)v; = XYv; — YXv; = Xvj — Y (i(n—1)) v
=({+1)(n—(i+1))v;—i(n—1)v;
= (in—P—i+n—i—1—in+i?) v,

= (n—1-2i)v; = Hy;
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Portanto, XY —YX = H. O fato de HX — XH =2X e HY — YH = —2Y se mostra de forma

semelhante. Vamos denotar o anterior g-médulo por V),
Teorema 2.2.7. (Classificagido de modulos irredutiveis de dimensdo finita)
1. Para cada n € Z~g 0 médulo V" é um g-médulo irredutivel de dimensdo n.
2. Para qualquer n,m € Z~ temos que V") ~ V") s e somente se n = m.
3. Seja V um g-médulo irredutivel de dimensdo finita n, entdo V ~ V).
Demonstracgdo.

1. Seja M C v M # {0} um submoédulo e seja v € M, v # 0. Alem disso, temos

que X"v =0 e em particular X"M = 0, portanto
MnN (Ker X) #@

Agora, pelo Lema 2.2.3 temos que Ker X = vg. Logo, aplicando Y em vy obtemos

os outros v; com i € {1,...,n —1}. Portanto
M=vyn

Em consequéncia V() ¢ um g-médulo irredutivel de dimensao 7.

2. (=) Como V(" ~ V(M temos que dimV(") = dimV(") o que implica que 1 = m.
(«=) Obvio.

3. E claro por 1.

2.3 GRUPOS DE WEYL E PESOS INTEGRAIS

Os resultados apresentados nesta se¢do podem ser encontrados em [[Hu72], Capitulos
9,10 e 13] e em [[Hu08], Capitulo 0].
Comecamos definindo o conceito de reflexdes que sdo os objetos com os quais vai ser

definido um grupo de Weyl.
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Definicdo 2.3.1. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre R com produto interno.
Dado um elemento ndo nulo x € 'V, uma reflexdo r : V. — V é uma transformagdo linear

invertivel que satisfaz

1. () = —a.

2. O conjunto F, = {B € V :r(B) = B} dos pontos fixos de r é um hiperplano de V.
E claro que r restrito a F, é a identidade e como r (&) = —«, entdo temos que r* = Id.

Definicao 2.3.2. Uma reflexdo em V com respeito a um elemento ndo nulo « € V é definida
pela férmula

2(B, &)

(o, )

re (B) =B —

onde, (-,-) é o produto interno em V.

No caso de algebras de Lie, V = b e o produto interno corresponde a forma de

Cartan-Killing de by,.

Definicdo 2.3.3. Fixando um sistema de raizes ®, definimos o grupo de Weyl de ® como o
grupo gerado pelas reflexdes r, com x € ®. Denotaremos o grupo por W. Se w € A, com A
sendo um sistema simples de raizes, dizemos que r, é uma reflexio simples.

Escrevemos {(w) = m, se w = rry - - - 'y, Onde as r; sdo reflexdes simples e m é tio pequeno

como possivel.

Agora, vamos definir uma ordem parcial para W. Seja S o conjunto das reflexdes
simples s, (com & € A), entdo o conjunto T de todas as reflexdes em W é definido por
T:= ) wSw™"

weW
Para w,w’' € Wet € T, escrevemos &' —— w se w = tw' e (w') < ¢(w). Neste caso,

t
escrevemos w' — w se w' — w para algum t € T.

Estendemos essa relacdo a uma ordem parcial de W definindo w’ < w, isto significa que

w=wy — W — - ——> Wy =W

para alguns wy,...,w,—1 € W.
Agora, vamos definir o conceito de peso integral dominante. Mas para isto precisamos

dos seguintes conceitos.
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Definicao 2.3.4. Seja ® um conjunto de raizes. Definimos a co-raiz de uma raiz x € ® como
sendo
V. 2 .
(o, )

O conjunto das co-raizes {a" : & € ®} é chamado de dual de .

o

Com a notagdo usada na Secdo 1.3, temos que

vy . 2(B,a)
<;B/‘X >'_ <IX,DC>

= B(ha),

/
paratodo p € ®ehy = 2hy com K}, € b.

(, )

Definicdo 2.3.5. Seja A um sistema simples de raizes. Entdo o conjunto

A:={Aeb*: (A aY) €Z, Va €A},
é denominado reticulado” de pesos integrais associado a .

Para um sistema simples de raizes A fixo, existe uma ordem parcial em A definida
por u < A se e somente se A — u € I', onde I' C A é o conjunto de combinagdes lineares
com coeficientes em Z>( de raizes simples.

Se A= {ay,...,as}, entdo o conjunto AY = {ay,...,a)/} é uma base para h*. Assim, o
Pra— Pr— . . —_— \/ _
grupo A tem posto £, e uma base {wy, ..., W} cujos elementos satisfazem (w;, ;) = J;;.

]
Essa base existe pois é a base dual de {ay, ..., )} respeito a forma de Cartan-Killing

(,)emb”.

Defini¢do 2.3.6. Os elementos de um conjunto {ws, ..., wy} satisfazendo (w;, oc].v> = 0jj, sfio
chamados de pesos fundamentais. O conjunto de combinagdes lineares de pesos fundamentais

com coeficientes em Z >, denotado por A*, ou seja, o conjunto
At = {AEb A=Yt mi;, m; € Z>g},

é chamado, conjunto de pesos integrais dominantes. Daqui, podemos dizer que se A é

dominante, entio (A, o) > 0 e dizemos que A é fortemente dominante se (A, ") > 0.

Um reticulado é uma estrutura L = (L, R) tal que L é parcialmente ordenado por R e para cada dois

elementos a,b de L existe supremo e infimo de {a, b}.
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Lema 2.3.7. Seja A € A*. Entdo
1. O niimero de pesos dominantes y < A é finita.
2. Para qualquer w € W, wA < A.
Exemplo 2.3.8. Considere a dlgebra de Lie gl(n) e sua subdlgebra de Cartan b dada em 1.3.6.
Os pesos fundamentais para gl(n) sdo dados por
W=y
onde y; € b* é dado por
u;i: H=diag{by,..., by} — b,
Assim, os pesos integrais dominantes de gl(n) sdo dados por
A= (G 25 Wl %Y 2o 2 e o 27 27
ondeosw; € Z>pewy >y > -+ > ay.
Tomando a base {E;; | 1 <i < n} de b e avaliando A em cada E;; temos que
MEii) = a1 p1(Ei) + appio(Ei) + - - - + anpin(Eij)
= a;ti(Eij)
= ;.
Assim, denotando A(E;;) por A;, podemos identificar A como uma n-upla (A1, ..., Ay) tal que

Ai— Ay € ZZO.

2.4 ALGEBRA ENVELOPANTE UNIVERSAL

Nesta secdo vamos associar a uma algebra de Lie g uma algebra associativa U com
unidade. Esta dlgebra associativa serd usada no seguinte capitulo para construcdo de
certos modulos. Para a construcdo desta algebra precisamos da algebra tensorial de g a

qual definiremos a continuagao.
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Definicdo 2.4.1. A dlgebra tensorial de uma dlgebra de Lie g denotada por T (g) é uma dlgebra

associativa definida como

oo k
T@=) Rag
k=0

onde seus elementos sdo combinagdes lineares finitas de mondmios da forma

X1 ® - @ Xk

Proposicao 2.4.2. Seja A uma dlgebra associativa com unidade e f : g — A uma aplicagido

linear. Entdo existe um iinico homomorfismo de dlgebras f : T(g) — A tal que f = f o i, onde
1
i:g— T(g)éainclusio de g = ) g em T(g).

Com isto dito, podemos definir uma das ferramentas fundamentais para o estudo e

construgdo de médulos : A Algebra Envelopante Universal

Definigdo 2.4.3. Uma Algebra Envelopante Universal de uma dlgebra de Lie g é um par (U, 6),
onde U é uma dlgebra associativa com unidade, 6 : g — U é uma aplicacio linear e para todo

X,Y € g se satisfaz
1. 0([X,Y]) = 0(X)O(Y) — O(Y)O(X).

2. Para qualquer dlgebra associativa A com unidade e para qualquer aplicagdo linear

j: g — A satisfazendo

(X, Y]) = j(X)(Y) = j(j(X),
existe um 1inico homomorfismo de dlgebras ¢ : U — A tal que ¢p o 6 = .

Em outras palavras, U é uma Algebra Envelopante Universal se para as aplicaces definidas, o

seguinte diagrama comuta.
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Proposicdo 2.4.4. Para qualquer dlgebra de Lie g, existe uma vinica dlgebra envelopante univer-

sal (U, 0) a menos de isomorfismos.

Demonstragido. Unicidade: Suponha que g tem duas dlgebras envelopantes universais
(U, 0) e (U, 0). Por definigdo temos que para cada algebra associativa A existe um tinico
na : U — A, em particular, tomando A = U’, obtemos um tnico homomorfismo de
algebras 1 : U — U’. Fazendo o mesmo para U’ e tomando A = U temos que existe um
tnico homomorfismo de algebras ¢ : U’ — U. Compondo esses dois homomorfismos
obtém-se que 7 o ¢ = 1y e ¢ o7 = 1y, isto mostra que esses homomorfismos definem
isomorfismos entre U’ e U. Isto garante a unicidade da 4lgebra envelopante universal.
Existéncia: Considere a 4lgebra tensorial 7 (g) de g dada na Defini¢do 2.4.1 e considere
o quociente 7 (g)/Z, onde Z é o ideal bilateral gerado por elementos da forma

XY —-Y®X—-I[X,Y], com X,Y € g. Vamos mostrar que U = T (g)/Z é a élgebra

envelopante universal. Seja 77 : 7(g) — U o homomorfismo candnico. Claramente
0

Z C T (g), assim, 7t leva ® g = C isomorficamente em 7 (g)/Z e portanto U contem
pelo menos escalares. Agora, seja 0 : g — U a restricdo de 7t a g C 7 (g). Claramente
6 satisfaz 6([X, Y]) = 8(X)0(Y) — 6(Y)0(X), assim temos provado que se satisfaz (1) da
Defini¢do 2.4.3. Seja A qualquer algebra associativa com unidade e j : g — A uma
aplicagdo linear que satisfaz j([X,Y]) = j(X)j(Y) — j(Y)j(X) para todo X,Y € g. A
Proposicdo 2.4.2 garante a existéncia de um homomorfismo de élgebras ¢ : T(g) — A
tal que P oi =j, onde i é como na proposicdo. Se segue disto e da defini¢do de j que
X®Y-Y®X—[X,Y] € Ker(y), pois

PXRY =YX —[X,Y]) = j(X)j(Y) — j(V)j(X) - (X, Y]) = 0.

Assim 7 C Ker() e o homomorfismo ainda existe para U, em outras palavras, ¢ induz
um homomorfismo ¢ : U — A tal que ¢ 06 = j. A unicidade deste homomorfismo vem
da unicidade de ¥, provando assim a parte (2) de defini¢do. Portanto, U = T (g)/Z é

uma 4algebra envelopante universal. O

Desde agora denotaremos a dlgebra envelopante universal por U(g). Esta dlgebra é
importante pois, as categorias de médulos sobre g e médulos sobre U(g) sdo equivalentes.
Assim, podemos passar de estudar moédulos em uma algebra ndo associativa a estuda-los

em uma associativa preservando suas propriedades.

Exemplo 2.4.5. Seja g uma dlgebra de Lie abeliana, ou seja, [X,Y] = 0 para todo X,Y € g.
Assim, o ideal bilateral J gerado por X ® Y — Y ® X coincide com o ideal I mostrado na
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proposigdo anterior. Logo T (g)/J € uma dlgebra envelopante universal. Em geral, para qualquer

9, T(9)/J é chamada dlgebra simétrica de g.

O teorema a continuagdo é um resultado central sobre dlgebras envelopantes univer-
sais, pois fornece bases para U(g) ordenando monomios de acordo com a ordem de
alguma de base de g (Ver Teorema 10.1 em [SM10]).

Teorema 2.4.6. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Seja g uma dlgebra de Lie e {X;};cj uma base de g

ordenada, entdo os mondmios do tipo
Xp®@---@X;,  com ip < - <
formam uma base de U(g). Em particular, se dim(g) < oo e
B={X1,..., Xn}
uma base ordenada de g, entdo os mondmios
X" ®--@ X"
com m; > 0, formam uma base de U(g).

Demonstragiio. Vamos provar primeiro que o conjunto dos mondémios ordenados é um
conjunto gerador. Seja m = X;; ® - -- ® X; um mondmio ndo necessariamente ordenado
e d(m) o namero de pares ij,ij com j < [ tais que i; > i, ou seja, d(m) é o numero
de pares fora de ordem no mondmio. Vamos fazer indugdo sobre k(a ordem de m)
e d(m). Se d(m) = 0 ndo temos nada a provar pois neste caso m estd bem ordenado.
Caso contrario, comegando com um par i; > i; com j < I e tomando sucessivamente 0s
elementos a partir de X;, podemos chegar em algum indice r tal que iy > 7,,1. Assim,

podemos reescrever m como segue:

Xi1®"'®X1’r®xir+1®"'®xik :Xz‘1®"'®Xir+1®Xir®"'®Xz’k

(2)
+ Xy @ ® (X, Xy ] @0 @ X,

Nessa igualdade, o primeiro termo do segundo membro é um mondmio m’ da mesma
ordem que m mas com d(m’) < d(m) e o segundo termo é um mondmio de ordem
menor do que m. Aplica-se sucessivamente o processo aos novos mondmios até obter
monomios ordenados, ou seja, m serd o resultado de uma soma de mondmios ordenados
como requerido.

Agora precisamos provar que o conjunto dos mondémios ordenados é linearmente
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independente. Seja 7y o subespaco de 7 (g) gerado pelos mondmios ordenados de
acordo com a base de g. Temos que provar que 7o NZ = {0}, pois caso contrario
existiria um monomio que é combinacao linear de outros mondmios. Para provar que

aquela intersecgdo é nula, construimos uma transformacao linear
o:T(g) = T(9)
tal que

1. 0 se anula em Z,

2. restrita a 7y, o é a identidade.

Fazendo novamente inducao sobre a ordem k de m e sobre d(m), definimos o(m) = m
sempre que a ordem k seja zero ou um, ou se d(m) = 0, pois nestes casos m estd ordenado.

Caso contrario, usamos a igualdade dada em (2) para definir o(m) como segue:

U(Xi1®"'®Xir®xir+1®"'®xik) =U(Xi1®~~~®X' ®Xir®"'®xik)

Irs1

(3)
+0(Xy @ @ X, X, | @ @ X)),

Esta definicdo de o(m) depende, até agora, da escolha do indice r. Assim, falta provar

que
a) o se anula em 7.

b) A expressdo para c(m) dada em (3) independe do indice r.

Sabemos que Z é gerado por elementos da forma
zZ = P®(Xi®Xj—Xj®Xi— [Xi,Xj])(X)q

onde X;, X; sdo elementos da base de g com i # j e p, g sdo mondmios em 7 (g). Se i > j

entao temos que

02)=c(pRXi®X;j@q) —o(p@X;0X;®q) —o(p® [X;, X;] ®q)
=o(pRX;@Xi@q)+o(p® [X;, Xj]@q) —o(p@X; @ X;@q) —o(p @ [X;, Xj] ®@9q)
=0.

Se j > i, podemos provar de forma semelhante que c(z) = 0. Isto prova a).

Agora, seja s um outro indice em m tal que is > ig,1. Vamos mostrar que o(m) ndo se

altera ao usar s ao invés de r em sua definicdo. Se k < 1 ou d(m) = 0, ndo temos nada

que mostrar. Caso contrario, temos dois casos.

Caso I {s,s+1} nao intersecta {r,r + 1}. Assim, uma forma de escrever m é
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Xi1®"'®X' ®Xz}®"'®x' ®Xis®Xik

Ir41 Is+1
Entdo usando a comutagdo em i, e logo em is obtemos que
om)=0(X;; ®---0X; ,QX;, ® - X, ®X; ®Xj)
+0(X;, @@ [X;, X, |9 90X, 90X, @ - ®X;)
®X;, @ @ [Xi, Xi,,] @ ®X;,)
@ @ [X, Xi | @ ®X;)

Is41

ist1
+0’(Xi1 &R - ®X1’r+1
+ 0'()(1'1 XX [Xir/ Xir+1
Obtemos a mesma expressao se usamos primeiro a comutagdo em is e logo em 7,. Assim,
podemos usar indugdo sobre k e d(m) para mostrar o requerido em este caso.

Caso II {s,s + 1} intersecta {r,7 + 1}. Assumindo que s = 7 + 1, escrevemos m como

Xi1®"’®Xz‘,®X' ®Xir+2®"'®xik

Irs1

com iy > iry > irpn. Comegando com a comutagdo entre X; | e X; e usando indugéo,
o(m) é dada por
om)=0X; ®---@X; ,0X; ,0X;, ® - ®X)
+0(Xy, ® 0 X, ® [Xi,,, Xi,] @ @ X))
+0(X;, @@ [Xi, X, © X, ® - Q@ X;,)
+0(Xy @0 X, ® (X, X, ]®--?X;)
Por outro lado, comegando com a comutagédo entre X; e X; . e usando indugéo, o(m) é
dada por
om)=0c(X; ®---0X; ,0X; ,9X;, ®---®Xj)
+0(X;, @@ X, X, © X, ®--@X;,)
+0(X;, @ X, ® [Xi, Xi,,] ® - @ X;,)
+o(Xy @@ [Xi, Xi ] © X, ® - ®X;)
Usando a hipétese de inducdo nos termos com colchete obtemos que
om)=0c(X; ®---0X; ,0X; ,®X;, ®---®Xj)
+0(Xy @ 0X;, @ [Xi,, X, ® - ®X;)
+0(Xy, @@ [Xi, X, X, ®- - ®X;)
+0(X;, @ X, ® [Xi, Xi, ] ®- - @ X;,)
+0(Xy @@ [X;, [ Xy, Xin]] @ © X))
oKy @@ [Xiy [Xi, X )] @ 0 XG)
+0(X;, @@ X, [Xi, X, )] ©@ - ®X;)
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Os ultimos trés termos da expressdo se anulam pela identidade de Jacobi de g, mos-
trando assim a parte b). Logo, o conjunto de mondmios ordenados é linearmente

independente e portanto formam uma base para U(g), finalizando a demonstracdo. [

Observagao 2.4.7. Tendo em conta a notagio da Observagido 1.4.6 e o Teorema PBW temos

uma decomposigio de U(g) em subdlgebras como segue

U(g) = U(m™) @ U(h) @ U(n™).

2.5 MODULOS DE PESO MAXIMO E TEOREMA DE
CARACTERIZACAO DE MODULOS DE DIMENSAO

FINITA PARA ALGEBRAS DE LIE SEMI-SIMPLES

Estamos interessados no estudo de médulos de g (ou U(g)), ndo necessariamente de

dimens&o finita. Nosso objeto de estudo serd o conjunto de todos os U(g)-médulos.

Pela segdo 2.3, temos uma ideia de peso para o caso de dimensao finita, vamos ampliar

a ideia de peso no caso de dimensao infinita.
Defini¢do 2.5.1. Seja M um U(g)-mddulo. Para cada A € b*, o conjunto
My:={veM:h-v=AMh)vVh € b},

é denominado espago de peso em relagio a ). Se M # 0, entdo dizemos que A é um peso de M.

A multiplicidade de A em M é definida como dim M, (possivelmente infinito).
Definicao 2.5.2. Definimos o conjunto dos pesos em M, como sendo o conjunto
P(M) :={A € h*: M) #0}

Podemos verificar que os vetores de peso associados a pesos distintos sdo linearmente

independentes. Portanto a soma Z M, é uma soma direta e ndo necessariamente é
Aeh*
M. Porém, focaremos no caso em que M é essa soma. Dessa forma, chamamos M um

médulo de peso.
Vamos caracterizar os médulos de dimensao finita, através dos moédulos de Verma.
Para definir esses médulos precisamos de alguns conceitos e resultados que mostrare-

mos a continuacao.
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Definicdo 2.5.3. Sejam M um U(g)-mddulo e v* € M um vetor ndo nulo.
1. Dizemos que v* é um vetor maximal de peso A € h* se, v© € My en" -v* =0.

2. M é chamado de médulo de peso mdximo, de peso A, se v* é um vetor maximal de peso
A, tal que M = U(g) - v*. Pelo teorema PBW, tal médulo satisfaz M = U(n") - v*.

Teorema 2.5.4. (Ver Teorema da segio 1.2 de [Hu08]) Seja M um mddulo de peso mdximo, de
peso A € h* gerado por um vetor maximal v*. Fixamos a1, ..., &, raizes positivas ordenadas e

escolhemos correspondentes vetores y; € g_,,. Entio

1. M é gerado pelos vetores yil e yf;;’ -0, com ij € Z>, tendo respetivos pesos A — Y ija;.

Portanto, M é um h-médulo semi-simples.
2. Para cada peso y de M, temos que dim M, < oo e dim M, = 1.
3. Cada quociente de M ndo nulo é de novo um médulo de peso mdximo de peso A.

4. Cada submédulo de M é um médulo de peso. Um submédulo gerado por um vetor maximal
de peso u < A é proprio. Em particular, se M é irredutivel os vetores maximais sdo todos

muiltiplos de v™.

5. M tem um iinico submédulo maximal e um 1inico quociente irredutivel.

Vamos definir os médulos de Verma. Para isso precisamos de uma subdlgebra de
Borel que é b = n™ @ h e da seguinte definigao.
Defini¢do 2.5.5. Sejam A € h*, h € h e x € n*, definimos o b-mddulo C, como segue:

Cr={veM:(h+x)-v=Ah)v},
o qual tem dimensdo um, e é gerado por v™.
Definicdo 2.5.6. Definimos o médulo de Verma de peso mdximo A como o conjunto
M(A) ==U(g) ®u) Ca,

o qual tem uma estrutura de U(g)-mddulo. Pelo Teorema PBW, temos que M(A) = U(n™) ® C,.
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Proposicdo 2.5.7. Seja M(A) um médulo de Verma. Entio

1. (Propriedade Universal)
Para qualquer médulo de peso mdximo M de peso A, existe um homomorfismo sobrejetor
¢ M(A) — M.

2. O médulo de Verma M(A) tem um iinico submoédulo maximal N(A), isto é, o quociente

M(A)/N(A) é irredutivel. Denotaremos esse quociente por L(A).

Lema 2.5.8. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples. Se L é um g-médulo irredutivel, entdo
L ~ L(A) para algum A € bh*.

Lema 2.5.9. Suponha S; = span{x;,y;, h;} a dlgebra isomorfa a s\(2) como na definigio 1.3.10.
Entdo para todok > 0e1 <1i,j < ¢ temos que

k+1

a) [xj,yf] = 0 para todo i # j.

b) [hj, y¥1] = —(k+ Daj(hy)ys+!

o) [xi,yf™] = —(k+ Dyftk-1 - hy).

Lema 2.5.10. Sejam v* um vetor maximal de peso A em L(A) e m; = A(h;). Entdo y;.niﬂ -0t =0.

O seguinte teorema caracteriza os médulos de dimensdo finita em termos de seu
peso maximo A e é um dos resultados mais importantes da teoria de representac¢ées de
algebras semi-simples (Ver se¢des 21.1, 21.2 de [Hu72] e se¢do 1.6 de [Hu08]).

Teorema 2.5.11. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples. Entio o médulo irredutivel L (A) é de

dimensdo finita se e somente se A € A*, ou seja, A é um peso integral dominante.

Demonstragdo. (=) Suponha que dim L(A) < oo. Seja A = {aq,...,ay} um sistema
simples de raizes e v* o vetor maximal de peso A de L(A). Para cada a; € A, seja S; C g
a subdlbegra isomorfa a s[(2) como na Defini¢do 1.3.10, ou seja, S; = span{x;, y;, h;}.
Assim, para cada 1 <i < ¢ temos que v* é autovetor de k; e x; - v = 0. Isto implica que
v* é vetor maximal de S;, por tanto podemos ver L(A) como um sl(2)-médulo. Assim,
pelo Coroldrio 2.2.4 temos que A(h;) € Z>o.

Como A € h* e sendo {w1,...,wy} a base de h* de pesos fundamentais, temos que

A=aywy+ - -+ a,wy.
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Logo, para cada 1 <i < ¢ obtém-se que

A(hi) = aywyi(h;) + - - - + aywy(h;)
= a1<w_1,ocly> 4+ +an<w_g,1x;/>
=daj.
Isto implica que, para cada 1 <i </, a; € Z>. Portanto A € A™.

(<) Agora suponha que A € A*. Vamos provar que L(A) tem dimensao finita por

passos.

1. Vamos provar que L(A) contem um S;-submédulo de dimenséao finita.
Sejam v* o vetor maximal de peso A de L(A) e S; = span{x;,y;, h;}. Considere o
conjunto W = span{v*,y; - v*,...,y;" - v*}. Pelo Lema 2.5.10, y; - W C W. Alem

disso, temos que

hi- F -0 = [hi | o gk (o)
= —ka;(h)y¥ - ot + mpyk - o*
= (m; — 2k)y¥ - o*.

Isto implica que h; - W C W. Também temos que

xi- (0% = [y oty (oY)
= —kyf N (k—1)-1—h)-v"+0
= —k(k — )y o +kmyf 1ot
= k(m; —k+ 1)yt o

Isto implica que x; - W C W. Portanto S;- W C W, ou seja W é invariante pela

acdo de S;, entdo W é um S;-submoédulo de L(A) de dimensédo m; + 1.

2. Agora vamos provar que L(A) é a soma de todos seus S;-submoédulos de dimensao
finita. Denotamos essa soma por M. Pelo passo anterior temos que M # {0}.
Por outro lado, seja N um S;-submoédulo qualquer de L(A) e considere o conjunto

N’ =span{x- N : x € g}. Assim, temos que
Xi-(x-N)=[x;,x] N+x-(x;- N) Cx-N,
yi-(x-N)=ly;,x] N+x-(y;- N) Cx-N,
hi-(x-N)=1[hj,x] - N+x-(h- N) Cx-N.
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Portanto, N’ é S;-invariante, como N é arbitrario, temos que M é um S;-submoédulo
1 1

de L(A). Como L(A) é irredutivel entdo se segue que M = L(A).

3. Pelo passo anterior temos que cada v € L(A) estd em um S;-submoédulo de di-
mensao finita, isto implica que x;, y; atuam em L(A) como operadores nilpotentes.
Assim, para ¢ : U(g) — End L(A) temos que ¢(x;) e ¢(y;) sdo operadores nil-
potentes em L(A). Considerando o automorfismo 7; = e?()e?(~¥)e?¥) se pode
mostrar que, se y € um peso qualquer de L(A), entdo T;(L(A),) = L(A)y,, com 7;

uma reflexdo simples.

4. Como T; € um isomorfismo, entdo dim L(A), = dim L(A),,, e como o grupo de
Weyl W é gerado pelas reflexdes simples r;, entdo temos que para todo w € W,
dim L(A), = dim L(A)wy.

5. Como A é um peso integral dominante, temos por Lema 2.3.7 que todos os pesos
de L(A) sdo W-conjugados de pesos integrais dominantes y < A e além disso

existe uma quantidade finita deles.

6. Por Teorema 2.5.4, temos que dim L(A), < oo, e como 0s y < A sdo finitos, pode-se

concluir que dim L(A) < oo.
O

Observacao 2.5.12. Seja L(A) um mdédulo irredutivel de dimensdo finita em gl(n). Logo, A é

um peso integral dominante e pelo Exemplo 2.3.8 temos que A = (Aq, ..., Ay) onde,

Ai — Aiy1 € Zxy.

2.6 TEOREMA DE GELFAND-TSETLIN

Nesta secdo descreveremos bases explicitas para médulos irredutiveis de gl(n) as quais
sdo compostas por certos elementos que chamaremos de tabelas standard e que a sua
vez estdo em uma correspondéncia bijetora com uns outros elementos que chamaremos

tabelas de Young semi-standard. Comegamos definido o que é uma tabela standard.

n(n+1)

Definigdo 2.6.1. Para um vetor X = (A;j) em C 2 denotamos por T(X) a seguinte arranjo
com entradas {)\lj 1<j<i<n}

41



42

MODULOS DE DIMENSAO FINITA PARA ALGEBRAS SEMI-SIMPLES

e o chamamos de tabela de Gelfand-Tsetlin de altura n. Uma tabela de Gelfand-Tsetlin de altura
n é chamada de standard se
Mi — Ak—1,i € Z>0
Me—1,i = M1 € Z>0

4)

parai=1,...,k—1lek=2,...,n

O seguinte teorema que pode ser visto em [Mol06] e em uma outra versdo em [GT50],

descreve como sdo as bases para o médulo irredutivel L(A).

Teorema 2.6.2. Seja L(A) um médulo irredutivel de dimensdo finita em gl(n) de peso mdximo
A =(Ay,..., Ay), entdo existe uma base de L(A) parametrizada por tabelas standard com linha
superior fixa Ayj. Além disso, a agdo dos geradores de gl(n) em L(A) é dada pelas formulas de
Gelfand-Tsetlin

k+1
. H(lkz les1,)) |
Eppt(T(X) = - | 2 T(X + M),
= H(lkz Iiy)
i
k-1
. H(lki_lk—l,j)
Fras(TO0) =Y | 5 T(X - 8%,
= H(lkz Zk]
j#i
k k—1
Ex(T(X)) = (ZAM - ZAk_U) T(X), (5)
i=1 i=1

onde, I; = A; — i+ 1. Alem disso, se T(X £ 6%') ndo é standard entdo o coeficiente é considerado

como zero por definicdo.

Corolério 2.6.3. Cada subespago de peso L(A),, tem uma base de tabelas standard com linha
superior fixa Ay; e onde os autovalores dos E;; para cada uma destas tabelas sio fixos, mais ainda,

0S J; Sio esses autovalores, ou seja,
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i

i-1
pi=) Aij— ) A
=1

=1
Vamos ver a continuagdo como sdo construidas as tabelas de Young e como é sua

relacdo com a base do moédulo irredutivel L(A).

Defini¢ao 2.6.4. Definimos um Diagrama de Young como sendo uma colegdo finita de caixas
organizadas em linhas que estdo organizadas de esquerda a direita, com o tamanho da linha i
sendo maior ou igual que o tamanho da linha j se i < j. Um Diagrama de Young associado com
A=Ay, ..., Ay) é um diagrama com n-linhas e A; caixas na fila i. Denotamos o diagrama por
DY,.

Exemplo 2.6.5. Para A = (5,4, 2) o Diagrama de Young DY), associado é

Definicao 2.6.6. Sejam A = (Ay,...,Ay) ey = (y1,...,1r) comn > r. Associado a A e p
podemos construir dois diagramas de Young DY) e DY),. Suponha que o diagrama DY, esta
contido no diagrama DY), ou seja, cada caixa de DY), é também caixa de DY). Assim podemos
definir o diagrama DY) /DY), como sendo o diagrama de todas as caixas em DY) que ndo sio

caixas de DY,.

Exemplo 2.6.7. Sejam A = (6,3,2,2) e p = (4,2,2,0). Entdo os diagramas DY), DY), e
DY, /DY, sio respetivamente

Definicdo 2.6.8. Sejam A = (A1,..., Ay) e u = (y1,..., 1n) tais que Ay +---+ Ay = g +
+++ Uy. Uma Tabela de Young Semi-Standard de forma A e contido y é uma tabela obtida

preenchendo de esquerda a direita e de acima para baixo as caixas de um diagrama de Young
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associado com A com os niimeros 1,2, ...,n de forma que o niimero i aparece p;-vezes e tal
que as entradas em cada coluna sio estritamente crescentes e em cada fila podem ser iguais ou

aumentar. Denotamos o conjunto de tabelas de Young Semi-Standard por SSYT(A, n).

Exemplo 2.6.9. Sejam A = (8,5,4) e u = (6,4,7). Entdo uma Tabela de Young Semi-Standard
em SSYT(A, ) é

A seguinte proposi¢do nos permite relacionar tabelas de Young semi-standard com

uma base de tabelas standard para o subespaco de peso L(A),,.

Proposicdo 2.6.10. Os elementos de SSYT(A, u) estdo em uma correspondéncia bijetora com as
tabelas standard da base de L(A),.

Demonstragio. Seja T(X) uma tabela standard na base de L(A),. Vamos construir uma
tabela de Young semi-standard. Seja A a j-upla associada a j-linha em T(X), assim
AD = (Aj1,...,Aj). Pelas relagdes dadas na Definicdo 2.6.1 temos que para cada
1 <j <n, odiagrama DY, -1 esta contido no diagrama DY), mais ainda, o diagrama
DY, /DY,i-1 tem exatamente jj caixas. Assim, colocando um j em cada uma das
caixas de DY),)/DY,(-1, e comegando em j = n e descendo até j = 1 obtemos uma
tabela de Young semi-standard em SSYT(A, u). Agora, dada uma tabela de Young
semi-standard em SSYT(A, y) vamos construir uma tabela standard T(X) na base de
L(A),. Seja DY) o diagrama associado com a tabela de Young dada e AW uma j-upla.
Definimos o diagrama DY, como o diagrama contido em DY) associado com os
nameros 1,...,j na tabela de Young dada. Assim, construimos T(X) de modo que as
entradas na linha j sdo as componentes de A(). Daqui é claro que a linha superior em
T(X) tem entradas A,; e como o diagrama DY) /DY) -1 tem exatamente Jij caixas,

temos que T(X) é a tabela standard requerida. Portanto existe a bijecdo mencionada. [
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Exemplo 2.6.11. Seja A = (4,4,2,1)e u =(2,3,4,2)

4 3 2
3 2
2
3 2|3
4 314 2|23 |4
313 313
4 4 4
1(1[2]3
2134

A= BN R
[\







POLIEDROS ASSOCIADOS A
CONJUNTOS DE RELACOES

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de poliedro associado a tabelas as quais
serdo definidas a traves de certos conjuntos que chamaremos conjuntos de relagoes os
quais foram estudados no artigo [FRZ19]. Alem disso, mostraremos alguns resultados
importantes os quais nos permitiram encontrar bases explicitas para gl(n)-mdédulos irre-
dutiveis e caracterizar a dimensdo da cara minimal de uma tabela em um determinado

poliedro.

Para cada n € N, seja X;; o conjunto das matrizes triangulares inferiores (xij)l <j<i<n

com x;; € R, assim X, herda a estrutura de R-espago vetorial com o isomorfismo
n(n+1)

n = R72. De agora em adiante vamos representar as matrizes como segue:

xnl PR R Y xnn

X31 X32 X33
X21 X22

X11

3.1 CONJUNTOS DE RELACOES

Seja U :={(i,j): 1 <j<i<mn} econsidere os conjuntos
R ={((+1,)),@))[1<j<i<n-1,1<t<i}
R ={(G)),+Ls)|1<j<i<n-11<s<i+1}
R = {((n, i), (n, ) |1 <i#j<n}
Vamos considerar R := R~ URVUR' C U x V. Assim, a partir de agora qualquer

C C R é chamado conjunto de relagdes. A continuagdo vamos definir alguns conjuntos de

relagdes importantes.
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Definic¢do 3.1.1.

1. Considere o conjunto C; = C{ UC; onde

Cr={(+1)),G):1<j<i<n—1}e
Cr = {(, ), G+1,j+1):1<j<i<n—1}.

O conjunto C1 é um conjunto de relagdes e é conhecido como o conjunto de relacoes

standard.

2. Considere o conjunto C; = Cy UC, onde

C={(+1)Gj):2<j<i<n—1}e
Cy ={(G, ), (+1,j+1):2<j<i<n-—1}.

Este conjunto é um conjunto de relagoes.

Estes conjuntos serdo usados na construcdo de tabelas standard e portanto na cons-
trucdo de bases para gl(n)-moédulos irredutiveis dadas no Teorema 2.6.2.
Associado com qualquer C C R pode-se construir um grafo dirigido G(C) com conjunto

de vértices U e uma flecha indo de (i, j) para (,s) se e somente se ((i, j), (+,5)) € C.
Exemplo 3.1.2.

1. Considere o conjunto de relagdes standard C. Para n = 5, Cy tem grafo dirigido associado:

5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5

4,1) (4,2) (4,3) (4,4)

e

G,1) (3,2) 3,3)

/N
ANV
/N
ANV

2,1 (2,2)

/
N\

11
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2. Considere o conjunto de relagdes Cy. Para n =5, Cy tem grafo dirigido associado:

(5,1) 5,2)

(5,3) (5,4) (5,5)
\\\ ///” \\\ ///% \\\ 4///
4,1) 4,2) 4,3) (4,4)
\\\ ///’ \\\~ ///
(3,1) (3,2) 3,3)
\\\ (///
2,1) 2,2)
L1

Defini¢ao 3.1.3. Seja C um conjunto de relagoes qualquer.

1. Dizemos que (i, j) e (, s) estdo relacionados se existe uma flecha indo de (i, j) para (r,s) ou

indo de (r,s) para (i, j) e denotamos tal relagdo por «~.

2. Por U(C) denotamos o subconjunto de U de todos os (i, j) tais que (i,]) «~ (r,s) para
algum (r,s) € U, ou seja,

B(C)={(i,)) € V:(,j) e (r,5), para algum (r,s) € V}.

3. Dados (i, j), (r,s) € U escrevemos (i, j) = (r,s) se existe um caminho em G(C) comecando
em (i, ]) e terminando em (r, s).

Agora vamos definir o que é uma tabela associada a um conjunto de relagdes. Para isto,

vamos usar duas defini¢des uma mais geral que a outra.

Definicdo 3.1.4. Seja C C R um conjunto de relagbes. Uma C-tabela é uma matriz X =
(xih1<j<i<n € Xn tal que X satisfaz o conjunto de relagdes C, isto é:
se xjj — Xys > 0 para cada ((i, j), (r,8)) € C.

Exemplo 3.1.5. Considere o conjunto de relacdes C = {((i+1,7),(,j):1<j<i<n-—1}.

Para n = 5, esse conjunto de relagdes tem grafo dirigido associado:
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(5,1) 5,2) (5,3) (5,4) (5,5)
\\\ \\\ \\\ \\\
4,1) 4,2) 4,3) (4,4)
\\\ \\\ \\\
(3,1) (3,2) 3,3)
1) 2,2)
\\\
(L1

Entdo, a seguinte tabela é uma C{ -tabela

5 4 4 2 1

(6]

N

W
N|—=

Q=

A seguinte definicdo é um caso particular da anterior, mas, generaliza a Defini¢do
4.1.1 de tabela standard.

Definicao 3.1.6. Seja C C R um conjunto de relagbes. Uma C-tabela positiva é uma matriz
X = (xijh1<j<i<n € Xn tal que

e x;j > 0se(i,j) € V).
o X satisfaz o conjunto de relagdes C, isto é: se x;j — Xys > 0 para cada ((i, j), (r,9)) € C.

e Para cada (i, ) € V(C), (i,j) = (n,r) paraalgum 1 <r < n.

Exemplo 3.1.7. Considere o conjunto de relagdes Cy cujo grafo dirigido associado pode ser visto

no item 2 do Exemplo 3.1.2. Logo, a seguinte tabela é uma Cy-tabela positiva

T4 2 1 0
-
7 2 2 2
503 1
2 2 2
31
2 2

\OIN
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3.2 POLIEDROS ASSOCIADOS COM CONJUNTOS DE
RELACOES

Agora que temos definido as C-tabelas, podemos definir um poliedro associado a estas

tabelas.

Defini¢ao 3.2.1. Sejam A,y € R" e C C R um conjunto de relagdes. Um C-poliedro
Pe(A, ) C Xy € 0 conjunto de C-tabelas X = (x;j) que satisfazem

e xyj=Ajparal <j<mn

i i—1
® Xj1=H1¢€ in]- — in—l,j =y, para2 <i<n.
j=1 =1

O C-poliedro P¢(A, ) serd chamado de C-poliedro positivo se for construido a partir de C-tabelas

positivas.
Lema 3.2.2. Seja X uma C-tabela em Pp(A, u). Entdo para caday € X, tal que X £y €
i
Pc(A, p) se satisfaz que Zyi]- =0paral <i<n.
j=1
Demonstragio. Sejay € X, tal que X £y € Pe(A, p). Logo X £ y satisfaz

® Xyj+Ynj= /\]-, paral <j<wm;
i i-1
o Xi1+y11 = p1, e Y (X +Yij) — Y (Xio1,j+Yio1,j) = pi, para2 < i < n.
=1 =1

Como X € P¢(A, p) entdo € facil ver que y11 = y,; = 0 para 1 < j < n e por tanto
i
Z yij = 0 é satisfeita parai=1e i =n. Agora temos que
j=1
i i—1

ui= ) (xij+yi) — Y _(Xi1j+Yi-1,)

= =
i i i—1 i—1
= DX+ ) Vi = ) Xie1j — ) Vi,
= = =1
i i—1 i i—1
=) Xij— Y Xie1j+ ) Yij— ) Vi
=1 =1 =1 =1

i i—1
como X € P¢(A, i) entdo in]- — Z Xi—1, = Wi, logo obtemos que
j=1 j=1
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i i—1
Y Yij— ). Yi-1,=0.
j=1

j=1
i
Vamos a provar Zyi]- = 0 por indugdo sobre i. Seja i = 2, entdo
j=1

2 1 2 2
0=) v =) 1= Y2 —y1 =) ¥
j=1 j=1 j=1 j=1

pois como foi mostrado acima, y1; = 0 e portanto a igualdade é satisfeita para i = 2.
Suponhamos que se satisfaz paral <i < n —2 e provemos que se satisfaz para i + 1.

Assim, temos que

i+l i
0= Yirj— ) Vi
j=1 j=1
i+1
= Zym,j -0 (por hipotese de indugdo)
j=1
i+1

= Zym,j
j=1

;

Portanto, para 1 < i < n se satisfaz Z%‘j = 0 como requerido. [l
j=1

Lema 3.2.3. Considere o conjunto de relagdes Cy dado na Definicio 3.1.1. Sejam A € R x Z"~1

e X uma Cp-tabela positiva em Pc,(A, ) tal que, x;; € Z > se (i,j) € V(Cz). O mimero de

YeX,N 2" tais que, X +Y € Pc,(A, u) éigual a dimensdo do gl(n — 1)-mddulo irredutivel

L(A) onde A = (Ay, ... Ay).

Demonstragdo. Sejam X uma Cp-tabela positiva e A = (Aq,...,A;) como na hipoétese.
Assim, temos que para i > 2, A; — A1 € Z>g, isto quer dizer que, existe um ntimero
finito de maneiras nas quais se podem somar inteiros aos x;; nas posicdes (i, j) € U(C2),
tal que o conjunto de relacdes é satisfeito. Além disto, precisamos subtrair a mesma
quantidade somada em cada fila, isto para garantir que as novas tabelas estejam em
Pe,(A, p). Subtrair pode ser feito nas posigdes (i, 1). Isto é garantido pelo fato de que
em cada fila i existe unicamente o vértice (i, 1) ¢ 2(C,). Portanto, existem m tabelas em
X, tal que ao ser somadas com X formam Cp-tabelas positivas. Sejam YL ..., ymeX,
todas as tabelas satisfazendo o anterior mencionado, isto é, paracadal <s <m, X +Y*
esta no poliedro positivo Pc,(A, ). Se olhamos (X + Y*)|yc,) temos m tabelas com linha

superior fixa (Ay, ..., A,). Estas tabelas sdo standard pois, satisfazem as desigualdades
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dadas na Defini¢do 2.6.1 e pelo Teorema 2.6.2 temos que estas tabelas sdo uma base

para L(A) com A = (A1,...A,_1) = (A, ... A,) mostrando o requerido. O
Exemplo 3.2.4. Sejam A = (%, 7,5,4), u=A(1, %, %, %) e X a Co-tabela em Pc,(A, i) dada por

1
17 5 4

Z 6 4
i 5
1
Algumas das Cy-tabelas em Pe,(A, i) obtidas por meio de X e que satisfazem as condigdes do
lema sdo
: 7 5 4 L 7 5 4 0 0 0 0
-3 7 4 _ 3 6 4 , 1 1 0
2 6 z 5 -1 1
1 1 0
e
: 7 5 4 L 7 5 4 0 0 0 0
-3 7 5 _ 5 6 4 ., 2 11
2 6 75 -1 1
1 1 0

Podemos obter um total de 15 Cy-tabelas satisfazendo as condi¢des do lema. Fazendo a restri¢do a

U(Cy) obtemos o conjunto

0 qual é uma base de L(A) onde A = (7,5,4).
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3.3 FACES DE C-POLIEDROS
Agora, para o estudo dos poliedros, precisamos definir o conceito de face. Para isto,
precisaremos do seguinte conceito.

Definicao 3.3.1. Seja N um hiperplano de X,,. Dizemos que N é um hiperplano suporte de um

C-poliedro Pc(A, ), se algum dos dois semi-espagos fechados de N contem Pp(A, p).

Definicdo 3.3.2. Seja F C P¢(A, u). Dizemos que F é uma face de Pp(A, u) se
F=P:(A, u)NN,

onde N é um hiperplano suporte de Pp (A, p).

Assim, um vértice serd uma face de dimensdo 0, uma aresta serd uma face de

dimensao 1 e chamaremos de faceta a uma face de dimensao dim(P¢(A, 1)) — 1.

Definicdo 3.3.3. Seja X uma C-tabela em Pp(A, p). Dizemos que X esta contida um uma face F
de dimensdo k, se existe um subespago linear H € X,, com base {vy, ..., v}, tal que H+ X C F,
ou seja, para todo 1 < i <k, X &+ v; sdo C-tabelas contidas em F, em particular, contidas em

Pc(A, p). No caso em que k é maximal, dizemos que F é face minimal para X.

Definicao 3.3.4. Dada uma C-tabela X € X,, o mosaico’ M de X é a parti¢do do conjunto
U = {@G,j): 1 <j < i< n}em subconjuntos chamados telhas®, de modo que, cada

(i,7) ¢ B(C) forma uma telha e dizemos que, ((i, ), (r,s)) € C estido na mesma telha se
® Xjj = Xps e
o (rs)e{(i+1,j+1),3G+1,)),G—1,j),(—-1,j—-1}
Isto é, se (r,s) é algum dos pontos do seguinte diagrama
(i+1,)) (i+1,j+1)

\ /
/ \
(i-1,j—1) (i—1,j)

Além disso, definimos as telhas livres My, My, ..., Mg como sendo as telhas em M que ndo tem

interseciio com (1,1) e (n,j) para 1 < j < n. Na Figura 1 temos uma C{-tabela e uma C»-tabela

cada uma associada a seu respetivo mosaico.
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9 8 6 5 3
8 5 5 4
3 3 0
3 -1
-2

Figura 1: Mosaicos de C-tabelas

Definicao 3.3.5. Dada uma C-tabela X com mosaico M e telhas livres My, My, . .., M, defi-
nimos a matriz mosaico A g como sendo a matriz

(aik)p<icn_11<k<s Onde ag =#{j:(i,j) € M}.

Para C-tabelas sem telhas livres, vamos associar A g como sendo a matriz identidade de ordem
n—2xn-—2.

Exemplo 3.3.6. Para a C{-tabela e a Co-tabela com seus respetivos mosaicos dados na Figura 1,
temos que suas matrizes mosaico associadas A, e Ay, S0 respetivamente:

11000000

Apm, = 1
0000111
11000000

Ay = 00111000

2 00011110
00010001

1 tradugédo de palavra tiling
2 tradugdo de palavra tiles
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Lema 3.3.7. A dimensdo do kernel de Ay nio depende da ordem em que as telhas livres sdo

enumeradas.

Demonstragdo. Seja M o mosaico de uma C-tabela X com s telhas livres M1, My, ..., M
e seja A sua matriz associada. Considere M1y, My(2), - - ., My(s) uma permutagdo da
ordem de enumeracio das telhas livres e seja A sua matriz associada. Por definicio

temos que

Am = (ﬂik)zgignfl,lgkgs onde aj =#{j: (i,j) € My},

AM = (bik)ZSign—l,lgkgs onde bik =# {] . (l,]) € M(T(k)}'

Daqui € facil observar que by = a;,4). Isto quer dizer que, A\ é obtida via uma
permutagdo das colunas de A e portanto seu kernel respetivo tem a mesma dimensao.
O

Assim, sem perda de generalidade as telhas livres serdo enumeradas de esquerda a
direita e de baixo para cima.
O seguinte teorema é uma generaliza¢do do Teorema 1.5 em [LMO04] para politopos de
Gelfand-Tsetlin (ver Corolario 4.2.1).

Teorema 3.3.8. Sejam C um conjunto de relagdes, X uma C-tabela positiva e M seu mosaico
associado. Entdo, a dimensdo do kernel de A\ é igual a dimensdo da face minimal do C-poliedro

positivo contendo X.

Demonstragio. Seja X a C-tabela positiva no C-poliedro positivo Pe (A, u) C X, e M
seu mosaico associado. Sejam s o ntmero de telhas livres em M e {5(1), e, s(d)} uma
base para kerA . Ja que podemos multiplicar a base por qualquer escalar ndo nulo,

podemos assumir que
\egcm)|< smin {|xi; — xy|: Xij # X1 }, paral <m<d,1<k<s,

onde sgcm) é a k-ésima coordenada de ™. Seja H C X,, um subespaco linear de X,, como

na Defini¢do 3.3.3. Definimos a aplicagdo linear

P kerAp — Xy
glm —y y(m)
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onde
0 se(i,j) & My, V1<k<s.

(m)

Assim, X +y™ é o resultado da adicdo de ¢, acada entrada na k-ésima telha livre de

X para 1l <k <s. Vamos provar que {y(l), . ,y(d)} é uma base para H.

E claro que yl(T ) = yg;l) 0,paral <i,j <mn,pois (i,1) e (1, ) ndo pertencem a nenhuma

telha livre. Vamos provar que X & y{™ sdo C-tabelas positivas. Primeiramente, vamos

mostrar que x;; £ yg.”) > 0 para (i, j) € U(C). Entdo, seja (i,j) € B(C). Se (i, ) ¢ My para

todo k, entdo yg-n) = 0 e portanto obtemos que x;; + ygﬂ) = x;; > 0. Agora seja (i, j) € My

para algum 1 < k < s. Entdo, usando a condic¢do 3 da Defini¢do 3.1.6 temos
iy(m) :I:s(m) < ‘g;{m)|< %min {l2r¢ — x12]2 X0t # 272} ©)

< ’xij - xn,r‘: Xij — Xn,r < Xij

Assim, temos que x;; & yl i " >0 para (i,7) € U(C). Agora vamos provar que se satisfaz

o conjunto de relagdes. Seja ((7, j), (7, s)) € C, entdo temos que
S =y < i - 1 1< 2
= 2|€I~(m)|< min { |xpr — Xpz|: Xpt # X2 }
< |xij - xrs|: Xij — Xrs

) _ (m)

onde s(m = max{s : 1 <k < s}. Daqui obtemos que x;; — xys & (y yrs )) >0, ou
seja, X j: y" satisfazem o conjunto de relacdes e portanto sio C- tabelas positivas. Ao

somar as componentes das linhas de y temos que

Zy(m) Z”zkek ’

onde a; = #{j: (i,j) € My}. A tltima soma é simplesmente o produto ponto de ™
com a linha i de A 4 e como e € ker A M temos que essa soma € zero, i.e, a soma das
linhas de y™ ¢ sempre zero.

Em conjunto, essas propriedades nos dizem que X 4y € P (A, ), ou seja, eles sdo ex-
tremos de um segmento contido em Pe (A, 1) que contem X. Portanto y,...,y@ € H.
O fato dos y(l), e, y(d) ser linearmente independentes, segue do fato que os e ..
sdo linearmente independentes. Logo, s6 falta provar que {y",...,y@} gera H.
Sejay € H tal que X £y € P¢ (A, u). Vamos construir um ¢ € ker A tal que ¢ (¢) =y.
Note que
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o yij=0se(i,j) € {(L1),(mt): 1<t <n},
e cada linha em y tem soma zero,
e se (i,]) e (r,1) estdo na mesma telha, entao y;; = y,;.

As dois primeiras propriedades vem do fato que X +y € P¢ (A, ) e do Lema 3.2.2.
Para ver que a ultima propriedade é valida, vamos tomar primeiro o caso em que
(i,7),(r,1) ¢ B(C), como (i,]) e (r,1) estdo na mesma telha, entdo (i,j) = (r,1), ou seja,

Yij = yn - Agora no caso que ((i, ), (,1)) € C temos que
Xij+Yij — Xy — Y1 2 0 e Xij = Yij = X+ Y =0
ou
Xp1 + Yy — Xij — Yij = 0 e X1 — Y — Xij+Yij = 0.

Agora, como (i,]) e (r,]) estdo na mesma telha temos que x;; = x,; e portanto, nos dois
casos vamos obter que y;; = y,; obtendo o requerido. Daqui é claro que, se (i,j) ¢ M;
para todo k, entéo y;; = 0.

Assim, para 1 < k < s e cada (7,j) na telha livre My, fazemos ¢, = y;; e logo nas
condic¢des anteriores sobre y, escrevemos € = (€1,...,&s) 0 qual satisfaz € € kerA e
¢ (e) =y.

Portanto, as coordenadas de & com respeito a base {8(1), .. .,s(d)} de kerA, serdo
também as coordenadas de y respeito a {y,...,y@}. Em particular {y,...,y®} ¢

base de H como requerido. O

Observacgao 3.3.9. O teorema anterior é valido para uma C-tabela em um P¢(A, u) qualquer.
A demonstragdo para este caso é semelhante a anterior demonstragio, com excegdo da prova de
Xij + yg.”) > 0 feita em (6) a qual nio é necessdria neste caso pois x;; & yg.”) pode ser qualquer
niimero real.



POLITOPOS DE GELFAND-TSETLIN

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de politopo de Gelfand-Tsetlin associado a
tabelas standard e alguns resultados importantes os quais nos permitirdo caracterizar

vértices de um politopo dado. Estes resultados estao baseados em [LMO4].

4.1 DEFINIQ@ES E EXEMPLOS

Nesta se¢do vamos trabalhar com o conjunto de relagdes C; e os conceitos de C;-tabela
positiva, C;-poliedro positivo e outros conceitos e resultados dados no capitulo anterior,

mas vistos no conjunto de relag¢des Cy.

Definicao 4.1.1. Uma tabela standard é uma matriz triangular inferior x = (xif>1 <j<i<n €

Xy, satisfazendo as seguintes desigualdades:

° xi]-ZOPamlgjgign,e
® Xip1,j > Xjj > Xiypj, paral < j<i<n-—1

Note que estas tabelas standard vem da Defini¢do 2.6.1 mas as condi¢des em (4) foram
levemente modificadas pois neste capitulo vamos trabalhar sobre IR. Denotaremos a
tabela standard por T(x) e vamos representa-la como no capitulo 3. Assim temos que
as entradas localizadas abaixo da fila superior sdo menores que seu vizinho superior
esquerdo, mas maiores que seu vizinho superior direito. Neste caso as filas sdo contadas
de baixo para cima. Em outras palavras, as tabelas standard satisfazem as condic¢oes
dadas na Defini¢do 3.1.1 com o conjunto de rela¢des standard C;, ou seja, as tabelas

standard T(x) sdo C;-tabelas positivas.
Defini¢ao 4.1.2. Dados A, u € Z", o politopo de Gelfand-Tsetlin (ou GT-politopo) GT (A, u) C
Xn € o politopo convexo® de tabelas standard T(x) satisfazendo as condigdes da Definicdo

3.2.1, em outras palavras, um GT-politopo é um Cq-poliedro positivo Pe, (A, u) com A,y € Z".

1 Um politopo convexo é definido como uma intersegdo de um ndmero finito de semiespagos.
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A importancia dos GT-politopos vem do fato que, o ntimero de tabelas standard com
entradas inteiras no GT-politopo GT(A, ) é igual a dimensado do espaco de peso i do

gl(n)-médulo irredutivel L(A) de peso méximo A.

Observacao 4.1.3. Note que os y; sio exatamente os autovalores da subdlgebra de Cartan na

realizagdo (5) do Teorema de Gelfand-Tsetlin.

Os conceitos de hiperplano suporte e face de um GT-politopo podem ser definidos

da mesma maneira que no capitulo anterior.

Definicao 4.1.4. Seja T(x) uma tabela standard em GT(A, i). Dizemos que T(x) esta contida
em uma face F de dimensdo p, se existe um subespago linear H € X, com base {v1,...,vp} e
p, tal que H + T(x) C F, ou seja, para todo 1 < i < p, T(x) & v; sdo tabelas standard e estdo
contidas em F, em particular contidas em GT(A, p). No caso em que p é maximal, dizemos que

F é face minimal para T(x)

Corolario 4.1.5. Seja T(x) uma tabela standard em GT(A, u). Entdo para cada y € X, tal que

1
T(x) £y € GT(A, p) se satisfaz que Y_y;j=0paral <i < n.
=1

Demonstragdo. Tome o conjunto de relagdes C; na demonstragdo do Lema 3.2.2. O

Definic¢do 4.1.6. Dada uma tabela standard T(x), o mosaico M, as telhas, telhas livres e a
matriz mosaico, serdo definidas da mesma maneira que nas Definicoes 3.3.4 e 3.3.5 aplicadas a
Cq-tabelas.

Na Figura 2 temos duas tabelas standard e seus respetivos mosaicos.

Exemplo 4.1.7. Dadas as tabelas standard e seus mosaicos correspondentes na Figura 2, as

matrizes mosaico associadas sdo respetivamente:

1 00
110060

110
01 110/|e

220
01001

1 11
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L QR
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Figura 2: Mosaicos de tabelas standard

4.2 RESULTADOS IMPORTANTES E SUAS CONSEQUEN-

CIAS

O seguinte coroldrio é um resultado importante que caracteriza os pontos nas faces
s-dimensionais de um GT-politopo (Ver Teorema 1.5, [LM04]). Assim, dado qualquer
ponto em um GT-politopo, podemos conhecer onde o ponto estd contido, mais ainda,
como veremos mais adiante, isto permite uma caracterizacdo dos vértices do GT-

politopo respeito das suas entradas.

Coroldrio 4.2.1. (Do Teorema 3.3.8) Suponha que M é o mosaico de uma tabela standard
T(x). Entdo a dimensdo do kernel de A 4 é igual a dimensdo da face minimal do GT-politopo

contendo T(x).
Demonstragido. Tome o conjunto de relagdes C; na demonstragdo do Teorema 3.3.8. [

Como um corolario deste resultado, temos o seguinte critério que nos permite conhecer

se um ponto de um GT-politopo é um vértice ou nao.
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Coroldrio 4.2.2. (Ver Coroldrio 1.6, [LMO04]) Se T(x) € GT (A, u) tem mosaico M contendo

s telhas livres, entdo as sequintes condigdes sio equivalentes:
o T(x) é um vértice de GT (A, ), e

o A tem kernel trivial.

Exemplo 4.2.3. Seja T(x) a tabela standard

8 3 4 3
6 3 3
1 3
2 2
4
da Figura 2, com matriz mosaico
1 000
Avy=|1 01110
1 001
Uma base do ker Ay é dada por
( [ 7 B 1 T )
-1
(8(1), 8(2)) = -1 ,
0
\ L 0 | L 1 4 )

Assim, T(x) se encontra em uma face de dimensido 2 de GT (A, u), onde A = (6,5,3,2,0) e
u=(4,1,4,52).

Em [LMO04] é estudada a conjetura de Berenstein e Kirillov: "Todos os vértices de
um GT-politopo GT (A, i) C X, tem entradas inteiras", e é mostrado que paran <4 a
conjetura é valida, mas existem contra-exemplos para n > 5. A seguir apresentamos uma
nova demonstracgdo para o caso n < 4 e os detalhes da construcdo de contra-exemplos

paran > 5.

Proposicdo 4.2.4. Quando n < 4, cada vértice de um GT-politopo em X,, tem entradas inteiras.
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Demonstragio. Para o caso n < 2 ndo temos nada que provar. Vamos ver o caso n = 3.

Seja T(x) € X3 um vértice. Pelo Coroldrio 4.2.2, A p( tem kernel trivial, ou seja, A = (1).

Isto acontece se o mosaico M é da forma

Isto é, quando ndo tem telhas livres ou tem uma tnica telha livre na posicdo (2, 1) ou
(2,2). As demais sdo telhas associadas a linha superior ou inferior da tabela e portanto
suas entradas sdo inteiros maiores ou iguales que zero. No caso em que ndo temos
telhas livres o resultado é 6bvio. Para os outros casos vamos fazer a soma do y, de

onde obtemos que

X21 = U2 — X22 + X171 ou Xp2 = U — X271 + X711

Assim, temos que as entradas para qualquer vértice T(x) € X3 sdo inteiras.
Vamos ver o caso n = 4. Seja T(x) € X4 um vértice. Pelo Coroldrio 4.2.2, A\, tem kernel

trivial. Assim, quando A 4 é uma matriz 2 x 1 suas tinicas possibilidades sdo:

0 1
A = P A =

Isto acontece se o mosaico M é por exemplo da forma (2), (3), (4)

1
0

, Ale

{4
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Para T(x) com mosaico (1) ndo temos nada a provar. Para T(x) com mosaico (2) temos

que
M3 = X31 + X32 + X33 — X21 — X22,
de onde obtemos que
X31 = M3 — X32 — X33 + X21 + X22.

Assim, temos que todas as entradas em vértices com mosaico (2) sdo inteiros. Para

vértices com mosaicos (3) ou (4) temos que
M2 = X21 + X2 — X11,
de onde se obtém que
Xp2 = M2 — X1 + X171 OU Xp1 = Hp — X2+ X711

respetivamente. Assim, temos que todas as entradas em T(x) com mosaico (3) ou (4)

sdo inteiros. Agora, se A é uma matriz 2 X 2 suas tnicas possibilidades sao:

o[l o o[l 1o
MZ o1 l” M7 lo1l” ™M 10| ™M |11

Isto acontece se 0 mosaico M é por exemplo da forma (5), (6), (7), (8) respetivamente.

{4

(g

Para vértices com mosaico (5), (7) ou (8) temos que

U3 = X31 + X32 + X33 — X1 — X22,

de onde obtemos que
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X21 = —H3 +X31 +X32 + X33 — X22
ou Xpp = —HU3z+X31 +X32+ X33 — X271

ou  X3p = M3 — X317 — X33+ X1 + X2.
Assim, temos que
X21 = —H3+X31+X32 OU Xpp = —HU3+X3p+X33 OU X3p = U3 — X33+ X22

respetivamente. Para provar que as entradas que faltam sdo inteiros basta aplicar o
mesmo procedimento que para vértices como mosaico (4). Para o caso em que T(x) tem
mosaico (6) basta aplicar primeiro o procedimento para vértices com mosaico (3) e logo
para vértices como mosaico (2). Logo, qualquer vértice em um GT-politopo em X, com

n < 4 tem entradas inteiras. O

A seguinte proposicdo (Ver Prop. 2.4, [LM04]) da contra-exemplos para a conjetura

de Berenstein-Kirillov.

Proposicdo 4.2.5. Para um inteiro positivok > 2, seja A = (k,k —1,0) ey = ((k — 1), 1k),

entio um vértice de GT (A, ) C Xpy1 contem entradas com denominador k.

Demonstracio. Definimos x®*) € Xp141 por

[EEE sel<j=i<k+l,
k—% sel<j<i<k+1,
o _ k sek+1<i<2k+1 e 1<j<i—k,
i k—1 sek+1<i<2+1 e i—k<j<k,
(k= e-1) sek+1<i<2%+1 e j=k+1,
\0 sek+1<i<2k+1 e k+1<j<2k+1.

Assim, temos que o mosaico dessa tabela é
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N
&

sdo em total 2(k — 2) telhas livres, cada uma delas associada a um a (i, j) diferente.
Agora vamos mostrar que de fato x*) é uma tabela standard e um vértice de GT(A, p).
E claro pela definicao de x® que os ng) > 0.

Além disso, com 0 mosaico mostrado acima, temos que xl(_]?l j > xl(.;.() > xz(li)l j+1 para a
maioria das entradas, s6 vamos verificar para aquelas telhas que ndo tem um valor fixo,
istoé,quando1 <j=i<k+le k+1<i<2kej=k+1.

e 1<j=i<k+1

Sei=j=1entdo

Wolokot, ) elekol e
=l = D = ko2e g
logo, xékl) > xgkl) > xékz)
Mais geral, se 1 <j=1 < k+1, temos que
xg_() :xl(-f) _ (k—i+;)(k—1) ke +£_%,
= kL
=i = R ki1
Comparando as expressdes, temos que
X 2 X 2 X

Por dltimo, sei=j=k+1
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®_ k& _® .k _

Yiim = a1 = Yir1,j41 = Y2 k2 = 0
& ko _ (k+2—k-1)(k-1) k-1
Yirl,j = Yha2 kel = 2 =

obtendo que xl(cli)z,k > xgi)l,k 1= xl(cli)z,k .»- Portanto, para 1 < j =i < k+1 obtemos

o requerido.

o k+1<i<2kej=k+1.
(k) (k)
ij i+1,j+1

Vamos provar que xl(_l?l =X

: (k) -
pois neste caso x;; ;,q = 0.

i+
()
iy

E claro que x{; > x

Por defini¢do, temos que

o _(—k=Dk=1) _(—RE-1) (k-1
ij k B k ’
MO (+1—-k-1)(k—-1) (—-kk-1)
i+1,7 — k - k 4

daqui obtemos o requerido.
Agora, vamos provar que xl(.li)l,]._l > xl(.;.{). Assim, temos que j —1=kek+1 <
i—1 <2k

Sei—1=k+1, temos que

o kr2-k-1k-1) k-1
ij k+2,k+1 k k
0 0 1
Xit1jo1= Yeax =k

(k) (k)
logo, Xi/ k> X3 (h ka1

Agora, se k+1 <i—1 < 2k, temos

W_(-k-Dk-1 . i-1

PSR e
B b ]
Xit1j—1 = Yok = k— x
jdquek+1 <i—1 <2k, entdo, xl(’i)l i1 > xg.{) como precisamos. Em consequéncia,

temos que x*) é uma tabela standard.
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Agora vamos verificar que x® € GT(A, ).

Pela construcao de x®), é claro que A = (k*, k — 1,0F). Vamos ver quais sio os ;.

M k-1 Oy 0L 2l oy

P1=Xq1 = M2 =Xy +Xpp — X917 = © 2

Mais geral, para 2 <i < k+1, temos que

= (i —1) <k_1>+(k—i+1)(k—1)_ {(i—Z) (k_1>+(k—(i—1)+1)(k—1)}

k k k k

i 1 1\ k—i+D)k—-1) 1 1\ (k—i+1+D(k—1)
_z(k—E)—<k—%)+ : —z(k—%)+2(k—E>— :

1 (k—i+D)k—1) [(k—i+1)(k—1)+(k—1)]
=k— -+ _
k k
D O (Tt (et VN (et R (VRN (2t N

k k k k
Portanto, y; =k —1, paratodo1 <i < k+1.
Agora, para k+2 <i < 2k+1, temos que

= — k— k+ Qk+1— 1) <k_%)+<i—k—k1>(k—1)

|G k—2)k+@k+2— i) (k_1)+(i—k—2)(k—1)}

k k

(i —k— 1)k — 1)
k

=k - Dk+k— Qk+1— i) (k—l) _ (k—l) k= Dk=1) (k= 1)

=((—k—1k+Q2k+1—1i) (k—%)+

k k k k
1 k—1 1 1
“k= (k) e ke gL

Portanto, u = ((k — 1)1,15), ou seja, x¥ € GT(A, ).

Para saber se x¥) é um vértice, vamos ver sua matriz mosaico associada a qual é
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1 0 0 - 0
2 0 0
k=1 0 0 - 0 0
Av=| &k 00
k=1 0
2 0
00 --00 -0 1

Como detAy = (—1)1k # 0, i.e, Ay tem kernel trivial, entdo temos que x% é um
vértice de GT (A, u). O

Observacdo 4.2.6. A proposigio anterior da vértices em X, com n > 5 impar. Para o caso

n > 5 par, considere o vértice %) € Xp,1 construido na proposicio anterior e a aplicagio

¢ Xogr1 — X2

<0 y(k)
onde
® xgli)lj sel <j<i<2k+2,
Y/ 0 sel <i=j<2k+2.

Assim definida, a tabela y®) ¢ standard e esta contida em GT(A, fi) com A = (k*, k —1,051) ¢

ji=(0,(k— DR 18, Além disso, sua matriz mosaico associada é dada por

1 0 00 -00 --00
1 10

0 2 01 --00 00

k—1 0
A =
M=o x o 0

0 k=1 0 0 1 0
2 0 0

0 1 00 - 0 01

69



70 POLITOPOS DE GELFAND-TSETLIN

Claramente, detA g # 0, ou seja, A g tem kernel trivial, portanto y©) & um vértice em Xopys.

Exemplos 4.2.7. Para k = 2 e k = 3, temos que x? e x® tem mosaicos respetivos dados na

seguinte figura.
WY ¥
8 063

Suas matrizes mosaico respetivas sao

11000
110 20100
200 e 30000
1 01 20011
10001

Essas matrizes tem kernel trivial, portanto x@ ¢ xO®) sgo vértices com entradas racionais de

politopos em X5 e Xy respetivamente.
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