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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar o problema isoperimétrico nos espacos de Lens
L(p,q), dada por C. Viana em [Via19]. Mais precisamente, prova-se que as superficies

isoperimétricas em L(p, q) sdo esferas geodésicas ou quocientes de toros de Clifford.

Palavras-chave: Problema Isoperimétrico, Variedade Riemanniana, Espaco de Lens.
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ABSTRACT

The aim of this work is to study the isoperimetric problem in the Lens spaces L(p, q)
solved by C. Viana in [Via19]. More precisely, it is proved that the isoperimetric surfaces

are either geodesic spheres or quotients of Clifford tori.

Keywords: Isoperimetric Problem, Riemannian Manifold, Lens Space.

xi






CONTEUDO

1 ASPECTOS GEOMETRICOS DOS ESPAGCOS DE LENS 5
1.1 Espacos de Lens 5
1.2 Orbifold 10
1.3 Toro de Clifford 12
1.4 A fibracdo de Hopf e os espagos de Lens 12

2 ISOPERIMETRIA E ESTABILIDADE 17
2.1 Problema Isoperimétrico Riemanniano 17
2.2 Perfil isoperimétrico e regularidade 21

2.3 Estabilidade 24
2.4 Distancia de Hausdorff 26
2.5 Distancia de Gromov-Hausdorff 28
2.6 Convergéncia de Gromov-Hausdorff 29
2.7 O caso ndo compacto 30
2.8 Convergéncia de Variedades 31
3 RESULTADOS PRINCIPAIS 35
3.1 Alguns aspectos dos espagos de Lens 35
3.2 Problema isoperimétrico em L(p, q) 37
4 APENDICE 41
4.1 Medida e dimensdo de Hausdorff 41
4.2 Variedades 46
4.3 Espago tangente e Métrica Riemanniana 48
4.4 Imersdo, Mergulho e Subvariedade 52
4.5 Campos de Vetores e Colchete de Lie 53
4.6 Conexdes Afins e Conexdes Riemannianas 55
4.7 Curvaturas 59
4.8 Isometrias, Isometrias Locais 61

Referéncia Bibliografica 65

xiii






INTRODUCAO

O primeiro a empregar técnicas do célculo integral e diferencial para obter pro-
priedades de superficies foi Carl Friedrich Gauss. Ele publicou, em 1828, o trabalho
"General Investigations of Curved Surface", no qual descobre objetos intrinsecos da
superficie, a curvatura sendo o principal deles, o resultado é hoje conhecido como o
Teorema Egregium de Gauss. Até entdo o conceito de geometria era o estabelecido por
Euclides em sua obra "Os Elementos". Com seu trabalho Gauss ajudou a responder
a pergunta: o que é uma geometria? Bernhard Riemann, aluno brilhante de Gauss,
demonstrou a possibilidade de haver diversas geometrias além da euclidiana. Hoje
diferentes geometrias sdo conhecidas. Entretanto, poucos problemas geométricos sdao
estudados em diferentes campos da geometria, isso ocorre devido a dificuldade de
generalizacdo. Nesse contexto, o problema isoperimétrico é passivel de generalizacdo,
pois pode ser estudado em diferentes geometrias.

O problema isoperimétrico em sua abordagem simples consiste no seguinte:

Dado um comprimento L > 0, encontrar, dentre todas as curvas do plano de

comprimento L, aquela que engloba a maior area.

Para esse problema existe uma versdo equivalente, que consiste em:

Dada uma 4rea A > 0, encontrar, dentre todas as curvas que englobam esta drea, a que

tem menor perimetro.

Este problema teve sua origem na Grécia Antiga, no século IX a.C. Surgiu na histéria
da Rainha Dido, que foi apresentada na Eneida do poeta romano Virgilio.

Dido (ou Elisa) era uma princesa fenicia da cidade de Tiro, as margens do Mediter-
raneo, localizada onde hoje é o Libano. Seu irmdo, o rei Pigmalido, assassinou seu
marido, o grande sacerdote Arquebas, para tomar seus tesouros. Temendo sua prépria
morte, Dido entdo fugiu em um navio com um grande ntiimero de seguidores dispostos
a fundar uma nova cidade, “Qart Hadash” (Cartago). No lugar escolhido para ser
Cartago (norte da Africa, também as margens do Mediterraneo onde hoje é a Tunisia)

tentou comprar terras do rei local, para que pudessem se estabelecer. O acordo feito
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com o rei foi que so teria em terras o que pudesse abranger com a pele de um boi. Dido
ordenou aos seus seguidores para cortar a pele do boi em tiras tdo finas quanto possivel,

emendar todas e englobar num semicirculo um terreno beirando o mar.

As referéncias histéricas do problema isoperimétrico ndo se limitam somente a litera-
tura. Durante a Idade Média era comum a construgdo de muros de protecdo circulares
ou semicirculares para as cidades. Como os muros eram feitos de pedras, sua constru-
¢do era cara e trabalhosa, assim, ao utilizar o resultado do problema isoperimétrico, ja

conhecido na época, otimizava-se a drea cercada, para uma quantidade fixa de material.

Segundo Blasjo [Blaos] a primeira solu¢do do problema isoperimétrico foi exibida
por Zenodorus quando demonstrou que o circulo de comprimento L tem drea maior
do que qualquer poligono plano de comprimento L. Esta solugdo apresentada por
Zenodorus foi parcial, pois faltava demonstrar a existéncia de solu¢do do problema
isoperimétrico, que ocorreu somente em 1870 quando Weierstrass apresentou uma
solucdo completa. Ela aparece como coroldrio nos estudos da teoria de “Célculo das
Variagdes”, sendo o problema isoperimétrico, um dos problemas abordados. Outros
matemadticos, apds Weierstrass obtiveram provas mais concisas do problema, como
o alemdo Erhard Schmidt, em 1939 que pode ser encontrada em [DCqo]; uma outra
demonstracdo proposta por Adolf Hurwitz, em 1902, fez uso essencial das séries de

Fourier e pode ser encontrada em [Arag8].

O problema isoperimétrico pode ser estudado com interesses variados, por exemplo,
pode ser investigado para classificar regides isoperimétricas no espago ou obter solucdo
para um problema de otimizagdo (variacional), dentre outros. Em [Via19], referéncia
principal deste trabalho, é de interesse do autor classificar as solu¢des do problema
isoperimétrico, isto é, além de resolver o problema o autor exibe as solugdes. As
perguntas que Celso Viana fez foram as seguintes: dado um inteiro positivo ¢t < vol(M),
onde vol(M) é o volume da variedade Riemanniana M, existe uma hipersuperficie
compacta X C M que engloba uma regido () de volume vol(Q)) = t que tem &rea A(X)
minima? Que objeto geométrico é essa hipersuperficie? Para responder essas perguntas,
Celso Viana formulou e demonstrou o seguinte teorema: existe um inteiro ndo negativo
po tal que para todo p > pg e ¢ > 1 as superficies isoperimétricas em L(p, q) sdo esferas
geodésicas ou quocientes de toros de Clliford.

Alguns trabalhos excepcionais que contribuiram fortemente para a teoria que envolve
o problema isoperimétrico e que sdo referéncias fundamentais para este trabalho, além

do citado anteriormente [Via19] de Celso Viana, sdo: [FIN14] de Abraham Munoz Flores
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e Stefano Nardulli, [Pan83] de Christophe Bavard e Pierre Pansu, [Moro3a] de Frank
Morgan, [Roso1] de Antonio Ros, [RR92] de Manuel Ritoré e Antonio Ros, [Gro81a]
de Mikhael Gromov, [BDCE12] de Jodo Lucas Barbosa e Manfredo Do Carmo e Jost
Eschenburg, dentre outros.

Para abordarmos o teorema formulado por Celso Viana 3.3, objeto deste trabalho,
apresentamos inicialmente no Capitulo 1 os aspectos geométricos dos espagos de Lens,
que consistem em conceitos basicos, ou seja, apresentacdo dos espacos de Lens, orbifolds,
toro de Clifford e fibracdo de Hopf. Além disso, demonstramos que o espago de Lens
L(p, q) é uma variedade Riemanniana compacta. No Capitulo 2 abordamos resultados
e conceitos mais técnicos da teoria, como fung¢des de variacdo limitada, conjuntos
de perimetro localmente finito, propriedades de perfil isoperimétrico, propriedades
de regularidades, dentre outros. O Capitulo 3 é dedicado ao resultado principal 3.3
de Celso Viana, que consiste em apresentar o teorema e os resultados utilizados na
demonstragdo. Por fim, no apéndice apresentamos a teoria de Geometria Riemanniana

necessdria para entender essa dissertagdo.






ASPECTOS GEOMETRICOS DOS
ESPACOS DE LENS

1.1 ESPACOS DE LENS

Nesta secdo apresentaremos uma defini¢do dos espagos de Lens L(p, q), que é cons-
truido de modo puramente algébrico, como também pode ser vista em [Kos80], referén-
cia principal nesta se¢do. Mostraremos aqui que L(p, q) é uma variedade Riemanniana
compacta, essa condi¢do é fundamental para abordarmos o Problema Isoperimétrico

em L(p, q).
Para tais objetivos, consideramos a esfera > dada por

S3 = {(z0,21) € C? : |zo|*+|z1|*= 1}

e o grupo aditivo Z,. Seja g € Z fixo tal que 0 < g < p e mdc(p,q) = 1. Considere

também a agdo de Z, em S dada por

2mim 27tigm

me(zg,z1)=(e 7 zp,e 7 z1),

sendo m € Z, e (z9,21) € C%.
A agdo definida acima é uma acdo de grupo. De fato, sendo 0 o elemento neutro de
Zy, m,n € Zy, (20,21) € C? quaisquer, temos
271i0 27iq0

Oe(z0,z1)=(e 7 zp,e 7 z1) =(20,21)

2min 2mtign
me(ne(zypzy) = me(e? zg,e 7 z)
2mim  27in 2miqm  27ign

= (e? ev? zge P e P z)

2mti(m+n) 27mig(m+n)

= e 7 zpe 771

(m +n) o (20, 21)-
Por dltimo, verificaremos que a acdo estd bem definida:

1=m; = my = my(modp) = plmy —my € Z.
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= (cos (M) +isin (M)) =1

27ti(mq —my) 27timy 2rtimy
= e 7 =l=e? =e 7
Analogamente, temos
27tigmq 27tqimy
e r =e P ,

donde concluimos que
my e (zo, 21) = my @ (20, Z1),

como queriamos.
A propriedade a seguir, embora seja basica, é de extrema importancia para a defini¢do

dos espacos de Lens.

Proposicao 1.1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma agdo ¢ de G em X define a segquinte

relagio de equivaléncia em X:
x~y&dgeGtalquex=gey.

Demonstragio. Para todo x € X, temos que x = ¢; @ x, de modo que a propriedade
simétrica é valida. Sejam x,y € G tal que x = g ey para algum ¢ € G. Como G é
grupo e a aplicacdo ¢ estd definida para todo o conjunto G, temos y = g~! e x; logo,
a reflexividade é satisfeita. Para concluir, supomos que x = gey e y = h e z. Entdo,
x =geo(hez)=(gh)ez Como gh é um elemento de G, concluimos que a relagdo é

transitiva. Portanto, a proposigdo estd provada. O]

Definicdo 1.2. Sendo ¢ : G x X — X uma agio de um grupo G sobre um conjunto X e

x € X um elemento qualquer, definimos a 6rbita de x, denotada por Oy ou Orbit,, como sendo
Orbity = {gex:g € G}.

Analisando a classe de equivaléncia de x determinada pela relacdo de equivaléncia

dada na Proposicdo 1.1, vemos que

[x]={yeX:y~x}
={yeX:3dgeGtalquey=gex}
={gex:g € G} =Orbit,.
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Defini¢do 1.3. O espago S° /Z,, com respeito d agio do grupo aditivo Z,, sobre S°, determinada
pela relagdo de equivaléncia dada na Proposicdo 1.1, é chamado espago de Lens, que é denotado

por L(p, q).

Ou seja, o espago 6rbita $3/Z, é o espago de Lens. Na sequéncia, veremos dois

exemplos bésicos.

1. Afirmamos que L(1,0) & S. Sendo x um elemento qualquer de S3, observamos

que sua 6rbita é O, = {x}, logo, segue a afirmagao.

2. Afirmamos que L(2,1) ¥ RP%. De fato, sendo (zo,z1), (zh, z}) € S°, temos que

(zo,z1) € identificado com (z{), z})

2mil.n

< (z0,71) = (€73 29,675 " 21), paran € Z;
Rt (Z6, Z(l) = (eninzol eﬂli’lzl) para n= O oun= 1
& (zh,2}) = (z0,21) ou (z), z}) = —(z0, 21), isto ¢, forem iguais ou antipodas em S°,

como queriamos.

Defini¢do 1.4. Se G age no espaco topolégico X e para cada g € G a aplicagio ¢pg : X — X

dada por ¢o(x) = g @ x é um homeomorfismo, entio dizemos que X é um G-espago.

Esta definigdo é 1til principalmente no contexto da teoria de topologia algébrica e serd
de grande utilidade para concluirmos que os espacos de Lens sdo uma variedade topo-
l6gica compacta. As defini¢des apresentadas a seguir sdo importantes para obtermos

tanto a estrutura topoldgica da variedade, como também a estrutura diferenciavel.

Definicdo 1.5. Sendo G um grupo e X um conjunto, dizemos que G age livremente sobre M

se g®x = x paraalgum x € X, entdo g =e.

Definicao 1.6. Uma agio de um grupo G sobre um conjunto M é dita propriamente descon-
tinua quando ela satisfaz a sequinte propriedade: "para todo x € M, existe U C M, vizinhanga
de x, tal que UN g o (U) =@ para todo g #0”, onde go (U) = {gey:y € U}.

Teorema 1.7. Se G é um grupo finito agindo livremente em um G-espaco Hausdorff X entio a

agio de G em X é propriamente descontinua.

Demonstragio. Seja G = {go,81,--.,§n} um grupo finito com elemento neutro e = go.

Como X é Hausdorff, existem vizinhancas abertas Uy, Uy, ..., U, de gp®x,g10x,...,gn ® X,
n

respectivamente, com Up N U; =@ para j=1,2,...,n. Tomemos U = ﬂ g le Uj, que cor-

j=0
responde a interseccdo finita das imagens inversas dos abertos U; pelo homeomorfismo

Pg-1 dado na Definigado 1.4. Dessa forma, U é uma vizinhanca aberta de x.
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n
Agora, notemos que g;e U =()g; ® <gj_1 . Uj) CUe
j=0

gieUnNgjelU = gjo<<g;1giou>ﬂu>
= gie(groeUNU) (para algum k)
- Q,

pois, gx ® U, C U e U C Up. Portanto, a acdo de G em X é propriamente descontinua.
O

Proposicdo 1.8. Se X é um G-espago compacto e Hausdorff com G finito entido X /G é compacto
e Hausdorff.

Demonstragdo. Seja a aplicagdo p : X — X/G dada por p(x) = [x], ou seja, a aplicagdo
projecdo. Como X /G é o espago quociente munido da topologia quociente, entdo p é
automaticamente continua. Assim, como M é compacto e a aplicacdo quociente p é
sobrejetora, temos que p(M) = M/G é compacto.

Agora, mostraremos que M/G é Hausdorff. Considere [x1], [x2] € M/G e [x1] # [x2].
Entdo, g1 @ x; # g» ® X para todos g1,$2 € G; assim, p~'([x1]) = {gex1: g € G} e
p'([x2]) = {gexz : ¢ € G} sdo subconjuntos disjuntos e finitos de M. Como M é
Hausdorff, existem abertos U; e U, disjuntos tais que o~ '([x1]) C U e p~([x2]) C

Up. Mas, p oM —U) = | JgeM—Uj) = | ¢pg(M — Uj), entdo p~H(p(M — Uy))
gcG gcG
¢ a unido finita de conjuntos fechados para i = 1,2, pois ¢, € um homeomorfismo

para todo g € G, logo é fechado em M. Dessa forma, p(M — U;) é fechado em M/G
e Wi = M/G — p(M — U;) é um conjunto aberto em M/G, para i = 1,2. Portanto,
p‘l([xi]) C U; = [xi] ¢ p(M —U) =[xl eW; para i=1,2.

Afirmamos que Wi N W, = @. De fato,

WinW, = (M/G—pM—U))N(M/G = p(M — Up))
= M/G—(p(M — Uy) N p(M — Uy))
= M/G = (p(M — (U1 N Uy)))
= M/G—pM)=02.
Portanto, segue o resultado. O

Teorema 1.9. Se G é um grupo finito agindo livremente em um G—espago M, onde M é uma

n-variedade compacta, entdo M /G é uma n-variedade compacta.
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Demonstragdo. Como M é uma n-variedade, entdo é Hausdorff, assim pelo resultado
anterior, concluimos que M /G é Hausdorff e compacto.

Mostraremos que para cada ponto de M /G existe um aberto que é homeomorfo a
um aberto de R". Para isso, seja G = {90 = ¢,41,--,gm} - Dado [x] € M/G temos
que x € M com p(x) = [x]. Como G age livremente em X, temos que g, ® x = x =
gm = ¢ = m = 0. Podemos usar a propriedade Hausdorff e obter abertos U, - - -, Uy,
degoex,g10x,---,9m ®x, respectivamente, com Uy NU; =@ parai=1,---,m. Entdo

m
X € ﬂ cp;(lli) = U é um aberto de M. Como M é uma n—variedade entdo x sempre

i=0
tem alguma vizinhanca aberta W, em M tal que W, é homeomorfo a um aberto de

R", com h : Wy — R" sendo o homeomorfismo. Assim, W, N U é aberto em W, e
h(Wy N U) é aberto de R". Além disso, h(x) € h(Wy N U), logo existe € > 0 tal que
Ne(h(x)) C h(Wx NU). Dessa forma, temos que

Ve = b (Ne(h(x))) = Ne(h(x)),

onde Ne(h(x)) é um aberto de R" e V é uma vizinhanga aberta de x em U.
Afirmamos que (p|v,) : Vx = p|v,(Vx) é um homeomorfismo. Primeiro mostraremos

a injetividade,
(o1v,)(x1) = (o)1, )(x2) = [x1] = [x2],
entdo existe gx € G tal que x; = g ® xp. Sendo assim,

xl,x2erCU:>x1€g51°Uo=Uo; XZ€81?1’uk

(X1:gk°x2$x2:gk_1°xlr xzegk_loukiﬁqéuk),

entdo x; = ggexp € UpNUg. Como UgNUy =@, parak =1,...,m, isso é possivel
somente se gx = ¢, isto €, x1 = x;. A sobrejetividade de (p|y,) segue por definicéo.
Note que (p|y,) € continua, pois é a restri¢do de uma fungéo continua p : X — X/G.
Como X é um G—espaco, a projecdo candnica p : X — X /G é uma aplicagao aberta.
Assim, p restrita a uma conjunto aberto é uma aplicagdo aberta. Como (p|y,) é
uma aplicacdo continua e aberta, concluimos que é um homeomorfismo. Portanto,
p(Vx) = Vi = Ne(h(x)). O

Nosso proximo objetivo é obter uma estrutura diferencidvel em M/G (ou M/~).
Como a agdo é propriamente descontinua, consequéncia do fato da agdo ser livre e

do teorema 1.7, temos que para cada p € M existe uma vizinhanga U C M tal que
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gU)NU =@, para todo g # e. Seja uma parametrizacdo x : V — x(V) C U ao redor de
p. Temos que 7ty € injetiva, logo, Tox : V — M/G é injetiva. Agora, consideraremos
A = {xy, Vi }ner 0 subconjunto do atlas maximal de M, onde I percorre parametrizagoes
x como a que foi definida anteriormente. Por esta construcdo, temos que estas fung¢des
tornam o conjunto B = (7 0 x, Vi), uma familia cujas imagens das aplica¢des 7T o x,
cobrem M/G. Sendo &,y € I e fazendo a composi¢do das fungdes diferenciaveis (7 o
x,) lermo xg, temos x;lomlomo Xg =Xy 1o xp claramente diferencidvel. Portanto,
temos uma estrutura diferencidvel em M/G.

Segue do Teorema de Heine-Borel que S° é compacta. Sabemos que S® é uma
variedade. O conjunto Z,, é um grupo finito agindo livremente em S® (Z,-espaco), logo,
pelo teorema 1.9, concluimos que L(p, q) € uma 3— variedade compacta. Pela estrutura
diferencidvel que é possivel colocar em um espago do tipo M/G, podemos afirmar que
o espaco L(p, q) é uma variedade diferencidvel compacta.

O lema que apresentaremos a seguir é importante para a formulagdo do Teorema de

Celso Viana.
Lema 1.10. Sdo homeomorfos os sequintes espagos de Lens:
Lip,q) = L(p, —9) = L(=p,q) = L(=p, —q)-
27(=1) _ 27 e 27(=4) = 27“7. Desse modo, L(—p, —q) =

—Pp p p -p
L(p,q) e L(—p,q) = L(p, —q). E possivel escolhermos um hiperplano IT adequadamente

Demonstragdo. Claramente,

de modo que o trago de L(p, —q) seja a imagem pela reflexdo em relagdo a I do traco de

L(p, q), isto é, de modo que Z—Zq em L(p, q) corresponda a —27;] = 27(=4) em L(p, —q).
Assim, L(p,q) = L(p, —q). Portanto, segue o resultado. [

1.2 ORBIFOLD

Esta secdo é dedicada ao estudo das orbifolds que pode ser vistas como uma generali-

zacdo do conceito de variedades. As referéncias desta se¢do sdao [ALRo7] e [C]19].

Definic¢ao 1.11. Uma carta orbifold de dimensio n em um espago topolégico X é uma tripla
U, G, r), onde

1. U é um aberto de R";



1.2 ORBIFOLD

2. G é um grupo finito de homeomorfismos de U;

3. 70 : U — X é uma aplicagio definida por 7 o p, onde p : U — U /G é a projegdo candnica
(ou mapa de 6rbitas) e T : U/G — X é uma aplicagdo que induz um homeomorfismo de
U/ G sobre um aberto U de X.

Sejam (Uy, Ga, 714) € (Ug, Gg, 7tg) duas cartas orbifolds. Um mergulho A : (Uy, Gy, 712) —
(Ulg, Gﬁ, 7'(/3) entre duas cartas orbifolds é um mergulho suave A : U, — Uﬁ tal que
TTg 0 A = Tiy.

Novamente, sejam (Uy, Gy, 11p) € (Uﬁ, Gg, 715) duas cartas orbifolds e x € U, N Up,
onde U, = m(Uy) e Ug = 1t(Up). Dizemos que estas duas cartas sdo compativeis
se existem uma vizinhanga aberta V C U, N Up de x e uma carta orbifold (V, H, ¢)
com ¢(V) = V para as quais existem dois mergulhos A; : (V, H,¢) — (U;, G;, 7t;) com

ie{a, B}

Definicdo 1.12. Um atlas orbifold de dimensio n é uma familia B = {(Uy, G, 7s) tacs de

cartas orbifolds n dimensionais compativeis que cobrem X.

Definicao 1.13. Uma orbifold O de dimensdo n é um espaco Hausdorff paracompacto Xo com

um atlas orbifold Bo de dimensio n.

Observamos que uma variedade (topolédgica) nada mais é que uma orbifold em que

cada G, é o grupo trivial, de modo que U, e U, sdo homeomorfas.
Definicdo 1.14. Seja M uma variedade diferencidvel munida de uma agdo de um grupo G.
Dizemos que um aberto S C M é G—estavel se para todo g € G, tem-se g®S = S ou

(geS)NS=0.

Observamos que se S é G-estavel, vemos que Gs := {g € G|g® S = S} é um subgrupo
de G.

Proposicao 1.15. Se M é uma variedade e G é um grupo com uma agdo propriamente desconti-

nua em M, entdo M /G tem a estrutura de uma orbifold.

Demonstragdo. Ver [C]19] capitulo 1 sec¢do 1.5. H
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1.3 TORO DE CLIFFORD

Sendo 71, ¥, ntimeros reais positivos, consideremos em IR? as seguintes circunferéncias

S1(r1) e Sa(r2) de raios 71 e ry, respectivamente,

S1(r1) = {(x1,x2) € R?: x3 + x% = 12}

So(ra) = {(x3,x4) ER* : x5 + x5 = 13}

Definimos o Toro de Clifford em R* como sendo o produto cartesiano de S;(r1) e Sa(r2):

S1(r1) X Sa(rp) = {(x1, %2, x3,x4) € R*: ¥ + x5+ x5 + x5 =17 + 13},

1
uando 7| = 1, = —, o Toro de Clifford
Q 1=1 7
1 1 4..2,.2,.2 .2
51 — ><52 — Z={(X1,X2,X3,X4)E]R :x1+x2+x3+x4=1}

V2 V2

é um subconjunto da esfera S® de raio 1.

Uma parametrizagdo deste Toro de Clifford é

S1 (%) X Sp (%) = {%(cos(@), sin(f), cos(¢),sin(p)) : 0 <O <27, 0< ¢ < 27r} .

Quando rp = /1 — r%, como no caso anterior, o subconjunto de $3(1) = §* dado
por S1(r1) x S(r2) é chamado de Toro plano (flat, ou seja, tem curvatura seccional k
constante e k = 0). Em vista do Teorema da Rigidez [Che19, p.49], podemos apresentar

uma defini¢cdo equivalente para os toros (de Clifford) planos, como a seguir:
Defini¢do 1.16. Para cada 6 € [0, 7], definimos o Toro de Clifford Ty como sendo o conjunto
Ty = S'(cos(6)) x Sl(sin(h)) C S°.

Observe que para 6 € [0, 721], T% é o unico Ty que é uma superficie minima em g3,

1.4 A FIBRAQAO DE HOPF E OS ESPACOS DE LENS

Agora, apresentaremos a fibracio de Hopf de S que foi definida e estudada por
Heinz Hopf em 1931. Na sequéncia, apresentaremos alguns aspectos importantes da

tibragdo de Hopf nos espagos de Lens.



1.4 A FIBRA(;AO DE HOPF E OS ESPACOS DE LENS

Vendo S° = {(z,w) € C?: |z]?+|w|?= 1} como subconjunto de C? e identificando o

espaco projetivo complexo com a esfera $> como

[z,w] € CP! — <|z|2—|w]2,22w> € 5% C R xC,

[2[2+[w]?
podemos definir a fibragido de Hopf de S° para $> C R xC como a seguir.

Definicdo 1.17. A fibragdo de Hopf ¢ a aplicacio 7w : S> — S?, restricdo da projecio
C? — {0} — CP?, dada por

m(z, w) = (\z\z—\w|z,22w> .

Como foi observado por F. Wilhelm, a fibracdo de Hopf também pode ser definida
como sendo a aplicagdo & : S3 (1) — S? (%) dada por

h(z, w) = (% <|z|2—|w|2) ,zw) :

Observamos que o conjunto Im(h) C 82(%). De fato,

(3600

1 2
§(|z|2—|w|z)> + |zw|2

|h(z, w)|?

(It =21z o+ [w]*) + |22 []?

Il
N N e

= 5 (12l +[l*)
1 2 1
= g (lzP+ll) = 4.

pois, (z,w) € S3(1). Portanto, |h(z, w)|= 3. Concluimos que h(S3(1)) C S%(3). Vamos
mostrar que a fibracdo de Hopf é uma submersdo Riemanniana, ou seja, h é uma
submersdo e para cada (z, w) € $3(1) a diferencial Dh|z,w): T(Z,w)Sg’(l) — Th((zlw))Sz(%) é
uma isometria linear. Para isso, observamos que para todo A € C, A(—w, z) é um vetor
tangente a 53(1) no ponto (z, w) e estd no (hiper)plano (z, w) + A(—w, z). Desse modo,

podemos restringir i ao (hiper)plano (z, w) + A(—w, z) como segue
h(z — AW, w + AZ) = ((%|w + AZ|?—|z — AW|?), (z — AW)(w + AZ))

= (%((]w|2+sz + Azw + |A?|z|H) = (|z]* = Azw —

13
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Azw + |A2[w]?)), (z — AT)@ + Az2)))
= Gl [P +2(Rzw + Tzw) + [A (2~ ]2,
7 + Az? — AW — |A|*wz)
= (2Re(Azw) + %(|/\|2—1)(|z|2—|w|2), 7 + Az? — Aw* — |A|*0z)
= (2Re(Azw), Az* — Aw?) + (1 — |)L|2)(1 |w|?*—|z|?), zw)
= 2Re(Azw), Az? — A@W?) + (1 — |A|P)h(z, w).
Observamos que o termo que multiplica /(z, w) na expressdo acima é constante em A.

Assim, se ¢ é uma curva qualquer no plano (z, w) + A(—w, z), a diferencial Dh calculada

num ponto (z, w) de ¢, na diregdo do vetor tangente (—Aw, Az) a c em (z, w) é dada por
Dh|(z,)(—AW, AZ) = 2Re(Azw), Az* — AW?).

Para terminarmos, afirmamos que Dk|( ) € a isometria candnica para todo (z, w) €
T(le)53(1). De fato,

|Dh (2, 0)(— AW, AZ)|?= |2Re(Azw)[*+[Az* — Aw?|?
= [Azw + Azw|*+|Az? — Aw?|?
= (\zw + AZ@)(AZW + Azw) + (AZ% — AT (AZ2 — Aw?)
= 2| APz 2w | A 220 + A2 + (AP |z = A 220? — A22202 + A |w[b)
= [AP(zP+w]?)? = A7
= |AP(@P+ 27
= |M@,2)|?
= [(—Aw, AZ)|%.
Portanto, segue a afirmagéo.

Podemos estender a fibracdo de Hopf para os espacos de Lens. Para isso, con-
2r(q=1)

sideramos o grupo ciclico I'y = <e P > agindo em S%(3) = C U {0} da seguinte

maneira:
27(q—1) 2n(g—1)
:C —C, A—e P A,
de modo que o ponto {0} é levado no ponto {oo} por esta agdo. Por conveniéncia
de escrita, omitimos {oo}. Sabemos que S® e $%(3) sdo espagos topoldgicos e que a

aplicagdo de Hopf h : §* — SZ(%) é continua.



1.4 A FIBRA(;AO DE HOPF E OS ESPACOS DE LENS

Consideremos a relagéo de equivaléncia ~ em S que usamos para definir os espacos

de Lens L(p, q). Ou seja, se z1, zp, w1, wy sd0 nimeros complexos, temos que (z1, wy) ~

(z2, w2) < 381,82 € Z,p tais que

2migq
e P z1=2y, e r

27tigy

w1 = wy.

Neste caso, observamos que a aplicagdo de Hopf estd bem definida, pois

(oo~ zaf?) 222

h(ZZI wZ)

(
(

(

1
2

1
2

N -

(
(

omigy |2 omigy |2 omigy  2rigy

e v wy| —|e’t 71 ,e P oz1e Poun
27tigo 2 Tig| 2 2 2migy 27tign

e ? | lw|"—le? | |z|7 ]|, e 7 zie P Wy

1 _
(5 (|w1|2—|21|2> ,Z1w1) = h(z1, wy).

Faremos uso do seguinte resultado classico de Topologia, que envolve a topologia

quociente.

Teorema 1.18. Sejam M e N espagos topolégicos e f : M — N uma fungdo continua. Seja

também ~ uma relagdo de equivaléncia em M. Existe uma fungio continua g : M/~— N se, e

somente se, x ~ y implica que f(x) = f(y).

Concluimos que existe uma fungdo continua g : L(p,q) — S%(3) tal que a aplicagio

de Hopf h = go m. Dessa forma, sendo 1 : Sz(%) — 82(%) /Tp, a projecao, temos a

fibragdo de Hopf & : L(p,q) — S%(3)/Tp definida do seguinte modo: para quaisquer

[z], [w] € L(p, q) temos

(2], [w]) = <—

1

5 (IR 21T ).

Segue da Proposicdo 1.15 que o espago Sz(%) /T é uma orbifold de dimensao 2.
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[ISOPERIMETRIA E ESTABILIDADE

Neste capitulo abordaremos conjuntos de perimetro finito em variedades Riemannia-

nas.

2.1 PROBLEMA ISOPERIMETRICO RIEMANNIANO

As referéncias desta se¢do sdo [MPPPo7], [FN14] e [Chao1].

Defini¢ao 2.1. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n, com métrica g de

classe C®. Sejam (3 C M, dVolg a medida Riemanniana associada a g,

uellQ,g):= {f:M—>IR:cf,Q=/Q|f|dVolg<oo}.

u € L (M,g), se para todo QO € M resulta u € L(Q), g). Dizemos que u é uma fungio de
variacdo localmente limitada e escrevemos u € BV},.(M, g), se para qualquer aberto U € M

vale

|Dulo(U) := sup {/ (divg X)udVolg} < o0,
xexew) VU
1X[lg<1

onde para todo subconjunto aberto V. C M, X°(V) denota o conjunto de todos os campos
infinitamente diferencidveis de V com suporte compacto.
Dizemos que u € LY(M, g) é uma funcio de variagao limitada, que denotamos por u €

BV (M, g), se tivermos

Dulgi=  sup { / (ding)udVOIg}<oo.
xex®m) (UM
Xlg<1

Observagdo 1. L} (M, g) é um subespago proprio de L'(M, g).

17
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Definic¢do 2.2. Dizemos que () C M é um conjunto de perimetro localmente finito, se
1n € BV}, (M, g). Dizemos que ) é um conjunto de perimetro finito, se 1o € BV (M, g).

Para todo aberto U C M denotamos com

o g-perimetro de () em U. Definimos Py(Q)) := Py(Q), M). Dizemos que Py(Q) é 0 g-
perimetro de Q) (ou simplesmente, o perimetro de Q). P (), ) define uma funcio com
dominio a topologia de M que pode ser estendida a medida sobre todos os Borelianos como uma
medida reqular e logo estendida a uma medida definida em toda a o-algebra completamento da

o-dlgebra dos Borelianos de M. Tal medida denotada Py(C), -) é dita medida perimetro de ().

Teorema 2.3. Sejam M compacta e g1, g2 métricas Riemannianas em M. Entdo BV(M, g1) =
BV (M, g2).

Observacdo 2. Se M é compacta (sem bordo) entido BV;,.(M, g) = BV(M, g).
Definicao 2.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, definimos a fungdo
Iy : [0, Volg(M)) — [0, oo
chamada fungio perfil isoperimétrico da maneira seguinte: para todo v € [0, Volg(M)) vale
In(v) = inf{ Ag(0Q))| O € M, Q) aberto, Q) suave e Volo(QQ) = v},

onde Voly(Q)) é a medida Riemanniana induzida por g sobre M, A¢(dQY) é a drea de 0Q) ou é a
medida de Hausdorff H;*l(aa) induzida pela métrica

do(x,y) = inf {K('y) | vé c! por partes ey : [0,1] — Mcom y(0) = xey(1) = y} ,

onde

1
(= [ g

Observacao 3. A igualdade A¢(0Q)) = Hg—l(an) é verdadeira, porém ndo é trivial, para mais

detalhes consulte [Chao1].

Teorema 2.5. Se 9Q) é de classe C?, entdo P(Q)) = %g—l(an) = Ag(0Q)), onde Ag é a medida
Riemanniana de (80, g‘aﬂ). Entdo

| xadivgoavel = [ divg(xavoly
M Q
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(X, Doyt ) Vol < / (X, Dex) | dVol

dQNsupp(X) 81o0

/GQﬁsupp(X)

- A
_/aQHXHgHvextHngolgaQ
=1

< Ag(00Y).

Para ver a demonstracdo uma boa referéncia é [Chao1].

Se queremos adotar o ponto de vista do método direto do Calculo das Variacoes
para encontrar os minimizantes para o problema isoperimétrico, naturalmente somos
conduzidos a considerar uma familia maior de conjuntos admissiveis, isto é, a familia
dos conjuntos de perimetro finito, pois na topologia natural em que A, é semicontinua
inferiormente (i.e., a topologia flat em dimensdo maximal, ou equivalentemente a

topologia L] ), vale que

v = ({Q € M : Q) é aberto, limitado e 0Q) € C°°})L11 = "Conj.per.finito em M".

Antes de passarmos a Proposicdo 2.7 precisamos do seguinte lema, que trata da
aproximagdo, em topologia L!, de um conjunto de perimetro finito para conjuntos

abertos, limitados, a bordo suave e com 0 mesmo volume.

Lema 2.6 (Flores e Nardulli [FN14]). Para todo v € (0, Volg(QY)), temos que quaisquer
Q € Ty, Volg(Q) = v, existe sequéncia (Qf)jeN tais que Q) € M, Q) é aberto, 0Q); € C*,
Volg (Q) = v, Volg (O A0) — 0 Py () — Pe(QD).

Proposigao 2.7. Seja v € (0, Volg(QY), entdo I3,(v) := inf{Pe(QY) : O € T, Volo(Q) = v} =
Ipm(v).

Demonstragio. O caso Iy, < Iy é trivial. Dado um € > 0, temos que,

Ly(@) <P (Q) +e =LmP () +e.

Para o caso Ip(v) < I34(v), seja (); sequéncia minimizante para I}(v), isto &, ());
sequéncia em Tyy, Volg(Q))) = v,lim; o P(€);) = I},(v). Entdo, para todo k > 1, existem
Oy com Volg(Q) = v, € C™ tais que
I14(v) = lim P (C)
]—00
1
=P () — ¢
1

> Iy(v) — E'Vk >1

via 0 Lema de aproximacgdo a volume constante, mais precisamente o Lema 2.6. [
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Definicdo 2.8. Seja () conjunto de perimetro finito. Dizemos que () é uma regido isoperimé-

trica de volume v, se Volo(Q)) = v e Pg(QY) = I(v).

Definicao 2.9. Chamaremos de variedade Riemanniana fechada (M, g) uma variedade Rie-
manniana de classe C*, completa, compacta e sem bordo e dvg representa a medida Riemanniana

canodnica. Além disso, adotaremos as sequintes notagoes:

o n, designa, para todo n > 0, 0 volume Riemanniano da esfera unitdria do espago Euclidiano
(R™1L, ||-||,), munido da métrica canénica induzida pelo espago ambiente. Esta sequéncia

(an)nen verifica a relagdo de recurréncia sequinte, ag = 2, para todo n € IN.
T
Kyl = Zucn/ (cos t)"dt.
0

o wy, representa, para todo n > 1, o volume da bola unitdria euclidiana e estd relacionado

com ay pela sequinte férmula:
Xp

,Y” = n—1"°
(,UT
n

o MY é o espago simplesmente conexo de dimensio n (n > 2) de curvatura seccional cons-
tante 6 (6 € R). Para os valores de 6 que sdo 0, 1 e —1, temos seu espago correspondente

(R", can),(S", can) e (H", can). Os espacos M} sio chamados de espacos modelos.
Considere a equagdo diferencial
vy +5y=0

onde 6 é um niimero real qualquer. Denotamos c; (respectivamente s;) as solucdes desta equagio
com as condigdes iniciais y(0) = 1 e y'(0) = 0 (resp. y(0) = 0 e y/(0) = 1). Para todo t € R

temos
cos(v/dt) sed >0

cs(H) =141 sed=0
cosh(v/—6t) sed <0
\/LS sin(v/ot) sed >0
ss(t) =< ¢t sed =0
\/%7 sinh(v/—0) sed < 0.
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Estas duas funcoes estio relacionadas pela igualdade c5(u)? + 3ss(u)? = 1. Denotamos por I
o intervalo maximal de extremidade fechada a esquerda em O sobre a fungdo ss é estritamente
positiva.

(0, 1V8) sed >0
(0, 00) sed <0.

5 =

Para todo r € 15 denotamos por cots a seguinte razio

cots(r) := 05_(r)

s5(r)
e Vy, 5(r) 0 volume Riemanniano das bolas geodésicas de raio r em M.

.
Viu,s(1) =0€n—1/ ss(u)"du.
0

Lembramos que o volume Riemanniano (n — 1)-dimensional do bordo de uma bola
geodésica de raio r é igual a derivada de V), 5(r) em relacdo ao raio r.
O conhecimento das solugdes do problema isoperimétrico em MY (5§ < 0) permite

acessar implicitamente seu perfil isoperimétrico:

Vr € [0,+00[, Iy (Vus(r) =V, 5(r),

;
0r e 10,400l tyy (wnmn [ 5o ) = st
" 0
Quando ¢ = 0 esta relacdo pode ser explicitada,
n—1
VV €0, +oo[, Irncany (V) =72V 7.

onde 7y, é a constante isoperimétrica euclidiana. No caso de dimensdo 2 com § = —1

temos

YV e [0, +OO[, I(]HZ,CLZI’I) (V) = 4/ V(4:7T+ V)

2.2 PERFIL ISOPERIMETRICO E REGULARIDADE

O préximo resultado garante a continuidade do perfil isoperimétrico.

Teorema 2.10 (Flores e Nardulli [FN14, Teo. 2]). Seja (M", g) uma variedade Riemanni-
ana completa com Ricg > (n — 1)k e Volg(Bg(p,1)) > vg > 0. Entdo I é continua em
[0, Vol (M)].
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A seguir, apresentaremos as propriedades diferenciais do perfil isoperimétrico dadas

pela primeira vez em [BP86].

Proposicdo 2.11. Seja (M, §) uma variedade Riemanniana compacta n—dimensional de classe
COO

(i) O perfil isoperimétrico Iy admite primeira e sequnda derivada no sequinte sentido: existe
uma fungdo suave L tal que Ip; — L seja concavo. Se Ip1(v) € afetado por uma corrente T,

e se Ip € diferencidvel em v, entdo I},(v) é a curvatura média (constante) de 9T.
(ii) Suponha que T é uma subvariedade com bordo suave (n < 7). Entdo,
()21, (0) + / Ricci+ |BP2< 0, (1)
aT

onde B é a segunda forma fundamental de 0T, Ricci é a curvatura de Ricci de (M, g) de

um vetor normal a 0T.

(iii) Para n = 2, Q(v) := I(v)>. Seja k um limite inferior da curvatura de (M, g). Entdo a

desigualdade 1 toma a forma

Q" (v) < —2k.

Além disso, o lema 5 em [Hsig2] faz as seguintes afirmagdes

Lema 1. Para qualquer valor vy > 0, existem as derivadas a esquerda e a direita de Ipg em vy,

ou seja,
lim L [Im(vo + Av) — In(v0)] = D—Ip(vo)
Av—0- Ao U0 MATOI = 2= MR
. 1
Jim = [In(vo +80) — In(vo)] = D Iy(vo),
portanto,

D_1Iy(vg) = max{H(9QY) : Qisoperimétrica e |Q|= vy}
D, Ip(vg) = min{ H(0Q)) : Qisoperimétrica e |Q|=vg}.

Onde H é a curvatura média.

Lema 2. Se vy é um ponto diferencidvel de Ip; e Qg é uma regido isoperimétrica com |Qp|= vp.
Entdo, H(0Q) = I},(vo).
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Assim, em [Via19], seja () uma regido isoperimétrica em M, H a curvatura média
de X = 0Q) e considere v € (0,|M|) tal que |Q)]= v. Como as derivadas a direta e a
esquerda de Iy em v existem; podemos reescrever a equacdo 1 com relagdo a regiao

isoperimétrica (). Além disso, podemos apresentar a seguinte relagdo:
D,Iyp(v) <2H < D_Ip(9).
E com respeito a 1,

()21 (0) + / (Riccig(N, N) + |B|’ds < 0.
X

A regularidade é um conceito de extrema importancia para abordarmos o problema
isoperimétrico, pelo menos é que se espera das solugdes para alguns espacos, por
exemplo, no plano as curvas com "bicos"ou pontas gastam muitas curvas para delimitar
pouca drea, além do mais, também pode ser um critério para a unicidade das solugdes,
no caso do IR? as esferas "normais'e as esferas "cabeludas"(curvas para dentro ou para
fora) com mesmo volume sdo solu¢des para o mesmo problema isoperimétrico, logo,
adicionando a hip6tese de regularidade para este caso ganhamos a unicidade ja que as
esferas cabeludas nao sdo regulares. Uma solucdo para este tipo de problema, [Moro3b]

apresenta o seguinte resultado.

Coroldrio 2.12. (Regularidade em baixas dimensoes) Para n < 6, seja X uma hipersuperficie
isoperimétrica n— dimensional em uma variedade M com CH1%(Gk > 1,0 < & < 1) e métrica
Riemanniana Lipschitz. Entdo ¥, é localmente uma subvariedade C**, (Sen =1 e k = 1, entio

Y. é CU1). Se a métrica é analitica real entdo ¥. é analitica real.

A existéncia de hipersuperficies isoperimétricas em variedades compactas decorre
de resultados de teoria da medida geométrica. Assim, em [Roso1] é apresentado o

seguinte teorema.

Teorema 2.13. Se M é uma variedade Riemanniana compacta sem bordo de dimensdo 3, entdo,
para qualquer v, com 0 < v < Volg(M), existe uma regido compacta Q3 C M cujo bordo 9C) é
uma superficie suave com curvatura média constante mergulhada em M, que resolve o problema

isoperimétrico, e v = Vol(Q)).
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2.3 ESTABILIDADE

Nesta se¢do definiremos estabilidade, apresentaremos a variagdo de uma imersdo,

primeira e segunda variagdo da area. As referéncias desta segdo sdo [BdC12], [BDCE12]
e [RRoz2].

Seja () C M, onde M é uma variedade Riemanniana. Faremos variagdes para X = 0(),

que mantenham o volume de (2 fixo.

Definicdo 2.14. Uma variacio da imersdo x : " — M"*! ¢ uma aplicacio diferencidvel
X :(—€,€) x X = M, tal que

(i) para todo t € (—e€,€) a aplicagio x; : ¥ — M definida por x¢(p) = X(t, p) é uma imersdo;
(ii) para t = 0 as imersdes xq e x sdo iguais;
(iii) xt|x= x|ox para todo t € (—¢, €).

O campo variacional relacionado a variagdo X em um ponto p é definido como

segue:

O vetor N(p) é um vetor normal a xo(X) em xo(p).

As fungdes drea e volume associadas a variagdo X sdo dadas por
A() = / is, e V()= / X*dM,
p) [0,/]xZ

onde dX; é o elemento de volume de X na métrica induzida por x;, e dM é o elemento

de volume da variedade M.

Definicdo 2.15. Uma variacao preserva volume quando V(t) = V(0) para todo t. E uma
variacdo é dita normal se E é paralelo a N.

Teorema 2.16. (Férmula da Primeira Variacio da Area)
dA
—(0)=— Hfdx
70 =~ [ nHf
onde H é a curvatura média da imersio x e f = (E, N).

O leitor interessado em uma boa demonstragdo pode consultar [Law8o].
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Proposicao 2.17. (Primeira Variagido do Volume)

v
S0 = /Z FdE.

Considerando a imersdo e a variagdo da imersdo acima com suporte compacto,

podemos escrever:
Hy= A" /Z HAZ, A= AQ),
entdo podemos definir | : (—€,€) — R por
J(t) = A(t) + nHoV(1).
Proposicao 2.18. Para uma imersdo x : 2. — M, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) x tem curvatura média constante Hy;
(ii) para toda variagdo que preserva volume, A’'(0) = 0;
(iii) para toda variagio, J'(0) = 0.

Os pontos citicos de A e | sdo hipersuperficies de curvatura média constante. As
hipersuperficie isoperimétricas sdo pontos criticos do funcional drea para toda variacdo
que preserva volume. Assim, as hipersuperficies isoperimétricas tem curvatura média
constante.

A relacdo entre (ii) e (iii) para a segunda varia¢do ndo sdo equivalentes. Isso foi
apontado em [Bol18]. Uma relagao entre A”(0) e J”(0) pode ser dada fazendo: A”(0) > 0

se, e somente se, J”(0) > 0, com variagdes de suporte compacto e satisfazendo

/Zde -0,

Proposicdo 2.19. Seja x : . — M uma imersdo com curvatura média constante H. E X uma

variagio de x. Entdo, J"(0) depende somente de f é dado por
JOf) = [[(~FAF ~ (Ricci(N) + B[ ),

onde A\ é o laplaciano na métrica induzida em X, |B| é a norma da sequnda forma fundamental
da imersdo x, e R = nRicci(N), onde Riccipi(N) é a curvatura de Ricci (normalizada) de M na
direcdo N.
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. e o~ . . . . . —n+1
Definicdo 2.20. Seja M" uma variedade Riemanniana compacta. Considere x : M"" — M
uma imersio com curvatura média constante. Dizemos que a imersdo x é estavel se A”(0) > 0

para toda variagdo de x que preserva volume.

Portanto, podemos dizer que uma superficies ¥ C M é estavel se tem curvatura

média constante e

16, == [AfP—RicN)+[BP)fds >0,

N é um campo de vetores normal unitdrio ao lingo de X e B é a segunda forma

fundamental da imersdo x. A curvatura média de X é H, é definida por 2H = tr(B).

Teorema 2.21. (Ros-Ritoré [RR92] ) Seja (M, §) uma variedade de dimensio trés com curvatura
de Ricci positiva. Se x : Y — M3 é uma imersdo cmc estdvel e compacta, entio g(Y) < 3. Além
disso, se g(}°) =2 ou g(}_) = 3, entdo

1. .
(E 1EfchM+H2) |Z‘ < 271,

Teorema 2.22. Seja ¥ uma regido isoperimétrica em um espago-forma 3—dimensional M(c)

com curvatura constante c.
(i) Se X tem género 0, entdo X é uma esfera umbilica;
(i) Se o género de ¥ é 1, entdo ¥ é plana (flat).

Proposicio 2.23. Seja x : Y — M3 uma imersdo estdvel de cmc, com curvatura média constante
H. Suponha o espaco M da forma S/ G. Entio,

(1) Se g(¥) =2 ou g(¥) =3, entdo (1+ H?) |L|< 271;

(2) Seg(Y) =2o0ug(}) =3e|G| <4, entdo x é um merqulho. Além disso, se |G|< 6, entio
o pullback de Y, através da aplicacio cobertura []: S — M3, é conexo;

(3) Se |G| =2o0u |G| =3entdoa g(}) =1o0u g(}) =2.

2.4 DISTANCIA DE HAUSDORFF

Esta secdo é dedicada a distancia de Hausdorff, que de modo geral calcula a "dis-

tancia"entre conjuntos de um espac¢o métrico no seguinte sentido: calcula a distancia
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méxima de um determinado ponto de um conjunto para um ponto mais préximo do

outro conjunto. As referéncias desta se¢do sdo: [Fukgo], [Gro81a] e [Gro81b].

Definicao 2.24. Definimos a Distancia de Hausdorff entre dois subconjuntos A e B de um

espago métrico (X, d) por

dﬁ(A, B) := max {sup inf d(a, b), sup mf d(a, b)} (2)
acA bEB beB 4€

= max 4 supd(a, B),supd(A,D)
acA beB

= inf{e >0:A C U(B),B C Us(A)} (3)
onde U(A) = {z:d(z, A) < ¢}.

A distancia de Hausdorff pode apresentar algumas patologias como podemos ver a

seguir.

1. A distancia de Hausdorff ndo é uma métrica nos subconjuntos de X. De fato, seja
B um subconjunto préprio denso de X. Entdo, d5(B, X) = 0, pois U(B) D X para
todo ¢ > 0.

2. d¥ nem sempre é finito, por exemplo, dR({0},R) =0 ou X =R?, A = {(x,y):y =
x}, B={(xy):y=—x}

Proposicado 2.25. Seja X um espago métrico. Entdo,
1. d% é uma semi-métrica em 2% (o conjunto de todos subconjuntos de X).
2. dX(A, A) = 0 para qualquer A C X onde A é o fecho de A.
3. Se A e B sdo subconjuntos fechados de X e dﬁ(A, B) = 0 entdo A = B.
4. Se A, B e C sdo subconjuntos de X entio d¥ (A, C) < dx 77(A, B) + dX(B Q).

Assim, o conjunto de subconjuntos fechados de X com a medida de Hausdorff é um

espago métrico.
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2.5 DISTANCIA DE GROMOV-HAUSDORFF

Nesta secdo apresentaremos a defini¢do de distdncia de Gromov-Hausdorff que foi
abordada pela primeira vez em 1975 por David Edwards em [Edw?5], mais tarde em
1981 foi generalizada por Gromov em [Gro81b] e [Gro81a], referéncias principais desta

secao.

Definicdo 2.26. Sejam X, Y espacos métricos. A distincia de Gromov-Hausdorff, denotada
por dgy, € definida pela sequinte relagido. Para umr > 0, dgy(X,Y) < r se, e somente se, existe
um espago métrico Z e subespacos X' e Y' de Z isométricos a X e Y, respectivamente, tal que
d%(X',Y') < r. Em outras palavras, dgp(X,Y) é 0 infimo positivo de r de modo que Z, X" e Y’

existem. A notagio d%, ¢ a distancia de Hausdorff entre subconjuntos de Z.
Uma defini¢do equivalente é a seguinte.
Definicdo 2.27. Sejam X, Y espagos métricos. Entdo, definimos

deu(X,Y) = lnf df(f(X), &(Y))

onde f: X = Zeg:Y — Z sido mergulhos isométricos (preservam a distdncia) para o espago
meétrico (Z,d).

Observacio 4. f(X), g(Y) (ou X' e Y') na definicio acima sio considerados com a restrigio da

métrica do espago ambiente Z, em oposi¢do a métrica intrinseca induzida.

Exemplo. Se X é uma esfera com sua métrica Riemanniana, nio se pode ter Z = R% e
~ . L . . / . A . . , ~
X' =82 ¢ R3. X e X’ sdo isométricos munido-se X da distancia intrinseca, mas nao

como subespaco métrico de R.

Temos que X e Y sdo isométricos se, e somente se, dgp(X,Y) =0

Proposicao 2.28. A distincia de Gromov-Hausdorff dgy é uma métrica no conjunto de classes

de espagos isométricos.
Exemplo. Se X = S' x [0,1] e Y = [0, 1] entdo dgp (X, Y) = g

Observacdo 5. 1. Se X,Y sdo conjuntos compactos entdo dgy(X,Y) < oo. De fato, seja
Z = XUY com a métrica que satisfaz d(X,Y) = sup{diam(X), diam(Y)}.



2.6 CONVERGENCIA DE GROMOV-HAUSDORFF

2. Dois espagos métricos com didmetros finitos podem ser separados por distincia zero de
Gromov-Hausdorff sem ser isométricos. Por exemplo, sejam X =[0,1] e Y =[0,1] N Q.

Entdo, sendo Z = X, e como as isometrias sio as identidades concluimos que dﬁ(X, Y)=0.

3. Mesmo para dominios muito simples em R" a distincia Gromov-Hausdorff nio é realizada

por mergulhos no espago euclidiano.

2.6 CONVERGENCIA DE GROMOV-HAUSDORFF

Nesta secdo o texto segue as referéncias: [Gro81b] e [Sor1o].

Definicdo 2.29. Dizemos que uma sequéncia { X, }5>, de espagos métricos compactos conver-
gem para um espago métrico compacto X se dgy(Xyu, X) — 0 com n — co. Denotamos por
X, B X Neste caso, o conjunto X é chamado de limite de Gromov-Hausdorff de { X, }.

dcy é uma métrica no conjunto de classes de espagos isométricos.

Observacgdo 6. Para subespagos no mesmo espaco métrico, a distincia Gromov-Hausdorff por
definigdo ndo é maior que a distdncia Hausdorff. Assim, a convergéncia de Hausdorff implica na

convergéncia de Gromov-Hausdorff, mas a volta ndo vale.

Para entender melhor como funciona a convergéncia Gromov-Hausdorff, considere o
seguinte exemplo, retirado de [Sor10].

Seja X; = S! x S%/l., e X = S!, onde S%/i na esfera de raio %, vamos provar que
dcy(X;, X) — 0. Fazendo Z; = X; e mergulhando isometricamente X em Z; por ¢; :
X = X;, x — (x,%x). Entdo, dgu(X;, X) < d4(X;, ¢:i(X)) = ? 0 quandoi — co.

Outros exemplos sao:

1. Seja (X,d) um espago métrico. Considere A > 0, seja AX e denotaremos por
(X, Ad). Se diamX < o entdo AX <5 { um ponto } quando A — 0.

1

3. Considere a seguinte sequéncia

D, = D, =

, , D3 = SEp

Fonte: Adaptada de Christina Sormani (2010, p. 12).
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onde (D, d) é o quadrado unitario com a métrica d dada por ||(x, y)||= |x|+|y|.

Os limites de Gromov-Hausdorff de variedades Riemannianas sdo espagos métricos
geodésicos, ou seja, a distancia entre qualquer par de pontos é igual ao comprimento

da menor curva entre eles.

2.7 O CASO NAO COMPACTO

Quando os espagos ndo sdo compactos, semelhante ao que acontece para sequéncias
de fungdes continuas, é muito ttil introduzir uma nogdo andloga na convergéncia
uniforme em conjuntos compactos. Diferentes defini¢cdes, porém, todas equivalentes
podem ser encontradas em M. Bridson e A. Haefliger [BH13], referéncia principal desta

secao.

Definicdo 2.30. Considere uma sequéncia de espagos métricos X,, com pontos base x, € X,.
A sequéncia de espagos pontuados (X, x,) converge para (X, x) se, para cada r > 0 a
sequéncia de bolas fechadas B(xy, 1) (com métricas induzidas) converge para B(x,, 1) C X na

métrica Gromov-Hausdorff.

No préximo exemplo é abordada a importancia de escolher uma sequéncia de espagos

pontuados.
Exemplo. Considere a sequéncia de circulos C; = {x € R?: |x —iep|= 2} = {x?+(y —i)? =
i’} C R?, para todo i € IN. Para r > 0 fixo, as bolas (fechadas) de raios r centradas na
origem 0 € C;, se parecem com a bola correspondente em R, ou seja, o intervalo [—7, r].
Podemos dizer que C; converge para R quando i — co. Porém, dgy(C;, R) = co.

Entdo, B(0,r) C C; — [—7,7]. Temos que mq Ch WR. No6s esperamos que
dcy(Ci, R) — 0 mas, isso ndo é verdade, pois dgy(C;, R) = oo para todo i. De fato, se
diamX < co entdo

dcu(X,Y) > %\diamX — diamY |

tomando X = C; entdo diamC; = i, Y = R entdo diamY = oo, entdo para todo i temos
que
dcu(Ci, R) > co.

Se considerarmos a familia de circulos pontuais (C;, 0), temos que (C;, 0) CH, (R, 0).

A escolha do ponto de base é de extrema importancia, para entendermos melhor,
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considere a seguinte sequéncia de intervalos {[0,2n]}. Dependendo de como fazemos a
escolha de pontos distintos podemos ter diferentes espagos limites, isto é, se fazemos
a sequéncia de espagos pontuais {[0,2n],0} converge para o espago pontual (R, 0).
Mas a sequéncia {[0,2n], n} converge para o espago pontual (R, 0). Mais um exemplo

presente em [Fukgo]. Sejam X, 0,1, pn, € g, como na préxima imagem,

- qn

Fonte: Adaptada de Kenji Fukaya (1990, p. 162).
note que
1. limye0(Xy, o) = (% — {ponto}, ponto).
2. limy,—eo(Xn, pn) = (R, 0).
3. limy—00(Xy, g1) = (T2 — {ponto}, ponto).

Observe que neste exemplo, os pontos de base diferentes implica que a sequéncia
de espaco pontuais converge para espacos limites diferentes. Podemos vé que se

escolhemos qualquer variedade Riemanniana (M, g) de dimensdo n e p € M. Entdo
lim ((M, Rg), p) = (R",0)
R—00

para qualquer p € M.

2.8 CONVERGENCIA DE VARIEDADES

Nesta secdo apresentaremos os principais resultados da teoria de convergéncia de
variedades.

Em 1967 J. Cheeger no seu trabalho [Che67] provou o seguinte Teorema.

Teorema 2.31. Seja M(n, A\, d, v) um conjunto de variedades Riemanniana de dimensdo n, com
curvatura seccional |Sec|< A, didmetro diam(M) < d e volume Vol(M) > v. Existem somente

finitos tipos de difeomorfismos de variedades em M(n, A, D, v).



32

ISOPERIMETRIA E ESTABILIDADE

Teorema 2.32 (Teorema Paracompacto de Gromov). Seja M(n,k,v, D) o conjunto de
variedades Riemanniana compactas de dimensdo n e volume maior que v, didmetro menor que
D, e curvatura Ricci maior que (n — 1)k. Entdo, M(n, k, v, D) é paracompacto na topologia de

Gromov-Hausdorff pontual.

Considere uma sequéncia de cones truncados suaves em R" convergindo para um
cone equipado com a estrutura de espaco de comprimento induzido. Este exemplo
mostra que somente podemos ter compacidade, pode ocorrer que o espaco métrico
limite ndo é um variedade Riemanniana. Isso é, uma singularidade que pode surgir no
limite, isso aconteceu neste exemplo devido ao fato de que a curvatura ndo permanece
limitada. Sendo assim, devemos restringir nossa atencdo a sequéncia com curvatura
seccional limitada, ou seja, |sec|< k. Agora, se tomarmos uma sequéncia de toros planos
se tornando mais finos, reduzindo um de seu raio, até colapsar em um circulo sl Aqui,
satisfaz a condigdo da curvatura seccional (sec = 0) e didmetro limitado, mas o espago
limite é de dimenséao baixa, aqui o volume da sequéncia vai para zero. M. Gromov, em

1981 estendeu esse resultado para provar a pré-compactagao na topologia de Lipschitz.

Teorema 2.33 (Gromov’s Cl'!-precompactness Thm. 8.20 of [Gro81b]). Com relagio a
topologia Lipchitz (e topologia Gromov-Hausdorff) M(n,d, A,v) é relativamente compacto.
Qualquer sequéncia de manifolds {M;} € M(n, A, d,v) tem uma subsequéncia que converge

para uma variedade diferencidvel com uma metrica C° , e uma fungio distancia CU-1.

Em 1987 esse teorema foi melhorado independentemente por S. Peters [Pet84] e
Greene-Wu [GW88].

Teorema 2.34 (C"*-precompactness Greene-Wu-Peters). O espaco M(n, A, d,v) é para-
compacto na topologia Lipschitz. Qualquer sequéncia de manifolds {M;} € M(n, A, d,v) tem

uma subsequéncia convergente para uma variedade diferencidvel com uma métrica C'*,

E importante perceber que, ndo se pode esperar mais do que convergéncia C2 ou
esperar um limite C? para g. Considere o exemplo trivial de um cilindro com duas
tampas hemisféricas. O cilindro com duas tampas hemisféricas pode ser obtido como
limite de Gromov-Hausdorff de superficies em M (2, A, d, v) mas o limite ndo é C2, caso
contrdrio, a curvatura seccional teria que ser continua, porque depende da segunda

derivada da métrica.

Observacao 7. A hipétese Vol(M) > v pode ser substituida por injy; > io (ver Teorema 2.1 e
Coroldrio 2.2 de [Cheyo] ). A notagdo injy € o raio de injetividade de M, para mais detalhes ver

o capitulo 3.
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Definic¢do 2.35. Seja {(M;, g;)} ser uma sequéncia de variedades Riemannianas n dimensional.
A sequéncia converge no CY*-topologia para uma CY*-variedade (M,g) se M é uma C®
variedade tal que para algum atlas fixado C'* em M compativel com o sua estrutura C*, g é

CY#, e Existe um difeomorfismo ¢; : M; — M,com ¢7g; — g com a norma Cl*.

O seguinte teorema de Anderson pode ser visto como uma generalizacdo dos teoremas

acima.

Teorema 2.36 (Teorema 1.1 de [Andqo]). A classe de n-variedades M Riemanniana compacta,
conexa satisfazendo |Ric(M)|< k, inj(M) > i > 0 e diam(M) < D, é paracompacto na
C*-topologia.

Definicao 2.37. Uma sequéncia de variedades Riemanniana pontuadas (M;, i, x;) ((M;, gi)
variedades Riemanniana com pontos x; € M;) é dita convergente no sentido de Cheeger—Gromov
para uma variedade Rieanniana pontual (M, g, x) com i tendendo ao co se satisfazer as sequintes

condigoes:

(i) Se existe uma "cobertura”de M por conjuntos compactos, ou seja, M = | ;21 Q) = M; com
as propriedades Q; C M e Q C Qy,1;

(ii) Existe uma familia de aplicacdes suaves ¢; : (3; — M; que sdo difeomorfas as suas imagens

de modo que ¢;(x) = x; para todo i e ¢;(g;) — g na topologia C*=.
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RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capitulo inicialmente apresentaremos resultados das propriedades dos espagos
de Lens, e por fim o Teorema de Celso Viana. A referéncia para todo o capitulo é
[Via1g].

3.1 ALGUNS ASPECTOS DOS ESPACOS DE LENS

Inicialmente iremos definir o raio de injetividade de uma variedade Riemanniana
(M, g), na sequéncia abordaremos alguns aspectos do raio de injetividade do espaco de

Lens L(p, g).

Para definirmos o raio de injetividade devemos considerar a bola B(0,r) := {v € T, M :

gp(v,v) < r} C T,M. Para um r > 0 suficientemente pequeno a aplicagdo exponencial é

um difeomorfismo desse conjunto para B(p,r) := {qg € M : dq¢(p,q) < r}.

Definicdo 3.1. O raio de injetividade de uma variedade Riemanniana (M, g) é
mi(M, ) = inf inj, (M, 2),
inj(M, g) = 1nf injp(M, g)
onde inj,(M, g) € o raio de injetividade em p, definido por
injp(M, ) = sup{r : exp,, é um difeomorfismo em Bo(r) C T,M}.

Em outras palavras, o raio de injetividade de uma variedade é o menor dos raios de
injetividade em todos os pontos. Uma raio de injetividade em um ponto é o maior dos
raios r de uma bola para o qual a aplicagdo exponencial é injetiva.

O raio de injetividade mede o tamanho da maior bola em torno de p de modo que a
geodésica radial tenha o comportamento da geodésica em R".

Para todo x € L(p,q) o raio de injetividade de L(p,q) em x satisfaz, L(p,q) > %
Com igualdade apenas em pontos nas fibras criticas. Em geral, ndo é verdade que

inj(L(p,q), x) = O(%). Mas, ocorre no seguinte caso.
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Lema 3. Se x € Tx /Z, C L(p,q) e o didmetro de Tx /Z, em L(p,q) é limitado por baixo,
entdo injL(p, q) = O(%).

Denotaremos por ZZ para representar a acdo de Z, em $° que depende de 4. Como
a acdo usada para definir L(p, q).

Para obter certas informagdes de alguns "objetos"matematicos, as vezes usar um
sistema de coordenadas apropriado pode facilitar a empreitada, no caso do espaco de

Lens o sistema de coordenadas toroidal é apropriado.

Definigdo 3.2. Sejam x,y,z e w as coordenadas usual em R*. Entdo, a esfera S® é dada por

2

x? +y? + 22 + 22 = 1. As coordenadas x, 0 e ¢ parametrizam a esfera S* como segue:

X = cos x cos 6
y = cos x sin0
Z =sin x cos ¢

w = sin x sin ¢

para

Para cada 0 < xy < 7 as coordenadas 6 e ¢ percorre um toro. Os casos excepcionais
ocorrem quando x = 0 e x = £ que os montes de toros colapsam nos circulos x? + y* = 1

2 + w? = 1, respectivamente.

ez
Podemos reescrevendo de outra forma, fazendo, para cada 0 < r < 7 a aplicagdo

Pr: R? — T, definida por
T, (u, v) = (cos(r)e?™, sin(r)e?™) € S.

Assim, podemos redefinir a agdo (ZZ) de Z, em $3, como uma acio de ZZ em T,

coOmo segue:

cos(r)eznj(%w) , sin(r)eZNi<%+v> ) .

270U 27Tiv _ 2mik 27Tiu amigk 27Tiv
k o ( cos(r)e=™", sin(r)e = |e P cos(re”™,e » sin(r)e
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Essa acdo corresponde a seguinte agio em R?,

ke(uv)= <u+k,v+ﬂ).
P P

A 6rbita nessas coordenadas de um ponto (zg, wp) = ¢(Z x Z) € T, é dada por

O”bp,q(ZOrwo) = { (m + S,n + k—}j) cm,n,k € Z} .

Lema 4. Seja {L(p, q)} pen uma sequéncia de espagos de Lens, existem b, mg, ng € Z. e uma

subsequéncia {L(py, q;) }1cz tal que satisfaz uma das seguintes afirmagcoes:
(i) Para cada (zo, wo) € Ty, ¢r(Orby,q,(z0, wo)) torna-se denso em T, com | — oo.

(ii) (Orby,q,(z0, wo)) estd contida em b curvas integrais de
X(z, w) = (mgv/—1z, ngv/—1w) € x(8?).

O préximo lema é um resultado de Viana sobre convergéncia de Cheeger-Gromov

para espacos de Lens.

Lema 5. Seja (L(p, q), p*gss, Xp) uma sequéncia de espagos de Lens. Entilo, existe uma variedade
3—dimensional (M, J, x«) plana de classificagio no mdximo um tal que passando para alguma

subsequéncia

(L(p, 9), P25, Xp) ~—> (M, 5, xe0).

3.2 PROBLEMA ISOPERIMETRICO EM L(p,q)

Essa sec¢do é dedicada a apresentagdo do resultado de Celso Viana.

Teorema 3.3. (Celso Viana) Existe um inteiro ndo negativo pg tal que para todo p > pg e
q > 1 as superficies isoperimétricas em L(p, q) sdo esferas geodésicas ou quocientes de toros de
Clliford.

Ideia da demonstracdao: No capitulo 1 mostramos que o espaco de Lens é uma

variedade compacta de dimensdo 3, dessa forma, pelo teorema 2.13 temos que existem
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hipersuperficies isoperimétricas em L(p, q), em outras palavras, é garantida a existéncia
da solucdo do problema isoperimétrico para o espago de Lens.

Novamente da condi¢do da compacidade da variedade L(p, q) juntamente com: a
curvatura de Ricci positiva, todas as variagdes de regides isoperimétricas que preservam
volume sdo estaveis e de curvatura média constante; assim, segue do teorema 2.21 que

o género de uma regido isoperimétrica em L(p, q) é menor ou igual a 3, isto é, g(2) < 3.

Lema 6. Seja (L(p, q), p*gs3, Xp) — (M, 8, Xo0) como no lema 5 e seja ¥, uma superficie
isoperimétrica em L(p, q) tal que x, € Xy e §(Xp) > 1. Entdo existe uma constante ¢ > 0 tal

<c.

que | Az, | g, <

Fazendo uso do lema anterior e de outras propriedades Viana mostra o seguinte

lema.

Lema 7. Para p suficientemente grande existem v, e e, > 0 tal que Iy, oy € dado pelo perfil
de esferas em (0,v,] e pelo perfil de toros planos em [vy,, v, + €p). Além disso, se X, é uma

superficie isoperimétrica tal que I, (vp) = |Zp], entdo g(Xp) = 0 ou g(Xp) = 1.

Pelo resultado 2.22 sabe-se que se ¥, tem género 0 entdo a regido isoperimétrica
¢ uma esfera geodésica. Por outro lado, se X, tem género 1 é plana (flat), logo, é o
quociente do toro de Clifford. Dessa forma, o teorema fica resolvido para qualquer
regido isoperimétrica que divida L(p, q) em duas regides de volumes diferentes. Esse
fato é consequéncia do lema anterior. Assim, para concluir a prova, basta provar que
as regides isoperimétricas que dividem L(p, q) em duas regides de mesmo volume sdo
toros planos (flat). E se essas regides tiverem género 1, pelo resultado 2.22 as regides

estdo caracterizadas. Com essa ideia Viana formula e prova a seguinte afirmacao.

Afirmacdo 1. O teorema 3.3 segue se mostrarmos que as superficies isoperimétricas que separam

L(p, q) em duas regides de mesmo volume sdo toros.

Agora, s6 falta mostrar que essas regides isoperimétricas tem género 1. Para isso,
Viana faz uma prova por absurdo. Assume que existe uma sequéncia infinita de espagos
de Lens L(p, q) contendo uma regido isoperimétrica ¥, de género maior ou igual que
2, para cada p. E ¥, satisfazendo a afirmagdo 1. Pelo lema 5 existe uma variedade
(M, 8, x) plana (flat) de dimensdo 3 tal que (L(p, q), p*>g<s, Xp) SN (M, 6, x0). A partir
deste ponto Viana usa técnicas sofisticadas que exigem a necessidade da criacdo do lema

e da afirmagdo a seguir para concluir a prova. Para mais detalhes, consulte [Via19].



3.2 PROBLEMA ISOPERIMETRICO EM L(p,q)

Lema 8. Existe uma superficie propriamente contida Yoo C M tal que (Xp, Xp) — (X, Xoo)
com multiplicidade um. Além disso, 2o é totalmente geodésica e perpendicular ao fibrado

candnico de M.

Afirmacao 2. Essa configuragio ndo pode ser um limite de superficies isoperimétricas.
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4.1 MEDIDA E DIMENSAO DE HAUSDORFF

Nesta secao nos dedicamos a constru¢do da medida de Hausdorff. Antes de defini-la
enunciaremos dois resultados que descrevem procedimentos para a construgdo de
medidas exteriores. Nos apoiaremos nesses resultados para desenvolver o objetivo
dessa secdo. Uma 6tima referéncia para a teoria que segue abaixo é [Chao1] Capitulo 4.

No decorrer do texto o conjunto M quando mencionado é sempre ndo vazio.

Definicdao 4.1. Seja M um conjunto. Uma cole¢io C C P(M) (o conjunto de todos os
subconjuntos de M) de subconjuntos de M é dita uma o-algebra em M quando as seguintes

condigoes sdo satisfeitas,
1. D eCeMeC
2. Se A€ Centio A=M— A € C;

3. Se {A, : n € N} é uma colegio arbitrdria enumerdvel de elementos de C entio

Um conjunto M que possui uma c—4algebra é chamado de espaco mensurdvel. Um
subconjunto A de M que pertence a uma o—4élgebra C é dito conjunto mensurével (em

relacdo a o—élgebra C).

Definicao 4.2. Seja M um conjunto. Suponha que C é uma c—dlgebra de M. Uma medida

em M é uma fungio p : C — Ry U{oo} que satisfaz as sequintes condigdes,
1. (@) =0;

2. Sea colegio {An € C:n € IN} é enumerdvel e disjunta entio

’ ( U An> Y Ao

nelN nelN
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Defini¢do 4.3. Seja M um conjunto. Uma fungio 1 : P(M) — Ry U{oo} que satisfaz as
condigdes

1. WD) =0;

2. Se A C Bentio u(A) < u(B);

3. Se Ay, n € N é qualquer colegio enumerdvel de subconjuntos de M entdo

iz ( U An> < ) Fi(Aw);

nelN nelN
¢é dita uma medida exterior em M.

Proposicao 4.4. Se ji;, com i € 1, for uma familia de medidas exteriores em M entdo 1 :=

sup;; i; € uma medida exterior em M.

Demonstragio. Para todo i € I, tem-se 7,(®) = 0, pois %; é medida exterior para cada
i € I; claramente 7i(®) = sup{#;(®) : i € I} = 0. Agora, suponha A, B subconjuntos
de M com a propriedade A C B. Como }i;(A) < ,(B) para todo i € I, logo, u(A) =
sup{f;,(A) : i € I} < sup{m;(B) : i € I} = (B). Para concluirmos, seja A;,n € IN
qualquer colegdo enumeravel de subconjuntos de M. Assim sendo,
7 ( U An> < ¥ AilA
nelN nelN

para todo i € I, pois 7i; é medida exterior para cada i € I. Logo,

i ( U An> = sup {ﬁi ( U A)} < sup{ )» ﬁi(An)} =) T (A).
nelN iel neN iel | nelN nelN
O]

Proposicdo 4.5. Seja M um conjunto. Seja A um subconjunto ndo vazio de P(M), com @ € A.
Considere ®x a familia de todos os subconjunto contdveis de A. Seja h uma fungio positiva
definida em A e com a propriedade de h(Q®) = 0. Defina a fungio H : ®p — R, U{oo} por

HR):= Y. h(Ry),

Ry€A

onde R={R, € A:n € N} € Oy. Entio

1. H{®}) =0;
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2. Se Ry, € O para todo n € IN, entdo

H ( U Rn> < Y H(Ryp).

nelN nelN

Demonstragido. Note que H({®@}) = h(®) = 0. Agora, seja R, € ©p para todo n € N,
entdo R, = {R,, € A: m € IN}. Portanto,

H ( U Rn> =) Rum) < Y Y, h(Rum) < ) H(Ry),

nelN nelN melN nelN

onde a segunda somatodria estd operando elementos distintos de A. Logo, segue o

resultado. O

Teorema 4.6. Seja M um conjunto. Suponha que a cole¢do ndo vazia A C IP(M) satisfaz as
seguintes propriedades:

1. D €N

2. Dado ®p a colegio de todos os subconjuntos enumerdvel de A. Existe uma fungdo positiva
H: 05 — R+ U {co} satisfazendo

(i) H{®}) =0;

(ii) Se R,, € Op para todo n € IN, entdo
H ( U Rn) < Y. H(Ry);
nelN nclN
3. Para todo A C M existe pelo menos uma cobertura enumerdvel por elementos de A.
Denotamos por CA(A) € @ o conjunto de todos os recobrimentos enumerdveis de A.
Assim sendo, definimos a aplicagdo 7 : P(M) — Ry U{oo} dada por
H(A) = U\ (A) ;= inf{ H(R) : R € CA(A)}.
Essa aplicagdo é uma medida exterior em M.

Demonstragio. Como @ é coberto por {@} segue que #(®) = inf H{D}) = 0. Agora,
sejam A e B subconjuntos de M com a propriedade A C B. Entdo, Co(B) C Ca(A).
Logo,

R(A) = inf {H(R)} < inf (H(R)} = (B)
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Por fim, seja A;,i € IN uma cole¢cdo enumerével de subconjuntos de M. Provaremos que

H ( U Rn> < Y H(Ry).

nelN nelN

Note que para um subconjunto A de M, temos que 7i(A) = inf{ H(R) : R € Cp(A)}.
Dessa forma, dado um ntimero real a podemos ter R € Ca(A) tal que pela definigdo de

infimo H(R) < (A) + a. Fixando € > 0 para cada b € IN existe um R, € Ca(Ay) tal que
_ €
H(Ry) < Ji(Ap) + o5

Note que se {R, : b € N} for uma cole¢do enumeravel de elementos de de C,, entdo
a unido Jyen Ry € elemento de Cp(A). Assim, a cole¢do I = Jyepn Ry € também uma
colecdo contével de conjuntos que cobrem o conjunto J;c A; e portanto, pertencem a
Ca (Uien 4i) - Assim,

H < U Rn) < ) H(Ry) < (Zﬁ(z‘lb)ﬂL%) =) Ay +e.
n=1 n=1

nelN belN

Como,

I €Cxp (U Ai)
icN

entao

i ( U A,-) :inf{H(R),R € Ca (U Ai> } < H(I) < Y (Ap) +e,
ieN ieN beN

para todo € > 0. Logo,

iz ( U Ai> < ) H(Ay).

ieIN belN

Portanto, 77 é uma medida exterior. O

Seja (M, d) um espago métrico. Seja A um subconjunto de M. Definimos o didmetro

de A na métrica d por
diam(A) :=sup{d(x,y): x,y € A},

ou seja, é a maior distancia possivel entre pontos de E, segundo a métrica d.
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Suponha que o conjunto M possua a seguinte propriedade P: para todo > 0 e para
todo A C M existe pelo menos uma cobertura enumerével por elementos cujo didmetro
¢ menor ou igual a ¢.

Seja s um ntmero real ndo negativo. Para qualquer 6 > 0, vamos fazer a seguintes

definicdes,
1. As == {R C M : diam(R) < 6}, temos que @ € Ay;

2. A funcdo positiva hs : As — Ry U{oo} dada por hs(R) = diam(R)°, para cada
R € A;; definimos também que h5(©) = 0.

3. Para cada A € M uma familia Cp;(A) de recobrimentos contéveis por elementos

de A(g.

Essas afirmacdes satisfazem as hip6teses da proposicdo 4.5; de fato, do item 1 e da
propriedade P temos a garantia da existéncia ©,, assim, pelo item 2 podemos definir
uma fungdo Hs : @5, — R, U{co} da seguinte forma, para cada R = {R, € A;:n €
N} € Oy,

H,(R) := Z hs(Ry),
Ru€As

CcOmo na proposic¢ao 4.5, consequentemente, temos
1. H{@}) =0;

2. Se R, € Oy para todo n € IN, entdo

H ( U Rn> < Y H(Ry).
neN nelN

Tendo isso e pelo item 3 das nossas afirmacdes, temos as hipéteses do teorema 4.6.

Portanto, a fungdo 715 : P(M) — R, U{co} definida por

ﬁ%’,s(A) :=inf{Hs(R) : R € Cp,(A)} := inf{ Z hs(Ry) : R € CAé(A)}
Rn,€R

¢ uma medida exterior em M. Pela proposicdo 4.4 a aplicagdo i}, : P(M) — Ry U{co}
dada por

5,(A) = sup inf{Hs(R) : R € Cp,(A)} := sup inf{ Y ho(Ry):R€ cAé(A)}
6>0 6>0 R, ER

é uma medida exterior em M, denominada medida exterior de Hausdorff de dimensdo

S.
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4.2 VARIEDADES

Nesta secdo apresentaremos a defini¢do de variedades diferencidveis, mas, antes
disso, abordaremos os conceitos bdsicos fundamentais que envolve esta definicdo. Uma
observacdo importante para o entendimento do contetido que vem a seguir é que o
termo diferenciavel é visto como sendo de classe C®. As referéncias desta secdo e de

todas as outras a seguir sdo: [Cargz] e [DO19].

Definicao 4.7. (Cartas) Seja M um conjunto qualquer. Dizemos que o par (U, @) é uma carta
(ou um sistema de coordenadas) n-dimensional em M, quando a fungio ¢ : U C M —

e(U) C R" é uma bijegio e o conjunto @(U) é um aberto de R" para algum n.

Definicao 4.8. (Compatibilidade) Dizemos que duas cartas (U, ¢) e (V, ) sdo compativeis
se 0s subconjuntos (U N'V) e (U N V) sido abertos de R" e a fungio de transicido po ¢! é

um difeomorfismo.

No caso da aplicagdo vazia convencionamos que sempre é um difeomorfismo, sendo

assim, (U¢) e (V, ) sdo compativeis quando UNV = Q.

Definicdo 4.9. Seja M um conjunto. Um atlas de dimensao n em M é uma familia A =

{(U;, ¢;) }ic1 cartas tal que
1. M = ;e U; (cobertura de M);
2. Para todos os indices i,j € 1, as cartas (U;, ¢;) e (Uj, ¢;) silo compativeis.

No exemplo a seguir exibiremos um atlas para a esfera unitdria S*> C R®.

Exemplo. Seja S? a esfera unitaria, ou seja, % = {(x,1,z) € R® : 22 +y?> +2> = 1}.
Sejam n = (1,0,0) e s = (0,0, —1); estes pontos sdo o polo norte e o polo sul de g2

respectivamente. Assim, definimos
U, =%>—{s}, U =%*—{n}.

Sejam ¢, : U, — R?e ¢_ : U_ — R? dados por p — ¢.(p) e p — ¢_(p) as projecdes

estereogréficas do polo norte e polo sul, respectivamente. Para (x, y, z) temos

X X
§0+(x/]//Z) = <1—+Z, 1yTZ> (P—(x;yrz) = (1 _Z/ 132) .
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As aplicacdes ¢, e ¢_ sdo bijecdes. E

2u 20 1— (u?+ 02)>

1+@2+02) 1+ W2 +02)" 1+ Wu?+0?)

@y (u,0) = (

_q 2u 20 w?+v%) —1
¢_"(u,0) = , ,
- 1+@2+02) 1+ W2 +02) 1+ u?+02)
sdo as inversas de ¢, e ¢_, respectivamente. Note que ¢ (U, NU_) = R? — {(0,0)}.
Por fim, a aplica¢do de transigdo entre as duas cartas é dada por

u v
u? + 02" u? + 02

(p— o 97w, 0) =

claramente é diferenciavel em R? — {(0,0)}. Portanto, {(U;, ;) }i=1 2 é um atlas para S2.

Uma carta (U, ¢) em M é compativel com um atlas A = {(U;, ¢;) }ic1 de dimensdo n em M

se (U, @) é compativel com cada carta (U;, ¢;) de A.

Definicdo 4.10. Uma atlas A num conjunto M é dito maximal se A ndo estd propriamente

contido em nenhum atlas em M.

Definicdo 4.11. Dizemos que o par (M", A) é uma variedade diferenciavel de dimensao
n, se M é um conjunto qualquer e A é um atlas maximal em M e a topologia induzida por A

em M é Hausdorff com base enumerdvel.

Exemplo. A esfera S" C R™*! de raio 1 é uma variedade diferencidvel de dimensio
n. Denotamos por (.,.) o produto interno de R"*!. Dados u € S" entdo a projecdo

estereografica de vértice u é a bijecdo:

py:S"—{u} - ut:={veR": (vu) =0},

definida por
X—u
pu(X):u—W, xESn—{u}.
Onde,
-1 0—Uu
V) =u+2—,
P [Jo—ul?

¢ a norma Euclidiana de R"*!. Escolhendo

é a inversa da aplicagdo p,. Na expresséo, ||.

um isomorfismo qualquer T, — ut — R", claramente T, o pu:S"—{u} - R" é uma
carta em S". Dados u; e up em 5" tranquilamente podemos obter uma funcdo de ¢,
para ¢, que seja diferencidvel. Assim, o conjunto A = {¢, : u € §"} é um atlas

diferencidvel e de dimensdo n em S". Portanto, segue a afirmagao.
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4.3 ESPACO TANGENTE E METRICA RIEMANNIANA

Nesta se¢do iremos definir espacgo tangente, métrica riemanniana e variedade Rieman-

niana.

Definicao 4.12. Uma fungio f : M — R em uma variedade M é dita suave (diferenciavel)

se para toda carta (U, ¢) a composicdo
fog i)~ R
é suave. Denotamos por C*(M) o conjunto de todas as fun¢des suaves em M.

Definicao 4.13. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma curva (diferencidvel) sobre M é

uma aplicagio diferencidvel da forma o : I — M. O conjunto I = (—€, €) é um aberto de R .

Definicao 4.14. Seja M uma variedade. Suponha uma curva o : I — M satisfazendo a(0) = p,
e considere D = {f : M — R : fé diferencidvel em p}. Um vetor tangente a curva « em
t = 0 ( ou vetor tangente em p ) é uma aplicagiio «'(0) : D — R dada por

d(f o a)
at i

o/ (0).f =

Definicao 4.15. O conjunto formado por todos os vetores tangente em p é chamado de espago

tangente de M em p. Denotamos este conjunto por Ty M.

Escolhendo uma parametrizacio x : U C M — R" em p = x!(g), com g =
(x1,...,x7) € x(U) e uma fungdo f : M — R diferencidvel, podemos representar a

fungdo f em termos da parametrizacdo x fazendo a seguinte identificacdo
f(x1,...,xn) = fo x g, e, xn) = fo x‘l(q) = f(p).
Sew«: ] — M é uma curva sobre M entdo x oa : I — R" é uma curva sobre R", assim,
xou(t) = (x1(t), ..., xn(t)),

€ uma identificagdo da curva a na parametrizacdo x. Portanto, fazendo a restricao de f

a curva «, temos

fox_loxooc(t)

fox Hxow®)

foua(t)
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£ox 1 (B, xa(t)
Fx1(b), ..., xn(t)).

Dessa forma, podemos obter a expressdo de a/(0).f na parametrizagdo x, ou seja,

d(fozx) A (), e xa(D)
=0 dt

= f

(0
;xl )<ax1)o¢(0)
(DC(O ox; a<0)f'

Portanto, o vetor &/(0) pode ser expressado na parametrizagdo x por
< d
Y x(0) (—)
il 0x;

Definicao 4.16. Uma aplicacdo f : M — N entre variedades é dita suave em p € M se

o'(0).f =

t=0

p

existem cartas coordenadas (U, @) de p e (V, ) de f(p) tal que f(U) C V e a composigio

pofop o) = (V)
é suave. A fungdo f é uma aplicacdo suave de M para N se é suave em todo p € M.

Definicao 4.17. Seja f : My — MY aplicagio diferencidvel. Para cada par (p;v) € M; X
Ty My escolha uma curva o : (—¢,€) — My tal que (zx(O)-o/(O)) = (p; v) e defina a curva sobre
My, B = f ow. Defina também a aplicagdo df, : T,My — T¢Ma por df,.(v) = B'(0). Tal

aplicagdo é dita diferencial de f em p.

Definicao 4.18. A aplicacio f : M} — My é dita um difeomorfismo se for inversivel e

satisfaz a propriedade: f e f~! sdo diferencidveis.

Analogamente, uma aplicacdo continua f : M — N é um homeomorfismo se é

invertivel, com a inversa continua.
Afirmacdo 3. O espaco CP! ¢ difeomorfo a esfera S°.

Demonstragido. Sabemos que CIP! = C? — {(0,0)}/~, coma ~ sendo a relacio: (z1,22)
e (z1,72) € C? estdo relacionados se, somente se, existe A € C — {0} tal que (z1,22) =

Mz1,z7). Assim,

CP! = {[(z1,22)] : 21,22 € Ccom (z1,25) #0}.
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Onde, [(z1, z2)] é a classe de equivaléncia de (z1, z2) que é dada por

[(z1,22)] = {(Az1,Azp) : A #0}.

Agora, defina U := CIP' — {[0,1]} e V := CIP' — {[1,0]}. Note que U e V sdo conjuntos
abertos, de fato, CIP! é variedade, logo é Hausdorff, assim, cada ponto [x, y] é fechado
em CIP!, portanto, seque a afirmagdo. Além disso, U e V cobrem CP! e estdo associados
ao atlas A = {(U, ¢), (V, ¢)} dado por:

e ¢:U— @) C C?>=R?onde

[(z1,22)] — z—j = (Re (i—j) ,Im (i—j)) € R?;

e :V — (V) C C? =R? com

[(z1,22)] — 2—; = <Re (i—i) ,Im (i—;)) € R2.

Vamos verificar que ¢ e 1 estdo bem definidas e que sdo cartas.
Note que se [(z1,22)] € U entdo z; # 0, pois, caso z1 = 0, terfamos zo # 0, e [(z1, 22)] =
[(j—;, i—i)] = [(0,1)] ¢ U. Se (Az1,Azp), A # 0, é outro representante de [(z1,22)] € U

~ Az z
entdo @(Az1, Azp) = A—_Zi = ﬁ =

¢(z1,22), 0 que implica que ¢ esta bem definida.
Para o préximo passo, considere a identificagao C — R? com z; = (x;,V;) =

(Re(z;), Im(z;)) entdo

(x+iyn (x1—iyr\ | (ax2 —yaye)  (xayo + xou)
p((z1,22)) = (x1+iy1) (xl —iy1> = x%+y% + x%+y% L

Observe também que todo z € C é da forma z = % para alguns zq,z, € C com z; #0
e como [(z1,22)] = [(1, % ] € U entdo ¢ pode ser vista como ¢([1, z]) = z, sendo que (1, z)

é o unico representante de [(z1,z7)] € U com a primeira coordenada igual a 1. Logo,
¢([1,z]) = ¢([Lz]) = z=2= (1,2) = (L, 2) = [(1,2)] = [(1, 2)].

Portanto, ¢ é invetiva e p(U) = C = R2. Analogamente, ¢ estd bem definida, é injetiva e
satisfaz ¥([(z,1)]) = z, com (V) == C = R?.

Agora, vamos analisar as transagdes ¢ o (p‘l e q)‘l o 1. Temos

pUNV)=ypUNV)=C—-{0} ={z € C:z#0},
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pois, [(z1,z2)] € UNV se, somente se, z; # 0 e zp # 0. Entdo, po g~ ! : C— {0} —

C — {0} com z — ¢([1,z]) = ¢([2,1]) = 1. Analogamente, p o y1(z) = 1. Assim

sendo, note que a fungio C — {0} — C — {0} com z — 1, pode ser vista em R?

Z/
como R? — {(0,0)} — R2 — {(0,0)} com (x,y) — (%ﬁ%ﬁ ,onde 5 = Re(}) e

x2+y = Im( ), é diferencidvel. Como queriamos verificar.

Também podemos cobrir $? com as projecdes estereograficas {q)N, ¢s}, ou seja,

as aplicagdes gy : S% — {(0,0,1)} — R®> ¥ C com (a,b,c) = (7%, 1 C) e gos 52 —
{(0,0,-1)} - R?* ¥ C com (a,b,c) — (1+C, 1+C) Com transicoes: ¢g o goN : R? —
{(0,00} — R?> - {(0,0)} com (a,b) — (%
aplicagdo f : CIP! — S? definida por

-1 ~1
) en (z), se x=¢ (2)
Je0= { 95 (2), se x=97(2)

é um difeomorfismo. Primeiramente afirmamos que f estd bem definida. De fato, se

vl leerz) Por fim, basta verificarmos que a

¢ z) =y @) entdoz = pop1(z) = z7l = PN © qos_l(Z), assim, qogjl(z) = qos_l(Z), logo,

flp~1(z)) = f(p~1(2)). Como queriamos.

Agora, verificaremos que f é diferencidvel. Seja [(z1,2z7)] € CP, entdo [(z1,22)] =
¢ 1(z) ou [(z1,22)] = ¥~ 1(2), para algum z € C. Se [(z1,22)] = ¢ () entdo considere
pnofoe ! :C — C dada por z = on(f(e'(2) = qu((pK]l(z)) = z, a aplicagdo
identidade é diferencidvel em todo ponto. Para o caso [(z1,z2)] = l/J_l(Z), é andlogo ao
anterior.

Para f~!:5? — CIP! dado por

1 = { 070, se 1=y
y

“z), se x=¢9 (2)

é similar a f e tem representagdes locais ¢ o f o (p&l =idc e poflo q)g1 = idc
diferenciaveis. Portanto, CIP! = S2. [l
Definicao 4.19. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica riemanniana é uma
aplicagdo g que associa cada ponto p € M a um produto interno g(p) = (..)p : T,M x T,M —
R onde cada fungio g;; : U C R™ — R, construida a partir de uma parametrizagio
x : G — U, dada por g;j(q) = <dixi(q), I (q)> diferencidvel. As fungdes g;j sio ditas a

expressdo da métrica riemanniana na parametrtzaguo X.

Definicao 4.20. Uma variedade riemanniana é uma variedade diferencidvel M que admite
uma métrica riemanniana g e é denotada por (M, §) (ou simplesmente M se estiver explicito a

métrica do contexto em questdo).
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4.4 IMERSAO, MERGULHO E SUBVARIEDADE

Para a definicdo que faremos a seguir faca sentido considere as variedades M e N

com dimensdo m e n, respectivamente, e m < n.

Definicao 4.21. Sejam M e N variedades diferencidveis. Dizemos que a aplicag¢io suave
f M — N é uma imersao no ponto x € M se a diferencial de f no ponto x é injetiva, ou seja,
a aplicagdo df(x) : TxM — Tgy)N é injetiva. Naturalmente, quando df (x) for injetiva para

todo x € M a aplicagio f é uma imersdo.

Exemplo. A aplicagdo f : R — R? dada por t — (sin(t), sin(2t)) é uma imersdo. De fato,
para todo t € R temos d;f = f (t) #0.

Defini¢ao 4.22. Dizemos que f : M — N é um mergulho se é uma imersioe f : M —
f(M) C N é um homeomorfismo, onde f(M) é um subespaco topolégico. Se M C N e a

aplicagdo i : M — N é um mergulho entdo dizemos que M é uma subvariedade de N.

Teorema 4.23. Seja f : M"™ — N" uma imersdo. Para todo p € M, existe uma vizinhanga

V C M tal que f|y é um mergulho.

Demonstragio. Este resultado é consequéncia do teorema da aplicagdo inversa, porém
ndo de forma tdo imediata.

Primeiro tomamos parametrizagdes (x, U) e (y, V) sobre p € M e f(p) € N, respec-
tivamente. Defina g = x~'(p). Entdo f := y "' o fox : U — Vé uma aplicacio de
varidveis reais e determina a expressdo de f nas parametriza¢des x e y. Represen-
tando (x1, ..., ;) como sendo as coordenadas em R™ e (yy, ..., y») as coordenadas em

R, podemos escrever:

fxt, oo xm) =1 (X1, o Xm) oo Yn (X1, -0, Xm)) (4)

Como f é uma imersdo entdo seu diferencial é uma aplicacdo linear injetiva em cada

ponto (incluindo o ponto p). Assim, a partir das parametriza¢des x e y, podemos ver a
. . Wal _ a;% . . P

matriz df, como a matriz de df,, dada por A = [a—xj(q)] i Pela injetividade de df,, das

n linhas da matriz A, h4 m delas tal que a submatriz associada m x m, digamos B, é

também sobrejetiva e, portanto, inversivel. Podemos supor S.P.G. que tal fato ocorre

para as primeiras m linhas. Considere agora k =n —me ¢ : U x RF — R" dada por:

S(x1, e, Xmt, o b)) =y (X, oo Xm) e Ym (X1, oo Xm)  Ymed (X1, X)) +H1,

e Yn (X1, 00, X)) + EE)

(5)
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Enxergamos (1, ..., tx) como coordenadas em RF. Temos que a restricdo de g a U coincide
com f (ou seja, quando olhamos somente as primeiras m coordenadas) e o dominio
de ¢ é um aberto em R". Assim, essa construcdo determina que dg, = dg(q, t1, ..., t;) €
uma matriz constituida por dois blocos em diagonal. O primeiro deles é exatamente a
submatriz B e o segundo é uma matriz identidade. Logo, o determinante coincide com
o determinante de B e daf temos dg, inversivel para todo ponto da forma (g, t1, ..., ),
sendo assim, podemos aplicar o teorema da aplicagdo inversa (tomemos (g, t1, ..., tx) =
(9,0), ja que funciona para todo ponto desta forma). Assim, existem vizinhangas W e
Z de (q,0) e g(g,0), respectivamente, tais que g : W — Z é difeomorfismo. Tomando
W1 = WNU x 0 temos que a restricio ¢|W; coincide com f restrito a Wy (ou seja, quando
olhamos apenas as m primeiras coordenadas de um ponto em Wi, o que é natural ja
que as coordenadas restantes sdo nulas). Portanto, tal restricdo é um difeomorfismo

sobre sua imagem e, consequentemente, um mergulho. Como queriamos mostrar. [

Definicao 4.24. Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que M é orientavel se existe
uma estrutura diferencidvel {(Uy, x)} tal que para quaisquer cartas (Uy, X4) € (Uﬁ, xg) temos

xoa Nxg # @ e a diferencial da mudanga de coordenadas cl(xg1 o x,) tem determinante positivo.

A escolha de uma estrutura diferenciavel é chamada de orientagdo. Se tal estrutura

diferencidvel ndo existe, dizemos que a variedade é ndo orientavel.

4.5 CAMPOS DE VETORES E COLCHETE DE LIE

Definicdo 4.25. Um campo vetorial ao longo de uma curva c : I — M sobre M é uma
aplicagio da forma V : I — TM que satisfaz V(t) € T,yM,Vt € I. Em geral, trabalhamos

com V diferencidvel.

O campo dc <%> , indicado por % é chamado campo velocidade de c.

O espago de todos os campos de vetores em M é denotado por X(M).
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Sejam X = ) aiaixieY = Zj b]'aixj pertencentes a X(M). Entdo [X,Y] = XY —YX
pertence a X(M). De fato,

XY(f) = X (Z@%)
)
j
d
- Zzalaxl ( fai)
~ ob; of 9% f
ZZ (E)xl o0x; b’&xiaxj>

-L% (aa—x]) L b]ax s

Analogamente,
oa;

yx<f)=;]2<]ax) ZZbaZaaZf

X;0X;

Sendo assim, usando o teorema de Schwartz, obtemos

XY(f) — YX(f) = ZZ(”Iax ]8x]> aai

Isso mostra que [X, Y] é um campo de vetores.

O campo de vetores [X, Y] é chamado de Colchete de Lie.

Definicao 4.26. Considere c : I — M uma curva sobre M. Dizemos que a imagem c[a, b] com

[a,b] C I é um segmento em c e seu comprimento é dado por

b /dc d 1/2
L(a, b = [ <d—jd—j> it

Definicao 4.27. Seja R C U, onde U C M. Considere R uma regido aberta, conexa e contida

na imagem de uma parametrizacio x : U — U em M. O volume de R ¢ dado por:

VoI(R) = / . [det (g;7)dx: - - - dxy,

onde g;j expressa a métrica na parametrizagio x. O volume estd bem definido, pois é uma

consequéncia imediata do Teorema de Mudanga de Varidveis para integrais miiltiplas.

Um resultado interessante é que sempre existe ¢ tal que (M, g) é variedade riemanni-
ana.
D
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Definicdo 4.28. Uma conexdo afim é uma aplicacio V : X(M) x X(M) — X(M), da forma
(X,Y) = VxY, em que X(M) = {X : X é campo de vetores diferencidvel sabre M} e tal que
VX, Y,Z € X(M) eVf,g: M — Rdiferencidveis, e as seguintes condigoes sio satisfeitas:

(i) va+gYZ = fVXZ + gVyZ,'
(i) V(Y +Z) = VxY + VxZ;

(iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.

Suponha que numa vizinhanga local U da variedade M identificada a partir de uma
parametrizagdo z = U — U tenhamos campos coordenados Zj = aizl-f 1<j<m, que
obtemos expressdes locais X = Y ", x;Z; e Y =Y.', y;Z; em U, para os campos X e Y,
respectivamente. Assim, sobre U temos Vy. y,z, )i yjZ;. Usando as propriedades de V,

obtemos

m m
VXY = Z xiijZiZ]- + Z xiZl- (y]) Z]'
i,j=1 i,j=1

Quando necessério podemos ajustar U de modo que também podemos expressar os
campos Vz,Z; localmente como Vz,Z; =y, Ff.‘].Zk para certas fung¢des diferenciaveis

l“fj (conhecidas como simbolos de Christoffel). Assim sendo, temos
m m I’
= i,j=

Da expressdo acima podemos concluir que para calcular VxY num dado ponto p s6
depende de x;(p), yx(p) e das derivadas das fungdes yx na dire¢do de X no ponto p
dadas por X(yx)(p), com 1 < i,k < m.

Proposicao 4.29. Seja M munida de uma conexdo afim V. Existe uma iinica aplicacio V — %

onde V e % sdo campos sobre uma mesma curva c : I — M, fixada, satisfazendo:
(i) B(V+W)=5Y 4B,
(i1) %( fV) = %V +f % com f fungio real diferencidvel em I;

(iii) SeV(t) = Y(c(t)), algum Y € X(M), entdo % = Vic/arY-
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Acima, % é chamada derivada covariante de V ao longo de c. Além disso, dizemos

DV _
que V é um campo paralelo quando = = 0.

Demonstragido. Assumimos a existéncia da aplicagdo. Iremos mostrar a unicidade.
Dado um sistema de coordenadas x : U — U interceptando a curva c¢ e fornecendo
(x1(£), ..., xm(t)) como a expressdo local de ¢(t), podemos identificar a no¢do de cam-

pos coordenados locais sobre ¢, escrevendo X]-(t) = (%) 0 1 <j < m. Dessa forma,
17 c(t

expressamos um dado campo V sobre a curva c, localmente, por V = Zj"il v;X; para

certas fungdes reais v; diferencidveis. Assim sendo, por (i) e (ii), temos
dv; "o DX;
] ) . ]
dt Z X+ lev] dt
]:

Além disso, usando (iii), para 1 < j < m, temos

DX 0 0
el g _ 2
dt Vac/dt 0x; in &0 9x;

Desse modo, chegamos a expressdo

i dU] i dx; d

l
dt Z Z “rar axia_x,-'

Portanto, dt s6 depende do campo V, logo, segue a unicidade. A existéncia ndo é

dificil de verificar,se definimos D

V a partir da expressdo anterior, usando cada sistema
de coordenada e notando que para sistemas de coordenadas distintos, a expressdo
coincide na intersecc¢do, temos as propriedades (i), (ii) e (iii) satisfeitas. Portanto, segue

o resultado. N

Proposicdo 4.30. Seja M um variedade riemnanniana munida de uma conexdo afim V. Consi-
dere uma curva ¢ : I — M e um vetor tangente V, € T, yM. Entio existe um iinico campo
paralelo V (sobre ¢ ) tal que V (t,) = V.

O campo V mencionado anteriormente é dito transporte paralelo de V, ao longo de c.

Demonstragio. Assuma que o resultado vale para o caso em que a curva esteja contida
numa vizinhanga coordenada. Dado t; € I (assuma t; > tp), temos por compacidade
que c([to, t1]) pode ser coberto por um ntmero finito de vizinhangas coordenadas. Como
em cada um desses V pode ser definido de forma tnica e V coincide nas intersec¢des

ndo vazias, entdo podemos definir V ao longo de [t¢, t1] e, por fim, garantir a construgdo
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Unica em [. Vamos provar entdo que a proposicdo é vélida se c(I) C U, alguma
vizinhanca U parametrizada por x : U — U. Podemos identificar ¢ em coordenadas
por x L oc(t) = (x1(t), ..., xm(t)), os campos coordenados xj e um dado campo sobre
¢, V= 2}-”1 v;X; como na proposicao anterior. Entao, Basta garantirmos que existem
fungdes v;,1 < j < m, unicamente determinadas, tais que = = 0e V() = V. Se

escrevemos V = ]-:1 v; ( a%)c(t X entdo teriamos que ter U]-(to) =Y i€
0

do; "o dx; " (do o dx
:dt Z ]X+Zv] Y g Z( "+Z]dt1rk>xk,

ij=1 j k=1 i,j=1

Fka

k m
onde I'; satisfazem V 2 a = Yy=1Lijan,-

Assim sendo, os vy sdo solugdes vy, 1 < k < m,
l

do 51stema de m equagoes diferenciais dado por:

Ay, & dxi
ZIK <k <
T +i;y] dtr’f 0, 1<k<m,

tendo como condig¢des iniciais tendo como condig¢des iniciais y(to) = v?. Logo, temos

existéncia e unicidade garantidas. O

Defini¢do 4.31. Seja M uma variedade com métrica riemanniana (., .) e uma conexdo afim V.
Seja ¢ uma curva em M. Se qualquer par de campos paralelos (P, P') que satisfaz (P, P') = cte

entdo dizemos que V é compativel com (.,.).

Proposi¢do 4.32. Uma conexdo V em M é compativel com g = (., .) se, e s6 se, dada uma curva

c sobre M e um par de campos arbitrdrio (V, W) sobre esta curva vale a relagio %(V, W) =
DW
(o W)+ (V5.

Demonstragido. (<) Dados P e P’ campos paralelos sobre uma curva c fixada temos

b = %1:/ = 0. Logo, usando a hipétese, temos 4 (P, P') = 0, ou seja , (P, P') = cte.

(=) Dada uma curva ¢ : I — M e fixado ty € I, tome {P;(tp)}.; uma base

g—ortonormal de T,;,M. Segue da proposicdo anterior que, para cada i € 1,...,m,

o vetor P;(fp) admite transporte paralelo ao longo de ¢, digamos via campo paralelo P;.

Assim, pela hipétese, dado t € I, temos {P; (t)};.; uma base g-ortonormal de T M.
Se V e W sdo campos arbitrarios sobre ¢, podemos expressa-los por V = Y’ v;P; e

W =YY", w;P;, com v;, w; € C*(I). Usando a propriedade (ii) da proposi¢do 4.29 junto
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~ DV _ vm dvip DW _ vm dwip
ao fato que os campos P; sdo paralelos, temos que =~ = }\'y # Pe=p = )0 P

Logo,
DV DW " dv; o dw;
<W,W>+<V,7> =i,§' d—tlw]' (P, P;) + E_ Uid_t] (P;, P;)

]

Corolario 4.33. Uma conexdo V em M é compativel com a métrica g = (., .) se, e somente se,
X(Y,Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ) VX,Y, Z € X(M).

Demonstragio. (<) Dada uma curva c com campos V e W arbitrarios, tome X como
sendo o campo velocidade de c. Dai construa Y e Z campos em M que induzem V
e W respectivamente (ou seja, Y(c(t)) = V(t) e Z(c(t)) = W(t), para todo t) Usando
a propriedade (iii) da proposi¢do 4.29 temos que a identidade X(Y,Z) = (VxY, Z) +
(Y, VxZ) é justamente a identidade 4(V, W) = (BV W) + <V, %> e dai segue do
resultado anterior que V é compativel com g.

(=) Dado p € M, construa c : I — M uma curva com c (tg) = p e ¢’ (to) = X(p).
Temos que ¢ induz naturalmente em Y e W campos definidos em I sobre esta mesma

curva. Novamente usando os mesmos resultados e propriedades da ida, temos que
X(p)(Y, Z) = %(Y,z>)t=to = (VxY. Z), + (Y, VxipZ), O

Definicao 4.34. Uma conexio afim V em M é dita simétricase VxY —VyX =[X,Y],VX,Y €
X(M).

Teorema 4.35. Toda variedade riemanniana admite uma vinica conexdo afim simétrica e compa-

tivel com a métrica dada.
Demonstragdo. Assuma a existéncia de tal V. Do corolério anterior, temos as identidades:

(B) Y(Z,X)=(VyZ X)+(Z,VyX)
©)  Z(X,Y)=(VzX,Y)+(X,VzY)
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Fazendo (A) + (B) — (C), temos
XY, Z)+Y(Z,X)—Z(X,Y) =([X,Z],Y) +{[Y, Z], X) + ([ X, Y], Z) +2(Z, Vv X) .

Isolando o termo (Z, VyX) na equagdo acima, vemos que V é unicamente determinado
pela métrica dada. Além disso, tal expressdo nos fornece uma regra para a construgao

da conex3o. O

A conexdo como no teorema anterior, ou seja, simétrica e compativel com a métrica

da variedade é chamada de conexdio de Levi-Civita.

47 CURVATURAS

Definicdo 4.36. O tensor curvatura (tensor riemanniano) de M é a aplicacdo trilinear
R :T(TM) x I(TM) x I'(TM) — I'(TM) dada por

R(X, Y)Z = VXVYZ - VYVXZ - V‘X,y‘z

Usando a regra de Leibniz prova-se que R é um C*(M)—trilinear. Como para conexao,
prova-se que R(X,Y)Z em p depende apenas dos valores X(p), Y(p) e Z(p) e ndo dos

campos. Portanto o tensor curvatura R é um (1, 3)-tensor,
Ry : TyM x TyM X T,M — T, M.
Proposicdo 4.37. O tensor curvatura satisfaz as sequintes propriedades algébricas:
(i) R(X,Y)Z =—-R(, X)Z;
(ii) (R(X,Y)Z,W)=—(R(X, Y)W, Z);
(iii) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z, X)Y = 0 (primeira identidade de Bianchi);
(iv) (R(X,Y)Z,W) = (R(Z, W)X, Y).

Demonstragio. A propriedade (i) segue diretamente da defini¢do de R. O item (ii) é

equivalente a (R(X,Y)Z,Z) =0, que iremos provar agora,

(VxVyZ,Z) = X (VyZ,Z) — (VyZ,VxZ)
(VyVxZ,Z) =Y (VxZ,Z) — (VxZ,VY)
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(VixyZ,Z) = %[X, YZ,Z).
Assim,
(R(X,Y)Z,Z) = X (VyZ,Z) — Y (VxZ,Z) — %[x, YI(Z,2)

_ %X(Y(Z,Z)) - %Y(X(Z,Z)) - %[X, YI(Z,Z)
= JIXYIZ,Z) - X YNZ,Z) =0,
Para o item (ii7), denotamos por S(X, Y, Z) a soma ciclica
S(X,Y,Z)=R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z, X)Y,
temos
S(X, Y, Z) =VXVyZ — Vyvxz — V[X/Y]Z + VyVZX — vZVyX
— V[Y,Z]X + V2VXY — vazY — V[Z,X]Y
=VX (VyZ — sz) — V[X’y]z + Vy (VzX — sz)
=Vy,z1X+Vz (VxY —VyX) — Vizx1Y
=Vx[Y,Z] = Vixy1Z+ VyI[Z, X] = V|y 71X
+ VZ[X, Y] — V[Z,X]Y
=[X,[Y, Z]] +[Y, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

Por fim, para o item (iv), usando o item (iii) obtemos

(R(X,V)Z, W) + (R(Y, Z)X, W) + (R(Z, X)Y, W) = 0
(R(Y, Z)W, X) + (R(Z, W)Y, X) + (R(W,Y)Z, X) =0
(R(Z,W)X,Z)+(R(W,X)Z,Y) + (R(X, Z)W,Y) =0
(R(W, X)Y, Z) + (R(X, Y)W, Z) + (R(Y, W)X, Z) = 0.
Somando, fica
(R(X, Z)W,Y) + (RW, V)X, Z) =0,

como queriamos. ]

Definicao 4.38. Seja 0 C Ty M um espago de dimensdo 2 gerado por X,Y € T,M. Entdo, a

curvatura seccional em o é definida por

8(R(X, V)X, Y)

KO =KD = o& 2050 7) - s 7
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Definicdo 4.39. O tensor de Ricci no ponto p € M, Ric: T,M x T,M — R, é definido por
Ricy(X,Y) = tr(Z — R(X,.)Y)

onde tr € a aplicagdo trago. Seja X = Z;, um vetor unitario em T, M. Tomemos uma
base g = {Z1, ..., Z,—1} do hiperplano de T, M ortogonal a X, sendo assim, fazemos as

seguintes defini¢des.

Definicao 4.40. A curvatura de Ricci é dada por

1

i

(R(X,Zj)Zj,x),i=1,...,n—1.
Definicdo 4.41. A curvatura escalar é dada por
1 .
S(p) = - ZRlCP (z) -
j

A curvatura de Ricci e a curvatura escalar ndo dependem das correspondentes bases

ortonormais, como pode ser visto em [dCRo5] na pagina 108, assim estdo bem definidas.

Novamente considerando a base ortonormal B, temos

1 n—1
RiCp(X) = m Z K (x, Zi) .
i=1

Assim sendo, se uma variedade Riemanniana M tem curvatura seccional ndo-negativa

entdo a curvatura de Ricci também é ndo-negativa.

Exemplo. A curvatura seccional da esfera unitaria S” C R"*! ¢ constante igual a 1, para

mais detalhes ver [Carg2] pagina 132.

4.8 ISOMETRIAS, ISOMETRIAS LOCAIS

Definicao 4.42. Considere um difeomorfismo f : M — N entre variedades riemannianas tal
que:
(u,v)p = (dfy, - (), dfp.(v)>f(p),Vp € M;Yu,v € T,M.

Dizemos que M e N sdo isométricas e que f é uma isometria.
Se as condigdes acima forem satisfeitas apenas para a aplicagdo f : U — f(U), onde
U é uma vizinhanga de p, dizemos que f é uma isometria local em p. Se todo ponto

p € M admitir isometria local, entdo M e N sdo ditas localmente isométricas.
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Se ¢ : M — N é um difeomorfismo entdo para qualquer campo de vetores X em M,

o campo de vetores ¢.X em N, chamado de push-forward de X, é dado por

(go*X)q =dg,1H)X <(p_1(q)> , paratodog e N
ou equivalentemente,
(9+X) o) = dppX(p)  paratodo p € M.
Para qualquer funcédo suave i : N — R e para qualquer g4 € IN, temos

Xo(h)g = X(h© 9) 1)

ou
X*(l’l)q)(p) = X(l’l 9 q))p
E natural esperar que as isometrias preservem todos os conceitos riemannianos

"naturais".
Proposicao 4.43. Se ¢ : M — N é uma isometria, entio

¢+ (VxY) =V x (¢+Y), paratodo X,Y € X(M),

Onde VxY é a conexdo Levi-Civita induzida pela métrica em M e similarmente em
N.
Como corolério da Proposi¢do 4.43, a curvatura induzida pela conexdo é preservada;
iSso é,
P« R(X,Y)Z = R (¢« X, ¢:Y) @< Z.
Além disso, também sdo preservados o transporte paralelo, a derivada covariante de um
campo vetorial ao longo de uma curva, a aplicagdo exponencial, a curvatura seccional, a

curvatura de Ricci e geodésicas

Proposicdo 4.44. Se ¢ : M — N é uma isometria local entdo os sequintes conceitos sao

preservados:

(i) A derivada covariante de campos de vetores ao longo de uma curva y; isso é

DX Dg¢.X
W0 g =

para qualquer campo de vetores X ao longo de vy, com (9. X) (t) = d@.,» Y (t) para todo t.
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(ii) Translagdo paralela ao longo da curva. Se P, é o transporte paralelo ao longo da curva <y e

se Ppoy € 0 transporte paralelo ao longo da curva ¢ o vy, entdo
Apy() © Py = Ppoy 0 d@y(0)-

(iii) Geodésicas. Se 7y é uma geodésica em M, entdo ¢ o 7y é uma geodésica em N. Assim, se vy

é a nica geodésica com y(0) = p e v,,(0) = v entdo

PO Yo = Ydg,or

onde ambos os lados estdo definidos. Observe que o dominio de ya,,, pode ser estritamente

maior que o dominio de y,. Por exemplo, considere a inclusio de um disco aberto em R.

(iv) Aplicagdo exponencial. Temos
P O exp, = eXpy,y CdPp,

onde ambos os lados estdo definidos.

(v) Tensor de curvatura Riemanniano. Temos
dgyR(x, )z = R (dgpx,do,y) d,z

para todo x,y,z € T,M.

(vi) Curvatura seccional, Ricci e escalar. Temos
K(dgpx, dppy) = K(x,y)p,
para todos os vetores linearmente independentes x,y € T,M;
Ricc (dgpx,dopy) = Rice(x, y)p,
para todos os vetores x,y € TyM;
SmM=5n09,

onde Sy € a curvatura escalar em M e Sy é a curvatura escalar em N.
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