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Resumo

Nesse trabalho é apresentada uma detalhada construgao do indice de Maslov, bem como a
demonstracao de suas propriedades. Além disso, é demonstrado que ele é uma generalizacao
do indice de Morse para dimensao infinita.

Utilizando uma abordagem funcional, é estudada a forma com que as solucoes 1-periédicas
de um sistema Hamiltoniano, definido em uma variedade compacta, sao conectadas pelas linhas
do fluxo gradiente do funcional de acao Agy. Também é demonstrada uma relacao entre os
pontos criticos de Ay e as solucoes 1-periédicas do sistema Hamiltoniano, e como a equacao
de Floer é obtida da definicao do campo gradiente negativo do funcional de acgao.

Uma aplicacao do indice de Maslov é apresentada: a construgao do complexo de Floer. Este
complexo é gerado pelos pontos criticos do funcional de acdo Apy e graduado pelo indice de
Conley-Zehnder, que é definido via indice de Maslov.

Por fim, o complexo de Floer, cuja homologia é isomorfa a Homologia Singular da variedade

simplética, é utilizado na demonstracao da Conjectura de Arnold.
Palavras-chave: Conjectura de Arnold, Equacao de Floer, Espacos Vetoriais Simpléticos,

Grupo Simplético, Homologia de Floer, Indice de Maslov, Indice de Conley-Zehnder, Sistemas

Hamiltonianos, Teoria de Morse-Witten, Topologia Simplética, Variedade Simplética.
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Abstract

In this work, we present a detailed construction of the Maslov index and the proof of its
properties. Furthermore, we prove that it is a generalization of the Morse index.

Using a functional strategy, we investigate how the 1-periodic solutions of a Hamiltonian
system, defined on a compact manifold, are connected by the lines of the gradient flow of the
action functional Agy. Also, we prove the relation between critical points of the action functional
Ap and 1-periodic solutions of the Hamiltonian system, and how the Floer Equation can be
derived from negative gradient vector field of the action functional.

An application of the Maslov Index is presented: the construction of the Floer complex.
This chain complex is generated by the critical points of the action function Ay and graded by
the Conley-Zehnder index, which is defined via Maslov index.

Finally, the Floer complex, whose homology coincides with the Singular Homology of the

symplectic manifold, is used to prove Arnold’s Conjecture.
Keywords: Arnold Conjecture, Floer Equation, Symplectic Vector Spaces, Symplectic Group,

Floer Homology, Maslov Index, Conley-Zehnder Index, Hamiltonian Systems, Morse-Witten
Theory, Symplectic Topology, Symplectic Manifold.
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Introducao

Como muitas das construgoes desenvolvidas na matematica, a Homologia de Floer teve
como motivacao um problema de origem na Fisica, mais especificamente, no estudo de sistemas
Hamiltonianos. A descricao Newtoniana da mecanica classica tem como um de seus equivalentes
a descricao Hamiltoniana. Nesse contexto, grande parte dos sistemas dinamicos Hamiltonianos
podem ser desenvolvidos em uma 2n-variedade diferenciavel M munida de uma 2-forma fechada
e nao degenerada w. O sistema dinamico é modelado por uma func¢ao Hamiltoniana dependente
do tempo H : M x R — R satisfazendo a equacao geométrica w,(Xy(z,t),Y) = d, H(Y)
para todo Y € T, M e todo z € M. O campo vetorial Xz € X(M) é chamado de campo
Hamiltoniano associado a H. O sistema de equagoes diferenciais & = Xy ((z,t)) é chamado
sistema Hamiltoniano e suas solugoes dao origem a uma familia de simplectomorfismos v :

M — M, onde t € R, que satisfazem a equacao diferencial

Ui(z) = X (the(2), t).

Foi estudando sistemas dinamicos Hamiltonianos que V. I. Arnold formulou a primeira
versao da conjectura que atualmente leva seu nome. De acordo com a Teoria de Lefschetz, toda
aplicacao Hamiltoniana possui ao menos um ponto fixo, quando a caracteristica de Euler de M
é nao-nula. A ideia de Arnold era generalizar esse resultado, o que levou a seguinte versao da
conjectura:

Conjectura de Arnold (V1): Sejam (M,w) uma 2n-variedade simplética compacta,
H: M xR — R uma funcao Hamiltoniana e ¢ : M x R — M o fluzo Hamiltoniano associado
a H. Entao, o nimero de pontos fixos do simplectomorfismo 1y : M — M €, no minimo, o
numero de pontos criticos de H.

Posteriormente, trabalhando em particularizacoes do problema, tais como 72 e S?, Arnold
observou que, se a funcao Hamiltoniana H depende periodicamente do tempo, isto é, H :
St x M — R tem periodo 1, entdo as solucoes 1-periédicas do campo Hamiltoniano estao
em bijecao com os pontos fixos da funcao Hamiltoniana. Com isso, ao invés de determinar
diretamente os pontos fixos da aplicacao Hamiltoniana 1, basta determinar as solugoes 1-
periédicas do sistema Hamiltoniano, o que resultou na seguinte reformulagao da conjectura.

Conjectura de Arnold (V2): Seja (M,w) uma 2n-variedade compacta e simplética. De-
fina H : M x R — R wuma funcdo Hamiltoniana 1-periddica e suponha que as solugoes 1-

periddicas do sistema Hamiltoniano sejam ndo-degeneradas. Entdo o nimero de solugoes N
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desse sistema serd limitado inferiormente pela soma dos numeros de Betti de M, isto é:
2n
i=0

onde B;(M) é a dimensdo do i-ésimo grupo de homologia singular de M.

Motivado pela demonstracao dessa conjectura, nasce um dos principais formalismos no
estudo da topologia simplética: a Homologia de Floer. A semelhanca dessa conjectura com as
desigualdades de Morse motivou a ideia de se construir um complexo analogo ao complexo de
Morse cujo diferencial conta as solucoes das equagoes de Floer.

A construcao de Witten, que teve origem em seus estudos dos aspéctos topoldgicos de
sistema quéanticos super simétricos (veja em [41]), permitiu um entendimento geométrico do
operador bordo do complexo de cadeias de Morse. Munindo a variedade M com uma métrica
Riemanniana, determina-se os pontos criticos de funcao de Morse f : M — R e admitindo
a transversalidade das variedades estaveis e instaveis mostra-se que, para cada par de pon-
tos criticos com indices consecutivos, existe um ndmero finito de linhas do fluxo gradiente
conectando-os. O conjunto de tais linhas sao subvariedades de M chamadas variedades de
conexao. Escolhe-se uma orientagao para a variedade de conexao. Witten definiu o grupo das
k-cadeias como sendo o grupo abeliano gerado pelos pontos criticos com indice de Morse igual
a k. Ja o operador bordo, quando avaliado em uma k-cadeia, é a soma sob todas as (k — 1)-
cadeias, do nimero de Orbitas conectantes contadas com orientacao. Essa é uma metodologia
simples e elegante de calculo da homologia da variedade que permite o estudo dos aspectos
topoldgicos das variedades via sistemas dinamicos, sendo que a dinamica é materializada no
gradiente da funcao de Morse f.

E tentador enveredar-se na demonstracao da conjectura de Arnold via a construcao de Wit-
ten. Contudo, dificuldades técnicas fizeram com que uma abordagem diferente fosse realizada
por Floer. Em vez de estudar o gradiente de uma func¢ao Hamiltoniana definida na variedade
M a estratégia foi analisar o comportamento do funcional Ay, chamado funcional de acao,
definido no espaco de curvas 1-periddicas e contrateis em M. Aplicando o principio variacional
classico, mostra-se que as solucoes 1-periddicas e contrateis do sistema Hamiltoniano sao os
pontos criticos do funcional de a¢do Cr(Ag). Essa técnica é conhecido como abdordagem vari-
acional. Uma das grandes dificuldades nesse cenério é que o conjunto de curvas 1-periddicas e
contrateis forma uma variedade de dimensao infinita, com isso, encontrar um invariante analogo
ao indice de Morse para os pontos criticos do funcional é uma tarefa ardua.

O principio variacional aplicado no funcional de acao resulta em um sistema de equacoes
diferenciais parciais de primeira ordem, cujas solugoes sao as curvas integrais que conectam
os pontos criticos do funcional de acao, situacao analoga a determinacao das linhas de fluxo
do gradiente negativo de uma funcao de Morse. A esse sistema de equacoes diferenciais é
associado o operador F, chamado operador de Floer. O operador F é um operador linear

e limitado definido no espaco de todas as curvas que conectam um par de pontos criticos
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do funcional de acdo. Esse espaco é uma variedade de dimensdo infinita (uma variedade de
Banach), e o diferencial de tal operador é um operador de Fredholm. Fazendo uma pequena
perturbacao na Hamiltoniana se necessario, pode-se assumir que D, F satisfaz a propriedade
da transversalidade. Feito isso, pode se mostrar que, quando a condicao de transversalidade ¢é
satisfeita, para cada par de solugoes x~ e 2T contréteis 1-periddicas de H, o conjunto M (x~, z™T)
das solucoes contrateis e de energia finita da equacoes de Floer conectando = e 't é uma
variedade de dimensao finita igual a diferénca entre os indices de Conley-Zehnder de x~ e z ™.

Finalmente, no caso de uma funcao Hamiltoniana independente do tempo e cuja Hessiana
é limitada, o indice de Conley-Zehnder pcz(x) de x como uma solugao periédica do sistema
Hamiltoniano e seu indice Ind(z) como ponto critico da fungdo H sao relacionados por pucz(x) =
Ind(z) — n. Tem-se aqui uma generalizacao da Homologia de Morse-Witten. Analogamente ao
complexo de Morse-Witten, as cadeias do complexo de Floer sao geradas pelos pontos criticos
do funcional de acao Ag. A graduagao do grupo gerado pelos pontos criticos do funcional de
acao é dada pelo indice de Conley-Zehnder e o bordo do complexo conta o niimero de elementos
em M(z~,27)/R. A conjectura de Arnold é entao demonstrada utilizando o complexo de Floer
e suas propriedades.

O ponto central desse trabalho é a construcao detalhada do Indice de Maslov 1t a demons-
tragao de suas propriedades. Feito isso, define-se o Indice de Conley-Zehnder pez via o indice de
Maslov e demonstra-se sua relagao com o indice de Morse. O complexo de Floer é apresentado
e utilizado para demonstrar a conjectura de Arnold.

O capitulo 1 expoe o contetido prelimiar sobre topologia algébrica necessario para o enten-
dimento dos capitulos posteriores. Esse capitulo esta segmentado em duas segoes: a primeira
secao ¢ dedicada a definicao do grupo fundamental, da aplicacao grau e demonstracao de algu-
mas de suas propriedades. Sao feitos alguns exemplos de calculo dos grupos fundamentais para
alguns espacos topoldgicos utilizando a aplicacao grau. A segunda secao é dedicada a algebra
homoldégica, mais espeficicamente, a Homologia Singular e a Homologia Celular.

No Capitulo 2, a primeira se¢ao expoe os principais conceitos e resultados da Teoria de Morse
Cléssica. A segunda segao é reservada para a definicao do complexo de Morse-Smale-Witten e
sua homologia.

O Capitulo 3 expode os principais conceitos sobre espacos vetoriais simpléticos e simplec-
tomorfismos, bem como suas propriedades. Por fim, é demonstrado que todo espaco vetorial
simplético pode ser munido com uma base simplética.

O Capitulo 4 introduz o grupo das transformacoes simpléticas, chamado grupo simplético.
E demonstrada uma caracterizagao do grupo simplético e que o grupo das transformacoes
simpléticas ortogonais ¢ homeomorfo ao grupo das matrizes unitarias. Visando estudar alguns
aspectos topoldgicos do grupo simplético, é realizada uma investigacao dos auto-valores das
transformacoes simpléticas via complexificacao dos espacos vetoriais simpléticos. Por fim, um
calculo do grupo fundamental do grupo simplético é realizado.

O Capitulo 5 é o de maior relevancia do trabalho. Utilizando os resultados obtidos nos

17



CONTEUDO

capitulos anteriores, é definido o Indice de Maslov. Suas propriedades sao apresentadas e
demonstradas em detalhes.

O Capitulo 6 é o mais extenso do trabalho e esta dividido em trés partes. Na primeira parte
sao apresentadas a definicao e propriedades das variedades simpléticas, os sistemas Hamiltoni-
anos e algumas caracteristicas do conjunto de suas solugoes. Na segunda parte, é definido o
funcional de acao, é demonstrada uma caracterizagao de seus pontos criticos e é determinada a
expressao de seu campo gradiente. Em seguida, é demonstrado que as linhas de fluxo gradiente
desse funcional sao as solugoes de energia finita da Equacao de Floer. Na terceira parte, é
definido o Indice de Conley-Zehnder de uma solugao periédica do sistema Hamiltonia.

O Capitulo 7 é uma apresentacao da principal aplicacao do indice de Maslov: A construcao
complexo de Floer para a demonstracao da conjectura de Arnold. A condigao de transver-
salidade do operador de Floer é abordada brevemente, e um esquema de demonstracao da
compacidade do espago moduli é apresentado. E introduzido o complexo de Floer e alguns re-
sultados sobre sua homologia sao apresentados. Encerrando o trabalho, o conjectura de Arnold

¢ demonstrada utilizando a Homologia de Floer e suas propriedades.
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Capitulo 1

Preliminares de Topologia Algébrica

A topologia algébrica é o ramo da matematica que utiliza ferramentas algébricas para anali-
sar a topologia de um conjunto (um espaco topoldgico) associando a ele invariantes topolégicos
que sao estruturas algébricas.

Esse capitulo é dividido em duas partes: a primeira é dedicada ao grupo fundamental, a
definicao da aplicacao grau e demonstracao de suas propriedades. Esses objetos sao utilizados no
estudo da topologia do grupo simplético, abordado no Capitulo 4. A segunda parte é dedicada
a Homologia Singular e Homologia Celular. Esses objetos sao utilizados na investigacao da
topologia de variedades e aparecem nos Capitulos 2 e 7.

A primeira parte do capitulo tem como sua referéncia principal [23] e [26]. Os detalhes da

segunda parte podem ser encontrados em [5], [24] e [39].

1.1 Grupo Fundamental e a Aplicacao Grau

Nessa secao sera abordada um caso especifico de estrutura algébrica associada a um espaco
topoldgico X, chamada grupo fundamental de X. Mais detalhes dos resultados aqui enunciados

podem ser encontrados em [23] e [26].

1.1.1 Grupo Fundamental

Sejam X um espago topoldgico e L(X) o conjunto dos caminhos continuos v : [0, 1] — X.
Tome v, f € L(X) tais que y(1) = £(0). A justaposicao * : L(X) x L(X) — L(X) entre y e
é definida por
v(2t), 0<t<1/2

W*B)(ﬂ_{ B2t —1), 1/2<t<1

Dado um caminho v € £(X), seu caminho inverso 4 € £(X) é definido por 4(¢t) = v(1 —1t).

Definicao 1.1.1. (Homotopia entre caminhos) Sejam v, € L(X) tais que v(0) = ~'(0) e
v(1) = ~'(1). Uma aplicagao continua F : [0,1] x [0,1] — X € chamada homotopia entre -y e
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Grupo Fundamental e a Aplicacao Grau

v se F(t,0) =~(t) e F(t,1) = ~/(t) para qualquert € [0,1]. Diz-se que vy e " sao homotdpicos

se existe uma homotopia entre eles.

Definigcao 1.1.2. (Homotopia de extremos fizos entre caminhos) Suponha as condi¢des da
definicao anterior. Diz-se que a homotopia entre os caminhos v e ' € uma homotopia de
extremos fizos se F(0,s) = v(0) =+/(0) e F(1,s) =~(1) =+/(1) para todo s € [0, 1].

Diz-se que dois caminhos sdo homotdépicos com extremos fixos (ou apenas homotdpicos
quando nao houver perigo de confusao) quando existir uma homotopia de extremos fixos entre

ambos. Nesse texto serd utilizada a notagao vy ~ 7'.

Observacao 1.1.3. A defini¢cao de caminhos homotdpicos nao depende da homotopia escolhida,
pois, dadas F,G homotopias entre v e «', pode-se definir uma aplicagao continua H : [0,1] X
[0,1] x [0,1] = X tal que H(t,s,0) = F(t,s) e H(t,s,1) = G(t,s) que é uma homotopia entre

as homotopias, logo serd uma homotopia entre ambas as familias de caminhos.

O préximo lema demonstra a compatibilidade entre a justaposicao de caminhos e a relagao

de homotopia.

Lema 1.1.4. Sejam v, o,/ € L(X), onde v(1) = a(0),~7'(1) = /(0), tais que v ~ 7' e

an~ o, entio yxa~ v xd.

O Sejam F,G : [0,1] x [0,1] — X homotopias com extremos fixos entre caminhos tais que
F(t,0) = ~(t), F(t,1) = +'(t), G(t,0) = «(t), G(t,1) = &/(t). Entao, Fs,Gs : [0,1] — X,
definidas por Fi(t) = F(s,t) e Gs(t) = G(s,t), s@o curvas continuas para todo s € [0,1] tais
que Fi(1) = G4(0). Com isso, H : [0,1] x [0,1] — X tal que H(t,s) = (Fs * Gs)(t) é uma
homotopia de extremos fixos entre v * a e 7' * /. De fato, a continuidade de H é imediata.
Além disso, H(t,0) = (y*xa)(t) e H(t,1) = (v *a’)(t). Como F e G mantém os extremos fixos,
entdo H também é homotopia de extremos fixos. Logo, vx a ~ ' x /. |

A justaposicao de caminhos em £(X) nao é associativa. Contudo, o seguinte lema afirma
que tal associatividade vale a menos de uma homotopia. Sua demonstracao pode ser encontrada
em [26].

Lema 1.1.5. Sejam o, 5,y € L(X) tais que a(1) = B(0) e 5(1) = v(0). Entdo (o ) * 7y ~
ax (B *7).

Note que em geral v x5 £ 4 %y e 7% c # v, mas o lema seguinte mostra que tais caminhos

sao homotdpicos.

Lema 1.1.6. Sejam v,9,¢,¢ € L(X) tais que c(t) = v(0), (t) = (1) para todo t € [0,1] e
A(t) =~v(1 —1t). Entaoy*x5 ~ceyxvyn~c. Além disso, yxc ~y ecxy~-.

Seja L,(X) = {v € L(X) : v(0) = v(1) = p} o conjunto dos caminhos continuos e fechados

com o ponto base p. Note que £,(X) nao é um grupo. Para que quaisquer dois elementos
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possam ser operados e valham as propriedades de grupo, ao invés de £,(X), trabalha-se com
o espago quociente {[y] : 7' € L,(X), v ~~'} por £,(X)/ ~. Entao, o produto definido por
[7].-[a] = [y * a] estd bem-definido. De fato, tomando 7,7, o,/ € L,(X) tal que v ~ 7' e

a~d entdo [7].[a] = [yxa] = [y x o] = [y'].[o].

Definig¢ao 1.1.7. (Grupo Fundamental) Sejam X um espago topolégico X ep € X. O conjunto
m(X;p) = (Lp(X)/ ~,.)

¢ chamado grupo fundamental de X .

Teorema 1.1.8. O grupo fundamental m (X ;p) é de fato um grupo.

O A associatividade segue do Lema 1.1.5 e a existéncia do elemento neutro e do elemento
inverso seguem do Lema 1.1.6. Portanto, m1(X;p) é um grupo. |
Pode-se mostrar que, para espacos topoldgicos conexos por caminhos, a definicao de grupo
fundamental independe da escolha do ponto base. A demonstracao deste resultado pode ser

encontrada em [26].

Teorema 1.1.9. Se X ¢ um espago topoldgico conexo por caminhos, entdo m (X ;p) = m(X;q)

para quaisquer p,q € X.

No caso em que X é um espago espagos topolégico conexo por caminhos, 71 (X; p) é denotado
por m1(X) e £,(X) é denotado por L£(X).

Sejam f : X — Y uma aplicagdo continua entre espacos topoldgicos e v € L,(X), entao
tem-se a composicao f oy € L) (Y). Suponha que 7' € £,(X) seja tal que v ~ +'. Se F ¢é
a homotopia entre ambas, entao (f o F')(¢,0) = f(v(t)) e (f o F)(t,1) = f(7/(t)), logo fo F é
uma homotopia entre foye fov em L) (V).

Dada f : X — Y uma aplicacao continua entre espagos topoldgicos, é imediato que a
aplicacao fi. : m(X;p) — m(Y; f(p)) dada por fi[y] = [f o~] é um homomorfismo. Como

consequéncia, o seguinte resultado mostra que o grupo fundamental é um invariante topoldgico.

Teorema 1.1.10. Seja f : X — Y um homeomorfismo entre espacos topoldgicos. Entao

m(X;p) e m(Y; f(p)) sdo isomorfos.

Dados X,Y espacos topoldgicos, p € X e g € Y pontos base, entao pode-se construir o
espago topoldgico X x Y com o ponto base (p, q).

Proposicao 1.1.11. Se X, Y sdo espacos topologicos, p € X e q € Y sao os respectivos pontos
base, entao w1 (X X Y (p,q)) € isomorfo ao produto direto m (X;p) @ m(Y;q).

Definicao 1.1.12. Seja X um espago topolégico conexo por caminhos e ¢ € L,(X) o caminho
constante tal que c(t) = p para todo t € [0, 1]. Se para todo v € L,(X) tem-se que v ~ ¢, entdo

¢ dito que X € stmplesmente conexo.

Proposicao 1.1.13. Se X é um espaco topoldgico simplesmente conexo, entao m(X) € trivial.
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1.1.2 Aplicacao Grau e o Grupo Fundamental de S!

Nesta subsecao serd mostrado que o grupo fundamental de S* é um grupo ciclico infinito
pois é isomorfo a Z. Para demonstrar este fato, a cada caminho fechado 7 : [0,1] — S,
associa-se um numero deg(y) € Z, chamado de grau de 7, de modo que dois caminhos 7, 5 em
St sao homotdpicos se, e somente se, deg(y) = deg(8) (possuem o mesmo grau). Finalmente,
serd demonstrado que a aplicagao grau induz um isomorfismo entre 71(S') e Z.

A proposicao a seguir é necessaria para a definicao e também para o estudo das propriedades
da aplicac@o grau e sua demonstracao pode ser encontrada em [23].

Defina a aplicacao exponencial Exp : R — S por Exp(t) = €.

Proposigao 1.1.14. (Levantamento de caminhos) Sejam vy : [0, 1] — S* uma aplicagdo continua
e to € R tal que v(0) = e'°. Entdo existe uma tnica aplicagio continua o : [0,1] — R tal que
Y(t) = €@® para todo t € [0,1] e a(0) = to. A aplicacio o é chamada de levantamento do

caminho v e faz com que o diagrama abaixo comute:

R

P

[07 1] 7—)51

Seja v € £(S'). Entao pode-se escrever v(t) = e*® onde « : [0,1] — R é uma aplicagao
continua. Como 4({1}) é um subconjunto fechado do compacto [0, 1], entao é um compacto,
e com isso, finito. Denote t, = max{t € 4({0})} e defina os caminhos vo(t) = y(t;t) e
1 (t) =~v((1 —t,)t+1t,). Com isso, pode-se escrever v = 7, * ;. Tem-se que 7y é um caminho
fechado pois v9(0) = (1) e 71 um caminho aberto. Além disso, v; é contratil e v = 7o * 1.
Logo v ¢ homotdpico a 7y (homotopia sem extremo fixos). Portanto, qualquer v € L£(S') ¢é
homot6pico a um caminho fechado vy € £(S?).

O grau de um caminho sera definido como uma aplicacao que associa um dado caminho
em S' a um nimero inteiro. Na construcao anterior, foi visto que todo caminho em S' é

homotépico a um caminho fechado. Assim, as hipdteses serao restritas aos caminhos fechados.

Definigao 1.1.15. (Aplicagdo grau) Sejam p € S' um ponto base e deg : L,(S') — Z a
aplicagio dada por deg(y) = (a(l) — «(0))/2m, onde a : [0,1] — R € o levantamento de =y
dado pela Proposi¢ao 1.1.14. A aplica¢ao deg é chamada de aplica¢ao grau e o valor deg(~y) €

chamado grau do caminho ~.

Tem-se que v(0) = (1), o que é equivalente a % = () pela Proposicio 1.1.14. Com
isso, e/@M=20) = 1 ¢ se tem a(1) — a(0) = 27k para algum k € Z. Portanto, deg(y) =
(a(1) — «(0))/27 € Z e deg esté bem-definida. Além disso, a aplica¢do grau possui as seguintes

propriedades.
Proposicao 1.1.16. (Propriedades da aplicagao grau) Sejam v, 3 € L,(S"), entdo
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1. deg(L,(SY) =Z e, se y(t) = e*™, entao deg(y) = 1.

2. deg(y * B) = deg(7) + deg(B).

3. v~ [ se, e somente se, deg(y) = deg()

4. deg(y) = —deg(v) e deg(y*4) = 0.
O

1. Supondo que 7(t) = €™ entao deg(y) = (2r — 0)/27 = 1. Dado k € Z e supondo que
B(t) = €™ se tem deg(3) = k, logo deg é sobrejetora e deg(L,(S')) = Z.

2. Suponha que « e A sejam os respectivos levatamentos de v e . Pela justaposicao de
caminhos tem-se (v * 8)(t) = ¢ para 0 < t < 1/2 ¢ (v * B)(t) = %Y para
1/2 <t < 1. Logo

deg(y * ) = (A(1) — (0)) /27
= (A1) = X(0) + a(l) — a(0))/27
= deg(7) + deg(f).

3. Suponha que h : [0,1] x [0,1] — S* seja uma homotopia de extremos fixos entre v e 3 tal
que h(t,0) = y(t) e h(t,1) = 5(t). Entao, para cada s € [0, 1] fixo tem-se hy(0) = hy(1),
portanto hy € L£,(S'). Pela Proposigao 1.1.14 é possivel escrever hy(t) = ¢!, Com
isso, pode-se escolher s,s50 € [0,1] tais que ||hs(t) — hg,(t)|| = || — el ®|| < 2,
ou seja, hs(t), hy,(t) € S nao sao anti-podais, logo |as(t) — a,,(t)| < 7 para todo t €
[0,1]. Seja 0 = 59 < 81 < S2...8m-1 < Sn = 1 uma particao do intervalo [0, 1], tal
que ||hs;,,(t) — hs,(t)]| < 2 para 0 < j < m — 1. A partigao escolhida implica em
g,y () — o, (t)| < 7. Entao

277—’ deg(thl) - deg(hsj)‘ = ’astrl(l) — Qs (O) - a3j<1) + Qs (O)|
< |a5j+l(1) - asj(1)| + |O'/Sj (O> + As; (O)|

< 2m,

logo | deg(hs,.,) —deg(hs,)| < 1. Portanto deg(hs,,,) = deg(hs,) para todo 0 < j <m—1.

Logo, ]
deg(B) = deg(hs,,) = deg(hs,, ,) = -+ = deg(hs,) = deg(7).

Por outro lado, suponha que n = deg(y) = deg(). Considere os levantamentos o e A
dos caminhos v e 3, respectivamente. Seja H : [0,1] x [0,1] — R definida por H(t,s) =
(1—s)a(t)+sA(t). Entao H(t,0) = a(t) e H(t,1) = A(t), logo H é uma homotopia entre
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a e A. Além disso,

H(1,s) — H(0,s) = (1 — s)a(1) + sA(1) — (1 — s)a(0) + sA(0)
= (1= s)(a(1) — a(0)) + s(A(1) — A(0))
= ((1 — 5)deg(y) + sdeg(ﬁ))%r
= 2mn.

H(ts) - Entdo, para s € [0,1] fixo tem-se que G, €

Seja a aplicagao continua G(t,s) = €'
L,(SY) com deg(G,) = n. Além disso, G(¢,0) = M = ~(t) e G(t,1) = e*V = B(1),

logo G é uma homotopia entre v e 3, portanto v ~ (.

4. Sejam p = v(0) e ¢ € L(X) o caminho constante tal que ¢(t) = p para todo t € [0, 1].
Como 7 * 4 ~ ¢. Logo, 0 = deg(c) = deg(y *4) = deg(~y) + deg(¥). Portanto, deg(¥) =
— deg(7).
|
E facil mostrar que a aplicacdo ¢ : m(S') — Z dada por ¢([y]) = deg(7) é um isomorfismo

de grupos. Com isso, segue-se que
Teorema 1.1.17. (Grupo fundamental de S*) m(S') = Z.

Dados v € L,(X) e k € N, a k-justaposigao v * --- * v é denotada por v*. O seguinte

resultado ¢ uma consequéncia da aplicacao grau.
Proposigao 1.1.18. O grupo m(S") é gerado por v(t) = €™, onde t € [0,1], isto é, 7 (S*) =
()
O Supondo 8 € £,(S?), pela Proposicio 1.1.16 é possivel escrever B(t) = 27" ¢ deg(y) =
1, onde (t) = e”™. Logo
deg(B) =k =1+ -+ 1=deg(y)+ - +deg(y) = deg(y * -~ *7) = deg(7").

k—vezes
Portanto 8 ~ 9" e [8] = [y"] = [7]". Logo m1(S") = ([~]). o
Exemplo 1.1.19. (Grupo fundamental de T?) Seja T? = S* x S* 0 2-toro. Como T? é conexo
por caminhos, entao o grupo fundamental nao depende do ponto base escolhido, logo tem-se
m(T?%) 2 (S x 7 (SY) X Z x Z, pelo Lema 1.1.11 e o Teorema 1.1.17.

Exemplo 1.1.20. (Grupo fundamental 7 (R*\{p})) Sejam X = R*\{(0,0)}, p=(1,0) € X o
ponto base e y,c € L, onde y € o circulo envolvendo a origem e c a curva constante. Se o € L,
¢ um caminho fechado que nao envolve a origem, entao o pode ser deformada continuamente
para p, logo a ~ ¢ e [a] = Id. Por defini¢ao deg(y) = 1 e deg(c) = 0, o que implica que
0 = deg(c) = deg(y *79) = 1+ deg(¥), portanto deg(¥) = —1. Com isso, dado k € 7 tem-
se que deg(7*) = deg(y) + --- + deg(y) = k. Seja B € L,(X) tal que deg(B) = n. Entdo
deg(B) = deg(y™), e B ~ ", pela Proposi¢io 1.1.16. Portanto [5] = [y"] = [y]". Logo, o grupo
fundamental de X € um grupo infinito ciclico gerado por [7], isto €, m(X) = ([y]). A aplica¢ao

[a¥)

m(X) 3 [V|" = n € Z é um isomorfismo, portanto m(X) = Z.
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1.2 Homologia

Nesta secao serao apresentados os grupos de homologia singular de um espago topoldgico e
depois os grupos de homologia celular de um CW-complexo, e as referéncias utilizadas sao [5],
[24], [26] e [39].

1.2.1 Homologia Singular

Para as proximas defini¢oes, considere X um espaco topolégico e A um anel.

Definigao 1.2.1. (Simplezo singular) Seja Ay o simplexo k-dimesional cujos vértices ey, . . . , ey
formam um base canénica de R*" de modo que Ay = {(xo,...,x1) € R*! 1y >0, 3 a5 =

1}. Um k-simplexo singular no espago topoldgico X é uma aplicagdo continua o : Ay — X.

O A-médulo livre gerado pelas k-cadeias singulares de X é denotado por Cy(X; A). Conse-
quentemente, cada um dos seus elementos é uma soma formal finita @ = ) _ a,,.0 de k-simplexos

singulares o, onde a, € A.

Defini¢ao 1.2.2. (Operador bordo) A i-ésima face do k-simplexo singular o : A, — X € o (k-
1)-simplezo singular &'c : A_1 — X onde 0'c = o(to, ..., ti—1,0,tis1,...,tr_1). O k-operador
bordo € o homomorfismo denotado por Oy : Ci(X; A) — C_1(X; A) onde Opo = (—1)"d'0.

Como o k-operador bordo é um homomorfismo, entao ker(dy) e Im(0yy1) sdo subgrupos

abelianos de Ci(X; A), os quais sdo denotados por Z;(X; A) e B(X; A), respectivamente.

Teorema 1.2.3. A composi¢io Ox—1 0 O : Cr(X; A) = Cr_o(X; A) € 0 homomorfismo trivial
para todo k > 0.

Uma consequéncia imediata do teorema anterior é que By (X; A) C Z(X; A), logo Br(X; A)
¢ um submddulo normal de Z(X;A) e o quociente Z;(X;A)/Bi(X;A) define um moddulo

quociente.

Defini¢ao 1.2.4. (k-mddulo de homologia singular) Seja X um espago topoldgico. O k-ésimo

mddulo de homologia singular de X com coeficientes em A é o mddulo quociente

Hy(X;A) = Be(X: A)

para cada k >0 e Hy(X; A) =0 para k < 0.

O médulo graduado
H.(X; A) = €D Hi(X; A)

keZ4

¢ chamado de homologia singular do espaco X.
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Definigao 1.2.5. (Complexo de cadeia) Um complexo de cadeia com coeficientes em A é um
A-mddulo graduado C, = {Ci}rez, juntamente com wm homomorfismo 0 : Cy — C, (de grau
_1)

O Ok—1
Cr—1

Ok+1
. C

tal que a composicdo Ox_1 0 O = 0 para k € Z,. Denota-se o complexo de cadeia por (C,, 0y)

e 0o homomorfismo 0, € chamado operador bordo do complexo de cadeia.

Note que o par (Cy(X; A), 0,), onde 0, = {0 }rez, , forma um complexo de cadeia, chamado

de complexo de cadeia singular.

Defini¢ao 1.2.6. (Homologia do complezo de cadeia) Sejam C = (Cy,0.) um complexo de
cadeia, Zy(C) = ker(0y) e Bi(C) = Im(0), onde k € Z,. O k-ésimo mddulo de homologia
do complezxo de cadeia C' € o mddulo quociente Hy(C) = Zx(C)/Br(C). O mddulo graduado
H.(C) = {H(C)}rez € chamado homologia do complezo de cadeia C' e € denotado por

P H:(0).

keZ

Definigao 1.2.7. (Aplicagio de cadeias) Sejam C e C' dois complexos de cadeias. Uma
aplicacao de cadeias € um homomorfismo f : C — C' de grau zero tal que o diagrama abaixo
comuta para todo k € 7

W

!
Ck—l .1 Ck—17
isto €, 0), 0 fr, = fr—1 0 O.

Dada uma aplicagao de cadeias f : C' — C’, tem-se que f(By(C)) C Br(C") e f(Zi(C)) C
Z,(C"). Logo, f induz um homomorfismo f, : H,(C) — H.(C") de grau 0 definido por f.([a])
[/ (a)].

Observacao 1.2.8. Note que, dadas as aplicagées de cadeias f : C — C" e f': C" — C", a

composicao de aplicagoes de cadeias f'o f: C — C" é uma aplicacdo de cadeias.

Suponha que f : X — Y seja uma aplicagdo continua entre espagos topolégicos. Define-se
o homomorfismo induzido por f como sendo a aplicagdo fx : C.(X;A) — C.(Y;A) tal que,
dada ¢ € Cyx(X; A), tem-se fu(¢) = f o ¢, para todo k € Z. Pode-se mostra que 0 fx = f40,
ou seja, fx é uma aplicacao de cadeias.

O teorema a seguir mostra que a homologia singular ¢ um invariante topolégico.

Teorema 1.2.9. (Isomorfimo induzido) Sejam f : X — Y wum homeomorfismo entre espagos
topoldgicos e C' = C(X;A) e C" = C.(Y; A) os complezos de cadeias singulares de X e Y,

respectivamente. Entdo f, : H,(C) — H.(C") é um isomorfismo.

26



Homologia

Analogamente a homotopia de caminhos definida na secao anterior, é possivel definir homo-
topia entre quaisquer duas funcoes continuas. Sejam f,g : X — Y duas aplicagoes continuas
entre espagos topolédgicos. Diz-se que f e g sao homotdpicas se existe uma aplicagao continua
h:10,1] x X =Y, tal que h(0,2) = f(x) e h(1,x) = g(z) para todo = € X. A aplicacdo h é

chamada homotopia entre f e g e denota-se essa propriedade por f ~ g.

Teorema 1.2.10. Sejam f,q: X — Y duas aplicagoes continuas e homotopicas entre espagos

topoldgicos. Entao f, = g..

Defini¢ao 1.2.11. (Equivaléncia homotdpica) Seja f : X — Y wma aplica¢io continua en-
tre espacos topologicos. Diz-se que f € uma equivaléncia homotopica se existe uma aplicagcao
continua g : Y — X tal que fog ~ Idy e go f ~ Idx. Neste caso, € dito que X e Y sdo

homotopicamente equivalentes e essa propriedade € denotada por X ~'Y .

O resultado seguinte mostra que a equivaléncia de homotopia é condicao suficiente para que

os modulos de homologia sejam isomorfos.

Teorema 1.2.12. Se f : X — Y € uma equivaléncia homotopica entre espacos topoldgicos,
entio f. : H. (C) — H.(C") é um isomorfismo, onde C e C" siao os complexos de cadeias

singulares de X e 'Y, respectivamente.

Definicao 1.2.13. Uma tripla C—LD2 S E de médulos e homomorfismos é chamada

exata se Im(f) = ker(g). Uma sequéncia de mddulos e homomorfismos

Fr
Gl f1 G2 f2 Gg f3 kl)Gk fr

¢ chamada de sequéncia exata longa se cada tripla € ezxata, isto €, Im(fy) = ker(fx11) para todo

keZ.

N . f g p N
Uma sequéncia exata do tipo 0 C D E 0 ¢ chamada sequéncia exata
curta. Nesse caso, f é um monomorfismo e g é um epimorfismo. Sejam C, D, E complexos
de cadeias. Uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias é uma colecao de sequéncias

exatas

0 c. D, %, B, 0

para todo k € Z,..

Utilizando a sequéncia exata curta de complexos de cadeias, um homomorfismo entre as

sequéncias exatas curtas, chamado homomorfismo conectante, sera utilizado na construcao de
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uma sequencia exata longa. Considere o diagrama abaixo

Ok+1 Dt 41
f g
0 Cp —=— D, —"— E, 0
n a, ay!
fe—1 k-1
0 Ci_1 D, 1—FE,_;1——0
Op—1 /— /-

Como g ¢é epimorfismo, dado e € Z;(FE) existe d € Dy, tal que gi(d) = e. Pela comutatividade
do diagrama, tem-se que gi_1(0;(d)) = 9! (gr(d)) = 9!(e) = 0. Portanto, 0, (d) € ker(gx—1) =
Im(fx—1), pela exatiddao. Com isso, pode-se tomar ¢ € Cy_; tal que fi_i(c) = 0(d). Entao
Jr—2(0k-1(c)) = 0, _1(fx—-1(c)) = 0}._1(0}(d)) = 0. Como f é monomorfismo, entdo ¢ € Zx_1(C).
Logo, tem-se uma correpondéncia Z,(E) 2 e — ¢ € Z;_1(C), a qual é denotada por di(e) = c.
Portanto a aplicagao correspondente induzido em homologia 0, : H.(E) — H,.(C) estd bem
definida e é chamada homomorfismo de conexao.

f

Teorema 1.2.14. (Homomorfismo conectante) Se 0 C D2-E 0 € uma sequéncia
exata curta de complexos de cadeias, entdo a sequéncia longa

(‘)-k gx

LN Hy(D) 2= Hy(E) "~ Hy_1(C) —"~ H,_1(D) 2~ . ..
¢ exata.

Como consequéncia do Teorema 1.2.14, obtém-se um importante método de célculo da
homologia de espagos topoldgicos. Dados U,V subconjuntos abertos de um espaco topoldgico

X tal que X = U UV, considere a sequéncia exata curta de complexos de cadeias
0—— CWUNV) —L5 CuU) @ Cu(V) —L CL(X) —— 0,

onde f(x) = (z,—z) e g(x) =z +y.
A sequéncia exata longa induzida como no Teorema 1.2.14 é chamada sequéncia de Mayer-

Vietoris.

Teorema 1.2.15. (Sequéncia de Mayer-Vietoris) Sejam U,V subcojuntos abertos do espago

topologico X tais que X = U UV. Entao existe uma sequéncia exata longa

L H(U N V)~ B (U) & Hy (V) —25 Hy(X) =2 Hy (U0 V) =2

Seja U C X um subespago do espaco topoldgico X e considere o par topoldgico (X, U).
Caso U = (), identifica-se (X,0) com X. Desse modo, a aplicagao de inclusao U — X induz
a aplicacao de cadeias iy : C.(U; A) — C.(X; A) tal que, para todo k € Z,, i ¢ um mono-
morfismo. Assim, é possivel identificar C,(U; A) com um subcomplexo de C,(X; A) e se pode

definir o quociente entre ambos.
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Definigao 1.2.16. O complexo de cadeia singular do par topoldgico (X,U) é o complexo de

cadeia (Cu(X,U; A),0.) onde
_ G(X54)
- CU(U;A)

e O : Co(X,U; A) = Cp_1(X,U; A) € definido por 0x([c]) = [Or(c)].

Ci(X,U; A)

Defini¢ao 1.2.17. (Homologia relativa) Seja (X,U) um par topoldgico. O k-ésimo grupo de
homologia relativa de X mod U € o grupo quociente

Hk(X,U;A):m~

Proposicao 1.2.18. Dado um par topolégico (X,U) tal que U seja um retrato de deformagao
de X, entao H.(X,U;A) = 0.

Teorema 1.2.19. (Sequéncia longa exata do par) Seja (X,U) um par topolégico. Entdo a

sequéncia longa exata desse par € a sequéncia

Tx

O B (U) s Hy(X) s Ho (X, U) 2 By (U) —
onde 0 € 0 homomorfismo conectante para k € Z. .

Teorema 1.2.20. (Excisio) Seja (X,U) um par topoldgico. Se U' C U com U’ C int(U),

entdo a inclusao i : (X\U', U\U") — (X,U) induz um isomorfismo
i Ho(X\U',U\U') = H.(X,U).

Sejam U’ C U C X subespagos do espaco topoldogico X e considere a tripla topoldgica
(X,U,U’). Analogamente ao caso do par, o teorema seguinte garante a existéncia de uma

sequéncia exata longa da tripla.

Teorema 1.2.21. (Sequéncia longa exata da tripla) Seja (X,U,U’) uma tripla topoldgica.

Entao a sequéncia longa exata da tripla é a sequéncia

Opt1

Ho(U,U') =2 Hy(X,U") = Hy(X,U) 2 Hy (U, U") =2

onde 0 € 0 homomorfismo conectante para k € Z. .

1.2.2 CW-Homologia

Um CW-complexo é um tipo de espaco topoldgico introduzido por J. H. C. Whitehead,
que teve como objetivo inicial facilitar alguns cédlculos em teoria de homotopia. A ideia é que
um CW-complexo é construido com sucessivas colagens (identificagdes) de outros espagos mais
simples (células), de modo que, para se determinar a homologia do todo basta determinar a

homologia das partes mais simples, as células.
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Definicao 1.2.22. (Colagem de célula) Sejam X um espago topolégico, D" = {x € R" :
l|z]| <1} e 8" =9D" = {x € R" : ||z]| = 1}. Se fs: S™ ' — X € uma fungio continua,
denota-se por X Uy, D" o espago quociente da unido disjunta X [[ D™ pela identificagiao de
x € D" = S™ 1 com fa(x) € X. Diz-se que X Uy, D™ € obtido a partir de X colando uma

n—célula e fy € chamado de mapa de colagem.

A Figura 1.1 ilustra a colagem de uma n-célula em um espaco topoldgico X.

D n

fo | \f‘"

Figura 1.1: Colagem de uma n-célula.

Definicao 1.2.23. (CW-complexo) Diz-se que um espaco topoldgico X tem uma CW-estrutura

se existe uma sequéncia de espacos

X(O)QX(I)Q--'QXZUX(”)

tais que:
1. XO ¢ um conjunto discreto de pontos.
2. XD ¢ obtido anexando (n + 1)-células a X™, n > 0.

3. X tem a topologia fraca, ou seja, um dado A C X € dito um aberto se, e somente se,

AN X® for um aberto em X™ para todo n € N.

Um espaco X com uma CW-estrutura é chamado de CW-complexo e cada subespaco X (™
é chamado n-esqueleto do CW-complexo X. Uma aplicacao fy : S" ! — X1 estende a uma
aplicacdo f : D™ — X™ chamada aplicacdo caracteristica. A imagem de D" por f é chamada

célula fechada em X e a imagem de D™\0D" por f é chamada célula aberta em X.

Exemplo 1.2.24. (n-esfera) Serd exibida uma estrutura de CW-complexo para S™. Fize um
ponto-base p € S™ e defina o 0-esqueleto X©) = {p}. Anezando uma n-célula a X O tem-se
fo:0D" — X© isto é, S" ~ X" = {p} U, D".

Exemplo 1.2.25. (Disco com al¢a) Sejam X© = {a,b}, D = D} U D} U D}, onde D} =
[0,1], D3 = [2,3] e D} = [4,5]. Defina fa, : D — X tal que

f81(0> - f81(2) - f31(4) =a c f31(1) = f81(3> = f81(5> =b.
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St =oD?

Figura 1.2: Estrutura de CW-complexo de S?

Figura 1.3: Estrutura de CW-complexo do disco com alca.

Entao o disco com alca € o CW-complexo
X0y, DUy, D,
onde fs, estd definido conforme a Figura 1.5.

Exemplo 1.2.26. (2-toro) Serd exibida uma estrutura de CW-complexo para T?. Seja X©) =
{a,b,c} e D} =[1,2] e D} = [3,4]. Defina D = DU D} e o mapa de colagem fi5: 0D — X©
por f1a(1) = a, f10(2) = fia(3) = b e fia(4) = c. Logo, XY = XO U, D. Note que a cécula
D? tem o mesmo tipo de homotopia do quadrado Q. Seja fay : Q@ — X1 definido do sequinte
modo: fag leva os segmentos qp e rs em ab, e os segmentos ps e qr em be, de acordo com a
Figura 1.4. Com 1sso,

T?= X% = xOy, DUy, D

p foa

I
12

fao fao

Figura 1.4: Estrutura de CW-complexo do 2-toro T2
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Exemplo 1.2.27. (n-espago projetivo real) O m-espago projetivo real RP™ € o conjunto de
todas as retas em R" que passam pela origem, e sua topologia é definida pelo quociente de
R™™\{0} pela relagdo de equivaléncia p ~ Ap, onde p € R"\{0} e X € R*. Com isso, pode-
se restringir o exemplo aos pontos p € R™ tais que ||p|| = 1, e assim identificar RP™ com
St)~={peS:p~ —p}.

Tomando p = 1 € R, entao RP° = {[1]}. Note que o espaco quociente S*/ ~ pode ser visto
como sendo o conjunto {(z,y) € S* : y > 0} com os pontos (—1,0) e (1,0) identificados. Logo,
St/ ~ € homotopicamente equivalente & colagem de uma 1-célula em um ponto {(1,0)} Uy, D*.

Como {(1,0)} =~ {[1]} = RP" e RP' =~ S'/ ~, entao
RP' ~RP’ U, D',

Repetindo o procedimento anterior para 1 < j < n, tem-se que RP/ =~ S7/ ~, para p =
(1,0,...,0) e RI*', e RPY = RP™1 Uy, DI, onde fjp: 0D — ST € definido por

fiolp) =ld) elg) ={(z1,...,2;) € &7 ia; =0}/ ~.
Assim, tem-se a CW-estrutura RPI—' C RPI e RPI = XU) = XU=Dy; DI paral < j < n.

Lema 1.2.28. (Homologia celular relativa) Sejam A um anel comutativo com unidade e X um
CW-complezo, entao
Co(X), k=n

0, k#n

onde Cn(X) é um A-mddulo livre e finitamente gerado pelas n-células de X. Além disso,

X) = H,(D;,0D) =P A

Hk(X(”),X(”*l)) o {

em que

@fu* @H (D", 0D") — H,(X™ x"=D)

denota o isomorfismo descmto.

O Por definicdo, tem-se X ™ = X(”*l)UU(UfaU D") e também D" C X™ onde f,: D" —
X ¢ a aplicacdo caracteristica. Sejam C, e A, discos fechado e abertos, respectivamente,
contendo o hemisfério norte de f,(DZ). Definindo N, = f,(D2) — C,, M, = f,(D}) — A,
se tem N, C M,, e considerando U = X™ — U, Co, Y = XM — U, A, se tem U C Y.
Note que XD é um retrato de deforma(;éo de Y, logo, pela invariancia homotépica tem-se
Hp(X™, XDy = (XM Y). Como X™ —U =J,CreY —U é homotoplco alJsr
pelo teorema da excisao Hy(X™ — U, Y —U) = H,(X™|Y). Portanto Hy(X™ —U,Y —U) =
Hy(U,Co, U, 5770 = Hy (U, D2, U, 0D7) = @ Hy (D", dD™), pois Cy &~ D e S*~ = dD™,
Enfim, tem-se o diagrama comutativo: ’

i

@ Hy(D",0D") —2— @ H, (D", 0D") —2 @ Hy(D",8D")

F l? fo l? fox

Hk(X(n) -UY — U) %—>Hk(X(n)7Y) LH]C(X(”),X("_”),
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Por fim, sabe-se que Hy(DZ,0D!) = A para k = n e ¢ trivial para k # n, entao pela sequéncia
anterior tem-se Hy(X™, X("=1)) = @ H,(D?,0D") =2 @ A se k = n e é trivial caso k # n. B

Definigdo 1.2.29. (Aplica¢io de Pares) Seja X = X™ um CW-complexo e tome p € XY

como um ponto-base. Serd identificado wm dado ¢ € X™ com o ponto-base se ¢ € X1,

e diz-se que ¢ ~ p. Defina X™ /XY = {[q] : ¢ € X™ ¢ = p} e a aplicacio quociente

o XM o X0 /X (= por:
[, q€xtY
m(q) =

la), ¢ ¢ X"
Seja \/, S™ o bouguet de n-esferas com o ponto-base p, entdo X™ /X "=V ~\/_ S Agora,
definina s, : X/ X"=1 5 8" por
salla]) = { voaehs
p, q¢Dg
A aplicagio py = sy om: (X™ XM=D) 5 (8" IpY) ¢ chamada o-aplicacio de pares.

Seja U, : Cp(X) — Hp(X™, X("=D) o isomorfismo definido no lema anterior e dado por

\IJ”(Z TLUU) = Z nofa*[Dn]7

onde [D"] é um gerador do médulo H, (D™, 0D").
Lema 1.2.30. (Inversa de V,) A aplicagdo inversa ®, : H,(X™ X"=) = C,(X) do iso-
morfismo definido anteriormente é dada por

q)n(a) - Z d)n(pg*a)o—a
onde ¢, : H,(S™, {p}) — A € o unico homomorfismo tal que ¢,([S™]) = 1 e [S™] € a classe
fundamental do par (S™,{p}).

O Sera demonstrada a unicidade do homomorfismo. Sabe-se que o grupo H,(S", {p}) tem
como geradores as classes {[S"], [0]} e como ¢,, ¢ homomorfismo, entdao ¢, ([0]) = 0. Definindo
¢n([S"]) = 1 e supondo que exista outro homomorfismo tal que ¢, ([S"]) = 1, entao ambos ho-
momorfismos coincidem quando avaliados nos geradores, logo <z5;1 = ¢, 0 que é uma contradicao,
portanto ¢, é inico. Sabe-se que ¥, é um isomorfismo, entao existe uma tunica aplicacao ®,,

tal que ®,, o ¥,, = 1. Tomando ¢ uma n-célula geradora de C, (X),

D, (V,(0)) = Zﬁbn(pﬁ*\l]n(a))ﬁ
B
= qun(pg*faa* {Dn])ﬁ
B
= 3" 0nl(ps fao)o (D)5
B

= Ou((Po © foo):[D"])o
= on([S"])0

:0"
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e como o € C,(X) é arbitrario, entao @, o ¥,, = 1. [

Defini¢ao 1.2.31. (Grau homoldgico) Seja f : S™ — S™ wma aplicagio continua e f, :
H,(S™ A) — H,(S™; A) o homomorfismo induzindo. Seja [S™| € H,(S™; A) o gerador ndo-
trivial desse grupo, entao f.[S™ = k[S"] para algum k € A. Denomina-se por k = deg(f) o

grau homolégico da aplicacao f.
Definicao 1.2.32. (Aplicacio CW-bordo) Tome a tripla (X™, X"~V X"=2)) ¢ g composicdo
abaizo

Uy Ox

Co(X) =2 H, (XM, X)) 2y g, (D), X (n-2)) T

— Cp1(X)

onde 6, € o homomorfismo de conexao da sequéncia da tripla. O homomorfismo 0, = ®,_1 0
de oW, 1 Cp(X) — Cp1(X) € chamado operador CW-bordo.

Teorema 1.2.33. (CW-bordo) A aplicagao CW-bordo é um homomorfismo tal que 0,100, = 0

e € dada por:

onde [B : o] € o grau homoldgico da aplicagio pg o fa, : D — St—1.

[0 Por definicao tem-se 9,, = ®,,_1 0 d, o ¥,,, logo é um homomorfismo.

Considere o diagrama comutativo tal que na vertical tem-se a sequéncia exata longa do par
(X(nfl),X(nﬂ))

Hn_l(X(n—l))

Note que 0,00, = j,0d,_107,00,. Pela exatidao da sequéncia vertical tem-se Im(j,) = ker(d,,_1),
logo 62 = 0. Com isso, tem-se a composicao do CW-bordo 9,_1 08, = ®,_300,0¥,,_10d,_;0
S,0U, =®, 50620V, =0, pois ¥, 0P, ; =1e > =0.

Por defini¢io f, : 9D" — X =Y assim tem-se o homomorfismo induzido fag. : H, 1(0D?; A) —

H,_(X™=1: A). Analogamente, tem-se o homomorfismo
fou t Hy(D2,0D2) — H,(X™, XD)
e 0 homomorfismo conectante
on : H, (D2, 0DY) — H,,_1(0D2; A)

de modo que, tomanto [D?] € H,(D»,dD?) como um elemento gerador, entao 0, o f,.[D?] €
H, (X Y;A) é um elemento gerador. Por outro lado fa,. o 8,[D?] € H, (X" V; A)
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também é um elemento gerador, logo fo,« © 0,[D2] = Ao, © f,[D}], para algum A € A. E
possivel escolher um mapa caracteristico f,. tal que A = 1, tem-se fy,. 00, = 0y, © fo,4, € COMO

0sx = J4x 00, entao fogs © 04 = 04 © fo+. Assim, tem-se o operador CW-bordo

On(0) = Bp_y 00, 0 Wy (0)
=, ;00,0 f,. (D7)
= D,,_1 0 fopu 0 0.([D2])
= 0,10 foox 0 (i 0 8,)([D7])
= ©,1 0 foo.([0D7])
= Gnu1(pps © fooulOD2))B
E

— Z Pn-1((ps © foe):[S"])B
B

— Z ¢n_1(deg(ps o f20)[S" 1))
B

= " deg(ps o for)pn-1([S"))B
B

= deg(ps © fa0) -
B

Teorema 1.2.34. (CW-homologia) Seja X um CW-complexo, entdo existe uma identificagdo

natural entre a CW-homologia C.(X) e a homologia singular H.(X; A), isto é
Hp(X;A) = H(Co(X); A) VY € Z.

[] Para a demonstragao desse resultado sera considerada a sequéncia

Ok+1
Chor (X) 25 (X)) —2 Gy (X).

Por definigao, tem-se Hy(C.(X); A) = ker(0k)/ Im(0k+1), e com isso serd provado que
ker(0k)/ Im(Ok+1) = Hi(X; A).
Entao, pode-se concluir a equivaléncia entre a CW-homologia e a homologia singular do espago

topoldgico X.

Tome a sequéncia longa exata vertical da tripla (X ®*+1 X(*=D x(*=2)) ¢ 3 sequéncia longa
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exata horizontal da tripla (X ®*+1) X®) X(*=1) no diagrama abaixo:

Hk(X(k_l),X(k_Q)) =0
Hy (XD, X (=2))
i

HkH(X(kH), X(k)> L Hk(X(k), X(k—l)) —Z) Hk(X(k“),

02« B
|5 — ;

Hy 1 (X k=D x(k=2)y Hp(X®HD, X0y =

X(k—l))

onde 74, j. € J, sao as inclusoes induzidas e o homomorfismo conectante, respectivamente. Seja
[a] € Hi(X® XY entdo 3, 0 i[a] = da.[a].

Serd caracterizado conjunto ker(ds.). Dado [a] € ker(da.), entdo ds. o i.[a] = da.[a] = 0.
Como 7, é um epimorfismo e j, ¢ monomorfismo, entdo existe um tinico [5] € Hy, (X *+1, X (*=2))
tal que i.[a] = j.[f].

Pode-se afirmar que ¢ : ker(dy,) — Hp(X* D, X*=2)) dado por ¢([a]) = [B], é um epi-
morfismo. De fato, seja [3] € Hp(X* D, X*=2)) entdo existe um [o'] € Hp(X® XF-1) tal
que i, [a/] = j.[F']. Com iss0 d9.[] = 34 0 i [0/] = d3x © Ji[F'] = 0, pois Im(j,) = ker(ds.), logo
(/] € ker(d2.) € ¢ é epimorfismo.

Como ¢ é sobrejetor, existe [a] € ker(da.) tal que ¢([a]) = 0. Pela comutatividade do
diagrama tem-se que i,[a] = j.[0] = 0, pois j, ¢ monomorfismo, portanto [a] € ker(i,) e, pela
exatidao, tem-se ker(i,) = Im(d1.), logo [a] € Im(d;.). Com isso, conclui-se que ker(¢) =
Im(d14). Pelo teorema fundamental do isomorfismo de grupos, tem-se que ker(dq.)/ ker(¢) =
Hyp (XD X2 ou seja, ker(d, )/ Im(01,) =2 Hy (X D X (k=2)),

Sem perda de generalidade, assumi-se que X seja um CW-complexo de ordem n, isto é,
X = X™, Fixe um 0 < j < n e tome o j-ésimo esqueleto XU) e defina X(=Y. Com isso, é

possivel escrever a sequéncia de homomorfismos de inclusao de pares:
Hy(XW; A) = Hy( XD, XED) — Hy (X0, XO) —— | —— H (X0, X (*=2))

onde k — 2 < j e para cada i-ésimo termo Hj(X ), X@) no centro do diagrama abaixo, tem-se
a sequéncia exata de triplas nas verticais (X©), X X(i_l)), com 0 <7+ 1 < j com h; sendo

os homomorfismos de inclusao:

Hp (XD X2y =0 Hy(X®, X610y = Hy (XD X0y =0
Hy (X, X(-2) H (X, X6D) Hi (X, X0)
hi—1 h; hiy1

Hy(X™ X601y 5 Hy(X™ XO) - { (X X+D)
O-1)s dix O(it1)+

Hy_ (X061, X0=2)) =0 Hp 1 (X®, X601y =0 Hy (XD x0) = 0.
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Do Lema 1.2.28, tem-se que H(X®, X0~D) =0 caso k # i. Logo, os grupos nas extemidades
verticais do diagrama serdo os triviais. Pela exatidao das sequéncias verticais, tem-se Im(h;) =
ker(6;,), mas como Im(8;,) = 0 = ker(6;,) = Hp(X™, X)), logo h; é um epimorfismo, portanto
um isomorfismo, isto é, H(X™, X0=1) = H (XM X)) permitindo escrever a cadeia de
isomorfismos
Hk(X(j);A) — Hk(X(j),X(_l))
~ Hk(X(j),X(O)) ~ o Hk(X(j),X(i))

2

L2 H(XW, X)),
logo Hyp(XU); A) = H (XU, X @),

Por fim, como foi suposto que X = X, e a construcdo anterior vale para j = n, entio
Hy(X; A) = Hy(X"; A) = H,(X™, X0),

Assim, Hy(X; A) =2 H(X*D X *=2)) = ker(§,, )/ Im(d1,). Mas como 9y, = ®,,_1 04,0V,
entao ker(da.) = ker(dg) e Im(d1,) = Im(0k+1). Logo ker(da.)/Im(d1.) = ker(0k)/ Im(Ok11) =
Hy(Cy; A). Portanto, Hy(X; A) =2 Hi(Cs; A) que é a equivaléncia entre as homologias. [
Exemplo 1.2.35. (CW-homologia da n-esfera) No Exemplo 1.2.2/ foi demonstrado que, dado
p € S, entao a n-esfera é homotopicamente equivalente a {p} Uy, D™, onde fy : 0D™ — {p}
(veja a Figura 1.5). Pelo teorema da CW-homologia tem-se que Hy(S™; A) = H(X®), X k-1,
logo Ho(S™; A) = Hy(X© XODy =2 A H, (S A) =2 H,(X® X01) =2 A e H,(S™A) =
Hpy (XD, X0=D) =0 caso k # j, logo

H,(S™ A) = Hy(S™; A) & H,(S™; A) = A® A.

Dr {p} Ufa D"

[ ]
0 = {p}

fo

Figura 1.5: Estrutura de CW-complexo da n-esfera S™.

Exemplo 1.2.36. (CW-homologia do 2-toro) No Exemplo 1.2.26 foi demonstrado que o 2-toro
possui a sequinte CW-estrutura {p} Uy,, D1 Uy,, D3 Uy, D3, onde p € T?. Com isso, 0s grupos
de homologia nao-triviais sao:

Hy(T? A) = Hy(XO, X( ) A,

Hy(T%A) = Hi(XD, Xx©) ~ B H(D},0D}) = P A

i=1,2 i=1,2

Hy(T? A) = Hy(XP, XMy = 4,
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Logo,
H,(T* A) = Hy(T*; A) @ Hi(T* A) @ Hy(THA) 2 A ADAD A,
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Capitulo 2
Teoria de Morse

Na investigacao da topologia de variedades o principal objetivo é a determinacao de seus
invariantes topolégicos, ou seja, caracteristicas das variedades que sao invariantes por homeo-
morfismos. Algumas abordagens sao algébricas, tais como: a determinacao de seus grupos de
homotopia, seus grupos de homologia e cohomologia. Outras sao diferenciais, tais como: teore-
mas de mergulho, transversalidade, teorema de Sard, etc. A Teoria de Morse faz uma conexao
entre as duas metodologias. Através de uma funcao suave definida na variedade, determina-se
seus pontos criticos, e através deles se constréi um C'W-complexo cuja homologia coincide com
a homologia singular da variedade, o que pode ser encontrado na Secao 1.2.2. O que torna a
Teoria de Morse uma das construcoes matematicas mais bonitas do século XX é justamente
essa conexao entre as diferentes descrigoes.

O propésito desse capitulo é uma rapida apresentacao de alguns dos principais resultados
em Teoria de Morse para que se possa, com isso, definir o complexo de Morse-Smale-Witten,
sua homologia e a relacao desta com a Homologia Singular da variedade. Os detalhes das

demonstragoes e técnicas utilizadas podem ser encontrados em [5] e [28].

Definigao 2.0.37. (Variedade fechada) Seja M uma n-variedade diferencial. Diz-se que M €

fechada se € compacta e sem bordo.

De agora em diante M serd uma n-variedade Riemanniana fechada. Conceitos e proprieda-
des importantes sobre variedades diferenciaveis que serao utilizados neste trabalho podem ser

encontrados no Apéndice D, e mais detalhes podem ser encontrados em [12].

2.1 Teoria de Morse Classica

Definigao 2.1.1. (Fungdao de Morse) Sejam M uma n-variedade fechada, f € C®(M,R) e
Cr(f) ={p € M : df, =0} o conjunto dos pontos criticos de f. Diz-se que f é uma fungdo de
Morse se a hessiana H,(f) € nao-degenerada para todo p € Cr(f). O conjunto das fungoes de
Morse definidas em M serd denotado por M,(M).
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O indice de Morse de p € Cr(f) é a dimensao do maior subespaco V' C T,M tal que a
hessiana restrita a V' é negativa-definita, isto é, H,(f)(v,u) < 0 para todo v,u € V. Esse
indice é denotado por A\, = dim(V'). Se H,(f) é diagonalizavel, entdo o nimero de auto-valores

negativos coincide com o indice A,.

Lema 2.1.2. (Lema de Morse) Sejam f € M,(M) ep € Cr(f) com indice de Morse \,. Entdo
existe uma carta {U, ¢} de p com ¢(p) =0 € R™ tal que

(food ™) (wy, .., xn) = flp) —af —--- =23 +a% 1+ + b

Observagao 2.1.3. Como consequéncia do Lema de Morse, pode-se mostrar que os pontos
criticos de uma fungao de Morse f € M,(M) sdao isolados. Pela compacidade de M tem-se

que os pontos isolados sdo finitos.

A existéncia das fungoes de Morse é ilustrada pelo seguinte exemplo. Seja f: M — R tal
que f(xy,...,x,) = x,. Essa fun¢do é chamada de fungao altura e pode-se mostrar que f é
uma funcao de Morse, logo M, (M) # (.

Exemplo 2.1.4. Sejam S? C R3 a 2-esfera centrada na origem e f : S* — R a fungdo altura
dadar por f(x,y,z) = z. Os pontos criticos de f sao pr = {(0,0,%1)}, cujos indices sao
Ao =0eX, =2

O seguinte teorema garante que as fungoes de Morse sao abundantes no conjunto das fungoes

suaves e sua demonstragao pode ser encontrada em [2].

Teorema 2.1.5. Seja g € C°(M,R). Entao existe f € My(M) suficientemente prézima de
g, isto é, M,(M) € denso em C*(M,R).

Seja a € R. O conjunto de nivel a é o conjunto M® = f~((—o0,a|) ={p e M : f(p) <a}.

Uma consequéncia imediata é que, dados a,b € R tais que a < b, entao M* C MP°.

Teorema 2.1.6. Sejam f € M,(M) ea <b € R tais que f~'([a,b]) C M ndo contenha pontos
criticos de f. Entio M® é difeomorfo a M°. Além disso, M® é um retrato de deformacao de

M?®, de modo que a inclusdo M® < M® é uma equivaléncia homotdpica.

O seguinte teorema afirma que, fixando a € R e variando t € R, se f~([a,t]) N Cr(f) # 0,
os conjuntos de nivel M* e M' nao podem ser deformados um no outro. Sua demonstracao

pode ser encontrada em [28].

Teorema 2.1.7. Sejam f € M,(M) ep € Cr(f) com indice A\, tal que f(p) = c. Suponha
que [~ ([c —€,c+¢€]) N Cr(f) = {p} para algum € > 0. Entdo o conjunto de nivel M tem o

mesmo tipo de homotopia de M~ com uma \,-célula colada, isto €, M ~ MUy, D*».

Observacao 2.1.8. O teorema anterior tem como hipdtese a exiténcia de apenas um ponto
critico em f~'([c — €,c +€]). No caso em que f~'([c — €,c + €]) N Cr(f) = {p;}j=1, tem-se
Mete ~ )¢ Uf31 DM ... Us,, D>
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Observagao 2.1.9. Uma consequéncia imediata do teorema anterior é que, supondo p € Cr(f)

e tomando a = f(p), tem-se que M* é um CW -complezo.

Observagao 2.1.10. Supondo que M seja compacto e conexo, entao f(M) = [a,b] CR € um
compacto. Suponha que Cr(f) = {pj};?:l, Aj seja o indice do j-ésimo ponto critico e que ezista
uma particao ty = a < ty < -+ < ty11 = b tal que [~ ((tg,trr1)) N Cr(f) = {px}. Ao se tomar

t € [a,b] obtém-se a construgao do CW -complexo

M"™ =~ {p:}
M*® ~ {p;} Ug, DM

M = M"+t o= {p1} Up, DUy, D

Caso existam pontos criticos distintos com valores criticos coincidentes a mesma constru¢ao
pode ser feita perturbando a fungdo de Morse f de modo a obter uma outra f" € M,(M) com os

mesmos pontos criticos agora com valores criticos todos distintos. FEssa construcao € viabilizada
pela densidade das fungoes de Morse em C*°(M,R).

Exemplo 2.1.11. (2-toro) Sejam T?* C R3 o toro centrado na origem do plano Oy x Ox =
{(x,9,0) € R*} e ¢ :[0,27] x [0,27] — R3 uma parametrizacio dada por

©(0,0) = ((2 4 cos ¢) cos b, (2 + cos ¢) sen b, sen ).
Com isso, tem-se que o espago tangente T,T? € gerado por {Dp, Ds}|, onde

Op = —(2 4 cos ¢) sen 60, + (2 + cos ¢) cos 00,
0y = —sen ¢ cos 00, — sen ¢ sen 60, + cos ¢0,.

Seja f: T?* = R a fungdo largura f(z,y,z) = x. Tem-se que o diferencial de f € df, = O,.
Com isso, dado v € R? tem-se que df,(v) = (Vf(p),v) = ((1,0,0), (va, vy, v,)) = vy. Assim, o
caso em que df,(v) = 0 implica que v, = 0, ou seja, 0s vetores dos espagos tangentes nio podem
ter componentes na direcao Ox. Com isso, basta que os elementos da base nao o tenham, isto
¢, sen¢ = sen = 0. Portanto, ¢,0 € {0,7} e os pontos criticos de f sao p(0,0) = (3,0,0),
0(0,7) = (—=1,0,0), ¢(7,0) = (—3,0,0) e p(m,m) = (1,0,0), os quais estio ilustrados na
Figura 2.1.

s

Assim, a representag¢do matricial da Hessiana H,(f) €

H(6.0) = ( —(24 cos¢)cosf sen¢psend )

sen ¢ sen 6 — cos ¢ cos 0

Awaliando a hessiana nos pontos criticos tem-se

H(0,0) = ( _03 _01 ) JH(0,7) = <3 ?)
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H(w,0) = ( _01 (1)),H(7r,7r): ((1) _01 )

Portanto, os indices A9y dos pontos criticos sao: Aoy =2, Ao =0, Aro) =1 € Az = 1.

Pela Observacao 2.1.10, pode-se escrever
T? = f_l([ov 2]) ~ {90<7Ta 0)} Ut Do Utao DM Ufsa D)\(OYO)’

o que estd de acordo com o Ezxemplo 1.2.26, e sua homologia foi determinada no FExemplo
1.2.36.
Oy

_— Ox
\"g(ﬂ"O) W(O7W>\\>@/(ﬂ'¢7r> ©(0,0)

Oz

Figura 2.1: Pontos criticos da funcao largura em 7°2.

Originalmente, a relacao entre a topologia de M e os pontos criticos de uma funcao de

Morse f: M — R, foi dada em termos de desigualdades, chamadas desigualdades de Morse.

Definicao 2.1.12. (Numeros de Betti) O j-ésimo niumero de Betti de M é o inteiro B;(M) =
dim(H;(M; A)), onde H;j(M;A) € o j-ésimo grupo de homologia singular de M e A € um anel.

Como os grupos de homologia de M sao invariantes topoldgicos, entao os niimeros de Betti
de M também sao.

Seja f € M,(M). O numero de pontos criticos de indice k é denotado por vy. Note
que Bi(M) contém informagoes sobre a topologia da variedade, por outro lado, v, contém

informagoes sobre os pontos criticos de f.

Teorema 2.1.13. (Desigualdades de Morse) Sejam f € M,(M) e v, o nimero de pontos

criticos de f com indice de Morse k. Entdo valem as sequintes desigualdades:
1. B(M) < v para 0 < k <n,
2. Z?ZO(—l)k_jﬁj(M) < Z?ZO(—l)k_juj para 0 < k <n e vale a igualdade para o caso em
que k = n.

Observacao 2.1.14. No caso da igualdade do sequndo item do teorema se tem a caracteristica
de Buler-Poincaré x(M) = 377 ((=1)/B;(M), que também ¢ um invariante topoldgico e ¢ a
generalizagao do teorema de Fuler para poliedros convexos V. — A+ F =2, onde V' € o numero

de vértices, A € o numero de arestas e F' € o numero de faces.
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2.2 Homologia de Morse-Witten

2.2.1 Fluxos Gradiente e Variedades de Conexao

Sejam X € X(M) um campo vetorial suave em M e p € M. Sabe-se que existe uma curva

v : R — M que é solucao do sistema de equagoes diferenciais

DO — X0, +10) =

Como M ¢é compacta e sem bordo, entao a solugao v = ~, existe para todo t € R. A aplicacao
¢ : R x M — M definida por ¢(t,p) = v,(t) é chamada de fluxo gerado por X e, fixado p € M,
a curva v, : R — M é chamada de linha do fluxo de X que passa por p. Como o fluxo ¢ estd
bem-definido para todo ¢t € R, entao pode-se efetuar a composicao ¢ o ¢y(p) = ¢(s+t,p) para
todo p € M, logo ¢s 0 ¢y = psiy € o = Id.

Definicao 2.2.1. (Orbitas) A orbita de p € M pelo fluzo ¢ € a imagem da curva ¢pP = ¢(.,p) :

R — M e serd denotada por O(p). As érbitas podem ser de trés categorias
1. Singular, se O(p) = {p}.
2. Fechada, se existe T € R tal que ¢r¢(p) = p para todo t € R.

3. Regular, quando nao € singular e nao € fechada.

Pela compacidade de M e pela unicidade da solucao do problema de valor inicial anterior-
mente descrito, tem-se que O(p) C M é uma imersao injetiva quando é uma Orbita regular.
Vista como um subconjunto de R™, para um inteiro m > 0 suficientemente grande (Teorema de
Megulho de Whitney [16]), M é um conjunto limitado, logo O(p) também é limitado. Assim,
tal érbita admite pontos limites. Os conjunto a-limite e w-limite de p € M sao definidos por
alp) ={qg € M : ¢(p) = ¢t - —0} ew(p) = {qg € M : ¢:(p) = q,t — oo}. O seguinte

resultado sobre a topologia dos conjuntos limites é feito em [32].

Proposicao 2.2.2. Sejam M uma variedade fechada e X € X(M). Entdo parap € M tem-se,
que a(p) e w(p) sdo fechados, conexos e invariantes pelo fluro de X, isto é, sao unides de
orbitas de X.

Considere Vf o campo gradiente da fungao de Morse f. Munindo M com uma métrica
Riemanniana g, : T,M x T,M — R (veja o Apéndice D), tem-se que df,(v) = g,(Vf(p),v)
para todo p € M, onde v € T,M. Sejam —V f € X(M) e v a curva integral de —V f tal que
7(0) = p € M. Entao

9 (rom ) = oV F+1)),5(0)
=9(Vf(v(1), =V f(7(1)))
==V (@)

<0,

)
)
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para todo t € R.

Isso mostra que a funcao de Morse f é decrescente ao longo das linhas de fluxo do campo
gradiente negativo. Em [32] mostra-se que, para todo ¢ € M tem-se que O(q) intersecta
f7Y(f(q)) transversalmente. Além disso, os pontos limites das dérbitas sao pontos criticos, ou
seja, a(q) Uw(q) C Cr(f).

Sabe-se que, se f € M,(M), entdo Cr(f) é um conjunto finito. Com isso, pode-se mostrar

que
Lema 2.2.3. Se p € M, entio a(p) = {q} e w(p) = {r} onde q,r € Cr(f).

Definigao 2.2.4. (Variedades instdveis/estaveis) As variedades instavel e estdvel de um ponto
p € Cr(f) sao os conjutos W*(p) = {q € M : ¢(q) — p, t = —oc} e W¥(p) = {q € M :
oi(q) = p, t — oo}, respectivamente.

Observagao 2.2.5. Em termos de pontos limite, é possivel reescrever as variedades instdvel e
estdvel de p € Cr(f) como sendo W*(p) ={q € M : a(q) =p} e W¥(p) ={q € M : w(q) = p}.

Da observacao anterior, afirma-se que ambas as variedades instavel e estavel dos pontos
criticos sao contrateis. De fato, defina Id : M — M como sendo a aplicacao identidade
ec: M — M como sendo a aplicagao constante ¢(M) = {p}, onde p € Cr(f). Entao
h:[0,1] x W*(p) — W*"(p) definida por

h(t,q) = { o(t/(1—1t),q), t#1

c(q), t=1

Y

¢ uma homotopia entre Id e ¢, pois é continua e h(0,q) = Id(q) e lim;; h(t,q) = c(q), logo a
variedade instdvel é contratil. Com uma argumento analogo mostra-se que W#*(p) é contratil.
Foi definido o espago tangente instdvel como sendo o subespago T)M C T,M tal que a
restricio da Hessiana Hess,(f) a T;’M ¢é negativa-definida. Analogamente se tem o espago
tangente estavel TM C T, M, onde a Hessiana € positiva-definida. Com isso, segue o teorema

da variedade estédvel, cuja demonstracao pode ser encontrada em [5].

Teorema 2.2.6. (Teorema da variedade instdvel/estivel) Sejam f € M,(M) e p € Cr(f).
Entao se tem a decomposi¢io T,M = T'M & T;M. Além disso, existem merqulhos suaves e
sobrejetores Ty M — W'(p) € M e TM — W*(p) € M. Com isso, W*(p) e W*(p) sdo

subvariedades sem bordo com dimensao A\, e n — Ay, respectivamente.

Observacao 2.2.7. Do mergulho dado pelo teorema anterior tem-se que as variedades instdvel
e estdavel possuem o mesmo tipo de homotopia de um disco aberto cujas dimensoes sio A, e
n — A, respectivamente. Como os discos abertos sao contrdteis, entao sao orientdveis. Logo,

as variedades instavel e estdvel sao orientdvers.

A variedade M pode ser decomposta como a uniao disjunta das variedades instaveis ou

uniao disjunta da variedades estaveis, o que é garantido pelo resultado a seguir.
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Proposicao 2.2.8. Se f € M,(M), entdo
M = wip) = |J W)
peCr(f) peCr(f)

O propodsito das definigoes desse ponto em diante é a construcao de um complexo de cadeia
associado ao fluxo gradiente de uma funcao de Morse com uma propriedade adicional, que se

chama propriedade de transversalidade entre as variedades instaveis e estaveis.

Definigao 2.2.9. (Variedade Conectante e o Espagco Moduli) Sejam f € M,(M) ep,q € Cr(f).
A variedade conectante de p e q € definida por W,y = W*(p)NW?(q). Sejac € (f(q), f(p)) CR
um valor reqular de f. Entdo o espaco moduli de p e q € definido por M, = Wy, N f71(c).

Definigao 2.2.10. (Aplicagoes tranversais) Sejam f: N — M e g : Z — M duas aplicagoes
suaves entre variedades diferencidveis. Diz-se que [ € transversal a g, e denote f M g, sempre
que f(x) = g(2) =y tem-se df,(T,N) + dg.(1.Z) = T,M.

Observagao 2.2.11. Se Z C M e g € a aplicagcao de inclusao, entao a transversalidade é

denotada por f M Z. A transversalidade nos casos em que N, Z C M e f e g sao as inclusoes
¢ denotada por N th Z.

Definigao 2.2.12. (Fungoes de Morse-Smale) Diz-se que o campo gradiente negativo de f €
M,(M) satisfaz a condi¢do de Morse-Smale se W"(p) m\ W*(q) para todos p,q € Cr(f). O

conjunto dessas funcoes é denotado por M5 (M).

Teorema 2.2.13. Sejam f € M5(M) e p,q € Cr(f). Entdo a variedade conectante Wy,
e o espaco moduli M,, sao vazios ou subvariedades de M sem bordo cujas dimensoes sdao

dim(Wyy) = Ap — Ay e dim(M,,) = A\, — Ay — 1, respectivamente.
Proposicao 2.2.14. Sejam f € M5(M) e p,q € Cr(f).

1. Se A\, < A, entao Wy, =0,

2. Wy = {p}

3. Sed, =)\, epF#q, entao W, =0,

4. Sep#q tal que Wy, # 0, entao A\, > A,.

Observagao 2.2.15. Uma das consequéncias da proposi¢ao anterior € o fato de que, dada uma
funcao de Morse-Smale, as orbitas nao-singulares do fluxo do gradiente negativo dessa funcdo

sempre partem de um ponto critico para um outro ponto critico de indice inferior.

Proposicao 2.2.16. Sejam f € M5(M) e p,q € Cr(f) de indice relativo 1, isto é, \y— A, = 1.

Entao W,y = Wy U{p, q}. Além disso, o nimero de orbitas conectando p a q € finito.
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2.2.2 Complexo de Morse-Smale-Witten

Sejam V' um n-espago vetorial, B = {e;}}_; e B" = {€}}}_; duas bases ordenadas de V.
Diz-se que B e B’ possuem a mesma orientacao se o determinante da matriz de mudanca de
base, A : B — B’, definida por e; = > | Aje}, possui determinante positivo. Com isso,
o conjunto dos isomorfismos definidos em V' pode ser divido em duas classes: a classe dos
isomorfismos com orientacao positiva e negativa, respectivamente. A escolha de uma classe é
chamada orientagao do espago vetorial V. Mais detalhes podem ser encontrados em [21].

Sejam M uma n-variedade diferencidvel. A n-upla ordenada B = {e;}"_; é¢ um referencial
local se B(p) = {e;(p)}7—; é uma base para T,M ordenada para todo p € M. Diz-se que B
é um referencial positivamente orientado se B(p) é positivamente orientado para todo p € M.
Seja A : B — B’ uma aplicacdo onde A(p) é a matriz de mudanga de base B(p) para B'(p).
Se det(A) : M — R for uma aplicagdo continua tal que det(A)(p) = det(A(p)) > 0 para
todo p € M, entao é dito que B possui orientacao continuamente positiva. Analogamente, se

det(A)(p) < 0 diz-se que B possui uma orientagdo continuamente negativa.

Definigao 2.2.17. (Variedade orientdvel) Seja M uma n-variedade diferencidvel com um re-
ferencial B continuamente orientado. Entdo a classe de equivaléncia desses referenciais o(M)

¢ chamada de orientacao de M e € dito que a variedade é orientdvel se existe uma orientacao

o(M).

A questao de orientacao de variedades e subvariedades é crucial no processo de construgao

do complexo de Morse-Smale-Witten.

Teorema 2.2.18. Sejam f € M5 (M). Fizando as orientagoes o(W(p)) para todo p € Cr(f)
tal que X\, > 0, entao para todos p,q € Cr(f) tem-se que Wy, e M,, sio variedades com

orientacoes o(Wp,) e o(M,,) induzidas pela orientagao de W*(p).

Observacao 2.2.19. Note que no teorema anterior nao foi necessaria a orientabilidade de M,
mas apenas das variedades instdveis dos pontos criticos. O procedimento para a construgao da

orientacao duzida da variedade conectante é:
1. Para cada p € Cr(f) com X\, > 0 fiza-se uma orienta¢io o(W*"(p)).
2. Considere o subespago tangente T,W?*(p) com a orientagao compativel com T, W"(p).

3. Como Wy, = W¥(p) N W?*(q) e se tem a transversalidade W*(p) th W#(q), entio a
orientagao o(W,,) € determinada pelo isomorfismo T,W"(p) = T,W,, & T,W?(q), onde
x € Wy

Sejam M uma n-variedade orientdvel, f € M35 (M), p,q € Cr(f) tais que A\, — A\, = 1 e

v : R — M a curva integral do campo gradiente negativo com as condigoes de contorno a seguir

CA) = ~VIG0), Jim () =p e Jm (1) =0
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Tome um ponto x € y(R) C W,,. Como W"(p) é orientavel (veja a Observacao 2.2.7), entao
pode-se completar {—V f(z)} com B*(z) C T,M tal que {—Vf(z), B“(z)} é uma base com
orientacao positiva de T,,/W*(p). Seja B*(x) uma base com orientagao positiva de T, W?*(p).
Como W*(p) é transversal & W*(p), entdo B(z) = {B“(z), B*(z)} é uma base de T, M.

Definigao 2.2.20. (Nimero de intersecgao) Com as hipdteses descritas anteriormente, o sinal
caracteristico da orbita O(x) € o indice n, € {£1} que assume os valores 1, caso a orientagdo

o(B(z)) seja positiva, e assume —1 caso contrdrio. O nimero de intersec¢ao € definido por

n(p,q) = Z Ny.

zEMpq

Desse modo, o numero de interseccao conta as orbitas entre p e q considerando a orientacao.

Definicao 2.2.21. (Complezo de Morse-Smale- Witten) Sejam M uma variedade Riemanniana
e f € M3(M). Para cada p € Cr(f) fize uma orientagio o(W*(p)). Sejam Ci(f) o grupo
abeliano livremente gerado pelos pontos criticos de indice k e Ci(f) = @, Cr(f). Dado p €
Cr(f) um ponto critico de indice k, entdo (p) denota um gerador de Cy(f). O homomorfismo
Ok : Cr(f) = Cr_1(f) avaliado em cada gerador (p) de Cy € definido por

a((p) = Y np,9)a),

q€Cr(f)
e ¢ estendido por linearidade. Esse homomorfismo é chamado operador bordo de Morse-Smale-

Witten e o par (Cy(f),0s) € um complexo de cadeia chamado complexo de Morse-Smale- Witten
da funcao f.

Exemplo 2.2.22. (Complexo de Morse-Witten) Considere a 2-variedade diferencidvel M mer-
gulhada em R3 ilustrada na Figura 2.2. Seja F : R3 — R a funcao definida por F(x,y,z) = z.
Pode-se mostrar que f = Fly € M5(M), Cr(f) = {p,q,r,s} e que os indices de Morse dos
pontos criticos de f sao \y =0, A\, =1 e\, = Ay = 2.

Pela Figura 2.3 note que W*(p) € composta pelo ponto p e por duas linhas de fluzo: a linha

conectando r a p e a linha conectando s a p. Com isso, tem-se que
W(q) = M\{W*(p),r,s}, W*(r)={r} e W*(s) = {s}.

Logo,
M = W*(p)UW*(q)UW* (r)UW*(s),

o que estd de acordo com a Proposicao 2.2.8. Examinando a Figura 2.2 pode-se verificar que
W(p) € composta pelo ponto p e pelas linhas de fluro que conectam p a q. Com isso, a variedade
de conexio W,y = W"(p) N W?(q) € composta pelas linhas de fluro que conectam os ponto p e
q, e o espago Moduli M, = {x1,22}.

Na Figura 2.3 estd identificada a variedade instdvel W*(r) de r. Com isso, W,, = W*(r)N
W#(p) € a linha de fluro que conecta os pontosr a p e o espago moduli M,, = {x4}. Com um

argumento andlogo conclui-se que My, = {x3}.
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Na Figura 2.2 algumas das linhas de fluzo de f estao representadas pelas setas nos contornos
da variedade, e as orientacoes das variendades instdaveis, em linhas roxas. Adotadas orientagoes

para W (p), W*(r) e W"(s), tem-se os indices n,, = n,, = 1. Portanto
(P, q) = Ny + Ny, = 0, 0(r,p) = n(s,p) = Ny = 1.

As k-cadeias do complexo, para 0 < k < 2, sao
Co(f) = Z(q), Ci([f) = Z(p), Ca(f) = Z(r) ® Z(s).

E o0s k-operadores bordo sao

do(q) =0, d1(p) = n(p,q){q) = 0, Da(r) = Oa(s) = n(r,p){p) = (p)-

q

Figura 2.2: Linhas do fluxo de —V f e as orientagoes das variedades instaveis W*(s), W"(p) e

W(r).

oN
p
L]

"
4>

a

O

Figura 2.3: Variedades instaveis W*(s) e W"(r) de s e r. Variedade estédvel W*(q) de gq.

O préximo teorema é de grande importancia pois afirma que existe um isomorfismo entre
a homologia do complexo de Morse-Smale-Witten e a homologia singular da variedade. Sua

demonstragao pode ser encontrada em [5].
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Teorema 2.2.23. (Teorema da Homologia de Morse) Sejam f € M3 (M) e o par (C.(f),0.)
o complexo de cadeia de Morse-Smale-Witten da funcao f. Entao H.((C.(f),0s)) € isomorfo
a homologia singular H.(M,Z).

O Teorema 1.2.34 afirma que a homologia de um C'W-complexo é isomorfa a sua homologia
singular e também é sabido que a homologia de Morse é isomorfa a homologia singular da vari-
edade. Foi visto na Secao 2.1 que uma n-variedade fechada possui o mesmo tipo de homotopia
de um C'W-complexo construido a partir dos pontos criticos de uma funcao de Morse, logo a
homologia singular dessa variedade ¢ isomorfa a homologia do CW-complexo associado. Com
isso, pode-se afirmar que as homologias construidas via fungoes de Morse-Smale e fungoes de
Morse classicas sao isomorfas.

O célculo da homologia singular de uma variedade com certas propriedades nem sempre é
algo simples a se fazer. Contudo, é possivel aplicar técnicas alternativas para a determinacao
de homologias isomorfas a homologia singular. Um outro ponto a ser comentado é o fato
de que o complexo de Morse ¢é utilizado para a obtencao de alguns invariantes topoldgicos e
outras propriedades da variedade, por exemplo, a caracteristica de Euler-Poincaré. Portanto,
a demonstracao desses isomorfismos garante que ainda se esta diante dos mesmos invariantes

topologicos.
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Capitulo 3
Espacos Vetoriais Simpléticos

Nesse capitulo sao introduzidos os espacgos vetoriais simpléticos e demonstradas as suas prin-
cipais propriedades. Tais defini¢oes e propriedades serao estendidas as variedades diferenciaveis,
no Capitulo 6. Mais detalhes sobre os espacos vetoriais simpléticos podem ser encontrados em
[6], [8] e [9].

3.1 Origem na Fisica

A mecanica classica visa o estudo da dinamica de sistemas fisicos, conservativos ou nao.
Diz-se que um campo vetorial F' : R* — R3 ¢ conservativo quando, dados dois caminhos

v, 8 :10,1] — R3 de classe C? tais que (0) = 3(0) e v(1) = 8(1) (com extremos fixos), tem-se

T:/ <F(7(t)),y(t)>:/ (F(B1). B'(1))-
[0,1] [0,1]

A grandeza 7 é definida como sendo o trabalho realizado pelo campo F ao longo do caminho
~. Logo, se o campo é conservativo, entao o trabalho independe do caminho.

Parte dos sistemas fisicos conhecidos podem ser descritos via mecanica Newtoniana, cuja
dinamica é regida pela equacao diferencial

dv d,
F(t) = m=2 () = = (1),

onde v = 7/(t), m > 0 é a massa da particulo e p(t) = m~/(t) é o seu momento linear.
Suponha agora que F' = —VU, onde a energia potencial U : R* — R ¢ de classe C?. Tomando
q(t) = (q1(t), q2(t), q3(t)) € R3, pode-se escrever F(q(t)) = md(t) = —VU(q(t)). Tem-se um
sistema de 3 equagoes de segunda ordem, contudo, realizando uma mudanca de variaveis, pode-
se reduzir o problema de segunda ordem para um problema de primeira ordem, do seguinte

modo
i=L ¢ p=-vU()
m

O conjunto @) das possiveis posi¢oes ¢ da particula do sistema anterior é chamado espaco

de configuragoes e o conjunto P = {(q,p) : ¢,p € R3} dos pares posi¢ao e momento linear é
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chamado de espaco de fases. No exemplo, @ = R? e P = R® porém ambos podem ser outras
variedades diferenciaveis.

Uma funcao Hamiltoniana é uma funcio H : P — R de classe C* tal que
. OH . OH
q = a_p ep= _0_q‘
O sistema de equacoes acima é chamado sistema equacoes de Hamilton. Sabe-se que a
energia total de um sistema fisico conservativo é a soma das energias pontecial £, = U e
cinética E. = p?/2m (veja [31]), onde p? = (p,p). Defina a funcio Hamiltoniana associada a

energia total do sistema por

2
P
H(q,p)zEmLEp:%JrU(q).

Note que a funcao H definida acima satisfaz as equacoes de Hamilton, logo é uma funcao
Hamiltoniana e, por estar associada a energia total do sistema, ¢ amplamente aplicada em
modelos dinamicos fisicos.

As equagoes de Hamilton nos dizem que, dada uma funcao Hamiltoniana, é possivel recupe-
rar as equagoes de Newton. Portanto, tem-se uma compatibilidade entre ambas as descricoes
de um problema fisico.

Mais detalhes sobre o formalismo matematico da mecanica classica podem ser encontrados
em [3] e [25].

3.2 Geometrizacao

A geometrizagao de problemas em fisica permite que os modelos da mecanica Newtoniana
sejam estudados sob outro ponto de vista, e com isso, generalizar e analisar novos aspectos. Essa
nova descricao é chamada formalismo Hamiltoniano. Nesse capitulo as equacoes de Hamilton
serao abordadas em um contexto geométrico, o que permitird a apresentacao dos sistemas
hamiltonianos em variedades diferenciaveis.

Sejam R™ e R?" os espacos de configuracoes e fase, respectivamente. Com coordenadas

(¢,p) = (q15-- -+ qn, D1, - - -, Pn) € R*™. Desse modo,
B(qo:po) = {91, --,04,,Opys - - Op, } = {0q, 0}

¢ uma base do espaco tangente T{y, ,)R**, onde 9,, = 0/9,, e d,, = 0/0,, avaliados no ponto

(905 Po)-
Seja H : R — R uma funcao Hamiltoniana de classe C*°. Dado o gradiente Hamiltoniano

" /0H 0 O0H 0 OH OH
( o,

L T ) =), 4+ =0,
dq; 0q;  Op; Op; g

H = —
Vv oqg 1 Op

j=1
o campo Hamiltoniano Xy € X(R*") é definido por
- (8H8 8H8) OH, OH

Xp=-JhVH=Y (s-s— 25— ) =70 — =
" 0 8pj8qj 8%’8}?]'

Jj=1
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onde Jy é a matriz 2n x 2n dada por

0 —Id
JOZ ;
Id 0

e Id é a matriz identidade n x n. Com isso, Jy0; = 0, e JyO, = —0,.
Seja ¢ : R — R?" a curva integral do campo Xpy. Entdo as equacoes de Hamilton podem

ser reescritas como

O(t) = Xu(¥(1))

(q-os) ) :< O (4) t)) )
B(t) — 9 (4(t))

Pode-se afirmar que, ao longo das solugoes dos sistema Hamiltoniano, o sistema é conserva-

tivo, isto é, a energia total do sistema é constante. De fato

d

—H (1))

" (VH(@ (), (1)

= (VH((t)), Xu(¥(1)))
— (VH, —Jy;VH(t))
-

oOH OH . OH 0H

50 oy oy oy
OH 0H OH OH \? onon
=5, 5y 00t = (G,) @)+ (50) o) - 5050 0,0,)

=0.

Tome a 2-forma anti-simétrica nao-degenerada wy : R*® x R?® — R definida por wy =

> ; dg; A dpj. Com isso, obtém-se a geometrizacao das equacoes de Hamilton

(,UQ(XH,U) = quj A\ dpj(XH,U)

J

— Z dq;(Xu)dp;(v) — dg;(v)dp;(Xg)

0 OH
=S W g (0) + dgy(0) 2L
Gy )+ a3
oH oH
*( J a—%dQJ"‘adej)(U)
= dH(v)

Com isso, o par (R*",wy) é chamado 2n-espaco vetorial simplético.

Mais detalhes sobre a geometrizalcao da mecanica classica podem ser encontrados em [3] e
[25].
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3.3 Espacos Vetoriais Simpléticos

Definigao 3.3.1. (Espago vetorial simplético) Sejam V' um 2n-espago vetorial real e uma forma
bilinear anti-simétrica w em A*(V,R) tal que w é ndo-degenerada, ou seja, w(u,v) = 0 Vv €

V=u=0. O par (V,w) é chamado de 2n-espago vetorial simplético.

Defini¢ao 3.3.2. (Base simplética) Seja (V,w) um 2n-espago vetorial simplético, entdo uma

base simplética € uma base {ey, ... e, f1,... fu} de V tal que valem as relagoes:
w(ei, ej) = w(fi, fi) = 0, wles, f;) = dij-

Sejam (V7,w), (Va,ws) dois espagos vetoriais simpléticos e uma aplicagao linear ¢ : Vi — V5.
O pullback de wy por ¢ é a 2-forma p*w;y : V1 x V] — R definida por ¢*ws (v, u) = wa(p(v), p(u)).
Sera provada mais adiante a existéncia da base simplética. Quando nao houver ambiguida-
des, a base simplética {ey, ..., en, fi1,... fu} de (V,w) serd denotada por {e, f}, e um dado v =
Z?Zl(vjej + Uny;fj) €V por v =wvuye + v f, onde vy = (v1,...,0,) € Vo) = (Vpg1,- - - V2n)-

Dados v = vqye + vy f e u=upe + up) f em V, tem-se que
w(v,u) = (vay, we) = (V) u),

onde <U(1),U(z)> = Z}Ll Vjlpyj € (U(z),U(1)> = Z}Ll Un45Uj-

Definicao 3.3.3. (Simplectomorfismo) Dois espagos vetoriais simpléticos (Vi,w1), (Va,wa) sdo
ditos simplectomorfos se existe um isomorfismo ¢ : V.— W que preserva a forma simplética,

1s5to €, p*ws = wy.

Exemplo 3.3.4. Seja V = R? {e,,e,} uma base de V e w = dx A dy. Entao w(ey,e,) =
(dx ANdy)(ez, ey) = dr @ dy(es, e,) — dy @ dz(ey, e,) = d(ey)dy(e,) — dx(ey)dy(e,;) =1—0=1.
Por outro lado, w(ey,e;) = dx(ey)dy(e,) — dx(ey)dy(ey) = —1 = —w(es,ey), logo € anti-
simétrica. Além disso, w(ey, e;) = w(ey,e,) = 0. Fizando v € V e para qualquer u € V' tem-se
que wW(v,u) = W(Vgey + Vyey, Uzy + Uyey) = Vtyw(€y, €y) + Vytzw(ey, €5) = Uyt — vy, = 0
se, e somente se, v, = v, = 0, logo w € nao-degenerada. Para ver isso basta tomar u, =1 e
u, = 0, isso implica que v, = 0. Fazendou, =0 eu, =1, v, =0, logov =0. Dado ¢ : V =V
tal que p(v) = —v, entdo p*w(v,u) = w(Yv, pu) = w(—v, —u) = w(v,u). Portanto p*w = w e

© € um simplectomorfismo.

Definig¢ao 3.3.5. (Espagos w-ortogonais) Seja (V,w) um 2n-espago vetorial simplético e W C

V' um subespago vetorial. Entao o complemento w-ortogonal de W é o subespaco
We={veV:wwu) =0, Vue W}
O subespaco W € chamado
1. Simplético, se W N W« = {0};
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2. Isotropico, se W C WY,
3. Coisototrdpico, se W D WY,
4. Lagrangiano, se W = W*%.
Proposicao 3.3.6. (Caracterizacio de subespagos)
1. W € simplético se, e somente se, (W, w|wxw) € um espago vetorial simplético.
2. W é isotrépico se, e somente se, w|wxw = 0.

3. W € lagrangiano se, e somente se, W € isotropico e mdximal, isto €, W nao estd contido

propriamente em nenhum outro subespaco isotrépico.
O

1. Supondo que w|w«w seja degenerada, entdo existe 0 # v € W tal que w(v,u) = 0 para
todo u € W, o que implica que v € WNW¥, contradizendo a hipétese WNW* = 0. Logo
w|wxw é ndo-degenerada e (W, w|wxw) é um espago vetorial simplético. A reciproca é

imediata.

2. Dado 0 #v € W , entao w(v,u) = 0 para todo u € W NW* = W. Portanto w|wxw :

W x W — R é a aplicacdo nula. A reciproca é imediata.

3. Como W = W% entao W C WY, logo W ¢é isotrépico. Seja U C V um subespaco
isotrépico tal que W C U. Entao, pelo item anterior, w|w«w = 0, logo dado v € W NU
e para todo u € U, tem-se w(v,u) = 0, implicando u € W¥. Portanto, U = W¥ =W. A

reciproca é imediata.

[ |
Nao ha garantias de que sempre se tenha V =W 4+ W¥. Contudo, a proposicao a seguir da

uma relacao entre as dimensoes desses dois espacgos vetoriais.

Proposicao 3.3.7. Seja (V,w) um 2n-espago vetorial simplético. A aplica¢ao w* : V. — V*

definida por w*(v)(u) = w(v,u) € um isomorfismo.

O Dado v € V, tem-se pela bilinearidade de w que w*(v) é linear, logo w*(v) € V*. Além
disso, w* é injetora pois, se v # 0 € V tal que w*(v) = 0, entdo 0 = w*(v)(u) = w(v,u) para
todo u € V, o que é contradi¢do, pois w é ndo-degenerada, logo v = 0 e w*(0) = 0. Seja {e; ?;‘1
uma base de V. Denotando 0} por w*(e;) € V*, tem-se pela injetividade que b; # b para
todos 1 < 7,7 < 2n. Suponha que {b;f}?ﬁl seja linearmente dependente. Com isso, existem
{132, € R nem todos nulos tais que 0 = ijl Ajbs = Z?Zl Ajw*(e;) = w*(zfil Aje;). Pela
injetividade de w* deve-se ter 2]211 Aje; = 0, contradizendo a hipétese de que {e;}52, é uma

base de V. Portanto, {b;}?gl ¢ uma base de V* e w* é sobrejetor, logo ¢ um isomorfismo. W
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Proposicao 3.3.8. Sejam (V,w) um 2-espago vetorial simplético e W C 'V um subespago
vetorial. Entao dim(V') = dim(W) + dim(W*).

O Seja w* : V — V* tal que w*(v)(u) = w(v, u). Pela Proposigao 3.3.7 w* é um isomorfismo.
Seja We = {f € W*: f(v) =0, Yo € W} o anulador de W. Tomando f € w*(W¥) tem-se
f(u) = w*(v)(u) = w(v, u), para algum v € W*. Se u € W, entao f(u) = 0. Portanto f € W°
e w* (W) C We°. Por outro lado, seja f € W°. Como w* é um isomorfismo, entao existe
v € v tal que f = w*(v), logo 0 = f(u) = w*(v)(u) = w(v,u) para todo u € W, o que implica
que v € W¥. Portanto, f € w*(W¥) e W° C w*(W*). Logo W° = w*(W*). Como w* é um

isomorfismo, entao dim(W*) = dim(w*(W?)). Tem-se que
dim(V) = dim(W) + dim(W?°) = dim(W) + dim(w*(W*)) = dim(W) 4+ dim(W*).
|

Teorema 3.3.9. (Ezisténcia de base simplética) Todo espago vetorial simplético de dimensdo

finita possui uma base simplética.

O Sejam (V,w) um 2n-espago vetorial simplético e e; # 0 € V. Como w é ndo-degenerada,
entao existe fi € V tal que w(ey, f1) = 1. Definindo Vi = span{ey, f1}, pode-se afirmar que V}
é simplético, ou seja, V3 N V¥ = {0}. Com isso e com a Proposi¢ao 3.3.8, pode-se afirmar que
V =V, & VY. Efetuando o mesmo procedimento n vezes tem-se V=V, @ --- @V, onde V; é
gerado por e; e w(e;, f;) = 1. Por construgao, tem-se w(e;, e;) = w(fi, f;) =0 e w(e;, f;) = dij.

Portanto, {e1,...éen, fi1,... fn} é uma base simplética. [ |

Corolario 3.3.10. Todo espaco vetorial simplético é simplectomorfo a (R*,wy) para algum n,

onde wo(u,v) = —=U'JoV e U, V sdo as matrizes de u e v na base canonica, respectivamente.

Observacao 3.3.11. A existéncia de uma base simplética garante a existéncia de uma base em

que a forma simpléctica w poderd ser representada pela matriz

0 Id
—I1d 0 )
Teorema 3.3.12. Seja V' um 2n-espaco vetorial, entao existem bases

{er, .. ven fi,o s fuy e ey, e froo oo fr}

*

de V' e V*, respectivamente, tal que dado o € A*(V') pode-se escrever o = > eX N fF.

i=1"1

[0 Seja a # 0 € A%(V), entao existem ay, a3, € V tais que a(ay, ai11,) = oy # 0. Definindo
e1 =ai/ay e ajr, = fi tem-se ey, f1) = 1, e pela anti-simetria tem-se a(eq, e1) = a(f1, f1) =

0. Definindo By = span{es, f1}, entdo a matriz (ay;) de alp, é

[0)
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Seja Vo = {v € V : a(v,b) =0, b € By}, entdo por construgao tem-se B; N Vo = 0. Como
By, Vo C V s@o subespagos vetoriais entao V' = B & V,. Dadov € V tem-se vy = v—a(v, f1)e;+
a(v,e1)fi € Vo pois a(vg, e1) = a(ve, f1) = 0. Repetindo a construgao para V5 se pode afirmar
que existem ey, fo € V5 tais que af(es, fo) = 1, ales, e3) = alfa, fo) = 0, By = span{es, fo} e
Vs C V3 tal que Bo NV = 0, onde a matriz (a;;) de o|p, ¢ da mesma forma que a matriz de

a|p,. Realizando uma indugao finita na construcao dos planos B; tem-se V = @?:1 Bj, logo a

matriz de o na base {e1,...,e,, f1,..., fu} é
0 Id
—Id O
Tomando a base dual {e7,...,e;, fi,..., fr} de V*setem a =37 ef A f;. |

Lema 3.3.13. (Caracterizagio da forma simplética) Sejam V' um 2n-espago vetorial, entao

w € A*(V) € uma forma simplética se, e somente se, W\" =w A --- Aw € A**(V) € nao-nula.

[0 Suponha w uma forma simplética. O Teorema 3.3.9 garante a existéncia de uma base
simplética {e1,...,en, f1,..., fn} de V. Pela bilinearidade de w basta analisar w nos elementos

dessa base. Considerando ¢ no conjunto das permutagoes de {1,2,...,2n} tem-se

WNer, s lns fiye ooy fn) = Zw(el, fo@))---w(ens fom))

= Z 510(1) cee 6na(n)

= (511 e 5nn
=1.
Por outro lado, se w"™ # 0, suponha que {vi,...,v9,} seja uma base de V e que exista

v = > av; # 0 tal que w(v,u) = 0 para todo u = > bju; € V. Entdo, 0 = w(v,u) =

>k @brw(vs, vg), 0 que implica em w(vj, vg) = 0. Entao

w/\n(

Vi, ooy Vo) = Zw(vl,vg(l))...w(vgn,vg(gn)) =0,

g

contradizendo a hipdtese w”"™ # 0. Logo, w é nao-degenerada. |

Proposicao 3.3.14. (Preservagao do volume) Sejam (V,w) um 2n-espago vetorial simplético

e p: V=V um simplectomorfismo, entio p*w"" = w"" e det(p) = 1.

[J Seja ¢ : V' — V um simplectomorfismo, entao ¢*w = w, e portanto

*

PN = (WA AW)
=0WA- - ApTw

=w'".
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Aplicando esse resultado vé-se que

w/\n(ela' . '7en7f17' . 7fn) - (@*WAn)(ela s 7en7f17 s 7fn)
=W (per, ..., 0en, Of1, s 0fn)
= det(@)w"™(e1,. .. en, f1,- s [n),

portanto det(p) = 1. |

Defini¢ao 3.3.15. (Transformacao simplética) Seja (V,w) um 2n-espago vetorial simplético

sobre R. Um operador linear T : V — V' é uma transformacao simplética se
w(Tu, Tv) = w(u,v)
para todo u,v € V.

Exemplo 3.3.16. (Rotagoes em R?) Foi visto no Exemplo 3.3.4 que (R%* w) é um espago
vetorial simplético, onde w = dx N dy e a base canénica {e,,e,} € uma base simplética. Seja
R(0) : R* — R? wma rotagdo de um dngulo 0, isto €, dado v = vze, + vye, € V, tem-se

R(0)v = (v, cos(0) — vy, sen(0))e, + (v, sen(d) + v, cos(0))e, = v,e, + v,e,. Entdo
W(R(O)u, R(0)v) = w(uye, + uyey, vie, +v,e,)
= u,vyw(eq, ) + uyvw(ey, e;)
= (uy cos(f) — u, sen(f))(v, sen(d) + v, cos(h))
— (ug sen(8) + u, cos(#)) (v, cos(0) — v, sen(d))
= UyUy — UyVy
= w(Uzey, vyey) — w(uyey, Vzey)

= w(u,v).

Portanto, R(0) é uma transformacgao simplética para todo 6 € R.

3.4 J(V,w) e sua topologia

Defini¢ao 3.4.1. (Estrutura complexa) Uma estrutura complexa em um espago vetorial V €
um endomorfismo linear J : V — V, onde J* = —Id. Diz-se que uma estrutura compleza em

V' € compativel com a forma simplética (ou w-compativel) se

w(Ju, Jv) = w(u,v).

g(u,v) :=w(u, Jv)

define um produto interno em V. O conjunto de todas as estruturas compleras em V que sejam

w-compativeis é denotado por J(V,w).
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Observacao 3.4.2. Serd fixada notacao

0 —Id
Jo = .
Id 0

Serda demonstrado que todo produto interno em V pode ser associado a um elemento de

J(V,w) e vice-versa, sendo que dessa associagao serao retiradas informagoes sobre sua topologia.

Observacao 3.4.3. Ao se tratar J(V,w) como espago topoldgico serd adotada sua topologia
induzida pela topologia de GL(V,R) gerada pela norma da convergéncia uniforme (ou norma

do sup).

Seja V' um n-espaco vetorial real munido de um produto interno positivo-definido. O con-
junto dos produtos internos positivos-definidos em V' é denotado por Riem(V).

Seja L(V x V;R) o conjunto das aplicagoes bilineares de V' x V em R. Por defini¢ao
Riem(V) C L(V x V;R). Com isso, pode-se munir Riem(V') com a topologia induzida por
L(V x V;R).

Lema 3.4.4. Seja V' um n-espago vetorial com produto interno positivo-definido. Entdo Riem(V')

€ contradtil.

O Sejam dy,dy € Riem(V) e d : [0,1] — Riem(V) definido por d(s) = (1 — s)d; + sds.
Pode-se afirmar que d(s) é um produto interno. De fato, é bilinear e simétrico, pois é uma
combinagao linear de aplicacgoes bilineares e simétricas. Resta mostrar que d(s) é positivo-
definido. Supondo que v = 0 tem-se d(s)(v,v) = (1 — s)di(v,v) 4 sdy(v,v) = 0, pois dy, ds s@o
positivos-definidos. Suponha que v # 0 e d(s)(v,v) = 0. Entao 0 = (1 — s)d;(v,v) + sda(v,v)
o que é um absurdo pois (1 — s)di(v,v) > 0 e sda(v,v) > 0. Logo d(s) é positiva-definida
para todo s € [0, 1]. Como dy,ds € Riem(V') sao arbitrérios, entdao Riem(V') é convexo, logo é
contratil. [ |

Dados (V,w) n-espago vetorial simplético e uma estrutura complexa J w-compativel, tem-se
que w(v, Ju) = gs(v,u) é um produto interno em V. Com isso, a aplicacao G : J(V,w) —
Riem(V') dada por G(J)(u,v) = w(u, Jv) = g;(u,v) estd bem definida e é injetora. A seguinte

proposicao afirma que vale a reciproca desse resultado.

Proposicao 3.4.5. Seja (V,w) uma 2n-espago vetorial simplético. Entdo cada produto interno

g € Riem(V') define uma estrutura complexa w-compativel.

O Seja g € Riem(V'). Sabe-se que g : V' — V*, definido por g(v)(u) = g(v,u), é um isomor-
fismo. Segue que, existe um dnico automorfismo A : V. — V tal que w(v,u) = g(Av,u) para
todo v,u € V dado por A = g~ 'w*. Note que g(Av,u) = w(v,u) = —w(u,v) = —g(Au,v) =
g(—A', u), portanto A é anti-simétrico. Pelo decomposigiao polar (veja o Coroldrio B.0.37),
pode-se escrever A = P.J, onde P = (—A?)Y2 & positiva-definida, J é ortogonal tal que
J?=—Ide J' = J ' Com isso, tem-se w(v, Ju) = g(Av, Ju) = g(J' Av,u) = g(J ' Av,u) =
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g(Pv,u) = gp(v,u), o que é um produto interno positivo-definido pois P é positivo-definido.
Portanto, J é w-compativel. Assim, tem-se a aplicagao injetora F' : Riem(V) — J(V,w)
definida por F(g) = J. |

Proposicao 3.4.6. J(V,w) é homeomorfo a Riem(V'), logo é contrdtil.

O Sejam F' : Riem(V) — J(V,w) e G : J(V,w) — Riem(V') definidos nos resultados
anteriores. Seja J € J(V,w) arbitrario. Entao (FoG)(J) = F(gs) = J, logo F oG = Idz(v)-
Por outro lado, (G o F)(gs) = G(J) = g4, logo G o F = Idpiem(v). Portanto F = G~
Munindo J(V,w) com a topologia induzida por GL(2n,R), entdo pode-se mostrar que F é
continua. Analogamente, munindo Riem(V) com a topologia induzida do espago vetorial de
todas as forma simétricas definida em V', pode-se mostrar que GG é continua. Portanto F' é um
homeomorfismo. Pelo Lema 3.4.4, tem-se que Riem(V') é contrétil, e como a contratibilidade

é preservada por homeomorfismos, entao J(V,w) é contratil. |
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Capitulo 4

O Grupo Simplético Sp(R?")

Neste capitulo o grupo simplético sera introduzido e sera apresentado um estudo aprofun-
dado das suas propriedades. O grupo simplético e suas caracteristicas topoldgicas exercem
papel central na construcao do indice de Maslov, introduzido no Capitulo 5. Inicialmente serao
apresentadas suas principais propriedades, bem como a caracterizagao auto-valores de seus ele-
mentos e, por fim, serd apresentado o calculo de seu grupo fundamental. Mais detalhes sobre

o grupo simplético podem ser encontrados em [4], [15] e [27].

Defini¢ao 4.0.7. (Grupo simplético) seja (V,w) um 2n-espago vetorial simplético sobre um
corpo F. O grupo simplético Sp(V') C GL(2n,F) de V' é o conjunto das matrizes associadas as

transformacoes simpléticas definidas em V.

Observagao 4.0.8. Como todo 2n-espago vetorial simplético real é simplectomorfo a (R*™, wy),

entdo € suficiente estudar o grupo simplético Sp(R").

Proposigao 4.0.9. Sp(R**) é um grupo com a operacao de multiplicagcdo de matrizes.
O Sejam A, B € Sp(R*") e u,v € R*", entao
1. (Operagio fechada) w(ABu, ABv) = w(Bu, Bv) = w(u,v), logo AB € Sp(R*").

2. (Associatividade) Sp(R?*™) é associativo pois a operagiao de multiplicacdo de matrizes reais

é associativa.
3. (Elemento neutro) O elementro neutro de Sp(R?") é a identidade.
4. (Elemento inverso) Se A € Sp(R*"), entao
w(u,v) = w(AA u, AA™ ) = w(A u, A7),
Logo A™! € Sp(R*™).

Portanto Sp(R*") é um grupo. [ |
A topologia considerada em Sp(R?") é a induzida pela topologia de GL(2n,R) gerada pela

norma da convergéncia uniforme.
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O seguinte resultado é uma caracterizacao do grupo simplético e sua relagao com a estrutura

complexa:

Proposigao 4.0.10. (Caracterizagio de Sp(R**)) Se (R*",wy) € um 2n-espago vetorial simplético
e J € J(R* wy) uma estrutura compleza wo-compativel, entao A € Sp(R?") se, e somente se,

AYJA = J. Além disso, pode-se escrever
. < B C )
D E
onde B'D,C'E sdo matrizes simétricas e B'E — D'C = Id e BE' — CD! = Id.
00 Suponha A € Sp(R*"), entao:
wo(Av, Jw) = g(Av,w) = g(v, A'w) = wy(v, JA'w) = wy(Av, AJA'w).

Como a igualdade vale para quaisquer v, w, entao J = AJA'. Por outro lado, suponha que
A € GL(2n,R), tal que A'JA = J para J € J(R*", wy), entéo:

wo(Av, Aw) = wo(Av, —J* Aw)

= g(Av, —JAw)
= g(v, —A"J Aw)
= g(”a —J’ZU)

wo(v, —J*w)

w0<07w>7

logo A € Sp(R*"). Seja J € J(R*",wy) e {e, f} uma base simplética de R*" tal que a matriz J
com relacao a essa base é Jy. A equacao A'JA = J nos fornece as relacoes entre os blocos de

matrizes de A:

J=A"JA

0 —Id Bt D! -D —-FE
(Id 0 >:<Ot Et>( B ¢ )
B —-B'D+ D'B —B'E + D'C
< ~C'D+ E'B —C'E + E'C ) ’
portanto B'D = D'B = (B'D)" (matriz simétrica) e D'C' — B'E = Id. De forma andloga,
obtém-se as outras identidades. u

Dada uma matriz A € GL(n,C), pode-se escrever A = B+iC onde B,C € GL(n,R). Com
isso, considere a aplicacdo F': GL(n,C) — GL(2n,R) tal que

F(A):(i _BC).
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Note que F(A) = 0 se, e somente se, A = 0, logo F' é injetor. Pode-se verificar que F(AB) =
F(A)F(B), portanto ¢ um monomorfismo. Além disso, tem-se a propriedade F(A*) = F(B' —
iC") = F(A)". A aplicagdo F' é continua pois dados A = B +iC € GL(n,C) e € > 0, entao
para todo X =Y +1iZ € GL(n,C) tal que ||A — X|| = max{|B;; — Yij|,|Cij — Zij|} < €/2 se
tem
|F(A) = F(X)|| = maz{[ By — Yy, |Cyj — 25} < €/2 <e.

Sejam U(k) = {A € GL(k,C) : AA* = Id} o subgrupo das matrizes unitarias e O(k) =

{A € GL(k,R) : AA" = Id} o subgrupo das matrizes ortogonais, para k € Z,. Entéao vale a

seguinte proposicao:

Proposicao 4.0.11. Seja F' a aplicacao continua definida anteriormente. Entao a restrigao
Flumy : U(n) = U, onde U = Sp(R*™) N O(2n), € um isomorfismo. Além disso, dado A € U
tem-se AJy = JoA.

O Note que U = Sp(R**) N O(2n) é nao-vazio, pois a identidade estd na intersecgao. To-

mando A € U, entao A'A = Id. Com isso,

Td— AtA — B Dt B C
ct E' D FE

B B'B+ D'D B'C + D'E
C'B+E'D CC'+EE' |
Tal condicao é satisfeita quando C'B = —E'D, B'C' = —D'E e BB'+DD! = CC'+FEE* = Id.
Dada Z € U(n), tem-se Id = F(Id) = F(Z*Z) = F(Z*)F(Z) = F(Z)'F(Z), portanto
F(Z) € O(2n). Se Z = B +iC, entao

B —C
F(Z) =

C B
BB'+CC' —B'C +C'B o
B'C —C'B BB'+cCC* |

o que implica que B'C' = C'B. Pela Proposigao 4.0.10, F(Z) € Sp(R*"). Portanto F(Z) € U,
o que implica que F(U(n)) C U.

F@ﬂﬂ@:(

Finalmente, serd demonstrada a inclusao U C F(U(n)).
Se A€ U, entao At = At e Jy= A JyA = AL JHA, o que implica que AJy = JyA. Assim:

o) )-( )
(o) (00)
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CAPITULO 4. O GRUPO SIMPLETICO SP(R2V)

B —-C
A= :
Tomando Z = B+ iC € U(n) tem-se que F(Z) = A, o que implica que U C F(U(n)).

Conclusao, U = F(U(n)).

Como F é monomorfismo, entdao F|ypy : U(n) — U é sobrejetora sobre sua imagem,

logo C'=—D e B = E, portanto:

portanto é um isomorfismo. [
Serd analizado agora o espectro o(A) de um simplectomorfismo A € Sp(R?*") em um de-
terminado espaco vetorial. Tal resultado serd usado na demonstracao da contratibilidade do

quociente Sp(R?") /U, que por sua vez serd utilizado na construcio do indice de Maslov.

Proposigao 4.0.12. Seja A € Sp(R*"). Entao, A, A~', A® sao semelhantes. Com isso, o(A) =
o(A™1) =o(AY).

O Tem-se que A'JyA = Jy. Como A é invertivel, entdao A* = JoA~'J;'. Logo A ¢
semelhante a A™!. Sabe-se que A é semelhante a A?, logo A é semelhante a A~. Como matrizes

semelhantes possuem o mesmo polindmio caracteristico, entao o(A) = o(A™!) = o(A?). |

Observagao 4.0.13. A € o(A) se , e somente se, \™' € o(A). Além disso, pode-se mostrar

que X\, \, \™' e \7! possuem as mesmas multiplicidades.

Seja (V,w) um 2n-espago vetorial simplético real. A complexificagdo V do especo vetorial
V' é obtida via produto tensorial entre os complexos (visto como espago vetorial) e V. A forma
simplética é estendida para uma 2-forma C-linear Q2 : VxV — C, e o par (V, ) é um 2n-espaco
vetorial simplético complexo. Mais detalhes podem se encontrados no Apéndice A.

Para estudar os auto-espagos generalizados de uma transformagcao simplética A € Sp(R*"),
serd considerada a complexificacao do espaco R,

Proposigao 4.0.14. Sejam A € Sp(R*) C GL(2n,C) e r,s € Z tais quer > 1 e s > 1.
Se A\, € 0(A) tais que A\ # 1, entdao seus auto-espagos generalizados Ey = ker(A — A\ d)" e
E, =ker(A — pld)® sao Q-ortogonais, isto €, Q(E\, E,) = 0.

O Denote por P(r,s) a propriedade que se quer mostrar. Note que P(1,1) é verdadeira.
De fato, dados v € E\ e u € E, tem-se que Q(v,u) = Q(Av, Au) = \uQ(v,u), o que implica
que Q(v,u) = 0, pois A\ # 1. Por inducdo serd mostrado que P(r,s) é verdadeira para
quaisquer 7, s. Para aplicar a hipétese de indugao no indice s, assuma que P(1,s) é verdadeira
e que u € ker(A — pId)*™'. Com isso, 0 = (A — pld)*'u = (A — pld)*(A — pld)u, logo
(A — pld)u € ker(A — pld)®, o que implica em

Qv,u) = Q(Av, Au)
= Q(Av, Au — pu + pu)
= AQv, (A — pld)u) + (v, u)
=0

= (v, u).
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Como A\ # 1, entao Q(v,u) =0 e P(1,s+ 1) é verdadeira.

Conclui-se que P(1,s) é verdadeira para todo s > 1. Analogamente, P(r,1) é verdadeira
para todo r > 1. Para mostrar que P(r,s) é verdadeira por indugdo, basta assumir que
P(r,s +1) e P(r + 1,s) sao verdadeiras e, analogamente mostra-se que P(r + 1,s + 1) é
verdadeira. Portanto, Q(E), E,) = 0 para quaisquer inteiros 7 > 1 e s > 1.

[

Corolario 4.0.15. Sejam A € Sp(R**) e X € o(A).

1. As restrigoes Q|p.,«xp., sGo nao-degeneradas. Além disso, suas multiplicidades m(=£1)

5a0 pares.
2. Se A # %1, entdo a restricao Q|w, xw, € ndo-degenerada, onde Wy = E\ & Ey-1.
O

1. Seré feito primeiro o caso em que A = p = 1. Suponha que Q|g, g, seja degenerada.
Entao existe v # 0 € E; tal que Q(v,u) = 0 para todo u € E;. Seja 5 € o(A)\{1}.
Pela Proposicao 4.0.14 se tem que Q(E;, Ez) = 0. Pelo Teorema Espectral B.0.38 é
possivel escrever V' = Ey @, ap 1y Er- Com isso, Q(v, V) = 0. Logo Q ¢ degenerada,
o que contradiz a hipdtese. Portanto, Q|g,«xp, ¢ nao-degenerada. Além disso, como
A = A7l entdo a multiplicidade m(1) é par. Com um argumento andlogo Q|g_,xp_, ¢

nao-degenerada e m(—1) é par.

2. Pelo Teorema Espectral B.0.38 pode-se escrever V = E1 @ E_; @/\EU(A)\{ﬂ} E,. Su-
pondo que Q|gx g seja degenerada, onde E = E\ @ E\-1, entao existe v # 0 € E tal que
Q(v,a) = 0 para todo a € E. Além disso, pela Q-ortogonalidade, Q(v, E3) = 0, para todo
g € a(A)\{1}. Segue do Teorema Espectral B.0.38 analogamente ao item anterior que

Q(v, V) =0, o que contradiz a hipdtese de 2 ser ndo degenerada.

[
Considere Sym.(2n) C May,x2,(R) como sendo o conjunto de todas as matrizes positivas-
definidas (veja a Definicao B.0.26).

Proposigao 4.0.16. (Poténciagio em Sp(R**)) Seja Sp,(R**) = Sp(R*") N Sym.(2n) o
conjunto das matrizes simpléticas simétricas e positivas-definidas. Dado A € Spy(R*"), entdo

A~ € Sp(R*™) para qualquer o € R.

O Se A € Sp,(R?"), entdao A é simétrica, logo é normal, e pelo Lema B.0.32 é diagonalizavel.
Além disso, pela Observagao B.0.25 seus auto-valores sao todos positivos. Pode-se decompor

V' na soma direta de seus auto-espagos Ey, onde A € 0(A). Se u € E), e v € V), entdo
Q(A%, A%) = (ANA)*Q(u, v).
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Se Ay, # 1, entdao Q(u,v) = 0, o que implica que Q(A%u, A*) = (AA)*Q(u,v) = 0. Logo
Q(A%, A%) = Q(u,v) = 0, portanto A* € Sp(R?*"). Caso A\, )\, = 1 tem-se Q(A%, A%) =
Q(u,v), portanto A* € Sp(R*"). |

Observagao 4.0.17. Note que, dado A € U(n), tem-se 1 = det(AA*) = det(A) det(A*) =

det(A)det(A) = || det(A)|?, portanto det(U(n)) C S*.
Lema 4.0.18. U ¢ conexo por caminhos, logo é conexo.

[0 Seja A € U(n). Entao A é diagonalizdvel, e det(A) € S, e pela Observacao B.0.33
existe uma matriz unitdria U tal que A = U*diag{e®", ..., e }U, com isso tem-se det(A) =

¢!01+++0n) ¢ Gl Definindo o caminho continuo v : [0,1] — U(n) por

Y(N) = Urdiag{e™?, ... "\ U

tem-se 7(0) = Id e y(1) = A. Note que v estd bem-definida, pois D = diag{e'*,... e?*}
é tal que D*D = Id, logo D € U(n). Além disso, U*,U € U(n), por construgao. Entao
¥(A) € U(n). Note que det(y()\)) = e?it-+0n) ¢ S logo 4([0,1]) € U(n). Com isso, toda
A € U(n) pode ser conectada a I'd por um caminho continuo, logo U(n) é conexo por caminhos,
portanto é conexo. Pela Proposigao 4.0.11, tem-se que F|y@,) : U(n) — U é um isomorfismo
continuo, logo é um homeomorfimo. Como U(n) é conexo e a conexidade é preservada por

aplicagoes continuas, entdo U = F(U(n)) é conexo por caminhos, logo é conexo. [
Proposigao 4.0.19. Sp, (R*") € conexo por caminhos, logo é conexo.

O Considere a aplicagao continua v : Sp, (R?") x [0,1] — Sp(R?*") dada por (A, \) = A*.
Pela Proposicao 4.0.16, a aplicagio v estd bem-definida e é continua. Fixando A € Sp, (R*"),
a curva 4 : [0,1] — Sp(R?") tal que y4(0) = Id e y4(1) = A, é um caminho continuo que
conecta a identidade a matriz A. Como A = A’ segue da Proposi¢ao 4.0.16 que v4(\)! =
(ANt = (A = (A)* = v4(N). Além disso, os k-subdeterminantes dety,(y4(\)) = det(A*) > 0
para 1 < k < 2n. Pelo fato de que y4(\) é simétrica e pelo Teorema B.0.24, tem-se que
va(\) é positiva-definida, logo v4([0,1]) C Sp.(R?*"). Como A € Sp,(R?") é arbitréria, entao
a construgao anterior vale para quaisquer elementos de Sp, (R?*). Com isso, dados A, B €
Spy (R?"), é possivel conectar A a B por uma curva continua que passa pela identidade, portanto

Spy (R?™) é conexo por caminhos, logo é conexo. [ |
Lema 4.0.20. Se A € Sp(R?"), entdo existem tnicas P € Sp, (R*") e O € U tais que A = PO.

O Segue do Teorema B.0.36 que A = PO, onde P = AA! é positiva definida e O é uma
matriz ortogonal. Como A e A’ sao matrizes simpléticas, entao P = AA" € Sp(R**). Além
disso, como Sp(R?") é grupo entao P~ € Sp(R*"), logo O = P71A e U. [ |

Teorema 4.0.21. Sp(R?>") € conexo por caminhos, logo é conexo.
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0 Se A € Sp(R?"), entao pelo Lema 4.0.20 é possivel escrever A = PO, onde P € Sp, (R*")
e O € U sdo tnicas. Pela unicidade da decomposigao anterior, a aplicagao G : Sp(R**) —
Sp, (R*™) x U definida por G(A) = (P, 0) é injetora. Por outro lado, dado (P, 0) € Sp, (R*") x
U tem-se (PO)'JyPO = O'P' JoPO = O'Jy0 = Jy, logo pela Proposigao 4.0.10, tem-se PO €
Sp(R?*™) e G é sobrejetora. De fato, definindo A = PO € Sp(R*") tem-se que G(A) = (P,0).
Portanto GG é bijetora.

Denotando por G~ : Sp, (R?™) xU — Sp(R?") a inversa de G, tem-se que G~(P, O) = PO,
o que implica que G~! é continua, pois o produto de matrizes é uma operacao continua.

Veja que Sp, (R?*™) x U é conexo por caminhos, pois é o produto cartesianos de espagos
topoldgicos conexos por caminhos. Além disso, como a conexidade é preservada por aplicagoes

continuas, entao Sp(R?*") é conexo por caminhos, logo é conexo. [ |

Observagao 4.0.22. No teorema anterior, foi exibida uma bijecao entre Sp(R*") e o produto
cartesiano Sp, (R*) x U, isto €, toda A € Sp(R*") pode ser decomposta unicamente como
A = PO, onde P € Sp,(R*) e O € U. Essa afirmagdio serd utilizada na demonstra¢io de

alguns resultados adiante.

Observagao 4.0.23. Esse resultado € fundamental para a construcdo da homologia de Floer,
pois, para definir um complexo de cadeia nessa homologia deve-se ter um homomorfismo gra-
duado. Tal graduacdao serd dada pelo indice de Maslov e este serd relacionado ao grupo fun-
damental 7, (Sp(R?*™)). Por fim, a estratégia adotada necessita que 7 (Sp(R*")) = Z. Para

mostrar esse fato a conexidade € necessdria.
Teorema 4.0.24. O quociente Sp(R**) /U é contrdtil.

[0 Na Observagao 4.0.22 foi mostrado que se A € Sp(R**) entao A = PO, onde P €
Spy(R?™) e O € U. Com isso tem-se AA® = POO'P! = PP! = P?, e ela Proposigao 4.0.16, é
possivel afirmar que P* € Sp(R?") para todo a € R. Considere a aplicacao r : Sp(R?")x[0,1] —
Sp(R?") tal que 7(A, o) = (AAY)~*/2A. Note r que é continua pois é o produto de matrizes, que
é uma operagao continua em Sp(R?*"). Além disso, r é um retrato de deformacio de Sp(R*")
sobre U pois 7(A,0) = A, 7(A,1) = (AAH)™V2A = P7'A = O € U e, tomando B € U,
r(B,1) = (BB")~Y2B = B, pois BB* = Id.

Para simplificar a notacao, Sp(R?")/U serd denotado por S. Definindo a aplicagio R :
S x [0,1] = S por R([A],\) = [r(A, )] = [(AA})~*2 4], tem-se que R é uma contracdo. De
fato, a imagem de R é a classe de equivaléncia da imagem de r, que é continua, portanto R ¢é
continua. Além disso, R([A],0) = [A4], R([A],1) = [(AA")"1/2A] = [P7'A] = O] = [Id], pois
O € U, isto é, R(.,0) = Ids(.) é a identidade e R(.,1) = [Id] é a aplicacao constante, logo é

uma contragao e S é contratil. [ |

Observagao 4.0.25. Na demonstracio da contratibilidade do quociente Sp(R*™)/U foi mos-
trado que U é um retrato por deformacio de Sp(R*").
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Teorema 4.0.26. m(Sp(R*")) = Z.

00 Como U é um retrato de deformagao de Sp(R**), entao m; (Sp(R**)) e 71 () sao isomorfos.
Da Proposicao 4.0.11 segue que U = U(n), e como o determinante complexo detc : U(n) — S?
induz um isomorfismo entre os grupos fundamentais, entao m(U(n)) = Z (para mais detalhes
sobre o isomorfismo induzido pela fibracao detc, veja [18] e [27]). Portanto m(U) = m(U(n)) =

Z e m (Sp(R*™)) = Z. [

Observagao 4.0.27. No Capitulo 5 serd construida uma aplicagio Sp(R*") — S' que induz

um 1somorfismo entre os grupos fundamentais.
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Capitulo 5

Indice de Maslov

O ponto central deste trabalho é a construcao do Indice de Maslov e a demonstracao de
suas propriedades, o que esta feito em detalhes nesse capitulo. Esse indice tem sua importancia
destacada no Capitulo 6, mais precisamente, na definicao do indice de Conley-Zehnder, o qual
é empregado na graduacao do complexo de Floer, construido no Capitulo 7.

Os resultados aqui feitos estao organizados da seguinte forma: na primeira parte é definida
uma aplicagao continua p : Sp(R?*") — S! satisfazendo algumas propriedades. Em seguida,
é definido o Indice de Maslov i a partir dessa aplicagao e, por fim, sao demonstradas as
propriedades de p herdadas das propriedades de p.

As principais referéncias bibliograficas sao [4], [35] e [36] .

5.1 Motivacao

Considere a funcao Hamiltoniana dependente do tempo H : M xR — R a qual é associado o
campo vetorial Hamiltoniano Xy € X(M), que é o unico campo vetorial que satisfaz a equagao
we(Xp(x),Y)=—dH(Y) para todo Y € T, M e todo x € M.

As solugoes do sistema Hamiltoniano #(t) = Xy (z(t),t) satisfazendo as condigoes de peri-
odicidade z(t + 1) = x(t) para todo t € R, ou seja, as solugoes 1-periddicas das equagoes de
Hamilton, determinam uma familia de simplectomorfismos ¢, : M — M (difeomorfismos que

preservam a forma simplética) que satisfazem a relagao

diy
d—li:XHoiﬂt , Yo =1Id e P (x(0)) = z(t).

Contudo, as solugoes de interesse sao aquelas 1-periddicas contrateis e nao-degeneradas, pois
elas sao os pontos criticos do funcional de acao Ay, onde uma solu¢ao nao-degenerada é aquela
em que

det(Dayo)tr — Id) # 0.

Nesse novo contexto, serd feito o analogo ao que foi feito para o caso Morse. A aplicagao

pez © Cr(Ap) — Z, chamada indice de Conley-Zehnder, atribui um indice a cada um desses
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pontos criticos. Tal aplicacao é definida a partir do indice de Maslov u : L*(Sp(R*")) — Z,
onde L£*(Sp(R?*")) é o conjunto dos caminhos continuos ¢ : [0, 1] — Sp(R?*") tais que

$(0) = Id e det(y(1) — Id) # 0.

Para cada solugao nao-degenerada = € Cr(Ay) tem-se que o caminho A, : [0, 1] — Sp(R*"),
definido por A, (t) = Dy()¥, ¢ um elemento de £*(Sp(R*")). Ao caminho A, pode-se associar
o indice de Maslov u(A;) e este, por sua vez sera o indice de Conley-Zehnder pcz(x) da solugao
x.

Originalmente, o indice de Maslov foi definido para associar um caminho fechado em Sp(R?")
a um numero inteiro. Contudo, existe uma pluralidade de defini¢oes equivalentes desse mesmo
objeto, e por equivalente entende-se aquelas definigoes que satistazem a mesma axiomatizagao.

Em [10] pode-se encontrar quatro defini¢oes distintas e a demonstragao de suas equivaléncias.

5.2 Construgao de p: Sp(R*) — St

O primeiro passo para a construcao do indice de Maslov é a construcao de uma aplicacao
continua p : Sp(R*") — S, que é uma extengao continua do determinante complexo e induz o
isomorfismo entre os grupos fundamentais, além de satisfazer propriedades que serao herdadas

pelo indice de Maslov.

Teorema 5.2.1. Para todo n € N* existe uma aplicacio continua p : Sp(R*") — St satisfa-

zendo as sequintes propriedades:

1. Naturalidade: Se T € Sp(R*"), entdo
p(TAT™) = p(A)
para todo A € Sp(R*").

2. Produto: Se A; € Sp(R*™) e Ay € Sp(R*™), entao

) ( "é j ) — p(An)pa(As).

onde p1 = plspmem) € P2 = pPlopmen)-

3. Deteminante: Se A € U = Sp(R*) N O(2n) (veja o Capitulo 4), entdo
X =Y
A) =detc(X +1Y),onde A = )
plA) = detc(X +4Y) ( . )

Logo, a aplicagdo induzida p, : 71 (Sp(R*")) — 71(S1) é um isomorfismo.
4. Normalizacdo: Se A € Sp(R*") com o(A) NS =0, entao p(A) = £1.
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5. Inversa: Para todo A € Sp(R*") tem-se que p(A™1) = (p(A))~1L.

Os seguintes resultados serao utilizados na definicao da aplicagao p. Considere agora a
complexificagao (V, ) de (V,w).

Lema 5.2.2. A aplicagio B : V x V — R definida por B(v,u) = Im (Q(T,u)) é uma forma

R-bilinear simétrica e nao-degenerada. Além disso
B(iv,iu) = B(v,u) e B(v,u) = —B(v,u).

[0 A R-bilinearidade de B é dada imediatamente pela bilinearidade de 2. Pelo Corolario
A.0.18 tem-se que Q(T,u) = —Q(@, v) o que implica em Im (Q(T,u)) = Im (T, v)) e B(v,u) =
B(u,v). Portanto B é simétrica.

Suponha que B seja degenerada, isto é, existe v € V com v # 0 tal que B(v,u) = 0 para

todo u € V. Entao

Q(v,u) = Re(QT,u)) +ilm (v, u))
= Im (—iQ(T,u)) + ¢ Im (Q(7, u))
= Im (Q(v, —iu)) +i Im (Q(v, u))

Vv TV
=0

=0

:O,

o que implica que a forma simplética §2 é degenerada, contradizendo a hipétese. Portanto B é
nao-degenerada.

Por fim, tem-se as identidades B(iv,iu) = Im (Q(—iv,iu)) = Im (Q(T,u)) = B(v,u) e
B(v,u) =Im (Q(v,u)) = Im (-Q(u,v)) = —B(u,v) = —B(v, u) |

Proposicao 5.2.3. Sejam @ : V — R a forma quadrdtica definida por Q(v) = B(v,v) e
A € Sp(R™). Se X € o(A) N SN\{+£1}, entdo Ex = Ef @ Ey, onde E5 sio os maiores

subespagos do auto-espago generalizado Ey tais que @ € positiva (negativa) definida.

O E imediato que EY NE, = 0. Além disso, E;\—L C FE) sao subespagos vetoriais pois, dados

B eC,v,u€ Ef tem-se que

Q(Bv +u) = Im (BBQ(D, v) + BT, u) + BQ(w, v) + Qw, u))
= Im (BB, v) + QT u))

= [BQ(v) + Q(u)
Z 07
onde usou-se o fato de que SQ(w, v) = —BQ(V, u). Portanto Sv+u € EY. Com um argumento

analogo mostra-se que E, é subespaco vetorial de E\. Note que, Q(7,v) = Q(Av, Av) =
IA2Q(T,v). Se A ¢ SN\{%1}, entdo Q|p, xx, = 0. [
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Corolério 5.2.4. Se A € o(A) N SN\{*1}, entdao a forma quadrdtica Q é ndao-degenerada e
Q(E)\) C R+ ou Q(E,\) CR_.

[0 Pelo Lema 5.2.2 segue que @ é nao-degenerada. Seja A € o(A)NST\{£1}. Pela Proposigao
5.2.3 tem-se que Q(v) > 0 ou Q(v) < 0, para todo v € FEj. [ |

Note que, do item 3 do Teorema 5.2.1, a aplicacao p deve estender continuamente o deter-
minante. Para construir essa aplicagao, sera introduzida uma ordenagao nos auto-valores de
A. Sabe-se que um dado A € o(A) assume um dos valores |A| < 1 ou [A\| > 1. Além disso, se
A € o(A), entdo A, )\_1,}71 € o(A). Com isso, basta analisar os casos em que |A| < 1, o que
implica que [A| < 1, [\ >1e ]X71| > 1.

Um auto-valor A € g(A) é um auto-valor de primeiro tipo se satisfaz as seguintes proprie-
dades:

1. Se A € S"\{—1,1}, entdo 0 # Q(v) € R. Além disso, o sinal de Q(v) é independente
do auto-vetor v associado a A (veja a Coroldrio 5.2.4). Nesse caso, A é um auto-valor de

primeiro tipo se Q(v) > 0.
2. Se A ¢ S' entdo A é um auto-valor de primeiro tipo se |A| < 1.

O conjunto dos auto-valores de primeiro tipo de A é denotado por o'(A). Tome \; € o(A)

tal que |A;] < 1 e o escreva como Ay = |A1|exp(ify,), para algum 6, € [0,2x]. Tome um
outro auto-valor Ay tal que [Ao| < 1. Se |[A| < [A2| ou [A1] = |A2] e O\ < 63, serd dito que
A1 < Aa. Repetindo esse procedimento n-vezes tem-se a sequéncia A\; < --- < A, < A\t <

- < A1, Essa ordenacio serd chamada de ordem de primeiro tipo. Com isso, segue que
ol(A) = {1, )
Sejam m(\) a multiplicidade do auto-valor A € o(A) e Sp'(R?™) = {A € Sp(R*™) : m()\) =
1, VA € 0(A)} o conjunto das matrizes simpléticas cujos auto-valores tém multiplicidade igual
al.
Considere a aplicagao p : Sp'(R?") — S definida por
=TI o
Aeal(A)
Denote dime (EY) por m.()\), respectivamente. Entdao m(A\) = m,(\) + m_(\). Seja
p: Sp(R*) — C definida por

pA)=(-nme T amw,
A€o (A)NSI\ {£1}
onde mg denota o niimero de pares (A, A™!) reais negativos contados com multiplicidade.
Pode-se afirmar que a restricao p|g,1 g2ny coincide com a aplicagao p anteriormente definida.
De fato, tomando A € Sp'(R*") tem-se que m(\) = 1 e portanto m(\) € {0,1} para todo
A € 0(A). Suponha uma ordem de primeiro tipo para os auto-valores de A. Sem perda de

generalidade, pode-se supor que \; € Rparal < j <re); € Cparar+1<j <n. Se
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A\ € R* entdo \;/|\| = 1. Se \; € R™ entdo \;/|\;| = —1. Além disso, m(\) = m_()\) e
m_(\) = m4()\), logo m4 (A\) =1 se, e somente se, m,(\) = 0. Entdo
~ /\1 )\n
pA) = —...—
Al Al
ma (Arr1 m4 (An
_ (_1ymo i1 +( +)‘“ A, ()
|)‘r+1| |)‘n|
= (=1)™m0 H A7+
A€o (A)NST\R
= p(A).

A continuidade da aplicagao p é uma propriedade necessaria para a construcao do Indice de
Maslov. Contudo, sua demonstracao é bastante longa e técnica e por isso serd omitida neste

trabalho. Para os detalhes da demonstragao, veja [4].

Proposigao 5.2.5. A aplicacio p : Sp(R**) — S* € continua e p|gpren) = p.

Demonstracao das propriedades de p

A construcao da aplicagdo p depende intrinsecamente do espago vetorial simplético (V, Q)
adotado. Caso se tenha dois espagos vetoriais simpléticos (V;,€);) para j € {1,2}, tem-se as
aplicagoes p; : Sp(V;) — S*. Com um abuso de notagdo, serd identificado p; com p, onde sua
definicao dependerd do contexto.

O

1. Naturalidade: Fixe T € Sp(R*"). Tem-se que det(TAT~1) = det(A), para todo A €
Sp(R>"). Logo o(TAT™") = o(A). Sejam ETAT™" ¢ E{ os auto-espacos generalizados de
TAT' e A, respectivamente. Pode-se afirmar que EFAT = T(E{). De fato, tomando
v e EFAT™ entao TAT v = Av, o que implica que AT 'v = Ao, logo T"'v € E{
e T-"HETAT™") € E{. Como T é um isomorfismo, entdo ETAT" = TT-Y(ETAT ) C
T(E{Y). Por outro lado, suponha que v € E{. Como T é um isomorfimo, entdo existe u €
Y tal que v = T 'u. Com isso, AT tu = AT 'ue TAT ‘u = M. Logo Tv =u € E)TAT_I
e T(E{) € ETAT™". Portanto, EfAT" = T(E{) e dim(ETAT™") = dim(T(E{)) =

dim(E{).

Por fim, como A, T € Sp(R?"), entao TAT ! € Sp(R*"), e pode-se afirmar que Q(T AT 'v) =
Q(v) para todo v € V. Logo mIAT " (\) = mA(N), mIAT " = mg, e com isso, p(TAT ') =
p(A).

2. Produto: Escrevendo Ej = 0 se A nao é um A;, um auto-espago generalizado F) de
A pode ser escrito como E) = E; x E%, onde E}, F% sao auto-espagos generalizados
associados a A de A e Ay, respectivamente. Desse modo, a aplicagao p : Sp(R?*™2") — S*

satisfaz p(A) = p1(A1)pa(Az), onde py = plsymem) € p2 = plsp@en)-
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3. Determinante: Sejam A € U e U € U(n) identificados pelo isomorfismo descrito no
Capitulo 4 dado por
R?" 5 (v(l),v(g)) =) ) € c",

B —C
u;( )HB—I—Z’CGU(n).
C B

Se (v, v2)) € R* é um auto-vetor de A com auto-valor A em C, entdo tem-se que
A(vy, v2)) = Aoy, v)) implica U(vay +1v(2)) = AMva) +ive)). Logo 0(A) € o(U). Por
outro lado, se U(v(1) 4+ iv(2)) = AMv(1) +iv(2)), entao A(v(1) + iv(2), —iv(1) + v(2)) =
A(v(1) 4+ iw(2), —iv(l) + v(2)), logo o(U) C o(A). Portanto 0(A) = o(U) em C.

Sabe-se que Jy : R*™ — R?" é um endomorfismo, que A.Jy = JyA e que ambos A e
Jo sao diagonalizaveis (matrizes normais sao diagonalizaveis, veja o Lema B.0.32), logo
seus auto-espagos generalizados s@o os auto-espagos usuais. Além disso, o(Jy) = {i, —i},
El = {ue +iuf : u € C'}, E® = {ue — iuf : u € C*} e dim(E*) = dim(E”) = n,

portanto V = EZTIO P Ef(; Tomando v € EZTIO e usando a Proposicao A.0.21, tem-se que

Q,v) = 2iIm (), v(2)))
= 2¢Im ((U(r), ivr)))
= —2Tm (|Jv|*)
= —2[jvw]* <0.

Portanto a restricao da forma quadratica (), dada pela Definicao 5.2.3, ao auto-espaco
E

espago Ef‘; é positiva definida. Com isso, pode-se decompor o auto-espago ) = EY @ EY,

onde Ef = ExNE” e E; = E\N E. Pela identificagio anterior tem-se

é negativa definida. Analogamente pode-se verificar que a restricao de () ao auto-

Ej\_ = {v(l)e — iv(l)fG E)\} = {U(l) e Cr: UU(l) = )\U(l)} = Egj

Logo my(\) = mY()\).

Para o caso A = —1, pode-se verificar que ue+vf € E_;NR?" se, e somente se, u+iv € EY,.

Logo, os auto-espacos E_; e EY; sdo isomorfos. Além disso,

m*(—1) = dimg (E_; N ]R2") = dimR(Egl) = 2dimc(Eg1) = 2mU(—1).

A aplicacio ply : U — S quando avaliada em A € U é dada em termos do produto
dos auto-valores A € o(A) e suas multiplicidades m? (A) e mg. Como o(A) = o(U) e

m’ () = mY, entdo as multiplicidades dos auto-valores sao as mesmas e p(A) = detc (U).

4. Normalizagdo: Seja A € Sp(R*) com o(A) N S! = (). Entao pela prépria definigao a

aplicacao p nao terd produto dos auto-valores, portanto p(A) = (—1)"0 = +1.

74



Sp*(R?*") e sua topologia

5. Inversa: Pela Proposi¢ao 4.0.12, tem-se que (A1) = o(A). Sejam E\ e Fy-1 auto-

espacos generalizados de A e A™!, associados aos auto-valores A e A\~!, respectivamente.

E imediato que Fy = Fy-1, o que implica que Ef = Fl, e que mi(\) = mA (A1) e
m{~ = m¢. Entao

pA) = (- [Ty e

5.3 Sp*(R?) e sua topologia

Foi visto na Secao 6.2 que as transformacoes simpléticas de interesse em construgoes poste-
riores a esse capitulo sao aquelas correspondentes aos elementos de Sp(R**) que nao possuem
auto-valores iguais a 1. Considere entdao Sp*(R**) = {A € Sp(R*") : det(A — Id) # 0} o
conjunto dessas transformagoes. Além disso, defina os conjuntos Sp™(R**) = {A € Sp(R*") :
det(A—Id) > 0} e Sp~ (R?") = {A € Sp(R?") : det(A — Id) < 0}. E imediato da defini¢do que
Sp*(R2") = Sp* (™) U Sp~(R™).

Serd demonstrado agora que SpT(R*") e Sp~(R?") sao as duas componentes conexas de
Sp*(R?*"). Para isso, sera utilizado o lema técnico a seguir, cuja demonstragao pode ser encon-
trada em [4].

Lema 5.3.1. Seja A € Sp*(R*"). Entdo existe um caminho continuo em Sp*(R*") conectando
A a uma matriz B € Sp*(R*") cujos auto-valores sio todos distintos e satisfazem apenas uma
das sequintes condicoes:

1) Se A € SpT(R?"), entdo B ndo possui auto-valores reais positivos.

2) Se A € Sp~(R*™), entdao B possui apenas 2 auto-valores reais positivos.

Proposigao 5.3.2. Sp™(R*) e Sp~(R?") sdo conexos por caminhos, logo sdo conexos. Além

disso, esse conjuntos sio as componentes conexas de Sp*(R*").

O Sejam (V, Q) um 2n-espaco vetorial simplético e {e,f} a base simplética de V. Defina
W :R\{0,1} - GL(2n,C) por

W(a) = diag{a,—1,...,—1,a7 ", —1,...,—1}.

Primeiramente, serd mostrado que W (R\{0,1}) C Sp*(R?*"). De fato,
det(W(a) — Id) = (a — 1)(a™" — 1)(—=2)>""2 £ 0,
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pois a # 1. Tomando v,u € V tais que v = v(ye + v)f e u = ugye + up)f, tem-se

W(a)v = (avy, —va, ..., —Vp, @ Vi1, —Vpio,s ..., —V2p)
= avie; — Z?Jjej +a g fi — Zvn-i-jfja
=2 =2
QW (a)v, W (a)u) = vitm10ex, fr) + Y vjuny;2(e;, f;)
=2
n
+ Up1 w2 f1, €1) + Z Unt ([, €5)
=2
=> (Ujun+j - Un+juj>
=1

= (v(1), ug)) — (V@) u))
= Q(v,u).

Portanto, W (a) € Sp(R*") e W(R\{0,1}) C Sp*(R*").

Defina W+ =W (—1) e W~ = W(2). Tem-se que det(W' —1d) =4" > 0 e det(W~ —Id) =
—4"=1/2 < 0, logo W € SpT(R*") e W~ € Sp (R*").

Seja A € Sp*(R?"). Pelo Lema 5.3.1 existe B € Sp*(R*") com todos os seus auto-valores
distintos e um caminho continuo « : [0, 1] — Sp*(R**) tal que «(0) = A e a(1) = B.

Para cada A € o(B)\R" considere um caminho continuo v : [0,1] — R tal que v(0) = A e
(1) = —1 tal que 1 ¢ ~([0,1]). Seja ' : [0,1] — Sp*(R**) 0 caminho continuo definido por

r v(s)vxn, A ¢ RT
(s)ux = N
AUy, AeR

com I'(0) = B, onde {vy,,..., v\, } uma base de auto-valores de B.

Para os auto-valores A e 1/ tome os caminhos 7 e 1/, respectivamente. E imediato da de-
finigao que I'(s)(E\) = Ey. Afirmo que I'(s) € Sp*(R?") para todo s € [0,1]. De fato, supondo
AN € o(B)\RT tais que AN # 1 tem-se que Q(I'(s)vy, I'(s)vn) = v(s)7'(5)Q2(va, vx) = 0,
pela Q-ortoganalidade (veja a Proposigao 4.0.14). No caso em que A\ =1 se tem X = A1, o
que implica em 7/(s) = 1/7(s), logo Q(T(s)vy, T(s)vy) = Q(vy,vx) e T(s) € Sp(R**). Como
1 ¢ ~([0,1]), entao det(I'(s) — Id) # 0 e I'(s) € Sp*(R?*") para todo s € [0, 1].

Seja a : [0,1] — Sp*(R*") um caminho continuo conectando A a B, cuja existéncia é
garantida pelo Lema 5.3.1. Pela definicao de Sp*(R?*") tem-se que Sp*(R?") N Sp~(R*") =
0, portanto «([0,1]) C SpT(R?"), caso A € Sp™(R*"), ou «([0,1]) € Sp~(R*"), caso A €
Sp~ (R*™).

1. Se a([0,1]) C Sp*(R?*"), entao B nao possui auto-valores reais positivos. Logo I'(0) = B
e I'(1) = diag{—1,...,—1} = WT'. Portanto, I" é um caminho continuo que conecta B
a W*. A justaposigao a * ' : [0,1] — Sp*(R?") é um caminho continuo conectando A

a WT. Tome A’ € Sp™(R?*™) tal que A’ # A. Entdao com uma construcio ansloga a
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anterior, conecta-se A’ a W+ por um caminho continuo em Sp™(R?*"). Tem-se caminhos
conectado A a Wt e A" a W, respectivamente. Logo conecta-se A a A’ através de um

caminho continuo. Portanto Sp™(R?") é conexo por caminhos, logo é conexo.

2. Se «([0,1]) € Sp~(R?"), entao B possui apenas 2 auto-valores positivos. Supondo
que A € o(A) tal que A > 0, entdao A™' > 0, pois os auto-valores de A sdo deter-
minados aos pares \,A\"!. Reordene a base de auto-valores de B tal que \; = \ e
Anr1 = A1 sejam esses auto-valores positivos. Assim, tem-se que I'(0) = B e I'(1) =
diag{\,—1,...,—1,\71, —=1,...,—1}. SejaI'" : [0,1] — Sp~(R?*") o caminho definido por
I'(t) = diag{0(t),—1,...,—1,1/0(¢t),—1,...,—1}, onde O(t) = (2 — \)t + . Note que I
é um caminho continuo que conecta I'(1) a W~. Com isso, a justaposi¢ao I" * I" é um
caminho conectando B a W~ e a justaposigao a*I"+T : [0,1] — Sp~(R**) é um caminho
continuo conectando A a W~. Com uma construcao analoga a do item anterior pode-se
concluir que qualquer A’ € Sp~(R?*") pode ser conectado a A por um caminho continuo

que passa por W~. Portanto, Sp~(R?") é conexo por caminhos, logo é conexo.

Finalmente, basta mostrar que Sp*(R?") sao abertos. De fato, defina g : Sp(R*") — R por
g(A) = det(A—1d). Como o determinante é uma funcao continua, entdo g é continua. Suponha
que A € Sp™(R*). Entdao g(A) > 0 e existe um intervalo (a,b) C R tal que g(A) € (a,b).
Note que g~*((a,b)) C Sp™(R?*"). De fato, supondo que g~'((a,b)) & Sp*T(R?"), entdo existe
A" € g '((a,b)) tal que g(A’) < 0, o que contradiz o fato de que (a,b) C R*. Portanto
g ((a,b)) C SpT(R*") e A é um ponto interno de Sp*(R?"), logo esse conjunto ¢ um aberto.
Um argumento andlogo mostra que Sp~(R?*") é aberto. [ |

A Proposicao 5.3.2 serd usada para mostrar que as inclusoes Sp*(R?") — Sp(R?") induzem
homomorfismos triviais nos grupos fundamentais. Para isso, serd utilizado o seguinte lema, o

qual estd demonstrado em [4].

Lema 5.3.3. Existem duas aplicagoes continuas ozpi : SpE(R?™) — R que tornam o sequinte

diagrama comutativo.
R

+
«
/ leﬁp

Proposigao 5.3.4. As inclusoes SpT(R*™) — Sp(R*") e Sp~(R*") — Sp(R*") induzem os

homomorfismos triviais entre os grupos fundamentais.

O Pelo Lema 5.3.3 pode-se afirmar que p o™ = expoaf. Logo p.oi] = exp,o(af)..

p
Usando o fato de que m;(R) = {[0]} e tomando [y] € m;(Sp™(R?*")) verifica-se que

(ps 0 0)([7]) = (exp. o(a;).)([7]) = exp.([0]) = [0].

Do item 3 do Teorema 5.2.1, tem-se que sua induzida p, é um isomorfismo. Logo, i ([y]) =
[0]. Como [y] € Sp™(R?*") é arbitrdrio, entao i} = 0.
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Com um argumento andlogo pode-se mostrar que a inclusiao Sp~ (R?**) — Sp(R?") induz o

homomorfismo trivial no grupo fundamental. |

5.4 Indice de Maslov p : L*(Sp(R*")) — Z
Considere as matrizes diagonais W+ € Sp*(R?*") e W~ € Sp~ (R*"), definidas por

Wt =diag{—1,..., -1} e Wt =diag{2,...,—1,-2"', ..., —1}
T N— = 4

Definicao 5.4.1. (Indice de Maslov) Seja
L*(Sp(R™)) = {¢ € L(Sp(R™)) : (0) = Id e ¥(1) € Sp"(R™)}.
Para um dado caminho v € L*(Sp(R*")) fize um caminho v € L(Sp*(R*")) tal que
$(1) =(0) en(1) =W

Defina o prolongamento de 1) por ¥ = iy € L*(Sp(R*")). Seja ay : [0,1] — R o levantamento

do caminho py = po W : [0,1] — S* que faz o diagrama abaizo comutar

R

=]

[0, 1] —5 Sp*(R*") 57— &

Entao o grau de py € dado por deg(py) = (aw(l) — ayg(0))/27.
O indice de Maslov de v ¢é definido por

u(¥) = 2deg(py) = 2deg(py) + 2 deg(p,).

Figura 5.1: Um caminho ¢ em £*(Sp(R?")) e seu prolongamento V.

Observacgao 5.4.2. Sejam ¢+, ¢~ € L*(Sp(R*™)) caminhos tais que v+ (1) = Wt e (1) =
W=. Com isso, tem-se que py+(1) = p(W) = (=1)" e py-(1) = p(W™) = (=1)""%, o que
implica em oup+ (1) — ay+(0) = kKt e ay- (1) — ay-(0) = k™7, para algum k*, k™ € Z.
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Os dois proximos resultados sao importantes propriedades do indice de Maslov que serao

uteis no Teorema 5.4.6, o qual que caracterizam o indice de Maslov.

Lema 5.4.3. Sejam ¢,v¢' € L*(Sp(R*™)). Entdo ¢ ~ ' se, e somente se, ¥ ~ V' onde ¥ e
U’ sdo prolongamentos de v e i)', respectivamente. Além disso, o indice de Maslov de 1 nao

depende da escolha do prolongamento V.

[0 Suponha que ¢ ~ 9’. Pela Proposi¢ao 5.3.4, tem-se que v ~ «'. Portanto, ¥ = 1) x y ~
'+ =W o que é demonstrado no Lema 1.1.4.

Por outro lado, suponha que H : [0,1] x [0,1] — Sp(R**) seja uma homotopia entre W
e W tal que H(t,0) = V(t) e H(t,1) = V'(t). Logo ¥(t) = ¥(2t) e ¥'(t) = ¢'(2t) para
0 <t <1/2. Seja h: [0,1] x [0,1] — Sp*(R*") definida por h(t,s) = H(t/2,s). Entao
h(t,0) = H(t/2,0) = 1(2t) e h(t,1) = H(t/2,1) = ¢)/(2t). Portanto h é uma homotopia entre
P e

Sejam U = 9 x v e U = 9 x 7" dois prolangamentos de v, onde v,v" € L(Sp*(R?")). A
Proposigao 5.3.4 permite afirmar que v ~ +”. Com isso, ¥ ~ U” e 2deg(py) = 2deg(py) =
w(). Logo, pu(¢) ndo depende do prolongamento escolhido. [ |

Observacao 5.4.4. O lema anterior mostra que o indice de Maslov de um caminho ¢ €

L*(Sp(R?*™)) estd bem definido.

Dado 9 € L(Sp(R?")), seja ¢~ tal que 1»~1(¢) = (1 (t))~! para todo t € R. Como a inversa
de uma transformacao simplética é uma transformacao simplética, entdo ) ~! estd bem definido

eyt € L(Sp(R*™)) .

Lema 5.4.5. Se ¢ € L*(Sp(R?")), entao v~ € L*(Sp(R*™)). Além disso, p(vp7'(t)) =
(p(¥(t))) ™"

O Como (0) = Id, entdo ¢~1(0) = (¢(0))~! = Id. Sabe-se que, se A € o(¢)(1)), entdo
1/X € o(¢p~1(1)). Logo, 1 ¢ o(xp~(1)) pois 1 ¢ o(1)(1)). Pelo item 5 do Teorema 5.2.1, tem-se

que p(yp='(£)) = (p(¢(1)))~" para todo t € [0,1]. u

Teorema 5.4.6. Se 1 € L*(Sp(R?*")), entao o indice de Maslov satisfaz as sequintes proprie-
dades:

1. u(y) € Z.

2. (Naturalidade) Se ¢ € L(Sp(R*")), entdo o caminho ¢~ : [0,1] — Sp(R*™) definido
por (¢1pd1)(t) = () (t)¢~"(t) € um elemento de L*(Sp(R*™)) e u(¢pvd™") = pu(v)).

3. (Homotopia) Dois caminhos 11,1 € L*(Sp(R*™)) com 11(0) = 19(0) e 11(1) = 1)(1)

sao homotdpicos se, e somente se, (1) = p(1s).
4. (Nuwlidade) Se o((t)) N S* =0 para todo t # 0, entao () = 0.
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5. (Produto) Sen = p+q, entdo identifica-se Sp(2p) x Sp(2q) com um subgrupo de Sp(R*")
e i L*(Sp(2p) x Sp(2q)) — Z ¢é dado por u((Vp, 1q)) = (hy) + p(1y)-

6. (Determinante) O sinal de det(y)(1) — Id) é (—1)*¥)—,

7. (Assinatura) Se S € GL(2n) é uma matriz simétrica com a norma ||S|| < 27 e se
Y(t) = exp(tyS), entao

onde Ind(S) é o niumero de auto-valores negativos de S contatos com multiplicidade.

. (Tnversa) u(v") = —p(v).

U

Considere ¥ € L(Sp*(R*)) e ¥ = 1) * v um prologamento de ).

L. Tem-se que py(0) = p(¥(0)) = L e py(1) = p(¥(1)) = p(W=), onde p(W*) = (~1)" e
p(W=) = (=1)""', o que implica em p(W=) € {—1,1}. Sabe-se que py(t) = exp(icy(t)).
Entao ay(0) = 0 e ay(l) = km. De fato, para t = 0 é imediato que ag(0) = 0. Para
t = 1 tem-se que p(W¥*) = %1, o que implica que ay(1) = k7, para algum k € Z. Logo
() = 2deg(py) = (kw —0)/m € Z.

2. (Naturalidade) Como ¢1)¢~! é o produto de aplicagoes continuas, entao é uma aplicagao

continua. Veja que (¢10¢p~1)(0) = ¢(0)y(0)¢~(0) = ¢(0)(¢(0))~' = Id. Defina ¢/ =
op~t. Como 1 ¢ o(p(1)) e ¥/(1) é uma matriz semelhante a (1), entao o(¢)'(1)) =

o(¥(1)). Logo 1 ¢ o(¢'(1)) e ¢ € L*(Sp(R*")).
Seja ¢’ € L(Sp(R*")) tal que ¢'(0) = ¢(1) e ¢'(1) = Id, e defina v/ = ¢'v¢'~!. Entao
U’ =)' x+" é um prolongamento de 1)'. De fato,

7'(0) = ¢'(0)7(0)¢'"(0) = G(1)1p(1)o (1) = ¥'(1)

(1) = ¢ (1) = Ldy(1)Id = W=,
Pelo item 1 do Teorema 5.2.1 tem-se que p(d(t)w(t)d~1(t)) = p((t)) para todo t € [0, 1],
10go pgype—1 = py. Com isso, tem-se que
p(od™) = u(y)
= 2deg(pu)
= 2deg(py) + 2 deg(py)
= 2deg(pgpp-1) + 2deg(pyyg—1)
= 2deg(py) + 2deg(p,)
= 2deg(py)
= p().
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Figura 5.2: Os prolongamentos ¥ =~y de ¢ e W' =’ x+" de /.

3. (Homotopia) Sejam Wy, ¥y prolongamentos de 1,1, € L*(Sp(R*)). No Lema 5.4.3
¢ demonstrado que ¥; ~ WU, se, e somente se, P; ~ . Supondo que ¥; ~ 1), entao

(1) = 2deg(pw,) = 2deg(pw,) = pu(v2). A reciproca p(y1) = pu(t2) implica imediata-
mente que Wi ~ Wy, logo 11 ~ 1)s.

4. (Nulidade) Por definigao, tem-se que

plo) = (- [ Ao

A€o (P(t))NST\{£1}

Como o((t)) NS = ) para todo ¢ # 0, entao p(v(t)) = +1. Resta avaliar os seguintes
casos: o(¥(0)) NSt =0 e o(y(0)) NSt # 0. No primeiro caso tem-se que p(¢(0)) = +1,
logo o caminho p o ¢ ndo é sobrejetor, o que implica em deg(py) = 0 e p(¢y) = 0. No
segundo caso tem-se que p(1(0)) = €, para alguma constante # € R e, analogamente ao

caso anterior, o caminho p o 1) nao é sobrejetor. Logo () = 0.

5. (Produto) Sabe-se que a identificagao R?™ — R? x R?? ¢ um isomorfismo, o que induz
o isomorfismo Sp(R**) 3 A — (A,,4,) € Sp(2p) x Sp(2q). Sejam ¢ = (Yp,v,) €
L*(Sp(2p) x Sp(2q)), ¥ = (¥, ¥,) os respectivos prolongamentos de v, 1, e 1,. Entao
pelo item 2 do Teorema 5.2.1, tem-se que p(V(t)) = p(V,(¢))p(V,(t)) para todo t €
[0,1]. Supondo que p(¥,(t)) = exp(iaw,(t)) e p(¥,(t)) = exp(iay,(t)), entdo p(V(t)) =

exp(i(ag, + ayp,)(t)). Com isso, tem-se que

1(¥) = 2deg(py)

= %( v,(1) + ay, (1) — ay, (0) — ay, (0))

= 2deg(pu,) + 2deg(pu, )
= pu(¥p) + p(thg).
6. (Determinante) Suponha que det(¢)(1) — Id) > 0. Por definicao W(1) = W+ e py(1) =
p(WT) = (=1)". Se py(l) = 1, entdo n € 2Z. Sabendo que py(t) = exp(iay(t)), e dos

fatos py(1) =1 e ag(0) = 0, pode-se concluir que ay (1) = k7 para algum k € 27Z. Logo
p() = (kr —0)/m € 2Z e p(vp) —n € 2Z. Se py(l) = —1, entdo n € 2Z + 1. Com
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argumentos andlogos ao caso anterior, tem-se que ay(1) = k7 para algum k € 27Z + 1.
Logo pu(v) = (km —0)/m € 2Z + 1 e p(vb) — n € 2Z. Com argumentos andlogos pode-se
mostrar que, para det(¢(1) — Id) < 0, tem-se py(1) = p(W~) = (—=1)""! e portanto
pu(y) —n € 2Z + 1.

7. (Assinatura) O primeiro passo é mostrar que, exp(JpS) € Sp(R?"). Para isso é suficiente
mostrar que (exp(JoS)) Joexp(JoS) = Jo. Note que (JpS)! = S*Jf = —SJy. Com isso,

dado um inteiro k > 0 tem-se a identidade

Jo(JoS)F = Jo JoS ... JyS
N————

k—vezes

=J3SJy. .. JoS (=J3)
N——
1d
=SJy...SJyJo
N———

k—vezes

= (SJo)kJp.

Além disso, note que ((JoS)¥)! = (JoS)t ... (JoS)t = (SLIE)* = (=S Jp)*, e com isso

Jj=0 j! k=0 k!
_ N (58 D) - (S
=2 4! 2 el
=0 k=0
= exp(—S5Jo) exp(SJo)Jo
— Jo.

Portanto, exp(SJy) € Sp(R*™).

Sejam A € GL(2n,C) e € > 0 tal que ||A|| < e. Suponha u um auto-vetor ndo-nulo de A

associado ao auto-valor A € o(A). Entao

A= [[a()|| < s llael = 14l < e

[Jull lefl=1
Seja v um auto-vetor de JyS associado ao auto-valor A € o(JyS). Entao

exp(JoS)v = etv.

Além disso, note que ||JoS|| < ||b]l|||S]| = |IS]| < 27, o que implica em |A\| < 27,

conforme mostrado anteriormente.
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Pode-se afirmar que 1 ¢ o(exp(S.Jp)). De fato, escreva A = a +ib € C. Supondo e* = 1,
tem-se que a = 0 e b € 27k para algum k € Z, o que contradiz o fato de que || < 2.
Portanto, 1 ¢ o(exp(J/p9)) e exp(JyS) € Sp*(R*™).

Como S é simétrica, existe uma matriz ortogonal P € O(2n) tal que P!SP = diag(ay, . .., as,)
(tais resultados podem ser encontrados em [19]). Sejam P : [0,1] — O(2n) um caminho
continuo tal que P(0) = P e P(1) = Id. Entao o caminho continuo P*SP : [0,1] —
Sp*(R?*"), definido por (P!'SP)(s) = P!(s)SP(s), conecta a matriz diagonal P'SP a S.
Como ((PLSP)(s))t = (P'(s)SP(s))! = Pi(s)SP(s) = (P'SP)(s), entao (P SP)(s) é
simétrica para todo s € [0, 1], e com os argumentos analogos aos anteriores, pode-se afir-
mar que exp(Jo(PLSP)(s)) € Sp*(R**). Como exp(Jo(PISP)(s)) é continuo e nao contém
auto-valores iguais a 1, entdo exp(Jo(P'SP)(s)) estd na mesma componente conexa de

Sp*(R?") que a matriz exp(JyS) para todo s € [0, 1].

Note que, o indice da matriz simétrica (P*SP)(s) independe de s. De fato,
det(Id — (P'SP)(s)) = det(P'(Id — S)P) = det(9).

Portanto, Ind((P*SP)(s)) = Ind(S) para todo s € R. Além disso pela Proposicao 5.3.4,
pode-se assumir, pela invariancia homotépica do indice de Maslov, que S ¢é a matriz
diagonal diag(ai,...,as,). Denotando as n-duplas (ay,...,a,) € (Gn41,---,G2,) POT Q)

e a(2), respectivamente, e a1a,1 ... aya, por a(1)-G(2), tem-se que
(JoS)¥ = (—aqy-a))1d

. . 0 Clg)[d
JoS) Tt = (—agy.a))’ ( ,
(R8T = (~ay-a) <—a(1)ld 0

onde anyld = diag{a,,...,a,}. O analogo vale para a)Id . Com isso, tem-se a expo-

nencial

exp(JoS) =

& (JpS)HH
Z (275 4+ 1)!

0 =

(—1)(aqy-ac ]d+z (1)-(2))’ 0 apld
J (2] 2] + 1 —a(l)Id 0

0 amld
= cos ((aqy-a@)"?) Id + sen ((aq).ae)'’?) ( anyld (2()) ) |
—u1

Mg

<
I

'MS

Il
=)

Como ||S]| < 27, entao 0 < |a;| < 2. Tomando uma aplicagao continua f; : [0,1] — [0, 7]
tal que f;(0) = a; e f;(1) = 7 para cada 1 < j < 2n e definindo D, = diag{w,..., 7},
pode-se afirmar que os caminhos t — exp(tJyS) e t — exp(tJyD,) sdo homotopicamente
equivalentes, e portanto possuem o mesmo indice de Maslov. Esse fato permite reduzir a

analise a condi¢do em que |a;| = 7 para 1 < j < 2n. Assim, tem-se os seguintes casos:
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(a) Caso a(1)-a(2) >0e an) = a(2) = (7T7 ce ,7T):

exp(tJoS) = cos(tm)ld + sen(tm)Jp.

Decompondo o espaco R?" no produto de n espacos R?, a exponencial de t.JyS é

representada por n blocos diagonais de matrizes 2 x 2.

cos(tm)  sen(tm) 0 0 0 . 0
—sen(tm) cos(tm) 0 0 0 . 0
0 0 cos(tm) sen(tw) 0 . 0
exp(tJoS) = 0 0 —sen(tm) cos(tm) 0 . 0
0 0 cos(tm) sen(tm)
0 —sen(tm) cos(tr)
r(—tm) 0
0 r(—tm)
0 0 oo r(=tn)

onde 7(—tm) é a matriz de rotagao no plano R? por um angulo —tm € R. Note
que, r(—tm) € Sp(2) é uma matriz otogonal, logo pode ser identificada com uma
matriz unitdria em e~ € U(1) (veja o Proposi¢ao 4.0.11). Pela propriedade do
determinante de p descrita no item 3 e pela propriedade produto de p descrita no

item 2 do Teorema 5.2.1, tem-se que
plexp(t1oS)) = (p(r(tm)))" = e~

Defina ¢ € L£*(Sp(R*")) por ¥(t) = exp(tJpS). Com isso,

2(—nm +0)

u(y) = 2deg(py) = o =™

Como o numero de auto-valores negativos de Ind(S) é zero, entao
Ind(S) —n = pu(v).
Caso apy.a) >0 e apy = ap) = (—7,...,—m): tem-se que
exp(tJoS) = cos(tm)Id — sen(tm)Jy.

Analogamente ao item anterior, decomponha o espaco R?" no produto de n espacos
R2. Entao a exponencial de tJyS é representada por n blocos diagonais de matrizes
2x2
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r(tm) 0 ... 0
exp(tJoS) = 0 T(L:W) ‘. 0 ;
0 0 ... r(tn)

onde 7(t7) é uma rotagao no plano R* de um angulo 7 € R.

Com isso, identificando 7(¢7) com a matriz ¢™ € U(1), aplicando a propriedade do

determinante e a propriedade do produto da aplicacao p, tem-se que

plexp(tJoS)) = (p(r(tm)))" = ™.

Defina ¢ € L*(Sp(R*)) por ¥ (t) = exp(tJyS). Com isso, u(¢)) = n, e como
Ind(S) = 2n, entao

Ind(S) —n =n = u(y).

(c) Caso agy.app) <0 e apy = (7,...,7), a2 = —an): usando o fato que sen(ite) =

senh(te) e cos(ite) = cosh(te), tem-se que

0 Id
exp(tJoS) = cosh(tr)Id — senh(tr) ( )

Id 0
h(tm) 0 ... 0
0 h(tm) ... 0
0 0 ... h(tm)

onde foi usado o fato que

(i) = ( cosh(tmr)  —senh(tm) ) '

—senh(tr)  cosh(tn)

Defina ¢ € L*(Sp(R*")) por ¥(t) = exp(tJpS). Note que, o(¢p) = o(h(tr)), onde
o(h(tr)) = {e'™, e }. Como os auto-valores A(t) de 1(t) sdo nimeros reais positi-
vos, entao A(t) estdo no primeiro quadrante do plano complexo. Com isso, caminho
py i [0,1] = S* ndo é sobrejetor em S*, e portanto deg(p,) = 0. Logo, u(y) = 0.
Como Ind(S) = n, entao

Ind(S) —n =0 = p).

8. (Inverso) Pelo Lema 5.4.5, tem-se que ¢! € L*(Sp(R?*")). Segue que ¥~ = ¢! «
vt e L£*(Sp(R*)). De fato, se A\(t) é um auto-valor de v(t), entao 1/A(t) é um auto-
valor de y~(t). Como 1 ¢ o(y(t)), entdo 1 ¢ o(y~'(t)) para todo t € [0,1]. Logo
1[0, 1]) € L(Sp*(R*)).
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Note que W ()0 ~1(t) = (t)y~1(t) = Id parat € [0,1/2] e que U () U1 (t) = v(¢)y 1 (t) =
Id para t € [1/2,1]. Logo ¥(¢)¥~!(¢) = Id, para todo t € [0,1], e ¥U~! = [d.

Nem sempre pode-se afirmar que ¥~! ¢ um prolongamento de 1! pois ¥=!(1) nao ne-
cessariamente estd em {W™1 W~} para certas condi¢oes. No caso em que (1) = W,
tem-se que U~1(1) = (W~)~! = W~. Logo ¥~! é um prolongamento de ¥~!. Contudo,
o caso em que (1) = W implica em ¢~(1) = (y(1))t = (W)~! £ WT. Por isso é
necessario prolongar W1 até a matriz W+,

Seja v € L(SpT(R?)) tal que '(0) = v (1) e v/(1) = WT. Entdo o caminho ¥’ =
U1~ ¢ um prolongamento de ¥~1. Note que ¥’ = (1! xy~1) %+ ¢ homotopicamente

equivalente a U = )~! x 4", para algum ~" € £(Sp+(R2”)), como ilustrado na Figura
5.3. Logo, ¥” é um prolongamento de ¢~ .

U =01y

Y1) - Y

Figura 5.4: O prolongamento ¥” e seu equivalente homotdpico W1,

Note que ¥ ~ ¥” e U’ ~ ¥~ (veja a Figura 5.4). Pelo item 5 do Teorema 5.2.1,
tem-se que pg-1(t) = (py(t))™'. Escrevendo py(t) = exp(iay(t)), entdo pg-1(t) =
(exp(iag(t))) ™! = exp(—iayg(t)). Logo

dog(pu-1) = 5-(~aw(1) + aw(0)) = —deg(pu).
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Usando o fato de que ¥” e U1 possuem o mesmo grau pois sao caminhos homotdpicos,

entao

p(y™") = 2deg(pyr) = 2deg(py-1) = —2deg(pw) = —u(¥).
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Capitulo 6

A Equacao de Floer e o Indice de
Conley-Zehnder

Um dos objetivos desse trabalho é o estudo da topologia de variedades simpléticas. Nesse
capitulo, os primeiros passos nessa dire¢ao sao dados investigando como as solucoes 1-periddcas
de um sistema Hamiltoniano definido em uma variedade simplética compacta M sao conectadas
pelas linhas do fluxo gradiente de um funcional de acao. Para isso, os resultados estao organi-
zados na seguinte ordem: a primeira parte é dedicada as variedades simpléticas, funcoes Ha-
miltonianas, sistemas e campos Hamiltonianos, bem como suas propriedades. A segunda parte
é reservada a definicao do funcional de acao, seu campo gradiente e a construgao da equagao de
Floer. A terceira e ultima parte é dedicada a defini¢ao do Indice de Conley-Zehnder, que é uma
generalizacao do indice de Morse para dimenoes infinitas. As principais referéncias utilizadas
foram [4] e [36].

6.1 Variedades Simpléticas

Nessa secao parte dos conceitos introduzidos no Capitulo 3 sobre espacos vetoriais simpléticos

serao estendidos para variedades diferenciaveis.

Definigao 6.1.1. (Variedade Simplética) Uma estrutura simplética em uma 2n-variedade dife-
rencidvel M é uma 2-forma nao-degenerada w € Q*(M) tal que dw = 0. O par (M,w) é uma

2n-variedade simplética.

Observagao 6.1.2. Note que, se (M,w) € uma 2n-variedade simplética, entao para todo x € M

o par (T, M,w,) é um 2n-espago vetorial simplético.

Observagao 6.1.3. Aplicando o Lema 3.3.13, pode-se mostrar que, se (M,w) € uma 2n-
variedade simplética, entao w™" € Q*"(M) define uma forma-volume em M. Logo, M ¢é ori-

entdvel (veja [40]).
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Definigao 6.1.4. Seja (M,w) uma 2n-variedade simplética. O conjunto ordenado
{er,....en, f1,.. ., fu}, onde e, f;: M —TM para 1<1i,j<n,

¢ um referencial simplético se {e1(x),..., e (x), fi(x),..., fu(x)} € uma base simplética de

(T, M,w,) para todo x € M.

Exemplo 6.1.5. (Variedade simplética 2-esfera) Sejam S* C R3 a 2-esfera centrada na origem

de R® e ¢ : [0,27] x [0,27] — R® uma parametrizacio dada por

(g, p) = (cos(p) cos(q), cos(p) sen(q), sen(p)).
Com isso, o espago tangente T,S* é gerado por {9y, 0p}|., onde

0y = — cos(p) sen(q)0, + cos(p) cos(q)d,,
0, = —sen(p) cos(q)0, — sen(p) sen(q)d, + cos(p)0,.

Seja w € Q%(S?) definida por w, = dq A dp. E imediato que dw, = 0 pois as componentes
de w sao constantes, w € fechada. Além disso, suponha que w, seja degenerada para algum
x € S?. Entao existe um vetor nao-nulo v = v1d, + vPd, € T,5? tal que w,(v,u) = 0 para todo
u € T,S?. Desse modo, fazendo u = 9, tem-se que 0 = w,(v,d,) = v?. Logo v4 = 0. Com
um argumento andlogo pode-se verificar que vP = 0. Portanto v =0, contradizendo a hipotese.
Logo w € nao-degenerada. Como S* é uma 2-variedade diferencidvel, entio o par (S%,w) € uma

2-variedade simplética.

Observagao 6.1.6. Nem toda 2n-variedade € uma variedade simplética. De fato, se (M,w)
¢ uma 2n-variedade simplética, entao M ¢é orientdavel. Logo, as variedades diferencidveis nao-

orientaveis nao sao variedades simpléticas.

Duas variedades simpléticas (M;,w;) e (Ms, ws) s@o simplectomorfas se existe um difeomor-

fismo ¢ : My — M, que preserva as formas simpléticas, isto é,
* —
Y Wy = Wq.

A aplicacao ¢ é chamada simplectomorfismo entre M; e Ms.

Uma estrutura quase complexa em M ¢ um endomorfismo do fibrado tangente J : T'M —
TM tal que, para todo (z,v,) € TM, tem-se (x, J2v,) = (x,—v,), isto é, J2 = —Id. Além
disso, se (M, w) é uma variedade simplética, entao J é dita w-compativel se J, é w,-compativel

para todo # € M. Com isso, tem-se que g € Q?(M), definida por
0.(X,Y) = w,(X, L.Y), X,Y € T, M,

¢ uma métrica Riemanniana.
Nem toda variedade admite uma estrutura quase complexa, mas toda variedade simplética

(M,w) admite uma estrutura quase complexa compativel com w. O conjunto das estruturas
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quase complexas definidas em M é denotado por J(M,w). Seja o fibrado (J(M,w), M, 7 7),
cuja fibra em x € M é ﬂ}l(:r;) = J(T,M,w,). Com isso, uma estrutura quase complexa w-
compativel J pode ser vista como uma secao M > = — (z,J,) € J(M,w). Pela Proposi¢ao

3.4.6 segue que J (T, M,w,) é contrétil para todo z € M, e com isso, J(M,w) é contratil.

Definigao 6.1.7. (Campo Hamiltoniano) Dada uma fun¢ao H : M — R, o campo Hamiltoni-

ano € o unico campo vetorial Xy € X(M) tal que
we(Xg(2),Y) = —dH,(Y)
para todo x € M e todo Y € T,M. A funcao H é chamada funcao Hamiltoniana.

Observacao 6.1.8. Note que
de(Y) = wx(_XH(x)ﬂ Y) = wm<_J:JcXH($)7 JwY) = gz(_JxXH(x)v Y)a

onde foi usado o fato de que J, é um simplectomorfismo. Com isso, o gradiente Hamiltoniano
¢VH =—-JXy € X(M).

Observagao 6.1.9. Sejam (M,w) uma 2n-variedade simplética, (U, $) uma carta de x € M,

onde ¢(x) = (q1(z), ..., ¢ (), p1(2),...,pu(2)), tal que {04, .., 04, 0ps--.,0p, } € um refe-
rencial simplético. Nesse sistema de coordenadas tem-se que

;| OH ~ (OH OH
Xp = ; (@aqj - 8_qjapj> e dH = ; (8_%-8‘” + %8”)'

Proposicao 6.1.10. Seja © € M. Entao, x € Cr(H) se, e somente se, Xg(z) = 0.

O Se z € Cr(H), entao
0=dH,(Y) =w.(Xu(z),Y)

para todo Y € T, M. Logo, pela ndo-degeneracidade da forma simplética, tem-se que Xy (z) =
0. Por outro lado, se Xy (x) =0, entdo w,(Xg(z),Y) = 0 para todo Y € T, M. Logo dH, =0
ex e Cr(H). ]

O sistema de equacgoes diferenciais
2(t) = Xu(z(t)),

é chamado sistema Hamiltoniano, e suas solucoes determinam uma familia de difeomorfismos

vy » M — M que satisfazem as relagoes

iy
d_@i — Xyody , to=1d e dy(x(0) = x(t).

A aplicagao ¢ : M x R — M, dada por ¢(z,t) = ¢(z), é chamada de fluxo do campo

Hamiltoniano Xg.
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A férmula de Cartan, que associa a derivada de Lie de uma p-forma a sua derivada exterior
(veja em [30]), é utilizada na demonstracao de que o fluxo Hamiltoniano preserva a forma
simplética. Sejam M uma variedade diferencidvel com dimensao finita, X € T, M, o € Q¥(M)
e¢p: M xR — M o fluxo de X. A derivada de Lie de a com respeito ao campo vetorial X é
dada por

(Lxa)(@) = lim ~ (((8e)" g — )

e—0 €

Em [30] pode ser encontrada a demonstragao da férmula de Cartan
EXOZ = ixda + d(ixa),
onde iy : Q¥ — Q* 1 porixa(Yy, ..., Y1) = a(X,Y,..., V).

Proposigcao 6.1.11. As aplicagoes 1, : M — M dadas pelo campo Hamiltoniano sdao difeo-

morfismos que preservam a forma simplética.

(] Aplicando a féormula de Cartan para a derivada de Lie de w com respeito ao campo Xp,

segue que p
E((%)*W) = (?/Jt)*ﬁwa

= (V) "ixy \d‘;‘{, +(th) " d(ix,w)

=0
= ()" (—ddH) = 0,

logo (¢;)*w = (Yy)*w, para quaisquer ¢, € R. Fazendo ¢’ = 0 e usando o fato de que vy = Id,

tem-se que (¢y)*w = w. |

Os difeomorfismos v; sao chamados difeomorfismos Hamiltonianos.

Exemplo 6.1.12. (Fun¢io Hamiltoniana) Seja H : R*> — R dada por H(q,p) = ¢*/2 + p*/2.

Pelas equacoes de Hamilton, pode-se verificar que

()-(0)=+()

E o campo Hamiltoniano é Xy (q,p) = pd, — q0,. Com isso, a linha de fluxo que passa pelo

ponto (q,p) € dada por ¥(q,p) = (q(t),p(t)), onde (q(0),p(0)) = (¢,p). Entao o sistema de

equagdes diferenciais U,(q,p) = Xu(1:(q,p)) pode ser escrito em termos matriciais

Ui(q,p) = Xu (g, p))

g(mn):%(mw)
dt \ p(t) p(t) )’

que tem como solucao 1, = e'/0. Portanto, o fluzo do campo Xy €

Ui(q, p) = € ( ! ) ~
p
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Expandindo a exponencial e'’0 em série de Taylor, tem-se '’ = cos(t)Id+sen(t)Jy. Com isso,
(g, p) = (qcos(t) + psen(t), pcos(t) — gsen(t)).

Note que Hessp(H) = Id. Logo, a hessiana de H é nao-degenerada e os pontos criticos
de H sao pontos criticos nao-degenerados, portanto H ¢ uma funcdao de Morse.

Usando as identidades Dy pythy = €0 e (e"0)* = et tem-se que ¢ : R*? — R? ¢ um

simplectomorfismo para todo t € R. De fato, a aplicagdo v, é um difeomorfismo. Além disso,

(¢:wz)(v7 u) = Wy wat(’l))’ D:rwt<u>>

wy (e, etoqy)

(
(
(e (e ), )
(
(

|
S

= wy(ee oy w)
= wy (v, u)

Logo (Vfw,) = w, para todo t € R.

Os conceitos desenvolvidos nas proximas segoes consideram uma fungao Hamiltoniana de-
pendente do tempo, isto é, uma Hamiltoniana H : M x R — R associada ao campo Hamilto-

niano Xy e que satisfaz as equacoes
(t) = Xy (x(t),t).

Observagao 6.1.13. A funcao Hamiltoniana que nao tem dependéncia temporal é chamada

funcao Hamiltoniana auténoma.

Bem como no caso autonomo, as solucoes do sistema Hamiltoniano dependente do tempo

podem ser associadas a uma familia de difeomorfismos v, : M — M tal que

¢t($) = Xy ((x),t) e hg = Id.

Analogamente ao que foi feito na Proposicao 6.1.11, pode-se mostrar que essa familia de
difeomorfismos é uma familia de simplectomorfismos.

Uma solucao do sistema Hamiltoniano z : R — M ¢é chamada de solucao 1-periddica se
z(t) = x(t + 1) para todo t € R. Desse modo, 11(x(0)) = z(1) = x(0). Portanto, x(0) € M
é um ponto fixo do difeomorfismo v, : M — M. Serd visto adiante que, quando a funcao
Hamiltoniana H também é 1-periddica, entao os difeomorfismos tem como pontos fixos, no
minimo, o total de solugoes 1-periédicas do sistema Hamiltoniano (esse resultado esté relacio-

nado diretamente a Conjectura de Arnold).

Defini¢ao 6.1.14. (Solucoes 1-periddicas nao-degeneradas) Uma solugdo 1-periddica de um
sistema Hamiltoniano x : R — M ¢é nao-degenerada se det(Dz(o)wl — Id) # 0, onde Doyt -
Tx(o)M — Tx(l)M.
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Proposicao 6.1.15. Sejam x € M um ponto critico nao-degenerado da funcdao Hamiltoniana
autonoma e Y : M Xx R — M o fluxo de Xg. Entdo

D wt _ eftJoHessz(H)
- =

em um sistema local de coordenadas de x.

O Fixe V uma vizinhanga coordenada de x e (¢ ..., qn,P1--.,Pn) as coordenadas locais de

V. Entao o diferencial D, : T,M — Ty, )M ¢ associado a matriz 2n x 1

_ OH O0H
Dzwt_<6_q %)7

onde 2L denota a n-upla (22 .. 98) o o mesmo para 2Z. Fixando x € M e tomando o
dq dq1 Aqn ) op

diferencial de D, em termos de t

d . : 2y | O
E(Dx@/)t) = ( —(mq+ a_p2p) (8—qu+ Bpaqp) )

82 82 .
0°H 92H .
Id 0 dpdq  9p? p

= (Jo o Hess,(H))(Dyvy).
Portanto,
wat — etJoHessx(H)’
para todo t € R tal que ¢(x(0)) = z(t) € V. ]

Proposicao 6.1.16. Seja H uma fun¢ao Hamiltoniana autéonoma. Se x € Cr(H) € ndo-
degenerado como uma solugao periodica do sistema Hamiltoniano, entao é nao-degenerado como

ponto critico de H.

O Seja ¢ : M x R — M o fluxo do campo Hamiltoniano. Se = € Cr(H) é uma solucao 1-
periédica do sistema Hamiltoniano, entdao pela Proposicao 6.1.15 tem-se que Dy, = efotHess«(H)
em uma vizinhanga coordenada V' de xz. Sejam (V,) a complexificagdo do espago vetorial
simplético (T, M,w,) e E) o auto-espago generalizado associado ao auto-valor A € o(D,v1).
Para todo v € E), tem-se que

D, v = M.

Como 1 ¢ o(D,y), entdo A # 1. Com isso, e’otless:(Hyy = D 4pjv # v, o que implica que
Hess,(H)|g, # 0. Com um argumento andlogo, pode-se mostrar que Hess,(H)|g,, # 0 para
todo auto-valor X' # A. Como V = @le E);, para algum 1 < k < 2n, entao o operador

efotlesss(H) ¢ dado pela matriz em blocos

goHesss (D)l 0 . 0
JoHessz (H)| g,
JoHess, (H) _ 0 e 2 ... 0
0 0 eJOHeSSz(H)lE)\k
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Como para cada A tem-se que Hess,(H)|g, # 0, entao
Hess,(H) # 0.
Logo x € Cr(H) é um ponto critico ndo-degenerado de H. |

Observagao 6.1.17. Uma solug¢ao x do sistema Hamiltoniano é nao-degenerada se, e so se,

JoHesse(H) o que equivale a dizer que a hessiana néo tem autovalores em

1 nao € autovalor de e
2nZ. Em particular, se ||Hess,(H)|| < 2w, vale a reciproca da proposi¢ao anterior e as duas

nogoes de nao degeneracidade coincidem.

Proposigao 6.1.18. Seja H : M x St — R uma funcio Hamiltoniana. Suponha que todas as
solucoes 1-periodicas do sistema Hamiltoniano sao nao-degeneradas. Entao o conjunto dessas

solucoes € finito.

O Sejam v, : M — M a familia de difeomorfismos gerados pelo fluxo do campo Hamiltoniano
Xu, A =A{(y,y) : y € M} o gréfico da aplicagao identidade e B = {(y,¢1(y)) : y € M} o

grafico do difeomorfismo ;. Dado y € M, tem-se os espagos tangentes
Ty A=A{Y,Y): Y € T,M} e Ty, B ={(Y, Dy (Y)): Y € T,M}.

Seja Sy o conjunto das solugoes 1-periddica do sistema Hamiltoniano. Se x € Sy, entao
V1(z(t)) = x(t) para todo t € S, e portanto (z(t),v1(x(t))) = (z(t),z(t)) € AN B. Defina
S ={(x(0),2(0)) : x € Sy }. Note que S C AN B. Com isso,

Tia(0),20)S = {(Y, Dyoyt01(Y)) 1 Y € Typo) M}

Como = € Sy é nao-degenerada, entdo Dyoyy1(Y) # Y. Além disso, segue da definicdo de S
que

Tw(©),2(0)S C Tia(0),2(0) (AN B),
o que implica em D,)¢1(Y) =Y. Pela ndo-degeneracidade de x, essa igualdade é satisfeita se,
e somente se, Y = 0. Com isso, T(4(0)2(0))S = {(0,0)} para todo (x(0),2(0)) € S. Logo S é uma
subvariedade de dimensao zero, e portanto ¢ um conjunto de pontos isolados. Como M x M é

um compacto, entao S é finito. Como S é finito e todo = € Sy é tal que z(t) = ¢(x(0)), entdo
Sy é finito. [

6.2 O Funcional Ay e a Equacgao de Floer

Nessa se¢ao, considere M como sendo uma 2n-variedade diferencidvel fechada e (M, w) uma
variedade simplética.
A conjectura de Arnold tem como hipotese uma funcao Hamiltoniana dependente do tempo

H: M xR — R e, para o sistema Hamiltoniano,
l‘(t) = XH(I<t)7 t)?
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busca-se um limitante inferior para o nimero de solugoes 1-periddicas (isto é, z(t + 1) = x(t)),
onde Xy é o unico campo vetorial tal que w(Xy,&) = —dH () para todo £ € X(M). Note
que lagos nao homotépicos estao em componentes conexas distintas no espaco dos caminhos
continuos, que nao é conexo em geral. Pode-se restringir o estudo a componente conexa que
contém os lagos constantes. Isto é equivalente a analisar os lacos contrateis em M, ou seja,
as aplicacoes x : S' — M que satisfazem esse sistema e que sao homotdpicas a constante. O
conjunto das aplicacoes x : ST — M de classe C™ e contréteis é denotado por £°M.

Para demonstrar as desigualdades de Morse, foi construido o complexo de Morse-Witten
de uma funcao de Morse-Smale f : M — R e a diferencial desse complexo descreve como os
pontos criticos de f sao conectados pelas linhas do fluxo do gradiente negativo —V f. Para
a demonstragao da Conjectura de Arnold, uma abordagem andloga é realizada. Contudo, ao
invés de uma variedade de dimensao finita M tem-se um espaco de funcoes L°M, e ao invés de
uma fungao de Morse f : M — R sera construido um funcional Ay : L°M — R cujos pontos
criticos sao as trajetorias 1-periddicas do sistema Hamiltoniano.

No Capitulo 7, a conjectura de Arnold é demonstrada construindo-se um complexo de
cadeias cujo grupo graduado é gerado pelos pontos criticos desse funcional e cuja diferencial
descreve como tais pontos sao conectados pelas linhas de fluxo do gradiente negativo —V Ay.
A homologia desse complexo é chamada de Homologia de Floer.

Na Secao 7.1 mostra-se que L£L°M, munido da C*-topologia, é uma variedade conexa por
caminhos, mais especificamente uma variedade de Banach. Com isso, dado x € L°M o espago
tangente T, L°M esta bem-definido e pode ser visto da seguinte forma: Considere um caminho
@ : R — L°M de classe C* tal que @(0) = z. Desse modo, cada @ pode ser visto como uma
aplicagao u : R x S* — M tal que a(s)(t) = u(s,t) e u(0,t) = z(t) (veja a Figura 6.1). Entao,
para cada t € S1 tem-se que

0
%U(S, t) |s:0 € Tx(t)M

Assim, é natural ver um vetor tangente em x € £L°M como sendo um campo vetorial definido

ao longo de x, ou seja, uma se¢ao Y do fibrado x*T'M
Y. € TwyM para todo t € St
veja a Observacao C.0.45 para a definicao de pullback de um fibrado.

Definigao 6.2.1. (Funcional de A¢ao) O funcional de a¢ao associado a uma fungdo Hamilto-

niana dependente do tempo H € a aplicacao Ay : LM — R definida por

Ap(z) = —/DQ u*w—l—/olH(x(t),t)dt,

onde D? C C € o disco fechado e u : D* — M € tal que u(e™™) = z(t), ou seja, u é uma

extensao de x para o disco.
Sera assumido que a variedade M satisfaz as seguintes suposigoes:
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Figura 6.1: Caminhos no espago de lagos contrateis £°M.

Suposigao 6.2.2. (Aesfericidade) A condigao de aesfericidade € dada por

/ uwr'w = 0.
5'2

Suposicao 6.2.3. Para toda aplicacio suave u : S* — M existe uma trivializagdo simplética
do fibrado w*TM .

para toda aplicacao suave u : S* — M.

Observagao 6.2.4. A primeira integral na Defini¢cao 6.2.1 do funcional de agao depende ex-

plicitamente da extensio de x escolhida. Supondo que v : D*> — M € outra extensdo de x,

uw — viw = ww,
D2 D2 52

onde w : S* — M ¢é uma aplicagcio continua e € definida como sendo uma colagem dos dois

entao

discos u(D?) e v(D?) ao longo de seus bordos, veja a Figura 6.2. A Condicio de Aesfericidade
6.2.2 garante que fsg w*w = 0, logo fD2 uw = fDQ v*w, eliminando a dependéncia do funcional

Ap da escolha dessas extensoes.

D

u(D?)

u

Figura 6.2: Colagem dos bordos de v(D?) e u(D?).

Seja T, L°M o espago tangente em z € L°M. Entao o diferencial do funcional de agao é
a aplicacao D, Ay : T,L°M — R. Em analogia a analise em espacos de dimensao finita, sera
demonstrado que o gradiente do funcional de a¢ao é o campo suave VAy € X(L°M) tal que
D, Ap(X) = (VAy(x), X(x)), para todo x € M e todo X € T,L°M, onde (., .), é um produto
interno definido em T, L°M.
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Sejam Y (t) € TyiyM, 2 : (—€,€) x ST — M uma aplicacao de classe C* tal que £(0,t) = z(t)

e Y(t) = 2%(s,t)]s—0. Com isso, o diferencial de Ay no ponto z e avaliado em Y ¢é dado por

D, Ap(Y) = %AH@)L’:O
Para se determinar o diferencial do funcional defina @ : (—e, €) x D> — M como sendo uma
extensdo de u, tal que @(0, z) = u(z) e @(s, €2™) = #(s,t), e Y(2) = 2 4(s, 2)|s—0, uma extensao

de Y, veja a Figura 6.3.
r:St— M T:i(—e,e) xSt =M

> >

w:D? s M w:(—ee)x D*— M

A

Figura 6.3: As aplicagbes x e u e suas variagoes T e .

Avaliando o funcional nessas extensoes, tem-se

An(F) = —/Dza*w/ol H(#(s,t

Observagao 6.2.5. Note que, Ay (%) é uma fungio de classe C' e que depende explicitamente
de s € (—e,¢€), isto €, Au(Z) : (—e,€) = R.

Derivando o primeiro termo da expressao obtem-se

/ - / d .
U'w=— —(W*'w)
s=0 Jp2 D2 ds

_a
ds

— —/ a:*(iy(t)w)
g1

— [ wlate). v o)
[0,1]
onde foram usadas a Formula de Cartan e o Teorema de Stokes, na terceira e quinta igualdade.
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Derivando o segundo termo:

d

ds

=0

H(i(s,1), t)dt /01 & H((s, 1), )t |

s=0 [0,1]

- / Aoy H(Y (1), t)dt
(0,1]

:/[01} —wa() (X (x(t), 1), Y (t))dt.

Por fim, somando ambos os termos:
DoAu(Y) = / (i — Xpg, V)t
[0,1]

Se x € L°M é um ponto critico de Ay, entdao D, Ay(Y) = 0 para todo Y (z) € T,L°M.

Como o integrando de D, Ay (Y) é uma aplicagao continua, entao pode-se afirmar que
w@—Xy,Y)=0, VY € T,L°'M

Como w é uma forma simplética nao-degenerada, entdao @(t) — Xy (x,t) = 0. Portanto, foi

demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 6.2.6. Seja © € L°M. Entio x € Cr(Ay) se, e somente se, x € uma solug¢do

1-periodica e contrdtil do sistema Hamiltoniano.

O préximo passo é definir o campo gradiente negativo de Ag. Sabe-se que, dado J €
J(M,w), tem-se que g,(.,.) = wg(., Jz.) : Tp,M x T, M — R, definida por w,(X, J,Y), é uma
métrica Riemannian.

Com isso, pode-se munir £°M com uma métrica (.,.), : TL,L°M x T,L°M — R, a qual é

induzida por ¢ do seguinte modo:

K= [ (X)), V)i

Note que, na definicao da métrica induzida foi usada a identificacao dos fibrados tangentes
T.L°M 35 X — X|, € 2*TM (veja a Observagao C.0.45). Nao é dificil verificar que esta férmula
define uma métrica. De fato, como ¢ é bilinear e a integragao é uma operacao linear, entao
(.,.)z é bilinear. Além disso, como ¢ é positiva-definida e a integral preserva essa positividade,

entao (.,.), herda essa propriedade.

Definig¢ao 6.2.7. (Gradiente de Ay ) O campo gradiente de Ay € o campo suave denotado por
VAy tal que D, Ag(Y) = (VA (x),Y), para todo x € LM eY € T, L°M.

Usando a expressao do diferencial D, Ay determinada anteriormente e a definicao do campo
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gradiente, tem-se que

/ (i — Xpg, V)dt = DyAn(Y)
[0,1]

= / gm(t)(V.AH, Y)dt
0,1]

= / wm(t)(VAH, JY)dt
[0,1]
[0,1]

Logo
/ (,U(JZ—XH—FJV.AH,Y)dt:O
[0,1]

Como a igualdade vale para todo Y € T, L°M e o integrando é uma funcao continua, entao
w(@— Xy + JVAL,Y) =0. Além disso, a nao-degeneracidade da forma simplética w implica
que

IVAg(x(t)) + 2(t) — Xpg(z(t),t) =0, Vt € [0,1].

Portanto, o campo gradiente de Ay é dado por
VAia(a(t)) = Tuilt) — oo Xin(a(8), 1)

Suponha que u : R — £°M seja uma solugao do sistema Lu(s)|s—9 = —V.Ay(z) e u(0) = z.
Tais solugbes sao as trajetorias em L£°M do campo gradiente negativo —V.Ay. Note que, para
cada s € R tem-se que u(s) : S' — M é um caminho continuo e fechado. Portanto as trajetérias
de —V. Ay podem ser vistas como aplicacoes u : R x S* — M de classe C'. Substituindo essa
expressao na equagao do gradiente de Ay tem-se uma equagao diferencial chamada Equagao
de Floer

ou

ou
%(8, t) + Jua

Observacao 6.2.8. Note que, na determinacao das solugcoes da equacao de Floer nao se estd

(s,t) — JuXu(u(s,t)) =0.
diante de um problema de Cauchy, pois nao se tem condigoes de contorno nessa formulacao.

6.3 Solucoes de Energia Finita M

No Capitulo 2 foi visto que as linhas de fluxo do gradiente negativo de uma fun¢ao de Morse,
definida em uma variedade fechada, conectam dois pontos criticos (veja o Lema 2.2.3). Ainda
no caso cldssico, suponha que f € M5(M) e que v : R — M seja uma solucio do sistema de

equagoes diferenciais p
(s) = =V S(25),

isto é, v é uma trajetoria do gradiente negativo.
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Defina o funcional de energia por

Se 7 conecta dois pontos criticos p,q € Cr(f), ou seja, lim, o ¥(s) = p e limg o Y(s) = ¢,
entao a energia de v é dada por E(y) = f(p) — f(¢). Como a fungao de Morse f é decrescente
ao longo das linhas de fluxo do campo —V f, entao 0 < E(v) < 0.

Um dos objetos de interesse desse capitulo sao as solugoes da equacao de Floer que conectam
pontos criticos do funcional Ay. Serd mostrado adiante que essas solugoes residem em um
espaco de fungoes cuja compacidade é dada em certas condicoes (veja o Teorema 7.1.28). Além
disso, as solugoes u : R — L°M, que podem ser vistas como as linhas do fluxo do campo
—V Ay, conectam dois pontos criticos 7,7 € Cr(Ag) se, e somente se, o funcional de energia
E(u), definido a seguir, ¢ finito.

Seja CM o conjunto dos caminhos de classe C' em LM.

Definigao 6.3.1. (Funcional de Energia) O funcional de energia é a aplica¢io E : CM — R

definida por
E(u) = —l/u*dAH.
2 Jr

Observagao 6.3.2. No final da se¢ao anterior foi realizada a identificagao LM > u(s) —
u,(s) € M, onde u(s) : S* — M e u,(s) = u(s)(z). Com isso, dado u € CM, tem-se que E(u)

depende explicitamente de z € S' e que E(u) : S* — R é uma aplicagao diferencidvel.
Dado Y € TR, tem-se que
(W*DAR)s(Y) = DAy (Dsu(Y))
= (Vi Y (W) o

dA
= (VAy, —YVAH>u(5)

= Y[V Ag(u(s))|*

Como Y € TR é arbitrério, entdao (u*DAg)s = —||V.Ag(u(s))||?. Inserindo essa expressao no

funcional de energia, tem-se

E(u) = —%/Ru*d.AH

1 2
:_ﬁ/R_HVAH(u(s))II

L L Qe + g0 - e P

Se u é uma solugao da equacao de Floer, entao

ou
Eu:/ —(s,t
w=[ |G
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Observacao 6.3.3. Sequem algumas propriedade do funcional de energia:

1. Para todo uw € CM, tem-se que E(u) > 0.

2. Como u € uma solugdo da equacdao de Floer, entao E(u) = 0 se, e somente se u é um

ponto critico de Ay .

3. Seu € CM conecta dois pontosx~,xt € Cr(Ag), isto €, lim,, oo u(s) = = elimy_,oo u(s) =
zt, entio E(u) = Ag(z™) — Ap(x™h) < o0.

O conjunto das solugoes contrateis e de energia finita da equacoes de Floer é denotado por
M.

Para definir uma topologia em M, considere M mergulhada em um espago Euclideano R™
para m suficientemente grande. Pode-se entao considerar a C*°-topologia para as aplicagoes de
St em M. Além disso, nos subconjuntos compactos de R x S! serd adotada a topologia da
convegeéncia uniforme, e com essas topologias, denotamos o espaco das aplicacoes de R x S em
M por C®(R x S, M) ou C2 (R x S, R™).

O teorema seguinte garante que, assim como no caso Morse, as trajetorias com energia finita
sao exatamente as que conectam dois pontos criticos do funcional de acao. A demonstracao

desse resultado ¢ bastante longa e técnica e nao serd apresentada nesse trabalho (veja em [4]).

Teorema 6.3.4. Suponha que todas as trajetorias 1-periodicas do campo Hamiltoniano Xy

sejam nao-degeneradas. Entdo para cada u € M existem dois pontos x—,x% € Cr(Apy) tais que

lim u(s) =2, lim u(s) ="
S§——00 §—00

em C*°(SY; M). Além disso,

. Ou
Jim 558 =0,

converge uniformemente em t € S*.

Sejam 2,z € Cr(Apy). O conjunto dos caminhos u € M tais lim wu(s) = 2% é denotado

s—+too
por M(x~,x™).
Observacao 6.3.5. Uma consequéncia imediata do teorema anterior € que
M = U Mz~ zt).
=, xteCr(Ag)

Além disso, seque do Teorema 7.1.28 que M € um conjunto compacto.

Observacgao 6.3.6. Em [}/ estd demonstrado que, se u: R x S* — M é uma solugdo de classe

C' da equagdo de Floer, entao u é de classe C*. Além disso, em M, as topologias C} ., Cl e

o0

. coincidem.
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6.4 Indice de Conley-Zehnder pcy, : Cr(Ay) — Z

Na tentativa de se construir invariantes topoldgicos para uma 2n-variedade simplética (M, w),
e que contenham informacoes da estrutura simplética w, foi utilizada uma abordagem variaci-
onal, na qual atribui-se um numero inteiro para cada ponto critico do funcional de acao Ay,
onde H : M x R — R ¢é uma funcao Hamiltoniana depedente do tempo. Foi mostrado que
as solugoes 1-periddicas nao-degeneradas e contrateis do sistema Hamiltoniano & = Xy (z,1t)
sao os pontos criticos do funcional de agao. Além disso, associado ao campo Hamiltoniano Xy
existe um fluxo associado 9, : M — M que satisfaz zbt = Xy oy e py = Id.

Fixe x uma solucao 1-periddica nao degenerada e contratil do sistema Hamiltoniano. Escolha
uma base simplética B(0) = {e1(0),...,e2,(0)} de Tp)M. Como vy é um simplectomorfismo
para todo t € R, entdo pode-se afirmar que B(t) = {e;(),...,e2,(t)} é uma base simplética de
TyyM, onde e;(t) = Dy)¢r(e;(0)) para 1 < j < 2n e Dyoyhy : TooyM — TpwyM. Esse fato

segue da seguinte identidade:

wa(r) (€(1), €x(t)) = wa(r)(Da(0)41(€5(0)), Da(o)r(ex(0)))
= ({wa(0))(€;(0), €x(0))
= wWy(0)(€;(0), ex(0)).
Com isso, a w-ortogonalidade de e;(t) e ex(t) decorre da w-ortogonalidade de e;(0) e ex(0).
Portanto B(t) é uma base simplética para todo ¢ € R. Aplicando o Corolario o C.0.50 para
uma extensao u : D? — M de x, essa familia de bases simpléticas é C*° em t formando um
frame simplético ao longo de x.

Seja a aplicagao continua A, : R — Sp(R*") definida por A,(t) = D,@y¢:. Note que,
Az (0) = Dyo)tho = Id, pois 1pg = Id. Como x é uma solucao nao-degenerada, entao det (Do)t —
Id) # 0, o que implica em A,(1) € Sp*(R?*"). Tome v : D? — M uma outra extensio de z ao
disco D?. Se B'(t) = {€|(t),...,€,,(t)} é uma outra trivializagdo ao longo de v, entao, colo-
cando as extensoes u e u’' como na Figura 6.2, constréi-se uma aplicacao w : S? — M tal que
A, (t), AL(t), A”(t) sdo trivializagbes ao longo de u, v e w, respectivamente, sendo esta ultima
devido a Suposicao 6.2.3. Portanto, os caminhos A,, A’ e A” sdo homotépicos em L*(Sp(R?")),

e pela propriedade de homotopia descrita no item 2, tem-se que

pA) = p(Ay) = p(A7).
Com isso, a aplicagdo A : Cr(Ay) — L*(Sp(R?")) dada por A(z)(t) = A,(t) = Dao)¥r,
onde t € R, esta bem definida.

Definicao 6.4.1. O indice de Conley-Zehnder pcyz : Cr(Ay) — Z é dado por
poz(@) = p(Az).

No caso em que a Hamiltoniana é uma funcao de Morse, é natural questionar-se sobre a
relacao entre o indice de Conley-Zehnder e o indice de Morse. O seguinte resultado esclarece

essa questao.
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Note que Hessy(o)(H) ¢ uma matriz simétrica. Além disso, pela Proposi¢ao 6.1.15 tem-
se que Dy = e ToHesse ),

||Hess, (H)|| < 2w, entao

Segue da demonstracao do item 7 do Teorema 5.4.6 que se

exp(—JoHess,(H)) € Sp(R*")

A, € L*(Sp(R*™)), onde A,(t) = D).

Corolario 6.4.2. Sejam (M,w) uma 2n-variedade simplética, H : M — R uma funcio Ha-
miltoniana autonoma e x € Cr(H). Se ||Hess,(H)|| < 2 (assumindo a C*-topologia), entdo o
indice de Conley-Zehnder pcz(x) de x como uma solugdo periddica do sistema Hamiltoniano

e seu indice Ind(x) como ponto critico da fungao H sao relacionados por
pcz(x) = Ind(z) — n.

O Segue da hipdtese de que = € Cr(H) é um ponto critico ndo-degenerado. Note que,
S = Hess,(H) é uma matriz simétrica, e portanto é diagonalizdvel. Além disso, Ind(S) é o
nimero de auto-valores negativos de S contados com a multiplicidade. Logo, Ind(S) coincide

com o indice de Morse Ind(x) de z e pelo item 7 do Teorema 5.4.6 tem-se que tem-se que

poz(x) =Ind(S) —n = Ind(x) — n.
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Capitulo 7

Aplicacoes: Homologia de Floer e a

Conjectura de Arnold

Esse capitulo é constituido de duas partes: a primeira é dedicada a construcao espaco das
trajetorias e a apresentacao de algumas de suas propriedades necessarias para a definicao do
complexo de Floer e seu operador bordo. A segunda parte é dedicada a construgao desse
complexo e a demonstracao da conjectura de Arnold como aplicagao direta da homologia de
Floer.

Serao apresentados os principais resultados e o roteiro para as construcoes e demonstragoes

mais importantes. Para detalhes sobre os temas desse capitulo de aplicagoes, veja [4], [34], [35]

e [36].

7.1 O Operador de Floer e o Espaco de Trajetorias

Sejam H : M x R — R uma fun¢ao Hamiltoniana dependente do tempo e M o conjunto
das trajetorias de energia finita. Dadas duas solugoes 1-periddicas do sistema Hamiltoniano
x=, 2t € Cr(Apy), o objetivo desta se¢ao é apresentar uma ideia da demonstragdo de que o
conjunto M(z~,z") C M das solugoes da equagao de Floer com energia finita e que conectam
r~ a xt é uma variedade de dimensao finita igual a diferenca entre os indices de Conley-
Zehnder de cada uma das solugoes. A estratégia é a seguinte: pelo Teorema de Sard-Smale,
o analogo ao Teorema de Sard para dimensodes infinitas, conclui-se que o conjunto dos valores
regulares do operador de Floer é um subconjunto denso de seu contra-dominio. Logo, escolhendo
uma perturbagao da fun¢do Hamiltoniana, o conjunto M(x~,x%) é a pré-imagem de um valor
regular de uma determinada aplicacao, e portanto é uma variedade. Contudo, esse resultado
tem como hipdtese de que o diferencial do operador de Floer satisfaz as propriedades de um
operador de Fredholm. Com isso, parte desse capitulo envolve uma andlise do diferencial
do operador de Floer D,F para concluir que o mesmo satisfaz essas propriedades para todo

u € M(xz~,2", H + h,J) e que o indice de Fredholm desse operador é a diferenca entre os
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indices de Conley-Zehnder dos pontos criticos 2~ e z™T, isto é,
Id(D,F) = pez(x™) — pez(zh).

A transversalidade do operador de Floer é necessaria para a demonstracao de que o conjunto
M(z=, 2%, H + h,J) é uma variedade e sua dimensao coincide com o indice de Fredholm de
D, F

dim(M(z~,27)) = Ind(D,F) = pcz(x™) — pez(z™).

Por fim, sdo apresentados alguns resultados necessarios para a demonstracgao da compa-
cidade de M(z~,z"). Essa propriedade é essencial para a definicao do operador bordo do
complexo de Floer e, consequentemente, de sua homologia (veja a Se¢do 7.2). Tais resultados

podem ser encontrados na Subsecao 7.1.3.

7.1.1 Operador de Floer F e a Variedade de Banach P'?(z~,2T)

Uma variedade de Banach é uma generalizacao do conceito de variedade em dimensao finita
para dimensao infinita. Mais precisamente, tem-se um espaco topoldgico em que cada ponto
possui uma vizinhaca que é homeomorfa a um aberto de um espaco de Banach. Parte dos
resultados desse trabalho estd apoiado em operadores definidos em espacos de funcoes que,
mesmo nao sendo de dimensao finita, possuem uma estrutura de variedades de Banach, e com
isso, pode-se definir uma nocao de espaco tangente nos mesmos. A referéncia utilizada nessa

subsegao ¢é [11].

Definigao 7.1.1. (Variedade de Banach) Sejam B um espago de Banach e M wm espago

topologico conexo de Hausdorff. M € uma variedade de Banach de classe C" sobre B se

1. existe uma familia de abertos {U;}ier de M tal que M = J,c; Ui,
2. existe uma familia de homeomorfismos ¢; : Uy — ¢;(U;) C B onde i € 1,

8. ¢;007" : dy(UiNU;) — ¢;(UiNU;) € um difeomorfismo de classe C™ (no sentido de
derivadas de Fréchet) para todo i,j € 1.

Cada par (Ui, ¢;) € chamado carta de M e o conjunto {(U;, ¢;) }ier € chamado atlas de M.

Seja F : C*°(R x S', M) — C*(R x S', TM) o operador de Floer que ¢ definido por

F(u)(s,t) = %(s,t) + Ju%(s,t) — JuXu(u(s,t))

para todo s € R e t € S. Como o espago das fungoes C*°(R x S', M) nao é uma variedade
de Banach, precisamos restringir o estudo a um dominio para o qual se possa definir uma
estrutura de variedade de classe C'°. Mais especificamente, serda considerado um conjunto

em que se possa construir um atlas em que os abertos das cartas serao bolas abertas de um
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espago de Sobolev (mais detalhes estdo no Apéndice E.2) e os homeomorfismos serdao dados
pela aplicagdo exponencial (veja o Apéndice D).

Considere as aplicagoes x € L°M e u € M dadas por
S'stsat)e Me Rx S (s,t) = u(s,t) € M.

As segoes dos fibrados z*TM e u*TM sao as segoes de T'M restritas aos subconjuntos z(S1) e
u(R x S') de M, respectivamente (veja a Observagao C.0.45). Com isso, os espagos de Sobolev
WEP(R x SYu*TM) e WEP(SY 2*T M), também denotados por WP (u*TM) e WhP(z*T M),
respectivamente, sao definidos do seguinte modo: a variedade M pode ser mergulhada em um
espago euclidiano R™ para m > 4n + 1 (veja o Teorema D.0.59). Com isso, tem-se o mergulho
i: TM — TR™ = R™ x R™. Diz-se que Y € W' (u*T'M) se Y é uma aplicagdao continua
Y :RxS' — TM tal que Y (s,t) € Ty(55)M para cada s, t e a composi¢ao mpoioY : Rx .St — R™
é um elemento de W1?(R x S1; R™), onde 7, é a projecao do fibrado TR™. Analogamente, diz-se
que X € WHP(2*T M) se a composigao myoio X : S — R™ é um elemento de WhP(St; R™).

Observagao 7.1.2. Em alguns resultados, a andlise realizada nesta secao fica simplificada
se identificarmos os espagos de Sobolev W'P(u*T M) e WIP(z*T' M) aos espagos de Sobolev
WhP(R x ST R?™™) e WHP(S1; R?™), respectivamente.

Os espagos de Banach LP(u*T'M), LP(z*T'M), que sao identificados respectivamente a
LP(R x SY;R*™) e LP(S';R?"), sdo definidos de forma andloga as construgdes anteriores.

Sejam D C T'M uma vizinhanca aberta da secao nula de TM e exp : D — M a aplicagao
exponencial definida no Apéndice D. Fixado » € L°M, tem-se que Exp, : W'P(z*D) —
CY(St; M) dada por Exp,(Y)(t) = exp(x(t), Y (t)) estd bem-definida. Além disso, Exp,(0)(t) =
exp(x(t),0) = z(t) paratodo t € S', logo Exp,(0) = x. Tome a colegao {(W'?(z*D), Exp,) }recom
e defina £'? M como sendo o conjunto das aplicacoes (3 : S* — M tais que 3 = Exp,(Y) para
algum z € L°M e algum Y € W'P(z*D).

Observagao 7.1.3. Note que, dado x € L°M, tem-se que x = Exp,(0). Logo x € L'PM e
LOM C LYPM.

Proposigao 7.1.4. O conjunto LYY M munido com o atlas {(W'P(z*D,), Exp,)}serons, onde
D, C TM ¢ uma vizinhanga aberta da se¢cao nula de T M, é uma variedade de Banach de classe
C>. Além disso,

LM = C>®(SY; M) c LY M c C°(S*; M),

onde cada um dos conjuntos da sequéncia ¢ denso no conjunto que o contém.

O

1. Para todo 8 € L'?M existem x € L°M e Y € WP(z*D,) tal que B(t) = Exp,(Y)(t).

A Proposigao D.0.56 garante a existéncia de uma vizinhanca aberta D, C T'M da segao
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nula de T'M onde a aplicacao exponencial é difeomorfa sobre a sua imagem. Denotando
WhP(z*D,) por W, tem-se que

M=) w.

zeLoM

2. Pela escolha de D, do item anterior e pela Proposi¢ao D.0.56, pode-se afirmar que Exp,, :

W, — Exp,(W,) é um difeomorfismo sobre sua imagem. Logo é um homeomorfismo.

3. Como Exp, e Exp, sao difeomorfismos sobre suas imagens, entao a composigao Exp,' o
Exp, : W, n W, — W, N W, é um difeomorfismo. Além disso, como as aplicagoes

exponenciais sao de classe C'*°, entao a composi¢ao anterior também o é.

Portanto {(W,, Exp, ) }zecon é um atlas suave e LPM é uma variedade de Banach de classe
.

Por definigao tem-se que L7 M C C°(S'; M) e pela Observacao 7.1.3 C*°(S*, M) C L M.
Sabe-se que C*°(S*, M) é denso em C°(S'; M). Logo, LM é denso em C°(S'; M). [ |

Observacao 7.1.5. Uma consequéncia da constru¢ao anterior é que o espago tangente em
x € LYPM dessa variedade de Banach é

T,LYP M = WP (x*T M).

Definicao 7.1.6. (Caminhos de decaimentos exponenciais) Sejam x~,xt € Cr(Ag). O con-
Junto das aplicagoes w € C®°(R x S'; M) tais que lim, 1o w(s,t) = z5(t) para todo t € S e
que 5 5

Ha—l;(s,t)H < Ke sl ¢ Ha—t;(s,t) - XH(w(s,t))H < Keos

para K,0 € R € chamado de conjunto dos caminhos com decaimento exponencial conectando

x~ axt e € denotado por CF(x~,x%).
Definigao 7.1.7. (Ezponenciais Conectantes) O conjunto das aplicagoes
R x S' > (s,t) = exp(w(s,t),Y (s, t)) € M,

onde w € C(x~,27) eY € WhP(w*T M) é chamado conjunto das exponenciais conectantes e

¢ denotado por PYP(x~, x™T).

Proposigao 7.1.8. Sejam x~, 2" € Cr(Ag). Entio PYP(x~,27) é uma variedade de Banach

para p > 2.

O Seja w € CT(2~,27). Pelo item 3 do Teorema E.2.9 tem-se que a inclusao WHP(R x
S R?™) — L>®(R x S';R?*") ¢ um operador continuo para p > 2. Com isso, existe uma

constante K € R, tal que
Y ]|pee < (K 4+ D)||Y||wre VY € WHP(R x SHR*™).

108



O Operador de Floer e o Espaco de Trajetorias

Note que

(s, )| < sup |[Y(s, )] = [[Y]|ze.
(s,t)ER x S1

Seja € € R, um raio da bola aberta B(0) centrada em 0 € Ty M tal que valha o dife-
omorfismo da Proposigao D.0.56. Tome 0 < 7, < ¢/(K + 1). Logo, para todo Y no disco
D, ={Y e W (w*TM) : ||Y|lw1» < 1y} tem-se que

1Y (s, 0)]] < (K + D||]Y]|wrr <e.
Com isso, r, ¢ um raio tal que a aplicacao
D, 3Y + Exp,(Y) € PP(x~, ")

¢ um difeomorfismo sobre sua imagem.

Com argumentos analogos aos utilizandos na demonstracao da Proposicao 7.1.4, pode-se
afirmar que {(D,,, EXpw)}weC{j(x—,x+) é um atlas de P1P(x~, 2T) e este conjunto é uma variedade
de Banach. |

Seja (E(z~,a™),P'P(z~,2T),m¢) um fibrado vetorial cuja fibra em uw € P'P(x~ z™) é

LP(u*TM).

Definigao 7.1.9. (Operador de Floer) Sejam x~, 2" € Cr(Ag). O operador de Floer é a se¢do
sg: Pz ,2") = E(x™,a™) definida por

sr(u) = (u, F(u))

Observagao 7.1.10. Daqui em diante serd utilizada a identificagdo da se¢ao sy com o operador
diferencial F = 0s + JO, — J Xy (veja o Apéndice C). Com essa identificacao o operador de

Floer pode ser visto como um elemento de X(PYP(z~,x™)).

Dado exp(w,Y) € P(z~,x%), pode-se mostrar que, identificando a fibra LP(u*T'M) com
LP(R x SY;R?), tem-se que F(exp(w,Y)) € LP(R x S';R*) (veja [4]). Logo, o operador de

Floer est4 bem-definido.

7.1.2 O Diferencial DF

Sejaw € PYP(z~,x") e tome Y um vetor da fibra LP(R x S';R*"). Entao Y pode ser visto
como uma aplicagao suave Y : R x S' — T'M tal que Y (s,t) € Tw(s,pyM. Além disso, existe uma
vizinhanga V' de w em P'?(x~ 2%) onde todo w’ € V é dado unicamente por v’ = exp(w,Y”)
para algum Y’ € LP(w*T'M). Como M é uma variedade Riemanniana, entdo o diferencial
de D,F avaliado no vetor Y é dado via o transporte paralelo de F(u) ao longo da geodésica

T — exp,,(tY) por
D,F(Y)=VY + J, VY +dJ, (Y)Y — Xp(w)) — JuduwXu(Y),
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onde V : X(M) x X(M) — X(M) é a conexao afim. Mais detalhes dessa descrigao podem ser
encontrados em [34].

Contudo, analisar as propriedades desse operador com conexoes afins adiciona complexidade
ao estudo, e por isso nesse texto é adotada uma abordagem via mergulho de variedades em
espacos euclidianos.

Pelo Teorema D.0.59, a variedade M pode ser mergulhada em R para m > 4n+1. Fixando
m, tem-se o mergulho de ¢ : M — R™ x R™, e com isso, os campos tangentes a M ao longo

de todo u € P'P(z~,z") podem ser vistos como vetores em R™ da seguinte forma

mpoi:TM — R™
(2,Y(z)) = Y(z),

onde my : R™ x R™ — R™ é definida por ms(a, b) = b.

Logo, o operador de Floer F pode ser visto como uma aplicagao F : PYP(z~, z%) —
LP(R x S*;R™). Essa identificagao permite que se calcule o diferencial de F de forma andloga
ao que se faz em andlise em espagos euclidianos, pois u(s,t) pode ser visto como elemento de
R™ para todo (s,t) € R x S e todo u € P*P(z~,x™).

Fixe u € P*P(x~,27) e tome uma carta (D,,, Exp,) em u, onde D, = {Y € W'P(w*TM) :
1Y |lwir < 7w} (veja a Proposigao 7.1.8). Com isso, todo ug € D,, pode ser escrito como uy =
Exp, (Y) para algum Y € W'?(w*TM). Sejam ¢ > 0 e o caminho @ : (—¢,¢) — PMP(z~, zT)
definido por @(7) = Exp,((1 + 7)Y"). Usando os fatos que

.
(0) =u e lim D ZU gy
T—0 T dr

(veja o Apéndice D), o diferencial diferencial de F em u € P'?(z~,27) é dado por

D“}—(Y):PE(I) T
1 /0u ou ou ou
— lim = (oo + Ja o — JaXp (@) — o — S, + S X
tim = (5 + Joy — JiXn(i) = 50 = T + X))
1 8(a— ) di di  Ou
=l (S e g (5 - )

= JaXu(@) + 1 Xu(®) = Ju(Xu(®) = Xu(w))
=y (5 () + () 5+ —( -

B (Jﬁ;Ju)XH(ﬂ)_Ju< H(U ) (u)))

= aa_Y + (dy J)(Y)% + Jy 88}/ (dy J)(Y)XH(u) — Ju(du X5)(Y)
(aa + Ju ;)(Y) + (duJ)(Y)(% — Xu(u )) — Jo(duX1)(Y).

Portanto, o diferencial D, F : WYP(u*T M) — LP(u*T M) é o operador

9] 9] du
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Em [4] é demonstrado que D, F (W' (u*TM)) C LP(u*T M), e portanto o diferencial de F

estd bem definido.

Observacao 7.1.11. Note que, ao se merqulhar a variedade M em R™, a conexdo afim coincide

com a operagao de diferenciacao usual, isto €, V = 0. Assim, identificando Vs e V; com os

2 0
2s € ot

termos da conexao afim, pode-se verificar que ela coincide com a equacdo obtida via mergulho.

operadores de diferenciacao respectivamente, e voltando na equacao de Floer escrita em

O seguinte teorema e a sua observacao caracterizam o comportamento assintético das

solucoes da equacao de Floer.

Teorema 7.1.12. Se Y € ker(D,F) é uma aplicagio de classe C* e u € M, entio

a— o0

lim [ [ VG0 =0 ou [[V(s.0)] < O
—a Sl

onde 6 e C > 0 sao constantes.

Observagao 7.1.13. Se u € M ¢ uma solucao da equacdao de Floer, entao Y = % decai

exponencialmente, e em particular, Y € LP(R x SY;R*") para cada p > 1. De fato,

2
/ v(s.0)|[ = /
RxS1 RxS?t

Portanto, pelo teorema anterior, as solugoes da equacao de Floer possuem decaimento exponen-

%(s,t)HQ — E(u) < .

cial. Além disso,

1/p s 1/p s 1/p
</ HYH‘D> < C(/ e ‘s‘pdsdt> = 271'0(/ e |3‘pds> < 00.
RxS1 RxS1 R

Logo Y € LP(R x S*;R*) para p > 1.

Sejam z~, 2" € Cr(Ag) e M(z7,27) = {u € M : lim, 1o u(s) = z*}. A seguinte
proposicao, que ¢é consequéncia co Teorema 7.1.12 e da Observacao 7.1.13, afirma que toda
solugdo de energia finita u € M(z~,x") satisfaz as condi¢oes de decaimento exponencial e,

além disso, pode ser escrita como v = Exp(w,Y’) para algum w € C{j(m_,aj*) e algum Y €
WP (w*TM).

Proposicao 7.1.14. M(z~,2") C C(z™,2™) C PP (2, 27).

A seguir o diferencial DF serd escrito como a soma de dois operadores lineares. Como
x~, 2" sdo contréteis, existem 2~ : D? C C — M uma extensao suave de = ao disco unitdrio
D? tal que 77|t = 2~ e " : D* C C — M é uma extensao de suave de r". Defina uma
extensao continua % : S? — M do cilindro u : R x S* — M para a esfera S? como ilutrado
na Figura 7.1. Como 4(S?) é homotdpico a S? e todo fibrado vetorial sobre S? é trivial, entao

@*T'M é um 2n-fibrado vetorial trivial (veja o Apéndice C).
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Figura 7.1: A extensao @ de u para a esfera S? através da colagem das extensoes 7~ e T

Com isso, pode-se escolher uma base simplética orgononal {e;(s,?),..., e (s,t)} de Ty M

que varia suavemente com (s,t) € R x S'. Além disso, suponha que

. 8ej . 826]' 82€j
sgrinoo g(sa t) =0, sggtnoo 052 (S7t) =0, 5Ot (Sa t) = 0.
O referencial {ey, ..., es,} define uma carta em u da variedade de Banach P*?(z~, x") dada

por
2n

WEP(R x SLR*™) S (yr, .., yan) = Expu<2yjej) € PP (z~,zt).
=1

Nessa carta o diferencial de D, F avaliado em Y = 2311 y;e; € R*™ C R™ é escrito como

2n 2n
oy oy ou

DF(Y) =Y (G2 + 5l ) () + i ((dud)(es) (G5 = Xunw)) = JulduXn)(ey)

7j=1 7j=1

Euvy) S:(rY)
= 0,(Y) + S, (Y)
Como {eq, ..., €9, } é um referencial simplético, entao J, coincide com a estrutura complexa
Jo nessa carta. Logo, 0,(Y) = Z?Zl (% + Jo%)(ej).

A seguir sera calculado o operador dual de DF no contexto distribucional, e os objetos

utilizados nessa demonstragao estao no Apéndice E.3.
Proposigao 7.1.15. Em termos de distribuicdo, o operador adjunto D, F* : LP(R x S'; R™) —
WP(R x S, R™) de DF é dado por

9 9
Dy F* = —— + Jy— + S,
oF oy T o, 5

O Tome f € (LP)*(R x S}, R™) e Y € LY(R x S*;R™) tal que

o= [ o,

de acordo com o Teorema E.3.3. Seja C®°(R x S, R™) o conjunto das aplicacoes suaves e de

suporte compacto de R x S em R™. Por simplicidade, denote D, F por D. Entao, para todo
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X no espago de fungdes teste W'P(R x ST R™) NC2(R x S',R™), denote %X e ZX por 0,X e

0, X, respectivamente. Com isso, tem-se que

fox)= [ (v.ox)

RxS?!

_ / (Y,0.X + JodX + SX)
RxS?!

_ / (Y, 0,X) + / (Y. Ty X) + / (¥, SX).
Rx St Rx St R xSt

Efetuando integragao por partes da primeira integral e usando o fato lim, 1., X (s,t) = 0,

pois tem suporte compacto, tem-se

[ woxi= [ awxo-[ vy
_ /S (s x| ) - /Rxsl@y’ X)

_ / (0.Y, X)),
RxSt

Usando o fato que X (s,0) = X (s,1) para todo s € R, e aplicando integracdo por parte na

segunda integral, tem-se
/ (Y, Jod, X) = / (8t<Y, JoX) — (8, J0X>>
RxS1t RxS!t

_ /R (0 (s,6), Jo X (s,))

- / (oL, X).
RxS?

1
)ds + / (Jod,Y, X)
0 Rx St

E para a terceira integral

vosx)= [ (svix),

R xSt RxSt

Portanto

fox)= [ ox)

RxS?t

_ / (—0,Y + JodY + SV, X)
RxS1t

- [ v
RxS?

= (D" [)(X).
Como o dominio W'P(R x S1;R™) de D é denso em LP(R x S';R™) (veja em [7]), entdo o
operador adjunto de D ¢é dado em termos de distribuigao por
D, F*=D" = —% + JO% + S°.
[ |
A priori, as solugoes da equacao D, F(Y') = 0 sao dadas em termos distribucionais. Contudo,

os dois seguintes resultados afirmam sob quais hipdteses essas solucoes sao na verdade solugoes
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de classe C'*°. Mais detalhes sobre a caracterizacao das solugoes desse sistema e das solugoes

da equagao de Floer F(u) = 0 podem ser encontradas em [4].

Teorema 7.1.16. (Regularidade Eliptica Linear) Se' Y € LP(R x SY;R™) € uma solugdo fraca
(no sentido distribucional) da equagao D, F(Y') =0, entdo

Y € WP(R x SHR™) NO™(R x ST R™).
Além disso, se p > 2, entio Y € WH(R x ST, RP™) para todo q > 1.

A regularidade eliptica linear é utilizada para demonstrar que D,F é um operador de
Fredholm para p > 1 no Teorema 7.1.20. Além disso, é importante nas Proposicoes 7.1.23,
7.1.22 e o Teorema 7.1.27.

O proximo resultado é chamado regularidade eliptica nao linear. E importante notar que a
regularidade eliptica nao linear vale somente quando p > 2. Seja I/Vlif(R x ST, R™) o conjunto
das aplicacoes de Sobolev localmente integraveis, ou seja, é o conjunto dos elementos Y €
WhP(R x S*; R™) integraveis em todo compacto de R x S'. Analogamente, considere o conjunto

> (R x S;R™) das aplicagoes C*(R x S',R™) localmente integraveis.

loc

Proposicao 7.1.17. Para p > 2, as solucoes u € Wl’p(R x S1: M) da equacio de Floer sio de

loc

classe C*°. No espago de solugoes M N I/VZLP(R x St M) as topologias WP e O coincidem.

oc loc loc

A regularidade eliptica nao linear é usada para se mostrar que as solugoes da equacgao de
ILp()— o+ 5 oo ; 0 1 e el
Floer de P'P(xz~,2™) sdo de classe C* e que em M as topologias )., C,.. e C;2 coincidem.

Uma consequéncia desse resultado é que as topologias induzidas por PY?(x~,2%) e por M no

& 9]

espaco das solucoes coincidem e sao ambas iguais a topologia CJ,...

Seja T : A — B um operador linear entre espagos vetoriais. Suponha que T seja limitado e
que existam subespacos fechados VC Ae W C B tais que A=V @ ker(T) e B=W & T(A).
Entao B/T(A) =W eT:V — T(A) é um isomorfismo (veja [1]). Nesse sentido, fica claro que
as dimensodes dos espagos ker(7') e W sao indicadores de quanto o operador se distancia de um

isomorfismo. Com essa motivacao define-se os operadores de Fredholm.

Defini¢ao 7.1.18. (Operador de Fredholm) Sejam A, B espagos de Banach e T : A — B um
operador linear limitado. O cokernel de T' é o quociente coker(T) = B/T(A). O operador T é
chamado de operador de Fredholm se T(A) = T(A) (imagem fechada), k(T) = dim(ker(T)) <
oo e ¢(T) = dim(coker(T)) < oo. O indice do operador T € o numero inteiro Ind(T) =

k(T) —c(T).

Defini¢ao 7.1.19. (Aplicacao de Fredholm) Uma aplicagao diferencidvel entre espagos de Ba-
nach € uma aplicacao de Fredholm se o seu diferencial € um operador de Fredholm em todos os

pontos de seu dominio.

O teorema a seguir afirma que o diferencial D,F é um operador de Fredholm, e o seu

subsequente, que o indice de Fredholm de D,F ¢é dado pela diferenca dos indices de Maslov
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dos pontos criticos 7, 2" € Cr(Ag) que sdo conectados por u. Esse resultado é utilizado na
demonstracao da transversalidade do operador de Floer F, e como consequéncia, no fato de
que M(z~,2") é uma variedade de dimensao finita e igual ao indice de Fredholm Ind(D,F).

Ambos os resultados podem ser encontrados em [4] e [36].

Teorema 7.1.20. (Propriedade de Fredholm de D,F) Sejam S* operadores de acordo com o
Teorema 7.1.16. Suponha que U= sejam solugées do sistema W(t) = JoSE(t)W(t), onde U(0) =
Id tal que det(Id — W=(1)) # 0. Entdo o operador D, JF : WHP(R x SL;R™) — LP(R x S1;R™)

¢ um operador de Fredholm para 1 < p < 0.

Teorema 7.1.21. Sejam z~, 2" € Cr(Ag) e u € P (z~,2"). O indice de Fredholm de D,F
é
Ind(DoF) = pos(a™) - pesla®).

7.1.3 A Transversalidade do Operador F e a Compacidade do Espaco
Moduli /T/l\(a:*,aﬁ,H, J)

A propriedade da transversalidade do operador de Floer é utilizada na demonstracao de que
o espago das solugoes da equacao de Floer que conectam esse dois pontos M(z~, 1) é uma
variedade com dimensao igual a pcz(z™) — pez(x™).

Por fim, serd introduzido o espaco quociente M (x~,2", H,J) e a compacidade implica que
esse conjunto possui um nimero finito de elementos. Esse resultado é fundamental na definicao
do operador bordo do complexo de cadeia de Floer e sua homologia definidos na Secao 7.2.

A finalidade dessa secao é esbocar um roteiro para a demonstracao dos resultados mencio-
nados e parte dos objetos matematicos envolvidos. Os detalhes das demonstragoes podem ser
encontradas em [4].

Tome x~, 2% € Cr(Apg), e considere o operador de Floer
F: PP a%) = (@, ah)

definido por

ou ou
]:(U) = % + JUE - JuXH(u)
e seu diferencial D, F : W' (u*T M) — LP(u*T M) definido por
DJF(Y) = (2 +J 2)(Y) + (dJ (.)(a—“ - XH(u)> — J,(dXx) >(Y).
“ ds ‘ot ot “ “

Suponha que X : PY?(z~,27) — E(x~, ") seja segao nula de E(z~,z"). Pode-se afirmar
que F M X se, e somente se, p, o D, F é sobrejetor para todo v € P'P(z~,x"), onde p, é a
projecao da imagem de D, F em LP(u*TM). De fato, suponha que F e X sejam aplicagoes

transversais. Como X, = 0 para todo v € P'?(z~,z"), entdao DX, = 0, o que implica em
LP(u*TM) = (py o DyF)(w'TM) + (p, o DX,)(w"TM) = (p, 0 D,F)(u*TM).
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Logo, p, o D,F é sobrejetor. A reciproca ¢é imediata. Por simplicidade, a projecao p, sera
omitida da composicao p, o D,F nos resultados a seguir.

As solugoes da equagao de Floer dependem da escolha da estrutura complexa J e da fungao
Hamiltoniana H, e com isso a transversalidade de F nao é garantida. Porém, pode-se mostrar
que arbitrariamente proximo de H existe uma outra funcao Hamiltoniana com as mesmas
6rbitas periddicas, satisfazendo a propriedade da transversalidade.

Considere o espago de Banach C>°(H) das perturbagoes h : M x ST — R tais que H +h estd
e-préoximo de H. Mais especificamente, h(z,t) = 0 em uma vizinhanga das solugdes 1-periédicas,
e portanto, as solugoes peridédicas de H + h e de H sao as mesmas. Pode se mostrar existe uma
escolha de € tal que C>°(H) é denso C*°(M x S R) na C!'-topologia.

Um par (H, J) é chamado de regular se satisfaz a condi¢ao de transversalidade, e o conjunto
das fungoes h : M x S' — R tais que (H + h,J) é um par regular é denotado por H,,.

Nao ha garantias de que, dada funcao Hamiltoniana H, a transversalidade sempre sera sa-
tisfeita. Contudo, fixada a Hamiltoniana H, pode-se encontrar uma outra funcao Hamiltoniana
suficientemente préxima a H, no sentido C!-topologia, tal que valha essa propriedade.

Dado um par (H + h,J), denote o operador de Floer associado a fungao Hamiltoniana
H+h:MxR — R por FE" Sejam M(H + h,.J) o conjunto das solucdes da equacio de
Floer FA*"(u) = 0 e M(x~,2*,H + h,J) C M(H + h,J) o conjunto das solugoes de Floer
que conectam os pontos z~,z" € Cr(Ay).

Seja
Z(x=, 2t H,J)={(u,H+h):ue Mz, 2", H+h,J) e he C*(H)}

o conjunto das solucoes da equacao de Floer conectando = a 2™ de todas as perturbacoes da

funcao Hamiltoniana H tais que as solugoes 1-periddicas de H + h sao as mesmas que as de H.

Proposigao 7.1.22. (Propriedade de transversalidade) Se (u, H+h) € Z(x~, %, H, J), entdo

a aplicacao

I WY TM) x C*(H) = LP(u*TM)
(Y, h) — D F(Y) + V,h

¢ sobrejetora e admite uma inversa continua a direita.

Como consequéncia da proposi¢ao anterior, e via o teorema da funcao implicita, pode-se

mostrar que

Proposigao 7.1.23. Dados x~,xt € Cr(Ay) com xt # = tem-se que Z(x~,x*, H,J) € uma
variedade (de Banach).

Sejam: Z(xz~, 2", H,J) = C>®(H) a projecao definida por m(u, H+h) = h e seu diferencial

D(u,H+h)7T : T(U7H+h)Z(.CC7,QZ+,H, J) — ThCSO(H) = CSO(H)
(Y,h) — h.
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A aplicacao m é uma aplicacao de Fredholm. De fato, pela Proposicao 7.1.22 pode-se afirmar
que ker(T") # (. Com isso, para todo (Y,h) € ker(I') tem-se que V,h = —D,F(Y). Como
D a+mym(V) = Vyh, entdo ker(D(, ginm) = ker(V,h) = ker(D,F) e a dimensao do kernel
de D7 é finita. Além disso, a imagem de D, g7 é igual a G~1(D,F(LP(u*TM))), onde
G : CX(H) — u*TM é definida por G(h) = V,h. Logo, o cokernel de D,, 4,7 tem dimensao
finita. Portanto 7 é uma aplicacao de Fredholm.

O teorema de Sard-Smale afirma que o conjunto de valores regulares de um mapa de
Fredholm entre espagos de Banach separaveis é um subconjunto denso (mais detalhes podem

ser encontrados em [4]).

Teorema 7.1.24. (Coroldrio de Sard-Smale) Como 7 € uma aplicagao de Fredholm, entao o

conjunto de seus valores requlares é uma interseccao enumerdvel de conjuntos densos.

Lema 7.1.25. Os valores requlares de w sao os elementos h de C>*°(H) tais que w € M(H+h, J)
e D, JF é sobrejetor.

O teorema a seguir, que é consequéncia do Teorema 7.1.24 e do Lema 7.1.25, formaliza o
resultado em termos da sobrejetividade do diferencial do operador de Floer, como foi discutido

anteriormente.

Teorema 7.1.26. Fixe uma funcao Hamiltoniana nao-degenerada H : M xR — R dependente
do tempo. Entdao existem uma vizinhang¢a U de 0 em C°(H) e uma interseccao enumerdvel de
subconjuntos abertos de H,eq densos em U tais que se h € H,eq, entao H + h é nao-degenerada
e o diferencial D, JF" ¢ sobrejetor para todo uw € M(H + h,J), onde FE+" ¢ o operador de

Floer correspondente a Hamiltoniana H + h.

Como D, FH+" ¢ sobrejetor para todo u € M(H + h,J), entdao o operador de Floer F7+"
satisfaz a propriedade de transversalidade para todo u € M(H + h, J).

Assumindo os resultados anteriores, tem-se que

Teorema 7.1.27. Para cada h € H,ey € para todas as solugoes x~ e x™ contrdteis 1-periddicas

de H, M(z~,x%, H + h) é uma variedade de dimensao pcz(x~) — pez(x™).

00 Tome h € C>®(H). Pelo teorema da pré-imagem de valores regulares, tem-se que 7! (h)

¢ uma variedade e sua dimensao é dada por

dim(ker(Dy, g4n)7)) = dim(ker(D,F)) — dim(coker(D,F))

~
=0

= Ind(D,F)
= p(z”) — pla’),
onde foi usado o fato que D, F : WIP(u*T' M) — LP(u*T M) é sobrejetor, o que implica em
coker(D,F) = LP(u*TM) /D, F (WP (u*TM)) = {[0]}.
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Logo, dim(coker(D,F)) = 0.
Note que, os elementos de 7! sao as solugoes em PHP(x~, zT) da equacio de Floer para o

par (H + h,J). Pela Proposigao 7.1.14, pode-se afirmar que
M(z™, 2" H+h,J) C 7 ' (h).
Do Teorema da Regularidade Eliptica 7.1.16, pode-se concluir que
7 Yh) Cc M(z™, 2", H +h,J).

Portanto M(z~,x", H + h, J) = 7 (h). |
A compacidade de M exerce um papel importante na definicao da homologia de Floer. O
teorema a seguir garante que, com a hipdtese da aesfericidade, essa propriedade é garantida e

sua demonstracao pode ser encontrada em [4].

Teorema 7.1.28. (Teorema da Compacidade de Gromov) Supondo a Condigdo de Aesferici-
dade 6.2.2, entio M ¢é compacto em CP(R x S5 M).

loc

Note que, tomando a € R, tem-se que & € C*°(R x S', M) definido por (s, t) = u(s+a, t),
também ¢é solucao da equacao de Floer. Com isso, pode-se afirmar que o grupo aditivo R age
a direita em M pela operacao * : M x R — M definida por *(u,a)(s,t) = u(s + «,t) para
todo s,t. Essa operacao sera denotada por u * a. A R-6rbita de u € M é o conjunto u * R =
{uxa:a € R} eo quociente M/R é o conjunto das R-ébitas. Esse quociente é um espago
topologia munida da topologia quociente. Nessa topologia uma sequéncia , converge para u
se, e somente se, existe uma sequéncia (s,) de nimeros reais tais que lim u(s+ s,,t) = u(s,t)
em M para todo t € S*. o

O espaco moduli de 27, 2" é 0 espaco quociente

/T/l\(x’,er,H, J)=M(z",z*, H, J)/R.

Sex” =z, entdo M(x~,at, H, J) é o conjunto das solugoes constantes em s e iguais a z~.
Caso xz~ # x, entao M\(x_, xt, H,J) é uma variedade de dimensao pcz(x™)—pucz(x)—1. Se
poz(a7) = poz(a®) e a= # xt, entdo M(z~,z", H,J) =0, e portanto M(z~,z*, H, J) = 0.

Considere os pontos 2,27 € Cr(Ay) tais que pcz(x™) — poz(zt) = 1. Em [4] e [34] é
demonstrado que nesse caso M (x7,a%, H,J) é uma variedade compacta de dimensao zero, e

portanto é um conjunto finito. Esse resultado é formalizado na proposicao a seguir.

Proposicao 7.1.29. Se (H,J) é um par reqular, entio o quociente ./(/l\(x_,x*,H, J) é um

conjunto finito para cada par x=,xt € Cr(Apy).

7.2 O Complexo de Floer e a Conjectura de Arnold

Seja (M,w) uma 2n-variedade simplética e H : M x R — R uma fungdo Hamiltoniana

dependente do tempo nao degenerada e uma estrutura complexa J. Fazendo uma perturbacao
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dessa Hamiltoniana, caso seja necessario, pode-se supor que o par (H,J) é regular. Suponha

que M satisfaca as condigoes 6.2.2 e 6.2.3. Defina

Cr(Ay) ={y € Cr(Ag) : poz(y) = k.

Considere C{'(M,Zy; H, J) o espago vetorial sobre o corpo Z, e gerado pelos elementos
ze O (Ag).

Por simplicidade, denote Cf (M, Zy, H, J) por C}'(H, J). Comisso, C¥'(H,J) =@, C{ (H,J)
é um espaco vetorial sobre o corpo Zs e graduado pelo indice de Conley-Zehnder pcy.

A Proposi¢ao 7.1.29 afirma que, dados x~,z7 € Cr(Apg), o conjunto ./T/l\(x_,er,H, J) é
finito. Com isso, denote o total de elementos de /\//\l(af, xt H,J) médulo 2 por n(z~,x™).

Considere o homomorfismo 9f : CF(H,J) — CF (H,J) de grau -1 definido em cada
gerador por

()= ny)y)
poz(y)=k—1

e estendido por linearidade.

O teorema a seguir mostra que o par (CI(H,.J),0") é um complexo de cadeias, e tal

resultado pode ser encontrado em [4] e [34].
Teorema 7.2.1. Se (H,J) é um par regular, entao 0% , o 0 = 0.

A Homologia de Floer da 2n-variedade simplética (M, w) é definida por

2n
HI(M;H,J) = H{(CI(H,]),0),

k=0
onde H}'(CT(H,J)) é o k-ésimo grupo de homologia do complexo CF'(H, J) da variedade M,

ou seja,

HE(CE(H, 1)) = g

Note que nas definigoes do complexo de cadeia e da homologia de Floer foram mantidas
as referéncias a funcao Hamiltoniana H escolhida para se realizar sua construcao. Contudo,
pode-se mostrar que a homologia de Floer nao depende de tal escolha, conforme o seguinte

resultado.

Teorema 7.2.2. Sejam (H,J) e (H',J') dois pares requlares. Entdo existe um homomorfismo

de cadeias induzindo um isomorfismo nas homologias de Floer
HY(M;H,J) = H (M; H', J').

As definicoes e resultados obtidos até aqui tiveram como objetivo a construcao de um
invariante topoldgico que fornecesse informacoes sobre a topologia da 2n-variedade M e, ao
mesmo tempo, de sua estrutura simplética w.

O préximo resultado, que pode ser encontrado em [36], permite que se recupere a homologia

singular da variedade a partir da homologia de Floer.
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O Complexo de Floer e a Conjectura de Arnold

Teorema 7.2.3. Se (H,J) € um par reqular, entao existe um isomorfismo natural entre a

homologia de Floer e a homologia singular de M
Hf(M, Ha J) = H*(M;ZZ)'

Com a defini¢ao da homologia de Floer e com o isomorfismo dessa com a homologia singular

da 2n-variedade, é imediata a demonstracao da Conjectura de Arnold.

Teorema 7.2.4. (Congectura de Arnold) Seja (M,w) uma 2n-variedade compacta e simplética.
Defina H : M x R — R uma fun¢ao Hamiltoniana 1-periddica e suponha que as solucoes 1-
periddicas do sistema Hamiltoniano sejam ndo-degeneradas. Entdo o nimero de solugoes N

desse sistema € limitado inferiormente pela soma dos niumeros de Betti de M, isto é:
2n
i=0

onde B;(M) é a dimensdo do i-ésimo grupo de homologia singular de M.

O Pela Proposicao 6.1.18 pode-se afirmar que Cr(Ag) é um conjunto finito, logo Cr'*¥)(Ay)
Cr(Apy) também o é. Denote a cardinalidade de Cr™(Ag) por N;. Com isso, N = 2510./\@ é
o total de pontos criticos do funcional de agao. Como CY'(H,J) é gerado por todos os pontos
criticos de ordem k, entdao N, > dim(HY (CF(H, J))). Como os grupos de homologia de Floer
e de homologia singular sio isomorfos (veja o Teorema 7.2.3), entdo dim(H} (CF(H,J))) =
dim(Hy(M;Zs) = pr(M). Portanto

2n 2n
N = ZM > Zﬂ](M)
§=0 j=0
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Apeéendice A
Complexificacao de Espacos Vetoriais

Seja V' um n-espaco vetorial real. Deseja-se construir um espacgo vetorial complexo a partir
de V' e uma forma de realizar essa construcao é tomando v € V e a + ib € C e efetuando
a multiplicacdo (a + ib)v = av + ibv. Porém, a multiplicacdo por ¢ ndo tem sentido nesse
contexto, ja que trata-se de um espago vetorial real. Pode-se contornar essa dificuldade tratando
a multiplicagao formal (a+ib)v = av+ibv como o par ordenado (av, bv), resultando na defini¢ao

de complexificagdo. As principais referéncias utilizadas foram [17] e [21].

Defini¢ao A.0.5. (Complezificagao do n-espago vetorial real V) A complexificagio do n-espago
vetorial real V' é o n-espago vetorial complexo Ve = V@BV munido da multiplicagao por escalares

(a +ib)(v1,v2) = (avy — bvg, buy + ave), onde a+ib € C e (vy,v9) € V.

Observacao A.0.6. Essa definicao tem como motivacao a sequinte situacao: supondo V com-
plezo, entdo V > (a+ib)v = (a+1ib)(vy+ivy) = avy —bvy+i(bvy+avy) — (avy —buy, buy +ave) €
Ve.

E possivel demonstrar que V¢ é um espago vetorial sobre C. De fato, basta mostrar que esse
espaco ¢ fechado pela operacao de adicao e multiplicacao por escalares, pois as outras operacoes
sdo triviais. Dados a+ib € C e v,u € V¢, entdo (a+ib)v+u = (avy —bvg, buy +ave) + (ug, ug) =
(avy — bvg 4+ uy, bvy + avy + uz) € Vi. As demais propriedades dos axiomas de espagos vetoriais

resultam imediatamente dessa.

Exemplo A.0.7. (Complezificagio de R) Definindo V = R tem-se que R é R & R munido
da operagio (a + ib)(z,y) = (ax — by, bz + ay). Assim, a identificacao (a + ib)(z,y) = (ax —
by, bx + ay) — ax — by +i(bx 4+ ay) € C nos dd o isomorfimo Rg 3 (z,y) — = + iy € C.

Exemplo A.0.8. Analogamente ao exemplo anterior, tem-se que as aplicagoes R > (x,y) —

r+iy € C" e Mypxn(R)e 3 (x,y) — x + iy € My, (C) também sdo isomorfismos.

Note que os espagos vetoriais V @ {0} e {0} & V sdo isomorfos a V. Com isso, a inclusao

iy 1 V < V¢ definida por iy (v) = (v,0) é chamada de mergulho padrao de V' em V.
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Complexifica-se os espacgos vetoriais reais, porém, as aplicacoes lineares entre tais espagos
vetoriais sao outros tipos de objetos a serem complexificados. O teorema a seguir afirma a uni-
cidade da complexificagao de aplicacoes lineares entre as complexificacoes de espagos vetoriais

reais.

Teorema A.0.9. (Complezificacio de aplicagies lineares) Seja ¢ : V. — W uma aplicagdo
R-linear entre espacos vetoriais reais de dimensdao finita. Entdo existe uma unica aplicag¢do

linear oc : Vo — We tal que iy o o = ¢ o iy, isto €, o diagrama abaixo é comutativo.

V2w

e

V(C TW@

O Defina ¢¢c @ Ve — We por pc(v1,v2) = (pur,pue). Como vy, vy € W, entdo
(pv1,0v9) € W W = We. Além disso, dados A = (a +ib) € C e (vy,v2), (ur,uz) € Vg
tem-se

oc(Mvr,v9) + (ug,u2)) = (plavy — bug + uy), p(bvy + ave + us))
= (apvr — bpvy + puy, bpvy + apvy + pus)
= (apvr — bpus, bpvy + apvz) + (Pur, pus)
= Apv1, pv2) + (pus, pus)

= Apc(v1,v2) + o (ur, ug).

Portanto ¢¢ é C-linear. Dado v € V tem-se (i o ¢)(v) = (¢v,0) = @c(v,0) = (pc 0iy)(v),
logo iw o ¢ = pc o iy. Por fim, suponha que exista ¢ definida por ¢ (vi,v2) = (¢'v1,¢'v2) €
tal que iy o ¢ = @ o iy, onde ¢’ : V. — W é uma aplicagao linear. Entao para todo v € V'
tem-se (iw o ¢)(v) = (pc o iv)(v) = (¢ oiv)(v), o que implica em (pv,0) = (¢'v,0). Como
v € V é arbitrério, entao ¢ = ¢', logo ¢¢ = ¢, demonstrando a unicidade. |

Considerando o corpo dos complexos como um espaco vetorial sobre R, serd mostrado que
o produto tensorial C ®r V' é equivalente a construcao da complexificacao feita anteriormente.

Esta construcdo serd utilizada na complexificacdo do 2n-espago vetorial simplético (V,w).

Teorema A.0.10. Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. A aplicacao fy : Ve —

C®gr V definida por fy(vi,v3) = 1 Qg v +1i Qg vy € um isomorfismo entre os espagos vetoriais

N

V@—>C®RV

complexos que faz o diagrama

comutar, onde iy (v) = (v,0) (¢ o mergulho padrdo) e j(v) =1 g v.
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O Dados z = (a +ib) € C e v,u € V¢ tem-se

fr(zv+u) =1®g (av1 — bvy +u1) + i @ (bvy + avy + ug)
=1 Qg (av; — bug) +1i ®g (bv; + avsy) + 1 R u1 + 1 Qg usg
= (a +1ib) @ v1 + (—=b+ia) ®r v2 + fv(u)
= (a+ib) @ v1 + (a +ib)i @ vo + fv(u)
= z2fv(v) + fv(u).

Portanto fy é C-linear. Além disso fy é injetora. De fato, dado u € Vi tal que fy(u) = 0,

entao 1 ®r up +1 Qg us = 0 e, portanto, u; = ug = 0.

se, e somente se, u = 0. Tomando um elemento w = (a + ib) g v € C ®r V e definindo
u = (av,bv) € V¢ tem-se que fy(u) =1 Qg av + 1 Qg bv = (a + ib) ®g v = w. Portanto fy é

sobrejetora. Logo é um isomorfismo.

Para todo v € V se tem que (fy oiy)(v) = fy(v,0) =1 &g v = j(v). Portanto o diagrama

¢ comutativo. [}

O conjugado de cada z = (a+1ib) € C é definido por Z = a —ib. Analogamente, o conjugado
de z®r v € C ®g V é definido por Z ®g v € C ®r V. Definindo v; = av e v, = —bv se tem
fv(v,v) =1 ®r v1 + 1 Qg v2 = a g v — ib g v = Z Qg v. Portanto, tem-se a identifica¢ao

entre os conjugados Ve 3 (av, —bv) — zZ®r v € CRr V.

Sejam k > 1 um inteiro e {V}}f:l um conjunto de espacos vetoriais de dimensao finita sobre
um corpo K. Sabe-se que o produto tensorial V] ®k - - - ®g Vi € um espaco vetorial de dimensao
finita sobre K. Além disso, sabe-se que, dado um W espaco vetorial também sobre K, tem-se

que W ok (V1 ®k -+ @k Vi) =W @k V] Rk - - - @k Vi.

Daqui em diante C ®g V' sera denotado por V para a complexificacao de V' via produto

tensorial.

Observagao A.0.11. Visto como espago vetorial complezxo, tem-se que {1} € uma base de C,
logo se tem que {1*} € uma base do dual C*, tal que 1*(1) = 1. Com isso, dado z = (a+1ib).1 €
C, tem-se 1*(z) = 1*((a + ib).1) = (a +ib)1*(1) = a + ib.

Sejam B = {e;}7_; uma base do n-espaco vetorial real V' e B* = {e;}"_, a base de seu dual

V* tal que €} (er) = djx. Definindo 1@ B = {1®g e;}7_; e 1" ® B* = {1* ®g €] }]_,, tem-se que
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1 ® B gera V. De fato, todo v € V pode ser escrito como

n
v = E Zj Qr Vj
J=1
n n
= E Zj ®R< E ijiel)
j=1 i=1
n
= E Zj0i QR €;

Ji=1

:iZZ{@Rei
—Z 1®Rez

onde z; = > 7, zjay; e z; estdio em C e v; €V,

Observagao A.0.12. Os elementosv € V do tipo v = z®gr « sdo chamados de vetores simples.
Foi visto anteriormente que os vetores mais gerais sao combinacoes lineares dos vetores simples.
Por esse fato, as aplicacoes lineares e multilineares estudadas nessa secdo serao avaliadas

apenas nos tensores simples.

Para simplificar a notagao, denotando os elementos das bases 1 ® B e 1* ® B* por {a;} e

{aj}, respectivamente.
Proposicao A.0.13. 1®B e 1"®B* sao bases de 'V e V*, respectivamente, tais que a,;'f(a,k) = dik.

O Por construgao 1 ® B gera V. Afirmo que B é linearmente independente pois, 0 =
Yoz = zi(l@e;) =3 :(bj i) (1®e;) =1®@ Y, bjej +i® Y-, ¢jej, o que implica que
>_jbjej = > ;cie; = 0. Logo, bj =¢; =0ez =0paral < j <k O isomorfismoV — V*
garante que B* é base de V*. Por fim, tem-se que aj(a,) = (1" ®g €})(1 ®r ex) = 1*(1)e](er) =
Oik- [ |

Como o produto tensorial real ®§:1Vj é um espaco vetorial real, entao sua complexificacao
serd o espaco vetorial complexo C Qg (®§:1 V) =2 C®g Vi ®r - @r Vi, pelo isomorfismo
anteriormente citado. Contudo, pode-se se mostrar que essa complexificacao é isomorfa ao

produto tensorial sobre os complexos ®f:1 V, a qual se denota por VK@,

Exemplo A.0.14. Sejam V um n-espaco vetorial real e B = {e] _, wma base ortonormal.
Supondo que V seja a complexificacao de V', entdo pela Proposi¢ao A.0.13 se tem que 1 @ B* €

uma base de V*. Com isso, dado T € V* ®@ V* ¢ possivel escrever T'= 3 1", T a; @ a;, onde
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TY € C. Dados v,u €V tais que v =1 Qg e u =y Qg B3, tem-se

T(v,u) = Z TVaf @ a;(v,u)

ij=1

= 3" Ta;(v)ai(w)

1,j=1

=) TY(1" @z €})(z @r o)(1" @p €])(y @ B)

ij=1

= 3 T (@)ei (@)1 e (9

ij=1

= i xyTijozlﬂj,

1,7=1

onde a; e B; sao as j-ésimas coordenadas de a, B € V.

Para estudar algumas caracteristicas dos auto-espacos do grupo simplético é preciso decom-
por esse espaco vetorial em soma direta de determinados auto-espacgos. Tal composicao sera
garantida pelo Teorema B.0.38, que depende de um espaco vetorial complexo como hipdtese.
Como consequéncia desse fato, é necessario um espaco vetorial simplético complexo e que seja
gerado a partir de um dado espaco vetorial simplético.

Nessa secao, viu-se que uma das construgoes da complexificacao de V' é o espago vetorial
complexo V. Dado (V,w) um 2n-espago vetorial simplético real, tem-se que w € V*®@V*. Sejam
B = {e, ]2-21 uma base de V e w” = w(e;, ¢;) as componentes da forma simplética nessa base.
Dessa definicao, tem-se que w” = —w?".

Utilizando as notacoes da Proposicao A.0.13, defina ) = Zl i wial ® a; € V'@ V*. Tem-se

que
Proposicao A.0.15. (V,Q) € um 2n-espago vetorial simplético sobre C.

(] Pelo Teorema A.0.10, tem-se que ¥V é um 2n-espaco vetorial complexo. Por construcao 2
¢ uma aplicacao C-bilinear. Como w” = —w’, tem-se que ) é anti-simétrica. Além disso, O
¢ nao degenerada. De fato, tomando v,u € V tal que v = r ®r @ e u = y Qg B tem-se, pelo
Exemplo A.0.14, que
2n
Qv,u) = Z wal ® a’(v, u)

3,j=1

2n
i
= E ryw" o, B;

i.j=1

2n
=y Z w(we;, aje;)

1,5=1

= zyw(a, B).
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Como w é nao-degenerada, entao €2 é nao-degenerada. Portanto, (V,2) é um 2n-espago vetorial

simplético sobre C. u

Observagao A.0.16. Note que Vo = {1 ®g v € V} € um subespago vetorial de V isomorfo a

R, Além disso, Qy, = w e Q é uma extensao continua de w.

Proposicao A.0.17. A complezificagio §2 de w pode ser decomposta em ) = g+ ik, onde g, k
sao ambas formas simpléticas definidas em V Além disso, g(v,u) = Re(Q(v,u)) e k(v,u) =

Im (Q(v,u)) para todo v,u € V.

[J O Teorema 3.3.9 garante que ) possui uma base simplética B. Pela Observacao 3.3.11
tem-se que a representacao matricial de €2 nessa base simplética é Jy. Suponha que V,U €

My, %2,(C) sejam as representacoes matriciais de v, u € V nessa base. Entao pode-se escrever

Qv,u) = V* ;U
= (Vi +iVo)* J5 (U + iUs)
= Vi Uy = V3 JgUs + i(V JyUs V3 JoUh)
w(vy,u1) w(v1,u2)

= td(vl, Ul) - W<U27 u2> +i(g‘}(vl7 uQ) - w(v27 ull)

~\~ g

g(v,u) k(v,u)

= g(v,u) + ik(v,u),

onde foi feito v;,u; € V e V;,U; sendo a representacao matricial de cada um deles para j €
{1,2}. Tem-se que g,k : V x V — R sao aplica¢oes C-bilineares e anti-simétricas pois sao
combinacoes lineares de aplicagoes C-bilineares anti-simétricas. Pelo mesmo argumento, g, k
sdo nao-degeneradas. Como a decomposi¢ao Q(v,u) = Re(Q(v,u)) + iIm (Q(v,u)) ¢é unica,
entao g(v,u) = Re(Q(v,u)) e k(v,u) = Im (Q(v,u)). [

Corolario A.0.18. Para todo v,u € V tem-se que Q(v,u) = —Q(u,v).
[J Analogamente a demonstracao da proposicao anterior

= VI JSUy + Vi JUs + i(V JEUy — Vi JSUL)
= Re(Q(v,u)) + i Im (Q(v, u))

) Qv,a) = (Vi + Vo) J5(Uy — ily)
= VI JUL + V3T Uy — i(VEJEU, — Vi JEUY)
= Re(Q(v,u)) —iIm (Q(v, u))
00w,
Portanto, Q(v,u) = —Q(u,v). |
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Proposigao A.0.19. Seja B = {e, f} uma base simplética de V. Entio B = {€, f} ¢ uma base

simplética de V.

0] Tem-se que a aplicagao de conjugacao V 3 z®v — zZ®v € V é um isomorfismo. Logo, leva

base em base. Como B é uma base simplética, tem-se Q(e;, e;) = Q(f;, £;) =0 e Q(e;, f;) = d;5.

Com isso, fazendo e; = z; ®g v;, e pela Proposicao A se tem (e;,€;) = Ziz;w(v;,vj) =
zizjw(vi,v;) = Qe;,e;) = 0. Com argumento andlogo pode-se ver que 2(€;,€;) = 0 e
Q(e;,€;) = 6;;. Logo, B é uma base simplética. [

Um operador linear 7' : V — V pode ser escrito como T = A\ ®g A, tal que T(v) =
A®g A(z ®r @) = Az Qg Aa, onde X € C e A é um operador linear A : V — V. Com isso, T

esta bem definido.

Definigao A.0.20. (Transformagdao simplética) Seja (V,2) um 2n-espaco vetorial simplético

sobre C. Um operador linear T : V — V' € uma transformacdo simplética se
Q(Tu, Tv) = Qu,v)
para todo u,v € V.

Suponha que T = 1 ®r A para algum operador linear A : V — V. Como T é uma
transformacao simplética, entao A é uma transformacao simplética. De fato, tomando u =

TR®raev=yRg [fem )V tem-se que Tu =2 Rr A e Tv =y R A
2n
Q(Tv, Tu) = Z wal @ ai(Tv, Tu)
ij=1
2n
= Z w'a; ® aj(r ®r Ao,y Qr AB)

4,j=1

2n

= Z zyw” e} (Au)el(Av)

ij=1

= zyw(Aa, AB).
Tem-se que Q(Tu, Tv) = Q(u,v) o que implica que zyw(Aa, AS) = zyw(a, f). Como o, 5 €V
sao arbitrarios, entao A é uma transformacao simplética. A reciproca é imediata.

Adotando a notacao da convencionada na Secao 3.3, pode-se enunciar o seguinte resultado:

Proposicao A.0.21. Seja {e, f} uma base simplética de V. Entdo para um dado v = vrye +
vy f €V tem-se que Q(T,v) = i2Im ((T), v())) € iR.

O Seja {e, f} uma base simplética de V. Tomando v = v(1ye + v f, tem-se

(v, v) = (D), ve) — (), vw)
= (B), (@) — (V@) o)
= (U, v) — (T, ve)
= i2Im ((U(), v())) € iR,

onde foi usada a notagao da Segao 3.3. |
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Definigao A.0.22. (Grupo simplético complexo) O grupo simplético complexo Sp(V) C GL(2n,C)

de V ¢ o conjunto das matrizes associadas as transformagoes simpléticas definidas em V.
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Apéndice B
Preliminares de Algebra

Nesse apéncide serao apresentados alguns resultados preliminares necessarios para o es-
tudo da topologia de Sp(R?") e do conjunto das estruturas complexas J(V,w). As principais
referéncias para o conteido aqui desenvolvidos sao [17] e [19].

Sejam V' um n-espaco vetorial real, B = {e;}}_, uma base ordenada e f : V' x V' — R uma
aplicacao bilinear. Definindo A como a matriz de f na base B, isto é, A;; = f(e;, e;), pode-se
mostrar que f é positiva-definida se, e somente se, a funcao ga : M,x1(R) x M,x1(R) — R,
definida por g4 (U, V) = U'AV, é positiva-definida.

Definicao B.0.23. (k-subdeterminante) O k-subdeterminante de A € My, (R) ¢é
All ce Alk

dety(A) = det e , 1 <k<n.
Akl Akkz

Teorema B.0.24. Sejam V um n-espaco vetorial real, f :V XV — R uma aplicagao bilinear
e A a matriz de f na base ordenada B. Entao f é positiva-definida se, e somente se, A = Al
e dety(A) >0 para 1 < k <n.

Observagao B.0.25. Do teorema anterior pode-se afirmar que, se A é diagonalizavel, todos

0s seus auto-valores sao positivos.

Note a relagio f(u,v) = 3, juv;flei,e) = 32 uivjAiy = U'AV = g4 (U, V), onde U,V

sao as representacoes matriciais de u e v, respectivamente. Assim, tem-se a seguinte definicao.

Definicao B.0.26. (Matriz positiva-definida) Se uma matriz A € M, xn(R) € tal que ga(U, V') >
0 para todos U,V € M1, entao diz-se que A € positiva-definida. O conjunto de todas as ma-

trizes em M, (R) positivas-definidas é denotado por Sym.y(n) .
Supondo que o(A) seja o espectro de A, entao E) é o auto-espago de A associado a A € o(A).

Defini¢ao B.0.27. (Poténciacao de matriz) Sejam V um n-espago vetorial real, A : V. — V um
operador linear diagonalizavel. Dado o € R o operador linear A“ : V. — V ¢é o operador definido
por A* = B~ Ydiag{\y, ..., S, } B, onde B é a matriz tal que A = B~ diag{)\, ..., Xa, } B.
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Observacao B.0.28. Note que, para um dado v € E), tem-se A% = A\*v, logo v € FEja.
Portanto, E\ C Eja.

Observagao B.0.29. Denotando D = diag{)\{, ..., S, }, tem-se da defini¢io que
(Aa)t — BtDt<Bfl)t — BtD(Bt)fl — (At)a.

Definigao B.0.30. (Matriz ortogonal) O conjunto O(n) = {A € GL(n,R) : AA* = Id} ¢

denominado conjunto das matrizes ortogonais.

Observacao B.0.31. O conjunto das matrizes ortogonais forma um grupo com a opera¢ao de

multiplicacao de matrizes.

Uma matriz A € M, 5, (R) é uma matriz normal se A*A = AA". O resultado seguinte é uma
caracterizacao dessas matrizes utilizando matrizes ortogonais e matrizes positivas definidas.

Sua demonstragao pode ser encontrada em [19].

Lema B.0.32. (Caracterizacdo matriz normal) Seja A € My «n(R) uma matriz normal. Entao
existem uma matriz diagonal D € M, ., (R) positiva-definida e uma matriz O € O(n) tais que

A= 0ODO". Nesse caso, seus auto-valores sao positivos.

Observagao B.0.33. No caso de uma matriz compleza A € M, «,(C) tem-se a decomposi¢ao
A=U*DU, onde U € U(n).

Lema B.0.34. (Raiz de matriz normal) Sejam V' um n-espago vetorial e A € M, x,(R) uma

matriz normal, entdo existe uma tnica P € Sym, (n) tal que A = P2.

0 Como A é normal, entao pelo Lema B.0.32 pode-se escrever A = ODO?, onde D = (Dy;)
¢ uma matriz diagonal com entradas positivas e O € O(n). Logo se pode definir C' € GL(n,R)
como sendo C' = (v/Dy), o que implica em C? = D. Definindo P = OCO! se tem P? =
OCO'0OCO! = OC*0! = ODO! = A. Tem-se que P! = (OCOY)! = OCO! = P, pois C ¢é
diagonal. Além disso, P é semelhante a uma matriz diagonal, entao pelo Teorema B.0.24 se

tem que P € Sym,(n). A unicidade vem do fato de que C? = D ¢ tinica, logo P é tinica. W
Observagao B.0.35. A matriz do Lema B.0.34 é chamada raiz de A e € denotada por P = v/ A.

O seguinte teorema é de grande importancia pois é fundamental na caracterizacao do grupo
simplético e investigacao de sua topologia. Um caso mais geral que pode ser encontrado em
[19].

Teorema B.0.36. (Decomposicao polar) Se (V,(,)) € um n-espago vetorial real com um produto
interno positivo-definido e A € GL(n,R), entdao pode-se escrever A = PO onde P € Sym4(n)

e O € O(n). Além disso, essa decomposicdao € tnica.
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O Por construcao tem-se que AA' é normal. Entdao pelo Lema B.0.34 existe uma tnica
P € Sym.(n) tal que P> = AA?, isto é, P = v/AA!. Como P é invertivel, pode-se definir O =
P71A. Veja que OO = P7TAAYP Y = P7TAAYPY) ™! = P1AAP~ = p1p2p~t = ]4,
logo O € O(n). Pela unicidade de P tem-se que O = P~'A ¢é tinica. Portanto A = PO, onde
P € Symy(n) e O € O(n) sdo tnicas. [

Corolario B.0.37. (Decomposi¢ao polar anti-simétrica) Considere as hipdteses no Teorema
B.0.36 e tome A € GL(n,R) uma matriz anti-simétrica. Entao A = PO, onde P € Sym(n),
O € O(n) com O* = —Id e O' = —O.

O Tem-se que AA? é uma matriz normal, logo pelo Lema B.0.32 é diagonalizdvel e é possivel
escrever AA" = B diag{\,..., \,}B. Logo tem-se

(AAYY? = B~ diag{\}"?,... A/} B.

Portanto, P = (AA*)'/2 ¢ positiva-definida, logo P = P!. Sejam Dp e D4 as matrizes di-
agonais semelhantes a P e A, respectivamente. Afirmo que PA = AP. De fato, PA =
B'DpBB'DyB = B'D,DpB = B"'DsBB 'DpB = AP. Definindo O = P~ 'A tem-se
OO0! = PTA(PTA) = PTTAAY P = PTAA'P = P71P2P~! = Id, portanto O € O(n).
Além disso, O = PT'AP7'A = P72A%? = (AA")~' A? = —Id, onde foram usados a anti-simetria
e o fato de que P! comuta com A. Pelo Teorema B.0.36 a decomposicao A = PO é tinica. B

Seja T : V' — V um operador linear e V' um n-espago vetorial sobre os complexos. Suponha
que A € M,,(C) seja sua representacdo matricial. Mesmo que A seja invertivel, isso nao
garante que T seja diagnalizavel. Contudo, sob algumas hipdsteses, pode-se escrever A de um
modo que se assemelha a uma matriz diagonal, e com isso, decompoe-se V' como soma direta
de subespacos vetoriais construidos a partir de T'. Essa construcao é chamada forma canonica

de Jordan e serd utilizada na andlise dos auto-valores do grupo simplético.

Teorema B.0.38. (Teorema Espectral) Sejam T : V' — V um operador linear e V um n-espago

vetorial complexo. Suponha que o polinomio caracteristico de T seja

em que \j € o(T) sejam todos distintos. Entdo existem subespagos V; C V com 1 < j < k

mvartantes por T tais que
V=FE & - &E.
Além disso, dim(E;) = nj, o polinomio de T|g, € mj(A) = (A= X;)™ e E; = ker(T — \;)™,

em que 1 <my; <n; € a ordem da matriz que representa T|p;.

Definigao B.0.39. (Auto-espagos generalizados) Sejam A como no teorema anterior e A €

o(A). O X-auto-espago generalizado de A é o conjunto Ex =, o ker(A — A)".
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Apéndice C
Fibrados Vetoriais

Mais detalhes sobre fibrados vetoriais podem ser encontrados em [20], [30] e [38].

Definigao C.0.40. Um n-fibrado vetorial diferencidvel n sobre um espaco topolégico B € uma

quintupla n = (E, B, 7, F,G) formada por:

1. uma variedade diferencidvel E chamada espaco total,
2. uma variedade diferencidvel B chamada espago base,
3. um n-espaco vetorial F' chamado fibra.

4. uma aplicacio sobrejetora m : E — B chamada proje¢io. A pré-imagem n=(b) = [, = F

chamada fibra em b € B,
5. um grupo de Lie G, chamado grupo de estrutura, o qual age a esquerda em F,

6. em que eziste uma cobertura por abertos {U,;}ie; de B e uma familia de difeomorfismos
¢ Uy x F — 771 (U;) tal que (m o ¢;)(b, f) = b. A aplicagdo ¢; é chamada trivializagao

local,

7. a aplicagao ¢;p : ' — F, definida tal que ¢;p(f) = ¢i(b, f) é um difeomorfismo. Na
interseccao U; NU; # 0 € exigido que t;;(b) = gzﬁl_bl o¢jp : = F é um elemento de
G. Entao ¢; e ¢; estao relacionados pela aplicacao suave t;; : Uy NU; — G tal que

0 (b, f) = ¢i(b,t;;(b) f). As aplicagées t;; sio chamadas fungoes de transicdo.

Um n-fibrado vetorial diferencidvel n é um fibrado trivial quando todas as fungoes de
transicao coincidem com a aplicacao identidade. Nesse caso o espago total £ ¢ homeomorfo a
B x F.

Exemplo C.0.41. Sejan = (E,S', 7, R, G) um 1-fibrado vetorial com as fibras sendo a reta R e

G o grupos das transformagoes lineares em R que preservam sua orientag¢ao. Sejam Uy = (0, 27)
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e Uy = (—m, ) uma cobertura de S*. Entao Uy N Uy = (0,7) U (m,2m). As trivializagoes locais
500

o1 (b) = (0,1), 63" (b) = (6,1)
para @ € UyNUy et € R. A funcgdo de transi¢ao t15(0) = 0. Portanto t1o = Id en € um fibrado

trivial.

Daqui em diante o grupo de estrutura serd G = GL(n,R) e um n-fibrado vetorial sera

denotado por n = (F, B, ).

Exemplo C.0.42. (I-Fibrado vetorial) Sejam E = S' xR, B = S, F, = R para qualquer
be S'!CcRenm: S xR — S tal que n(b,e) = b € S*. Entio n = (S' x R, S, 7)
¢ um fibrado vetorial. Além disso, n € um fibrado vetorial trivial pois, tomando os abertos
St = SN{(0,1)} e S~ = SI\{(0,—-1)}, tem-se as projecies m1(ST) = ST xR C E, e com
isso, (STXR)U(S™ xR)=(STUST)xR=S'xR=F.

Exemplo C.0.43. (Fibrado tangente) Sejam M wuma variedade suave n-dimensional. Defi-
nindo B = M, dado q € M se tem as fibras F, = T,M e o espaco total € TM = {(q,v) :
g€ M,veT,M}. A triplan= (TM,M, ), denominada fibrado tangente de M, é localmente

trivial, portanto € um fibrado vetorial.

Os fibrados tangentes 1 serao denotados por T'M.

Seja T'M um n-fibrado tangente de uma n-variedade diferencidavel M. Uma secao de TM é
uma aplicacao suave s : M — T'M tal que wo s = Id.

Os campos vetoriais definidos em M podem ser vistos como secoes do fibrado tangente T'M
do seguinte modo: tome X € X(M) e defina sy a segdao do fibrado tangente por sx(b) =
(b, X(0).

Definigao C.0.44. (Pullback de fibrado) Sejam B, B" dois espagos topoldgicos, n = (E', B, ')
um n-fibrado vetorial e f : B — B’ uma aplicacdo continua. Defina E C B x E' como sendo
o conjunto {(b,e) : b € B, e € "~ 1(f(b))}. Além disso, defina o mapa de projegio w: E — B
tal que w(b,e) =b. O pullback de n por f € a tripla f*n = (E, B, ).

Observagao C.0.45. Seja v : R — M um caminho continuo na variedade M. Entao o
pullback v*TM € o conjunto {(v(t),X(v(t))) : X € X(M) et € R}. Note que, v*'T'M é um
2n-fibrado vetorial cujas fibras sio Ty M para cada t € R e o espago base é y(R) C M. De
fato, se m: v*TM — ~(R) e o mapa de projecao desse fibrado, entao w(y(t),Y (y(t))) = v(¢)
e T 1 (y(t)) = TyyM para todo t € R. Com isso, toda se¢io sx : y(R) — v*T'M dada por
sx(v(t)) = (v(t), X(y(t))), pode ser vista como a restri¢io de alguma se¢do sx : M — TM ao
subconjunto v(R) C M, isto é, sx = sx/|,. Logo, X = X'|,.

Lema C.0.46. (Composi¢cao de pullbacks) Sejam n = (E,C,m) um n-fibrado vetorial, A, B,C
espagos topoldgicos, f: A — B e g: B — C fungoes continuas. Entao (go f)*n= f*(g*n).
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O Como go f: A— C é continua, logo (g o f)*n = (Egr, A, Tger) ¢ um n-fibrado vetorial
onde as fibras sdo dadas por F(gef)a) = 7 *((go f)(a)). Tem-se que g*n = (Ey, B, m,), f*(g*n) =
(Ey, A, my), e suas fibras sdo dadas por Fypy = m'(g(b)), sendo que b = f(a), logo Fy(s(ay) =

7 ((go f)(a)), que é uma fibra de (g o f)*n. Como o espago base, as fibras e as projecoes de

(go f)'ne f*(g*n) coincidem, entdao f*(g*n) = (go f)*n. L

Lema C.0.47. (Pullback trivial) Se n = (E, B, ) é um n-fibrado vetorial trivial, A um espago

topoldgico e f : A — B uma funcgao continua, entao f*n é trivial.

Os seguintes resultados dao uma relacao entre os fibrados vetoriais obtidos pelo pullback de
aplica¢oes homotépicas e podem ser encontrados em [30] e [38].

Sejam 1’ = (E', B',7"),n = (E, B, ) dois fibrados vetoriais. Uma aplicacdo suave f : E' —
F é chamada mapa de fibrados se f é uma sobrejecao de cada fibra F) de ' em cada fibra Fy

de 1. Entdo f induz uma aplicacdo suave f : B’ — B tal que f(p) = ¢. Com isso, tem-se a

comutatividade 7 o f = f o #/, ilustrada no diagrama a seguir.
Jo AN

1T

B ——B

Sejam 71’ e n dois fibrados vetoriais sobre o mesmo espaco base B. Entao n' e n sdo ditos
fibrados vetoriais equivalentes se a aplicacdo induzida pelo mapa de fibrados f é a identidade,
isto é, f = Idp.

Teorema C.0.48. Sejam A, B dois espagos topolégicos, n = (E, B,7) um n-fibrado vetorial e
f,g9: A— B duas aplicagoes homotopicas. Entao f*n e g*n sao fibrados vetoriais equivalentes

sobre A.

Corolario C.0.49. Sejam n um n-fibrado vetorial sobre um espago base contrdtil. Entao n é

trivial.

O Sejam B um compacto contratil, n = (E, B,p) um n-fibrado vetorial e {*x} C B um
conjunto unitario. Como B é contratil, entao existem f : B — {x} e g : {*} — B tais que
fog = 1Idy e go f ~ Idg. Pela definicio tem-se que g*n = (£, {*},p') é um n-fibrado
trivial e pelo Teorema C.0.48 tem-se (g o f)*n é equivalente a Idjn = 7. Pelo Lema C.0.46
(go f)*n = f*(g*n) é trivial pois ¢g*n é trivial pelo Lema C.0.47, logo n é equivalente a f*(g*n)

e n é trivial. |

Corolario C.0.50. Se n é um n-fibrado vetorial sobre D™ = {x € R" : ||z|| < 1}, entdo n é

trivial.
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Apendice D
Variedades Riemannianas

Essa secao contém algumas defini¢goes e resultados em geometria Riemanniana que serao
utilizados em diferentes pontos do trabalho. Uma explanacao detalhada pode ser encontrada
em [12].

Definicao D.0.51. (Variedade Riemanniana) Seja M wma n-variedade diferencidvel. Uma
métrica Riemanniana € uma 2-forma simétrica g € Q*(M) tal que g, : T,M x T,M — R €
um produto interno positivo-definido para todo p € M. O par (M, g) é chamado n-variedade

Riemanniana.

O conceito de conexao afim estd intimamente relacionado com a forma de comparar um
campo vetorial Y avaliado em pontos distintos da variedade M. Uma dessas estratégias é se
comparar o campo Y ao longo de um dado caminho v : [0,1] — M. Esse procedimento é
chamado transporte paralelo de Y ao longo de 7, e uma boa discussao pode ser encontrada em
[30]. Uma generalizagao dessa defini¢ao é a analise do comportamento do campo Y na diregao
de um outro campo vetorial Y, chamada conexao afim, denotada por VxY . Além disso, pode-se
mostrar que a conexao afim é uma generalizacao do conceito de diferenciacao usual.

Seja X(M) o conjunto dos campos suaves definidos na variedade M. Esse conjunto pode

ser visto como um mddulo sobre o sobre o anel C* (M, R).

Definicao D.0.52. (Conezxdo afim) Uma conexdo afim V definida em uma n-variedade di-
ferencidvel é uma aplicagio V : X(M) x X(M) — X(M), (X,Y) — VxY, tal que, dadas
fihe C*(M,R) e X,Y,Z € X(M) satisfaz as sequintes propriedades:

1. fo+hyZ = fVxZ + hVyZ
2.Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ
3. Vx(fY)=X(f)Y + fVxY.

Observacao D.0.53. Sejam (U, ¢) uma carta local em p € M, onde (x1(q),...,x,(q)) € a

parametrizacdo local, e {01, ..., 0y} referencial ortonormal local, onde 0; = 0/0x;. Os simbolos
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de Christoffel Ffj sao definidos por
V,0; = Z %0y
Pode-se mostrar que, dados X =Y X;0;,Y =Y Y;0; € X(M), tem-se que

VY = Z(nyk + XY ) 0

=3 (30 xai) +virh))a
= n (VxY)*o,

Com isso, tomando X = 0;, o operador linear Vg, : X(M) — X(M), dado por

VoY = Z (Vi) + Y;T5) 0,
k,j=1
generaliza o conceito de derivada direcional em espacos euclidianos. De fato, supondo M = R",
pode-se mostrar que os simbolos I‘fj sao fungoes suaves e I’fj (p) = 0 para todo p € R"™ (veja em

[12]). Portanto,
VoY =Y (Vi)

Sejam um v : [ C R — M caminho suave definido no intervalo I e v = ‘2—Z seu campo
de velocidades. Um campo X € X(M) é dito paralelamente transportado ao longo de v se
V,X = 0. Além disso, o caminho v é chamado geodésica em ¢, € R se o seu campo de
velocidades é paralelamente transportado ao logo dele mesmo no ponto t = tg, isto é, V,v = 0.

Se v é uma geodésica em todo t € I, entao diz-se que 7 é uma geodésica. Pode-se mostrar

que se v ¢ uma geodésica, entao |[v(t)|| = /gy (v(t),v(t)) é constante. Mais detalhes sobre
podem ser encontrados em [12] e [30].

O comprimento de arco de um caminho suave v : [0, 1] — M é definido por

0= [ |15l

Se o caminho 7 é uma geodésica, entao L(vy) = ||v]].
A seguinte proposicao é necessaria para a definicao da aplicagao exponencial que sera apre-

sentada a seguir e pode ser encontrada em [12].

Proposicao D.0.54. Dado p € M, existem uma vizinhanca V de p em M, um niumero € > 0,
U=A{(qv)eTM:qeV, veT,Mellv|| <e} euma aplicacio suave vy : (—2,2) x U — M
tal que t — y(t,q,v), € a Unica geodésica de M onde v(0,q,v) = q, v = %V(O,q,v) para todo
qeV etodoveT,M com |[v]| <e.

138



APENDICE D. VARIEDADES RIEMANNIANAS

Definigao D.0.55. (Aplicagdo exponencial) Seja U um aberto do fibrado tangente T M, con-
forme a Proposicao D.0.54. A aplicacao exp : U — M definida por

exp(p,v) = (1, p,0) = y(|[v]], p,v/|[v]])
¢ chamada aplicacao exponencial em U.

Fixado um ponto p € M, defina exp, : T,M — M por exp,(v) = exp(p,v). Com isso,
expp(v) ¢ o ponto de M que é conectado a p por uma geodésica com comprimento de arco igual

a [|[v|| e tem a dire¢ao de v. Além disso, tem-se que

dexp,
dt

d d
(t0)li=0 = Z (L2, t0) |0 = ZH(E,p, V)]0 = v.

A proposigao a seguir, que pode ser encontrada em [12], tem sua importancia na demons-

tracao de outros resultados do texto.

Proposicao D.0.56. (Difeomorfismo exponencial) Seja exp, : T,M — M a aplicagio expo-
nencial. Entdo existe uma bola aberta B.(0) C T,M de raio € > 0 e centro em 0 € T,M tal que

a restrigdo exp,, |, (o) : Be(0) = W C M € um difeomorfismo sobre algum aberto W C M.

Definigao D.0.57. (Campo gradiente e a Hessiana) Sejam M uma n-variedade diferencidvel
Riemanniana e f € C*(M,R). Entdo o gradiente de f € definido como sendo o campo vetorial
VfeX(M) tal que Dyf(v) = g,(Vf(p),v) para todo p € M e todo v € T,M. A Hessiana de
f emp € a aplicagdo bilinear H,(f) : T,M x T,M — R dada pelo diferencial do gradiente de
[, isto é, Hy(f) =D,V f.

Defini¢ao D.0.58. (Merqulho de variedades) Sejam M, N m,n-variedades diferencidveis, res-
pectivamente. Uma aplicagao diferencidvel : M — N € uma imersao se Dy, : TyM — Ty N
¢ injetora para todo p € M. Diz-se que v é um merqgulho se for uma imersao e um homeomor-

fismo sobre (M) C N, na topologia induzida por N.

O seguinte teorema permite tratar uma variedade diferencidvel como um subconjunto de
algum espaco euclidiano de dimensao suficientemente grande. Sua demonstracao pode ser

encontrada em [16].

Teorema D.0.59. (Mergulho de Whitney) Toda variedade n-dimensional pode ser mergulhada

em R2n+1,
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Apéndice E

Espacos de Sobolev

E.1 Distribuicoes

Muitos problemas de anélise cldssica tiveram suas origens na modelagem de sistemas fisicos,
tais como: a dinamica de uma corda vibrante, a propagacao do calor em um meio condutor,
a descricao de um oscilador com uma forca externa, etc. Contudo, em alguns desses modelos
surgiram objetos matematicos cuja definicao nao fora sistematizada. Por exemplo, sabe-se que
uma distribuigao de carga elétrica é a fonte de um campo elétrico, sendo esse campo a solucao

de uma das equacoes de Maxwell expressa por
V.E(z) = p(),

onde E : R — R?® é 0 campo elétrico, V.E é o divergente de E e p : R* — R é a densidade
de carga, ambas aplicagoes de classe C'"°. Sejam q : m C R? — R a funcao carga elétrica
definida na bola fechada de raio ¢ > 0 centrada em zy € R3, tal que qlspp = 0, onde 9B ¢ a
fronteira de B = B.(z0). A funcdo de distribuicio da carga é definida por p(z) = q(z)/V (e),
onde V(e) = [5dx é o volume de B.

O problema surge em modelos fisicos em que se toma o limite lg% V(e) = 0, para descrever
uma densidade de carga pontual. Para modelar esse sistema foi introduzido o simbolo ¢ que
satisfaz as seguintes propriedades:

[ a0 =1 fan) = [ fa)sla =)
para toda funcao nao-nula em um compacto de R3. Com isso, pode-se escrever a densidade de

carga elétrica como

i 4@
plr) = £—>0 V(e)

onde gy = [gs q(x) é a carga total do sistema. Definida dessa forma, p ¢ de fato uma densidade

[ o= [ w0 =
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Portanto, tem-se o problema de EDP
V.E(x) = qd(z — x),

cujas solucoes podem nao existir no sentido usual, mas podem ser determinadas usando distri-
buigoes, como serd mostrado a seguir.

Nesse apéndice serao apresentadas algumas definicoes com o objetivo principal de definir os
espacos de Sobolev.

Sejam f : Q — R uma funcao e 2 C R™ um aberto. O suporte de f é o definido por
supp(f) = {z € Q: f(x) #0}. O conjunto D() C C*(Q) das fungoes de classe C* e com

suporte compacto em () é chamado de espaco de fungoes teste.

Observacao E.1.1. E possivel mostrar que o espaco das fungoes de teste D()) forma um

espago vetorial real, veja [14).

Seja (P(€2) o conjunto das fungdes Riemann integraveis em 2 tais que

| @ < .

Sejam f,g € IP(Q) e Q(f, g) = {z € Q: f(z) # g(x)}. E dito que f ~ g se Q(f, g) possui

medida nula.

Definigao E.1.2. (Espacos LP()) O quociente LP(2) = [P(Q2)/ ~ € chamado espago das
fungoes p-integrdaveis. O congunto L () ={f:Q =R : f e LP(K),VK C Q compacto} é

loc

chamado espaco das fungoes localmente p-integrdveis.

E possivel mostrar que LP(£2) é um espago vetorial real e, munido da norma

170 = ( [ 1)

forma um espago de Banach para 1 < p < oo, veja [7].

Observacgao E.1.3. No caso em que p = 2 tem-se que L*(Q) é um espaco de Hilbert, o que estd
demonstrado em [22], ou seja, é um espago vetorial munido de um produto interno positivo-

definido e completo na métrica gerada por esse produto interno.

Dada f € C*(2), denote a j-ésima derivada parcial df/dx; por 9;f. Um g-multi-indice ¢
uma g-tupla o = (v, ..., ), onde oy € N para 0 < i < ¢ e seu comprimento é definido por
la] = 3", ;. Sendo f um g-multi-indice, entdo a+5 = (g + 1, ..., 0+ 0,) e « < fse a; < f;
para todo 0 <7 < ¢g. O operador multi-diferencial é definido por

olel f

- a1 Qg
Ox" ... 0xq

" f(x) (),

onde |a| < k.
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Definicao E.1.4. (Espaco das distribui¢oes) Seja @ C R™ um aberto. O espago das dis-
tribuigoes D'(2) € o espago dual de D(SY). Mais precisamente, € o conjunto dos funcionais
lineares f : D(2) — R que sdo continuos no sentido de que, para todo compacto K C Q) existe

um inteiro p e uma constante C' tal que, para todo ¢ € D()) com suporte em K, tem-se que

[ <C sup  [9%(x)].

€K, |al<p

Pode-se identificar uma fungao localmente integréavel com um elemento de D'(2) do seguinte

modo: seja f € LY () e tome funcional linear

:Lf@ﬁ@)

Sejam ¢ € D(Q) e K = supp(¢) C Q. Eimediata a cota superior |¢(z)] <  sup  [0%(z)| =
2€K |a|<0

sup |¢(x)]. Usando o fato que C = [ |f(x)| < 0o, tem-se

95(0)| = | [ f)oto

- | [ s
s[Qﬂ@M@)

< sup [0%(x I/!f

zeK,|a|<p

<C sup [0%(x)

€K |a|<p

Portanto, gf € D’'(§2). Com isso, pode-se mostrar que a aplicagao g : L] (©2) — D'(§2) definida
por g(f)(¢) = g¢(¢) é um operador linear injetor.
Denote a aplicagao g : Lj .(2) — D'(Q) por g(f) = (f,.).

Definigao E.1.5. Sejam gy € D'(2) e a wm k-multi-indice. A a-diferenciagao de g € definida

por

0%gp(9) = (0°f, 0) = (=1)1°I(f,0"¢)

para todo ¢ € D(Q). Quando existir 0*f € LY () satisfazendo a equagdao anterior diz-se que

a derivada da distribuicao existe no sentido fraco (ou sentido distribucional).

Definicao E.1.6. (Delta de Dirac) A distribuicao 6 € D'(Q2), chamada Delta de Dirac, é
definida por (3, ¢) = ¢(0), para todo ¢ € D(Q).

Exemplo E.1.7. (Fun¢ao de Heaviside) A funcdo 6 : R — R definida por

wmz{l’xzo,

0, <0
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¢ chamada funcao de Heaviside.
Note que 00 = 6 € D'(Q2). De fato, é imediato que 0 € localmente integrdvel, logo 6 € D'(R).
Dado ¢ € D(R) e definindo K = supp(¢), tem-se que

(00, ¢) = —(0,00)

/9 )do(x

- /K dola)
— ()| "

— (0)

— (5,9),

onde foi usado o fato que, por ter o suporte compacto, entio lim,_,, ¢(x) = 0. Como ¢ € D(R)

¢ arbitrdria, entao 00 =6 € D'(R).

Observagao E.1.8. O exemplo anterior permite sistematizar o problema fisico da densidade
puntual de carga escrevendo (V.E,.) = (qd,.) € D'(R?), onde a solugio dos sistema é um

elemento E € LP

P (R%R3). As solugoes de EDPs nesse contexto sao chamadas solugoes fracas.

E.2 Espaco de Sobolev W

Defini¢ao E.2.1. (Espaco de Sobolev) Seja Q C R™ um aberto e fize k,p € Z, onde 1 < p < 0o
e 0 < k. O espago de Sobolev W*P(Q) é o conjunto das fungoes f: Q) — R tais que O*f existe

no sentido fraco e 0*f € LP(QQ) para todos os multi-indices o com || < k.

Quando existe g em LP(Q) satisfazendo a equacdo (f,3%¢) = (—1)l*l(g, #) para todo ¢ €

D(Q) diz-se que g = d*f. Logo W*? pode ser visto como um espaco de distribuicoes.

Definigao E.2.2. (Espagos de aplicagioes p-integraveis) Seja 2 € um aberto de R™. O espago

de LP(CQ;R™) € o conjunto das aplicagoes
FiQCR 5 R™
z = (fulx), -, frl2)
tais que f; € LP(Q) para 1 < j < k.

Definigao E.2.3. (Espaco de Sobolev Generalizado) Seja Q0 € um aberto de R™. O espago de
Sobolev WFP(Q; R™) € o conjunto das aplicagdes

fQCR"—=R"™
z = (fu@), . fil(@)

tais que f; € W'P(Q) para 1 < j < k.
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A importante proposigao a seguir estd demonstrada em [7].

Proposigao E.2.4. Os espacos LP(Q;R™) e WFP(Q; R™), munidos das normas

I = ([ S 150r) "

e = ([ 3 X irsr)”

J=1 |a|<k

respectivamente, sao espagos de Banach.
Observagao E.2.5. Da proposi¢ao anterior € imediato que ||f|lze < ||f]lwwe-

Exemplo E.2.6. (O espago WP(B;(0))) Sejam B;(0) C R™ a bola aberta centrada na origem
e f: B1(0) = R definida por f(z) = |z1|, onde x = (z1,...,2,). Afirmo que O°f,0'f existem
e sao elementos de LP(B1(0)). De fato, como f € continua e limitada na bola By(0), entdo a
integral fBl(O) f(z) existe. Note que f(x) < 1 para todo z € By(0). Com isso, fBl(O)(f(x))p <

fBl(O)f(x) <0 e

151 = (f, 15@P) = (] ) <o

Portanto, f € LP(B1(0)). Como 8°f = f, entao 0°f € LP(B1(0)). Defina g : By(0) - R

por

Como B1(0) é limitado e fBl(O) lg(x)P < fBl(O) dr < oo, entdo g € LP(B1(0)). Defina B* =
{z € B1(0) : 21 > 0} e B ={z € B1(0) : z; = 0}. Dado ¢ € D(B1(0)) tem-se que

B1(0)
= [ oo+ [ g+ [ gt
oo+ [ otetoter+ |,
LI
:Z;am+4}4wu>
=, oo =25
o], Grtomston +n50)

::[;wzax5\n¢<» téﬂmmn%??

~ o]} + fantoto)] [
0
:_<f’8_931 >7
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onde foi usado o fato que lim,, .+ ¢(x) =0, pois supp(¢) C B1(0) € um compacto. Portanto,
g= %f € D'(B1(0)) no sentido fraco e 8%1]” € LP(B(0)). E imediato que 2 f € LP(B4(0))
para 2 < j < n pois todas elas sio nulas. Com isso, 0“f existe e é um elemento de LP(B;(0))

para todo multi-indice o tal que |a| < 1. Portanto f € W1?(B(0)).

No caso em que Q2 C R" e n = 1, tem-se W'P(Q) C C°(Q) para p > 1. E no caso em
que n > 1 tem-se W'P(Q) C C°(Q) apenas para p > n. Contudo, o Teorema do Mergulho de
Sobolev (ou Teorema de Sobolev) garante que a inclusao em WP(Q) < LP(Q2) é um operador

compacto, o que pode ser encontrado em [7].

Teorema E.2.7. (Mergulho de Sobolev) Sejam Q CR™ e 1 < p < n. Entao WHP(Q) — LI(Q)
€ uma inclusio continua, onde 1/q = 1/p —1/n. Além disso, se Q for limitado com bordo OS2

de classe C', entao a inclusao é um operador compacto para 1/q > 1/p —1/n.

Observacao E.2.8. O teorema implica que existe uma constate C' > 0 tal que

para todo & € WHP(Q).
Os seguintes resultados podem ser encontrados em [4].

Teorema E.2.9. Sejam Q C R™ um aberto limitado com fronteira de classe C, k € Z tal que

k>1el<p<oo. Entao todas as inclusao a sequir sao continuas:
1. Sep < n/k, entdo WkP(Q) C L4(Q) com 1/q=1/p—k/n.
2. Se p=n/k, entao W*P(Q) C LY(Q) para todo q¢ > p.
3. Sep>n/k, entio W*P(Q) C L>=(Q).

Teorema E.2.10. (Rellich-Kondrachov) Sejam Q@ C R™ um aberto limitado e p < n. Entdo
existe uma constante C' = C(p,Q2) > 0 tal que, para cada & : 2 — R™, tem-se

[1€l]za0) < ClIEllwrne) para cadagq < — -

Além disso, para q < np/(n—p), a inclusio WHP(Q; R™) < LI(Q; R™) é um operador compacto.

E.3 Preliminares de Analise

Definicao E.3.1. Sejam A, B espacos normados. Um operador linear T : A — B ¢ um

operador linear limitado se existe uma constante C' > 0 tal que
I1T¢l] < ClIEll vE € A
Caso contrdrio, é dito que T' é um operador nao-limitado.
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Teorema E.3.2. (Teorema de Hahn-Banach) Seja f: B — R um funcional sublinear definido
no espago vetorial B. Suponha que g : Z C B — R seja um funcional linear tal que g(x) < f(x)
para todo x € Z. Entao g tem uma tnica extensao linear ¢’ : B — R tal que ¢'(x) < f(x) para

todox € Beg=4dly.

Sejam E e F' espagos de Banach e E* e ™ seus respectivos espacos duais. Suponha que
A:D(A) C E— F com o dominio D(A) denso em E. Defina o conjunto

DA ){f € F*:3c¢>0 tal que |f(Au)| < c||ul| Yu € D(A)}.

Pode-se mostrar que D(A*) é um subespago vetorial de F™*.

Dado f € D(A*), considere a aplicagdo g : D(A) — R definida por g(u) = f(Au). Com
isso, |g(u)| < ¢l||u|| para todo u € D(A). Pelo Teorema E.3.2 existe uma unica aplicac¢ao linear
h € E* tal que

|h(u)| < cllul| Vu e E e g = h|pa.

O operador linear nao-limitado A* : D(A*) C F* — E* definido por A*f = f’ é chamado

adjunto de A e satisfaz a relagao

f(Au) = (A" f)(u).

Teorema E.3.3. (Teorema da representacao de Riesz) Seja f € (LP)*(Rx S R™) um funcional

linear e 1 < p < oo. Entdo existe uma tnica aplicagao Y € LY(R x S*;R™) tal que

= [ 0. X,

para todo X € LP(R x SY;R™), onde {.,.) é o produto interno canonico de R™.
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