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em Topologia Simplética: a homologia

de Floer e a Conjectura de Arnold.

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu aux́ılio financeiro da CAPES

Santo André, 2018
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Seja A o conjunto dos objetos pasśıveis de meus agradecimentos. Um agradecimento direto
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Resumo

Nesse trabalho é apresentada uma detalhada construção do ı́ndice de Maslov, bem como a

demonstração de suas propriedades. Além disso, é demonstrado que ele é uma generalização

do ı́ndice de Morse para dimensão infinita.

Utilizando uma abordagem funcional, é estudada a forma com que as soluções 1-periódicas

de um sistema Hamiltoniano, definido em uma variedade compacta, são conectadas pelas linhas

do fluxo gradiente do funcional de ação AH . Também é demonstrada uma relação entre os

pontos cŕıticos de AH e as soluções 1-periódicas do sistema Hamiltoniano, e como a equação

de Floer é obtida da definição do campo gradiente negativo do funcional de ação.

Uma aplicação do ı́ndice de Maslov é apresentada: a construção do complexo de Floer. Este

complexo é gerado pelos pontos cŕıticos do funcional de ação AH e graduado pelo ı́ndice de

Conley-Zehnder, que é definido via ı́ndice de Maslov.

Por fim, o complexo de Floer, cuja homologia é isomorfa à Homologia Singular da variedade

simplética, é utilizado na demonstração da Conjectura de Arnold.

Palavras-chave: Conjectura de Arnold, Equação de Floer, Espaços Vetoriais Simpléticos,

Grupo Simplético, Homologia de Floer, Índice de Maslov, Índice de Conley-Zehnder, Sistemas

Hamiltonianos, Teoria de Morse-Witten, Topologia Simplética, Variedade Simplética.
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Abstract

In this work, we present a detailed construction of the Maslov index and the proof of its

properties. Furthermore, we prove that it is a generalization of the Morse index.

Using a functional strategy, we investigate how the 1-periodic solutions of a Hamiltonian

system, defined on a compact manifold, are connected by the lines of the gradient flow of the

action functionalAH . Also, we prove the relation between critical points of the action functional

AH and 1-periodic solutions of the Hamiltonian system, and how the Floer Equation can be

derived from negative gradient vector field of the action functional.

An application of the Maslov Index is presented: the construction of the Floer complex.

This chain complex is generated by the critical points of the action function AH and graded by

the Conley-Zehnder index, which is defined via Maslov index.

Finally, the Floer complex, whose homology coincides with the Singular Homology of the

symplectic manifold, is used to prove Arnold’s Conjecture.

Keywords: Arnold Conjecture, Floer Equation, Symplectic Vector Spaces, Symplectic Group,

Floer Homology, Maslov Index, Conley-Zehnder Index, Hamiltonian Systems, Morse-Witten

Theory, Symplectic Topology, Symplectic Manifold.
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Introdução

Como muitas das construções desenvolvidas na matemática, a Homologia de Floer teve

como motivação um problema de origem na F́ısica, mais especificamente, no estudo de sistemas

Hamiltonianos. A descrição Newtoniana da mecânica clássica tem como um de seus equivalentes

a descrição Hamiltoniana. Nesse contexto, grande parte dos sistemas dinâmicos Hamiltonianos

podem ser desenvolvidos em uma 2n-variedade diferenciável M munida de uma 2-forma fechada

e não degenerada ω. O sistema dinâmico é modelado por uma função Hamiltoniana dependente

do tempo H : M × R → R satisfazendo a equação geométrica ωx(XH(x, t), Y ) = dxH(Y )

para todo Y ∈ TxM e todo x ∈ M . O campo vetorial XH ∈ X(M) é chamado de campo

Hamiltoniano associado a H. O sistema de equações diferenciais ẋ = XH((x, t)) é chamado

sistema Hamiltoniano e suas soluções dão origem a uma famı́lia de simplectomorfismos ψt :

M →M , onde t ∈ R, que satisfazem a equação diferencial

ψ̇t(x) = XH(ψt(x), t).

Foi estudando sistemas dinâmicos Hamiltonianos que V. I. Arnold formulou a primeira

versão da conjectura que atualmente leva seu nome. De acordo com a Teoria de Lefschetz, toda

aplicação Hamiltoniana possui ao menos um ponto fixo, quando a caracteŕıstica de Euler de M

é não-nula. A ideia de Arnold era generalizar esse resultado, o que levou a seguinte versão da

conjectura:

Conjectura de Arnold (V1): Sejam (M,ω) uma 2n-variedade simplética compacta,

H : M ×R → R uma função Hamiltoniana e ψ : M ×R →M o fluxo Hamiltoniano associado

a H. Então, o número de pontos fixos do simplectomorfismo ψ1 : M → M é, no mı́nimo, o

número de pontos cŕıticos de H.

Posteriormente, trabalhando em particularizações do problema, tais como T 2 e S2, Arnold

observou que, se a função Hamiltoniana H depende periodicamente do tempo, isto é, H :

S1 × M → R tem peŕıodo 1, então as soluções 1-periódicas do campo Hamiltoniano estão

em bijeção com os pontos fixos da função Hamiltoniana. Com isso, ao invés de determinar

diretamente os pontos fixos da aplicação Hamiltoniana ψ, basta determinar as soluções 1-

periódicas do sistema Hamiltoniano, o que resultou na seguinte reformulação da conjectura.

Conjectura de Arnold (V2): Seja (M,ω) uma 2n-variedade compacta e simplética. De-

fina H : M × R → R uma função Hamiltoniana 1-periódica e suponha que as soluções 1-

periódicas do sistema Hamiltoniano sejam não-degeneradas. Então o número de soluções N
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desse sistema será limitado inferiormente pela soma dos números de Betti de M, isto é:

N ≥
2n∑
i=0

βi(M),

onde βi(M) é a dimensão do i-ésimo grupo de homologia singular de M .

Motivado pela demonstração dessa conjectura, nasce um dos principais formalismos no

estudo da topologia simplética: a Homologia de Floer. A semelhança dessa conjectura com as

desigualdades de Morse motivou a ideia de se construir um complexo análogo ao complexo de

Morse cujo diferencial conta as soluções das equações de Floer.

A construção de Witten, que teve origem em seus estudos dos aspéctos topológicos de

sistema quânticos super simétricos (veja em [41]), permitiu um entendimento geométrico do

operador bordo do complexo de cadeias de Morse. Munindo a variedade M com uma métrica

Riemanniana, determina-se os pontos cŕıticos de função de Morse f : M → R e admitindo

a transversalidade das variedades estáveis e instáveis mostra-se que, para cada par de pon-

tos cŕıticos com ı́ndices consecutivos, existe um número finito de linhas do fluxo gradiente

conectando-os. O conjunto de tais linhas são subvariedades de M chamadas variedades de

conexão. Escolhe-se uma orientação para a variedade de conexão. Witten definiu o grupo das

k-cadeias como sendo o grupo abeliano gerado pelos pontos cŕıticos com ı́ndice de Morse igual

a k. Já o operador bordo, quando avaliado em uma k-cadeia, é a soma sob todas as (k − 1)-

cadeias, do número de órbitas conectantes contadas com orientação. Essa é uma metodologia

simples e elegante de cálculo da homologia da variedade que permite o estudo dos aspectos

topológicos das variedades via sistemas dinâmicos, sendo que a dinâmica é materializada no

gradiente da função de Morse f .

É tentador enveredar-se na demonstração da conjectura de Arnold via a construção de Wit-

ten. Contudo, dificuldades técnicas fizeram com que uma abordagem diferente fosse realizada

por Floer. Em vez de estudar o gradiente de uma função Hamiltoniana definida na variedade

M a estratégia foi analisar o comportamento do funcional AH , chamado funcional de ação,

definido no espaço de curvas 1-periódicas e contráteis em M . Aplicando o prinćıpio variacional

clássico, mostra-se que as soluções 1-periódicas e contráteis do sistema Hamiltoniano são os

pontos cŕıticos do funcional de ação Cr(AH). Essa técnica é conhecido como abdordagem vari-

acional. Uma das grandes dificuldades nesse cenário é que o conjunto de curvas 1-periódicas e

contráteis forma uma variedade de dimensão infinita, com isso, encontrar um invariante análogo

ao ı́ndice de Morse para os pontos cŕıticos do funcional é uma tarefa árdua.

O prinćıpio variacional aplicado no funcional de ação resulta em um sistema de equações

diferenciais parciais de primeira ordem, cujas soluções são as curvas integrais que conectam

os pontos cŕıticos do funcional de ação, situação análoga a determinação das linhas de fluxo

do gradiente negativo de uma função de Morse. A esse sistema de equações diferenciais é

associado o operador F , chamado operador de Floer. O operador F é um operador linear

e limitado definido no espaço de todas as curvas que conectam um par de pontos cŕıticos
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do funcional de ação. Esse espaço é uma variedade de dimensão infinita (uma variedade de

Banach), e o diferencial de tal operador é um operador de Fredholm. Fazendo uma pequena

perturbação na Hamiltoniana se necessário, pode-se assumir que DuF satisfaz a propriedade

da transversalidade. Feito isso, pode se mostrar que, quando a condição de transversalidade é

satisfeita, para cada par de soluções x− e x+ contráteis 1-periódicas de H, o conjuntoM(x−, x+)

das soluções contráteis e de energia finita da equações de Floer conectando x− e x+ é uma

variedade de dimensão finita igual a diferênca entre os ı́ndices de Conley-Zehnder de x− e x+.

Finalmente, no caso de uma função Hamiltoniana independente do tempo e cuja Hessiana

é limitada, o ı́ndice de Conley-Zehnder µCZ(x) de x como uma solução periódica do sistema

Hamiltoniano e seu ı́ndice Ind(x) como ponto cŕıtico da função H são relacionados por µCZ(x) =

Ind(x)− n. Tem-se aqui uma generalização da Homologia de Morse-Witten. Analogamente ao

complexo de Morse-Witten, as cadeias do complexo de Floer são geradas pelos pontos cŕıticos

do funcional de ação AH . A graduação do grupo gerado pelos pontos cŕıticos do funcional de

ação é dada pelo ı́ndice de Conley-Zehnder e o bordo do complexo conta o número de elementos

emM(x−, x+)/R. A conjectura de Arnold é então demonstrada utilizando o complexo de Floer

e suas propriedades.

O ponto central desse trabalho é a construção detalhada do Índice de Maslov µ a demons-

tração de suas propriedades. Feito isso, define-se o Índice de Conley-Zehnder µCZ via o ı́ndice de

Maslov e demonstra-se sua relação com o ı́ndice de Morse. O complexo de Floer é apresentado

e utilizado para demonstrar a conjectura de Arnold.

O caṕıtulo 1 expõe o conteúdo prelimiar sobre topologia algébrica necessário para o enten-

dimento dos caṕıtulos posteriores. Esse caṕıtulo está segmentado em duas seções: a primeira

seção é dedicada à definição do grupo fundamental, da aplicação grau e demonstração de algu-

mas de suas propriedades. São feitos alguns exemplos de cálculo dos grupos fundamentais para

alguns espaços topológicos utilizando a aplicação grau. A segunda seção é dedicada à álgebra

homológica, mais espeficicamente, à Homologia Singular e à Homologia Celular.

No Caṕıtulo 2, a primeira seção expõe os principais conceitos e resultados da Teoria de Morse

Clássica. A segunda seção é reservada para a definição do complexo de Morse-Smale-Witten e

sua homologia.

O Caṕıtulo 3 expõe os principais conceitos sobre espaços vetoriais simpléticos e simplec-

tomorfismos, bem como suas propriedades. Por fim, é demonstrado que todo espaço vetorial

simplético pode ser munido com uma base simplética.

O Caṕıtulo 4 introduz o grupo das transformações simpléticas, chamado grupo simplético.

É demonstrada uma caracterização do grupo simplético e que o grupo das transformações

simpléticas ortogonais é homeomorfo ao grupo das matrizes unitárias. Visando estudar alguns

aspectos topológicos do grupo simplético, é realizada uma investigação dos auto-valores das

transformações simpléticas via complexificação dos espaços vetoriais simpléticos. Por fim, um

cálculo do grupo fundamental do grupo simplético é realizado.

O Caṕıtulo 5 é o de maior relevância do trabalho. Utilizando os resultados obtidos nos

17



CONTEÚDO

caṕıtulos anteriores, é definido o Índice de Maslov. Suas propriedades são apresentadas e

demonstradas em detalhes.

O Caṕıtulo 6 é o mais extenso do trabalho e está dividido em três partes. Na primeira parte

são apresentadas a definição e propriedades das variedades simpléticas, os sistemas Hamiltoni-

anos e algumas caracteŕısticas do conjunto de suas soluções. Na segunda parte, é definido o

funcional de ação, é demonstrada uma caracterização de seus pontos cŕıticos e é determinada a

expressão de seu campo gradiente. Em seguida, é demonstrado que as linhas de fluxo gradiente

desse funcional são as soluções de energia finita da Equação de Floer. Na terceira parte, é

definido o Índice de Conley-Zehnder de uma solução periódica do sistema Hamiltonia.

O Caṕıtulo 7 é uma apresentação da principal aplicação do ı́ndice de Maslov: A construção

complexo de Floer para a demonstração da conjectura de Arnold. A condição de transver-

salidade do operador de Floer é abordada brevemente, e um esquema de demonstração da

compacidade do espaço moduli é apresentado. É introduzido o complexo de Floer e alguns re-

sultados sobre sua homologia são apresentados. Encerrando o trabalho, o conjectura de Arnold

é demonstrada utilizando a Homologia de Floer e suas propriedades.
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Caṕıtulo 1

Preliminares de Topologia Algébrica

A topologia algébrica é o ramo da matemática que utiliza ferramentas algébricas para anali-

sar a topologia de um conjunto (um espaço topológico) associando a ele invariantes topológicos

que são estruturas algébricas.

Esse caṕıtulo é dividido em duas partes: a primeira é dedicada ao grupo fundamental, à

definição da aplicação grau e demonstração de suas propriedades. Esses objetos são utilizados no

estudo da topologia do grupo simplético, abordado no Caṕıtulo 4. A segunda parte é dedicada

à Homologia Singular e Homologia Celular. Esses objetos são utilizados na investigação da

topologia de variedades e aparecem nos Caṕıtulos 2 e 7.

A primeira parte do caṕıtulo tem como sua referência principal [23] e [26]. Os detalhes da

segunda parte podem ser encontrados em [5], [24] e [39].

1.1 Grupo Fundamental e a Aplicação Grau

Nessa seção será abordada um caso espećıfico de estrutura algébrica associada a um espaço

topológico X, chamada grupo fundamental de X. Mais detalhes dos resultados aqui enunciados

podem ser encontrados em [23] e [26].

1.1.1 Grupo Fundamental

Sejam X um espaço topológico e L(X) o conjunto dos caminhos cont́ınuos γ : [0, 1] → X.

Tome γ, β ∈ L(X) tais que γ(1) = β(0). A justaposição ∗ : L(X)×L(X)→ L(X) entre γ e β

é definida por

(γ ∗ β)(t) =

{
γ(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2

β(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1
.

Dado um caminho γ ∈ L(X), seu caminho inverso γ̂ ∈ L(X) é definido por γ̂(t) = γ(1− t).

Definição 1.1.1. (Homotopia entre caminhos) Sejam γ, γ′ ∈ L(X) tais que γ(0) = γ′(0) e

γ(1) = γ′(1). Uma aplicação cont́ınua F : [0, 1] × [0, 1] → X é chamada homotopia entre γ e
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γ′ se F (t, 0) = γ(t) e F (t, 1) = γ′(t) para qualquer t ∈ [0, 1]. Diz-se que γ e γ′ são homotópicos

se existe uma homotopia entre eles.

Definição 1.1.2. (Homotopia de extremos fixos entre caminhos) Suponha as condições da

definição anterior. Diz-se que a homotopia entre os caminhos γ e γ′ é uma homotopia de

extremos fixos se F (0, s) = γ(0) = γ′(0) e F (1, s) = γ(1) = γ′(1) para todo s ∈ [0, 1].

Diz-se que dois caminhos são homotópicos com extremos fixos (ou apenas homotópicos

quando não houver perigo de confusão) quando existir uma homotopia de extremos fixos entre

ambos. Nesse texto será utilizada a notação γ ∼ γ′.

Observação 1.1.3. A definição de caminhos homotópicos não depende da homotopia escolhida,

pois, dadas F,G homotopias entre γ e γ′, pode-se definir uma aplicação cont́ınua H : [0, 1] ×
[0, 1]× [0, 1]→ X tal que H(t, s, 0) = F (t, s) e H(t, s, 1) = G(t, s) que é uma homotopia entre

as homotopias, logo será uma homotopia entre ambas as famı́lias de caminhos.

O próximo lema demonstra a compatibilidade entre a justaposição de caminhos e a relação

de homotopia.

Lema 1.1.4. Sejam γ, γ′, α, α′ ∈ L(X), onde γ(1) = α(0), γ′(1) = α′(0), tais que γ ∼ γ′ e

α ∼ α′, então γ ∗ α ∼ γ′ ∗ α′.

� Sejam F,G : [0, 1] × [0, 1] → X homotopias com extremos fixos entre caminhos tais que

F (t, 0) = γ(t), F (t, 1) = γ′(t), G(t, 0) = α(t), G(t, 1) = α′(t). Então, Fs, Gs : [0, 1] → X,

definidas por Fs(t) = F (s, t) e Gs(t) = G(s, t), são curvas cont́ınuas para todo s ∈ [0, 1] tais

que Fs(1) = Gs(0). Com isso, H : [0, 1] × [0, 1] → X tal que H(t, s) = (Fs ∗ Gs)(t) é uma

homotopia de extremos fixos entre γ ∗ α e γ′ ∗ α′. De fato, a continuidade de H é imediata.

Além disso, H(t, 0) = (γ ∗α)(t) e H(t, 1) = (γ′ ∗α′)(t). Como F e G mantém os extremos fixos,

então H também é homotopia de extremos fixos. Logo, γ ∗ α ∼ γ′ ∗ α′. �

A justaposição de caminhos em L(X) não é associativa. Contudo, o seguinte lema afirma

que tal associatividade vale a menos de uma homotopia. Sua demonstração pode ser encontrada

em [26].

Lema 1.1.5. Sejam α, β, γ ∈ L(X) tais que α(1) = β(0) e β(1) = γ(0). Então (α ∗ β) ∗ γ ∼
α ∗ (β ∗ γ).

Note que em geral γ ∗ γ̂ 6= γ̂ ∗ γ e γ ∗ c 6= γ, mas o lema seguinte mostra que tais caminhos

são homotópicos.

Lema 1.1.6. Sejam γ, γ̂, c, c′ ∈ L(X) tais que c(t) = γ(0), c′(t) = γ(1) para todo t ∈ [0, 1] e

γ̂(t) = γ(1− t). Então γ ∗ γ̂ ∼ c e γ̂ ∗ γ ∼ c′. Além disso, γ ∗ c′ ∼ γ e c ∗ γ ∼ γ.

Seja Lp(X) = {γ ∈ L(X) : γ(0) = γ(1) = p} o conjunto dos caminhos cont́ınuos e fechados

com o ponto base p. Note que Lp(X) não é um grupo. Para que quaisquer dois elementos
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possam ser operados e valham as propriedades de grupo, ao invés de Lp(X), trabalha-se com

o espaço quociente {[γ] : γ′ ∈ Lp(X), γ ∼ γ′} por Lp(X)/ ∼. Então, o produto definido por

[γ].[α] = [γ ∗ α] está bem-definido. De fato, tomando γ, γ′, α, α′ ∈ Lp(X) tal que γ ∼ γ′ e

α ∼ α′, então [γ].[α] = [γ ∗ α] = [γ′ ∗ α′] = [γ′].[α′].

Definição 1.1.7. (Grupo Fundamental) Sejam X um espaço topológico X e p ∈ X. O conjunto

π1(X; p) = (Lp(X)/ ∼, .)

é chamado grupo fundamental de X.

Teorema 1.1.8. O grupo fundamental π1(X; p) é de fato um grupo.

� A associatividade segue do Lema 1.1.5 e a existência do elemento neutro e do elemento

inverso seguem do Lema 1.1.6. Portanto, π1(X; p) é um grupo. �

Pode-se mostrar que, para espaços topológicos conexos por caminhos, a definição de grupo

fundamental independe da escolha do ponto base. A demonstração deste resultado pode ser

encontrada em [26].

Teorema 1.1.9. Se X é um espaço topológico conexo por caminhos, então π1(X; p) ∼= π1(X; q)

para quaisquer p, q ∈ X.

No caso em que X é um espaço espaços topológico conexo por caminhos, π1(X; p) é denotado

por π1(X) e Lp(X) é denotado por L(X).

Sejam f : X → Y uma aplicação cont́ınua entre espaços topológicos e γ ∈ Lp(X), então

tem-se a composição f ◦ γ ∈ Lf(p)(Y ). Suponha que γ′ ∈ Lp(X) seja tal que γ ∼ γ′. Se F é

a homotopia entre ambas, então (f ◦ F )(t, 0) = f(γ(t)) e (f ◦ F )(t, 1) = f(γ′(t)), logo f ◦ F é

uma homotopia entre f ◦ γ e f ◦ γ′ em Lf(p)(Y ).

Dada f : X → Y uma aplicação cont́ınua entre espaços topológicos, é imediato que a

aplicação f∗ : π1(X; p) → π1(Y ; f(p)) dada por f∗[γ] = [f ◦ γ] é um homomorfismo. Como

consequência, o seguinte resultado mostra que o grupo fundamental é um invariante topológico.

Teorema 1.1.10. Seja f : X → Y um homeomorfismo entre espaços topológicos. Então

π1(X; p) e π1(Y ; f(p)) são isomorfos.

Dados X, Y espaços topológicos, p ∈ X e q ∈ Y pontos base, então pode-se construir o

espaço topológico X × Y com o ponto base (p, q).

Proposição 1.1.11. Se X, Y são espaços topológicos, p ∈ X e q ∈ Y são os respectivos pontos

base, então π1(X × Y ; (p, q)) é isomorfo ao produto direto π1(X; p)⊗ π1(Y ; q).

Definição 1.1.12. Seja X um espaço topológico conexo por caminhos e c ∈ Lp(X) o caminho

constante tal que c(t) = p para todo t ∈ [0, 1]. Se para todo γ ∈ Lp(X) tem-se que γ ∼ c, então

é dito que X é simplesmente conexo.

Proposição 1.1.13. Se X é um espaço topológico simplesmente conexo, então π1(X) é trivial.
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1.1.2 Aplicação Grau e o Grupo Fundamental de S1

Nesta subseção será mostrado que o grupo fundamental de S1 é um grupo ćıclico infinito

pois é isomorfo a Z. Para demonstrar este fato, a cada caminho fechado γ : [0, 1] → S1,

associa-se um número deg(γ) ∈ Z, chamado de grau de γ, de modo que dois caminhos γ, β em

S1 são homotópicos se, e somente se, deg(γ) = deg(β) (possuem o mesmo grau). Finalmente,

será demonstrado que a aplicação grau induz um isomorfismo entre π1(S1) e Z.

A proposição a seguir é necessária para a definição e também para o estudo das propriedades

da aplicação grau e sua demonstração pode ser encontrada em [23].

Defina a aplicação exponencial Exp : R → S1 por Exp(t) = eit.

Proposição 1.1.14. (Levantamento de caminhos) Sejam γ : [0, 1]→ S1 uma aplicação cont́ınua

e t0 ∈ R tal que γ(0) = eit0. Então existe uma única aplicação cont́ınua α : [0, 1] → R tal que

γ(t) = eiα(t) para todo t ∈ [0, 1] e α(0) = t0. A aplicação α é chamada de levantamento do

caminho γ e faz com que o diagrama abaixo comute:

R

��

Exp
��

[0, 1]

α

<<

γ
// S1

Seja γ ∈ L(S1). Então pode-se escrever γ(t) = eiα(t), onde α : [0, 1] → R é uma aplicação

cont́ınua. Como γ̂({1}) é um subconjunto fechado do compacto [0, 1], então é um compacto,

e com isso, finito. Denote tγ = max{t ∈ γ̂({0})} e defina os caminhos γ0(t) = γ(tγt) e

γ1(t) = γ((1− tγ)t+ tγ). Com isso, pode-se escrever γ = γ0 ∗ γ1. Tem-se que γ0 é um caminho

fechado pois γ0(0) = γ0(1) e γ1 um caminho aberto. Além disso, γ1 é contrátil e γ = γ0 ∗ γ1.

Logo γ é homotópico a γ0 (homotopia sem extremo fixos). Portanto, qualquer γ ∈ L(S1) é

homotópico a um caminho fechado γ0 ∈ L(S1).

O grau de um caminho será definido como uma aplicação que associa um dado caminho

em S1 a um número inteiro. Na construção anterior, foi visto que todo caminho em S1 é

homotópico a um caminho fechado. Assim, as hipóteses serão restritas aos caminhos fechados.

Definição 1.1.15. (Aplicação grau) Sejam p ∈ S1 um ponto base e deg : Lp(S1) → Z a

aplicação dada por deg(γ) = (α(1) − α(0))/2π, onde α : [0, 1] → R é o levantamento de γ

dado pela Proposição 1.1.14. A aplicação deg é chamada de aplicação grau e o valor deg(γ) é

chamado grau do caminho γ.

Tem-se que γ(0) = γ(1), o que é equivalente a eiα(0) = eiα(1) pela Proposição 1.1.14. Com

isso, ei(α(1)−α(0)) = 1 e se tem α(1) − α(0) = 2πk para algum k ∈ Z. Portanto, deg(γ) =

(α(1)−α(0))/2π ∈ Z e deg está bem-definida. Além disso, a aplicação grau possui as seguintes

propriedades.

Proposição 1.1.16. (Propriedades da aplicação grau) Sejam γ, β ∈ Lp(S1), então
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1. deg(Lp(S1)) = Z e, se γ(t) = ei2πt, então deg(γ) = 1.

2. deg(γ ∗ β) = deg(γ) + deg(β).

3. γ ∼ β se, e somente se, deg(γ) = deg(β)

4. deg(γ̂) = − deg(γ) e deg(γ ∗ γ̂) = 0.

�

1. Supondo que γ(t) = ei2πt, então deg(γ) = (2π − 0)/2π = 1. Dado k ∈ Z e supondo que

β(t) = ei2πkt se tem deg(β) = k, logo deg é sobrejetora e deg(Lp(S1)) = Z.

2. Suponha que α e λ sejam os respectivos levatamentos de γ e β. Pela justaposição de

caminhos tem-se (γ ∗ β)(t) = eiα(2t) para 0 ≤ t ≤ 1/2 e (γ ∗ β)(t) = eiλ(2t−1) para

1/2 ≤ t ≤ 1. Logo

deg(γ ∗ β) = (λ(1)− α(0))/2π

= (λ(1)− λ(0) + α(1)− α(0))/2π

= deg(γ) + deg(β).

3. Suponha que h : [0, 1]× [0, 1]→ S1 seja uma homotopia de extremos fixos entre γ e β tal

que h(t, 0) = γ(t) e h(t, 1) = β(t). Então, para cada s ∈ [0, 1] fixo tem-se hs(0) = hs(1),

portanto hs ∈ Lp(S1). Pela Proposição 1.1.14 é posśıvel escrever hs(t) = eiαst. Com

isso, pode-se escolher s, s0 ∈ [0, 1] tais que ||hs(t) − hs0(t)|| = ||eiαs(t) − eiαs0 (t)|| < 2,

ou seja, hs(t), hs0(t) ∈ S1 não são anti-podais, logo |αs(t) − αs0(t)| < π para todo t ∈
[0, 1]. Seja 0 = s0 < s1 < s2 . . . sm−1 < sm = 1 uma partição do intervalo [0, 1], tal

que ||hsj+1
(t) − hsj(t)|| < 2 para 0 ≤ j ≤ m − 1. A partição escolhida implica em

|αsj+1
(t)− αsj(t)| < π. Então

2π| deg(hsj+1
)− deg(hsj)| = |αsj+1

(1)− αsj+1
(0)− αsj(1) + αsj(0)|

≤ |αsj+1
(1)− αsj(1)|+ |αsj(0) + αsj(0)|

< 2π,

logo | deg(hsj+1
)−deg(hsj)| < 1. Portanto deg(hsj+1

) = deg(hsj) para todo 0 ≤ j ≤ m−1.

Logo,

deg(β) = deg(hsm) = deg(hsm−1) = · · · = deg(hs0) = deg(γ).

Por outro lado, suponha que n = deg(γ) = deg(β). Considere os levantamentos α e λ

dos caminhos γ e β, respectivamente. Seja H : [0, 1] × [0, 1] → R definida por H(t, s) =

(1− s)α(t) + sλ(t). Então H(t, 0) = α(t) e H(t, 1) = λ(t), logo H é uma homotopia entre
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α e λ. Além disso,

H(1, s)−H(0, s) = (1− s)α(1) + sλ(1)− (1− s)α(0) + sλ(0)

= (1− s)(α(1)− α(0)) + s(λ(1)− λ(0))

=
(
(1− s) deg(γ) + s deg(β)

)
2π

= 2πn.

Seja a aplicação cont́ınua G(t, s) = eiH(t,s). Então, para s ∈ [0, 1] fixo tem-se que Gs ∈
Lp(S1) com deg(Gs) = n. Além disso, G(t, 0) = eiα(t) = γ(t) e G(t, 1) = eiλ(t) = β(t),

logo G é uma homotopia entre γ e β, portanto γ ∼ β.

4. Sejam p = γ(0) e c ∈ L(X) o caminho constante tal que c(t) = p para todo t ∈ [0, 1].

Como γ ∗ γ̂ ∼ c. Logo, 0 = deg(c) = deg(γ ∗ γ̂) = deg(γ) + deg(γ̂). Portanto, deg(γ̂) =

− deg(γ).

�

É fácil mostrar que a aplicação φ : π1(S1)→ Z dada por φ([γ]) = deg(γ) é um isomorfismo

de grupos. Com isso, segue-se que

Teorema 1.1.17. (Grupo fundamental de S1) π1(S1) ∼= Z.

Dados γ ∈ Lp(X) e k ∈ N, a k-justaposição γ ∗ · · · ∗ γ é denotada por γk. O seguinte

resultado é uma consequência da aplicação grau.

Proposição 1.1.18. O grupo π1(S1) é gerado por γ(t) = ei2πt, onde t ∈ [0, 1], isto é, π1(S1) =

〈[γ]〉.

� Supondo β ∈ Lp(S1), pela Proposição 1.1.16 é posśıvel escrever β(t) = ei2πα(t) e deg(γ) =

1, onde γ(t) = ei2πt. Logo

deg(β) = k = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k−vezes

= deg(γ) + · · ·+ deg(γ) = deg(γ ∗ · · · ∗ γ) = deg(γk).

Portanto β ∼ γn e [β] = [γn] = [γ]n. Logo π1(S1) = 〈[γ]〉. �

Exemplo 1.1.19. (Grupo fundamental de T 2) Seja T 2 = S1×S1 o 2-toro. Como T 2 é conexo

por caminhos, então o grupo fundamental não depende do ponto base escolhido, logo tem-se

π1(T 2) ∼= π1(S1)× π1(S1) ∼= Z× Z, pelo Lema 1.1.11 e o Teorema 1.1.17.

Exemplo 1.1.20. (Grupo fundamental π1(R2\{p})) Sejam X = R2\{(0, 0)}, p = (1, 0) ∈ X o

ponto base e γ, c ∈ Lp onde γ é o ćırculo envolvendo a origem e c a curva constante. Se α ∈ Lp
é um caminho fechado que não envolve a origem, então α pode ser deformada cont́ınuamente

para p, logo α ∼ c e [α] = Id. Por definição deg(γ) = 1 e deg(c) = 0, o que implica que

0 = deg(c) = deg(γ ∗ γ̂) = 1 + deg(γ̂), portanto deg(γ̂) = −1. Com isso, dado k ∈ Z tem-

se que deg(γk) = deg(γ) + · · · + deg(γ) = k. Seja β ∈ Lp(X) tal que deg(β) = n. Então

deg(β) = deg(γn), e β ∼ γn, pela Proposição 1.1.16. Portanto [β] = [γn] = [γ]n. Logo, o grupo

fundamental de X é um grupo infinito ćıclico gerado por [γ], isto é, π1(X) = 〈[γ]〉. A aplicação

π1(X) 3 [γ]n 7→ n ∈ Z é um isomorfismo, portanto π1(X) ∼= Z.
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1.2 Homologia

Nesta seção serão apresentados os grupos de homologia singular de um espaço topológico e

depois os grupos de homologia celular de um CW-complexo, e as referências utilizadas são [5],

[24], [26] e [39].

1.2.1 Homologia Singular

Para as próximas definições, considere X um espaço topológico e A um anel.

Definição 1.2.1. (Simplexo singular) Seja ∆k o simplexo k-dimesional cujos vértices e0, . . . , ek

formam um base canônica de Rk+1 de modo que ∆k = {(x0, . . . , xk) ∈ Rk+1 : xj ≥ 0,
∑

j xj =

1}. Um k-simplexo singular no espaço topológico X é uma aplicação cont́ınua σ : ∆k → X.

O A-módulo livre gerado pelas k-cadeias singulares de X é denotado por Ck(X;A). Conse-

quentemente, cada um dos seus elementos é uma soma formal finita α =
∑

σ ασ.σ de k-simplexos

singulares σ, onde ασ ∈ A.

Definição 1.2.2. (Operador bordo) A i-ésima face do k-simplexo singular σ : ∆k → X é o (k-

1)-simplexo singular ∂iσ : ∆k−1 → X onde ∂iσ = σ(t0, . . . , ti−1, 0, ti+1, . . . , tk−1). O k-operador

bordo é o homomorfismo denotado por ∂k : Ck(X;A)→ Ck−1(X;A) onde ∂kσ =
∑

i(−1)i∂iσ.

Como o k-operador bordo é um homomorfismo, então ker(∂k) e Im(∂k+1) são subgrupos

abelianos de Ck(X;A), os quais são denotados por Zk(X;A) e Bk(X;A), respectivamente.

Teorema 1.2.3. A composição ∂k−1 ◦ ∂k : Ck(X;A) → Ck−2(X;A) é o homomorfismo trivial

para todo k > 0.

Uma consequência imediata do teorema anterior é que Bk(X;A) ⊆ Zk(X;A), logo Bk(X;A)

é um submódulo normal de Zk(X;A) e o quociente Zk(X;A)/Bk(X;A) define um módulo

quociente.

Definição 1.2.4. (k-módulo de homologia singular) Seja X um espaço topológico. O k-ésimo

módulo de homologia singular de X com coeficientes em A é o módulo quociente

Hk(X;A) =
Zk(X;A)

Bk(X;A)

para cada k ≥ 0 e Hk(X;A) = 0 para k < 0.

O módulo graduado

H∗(X;A) =
⊕
k∈Z+

Hk(X;A)

é chamado de homologia singular do espaço X.
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Definição 1.2.5. (Complexo de cadeia) Um complexo de cadeia com coeficientes em A é um

A-módulo graduado C∗ = {Ck}k∈Z+ juntamente com um homomorfismo ∂ : C∗ → C∗ (de grau

-1)

. . .
∂k+1

// Ck
∂k // Ck−1

∂k−1
// . . .

tal que a composição ∂k−1 ◦ ∂k = 0 para k ∈ Z+. Denota-se o complexo de cadeia por (C∗, ∂∗)

e o homomorfismo ∂∗ é chamado operador bordo do complexo de cadeia.

Note que o par (Ck(X;A), ∂∗), onde ∂∗ = {∂k}k∈Z+ , forma um complexo de cadeia, chamado

de complexo de cadeia singular.

Definição 1.2.6. (Homologia do complexo de cadeia) Sejam C = (C∗, ∂∗) um complexo de

cadeia, Zk(C) = ker(∂k) e Bk(C) = Im(∂k), onde k ∈ Z+. O k-ésimo módulo de homologia

do complexo de cadeia C é o módulo quociente Hk(C) = Zk(C)/Bk(C). O módulo graduado

H∗(C) = {Hk(C)}k∈Z é chamado homologia do complexo de cadeia C e é denotado por⊕
k∈Z

Hk(C).

Definição 1.2.7. (Aplicação de cadeias) Sejam C e C ′ dois complexos de cadeias. Uma

aplicação de cadeias é um homomorfismo f : C → C ′ de grau zero tal que o diagrama abaixo

comuta para todo k ∈ Z
Ck

∂k
��

fk // C ′k

∂′k
��

Ck−1 fk−1

// C ′k−1,

isto é, ∂′k ◦ fk = fk−1 ◦ ∂k.

Dada uma aplicação de cadeias f : C → C ′, tem-se que f(Bk(C)) ⊆ Bk(C
′) e f(Zk(C)) ⊆

Zk(C
′). Logo, f induz um homomorfismo f∗ : H∗(C)→ H∗(C

′) de grau 0 definido por f∗([a]) =

[f(a)].

Observação 1.2.8. Note que, dadas as aplicações de cadeias f : C → C ′ e f ′ : C ′ → C ′′, a

composição de aplicações de cadeias f ′ ◦ f : C → C ′′ é uma aplicação de cadeias.

Suponha que f : X → Y seja uma aplicação cont́ınua entre espaços topológicos. Define-se

o homomorfismo induzido por f como sendo a aplicação f# : C∗(X;A) → C∗(Y ;A) tal que,

dada φ ∈ Ck(X;A), tem-se f#(φ) = f ◦ φ, para todo k ∈ Z. Pode-se mostra que ∂′f# = f#∂,

ou seja, f# é uma aplicação de cadeias.

O teorema a seguir mostra que a homologia singular é um invariante topológico.

Teorema 1.2.9. (Isomorfimo induzido) Sejam f : X → Y um homeomorfismo entre espaços

topológicos e C = C∗(X;A) e C ′ = C∗(Y ;A) os complexos de cadeias singulares de X e Y ,

respectivamente. Então f∗ : H∗(C)→ H∗(C
′) é um isomorfismo.
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Analogamente a homotopia de caminhos definida na seção anterior, é posśıvel definir homo-

topia entre quaisquer duas funções cont́ınuas. Sejam f, g : X → Y duas aplicações cont́ınuas

entre espaços topológicos. Diz-se que f e g são homotópicas se existe uma aplicação cont́ınua

h : [0, 1] ×X → Y , tal que h(0, x) = f(x) e h(1, x) = g(x) para todo x ∈ X. A aplicação h é

chamada homotopia entre f e g e denota-se essa propriedade por f ∼ g.

Teorema 1.2.10. Sejam f, g : X → Y duas aplicações cont́ınuas e homotópicas entre espaços

topológicos. Então f∗ = g∗.

Definição 1.2.11. (Equivalência homotópica) Seja f : X → Y uma aplicação cont́ınua en-

tre espaços topológicos. Diz-se que f é uma equivalência homotópica se existe uma aplicação

cont́ınua g : Y → X tal que f ◦ g ∼ IdY e g ◦ f ∼ IdX . Neste caso, é dito que X e Y são

homotopicamente equivalentes e essa propriedade é denotada por X ∼ Y .

O resultado seguinte mostra que a equivalência de homotopia é condição suficiente para que

os módulos de homologia sejam isomorfos.

Teorema 1.2.12. Se f : X → Y é uma equivalência homotópica entre espaços topológicos,

então f∗ : H∗(C) → H∗(C
′) é um isomorfismo, onde C e C ′ são os complexos de cadeias

singulares de X e Y , respectivamente.

Definição 1.2.13. Uma tripla C
f
// D

g
// E de módulos e homomorfismos é chamada

exata se Im(f) = ker(g). Uma sequência de módulos e homomorfismos

. . . // G1
f1
// G2

f2
// G3

f3
// . . . //

fk−1
// Gk

fk // . . .

é chamada de sequência exata longa se cada tripla é exata, isto é, Im(fk) = ker(fk+1) para todo

k ∈ Z.

Uma sequência exata do tipo 0 // C
f
// D

g
// E // 0 é chamada sequência exata

curta. Nesse caso, f é um monomorfismo e g é um epimorfismo. Sejam C,D,E complexos

de cadeias. Uma sequência exata curta de complexos de cadeias é uma coleção de sequências

exatas

0 // Ck
fk // Dk

gk // Ek // 0

para todo k ∈ Z+.

Utilizando a sequência exata curta de complexos de cadeias, um homomorfismo entre as

sequências exatas curtas, chamado homomorfismo conectante, será utilizado na construção de
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uma sequência exata longa. Considere o diagrama abaixo

...

∂k+1

��

...

∂′k+1

��

...

∂′′k+1

��

0 // Ck

∂k
��

fk // Dk

∂′k
��

gk // Ek

∂′′k
��

// 0

0 // Ck−1

∂k−1��

fk−1
// Dk−1

∂′k−1��

gk−1
// Ek−1

∂′′k−1��

// 0

...
...

...

Como g é epimorfismo, dado e ∈ Zk(E) existe d ∈ Dk tal que gk(d) = e. Pela comutatividade

do diagrama, tem-se que gk−1(∂′k(d)) = ∂′′k(gk(d)) = ∂′′k(e) = 0. Portanto, ∂′k(d) ∈ ker(gk−1) =

Im(fk−1), pela exatidão. Com isso, pode-se tomar c ∈ Ck−1 tal que fk−1(c) = ∂′k(d). Então

fk−2(∂k−1(c)) = ∂′k−1(fk−1(c)) = ∂′k−1(∂′k(d)) = 0. Como f é monomorfismo, então c ∈ Zk−1(C).

Logo, tem-se uma correpondência Zk(E) 3 e 7→ c ∈ Zk−1(C), a qual é denotada por δk(e) = c.

Portanto a aplicação correspondente induzido em homologia δ∗ : H∗(E) → H∗(C) está bem

definida e é chamada homomorfismo de conexão.

Teorema 1.2.14. (Homomorfismo conectante) Se 0 // C
f
// D

g
// E // 0 é uma sequência

exata curta de complexos de cadeias, então a sequência longa

. . .
f∗
// Hk(D)

g∗
// Hk(E)

δk // Hk−1(C)
f∗
// Hk−1(D)

g∗
// . . .

é exata.

Como consequência do Teorema 1.2.14, obtêm-se um importante método de cálculo da

homologia de espaços topológicos. Dados U, V subconjuntos abertos de um espaço topológico

X tal que X = U ∪ V , considere a sequência exata curta de complexos de cadeias

0 // Ck(U ∩ V )
f
// Ck(U)⊕ Ck(V )

g
// Ck(X) // 0 ,

onde f(x) = (x,−x) e g(x) = x+ y.

A sequência exata longa induzida como no Teorema 1.2.14 é chamada sequência de Mayer-

Vietoris.

Teorema 1.2.15. (Sequência de Mayer-Vietoris) Sejam U, V subcojuntos abertos do espaço

topológico X tais que X = U ∪ V . Então existe uma sequência exata longa

. . .
δk+1

// Hk(U ∩ V )
f∗
// Hk(U)⊕Hk(V )

g∗
// Hk(X)

δk // Hk−1(U ∩ V )
f∗
// . . .

Seja U ⊆ X um subespaço do espaço topológico X e considere o par topológico (X,U).

Caso U = ∅, identifica-se (X, ∅) com X. Desse modo, a aplicação de inclusão U ↪→ X induz

a aplicação de cadeias i# : C∗(U ;A) → C∗(X;A) tal que, para todo k ∈ Z+, ik é um mono-

morfismo. Assim, é posśıvel identificar C∗(U ;A) com um subcomplexo de C∗(X;A) e se pode

definir o quociente entre ambos.
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Definição 1.2.16. O complexo de cadeia singular do par topológico (X,U) é o complexo de

cadeia (C∗(X,U ;A), ∂∗) onde

C∗(X,U ;A) =
C∗(X;A)

C∗(U ;A)

e ∂k : Ck(X,U ;A)→ Ck−1(X,U ;A) é definido por ∂k([c]) = [∂k(c)].

Definição 1.2.17. (Homologia relativa) Seja (X,U) um par topológico. O k-ésimo grupo de

homologia relativa de X mod U é o grupo quociente

Hk(X,U ;A) =
Zk(X,U ;A)

Bk(X,U ;A)
.

Proposição 1.2.18. Dado um par topológico (X,U) tal que U seja um retrato de deformação

de X, então H∗(X,U ;A) = 0.

Teorema 1.2.19. (Sequência longa exata do par) Seja (X,U) um par topológico. Então a

sequência longa exata desse par é a sequência

. . .
δk+1

// Hk(U)
i∗ // Hk(X)

π∗ // Hk(X,U)
δk // Hk−1(U)

i∗ // . . . ,

onde δk é o homomorfismo conectante para k ∈ Z+.

Teorema 1.2.20. (Excisão) Seja (X,U) um par topológico. Se U ′ ⊂ U com U ′ ⊂ int(U),

então a inclusão i : (X\U ′, U\U ′) ↪→ (X,U) induz um isomorfismo

i∗ : H∗(X\U ′, U\U ′)→ H∗(X,U).

Sejam U ′ ⊆ U ⊆ X subespaços do espaço topológico X e considere a tripla topológica

(X,U, U ′). Analogamente ao caso do par, o teorema seguinte garante a existência de uma

sequência exata longa da tripla.

Teorema 1.2.21. (Sequência longa exata da tripla) Seja (X,U, U ′) uma tripla topológica.

Então a sequência longa exata da tripla é a sequência

. . .
δk+1

// Hk(U,U
′)

i∗ // Hk(X,U
′)

π∗ // Hk(X,U)
δk // Hk−1(U,U ′)

i∗ // . . . ,

onde δk é o homomorfismo conectante para k ∈ Z+.

1.2.2 CW-Homologia

Um CW-complexo é um tipo de espaço topológico introduzido por J. H. C. Whitehead,

que teve como objetivo inicial facilitar alguns cálculos em teoria de homotopia. A ideia é que

um CW-complexo é constrúıdo com sucessivas colagens (identificações) de outros espaços mais

simples (células), de modo que, para se determinar a homologia do todo basta determinar a

homologia das partes mais simples, as células.
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Definição 1.2.22. (Colagem de célula) Sejam X um espaço topológico, Dn = {x ∈ Rn :

||x|| ≤ 1} e Sn−1 = ∂Dn = {x ∈ Rn : ||x|| = 1}. Se f∂ : Sn−1 → X é uma função cont́ınua,

denota-se por X ∪f∂ Dn o espaço quociente da união disjunta X
∐
Dn pela identificação de

x ∈ ∂Dn = Sn−1 com f∂(x) ∈ X. Diz-se que X ∪f∂ Dn é obtido a partir de X colando uma

n−célula e f∂ é chamado de mapa de colagem.

A Figura 1.1 ilustra a colagem de uma n-célula em um espaço topológico X.

Dn

X

f∂f∂

Figura 1.1: Colagem de uma n-célula.

Definição 1.2.23. (CW-complexo) Diz-se que um espaço topológico X tem uma CW-estrutura

se existe uma sequência de espaços

X(0) ⊆ X(1) ⊆ · · · ⊆ X =
⋃
n∈N

X(n)

tais que:

1. X(0) é um conjunto discreto de pontos.

2. X(n+1) é obtido anexando (n+ 1)-células a X(n), n ≥ 0.

3. X tem a topologia fraca, ou seja, um dado A ⊆ X é dito um aberto se, e somente se,

A ∩X(n) for um aberto em X(n) para todo n ∈ N.

Um espaço X com uma CW-estrutura é chamado de CW-complexo e cada subespaço X(n)

é chamado n-esqueleto do CW-complexo X. Uma aplicação f∂ : Sn−1 → X(n−1) estende a uma

aplicação f : Dn → X(n) chamada aplicação caracteŕıstica. A imagem de Dn por f é chamada

célula fechada em X e a imagem de Dn\∂Dn por f é chamada célula aberta em X.

Exemplo 1.2.24. (n-esfera) Será exibida uma estrutura de CW-complexo para Sn. Fixe um

ponto-base p ∈ Sn e defina o 0-esqueleto X(0) = {p}. Anexando uma n-célula a X(0) tem-se

f∂ : ∂Dn → X(0), isto é, Sn ≈ X(n) = {p} ∪f∂ Dn.

Exemplo 1.2.25. (Disco com alça) Sejam X(0) = {a, b}, D = D1
1 ∪ D1

2 ∪ D1
3, onde D1

1 =

[0, 1], D1
2 = [2, 3] e D1

3 = [4, 5]. Defina f∂1 : D → X(0) tal que

f∂1(0) = f∂1(2) = f∂1(4) = a e f∂1(1) = f∂1(3) = f∂1(5) = b.
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p p

D2

S1 = ∂D2

D2

Figura 1.2: Estrutura de CW-complexo de S2

a b
D2

f∂2

f∂1

D1
34 5

D2

a b

D1
10 1

f∂1

f∂1

D1
2

32

f∂1

f∂1

f∂1

Figura 1.3: Estrutura de CW-complexo do disco com alça.

Então o disco com alça é o CW-complexo

X(0) ∪f∂1
D ∪f∂2

D2,

onde f∂2 está definido conforme a Figura 1.3.

Exemplo 1.2.26. (2-toro) Será exibida uma estrutura de CW-complexo para T 2. Seja X(0) =

{a, b, c} e D1
1 = [1, 2] e D1

2 = [3, 4]. Defina D = D1
1 ∪D1

2 e o mapa de colagem f1∂ : ∂D → X(0)

por f1∂(1) = a, f1∂(2) = f1∂(3) = b e f1∂(4) = c. Logo, X(1) = X(0) ∪f1∂
D. Note que a cécula

D2 tem o mesmo tipo de homotopia do quadrado Q. Seja f2∂ : Q → X(1) definido do seguinte

modo: f2∂ leva os segmentos qp e rs em ab, e os segmentos ps e qr em bc, de acordo com a

Figura 1.4. Com isso,

T 2 ∼= X(2) = X(0) ∪f1∂
D ∪f2∂

D2.

a

b c

D1
1

D1
2

p

q r

s

D2 Q∼= ∼=

f2∂

f2∂f2∂

f2∂

Figura 1.4: Estrutura de CW-complexo do 2-toro T 2.
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Exemplo 1.2.27. (n-espaço projetivo real) O n-espaço projetivo real RP n é o conjunto de

todas as retas em Rn+1 que passam pela origem, e sua topologia é definida pelo quociente de

Rn+1\{0} pela relação de equivalência p ∼ λp, onde p ∈ Rn+1\{0} e λ ∈ R∗. Com isso, pode-

se restringir o exemplo aos pontos p ∈ Rn+1 tais que ||p|| = 1, e assim identificar RP n com

Sn/ ∼ = {p ∈ Sn : p ∼ −p}.
Tomando p = 1 ∈ R, então RP 0 = {[1]}. Note que o espaço quociente S1/ ∼ pode ser visto

como sendo o conjunto {(x, y) ∈ S1 : y ≥ 0} com os pontos (−1, 0) e (1, 0) identificados. Logo,

S1/ ∼ é homotopicamente equivalente à colagem de uma 1-célula em um ponto {(1, 0)}∪f1∂
D1.

Como {(1, 0)} ≈ {[1]} = RP 0 e RP 1 ≈ S1/ ∼, então

RP 1 ≈ RP 0 ∪f1∂
D1.

Repetindo o procedimento anterior para 1 ≤ j ≤ n, tem-se que RP j ≈ Sj/ ∼, para p =

(1, 0, . . . , 0) ∈ Rj+1, e RP j ≈ RP j−1 ∪fj∂ Dj, onde fj∂ : ∂Dj → Sj−1 é definido por

fj∂(p) = [q] e [q] = {(x1, . . . , xj) ∈ Sj−1 : xj = 0}/ ∼ .

Assim, tem-se a CW-estrutura RP j−1 ⊆ RP j e RP j = X(j) ≈ X(j−1)∪fj∂Dj para 1 ≤ j ≤ n.

Lema 1.2.28. (Homologia celular relativa) Sejam A um anel comutativo com unidade e X um

CW-complexo, então

Hk(X
(n), X(n−1)) ∼=

{
Cn(X), k = n

0, k 6= n
,

onde Cn(X) é um A-módulo livre e finitamente gerado pelas n-células de X. Além disso,

Cn(X) ∼=
⊕
σ

Hn(Dn
σ , ∂D

n
σ) ∼=

⊕
σ

A

em que ⊕
σ

fσ∗ :
⊕
σ

Hn(Dn
σ , ∂D

n
σ)→ Hn(X(n), X(n−1))

denota o isomorfismo descrito.

� Por definição, tem-se X(n) = X(n−1)
⋃̇
σ(
⋃
f∂σ

Dn
σ) e também Dn

σ ⊂ X(n), onde fσ : Dn
σ →

X(n) é a aplicação caracteŕıstica. Sejam Cσ e Aσ discos fechado e abertos, respectivamente,

contendo o hemisfério norte de fσ(Dn
σ). Definindo Nσ = fσ(Dn

σ) − Cσ, Mσ = fσ(Dn
σ) − Aσ

se tem Nσ ⊂ Mσ, e considerando U = X(n) −
⋃
σ Cσ, Y = X(n) −

⋃
σ Aσ se tem U ⊆ Y .

Note que X(n−1) é um retrato de deformação de Y , logo, pela invariância homotópica tem-se

Hk(X
(n), X(n−1)) ∼= Hk(X

(n), Y ). Como X(n) − U =
⋃
σ Cσ e Y − U é homotópico a

⋃
Sn−1
σ ,

pelo teorema da excisão Hk(X
(n)−U, Y −U) ∼= Hk(X

(n), Y ). Portanto Hk(X
(n)−U, Y −U) =

Hk(
⋃̇
σCσ,

⋃̇
σS

n−1
σ ) ∼= Hk(

⋃̇
σD

n
σ ,
⋃̇
σ∂D

n
σ) ∼=

⊕
σ

Hk(D
n
σ , ∂D

n
σ), pois Cσ ≈ Dn

σ e Sn−1
σ = ∂Dn

σ .

Enfim, tem-se o diagrama comutativo:⊕
σ

Hk(D
n
σ , ∂D

n
σ)

id∗ //

∼=
��

⊕
σ

Hk(D
n
σ , ∂D

n
σ)

id∗ //

⊕
σ
fσ∗

��

⊕
σ

Hk(D
n
σ , ∂D

n
σ)⊕

σ
fσ∗

��

Hk(X
(n) − U, Y − U)

∼= // Hk(X
(n), Y )

∼= // Hk(X
(n), X(n−1)).
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Por fim, sabe-se que Hk(D
n
σ , ∂D

n
σ) ∼= A para k = n e é trivial para k 6= n, então pela sequência

anterior tem-se Hk(X
(n), X(n−1)) ∼=

⊕
σ

Hk(D
n
σ , ∂D

n
σ) ∼=

⊕
σ

A se k = n e é trivial caso k 6= n. �

Definição 1.2.29. (Aplicação de Pares) Seja X = X(n) um CW-complexo e tome p ∈ X(n−1)

como um ponto-base. Será identificado um dado q ∈ X(n) com o ponto-base se q ∈ X(n−1),

e diz-se que q ∼ p. Defina X(n)/X(n−1) = {[q] : q ∈ X(n), q � p} e a aplicação quociente

π : X(n) → X(n)/X(n−1) por:

π(q) =

{
[p], q ∈ X(n−1)

[q], q /∈ X(n−1)
.

Seja
∨
σ S

n
σ o bouquet de n-esferas com o ponto-base p, então X(n)/X(n−1) ≈

∨
σ S

n
σ . Agora,

definina sσ : X(n)/X(n−1) → Snσ por

sσ([q]) =

{
q, q ∈ Dn

σ

p, q /∈ Dn
σ

.

A aplicação pσ = sσ ◦ π : (X(n), X(n−1))→ (Snσ , {p}) é chamada σ-aplicação de pares.

Seja Ψn : Ck(X)→ Hk(X
(n), X(n−1)) o isomorfismo definido no lema anterior e dado por

Ψn(
∑
σ

nσσ) =
∑
σ

nσfσ∗[D
n],

onde [Dn] é um gerador do módulo Hn(Dn, ∂Dn).

Lema 1.2.30. (Inversa de Ψn) A aplicação inversa Φn : Hn(X(n), X(n−1)) → Cn(X) do iso-

morfismo definido anteriormente é dada por

Φn(α) =
∑
σ

φn(pσ∗α)σ,

onde φn : Hn(Sn, {p}) → A é o único homomorfismo tal que φn([Sn]) = 1 e [Sn] é a classe

fundamental do par (Sn, {p}).

� Será demonstrada a unicidade do homomorfismo. Sabe-se que o grupo Hn(Sn, {p}) tem

como geradores as classes {[Sn], [0]} e como φn é homomorfismo, então φn([0]) = 0. Definindo

φn([Sn]) = 1 e supondo que exista outro homomorfismo tal que φ
′
n([Sn]) = 1, então ambos ho-

momorfismos coincidem quando avaliados nos geradores, logo φ
′
n = φn o que é uma contradição,

portanto φn é único. Sabe-se que Ψn é um isomorfismo, então existe uma única aplicação Φn

tal que Φn ◦Ψn = 1. Tomando σ uma n-célula geradora de Cn(X),

Φn(Ψn(σ)) =
∑
β

φn(pβ∗Ψn(σ))β

=
∑
β

φn(pβ∗f∂σ∗[D
n])β

=
∑
β

φn((pβ ◦ f∂σ)∗[D
n])β

= φn((pσ ◦ f∂σ)∗[D
n])σ

= φn([Sn])σ

= σ,
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e como σ ∈ Cn(X) é arbitrário, então Φn ◦Ψn = 1. �

Definição 1.2.31. (Grau homológico) Seja f : Sn → Sn uma aplicação cont́ınua e f∗ :

Hn(Sn;A) → Hn(Sn;A) o homomorfismo induzindo. Seja [Sn] ∈ Hn(Sn;A) o gerador não-

trivial desse grupo, então f∗[S
n] = k[Sn] para algum k ∈ A. Denomina-se por k = deg(f) o

grau homológico da aplicação f .

Definição 1.2.32. (Aplicação CW-bordo) Tome a tripla (X(n), X(n−1), X(n−2)) e a composição

abaixo

Cn(X)
Ψn // Hn(X(n), X(n−1))

δ∗ // Hn−1(X(n−1), X(n−2))
Φn−1

// Cn−1(X)

onde δ∗ é o homomorfismo de conexão da sequência da tripla. O homomorfismo ∂n = Φn−1 ◦
δ∗ ◦Ψn : Cn(X)→ Cn−1(X) é chamado operador CW-bordo.

Teorema 1.2.33. (CW-bordo) A aplicação CW-bordo é um homomorfismo tal que ∂n−1◦∂n = 0

e é dada por:

∂n(σ) =
∑
β

[β : σ]β,

onde [β : σ] é o grau homológico da aplicação pβ ◦ f∂σ : ∂Dn
σ → Sn−1

σ .

� Por definição tem-se ∂n = Φn−1 ◦ δ∗ ◦Ψn, logo é um homomorfismo.

Considere o diagrama comutativo tal que na vertical tem-se a sequência exata longa do par

(X(n−1), X(n−2))

Hn−2(X(n−2))
j∗

**

Hn(X(n), X(n−1))
δ∗ //

δn **

Hn−1(X(n−1), X(n−2))

δn−1

OO

δ∗ // Hn−2(X(n−2), X(n−3))

Hn−1(X(n−1))

j∗

OO

Note que δ∗◦δ∗ = j∗◦δn−1◦j∗◦δn. Pela exatidão da sequência vertical tem-se Im(j∗) = ker(δn−1),

logo δ2
∗ = 0. Com isso, tem-se a composição do CW-bordo ∂n−1 ◦ ∂n = Φn−2 ◦ δ∗ ◦Ψn−1 ◦Φn−1 ◦

δ∗ ◦Ψn = Φn−2 ◦ δ2
∗ ◦Ψn = 0, pois Ψn−1 ◦ Φn−1 = 1 e δ2

∗ = 0.

Por definição f∂σ : ∂Dn
σ → X(n−1), assim tem-se o homomorfismo induzido f∂σ∗ : Hn−1(∂Dn

σ ;A)→
Hn−1(X(n−1);A). Analogamente, tem-se o homomorfismo

fσ∗ : Hn(Dn
σ , ∂D

n
σ)→ Hn(X(n), X(n−1))

e o homomorfismo conectante

δn : Hn(Dn
σ , ∂D

n
σ)→ Hn−1(∂Dn

σ ;A)

de modo que, tomanto [Dn
σ ] ∈ Hn(Dn

σ , ∂D
n
σ) como um elemento gerador, então δn ◦ fσ∗[Dn

σ ] ∈
Hn−1(X(n−1);A) é um elemento gerador. Por outro lado f∂σ∗ ◦ δn[Dn

σ ] ∈ Hn−1(X(n−1);A)
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também é um elemento gerador, logo f∂σ∗ ◦ δn[Dn
σ ] = λδn ◦ fσ∗[Dn

σ ], para algum λ ∈ A. É

posśıvel escolher um mapa caracteristico fσ∗ tal que λ = 1, tem-se f∂σ∗ ◦ δn = δn ◦ f∂σ∗, e como

δ∗ = j∗ ◦ δn então f∂σ∗ ◦ δ∗ = δ∗ ◦ f∂σ∗. Assim, tem-se o operador CW-bordo

∂n(σ) = Φn−1 ◦ δ∗ ◦Ψn(σ)

= Φn−1 ◦ δ∗ ◦ fσ∗([Dn
σ ])

= Φn−1 ◦ f∂σ∗ ◦ δ∗([Dn
σ ])

= Φn−1 ◦ f∂σ∗ ◦ (j∗ ◦ δn)([Dn
σ ])

= Φn−1 ◦ f∂σ∗([∂Dn
σ ])

=
∑
β

φn−1(pβ∗ ◦ f∂σ∗[∂Dn
σ ])β

=
∑
β

φn−1((pβ ◦ f∂σ)∗[S
n−1])β

=
∑
β

φn−1(deg(pβ ◦ f∂σ)[Sn−1])β

=
∑
β

deg(pβ ◦ f∂σ)φn−1([Sn−1])β

=
∑
β

deg(pβ ◦ f∂σ)β.

�

Teorema 1.2.34. (CW-homologia) Seja X um CW-complexo, então existe uma identificação

natural entre a CW-homologia C∗(X) e a homologia singular H∗(X;A), isto é

Hk(X;A) ∼= Hk(C∗(X);A) ∀k ∈ Z.

� Para a demonstração desse resultado será considerada a sequência

Ck+1(X)
∂k+1

// Ck(X)
∂k // Ck−1(X).

Por definição, tem-se Hk(C∗(X);A) = ker(∂k)/ Im(∂k+1), e com isso será provado que

ker(∂k)/ Im(∂k+1) ∼= Hk(X;A).

Então, pode-se concluir a equivalência entre a CW-homologia e a homologia singular do espaço

topológico X.

Tome a sequência longa exata vertical da tripla (X(k+1), X(k−1), X(k−2)) e a sequência longa
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exata horizontal da tripla (X(k+1), X(k), X(k−1)) no diagrama abaixo:

Hk(X
(k−1), X(k−2)) = 0

i∗
��

Hk(X
(k+1), X(k−2))

j∗
��

Hk+1(X(k+1), X(k))
δ1∗ // Hk(X

(k), X(k−1))
i∗ //

δ2∗
��

Hk(X
(k+1), X(k−1))

j∗
��δ3∗tt

Hk−1(X(k−1), X(k−2)) Hk(X
(k+1), X(k)) = 0

onde i∗, j∗ e δ∗ são as inclusões induzidas e o homomorfismo conectante, respectivamente. Seja

[α] ∈ Hk(X
(k), X(k−1)), então δ3∗ ◦ i∗[α] = δ2∗[α].

Será caracterizado conjunto ker(δ2∗). Dado [α] ∈ ker(δ2∗), então δ3∗ ◦ i∗[α] = δ2∗[α] = 0.

Como i∗ é um epimorfismo e j∗ é monomorfismo, então existe um único [β] ∈ Hk(X
(k+1), X(k−2))

tal que i∗[α] = j∗[β].

Pode-se afirmar que φ : ker(δ2∗) → Hk(X
(k+1), X(k−2)), dado por φ([α]) = [β], é um epi-

morfismo. De fato, seja [β′] ∈ Hk(X
(k+1), X(k−2)), então existe um [α′] ∈ Hk(X

(k), X(k−1)) tal

que i∗[α
′] = j∗[β

′]. Com isso δ2∗[α
′] = δ3∗ ◦ i∗[α′] = δ3∗ ◦ j∗[β′] = 0, pois Im(j∗) = ker(δ3∗), logo

[α′] ∈ ker(δ2∗) e φ é epimorfismo.

Como φ é sobrejetor, existe [α] ∈ ker(δ2∗) tal que φ([α]) = 0. Pela comutatividade do

diagrama tem-se que i∗[α] = j∗[0] = 0, pois j∗ é monomorfismo, portanto [α] ∈ ker(i∗) e, pela

exatidão, tem-se ker(i∗) = Im(δ1∗), logo [α] ∈ Im(δ1∗). Com isso, conclui-se que ker(φ) =

Im(δ1∗). Pelo teorema fundamental do isomorfismo de grupos, tem-se que ker(δ2∗)/ ker(φ) ∼=
Hk(X

(k+1), X(k−2)), ou seja, ker(δ2∗)/ Im(δ1∗) ∼= Hk(X
(k+1), X(k−2)).

Sem perda de generalidade, assumi-se que X seja um CW-complexo de ordem n, isto é,

X = X(n). Fixe um 0 ≤ j ≤ n e tome o j-ésimo esqueleto X(j) e defina X(−1). Com isso, é

posśıvel escrever a sequência de homomorfismos de inclusão de pares:

Hk(X
(j);A) = Hk(X

(j), X(−1)) // Hk(X
(j), X(0)) // . . . // Hk(X

(j), X(k−2))

onde k− 2 ≤ j e para cada i-ésimo termo Hk(X
(j), X(i)) no centro do diagrama abaixo, tem-se

a sequência exata de triplas nas verticais (X(j), X(i), X(i−1)), com 0 ≤ i + 1 ≤ j com hi sendo

os homomorfismos de inclusão:

Hk(X
(i−1), X(i−2)) = 0

��

Hk(X
(i), X(i−1)) = 0

��

Hk(X
(i+1), X(i)) = 0

��

Hk(X
(n), X(i−2))

hi−1

��

Hk(X
(n), X(i−1))

hi
��

Hk(X
(n), X(i))

hi+1

��

Hk(X
(n), X(i−1)) //

δ(i−1)∗
��

Hk(X
(n), X(i)) //

δi∗
��

Hk(X
(n), X(i+1))

δ(i+1)∗
��

Hk−1(X(i−1), X(i−2)) = 0 Hk−1(X(i), X(i−1)) = 0 Hk(X
(i+1), X(i)) = 0.
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Do Lema 1.2.28, tem-se que Hk(X
(i), X(i−1)) = 0 caso k 6= i. Logo, os grupos nas extemidades

verticais do diagrama serão os triviais. Pela exatidão das sequências verticais, tem-se Im(hi) =

ker(δi∗), mas como Im(δi∗) = 0⇒ ker(δi∗) = Hk(X
(n), X(i)), logo hi é um epimorfismo, portanto

um isomorfismo, isto é, Hk(X
(n), X(i−1)) ∼= Hk(X

(n), X(i)), permitindo escrever a cadeia de

isomorfismos

Hk(X
(j);A) = Hk(X

(j), X(−1))

∼= Hk(X
(j), X(0)) ∼= . . . ∼= Hk(X

(j), X(i)) ∼= . . . ∼= Hk(X
(j), X(k−2)),

logo Hk(X
(j);A) ∼= Hk(X

(j), X(i)).

Por fim, como foi suposto que X = X(n), e a construção anterior vale para j = n, então

Hk(X;A) = Hk(X
(n);A) ∼= Hk(X

(n), X(i)).

Assim, Hk(X;A) ∼= Hk(X
(k+1), X(k−2)) ∼= ker(δ2∗)/ Im(δ1∗). Mas como ∂k = Φn−1 ◦ δ∗ ◦Ψn,

então ker(δ2∗) ∼= ker(∂k) e Im(δ1∗) ∼= Im(∂k+1). Logo ker(δ2∗)/ Im(δ1∗) ∼= ker(∂k)/ Im(∂k+1) =

Hk(C∗;A). Portanto, Hk(X;A) ∼= Hk(C∗;A) que é a equivalência entre as homologias. �

Exemplo 1.2.35. (CW-homologia da n-esfera) No Exemplo 1.2.24 foi demonstrado que, dado

p ∈ Sn, então a n-esfera é homotopicamente equivalente a {p} ∪f∂ Dn, onde f∂ : ∂Dn → {p}
(veja a Figura 1.5). Pelo teorema da CW-homologia tem-se que Hk(S

n;A) ∼= Hk(X
(k), X(k−1)),

logo H0(Sn;A) ∼= H0(X(0), X(0−1)) ∼= A, Hn(Sn;A) ∼= Hn(X(n), X(n−1)) ∼= A e Hk(S
n;A) ∼=

Hk(X
(j), X(j−1)) = 0 caso k 6= j, logo

H∗(S
n;A) = H0(Sn;A)⊕Hn(Sn;A) ∼= A⊕ A.

X(0) = {p}

Dn
{p} ∪f∂ Dn

Sn−1 = ∂Dn

f∂

Figura 1.5: Estrutura de CW-complexo da n-esfera Sn.

Exemplo 1.2.36. (CW-homologia do 2-toro) No Exemplo 1.2.26 foi demonstrado que o 2-toro

possui a seguinte CW-estrutura {p} ∪f1∂
D1

1 ∪f2∂
D1

2 ∪f3∂
D2

3, onde p ∈ T 2. Com isso, os grupos

de homologia não-triviais são:

H0(T 2;A) ∼= H0(X(0), X(−1)) ∼= A,

H1(T 2;A) ∼= H1(X(1), X(0)) ∼=
⊕
i=1,2

H1(D1
i , ∂D

1
i )
∼=
⊕
i=1,2

A

H2(T 2;A) ∼= H2(X(2), X(1)) ∼= A.
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Logo,

H∗(T
2;A) = H0(T 2;A)⊕H1(T 2;A)⊕H2(T 2;A) ∼= A⊕ A⊕ A⊕ A.
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Caṕıtulo 2

Teoria de Morse

Na investigação da topologia de variedades o principal objetivo é a determinação de seus

invariantes topológicos, ou seja, caracteŕısticas das variedades que são invariantes por homeo-

morfismos. Algumas abordagens são algébricas, tais como: a determinação de seus grupos de

homotopia, seus grupos de homologia e cohomologia. Outras são diferenciais, tais como: teore-

mas de mergulho, transversalidade, teorema de Sard, etc. A Teoria de Morse faz uma conexão

entre as duas metodologias. Através de uma função suave definida na variedade, determina-se

seus pontos cŕıticos, e através deles se constrói um CW -complexo cuja homologia coincide com

a homologia singular da variedade, o que pode ser encontrado na Seção 1.2.2. O que torna a

Teoria de Morse uma das construções matemáticas mais bonitas do século XX é justamente

essa conexão entre as diferentes descrições.

O propósito desse caṕıtulo é uma rápida apresentação de alguns dos principais resultados

em Teoria de Morse para que se possa, com isso, definir o complexo de Morse-Smale-Witten,

sua homologia e a relação desta com a Homologia Singular da variedade. Os detalhes das

demonstrações e técnicas utilizadas podem ser encontrados em [5] e [28].

Definição 2.0.37. (Variedade fechada) Seja M uma n-variedade diferencial. Diz-se que M é

fechada se é compacta e sem bordo.

De agora em diante M será uma n-variedade Riemanniana fechada. Conceitos e proprieda-

des importantes sobre variedades diferenciáveis que serão utilizados neste trabalho podem ser

encontrados no Apêndice D, e mais detalhes podem ser encontrados em [12].

2.1 Teoria de Morse Clássica

Definição 2.1.1. (Função de Morse) Sejam M uma n-variedade fechada, f ∈ C∞(M,R) e

Cr(f) = {p ∈M : dfp = 0} o conjunto dos pontos cŕıticos de f . Diz-se que f é uma função de

Morse se a hessiana Hp(f) é não-degenerada para todo p ∈ Cr(f). O conjunto das funções de

Morse definidas em M será denotado por Mo(M).
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O ı́ndice de Morse de p ∈ Cr(f) é a dimensão do maior subespaço V ⊂ TpM tal que a

hessiana restrita a V é negativa-definita, isto é, Hp(f)(v, u) < 0 para todo v, u ∈ V . Esse

ı́ndice é denotado por λp = dim(V ). Se Hp(f) é diagonalizável, então o número de auto-valores

negativos coincide com o ı́ndice λp.

Lema 2.1.2. (Lema de Morse) Sejam f ∈Mo(M) e p ∈ Cr(f) com ı́ndice de Morse λp. Então

existe uma carta {U, φ} de p com φ(p) = 0 ∈ Rn tal que

(f ◦ φ−1)(x1, . . . , xn) = f(p)− x2
1 − · · · − x2

λp + x2
λp+1 + · · ·+ x2

n.

Observação 2.1.3. Como consequência do Lema de Morse, pode-se mostrar que os pontos

cŕıticos de uma função de Morse f ∈ Mo(M) são isolados. Pela compacidade de M tem-se

que os pontos isolados são finitos.

A existência das funções de Morse é ilustrada pelo seguinte exemplo. Seja f : M → R tal

que f(x1, . . . , xn) = xn. Essa função é chamada de função altura e pode-se mostrar que f é

uma função de Morse, logo Mo(M) 6= ∅.

Exemplo 2.1.4. Sejam S2 ⊂ R3 a 2-esfera centrada na origem e f : S2 → R a função altura

dadar por f(x, y, z) = z. Os pontos cŕıticos de f são p± = {(0, 0,±1)}, cujos ı́ndices são

λp− = 0 e λp+ = 2.

O seguinte teorema garante que as funções de Morse são abundantes no conjunto das funções

suaves e sua demonstração pode ser encontrada em [2].

Teorema 2.1.5. Seja g ∈ C∞(M,R). Então existe f ∈ Mo(M) suficientemente próxima de

g, isto é, Mo(M) é denso em C∞(M,R).

Seja a ∈ R. O conjunto de ńıvel a é o conjunto Ma = f−1((−∞, a]) = {p ∈M : f(p) ≤ a}.
Uma consequência imediata é que, dados a, b ∈ R tais que a ≤ b, então Ma ⊆M b.

Teorema 2.1.6. Sejam f ∈Mo(M) e a < b ∈ R tais que f−1([a, b]) ⊂M não contenha pontos

cŕıticos de f . Então Ma é difeomorfo a M b. Além disso, Ma é um retrato de deformação de

M b, de modo que a inclusão Ma ↪→M b é uma equivalência homotópica.

O seguinte teorema afirma que, fixando a ∈ R e variando t ∈ R, se f−1([a, t]) ∩ Cr(f) 6= ∅,
os conjuntos de ńıvel Ma e M t não podem ser deformados um no outro. Sua demonstração

pode ser encontrada em [28].

Teorema 2.1.7. Sejam f ∈ Mo(M) e p ∈ Cr(f) com ı́ndice λp tal que f(p) = c. Suponha

que f−1([c− ε, c+ ε]) ∩ Cr(f) = {p} para algum ε > 0. Então o conjunto de ńıvel M c+ε tem o

mesmo tipo de homotopia de M c−ε com uma λp-célula colada, isto é, M c+ε 'M c−ε ∪f∂ Dλp.

Observação 2.1.8. O teorema anterior tem como hipótese a exitência de apenas um ponto

cŕıtico em f−1([c − ε, c + ε]). No caso em que f−1([c − ε, c + ε]) ∩ Cr(f) = {pj}rj=1, tem-se

M c+ε 'M c−ε ∪f∂1
Dλ1 · · · ∪f∂r D

λr .
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Observação 2.1.9. Uma consequência imediata do teorema anterior é que, supondo p ∈ Cr(f)

e tomando a = f(p), tem-se que Ma é um CW -complexo.

Observação 2.1.10. Supondo que M seja compacto e conexo, então f(M) = [a, b] ⊂ R é um

compacto. Suponha que Cr(f) = {pj}kj=1, λj seja o ı́ndice do j-ésimo ponto cŕıtico e que exista

uma partição t1 = a < t2 < · · · < tk+1 = b tal que f−1((tk, tk+1)) ∩ Cr(f) = {pk}. Ao se tomar

t ∈ [a, b] obtêm-se a construção do CW -complexo

M t1 ' {p1}

M t2 ' {p1} ∪f∂1
Dλ1

...

M = M tk+1 ' {p1} ∪f∂1
Dλ1 · · · ∪f∂k D

λk .

Caso existam pontos cŕıticos distintos com valores cŕıticos coincidentes a mesma construção

pode ser feita perturbando a função de Morse f de modo a obter uma outra f ′ ∈Mo(M) com os

mesmos pontos cŕıticos agora com valores cŕıticos todos distintos. Essa construção é viabilizada

pela densidade das funções de Morse em C∞(M,R).

Exemplo 2.1.11. (2-toro) Sejam T 2 ⊂ R3 o toro centrado na origem do plano Oy × Ox =

{(x, y, 0) ∈ R3} e ϕ : [0, 2π]× [0, 2π]→ R3 uma parametrização dada por

ϕ(θ, φ) = ((2 + cosφ) cos θ, (2 + cosφ) sen θ, senφ).

Com isso, tem-se que o espaço tangente TpT
2 é gerado por {∂θ, ∂φ}|p onde

∂θ = −(2 + cosφ) sen θ∂x + (2 + cosφ) cos θ∂y,

∂φ = − senφ cos θ∂x − senφ sen θ∂y + cosφ∂z.

Seja f : T 2 → R a função largura f(x, y, z) = x. Tem-se que o diferencial de f é dfp = ∂x.

Com isso, dado v ∈ R3 tem-se que dfp(v) = 〈∇f(p), v〉 = 〈(1, 0, 0), (vx, vy, vz)〉 = vx. Assim, o

caso em que dfp(v) = 0 implica que vx = 0, ou seja, os vetores dos espaços tangentes não podem

ter componentes na direção Ox. Com isso, basta que os elementos da base não o tenham, isto

é, senφ = sen θ = 0. Portanto, φ, θ ∈ {0, π} e os pontos cŕıticos de f são ϕ(0, 0) = (3, 0, 0),

ϕ(0, π) = (−1, 0, 0), ϕ(π, 0) = (−3, 0, 0) e ϕ(π, π) = (1, 0, 0), os quais estão ilustrados na

Figura 2.1.

Assim, a representação matricial da Hessiana Hp(f) é

H(φ, θ) =

(
−(2 + cosφ) cos θ senφ sen θ

senφ sen θ − cosφ cos θ

)
.

Avaliando a hessiana nos pontos cŕıticos tem-se

H(0, 0) =

(
−3 0

0 −1

)
, H(0, π) =

(
3 0

0 1

)
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H(π, 0) =

(
−1 0

0 1

)
, H(π, π) =

(
1 0

0 −1

)
.

Portanto, os ı́ndices λ(φ,θ) dos pontos cŕıticos são: λ(0,0) = 2, λ(0,π) = 0, λ(π,0) = 1 e λ(π,π) = 1.

Pela Observação 2.1.10, pode-se escrever

T 2 = f−1([0, 2]) ≈ {ϕ(π, 0)} ∪f1∂
Dλ(π,0) ∪f2∂

Dλ(π,π) ∪f3∂
Dλ(0,0) ,

o que está de acordo com o Exemplo 1.2.26, e sua homologia foi determinada no Exemplo

1.2.36.

ϕ(π, 0) ϕ(0, 0)ϕ(π, π)ϕ(0, π)

Oy

Ox

Oz

Figura 2.1: Pontos cŕıticos da função largura em T 2.

Originalmente, a relação entre a topologia de M e os pontos cŕıticos de uma função de

Morse f : M → R, foi dada em termos de desigualdades, chamadas desigualdades de Morse.

Definição 2.1.12. (Números de Betti) O j-ésimo número de Betti de M é o inteiro βj(M) =

dim(Hj(M ;A)), onde Hj(M ;A) é o j-ésimo grupo de homologia singular de M e A é um anel.

Como os grupos de homologia de M são invariantes topológicos, então os números de Betti

de M também são.

Seja f ∈ Mo(M). O número de pontos cŕıticos de ı́ndice k é denotado por νk. Note

que βk(M) contém informações sobre a topologia da variedade, por outro lado, νk contém

informações sobre os pontos cŕıticos de f .

Teorema 2.1.13. (Desigualdades de Morse) Sejam f ∈ Mo(M) e νk o número de pontos

cŕıticos de f com ı́ndice de Morse k. Então valem as seguintes desigualdades:

1. βk(M) ≤ νk para 0 ≤ k ≤ n,

2.
∑k

j=0(−1)k−jβj(M) ≤
∑k

j=0(−1)k−jνj para 0 ≤ k ≤ n e vale a igualdade para o caso em

que k = n.

Observação 2.1.14. No caso da igualdade do segundo item do teorema se tem a caracteŕıstica

de Euler-Poincaré χ(M) =
∑n

j=0(−1)jβj(M), que também é um invariante topológico e é a

generalização do teorema de Euler para poliedros convexos V −A+F = 2, onde V é o número

de vértices, A é o número de arestas e F é o número de faces.
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2.2 Homologia de Morse-Witten

2.2.1 Fluxos Gradiente e Variedades de Conexão

Sejam X ∈ X(M) um campo vetorial suave em M e p ∈ M . Sabe-se que existe uma curva

γ : R →M que é solução do sistema de equações diferenciais

dγ(t)

dt
= X(γ(t)), γ(0) = p.

Como M é compacta e sem bordo, então a solução γ = γp existe para todo t ∈ R. A aplicação

φ : R×M →M definida por φ(t, p) = γp(t) é chamada de fluxo gerado por X e, fixado p ∈M ,

a curva γp : R → M é chamada de linha do fluxo de X que passa por p. Como o fluxo φ está

bem-definido para todo t ∈ R, então pode-se efetuar a composição φs ◦ φt(p) = φ(s+ t, p) para

todo p ∈M , logo φs ◦ φt = φs+t e φ0 = Id.

Definição 2.2.1. (Órbitas) A órbita de p ∈M pelo fluxo φ é a imagem da curva φp = φ(., p) :

R →M e será denotada por O(p). As órbitas podem ser de três categorias

1. Singular, se O(p) = {p}.

2. Fechada, se existe τ ∈ R tal que φτ+t(p) = p para todo t ∈ R.

3. Regular, quando não é singular e não é fechada.

Pela compacidade de M e pela unicidade da solução do problema de valor inicial anterior-

mente descrito, tem-se que O(p) ⊂ M é uma imersão injetiva quando é uma órbita regular.

Vista como um subconjunto de Rm, para um inteiro m > 0 suficientemente grande (Teorema de

Megulho de Whitney [16]), M é um conjunto limitado, logo O(p) também é limitado. Assim,

tal órbita admite pontos limites. Os conjunto α-limite e ω-limite de p ∈ M são definidos por

α(p) = {q ∈ M : φt(p) → q, t → −∞} e ω(p) = {q ∈ M : φt(p) → q, t → ∞}. O seguinte

resultado sobre a topologia dos conjuntos limites é feito em [32].

Proposição 2.2.2. Sejam M uma variedade fechada e X ∈ X(M). Então para p ∈M tem-se,

que α(p) e ω(p) são fechados, conexos e invariantes pelo fluxo de X, isto é, são uniões de

órbitas de X.

Considere ∇f o campo gradiente da função de Morse f . Munindo M com uma métrica

Riemanniana gp : TpM × TpM → R (veja o Apêndice D), tem-se que dfp(v) = gp(∇f(p), v)

para todo p ∈ M , onde v ∈ TpM . Sejam −∇f ∈ X(M) e γ a curva integral de −∇f tal que

γ(0) = p ∈M . Então
d

dt
(f ◦ γ)(t) = g(∇f(γ(t)), γ̇(t))

= g(∇f(γ(t)),−∇f(γ(t)))

= −||∇f(γ(t))||2

≤ 0,
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para todo t ∈ R.

Isso mostra que a função de Morse f é decrescente ao longo das linhas de fluxo do campo

gradiente negativo. Em [32] mostra-se que, para todo q ∈ M tem-se que O(q) intersecta

f−1(f(q)) transversalmente. Além disso, os pontos limites das órbitas são pontos cŕıticos, ou

seja, α(q) ∪ ω(q) ⊂ Cr(f).

Sabe-se que, se f ∈ Mo(M), então Cr(f) é um conjunto finito. Com isso, pode-se mostrar

que

Lema 2.2.3. Se p ∈M , então α(p) = {q} e ω(p) = {r} onde q, r ∈ Cr(f).

Definição 2.2.4. (Variedades instáveis/estáveis) As variedades instável e estável de um ponto

p ∈ Cr(f) são os conjutos W u(p) = {q ∈ M : φt(q) → p, t → −∞} e W s(p) = {q ∈ M :

φt(q)→ p, t→∞}, respectivamente.

Observação 2.2.5. Em termos de pontos limite, é posśıvel reescrever as variedades instável e

estável de p ∈ Cr(f) como sendo W u(p) = {q ∈M : α(q) = p} e W s(p) = {q ∈M : ω(q) = p}.

Da observação anterior, afirma-se que ambas as variedades instável e estável dos pontos

cŕıticos são contráteis. De fato, defina Id : M → M como sendo a aplicação identidade

e c : M → M como sendo a aplicação constante c(M) = {p}, onde p ∈ Cr(f). Então

h : [0, 1]×W u(p)→ W u(p) definida por

h(t, q) =

{
φ(t/(1− t), q), t 6= 1

c(q), t = 1
,

é uma homotopia entre Id e c, pois é cont́ınua e h(0, q) = Id(q) e limt→1 h(t, q) = c(q), logo a

variedade instável é contrátil. Com uma argumento análogo mostra-se que W s(p) é contrátil.

Foi definido o espaço tangente instável como sendo o subespaço T upM ⊂ TpM tal que a

restrição da Hessiana Hessp(f) a T upM é negativa-definida. Analogamente se tem o espaço

tangente estável T spM ⊂ TpM , onde a Hessiana é positiva-definida. Com isso, segue o teorema

da variedade estável, cuja demonstração pode ser encontrada em [5].

Teorema 2.2.6. (Teorema da variedade instável/estável) Sejam f ∈ Mo(M) e p ∈ Cr(f).

Então se tem a decomposição TpM = T upM ⊕ T spM . Além disso, existem mergulhos suaves e

sobrejetores T upM ↪→ W u(p) ⊆ M e T spM ↪→ W s(p) ⊆ M . Com isso, W u(p) e W s(p) são

subvariedades sem bordo com dimensão λp e n− λp, respectivamente.

Observação 2.2.7. Do mergulho dado pelo teorema anterior tem-se que as variedades instável

e estável possuem o mesmo tipo de homotopia de um disco aberto cujas dimensões são λp e

n − λp, respectivamente. Como os discos abertos são contráteis, então são orientáveis. Logo,

as variedades instável e estável são orientáveis.

A variedade M pode ser decomposta como a união disjunta das variedades instáveis ou

união disjunta da variedades estáveis, o que é garantido pelo resultado a seguir.

44



Homologia de Morse-Witten

Proposição 2.2.8. Se f ∈Mo(M), então

M =
⋃̇

p∈Cr(f)

W s(p) =
⋃̇

p∈Cr(f)

W u(p).

O propósito das definições desse ponto em diante é a construção de um complexo de cadeia

associado ao fluxo gradiente de uma função de Morse com uma propriedade adicional, que se

chama propriedade de transversalidade entre as variedades instáveis e estáveis.

Definição 2.2.9. (Variedade Conectante e o Espaço Moduli) Sejam f ∈Mo(M) e p, q ∈ Cr(f).

A variedade conectante de p e q é definida por Wpq = W u(p)∩W s(q). Seja c ∈ (f(q), f(p)) ⊂ R
um valor regular de f . Então o espaço moduli de p e q é definido por Mpq = Wpq ∩ f−1(c).

Definição 2.2.10. (Aplicações tranversais) Sejam f : N → M e g : Z → M duas aplicações

suaves entre variedades diferenciáveis. Diz-se que f é transversal a g, e denote f t g, sempre

que f(x) = g(z) = y tem-se dfx(TxN) + dgz(TzZ) = TyM .

Observação 2.2.11. Se Z ⊆ M e g é a aplicação de inclusão, então a transversalidade é

denotada por f t Z. A transversalidade nos casos em que N,Z ⊆ M e f e g são as inclusões

é denotada por N t Z.

Definição 2.2.12. (Funções de Morse-Smale) Diz-se que o campo gradiente negativo de f ∈
Mo(M) satisfaz a condição de Morse-Smale se W u(p) t W s(q) para todos p, q ∈ Cr(f). O

conjunto dessas funções é denotado por MS
o (M).

Teorema 2.2.13. Sejam f ∈ MS
o (M) e p, q ∈ Cr(f). Então a variedade conectante Wpq

e o espaço moduli Mpq são vazios ou subvariedades de M sem bordo cujas dimensões são

dim(Wpq) = λp − λq e dim(Mpq) = λp − λq − 1, respectivamente.

Proposição 2.2.14. Sejam f ∈MS
o (M) e p, q ∈ Cr(f).

1. Se λp < λq, então Wpq = ∅,

2. Wpp = {p}

3. Se λp = λq e p 6= q, então Wpq = ∅,

4. Se p 6= q tal que Wpq 6= ∅, então λp > λq.

Observação 2.2.15. Uma das consequências da proposição anterior é o fato de que, dada uma

função de Morse-Smale, as órbitas não-singulares do fluxo do gradiente negativo dessa função

sempre partem de um ponto cŕıtico para um outro ponto cŕıtico de ı́ndice inferior.

Proposição 2.2.16. Sejam f ∈MS
o (M) e p, q ∈ Cr(f) de ı́ndice relativo 1, isto é, λp−λq = 1.

Então Wpq = Wpq ∪ {p, q}. Além disso, o número de órbitas conectando p a q é finito.
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2.2.2 Complexo de Morse-Smale-Witten

Sejam V um n-espaço vetorial, B = {ej}nj=1 e B′ = {e′j}nj=1 duas bases ordenadas de V .

Diz-se que B e B′ possuem a mesma orientação se o determinante da matriz de mudança de

base, A : B → B′, definida por ej =
∑n

i=1Ajie
′
i, possui determinante positivo. Com isso,

o conjunto dos isomorfismos definidos em V pode ser divido em duas classes: a classe dos

isomorfismos com orientação positiva e negativa, respectivamente. A escolha de uma classe é

chamada orientação do espaço vetorial V . Mais detalhes podem ser encontrados em [21].

Sejam M uma n-variedade diferenciável. A n-upla ordenada B = {ej}nj=1 é um referencial

local se B(p) = {ej(p)}nj=1 é uma base para TpM ordenada para todo p ∈ M . Diz-se que B

é um referencial positivamente orientado se B(p) é positivamente orientado para todo p ∈ M .

Seja A : B → B′ uma aplicação onde A(p) é a matriz de mudança de base B(p) para B′(p).

Se det(A) : M → R for uma aplicação cont́ınua tal que det(A)(p) = det(A(p)) > 0 para

todo p ∈ M , então é dito que B possui orientação continuamente positiva. Analogamente, se

det(A)(p) < 0 diz-se que B possui uma orientação continuamente negativa.

Definição 2.2.17. (Variedade orientável) Seja M uma n-variedade diferenciável com um re-

ferencial B continuamente orientado. Então a classe de equivalência desses referenciais o(M)

é chamada de orientação de M e é dito que a variedade é orientável se existe uma orientação

o(M).

A questão de orientação de variedades e subvariedades é crucial no processo de construção

do complexo de Morse-Smale-Witten.

Teorema 2.2.18. Sejam f ∈ MS
o (M). Fixando as orientações o(W u(p)) para todo p ∈ Cr(f)

tal que λp > 0, então para todos p, q ∈ Cr(f) tem-se que Wpq e Mpq são variedades com

orientações o(Wpq) e o(Mpq) induzidas pela orientação de W u(p).

Observação 2.2.19. Note que no teorema anterior não foi necessária a orientabilidade de M ,

mas apenas das variedades instáveis dos pontos cŕıticos. O procedimento para a construção da

orientação induzida da variedade conectante é:

1. Para cada p ∈ Cr(f) com λp > 0 fixa-se uma orientação o(W u(p)).

2. Considere o subespaço tangente TpW
s(p) com a orientação compat́ıvel com TpW

u(p).

3. Como Wpq = W u(p) ∩ W s(q) e se tem a transversalidade W u(p) t W s(q), então a

orientação o(Wpq) é determinada pelo isomorfismo TxW
u(p) ∼= TxWpq ⊕ TxW s(q), onde

x ∈ Wpq.

Sejam M uma n-variedade orientável, f ∈ MS
o (M), p, q ∈ Cr(f) tais que λp − λq = 1 e

γ : R →M a curva integral do campo gradiente negativo com as condições de contorno a seguir

d

dt
γ(t) = −∇f(γ(t)), lim

t→−∞
γ(t) = p e lim

t→∞
γ(t) = q.
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Tome um ponto x ∈ γ(R) ⊂ Wpq. Como W u(p) é orientável (veja a Observação 2.2.7), então

pode-se completar {−∇f(x)} com B̂u(x) ⊂ TxM tal que {−∇f(x), B̂u(x)} é uma base com

orientação positiva de TxW
u(p). Seja Bs(x) uma base com orientação positiva de TxW

s(p).

Como W u(p) é transversal à W s(p), então B(x) = {B̂u(x), Bs(x)} é uma base de TxM .

Definição 2.2.20. (Número de intersecção) Com as hipóteses descritas anteriormente, o sinal

caracteŕıstico da órbita O(x) é o ı́ndice nx ∈ {±1} que assume os valores 1, caso a orientação

o(B(x)) seja positiva, e assume −1 caso contrário. O número de intersecção é definido por

n(p, q) =
∑

x∈Mpq

nx.

Desse modo, o número de intersecção conta as órbitas entre p e q considerando a orientação.

Definição 2.2.21. (Complexo de Morse-Smale-Witten) Sejam M uma variedade Riemanniana

e f ∈ MS
o (M). Para cada p ∈ Cr(f) fixe uma orientação o(W u(p)). Sejam Ck(f) o grupo

abeliano livremente gerado pelos pontos cŕıticos de ı́ndice k e C∗(f) =
⊕m

k=0Ck(f). Dado p ∈
Cr(f) um ponto cŕıtico de ı́ndice k, então 〈p〉 denota um gerador de Ck(f). O homomorfismo

∂k : Ck(f)→ Ck−1(f) avaliado em cada gerador 〈p〉 de Ck é definido por

∂k(〈p〉) =
∑

q∈Cr(f)

n(p, q)〈q〉,

e é estendido por linearidade. Esse homomorfismo é chamado operador bordo de Morse-Smale-

Witten e o par (C∗(f), ∂∗) é um complexo de cadeia chamado complexo de Morse-Smale-Witten

da função f .

Exemplo 2.2.22. (Complexo de Morse-Witten) Considere a 2-variedade diferenciável M mer-

gulhada em R3 ilustrada na Figura 2.2. Seja F : R3 → R a função definida por F (x, y, z) = z.

Pode-se mostrar que f = F |M ∈ MS
o (M), Cr(f) = {p, q, r, s} e que os ı́ndices de Morse dos

pontos cŕıticos de f são λq = 0, λp = 1 e λr = λs = 2.

Pela Figura 2.3 note que W s(p) é composta pelo ponto p e por duas linhas de fluxo: a linha

conectando r a p e a linha conectando s a p. Com isso, tem-se que

W s(q) = M\{W s(p), r, s}, W s(r) = {r} e W s(s) = {s}.

Logo,

M = W s(p)∪̇W s(q)∪̇W s(r)∪̇W s(s),

o que está de acordo com a Proposição 2.2.8. Examinando a Figura 2.2 pode-se verificar que

W u(p) é composta pelo ponto p e pelas linhas de fluxo que conectam p a q. Com isso, a variedade

de conexão Wpq = W u(p) ∩W s(q) é composta pelas linhas de fluxo que conectam os ponto p e

q, e o espaço Moduli Mpq = {x1, x2}.
Na Figura 2.3 está identificada a variedade instável W u(r) de r. Com isso, Wrp = W u(r)∩

W s(p) é a linha de fluxo que conecta os pontos r a p e o espaço moduli Mrp = {x4}. Com um

argumento análogo conclui-se que Msp = {x3}.
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Na Figura 2.2 algumas das linhas de fluxo de f estão representadas pelas setas nos contornos

da variedade, e as orientações das variendades instáveis, em linhas roxas. Adotadas orientações

para W u(p),W u(r) e W u(s), tem-se os ı́ndices nx3 = nx4 = 1. Portanto

n(p, q) = nx1 + nx2 = 0, n(r, p) = n(s, p) = nx3 = 1.

As k-cadeias do complexo, para 0 ≤ k ≤ 2, são

C0(f) = Z〈q〉, C1(f) = Z〈p〉, C2(f) = Z〈r〉 ⊕ Z〈s〉.

E os k-operadores bordo são

∂0〈q〉 = 0, ∂1〈p〉 = n(p, q)〈q〉 = 0, ∂2〈r〉 = ∂2〈s〉 = n(r, p)〈p〉 = 〈p〉.

s

p

q

r

f−1(d)
x3 x4

x2

x1 f−1(c)

1

2 2

1

Figura 2.2: Linhas do fluxo de −∇f e as orientações das variedades instáveis W u(s),W u(p) e

W u(r).

s

p

q

r

W u(r)W u(s)

s

p

q

r

W s(q) W s(q)

Figura 2.3: Variedades instáveis W u(s) e W u(r) de s e r. Variedade estável W s(q) de q.

O próximo teorema é de grande importância pois afirma que existe um isomorfismo entre

a homologia do complexo de Morse-Smale-Witten e a homologia singular da variedade. Sua

demonstração pode ser encontrada em [5].
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Teorema 2.2.23. (Teorema da Homologia de Morse) Sejam f ∈ MS
o (M) e o par (C∗(f), ∂∗)

o complexo de cadeia de Morse-Smale-Witten da função f . Então H∗((C∗(f), ∂∗)) é isomorfo

a homologia singular H∗(M,Z).

O Teorema 1.2.34 afirma que a homologia de um CW -complexo é isomorfa a sua homologia

singular e também é sabido que a homologia de Morse é isomorfa a homologia singular da vari-

edade. Foi visto na Seção 2.1 que uma n-variedade fechada possui o mesmo tipo de homotopia

de um CW -complexo construido a partir dos pontos cŕıticos de uma função de Morse, logo a

homologia singular dessa variedade é isomorfa a homologia do CW -complexo associado. Com

isso, pode-se afirmar que as homologias construidas via funções de Morse-Smale e funções de

Morse clássicas são isomorfas.

O cálculo da homologia singular de uma variedade com certas propriedades nem sempre é

algo simples a se fazer. Contudo, é posśıvel aplicar técnicas alternativas para a determinação

de homologias isomorfas a homologia singular. Um outro ponto a ser comentado é o fato

de que o complexo de Morse é utilizado para a obtenção de alguns invariantes topológicos e

outras propriedades da variedade, por exemplo, a caracteŕıstica de Euler-Poincaré. Portanto,

a demonstração desses isomorfismos garante que ainda se está diante dos mesmos invariantes

topológicos.
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Caṕıtulo 3

Espaços Vetoriais Simpléticos

Nesse caṕıtulo são introduzidos os espaços vetoriais simpléticos e demonstradas as suas prin-

cipais propriedades. Tais definições e propriedades serão estendidas às variedades diferenciáveis,

no Caṕıtulo 6. Mais detalhes sobre os espaços vetoriais simpléticos podem ser encontrados em

[6], [8] e [9].

3.1 Origem na F́ısica

A mecânica clássica visa o estudo da dinâmica de sistemas f́ısicos, conservativos ou não.

Diz-se que um campo vetorial F : R3 → R3 é conservativo quando, dados dois caminhos

γ, β : [0, 1]→ R3 de classe C2 tais que γ(0) = β(0) e γ(1) = β(1) (com extremos fixos), tem-se

τ =

∫
[0,1]

〈F (γ(t)), γ′(t)〉 =

∫
[0,1]

〈F (β(t)), β′(t)〉.

A grandeza τ é definida como sendo o trabalho realizado pelo campo F ao longo do caminho

γ. Logo, se o campo é conservativo, então o trabalho independe do caminho.

Parte dos sistemas f́ısicos conhecidos podem ser descritos via mecânica Newtoniana, cuja

dinâmica é regida pela equação diferencial

F (t) = m
dv

dt
(t) =

dp

dt
(t),

onde v = γ′(t), m ≥ 0 é a massa da part́ıculo e p(t) = mγ′(t) é o seu momento linear.

Suponha agora que F = −∇U , onde a energia potencial U : R3 → R é de classe C2. Tomando

q(t) = (q1(t), q2(t), q3(t)) ∈ R3, pode-se escrever F (q(t)) = mq̈(t) = −∇U(q(t)). Tem-se um

sistema de 3 equações de segunda ordem, contudo, realizando uma mudança de variáveis, pode-

se reduzir o problema de segunda ordem para um problema de primeira ordem, do seguinte

modo

q̇ =
p

m
e ṗ = −∇U(q).

O conjunto Q das posśıveis posições q da part́ıcula do sistema anterior é chamado espaço

de configurações e o conjunto P = {(q, p) : q, p ∈ R3} dos pares posição e momento linear é
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chamado de espaço de fases. No exemplo, Q = R3 e P = R6, porém ambos podem ser outras

variedades diferenciáveis.

Uma função Hamiltoniana é uma função H : P → R de classe C1 tal que

q̇ =
∂H

∂p
e ṗ = −∂H

∂q
.

O sistema de equações acima é chamado sistema equações de Hamilton. Sabe-se que a

energia total de um sistema f́ısico conservativo é a soma das energias pontecial Ep = U e

cinética Ec = p2/2m (veja [31]), onde p2 = 〈p, p〉. Defina a função Hamiltoniana associada a

energia total do sistema por

H(q, p) = Ec + Ep =
p2

2m
+ U(q).

Note que a função H definida acima satisfaz as equações de Hamilton, logo é uma função

Hamiltoniana e, por estar associada a energia total do sistema, é amplamente aplicada em

modelos dinâmicos f́ısicos.

As equações de Hamilton nos dizem que, dada uma função Hamiltoniana, é posśıvel recupe-

rar as equações de Newton. Portanto, tem-se uma compatibilidade entre ambas as descrições

de um problema f́ısico.

Mais detalhes sobre o formalismo matemático da mecânica clássica podem ser encontrados

em [3] e [25].

3.2 Geometrização

A geometrização de problemas em f́ısica permite que os modelos da mecânica Newtoniana

sejam estudados sob outro ponto de vista, e com isso, generalizar e analisar novos aspectos. Essa

nova descrição é chamada formalismo Hamiltoniano. Nesse caṕıtulo as equações de Hamilton

serão abordadas em um contexto geométrico, o que permitirá a apresentação dos sistemas

hamiltonianos em variedades diferenciáveis.

Sejam Rn e R2n os espaços de configurações e fase, respectivamente. Com coordenadas

(q, p) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) ∈ R2n. Desse modo,

B(q0, p0) = {∂q1 , . . . , ∂qn , ∂p1 , . . . , ∂pn} = {∂q, ∂p}

é uma base do espaço tangente T(q0,p0)R2n, onde ∂qj = ∂/∂qj e ∂pj = ∂/∂pj avaliados no ponto

(q0, p0).

Seja H : R2n → R uma função Hamiltoniana de classe C∞. Dado o gradiente Hamiltoniano

∇H =
n∑
j=1

(∂H
∂qj

∂

∂qj
+
∂H

∂pj

∂

∂pj

)
=
∂H

∂q
∂q +

∂H

∂p
∂p,

o campo Hamiltoniano XH ∈ X(R2n) é definido por

XH = −J0∇H =
n∑
j=1

(∂H
∂pj

∂

∂qj
− ∂H

∂qj

∂

∂pj

)
=
∂H

∂p
∂q −

∂H

∂q
∂p,
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onde J0 é a matriz 2n× 2n dada por

J0 =

(
0 −Id
Id 0

)
,

e Id é a matriz identidade n× n. Com isso, J0∂q = ∂p e J0∂p = −∂q.
Seja ψ : R → R2n a curva integral do campo XH . Então as equações de Hamilton podem

ser reescritas como

ψ̇(t) = XH(ψ(t))(
q̇(t)

ṗ(t)

)
=

(
∂H
∂p

(ψ(t))

−∂H
∂q

(ψ(t))

)
.

Pode-se afirmar que, ao longo das soluções dos sistema Hamiltoniano, o sistema é conserva-

tivo, isto é, a energia total do sistema é constante. De fato

d

dt
H(ψ(t)) = 〈∇H(ψ(t)), ψ̇(t)〉

= 〈∇H(ψ(t)), XH(ψ(t))〉

= 〈∇H,−J0∇H(t)〉

= 〈∂H
∂q

∂q +
∂H

∂p
∂p,

∂H

∂p
∂q −

∂H

∂q
∂p〉

=
∂H

∂p

∂H

∂q
〈∂q, ∂q〉 −

(∂H
∂p

)2

〈∂q, ∂p〉+
(∂H
∂q

)2

〈∂q, ∂p〉 −
∂H

∂p

∂H

∂q
〈∂p, ∂p〉

= 0.

Tome a 2-forma anti-simétrica não-degenerada ω0 : R2n × R2n → R definida por ω0 =∑
j dqj ∧ dpj. Com isso, obtêm-se a geometrização das equações de Hamilton

ω0(XH , v) =
∑
j

dqj ∧ dpj(XH , v)

=
∑
j

dqj(XH)dpj(v)− dqj(v)dpj(XH)

=
∑
j

∂H

∂pj
dpj(v) + dqj(v)

∂H

∂qj

=
(∑

j

∂H

∂qj
dqj +

∂H

∂pj
dpj

)
(v)

= dH(v).

Com isso, o par (R2n, ω0) é chamado 2n-espaço vetorial simplético.

Mais detalhes sobre a geometrizalção da mecânica clássica podem ser encontrados em [3] e

[25].
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3.3 Espaços Vetoriais Simpléticos

Definição 3.3.1. (Espaço vetorial simplético) Sejam V um 2n-espaço vetorial real e uma forma

bilinear anti-simétrica ω em Λ2(V,R) tal que ω é não-degenerada, ou seja, ω(u, v) = 0 ∀v ∈
V ⇒ u = 0. O par (V, ω) é chamado de 2n-espaço vetorial simplético.

Definição 3.3.2. (Base simplética) Seja (V, ω) um 2n-espaço vetorial simplético, então uma

base simplética é uma base {e1, . . . , en, f1, . . . fn} de V tal que valem as relações:

ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = 0, ω(ei, fj) = δij.

Sejam (V1, ω1), (V2, ω2) dois espaços vetoriais simpléticos e uma aplicação linear ϕ : V1 → V2.

O pullback de ω2 por ϕ é a 2-forma ϕ∗ω2 : V1×V1 → R definida por ϕ∗ω2(v, u) = ω2(ϕ(v), ϕ(u)).

Será provada mais adiante a existência da base simplética. Quando não houver ambiguida-

des, a base simplética {e1, . . . , en, f1, . . . fn} de (V, ω) será denotada por {e, f}, e um dado v =∑n
j=1(vjej + vn+jfj) ∈ V por v = v(1)e+ v(2)f , onde v(1) = (v1, . . . , vn) e v(2) = (vn+1, . . . , v2n).

Dados v = v(1)e+ v(2)f e u = u(1)e+ u(2)f em V , tem-se que

ω(v, u) = 〈v(1), u(2)〉 − 〈v(2), u(1)〉,

onde 〈v(1), u(2)〉 =
∑n

j=1 vjun+j e 〈v(2), u(1)〉 =
∑n

j=1 vn+juj.

Definição 3.3.3. (Simplectomorfismo) Dois espaços vetoriais simpléticos (V1, ω1), (V2, ω2) são

ditos simplectomorfos se existe um isomorfismo ϕ : V → W que preserva a forma simplética,

isto é, ϕ∗ω2 = ω1.

Exemplo 3.3.4. Seja V = R2, {ex, ey} uma base de V e w = dx ∧ dy. Então ω(ex, ey) =

(dx∧ dy)(ex, ey) = dx⊗ dy(ex, ey)− dy⊗ dx(ex, ey) = dx(ex)dy(ey)− dx(ey)dy(ex) = 1− 0 = 1.

Por outro lado, ω(ey, ex) = dx(ey)dy(ex) − dx(ex)dy(ey) = −1 = −ω(ex, ey), logo é anti-

simétrica. Além disso, ω(ex, ex) = ω(ey, ey) = 0. Fixando v ∈ V e para qualquer u ∈ V tem-se

que ω(v, u) = ω(vxex + vyey, uxex + uyey) = vxuyω(ex, ey) + vyuxω(ey, ex) = vxuy − vyux = 0

se, e somente se, vx = vy = 0, logo ω é não-degenerada. Para ver isso basta tomar ux = 1 e

uy = 0, isso implica que vy = 0. Fazendo ux = 0 e uy = 1, vx = 0, logo v = 0. Dado ϕ : V → V

tal que ϕ(v) = −v, então ϕ∗ω(v, u) = ω(ϕv, ϕu) = ω(−v,−u) = ω(v, u). Portanto ϕ∗ω = ω e

ϕ é um simplectomorfismo.

Definição 3.3.5. (Espaços ω-ortogonais) Seja (V, ω) um 2n-espaço vetorial simplético e W ⊆
V um subespaço vetorial. Então o complemento ω-ortogonal de W é o subespaço

W ω = {v ∈ V : ω(v, u) = 0, ∀u ∈ W}.

O subespaço W é chamado

1. Simplético, se W ∩W ω = {0};
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2. Isotrópico, se W ⊆ W ω;

3. Coisototrópico, se W ⊇ W ω;

4. Lagrangiano, se W = W ω.

Proposição 3.3.6. (Caracterização de subespaços)

1. W é simplético se, e somente se, (W,ω|W×W ) é um espaço vetorial simplético.

2. W é isotrópico se, e somente se, ω|W×W = 0.

3. W é lagrangiano se, e somente se, W é isotrópico e máximal, isto é, W não está contido

propriamente em nenhum outro subespaço isotrópico.

�

1. Supondo que ω|W×W seja degenerada, então existe 0 6= v ∈ W tal que ω(v, u) = 0 para

todo u ∈ W , o que implica que v ∈ W ∩W ω, contradizendo a hipótese W ∩W ω = 0. Logo

ω|W×W é não-degenerada e (W,ω|W×W ) é um espaço vetorial simplético. A rećıproca é

imediata.

2. Dado 0 6= v ∈ W , então ω(v, u) = 0 para todo u ∈ W ∩W ω = W . Portanto ω|W×W :

W ×W → R é a aplicação nula. A rećıproca é imediata.

3. Como W = W ω, então W ⊆ W ω, logo W é isotrópico. Seja U ⊆ V um subespaço

isotrópico tal que W ⊆ U . Então, pelo item anterior, ω|W×W = 0, logo dado v ∈ W ∩ U
e para todo u ∈ U , tem-se ω(v, u) = 0, implicando u ∈ W ω. Portanto, U = W ω = W . A

rećıproca é imediata.

�

Não há garantias de que sempre se tenha V = W +W ω. Contudo, a proposição a seguir dá

uma relação entre as dimensões desses dois espaços vetoriais.

Proposição 3.3.7. Seja (V, ω) um 2n-espaço vetorial simplético. A aplicação ω∗ : V → V ∗

definida por ω∗(v)(u) = ω(v, u) é um isomorfismo.

� Dado v ∈ V , tem-se pela bilinearidade de ω que ω∗(v) é linear, logo ω∗(v) ∈ V ∗. Além

disso, ω∗ é injetora pois, se v 6= 0 ∈ V tal que ω∗(v) = 0, então 0 = ω∗(v)(u) = ω(v, u) para

todo u ∈ V , o que é contradição, pois ω é não-degenerada, logo v = 0 e ω∗(0) = 0. Seja {ej}2n
j=1

uma base de V . Denotando b∗j por ω∗(ej) ∈ V ∗, tem-se pela injetividade que b∗j 6= b∗i para

todos 1 ≤ j, i ≤ 2n. Suponha que {b∗j}2n
j=1 seja linearmente dependente. Com isso, existem

{λj}2n
j=1 ⊂ R nem todos nulos tais que 0 =

∑2n
j=1 λjb

∗
j =

∑2n
j=1 λjω

∗(ej) = ω∗(
∑2n

j=1 λjej). Pela

injetividade de ω∗ deve-se ter
∑2n

j=1 λjej = 0, contradizendo a hipótese de que {ej}2n
j=1 é uma

base de V . Portanto, {b∗j}2n
j=1 é uma base de V ∗ e ω∗ é sobrejetor, logo é um isomorfismo. �
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Proposição 3.3.8. Sejam (V, ω) um 2-espaço vetorial simplético e W ⊆ V um subespaço

vetorial. Então dim(V ) = dim(W ) + dim(W ω).

� Seja ω∗ : V → V ∗ tal que ω∗(v)(u) = ω(v, u). Pela Proposição 3.3.7 ω∗ é um isomorfismo.

Seja W ◦ = {f ∈ W ∗ : f(v) = 0, ∀v ∈ W} o anulador de W . Tomando f ∈ ω∗(W ω) tem-se

f(u) = ω∗(v)(u) = ω(v, u), para algum v ∈ W ω. Se u ∈ W , então f(u) = 0. Portanto f ∈ W ◦

e ω∗(W ω) ⊆ W ◦. Por outro lado, seja f ∈ W ◦. Como ω∗ é um isomorfismo, então existe

v ∈ v tal que f = ω∗(v), logo 0 = f(u) = ω∗(v)(u) = ω(v, u) para todo u ∈ W , o que implica

que v ∈ W ω. Portanto, f ∈ ω∗(W ω) e W ◦ ⊆ ω∗(W ω). Logo W ◦ = ω∗(W ω). Como ω∗ é um

isomorfismo, então dim(W ω) = dim(ω∗(W ω)). Tem-se que

dim(V ) = dim(W ) + dim(W ◦) = dim(W ) + dim(ω∗(W ω)) = dim(W ) + dim(W ω).

�

Teorema 3.3.9. (Existência de base simplética) Todo espaço vetorial simplético de dimensão

finita possui uma base simplética.

� Sejam (V, ω) um 2n-espaço vetorial simplético e e1 6= 0 ∈ V . Como ω é não-degenerada,

então existe f1 ∈ V tal que ω(e1, f1) = 1. Definindo V1 = span{e1, f1}, pode-se afirmar que V1

é simplético, ou seja, V1 ∩ V ω
1 = {0}. Com isso e com a Proposição 3.3.8, pode-se afirmar que

V = V1 ⊕ V ω
1 . Efetuando o mesmo procedimento n vezes tem-se V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn, onde Vi é

gerado por ei e ω(ei, fi) = 1. Por construção, tem-se ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = 0 e ω(ei, fj) = δij.

Portanto, {e1, . . . en, f1, . . . fn} é uma base simplética. �

Corolário 3.3.10. Todo espaço vetorial simplético é simplectomorfo a (R2n, ω0) para algum n,

onde ω0(u, v) = −U tJ0V e U , V são as matrizes de u e v na base canônica, respectivamente.

Observação 3.3.11. A existência de uma base simplética garante a existência de uma base em

que a forma simpléctica ω poderá ser representada pela matriz(
0 Id

−Id 0

)
.

Teorema 3.3.12. Seja V um 2n-espaço vetorial, então existem bases

{e1, . . . , en, f1, . . . , fn} e {e∗1, . . . , e∗n, f ∗1 , . . . , f ∗n}

de V e V ∗, respectivamente, tal que dado α ∈ Λ2(V ) pode-se escrever α =
∑n

i=1 e
∗
i ∧ f ∗i .

� Seja α 6= 0 ∈ Λ2(V ), então existem a1, a1+n ∈ V tais que α(a1, a1+n) = α1 6= 0. Definindo

e1 = a1/α1 e a1+n = f1 tem-se α(e1, f1) = 1, e pela anti-simetria tem-se α(e1, e1) = α(f1, f1) =

0. Definindo B1 = span{e1, f1}, então a matriz (αij) de α|B1 é(
0 1

−1 0

)
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Seja V2 = {v ∈ V : α(v, b) = 0, b ∈ B1}, então por construção tem-se B1 ∩ V2 = 0. Como

B1, V2 ⊆ V são subespaços vetoriais então V = B1⊕V2. Dado v ∈ V tem-se v2 = v−α(v, f1)e1+

α(v, e1)f1 ∈ V2 pois α(v2, e1) = α(v2, f1) = 0. Repetindo a construção para V2 se pode afirmar

que existem e2, f2 ∈ V2 tais que α(e2, f2) = 1, α(e2, e2) = α(f2, f2) = 0, B2 = span{e2, f2} e

V3 ⊂ V2 tal que B2 ∩ V3 = 0, onde a matriz (αij) de α|B2 é da mesma forma que a matriz de

α|B1 . Realizando uma indução finita na construção dos planos Bj tem-se V =
⊕n

j=1 Bj, logo a

matriz de α na base {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} é(
0 Id

−Id 0

)

Tomando a base dual {e∗1, . . . , e∗n, f ∗1 , . . . , f ∗n} de V ∗ se tem α =
∑n

j=1 e
∗
j ∧ f ∗j . �

Lema 3.3.13. (Caracterização da forma simplética) Sejam V um 2n-espaço vetorial, então

ω ∈ Λ2(V ) é uma forma simplética se, e somente se, ω∧n = ω ∧ · · · ∧ ω ∈ Λ2n(V ) é não-nula.

� Suponha ω uma forma simplética. O Teorema 3.3.9 garante a existência de uma base

simplética {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} de V . Pela bilinearidade de ω basta analisar ω nos elementos

dessa base. Considerando σ no conjunto das permutações de {1, 2, . . . , 2n} tem-se

ω∧n(e1, . . . , en, f1, . . . , fn) =
∑
σ

ω(e1, fσ(1))...ω(en, fσ(n))

=
∑
σ

δ1σ(1) . . . δnσ(n)

= δ11 . . . δnn

= 1.

Por outro lado, se ω∧n 6= 0, suponha que {v1, . . . , v2n} seja uma base de V e que exista

v =
∑
ajvj 6= 0 tal que ω(v, u) = 0 para todo u =

∑
bjvj ∈ V . Então, 0 = ω(v, u) =∑

j,k ajbkω(vj, vk), o que implica em ω(vj, vk) = 0. Então

ω∧n(v1, . . . , v2n) =
∑
σ

ω(v1, vσ(1))...ω(v2n, vσ(2n)) = 0,

contradizendo a hipótese ω∧n 6= 0. Logo, ω é não-degenerada. �

Proposição 3.3.14. (Preservação do volume) Sejam (V, ω) um 2n-espaço vetorial simplético

e ϕ : V → V um simplectomorfismo, então ϕ∗ω∧n = ω∧n e det(ϕ) = 1.

� Seja ϕ : V → V um simplectomorfismo, então ϕ∗ω = ω, e portanto

ϕ∗ω∧n = ϕ∗(ω ∧ · · · ∧ ω)

= ϕ∗ω ∧ · · · ∧ ϕ∗ω

= ω ∧ · · · ∧ ω

= ω∧n.
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Aplicando esse resultado vê-se que

ω∧n(e1, . . . , en, f1, . . . , fn) = (ϕ∗ω∧n)(e1, . . . , en, f1, . . . , fn)

= ω∧n(ϕe1, . . . , ϕen, ϕf1, . . . , ϕfn)

= det(ϕ)ω∧n(e1, . . . , en, f1, . . . , fn),

portanto det(ϕ) = 1. �

Definição 3.3.15. (Transformação simplética) Seja (V, ω) um 2n-espaço vetorial simplético

sobre R. Um operador linear T : V → V é uma transformação simplética se

ω(Tu, Tv) = ω(u, v)

para todo u, v ∈ V .

Exemplo 3.3.16. (Rotações em R2) Foi visto no Exemplo 3.3.4 que (R2, ω) é um espaço

vetorial simplético, onde ω = dx ∧ dy e a base canônica {ex, ey} é uma base simplética. Seja

R(θ) : R2 → R2 uma rotação de um ângulo θ, isto é, dado v = vxex + vyey ∈ V , tem-se

R(θ)v = (vx cos(θ)− vy sen(θ))ex + (vx sen(θ) + vy cos(θ))ey = v′xex + v′yey. Então

ω(R(θ)u,R(θ)v) = ω(u′xex + u′yey, v
′
xex + v′yey)

= u′xv
′
yω(ex, ey) + u′yv

′
xω(ey, ex)

= (ux cos(θ)− uy sen(θ))(vx sen(θ) + vy cos(θ))

− (ux sen(θ) + uy cos(θ))(vx cos(θ)− vy sen(θ))

= uxvy − uyvx
= ω(uxex, vyey)− ω(uyey, vxex)

= ω(u, v).

Portanto, R(θ) é uma transformação simplética para todo θ ∈ R.

3.4 J (V, ω) e sua topologia

Definição 3.4.1. (Estrutura complexa) Uma estrutura complexa em um espaço vetorial V é

um endomorfismo linear J : V → V , onde J2 = −Id. Diz-se que uma estrutura complexa em

V é compat́ıvel com a forma simplética (ou ω-compat́ıvel) se

ω(Ju, Jv) = ω(u, v).

e

g(u, v) := ω(u, Jv)

define um produto interno em V . O conjunto de todas as estruturas complexas em V que sejam

ω-compat́ıveis é denotado por J (V, ω).

58



J (V, ω) e sua topologia

Observação 3.4.2. Será fixada notação

J0 =

(
0 −Id
Id 0

)
.

Será demonstrado que todo produto interno em V pode ser associado a um elemento de

J (V, ω) e vice-versa, sendo que dessa associação serão retiradas informações sobre sua topologia.

Observação 3.4.3. Ao se tratar J (V, ω) como espaço topológico será adotada sua topologia

induzida pela topologia de GL(V,R) gerada pela norma da convergência uniforme (ou norma

do sup).

Seja V um n-espaço vetorial real munido de um produto interno positivo-definido. O con-

junto dos produtos internos positivos-definidos em V é denotado por Riem(V ).

Seja L(V × V ;R) o conjunto das aplicações bilineares de V × V em R. Por definição

Riem(V ) ⊆ L(V × V ;R). Com isso, pode-se munir Riem(V ) com a topologia induzida por

L(V × V ;R).

Lema 3.4.4. Seja V um n-espaço vetorial com produto interno positivo-definido. Então Riem(V )

é contrátil.

� Sejam d1, d2 ∈ Riem(V ) e d : [0, 1] → Riem(V ) definido por d(s) = (1 − s)d1 + sd2.

Pode-se afirmar que d(s) é um produto interno. De fato, é bilinear e simétrico, pois é uma

combinação linear de aplicações bilineares e simétricas. Resta mostrar que d(s) é positivo-

definido. Supondo que v = 0 tem-se d(s)(v, v) = (1− s)d1(v, v) + sd2(v, v) = 0, pois d1, d2 são

positivos-definidos. Suponha que v 6= 0 e d(s)(v, v) = 0. Então 0 = (1 − s)d1(v, v) + sd2(v, v)

o que é um absurdo pois (1 − s)d1(v, v) > 0 e sd2(v, v) > 0. Logo d(s) é positiva-definida

para todo s ∈ [0, 1]. Como d1, d2 ∈ Riem(V ) são arbitrários, então Riem(V ) é convexo, logo é

contrátil. �

Dados (V, ω) n-espaço vetorial simplético e uma estrutura complexa J ω-compat́ıvel, tem-se

que ω(v, Ju) = gJ(v, u) é um produto interno em V . Com isso, a aplicação G : J (V, ω) →
Riem(V ) dada por G(J)(u, v) = ω(u, Jv) = gJ(u, v) está bem definida e é injetora. A seguinte

proposição afirma que vale a rećıproca desse resultado.

Proposição 3.4.5. Seja (V, ω) uma 2n-espaço vetorial simplético. Então cada produto interno

g ∈ Riem(V ) define uma estrutura complexa ω-compat́ıvel.

� Seja g ∈ Riem(V ). Sabe-se que ĝ : V → V ∗, definido por ĝ(v)(u) = g(v, u), é um isomor-

fismo. Segue que, existe um único automorfismo A : V → V tal que ω(v, u) = g(Av, u) para

todo v, u ∈ V dado por A = ĝ−1ω∗. Note que g(Av, u) = ω(v, u) = −ω(u, v) = −g(Au, v) =

g(−Atv, u), portanto A é anti-simétrico. Pelo decomposição polar (veja o Corolário B.0.37),

pode-se escrever A = PJ , onde P = (−A2)1/2 é positiva-definida, J é ortogonal tal que

J2 = −Id e J t = J−1. Com isso, tem-se ω(v, Ju) = g(Av, Ju) = g(J tAv, u) = g(J−1Av, u) =
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g(Pv, u) = gP (v, u), o que é um produto interno positivo-definido pois P é positivo-definido.

Portanto, J é ω-compat́ıvel. Assim, tem-se a aplicação injetora F : Riem(V ) → J (V, ω)

definida por F (g) = J . �

Proposição 3.4.6. J (V, ω) é homeomorfo a Riem(V ), logo é contrátil.

� Sejam F : Riem(V ) → J (V, ω) e G : J (V, ω) → Riem(V ) definidos nos resultados

anteriores. Seja J ∈ J (V, ω) arbitrário. Então (F ◦G)(J) = F (gJ) = J , logo F ◦G = IdJ (V,ω).

Por outro lado, (G ◦ F )(gJ) = G(J) = gJ , logo G ◦ F = IdRiem(V ). Portanto F = G−1.

Munindo J (V, ω) com a topologia induzida por GL(2n,R), então pode-se mostrar que F é

cont́ınua. Analogamente, munindo Riem(V ) com a topologia induzida do espaço vetorial de

todas as forma simétricas definida em V , pode-se mostrar que G é cont́ınua. Portanto F é um

homeomorfismo. Pelo Lema 3.4.4, tem-se que Riem(V ) é contrátil, e como a contratibilidade

é preservada por homeomorfismos, então J (V, ω) é contrátil. �
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Caṕıtulo 4

O Grupo Simplético Sp(R2n)

Neste caṕıtulo o grupo simplético será introduzido e será apresentado um estudo aprofun-

dado das suas propriedades. O grupo simplético e suas caracteŕısticas topológicas exercem

papel central na construção do ı́ndice de Maslov, introduzido no Caṕıtulo 5. Inicialmente serão

apresentadas suas principais propriedades, bem como a caracterização auto-valores de seus ele-

mentos e, por fim, será apresentado o cálculo de seu grupo fundamental. Mais detalhes sobre

o grupo simplético podem ser encontrados em [4], [15] e [27].

Definição 4.0.7. (Grupo simplético) seja (V, ω) um 2n-espaço vetorial simplético sobre um

corpo F. O grupo simplético Sp(V ) ⊂ GL(2n,F) de V é o conjunto das matrizes associadas as

transformações simpléticas definidas em V .

Observação 4.0.8. Como todo 2n-espaço vetorial simplético real é simplectomorfo a (R2n, ω0),

então é suficiente estudar o grupo simplético Sp(R2n).

Proposição 4.0.9. Sp(R2n) é um grupo com a operação de multiplicação de matrizes.

� Sejam A,B ∈ Sp(R2n) e u, v ∈ R2n, então

1. (Operação fechada) ω(ABu,ABv) = ω(Bu,Bv) = ω(u, v), logo AB ∈ Sp(R2n).

2. (Associatividade) Sp(R2n) é associativo pois a operação de multiplicação de matrizes reais

é associativa.

3. (Elemento neutro) O elementro neutro de Sp(R2n) é a identidade.

4. (Elemento inverso) Se A ∈ Sp(R2n), então

ω(u, v) = ω(AA−1u,AA−1v) = ω(A−1u,A−1v).

Logo A−1 ∈ Sp(R2n).

Portanto Sp(R2n) é um grupo. �

A topologia considerada em Sp(R2n) é a induzida pela topologia de GL(2n,R) gerada pela

norma da convergência uniforme.
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O seguinte resultado é uma caracterização do grupo simplético e sua relação com a estrutura

complexa:

Proposição 4.0.10. (Caracterização de Sp(R2n)) Se (R2n, ω0) é um 2n-espaço vetorial simplético

e J ∈ J (R2n, ω0) uma estrutura complexa ω0-compat́ıvel, então A ∈ Sp(R2n) se, e somente se,

AtJA = J . Além disso, pode-se escrever

A =

(
B C

D E

)

onde BtD,CtE são matrizes simétricas e BtE −DtC = Id e BEt − CDt = Id.

� Suponha A ∈ Sp(R2n), então:

ω0(Av, Jw) = g(Av,w) = g(v,Atw) = ω0(v, JAtw) = ω0(Av,AJAtw).

Como a igualdade vale para quaisquer v, w, então J = AJAt. Por outro lado, suponha que

A ∈ GL(2n,R), tal que AtJA = J para J ∈ J (R2n, ω0), então:

ω0(Av,Aw) = ω0(Av,−J2Aw)

= g(Av,−JAw)

= g(v,−AtJAw)

= g(v,−Jw)

= ω0(v,−J2w)

= ω0(v, w),

logo A ∈ Sp(R2n). Seja J ∈ J (R2n, ω0) e {e, f} uma base simplética de R2n tal que a matriz J

com relação a essa base é J0. A equação AtJA = J nos fornece as relações entre os blocos de

matrizes de A:

J = AtJA(
0 −Id
Id 0

)
=

(
Bt Dt

Ct Et

)(
−D −E
B C

)

=

(
−BtD +DtB −BtE +DtC

−CtD + EtB −CtE + EtC

)
,

portanto BtD = DtB = (BtD)t (matriz simétrica) e DtC − BtE = Id. De forma análoga,

obtêm-se as outras identidades. �

Dada uma matriz A ∈ GL(n,C), pode-se escrever A = B+ iC onde B,C ∈ GL(n,R). Com

isso, considere a aplicação F : GL(n,C)→ GL(2n,R) tal que

F (A) =

(
B −C
C B

)
.
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Note que F (A) = 0 se, e somente se, A = 0, logo F é injetor. Pode-se verificar que F (AB) =

F (A)F (B), portanto é um monomorfismo. Além disso, tem-se a propriedade F (A∗) = F (Bt −
iCt) = F (A)t. A aplicação F é cont́ınua pois dados A = B + iC ∈ GL(n,C) e ε > 0, então

para todo X = Y + iZ ∈ GL(n,C) tal que ||A −X|| = max{|Bij − Yij|, |Cij − Zij|} < ε/2 se

tem

||F (A)− F (X)|| = max{|Bij − Yij|, |Cij − Zij|} < ε/2 < ε.

Sejam U(k) = {A ∈ GL(k,C) : AA∗ = Id} o subgrupo das matrizes unitárias e O(k) =

{A ∈ GL(k,R) : AAt = Id} o subgrupo das matrizes ortogonais, para k ∈ Z+. Então vale a

seguinte proposição:

Proposição 4.0.11. Seja F a aplicação cont́ınua definida anteriormente. Então a restrição

F |U(n) : U(n) → U , onde U = Sp(R2n) ∩ O(2n), é um isomorfismo. Além disso, dado A ∈ U
tem-se AJ0 = J0A.

� Note que U = Sp(R2n) ∩ O(2n) é não-vazio, pois a identidade está na intersecção. To-

mando A ∈ U , então AtA = Id. Com isso,

Id = AtA =

(
Bt Dt

Ct Et

)(
B C

D E

)

=

(
BtB +DtD BtC +DtE

CtB + EtD CCt + EEt

)
.

Tal condição é satisfeita quando CtB = −EtD, BtC = −DtE e BBt+DDt = CCt+EEt = Id.

Dada Z ∈ U(n), tem-se Id = F (Id) = F (Z∗Z) = F (Z∗)F (Z) = F (Z)tF (Z), portanto

F (Z) ∈ O(2n). Se Z = B + iC, então

F (Z) =

(
B −C
C B

)
e

F (Z∗)F (Z) =

(
BBt + CCt −BtC + CtB

BtC − CtB BBt + CCt

)
= Id

o que implica que BtC = CtB. Pela Proposição 4.0.10, F (Z) ∈ Sp(R2n). Portanto F (Z) ∈ U ,

o que implica que F (U(n)) ⊆ U .

Finalmente, será demonstrada a inclusão U ⊆ F (U(n)).

Se A ∈ U , então At = A−1 e J0 = AtJ0A = A−1J0A, o que implica que AJ0 = J0A. Assim:

AJ0 = J0A(
B C

D E

)(
0 −Id
Id 0

)
=

(
0 −Id
Id 0

)(
B C

D E

)
(
C −B
E −D

)
=

(
−D −E
B C

)
,
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logo C = −D e B = E, portanto:

A =

(
B −C
C B

)
.

Tomando Z = B + iC ∈ U(n) tem-se que F (Z) = A, o que implica que U ⊆ F (U(n)).

Conclusão, U = F (U(n)).

Como F é monomorfismo, então F |U(n) : U(n) → U é sobrejetora sobre sua imagem,

portanto é um isomorfismo. �

Será analizado agora o espectro σ(A) de um simplectomorfismo A ∈ Sp(R2n) em um de-

terminado espaço vetorial. Tal resultado será usado na demonstração da contratibilidade do

quociente Sp(R2n)/U , que por sua vez será utilizado na construção do ı́ndice de Maslov.

Proposição 4.0.12. Seja A ∈ Sp(R2n). Então, A,A−1, At são semelhantes. Com isso, σ(A) =

σ(A−1) = σ(At).

� Tem-se que AtJ0A = J0. Como A é invert́ıvel, então At = J0A
−1J−1

0 . Logo At é

semelhante a A−1. Sabe-se que A é semelhante a At, logo A é semelhante a A−1. Como matrizes

semelhantes possuem o mesmo polinômio caracteŕıstico, então σ(A) = σ(A−1) = σ(At). �

Observação 4.0.13. λ ∈ σ(A) se , e somente se, λ−1 ∈ σ(A). Além disso, pode-se mostrar

que λ, λ̄, λ−1 e λ̄−1 possuem as mesmas multiplicidades.

Seja (V, ω) um 2n-espaço vetorial simplético real. A complexificação V do espeço vetorial

V é obtida via produto tensorial entre os complexos (visto como espaço vetorial) e V . A forma

simplética é estendida para uma 2-forma C-linear Ω : V×V → C, e o par (V ,Ω) é um 2n-espaço

vetorial simplético complexo. Mais detalhes podem se encontrados no Apêndice A.

Para estudar os auto-espaços generalizados de uma transformação simplética A ∈ Sp(R2n),

será considerada a complexificação do espaço R2n.

Proposição 4.0.14. Sejam A ∈ Sp(R2n) ⊂ GL(2n,C) e r, s ∈ Z tais que r ≥ 1 e s ≥ 1.

Se λ, µ ∈ σ(A) tais que λµ 6= 1, então seus auto-espaços generalizados Eλ = ker(A − λId)r e

Eµ = ker(A− µId)s são Ω-ortogonais, isto é, Ω(Eλ, Eµ) = 0.

� Denote por P (r, s) a propriedade que se quer mostrar. Note que P (1, 1) é verdadeira.

De fato, dados v ∈ Eλ e u ∈ Eµ tem-se que Ω(v, u) = Ω(Av,Au) = λµΩ(v, u), o que implica

que Ω(v, u) = 0, pois λµ 6= 1. Por indução será mostrado que P (r, s) é verdadeira para

quaisquer r, s. Para aplicar a hipótese de indução no ı́ndice s, assuma que P (1, s) é verdadeira

e que u ∈ ker(A − µId)s+1. Com isso, 0 = (A − µId)s+1u = (A − µId)s(A − µId)u, logo

(A− µId)u ∈ ker(A− µId)s, o que implica em

Ω(v, u) = Ω(Av,Au)

= Ω(Av,Au− µu+ µu)

= λΩ(v, (A− µId)u)︸ ︷︷ ︸
=0

+λµΩ(v, u)

= λµΩ(v, u).
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Como λµ 6= 1, então Ω(v, u) = 0 e P (1, s+ 1) é verdadeira.

Conclui-se que P (1, s) é verdadeira para todo s ≥ 1. Analogamente, P (r, 1) é verdadeira

para todo r ≥ 1. Para mostrar que P (r, s) é verdadeira por indução, basta assumir que

P (r, s + 1) e P (r + 1, s) são verdadeiras e, analogamente mostra-se que P (r + 1, s + 1) é

verdadeira. Portanto, Ω(Eλ, Eµ) = 0 para quaisquer inteiros r ≥ 1 e s ≥ 1.

�

Corolário 4.0.15. Sejam A ∈ Sp(R2n) e λ ∈ σ(A).

1. As restrições Ω|E±1×E±1 são não-degeneradas. Além disso, suas multiplicidades m(±1)

são pares.

2. Se λ 6= ±1, então a restrição Ω|Wλ×Wλ
é não-degenerada, onde Wλ = Eλ ⊕ Eλ−1.

�

1. Será feito primeiro o caso em que λ = µ = 1. Suponha que Ω|E1×E1 seja degenerada.

Então existe v 6= 0 ∈ E1 tal que Ω(v, u) = 0 para todo u ∈ E1. Seja β ∈ σ(A)\{1}.
Pela Proposição 4.0.14 se tem que Ω(E1, Eβ) = 0. Pelo Teorema Espectral B.0.38 é

posśıvel escrever V = E1

⊕
λ∈σ(A)\{1}Eλ. Com isso, Ω(v, V ) = 0. Logo Ω é degenerada,

o que contradiz a hipótese. Portanto, Ω|E1×E1 é não-degenerada. Além disso, como

λ = λ−1, então a multiplicidade m(1) é par. Com um argumento análogo Ω|E−1×E−1 é

não-degenerada e m(−1) é par.

2. Pelo Teorema Espectral B.0.38 pode-se escrever V = E1

⊕
E−1

⊕
λ∈σ(A)\{±1}Eλ. Su-

pondo que Ω|E×E seja degenerada, onde E = Eλ ⊕ Eλ−1 , então existe v 6= 0 ∈ E tal que

Ω(v, a) = 0 para todo a ∈ E. Além disso, pela Ω-ortogonalidade, Ω(v, Eβ) = 0, para todo

β ∈ σ(A)\{1}. Segue do Teorema Espectral B.0.38 analogamente ao item anterior que

Ω(v, V ) = 0, o que contradiz a hipótese de Ω ser não degenerada.

�

Considere Sym+(2n) ⊂ M2n×2n(R) como sendo o conjunto de todas as matrizes positivas-

definidas (veja a Definição B.0.26).

Proposição 4.0.16. (Potênciação em Sp(R2n)) Seja Sp+(R2n) = Sp(R2n) ∩ Sym+(2n) o

conjunto das matrizes simpléticas simétricas e positivas-definidas. Dado A ∈ Sp+(R2n), então

Aα ∈ Sp(R2n) para qualquer α ∈ R.

� Se A ∈ Sp+(R2n), então A é simétrica, logo é normal, e pelo Lema B.0.32 é diagonalizável.

Além disso, pela Observação B.0.25 seus auto-valores são todos positivos. Pode-se decompor

V na soma direta de seus auto-espaços Eλ, onde λ ∈ σ(A). Se u ∈ Eλu e v ∈ Vλv , então

Ω(Aαu,Aαv) = (λuλv)
αΩ(u, v).
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Se λuλv 6= 1, então Ω(u, v) = 0, o que implica que Ω(Aαu,Aαv) = (λuλv)
αΩ(u, v) = 0. Logo

Ω(Aαu,Aαv) = Ω(u, v) = 0, portanto Aα ∈ Sp(R2n). Caso λuλv = 1 tem-se Ω(Aαu,Aαv) =

Ω(u, v), portanto Aα ∈ Sp(R2n). �

Observação 4.0.17. Note que, dado A ∈ U(n), tem-se 1 = det(AA∗) = det(A) det(A∗) =

det(A)det(A) = || det(A)||2, portanto det(U(n)) ⊆ S1.

Lema 4.0.18. U é conexo por caminhos, logo é conexo.

� Seja A ∈ U(n). Então A é diagonalizável, e det(A) ∈ S1, e pela Observação B.0.33

existe uma matriz unitária U tal que A = U∗diag{eiθ1 , . . . , eiθn}U , com isso tem-se det(A) =

ei(θ1+···+θn) ∈ S1. Definindo o caminho cont́ınuo γ : [0, 1]→ U(n) por

γ(λ) = U∗diag{eiθ1λ, . . . , eiθnλ}U

tem-se γ(0) = Id e γ(1) = A. Note que γ está bem-definida, pois D = diag{eiθ1λ, . . . , eiθnλ}
é tal que D∗D = Id, logo D ∈ U(n). Além disso, U∗, U ∈ U(n), por construção. Então

γ(λ) ∈ U(n). Note que det(γ(λ)) = eiλ(θ1+···+θn) ∈ S1, logo γ([0, 1]) ⊂ U(n). Com isso, toda

A ∈ U(n) pode ser conectada a Id por um caminho cont́ınuo, logo U(n) é conexo por caminhos,

portanto é conexo. Pela Proposição 4.0.11, tem-se que F |U(n) : U(n) → U é um isomorfismo

cont́ınuo, logo é um homeomorfimo. Como U(n) é conexo e a conexidade é preservada por

aplicações cont́ınuas, então U = F (U(n)) é conexo por caminhos, logo é conexo. �

Proposição 4.0.19. Sp+(R2n) é conexo por caminhos, logo é conexo.

� Considere a aplicação cont́ınua γ : Sp+(R2n)× [0, 1]→ Sp(R2n) dada por γ(A, λ) = Aλ.

Pela Proposição 4.0.16, a aplicação γ está bem-definida e é cont́ınua. Fixando A ∈ Sp+(R2n),

a curva γA : [0, 1] → Sp(R2n) tal que γA(0) = Id e γA(1) = A, é um caminho cont́ınuo que

conecta a identidade a matriz A. Como A = At, segue da Proposição 4.0.16 que γA(λ)t =

(Aλ)t = (At)λ = (A)λ = γA(λ). Além disso, os k-subdeterminantes detk(γA(λ)) = detk(A
λ) > 0

para 1 ≤ k ≤ 2n. Pelo fato de que γA(λ) é simétrica e pelo Teorema B.0.24, tem-se que

γA(λ) é positiva-definida, logo γA([0, 1]) ⊂ Sp+(R2n). Como A ∈ Sp+(R2n) é arbitrária, então

a construção anterior vale para quaisquer elementos de Sp+(R2n). Com isso, dados A,B ∈
Sp+(R2n), é posśıvel conectar A a B por uma curva cont́ınua que passa pela identidade, portanto

Sp+(R2n) é conexo por caminhos, logo é conexo. �

Lema 4.0.20. Se A ∈ Sp(R2n), então existem únicas P ∈ Sp+(R2n) e O ∈ U tais que A = PO.

� Segue do Teorema B.0.36 que A = PO, onde P = AAt é positiva definida e O é uma

matriz ortogonal. Como A e At são matrizes simpléticas, então P = AAt ∈ Sp(R2n). Além

disso, como Sp(R2n) é grupo então P−1 ∈ Sp(R2n), logo O = P−1A ∈ U . �

Teorema 4.0.21. Sp(R2n) é conexo por caminhos, logo é conexo.

66
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� Se A ∈ Sp(R2n), então pelo Lema 4.0.20 é posśıvel escrever A = PO, onde P ∈ Sp+(R2n)

e O ∈ U são únicas. Pela unicidade da decomposição anterior, a aplicação G : Sp(R2n) →
Sp+(R2n)×U definida por G(A) = (P,O) é injetora. Por outro lado, dado (P,O) ∈ Sp+(R2n)×
U tem-se (PO)tJ0PO = OtP tJ0PO = OtJ0O = J0, logo pela Proposição 4.0.10, tem-se PO ∈
Sp(R2n) e G é sobrejetora. De fato, definindo A = PO ∈ Sp(R2n) tem-se que G(A) = (P,O).

Portanto G é bijetora.

Denotando por G−1 : Sp+(R2n)×U → Sp(R2n) a inversa de G, tem-se que G−1(P,O) = PO,

o que implica que G−1 é cont́ınua, pois o produto de matrizes é uma operação cont́ınua.

Veja que Sp+(R2n) × U é conexo por caminhos, pois é o produto cartesianos de espaços

topológicos conexos por caminhos. Além disso, como a conexidade é preservada por aplicações

cont́ınuas, então Sp(R2n) é conexo por caminhos, logo é conexo. �

Observação 4.0.22. No teorema anterior, foi exibida uma bijeção entre Sp(R2n) e o produto

cartesiano Sp+(R2n) × U , isto é, toda A ∈ Sp(R2n) pode ser decomposta unicamente como

A = PO, onde P ∈ Sp+(R2n) e O ∈ U . Essa afirmação será utilizada na demonstração de

alguns resultados adiante.

Observação 4.0.23. Esse resultado é fundamental para a construção da homologia de Floer,

pois, para definir um complexo de cadeia nessa homologia deve-se ter um homomorfismo gra-

duado. Tal graduação será dada pelo ı́ndice de Maslov e este será relacionado ao grupo fun-

damental π1(Sp(R2n)). Por fim, a estratégia adotada necessita que π1(Sp(R2n)) ∼= Z. Para

mostrar esse fato a conexidade é necessária.

Teorema 4.0.24. O quociente Sp(R2n)/U é contrátil.

� Na Observação 4.0.22 foi mostrado que se A ∈ Sp(R2n) então A = PO, onde P ∈
Sp+(R2n) e O ∈ U . Com isso tem-se AAt = POOtP t = PP t = P 2, e ela Proposição 4.0.16, é

posśıvel afirmar que Pα ∈ Sp(R2n) para todo α ∈ R. Considere a aplicação r : Sp(R2n)×[0, 1]→
Sp(R2n) tal que r(A,α) = (AAt)−α/2A. Note r que é cont́ınua pois é o produto de matrizes, que

é uma operação cont́ınua em Sp(R2n). Além disso, r é um retrato de deformação de Sp(R2n)

sobre U pois r(A, 0) = A, r(A, 1) = (AAt)−1/2A = P−1A = O ∈ U e, tomando B ∈ U ,

r(B, 1) = (BBt)−1/2B = B, pois BBt = Id.

Para simplificar a notação, Sp(R2n)/U será denotado por S. Definindo a aplicação R :

S × [0, 1] → S por R([A], λ) = [r(A, λ)] = [(AAt)−λ/2A], tem-se que R é uma contração. De

fato, a imagem de R é a classe de equivalência da imagem de r, que é cont́ınua, portanto R é

cont́ınua. Além disso, R([A], 0) = [A], R([A], 1) = [(AAt)−1/2A] = [P−1A] = [O] = [Id], pois

O ∈ U , isto é, R(., 0) = IdS(.) é a identidade e R(., 1) = [Id] é a aplicação constante, logo é

uma contração e S é contrátil. �

Observação 4.0.25. Na demonstração da contratibilidade do quociente Sp(R2n)/U foi mos-

trado que U é um retrato por deformação de Sp(R2n).
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Teorema 4.0.26. π1(Sp(R2n)) ∼= Z.

� Como U é um retrato de deformação de Sp(R2n), então π1(Sp(R2n)) e π1(U) são isomorfos.

Da Proposição 4.0.11 segue que U ∼= U(n), e como o determinante complexo detC : U(n)→ S1

induz um isomorfismo entre os grupos fundamentais, então π1(U(n)) ∼= Z (para mais detalhes

sobre o isomorfismo induzido pela fibração detC , veja [18] e [27]). Portanto π1(U) ∼= π1(U(n)) ∼=
Z e π1(Sp(R2n)) ∼= Z. �

Observação 4.0.27. No Caṕıtulo 5 será constrúıda uma aplicação Sp(R2n) 7→ S1 que induz

um isomorfismo entre os grupos fundamentais.
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Caṕıtulo 5

Índice de Maslov

O ponto central deste trabalho é a construção do Índice de Maslov e a demonstração de

suas propriedades, o que está feito em detalhes nesse caṕıtulo. Esse ı́ndice tem sua importância

destacada no Caṕıtulo 6, mais precisamente, na definição do ı́ndice de Conley-Zehnder, o qual

é empregado na graduação do complexo de Floer, constrúıdo no Caṕıtulo 7.

Os resultados aqui feitos estão organizados da seguinte forma: na primeira parte é definida

uma aplicação cont́ınua ρ : Sp(R2n) → S1 satisfazendo algumas propriedades. Em seguida,

é definido o Índice de Maslov µ a partir dessa aplicação e, por fim, são demonstradas as

propriedades de µ herdadas das propriedades de ρ.

As principais referências bibliograficas são [4], [35] e [36] .

5.1 Motivação

Considere a função Hamiltoniana dependente do tempo H : M×R → R à qual é associado o

campo vetorial Hamiltoniano XH ∈ X(M), que é o único campo vetorial que satisfaz a equação

ωx(XH(x), Y ) = −dH(Y ) para todo Y ∈ TxM e todo x ∈M .

As soluções do sistema Hamiltoniano ẋ(t) = XH(x(t), t) satisfazendo as condições de peri-

odicidade x(t + 1) = x(t) para todo t ∈ R, ou seja, as soluções 1-periódicas das equações de

Hamilton, determinam uma famı́lia de simplectomorfismos ψt : M → M (difeomorfismos que

preservam a forma simplética) que satisfazem a relação

dψt
dt

= XH ◦ ψt , ψ0 = Id e ψt(x(0)) = x(t).

Contudo, as soluções de interesse são aquelas 1-periódicas contráteis e não-degeneradas, pois

elas são os pontos cŕıticos do funcional de ação AH , onde uma solução não-degenerada é aquela

em que

det(Dx(0)ψt − Id) 6= 0.

Nesse novo contexto, será feito o análogo ao que foi feito para o caso Morse. A aplicação

µCZ : Cr(AH) → Z, chamada ı́ndice de Conley-Zehnder, atribui um ı́ndice a cada um desses
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pontos cŕıticos. Tal aplicação é definida a partir do ı́ndice de Maslov µ : L∗(Sp(R2n)) → Z,

onde L∗(Sp(R2n)) é o conjunto dos caminhos cont́ınuos ψ : [0, 1]→ Sp(R2n) tais que

ψ(0) = Id e det(ψ(1)− Id) 6= 0.

Para cada solução não-degenerada x ∈ Cr(AH) tem-se que o caminho Ax : [0, 1]→ Sp(R2n),

definido por Ax(t) = Dx(0)ψt, é um elemento de L∗(Sp(R2n)). Ao caminho Ax pode-se associar

o ı́ndice de Maslov µ(Ax) e este, por sua vez será o ı́ndice de Conley-Zehnder µCZ(x) da solução

x.

Originalmente, o ı́ndice de Maslov foi definido para associar um caminho fechado em Sp(R2n)

a um número inteiro. Contudo, existe uma pluralidade de definições equivalentes desse mesmo

objeto, e por equivalente entende-se aquelas definições que satistazem a mesma axiomatização.

Em [10] pode-se encontrar quatro definições distintas e a demonstração de suas equivalências.

5.2 Construção de ρ : Sp(R2n)→ S1

O primeiro passo para a construção do ı́ndice de Maslov é a construção de uma aplicação

cont́ınua ρ : Sp(R2n)→ S1, que é uma extenção cont́ınua do determinante complexo e induz o

isomorfismo entre os grupos fundamentais, além de satisfazer propriedades que serão herdadas

pelo ı́ndice de Maslov.

Teorema 5.2.1. Para todo n ∈ N∗ existe uma aplicação cont́ınua ρ : Sp(R2n) → S1 satisfa-

zendo as seguintes propriedades:

1. Naturalidade: Se T ∈ Sp(R2n), então

ρ(TAT−1) = ρ(A)

para todo A ∈ Sp(R2n).

2. Produto: Se A1 ∈ Sp(R2m) e A2 ∈ Sp(R2n), então

ρ

(
A1 0

0 A2

)
= ρ1(A1)ρ2(A2),

onde ρ1 = ρ|Sp(R2m) e ρ2 = ρ|Sp(R2n).

3. Deteminante: Se A ∈ U = Sp(R2n) ∩O(2n) (veja o Caṕıtulo 4), então

ρ(A) = detC(X + iY ), onde A =

(
X −Y
Y X

)
.

Logo, a aplicação induzida ρ∗ : π1(Sp(R2n))→ π1(S1) é um isomorfismo.

4. Normalização: Se A ∈ Sp(R2n) com σ(A) ∩ S1 = ∅, então ρ(A) = ±1.
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5. Inversa: Para todo A ∈ Sp(R2n) tem-se que ρ(A−1) = (ρ(A))−1.

Os seguintes resultados serão utilizados na definição da aplicação ρ. Considere agora a

complexificação (V ,Ω) de (V, ω).

Lema 5.2.2. A aplicação B : V × V → R definida por B(v, u) = Im (Ω(v, u)) é uma forma

R-bilinear simétrica e não-degenerada. Além disso

B(iv, iu) = B(v, u) e B(v, u) = −B(v, u).

� A R-bilinearidade de B é dada imediatamente pela bilinearidade de Ω. Pelo Corolário

A.0.18 tem-se que Ω(v̄, u) = −Ω(ū, v) o que implica em Im (Ω(v, u)) = Im (Ω(u, v)) e B(v, u) =

B(u, v). Portanto B é simétrica.

Suponha que B seja degenerada, isto é, existe v ∈ V com v 6= 0 tal que B(v, u) = 0 para

todo u ∈ V . Então

Ω(v, u) = Re(Ω(v, u)) + i Im (Ω(v, u))

= Im (−iΩ(v, u)) + i Im (Ω(v, u))

= Im (Ω(v,−iu))︸ ︷︷ ︸
=0

+i Im (Ω(v, u))︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,

o que implica que a forma simplética Ω é degenerada, contradizendo a hipótese. Portanto B é

não-degenerada.

Por fim, tem-se as identidades B(iv, iu) = Im (Ω(−iv, iu)) = Im (Ω(v, u)) = B(v, u) e

B(v, u) = Im (Ω(v, u)) = Im (−Ω(u, v)) = −B(u, v) = −B(v, u) �

Proposição 5.2.3. Sejam Q : V → R a forma quadrática definida por Q(v) = B(v, v) e

A ∈ Sp(R2n). Se λ ∈ σ(A) ∩ S1\{±1}, então Eλ = E+
λ ⊕ E−λ , onde E±λ são os maiores

subespaços do auto-espaço generalizado Eλ tais que Q é positiva (negativa) definida.

� É imediato que E+
λ ∩E

−
λ = ∅. Além disso, E±λ ⊂ Eλ são subespaços vetoriais pois, dados

β ∈ C, v, u ∈ E+
λ tem-se que

Q(βv + u) = Im (ββΩ(v, v) + βΩ(v, u) + βΩ(u, v) + Ω(u, u))

= Im (ββΩ(v, v) + Ω(u, u))

= |β|2Q(v) +Q(u)

≥ 0,

onde usou-se o fato de que βΩ(u, v) = −βΩ(v, u). Portanto βv+ u ∈ E+
λ . Com um argumento

análogo mostra-se que E−λ é subespaço vetorial de Eλ. Note que, Ω(v, v) = Ω(Av,Av) =

|λ|2Ω(v, v). Se λ /∈ S1\{±1}, então Ω|Eλ×Eλ = 0. �

71



Construção de ρ : Sp(R2n)→ S1

Corolário 5.2.4. Se λ ∈ σ(A) ∩ S1\{±1}, então a forma quadrática Q é não-degenerada e

Q(Eλ) ⊂ R+ ou Q(Eλ) ⊂ R−.

� Pelo Lema 5.2.2 segue queQ é não-degenerada. Seja λ ∈ σ(A)∩S1\{±1}. Pela Proposição

5.2.3 tem-se que Q(v) > 0 ou Q(v) < 0, para todo v ∈ Eλ. �

Note que, do item 3 do Teorema 5.2.1, a aplicação ρ deve estender continuamente o deter-

minante. Para construir essa aplicação, será introduzida uma ordenação nos auto-valores de

A. Sabe-se que um dado λ ∈ σ(A) assume um dos valores |λ| ≤ 1 ou |λ| > 1. Além disso, se

λ ∈ σ(A), então λ, λ−1, λ
−1 ∈ σ(A). Com isso, basta analisar os casos em que |λ| ≤ 1, o que

implica que |λ| ≤ 1, |λ−1| ≥ 1 e |λ−1| ≥ 1.

Um auto-valor λ ∈ σ(A) é um auto-valor de primeiro tipo se satisfaz as seguintes proprie-

dades:

1. Se λ ∈ S1\{−1, 1}, então 0 6= Q(v) ∈ R. Além disso, o sinal de Q(v) é independente

do auto-vetor v associado a λ (veja a Corolário 5.2.4). Nesse caso, λ é um auto-valor de

primeiro tipo se Q(v) > 0.

2. Se λ /∈ S1, então λ é um auto-valor de primeiro tipo se |λ| < 1.

O conjunto dos auto-valores de primeiro tipo de A é denotado por σ1(A). Tome λ1 ∈ σ(A)

tal que |λ1| < 1 e o escreva como λ1 = |λ1| exp(iθλ1), para algum θλ1 ∈ [0, 2π]. Tome um

outro auto-valor λ2 tal que |λ2| < 1. Se |λ1| < |λ2| ou |λ1| = |λ2| e θλ ≤ θβ, será dito que

λ1 ≺ λ2. Repetindo esse procedimento n-vezes tem-se a sequência λ1 ≺ · · · ≺ λn ≺ λ−1
n ≺

· · · ≺ λ−1
1 . Essa ordenação será chamada de ordem de primeiro tipo. Com isso, segue que

σ1(A) = {λ1, . . . , λn}.
Sejam m(λ) a multiplicidade do auto-valor λ ∈ σ(A) e Sp1(R2n) = {A ∈ Sp(R2n) : m(λ) =

1, ∀λ ∈ σ(A)} o conjunto das matrizes simpléticas cujos auto-valores têm multiplicidade igual

a 1.

Considere a aplicação ρ̂ : Sp1(R2n)→ S1 definida por

ρ̂(A) =
∏

λ∈σ1(A)

λ

|λ|
.

Denote dimC (E±λ ) por m±(λ), respectivamente. Então m(λ) = m+(λ) + m−(λ). Seja

ρ : Sp(R2n)→ C definida por

ρ(A) = (−1)m0

∏
λ∈σ(A)∩S1\{±1}

λm+(λ),

onde m0 denota o número de pares (λ, λ−1) reais negativos contados com multiplicidade.

Pode-se afirmar que a restrição ρ|Sp1(R2n) coincide com a aplicação ρ̂ anteriormente definida.

De fato, tomando A ∈ Sp1(R2n) tem-se que m(λ) = 1 e portanto m+(λ) ∈ {0, 1} para todo

λ ∈ σ(A). Suponha uma ordem de primeiro tipo para os auto-valores de A. Sem perda de

generalidade, pode-se supor que λj ∈ R para 1 ≤ j ≤ r e λj ∈ C para r + 1 ≤ j ≤ n. Se
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λi ∈ R+ então λi/|λi| = 1. Se λi ∈ R− então λi/|λi| = −1. Além disso, m+(λ) = m−(λ̄) e

m−(λ) = m+(λ̄), logo m+(λ) = 1 se, e somente se, m+(λ̄) = 0. Então

ρ̂(A) =
λ1

|λ1|
. . .

λn
|λn|

= (−1)m0
λr+1

|λr+1|

m+(λr+1)

. . .
λn
|λn|

m+(λn)

= (−1)m0

∏
λ∈σ(A)∩S1\R

λm+(λ)

= ρ(A).

A continuidade da aplicação ρ é uma propriedade necessária para a construção do Índice de

Maslov. Contudo, sua demonstração é bastante longa e técnica e por isso será omitida neste

trabalho. Para os detalhes da demonstração, veja [4].

Proposição 5.2.5. A aplicação ρ : Sp(R2n)→ S1 é cont́ınua e ρ|Sp1(R2n) = ρ̂.

Demonstração das propriedades de ρ

A construção da aplicação ρ depende intrinsecamente do espaço vetorial simplético (V ,Ω)

adotado. Caso se tenha dois espaços vetoriais simpléticos (Vj,Ωj) para j ∈ {1, 2}, tem-se as

aplicações ρj : Sp(Vj) → S1. Com um abuso de notação, será identificado ρj com ρ, onde sua

definição dependerá do contexto.

�

1. Naturalidade: Fixe T ∈ Sp(R2n). Tem-se que det(TAT−1) = det(A), para todo A ∈
Sp(R2n). Logo σ(TAT−1) = σ(A). Sejam ETAT−1

λ e EA
λ os auto-espaços generalizados de

TAT−1 e A, respectivamente. Pode-se afirmar que ETAT−1

λ = T (EA
λ ). De fato, tomando

v ∈ ETAT−1

λ , então TAT−1v = λv, o que implica que AT−1v = λT−1v, logo T−1v ∈ EA
λ

e T−1(ETAT−1

λ ) ⊆ EA
λ . Como T é um isomorfismo, então ETAT−1

λ = TT−1(ETAT−1

λ ) ⊆
T (EA

λ ). Por outro lado, suponha que v ∈ EA
λ . Como T é um isomorfimo, então existe u ∈

V tal que v = T−1u. Com isso, AT−1u = λT−1u e TAT−1u = λu. Logo Tv = u ∈ ETAT−1

λ

e T (EA
λ ) ⊆ ETAT−1

λ . Portanto, ETAT−1

λ = T (EA
λ ) e dim(ETAT−1

λ ) = dim(T (EA
λ )) =

dim(EA
λ ).

Por fim, comoA, T ∈ Sp(R2n), então TAT−1 ∈ Sp(R2n), e pode-se afirmar queQ(TAT−1v) =

Q(v) para todo v ∈ V . Logo mTAT−1

± (λ) = mA
±(λ), mTAT−1

0 = mA
0 , e com isso, ρ(TAT−1) =

ρ(A).

2. Produto: Escrevendo Ei
λ = 0 se λ não é um Ai, um auto-espaço generalizado Eλ de

A pode ser escrito como Eλ = E1
λ × E2

λ, onde E1
λ, E

2
λ são auto-espaços generalizados

associados a λ de A1 e A2, respectivamente. Desse modo, a aplicação ρ : Sp(R2m+2n)→ S1

satisfaz ρ(A) = ρ1(A1)ρ2(A2), onde ρ1 = ρ|Sp(R2m) e ρ2 = ρ|Sp(R2n).
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3. Determinante: Sejam A ∈ U e U ∈ U(n) identificados pelo isomorfismo descrito no

Caṕıtulo 4 dado por

R2n 3 (v(1), v(2)) 7→ v(1) + iv(2) ∈ Cn,

U 3

(
B −C

C B

)
7→ B + iC ∈ U(n).

Se (v(1), v(2)) ∈ R2n é um auto-vetor de A com auto-valor λ em C, então tem-se que

A(v(1), v(2)) = λ(v(1), v(2)) implica U(v(1) + iv(2)) = λ(v(1) + iv(2)). Logo σ(A) ⊆ σ(U). Por

outro lado, se U(v(1) + iv(2)) = λ(v(1) + iv(2)), então A(v(1) + iv(2),−iv(1) + v(2)) =

λ(v(1) + iv(2),−iv(1) + v(2)), logo σ(U) ⊆ σ(A). Portanto σ(A) = σ(U) em C.

Sabe-se que J0 : R2n → R2n é um endomorfismo, que AJ0 = J0A e que ambos A e

J0 são diagonalizáveis (matrizes normais são diagonalizáveis, veja o Lema B.0.32), logo

seus auto-espaços generalizados são os auto-espaços usuais. Além disso, σ(J0) = {i,−i},
EJ0
i = {ue + iuf : u ∈ Cn}, EJ0

−i = {ue − iuf : u ∈ Cn} e dim(EJ0
i ) = dim(EJ0

−i) = n,

portanto V = EJ0
i ⊕ E

J0
−i. Tomando v ∈ EJ0

i e usando a Proposição A.0.21, tem-se que

Ω(v, v) = 2i Im (〈v(1), v(2)〉)

= 2i Im (〈v(1), iv(1)〉)

= −2 Im (||v(1)||2)

= −2||v(1)||2 ≤ 0.

Portanto a restrição da forma quadrática Q, dada pela Definição 5.2.3, ao auto-espaço

EJ0
i , é negativa definida. Analogamente pode-se verificar que a restrição de Q ao auto-

espaço EJ0
−i é positiva definida. Com isso, pode-se decompor o auto-espaço Eλ = E+

λ ⊕E
−
λ ,

onde E+
λ = Eλ ∩ EJ0

−i e E−λ = Eλ ∩ EJ0
i . Pela identificação anterior tem-se

E+
λ = {v(1)e− iv(1)f ∈ Eλ} = {v(1) ∈ Cn : Uv(1) = λv(1)} = EU

λ .

Logo m+(λ) = mU(λ).

Para o caso λ = −1, pode-se verificar que ue+vf ∈ E−1∩R2n se, e somente se, u+iv ∈ EU
−1.

Logo, os auto-espaços E−1 e EU
−1 são isomorfos. Além disso,

m∗(−1) = dimR(E−1 ∩ R2n) = dimR(EU
−1) = 2 dimC(EU

−1) = 2mU(−1).

A aplicação ρ|U : U → S1 quando avaliada em A ∈ U é dada em termos do produto

dos auto-valores λ ∈ σ(A) e suas multiplicidades m∗+(λ) e m0. Como σ(A) = σ(U) e

m∗+(λ) = mU
λ , então as multiplicidades dos auto-valores são as mesmas e ρ(A) = detC(U).

4. Normalização: Seja A ∈ Sp(R2n) com σ(A) ∩ S1 = ∅. Então pela própria definição a

aplicação ρ não terá produto dos auto-valores, portanto ρ(A) = (−1)m0 = ±1.
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5. Inversa: Pela Proposição 4.0.12, tem-se que σ(A−1) = σ(A). Sejam Eλ e Fλ−1 auto-

espaços generalizados de A e A−1, associados aos auto-valores λ e λ−1, respectivamente.

É imediato que Eλ = Fλ−1 , o que implica que E+
λ = F+

λ−1 e que mA
+(λ) = mA−1

+ (λ−1) e

mA−1

0 = mA
0 . Então

ρ(A−1) = (−1)m
A−1

0

∏
(λ−1)m

A−1

+ (λ−1)

= (−1)−m
A
0

∏
λ−m

A
+(λ)

=
(

(−1)m
A
0

∏
λm

A
+(λ)
)−1

= (ρ(A))−1.

�

5.3 Sp∗(R2n) e sua topologia

Foi visto na Seção 6.2 que as transformações simpléticas de interesse em construções poste-

riores a esse caṕıtulo são aquelas correspondentes aos elementos de Sp(R2n) que não possuem

auto-valores iguais a 1. Considere então Sp∗(R2n) = {A ∈ Sp(R2n) : det(A − Id) 6= 0} o

conjunto dessas transformações. Além disso, defina os conjuntos Sp+(R2n) = {A ∈ Sp(R2n) :

det(A− Id) > 0} e Sp−(R2n) = {A ∈ Sp(R2n) : det(A− Id) < 0}. É imediato da definição que

Sp∗(R2n) = Sp+(R2n) ∪ Sp−(R2n).

Será demonstrado agora que Sp+(R2n) e Sp−(R2n) são as duas componentes conexas de

Sp∗(R2n). Para isso, será utilizado o lema técnico a seguir, cuja demonstração pode ser encon-

trada em [4].

Lema 5.3.1. Seja A ∈ Sp∗(R2n). Então existe um caminho cont́ınuo em Sp∗(R2n) conectando

A a uma matriz B ∈ Sp∗(R2n) cujos auto-valores são todos distintos e satisfazem apenas uma

das seguintes condições:

1) Se A ∈ Sp+(R2n), então B não possui auto-valores reais positivos.

2) Se A ∈ Sp−(R2n), então B possui apenas 2 auto-valores reais positivos.

Proposição 5.3.2. Sp+(R2n) e Sp−(R2n) são conexos por caminhos, logo são conexos. Além

disso, esse conjuntos são as componentes conexas de Sp∗(R2n).

� Sejam (V ,Ω) um 2n-espaço vetorial simplético e {e, f} a base simplética de V . Defina

W : R\{0, 1} → GL(2n,C) por

W (a) = diag{a,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n

, a−1,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n

}.

Primeiramente, será mostrado que W (R\{0, 1}) ⊂ Sp∗(R2n). De fato,

det(W (a)− Id) = (a− 1)(a−1 − 1)(−2)2n−2 6= 0,
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pois a 6= 1. Tomando v, u ∈ V tais que v = v(1)e + v(2)f e u = u(1)e + u(2)f, tem-se

W (a)v = (av1,−v2, . . . ,−vn, a−1vn+1,−vn+2, . . . ,−v2n)

= av1e1 −
n∑
j=2

vjej + a−1vn+1f1 −
n∑
j=2

vn+jfj,

Ω(W (a)v,W (a)u) = v1un+1Ω(e1, f1) +
n∑
j=2

vjun+jΩ(ej, fj)

+ vn+1u1Ω(f1, e1) +
n∑
j=2

vn+jujΩ(fj, ej)

=
n∑
j=1

(
vjun+j − vn+juj

)
= 〈v(1), u(2)〉 − 〈v(2), u(1)〉

= Ω(v, u).

Portanto, W (a) ∈ Sp(R2n) e W (R\{0, 1}) ⊂ Sp∗(R2n).

Defina W+ = W (−1) e W− = W (2). Tem-se que det(W+−Id) = 4n > 0 e det(W−−Id) =

−4n−1/2 < 0, logo W+ ∈ Sp+(R2n) e W− ∈ Sp−(R2n).

Seja A ∈ Sp∗(R2n). Pelo Lema 5.3.1 existe B ∈ Sp∗(R2n) com todos os seus auto-valores

distintos e um caminho cont́ınuo α : [0, 1]→ Sp∗(R2n) tal que α(0) = A e α(1) = B.

Para cada λ ∈ σ(B)\R+ considere um caminho cont́ınuo γ : [0, 1] → R tal que γ(0) = λ e

γ(1) = −1 tal que 1 /∈ γ([0, 1]). Seja Γ : [0, 1]→ Sp∗(R2n) o caminho cont́ınuo definido por

Γ(s)vλ =

{
γ(s)vλ, λ /∈ R+

λvλ, λ ∈ R+

com Γ(0) = B, onde {vλ1 , . . . , vλ2n} uma base de auto-valores de B.

Para os auto-valores λ e 1/λ tome os caminhos γ e 1/γ, respectivamente. É imediato da de-

finição que Γ(s)(Eλ) = Eλ. Afirmo que Γ(s) ∈ Sp∗(R2n) para todo s ∈ [0, 1]. De fato, supondo

λ, λ′ ∈ σ(B)\R+ tais que λλ′ 6= 1 tem-se que Ω(Γ(s)vλ,Γ(s)vλ′) = γ(s)γ′(s)Ω(vλ, vλ′) = 0,

pela Ω-ortoganalidade (veja a Proposição 4.0.14). No caso em que λλ′ = 1 se tem λ′ = λ−1, o

que implica em γ′(s) = 1/γ(s), logo Ω(Γ(s)vλ,Γ(s)vλ′) = Ω(vλ, vλ′) e Γ(s) ∈ Sp(R2n). Como

1 /∈ γ([0, 1]), então det(Γ(s)− Id) 6= 0 e Γ(s) ∈ Sp∗(R2n) para todo s ∈ [0, 1].

Seja α : [0, 1] → Sp∗(R2n) um caminho cont́ınuo conectando A a B, cuja existência é

garantida pelo Lema 5.3.1. Pela definição de Sp∗(R2n) tem-se que Sp+(R2n) ∩ Sp−(R2n) =

∅, portanto α([0, 1]) ⊂ Sp+(R2n), caso A ∈ Sp+(R2n), ou α([0, 1]) ⊂ Sp−(R2n), caso A ∈
Sp−(R2n).

1. Se α([0, 1]) ⊂ Sp+(R2n), então B não possui auto-valores reais positivos. Logo Γ(0) = B

e Γ(1) = diag{−1, . . . ,−1} = W+. Portanto, Γ é um caminho cont́ınuo que conecta B

a W+. A justaposição α ∗ Γ : [0, 1] → Sp+(R2n) é um caminho cont́ınuo conectando A

a W+. Tome A′ ∈ Sp+(R2n) tal que A′ 6= A. Então com uma construção análoga a
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anterior, conecta-se A′ a W+ por um caminho cont́ınuo em Sp+(R2n). Tem-se caminhos

conectado A a W+ e A′ a W+, respectivamente. Logo conecta-se A a A′ através de um

caminho cont́ınuo. Portanto Sp+(R2n) é conexo por caminhos, logo é conexo.

2. Se α([0, 1]) ⊂ Sp−(R2n), então B possui apenas 2 auto-valores positivos. Supondo

que λ ∈ σ(A) tal que λ > 0, então λ−1 > 0, pois os auto-valores de A são deter-

minados aos pares λ, λ−1. Reordene a base de auto-valores de B tal que λ1 = λ e

λn+1 = λ−1 sejam esses auto-valores positivos. Assim, tem-se que Γ(0) = B e Γ(1) =

diag{λ,−1, . . . ,−1, λ−1,−1, . . . ,−1}. Seja Γ′ : [0, 1]→ Sp−(R2n) o caminho definido por

Γ′(t) = diag{θ(t),−1, . . . ,−1, 1/θ(t),−1, . . . ,−1}, onde θ(t) = (2− λ)t+ λ. Note que Γ′

é um caminho cont́ınuo que conecta Γ(1) a W−. Com isso, a justaposição Γ′ ∗ Γ é um

caminho conectando B a W− e a justaposição α∗Γ′ ∗Γ : [0, 1]→ Sp−(R2n) é um caminho

cont́ınuo conectando A a W−. Com uma construção análoga a do item anterior pode-se

concluir que qualquer A′ ∈ Sp−(R2n) pode ser conectado a A por um caminho cont́ınuo

que passa por W−. Portanto, Sp−(R2n) é conexo por caminhos, logo é conexo.

Finalmente, basta mostrar que Sp±(R2n) são abertos. De fato, defina g : Sp(R2n)→ R por

g(A) = det(A−Id). Como o determinante é uma função cont́ınua, então g é cont́ınua. Suponha

que A ∈ Sp+(R2n). Então g(A) > 0 e existe um intervalo (a, b) ⊂ R+ tal que g(A) ∈ (a, b).

Note que g−1((a, b)) ⊂ Sp+(R2n). De fato, supondo que g−1((a, b))  Sp+(R2n), então existe

A′ ∈ g−1((a, b)) tal que g(A′) ≤ 0, o que contradiz o fato de que (a, b) ⊂ R+. Portanto

g−1((a, b)) ⊂ Sp+(R2n) e A é um ponto interno de Sp+(R2n), logo esse conjunto é um aberto.

Um argumento análogo mostra que Sp−(R2n) é aberto. �

A Proposição 5.3.2 será usada para mostrar que as inclusões Sp±(R2n) ↪→ Sp(R2n) induzem

homomorfismos triviais nos grupos fundamentais. Para isso, será utilizado o seguinte lema, o

qual está demonstrado em [4].

Lema 5.3.3. Existem duas aplicações cont́ınuas α±ρ : Sp±(R2n) → R que tornam o seguinte

diagrama comutativo.

R

��

exp
��

Sp±(R2n)

α±ρ

44

i±
// Sp(R2n) ρ

// S1

Proposição 5.3.4. As inclusões Sp+(R2n) ↪→ Sp(R2n) e Sp−(R2n) ↪→ Sp(R2n) induzem os

homomorfismos triviais entre os grupos fundamentais.

� Pelo Lema 5.3.3 pode-se afirmar que ρ ◦ i+ = exp ◦α+
ρ . Logo ρ∗ ◦ i+∗ = exp∗ ◦(α+

ρ )∗.

Usando o fato de que π1(R) = {[0]} e tomando [γ] ∈ π1(Sp+(R2n)) verifica-se que

(ρ∗ ◦ i+∗ )([γ]) = (exp∗ ◦(α+
ρ )∗)([γ]) = exp∗([0]) = [0].

Do item 3 do Teorema 5.2.1, tem-se que sua induzida ρ∗ é um isomorfismo. Logo, i+∗ ([γ]) =

[0]. Como [γ] ∈ Sp+(R2n) é arbitrário, então i+∗ = 0.
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Com um argumento análogo pode-se mostrar que a inclusão Sp−(R2n) ↪→ Sp(R2n) induz o

homomorfismo trivial no grupo fundamental. �

5.4 Índice de Maslov µ : L∗(Sp(R2n))→ Z

Considere as matrizes diagonais W+ ∈ Sp+(R2n) e W− ∈ Sp−(R2n), definidas por

W+ = diag{−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
2n

} e W+ = diag{2, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n

,−2−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n

}.

Definição 5.4.1. (Índice de Maslov) Seja

L∗(Sp(R2n)) = {ψ ∈ L(Sp(R2n)) : ψ(0) = Id e ψ(1) ∈ Sp∗(R2n)}.

Para um dado caminho ψ ∈ L∗(Sp(R2n)) fixe um caminho γ ∈ L(Sp∗(R2n)) tal que

ψ(1) = γ(0) e γ(1) = W±.

Defina o prolongamento de ψ por Ψ = ψ∗γ ∈ L∗(Sp(R2n)). Seja αΨ : [0, 1]→ R o levantamento

do caminho ρΨ = ρ ◦Ψ : [0, 1]→ S1 que faz o diagrama abaixo comutar

R

��

exp
��

[0, 1]

αΨ

44

Ψ
// Sp∗(R2n) ρ

// S1

Então o grau de ρΨ é dado por deg(ρΨ) = (αΨ(1)− αΨ(0))/2π.

O ı́ndice de Maslov de ψ é definido por

µ(ψ) = 2 deg(ρΨ) = 2 deg(ρψ) + 2 deg(ργ).

Σ : det(ψ(1)− Id) 6= 0

W+

ψ(1)

ψ(0) = Id

γψ

Ψ = ψ ∗ γ

Sp+(2n)

Sp−(2n)

Figura 5.1: Um caminho ψ em L∗(Sp(R2n)) e seu prolongamento Ψ.

Observação 5.4.2. Sejam ψ+, ψ− ∈ L∗(Sp(R2n)) caminhos tais que ψ+(1) = W+ e ψ−(1) =

W−. Com isso, tem-se que ρψ+(1) = ρ(W+) = (−1)n e ρψ−(1) = ρ(W−) = (−1)n−1, o que

implica em αψ+(1)− αψ+(0) = k+π e αψ−(1)− αψ−(0) = k−π, para algum k+, k− ∈ Z.
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Os dois próximos resultados são importantes propriedades do ı́ndice de Maslov que serão

úteis no Teorema 5.4.6, o qual que caracterizam o ı́ndice de Maslov.

Lema 5.4.3. Sejam ψ, ψ′ ∈ L∗(Sp(R2n)). Então ψ ∼ ψ′ se, e somente se, Ψ ∼ Ψ′, onde Ψ e

Ψ′ são prolongamentos de ψ e ψ′, respectivamente. Além disso, o ı́ndice de Maslov de ψ não

depende da escolha do prolongamento Ψ.

� Suponha que ψ ∼ ψ′. Pela Proposição 5.3.4, tem-se que γ ∼ γ′. Portanto, Ψ = ψ ∗ γ ∼
ψ′ ∗ γ′ = Ψ′, o que é demonstrado no Lema 1.1.4.

Por outro lado, suponha que H : [0, 1] × [0, 1] → Sp(R2n) seja uma homotopia entre Ψ

e Ψ′ tal que H(t, 0) = Ψ(t) e H(t, 1) = Ψ′(t). Logo Ψ(t) = ψ(2t) e Ψ′(t) = ψ′(2t) para

0 ≤ t ≤ 1/2. Seja h : [0, 1] × [0, 1] → Sp∗(R2n) definida por h(t, s) = H(t/2, s). Então

h(t, 0) = H(t/2, 0) = ψ(2t) e h(t, 1) = H(t/2, 1) = ψ′(2t). Portanto h é uma homotopia entre

ψ e ψ′.

Sejam Ψ = ψ ∗ γ e Ψ′′ = ψ ∗ γ′′ dois prolangamentos de ψ, onde γ, γ′′ ∈ L(Sp±(R2n)). A

Proposição 5.3.4 permite afirmar que γ ∼ γ′′. Com isso, Ψ ∼ Ψ′′ e 2 deg(ρΨ) = 2 deg(ρΨ′) =

µ(ψ). Logo, µ(ψ) não depende do prolongamento escolhido. �

Observação 5.4.4. O lema anterior mostra que o ı́ndice de Maslov de um caminho ψ ∈
L∗(Sp(R2n)) está bem definido.

Dado ψ ∈ L(Sp(R2n)), seja ψ−1 tal que ψ−1(t) = (ψ(t))−1 para todo t ∈ R. Como a inversa

de uma transformação simplética é uma transformação simplética, então ψ−1 está bem definido

e ψ−1 ∈ L(Sp(R2n)) .

Lema 5.4.5. Se ψ ∈ L∗(Sp(R2n)), então ψ−1 ∈ L∗(Sp(R2n)). Além disso, ρ(ψ−1(t)) =

(ρ(ψ(t)))−1.

� Como ψ(0) = Id, então ψ−1(0) = (ψ(0))−1 = Id. Sabe-se que, se λ ∈ σ(ψ(1)), então

1/λ ∈ σ(ψ−1(1)). Logo, 1 /∈ σ(ψ−1(1)) pois 1 /∈ σ(ψ(1)). Pelo item 5 do Teorema 5.2.1, tem-se

que ρ(ψ−1(t)) = (ρ(ψ(t)))−1 para todo t ∈ [0, 1]. �

Teorema 5.4.6. Se ψ ∈ L∗(Sp(R2n)), então o ı́ndice de Maslov satisfaz as seguintes proprie-

dades:

1. µ(ψ) ∈ Z.

2. (Naturalidade) Se φ ∈ L(Sp(R2n)), então o caminho φψφ−1 : [0, 1]→ Sp(R2n) definido

por (φψφ−1)(t) = φ(t)ψ(t)φ−1(t) é um elemento de L∗(Sp(R2n)) e µ(φψφ−1) = µ(ψ).

3. (Homotopia) Dois caminhos ψ1, ψ2 ∈ L∗(Sp(R2n)) com ψ1(0) = ψ2(0) e ψ1(1) = ψ2(1)

são homotópicos se, e somente se, µ(ψ1) = µ(ψ2).

4. (Nulidade) Se σ(ψ(t)) ∩ S1 = ∅ para todo t 6= 0, então µ(ψ) = 0.
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5. (Produto) Se n = p+q, então identifica-se Sp(2p)×Sp(2q) com um subgrupo de Sp(R2n)

e µ : L∗(Sp(2p)× Sp(2q))→ Z é dado por µ((ψp, ψq)) = µ(ψp) + µ(ψq).

6. (Determinante) O sinal de det(ψ(1)− Id) é (−1)µ(ψ)−n.

7. (Assinatura) Se S ∈ GL(2n) é uma matriz simétrica com a norma ||S|| < 2π e se

ψ(t) = exp(tJ0S), então

µ(ψ) = Ind(S)− n,

onde Ind(S) é o número de auto-valores negativos de S contatos com multiplicidade.

8. (Inversa) µ(ψ−1) = −µ(ψ).

�

Considere ψ ∈ L(Sp∗(R2n)) e Ψ = ψ ∗ γ um prologamento de ψ.

1. Tem-se que ρΨ(0) = ρ(Ψ(0)) = 1 e ρΨ(1) = ρ(Ψ(1)) = ρ(W±), onde ρ(W+) = (−1)n e

ρ(W−) = (−1)n−1, o que implica em ρ(W±) ∈ {−1, 1}. Sabe-se que ρΨ(t) = exp(iαΨ(t)).

Então αΨ(0) = 0 e αΨ(1) = kπ. De fato, para t = 0 é imediato que αΨ(0) = 0. Para

t = 1 tem-se que ρ(W±) = ±1, o que implica que αΨ(1) = kπ, para algum k ∈ Z. Logo

µ(ψ) = 2 deg(ρΨ) = (kπ − 0)/π ∈ Z.

2. (Naturalidade) Como φψφ−1 é o produto de aplicações cont́ınuas, então é uma aplicação

cont́ınua. Veja que (φψφ−1)(0) = φ(0)ψ(0)φ−1(0) = φ(0)(φ(0))−1 = Id. Defina ψ′ =

φψφ−1. Como 1 /∈ σ(ψ(1)) e ψ′(1) é uma matriz semelhante a ψ(1), então σ(ψ′(1)) =

σ(ψ(1)). Logo 1 /∈ σ(ψ′(1)) e ψ′ ∈ L∗(Sp(R2n)).

Seja φ′ ∈ L(Sp(R2n)) tal que φ′(0) = φ(1) e φ′(1) = Id, e defina γ′ = φ′γφ′−1. Então

Ψ′ = ψ′ ∗ γ′ é um prolongamento de ψ′. De fato,

γ′(0) = φ′(0)γ(0)φ′−1(0) = φ(1)ψ(1)φ−1(1) = ψ′(1)

e

γ′(1) = φ′(1)γ(1)φ′−1(1) = Idγ(1)Id = W±.

Pelo item 1 do Teorema 5.2.1 tem-se que ρ(φ(t)ψ(t)φ−1(t)) = ρ(ψ(t)) para todo t ∈ [0, 1],

logo ρφψφ−1 = ρψ. Com isso, tem-se que

µ(φψφ−1) = µ(ψ′)

= 2 deg(ρΨ′)

= 2 deg(ρψ′) + 2 deg(ργ′)

= 2 deg(ρφψφ−1) + 2 deg(ρφ′γφ′−1)

= 2 deg(ρψ) + 2 deg(ργ)

= 2 deg(ρΨ)

= µ(ψ).
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Σ : det(ψ(1)− Id) 6= 0

W+

ψ(1)

ψ(0)

γ
ψ

Ψ = ψ ∗ γ

Id

φ(1)ψ(1)φ−1(1) = ψ′(1)

ψ′ = φψφ−1

γ′ = φ′γφ′−1

Figura 5.2: Os prolongamentos Ψ = ψ ∗ γ de ψ e Ψ′ = ψ′ ∗ γ′ de ψ′.

3. (Homotopia) Sejam Ψ1,Ψ2 prolongamentos de ψ1, ψ2 ∈ L∗(Sp(R2n)). No Lema 5.4.3

é demonstrado que Ψ1 ∼ Ψ2 se, e somente se, ψ1 ∼ ψ2. Supondo que ψ1 ∼ ψ2, então

µ(ψ1) = 2 deg(ρΨ1) = 2 deg(ρΨ2) = µ(ψ2). A rećıproca µ(ψ1) = µ(ψ2) implica imediata-

mente que Ψ1 ∼ Ψ2, logo ψ1 ∼ ψ2.

4. (Nulidade) Por definição, tem-se que

ρ(ψ(t)) = (−1)m0

∏
λ∈σ(ψ(t))∩S1\{±1}

λm+(λ).

Como σ(ψ(t)) ∩ S1 = ∅ para todo t 6= 0, então ρ(ψ(t)) = ±1. Resta avaliar os seguintes

casos: σ(ψ(0)) ∩ S1 = ∅ e σ(ψ(0)) ∩ S1 6= ∅. No primeiro caso tem-se que ρ(ψ(0)) = ±1,

logo o caminho ρ ◦ ψ não é sobrejetor, o que implica em deg(ρΨ) = 0 e µ(ψ) = 0. No

segundo caso tem-se que ρ(ψ(0)) = eiθ, para alguma constante θ ∈ R e, analogamente ao

caso anterior, o caminho ρ ◦ ψ não é sobrejetor. Logo µ(ψ) = 0.

5. (Produto) Sabe-se que a identificação R2n 7→ R2p × R2q é um isomorfismo, o que induz

o isomorfismo Sp(R2n) 3 A 7→ (Ap, Aq) ∈ Sp(2p) × Sp(2q). Sejam ψ = (ψp, ψq) ∈
L∗(Sp(2p) × Sp(2q)), Ψ = (Ψp,Ψq) os respectivos prolongamentos de ψ, ψp e ψq. Então

pelo item 2 do Teorema 5.2.1, tem-se que ρ(Ψ(t)) = ρ(Ψp(t))ρ(Ψq(t)) para todo t ∈
[0, 1]. Supondo que ρ(Ψp(t)) = exp(iαΨp(t)) e ρ(Ψq(t)) = exp(iαΨq(t)), então ρ(Ψ(t)) =

exp(i(αΨp + αΨq)(t)). Com isso, tem-se que

µ(ψ) = 2 deg(ρΨ)

=
1

2

(
αΨp(1) + αΨq(1)− αΨp(0)− αΨq(0)

)
= 2 deg(ρΨp) + 2 deg(ρΨp)

= µ(ψp) + µ(ψq).

6. (Determinante) Suponha que det(ψ(1)− Id) > 0. Por definição Ψ(1) = W+ e ρΨ(1) =

ρ(W+) = (−1)n. Se ρΨ(1) = 1, então n ∈ 2Z. Sabendo que ρΨ(t) = exp(iαΨ(t)), e dos

fatos ρΨ(1) = 1 e αΨ(0) = 0, pode-se concluir que αΨ(1) = kπ para algum k ∈ 2Z. Logo

µ(ψ) = (kπ − 0)/π ∈ 2Z e µ(ψ) − n ∈ 2Z. Se ρΨ(1) = −1, então n ∈ 2Z + 1. Com
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argumentos análogos ao caso anterior, tem-se que αΨ(1) = kπ para algum k ∈ 2Z + 1.

Logo µ(ψ) = (kπ − 0)/π ∈ 2Z + 1 e µ(ψ) − n ∈ 2Z. Com argumentos análogos pode-se

mostrar que, para det(ψ(1) − Id) < 0, tem-se ρΨ(1) = ρ(W−) = (−1)n−1 e portanto

µ(ψ)− n ∈ 2Z+ 1.

7. (Assinatura) O primeiro passo é mostrar que, exp(J0S) ∈ Sp(R2n). Para isso é suficiente

mostrar que (exp(J0S))tJ0 exp(J0S) = J0. Note que (J0S)t = StJ t0 = −SJ0. Com isso,

dado um inteiro k ≥ 0 tem-se a identidade

J0(J0S)k = J0 J0S . . . J0S︸ ︷︷ ︸
k−vezes

= J2
0SJ0 . . . J0S (−J2

0 )︸ ︷︷ ︸
Id

= SJ0 . . . SJ0︸ ︷︷ ︸
k−vezes

J0

= (SJ0)kJ0.

Além disso, note que ((J0S)k)t = (J0S)t . . . (J0S)t = (StJ t0)k = (−SJ0)k, e com isso

(
exp(J0S)

)t
J0 exp(J0S) =

( ∞∑
j=0

(J0S)j

j!

)t
J0

∞∑
k=0

(J0S)k

k!

=
∞∑
j=0

(
(J0S)j

)t
j!

J0

∞∑
k=0

(J0S)k

k!

=
∞∑
j=0

(−SJ0)j

j!

∞∑
k=0

J0(J0S)k

k!

=
∞∑
j=0

(−SJ0)j

j!

∞∑
k=0

(SJ0)k

k!
J0

= exp(−SJ0) exp(SJ0)J0

= J0.

Portanto, exp(SJ0) ∈ Sp(R2n).

Sejam A ∈ GL(2n,C) e ε > 0 tal que ||A|| < ε. Suponha u um auto-vetor não-nulo de A

associado ao auto-valor λ ∈ σ(A). Então

|λ| =
∣∣∣∣∣∣A( u

||u||

)∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
||v||=1

||Av|| = ||A|| < ε.

Seja v um auto-vetor de J0S associado ao auto-valor λ ∈ σ(J0S). Então

exp(J0S)v = eλv.

Além disso, note que ||J0S|| ≤ ||J0||||S|| = ||S|| < 2π, o que implica em |λ| < 2π,

conforme mostrado anteriormente.
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Pode-se afirmar que 1 /∈ σ(exp(SJ0)). De fato, escreva λ = a+ ib ∈ C. Supondo eλ = 1,

tem-se que a = 0 e b ∈ 2πk para algum k ∈ Z, o que contradiz o fato de que |λ| < 2π.

Portanto, 1 /∈ σ(exp(J0S)) e exp(J0S) ∈ Sp∗(R2n).

Como S é simétrica, existe uma matriz ortogonal P ∈ O(2n) tal que P tSP = diag(a1, . . . , a2n)

(tais resultados podem ser encontrados em [19]). Sejam P : [0, 1] → O(2n) um caminho

cont́ınuo tal que P(0) = P e P(1) = Id. Então o caminho cont́ınuo P tSP : [0, 1] →
Sp∗(R2n), definido por (P tSP)(s) = P t(s)SP(s), conecta a matriz diagonal P tSP a S.

Como ((P tSP)(s))t = (P t(s)SP(s))t = P t(s)SP(s) = (P tSP)(s), então (P tSP)(s) é

simétrica para todo s ∈ [0, 1], e com os argumentos análogos aos anteriores, pode-se afir-

mar que exp(J0(P tSP)(s)) ∈ Sp∗(R2n). Como exp(J0(P tSP)(s)) é cont́ınuo e não contém

auto-valores iguais a 1, então exp(J0(P tSP)(s)) está na mesma componente conexa de

Sp∗(R2n) que a matriz exp(J0S) para todo s ∈ [0, 1].

Note que, o ı́ndice da matriz simétrica (P tSP)(s) independe de s. De fato,

det(Id− (P tSP)(s)) = det(P t(Id− S)P) = det(S).

Portanto, Ind((P tSP)(s)) = Ind(S) para todo s ∈ R. Além disso pela Proposição 5.3.4,

pode-se assumir, pela invariância homotópica do ı́ndice de Maslov, que S é a matriz

diagonal diag(a1, . . . , a2n). Denotando as n-duplas (a1, . . . , an) e (an+1, . . . , a2n) por a(1)

e a(2), respectivamente, e a1an+1 . . . ana2n por a(1).a(2), tem-se que

(J0S)2j = (−a(1).a(2))
jId

(J0S)2j+1 = (−a(1).a(2))
j

(
0 a(2)Id

−a(1)Id 0

)
,

onde a(1)Id = diag{a1, . . . , an}. O análogo vale para a(2)Id . Com isso, tem-se a expo-

nencial

exp(J0S) =
∞∑
j=0

(J0S)2j

(2j)!
+
∞∑
j=0

(J0S)2j+1

(2j + 1)!

=
∞∑
j=0

(−1)j(a(1).a(2))
j

(2j)!
Id+

∞∑
j=0

(−1)j(a(1).a(2))
j

(2j + 1)!

(
0 a(2)Id

−a(1)Id 0

)

= cos
(
(a(1).a(2))

1/2
)
Id+ sen

(
(a(1).a(2))

1/2
)( 0 a(2)Id

−a(1)Id 0

)
.

Como ||S|| < 2π, então 0 < |aj| < 2π. Tomando uma aplicação cont́ınua fj : [0, 1]→ [0, π]

tal que fj(0) = aj e fj(1) = π para cada 1 ≤ j ≤ 2n e definindo Dπ = diag{π, . . . , π},
pode-se afirmar que os caminhos t 7→ exp(tJ0S) e t 7→ exp(tJ0Dπ) são homotopicamente

equivalentes, e portanto possuem o mesmo ı́ndice de Maslov. Esse fato permite reduzir a

análise a condição em que |aj| = π para 1 ≤ j ≤ 2n. Assim, tem-se os seguintes casos:
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(a) Caso a(1).a(2) > 0 e a(1) = a(2) = (π, . . . , π):

exp(tJ0S) = cos(tπ)Id+ sen(tπ)J0.

Decompondo o espaço R2n no produto de n espaços R2, a exponencial de tJ0S é

representada por n blocos diagonais de matrizes 2× 2.

exp(tJ0S) =



cos(tπ) sen(tπ) 0 0 0 . . . 0

− sen(tπ) cos(tπ) 0 0 0 . . . 0

0 0 cos(tπ) sen(tπ) 0 . . . 0

0 0 − sen(tπ) cos(tπ) 0 . . . 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 0 cos(tπ) sen(tπ)

0 0 0 0 0 − sen(tπ) cos(tπ)



=


r(−tπ) 0 . . . 0

0 r(−tπ) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . r(−tπ)

 ,

onde r(−tπ) é a matriz de rotação no plano R2 por um ângulo −tπ ∈ R. Note

que, r(−tπ) ∈ Sp(2) é uma matriz otogonal, logo pode ser identificada com uma

matriz unitária em e−iπ ∈ U(1) (veja o Proposição 4.0.11). Pela propriedade do

determinante de ρ descrita no item 3 e pela propriedade produto de ρ descrita no

item 2 do Teorema 5.2.1, tem-se que

ρ(exp(tJ0S)) = (ρ(r(tπ)))n = e−itnπ.

Defina ψ ∈ L∗(Sp(R2n)) por ψ(t) = exp(tJ0S). Com isso,

µ(ψ) = 2 deg(ρψ) =
2(−nπ + 0)

2π
= −n.

Como o número de auto-valores negativos de Ind(S) é zero, então

Ind(S)− n = µ(ψ).

(b) Caso a(1).a(2) > 0 e a(1) = a(2) = (−π, . . . ,−π): tem-se que

exp(tJ0S) = cos(tπ)Id− sen(tπ)J0.

Analogamente ao item anterior, decomponha o espaço R2n no produto de n espaços

R2. Então a exponencial de tJ0S é representada por n blocos diagonais de matrizes

2× 2

84
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exp(tJ0S) =


r(tπ) 0 . . . 0

0 r(tπ) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . r(tπ)

 ,

onde r(tπ) é uma rotação no plano R2 de um ângulo tπ ∈ R.

Com isso, identificando r(tπ) com a matriz eiπ ∈ U(1), aplicando a propriedade do

determinante e a propriedade do produto da aplicação ρ, tem-se que

ρ(exp(tJ0S)) = (ρ(r(tπ)))n = eitnπ.

Defina ψ ∈ L∗(Sp(R2n)) por ψ(t) = exp(tJ0S). Com isso, µ(ψ) = n, e como

Ind(S) = 2n, então

Ind(S)− n = n = µ(ψ).

(c) Caso a(1).a(2) < 0 e a(1) = (π, . . . , π), a(2) = −a(1): usando o fato que sen(itε) =

senh(tε) e cos(itε) = cosh(tε), tem-se que

exp(tJ0S) = cosh(tπ)Id− senh(tπ)

(
0 Id

Id 0

)

=


h(tπ) 0 . . . 0

0 h(tπ) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . h(tπ)

 ,

onde foi usado o fato que

h(tπ) =

(
cosh(tπ) − senh(tπ)

− senh(tπ) cosh(tπ)

)
.

Defina ψ ∈ L∗(Sp(R2n)) por ψ(t) = exp(tJ0S). Note que, σ(ψ) = σ(h(tπ)), onde

σ(h(tπ)) = {etπ, e−tπ}. Como os auto-valores λ(t) de ψ(t) são números reais positi-

vos, então λ(t) estão no primeiro quadrante do plano complexo. Com isso, caminho

ρψ : [0, 1] → S1 não é sobrejetor em S1, e portanto deg(ρψ) = 0. Logo, µ(ψ) = 0.

Como Ind(S) = n, então

Ind(S)− n = 0 = µ(ψ).

8. (Inverso) Pelo Lema 5.4.5, tem-se que ψ−1 ∈ L∗(Sp(R2n)). Segue que Ψ−1 = ψ−1 ∗
γ−1 ∈ L∗(Sp(R2n)). De fato, se λ(t) é um auto-valor de γ(t), então 1/λ(t) é um auto-

valor de γ−1(t). Como 1 /∈ σ(γ(t)), então 1 /∈ σ(γ−1(t)) para todo t ∈ [0, 1]. Logo

γ−1([0, 1]) ⊂ L(Sp∗(R2n)).
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Note que Ψ(t)Ψ−1(t) = ψ(t)ψ−1(t) = Id para t ∈ [0, 1/2] e que Ψ(t)Ψ−1(t) = γ(t)γ−1(t) =

Id para t ∈ [1/2, 1]. Logo Ψ(t)Ψ−1(t) = Id, para todo t ∈ [0, 1], e ΨΨ−1 = Id.

Nem sempre pode-se afirmar que Ψ−1 é um prolongamento de ψ−1 pois Ψ−1(1) não ne-

cessariamente está em {W+,W−} para certas condições. No caso em que γ(1) = W−,

tem-se que Ψ−1(1) = (W−)−1 = W−. Logo Ψ−1 é um prolongamento de ψ−1. Contudo,

o caso em que γ(1) = W+ implica em ψ−1(1) = (γ(1))−1 = (W+)−1 6= W+. Por isso é

necessário prolongar Ψ−1 até a matriz W+.

Seja γ′ ∈ L(Sp+(R2n)) tal que γ′(0) = γ−1(1) e γ′(1) = W+. Então o caminho Ψ′ =

Ψ−1 ∗ γ′ é um prolongamento de Ψ−1. Note que Ψ′ = (ψ−1 ∗ γ−1) ∗ γ′ é homotopicamente

equivalente a Ψ′′ = ψ−1 ∗ γ′′, para algum γ′′ ∈ L(Sp+(R2n)), como ilustrado na Figura

5.3. Logo, Ψ′′ é um prolongamento de ψ−1 .

Σ : det(ψ(1)− Id) 6= 0

W+

ψ(1)

ψ−1(0)

γ
ψ

Ψ = ψ ∗ γ

Id

ψ−1(1) γ−1
γ′

ψ−1

γ′′

Ψ′ = Ψ−1 ∗ γ′

Ψ′′ = ψ−1 ∗ γ′′

γ−1(1)

Figura 5.3: O prolongamento Ψ′ e seu equivalente homotópico Ψ′′.

Id

γ−1

ψ−1

γ′′

Ψ′′ = ψ−1 ∗ γ′′

Ψ−1 = ψ−1 ∗ γ−1

Ψ′′ ∼ Ψ−1

Figura 5.4: O prolongamento Ψ′′ e seu equivalente homotópico Ψ−1.

Note que Ψ′ ∼ Ψ′′ e Ψ′′ ∼ Ψ−1 (veja a Figura 5.4). Pelo item 5 do Teorema 5.2.1,

tem-se que ρΨ−1(t) = (ρΨ(t))−1. Escrevendo ρΨ(t) = exp(iαΨ(t)), então ρΨ−1(t) =

(exp(iαΨ(t)))−1 = exp(−iαΨ(t)). Logo

deg(ρΨ−1) =
1

2π
(−αΨ(1) + αΨ(0)) = − deg(ρΨ).
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Usando o fato de que Ψ′′ e Ψ−1 possuem o mesmo grau pois são caminhos homotópicos,

então

µ(ψ−1) = 2 deg(ρΨ′′) = 2 deg(ρΨ−1) = −2 deg(ρΨ) = −µ(ψ).

�
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Caṕıtulo 6

A Equação de Floer e o Índice de

Conley-Zehnder

Um dos objetivos desse trabalho é o estudo da topologia de variedades simpléticas. Nesse

caṕıtulo, os primeiros passos nessa direção são dados investigando como as soluções 1-periódcas

de um sistema Hamiltoniano definido em uma variedade simplética compacta M são conectadas

pelas linhas do fluxo gradiente de um funcional de ação. Para isso, os resultados estão organi-

zados na seguinte ordem: a primeira parte é dedicada às variedades simpléticas, funções Ha-

miltonianas, sistemas e campos Hamiltonianos, bem como suas propriedades. A segunda parte

é reservada à definição do funcional de ação, seu campo gradiente e à construção da equação de

Floer. A terceira e ultima parte é dedicada à definição do Índice de Conley-Zehnder, que é uma

generalização do ı́ndice de Morse para dimenões infinitas. As principais referências utilizadas

foram [4] e [36].

6.1 Variedades Simpléticas

Nessa seção parte dos conceitos introduzidos no Caṕıtulo 3 sobre espaços vetoriais simpléticos

serão estendidos para variedades diferenciáveis.

Definição 6.1.1. (Variedade Simplética) Uma estrutura simplética em uma 2n-variedade dife-

renciável M é uma 2-forma não-degenerada ω ∈ Ω2(M) tal que dω = 0. O par (M,ω) é uma

2n-variedade simplética.

Observação 6.1.2. Note que, se (M,ω) é uma 2n-variedade simplética, então para todo x ∈M
o par (TxM,ωx) é um 2n-espaço vetorial simplético.

Observação 6.1.3. Aplicando o Lema 3.3.13, pode-se mostrar que, se (M,ω) é uma 2n-

variedade simplética, então ω∧n ∈ Ω2n(M) define uma forma-volume em M . Logo, M é ori-

entável (veja [40]).
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Definição 6.1.4. Seja (M,ω) uma 2n-variedade simplética. O conjunto ordenado

{e1, . . . , en, f1, . . . , fn}, onde ei, fj : M → TM para 1 ≤ i, j ≤ n,

é um referencial simplético se {e1(x), . . . , en(x), f1(x), . . . , fn(x)} é uma base simplética de

(TxM,ωx) para todo x ∈M .

Exemplo 6.1.5. (Variedade simplética 2-esfera) Sejam S2 ⊂ R3 a 2-esfera centrada na origem

de R3 e ϕ : [0, 2π]× [0, 2π]→ R3 uma parametrização dada por

ϕ(q, p) = (cos(p) cos(q), cos(p) sen(q), sen(p)).

Com isso, o espaço tangente TxS
2 é gerado por {∂q, ∂p}|x, onde

∂q = − cos(p) sen(q)∂x + cos(p) cos(q)∂y,

∂p = − sen(p) cos(q)∂x − sen(p) sen(q)∂y + cos(p)∂z.

Seja ω ∈ Ω2(S2) definida por ωx = dq ∧ dp. É imediato que dωx = 0 pois as componentes

de ω são constantes, ω é fechada. Além disso, suponha que ωx seja degenerada para algum

x ∈ S2. Então existe um vetor não-nulo v = vq∂q + vp∂p ∈ TxS2 tal que ωx(v, u) = 0 para todo

u ∈ TxS
2. Desse modo, fazendo u = ∂q tem-se que 0 = ωx(v, ∂q) = vq. Logo vq = 0. Com

um argumento análogo pode-se verificar que vp = 0. Portanto v = 0, contradizendo a hipótese.

Logo ω é não-degenerada. Como S2 é uma 2-variedade diferenciável, então o par (S2, ω) é uma

2-variedade simplética.

Observação 6.1.6. Nem toda 2n-variedade é uma variedade simplética. De fato, se (M,ω)

é uma 2n-variedade simplética, então M é orientável. Logo, as variedades diferenciáveis não-

orientáveis não são variedades simpléticas.

Duas variedades simpléticas (M1, ω1) e (M2, ω2) são simplectomorfas se existe um difeomor-

fismo ϕ : M1 →M2 que preserva as formas simpléticas, isto é,

ϕ∗ω2 = ω1.

A aplicação ϕ é chamada simplectomorfismo entre M1 e M2.

Uma estrutura quase complexa em M é um endomorfismo do fibrado tangente J : TM →
TM tal que, para todo (x, vx) ∈ TM , tem-se (x, J2

xvx) = (x,−vx), isto é, J2
x = −Id. Além

disso, se (M,ω) é uma variedade simplética, então J é dita ω-compat́ıvel se Jx é ωx-compat́ıvel

para todo x ∈M . Com isso, tem-se que g ∈ Ω2(M), definida por

gx(X, Y ) = ωx(X, JxY ), X, Y ∈ TxM,

é uma métrica Riemanniana.

Nem toda variedade admite uma estrutura quase complexa, mas toda variedade simplética

(M,ω) admite uma estrutura quase complexa compat́ıvel com ω. O conjunto das estruturas
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quase complexas definidas em M é denotado por J (M,ω). Seja o fibrado (J (M,ω),M, πJ ),

cuja fibra em x ∈ M é π−1
J (x) = J (TxM,ωx). Com isso, uma estrutura quase complexa ω-

compat́ıvel J pode ser vista como uma seção M 3 x 7→ (x, Jx) ∈ J (M,ω). Pela Proposição

3.4.6 segue que J (TxM,ωx) é contrátil para todo x ∈M , e com isso, J (M,ω) é contrátil.

Definição 6.1.7. (Campo Hamiltoniano) Dada uma função H : M → R, o campo Hamiltoni-

ano é o único campo vetorial XH ∈ X(M) tal que

ωx(XH(x), Y ) = −dHx(Y )

para todo x ∈M e todo Y ∈ TxM . A função H é chamada função Hamiltoniana.

Observação 6.1.8. Note que

dHx(Y ) = ωx(−XH(x), Y ) = ωx(−JxXH(x), JxY ) = gx(−JxXH(x), Y ),

onde foi usado o fato de que Jx é um simplectomorfismo. Com isso, o gradiente Hamiltoniano

é ∇H = −JXH ∈ X(M).

Observação 6.1.9. Sejam (M,ω) uma 2n-variedade simplética, (U, φ) uma carta de x ∈ M ,

onde φ(x) = (q1(x), . . . , qn(x), p1(x), . . . , pn(x)), tal que {∂q1 , . . . , ∂qn , ∂p1 , . . . , ∂pn} é um refe-

rencial simplético. Nesse sistema de coordenadas tem-se que

XH =
n∑
j=1

(∂H
∂pj

∂qj −
∂H

∂qj
∂pj

)
e dH =

n∑
j=1

(∂H
∂qj

∂qj +
∂H

∂pj
∂pj

)
.

Proposição 6.1.10. Seja x ∈M . Então, x ∈ Cr(H) se, e somente se, XH(x) = 0.

� Se x ∈ Cr(H), então

0 = dHx(Y ) = ωx(XH(x), Y )

para todo Y ∈ TxM . Logo, pela não-degeneracidade da forma simplética, tem-se que XH(x) =

0. Por outro lado, se XH(x) = 0, então ωx(XH(x), Y ) = 0 para todo Y ∈ TxM . Logo dHx = 0

e x ∈ Cr(H). �

O sistema de equações diferenciais

ẋ(t) = XH(x(t)),

é chamado sistema Hamiltoniano, e suas soluções determinam uma famı́lia de difeomorfismos

ψt : M →M que satisfazem as relações

dψt
dt

= XH ◦ ψt , ψ0 = Id e ψt(x(0)) = x(t).

A aplicação ψ : M × R → M , dada por ψ(x, t) = ψt(x), é chamada de fluxo do campo

Hamiltoniano XH .
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A fórmula de Cartan, que associa a derivada de Lie de uma p-forma a sua derivada exterior

(veja em [30]), é utilizada na demonstração de que o fluxo Hamiltoniano preserva a forma

simplética. Sejam M uma variedade diferenciável com dimensão finita, X ∈ TxM , α ∈ Ωk(M)

e φ : M × R → M o fluxo de X. A derivada de Lie de α com respeito ao campo vetorial X é

dada por

(LXα)(x) = lim
ε→0

1

ε

(
((φε)

∗αφε(x) − αx
)
.

Em [30] pode ser encontrada a demonstração da fórmula de Cartan

LXα = iXdα + d(iXα),

onde iX : Ωk → Ωk−1 por iXα(Y1, . . . , Yk−1) = α(X, Y1, . . . , Yk−1).

Proposição 6.1.11. As aplicações ψt : M → M dadas pelo campo Hamiltoniano são difeo-

morfismos que preservam a forma simplética.

� Aplicando a fórmula de Cartan para a derivada de Lie de ω com respeito ao campo XH ,

segue que
d

dt

(
(ψt)

∗ω
)

= (ψt)
∗LXHω

= (ψt)
∗iXH dω︸︷︷︸

=0

+(ψt)
∗d(iXHω)

= (ψt)
∗(−ddH) = 0,

logo (ψt)
∗ω = (ψt′)

∗ω, para quaisquer t, t′ ∈ R. Fazendo t′ = 0 e usando o fato de que ψ0 = Id,

tem-se que (ψt)
∗ω = ω. �

Os difeomorfismos ψt são chamados difeomorfismos Hamiltonianos.

Exemplo 6.1.12. (Função Hamiltoniana) Seja H : R2 → R dada por H(q, p) = q2/2 + p2/2.

Pelas equações de Hamilton, pode-se verificar que(
q̇

ṗ

)
=

(
p

−q

)
= J0

(
q

p

)
.

E o campo Hamiltoniano é XH(q, p) = p∂q − q∂p. Com isso, a linha de fluxo que passa pelo

ponto (q, p) é dada por ψt(q, p) = (q(t), p(t)), onde (q(0), p(0)) = (q, p). Então o sistema de

equações diferenciais ψ̇t(q, p) = XH(ψt(q, p)) pode ser escrito em termos matriciais

ψ̇t(q, p) = XH(ψt(q, p))

d

dt

(
q(t)

p(t)

)
= J0

(
q(t)

p(t)

)
,

que tem como solução ψt = etJ0. Portanto, o fluxo do campo XH é

ψt(q, p) = etJ0

(
q

p

)
.

92



Variedades Simpléticas

Expandindo a exponencial etJ0 em série de Taylor, tem-se etJ0 = cos(t)Id+sen(t)J0. Com isso,

ψt(q, p) = (q cos(t) + p sen(t), p cos(t)− q sen(t)).

Note que Hess(q,p)(H) = Id. Logo, a hessiana de H é não-degenerada e os pontos cŕıticos

de H são pontos cŕıticos não-degenerados, portanto H é uma função de Morse.

Usando as identidades D(q,p)ψt = etJ0 e (etJ0)∗ = e−tJ0, tem-se que ψt : R2 → R2 é um

simplectomorfismo para todo t ∈ R. De fato, a aplicação ψt é um difeomorfismo. Além disso,

(ψ∗tωx)(v, u) = ωx(Dxψt(v), Dxψt(u))

= ωx(e
tJ0v, etJ0u)

= ωx(e
tJ0(etJ0)∗v, u)

= ωx(e
tJ0e−tJ0v, u)

= ωx(v, u)

Logo (ψ∗tωx) = ωx para todo t ∈ R.

Os conceitos desenvolvidos nas próximas seções consideram uma função Hamiltoniana de-

pendente do tempo, isto é, uma Hamiltoniana H : M × R → R associada ao campo Hamilto-

niano XH e que satisfaz as equações

ẋ(t) = XH(x(t), t).

Observação 6.1.13. A função Hamiltoniana que não tem dependência temporal é chamada

função Hamiltoniana autônoma.

Bem como no caso autônomo, as soluções do sistema Hamiltoniano dependente do tempo

podem ser associadas a uma famı́lia de difeomorfismos ψt : M →M tal que

ψ̇t(x) = XH(ψt(x), t) e ψ0 = Id.

Analogamente ao que foi feito na Proposição 6.1.11, pode-se mostrar que essa famı́lia de

difeomorfismos é uma famı́lia de simplectomorfismos.

Uma solução do sistema Hamiltoniano x : R → M é chamada de solução 1-periódica se

x(t) = x(t + 1) para todo t ∈ R. Desse modo, ψ1(x(0)) = x(1) = x(0). Portanto, x(0) ∈ M
é um ponto fixo do difeomorfismo ψ1 : M → M . Será visto adiante que, quando a função

Hamiltoniana H também é 1-periódica, então os difeomorfismos tem como pontos fixos, no

mı́nimo, o total de soluções 1-periódicas do sistema Hamiltoniano (esse resultado está relacio-

nado diretamente à Conjectura de Arnold).

Definição 6.1.14. (Soluções 1-periódicas não-degeneradas) Uma solução 1-periódica de um

sistema Hamiltoniano x : R → M é não-degenerada se det(Dx(0)ψ1 − Id) 6= 0, onde Dx(0)ψ1 :

Tx(0)M → Tx(1)M .
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Proposição 6.1.15. Sejam x ∈ M um ponto cŕıtico não-degenerado da função Hamiltoniana

autônoma e ψ : M × R →M o fluxo de XH . Então

Dxψt = e−tJ0Hessx(H)

em um sistema local de coordenadas de x.

� Fixe V uma vizinhança coordenada de x e (q1 . . . , qn, p1 . . . , pn) as coordenadas locais de

V . Então o diferencial Dxψt : TxM → Tψt(x)M é associado a matriz 2n× 1

Dxψt =
(

∂H
∂q

∂H
∂p

)
,

onde ∂H
∂q

denota a n-upla ( ∂H
∂q1

. . . ∂H
∂qn

), e o mesmo para ∂H
∂p

. Fixando x ∈ M e tomando o

diferencial de Dxψt em termos de t

d

dt
(Dxψt) =

(
−
(
∂2H
∂q∂p

q̇ + ∂2H
∂p2 ṗ

) (
∂2H
∂q2 q̇ + ∂2H

∂p∂q
ṗ
) )

=

( (
0 −Id
Id 0

)(
∂2H
∂q2

∂2H
∂q∂p

∂2H
∂p∂q

∂2H
∂p2

) )(
q̇

ṗ

)
= (J0 ◦ Hessx(H))(Dxψt).

Portanto,

Dxψt = etJ0Hessx(H),

para todo t ∈ R tal que ψt(x(0)) = x(t) ∈ V . �

Proposição 6.1.16. Seja H uma função Hamiltoniana autônoma. Se x ∈ Cr(H) é não-

degenerado como uma solução periódica do sistema Hamiltoniano, então é não-degenerado como

ponto cŕıtico de H.

� Seja ψ : M × R → M o fluxo do campo Hamiltoniano. Se x ∈ Cr(H) é uma solução 1-

periódica do sistema Hamiltoniano, então pela Proposição 6.1.15 tem-se que Dxψ1 = eJ0Hessx(H)

em uma vizinhança coordenada V de x. Sejam (V ,Ω) a complexificação do espaço vetorial

simplético (TxM,ωx) e Eλ o auto-espaço generalizado associado ao auto-valor λ ∈ σ(Dxψ1).

Para todo v ∈ Eλ, tem-se que

Dxψ1v = λv.

Como 1 /∈ σ(Dxψ1), então λ 6= 1. Com isso, eJ0Hessx(H)v = Dxψ1v 6= v, o que implica que

Hessx(H)|Eλ 6= 0. Com um argumento análogo, pode-se mostrar que Hessx(H)|Eλ′ 6= 0 para

todo auto-valor λ′ 6= λ. Como V =
⊕k

j=1Eλj , para algum 1 ≤ k ≤ 2n, então o operador

eJ0Hessx(H) é dado pela matriz em blocos

eJ0Hessx(H) =


e
J0Hessx(H)|Eλ1 0 . . . 0

0 e
J0Hessx(H)|Eλ2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . e
J0Hessx(H)|Eλk

 .
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Como para cada λ tem-se que Hessx(H)|Eλ 6= 0, então

Hessx(H) 6= 0.

Logo x ∈ Cr(H) é um ponto cŕıtico não-degenerado de H. �

Observação 6.1.17. Uma solução x do sistema Hamiltoniano é não-degenerada se, e só se,

1 não é autovalor de eJ0Hessx(H), o que equivale a dizer que a hessiana não tem autovalores em

2πZ. Em particular, se ||Hessx(H)|| < 2π, vale a rećıproca da proposição anterior e as duas

noções de não degeneracidade coincidem.

Proposição 6.1.18. Seja H : M × S1 → R uma função Hamiltoniana. Suponha que todas as

soluções 1-periódicas do sistema Hamiltoniano são não-degeneradas. Então o conjunto dessas

soluções é finito.

� Sejam ψt : M →M a famı́lia de difeomorfismos gerados pelo fluxo do campo Hamiltoniano

XH , A = {(y, y) : y ∈ M} o gráfico da aplicação identidade e B = {(y, ψ1(y)) : y ∈ M} o

gráfico do difeomorfismo ψ1. Dado y ∈M , tem-se os espaços tangentes

T(y,y)A = {(Y, Y ) : Y ∈ TyM} e T(y,ψ1(y))B = {(Y,Dyψ1(Y )) : Y ∈ TyM}.

Seja SH o conjunto das soluções 1-periódica do sistema Hamiltoniano. Se x ∈ SH , então

ψ1(x(t)) = x(t) para todo t ∈ S1, e portanto (x(t), ψ1(x(t))) = (x(t), x(t)) ∈ A ∩ B. Defina

S = {(x(0), x(0)) : x ∈ SH}. Note que S ⊂ A ∩B. Com isso,

T(x(0),x(0))S = {(Y,Dx(0)ψ1(Y )) : Y ∈ Tx(0)M}.

Como x ∈ SH é não-degenerada, então Dx(0)ψ1(Y ) 6= Y . Além disso, segue da definição de S

que

T(x(0),x(0))S ⊂ T(x(0),x(0))(A ∩B),

o que implica em Dx(0)ψ1(Y ) = Y . Pela não-degeneracidade de x, essa igualdade é satisfeita se,

e somente se, Y = 0. Com isso, T(x(0),x(0))S = {(0, 0)} para todo (x(0), x(0)) ∈ S. Logo S é uma

subvariedade de dimensão zero, e portanto é um conjunto de pontos isolados. Como M ×M é

um compacto, então S é finito. Como S é finito e todo x ∈ SH é tal que x(t) = ψt(x(0)), então

SH é finito. �

6.2 O Funcional AH e a Equação de Floer

Nessa seção, considere M como sendo uma 2n-variedade diferenciável fechada e (M,ω) uma

variedade simplética.

A conjectura de Arnold tem como hipótese uma função Hamiltoniana dependente do tempo

H : M × R → R e, para o sistema Hamiltoniano,

ẋ(t) = XH(x(t), t),
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busca-se um limitante inferior para o número de soluções 1-periódicas (isto é, x(t+ 1) = x(t)),

onde XH é o único campo vetorial tal que ω(XH , ξ) = −dH(ξ) para todo ξ ∈ X(M). Note

que laços não homotópicos estão em componentes conexas distintas no espaço dos caminhos

cont́ınuos, que não é conexo em geral. Pode-se restringir o estudo à componente conexa que

contém os laços constantes. Isto é equivalente a analisar os laços contráteis em M , ou seja,

as aplicações x : S1 → M que satisfazem esse sistema e que são homotópicas a constante. O

conjunto das aplicações x : S1 →M de classe C∞ e contráteis é denotado por LoM .

Para demonstrar as desigualdades de Morse, foi constrúıdo o complexo de Morse-Witten

de uma função de Morse-Smale f : M → R e a diferencial desse complexo descreve como os

pontos cŕıticos de f são conectados pelas linhas do fluxo do gradiente negativo −∇f . Para

a demonstração da Conjectura de Arnold, uma abordagem análoga é realizada. Contudo, ao

invés de uma variedade de dimensão finita M tem-se um espaço de funções LoM , e ao invés de

uma função de Morse f : M → R será constrúıdo um funcional AH : LoM → R cujos pontos

cŕıticos são as trajetórias 1-periódicas do sistema Hamiltoniano.

No Caṕıtulo 7, a conjectura de Arnold é demonstrada construindo-se um complexo de

cadeias cujo grupo graduado é gerado pelos pontos cŕıticos desse funcional e cuja diferencial

descreve como tais pontos são conectados pelas linhas de fluxo do gradiente negativo −∇AH .

A homologia desse complexo é chamada de Homologia de Floer.

Na Seção 7.1 mostra-se que LoM , munido da C∞-topologia, é uma variedade conexa por

caminhos, mais especificamente uma variedade de Banach. Com isso, dado x ∈ LoM o espaço

tangente TxLoM está bem-definido e pode ser visto da seguinte forma: Considere um caminho

ũ : R → LoM de classe C∞ tal que ũ(0) = x. Desse modo, cada ũ pode ser visto como uma

aplicação u : R × S1 →M tal que ũ(s)(t) = u(s, t) e u(0, t) = x(t) (veja a Figura 6.1). Então,

para cada t ∈ S1 tem-se que
∂

∂s
u(s, t)|s=0 ∈ Tx(t)M.

Assim, é natural ver um vetor tangente em x ∈ LoM como sendo um campo vetorial definido

ao longo de x, ou seja, uma seção Y do fibrado x∗TM

Yx(t) ∈ Tx(t)M para todo t ∈ S1,

veja a Observação C.0.45 para a definição de pullback de um fibrado.

Definição 6.2.1. (Funcional de Ação) O funcional de ação associado a uma função Hamilto-

niana dependente do tempo H é a aplicação AH : LoM → R definida por

AH(x) = −
∫
D2

u∗ω +

∫ 1

0

H(x(t), t)dt,

onde D2 ⊂ C é o disco fechado e u : D2 → M é tal que u(ei2πt) = x(t), ou seja, u é uma

extensão de x para o disco.

Será assumido que a variedade M satisfaz as seguintes suposições:
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x = u(0)

u

LoM

u(s)
u(s, t)

x(t) = u(0, t)

u

M

Figura 6.1: Caminhos no espaço de laços contráteis LoM .

Suposição 6.2.2. (Aesfericidade) A condição de aesfericidade é dada por∫
S2

u∗ω = 0.

para toda aplicação suave u : S2 →M .

Suposição 6.2.3. Para toda aplicação suave u : S2 → M existe uma trivialização simplética

do fibrado u∗TM .

Observação 6.2.4. A primeira integral na Definição 6.2.1 do funcional de ação depende ex-

plicitamente da extensão de x escolhida. Supondo que v : D2 → M é outra extensão de x,

então ∫
D2

u∗ω −
∫
D2

v∗ω =

∫
S2

w∗ω,

onde w : S2 → M é uma aplicação cont́ınua e é definida como sendo uma colagem dos dois

discos u(D2) e v(D2) ao longo de seus bordos, veja a Figura 6.2. A Condição de Aesfericidade

6.2.2 garante que
∫
S2 w

∗ω = 0, logo
∫
D2 u

∗ω =
∫
D2 v

∗ω, eliminando a dependência do funcional

AH da escolha dessas extensões.

u

D2

v
v(D2)

u(D2)

Figura 6.2: Colagem dos bordos de v(D2) e u(D2).

Seja TxLoM o espaço tangente em x ∈ LoM . Então o diferencial do funcional de ação é

a aplicação DxAH : TxLoM → R. Em analogia à análise em espaços de dimensão finita, será

demonstrado que o gradiente do funcional de ação é o campo suave ∇AH ∈ X(LoM) tal que

DxAH(X) = 〈∇AH(x), X(x)〉x para todo x ∈M e todo X ∈ TxLoM , onde 〈., .〉x é um produto

interno definido em TxLoM .
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Sejam Y (t) ∈ Tx(t)M , x̃ : (−ε, ε)×S1 →M uma aplicação de classe C1 tal que x̃(0, t) = x(t)

e Y (t) = ∂
∂s
x̃(s, t)|s=0. Com isso, o diferencial de AH no ponto x e avaliado em Y é dado por

DxAH(Y ) = ∂
∂s
AH(x̃)|s=0.

Para se determinar o diferencial do funcional defina ũ : (−ε, ε)×D2 →M como sendo uma

extensão de u, tal que ũ(0, z) = u(z) e ũ(s, e2iπt) = x̃(s, t), e Ỹ (z) = ∂
∂s
ũ(s, z)|s=0, uma extensão

de Y , veja a Figura 6.3.

x : S1 →M

u : D2 →M ũ : (−ε, ε)×D2 →M

x̃ : (−ε, ε)× S1 →M

Figura 6.3: As aplicações x e u e suas variações x̃ e ũ.

Avaliando o funcional nessas extensões, tem-se

AH(x̃) = −
∫
D2

ũ∗ω +

∫ 1

0

H(x̃(s, t), t)dt.

Observação 6.2.5. Note que, AH(x̃) é uma função de classe C1 e que depende explicitamente

de s ∈ (−ε, ε), isto é, AH(x̃) : (−ε, ε)→ R.

Derivando o primeiro termo da expressão obtem-se

− d

ds

∣∣∣
s=0

∫
D2

ũ∗ω = −
∫
D2

d

ds
(ũ∗ω)

∣∣∣
s=0

= −
∫
D2

LỸ (z)(ω)

= −
∫
D2

u∗LY (ω)

= −
∫
D2

u∗(d(iY ω) + iY dω)

= −
∫
D2

u∗d(iY ω)

= −
∫
S1

x∗(iY (t)ω)

=

∫
[0,1]

ω(ẋ(t), Y (t))dt,

onde foram usadas a Fórmula de Cartan e o Teorema de Stokes, na terceira e quinta igualdade.
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Derivando o segundo termo:

d

ds

∣∣∣
s=0

∫
[0,1]

H(x̃(s, t), t)dt =

∫
[0,1]

∂

∂s
H(x̃(s, t), t)dt

∣∣∣
s=0

=

∫
[0,1]

dx̃(0,t)H(Y (t), t)dt

=

∫
[0,1]

−ωx(t)(XH(x(t), t), Y (t))dt.

Por fim, somando ambos os termos:

DxAH(Y ) =

∫
[0,1]

ω(ẋ−XH , Y )dt.

Se x ∈ LoM é um ponto cŕıtico de AH , então DxAH(Y ) = 0 para todo Y (x) ∈ TxLoM .

Como o integrando de DxAH(Y ) é uma aplicação cont́ınua, então pode-se afirmar que

ω(ẋ−XH , Y ) = 0, ∀Y ∈ TxLoM.

Como ω é uma forma simplética não-degenerada, então ẋ(t) − XH(x, t) = 0. Portanto, foi

demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 6.2.6. Seja x ∈ LoM . Então x ∈ Cr(AH) se, e somente se, x é uma solução

1-periódica e contrátil do sistema Hamiltoniano.

O próximo passo é definir o campo gradiente negativo de AH . Sabe-se que, dado J ∈
J (M,ω), tem-se que gx(., .) = ωx(., Jx.) : TxM × TxM → R, definida por ωx(X, JxY ), é uma

métrica Riemannian.

Com isso, pode-se munir LoM com uma métrica 〈., .〉x : TxLoM × TxLoM → R, a qual é

induzida por g do seguinte modo:

〈X, Y 〉x =

∫ 1

0

gx(t)(X(x(t)), Y (x(t)))dt.

Note que, na definição da métrica induzida foi usada a identificação dos fibrados tangentes

TxLoM 3 X 7→ X|x ∈ x∗TM (veja a Observação C.0.45). Não é dif́ıcil verificar que esta fórmula

define uma métrica. De fato, como g é bilinear e a integração é uma operação linear, então

〈., .〉x é bilinear. Além disso, como g é positiva-definida e a integral preserva essa positividade,

então 〈., .〉x herda essa propriedade.

Definição 6.2.7. (Gradiente de AH) O campo gradiente de AH é o campo suave denotado por

∇AH tal que DxAH(Y ) = 〈∇AH(x), Y 〉x para todo x ∈ LoM e Y ∈ TxLoM .

Usando a expressão do diferencial DxAH determinada anteriormente e a definição do campo
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gradiente, tem-se que ∫
[0,1]

ω(ẋ−XH , Y )dt = DxAH(Y )

= 〈∇AH , Y 〉x

=

∫
[0,1]

gx(t)(∇AH , Y )dt

=

∫
[0,1]

ωx(t)(∇AH , JY )dt

=

∫
[0,1]

ωx(t)(−J∇AH , Y )dt.

.

Logo ∫
[0,1]

ω(ẋ−XH + J∇AH , Y )dt = 0.

Como a igualdade vale para todo Y ∈ TxLoM e o integrando é uma função cont́ınua, então

ω(ẋ−XH + J∇AH , Y ) = 0. Além disso, a não-degeneracidade da forma simplética ω implica

que

J∇AH(x(t)) + ẋ(t)−XH(x(t), t) = 0, ∀t ∈ [0, 1].

Portanto, o campo gradiente de AH é dado por

∇AH(x(t)) = Jx(t)ẋ(t)− Jx(t)XH(x(t), t).

Suponha que u : R → LoM seja uma solução do sistema d
ds
u(s)|s=0 = −∇AH(x) e u(0) = x.

Tais soluções são as trajetórias em LoM do campo gradiente negativo −∇AH . Note que, para

cada s ∈ R tem-se que u(s) : S1 →M é um caminho cont́ınuo e fechado. Portanto as trajetórias

de −∇AH podem ser vistas como aplicações u : R × S1 → M de classe C1. Substituindo essa

expressão na equação do gradiente de AH tem-se uma equação diferencial chamada Equação

de Floer
∂u

∂s
(s, t) + Ju

∂u

∂t
(s, t)− JuXH(u(s, t)) = 0.

Observação 6.2.8. Note que, na determinação das soluções da equação de Floer não se está

diante de um problema de Cauchy, pois não se tem condições de contorno nessa formulação.

6.3 Soluções de Energia Finita M

No Caṕıtulo 2 foi visto que as linhas de fluxo do gradiente negativo de uma função de Morse,

definida em uma variedade fechada, conectam dois pontos cŕıticos (veja o Lema 2.2.3). Ainda

no caso clássico, suponha que f ∈ MS
o (M) e que γ : R → M seja uma solução do sistema de

equações diferenciais
d

ds
γ(s) = −∇f(γ(s)),

isto é, γ é uma trajetória do gradiente negativo.
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Defina o funcional de energia por

E(γ) = −
∫
R
γ∗df.

Se γ conecta dois pontos cŕıticos p, q ∈ Cr(f), ou seja, lims→−∞ γ(s) = p e lims→∞ γ(s) = q,

então a energia de γ é dada por E(γ) = f(p)− f(q). Como a função de Morse f é decrescente

ao longo das linhas de fluxo do campo −∇f , então 0 ≤ E(γ) <∞.

Um dos objetos de interesse desse caṕıtulo são as soluções da equação de Floer que conectam

pontos cŕıticos do funcional AH . Será mostrado adiante que essas soluções residem em um

espaço de funções cuja compacidade é dada em certas condições (veja o Teorema 7.1.28). Além

disso, as soluções u : R → LoM , que podem ser vistas como as linhas do fluxo do campo

−∇AH , conectam dois pontos cŕıticos γ, γ′ ∈ Cr(AH) se, e somente se, o funcional de energia

E(u), definido a seguir, é finito.

Seja CM o conjunto dos caminhos de classe C1 em LoM .

Definição 6.3.1. (Funcional de Energia) O funcional de energia é a aplicação E : CM → R
definida por

E(u) = −1

2

∫
R
u∗dAH .

Observação 6.3.2. No final da seção anterior foi realizada a identificação LoM 3 u(s) 7→
uz(s) ∈ M , onde u(s) : S1 → M e uz(s) = u(s)(z). Com isso, dado u ∈ CM , tem-se que E(u)

depende explicitamente de z ∈ S1 e que E(u) : S1 → R é uma aplicação diferenciável.

Dado Y ∈ TR, tem-se que

(u∗DAH)s(Y ) = DuAH(Dsu(Y ))

= 〈∇AH , Y
d

dλ
u(λ)|λ=s〉u(s)

= 〈∇AH ,−Y∇AH〉u(s)

= −Y ||∇AH(u(s))||2.

Como Y ∈ TR é arbitrário, então (u∗DAH)s = −||∇AH(u(s))||2. Inserindo essa expressão no

funcional de energia, tem-se

E(u) = −1

2

∫
R
u∗dAH

= −1

2

∫
R
−||∇AH(u(s))||2

=
1

2

∫
R

(∫
S1

(∣∣∣∣∣∣∂u
∂s

(s, t)
∣∣∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∣∣∂u
∂t

(s, t)−XH(u(s, t))
∣∣∣∣∣∣2)dt)ds.

Se u é uma solução da equação de Floer, então

E(u) =

∫
R×S1

∣∣∣∣∣∣∂u
∂s

(s, t)
∣∣∣∣∣∣2.
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Observação 6.3.3. Seguem algumas propriedade do funcional de energia:

1. Para todo u ∈ CM , tem-se que E(u) ≥ 0.

2. Como u é uma solução da equação de Floer, então E(u) = 0 se, e somente se u é um

ponto cŕıtico de AH .

3. Se u ∈ CM conecta dois pontos x−, x+ ∈ Cr(AH), isto é, lims→−∞ u(s) = x− e lims→∞ u(s) =

x+, então E(u) = AH(x−)−AH(x+) <∞.

O conjunto das soluções contráteis e de energia finita da equações de Floer é denotado por

M.

Para definir uma topologia em M, considere M mergulhada em um espaço Euclideano Rm

para m suficientemente grande. Pode-se então considerar a C∞-topologia para as aplicaçoes de

S1 em M . Além disso, nos subconjuntos compactos de R × S1 será adotada a topologia da

convegência uniforme, e com essas topologias, denotamos o espaço das aplicações de R×S1 em

M por C∞(R × S1,M) ou C∞loc(R × S1,Rm).

O teorema seguinte garante que, assim como no caso Morse, as trajetórias com energia finita

são exatamente as que conectam dois pontos cŕıticos do funcional de ação. A demonstração

desse resultado é bastante longa e técnica e não será apresentada nesse trabalho (veja em [4]).

Teorema 6.3.4. Suponha que todas as trajetórias 1-periódicas do campo Hamiltoniano XH

sejam não-degeneradas. Então para cada u ∈M existem dois pontos x−, x+ ∈ Cr(AH) tais que

lim
s→−∞

u(s) = x−, lim
s→∞

u(s) = x+

em C∞(S1;M). Além disso,

lim
s→±∞

∂u

∂s
(s, t) = 0,

converge uniformemente em t ∈ S1.

Sejam x−, x+ ∈ Cr(AH). O conjunto dos caminhos u ∈M tais lim
s→±∞

u(s) = x± é denotado

por M(x−, x+).

Observação 6.3.5. Uma consequência imediata do teorema anterior é que

M =
⋃

x−,x+∈Cr(AH)

M(x−, x+).

Além disso, segue do Teorema 7.1.28 que M é um conjunto compacto.

Observação 6.3.6. Em [4] está demonstrado que, se u : R×S1 →M é uma solução de classe

C1 da equação de Floer, então u é de classe C∞. Além disso, em M, as topologias C0
loc, C

1
loc e

C∞loc coincidem.
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6.4 Índice de Conley-Zehnder µCZ : Cr(AH)→ Z

Na tentativa de se construir invariantes topológicos para uma 2n-variedade simplética (M,ω),

e que contenham informações da estrutura simplética ω, foi utilizada uma abordagem variaci-

onal, na qual atribui-se um número inteiro para cada ponto cŕıtico do funcional de ação AH ,

onde H : M × R → R é uma função Hamiltoniana depedente do tempo. Foi mostrado que

as soluções 1-periódicas não-degeneradas e contráteis do sistema Hamiltoniano ẋ = XH(x, t)

são os pontos cŕıticos do funcional de ação. Além disso, associado ao campo Hamiltoniano XH

existe um fluxo associado ψt : M →M que satisfaz ψ̇t = XH ◦ ψt e ψ0 = Id.

Fixe x uma solução 1-periódica não degenerada e contrátil do sistema Hamiltoniano. Escolha

uma base simplética B(0) = {e1(0), . . . , e2n(0)} de Tx(0)M . Como ψt é um simplectomorfismo

para todo t ∈ R, então pode-se afirmar que B(t) = {e1(t), . . . , e2n(t)} é uma base simplética de

Tx(t)M , onde ej(t) = Dx(0)ψt(ej(0)) para 1 ≤ j ≤ 2n e Dx(0)ψt : Tx(0)M → Tx(t)M . Esse fato

segue da seguinte identidade:

ωx(t)(ej(t), ek(t)) = ωx(t)(Dx(0)ψt(ej(0)), Dx(0)ψt(ek(0)))

= (ψ∗tωx(0))(ej(0), ek(0))

= ωx(0)(ej(0), ek(0)).

Com isso, a ω-ortogonalidade de ej(t) e ek(t) decorre da ω-ortogonalidade de ej(0) e ek(0).

Portanto B(t) é uma base simplética para todo t ∈ R. Aplicando o Corolário o C.0.50 para

uma extensão u : D2 → M de x, essa famı́lia de bases simpléticas é C∞ em t formando um

frame simplético ao longo de x.

Seja a aplicação cont́ınua Ax : R → Sp(R2n) definida por Ax(t) = Dx(0)ψt. Note que,

Ax(0) = Dx(0)ψ0 = Id, pois ψ0 = Id. Como x é uma solução não-degenerada, então det(Dx(0)ψ1−
Id) 6= 0, o que implica em Ax(1) ∈ Sp∗(R2n). Tome v : D2 → M uma outra extensão de x ao

disco D2. Se B′(t) = {e′1(t), . . . , e′2n(t)} é uma outra trivialização ao longo de v, então, colo-

cando as extensões u e u′ como na Figura 6.2, constrói-se uma aplicação w : S2 → M tal que

Ax(t), A
′
x(t), A

′′(t) são trivializações ao longo de u, v e w, respectivamente, sendo esta última

devido a Suposição 6.2.3. Portanto, os caminhos Ax, A
′
x e A′′ são homotópicos em L∗(Sp(R2n)),

e pela propriedade de homotopia descrita no item 2, tem-se que

µ(Ax) = µ(A′x) = µ(A′′x).

Com isso, a aplicação A : Cr(AH) → L∗(Sp(R2n)) dada por A(x)(t) = Ax(t) = Dx(0)ψt,

onde t ∈ R, está bem definida.

Definição 6.4.1. O ı́ndice de Conley-Zehnder µCZ : Cr(AH)→ Z é dado por

µCZ(x) = µ(Ax).

No caso em que a Hamiltoniana é uma função de Morse, é natural questionar-se sobre a

relação entre o ı́ndice de Conley-Zehnder e o ı́ndice de Morse. O seguinte resultado esclarece

essa questão.
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Note que Hessx(0)(H) é uma matriz simétrica. Além disso, pela Proposição 6.1.15 tem-

se que Dx(0)ψ1 = e−J0Hessx(0)(H). Segue da demonstração do item 7 do Teorema 5.4.6 que se

||Hessx(H)|| < 2π, então

exp(−J0Hessx(H)) ∈ Sp(R2n)

e

Ax ∈ L∗(Sp(R2n)), onde Ax(t) = Dx(0)ψt.

Corolário 6.4.2. Sejam (M,ω) uma 2n-variedade simplética, H : M → R uma função Ha-

miltoniana autônoma e x ∈ Cr(H). Se ||Hessx(H)|| < 2π (assumindo a C2-topologia), então o

ı́ndice de Conley-Zehnder µCZ(x) de x como uma solução periódica do sistema Hamiltoniano

e seu ı́ndice Ind(x) como ponto cŕıtico da função H são relacionados por

µCZ(x) = Ind(x)− n.

� Segue da hipótese de que x ∈ Cr(H) é um ponto cŕıtico não-degenerado. Note que,

S = Hessx(H) é uma matriz simétrica, e portanto é diagonalizável. Além disso, Ind(S) é o

número de auto-valores negativos de S contados com a multiplicidade. Logo, Ind(S) coincide

com o ı́ndice de Morse Ind(x) de x e pelo item 7 do Teorema 5.4.6 tem-se que tem-se que

µCZ(x) = Ind(S)− n = Ind(x)− n.

�
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Caṕıtulo 7

Aplicações: Homologia de Floer e a

Conjectura de Arnold

Esse caṕıtulo é constitúıdo de duas partes: a primeira é dedicada a construção espaço das

trajetórias e a apresentação de algumas de suas propriedades necessárias para a definição do

complexo de Floer e seu operador bordo. A segunda parte é dedicada a construção desse

complexo e a demonstração da conjectura de Arnold como aplicação direta da homologia de

Floer.

Serão apresentados os principais resultados e o roteiro para as construções e demonstrações

mais importantes. Para detalhes sobre os temas desse caṕıtulo de aplicações, veja [4], [34], [35]

e [36].

7.1 O Operador de Floer e o Espaço de Trajetórias

Sejam H : M × R → R uma função Hamiltoniana dependente do tempo e M o conjunto

das trajetórias de energia finita. Dadas duas soluções 1-periódicas do sistema Hamiltoniano

x−, x+ ∈ Cr(AH), o objetivo desta seção é apresentar uma ideia da demonstração de que o

conjuntoM(x−, x+) ⊂M das soluções da equação de Floer com energia finita e que conectam

x− a x+ é uma variedade de dimensão finita igual a diferença entre os ı́ndices de Conley-

Zehnder de cada uma das soluções. A estratégia é a seguinte: pelo Teorema de Sard-Smale,

o análogo ao Teorema de Sard para dimensões infinitas, conclui-se que o conjunto dos valores

regulares do operador de Floer é um subconjunto denso de seu contra-domı́nio. Logo, escolhendo

uma perturbação da função Hamiltoniana, o conjunto M(x−, x+) é a pré-imagem de um valor

regular de uma determinada aplicação, e portanto é uma variedade. Contudo, esse resultado

tem como hipótese de que o diferencial do operador de Floer satisfaz as propriedades de um

operador de Fredholm. Com isso, parte desse caṕıtulo envolve uma análise do diferencial

do operador de Floer DuF para concluir que o mesmo satisfaz essas propriedades para todo

u ∈ M(x−, x+, H + h, J) e que o ı́ndice de Fredholm desse operador é a diferença entre os

105



O Operador de Floer e o Espaço de Trajetórias

ı́ndices de Conley-Zehnder dos pontos cŕıticos x− e x+, isto é,

Ind(DuF) = µCZ(x−)− µCZ(x+).

A transversalidade do operador de Floer é necessária para a demonstração de que o conjunto

M(x−, x+, H + h, J) é uma variedade e sua dimensão coincide com o ı́ndice de Fredholm de

DuF
dim(M(x−, x+)) = Ind(DuF) = µCZ(x−)− µCZ(x+).

Por fim, são apresentados alguns resultados necessários para a demonstração da compa-

cidade de M(x−, x+). Essa propriedade é essencial para a definição do operador bordo do

complexo de Floer e, consequentemente, de sua homologia (veja a Seção 7.2). Tais resultados

podem ser encontrados na Subseção 7.1.3.

7.1.1 Operador de Floer F e a Variedade de Banach P1,p(x−, x+)

Uma variedade de Banach é uma generalização do conceito de variedade em dimensão finita

para dimensão infinita. Mais precisamente, tem-se um espaço topológico em que cada ponto

possui uma vizinhaça que é homeomorfa a um aberto de um espaço de Banach. Parte dos

resultados desse trabalho está apoiado em operadores definidos em espaços de funções que,

mesmo não sendo de dimensão finita, possuem uma estrutura de variedades de Banach, e com

isso, pode-se definir uma noção de espaço tangente nos mesmos. A referência utilizada nessa

subseção é [11].

Definição 7.1.1. (Variedade de Banach) Sejam B um espaço de Banach e M um espaço

topológico conexo de Hausdorff. M é uma variedade de Banach de classe Cr sobre B se

1. existe uma famı́lia de abertos {Ui}i∈I de M tal que M =
⋃
i∈I Ui,

2. existe uma famı́lia de homeomorfismos φi : Ui → φi(Ui) ⊂ B onde i ∈ I,

3. φj ◦ φ−1
i : φi(Ui ∩ Uj) → φj(Ui ∩ Uj) é um difeomorfismo de classe Cr (no sentido de

derivadas de Fréchet) para todo i, j ∈ I.

Cada par (Ui, φi) é chamado carta de M e o conjunto {(Ui, φi)}i∈I e chamado atlas de M .

Seja F : C∞(R × S1,M)→ C∞(R × S1, TM) o operador de Floer que é definido por

F(u)(s, t) =
∂u

∂s
(s, t) + Ju

∂u

∂t
(s, t)− JuXH(u(s, t))

para todo s ∈ R e t ∈ S1. Como o espaço das funções C∞(R × S1,M) não é uma variedade

de Banach, precisamos restringir o estudo a um domı́nio para o qual se possa definir uma

estrutura de variedade de classe C∞. Mais especificamente, será considerado um conjunto

em que se possa construir um atlas em que os abertos das cartas serão bolas abertas de um
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espaço de Sobolev (mais detalhes estão no Apêndice E.2) e os homeomorfismos serão dados

pela aplicação exponencial (veja o Apêndice D).

Considere as aplicações x ∈ LoM e u ∈M dadas por

S1 3 t 7→ x(t) ∈M e R × S1 3 (s, t) 7→ u(s, t) ∈M.

As seções dos fibrados x∗TM e u∗TM são as seções de TM restritas aos subconjuntos x(S1) e

u(R×S1) de M , respectivamente (veja a Observação C.0.45). Com isso, os espaços de Sobolev

W 1,p(R × S1;u∗TM) e W 1,p(S1;x∗TM), também denotados por W 1,p(u∗TM) e W 1,p(x∗TM),

respectivamente, são definidos do seguinte modo: a variedade M pode ser mergulhada em um

espaço euclidiano Rm para m ≥ 4n+ 1 (veja o Teorema D.0.59). Com isso, tem-se o mergulho

i : TM ↪→ TRm = Rm × Rm. Diz-se que Y ∈ W 1,p(u∗TM) se Y é uma aplicação cont́ınua

Y : R×S1 → TM tal que Y (s, t) ∈ Tu(s,t)M para cada s, t e a composição π2◦i◦Y : R×S1 → Rm

é um elemento de W 1,p(R×S1;Rm), onde π2 é a projeção do fibrado TRm. Analogamente, diz-se

que X ∈ W 1,p(x∗TM) se a composição π2 ◦ i ◦X : S1 → Rm é um elemento de W 1,p(S1;Rm).

Observação 7.1.2. Em alguns resultados, a análise realizada nesta seção fica simplificada

se identificarmos os espaços de Sobolev W 1,p(u∗TM) e W 1,p(x∗TM) aos espaços de Sobolev

W 1,p(R × S1;R2n) e W 1,p(S1;R2n), respectivamente.

Os espaços de Banach Lp(u∗TM), Lp(x∗TM), que são identificados respectivamente a

Lp(R × S1;R2n) e Lp(S1;R2n), são definidos de forma análoga às construções anteriores.

Sejam D ⊂ TM uma vizinhança aberta da seção nula de TM e exp : D → M a aplicação

exponencial definida no Apêndice D. Fixado x ∈ LoM , tem-se que Expx : W 1,p(x∗D) →
C0(S1;M) dada por Expx(Y )(t) = exp(x(t), Y (t)) está bem-definida. Além disso, Expx(0)(t) =

exp(x(t), 0) = x(t) para todo t ∈ S1, logo Expx(0) = x. Tome a coleção {(W 1,p(x∗D),Expx)}x∈LoM
e defina L1,pM como sendo o conjunto das aplicações β : S1 → M tais que β = Expx(Y ) para

algum x ∈ LoM e algum Y ∈ W 1,p(x∗D).

Observação 7.1.3. Note que, dado x ∈ LoM , tem-se que x = Expx(0). Logo x ∈ L1,pM e

LoM ⊂ L1,pM .

Proposição 7.1.4. O conjunto L1,pM munido com o atlas {(W 1,p(x∗Dx),Expx)}x∈LoM , onde

Dx ⊂ TM é uma vizinhança aberta da seção nula de TM , é uma variedade de Banach de classe

C∞. Além disso,

LoM = C∞(S1;M) ⊂ L1,pM ⊂ C0(S1;M),

onde cada um dos conjuntos da sequência é denso no conjunto que o contém.

�

1. Para todo β ∈ L1,pM existem x ∈ LoM e Y ∈ W 1,p(x∗Dx) tal que β(t) = Expx(Y )(t).

A Proposição D.0.56 garante a existência de uma vizinhança aberta Dx ⊂ TM da seção
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nula de TM onde a aplicação exponencial é difeomorfa sobre a sua imagem. Denotando

W 1,p(x∗Dx) por Wx, tem-se que

L1,pM =
⋃

x∈LoM

Wx.

2. Pela escolha de Dx do item anterior e pela Proposição D.0.56, pode-se afirmar que Expx :

Wx → Expx(Wx) é um difeomorfismo sobre sua imagem. Logo é um homeomorfismo.

3. Como Expx e Expy são difeomorfismos sobre suas imagens, então a composição Exp−1
x ◦

Expy : Wx ∩ Wy → Wx ∩ Wy é um difeomorfismo. Além disso, como as aplicações

exponenciais são de classe C∞, então a composição anterior também o é.

Portanto {(Wx,Expx)}x∈LoM é um atlas suave e L1,pM é uma variedade de Banach de classe

C∞.

Por definição tem-se que L1,pM ⊂ C0(S1;M) e pela Observação 7.1.3 C∞(S1,M) ⊂ L1,pM .

Sabe-se que C∞(S1,M) é denso em C0(S1;M). Logo, L1,pM é denso em C0(S1;M). �

Observação 7.1.5. Uma consequência da construção anterior é que o espaço tangente em

x ∈ L1,pM dessa variedade de Banach é

TxL1,pM = W 1,p(x∗TM).

Definição 7.1.6. (Caminhos de decaimentos exponenciais) Sejam x−, x+ ∈ Cr(AH). O con-

junto das aplicações w ∈ C∞(R × S1;M) tais que lims→±∞w(s, t) = x±(t) para todo t ∈ S1 e

que ∣∣∣∣∣∣∂w
∂s

(s, t)
∣∣∣∣∣∣ ≤ Ke−δ|s| e

∣∣∣∣∣∣∂w
∂t

(s, t)−XH(w(s, t))
∣∣∣∣∣∣ ≤ Ke−δ|s|

para K, δ ∈ R+ é chamado de conjunto dos caminhos com decaimento exponencial conectando

x− a x+ e é denotado por C∞↘(x−, x+).

Definição 7.1.7. (Exponenciais Conectantes) O conjunto das aplicações

R × S1 3 (s, t) 7→ exp(w(s, t), Y (s, t)) ∈M,

onde w ∈ C∞↘(x−, x+) e Y ∈ W 1,p(w∗TM) é chamado conjunto das exponenciais conectantes e

é denotado por P1,p(x−, x+).

Proposição 7.1.8. Sejam x−, x+ ∈ Cr(AH). Então P1,p(x−, x+) é uma variedade de Banach

para p > 2.

� Seja w ∈ C∞↘(x−, x+). Pelo item 3 do Teorema E.2.9 tem-se que a inclusão W 1,p(R ×
S1;R2n) ↪→ L∞(R × S1;R2n) é um operador cont́ınuo para p > 2. Com isso, existe uma

constante K ∈ R+ tal que

||Y ||L∞ ≤ (K + 1)||Y ||W 1,p ∀Y ∈ W 1,p(R × S1;R2n).
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Note que

||Y (s, t)|| ≤ sup
(s,t)∈R×S1

||Y (s, t)|| = ||Y ||L∞ .

Seja ε ∈ R+ um raio da bola aberta Bε(0) centrada em 0 ∈ Tw(s,t)M tal que valha o dife-

omorfismo da Proposição D.0.56. Tome 0 < rw < ε/(K + 1). Logo, para todo Y no disco

Dw = {Y ∈ W 1,p(w∗TM) : ||Y ||W 1,p < rw} tem-se que

||Y (s, t)|| ≤ (K + 1)||Y ||W 1,p < ε.

Com isso, rw é um raio tal que a aplicação

Dw 3 Y 7→ Expw(Y ) ∈ P1,p(x−, x+)

é um difeomorfismo sobre sua imagem.

Com argumentos análogos aos utilizandos na demonstração da Proposição 7.1.4, pode-se

afirmar que {(Dw,Expw)}w∈C∞↘ (x−,x+) é um atlas de P1,p(x−, x+) e este conjunto é uma variedade

de Banach. �

Seja (E(x−, x+),P1,p(x−, x+), πE) um fibrado vetorial cuja fibra em u ∈ P1,p(x−, x+) é

Lp(u∗TM).

Definição 7.1.9. (Operador de Floer) Sejam x−, x+ ∈ Cr(AH). O operador de Floer é a seção

sF : P(x−, x+)→ E(x−, x+) definida por

sF(u) =
(
u,F(u)

)
.

Observação 7.1.10. Daqui em diante será utilizada a identificação da seção sF com o operador

diferencial F = ∂s + J∂t − JXH (veja o Apêndice C). Com essa identificação o operador de

Floer pode ser visto como um elemento de X(P1,p(x−, x+)).

Dado exp(w, Y ) ∈ P(x−, x+), pode-se mostrar que, identificando a fibra Lp(u∗TM) com

Lp(R × S1;R2n), tem-se que F(exp(w, Y )) ∈ Lp(R × S1;R2n) (veja [4]). Logo, o operador de

Floer está bem-definido.

7.1.2 O Diferencial DF

Seja w ∈ P1,p(x−, x+) e tome Y um vetor da fibra Lp(R×S1;R2n). Então Y pode ser visto

como uma aplicação suave Y : R×S1 → TM tal que Y (s, t) ∈ Tw(s,t)M . Além disso, existe uma

vizinhança V de w em P1,p(x−, x+) onde todo w′ ∈ V é dado unicamente por w′ = exp(w, Y ′)

para algum Y ′ ∈ Lp(w∗TM). Como M é uma variedade Riemanniana, então o diferencial

de DuF avaliado no vetor Y é dado via o transporte paralelo de F(u) ao longo da geodésica

τ 7→ expw(tY ) por

DwF(Y ) = ∇sY + Jw∇tY + dJw(Y )(Y −XH(w))− JwdwXH(Y ),
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onde ∇ : X(M) × X(M) → X(M) é a conexão afim. Mais detalhes dessa descrição podem ser

encontrados em [34].

Contudo, analisar as propriedades desse operador com conexões afins adiciona complexidade

ao estudo, e por isso nesse texto é adotada uma abordagem via mergulho de variedades em

espaços euclidianos.

Pelo Teorema D.0.59, a variedade M pode ser mergulhada em Rm para m ≥ 4n+1. Fixando

m, tem-se o mergulho de i : TM ↪→ Rm × Rm, e com isso, os campos tangentes a M ao longo

de todo u ∈ P1,p(x−, x+) podem ser vistos como vetores em Rm da seguinte forma

π2 ◦ i : TM → Rm

(x, Y (x)) 7→ Y (x),

onde π2 : Rm × Rm → Rm é definida por π2(a, b) = b.

Logo, o operador de Floer F pode ser visto como uma aplicação F : P1,p(x−, x+) →
Lp(R × S1;Rm). Essa identificação permite que se calcule o diferencial de F de forma análoga

ao que se faz em análise em espaços euclidianos, pois u(s, t) pode ser visto como elemento de

Rm para todo (s, t) ∈ R × S1 e todo u ∈ P1,p(x−, x+).

Fixe u ∈ P1,p(x−, x+) e tome uma carta (Dw,Expw) em u, onde Dw = {Y ∈ W 1,p(w∗TM) :

||Y ||W 1,p < rw} (veja a Proposição 7.1.8). Com isso, todo u0 ∈ Dw pode ser escrito como u0 =

Expw(Y ) para algum Y ∈ W 1,p(w∗TM). Sejam ε > 0 e o caminho ũ : (−ε, ε) → P1,p(x−, x+)

definido por ũ(τ) = Expw((1 + τ)Y ). Usando os fatos que

ũ(0) = u e lim
τ→0

ũ(τ)− u
τ

=
dũ

dτ
(0) = Y

(veja o Apêndice D), o diferencial diferencial de F em u ∈ P1,p(x−, x+) é dado por

DuF(Y ) = lim
τ→0

F(ũ(τ))−F(u)

τ

= lim
τ→0

1

τ

(∂ũ
∂s

+ Jũ
∂ũ

∂t
− JũXH(ũ)− ∂u

∂s
− Ju

∂u

∂t
+ JuXH(u)

)
= lim

τ→0

1

τ

(∂(ũ− u)

∂s
+ (Jũ − Ju)

∂ũ

∂t
+ Ju

(∂ũ
∂t
− ∂u

∂t

)
− JũXH(ũ) + JuXH(ũ)− Ju(XH(ũ)−XH(u))

)
= lim

τ→0

( ∂
∂s

( ũ− u
τ

)
+
(Jũ − Ju

τ

)∂ũ
∂t

+ Ju
∂

∂t

( ũ− u
τ

)
−
(Jũ − Ju

τ

)
XH(ũ)− Ju

(XH(ũ)−XH(u)

τ

))
=
∂Y

∂s
+ (duJ)(Y )

∂u

∂t
+ Ju

∂Y

∂t
− (duJ)(Y )XH(u)− Ju(duXH)(Y )

=
( ∂
∂s

+ Ju
∂

∂t

)
(Y ) + (duJ)(Y )

(∂u
∂t
−XH(u)

)
− Ju(duXH)(Y ).

Portanto, o diferencial DuF : W 1,p(u∗TM)→ Lp(u∗TM) é o operador

DuF =
∂

∂s
+ Ju

∂

∂t
+ dJu(.)

(∂u
∂t
−XH(u)

)
− Ju(dXH)u.
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Em [4] é demonstrado que DuF(W 1,p(u∗TM)) ⊂ Lp(u∗TM), e portanto o diferencial de F
está bem definido.

Observação 7.1.11. Note que, ao se mergulhar a variedade M em Rm, a conexão afim coincide

com a operação de diferenciação usual, isto é, ∇ = ∂. Assim, identificando ∇s e ∇t com os

operadores de diferenciação ∂
∂s

e ∂
∂t

, respectivamente, e voltando na equação de Floer escrita em

termos da conexão afim, pode-se verificar que ela coincide com a equação obtida via mergulho.

O seguinte teorema e a sua observação caracterizam o comportamento assintótico das

soluções da equação de Floer.

Teorema 7.1.12. Se Y ∈ ker(DuF) é uma aplicação de classe C2 e u ∈M, então

lim
a→∞

∫ a

−a

∫
S1

||Y (s, t)||2 =∞ ou ||Y (s, t)|| ≤ Ce−δ|s|,

onde δ e C > 0 são constantes.

Observação 7.1.13. Se u ∈ M é uma solução da equação de Floer, então Y = ∂u
∂s

decai

exponencialmente, e em particular, Y ∈ Lp(R × S1;R2n) para cada p > 1. De fato,∫
R×S1

∣∣∣∣∣∣Y (s, t)
∣∣∣∣∣∣2 =

∫
R×S1

∣∣∣∣∣∣∂u
∂s

(s, t)
∣∣∣∣∣∣2 = E(u) <∞.

Portanto, pelo teorema anterior, as soluções da equação de Floer possuem decaimento exponen-

cial. Além disso,(∫
R×S1

||Y ||p
)1/p

≤ C
(∫

R×S1

e−δ|s|pdsdt
)1/p

= 2πC
(∫

R
e−δ|s|pds

)1/p

<∞.

Logo Y ∈ Lp(R × S1;R2n) para p > 1.

Sejam x−, x+ ∈ Cr(AH) e M(x−, x+) = {u ∈ M : lims→±∞ u(s) = x±}. A seguinte

proposição, que é consequência co Teorema 7.1.12 e da Observacao 7.1.13, afirma que toda

solução de energia finita u ∈ M(x−, x+) satisfaz as condições de decaimento exponencial e,

além disso, pode ser escrita como u = Exp(w, Y ) para algum w ∈ C∞↘(x−, x+) e algum Y ∈
W 1,p(w∗TM).

Proposição 7.1.14. M(x−, x+) ⊂ C∞↘(x−, x+) ⊂ P1,p(x−, x+).

A seguir o diferencial DF será escrito como a soma de dois operadores lineares. Como

x−, x+ são contráteis, existem x̃− : D2 ⊂ C → M uma extensão suave de x− ao disco unitário

D2 tal que x̃−|S1 = x− e x̃+ : D2 ⊂ C → M é uma extensão de suave de x+. Defina uma

extensão cont́ınua ũ : S2 → M do cilindro u : R × S1 → M para a esfera S2 como ilutrado

na Figura 7.1. Como ũ(S2) é homotópico a S2 e todo fibrado vetorial sobre S2 é trivial, então

ũ∗TM é um 2n-fibrado vetorial trivial (veja o Apêndice C).
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x−
x+

u(s)
x̃− x̃+

s→ −∞
s→∞

M

Figura 7.1: A extensão ũ de u para a esfera S2 através da colagem das extensões x̃− e x̃+

Com isso, pode-se escolher uma base simplética orgononal {e1(s, t), . . . , e2n(s, t)} de Tu(s,t)M

que varia suavemente com (s, t) ∈ R × S1. Além disso, suponha que

lim
s→±∞

∂ej
∂s

(s, t) = 0, lim
s→±∞

∂2ej
∂s2

(s, t) = 0,
∂2ej
∂s∂t

(s, t) = 0.

O referencial {e1, . . . , e2n} define uma carta em u da variedade de Banach P1,p(x−, x+) dada

por

W 1,p(R × S1;R2n) 3 (y1, . . . , y2n) 7→ Expu

( 2n∑
j=1

yjej

)
∈ P1,p(x−, x+).

Nessa carta o diferencial de DuF avaliado em Y =
∑2n

j=1 yjej ∈ R2n ⊂ Rm é escrito como

DuF(Y ) =
2n∑
j=1

(∂yj
∂s

+ Ju
∂yj
∂t

)
(ej)︸ ︷︷ ︸

∂u(Y )

+
2n∑
j=1

yj

(
(duJ)(ej)

(∂u
∂t
−XH(u)

)
− Ju(duXH)(ej)

)
︸ ︷︷ ︸

Su(Y )

= ∂u(Y ) + Su(Y ).

Como {e1, . . . , e2n} é um referencial simplético, então Ju coincide com a estrutura complexa

J0 nessa carta. Logo, ∂u(Y ) =
∑2n

j=1

(∂yj
∂s

+ J0
∂yj
∂t

)
(ej).

A seguir será calculado o operador dual de DF no contexto distribucional, e os objetos

utilizados nessa demonstração estão no Apêndice E.3.

Proposição 7.1.15. Em termos de distribuição, o operador adjunto DuF∗ : Lp(R×S1;Rm)→
W 1,p(R × S1;Rm) de DF é dado por

DuF∗ = − ∂

∂s
+ J0

∂

∂t
+ St.

� Tome f ∈ (Lp)∗(R × S1;Rm) e Y ∈ Lq(R × S1;Rm) tal que

f(.) =

∫
R×S1

〈Y, .〉,

de acordo com o Teorema E.3.3. Seja C∞c (R × S1,Rm) o conjunto das aplicações suaves e de

suporte compacto de R × S1 em Rm. Por simplicidade, denote DuF por D. Então, para todo
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X no espaço de funções teste W 1,p(R × S1;Rm)∩C∞c (R × S1,Rm), denote ∂X
∂s

e ∂X
∂t

por ∂sX e

∂tX, respectivamente. Com isso, tem-se que

f(DX) =

∫
R×S1

〈Y,DX〉

=

∫
R×S1

〈Y, ∂sX + J0∂tX + SX〉

=

∫
R×S1

〈Y, ∂sX〉+

∫
R×S1

〈Y, J0∂tX〉+

∫
R×S1

〈Y, SX〉.

Efetuando integração por partes da primeira integral e usando o fato lims→±∞X(s, t) = 0,

pois tem suporte compacto, tem-se∫
R×S1

〈Y, ∂sX〉 =

∫
R×S1

∂s〈Y,X〉 −
∫
R×S1

〈∂sY,X〉

=

∫
S1

(
〈Y (s, t), X(s, t)〉

∣∣∣s=∞
s=−∞

)
−
∫
R×S1

〈∂sY,X〉

= −
∫
R×S1

〈∂sY,X〉.

Usando o fato que X(s, 0) = X(s, 1) para todo s ∈ R, e aplicando integração por parte na

segunda integral, tem-se∫
R×S1

〈Y, J0∂tX〉 =

∫
R×S1

(
∂t〈Y, J0X〉 − 〈∂tY, J0X〉

)
=

∫
R

(
〈Y (s, t), J0X(s, t)〉

∣∣∣1
0

)
ds+

∫
R×S1

〈J0∂tY,X〉

=

∫
R×S1

〈J0∂tY,X〉.

E para a terceira integral ∫
R×S1

〈Y, SX〉 =

∫
R×S1

〈StY,X〉.

Portanto

f(DX) =

∫
R×S1

〈Y,DX〉

=

∫
R×S1

〈−∂sY + J0∂tY + StY,X〉

=

∫
R×S1

〈D∗Y,X〉

= (D∗f)(X).

Como o domı́nio W 1,p(R × S1;Rm) de D é denso em Lp(R × S1;Rm) (veja em [7]), então o

operador adjunto de D é dado em termos de distribuição por

DuF∗ = D∗ = − ∂

∂s
+ J0

∂

∂t
+ St.

�

A priori, as soluções da equação DuF(Y ) = 0 são dadas em termos distribucionais. Contudo,

os dois seguintes resultados afirmam sob quais hipóteses essas soluções são na verdade soluções
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de classe C∞. Mais detalhes sobre a caracterização das soluções desse sistema e das soluções

da equação de Floer F(u) = 0 podem ser encontradas em [4].

Teorema 7.1.16. (Regularidade Eĺıptica Linear) Se Y ∈ Lp(R × S1;Rm) é uma solução fraca

(no sentido distribucional) da equação DuF(Y ) = 0, então

Y ∈ W 1,p(R × S1;Rm) ∩ C∞(R × S1;Rm).

Além disso, se p > 2, então Y ∈ W 1,q(R × S1;RPm) para todo q > 1.

A regularidade eĺıptica linear é utilizada para demonstrar que DuF é um operador de

Fredholm para p > 1 no Teorema 7.1.20. Além disso, é importante nas Proposições 7.1.23,

7.1.22 e o Teorema 7.1.27.

O próximo resultado é chamado regularidade eĺıptica não linear. É importante notar que a

regularidade eĺıptica não linear vale somente quando p > 2. Seja W 1,p
loc (R × S1;Rm) o conjunto

das aplicações de Sobolev localmente integráveis, ou seja, é o conjunto dos elementos Y ∈
W 1,p(R×S1;Rm) integráveis em todo compacto de R×S1. Analogamente, considere o conjunto

C∞loc(R × S1;Rm) das aplicações C∞(R × S1,Rm) localmente integraveis.

Proposição 7.1.17. Para p > 2, as soluções u ∈ W 1,p
loc (R×S1;M) da equação de Floer são de

classe C∞. No espaço de soluções M∩W 1,p
loc (R × S1;M) as topologias W 1,p

loc e C∞loc coincidem.

A regularidade eĺıptica não linear é usada para se mostrar que as soluções da equação de

Floer de P1,p(x−, x+) são de classe C∞ e que em M as topologias C0
loc, C

1
loc e C∞loc coincidem.

Uma consequência desse resultado é que as topologias induzidas por P1,p(x−, x+) e por M no

espaço das soluções coincidem e são ambas iguais a topologia C∞loc.

Seja T : A→ B um operador linear entre espaços vetoriais. Suponha que T seja limitado e

que existam subespaços fechados V ⊂ A e W ⊂ B tais que A = V ⊕ ker(T ) e B = W ⊕ T (A).

Então B/T (A) ∼= W e T : V → T (A) é um isomorfismo (veja [1]). Nesse sentido, fica claro que

as dimensões dos espaços ker(T ) e W são indicadores de quanto o operador se distancia de um

isomorfismo. Com essa motivação define-se os operadores de Fredholm.

Definição 7.1.18. (Operador de Fredholm) Sejam A,B espaços de Banach e T : A → B um

operador linear limitado. O cokernel de T é o quociente coker(T ) = B/T (A). O operador T é

chamado de operador de Fredholm se T (A) = T (A) (imagem fechada), k(T ) = dim(ker(T )) <

∞ e c(T ) = dim(coker(T )) < ∞. O ı́ndice do operador T é o número inteiro Ind(T ) =

k(T )− c(T ).

Definição 7.1.19. (Aplicação de Fredholm) Uma aplicação diferenciável entre espaços de Ba-

nach é uma aplicação de Fredholm se o seu diferencial é um operador de Fredholm em todos os

pontos de seu domı́nio.

O teorema a seguir afirma que o diferencial DuF é um operador de Fredholm, e o seu

subsequente, que o ı́ndice de Fredholm de DuF é dado pela diferença dos ı́ndices de Maslov

114



O Operador de Floer e o Espaço de Trajetórias

dos pontos cŕıticos x−, x+ ∈ Cr(AH) que são conectados por u. Esse resultado é utilizado na

demonstração da transversalidade do operador de Floer F , e como consequência, no fato de

que M(x−, x+) é uma variedade de dimensão finita e igual ao ı́ndice de Fredholm Ind(DuF).

Ambos os resultados podem ser encontrados em [4] e [36].

Teorema 7.1.20. (Propriedade de Fredholm de DuF) Sejam S± operadores de acordo com o

Teorema 7.1.16. Suponha que Ψ± sejam soluções do sistema Ψ̇(t) = J0S
±(t)Ψ(t), onde Ψ(0) =

Id tal que det(Id−Ψ±(1)) 6= 0. Então o operador DuF : W 1,p(R× S1;Rm)→ Lp(R× S1;Rm)

é um operador de Fredholm para 1 < p <∞.

Teorema 7.1.21. Sejam x−, x+ ∈ Cr(AH) e u ∈ P1,p(x−, x+). O ı́ndice de Fredholm de DuF
é

Ind(DuF) = µCZ(x−)− µCZ(x+).

7.1.3 A Transversalidade do Operador F e a Compacidade do Espaço

Moduli M̂(x−, x+, H, J)

A propriedade da transversalidade do operador de Floer é utilizada na demonstração de que

o espaço das soluções da equação de Floer que conectam esse dois pontos M(x−, x+) é uma

variedade com dimensão igual a µCZ(x−)− µCZ(x+).

Por fim, será introduzido o espaço quociente M̂(x−, x+, H, J) e a compacidade implica que

esse conjunto possui um número finito de elementos. Esse resultado é fundamental na definição

do operador bordo do complexo de cadeia de Floer e sua homologia definidos na Seção 7.2.

A finalidade dessa seção é esboçar um roteiro para a demonstração dos resultados mencio-

nados e parte dos objetos matemáticos envolvidos. Os detalhes das demonstrações podem ser

encontradas em [4].

Tome x−, x+ ∈ Cr(AH), e considere o operador de Floer

F : P1,p(x−, x+)→ E(x−, x+)

definido por

F(u) =
∂u

∂s
+ Ju

∂u

∂t
− JuXH(u)

e seu diferencial DuF : W 1,p(u∗TM)→ Lp(u∗TM) definido por

DuF(Y ) =
( ∂
∂s

+ Ju
∂

∂t

)
(Y ) +

(
dJu(.)

(∂u
∂t
−XH(u)

)
− Ju(dXH)u

)
(Y ).

Suponha que X : P1,p(x−, x+) → E(x−, x+) seja seção nula de E(x−, x+). Pode-se afirmar

que F t X se, e somente se, pu ◦ DuF é sobrejetor para todo u ∈ P1,p(x−, x+), onde pu é a

projeção da imagem de DuF em Lp(u∗TM). De fato, suponha que F e X sejam aplicações

transversais. Como Xu = 0 para todo u ∈ P1,p(x−, x+), então DXu = 0, o que implica em

Lp(u∗TM) = (pu ◦DuF)(u∗TM) + (pu ◦DXu)(u
∗TM) = (pu ◦DuF)(u∗TM).
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Logo, pu ◦ DuF é sobrejetor. A rećıproca é imediata. Por simplicidade, a projeção pu será

omitida da composição pu ◦DuF nos resultados a seguir.

As soluções da equação de Floer dependem da escolha da estrutura complexa J e da função

Hamiltoniana H, e com isso a transversalidade de F não é garantida. Porém, pode-se mostrar

que arbitrariamente próximo de H existe uma outra função Hamiltoniana com as mesmas

órbitas periódicas, satisfazendo a propriedade da transversalidade.

Considere o espaço de Banach C∞ε (H) das perturbações h : M×S1 → R tais que H+h está

ε-próximo de H. Mais especificamente, h(x, t) = 0 em uma vizinhança das soluções 1-periódicas,

e portanto, as soluções periódicas de H +h e de H são as mesmas. Pode se mostrar existe uma

escolha de ε tal que C∞ε (H) é denso C∞(M × S1,R) na C1-topologia.

Um par (H, J) é chamado de regular se satisfaz a condição de transversalidade, e o conjunto

das funções h : M × S1 → R tais que (H + h, J) é um par regular é denotado por Hreg.

Não há garantias de que, dada função Hamiltoniana H, a transversalidade sempre será sa-

tisfeita. Contudo, fixada a Hamiltoniana H, pode-se encontrar uma outra função Hamiltoniana

suficientemente próxima a H, no sentido C1-topologia, tal que valha essa propriedade.

Dado um par (H + h, J), denote o operador de Floer associado a função Hamiltoniana

H + h : M × R → R por FH+h. Sejam M(H + h, J) o conjunto das soluções da equação de

Floer FH+h(u) = 0 e M(x−, x+, H + h, J) ⊂ M(H + h, J) o conjunto das soluções de Floer

que conectam os pontos x−, x+ ∈ Cr(AH).

Seja

Z(x−, x+, H, J) = {(u,H + h) : u ∈M(x−, x+, H + h, J) e h ∈ C∞ε (H)}

o conjunto das soluções da equação de Floer conectando x− a x+ de todas as perturbações da

função Hamiltoniana H tais que as soluções 1-periódicas de H +h são as mesmas que as de H.

Proposição 7.1.22. (Propriedade de transversalidade) Se (u,H+h) ∈ Z(x−, x+, H, J), então

a aplicação

Γ : W 1,p(u∗TM)× C∞ε (H)→ Lp(u∗TM)

(Y, h) 7→ DuF(Y ) +∇uh

é sobrejetora e admite uma inversa cont́ınua a direita.

Como consequência da proposição anterior, e via o teorema da função impĺıcita, pode-se

mostrar que

Proposição 7.1.23. Dados x−, x+ ∈ Cr(AH) com x+ 6= x− tem-se que Z(x−, x+, H, J) é uma

variedade (de Banach).

Seja π : Z(x−, x+, H, J)→ C∞ε (H) a projeção definida por π(u,H+h) = h e seu diferencial

D(u,H+h)π : T(u,H+h)Z(x−, x+, H, J)→ ThC
∞
ε (H) = C∞ε (H)

(Y, h) 7→ h.
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A aplicação π é uma aplicação de Fredholm. De fato, pela Proposição 7.1.22 pode-se afirmar

que ker(Γ) 6= ∅. Com isso, para todo (Y, h) ∈ ker(Γ) tem-se que ∇uh = −DuF(Y ). Como

D(u,H+h)π(V ) = ∇uh, então ker(D(u,H+h)π) = ker(∇uh) = ker(DuF) e a dimensão do kernel

de Dπ é finita. Além disso, a imagem de Du,H+hπ é igual a G−1(DuF(Lp(u∗TM))), onde

G : C∞ε (H)→ u∗TM é definida por G(h) = ∇uh. Logo, o cokernel de Du,H+hπ tem dimensão

finita. Portanto π é uma aplicação de Fredholm.

O teorema de Sard-Smale afirma que o conjunto de valores regulares de um mapa de

Fredholm entre espaços de Banach separáveis é um subconjunto denso (mais detalhes podem

ser encontrados em [4]).

Teorema 7.1.24. (Corolário de Sard-Smale) Como π é uma aplicação de Fredholm, então o

conjunto de seus valores regulares é uma intersecção enumerável de conjuntos densos.

Lema 7.1.25. Os valores regulares de π são os elementos h de C∞ε (H) tais que u ∈M(H+h, J)

e DuF é sobrejetor.

O teorema a seguir, que é consequência do Teorema 7.1.24 e do Lema 7.1.25, formaliza o

resultado em termos da sobrejetividade do diferencial do operador de Floer, como foi discutido

anteriormente.

Teorema 7.1.26. Fixe uma função Hamiltoniana não-degenerada H : M×R → R dependente

do tempo. Então existem uma vizinhança U de 0 em C∞ε (H) e uma intersecção enumerável de

subconjuntos abertos de Hreg densos em U tais que se h ∈ Hreg, então H +h é não-degenerada

e o diferencial DuFH+h é sobrejetor para todo u ∈ M(H + h, J), onde FH+h é o operador de

Floer correspondente a Hamiltoniana H + h.

Como DuFH+h é sobrejetor para todo u ∈ M(H + h, J), então o operador de Floer FH+h

satisfaz a propriedade de transversalidade para todo u ∈M(H + h, J).

Assumindo os resultados anteriores, tem-se que

Teorema 7.1.27. Para cada h ∈ Hreg e para todas as soluções x− e x+ contráteis 1-periódicas

de H, M(x−, x+, H + h) é uma variedade de dimensão µCZ(x−)− µCZ(x+).

� Tome h ∈ C∞ε (H). Pelo teorema da pré-imagem de valores regulares, tem-se que π−1(h)

é uma variedade e sua dimensão é dada por

dim(ker(D(u,H+h)π)) = dim(ker(DuF))− dim(coker(DuF))︸ ︷︷ ︸
=0

= Ind(DuF)

= µ(x−)− µ(x+),

onde foi usado o fato que DuF : W 1,p(u∗TM)→ Lp(u∗TM) é sobrejetor, o que implica em

coker(DuF) = Lp(u∗TM)/DuF(W 1,p(u∗TM)) = {[0]}.
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Logo, dim(coker(DuF)) = 0.

Note que, os elementos de π−1 são as soluções em P1,p(x−, x+) da equação de Floer para o

par (H + h, J). Pela Proposição 7.1.14, pode-se afirmar que

M(x−, x+, H + h, J) ⊂ π−1(h).

Do Teorema da Regularidade Eĺıptica 7.1.16, pode-se concluir que

π−1(h) ⊂M(x−, x+, H + h, J).

Portanto M(x−, x+, H + h, J) = π−1(h). �

A compacidade de M exerce um papel importante na definição da homologia de Floer. O

teorema a seguir garante que, com a hipótese da aesfericidade, essa propriedade é garantida e

sua demonstração pode ser encontrada em [4].

Teorema 7.1.28. (Teorema da Compacidade de Gromov) Supondo a Condição de Aesferici-

dade 6.2.2, então M é compacto em C∞loc(R × S1;M).

Note que, tomando α ∈ R, tem-se que ũ ∈ C∞(R×S1,M) definido por ũ(s, t) = u(s+α, t),

também é solução da equação de Floer. Com isso, pode-se afirmar que o grupo aditivo R age

a direita em M pela operação ∗ : M× R → M definida por ∗(u, α)(s, t) = u(s + α, t) para

todo s, t. Essa operação será denotada por u ∗ α. A R-órbita de u ∈ M é o conjunto u ∗ R =

{u ∗ α : α ∈ R} e o quociente M/R é o conjunto das R-óbitas. Esse quociente é um espaço

topologia munida da topologia quociente. Nessa topologia uma sequência ũn converge para ũ

se, e somente se, existe uma sequência (sn) de números reais tais que lim
n→∞

u(s+ sn, t) = u(s, t)

em M para todo t ∈ S1.

O espaço moduli de x−, x+ é o espaço quociente

M̂(x−, x+, H, J) =M(x−, x+, H, J)/R.

Se x− = x+, entãoM(x−, x+, H, J) é o conjunto das soluções constantes em s e iguais a x−.

Caso x− 6= x+, então M̂(x−, x+, H, J) é uma variedade de dimensão µCZ(x−)−µCZ(x+)−1. Se

µCZ(x−) = µCZ(x+) e x− 6= x+, então M(x−, x+, H, J) = ∅, e portanto M̂(x−, x+, H, J) = ∅.
Considere os pontos x−, x+ ∈ Cr(AH) tais que µCZ(x−) − µCZ(x+) = 1. Em [4] e [34] é

demonstrado que nesse caso M̂(x−, x+, H, J) é uma variedade compacta de dimensão zero, e

portanto é um conjunto finito. Esse resultado é formalizado na proposição a seguir.

Proposição 7.1.29. Se (H, J) é um par regular, então o quociente M̂(x−, x+, H, J) é um

conjunto finito para cada par x−, x+ ∈ Cr(AH).

7.2 O Complexo de Floer e a Conjectura de Arnold

Seja (M,ω) uma 2n-variedade simplética e H : M × R → R uma função Hamiltoniana

dependente do tempo não degenerada e uma estrutura complexa J . Fazendo uma perturbação
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dessa Hamiltoniana, caso seja necessário, pode-se supor que o par (H, J) é regular. Suponha

que M satisfaça as condições 6.2.2 e 6.2.3. Defina

Cr(k)(AH) = {y ∈ Cr(AH) : µCZ(y) = k}.

Considere CF
k (M,Z2;H, J) o espaço vetorial sobre o corpo Z2 e gerado pelos elementos

x ∈ Cr(k)(AH).

Por simplicidade, denote CF
k (M,Z2, H, J) por CF

k (H, J). Com isso, CF
∗ (H, J) =

⊕
k C

F
k (H, J)

é um espaço vetorial sobre o corpo Z2 e graduado pelo ı́ndice de Conley-Zehnder µCZ .

A Proposição 7.1.29 afirma que, dados x−, x+ ∈ Cr(AH), o conjunto M̂(x−, x+, H, J) é

finito. Com isso, denote o total de elementos de M̂(x−, x+, H, J) módulo 2 por n(x−, x+).

Considere o homomorfismo ∂Fk : CF
k (H, J) → CF

k−1(H, J) de grau -1 definido em cada

gerador por

∂Fk (〈x〉) =
∑

µCZ(y)=k−1

n(x, y)〈y〉

e estendido por linearidade.

O teorema a seguir mostra que o par (CF
∗ (H, J), ∂F ) é um complexo de cadeias, e tal

resultado pode ser encontrado em [4] e [34].

Teorema 7.2.1. Se (H, J) é um par regular, então ∂Fk−1 ◦ ∂Fk = 0.

A Homologia de Floer da 2n-variedade simplética (M,ω) é definida por

HF
∗ (M ;H, J) =

2n⊕
k=0

HF
k (CF

∗ (H, J), ∂F ),

onde HF
k (CF

∗ (H, J)) é o k-ésimo grupo de homologia do complexo CF
∗ (H, J) da variedade M ,

ou seja,

HF
k (CF

∗ (H, J)) =
ker(∂Fk )

Im(∂Fk+1)
.

Note que nas definições do complexo de cadeia e da homologia de Floer foram mantidas

as referências a função Hamiltoniana H escolhida para se realizar sua construção. Contudo,

pode-se mostrar que a homologia de Floer não depende de tal escolha, conforme o seguinte

resultado.

Teorema 7.2.2. Sejam (H, J) e (H ′, J ′) dois pares regulares. Então existe um homomorfismo

de cadeias induzindo um isomorfismo nas homologias de Floer

HF
∗ (M ;H, J) ∼= HF

∗ (M ;H ′, J ′).

As definições e resultados obtidos até aqui tiveram como objetivo a construção de um

invariante topológico que fornecesse informações sobre a topologia da 2n-variedade M e, ao

mesmo tempo, de sua estrutura simplética ω.

O próximo resultado, que pode ser encontrado em [36], permite que se recupere a homologia

singular da variedade a partir da homologia de Floer.
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Teorema 7.2.3. Se (H, J) é um par regular, então existe um isomorfismo natural entre a

homologia de Floer e a homologia singular de M

HF
∗ (M ;H, J) ∼= H∗(M ;Z2).

Com a definição da homologia de Floer e com o isomorfismo dessa com a homologia singular

da 2n-variedade, é imediata a demonstração da Conjectura de Arnold.

Teorema 7.2.4. (Conjectura de Arnold) Seja (M,ω) uma 2n-variedade compacta e simplética.

Defina H : M × R → R uma função Hamiltoniana 1-periódica e suponha que as soluções 1-

periódicas do sistema Hamiltoniano sejam não-degeneradas. Então o número de soluções N
desse sistema é limitado inferiormente pela soma dos números de Betti de M, isto é:

N ≥
2n∑
i=0

βi(M),

onde βi(M) é a dimensão do i-ésimo grupo de homologia singular de M .

� Pela Proposição 6.1.18 pode-se afirmar que Cr(AH) é um conjunto finito, logo Cr(k)(AH) ⊂
Cr(AH) também o é. Denote a cardinalidade de Cr(k)(AH) por Nk. Com isso, N =

∑2n
j=0Nj é

o total de pontos cŕıticos do funcional de ação. Como CF
k (H, J) é gerado por todos os pontos

cŕıticos de ordem k, então Nk ≥ dim(HF
k (CF

∗ (H, J))). Como os grupos de homologia de Floer

e de homologia singular são isomorfos (veja o Teorema 7.2.3), então dim(HF
k (CF

∗ (H, J))) =

dim(Hk(M ;Z2) = βk(M). Portanto

N =
2n∑
j=0

Nj ≥
2n∑
j=0

βj(M).

�

120



Apêndice A

Complexificação de Espaços Vetoriais

Seja V um n-espaço vetorial real. Deseja-se construir um espaço vetorial complexo a partir

de V e uma forma de realizar essa construção é tomando v ∈ V e a + ib ∈ C e efetuando

a multiplicação (a + ib)v = av + ibv. Porém, a multiplicação por i não tem sentido nesse

contexto, já que trata-se de um espaço vetorial real. Pode-se contornar essa dificuldade tratando

a multiplicação formal (a+ib)v = av+ibv como o par ordenado (av, bv), resultando na definição

de complexificação. As principais referências utilizadas foram [17] e [21].

Definição A.0.5. (Complexificação do n-espaço vetorial real V) A complexificação do n-espaço

vetorial real V é o n-espaço vetorial complexo VC = V ⊕V munido da multiplicação por escalares

(a+ ib)(v1, v2) = (av1 − bv2, bv1 + av2), onde a+ ib ∈ C e (v1, v2) ∈ VC.

Observação A.0.6. Essa definição tem como motivação a seguinte situação: supondo V com-

plexo, então V 3 (a+ib)v = (a+ib)(v1 +iv2) = av1−bv2 +i(bv2 +av1) 7→ (av1−bv2, bv1 +av2) ∈
VC.

É posśıvel demonstrar que VC é um espaço vetorial sobre C. De fato, basta mostrar que esse

espaço é fechado pela operação de adição e multiplicação por escalares, pois as outras operaçoes

são triviais. Dados a+ ib ∈ C e v, u ∈ VC , então (a+ ib)v+u = (av1−bv2, bv1 +av2)+(u1, u2) =

(av1− bv2 + u1, bv1 + av2 + u2) ∈ VC . As demais propriedades dos axiomas de espaços vetoriais

resultam imediatamente dessa.

Exemplo A.0.7. (Complexificação de R) Definindo V = R tem-se que RC é R ⊕ R munido

da operação (a + ib)(x, y) = (ax − by, bx + ay). Assim, a identificação (a + ib)(x, y) = (ax −
by, bx+ ay) 7→ ax− by + i(bx+ ay) ∈ C nos dá o isomorfimo RC 3 (x, y) 7→ x+ iy ∈ C.

Exemplo A.0.8. Analogamente ao exemplo anterior, tem-se que as aplicações RnC 3 (x, y) 7→
x+ iy ∈ Cn e Mn×n(R)C 3 (x, y) 7→ x+ iy ∈Mn×n(C) também são isomorfismos.

Note que os espaços vetoriais V ⊕ {0} e {0} ⊕ V são isomorfos a V . Com isso, a inclusão

iV : V ↪→ VC definida por iV (v) = (v, 0) é chamada de mergulho padrão de V em VC .
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Complexifica-se os espaços vetoriais reais, porém, as aplicações lineares entre tais espaços

vetoriais são outros tipos de objetos a serem complexificados. O teorema a seguir afirma a uni-

cidade da complexificação de aplicações lineares entre as complexificações de espaços vetoriais

reais.

Teorema A.0.9. (Complexificação de aplicações lineares) Seja ϕ : V → W uma aplicação

R-linear entre espaços vetoriais reais de dimensão finita. Então existe uma única aplicação

linear ϕC : VC → WC tal que iW ◦ ϕ = ϕC ◦ iV , isto é, o diagrama abaixo é comutativo.

V

iV
��

ϕ
//W

iW
��

VC ϕC
//WC

� Defina ϕC : VC → WC por ϕC(v1, v2) = (ϕv1, ϕv2). Como ϕv1, ϕv2 ∈ W , então

(ϕv1, ϕv2) ∈ W ⊕ W = WC . Além disso, dados λ = (a + ib) ∈ C e (v1, v2), (u1, u2) ∈ VC

tem-se

ϕC(λ(v1, v2) + (u1, u2)) = (ϕ(av1 − bv2 + u1), ϕ(bv1 + av2 + u2))

= (aϕv1 − bϕv2 + ϕu1, bϕv1 + aϕv2 + ϕu2)

= (aϕv1 − bϕv2, bϕv1 + aϕv2) + (ϕu1, ϕu2)

= λ(ϕv1, ϕv2) + (ϕu1, ϕu2)

= λϕC(v1, v2) + ϕC(u1, u2).

Portanto ϕC é C-linear. Dado v ∈ V tem-se (iW ◦ ϕ)(v) = (ϕv, 0) = ϕC(v, 0) = (ϕC ◦ iV )(v),

logo iW ◦ ϕ = ϕC ◦ iV . Por fim, suponha que exista ϕ′C definida por ϕ′C(v1, v2) = (ϕ′v1, ϕ
′v2) e

tal que iW ◦ ϕ = ϕ′C ◦ iV , onde ϕ′ : V → W é uma aplicação linear. Então para todo v ∈ V
tem-se (iW ◦ ϕ)(v) = (ϕC ◦ iV )(v) = (ϕ′C ◦ iV )(v), o que implica em (ϕv, 0) = (ϕ′v, 0). Como

v ∈ V é arbitrário, então ϕ = ϕ′, logo ϕC = ϕ′C , demonstrando a unicidade. �

Considerando o corpo dos complexos como um espaço vetorial sobre R, será mostrado que

o produto tensorial C ⊗R V é equivalente a construção da complexificação feita anteriormente.

Está construção será utilizada na complexificação do 2n-espaço vetorial simplético (V, ω).

Teorema A.0.10. Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita. A aplicação fV : VC →
C⊗R V definida por fV (v1, v2) = 1⊗R v1 + i⊗R v2 é um isomorfismo entre os espaços vetoriais

complexos que faz o diagrama

V
iV

~~

j

$$

VC fV
// C ⊗R V,

comutar, onde iV (v) = (v, 0) (é o mergulho padrão) e j(v) = 1⊗R v.
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� Dados z = (a+ ib) ∈ C e v, u ∈ VC tem-se

fV (zv + u) = 1⊗R (av1 − bv2 + u1) + i⊗R (bv1 + av2 + u2)

= 1⊗R (av1 − bv2) + i⊗R (bv1 + av2) + 1⊗R u1 + i⊗R u2

= (a+ ib)⊗R v1 + (−b+ ia)⊗R v2 + fV (u)

= (a+ ib)⊗R v1 + (a+ ib)i⊗R v2 + fV (u)

= zfV (v) + fV (u).

Portanto fV é C-linear. Além disso fV é injetora. De fato, dado u ∈ VC tal que fV (u) = 0,

então 1⊗R u1 + i⊗R u2 = 0 e, portanto, u1 = u2 = 0.

se, e somente se, u = 0. Tomando um elemento w = (a + ib) ⊗R v ∈ C ⊗R V e definindo

u = (av, bv) ∈ VC tem-se que fV (u) = 1 ⊗R av + i ⊗R bv = (a + ib) ⊗R v = w. Portanto fV é

sobrejetora. Logo é um isomorfismo.

Para todo v ∈ V se tem que (fV ◦ iV )(v) = fV (v, 0) = 1⊗R v = j(v). Portanto o diagrama

é comutativo. �

O conjugado de cada z = (a+ ib) ∈ C é definido por z = a− ib. Analogamente, o conjugado

de z ⊗R v ∈ C ⊗R V é definido por z ⊗R v ∈ C ⊗R V . Definindo v1 = av e v2 = −bv se tem

fV (v1, v2) = 1 ⊗R v1 + i ⊗R v2 = a ⊗R v − ib ⊗R v = z ⊗R v. Portanto, tem-se a identificação

entre os conjugados VC 3 (av,−bv) 7→ z ⊗R v ∈ C ⊗R V .

Sejam k ≥ 1 um inteiro e {Vj}kj=1 um conjunto de espaços vetoriais de dimensão finita sobre

um corpo K. Sabe-se que o produto tensorial V1⊗K · · ·⊗K Vk é um espaço vetorial de dimensão

finita sobre K. Além disso, sabe-se que, dado um W espaço vetorial também sobre K, tem-se

que W ⊗K (V1 ⊗K · · · ⊗K Vk) ∼= W ⊗K V1 ⊗K · · · ⊗K Vk.

Daqui em diante C ⊗R V será denotado por V para a complexificação de V via produto

tensorial.

Observação A.0.11. Visto como espaço vetorial complexo, tem-se que {1} é uma base de C,

logo se tem que {1∗} é uma base do dual C∗, tal que 1∗(1) = 1. Com isso, dado z = (a+ ib).1 ∈
C, tem-se 1∗(z) = 1∗((a+ ib).1) = (a+ ib)1∗(1) = a+ ib.

Sejam B = {ej}nj=1 uma base do n-espaço vetorial real V e B∗ = {e∗j}nj=1 a base de seu dual

V ∗ tal que e∗j(ek) = δjk. Definindo 1⊗B = {1⊗R ej}nj=1 e 1∗⊗B∗ = {1∗⊗R e∗j}nj=1, tem-se que
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1⊗B gera V . De fato, todo v ∈ V pode ser escrito como

v =
n∑
j=1

zj ⊗R vj

=
n∑
j=1

zj ⊗R
( n∑
i=1

αjiei

)
=

n∑
j,i=1

zjαji ⊗R ei

=
n∑
i=1

z′i ⊗R ei

=
n∑
i=1

z′i(1⊗R ei),

onde z′i =
∑n

j=1 zjαji e zj estão em C e vj ∈ V .

Observação A.0.12. Os elementos v ∈ V do tipo v = z⊗Rα são chamados de vetores simples.

Foi visto anteriormente que os vetores mais gerais são combinações lineares dos vetores simples.

Por esse fato, as aplicações lineares e multilineares estudadas nessa seção serão avaliadas

apenas nos tensores simples.

Para simplificar a notação, denotando os elementos das bases 1 ⊗ B e 1∗ ⊗ B∗ por {aj} e

{a∗j}, respectivamente.

Proposição A.0.13. 1⊗B e 1∗⊗B∗ são bases de V e V∗, respectivamente, tais que a∗j(ak) = δik.

� Por construção 1 ⊗ B gera V . Afirmo que B é linearmente independente pois, 0 =∑
j zjaj =

∑
j zj(1⊗ ej) =

∑
j(bj + icj)(1⊗ ej) = 1⊗

∑
j bjej + i⊗

∑
j cjej, o que implica que∑

j bjej =
∑

j cjej = 0. Logo, bj = cj = 0 e zj = 0 para 1 ≤ j ≤ k. O isomorfismo V 7→ V∗

garante que B∗ é base de V∗. Por fim, tem-se que a∗j(ak) = (1∗⊗R e∗j)(1⊗R ek) = 1∗(1)e∗j(ek) =

δik. �

Como o produto tensorial real ⊗kj=1Vj é um espaço vetorial real, então sua complexificação

será o espaço vetorial complexo C ⊗R (
⊗k

j=1 Vj)
∼= C ⊗R V1 ⊗R · · · ⊗R Vk, pelo isomorfismo

anteriormente citado. Contudo, pode-se se mostrar que essa complexificação é isomorfa ao

produto tensorial sobre os complexos
⊗k

j=1 V , a qual se denota por Vk⊗.

Exemplo A.0.14. Sejam V um n-espaço vetorial real e B = {ej}nj=1 uma base ortonormal.

Supondo que V seja a complexificação de V , então pela Proposição A.0.13 se tem que 1⊗B∗ é

uma base de V∗. Com isso, dado T ∈ V∗ ⊗ V∗ é posśıvel escrever T =
∑n

i,j=1 T
ija∗i ⊗ a∗j , onde
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T ij ∈ C. Dados v, u ∈ V tais que v = x⊗R α e u = y ⊗R β, tem-se

T (v, u) =
n∑

i,j=1

T ija∗i ⊗ a∗j(v, u)

=
n∑

i,j=1

T ija∗i (v)a∗j(u)

=
n∑

i,j=1

T ij(1∗ ⊗R e∗i )(x⊗R α)(1∗ ⊗R e∗j)(y ⊗R β)

=
n∑

i,j=1

T ij1∗(x)e∗i (α)1∗(y)e∗i (β)

=
n∑

i,j=1

xyT ijαiβj,

onde αj e βj são as j-ésimas coordenadas de α, β ∈ V .

Para estudar algumas caracteŕısticas dos auto-espaços do grupo simplético é preciso decom-

por esse espaço vetorial em soma direta de determinados auto-espaços. Tal composição será

garantida pelo Teorema B.0.38, que depende de um espaço vetorial complexo como hipótese.

Como consequência desse fato, é necessário um espaço vetorial simplético complexo e que seja

gerado a partir de um dado espaço vetorial simplético.

Nessa seção, viu-se que uma das construções da complexificação de V é o espaço vetorial

complexo V . Dado (V, ω) um 2n-espaço vetorial simplético real, tem-se que ω ∈ V ∗⊗V ∗. Sejam

B = {ej}2n
j=1 uma base de V e ωij = ω(ei, ej) as componentes da forma simplética nessa base.

Dessa definição, tem-se que ωij = −ωji.
Utilizando as notações da Proposição A.0.13, defina Ω =

∑
i,j ω

ija∗i ⊗a∗j ∈ V∗⊗V∗. Tem-se

que

Proposição A.0.15. (V ,Ω) é um 2n-espaço vetorial simplético sobre C.

� Pelo Teorema A.0.10, tem-se que V é um 2n-espaço vetorial complexo. Por construção Ω

é uma aplicação C-bilinear. Como ωij = −ωji, tem-se que Ω é anti-simétrica. Além disso, Ω

é não degenerada. De fato, tomando v, u ∈ V tal que v = x ⊗R α e u = y ⊗R β tem-se, pelo

Exemplo A.0.14, que

Ω(v, u) =
2n∑
i,j=1

ωija∗i ⊗ a∗j(v, u)

=
2n∑
i,j=1

xyωijαiβj

= xy

2n∑
i,j=1

ω(αiei, αjej)

= xyω(α, β).
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Como ω é não-degenerada, então Ω é não-degenerada. Portanto, (V ,Ω) é um 2n-espaço vetorial

simplético sobre C. �

Observação A.0.16. Note que V0 = {1 ⊗R v ∈ V} é um subespaço vetorial de V isomorfo a

R2n. Além disso, Ω|V0 = ω e Ω é uma extensão cont́ınua de ω.

Proposição A.0.17. A complexificação Ω de ω pode ser decomposta em Ω = g+ ik, onde g, k

são ambas formas simpléticas definidas em V Além disso, g(v, u) = Re(Ω(v, u)) e k(v, u) =

Im (Ω(v, u)) para todo v, u ∈ V.

� O Teorema 3.3.9 garante que V possui uma base simplética B. Pela Observação 3.3.11

tem-se que a representação matricial de Ω nessa base simplética é J0. Suponha que V, U ∈
M2n×2n(C) sejam as representações matriciais de v, u ∈ V nessa base. Então pode-se escrever

Ω(v, u) = V ∗J∗0U

= (V1 + iV2)∗J∗0 (U1 + iU2)

= V t
1J

t
0U1︸ ︷︷ ︸

ω(v1,u1)

−V t
2J

t
0U2 + i(V t

1J
t
0U2︸ ︷︷ ︸

ω(v1,u2)

−V t
2J

t
0U1)

= ω(v1, u1)− ω(v2, u2)︸ ︷︷ ︸
g(v,u)

+i(ω(v1, u2)− ω(v2, u1)︸ ︷︷ ︸
k(v,u)

)

= g(v, u) + ik(v, u),

onde foi feito vj, uj ∈ V e Vj, Uj sendo a representação matricial de cada um deles para j ∈
{1, 2}. Tem-se que g, k : V × V → R são aplicações C-bilineares e anti-simétricas pois são

combinações lineares de aplicações C-bilineares anti-simétricas. Pelo mesmo argumento, g, k

são não-degeneradas. Como a decomposição Ω(v, u) = Re(Ω(v, u)) + i Im (Ω(v, u)) é única,

então g(v, u) = Re(Ω(v, u)) e k(v, u) = Im (Ω(v, u)). �

Corolário A.0.18. Para todo v, u ∈ V tem-se que Ω(v̄, u) = −Ω(ū, v).

� Analogamente à demonstração da proposição anterior

Ω(v̄, u) = (V1 − iV2)∗J∗0 (U1 + iU2)

= V t
1J

t
0U1 + V t

2J
t
0U2 + i(V t

1J
t
0U2 − V t

2J
t
0U1)

= Re(Ω(v̄, u)) + i Im (Ω(v̄, u))

e
Ω(v, ū) = (V1 + iV2)∗J∗0 (U1 − iU2)

= V t
1J

t
0U1 + V t

2J
t
0U2 − i(V t

1J
t
0U2 − V t

2J
t
0U1)

= Re(Ω(v̄, u))− i Im (Ω(v̄, u))

= Ω(v̄, u).

Portanto, Ω(v̄, u) = −Ω(ū, v). �
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Proposição A.0.19. Seja B = {e, f} uma base simplética de V. Então B = {e, f} é uma base

simplética de V.

� Tem-se que a aplicação de conjugação V 3 z⊗v 7→ z⊗v ∈ V é um isomorfismo. Logo, leva

base em base. Como B é uma base simplética, tem-se Ω(ei, ej) = Ω(fi, fj) = 0 e Ω(ei, fj) = δij.

Com isso, fazendo ei = zi ⊗R vi, e pela Proposição A se tem Ω(ei, ej) = zizjω(vi, vj) =

zizjω(vi, vj) = Ω(ei, ej) = 0. Com argumento análogo pode-se ver que Ω(ei, ej) = 0 e

Ω(ei, ej) = δij. Logo, B é uma base simplética. �

Um operador linear T : V → V pode ser escrito como T = λ ⊗R A, tal que T (v) =

λ⊗R A(z ⊗R α) = λz ⊗R Aα, onde λ ∈ C e A é um operador linear A : V → V . Com isso, T

está bem definido.

Definição A.0.20. (Transformação simplética) Seja (V ,Ω) um 2n-espaço vetorial simplético

sobre C. Um operador linear T : V → V é uma transformação simplética se

Ω(Tu, Tv) = Ω(u, v)

para todo u, v ∈ V.

Suponha que T = 1 ⊗R A para algum operador linear A : V → V . Como T é uma

transformação simplética, então A é uma transformação simplética. De fato, tomando u =

x⊗R α e v = y ⊗R β em V tem-se que Tu = x⊗R Aα e Tv = y ⊗R Aβ

Ω(Tv, Tu) =
2n∑
i,j=1

ωija∗i ⊗ a∗j(Tv, Tu)

=
2n∑
i,j=1

ωija∗i ⊗ a∗j(x⊗R Aα, y ⊗R Aβ)

=
2n∑
i,j=1

xyωije∗i (Au)e∗j(Av)

= xyω(Aα,Aβ).

Tem-se que Ω(Tu, Tv) = Ω(u, v) o que implica que xyω(Aα,Aβ) = xyω(α, β). Como α, β ∈ V
são arbitrários, então A é uma transformação simplética. A rećıproca é imediata.

Adotando a notação da convencionada na Seção 3.3, pode-se enunciar o seguinte resultado:

Proposição A.0.21. Seja {e, f} uma base simplética de V. Então para um dado v = v(1)e +

v(2)f ∈ V tem-se que Ω(v, v) = i2 Im (〈v(1), v(2)〉) ∈ iR.

� Seja {e, f} uma base simplética de V . Tomando v = v(1)e + v(2)f, tem-se

Ω(v, v) = 〈v(1), v(2)〉 − 〈v(2), v(1)〉

= 〈v(1), v(2)〉 − 〈v(2), v(1)〉

= 〈v(1), v(2)〉 − 〈v(1), v(2)〉

= i2 Im (〈v(1), v(2)〉) ∈ iR,

onde foi usada a notação da Seção 3.3. �
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Definição A.0.22. (Grupo simplético complexo) O grupo simplético complexo Sp(V) ⊂ GL(2n,C)

de V é o conjunto das matrizes associadas as transformações simpléticas definidas em V.
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Apêndice B

Preliminares de Álgebra

Nesse apêncide serão apresentados alguns resultados preliminares necessários para o es-

tudo da topologia de Sp(R2n) e do conjunto das estruturas complexas J (V, ω). As principais

referências para o conteúdo aqui desenvolvidos são [17] e [19].

Sejam V um n-espaço vetorial real, B = {ej}nj=1 uma base ordenada e f : V × V → R uma

aplicação bilinear. Definindo A como a matriz de f na base B, isto é, Aij = f(ei, ej), pode-se

mostrar que f é positiva-definida se, e somente se, a função gA : Mn×1(R) ×Mn×1(R) → R,

definida por gA(U, V ) = U tAV , é positiva-definida.

Definição B.0.23. (k-subdeterminante) O k-subdeterminante de A ∈Mn×n(R) é

detk(A) = det


A11 . . . A1k

...
. . .

...

Ak1 . . . Akk

 , 1 ≤ k ≤ n.

Teorema B.0.24. Sejam V um n-espaço vetorial real, f : V × V → R uma aplicação bilinear

e A a matriz de f na base ordenada B. Então f é positiva-definida se, e somente se, A = At

e detk(A) > 0 para 1 ≤ k ≤ n.

Observação B.0.25. Do teorema anterior pode-se afirmar que, se A é diagonalizável, todos

os seus auto-valores são positivos.

Note a relação f(u, v) =
∑

i,j uivjf(ei, ej) =
∑

i,j uivjAij = U tAV = gA(U, V ), onde U, V

são as representações matriciais de u e v, respectivamente. Assim, tem-se a seguinte definição.

Definição B.0.26. (Matriz positiva-definida) Se uma matriz A ∈Mn×n(R) é tal que gA(U, V ) ≥
0 para todos U, V ∈ Mn×1, então diz-se que A é positiva-definida. O conjunto de todas as ma-

trizes em Mn×n(R) positivas-definidas é denotado por Sym+(n) .

Supondo que σ(A) seja o espectro de A, então Eλ é o auto-espaço de A associado a λ ∈ σ(A).

Definição B.0.27. (Potênciação de matriz) Sejam V um n-espaço vetorial real, A : V → V um

operador linear diagonalizável. Dado α ∈ R o operador linear Aα : V → V é o operador definido

por Aα = B−1diag{λα1 , . . . , λα2n}B, onde B é a matriz tal que A = B−1diag{λ1, . . . , λ2n}B.
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Observação B.0.28. Note que, para um dado v ∈ Eλ, tem-se Aαv = λαv, logo v ∈ Eλα.

Portanto, Eλ ⊂ Eλα.

Observação B.0.29. Denotando D = diag{λα1 , . . . , λα2n}, tem-se da definição que

(Aα)t = BtDt(B−1)t = BtD(Bt)−1 = (At)α.

Definição B.0.30. (Matriz ortogonal) O conjunto O(n) = {A ∈ GL(n,R) : AAt = Id} é

denominado conjunto das matrizes ortogonais.

Observação B.0.31. O conjunto das matrizes ortogonais forma um grupo com a operação de

multiplicação de matrizes.

Uma matriz A ∈Mn×n(R) é uma matriz normal se AtA = AAt. O resultado seguinte é uma

caracterização dessas matrizes utilizando matrizes ortogonais e matrizes positivas definidas.

Sua demonstração pode ser encontrada em [19].

Lema B.0.32. (Caracterização matriz normal) Seja A ∈Mn×n(R) uma matriz normal. Então

existem uma matriz diagonal D ∈ Mn×n(R) positiva-definida e uma matriz O ∈ O(n) tais que

A = ODOt. Nesse caso, seus auto-valores são positivos.

Observação B.0.33. No caso de uma matriz complexa A ∈ Mn×n(C) tem-se a decomposição

A = U∗DU , onde U ∈ U(n).

Lema B.0.34. (Ráız de matriz normal) Sejam V um n-espaço vetorial e A ∈ Mn×n(R) uma

matriz normal, então existe uma única P ∈ Sym+(n) tal que A = P 2.

� Como A é normal, então pelo Lema B.0.32 pode-se escrever A = ODOt, onde D = (Dii)

é uma matriz diagonal com entradas positivas e O ∈ O(n). Logo se pode definir C ∈ GL(n,R)

como sendo C = (
√
Dii), o que implica em C2 = D. Definindo P = OCOt se tem P 2 =

OCOtOCOt = OC2Ot = ODOt = A. Tem-se que P t = (OCOt)t = OCOt = P , pois C é

diagonal. Além disso, P é semelhante a uma matriz diagonal, então pelo Teorema B.0.24 se

tem que P ∈ Sym+(n). A unicidade vem do fato de que C2 = D é única, logo P é única. �

Observação B.0.35. A matriz do Lema B.0.34 é chamada ráız de A e é denotada por P =
√
A.

O seguinte teorema é de grande importância pois é fundamental na caracterização do grupo

simplético e investigação de sua topologia. Um caso mais geral que pode ser encontrado em

[19].

Teorema B.0.36. (Decomposição polar) Se (V, 〈, 〉) é um n-espaço vetorial real com um produto

interno positivo-definido e A ∈ GL(n,R), então pode-se escrever A = PO onde P ∈ Sym+(n)

e O ∈ O(n). Além disso, essa decomposição é única.
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� Por construção tem-se que AAt é normal. Então pelo Lema B.0.34 existe uma única

P ∈ Sym+(n) tal que P 2 = AAt, isto é, P =
√
AAt. Como P é invert́ıvel, pode-se definir O =

P−1A. Veja que OOt = P−1AAt(P−1)t = P−1AAt(P t)−1 = P−1AAtP−1 = P−1P 2P−1 = Id,

logo O ∈ O(n). Pela unicidade de P tem-se que O = P−1A é única. Portanto A = PO, onde

P ∈ Sym+(n) e O ∈ O(n) são únicas. �

Corolário B.0.37. (Decomposição polar anti-simétrica) Considere as hipóteses no Teorema

B.0.36 e tome A ∈ GL(n,R) uma matriz anti-simétrica. Então A = PO, onde P ∈ Sym+(n),

O ∈ O(n) com O2 = −Id e Ot = −O.

� Tem-se que AAt é uma matriz normal, logo pelo Lema B.0.32 é diagonalizável e é posśıvel

escrever AAt = B−1diag{λ1, . . . , λn}B. Logo tem-se

(AAt)1/2 = B−1diag{λ1/2
1 , . . . , λ1/2

n }B.

Portanto, P = (AAt)1/2 é positiva-definida, logo P = P t. Sejam DP e DA as matrizes di-

agonais semelhantes a P e A, respectivamente. Afirmo que PA = AP . De fato, PA =

B−1DPBB
−1DAB = B−1DADPB = B−1DABB

−1DPB = AP . Definindo O = P−1A tem-se

OOt = P−1A(P−1A)t = P−1AAt(P t)−1 = P−1AAtP−1 = P−1P 2P−1 = Id, portanto O ∈ O(n).

Além disso, O2 = P−1AP−1A = P−2A2 = (AAt)−1A2 = −Id, onde foram usados a anti-simetria

e o fato de que P−1 comuta com A. Pelo Teorema B.0.36 a decomposição A = PO é única. �

Seja T : V → V um operador linear e V um n-espaço vetorial sobre os complexos. Suponha

que A ∈ Mn×n(C) seja sua representação matricial. Mesmo que A seja invert́ıvel, isso não

garante que T seja diagnalizável. Contudo, sob algumas hipósteses, pode-se escrever A de um

modo que se assemelha a uma matriz diagonal, e com isso, decompõe-se V como soma direta

de subespaços vetoriais construidos a partir de T . Essa construção é chamada forma canônica

de Jordan e será utilizada na análise dos auto-valores do grupo simplético.

Teorema B.0.38. (Teorema Espectral) Sejam T : V → V um operador linear e V um n-espaço

vetorial complexo. Suponha que o polinômio caracteŕıstico de T seja

pT (λ) = (λ− λ1)n1 . . . (λ− λk)nk

em que λj ∈ σ(T ) sejam todos distintos. Então existem subespaços Vj ⊂ V com 1 ≤ j ≤ k

invariantes por T tais que

V = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek.

Além disso, dim(Ej) = nj, o polinômio de T |Ej é mj(λ) = (λ − λj)mj e Ej = ker(T − λj)mj ,
em que 1 ≤ mj ≤ nj é a ordem da matriz que representa T |Ej .

Definição B.0.39. (Auto-espaços generalizados) Sejam A como no teorema anterior e λ ∈
σ(A). O λ-auto-espaço generalizado de A é o conjunto Eλ =

⋃
r∈N ker(A− λ)r.
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APÊNDICE B. PRELIMINARES DE ÁLGEBRA
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Apêndice C

Fibrados Vetoriais

Mais detalhes sobre fibrados vetoriais podem ser encontrados em [20], [30] e [38].

Definição C.0.40. Um n-fibrado vetorial diferenciável η sobre um espaço topológico B é uma

qúıntupla η = (E,B, π, F,G) formada por:

1. uma variedade diferenciável E chamada espaço total,

2. uma variedade diferenciável B chamada espaço base,

3. um n-espaço vetorial F chamado fibra.

4. uma aplicação sobrejetora π : E → B chamada projeção. A pré-imagem π−1(b) = Fb ∼= F

chamada fibra em b ∈ B,

5. um grupo de Lie G, chamado grupo de estrutura, o qual age à esquerda em F ,

6. em que existe uma cobertura por abertos {Ui}i∈I de B e uma famı́lia de difeomorfismos

φi : Ui × F → π−1(Ui) tal que (π ◦ φi)(b, f) = b. A aplicação φi é chamada trivialização

local,

7. a aplicação φi,b : F → Fb definida tal que φi,b(f) = φi(b, f) é um difeomorfismo. Na

intersecção Ui ∩ Uj 6= ∅ é exigido que tij(b) = φ−1
i,b ◦ φj,b : F → F é um elemento de

G. Então φi e φj estão relacionados pela aplicação suave tij : Ui ∩ Uj → G tal que

φj(b, f) = φi(b, tij(b)f). As aplicações tij são chamadas funções de transição.

Um n-fibrado vetorial diferenciável η é um fibrado trivial quando todas as funções de

transição coincidem com a aplicação identidade. Nesse caso o espaço total E é homeomorfo a

B × F .

Exemplo C.0.41. Seja η = (E, S1, π,R, G) um 1-fibrado vetorial com as fibras sendo a reta R e

G o grupos das transformações lineares em R que preservam sua orientação. Sejam U1 = (0, 2π)
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e U2 = (−π, π) uma cobertura de S1. Então U1 ∩ U2 = (0, π) ∪ (π, 2π). As trivializações locais

são

φ−1
1 (b) = (θ, t), φ−1

2 (b) = (θ, t)

para θ ∈ U1∩U2 e t ∈ R. A função de transição t12(θ) = θ. Portanto t12 = Id e η é um fibrado

trivial.

Daqui em diante o grupo de estrutura será G = GL(n,R) e um n-fibrado vetorial será

denotado por η = (E,B, π).

Exemplo C.0.42. (1-Fibrado vetorial) Sejam E = S1 × R, B = S1, Fb = R para qualquer

b ∈ S1 ⊂ R2 e π : S1 × R → S1 tal que π(b, e) = b ∈ S1. Então η = (S1 × R, S1, π)

é um fibrado vetorial. Além disso, η é um fibrado vetorial trivial pois, tomando os abertos

S+ = S1\{(0, 1)} e S− = S1\{(0,−1)}, tem-se as projeções π−1(S±) = S± × R ⊂ E, e com

isso, (S+ × R) ∪ (S− × R) = (S+ ∪ S−)× R = S1 × R = E.

Exemplo C.0.43. (Fibrado tangente) Sejam M uma variedade suave n-dimensional. Defi-

nindo B = M , dado q ∈ M se tem as fibras Fq = TqM e o espaço total é TM = {(q, v) :

q ∈ M, v ∈ TqM}. A tripla η = (TM,M, π), denominada fibrado tangente de M , é localmente

trivial, portanto é um fibrado vetorial.

Os fibrados tangentes η serão denotados por TM .

Seja TM um n-fibrado tangente de uma n-variedade diferenciável M . Uma seção de TM é

uma aplicação suave s : M → TM tal que π ◦ s = Id.

Os campos vetoriais definidos em M podem ser vistos como seções do fibrado tangente TM

do seguinte modo: tome X ∈ X(M) e defina sX a seção do fibrado tangente por sX(b) =

(b,X(b)).

Definição C.0.44. (Pullback de fibrado) Sejam B,B′ dois espaços topológicos, η = (E ′, B′, π′)

um n-fibrado vetorial e f : B → B′ uma aplicação cont́ınua. Defina E ⊆ B × E ′ como sendo

o conjunto {(b, e) : b ∈ B, e ∈ π′−1(f(b))}. Além disso, defina o mapa de projeção π : E → B

tal que π(b, e) = b. O pullback de η por f é a tripla f ∗η = (E,B, π).

Observação C.0.45. Seja γ : R → M um caminho cont́ınuo na variedade M . Então o

pullback γ∗TM é o conjunto {(γ(t), X(γ(t))) : X ∈ X(M) e t ∈ R}. Note que, γ∗TM é um

2n-fibrado vetorial cujas fibras são Tγ(t)M para cada t ∈ R e o espaço base é γ(R) ⊂ M . De

fato, se π : γ∗TM → γ(R) e o mapa de projeção desse fibrado, então π(γ(t), Y (γ(t))) = γ(t)

e π−1(γ(t)) = Tγ(t)M para todo t ∈ R. Com isso, toda seção sX : γ(R) → γ∗TM dada por

sX(γ(t)) = (γ(t), X(γ(t))), pode ser vista como a restrição de alguma seção sX′ : M → TM ao

subconjunto γ(R) ⊂M , isto é, sX = sX′ |γ. Logo, X = X ′|γ.

Lema C.0.46. (Composição de pullbacks) Sejam η = (E,C, π) um n-fibrado vetorial, A,B,C

espaços topológicos, f : A→ B e g : B → C funções cont́ınuas. Então (g ◦ f)∗η = f ∗(g∗η).
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� Como g ◦ f : A → C é cont́ınua, logo (g ◦ f)∗η = (Eg◦f , A, πg◦f ) é um n-fibrado vetorial

onde as fibras são dadas por F(g◦f)(a) = π−1((g◦f)(a)). Tem-se que g∗η = (Eg, B, πg), f
∗(g∗η) =

(Ef , A, πf ), e suas fibras são dadas por Fg(b) = π−1(g(b)), sendo que b = f(a), logo Fg(f(a)) =

π−1((g ◦ f)(a)), que é uma fibra de (g ◦ f)∗η. Como o espaço base, as fibras e as projeções de

(g ◦ f)∗η e f ∗(g∗η) coincidem, então f ∗(g∗η) = (g ◦ f)∗η. �

Lema C.0.47. (Pullback trivial) Se η = (E,B, π) é um n-fibrado vetorial trivial, A um espaço

topológico e f : A→ B uma função cont́ınua, então f ∗η é trivial.

Os seguintes resultados dão uma relação entre os fibrados vetoriais obtidos pelo pullback de

aplicações homotópicas e podem ser encontrados em [30] e [38].

Sejam η′ = (E ′, B′, π′), η = (E,B, π) dois fibrados vetoriais. Uma aplicação suave f : E ′ →
E é chamada mapa de fibrados se f é uma sobrejeção de cada fibra F ′p de η′ em cada fibra Fq

de η. Então f induz uma aplicação suave f : B′ → B tal que f(p) = q. Com isso, tem-se a

comutatividade π ◦ f = f ◦ π′, ilustrada no diagrama a seguir.

E ′

π′

��

f
// E

π
��

B′
f
// B

Sejam η′ e η dois fibrados vetoriais sobre o mesmo espaço base B. Então η′ e η são ditos

fibrados vetoriais equivalentes se a aplicação induzida pelo mapa de fibrados f é a identidade,

isto é, f = IdB.

Teorema C.0.48. Sejam A,B dois espaços topológicos, η = (E,B, π) um n-fibrado vetorial e

f, g : A→ B duas aplicações homotópicas. Então f ∗η e g∗η são fibrados vetoriais equivalentes

sobre A.

Corolário C.0.49. Sejam η um n-fibrado vetorial sobre um espaço base contrátil. Então η é

trivial.

� Sejam B um compacto contrátil, η = (E,B, p) um n-fibrado vetorial e {∗} ⊂ B um

conjunto unitário. Como B é contrátil, então existem f : B → {∗} e g : {∗} → B tais que

f ◦ g = Id{∗} e g ◦ f ' IdB. Pela definição tem-se que g∗η = (E ′, {∗}, p′) é um n-fibrado

trivial e pelo Teorema C.0.48 tem-se (g ◦ f)∗η é equivalente a Id∗Bη = η. Pelo Lema C.0.46

(g ◦ f)∗η = f ∗(g∗η) é trivial pois g∗η é trivial pelo Lema C.0.47, logo η é equivalente a f ∗(g∗η)

e η é trivial. �

Corolário C.0.50. Se η é um n-fibrado vetorial sobre Dn = {x ∈ Rn : ||x|| ≤ 1}, então η é

trivial.
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Apêndice D

Variedades Riemannianas

Essa seção contém algumas definições e resultados em geometria Riemanniana que serão

utilizados em diferentes pontos do trabalho. Uma explanação detalhada pode ser encontrada

em [12].

Definição D.0.51. (Variedade Riemanniana) Seja M uma n-variedade diferenciável. Uma

métrica Riemanniana é uma 2-forma simétrica g ∈ Ω2(M) tal que gp : TpM × TpM → R é

um produto interno positivo-definido para todo p ∈ M . O par (M, g) é chamado n-variedade

Riemanniana.

O conceito de conexão afim está intimamente relacionado com a forma de comparar um

campo vetorial Y avaliado em pontos distintos da variedade M . Uma dessas estratégias é se

comparar o campo Y ao longo de um dado caminho γ : [0, 1] → M . Esse procedimento é

chamado transporte paralelo de Y ao longo de γ, e uma boa discussão pode ser encontrada em

[30]. Uma generalização dessa definição é a análise do comportamento do campo Y na direção

de um outro campo vetorial Y , chamada conexão afim, denotada por∇XY . Além disso, pode-se

mostrar que a conexão afim é uma generalização do conceito de diferenciação usual.

Seja X(M) o conjunto dos campos suaves definidos na variedade M . Esse conjunto pode

ser visto como um módulo sobre o sobre o anel C∞(M,R).

Definição D.0.52. (Conexão afim) Uma conexão afim ∇ definida em uma n-variedade di-

ferenciável é uma aplicação ∇ : X(M) × X(M) → X(M), (X, Y ) 7→ ∇XY , tal que, dadas

f, h ∈ C∞(M,R) e X, Y, Z ∈ X(M) satisfaz as seguintes propriedades:

1. ∇fX+hYZ = f∇XZ + h∇YZ

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

3. ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY .

Observação D.0.53. Sejam (U, φ) uma carta local em p ∈ M , onde (x1(q), . . . , xn(q)) é a

parametrização local, e {∂1, . . . , ∂n} referencial ortonormal local, onde ∂j = ∂/∂xj. Os śımbolos
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de Christoffel Γkij são definidos por

∇∂i∂j =
n∑
k=1

Γkij∂k.

Pode-se mostrar que, dados X =
∑
Xj∂j, Y =

∑
Yj∂j ∈ X(M), tem-se que

∇XY =
n∑
k=1

( n∑
i,j=1

X(Yk) +XiYjΓ
k
ij

)
∂k

=
n∑
k=1

( n∑
i,j=1

Xi(∂i(Yk) + YjΓ
k
ij)
)
∂k

=
n∑
k=1

(∇XY )k∂k.

Com isso, tomando X = ∂i, o operador linear ∇∂i : X(M)→ X(M), dado por

∇∂iY =
n∑

k,j=1

(∂i(Yk) + YjΓ
k
ij)∂k,

generaliza o conceito de derivada direcional em espaços euclidianos. De fato, supondo M = Rn,

pode-se mostrar que os śımbolos Γkij são funções suaves e Γkij(p) = 0 para todo p ∈ Rn (veja em

[12]). Portanto,

∇∂iY =
n∑
k=1

∂i(Yk)∂k.

Sejam um γ : I ⊂ R → M caminho suave definido no intervalo I e v = dγ
dt

seu campo

de velocidades. Um campo X ∈ X(M) é dito paralelamente transportado ao longo de γ se

∇vX = 0. Além disso, o caminho γ é chamado geodésica em t0 ∈ R se o seu campo de

velocidades é paralelamente transportado ao logo dele mesmo no ponto t = t0, isto é, ∇vv = 0.

Se γ é uma geodésica em todo t ∈ I, então diz-se que γ é uma geodésica. Pode-se mostrar

que se γ é uma geodésica, então ||v(t)|| =
√
gγ(t)(v(t), v(t)) é constante. Mais detalhes sobre

podem ser encontrados em [12] e [30].

O comprimento de arco de um caminho suave γ : [0, 1]→M é definido por

L(γ) =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣dγ
dt

(t)
∣∣∣∣∣∣dt.

Se o caminho γ é uma geodésica, então L(γ) = ||v||.
A seguinte proposição é necessária para a definição da aplicação exponencial que será apre-

sentada a seguir e pode ser encontrada em [12].

Proposição D.0.54. Dado p ∈M , existem uma vizinhança V de p em M , um número ε > 0,

U = {(q, v) ∈ TM : q ∈ V, v ∈ TqM e ||v|| < ε} e uma aplicação suave γ : (−2, 2) × U → M

tal que t 7→ γ(t, q, v), é a única geodésica de M onde γ(0, q, v) = q, v = d
dt
γ(0, q, v) para todo

q ∈ V e todo v ∈ TqM com ||v|| < ε.
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Definição D.0.55. (Aplicação exponencial) Seja U um aberto do fibrado tangente TM , con-

forme a Proposição D.0.54. A aplicação exp : U →M definida por

exp(p, v) = γ(1, p, v) = γ
(
||v||, p, v/||v||

)
é chamada aplicação exponencial em U .

Fixado um ponto p ∈ M , defina expp : TpM → M por expp(v) = exp(p, v). Com isso,

expp(v) é o ponto de M que é conectado a p por uma geodésica com comprimento de arco igual

a ||v|| e tem a direção de v. Além disso, tem-se que

d expp
dt

(tv)|t=0 =
dγ

dt
(1, p, tv)|t=0 =

dγ

dt
(t, p, v)|t=0 = v.

A proposição a seguir, que pode ser encontrada em [12], tem sua importância na demons-

tração de outros resultados do texto.

Proposição D.0.56. (Difeomorfismo exponencial) Seja expp : TpM → M a aplicação expo-

nencial. Então existe uma bola aberta Bε(0) ⊂ TpM de raio ε > 0 e centro em 0 ∈ TpM tal que

a restrição expp |Bε(0) : Bε(0)→ W ⊂M é um difeomorfismo sobre algum aberto W ⊂M .

Definição D.0.57. (Campo gradiente e a Hessiana) Sejam M uma n-variedade diferenciável

Riemanniana e f ∈ C∞(M,R). Então o gradiente de f é definido como sendo o campo vetorial

∇f ∈ X(M) tal que Dpf(v) = gp(∇f(p), v) para todo p ∈ M e todo v ∈ TpM . A Hessiana de

f em p é a aplicação bilinear Hp(f) : TpM × TpM → R dada pelo diferencial do gradiente de

f , isto é, Hp(f) = Dp∇f .

Definição D.0.58. (Mergulho de variedades) Sejam M,N m,n-variedades diferenciáveis, res-

pectivamente. Uma aplicação diferenciável ψ : M → N é uma imersão se Dψp : TpM → Tψ(p)N

é injetora para todo p ∈M . Diz-se que ψ é um mergulho se for uma imersão e um homeomor-

fismo sobre ψ(M) ⊆ N , na topologia induzida por N .

O seguinte teorema permite tratar uma variedade diferenciável como um subconjunto de

algum espaço euclidiano de dimensão suficientemente grande. Sua demonstração pode ser

encontrada em [16].

Teorema D.0.59. (Mergulho de Whitney) Toda variedade n-dimensional pode ser mergulhada

em R2n+1.
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Apêndice E

Espaços de Sobolev

E.1 Distribuições

Muitos problemas de análise clássica tiveram suas origens na modelagem de sistemas f́ısicos,

tais como: a dinâmica de uma corda vibrante, a propagação do calor em um meio condutor,

a descrição de um oscilador com uma força externa, etc. Contudo, em alguns desses modelos

surgiram objetos matemáticos cuja definição não fora sistematizada. Por exemplo, sabe-se que

uma distribuição de carga elétrica é a fonte de um campo elétrico, sendo esse campo a solução

de uma das equações de Maxwell expressa por

∇.E(x) = ρ(x),

onde E : R3 → R3 é o campo elétrico, ∇.E é o divergente de E e ρ : R3 → R é a densidade

de carga, ambas aplicações de classe C∞. Sejam q : Bε(x0) ⊂ R3 → R a função carga elétrica

definida na bola fechada de raio ε > 0 centrada em x0 ∈ R3, tal que q|∂B = 0, onde ∂B é a

fronteira de B = Bε(x0). A função de distribuição da carga é definida por ρ(x) = q(x)/V (ε),

onde V (ε) =
∫
B
dx é o volume de B.

O problema surge em modelos f́ısicos em que se toma o limite lim
ε→0

V (ε) = 0, para descrever

uma densidade de carga pontual. Para modelar esse sistema foi introduzido o śımbolo δ que

satisfaz as seguintes propriedades:∫
R3

δ(x− x0) = 1 e f(x0) =

∫
R3

f(x)δ(x− x0)

para toda função não-nula em um compacto de R3. Com isso, pode-se escrever a densidade de

carga elétrica como

ρ(x) = lim
ε→0

q(x)

V (ε)
= q0δ(x− x0),

onde q0 =
∫
R3 q(x) é a carga total do sistema. Definida dessa forma, ρ é de fato uma densidade

de carga pois ∫
R3

ρ(x) =

∫
R3

q0δ(x− x0) = q0.

141



Distribuições

Portanto, tem-se o problema de EDP

∇.E(x) = q0δ(x− x0),

cujas soluções podem não existir no sentido usual, mas podem ser determinadas usando distri-

buições, como será mostrado a seguir.

Nesse apêndice serão apresentadas algumas definições com o objetivo principal de definir os

espaços de Sobolev.

Sejam f : Ω → R uma função e Ω ⊆ Rn um aberto. O suporte de f é o definido por

supp(f) = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}. O conjunto D(Ω) ⊂ Ck(Ω) das funções de classe Ck e com

suporte compacto em Ω é chamado de espaço de funções teste.

Observação E.1.1. É posśıvel mostrar que o espaço das funções de teste D(Ω) forma um

espaço vetorial real, veja [14].

Seja lp(Ω) o conjunto das funções Riemann integráveis em Ω tais que∫
Ω

|f(x)|p <∞.

Sejam f, g ∈ lp(Ω) e Ω(f, g) = {x ∈ Ω : f(x) 6= g(x)}. É dito que f ∼ g se Ω(f, g) possui

medida nula.

Definição E.1.2. (Espaços Lp(Ω)) O quociente Lp(Ω) = lp(Ω)/ ∼ é chamado espaço das

funções p-integráveis. O conjunto Lploc(Ω) = {f : Ω → R : f ∈ Lp(K),∀K ⊂ Ω compacto} é

chamado espaço das funções localmente p-integráveis.

É posśıvel mostrar que Lp(Ω) é um espaço vetorial real e, munido da norma

||f ||Lp =
(∫

Ω

|f(x)|p
)1/p

,

forma um espaço de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞, veja [7].

Observação E.1.3. No caso em que p = 2 tem-se que L2(Ω) é um espaço de Hilbert, o que está

demonstrado em [22], ou seja, é um espaço vetorial munido de um produto interno positivo-

definido e completo na métrica gerada por esse produto interno.

Dada f ∈ Ck(Ω), denote a j-ésima derivada parcial ∂f/∂xj por ∂jf . Um q-multi-́ındice é

uma q-tupla α = (α1, . . . , αq), onde αi ∈ N para 0 ≤ i ≤ q e seu comprimento é definido por

|α| =
∑

i αi. Sendo β um q-multi-́ındice, então α+β = (α1 +β1, . . . , αq+βq) e α ≤ β se αi ≤ βi

para todo 0 ≤ i ≤ q. O operador multi-diferencial é definido por

∂αf(x) =
∂|α|f

∂xα1
1 . . . ∂x

αq
q

(x),

onde |α| ≤ k.
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Definição E.1.4. (Espaço das distribuições) Seja Ω ⊆ Rn um aberto. O espaço das dis-

tribuições D′(Ω) é o espaço dual de D(Ω). Mais precisamente, é o conjunto dos funcionais

lineares f : D(Ω)→ R que são cont́ınuos no sentido de que, para todo compacto K ⊂ Ω existe

um inteiro p e uma constante C tal que, para todo φ ∈ D(Ω) com suporte em K, tem-se que

|f(φ)| ≤ C sup
x∈K,|α|≤p

|∂αφ(x)|.

Pode-se identificar uma função localmente integrável com um elemento de D′(Ω) do seguinte

modo: seja f ∈ Lploc(Ω) e tome funcional linear

gf (φ) =

∫
Ω

f(x)φ(x).

Sejam φ ∈ D(Ω) eK = supp(φ) ⊂ Ω. É imediata a cota superior |φ(x)| ≤ sup
x∈K,|α|≤0

|∂αφ(x)| =

sup
x∈K
|φ(x)|. Usando o fato que C =

∫
K
|f(x)| <∞, tem-se

|gf (φ)| =
∣∣∣ ∫

Ω

f(x)φ(x)
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫

K

f(x)φ(x)
∣∣∣

≤
∫
K

|f(x)||φ(x)|

≤ sup
x∈K,|α|≤p

|∂αφ(x)|
∫
K

|f(x)|

< C sup
x∈K,|α|≤p

|∂αφ(x)|.

Portanto, gf ∈ D′(Ω). Com isso, pode-se mostrar que a aplicação g : Lploc(Ω)→ D′(Ω) definida

por g(f)(φ) = gf (φ) é um operador linear injetor.

Denote a aplicação g : Lploc(Ω)→ D′(Ω) por g(f) = 〈f, .〉.

Definição E.1.5. Sejam gf ∈ D′(Ω) e α um k-multi-́ındice. A α-diferenciação de gf é definida

por

∂αgf (φ) = 〈∂αf, φ〉 = (−1)|α|〈f, ∂αφ〉

para todo φ ∈ D(Ω). Quando existir ∂αf ∈ Lploc(Ω) satisfazendo a equação anterior diz-se que

a derivada da distribuição existe no sentido fraco (ou sentido distribucional).

Definição E.1.6. (Delta de Dirac) A distribuição δ ∈ D′(Ω), chamada Delta de Dirac, é

definida por 〈δ, φ〉 = φ(0), para todo φ ∈ D(Ω).

Exemplo E.1.7. (Função de Heaviside) A função θ : R → R definida por

θ(x) =

{
1, x ≥ 0

0, x < 0
,
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é chamada função de Heaviside.

Note que ∂θ = δ ∈ D′(Ω). De fato, é imediato que θ é localmente integrável, logo θ ∈ D′(R).

Dado φ ∈ D(R) e definindo K = supp(φ), tem-se que

〈∂θ, φ〉 = −〈θ, ∂φ〉

= −
∫
R
θ(x)dφ(x)

= −
∫
K∩R+

dφ(x)

= −φ(x)
∣∣∣∞
0

= φ(0)

= 〈δ, φ〉,

onde foi usado o fato que, por ter o suporte compacto, então limx→∞ φ(x) = 0. Como φ ∈ D(R)

é arbitrária, então ∂θ = δ ∈ D′(R).

Observação E.1.8. O exemplo anterior permite sistematizar o problema f́ısico da densidade

puntual de carga escrevendo 〈∇.E, .〉 = 〈q0δ, .〉 ∈ D′(R3), onde a solução dos sistema é um

elemento E ∈ Lploc(R3;R3). As soluções de EDPs nesse contexto são chamadas soluções fracas.

E.2 Espaço de Sobolev W k,p

Definição E.2.1. (Espaço de Sobolev) Seja Ω ⊂ Rn um aberto e fixe k, p ∈ Z, onde 1 ≤ p ≤ ∞
e 0 ≤ k. O espaço de Sobolev W k,p(Ω) é o conjunto das funções f : Ω→ R tais que ∂αf existe

no sentido fraco e ∂αf ∈ Lp(Ω) para todos os multi-́ındices α com |α| ≤ k.

Quando existe g em Lp(Ω) satisfazendo a equação 〈f, ∂αφ〉 = (−1)|α|〈g, φ〉 para todo φ ∈
D(Ω) diz-se que g = ∂αf . Logo W k,p pode ser visto como um espaço de distribuições.

Definição E.2.2. (Espaços de aplicações p-integráveis) Seja Ω é um aberto de Rn. O espaço

de Lp(Ω;Rm) é o conjunto das aplicações

f : Ω ⊂ Rn → Rm

x 7→ (f1(x), . . . , fk(x))

tais que fj ∈ Lp(Ω) para 1 ≤ j ≤ k.

Definição E.2.3. (Espaço de Sobolev Generalizado) Seja Ω é um aberto de Rn. O espaço de

Sobolev W k,p(Ω;Rm) é o conjunto das aplicações

f : Ω ⊂ Rn → Rm

x 7→ (f1(x), . . . , fk(x))

tais que fj ∈ W 1,p(Ω) para 1 ≤ j ≤ k.
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A importante proposição a seguir está demonstrada em [7].

Proposição E.2.4. Os espaços Lp(Ω;Rm) e W k,p(Ω;Rm), munidos das normas

||f ||Lp =
(∫

Ω

m∑
j=1

|fj(x)|p
)1/p

,

e

||f ||Wk,p =
(∫

Ω

m∑
j=1

∑
|α|≤k

|∂αfj(x)|p
)1/p

,

respectivamente, são espaços de Banach.

Observação E.2.5. Da proposição anterior é imediato que ||f ||Lp ≤ ||f ||Wk,p.

Exemplo E.2.6. (O espaço W 1,p(B1(0))) Sejam B1(0) ⊂ Rn a bola aberta centrada na origem

e f : B1(0)→ R definida por f(x) = |x1|, onde x = (x1, . . . , xn). Afirmo que ∂0f, ∂1f existem

e são elementos de Lp(B1(0)). De fato, como f é cont́ınua e limitada na bola B1(0), então a

integral
∫
B1(0)

f(x) existe. Note que f(x) < 1 para todo x ∈ B1(0). Com isso,
∫
B1(0)

(f(x))p ≤∫
B1(0)

f(x) <∞ e

||f ||Lp =
(∫

B1(0)

|f(x)|p
)1/p

=
(∫

B1(0)

|x1|p
)1/p

<∞.

Portanto, f ∈ Lp(B1(0)). Como ∂0f = f , então ∂0f ∈ Lp(B1(0)). Defina g : B1(0) → R
por

g(x) =

{
±1, ±x1 > 0

0, x1 = 0
.

Como B1(0) é limitado e
∫
B1(0)
|g(x)|p ≤

∫
B1(0)

dx < ∞, então g ∈ Lp(B1(0)). Defina B± =

{x ∈ B1(0) : ±x1 > 0} e B0 = {x ∈ B1(0) : x1 = 0}. Dado φ ∈ D(B1(0)) tem-se que

〈g, φ〉 =

∫
B1(0)

g(x)φ(x)

=

∫
B+

g(x)φ(x) +

∫
B−

g(x)φ(x) +

∫
B0

g(x)φ(x)︸ ︷︷ ︸
=0

=

∫
B+

φ(x) +

∫
B−

(−1)φ(x)

=

∫
Ω+

( ∂

∂x1

(x1φ(x))− x1
∂φ(x)

∂x1

)
+

∫
Ω−

( ∂

∂x1

(−x1φ(x)) + x1
∂φ(x)

∂x1

)
=

∫
Ω+∪Ω−

∂

∂x1

(|x1|φ(x))−
∫

Ω+∪Ω−
|x1|

∂φ(x)

∂x1

= |x1|φ(x)
∣∣∣∞
0

+ |x1|φ(x)
∣∣∣0
−∞
−
∫

Ω

|x1|
∂φ(x)

∂x1

= −〈f, ∂

∂x1

φ〉,
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onde foi usado o fato que limx1→±∞ φ(x) = 0, pois supp(φ) ⊂ B1(0) é um compacto. Portanto,

g = ∂
∂x1
f ∈ D′(B1(0)) no sentido fraco e ∂

∂x1
f ∈ Lp(B1(0)). É imediato que ∂

∂xj
f ∈ Lp(B1(0))

para 2 ≤ j ≤ n pois todas elas são nulas. Com isso, ∂αf existe e é um elemento de Lp(B1(0))

para todo multi-́ındice α tal que |α| ≤ 1. Portanto f ∈ W 1,p(B1(0)).

No caso em que Ω ⊂ Rn e n = 1, tem-se W 1,p(Ω) ⊂ C0(Ω) para p ≥ 1. E no caso em

que n > 1 tem-se W 1,p(Ω) ⊂ C0(Ω) apenas para p > n. Contudo, o Teorema do Mergulho de

Sobolev (ou Teorema de Sobolev) garante que a inclusão em W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) é um operador

compacto, o que pode ser encontrado em [7].

Teorema E.2.7. (Mergulho de Sobolev) Sejam Ω ⊆ Rn e 1 ≤ p < n. Então W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)

é uma inclusão cont́ınua, onde 1/q = 1/p− 1/n. Além disso, se Ω for limitado com bordo ∂Ω

de classe C1, então a inclusão é um operador compacto para 1/q > 1/p− 1/n.

Observação E.2.8. O teorema implica que existe uma constate C > 0 tal que

para todo ξ ∈ W 1,p(Ω).

Os seguintes resultados podem ser encontrados em [4].

Teorema E.2.9. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado com fronteira de classe C1, k ∈ Z tal que

k ≥ 1 e 1 < p <∞. Então todas as inclusão a seguir são cont́ınuas:

1. Se p < n/k, então W k,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) com 1/q = 1/p− k/n.

2. Se p = n/k, então W k,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) para todo q ≥ p.

3. Se p > n/k, então W k,p(Ω) ⊂ L∞(Ω).

Teorema E.2.10. (Rellich-Kondrachov) Sejam Ω ⊆ Rn um aberto limitado e p < n. Então

existe uma constante C = C(p,Ω) > 0 tal que, para cada ξ : Ω→ Rn, tem-se

||ξ||Lq(Ω) ≤ C||ξ||W 1,p(Ω) para cada q ≤ n

n− p
.

Além disso, para q < np/(n−p), a inclusão W 1,p(Ω;Rm) ↪→ Lq(Ω;Rm) é um operador compacto.

E.3 Preliminares de Análise

Definição E.3.1. Sejam A,B espaços normados. Um operador linear T : A → B é um

operador linear limitado se existe uma constante C > 0 tal que

||Tξ|| ≤ C||ξ|| ∀ξ ∈ A.

Caso contrário, é dito que T é um operador não-limitado.
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Teorema E.3.2. (Teorema de Hahn-Banach) Seja f : B → R um funcional sublinear definido

no espaço vetorial B. Suponha que g : Z ⊂ B → R seja um funcional linear tal que g(x) ≤ f(x)

para todo x ∈ Z. Então g tem uma única extensão linear g′ : B → R tal que g′(x) ≤ f(x) para

todo x ∈ B e g = g′|Z.

Sejam E e F espaços de Banach e E∗ e F ∗ seus respectivos espaços duais. Suponha que

A : D(A) ⊂ E → F com o domı́nio D(A) denso em E. Defina o conjunto

D(A∗){f ∈ F ∗ : ∃ c ≥ 0 tal que |f(Au)| ≤ c||u|| ∀u ∈ D(A)}.

Pode-se mostrar que D(A∗) é um subespaço vetorial de F ∗.

Dado f ∈ D(A∗), considere a aplicação g : D(A) → R definida por g(u) = f(Au). Com

isso, |g(u)| ≤ c||u|| para todo u ∈ D(A). Pelo Teorema E.3.2 existe uma única aplicação linear

h ∈ E∗ tal que

|h(u)| ≤ c||u|| ∀u ∈ E e g = h|D(A).

O operador linear não-limitado A∗ : D(A∗) ⊂ F ∗ → E∗ definido por A∗f = f ′ é chamado

adjunto de A e satisfaz a relação

f(Au) = (A∗f)(u).

Teorema E.3.3. (Teorema da representação de Riesz) Seja f ∈ (Lp)∗(R×S1;Rm) um funcional

linear e 1 < p <∞. Então existe uma única aplicação Y ∈ Lq(R × S1;Rm) tal que

f(X) =

∫
R×S1

〈Y (s, t), X(s, t)〉,

para todo X ∈ Lp(R × S1;Rm), onde 〈., .〉 é o produto interno canônico de Rm.
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