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RESUMO

Estudamos trés modelos de rumores. No primeiro propomos um modelo ndo-markoviano
de rumores no grafo completo e exibimos uma lei dos grandes niimeros funcional e um
teorema central do limite funcional. O segundo modelo é uma generalizagdo do trabalho
de Rada et al. (2021), que cai em um problema de dimenséo infinita e mostramos uma
lei forte dos grandes nimeros a partir da releitura de um teorema para dimensao finita.
No terceiro, propomos uma generalizacdo do modelo de Daley-Kendall e obtemos uma
equacdo de Ito a partir do limite de uma familia de geradores infinitesimais de uma

sequéncia de Cadeias de Markov e estudamos as simetrias de Lie de tal equagao.

Palavras-chave: Modelos de Rumores, Nao-Markoviano, Simetrias, espacos de di-

mensao infinita
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ABSTRACT

We study three rumor models. First, we propose a non-Markovian rumor model on the
complete graph and exhibit a functional law of large numbers and a functional central
limit theorem. The second one is a generalization of Rada et al. (2021), which leads to
an infinite-dimensional problem. We show a strong law of large numbers by extending

a theorem originally for the finite-dimensional case. The third model is a sequence of

continuous-time Markov chains which is a generalization of the Daley-Kendall’s model.

For this model, we obtain an It6 equation from the limit of the infinitesimal generators

of the sequence of Markov Chains and investigate its random Lie-point symmetries.

Keywords: Rumor models, non-Markovian, symmetries, infinite-dimensional spaces
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INTRODUCAO

CONSIDERAQ@ES INICIAIS

A problematica sobre a disseminagdo de rumores surge naturalmente no contexto
das ciéncias sociais aplicadas, com ramificacdes em diversos temas como Politica,
Economia ou mesmo Satde Publica. No campo da Politica, os autores de [35] concluiram
empiricamente que rumores politicos podem afetar diretamente no processo eleitoral.
Em [15], investigam as caracteristicas préprias dos rumores financeiros em comparacdo
com rumores sobre outros assuntos. O excesso de informagdo e sua relacdo com a
pandemia de COVID-19 sdo estudados em [26]. Além disso, [29] analisa as implicac¢des
préticas do provérbio “compre os rumores, venda as noticias” na tomada de decisdes
tinanceiras. Assim, a necessidade de explorar a complexidade da propagacdo de

rumores torna-se 6bvia.

Inicialmente, rumores eram considerados em modelos epidemiolégicos, como o
chamado modelo SIR - um modelo que considera os individuos em uma populagao
como suscetiveis, infectados ou recuperados. Esses modelos fornecem boas analogias
para descrever a disseminac¢do de um rumor se entendermos rumores como infecgdes e
individuos disseminadores como individuos infectados, mas o ponto divergente nessa
andlise é que duas pessoas infectadas ndo afetam a infec¢do uma da outra enquanto
que dois individuos disseminadores deveriam afetar a disseminagdo alheia uma vez

que se encontrem [14].

Em 1964, Daley e Kendall [6] introduziram o que é comumente referido como o
modelo cldssico de propagac¢do de rumores - o0 modelo DK. Sua anélise pioneira e
a extensa literatura recente referenciando-o destacam sua importancia. O modelo
consiste em uma populacdo fechada homogeneamente misturada de n + 1 individuos
divididos em trés classes: ignorantes (desconhecem o rumor), disseminadores (propagam
ativamente o rumor) e contidos (sabem do rumor mas cessaram sua disseminag¢do apo6s

encontrar alguém que ja o ouviu). Denote o ntimero de ignorantes, disseminadores
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e reprimidores no tempo t por X"(t), Y"(t) e Z"(t), respectivamente, e assuma que
X"(t)+ Y™ (t)+ Z"(t) = n+1. Usualmente, assume-se X"(0) = n, Y*(0) =1 e Z"(0) = 0.
O processo (X"(t), Y"(t));>o forma uma Cadeia de Markov a Tempo Continuo (CTMC)

com transi¢des e taxas associadas especificadas por:

Transicao Taxa
(—-1,1) Xtyn
y" (1)

(0/ _2) ( 2 )
0,-1) Y'n+1-X"-Y").
Pode-se derivar um sistema de Equagdes Diferenciais Ordindrias que conduz ao limite
deterministico (em 1) de %(X”, Y") (Cap. 11, [9]):
x' = —xy

y = yx—1).

Vale notar que a propriedade Markoviana é preservada pelo sistema de EDOs, no

(2)

sentido que o passado ndo influencia a disseminagdo do rumor ao longo do tempo.

Algumas propostas foram feitas para modificar a dindmica do rumor preservando
as ideias essenciais de Daley e Kendall. Uma das mais consideradas na literatura é
a célebre proposta de Maki e Thompson de 1973 [19] - 0 modelo MT. Este modelo é
na verdade uma simplificagdo do anterior, pois suprime as duas transi¢des possiveis
de disseminador para contido do modelo DK em apenas uma. Maki e Thompson
propuseram um modelo estocastico que assintoticamente é muito préximo ao modelo
DK mas com menor complexidade, e é por isso que este modelo se tornou tdo popular
quanto o primeiro e ainda inspira novos modelos nos dias atuais.

Em 1987, Watson [34] investigou o tamanho do rumor, isto é, o nimero final de
individuos que ouvem o rumor, para o modelo DK e o modelo MT. Sua abordagem, ba-
seada em aproximacgdes deterministicas e estocdsticas, encontrou resultados assintéticos
para a distribuicdo desse tamanho e tornou possivel comparar ambos os modelos. No
mesmo sentido, Pearce (2000) [25] investigou as propor¢des do rumor via equagdes de
Kolmogorov para uma generalizagdo que compreende o modelo DK e o modelo MT
como casos particulares.

No caso deterministico, Thompson et al. em 2003 [32] propuseram um modelo que
modifica o sistema de EDOs (2) e supde a disseminagdo do rumor em dois grupos
diferentes de pessoas - ativas e passivas, embora ainda estejam divididas nas trés

classes de individuos do modelo DK. Nesse cendrio, os individuos passivos interagem
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com menos pessoas e os individuos ativos (populares) tém um grande poder de
disseminagdo. Os autores calculam numericamente o ndmero bésico de reprodugdo, Ry,
para a disseminac¢do do rumor e encontraram algumas a¢des que poderiam controlar
o tamanho do surto. Em 2008, Kawachi [13] propds outro modelo deterministico por
meio de um sistema muito parecido com (2), mas ele segue uma abordagem analitica
para discutir um ntmero bésico de reprodugdo, um equilibrio livre de rumores e
um equilibrio endémico de rumores, e analisar as propriedades de estabilidade da

disseminac¢do do rumor.

O modelo de Nekovee et al em 2007 [22] trouxe a ideia de rumores para redes sociais
complexas ao investigar equag¢des de campo médio por meio de solugdes numéricas e
analiticas para o comportamento da disseminagdo em diferentes redes. De Arruda et al.
em 2014 [7] investigaram rumores no contexto de redes complexas para encontrar os
disseminadores mais influentes. Sua anélise é baseada em medidas de centralidade e,
para esse fim, propuseram uma generalizagdo da acessibilidade de caminhada aleatéria
como outra medida de centralidade. Em comparacdo com outras medidas, a que foi

proposta é mais eficiente no caso de redes espaciais.

O trabalho de Agliari et al. em 2017 [1] traz uma versdo do modelo MT para redes
de mundo pequeno (small world network). Os autores mostraram que a rede exibe uma
transicdo de fase no nimero final de reprimidos a partir do parametro de rede: o
aumento do nimero de vizinhos no grafo regular inicial pode fazer o rumor se sair

melhor.

Lebensztayn, Machado e Rodriguez [16] propuseram em 2011 um modelo estocastico
com outra classe - os individuos desinteressados, que representam individuos que nao
propagam o rumor ap6s ouvi-lo. Essa modificagdo tornou a andlise mais realista, pois
nem todos que conhecem o rumor deveriam propaga-lo em algum momento, além
disso, o trabalho trouxe resultados assintéticos que generalizam o modelo classico. O
modelo estocastico proposto por Rada et al. em 2021 [27] generalizou o modelo MT
introduzindo a ideia de evoluc¢do do rumor do ponto de vista de cada individuo: é
necessario ouvir o rumor algumas vezes antes de propaga-lo. Sua andlise foca nas

proporgdes finais, ou seja, quando o surto termina.

Nos tltimos anos, hd um ntimero crescente de citagdes dos trabalhos de Daley e
Kendall e de Maki e Thompson, veja por exemplo [36, 33, 10, 5, 12, 17] e referéncias ai
contidas. Além disso, a tese de doutorado de Pablo M. Rodriguez é um excelente guia

para o estudo moderno de rumores [20].
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Nosso trabalho aborda trés problemas estudados durante o periodo de doutorado.
O primeiro é uma proposta de modelo de espalhamento de rumores ndo-Markoviano,
onde fazemos uma andlise da convergéncia do campo médio. O segundo é uma
proposta de generalizagdo ao trabalho de [27], onde supomos que o ntimero de vezes
que um individuo precisa ouvir o rumor para espalha-lo é aleatério e assim o problema
é levar técnicas de dimensao finita para o caso de dimenséao infinita. O terceiro é um
modelo de espalhamento de rumores Markoviano onde sdo estudadas algumas nogdes

de simetria de equagdes de Itd, apresentadas em [11].

ORGANIZACAO DO TRABALHO

No Capitulo 2, introduzimos um modelo simplificado, um toy model, para intuir o
modelo de rumores que vamos propor (Secdo 2.1). Este modelo introdutério é uma
Cadeia de Markov com dependéncia de densidade. Mostramos que neste caso podemos
aplicar imediatamente as ferramentas em [9] e obter uma lei dos grandes ntimeros e um
teorema central do limite. Propomos entdo um modelo mais complexo que generaliza o
anterior incorporando propriedades de memoria e enunciamos os principais resultados
obtidos (Secdo 2.2). Por fim, na Se¢do 2.3 demonstramos os resultados principais para o
modelo.

No Capitulo 3 estudamos uma generalizacdo do modelo em [27]. Na Secdo 3.1
apresentamos o modelo e resultados obtidos no trabalho original, onde o ambiente é
um espaco de dimensao finita. Na Se¢do 3.2 trazemos uma generaliza¢cdo do modelo
anterior, onde o ambiente passa a ser um espacgo de dimensao infinita. Na Secdo 3.3
fazemos uma generalizagdo da técnica usada no trabalho original e aplicamos ao nosso
caso.

No Capitulo 4 estudamos simetrias de uma generalizacdo do modelo de Daley e
Kendall no caso difusivo, isto é, onde o modelo é dado por meio de uma equagédo de Ito.
Na Secdo 4.1 apresentamos o modelo de Daley e Kendall de propor¢des e mostramos
porque este ndo é interessante para a nossa andlise. Na Secdo 4.2 propomos um modelo
que assintoticamente generaliza o modelo de Daley e Kendall e sua equacdo de Ito. Por
fim, na Secdo 4.3 demonstramos os resultados.

No Capitulo 5 trazemos um compilado de possibilidades futuras a partir dos proble-

mas aqui apresentados.
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No Apéndice A trazemos algumas defini¢des e resultados gerais em processos esto-
casticos. A Secdo A.1 traz nogdes de convergéncia de medidas e espago de cadlags. A
Secdo A.2 traz defini¢Oes e resultados em Processos Markovianos e a Se¢ao A.3 traz
definicoes e resultados gerais sobre Intensidade Estocastica.

No Apéndice B trazemos uma nogdo de simetria de Lie. Na Se¢do B.1 mostramos
brevemente uma formalizagdo geométrica do problema para o caso deterministico. Na
Secdo B.2 mostramos que o caso estocdstico é uma extensdo natural do caso determinis-

tico e mostramos a ideia central do trabalho [11] para obter simetrias de equagdes de

Ito.
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MODELO NAO-MARKOVIANO DE
RUMORES

O cerne da proposta é um modelo de espalhamento de rumores ndo-Markoviano, isto €,
a modelagem do espalhamento de um rumor que dependa do passado. Para elucidar
o problema, traremos antes um modelo Markoviano, isto é, sem memoria, que deixa
imediata a ideia das transi¢des. Entdo generalizamos para o caso ndo-Markoviano,
onde temos de empregar técnicas de convergéncia mais sofisticadas. O modelo néo-

Markoviano foi estudado em [4].

No que segue, considere uma populacio homogeneamente mista de tamanho n.
Diremos que um modelo de disseminacdo de rumores com contestadores é tal que cada
individuo pode pertencer a uma das quatro classes: inativos, passivos, espalhadores
ou contestadores. Denoratemos por X"(t), W"(t), Y"(t) e Z"(t) o nimero de individuos

pertencentes a essas classes no tempo f, respectivamente.

No modelo, o rumor pode ser pensado como uma fake news, isto é, um rumor que é
falso sendo disseminado pela classe de espalhadores, onde individuos contestadores
refutam o rumor, individuos inativos desconhecem o rumor e individuos passivos
sabem a respeito do rumor mas ndo concordam nem discordam da informacdo sendo

transmitida.

2.1 MODELO SIMPLIFICADO

Sejam «, 77,6 e { constantes ndo negativas e f € [0,1). A dindmica do modelo é como
segue: um individuo inativo torna-se passivo ao encontrar um espalhador com taxa A;
com taxa 7, um individuo passivo toma uma decisdo: com probabilidade B torna-se
espalhador, caso contrario torna-se contestador; um individuo espalhador torna-se
contestador ao encontrar com um contestador com taxa «; com taxa 6, um individuo

espalhador torna-se inativo; e com taxa ¢ um individuo contestador torna-se inativo.
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MODELO NAO-MARKOVIANO DE RUMORES

Seja a Cadeia de Markov R" = {R"(t)}1>0 = {(X"(t), W(t), Y"(t)) }+>0 C Z3 com as

seguintes transigoes:

Incremento Taxa
0= —e1 + e ALXm(E)Y"(t)
62 = —ér+e3 [3;7W”(t)

—e (1= ByW"(#)
ly = —e3 lX%Y”(t)(]’l — X"M(t) — W (t) — Y(t))
U5 := —e3+ e, Y™ (t)
le:=e C(n — X"(t) — W(t) — Y"(1))

onde {e1, e, e3} é a base candnica de IR® visto como espaco vetorial. Seja E = {(x, w,y) €

R3:x,w,y>0,x+w+y <1} etome E, = EN{kn~': k € Z®}. Definimos as seguinte

funcoes em E,;:

re,(x,w,y) = Axy

re,(x,w,y) = Prw

rp(xwy) = (1= pnw
r,(x,wy) = ay(l—x—w—y)
res(x,w,y) = Oy

r(wy) = (1-x—w-y)

que representam as taxas da Cadeia de Markov R" reescaladas linearmente em 7, isto

é, o produto de cada uma das taxas por n~!. Na Figura 1 apresentamos um esquema

com as transi¢des desta Cadeia de Markov.

Considere a Cadeia de Markov das propor¢des R"(t) := %R”(t). Podemos obter seu

comportamento esperado assintético, isto é, o comportamento de E[R"(t)] quando

n — oo, por meio de uma equacdo diferencial ordindria. De fato, tome X"(t) := %X”(t),
Wh(t) := LW (t) e Y(t) := 1Y"(t). Temos

E[X"(t +h) — X*()]
E[W"(t + h) — W"(1)]
E[Y"(t+h) — Y"(D)]

h(— AX"(E)Y™ () +0Y"(t) + (1 — X"(t) — W™(t) — Y"(¢))) + o(h)
h(AX" ()Y (t) — yW™ (1)) + o(h)
h(ByW™ () — aY"(£)(1 — X (t) — W) — Y"(t)) — OY" (1)) + o(h).



2.1 MODELO SIMPLIFICADO

Figura 1: Esquema de transi¢des da Cadeia de Markov R".

Ou seja, o comportamento de E[R"(t)] é descrito pela solugdo da equagdo diferencial
ordinaria:
X =—Axy+0y+l(1—x—w—y)
w' = Axy — nw (3)
y' =pyw—ay(l—x—w—y) -0y
com condigao inicial (x(0), w(0), y(0)) = (X"(0), W"(0), Y"(0)). Daqui, derivamos uma lei

dos grandes ntimeros funcional.
Teorema 2.1. Seja Z"(t) =1 — X"(t) — W(t) — Y"(t) e suponha que
lim(X"(0), W"(0), Y"(0)) = (xo, wo, Jo) € R® g.c.
Entdo, quando n — oo,
(X"(1), W"(), Y"(1), Z" (1)) — (X(t), W(t), Y (1), Z(t)) q.c.,

onde Z(t) = 1 — X(t) — W(t) — Y(t) e (X(t), W(t), Y(t)) é solugdo para o problema de valor
inicial (3) com condigdo de contorno (x(0), w(0), y(0)) = (X(0), W(0), Y(0).

Demonstragio. O resultado é obtido aplicando o Teorema 2.1 do Capitulo 11 de [9]. [

Ainda, podemos mostrar que é valido um teorema central do limite funcional. Seja
F:R3 — R? dada por:

T
—/\X1X3 + QX3 + C(l — X1 — X2 — X3)

F(x1,x2, x3) := Ax1x3 —17x2

Brxy —axz(l — x1 — xp — x3) — Ox3
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e observe que a equacdo (3) pode ser escrita numa notagdo matricial como X’ = F(X).

Considere a matriz jacobiana de F:

—Ax3—¢  —C —Ax1—¢
0F(x1, x2,x3) = Ax3 -1 Axq
X3 By +axs —a(l —x; —xp —2x3) — 6

Paracadai=1,...,6, sejam W; movimentos brownianos standard. Defina o processo

escalado
VI(E) =/ (R0, W8, Y1), 27(1) — (X(8), WD), Y0, Z(1)) )

Teorema 2.2. Suponha que V*(0) — V(0) quase certamente, onde V(0) é constante. Entio
V=V = VD, V) onde:

t

6
VO = vO0)+ Y 6w / 1 ((R(), W(s), Vs)ds ) + / COF(X(s), W(s), Y(s) VD (s)ds
i=1 0 0

e
VO = v — v - vV,

onde VO = (v, vV vy

Demonstragio. O resultado segue do Teorema 2.3 do Capitulo 11 de [9]. O

2.2 MODELO NAO-MARKOVIANO

No modelo Markoviano apresentado, ndo temos sazonalidade nos encontros, isto é, do
inicio ao fim do rumor as transi¢des que dependem do encontro entre dois individuos
tém a mesma taxa. E possivel argumentar que o espalhamento do rumor depois de
muito tempo deveria ser minimizado ou, ao menos, diferente.

Mais que isso, o tempo que um individuo passivo leva para mudar de classe poderia
ndo ter distribuigdo exponencial, bem como os tempos em que individuos espalhadores
e contestadores levam para tornar-se inativos. De fato, no contexto de fake news, é
possivel imaginar que o tempo de esquecimento do rumor (ou seja, o tempo que tanto
um individuo espalhador quanto um individuo contestador levam para tornarem-se

inativos) pode ndo ser concentrado no inicio.
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Por fim, no modelo anterior contamos os encontros por meio de processos de Poisson.

Podemos supor que os tempos que se passam entre contatos de mesmo tipo sdo
independentes sem terem distribuicdo exponencial, nem mesmo serem identicamente
distribuidos, admitindo assim um carater "tnico" para cada encontro.

Dadas essas consideracdes, definimos o modelo ndo-Markoviano. Sejam « : Ry — R4
e A : Ry — R, fungdes mensuréveis e limitadas. A dindmica do modelo é como segue:
um individuo inativo encontra um espalhador e, com taxa A(s), torna-se passivo no
tempo s. Ap6és um tempo 7; € Ry, o i-ésimo individuo passivo toma uma decisdo: com
probabilidade 8 torna-se espalhador, caso contrario torna-se contestador. Um individuo
espalhador encontra com um contestador e é convencido a tornar-se contestador no
tempo s com taxa a(s). Ap6s um tempo 6; € R, o i-ésimo individuo espalhador inativa,
isto é, torna-se inativo novamente. Da mesma forma, ap6és um periodo {; € Ry, o

i-ésimo individuo contestador inativa.

Espalhadores
YY’[

Contestadores
Zn

Figura 2: Representacdo grafica do modelo: as setas indicam transi¢des possiveis entre duas
classes, e as varidveis aleatdrias sobre elas denotam o tempo que o i-ésimo individuo

na classe leva para mudar.

Sejam (U;)i>1 e (U,'O)izl familias de varidveis aleatérias uniformes independentes
no intervalo [0, 1] mutuamente independentes. Para individuos que ndo comegam a
dindmica como inativos no tempo 0, sejam 17?, 9? e C? os tempos andlogos aos tempos

1i,0; e {;, respectivamente.

11
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O espalhamento do rumor é feito a partir de contatos entre individuos espalhadores
e individuos ignorantes mas é amenizado pelos contatos entre individuos espalhadores
e individuos contestadores. Sejam A" (t) o processo que conta cada vez que ocorre um
encontro entre individuos inativos e espalhadores e B"(t) o processo que conta cada
vez que ocorre um encontro entre espalhadores e contestadores até o tempo t. Tome
F* = (F"e>0 a filtragdo dada por

Fit = o{X"(s), W'(s), Y"(s), Z"(s) : 0 < s < t}

Y"'(t)
n

e suponha que as F/-intensidades estocasticas de A"(t) e B"(t) sdo A(t)X"(t) e
a(t)Y”(t)#, respectivamente. Para maiores detalhes, ver o Apéndice A.3.

Os tempos 7" e ¢! sdo a i-ésima época de A" e B", respectivamente.

E esperado que os tempos para cada individuo ou as escolhas que cada um toma
sejam particulares e portanto independentes, isto é, assumimos que {7°}, {69}, {¢%},
{(:,0)}, {(m:i, 2}, {U;} e {(W"(0),Y"(0), Z"(0))} sdo mutuamente independentes e
independentes de A" = (A"(t));>0 e também de B" = (B"(t));>0. Ainda, assuma que os
tempos entre épocas de A" e B" sdo dois a dois independentes.

Dado que o tamanho da populacéo é fixado para cada n, vale que:
X"(t)=n—W"H)" = Y"(t) — Z"(t).

Individuos passivos sdo uma “classe de espera” no seguinte sentido: um encontro
entre um individuo passivo e qualquer outro ndo muda nada no modelo. Na equacgado
abaixo, o primeiro termo refere-se aqueles que pertencem a esta classe desde o inicio do

rumor e o segundo termo aos que vieram da classe de inativos:

W™(0) A"(F)
Wi = Y 1t <)+ Y Lt < T +m).
i=1 i=1

Os individuos que espalham o rumor tém o papel mais importante no modelo, dado
que ndo ha espalhamento do rumor (o processo morre) na auséncia deste tipo de
individuos. No lado direito da equacdo de Y"(t), (4), o primeiro termo representa
aqueles que no inicio do rumor eram passivos e entdo tornaram-se espalhadores, o
segundo termo representa os que desde o inicio sdo espalhadores, o terceiro termo

sdo aqueles que estavam inativos, tornaram-se passivos e entdo espalhadores e B"(t)
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representa os individuos que deixaram a classe de espalhadores para tornarem-se

contestadores:
W"(0) Y"(0)
Y'(H) = ) 1) <t <nl+0)1U) <p+ Y Ut <6 (42)
j=1 i=1
A"(t)
+ Z ﬂ(Tl-n +1; <t < Tin +1;+ 0H)1L(U; < :B) — Bn(t). (4b)

i=1

A fungdo dos individuos contestadores é contestar o individuos espalhadores, ou seja,
esses individuos querem o fim do rumor. Sua dindmica é muito similar a dinamica de
espalhadores, mas aqui o termo envolvendo B"(t) representa aqueles individuos que
deixaram a classe de espalhadores para a classe de contestadores e ndo ficaram inativos

desde entdo:

W"(0) Z"(0)

e =Y, ) <t <+ LU > B+ Y (< D)
j=1 i=1

A"(t) B"(f)
+ Z ]l(Tin+77i S < Tl”+17i+§i)ll(1/{i > ﬁ)+ Z ﬂ(t < C?"‘Cz)
i=1 i=1
Assuma que (17?)1'21, (9?),-21 e (g?)izl sdo sequéncias de varidveis aleatérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas com distribui¢des Y, G% e HY, respectivamente;
((m:,0:))i>1 e (i, i))i>1 sdo sequéncias de vetores aleatdrios independentes e identica-
mente distribuidos com distribui¢des marginais G(.|x) de 6; dado #; = x e H(.|x) de {;

dado 7; = x.

2.2.1 Proporcdes limite do modelo

Investigamos o comportamento assintético relacionado aos processos descritos na segdo
anterior.

Primeiro, investigamos os valores esperados das propor¢des de individuos que tém
diferentes dindmicas. Para isso, defina para aqueles que no inicio do rumor (isto é, em

t = 0) sdo passivos

t pt—u t pt—u

wt)= [ [ pc@clwdrnw),  #v= [ [ a-pHEEW),
t poo t poo

w):= [ [ pGslndrw), v = [ [ a-pHE k).

13
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Analogamente, defina para individuos que estiveram na classe de ignorantes

t pt—u t pt—u

o= | [ pG@olar), #o:= [ [ a-pHEdEw,
t [’} t [}

¥(t) = /0 /t_uﬁG(dv|u)dP(u), Wh(t) = /0 /t_u(1— BYH (do|u)dF(u).

Aqui, ¢ esta relacionada a proporg¢do de individuos que tornaram-se inativos e ¥
aos individuos que mantém-se numa classe ndo-inativa. Ainda, o indice B sobrescrito
significa que refere-se a classe de contestadores, caso contrdrio de espalhadores.

Finalmente, para enunciar nosso primeiro resultado, a Lei dos Grandes Ntumeros
Funcional, definimos o que chamamos Condigéo I.

Condigao I. Quando n — +oo,
(W"(0), Y"(0), Z"(0)) — (W(0), Y(0), Z(0))

em probabilidade. Aqui W(0), Y(0) e Z(0) sdo constantes positivas tais que W(0) + Y(0) +
Z(0) < 1. Ainda, tomamos X(0) := 1 — W(0) — Y(0) — Z(0).

A Condigdo I é a hipétese de convergéncia no instante inicial. Note que impor
%(0) > 0 garante que sempre existem individuos inativos no instante inicial, o que néo é

uma hipétese técnica.

Teorema 2.3 (Lei dos Grandes Ntumeros Funcional). Assuma a Condigdo I e considere o

modelo de disseminacdo de rumores com contestadores. Entdo

lim (X", W",Y",Z") = (X,W,Y,Z) em D%,

n—o00

em probabilidade, onde (X, W, Y, Z) é a solugio para o sistema de equagdes integrais determinis-

ticas:

() =1 — W(t) — Y(5) — Z(b), (5)

W(t) =W(0)ES(H) + /0 "ASF( — )RSV ()ds, ©6)
t t

Y() =W+ YOOGS0 + [ 209t —9)X@T()ds — | a(6)Ve)2(5)ds, ?)

Z(t) =WO)¢pE (t) + Z()HS(t) + /0 t AS)PP(t — 5)X(5)Y (s)ds + /O t a(s)HE(t — 8)Y(s)Z(s)ds.
(8)
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2.2.2  Flutuagdes das propor¢des limite

O Teorema 2.3 nos descreve o comportamento assint6tico das proporg¢des de cada classe
de individuos na populagdo. Entretanto, muitas vezes é necessario ter uma melhor
compreensdo das proporgdes limite, por exemplo verificando a flutuagdo das proporgdes

escaladas. Entdo consideramos os processos ditos em difusdo escalada. Sejam:
W(t) = V/u(W"(5) = W), Y'(t) = Vn(Y"() = Y(1), Z"(t) = /n(Z"(H) = Z(H)  (9)

e X"(t) == —W"(t) — Y'(t) — Z"(t) parat > 0.

Assim como quando investigamos as proporgdes iniciais limite, é necessario garantir
algum controle sobre as flutuagdes das proporgdes iniciais limite. Para isso, enunciamos
a seguinte condicdo.

Condicdo II. Sob a Condicio I, existem variaveis aleatérias W(0), Y(0) e Z(0) tais que,
quando n — oo,
(W"(0), Y"(0), Z"(0)) = (W(0), Y(0), Z(0))

e sup,, E[W"(0)2] + sup,, E[Y"(0)%] + sup,, E[Z"(0)?] < co.
Tendo a convergéncia dos processos em difusdo escalada no instante inicial, podemos

enunciar o nosso ultimo teorema principal deste capitulo.

Teorema 2.4 (Teorema Central do Limite Funcional). Sob a Condicio II, o modelo de

disseminagdo de rumores com contestadores satisfaz para n — +co,
X", W",Y", 2" = (X,W,Y,2) € D*

onde (X, W, Y, Z) é a vinica solugdo ao seguinte sistema de equacdes integrais estocdsticas de

Volterra:
X(t) =—W(t) — Y(t) — Z(t), (10)
W(t) =W(0)ES(t) + Wo(t) + Wi (t) + /0 t A(S)EE(t — s)(X(s)Y(s) + X(s)Y (s))ds, (11)

Y(t) =W(0)¢o(t) + Y(0)G(t) + Yo (t) + Yo ot) + Y1 (t) + Ya(t)
+ [ A©RE - HEKOTE) + XOVOMs — [ aT©Z6) +YO2OMs,  (2)
2(t) =WOPE(H) + ZOVHIE) + Zo1(5) + Zoat) + Za(1) + Za(t)
+ [ AOPE— HEEOTE) + KOTENS + [ a@HE — TOZ) + V26N,
(13)

15
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Os processos Wo, Wi, Yo 1, Y0,2, Y1, Y2, Z0,1, Zo,2, 21, Z2 sdo processos Gaussianos de média zero.

A seguir, caracterizamos as covaridncias entre os processos Gaussianos dados no

Teorema 2.4. Para isso, definimos antes o processo QF : R, x Ry — R, como:

QB(t,r) := lim %énv(g;ﬂ <rAHPE >rVi).

n—o00

Lema 2.5. As covaridncias ndo-nulas entre os processos do Teorema 2.4 sio dadas na Tabela 1.

COV[WO(t), Wo(r)] W(0)F(r A t)(1 — F(r V t))
Cov[Yo,1(t), Yo,1(r)] W(O)ipo(r A £)(1 — tpo(r V 1))
COV[Yle(t), ?0’2(7’)] Y(O)G(?’ A t)(l — G(V V t))
Cov[Zoa(t), Zoa(r)] WO)h(r AL = gh(r v )
COV[ZQ,z(f), 20,2(7’)] Z()H(r ANt)(1 — H(r V t))
Cov[Wo(#), Yo1(r)] WO)L(t < ) [ G(r — s)F(ds) — W(O)E§(t)io(r)
Cov[Wo(t), Zo1(r)] W(O)1(t < ) [{ H(r — s)F(ds) — W(0)E§ (f)ng (r)
Cov[Wy (1), Wy (r)] OMt AB)F(rVt —s)F(r At —s)X(s)Y(s)ds
o /\(s)( ST BG(dvu|u)F(du)
Cov[Y1(#), Y1(r)]
—(r — s)P(t — s)> X(s)Y(s)ds

- A (S5 10 el Fa

CovZ4 (1), Z1(1)] ]
9P () ) KOs

o 1(r > ) [y A(s) (F(t — s)ip(r — s)

CovI i (1), T4(1) o o
— o S ,BG(dv|u)F(du)) X(s)Y(s)ds

A 1(r > ) [; A(s) <F(t — s)pP(r — s)

CovWi(t), Z1(r)] e e o
— o ), A= ,B)H(dv|u)F(du)) X(s)Y(s)ds

Cov[Yi(t), Z1(r)] - OrAt A@)P(t — s)pP(r — 5)X(5) Y (s)ds
Cov[Ya(t), Yo(r)] QB(t, )
Cov[Zx(t), Zo(r)] Or/\t a(s)YHS(t Ar —s)H(t V r —s)Y(s)Z(s)ds
Cov[Ya(t), Za(r)] 1(r > t) Ot/\r a(s)H (r — s)Y(s)Z(s)ds

Tabela 1: Covaridncias entre os processos obtidos no Teorema 2.4
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Preliminares

Os processos de contagem do nosso modelo admitem intensidade estocdstica (ver
Apéndice A.3). Para mostrar os teoremas limite exibidos na Secdo 2.2.1 primeiro
mostramos rigidez para os nossos processos. Além disso, mostramos que integrais de
fungdes razodveis com respeito a esses processos de contagem convergem no sentido do
Teorema 2.3 e entdo obtemos o resultado desejado.

Queremos mostrar que no espago de fungdes continuas a direita com limites a
esquerda, o espaco de cadlags D, nossos processos sdo rigidos, isto é, a sequéncia de
medidas induzidas pelo processo é relativamente compacta. Para mais detalhes, ver

Apéndice A.1.

Teorema 2.6. Seja {C"},>1 uma sequéncia de processos de contagem com F"-intensidade
estocdstica vy, tal que sup,~, n~ 'y, é limitada quase certamente. Entdo a sequéncia {C"} é

rigida em D.

Demonstragio. Seja M > 0 uma cota superior para sup,,~ n~1vy,. Fixado m > 0, temos:

i} E[su C'(s
lim limsup]P[ sup |Cn(S)|2 a] < lim limsup [ pse[O,m]| ()|]

a—00 n s€[0,m] a—00 " a

~n
< lim limsup M

a— 00

< lim limsup Mm_ 0
a— 00 n a

Além disso, para todo ¢, 77 e m, existem Jp e ng tais que se 6 < dpen > ng, ese T é
um tempo de parada de alcance finito para o processo C"(t) satisfazendo T < m, entdo

P[|C"(t +6) — C"()[> €] < .

De fato,
E[C™(T +6) — C"(7)]

P[IC"(t+6) — C"(D)[> €] <

e
_ lE[fTHén*l’yn(s)ds]
= €

5
_ E [ Mds]

€
Msé
-

IN

17
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O resultado segue do Teorema de Aldous (Teorema A.46). O
Corolario 2.7. As sequéncias de processos de contagem { A"} e {B"} sdo rigidas em D.

Demonstragio. Basta observar que as intensidades estocasticas de A" e B" estdo nas

hipéteses do Teorema 2.6. De fato, A e a sdo fungdes positivas e limitadas, e vale que

Y"(t) Z1(¢)
n n

sup A D YD 3 supa)

< w(t),
n n - <)

para todo t > 0.
O corolario a seguir segue ao tomar o Teorema 2.6 e usar um limitante para as fung¢des
Aea. O

Corolério 2.8. Seja {C"} uma sequéncia de processos de contagem como nas hipéteses do
Teorema 2.6. Assuma que (a;)icN € uma sequéncia de varidveis aleatdrias mutuamente in-
dependentes e independentes de C" para todo n e que f : RS — R é uma fungdo limitada.
Seja

C"(h)

i=1
Entdo {V"} é rigida em D

Demonstragio. A demonstragdo do Coroldrio 2.8 segue exatamente como a demonstracdo

do Teorema 2.6 e por isso é omitida. O

Teorema 2.9. Nas condicdes do Coroldrio 2.8, V'* — E[V"|C"] converge em probabilidade para
0.

Demonstragio. Precisamos mostrar que para todo & > 0,

P( sup |V"(t) — E[V"|C"](t)|>¢) — 0
te[0,T]

quando n — co. Observe que

limsup P( sup |V"(t) — E[V"|C"](})|> ¢) < P(limsup sup |V"(t) — E[V"|C"](t)|> ¢)
n te[0,T] n te[0,T]

{limsup sup |V"(t) — E[V"|C"](t)|> ¢} C { sup limsup|V"(t) — E[V"|C"](t)|> €}.
n te[0,T] te[0,T] n
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De fato, escrevendo V"(t) — E[V"|C"](t) = h,(t), temos:

limsup sup hy(t) = lim sup sup hy(t) > hm N sup hy(t) = lim suph (1),
n tel0,T] n= 1 >n te[0,T] ® m>n
para todo t € [0, T]. Tomando o supremo em ¢ do lado direito, obtemos a relagdo de

conjuntos desejada. E suficiente, entdo, mostrar que para cada t,
limsup|V"(t) — E[V"|C"](t)|= 0. (14)
n

Note que:
1 C(#)
V(t) — E[V"|C"](t) = 2 X (t)

com x(t) := f(1",t,a;) — E[f(7], t,a;)|C"(t)]. Pelo Corolario 2.8, (V" — E[V"|C"]),eN é
rigida em D e limsup,, |V"(t) — E[V"|C"](t)| converge em probabilidade para cada f fi-
xado. Seja V o limite quase certo de uma subsequéncia convergente (V" — E[V"|C"),,, .
Entdo segue do Teorema de convergéncia em média de Césaro (Cesaro mean convergence
theorem) que (Corolério 1.2, [18])

k
lim % Y V() — B[V |CH(t) = V(1)

k—o0 i_1
para cada f. Do Lema de Kronecker (Coroldrio 1.3, [18]) temos que se a seguinte série

£ vty — [V C(t
y (t) : ™)

i=1

(15)

converge quando k — oo, entdo V() = 0. Dado que (C"),eN € rigido e E[x} ()] = 0 para

cadai,net,

K [Vri(t) — E[VH|CHIH)]
i)::l;]E [ i } =0.

Se M é um limitante superior de |f|, entdo [x/(t)|<2M e

k ni(4y _ ni| CMi] k 4M Cnl(t) i ($))2
$ o [V FlVICt <t>] M) ( ) 4M22(Cz§t))' 6)

i=1 i=1

Como (C") é uma sequéncia rigida, as séries na equagéo (16) convergem. Usando o
Teorema de duas séries (ver [30, p 386]) temos que a série na equagdo (15) converge

quase certamente. Dado que V(t) = 0, vale a equagdo (14) e o resultado segue. O

19
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2.3.1 Lei dos Grandes Nimeros Funcional

Aqui, demonstramos a lei dos grandes niimeros para nosso modelo de rumor, que pode
ser vista como um teorema limite das propor¢des de individuos em cada classe quando
o tamanho da populacdo tende a infinito.

Demonstracio do Teorema 2.3

A prova da lei dos grandes niimeros funcional é dividida em 3 partes. Primeiro,
mostramos que as proporgdes correspondentes a configuragdo inicial convergem quase
certamente para um limite conhecido. Depois mostramos que as proporgdes corres-
pondentes ao modelo de rumor convergem em probabilidade e identificamos esse
limite.

Mostremos as convergéncias para as proporgdes iniciais. Seja
[nW(0))

nW"(0) § 1
Yo 1t <n)) and W) = Yo <)), t>o0.
i=1 i=1

Wy (t) =

Q=

entao . .
nW"(0) V|nW(0)]

Y 1(t<nd), t>0.
i=nWn(0) A[nW(0)]

[Wg(t) — Wi ()] <

Q=

Segue da Condigdo I e da independéncia das varidveis aleatérias 70 que

1 WO V(W)

E|- ) at<n)
i=nWn(0) \|nW(0)]

o ] < F5(H)|W"(0) — W(0)]

converge em probabilidade para zero quando 7 vai para infinito. Pelo Teorema A .42

temos, para cada t > 0, que
Wi (t) — Wo(t) = W(0)F5(t) em D quando n — oo.

Ou seja, mostramos que a proporgao inicial de individuos que comegam na classe de
passivos e ndo saem desta classe até o tempo ¢ converge em probabilidade para uma
quantidade conhecida. Agora definimos quantidades andlogas para outras classes do
modelo.

As quantidades

. 1 _
i) = 107 <t <) +0)1U < B) e Yla(t) =

S

n?"(0)
Yooa¢ <6
i=1
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denotam a proporcdo de espalhadores no tempo ¢ que no tempo 0 eram ou passivos ou

espalhadores. Em ambos o0s casos, o espalhador mudou de classe no méximo uma vez.

As quantidades

Z54(t) ==

:I»—\

nW"( 2" (0)
Y100 < < g O > B e a0 = L X 10t < 2D
j=1 i=1

denotam a proporgdo de contestadores no tempo ¢ que no tempo 0 eram ou passivos ou

contestantes. Em ambos o0s casos, o individuo mudou de classe no maximo uma vez.

Em seguida, mostramos a convergéncia em probabilidade para esses processos.
Lema 2.10. Quando n — oo
(Y01, Y82, 261, 25 2) — (Yo, Y02, Zo,1, Zo,2)
em probabilidade, onde
You(t) = WO)po(t),  Yoolt) = YOIG(B),  Zoa(t) = WOE®),  Zoalt) = ZO)H(2).

Demonstragiio. A prova ¢ andloga a que foi feita para W[. Apenas precisamos mostrar o

resultado para Y, pois para os outros casos é muito similar. Seja

[nW(0)]
Yoa)=— Y A0} <t < +0)1U) < p), t=0.
j=1

Observe que
1 nW(0)V|nW(0)] .
Y % 0
VO -Ya0l <= Y 1) <<y +6)10 < p).
j=nWMO)A[nW(0))

Da Condicédo I e da independéncia das varidveis aleatdrias 170 0 e Z/{ 0 vale que:

| WOVIWO) ; . i )
E|. Y 1) <t <5+ 01U < ﬁ)‘]—"g < o (t)|W"(0) — W(0)|.
i=n W (0) A [nW(0)

Dado que o lado direito da equagdo acima converge em probabilidade para zero quando

n — oo (Condigao I), o Teorema A.42 garante que para cada t > 0,

Yg,(£) = Yo1(t) = W(O)E5(H) em D quando n — co O

21
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Agora investigamos o comportamento assintético de processos onde hé interacdo

entre individuos. Defina

t)

_ 1 AN

Wi(t) = - Z 1(t < "+ 1))
i=1

_ 1 nz‘_l"(t)

Y{(t) = . LT+ <t <7 +n;+6)LU; < B)
i-1

~ 1" A" (1)

Zi(t) = . Yo Wi+ <t <+ + 0L > ),
i-1

_ 1 an(t)

2= Y Ut <&+,

~
[uy

Lema 2.11. Temos

1. sup |[W{(t) — E[W](t)|A"(#)]|— O,
te[0,T]

2. sup |Yi(t) — E[Y!'(t)|A"(H)]|— 0,
te[0,T]

3. sup |Z{(t) — E[Z}(1)|A™(®)]|— O,
te[0,T]

4. sup |Z3(t) — E[Z3(t)|B"(t)]|— 0,
te[0,T]

em probabilidade, quando n — oo.

Demonstragio. Demonstramos a convergéncia apenas para (1), pois os casos (2)-(4) sdo
similares. Tome

nA"
V(t) = W)~ EIR O] A"0] = - ) 10, £20
i=1

onde xi(t) = 1(t < 7' +1;) — F°(t — 7). Segue entdo que (1) € uma aplicagdo direta do

Teorema 2.9. O

No préximo resultados caracterizamos o limite para os processos acima. Pelo Corola-
rio 2.7, podemos trabalhar com uma subsequéncia convergente de (A", B"). Seja (A, B)

o limite sobre essa subsequéncia convergente.
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Lema 2.12. Quando n — oo vale o sequinte:
BIW()|4" (0]~ Wa(h) = [ F(t— )dAG)
EDOIAO] — Yi):= [ 9t~ 9dAe),
BIZOIAO] — 20):= [ 49— 9240),
BIZAOB' 0] — 2= [ HG - 9B,

em probabilidade.

Demonstragido. Demonstramos apenas o primeiro caso, pois a prova para os demais é

similar. Pode-se notar que:
_ 17" A"(t) ¢ .
EIW; ()] A"(9)] = - ;1 F(t — 1) = /0 Fo(t — s)dA™M(s), t> 0.
Usando integracdo por partes, obtemos
E[WI ()| A™(8)] = A™(¢) — /0 " AT — 5).
Segue de um argumento de continuidade que
E[WI ()| A™(8)] = A™(¢) — /O L AN(s) dF(E — 5) — A(H) — /0 " A(s) dF(t — 5) = Wa(h).
Novamente, por integracdo por partes,
Wy (t) = /0 CF(t— $)dA(s).
O

Em outras palavras, mostramos que existem processos estocasticos W,Y e Z em D

tais que (W", Y", Z") converge para (W, Y, Z) em probabilidade quando n — oo, onde

W = WO + Wl
Y = YO,l + YO,Z + Yl —B
Z = Y(),l + YO,Z + Yl + Zz.

Para finalizar a prova do Teorema 2.3, temos o seguinte lema, cuja prova se encontra na

proxima secao.

23
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Lema 2.13. Paran — oo,

t n n
An(t) — / YRR OR GO AN
0 n
¢ t n n
B (t) — / a(s) B2 4o g
0 n n
em probabilidade.

Dado que X" =1— W" — Y — Z" e 0s processos estocasticos envolvidos sdo rigidos,
usamos o Lema 2.13 para concluir que (W, Y, Z) = (W, Y, Z) onde W, Y e Z sdo definidos
nas equagoes (6),(7) e (8), respectivamente. Isso conclui a demonstra¢do da Lei dos

Grandes Numeros Funcional.

2.3.2 Teorema Central do Limite Funcional

Nesta subsec¢do nos dedicamos inteiramente a demonstracdo do Teorema Central do

Limite Funcional para nosso modelo.
Prova do Teorema 2.4

Para demonstrar o Teorema 2.4, reescrevemos o sistema de equagdes integrais (9) dos

processos em difusdo escalada como segue:

W(t) = WHO)F5 () + WE (5) + Wi (1)
+ [P AOF @~ RV E) + ROT' ),

Y(t) = W"(0)yo(t) + Y (0)GG(t) + Y§ 1 () + Ygia(t) + Y (1) + Y5 (1)
. [ AP — X HTV(S) + X&)V ($))ds
+ [ 626 + Y626

2(t) = WHO)pP(r) + Z"OVHG(1) + 25,1 () + 2§ (1) + 27 () + Z5 (1)
. [ AP — )X T(E) + X(5) T ())ds

+ /O t a(S)HC(t — s)(Y"(s)2"(s) + Y(5) 2" (s))ds,
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onde

W™(0)

30 == Y (16 <) - F5),

i=1

R 1 AN t _ ~
Wit =v/n (E Z 1t < T +m)— /0 A(s)Fe(t — s)X”(s)Y”(s)ds)
i=1

sdo processos estocdsticos relacionados aos individuos passivos convergindo a um ruido

branco padrédo (ver lemas 2.14 e 2.18). Ainda, temos

W™ (0)
Yo, () = Z (1077 < <) + 01U < B)— o)),
11 _ 1 () 0 c
T == X (16 < 6 = Gih).

. 1Y
Yi(t) =vn|

i=1
A —_ t — —
2(0) =v/n (B”(t) - zx(s)Y”(s)z"(s)ds) ,

que sdo processos estocasticos relacionados aos individuos espalhadores convergindo

para um ruido branco padrdo. Também,

W"(0)
28,6 == Z (1070 <t <) + 510 > B — 9f®)),
(

)

25,0 = (16 < &) - HE®)

S

=1
A™(H)

Zi(t) \/_<

:I»—\

i=1
BTL(

S

25(t) =v/n ( W< er+a- | () — s)Y”(s)Z”(s)ds)

i=1
sdo processos estocdsticos relacionados aos individuos contestadores convergindo a
um ruido branco padrdo. A demonstracdo do teorema entdo é dividida em quatro
partes. Comegamos mostrando a convergéncia fraca para um ruido branco dos processos

introduzidos acima sobre as configuragdes iniciais. Depois, estabelecemos a propriedade

de martingal dos processos restantes para outro tipo de ruido branco. Na terceira parte,

caracterizamos a variagdo quadréatica destes martingais e mostramos a convergéncia

Il(Tin +1; <t < Tin +1;+0)1L(U; < B) — /Ot A(S)P(t — S)Xn(S)Yn(S)dS> )

Y S < G0 > ) - [ A(s)tpﬂ(t—s)xn(s)Y”(s)ds)

25
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fraca para processos gaussianos. Por fim, usando os resultados obtidos nas trés primeiras
partes, obtemos processos estocasticos rigidos para um sistema de equagdes integrais.
Usando um lema cléssico para existéncia e unicidade de equagdes integrais, definimos
um mapa continuo no espaco de cadlag e finalizamos a prova por um argumento de
continuidade.

O lema a seguir segue imediatamente do Teorema Teorema A.42, portanto omitimos

sua demonstracao.
Lema 2.14. Quando n — oo, vale que:
(Wo, Y01, Y02, 201, Z0.2) = (Wo, Yo,1, Yo,2, Zo,1, Zo,2),

onde o processo limite é um processo Gaussiano de média zero com covaridncias ndo-nulas dadas

na Tabela 1.

A seguir, usamos a nogdo de intensidade estocéstica. Referimos ao leitor o Apéndice

A para maiores comentarios e referéncias.

Proposicdo 2.15. A Tabela 2 relaciona os processos a esquerda com as respectivas intensidades

estocdsticas a direita.

Processo Intensidade Estocéstica

Ly A0t < o+ 1) A(S)ES(t — 5)X™(s)Y"(s)

1 zj‘"1<5> LT+ <t < T +0)1U < B) | AWt — s)X™(5)Y"(s)
YA 4y <t < T+ )IU > B) | AS)PP(E — )X (s) Y (s)
Iy < ar+g) &(s)HE(t — 5)V"(5) 2" (5)

Tabela 2: Tabela com intensidade estocéstica dos processos calculada para a proposigdo

Demonstragido. Do Teorema A.52 segue que as expressdes do lado direito da tabela sdao
J-progressivas.

Fixe t > 0 e tome
A"(s)

1
= Z It < 7' +15).

Para um processo integravel C, a proprledade de torre de esperanca condicional implica:

E { /0 ” C(s)dN(s)] - E { /0 ~ C(s)d EIN(s)| A"(5)]
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Note que
1 An(S) n 1 ( Tl C n
— 1(t < 7'+ 1) |A"(s) | = — = / Fo(t — r)d A (r
. ; mi)|ANS)| = ; i) = ( ().
Além disso, como F€ é integrével,
S S
E { / Fe(t — r)dA”(r)} “E [ / Fe( — r)A(r)X"(r)Y"(r)dr] , (17)
0 0

para todo s > 0. Como A é limitada superiormente por algum M > 0 (ver a defini¢do

do modelo), temos que a equacgdo (17) é limitada superiormente por Ms.
S
/ FE(t — )A(@) X" ()Y (r)dr < Ms < oo,
0

onde M > 0 é um limitante superior para A. Isto mostra a primeira correspondéncia
na Tabela 2. As demais correspondéncias sdo demonstradas de maneira inteiramente

analoga a primeira. O
Queremos caracterizar os processos limite. Para isto, o préximo lema sera essencial.
ATT \" 1 11 AL VAL 5 n ; i i
Lema 2.16. Os processos W{'(t), Y{(t), Y3 (t), Z1(t) e Z5(t) sdo F{'-martingais locais.

Demonstragio. O resultado segue direto da Proposigdo 2.15 e do item (1) do Teorema
A.54. []

Proposicdo 2.17. Quando n — oo,
OV, [YT1, Y9, (271, TWED) — (W], [Ya), [Yal, [Z4], [Wal)

em probabilidade, onde

Wl = [ AFG - 9XOTEMs
910 = [ A@9E - 9ROTEs
V210 = [ Y6760

200 = [ AP - 9ROTEs
12200 = [ a@)H (G~ 9¥ 2.

27
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Demonstragdo. Mostramos a convergéncia de [W}']. A prova para os demais casos é
similar. Dado que a variagdo quadratica de uma integral estocdstica com respeito a

medida de Lebesgue é zero, temos:

A"(t)
0 = fim [0 = Jim |25 10 < )|

(5

()
— It <7 +7; )
ﬁi:An(t—s) Z

Mais, parat > s > 0,

A" (t—s)

A™(E) 2
TZ (t <T'+1;) — \}ﬁ Y 1t-s<T +171))
At

(Wi () — Wi (t — s))?
i=1

Observe que

A"()
lim — Z It < T +m)=1t= Tzlq(t) + 1 an(p))-
W01 fnr—s)
Entdo
o 1 1410
[Wln](t) = 2 E]]_(S = TZ”(S) +77An S) = E I]_(t < T + ’71
0<s<t i=1
Aplicando o Teorema 2.3 o resultado segue. O

Lema 2.18. Quando n — oo,
(W{i/ Y{l/ anl Z{l/ Zg) = (W]_/ Yl/ YZ/ Zl/ ZZ)
onde (Wq, Y1, Ys, Z1,Z5) é o vetor Gaussiano de média zero com auto-covaridncias dadas na

Tabela 1.

Demonstragio. A convergéncia segue da Proposigdo 2.17 e do Teorema 1.4 em [9, Ch. 7].

As covaridncias entre os processos limite sdo apresentadas no Teorema 2.5. O
Agora provamos o Lema 2.13 que foi usado para prova o Teorema 2.3.

Prova do Lema 2.13. Pelo Teorema A.54, ambos os processos,
t t
Ant) — / As)XMs)Y (s)ds e BM(t) — / a(s)Y"(5)Z" (s)ds,
0 0

sdo J{'-martingais locais. Além disso, suas variagdes quadraticas sdo n1 fot A(s)X"™(s)Y"(s)ds
en ! fot a(s)Y"(s)nZ"(s)ds, respectivamente (ver Proposi¢do 2.17). Entdo aplicamos o

Teorema 1.4 em [9, Ch. 7] e isso conclui a demonstragéo. O
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Usando as equagdes (10)-(13), Lema 2.14 e Lema 2.18, mostramos que existem pro-
cessos estocasticos Ck(t), CY(t) e CZ(t) que sdo rigidos e que existem fungdes limitadas

A, & :R — R tais que
20 = Y + [ AR OV + XOTEs + [ 8I62'6) + V626
76 = CY0 + [ A~ R VE) + OV 6)ds
+ [ e 0216 + V62 6)s
216 = C)+ [ AOWP(E — R VE) + ROV (9)ds
+ [ H - 7 216) + Y626
O préximo lema é uma extensdo imediata do Lema 9.1 de [24].

Lema 2.19. Seja I : D> = D3o mapa (x1, X2, X3, X4, X5) — (¢P1, P2, $3) onde

Pi(t) = x2(D)+ [ (M) (1(5)xa(s) + Fi(8)Pa(s))ds + [y &(s)(x5(5)pa(s) + fo(s)a(s))ds
Ga(t) = xa(D) + fi AS)P(E — 8)(@1(5)xa(5) + fo(5)pa(s))ds + [ a(s)(x5(5)Pa(s) + fa(s)a(s))ds
G3(t) = x3(t) + [3 AMS)PP(E — 8)(1(5)xa(s) + f1(s)pa(s))ds

+ [ a(s)HE(t — 8)(x5(5)a(s) + fa(s)pa(s))ds,

com fi e fp sendo fungdes continuas. Entdo existe uma iinica solugio (¢1, o, ¢3) € D3
ao sistema de equagodes integrais acima e I' é continuo na topologia de Skorohod. Isto é, se
(x, x8, x8, X, x2) — (x1, X2, X3, Xa, X5) em D>, com (x4, x5) € C? entdo T(x, x4, x4, xI, x2) —

T(x1, x2, X3, X4, x5) em D3 quando n — oo.

Alguns detalhes da demonstracdo do lema original que nédo estdo explicitos na de-

monstragdo sdo dados na ideia da prova abaixo. Aqui, considere ||g[|7= supy(o 11/8(5)I-

Ideia da prova: Como observado em [24], a existéncia e unicidade sdo garantidas pelos
teoremas 1.1, 1.2, 2.2 e 2.3 em [21] quando x1, x2, x3 € C. O caso x1,x2,x3 € D é uma
extensdo imediata da demonstragdo desses 4 resultados usando a métrica da topologia
de Skhorohod, que usamos abaixo.

A continuidade do mapa I', novamente, segue 0 mesmo caminho usado em [24].
De fato, fixe T > 0 e assuma que existem sequéncias ((x}, xy,x5,x}),x5) : n > 1)

convergentes na topologia J; em D([0, T], R): (x}, x5, x5, x3, x5) — (X1, X2, X3, X4, X5)
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quando n — oo. Portanto existem homomorfismos A" : [0, T] — [0, T] crescentes em
[0, T tais que |[Id — A"|[7— O e ||xI' — x; 0o A"||7— 0 para 1 <i < 5 quando n — co.

Pelo Teorema de Lebesgue, toda funcdo monotoénica definida em um intervalo aberto
é diferencidvel q.t.p., desta forma, podemos assumir que toda A" tem derivada A" q.t.p.
Assim, podemos assumir ||A" — 1||t— 0 quando 1 — co.

Por fim, sejam

(1,92, ¢3) = D(x1,x3,x3,x4,x5):n>1,
(p1, P2, ¢3) = T(x1,x2,x3,x4,X5),
c = sup {&@s), A(s), a(s), A(s)}.
s€[0,T]

Agora fazemos um caso e os demais seguem de maneira idéntica. Temos:

|1 () — p1(A" )| < [[x] —x1 0 A7
t At
+e /O (@I E)XLE) + f1(S)P(S)ds — /O ($1(5)4(5) + F1(S)pa(s))ds

t At
+c /o (x5(5)P3(5) + f2(5)3(5))ds _/o (x5(8)a(s) + fa(s)P3(s))ds
=[x —x10A"||7

t .
+e /0 @O + AOHENS — [ (@rA"xaA5) + A2 NA ()

t
0

t
0

t -
+e /O (HEPHE) + LOBONs — [ (x5(0"992(1"5) + LA"S)p5A"NA" ()ds

Ap6s somar e subtrair sucessivas vezes, obtemos uma equacdo 3-dimensional (para
(1, 5, P5)(E) — (P1, $2, P3)(A"'t)) onde podemos aplicar o Lema de Gronwall e obter o

resultado. J

Assim, o Teorema 2.4 segue do Lema 2.19 e do Teorema do mapa continuo.

Prova do Teorema 2.5
Aqui calculamos as covariancias apresentadas na Tabela 1. As covaridncias entre os
processos estocasticos obtidos no Lema 2.14 sdo realizadas no Teorema 14.3 de [2].
Dado que os processos estocasticos do Lema 2.14 e 0s processos estocasticos do Lema
2.18 sdo independentes, temos de calcular as covaridncias entre os pares de processos

obtidos no Lema 2.18. O cdlculo destas varidncias é similar, desta forma, calculamos

apenas duas das covaridncias.
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Lema 2.20. Vale que:

" “ rAt _ _
Cov(Wq(t), Wi(r)) = / AMS)FS(r V t —s)F(r At — s)X(s)Y(s)ds

0

R R t t—s roo _ _

Cov(Wy(b), ¥1(r)) =1(r > ©) / AGs) (F(t — ) —s) — / / fsc(dv\u)P(du)) X(s)Y(s)ds.
0 0 r—u—s

Demonstragio. Primeiro observe que a existéncia dos limites

Cov(Wy(t), Wi(r)) = lim Cov(Wj ()W (1)
Cov(Wi (1), Va()) = lim Cov(W} (1), V()
é garantida pelo Teorema da Convergéncia Dominada, a desigualdade Cauchy-Bunyakovsky—
Schwarz e a convergéncia fraca dos processos estocasticos WJ' e YI*. Como estes pro-
cessos estocasticos sdo Gaussianos de média zero, E[W;(#)] = E[Y1(8)] = 0 para todo
t > 0.
1. Cov(Wi(t), Wi ()
Note que Cov(Wy (1), Wy (r)) é o limite em n da sequéncia lE[W{i(t)Wln(r)]. Escreva:

WIHEWI(r) = Wy (r, £) + Wa(r, £) + Wa(r, £) + Wy(r, £)

onde
~ 1 A" A
W1 (7, t) - 3 I(t < 7'+ 1)) ]21; L(r <1 +1)),
. 1 A o
Wy ,(rt) = _ﬁ L It < T +17,)/ A(S)F(r — 5)X™(s)Y"(s)ds,
~ L A
Fon(r) = = L 10 < ) / AGS)FE(t — 8)X"(5)Y"(s)ds,
Winr,) = n /0 CAG)EC(t — )X ()Y (5)ds /0 A)FE(r — u) X () Y (u)d.

Da independéncia entre 77; e A", a esperanca condicional de Wl,n(tr r)dado A"(tVr)

se lé
R 1 A”(t/\r) 1 A”(t/\r)
W 0|0l = Y Fvr—t)—— Y F—t)Fe—1) (1)
i=1 i=1
A(t) A'(r)

1
+ Z Fe(t — 1) Z Fé(r — T]n).
i=1 i=1
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Do Teorema 2.3 e lemas 2.15, 2.16 e 2.18, é facil ver que os processos

A"(t) A”(V)
( Z F(t—1 Z Fé(r — ) + W2n(t r)

W3 n(t, ) + Wy u(t, 7)

convergem para martingais de média zero para cada t > 0 fixado quando n — cc.
Aplicando o Teorema 2.3 aos termos restantes na equacgdo (18), concluimos a

demonstracao.
2. Cov(Wy(£)Y1(r))
Observe que Cov(W1(1)Y1(r)) = limy—eo ]E[I/Vl”(if)fq1 (r)] e que podemos escrever

WIOYI(r) = WY1 u(t, 1)+ WY, 7) + WY 34(t, 1) + WY 4 (2, 7),

onde
__ 1470 A" (r)
WY1 ,(r,t) = - 1t < ' +1;) Z LT+ <7 <1 +5;+0)1U; < B),
i=1 j=1

WY, (r, 1) ! An(t)ﬂ(t ) / AE)P(r — 5)X"(5)Y"(s)d

n\?, = ——F= <T +1; s)p(r —s S s)ds,

¥ ﬁ i=1 L (P
ATV 1 iy n n f c o Yai
W¥an(t) = = L UGy S 7 <4+ G104 < ) /0 A)FE(t — 5)X"(5)Y"(s)ds,
WYun(rt) = n /O CAFE(E — )X ()T (5)ds /O "M@ — 1) K (1) V" (u)eb.

Daqui em diante, a demonstragdo da parte (2) é andloga a demonstracdo da parte
(1). De fato, note que

1 A"

E[WY 1 u(r, | A"tV 1)] = / / BGolu)F()+ - Y, F(t =)0 —T).
= i

Podemos reescrever o lado direito da expressdo acima como

AN () A™(r)

A" (t) T
1 Zt (F(t—r Yp(r — 1) — / . / /sc(dv|u)F(du)) +1 Z Fe(t— 1) ]221 Pr—)

Agora, temos que 0s processos

1 A" (1) A"(r)

+ Z FC(t n) Z lp(r _ T]”) + I/\/IT/Z”(T’, t)

j=1
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M/]\Y?),n(t/ r) + I/\’/]\Y41,1’Z(tl r)

convergem para martingais de média zero para cada t > 0 fixo quando n — co.

Como na primeira parte, concluimos a demonstracdo aplicando o Teorema 2.3.

]

Enfim, verificamos que Q5(t, r) estd bem definido. De fato, Q(t, r) existe para cada
(t,r) € R2 fixo dado que

Q(t,7) < Y P < 1) = E[B'(9)
i=1

e a sequéncia (B") é rigida. A prova entdo estd concluida.
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MODELOS COM COMPARTIMENTOS
ALEATORIOS

No estudo da disseminagdo de rumores, podemos nos perguntar se um individuo ndo
deveria ter contato com o rumor algumas vezes até lhe dar credibilidade e efetivamente

compartilhé-lo.

A partir desta ideia, Rada et al. em [27] introduziram na literatura uma generalizacdo
do modelo de Maki-Thompson que emprega a ideia de que individuos precisam ter
contato um ndmero fixo de vezes até dar credibilidade ao rumor. Nesse trabalho,
investigam-se as proporgdes finais da populacdo, isto é, as proporcdes de individuos

em classes representando diferentes papéis com respeito ao rumor quando este acaba.

O problema é que cada individuo deveria ter seu proprio critério para dar credibi-
lidade ao rumor, isto é, seu proprio nimero de vezes, aleatério, que precisa ouvir o
rumor até espalha-lo. A partir deste ponto, propomos um modelo que lida com essa
aleatoriedade e investiga as propor¢oes finais da populagdo. Em contraste com [27],
neste modelo trabalhamos com um espaco de dimenséo infinita e portanto fazemos

adaptagdes nas técnicas empregadas no primeiro, de natureza finito-dimensional.

Primeiro trazemos este modelo ja estabelecido na literatura para depois introduzir

sua generalizacdo.

3.1 MODELO DE k-ESPALHAMENTO DE MAKI E THOMP-

SON

Aqui traremos integralmente o modelo e resultados de [27].
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3.1.1 O modelo

Considere uma populacdo de tamanho n misturada homogeneamente, ou represente as
interacdes pelo grafo completo de ordem n. Para um k € IN fixado, definimos o modelo
de k-espalhamento de tipo Maki-Thompson. Aqui teremos regras andlogas as regras do
modelo de tipo MT e adicionamos novas classes.

Mantemos as classes de invididuos ignorantes, espalhadores e contidos, mas introdu-
zimos os i-informados, onde i < k denota o nimero de vezes que um individuo desta
classe ouviu o rumor (e este ndo espalha o rumor). Apds ouvir k vezes o rumor, um
individuo passa a espalhar o rumor. As interagdes entre espalhadores e espalhadores

ou espalhadores e contidos mantém-se como no modelo de tipo MT.

O O O OO

Figura 3: Esquema de transigdes do modelo

Para cada tempo t > 0, denote o nimero de individuos ignorantes, i-informados,
espalhadores e contidos por X"(t), Y{'(t), Y"'(t) e Z"(t), respectivamente. O modelo de
k-espalhamento de tipo Maki-Thompson é, portanto, a Cadeia de Markov a Tempo
Continuo (k + 1)-dimensional, {(X"(t), Y{'(t),..., Y] ;(t), Y"(t))}+>0, com as transi¢des

dadas por:

Transicao Taxa
—e1+ep X"y",
—€l+1 +€1+2 YlnYTl, ZE {1,2,...,k_1},

—epy (n 1o xn oyl Yf) Y.

Aqui, {eq, ..., 61} representa a base candnica de R,
Os autores assumem convergéncia das proporg¢des no instante inicial e isso é usual

para mostrar rigidez. Isto é, os seguintes limites existem quase certamente:

n
lim X"(0) =: X0,
n—oo n
. Y/(0) .
nlglgo " =0, l€{1,...,k—1}
n
lim Y1) = 1.

n—o00 n



3.1 MODELO DE k-ESPALHAMENTO DE MAKI E THOMPSON

Ainda, definem a seguinte quantidade,

' Zzn(o) k—1
Z()Zznlglgo " :1_<x0+§y1‘,0+y0).

3.1.2 Proporg¢ao de individuos que n3o ouviram o rumor

A andlise realizada no trabalho leva em conta a absor¢do do processo, isto é, levam
em consideracdo que o processo morre no sentido de ndo haver mais transi¢des entre
classes e basta que Y"(t) = 0 a partir de um certo tempo para que isso ocorra. Considere

o tempo de absorg¢do do processo, definido por
7 = inf{t > 0: Y"(t) = 0}.

A partir de agora, basta olhar para o processo no instante em que ele morre. Isto
é, estudar o vetor aleatorio %(X”(T(”)), Y{Z(T(”)), . ..,Y,?_l(r(”))) e a variavel aleatoéria
21() /.

Considere f : (0, xo] — R dada por

£) = o+ p(0) - me{ 0, (19)

onde, denotando yg 0 = xo,
k—r—1
o(r) = Z (k—j—r+Dyjo,
j=0

parar € {0,1,...,k —1}. Observe que f é continua em (0, x9] e que vale

lim f(x) = —o0, f(x0)=yo > 0.

x—0+

Proposicao 3.1. Tome k € IN e assuma xy € (0, 1]. Entdo f tem ao menos uma raiz no intervalo
(O/ xO]'

Pela proposigdo, estd bem definida a quantidade

Xeo 1= Xoo(k, X0, Y1,0, - - -, Yk—1,0,Y0) = sup{x € (0, xo] : f(x) < 0}

e portanto enunciamos seguinte teorema:
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Teorema 3.2. Vale que

XM Y.H(T(n))
lim ——— =%, lim +— =y,
n—oo n n—oo n

onde

paraic {1,...,k—1}.

Assim como z, fica definido ze =1 — (X0 + Zi.‘:_ll Vi c0)-

Para o préximo resultado, trazemos algumas notagdes. Seja I um intervalo e g uma
funcdo que esteja definida em I, entdo R(g, I) denota o ntimero de raizes de g no
intervalo I.

Seja m um ntmero inteiro positivo e tome a fungdo gamma inferior incompleta:
: 1
y(m, t) :/ u™ e "du, t>0.
0
Caracterizamos entdo, a funcado f

Teorema 3.3. Considere f definida em (19). Entdo valem:

1. Considere o modelo de Maki-Thompson de k-espalhamento com condigdes xo =1 e yg =

Yio=0paraie {1,...,k—1}. Para x € (0,1], vale que

_ (IT+k+Inx)yk, —Inx) — x(— Inx)
flx) = k=1 :

Além disso, R(f,(0,1]) = 2. As duas raizes de f 5o xeo < 1e xg=1.

2. Suponha xy < ley;o=0paraic {1,...,k—1}. Entdo R(f, (0, x0]) € {1,3}.

3.1.3 Flutuagdo entre as proporgdes e seus valores limites

O trabalho ainda faz um tratamento das flutua¢des num teorema central do limite.
Alguns resultados explicitos sdo mostrados no caso standard (xo =1e ygp=1y;o =0
para i € {1,...,k—1}). De fato, como se trata de um modelo markoviano, basta
considerar as condigdes iniciais. Aqui, um dos problemas do modelo é estimar 7"
quando n — oo.
Os resultados apresentados sdo para k € {2,3}, mas os autores mencionam que é

possivel adaptar os mesmos argumentos para casos menos restritos.
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Teorema 3.4. Considere o modelo de Maki-Thompson de 2-espalhamento standard. Vale que:
Xeo 2 0.116586 e Y10 ~ 0.250558.

Mais, quando n — oo,

n((n) Yn (n)
Vn (M — X, ] (; ) _ yl,oo) — N5(0,29),

n

onde o0s elementos da matriz de covaridncia ¥ sio fungdes racionais de Xoo € Y1,c0-
Teorema 3.5. Considere o modelo de Maki-Thompson de 3-espalhamento standard. Neste caso,
Xoo ~ 0.0680169, Y10 =~ 0.182829 e Y3 =~ 0.245723

E quando n — oo,

X))
\/E(% — Xooy 1 (n ) - yl,oo> = N3(0/ 2(3)),

onde N3(0,20)) tem elementos que sio fungdes racionais de Xco, Y1 co € Y2 0o-

Observacao 1. O trabalho apresenta apenas resultados numéricos para o caso k = 3, mas uma
releitura critica da demonstragiio mostra que o resultado numérico da matriz ® pode ser obtido

também a partir de fungdes racionais das proporgoes limite, como enunciamos.

3.2 MODELOS DE RUMORES COM FASES ALEATO-
RTAS

Propomos uma generaliza¢do do modelo de rumores com fases ou modelo de Maki-
Thompson de k-espalhamento. Neste modelo, cada individuo precisa ouvir o rumor
um namero aleatério de vezes para poder espalhé-lo.

Em contraposi¢do ao modelo original, sortear um ntimero com uma distribui¢do que
ndo tem suporte finito pode levar a um modelo de dimensao infinita. Em termos de
praticidade, é razoavel supor que o suporte da distribuigao é finito, afinal, ndo se deve
esperar que um individuo tenha que ouvir o rumor um nimero de vezes maior que o
tamanho da populacdo para poder espalhd-lo. Mais que isso, o nimero de vezes que o
individuo precisa ouvir o rumor sequer deveria depender do tamanho da populacéo.

Ainda assim, ha um ganho em supor que a distribui¢do compreende todos os niimeros
naturais. Isso porque podemos tomar distribui¢des genéricas, como Poisson, que é

muito intuitiva na modelagem de problemas reais.
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3.2.1 Modelos de classes aleatdrias

Denotamos o conjunto de inteiros positivos por IN,.

Considere uma populagdo fechada de tamanho n homogeneamente misturada. A
populagdo é subdividida em um ndmero infinito de classes: espalhadores (aqueles que
espalham o rumor); contidos (aqueles que ja conhecem o rumor e ndo o espalhardo); e
os k-ouvintes, k € IN,, (aqueles que ouviram o rumor k — 1 vezes sem té-lo espalhado).

Note que a partigdo é infinita dado que k pode assumir qualquer valor inteiro nédo-

negativo. Diremos que 0-ouvintes sdo ignorantes.

Ignorante
Xo

Espalhador
Y

Figura 4: Esquema de transi¢cdes do modelo

O namero de espalhadores, k-ouvintes e contidos no tempo t é denotado por Y"(t),
X (t) e Z"(t), respectivamente.

P .

Como o tamanho da populagéo € fixo, 2" =n — ) ;1 X! — Y" € unicamente determi-

nado pelas outras classes.

Seja p; a probabilidade de um individuo ter de ouvir o rumor i > 1 vezes até espalha-

lo, po a probabilidade de um individuo nao espalhar o rumor quando ouvi-lo, g1 = p;

Pi
>i Pk

e parai>2,q; =y a probabilidade de um individuo que ja ouviu o rumor i — 1
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vezes espalha-lo ap6s um novo contato com o rumor. Temos uma Cadeia de Markov
infinito-dimensional R"(t) = (Y"(¢), X{(t), X5(t),...),t > 0, em NN+ com transigoes:

Transicdo Taxa
—e1 poXpY",
—ertex (1 —po—p)XpY",
—ep1tey i XY, i>0
—eip1tein (1—qi) XY, i>1
—ep Y'(n—1-Y2, X", i>1

Diremos que a proporgcéo inicial do rumor na populagao é
=(x3,x9,x9,...):= lim 1(1/”(0) X0),...)
0r 17227+ ) n—00 11 7 1 yeoo),
quando existir o limite quase certamente. Seja T, = inf{t : Y"(t) < 0}.

Teorema 3.6. Suponha o rumor com condigio inicial x°, liminfg, > 0e Yoo ;(1 +gn)x3 > 1.

Entdo limy, e Ty = Teo € (0, 00) quase certamente e

1
E(Y”(Too), X"(Te0), X (To0), - -) = (0, X100, X2,00,- - ) g.-C.

quando n — oo, onde

0

Y4 X /-1
Xp00 = XP(—Too) ) (¢ —kk)uToé_k [[A—ap =1,
k=1 : j=k

€ Too 1esolve em t a equagio

k+1,t) =
D“WZ"?% [1a-a.

n=1

Observacao 2. A distribuicdo de Poisson com média A > 0 satisfaz as hipéteses do Teorema
3.6, isto é, assumindo

exp(—A)A"

Vn > 0.
n!
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De fato,

A
LT e
e~ M
T(n,A
n! (1 — fzﬂ)>
AN
ny(n,A)
e AN
Y +1,A)+eAAn
e A
ﬂfs”E‘Sds4-e*AA”
e AN e

> =
T Atge A 1A

Observacao 3. Se a distribuicdo (py : k > 0) for finita, isto é, py = 0 para todo k > M, onde

M é um certo inteiro positivo, é imediato que o Teorema 3.6 segue de maneira andloga a [27].

3.3 PROVAS

Para provar o Teorema 3.6, estabelecemos uma lei dos grandes niimeros adaptando
as ideias apresentadas em Ethier e Kurtz [9, Teorema 11.2.1] de forma a superar a

dimensao infinita.

3.3.1 Lei dos Grandes Nimeros para sequéncias aleatérias em £,

Aqui usamos nogdes basicas de Andlise Funcional. Um leitor interessado pode conferir
[28] ou referéncias similares para mais detalhes sobre o assunto.

Para p > 1, seja o espaco das sequéncias p-somaveis

y = {x = (x)iz1: % € R, ||x[[h:= ) |xi|P< Oo}
i>1

e o conjunto da sequéncias de inteiros convergindo para zero

co(Z) = {x = (xi)i21 S fp tx; € Z,V1 > 1} C £p°



3.3 PROVAS

Observacao 4. Note que estamos interessados nas sequéncias quase nulas de inteiros, coo(Z),

mas ao herdar a topologia de £, verificamos que coo(Z) = co(Z.).

Seja E C £, um aberto limitado e considere os conjuntos
E,=En{nlx:x ccy(2)}.

Seja 7 um conjunto enumeravel limitado de {,,. Para cada m € Z, seja By, : £p — R
uma funcdo ndo-negativa tal que se x € E;, e B (x) > 0, entdo x + n~lm € E,. Chamare-
mos tal construg¢do de modelo de dependéncia de densidade infinito-dimensional.

Assuma que By, := sup, . Bm(x) satisfaz

Z HmeBm < . (20)

meZl

Da condigao (20), fica bem definida em E a fungéo F : £, — {}, definida pontualmente

por
F(x) = 2 mPBu(x).

meT
Assuma que F é Lipschitz.
Observe que Bu(y(s)) é integravel sobre s € [0,t] C A sempreque y: ACR — E é
uma fungdo continua a direita com limites a esquerda. Desta forma, fica bem definida a

quantidade

[ Eends = [ X mputyonds = X m [ ulvds € ¢
0 "~ Jo " o " 4

merl mel

para [0,t] C A.

Seja (X" : n > 1) a sequéncia de processos estocasticos em ¢, dada por:

X"(t) = X"(0)+ Y mn~1Y,, (n /Ot ﬁm(X”(s))ds),

mel

para t > 0, onde {Y,, : m € Z} é uma familia de processos de Poisson padrdo

independentes entre si.

Teorema 3.7. Suponha que X"(0) — X(0) quase certamente quando n — oo e defina
t
X(#) = X(0) + / F(X(s))ds, t> 0.
0

Entdo limy, || X" — X|| ;= 0 quase certamente.
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Demonstragido. Faremos um andlogo a construcdo cldssica de Ethier e Kurtz em [9].

Primeiro escreva
X = }(ﬂ O + mn 1Y n t 5 }( d + tl }( d
(t) ( ) W;GI’ m ( /0 ”1( (S)) S) /0 ( 71(5)) S,

onde para cada m, Ym(u) = Yyu(u) — u é um processo de Poisson centrado na sua

esperancga. Agora observe que

lim sup|n 1Y, (nu)|=0 g.c., ©v>0. (21)

u<ov

Estudamos a parte Poissoniana do processo X":

en(t) = sup,, (| X"(u)— X"(0) - Jo F(X"(s))ds
p
< ) llmllpn" sup|Yiu(npu))| (22)
mel ust
< Y [|m|lpn  (Yu(mBmt) + nBut).
mel
Pela lei dos grandes nimeros para processos de Poisson, temos
Him Y |[m)lpn Y But) + nBumt) = Y 2|m|pBmt
n—o00 mel meZ
= Y tim ||m ]| pn (Y1 Buat) + nBt).
mel n—00

Isto é, podemos trocar de ordem o limite e a soma. Fazendo isto na desigualdade (22) e

aplicando (21), concluimos que
Tim () =0 q.c. (23)
Observe que
t
1X"() = X< [1X"©0) = XO)[p+en(®) + [ MIX"6) = X©)] .
Aplicando a desigualdade de Gronwall na expressdo acima, obtemos:
IX"(t) — XOlly< (1X"(0) — X(O)|+en(t)) exp(Mb).
Como consequéncia de (23), vale para todo t > 0

. e _
lim sup|[X"(s) = X(s)[[p)=0 g.c.

s<t
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3.3.2 Demonstragdo do Teorema 3.6

Em nosso modelo, trabalhamos p > 1 fixado, tomamos E; = {x = (x1,xp,...) €
Cp, || x||p< 1,x; > 0} C E = By(0) (a bola de raio 1 centrada na origem) e consideramos
uma condicdo inicial x0 € E,. Pelo Teorema 3.7, existe quase certamente um limite
R(t) = limy_ e %R”(t) para todo t > 0. Estamos interessados, entdo, no limite do

processo no tempo de absorcao.

Demonstragio do Teorema 3.6. Observe que Y" > 0 portanto fot Y"(s)ds é nao-decrescente
em t. Seja o tempo de absor¢do do processo T, := inf{t > 0: Y"(t) < 0} e defina para
0<t< fooo Y"(s)ds o tempo acelerado:

7" () := inf {u e [0, ) : /Ou Y"(s)ds > t} .

Segue que Ovn(t) Y"(s)ds = t. Deta forma, podemos definir a Cadeia de Markov
acelerada {R(t)};>0 tal que

RMt) .= R™('(t), Vt>0.

Consequentemente, R" tem transicdes:

Transicao Taxa

b =—e poXy,

by=—e1+ey (1 —po— p1)XE,

(_g+1) = —€iv1+e0 G XF, i=0,...
lisg = —ei+ei  (1—qi)XY, i=1,...
by = —e (n—1-Y2X").

Considere as fungoes

Be,(x0, X1, X2, ..., ...) = poX1,

Be,(x0, X1, %2, -+, ..) = (1 = po — p1)x1,
[BL(Hl)(xo,xl,xz,...,...):qixl-, i=1,...
Bo,.,(x0,x1,%2,..,...) =1 —qi)xi, i=2,...

Bey(x0, X1, X2, .., ...) = (1_ixi> ,

i=0
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Definimos o tempo de absor¢do acelerado 7, := inf{t > 0: Y”(t) < 0} e obtemos que
R (ty) = 7~€n(frz)-

Para encontrar os limites, definimos o semi-grupo de operadores G = (G; : t > 0) pela

relagdo de recorréncia:
t
Gi(x) = x+ | F(Gu(x))ds (24)

para x € £p.

Para uma condigéo inicial fixada x%, seja Teo = inf{t > 0: G;(x") ¢ E.} e considere
x® = G, (2).

Podemos definir 7, da seguinte maneira. Seja 7y : £, — R a projecdo da 0-ésima
g ) p projeg
coordenada, entdo 1, = inf{f > 0 : 71o(R"(t)) = 0}.
Queremos checar que sempre que a condic¢do inicial estiver em E,, lim; o Ty = Too-

Isto é, se x° € E,,
Too = inf{t > 0: Gi(x°) € {x € £, : x0 = 0}},

e o resultado segue pelo Teorema 3.7. Defina Ey := {x € E; : xo = 0}.

Agora note que fixada a condigdo inicial x°, precisamos apenas das coordenadas
x9,x9,...,xY para determinar totalmente a trajetoria da i-ésima coordenada, para i > 1.
De fato, segue da definicio do semi-grupo G, equagio (24), com condigio inicial x° que
vale

t
xi(®) =x) - [ xieds
0
cuja solucdo é xq(t) = x? exp(—t), eparai > 1,
t
Y1) = ¥ + [ (@005) = w12 (). (25)
Observe que podemos escrever (25) como uma equacdo diferencial ordindria
x;+1 = qiXi — Xi+1, (26)

com condicdo de contorno x;(0) = x? para 1 < j < i. E facil ver, portanto, que sempre
que x° € E,, x;(t) > 0 para todo ¢ > 0. Entdo x(t +6) ¢ E, para todo 6 > 0 com x(t) € E,
se e somente se x(t) € Ey. Para finalizar a prova, basta mostrar que x(t) € Ep implica
x(t+0) ¢ E, para todo 6 > 0.
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Resolvendo o sistema (25) ou, equivalentemente, (26), obtemos as solugdes:

0

x(t) = exp(—1) Z ok H(l = q))-
Fixe t > 0 e observe que se ), _; X,(t) estiver bem definida, entdo, pelo lema de Fatou,

0 t
xo(t)=—t+ Y (1 +qm)/0 Xn(s)ds.
m=1

De fato,

t m—1
m—k .
| xn)ds / exp(— S)Z (m e gu—q])

- 07(m—k+1,t)m_ s
= L% gn—ep LLO-9)

=k

>

Como x,(s) > 0 para todom > 1,

[¢) t o e8]
0< Y [ s < 1 [ xule)as,
m=0 m=0

para todo t > 0.

Decorre de x* € E, que

/Oooxm(s)ds = ) kH(l—q]

k=1 j=k

_ ix 2]>m+1p]

k=1 Z]>kp]
< A-p) " Y py (27)
j>m+1

Ou seja, a condigdo inicial x%=(0,1,0,...) = ey é o maior valor possivel (em E,) para a

integral acima. Para ver isso, basta notar que em (27) usamos que a soma de x,? em k é

0

menor ou igual a 1, e entdo uma propriedade de convexidade. Suponha entdo x* =e; e

observe que:

11
Jyxna(©)ds T ITL (= q)
Jo xm(s)ds WO - q5)
_ m+ 1,001 — gu)
y(m, tym

ym+1,t)(1 —qm)
y(m+1,t) + exp(—Htm
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Por hipétese, liminfg,, > 0, portanto a série converge pelo critério de D’Alembert.

Assim, usando a convergéncia (a zero) de (px : k > 0), temos que

) m m—1
_ 1+ a, oY(m—k+1,t) 14
xo(t) t+mZ=1( +q )gxk Ton ki 1) g( 9))

estd bem definida para todo t > 0. Além disso, dado que a série converge mesmo
quando t — 0o, existe T, < 0.
Como xg é definida como integral de uma série convergente de func¢ées diferenciaveis,

esta é diferencidvel com -
xg=—1+Y_ (1+qu)xm.

m=1

Obtemos usando o mesmo critério de convexidade que

x0(0) = —1+ Y (1+gu)x) > 0.

m=1

Isto é, xp(t) € uma funcdo crescente em t = 0, o que conclui a demonstragéo. O



SIMETRIAS DE MODELOS DE
RUMORES

Quando se estuda equagdes diferenciais deterministicas, um dos problema é caracterizar
suas simetrias. Isto é, caracterizar mapas que levam solugdes em solugdes a partir de
perturbagdes em um pardmetro. Exploramos melhor essa nocdo no Apéndice B.

O trabalho de Gaeta e Quintero [11] traz uma nog¢do que estende o conceito de
simetrias para equagdes de Itd e baseado nele se desenvolve a no¢do de simetria deste
trabalho. Uma possivel motivagdo para isso é encontrar solugdes integraveis de equagdes

de Itd, isto é, dada uma equacao de Itd

t t
X, = Xo+ / (s, Xo)ds + / o (s, Xo)dW.,
0 0

encontrar uma simetria invertivel, isto ¢, um mapa invertivel (f, x) — (£, X) que satisfaga
X; = Xo+ / 3G, Xe)ds + / (5, X5)dWs
0 0
e torne a equagdo integravel no sentido de u(f, X;) = u(f) e o(f, X;) = o(f), isto é,
F F
X = Xo+ / H(E)ds + / o(5)dW:.
0 0

Até o presente momento, ndo hé na literatura uma nocdo de simetria aplicada a

modelos estocasticos de disseminacdao de rumores.

4.1 MODELO DE DALEY-KENDALL

Considere a Cadeia de Markov a Tempo Continuo do modelo de Daley—Kendall com
transicOes e taxas dadas em (1). Com base nela, trabalharemos com um modelo de
proporgoes.

Nesse modelo de proporg¢des, vamos supor que cada transi¢do tem uma intensidade
associada, que é conforme com a definicdo dada na Introdugao. Seja Q, o conjunto dos

ndmeros racionais ndo-negativos e considere Qﬁ =Q, x Q..
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Definicao 4.1. Seja n um inteiro positivo e considere a Cadeia de Markov a Tempo Continuo
a(t) = (x(t), y" (V) € {(x,y) € Q% : x+y < 1} com transicdes:

Transicdo Taxa
(=1/n,1/n) nAX" (" (1),
(0, ~2/n) np(", "),

0, =1/m)  nyy"(HA —x"(t) — y"(1).

Nos referimos a esta definicdo como modelo de Daley—Kendall de propor¢oes no n-ésimo nivel

(abreviamos como modelo DK).

Observacao 5. Observe que o modelo de Daley—Kendall de propor¢des goza do mesmo compor-

tamento do modelo original de Daley e Kendall quando reescalado no espago e no tempo.

Assim como na Secdo 2.1, obtemos um sistema de equacgdes diferenciais ordindrias
que descreve o valor esperado do modelo DK. Isto é, obtemos uma equacao diferencial

ordindria para E[7"(t)]:

/

= —A

{x/ Xy i (28)
y = Axy— By —yy(l—x—y)

Observe que os pontos de equilibrio do sistema sdo (c,0) parac € R e <0, 7—%) para

v # B.

Nosso interesse é analisar um sistema que admita um estado de equilibrio cujas
coordenadas sejam ndo-negativas com soma menor ou igual a 1, tal que qualquer
trajetéria suficientemente proxima a este ponto convirja para ele. Ou seja, queremos

um equilibrio assintoticamente estavel.
Lema 4.2. Os estados de equilibrio do sistema (28) ndo sdo assintoticamente estdveis.

Ou seja, 0 lema mostra que o modelo de Daley-Kendal nédo é interessante para nossa

investigacdo de simetrias e faz-se necessario introduzir um novo modelo.
t d t f trod del

4.2 MODELO DE RUMORES COM RETORNO DE ES-

PALHADORES

Propomos uma generalizagdo com uma modificagdo do modelo DK.
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No modelo, individuos espalhadores podem tornar-se ignorantes novamente com
taxa x. Isso pode ser interpretado como a perda de memoria de um individuo.

Ainda, faremos uma pequena modifica¢do na taxa de transic¢do (0, —2) do modelo DK
(Definicdo 4.1) considerando a taxa ,BY; no lugar de [3(12/) Note que essa mudanca é
assintoticamente equivalente no modelo de proporcées.

Consirere V" (t) = (X"(t), Y"(t)) a Cadeia de Markov a Tempo Continuo no tempo ¢

com transigdes:

Transicao Taxa
Y(t
(-1,1) AX(HY,
0, —2) rare (29)

©0,-1) Y m - X(t) - Y(t)
1,0) « (%) (n — X() — Y(£)).

Definimos entdo o modelo que trabalharemos.

Definicao 4.3. Seja n um niimero inteiro positivo e considere as Cadeias de Markov a Tempo

Continuo v} = (x?, y") in {(x,y) € Q2 : x +y < 1} com transicdes:
t tr Yt y n y

Transicdo Taxa
(—1/n,1/n) nAxyh +o(h),
©,-2/m)  np (%) h+o(m,

©,~1/m)  nyy(d —x — Yh+o(),
(1/n,0) nx(l —x — y)h +o(h).

Nos referimos a este como modelo de proporcdes de Daley Kendall com retorno no n-ésimo nivel

(abreviamos como modelo DKR).

Como antes, derivamos o sistema de equagdes diferenciais ordindrias associado ao

valor esperado:

(30)

/

{ ¥'= xk(1—x—y)— Axy
y'= Axy =By =y —x—y)

Teorema 4.4. O sistema (30) tem como estados de equilibrio os pontos (xo, yo) = (1,0),
— A —
* (x1,y1) = (ﬁz m> sep="1,
* (x2,12) e (x3,y3) se p # 1y, onde

oy A+
VST B

1=2,3
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v —KA=P =V + (=1 V/(k(A — B) — YA + 4A(A + 7)Bx

=2 3.
i 2AA+17) =23

Note que estamos lidando com um modelo de proporg¢des, entdo consideramos a
regido A := {(x,y) € [0,1]? : x+y < 1}. Além disso, estamos interessados em uma
nocdo de medida invariante para a difusdo e para tanto, buscamos uma nocdo de

invariancia para os incrementos. Essa ideia ficara mais clara nos préximos resultados.
Teorema 4.5. Os sequintes estados de equilibrio sdo assintéticamente estdveis e pertencem a /\:
1. (x1,Y1) quando B = y;

2. (x2,y2) quando B > 7y ou quando B < ye \/x(y —pB) > A — (v — B).

Diremos que o gerador infinitesimal difusivo associado a uma tal sequéncia de

Cadeias de Markov com geradores L, serd o limite L := lim, L,, quando existir.

Teorema 4.6. Para o modelo DKR (Definigio 4.3), o gerador infinitesimal difusivo em torno de
um equilibrio (x«,y+) do sistema (30) existe e é dado pontualmente por
of

L(f)((x*/ y*)) = —(K(x + y) + )L(x*y + xy*))a

0
ey (A7) — yya(B+ 7))%

02 f

1 5. 02
+§(2Ax*y* + [By*)a—yz + Ax*y*ﬁ

—Ax*y*m, (31)

para f € C*(R?).

Seja V2 o operador Hessiano e ® o produto de Hadamard, isto é, para duas matrizes
reais de mesma ordem , A = (a;j);j e B = (bjj)ij, A © B = (aj; - bjj);j. Escrevemos o gerador

infinitesimal difusivo do modelo DKR como
L=u®V+(o)o V2,

onde
_ ( —(c(x +y) + Axy + X)) )
(xy«(A+7) — yy«(B+7))
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)\X* * _l)\x* *
00’ = ( 1 ’ : %yi ) '

Pelo Lema 4.8, que veremos na secdo 4.3, podemos considerar a matriz simétrica

- 1 AX Y 2+vV4i+3 -1
1+2+V41+3 -1 2+V/41+3+21 ’

2

onde ! = 2’%& O processo de Feller cujo gerador é L é dado pela equagao de Ito
dX = udt + cdW. (32)

Essa relagao segue do Teorema 7.3.3 em [23].

Para o préoximo resultado usaremos a notagdo matricial (x1, x2) = (x,y). Seguindo
a noc¢do de simetria temporal de uma equacdo de It (ver Apéndice B), obtemos o

seguinte.

Teorema 4.7. Se v é uma simetria para (32) dada por

d d
V= T(i’)g +G(t, x)a—x,
entdo T = k € R e ¢ resolve a equagio diferencial ordindria linear homogénea (em t)

&= (Vwg,
onde
Vi = (—(K+Ay*) —(K+/\x*)> '
y«(A+7)  —y(B+7)

Observacado 6. Note que V. é constante, tem trago negativo e determinante positivo. Portanto,
a origem é um equilibrio assintéticamente estdvel do sistema e as trajetorias de ¢ convergem (em

t) para a origem.

Da observacdo acima, vemos que a agao de v na equagdo de Ito (32) é irrelevante no
espacgo para um instante arbitrariamente distante, ou seja, as equagdes simétricas a (32)

apresentam um comportamento assintético equivalente para ¢ suficientemente grande.
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4.3 PROVAS

Demonstra¢do do Lema 4.2
Para verificar a estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo DK, escrevemos

antes a matriz jacobiana do sistema (28):

Ix ):< —Ay —AXx )
P\ Ay Gepxe200—Py—v )

1(c,0) = 0 —Ac
N0 A+y)e— )

Como 0 é autovalor, o equilibrio nédo é assintoticamente estavel.

Ay
](Q—l—)= ),
v—B 7(A+g) v

r—

Para (c,0), temos:

Para (0, WL_[,)), temos:

que tem 7y > 0 como autovalor, logo o equilibrio é instavel.
O

4.3.1 Resultados para o modelo DKR

Demonstracao do Teorema 4.4

Tomemos a equagdo em y’ do sistema (30):

Y =yAx =By — (1 —x—y)). (33)
Como y = 0 anula essa equagdo, verificamos na equacao de x’' que (1,0) é ponto de
equilibrio.
Agora suponha y # 0. Dividindo o lado direito da equagdo (33) por v e igualando a
zero, temos a relagdo:
(v =Py=7-(r+Mx (34)

Agora dividimos em dois casos:

* 7 = B Aqui, obtemos x = 5. Substituindo na relacao para x’,

X' =kl —x—y)— Axy, (35)

. 04 Ky P . .
concluimos que <—7 A TR RTRR A) é ponto de equilibrio.
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* v#B

Ao substituir a relagdo (34) para y na equagdo (35), obtemos um polindémio de

segundo grau:

K<1_x_'rzﬁ_;yi?3x) - (vjﬁ_zi)/;x) 7

Reescrevendo:

My +A)x2+ (k(A—B) —Ay)x —xB =0
obtemos duas solugdes:
_ = (kA = B) = A7) + V/(k(A — B) — A7)? + 4A(y + A)xp
B 2A(y +A)

—(k(A = B) = A7) = V/(k(A = B) — A)? +4A(y + M)«
2A(y +A) '

X2

X3 =

O]

Demonstracio do Teorema 4.5. E imediato que (xo,Yo), (x1,Y1) € A.

Agora suponha v # B. Observemos que para qualquer 2 € Re b > 0, vale 0 < a® <
a% + b portanto x3 < 0 < xp.

Note que ao manipular a expressdo x, < 1 com operagdes basicas e quadrados,

obtemos a equivaléncia:
B < AA+7)+x(A+B) — Ay, (36)

que é equivalente a
0 < AA+x)

e portanto x; < 1.

A condigdo y, > 0 implica v > (A +)xy quando v > Be v < (A +9)xy quando
v < B. Com uma manipulagdo anédloga a que fizemos para obter a (36), concluimos que
y2 > 0.

Para checar que yp < 1, basta verificar se (A +y)x2 > B quando v > Bese (A +7)xy <

B quando v < B. Novamente, a relagdo vale repetindo o argumento acima.

Agora verificamos que os equilibrios de interesse sdo de fato assintoticamente estaveis.

A matriz jacobiana para um equilibrio arbitrério (x,y) de (30) é

( —+Ay) —(k+ \%)
Jy) ( A+7)y A+mx+2(y—Py— 7 ) 67
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e seu polindmio caracteristico é

pED(e) = =G+ Ay + e) (A +7)x +2(y = By — 7 =€) + (A +7)(c + Ax)y.
Chequemos a estabilidade de cada um dos pontos:

1. Para (1,0),
p10e) = —(k +e) (A +7) — v —e).

As raizes sdo —x e A, logo ndo é assintoticamente estavel.

2. Quando B = 7, checamos (x1, y1):
2

(1Y) (p) = o2 1 _r
p (e)=e +( +/\K+’)’K+)\’)’) Ke + AK.

Como o polindmio é de grau 2 e os coeficientes sdo positivos, é imediato que uma

das raizes tem parte real negativa. A outra raiz é dada por:

1 1+,Y—2 K+1 1+’Y—2 2K2—4AK
2 AK + 7K + Ay 2 AK + YK + Ay ’

V2
1+ AK+yK+Ay

2
Note que o termo no quadrado é no maximo ( > K2, portanto a parte

real da raiz é negativa. Ou seja, (x1,y1) é assintéticamente estavel.

3. Para B # -, basta checar para (x,y,). Note que a matriz jacobiana (37) avaliada

no equilibrio (x7, y2) pode ser reescrita como

—(k+Ays) —(k +Ax) )

””””:( A+Dy2 (=B

Dado que y, > 0, o sinal de det J(x2,y2) é 0 mesmo de det ], onde

ﬁ:<:—W+Am)-%K+Am)>
A+y)  (r—-PB )

Temos:

det]" = —(k(y — B) + Ay — AMA +7)x2) + (A + 7)(k + Axp)
=k(A+B) =AY +2AA + 7)x2

- \/(K(A +B) — YA2 +4A(A +7)pr > 0
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e portanto det J(x2,y2) > 0. Agora verificamos condi¢des para Tr J(x2, y2) < 0.

Temos:
Tr J(x2, y2) = — (kK + Ay2) + (v — P2
=—Kk+(y =B =Ny
Portanto a condigdo Tr J(x4,y+) < 0 é equivalente a condicdo

(y=B—A)
= v—pB

%Az(l—géz)@W+KM+ﬁy—VWM+5%~MV+4MA+@&Q. (38)

(v — (A +7)x2)

No lado direito da inequagdo acima, o termo no argumento da raiz pode ser

escrito como:
(YA +K(A + B))> +4A%k(B — 7). (39)

E imediato, portanto, que o segundo termo no lado direito da equacio (38) é
negativo entdo quando o primeiro termo é positivo, temos Tr J(x., y+) < 0. Essa

condigdo é satisfeita na condi¢do y < B e na condicdo ¥y > e A <y —B.
Agora tratamos docaso vy > Be A >y —B.
Da equagdo (39), o lado direito da equacdo (38) é limitado superiormente por
A
(;jjg-1>2A»Mdv-ﬁ)
e obtemos a condigdo

ﬁzw. 0
T B

4.3.2 Gerador infinitesimal e equac3o de It6

Demonstracao do Teorema 4.6
Para encontrar o gerador infinitesimal no entorno de um equilibrio (x, v+) do processo
de difusdo, usaremos o Teorema A.48. Para tanto, seja Z. o conjunto dos inteiros nao-

negativos e Z? = Z x Z, e considere os espacos de estados

S I

E, = {\/E(%_x*/ —y*>3(fr?)ezi'f+g§"}'
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onde estdo definidas as transla¢des de nossas Cadeias de Markov pelo equilibrio. Tome

(x,y) € E, para definir as variaveis:

@ = (v e f)

X"(h Y*(h
g = (s T8y T,

Considere R"(t) = (X"(t), Y"(t)) nossa cadeia de Markov no tempo t em E, e seja
RMt) = (X™(t), Y(t)) seu mergulho em E, como no Teorema A .48.

Observe que, do Teorema de Hille-Yosida, existe uma relacdo biunivoca entre o
semi-grupo de Feller e seu gerador infinitesimal. Seja f € C3(R?) uma fungao real.

Temos:

N - 0 N - - - - -
FR®) = FRYO) + L RM O 1)~ X0 + %(R”(O))(Y”(t) — (0))
2
2 R O)X" () — K02 + f TS RIO)T (1) — X0

2
f (R”(O))(X”(t) X”(O))(Y”(t) —Y"(0) +r(R"(1)),

onde r é o resto de Taylor de terceira ordem.

Para calcular o gerador infinitesimal L, do semigrupo, observe que

Lu(f)(x) = lim aE(x DFRY )]~ F(x, ), (40)

onde ]E?x,y) é a esperanca condicional dada a condicao inicial R"(0) = (x, y).

Ou seja, basta calcular o valor esperado dado R™0) = (x,y) dos polindmios dados na
decomposi¢do de Taylor num tempo h e verificar se existem fatores h", > 1, tais que o
fator % na equagao (40) mantenha o limite bem definido em h. Apos isso, observar que

o limite em n — oo existe.
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Seja (x,y) € E;,. Temos:

IEYL

(x )

(x,y)

[Y"(h) —

vl

[X"(h) —

x]

ViEf,)[2(h) — 1]
_ \/E{ <_%) (nA%h + o(h))

+ (%) (nk(1 — % — 9)h +o(h)) ]

- (2) (e ) e o)
() (- (s 5)- (o)

= Vn(r(l = 2 = ys) — Axy)h — (KX +y) + A(xay + xy))h

1 1
—ﬁ)\xyh + ﬁo(h)

= —(k(x + 1)+ Axey + Xy + O (7) +n 1 20(n). (41)

VB ) [9(h) — g1
\/ﬁ( (%) (nA%9h + o(h))

(_%> (nﬁ%IHo(h))
(_%> (ny§(1 — % — )l +o(h)) )
1

i (5) (2 (5 75) (e ) o)
() (nﬁﬂmw)
#(=) (v 5 ) 0= (e ) = (v J5 o)

\/_ n(AXYx — ,B]/* YYs(1 — X6 — ys))h
+ (Axay + Axys — 2BYsy + Y (Yex — y(1 — x — 2y4))) h
1
+0 h+n 1/20(h)
()
(Axsy + Axys — 2Bysy + Y (yex — y(1 — xx — 2y4))) h
1 172
+0 (\/ﬁ) h+n=—"“o(h) (42)

+
+
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Como no caso de equilibrios assintéticamente estaveis vale que x, # 0 e y. # 0,

Axy — Bysx — y(1 — x4

—1y+) =0, segue que

Ef Y00~ 1 =G93+ 1) = B4 O () s 200

7

Agora olhamos para o segundo momento.

E, y)[(Xn(h) — x)°]

n
IE(x,y)[

(Y"(h)

— )]

nIE(, ) [(3(h) — 2)*]
2
= n { (—%) (nAxgh + o(h))

1\2
+ (—> (nk(1 — % — 9)h +o(h)) }

n

_ n[ (—%)2 (m (x* + %) (y* + %) h+0(h)>
' (%)2 (mc(l - (x* + %) - (y* ; %))fwo(h)) }

1
= 2Ax.y<h+0O (ﬁ) h+nYo(h). (43)

nN?,
+ (—; (ny§(1 — £ — P +o(h)) )
ARyl +2B0%h + yi(1 — £ — §)h +n~ Lo(h)

o) e el )
o) () 6 )

@Ax.y. + Byl + 002 o (%) . (44)

Olhamos para a covariancia:
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E ) [(X(R) — x)(Y"(h) — )] B [(E() = 2)(@(h) — 9)]

1\2
—n( > (nAXgh + o(h))

A (x* + %) (y* + %) h+nto(h)
= —Ax.yuh+ O(hm™) +o(hn™) (45)

Para os momentos de ordem superior, é imediato que estes sdo de ordem O(hn~1) +
o(hn™1). O

Agora olhamos para a equagdo de Itd obtida no entorno de um equilibrio (x, ).

Lema 4.8. Se o é simétrica, entdo

. 1 AX Y 2+vV4+3 -1
L+2+41+3 -1 24/ +3+2)

Demonstracdo. Escrevendo

oot = Y ‘Z = AX. Vs . 2 ) =AM
Ax*y* Ax*y* i —5 1+

observe que oo’ é simétrica portanto diagonalizavel. O mesmo se aplica para M,

portanto escrevemos M = PDP~!, onde P é a matriz invertivel de autovetores de M e D

a matriz diagonal de autovalores de M. Temos:

p - [+ V142 t—\/1+l2]
- 1 1

~ _%<2+L—m> 0
b = _ 0 %<2+z+\/1+12)
p-1 _ _ NLT %<1\/#7)]
_2\/1? %(1+\/1[+7>

Escrevendo /D para denotar a matriz diagonal cujo \/52 = D, obtemos ¢ =
\ /Ax*y*P\/ﬁP_l, dado que é simétrica, onde

P\/ﬁP_l— 1 2+\/4l+3 -1
2Vi+2+ V443 —1 24V +3+20)
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2

Sejam o7 e 0, simétricas tais que 010} = 0204 = 00!, Temos que 00! =07, i=1,2 e que

1

as matrizes comutam, isto é, 010> = 0»07. Portanto,
(07 — 0)? = 200" — 2070%. (46)

Como ambas as matrizes sdo simétricas, a diferenga é simétrica, portanto o quadrado é
simétrico. Mais que isso, v; é autovetor de 0; (i = 1,2) se e somente se é autovetor de oo’.

t

Portanto, os autovetores de oo’ sdo os mesmos autovetores de 40, (com respectivos

autovalores). Isso caracteriza o lado direito da equacdo (46) como a matriz nula. Da

hipétese de simetria das matrizes, o7 = 07. O

Note que ¢ é uma matriz constante, entdo podemos reescrever o Teorema B.15 da

seguinte forma.

Teorema 4.9. Seja

v= T(t)% +&(t,x) - ai

uma simetria aleatoria para a equacgdo diferencial ordindria

dXt = “M(i’, Xt)dt + U'th,

onde ambas Vy e o sido matrizes constantes. Entdo vale:

a(:z a]‘z t az‘:i _ 'aT
1 ot
Z ]k ax] = 0ika; (48)

Observacdo 7. Se deto # 0, da equacio (48) podemos assumir que
Gi(t,x) = (ax; + bj) + (cx; + d;) f (1) (49)

para alguma fungdo f : R — R e constantes a, b;,c,d; € Re

o _,%i
at_ axi'

Assim, a equagio (47) se escreve como

d¢; I d¢;
C ZC]aZ] = C (50)

l
- 8xl
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Assumimos det o # 0. Assim, a equacgdo (49) caracteriza ¢; e desenvolvemos a equagdo
(50):
(cxi +di)f'(H) — & - Vi = pila + cf(t)).

Para simplificar a notagdo, tome (x, y) = (x1, x2). Ao substituir y da equagdo (32) nés
temos

(cx+d)f'(H) + (ax+by+(cx+dy)f(t))(x+ Ayy)
+ (ay+by+(cy +da)f(t))(x + Axs)
= —2(k(x+y)+ Alxsy + xys))(a+cf(t)),

(cy +do)f'(t) — (ax+by+ (cx+dy)f(H)y«(A+7)
+ (ay+ by + (cy +da) f(1)y«(B+7)
= 20y(A+7) = yy«(B+ 7)) a+cf (1))

Vendo a primeira equagdo como polindmio de primeira ordem em x e y, obtemos

X (c F1(1) + (@ + cf (D) (k + /\y*)> +y ((a +of () (x + Ax*)>
+ (dlf'(t) +(by +dif(1) (K + Ays) + (by +dof(£))(x + Axy)
= x( =20+ Ay)a+cf®) +y( =20+ Ax)@+cf(®)).

Igualando os coeficientes de vy,
(k+Ax )@+ cf(t) = =2(k + Axy)(a + cf(t)).

Assim, se ¢ # 0, obtemos f(t) = —a/c. Caso contrério, ¢ = 0 implica a = 0 e, assim, f(t) =
0. Substituindo na equacdo (49), vemos que ¢ é constante (em t), entdo necessariamente
T € constante.

Juntando esses fatos na equagdo (49), podemos assumir ¢; = f;(t). Além disso, da

equagdo (47),

dfi(t) . Ou opi
T —fl(t)a—x1 +f2(f)a—x2

Isto é, temos um sistema de equagdes diferenciais lineares homogéneas de ordem 2.
Demonstra¢ao do Teorema 4.7

Basta notar que Vu e 0 sdo constantes, entdo aplicar o Teorema 4.9 e Observagao 7.
U
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CONCLUSOES

O objetivo desta tese é apresentar alguns dos trabalhos que foram desenvolvidos durante
o doutorado, trazendo comentdrios e algumas passagens que possivelmente ndo estardo

nos trabalhos publicados.

5.1 NOSSOS RESULTADOS

Aqui estdo as contribuic¢des principais do trabalho.

No capitulo 2, trazemos modelos de rumores que incorporam a memoria. Até onde
sabemos, é a primeira vez que foi proposto um modelo de rumores com memoria. Para
tanto, derivamos uma lei dos grandes ntiimeros funcional, no sentido de existir uma
sistema de equagOes que governa as proporgdes limite de uma populagdo quando seu
tamanho é arbitrariamente grande. Além disso, estudamos as flutua¢des desse limite

por meio de um teorema do tipo Donsker ou Teorema Central do Limite funcional, onde

obtivemos que os ruidos convergem para uma equacdo integral estocéstica de Volterra.

No capitulo 3, propomos a generalizagdo de um modelo de rumores que tem dinamica
de espalhamento baseada em fases: todo individuo deve ouvir o rumor um ntimero
fixado de vezes para espalhar (ver [27]). Aqui, nosso modelo trouxe a ideia de que cada
individuo pode ouvir o rumor um ntmero diferente de vezes para entdo espalhéa-lo e
também ouvir uma vez para decidir ndo espalha-lo. Ao observar o tempo de morte do
processo, isto é, o primeiro tempo quando ndo ha espalhadores, podemos investigar
as proporgdes finais da populagdo. Para isso, precisamos derivar uma lei dos grandes
ndmeros num espago de dimensao infinita, baseada nas ideias presentes em [9] para o
analogo do caso em dimensao finita. Verificamos que a distribui¢cdo de Poisson satisfaz
as hipéteses do nosso resultado.

No capitulo 4, propomos um modelo baseado no modelo classico de Daley—Kendall

(ver [6]) incorporando a possibilidade de individuos contidos voltarem a classe de
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ignorantes por meio da perda de memoria. Aqui, obtemos um sistema de equacdes
diferenciais ordindrias a partir do valor esperado da sequéncia de Cadeias de Markov.
Consideramos entdo o gerador infinitesimal de Cadeias de Markov das propor¢oes
no entorno de equilibrios assintéticamente estdveis. Ao calcular o gerador limite,
investigamos a equacdo de It6 relacionada e aplicamos as nogdes de simetria em [11]
na nossa equagado. As simetrias obtidas dizem que pertubacdes na parte espacial sdo

negligencidveis apés um tempo suficientemente grande.

5.2 TRABALHOS FUTUROS

A composicdo deste compéndio torna necessaria a exposicao de interesses ou sugestdes
para trabalhos futuros a partir do que trouxemos nestas paginas. Aqui traremos algumas
delas.

O problema de rumores ndo-markovianos abre margem para uma série de novos

trabalhos, entre os quais citamos algumas possibilidades abaixo:
¢ Investigacdo das proporg¢des limite do modelo;
* Derivar leis de grandes desvios para o modelo;
¢ Introdugdo de novos modelos com dindmica de contato no grafo completo;
¢ Introdugdo do modelo em grafos ndo-completos;
* Estudo de modelos cuja dinamica limite ndo é de Lotka-Volterra.

No problema de compartimentos aleatérios, mostramos que para modelos com
dependéncia de densidade em espagos (7 vale uma lei dos grandes ntimeros, dai
aplicamos o resultado ao nosso modelo. Nessa linha, alguns desdobramentos podem

ser:
* Generalizagdo de modelos similares para casos de dimensdo infinita;

* Investigacdo de principio de invaridncia do tipo Donsker para o problema de

dimenséo infinita;

e Verificagdo da existéncia de medidas invariantes para o modelo.



5.2 TRABALHOS FUTUROS

No problema de simetrias, algumas perguntas ficaram em aberto como por exemplo
a propria interpretagdo do que representa uma simetria em termos do rumor. Outro

problema é a obtengdo analitica da raiz quadrada de uma matriz quadrada, dado que

numa matriz de ordem 3 isso pode se tornar tdo mais complicado quanto se queira.

Citamos alguns topicos que, assim como esses, emergem naturalmente do problema:

Existéncia de simetrias mais gerais para o problema;

Métodos analiticos para obtengdo de simetrias para modelos markovianos de

dimensao finita;

Existéncia de uma nocado de simetria (talvez medidas invariantes) para a Cadeia

de Markov que conversem com a simetria para a equagdo de Ito;

Aplicagdo da técnica em modelos cujas simetrias trazem interpretacdes relevantes.






PROCESSOS ESTOCASTICOS

O objetivo deste apéndice é cobrir algumas nogdes em processos estocdsticos essenciais

ao nosso trabalho.

A.l CONVERGENCIA DE MEDIDAS DE PROBABILI-

DADE

Aqui, trazemos algumas das ferramentas para compreender o conceito de convergéncia

de medidas de probabilidade, inteiramente baseado no livro de [2].

A.1.1 Convergéncia fraca em espacos métricos

Seja (X, %) um espaco mensuravel e considere #(X,%) o conjunto das medidas de
probabilidade em (X, X)}. Quando explicitos X e £, Z(X,X) = .
Seja & um espago métrico e considere a o-dlgebra dos borelianos %. Denotamos o

conjunto de fungds reais continuas e limitadas de S por C(S).

Defini¢ao A.1. Uma sequéncia de medidas de probabilidade (P,), em S converge fracamente
aP e P, escrevemos P, = P, se

/SfdPn—>/SfdP Vf € C(S).

No teorema abaixo, segue a definicdo de regular, que é muito préxima ao conceito de

rigidez, que veremos em breve.

Teorema A.2. Toda P € (S, PB) é reqular, no sentido de que, se A € % e e > 0, entio
existem um conjunto fechado F e um conjunto aberto G tais que F C A C Ge P(G\ F) < .

Como consequéncia, toda P € #(S, #) é unicamente determinada pelos valores de

P(F) com F conjunto fechado.
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Teorema A.3. Duas medidas de probabilidade, P e Q, em (S, $) coincidem se

| rap= [ ra,

para toda f € C(S).

Rigidez

z

O conceito de rigidez é quase uma extensdo natural do conceito de regularidade.

Definimos a seguir.

Defini¢do A.4. P € & é rigida se para todo € > 0 existe um conjunto compacto K tal que
P(K)>1—e.

Teorema A.5. Se S é separdvel e completo, entio P é rigida VP € P(S, A).

Olhamos novamente para a nogao de convergéncia fraca. Por definigdo e pelo Teorema
A.3, ela depende apenas da topologia. Isso significa que duas métricas equivalentes (no
sentido de gerar a mesma topologia) mantém os mesmos limites fracos.

Existem alguns critérios para a convergéncia fraca. Enunciamos alguns.
Teorema A.6. Sejam Py, P € &. Os cinco itens sequintes sio equivalentes:
(i) P, = P.
(i) im, [ fdP, = [ fdP Vf € C(S).
(iii) limsup, P,(F) < P(F) para todo fechado F.
(iv) liminf, P,(G) > P(G) para todo aberto G.

(v) lim, P,(A) = P(A) para todo conjunto A de P-continuidade. Isto é, o limite é vdlido para

todo A tal que a fronteira topoldgica tem medida P zero: P(0A) = 0.
Teorema A.7. Seja % uma subclasse de 2 tal que
(i) % é fechada para interseccoes finitas;
(ii) todo conjunto aberto em S é unido finita ou enumerdvel de elementos de % .
Se P,(A) — P(A) para todo A € %, entdo P, = P.

Teorema A.8. Vale P, = P se e somente se cada subsequéncia (Py,) admitir uma subsequéncia
(Py, ) tal que P, = P.
] ]
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Convergéncia em distribuicdo

Seja X um mapa de um espacgo de probabilidade (€}, %, IP) em um espac¢o métrico S. Se
X é mensurdvel com respeito aos borelianos, diremos que X é um elemento aleatério.

O uso de IP para denotar a medida de () segue para melhor definir a distribui¢do de
um elemento aleatorio. Isto é, a distribuicdo do elemento aleatério X é a medida de
probabilidade P = PX~! em (Q, %):

P(A)=P(X'A)=P{w: X(w) € A} =P{X € A}, Ac .

Definicao A.9. Diremos que uma sequéncia de elementos aleatorios (X,) converge em distri-

buicdo ao elemento aleatério X, e escrevemos
Xy = X,

se as distribuigoes Py, de X, convergem fracamente a distribuicdo P de X:
P, = P.

Faremos o abuso de notagdo X,, = X para denotar a convergéncia fraca.

Convergéncia em probabilidade
Considere o espago métrico (S, p). Paraa € S, se quando n — oo,
P{p(Xpn,a) > e} — 0,

para cada € > 0, dizemos que X, converge em probabilidade para a. Aqui, denotaremos

a P
esta convergéncia por X, — a.
P -
Teorema A.10. Se X,, = X e p(X;,, Yy) — 0, entdo Y, = X.
Assuma que, para cada n, Yy, Y1,,, You, ... tém mesmo dominio e S é separdvel.

Teorema A.11. Suponha que, para cada u, Xy, = X, quando n — oo e que X,, = X quando

u — co. Além disso, suponha que

li_r>n lim sup P{o(Xun, Yu) > €} =0,
u o0

n—o0

para cada € > 0. Entdo Y, = X quando n — oo.

Teorema A.12. If X, = X, entdo E[|X|] < liminf, E[|X,|].
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Diremos que uma cole¢do de varidveis aleatdrias (X;;) é uniformemente integravel, se

lim su | X, |dP = 0.

A= J{|Xu|za}

Teorema A.13. Suponha X,, = X. Se (X,) é uniformemente integrdvel, entdo
E[X,] — E[X]; (51)

Além disso, se X e X, sdo ndo-negativos e integrdveis, entdo (51) implica que (X,,) é uniforme-

mente integrduvel.

Teorema de Prohorov

Definicao A.14. Seja Il uma familia de medidas de probabilidade em (S, ). Diremos que I1
é relativamente compacta se cada sequéncia de elementos de I1 contiver uma subsequéncia
fracamente convergente; isto é, se toda sequéncia (P,) de 11 admitir uma subsequéncia (P, ) e
uma medida de probabilidade Q (definida em (S, %) mas nio necessariamente contida em I1) tal
que Py, = Q.

Quando estamos nos lidando com a reta real, diremos que uma familia de medidas
de probabilidade IT em (IR, #) é relativamente compacta se e somente se para cada
e > 0 existe um conjunto compacto K tal que P(K) > 1 — ¢ para toda P € IL

Agora extendemos a nogdo de rigidez para familias de medidas de probabilidade.

Definicao A.15. Uma familia de medidas de probabilidade 11 num espagco métrico S é dita
rigida se para cada € > 0, existe um compacto K tal que P(K) > 1 — e para todo P € T1.

Os teoremas a seguir, devidos a Prohorov, ddo condi¢des necessdrias e suficientes
para a relacdo entre familias de medidas rigidas e relativamente compactas em espagos

completos e separaveis.
Teorema A.16. Se 11 é rigida, entdo é relativamente compacta.

Teorema A.17. Suponha S separdvel e completo. Se 11 é relativamente compacta, entdo é rigida.

A.1.2 O espaco de fungdes continuas C[0, 1]
Seja C[0, 1] o espago de fungdes reais continuas com dominio no intervalo [0, 1]. Seja p
a distancia em CJ[0, 1] dada por:

p(x,y) = sup |x(t) —y(t)|.
te[0,1]
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Definimos o0 médulo de continuidade de um elemento x € C[0, 1] por:

wy(9) = w(x,6) = sup |x(s) —x(t)], 0<d<I. (52)
|s—t|<d

Dado que
|w:(0) — wy(8)| < 2p(x, y),

w«(6) é continua, fixado 6, em x. Temos:
limwy(6) =0 Vx e C[0,1].
6—0
O resultado a seguir é feito no espago C = C[0, ).

Teorema A.18 (Arzela-Ascoli). Um subconjunto A C C tem fecho compacto se, e somente se,

sup|x(0)| < oo
x€A

lim sup wy(6) = 0.
0—0 XEA

Abaixo seguem algumas consequéncias.

Teorema A.19. Uma sequéncia de medidas de probabilidade em C[0,1], {P,}, é rigida se, e

somente se, valem as duas condigdes:

(i) Para cadan > 0, existe a € R tal que

Py{x:|x(0)|>a} <y, n>1

(ii) Para cada € > 0 e 1, existem 6 € (0,1) e um inteiro ng tais que

Py{x :wyx() > e} <1, n>ny.

Equivalentemente,

Teorema A.20. Uma sequéncia de medidas de probabilidade {P,} é rigida se, e somente se, as
condigdes a seguir sdo satisfeitas:

(i) Para cadan > 0, existe a € R tal que

Py{x:|x(0)|>a} <y, n>1

73
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(ii) Para cada € > 0 ey, existem 6 € (0,1) e um inteiro ng tais que

1Pn {x : sup |x(s) — x(t)|> s} <wmn, n>ny,

0 t<s<t+d

para todo t.
Com essa caracterizagdo, o teorema a seguir é imediato.

Teorema A.21. Sejam Py, P medidas de probabilidade em (C[0, 1], ¢[0, 1]). Se as distribuicoes
finito-dimensionais de P,, convergem fracamente as distribuigoes finito-dimensionais de P, e se
{P,} érigida, entdo P, = P.

Medida de Wiener

A projegao 7y, com valor 4(x) = x(t) em x € C[0,1], é uma varidvel aleatéria em
(C[0,1],¥710,1]). Denotamos essa variavel aleatéria por x;: Para um t fixado, x; é a
funcdo de C[0, 1] com valor x(t) em t. Quando houver uma medida de probabilidade P
em (C[0, 1], €[0,1]), {x; : 0 < t < 1} serd um processo estocdstico.

Uma medida de probabilidade em (CI[0, 1], [0, 1]) e que tem papel fundamental na
teoria de processos estocdsticos é a medida de Wiener, que sera denotada por W. Ela

tem as seguintes propriedades.

(i) Para cada t, uma variavel aleatéria x; é normalmente distribuida sob W com média

0 e variancia t:

W{x; <a} = Lt /2ty
<a}= Nor e u.
Se t =0, vale W{xo =0} = 1.

(i) O processo estocastico {x; : 0 <t < 1} tem incrementos independentes sob W: Se
0<ty<H <...<t <1,
entdo as variaveis aleatorias
Xty = Xtg, Xty — Xty, o) Xty — Xty
sdo independentes sob W.

Teorema A.22. Existe uma tal medida W em (C[0, 1], €[0, 1]).
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Sejam ¢1,Co, ... varidveis aleatérias independentes com média 0 e variancia 1, e tome
So=0eS, =381+ +¢y. Defina as fungdes W, por:
1 1
Wi(t, w) = ﬁSL”fJ (W) + (nt — L”H)ﬁgmtﬁl(“ﬁ- (53)
Considere o processo limite W. Diremos que W é o elemento aleatério limite da

equacdo (53), mas também a distribui¢do do mesmo processo limite, no sentido

P{w: W(w) € A} =W(A), A€ ¥[0,1].

Portanto, é importante ter atencdo quanto ao significado ambiguo de W,, = W.

Um elemento aleatério X de C[0,1] é dito gaussiano se todas suas distribui¢oes
finito-dimensionais sdo distribui¢des normais. A distribuicdo de um elemento aleatério
gaussiano é unicamente determinada pelas médias E[X;] e auto-covariancias E[X;X;],
0<s,t<1. Para W,

E[W,] = 0, E[W;W;] = s A .

Teorema de Donsker

Escrevamos (53), agora considerando ¢, varidveis aleatdrias arbitrarias:

Xo(t, @) = Ulﬁsw () + (nt — LntJ)o_l—ﬁqm (@), (54)

Teorema A.23. Suponha que as varidveis aleatdrias ¢, sdo independentes e identicamente
distribuidas com média 0 e varidncia finita e positiva 0. Entdo as funcdes aleatdrias X, definas
em (54) satisfazem

Xy = W.

A.1.3 O espaco D[0,1]

Alguns processos estocasticos ndo tém trajetérias continuas, como processos de Poisson
ou outros processos de salto. Geralmente, quando um processo é construido como
combinagdo linear de fung¢des indicadoras em intervalos, ele pode nédo ser continuo,
mas ainda goza de boas propriedades e estd contido no espago das fungdes cadlag,
definido abaixo, que traz andlogos importantes sobre convergéncia fraca com o espago

das fungGes continuas.
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Seja D[0, 1] o espago de fungdes reais, x : [0,1] — IR, que sdo continuas a direita e

tém limite a esquerda:
(i) Para 0 <t <1, x(t+) = lim,|; x(s) existe e x(t+) = x(t).
(i) Para 0 <t <1, x(t—) = limg; x(s) existe.

O espago DJ0,1] é dito espaco cadlag (ou espaco de cadligs ou espaco de fung¢des
cadlag). Cadlag é o acronimo do francés "continue a droite, limite a gauche". Em portugués,
"continua a direita, limite a esquerda.”

Uma fungdo x é dita ter descontinuidade de primeiro tipo em ¢t se x(t+) e x(t—)
existem mas sao diferentes e x(t) esta entre ambos. Todas as descontinuidades de
elementos em DJ[0, 1] sdo do primeiro tipo. Além disso, C[0, 1] C DI[0, 1].

Para x € D[0,1] e Ty C [0, 1], defina:

wx(To) = sup{|x(t) — x(s)|: s, t € To}- (55)
O modulo de continuidade dado na equagdo (52) pode ser expresso como:

wy(0) = sup wylt, t+5]. (56)
0<t<1-¢

Ainda que ndo garantamos continuidade uniformemente para todos elementos ele-

mentos em DI[0, 1], diferentemente de C[0, 1], existe um resultado andlogo.

Lema A.24. Para todo x € D[0,1] e e > 0, existem pontos ty, t1,...,t, tais que

O=t<tir<--- <t =1

Wyltiq1,t) <e, 1=1,2,...,r
A primeira consequéncia que observamos é que x € D[0, 1] é limitada:

sup [x(1)| < oo.
t

Além disso, precisamos de uma nogdo de médulo de continuidade em D[0, 1] que
tenha o mesmo papel do médulo de continuidade definido em C[0,1]. Para0 < J < 1,
seja:

wi(8) = gl{ max wylti—1, t), (57)

onde o infimo é tomado sobre parti¢des finitas de [0, 1], {t;}, tais que
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() O0=tg<ty <<t =1
(i) t;—ti1>9,i=1,2,...,r.

O Lema A .24 é equivalente a
li ') =0
lim w, (9)
valer para todo x € D[0, 1].
Note que, dado § < %, o intervalo [0, 1) pode ser dividido em subintervalos [t;_1, t;)

com J < t; —tj_1 < 26. Entdo temos
1
w(6) < wy(26), ford < 5 (58)

Observando a equacgdo (58), podemos nos perguntar se a mesma desigualdade vale
quando ¢ estd em ambos os argumentos de wy e w). A resposta é que ndo porque
nem sempre: o infimo de w/ é tomado sobre uma colegdo finita de pontos, com os
intervalos consecutivos tendo comprimento maior que 6. Como existem fungdes em
DI[0, 1] com discontinuidades consectuvias separadas por intervalos de tamanho J, para
estes, wy(6) # w'(9).

A topologia |1 de Skorohod

Seja A a classe de mapas estritamente crescentes e continuos de [0, 1] nele mesmo. Se
A€ A, A(0) =0e A(1) = 1. Definimos, para x,y € D[0,1], d(x, y) como:

d(x,y) = inf {s > 0:sup |AMt—t| <eg sup|x(t) —y(At)| < s}
t t

E facil ver que d define uma métrica e gera uma topologia dita Topologia J; de Skorohod.
O problema é que esta métrica ndo é completa. Tal fato poderia arruinar a teoria,
entretanto existe um contraponto: existe outra métrica que gera a mesma topologia e é
completa.
Definamos para A € A o namero
At — As
t—s

|All= suplog
t#s

Entdo, definimos a métrica desejada abaixo.

Definicao A.25. Sejady: D x D — R definida pontualmente por

do(x,y) = inf {e >0:[|A|<e  sup|x(t) —y(An)| < s} .
t
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Note que as fungdes fi(x) = log(l +2x) — x e fa(x) = x —log(l — 2x), ambas satis-
fazendo f1(0) = f2(0) = 0 e f(x), f3(x) > 0 ao menos quando 0 < x < 1/4. Entdo, a

desigualdade abaixo faz sentido:
At
logl —2e < —e < logT <e<logl+2e

Segue entdo que d(x,y) < 2dp(x,y) se do(x,y) < 1/4. Nao hé desigualdade na outra

direcdo, mas temos o seguinte lema.
Lema A.26. Se d(x,y) < 6%, onde 0 < 6 < }1, entio do(x, y) < 40 + w(0).
Teorema A.27. As métricas d e dy sdo equivalentes.
O ponto importante sobre dj é dado a seguir.
Teorema A.28. O espago DI[0, 1] é completo sob a métrica dy.

Convergeéncia na Topologia de Skorohod ndo implica convergéncia uniforme. De fato,

seja uma sequéncia convergente x, — x, com {A,}, C A tal que
sup [Ant —t| = 0;
Sl:p |xn(;) — x(Ant)] — 0.
Contudo, temos
|xXn(t) = x(O)[= [|xn(t) — x(Ant)| = [x(t) — x(Ant)]]

e aqui fica claro que se x é descontinua em t, ndo temos x,(t) — x(t).

Compacidade em DJ[0,1]

Ha duas formas de caracterizar compacidade no espago D[0, 1]. A primeira segue da

secdo anterior. Pode ser interessante ver as equagdes (55), (56) e (57).

Teorema A.29. Um conjunto A tem fecho compacto na topologia de Skorohod se e somente se

sup sup{|x(t)|} < o0

xeA t

li (6) =0.
(smssupwx( )

xeA
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Agora defina, novamente, um novo médulo de continuidade, que nos d4 a segunda

caracterizagdo de compacidade.

w)l(8) = supmin{|x(t) — x(t1)|, |x(t2) — x(t)|},
onde o supremo é tomado em ¢, t; e t; satisfazendo
th <t <ty ty—t <9

Teorema A.30. Um conjunto A tem fecho compacto na topologia de Skorohod se e somente se

sup sup{|x(t)|} < oo

x€A t
lim sup w// () =0
6—0 XEA

lim sup wy[0,6) =0

—0xeA

lim sup wy[1 —4,1) = 0.

[ 070 xeA

Estamos interessados em caracterizar a o-dlgebra & de DI0, 1] e as projegdes 7y, 1,
tem um papel importante aqui. Primeiro definimos Fr.

Se Ty é um subconjunto de [0, 1], seja Fr, a classe de conjuntos Tt }_.’tkH, onde k é

arbitrério, t; sdo pontos arbitrérios de Ty e H € Z*.

Teorema A.31. Se Ty contém 1 e é denso em [0, 1], entdo Fr, gera a topologia 20, 1].

Convergéncia fraca e rigidez em DI[0, 1]

Para uma medida de probabilidade P em (D, %), seja Tp o conjunto de pontos ¢ € [0, 1]
tais que as projegdes 71; sdo continuas exceto em pontos formando um conjunto de
medida P nula. Os pontos 0 e 1 sempre estdo em Tp. Se0 <t < 1,entdot € Tpse e

somente se P(J;) =0, onde
Ji = {x: x() # x(t))

é o conjunto de fung¢des x discontinuas em ¢.

Tomando Ji(e) := {x : |x(t) — x(t—)|> e e fixando e > 0 e 6 > 0, pode ter no maximo
tinitos pontos ¢t tais que P(Jt(¢)) > J. Para um e fixo, portanto, P(J:(¢)) pode exceder 0
no méximo em enumeréaveis pontos t. Dado que P(Ji(¢)) T P(J;) quando ¢ | 0, temos a

condicdo desejada.
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Assim: Tp contém 0 e 1 e seu complementar em [0, 1] é no maximo enumeréavel. Se
t1,...,t; estdo todos em Tp, entdo Tttt Sd0 continuas exceto em um conjunto de

medida P nula.

Teorema A.32. Se {P,}, é rigida e Pnn;ll_“ = Pntfll_” 1, vale sempre que tq, ..., tx € Tp,

entio P, = P.

H4 um andlogo ao teorema de Arzeld-Ascoli para caracterizar a compacidade.
Teorema A.33. {P,}, é rigida se e somente se valem as duas condigdes:

(i) Para todo n > 0, existe a tal que

Py{x :sup |x(t)|>a} <ny, n>1.
t
(ii) Para todoe > 0en > 0, existem § € (0,1) e um inteiro ng tal que
Py{x:wl(6) > e} <n, n>ng

Outra forma de caracterizar é a seguinte.
Teorema A.34. {P,}, € rigida se e somente se as duas condicdes valem:
(i) Para cada n > 0, existe a tal que

Py{x:sup|x(t)|>a} <7y, n>1
t

(ii) Para cada e > 0en > 0, existem 6 € (0,1), e um inteiro ng tal que

( Py{x:wl(6) >¢} <y,

Pn{X3wx[O/5)ZS}§77, n = ngp

. Pn{x : w_x[]. _5,1) Z 8} S 77/
Outra forma segue.

Teorema A.35. Suponha que
~1 —1
Pyry . = Py 4

vale sempre que tq, ..., tx € Tp. Além disso, suponha que P(],) = 0. Finalmente, suponha que

para cada e > 0en > 0, existem § € (0, 1), e um inteiro ng tais que
Py{x:wl(0) >e} <n, n>ng.

Entio P, = P.
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Note que checar se P(J;) = 0 é equivalente ao seguinte limite valer:
lim P{x : |x(1) —x(t)|>¢€} =0, &>0.
t—1
Teorema A.36. Suponha que, para todo 1 > 0, existe a tal que
Py{x:|x(0)|>a} <ny, n>1
Além disso, suponha que para cada e > 0 e n > 0, existem § € (0, 1), e um inteiro ng tais que
Pu{x:wx(0) > e} <1, n>ny.

Entdo { Py}, é rigida, e, se P é o limite fraco de uma subsequéncia (Py, )y, entdo P(C) = 1.

Funcées aleatérias em D[0, 1]

Seja X elemento aleatério de D[0, 1]. Escrevemos Tx para Tp, onde P ¢é a distribuicdo de

X. Entdo Tx contém O0e 1,e,se 0 <t < 1, t € Tx se e somente se P{X(t) # X(t—)} = 0.

Escrevemos w” (X, 6) no lugar de w’%(9).

Teorema A.37. Suponha que
(Xn(t1), ..., Xu(t)) = (X(t1), ..., X(t))
vale sempre que tq, ..., t € Tx, que P{X(1) # X(1—)} =0 e que
PUX0) — Xult)|2 A, [Xa(t) = Xa)|2 A} < 1 [FG) — FEOP* (59)

parat <t <tren>1ondey>0,a > %, e F é fungdo ndo-decrescente em [0,1]. Entdo
X, = X.

Agora olhamos para a existéncia.

Teorema A.38. Existe em D[0, 1] um elemento aleatério com distribuigoes finito-dimensionais

Uty,.. b qUe€ SA0 consistentes e

1
Hi 1B, B B2) B — B1l= A, [B2 — B> A} < W[F(tz) — F(t)]™ (60)
parat; <t <ty ondey >0, a > % e F ¢é ndo decrescente e continua em [0, 1]. Além disso,
lim gy {(B1, 62 |B1 — ol > €} =0, <t <1,

para & > 0.
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Ja a condicdo (60) pode ser restrita a

/]R3|ﬁ — B1l"1B2 — B dpt, 1,(B, B, B2) < [F(t2) — F(t)I™.

As vezes o espaco D[0, 1] é mais conveniente para se traalhar que o préprio espago
C[0,1]. Um exemplo é o Teorema de Donsker. Dadas varidveis aelatdrias g1, G2, ... em
(Q, B, P), com somas parciais S, = ¢1+ -+ Cn, seja Xu(w) a funcdo de DI[0,1] com
valores

Xalt, @) = Uiﬁsw (@) (61)
em t. Dado que X;,(t) é uma varidvel aleatdria, X, é uma funcdo aleatéria, isto é, um
elemento aleatério de DJO0, 1].

Queremos mostrar que sob certas condicdes, a distribui¢do de X, converge fracamente
para a medida de Wiener W. W esta definido em (CI[0, 1], €[0, 1]), mas se estende
facilmente para (D[0,1], Z[0,1]): Dado que C[0,1] € DI[0,1], e que a topologia de
Skorohod relativa em C[0, 1] coincide com a topologia uniforme ali, A € & implica
ANC[0,1] € €[0,1]. Podemos, portanto, estender W para (D, Z) atribuindo o valor
W(ANC[O,1]) para A € Z. Certamente, o suporte de W estd em C[0, 1]. De agora em
diante, interpretamos W como essa medida de probabilidade em (DI[0, 1], Z[0, 1]) ou

como elemento aleatério de D[0, 1] que tem esta distribui¢do de probabilidade.

Teorema A.39. Suponha que as varidveis aleatérias ¢, sdo independentes e identicamente
distribuidas com média 0, com varidncia positiva e finitac?: B[&,] = 0, E[¢2] = 0. Entdo as

fungdes aleatérias X,, definidas em (61) satisfazem
Xy = W.

Teorema A.g0. O Teorema A.39 ainda é vdlido quando P é substituida por uma medida de

probabilida arbitrdria Py que é dominada por P.
Definicao A.41. Sejam ¢1,Co, . .. varidveis aleatérias com
0<¢énlw) <1,

e seja F,(t, w) a proporgdo de pontos G1, G, ..., G ndo excedendo t, entdo Fy(., w) é a fungdo

de distribui¢do empirica.
Tome Y, (w) o elemento de D[0, 1] com valores

Yu(t, w) := v/n (Fult, w) — F(t)) (62)
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no ponto t € [0,1], onde F é a funcdo de distribuicdo empirica comum as varidveis ¢.

O processo estocéastico {Y,(t) : 0 <t <1} é dito Processo Empirico.

Teorema A.42. Suponha que ¢, sio independentes e tém fungdo de distribuicio comum F(t). Se
Y, é definido por (62), entdo
Y, =Y,

onde Y é o elemento aleatério gaussiano de D[0, 1] que satisfaz

E[Y(#)] = 0
E[Y(s)Y(#)] = E(s) (1 — E(t)), s <t

A.1.4 O espaco DJ[0, )

O espaco D = DJ[0, o) é o espaco de fung¢des continuas a direita com limite a esquerda.

Segue como extensdo natural de D[0,1]. Além disso, podemos tomar o espaco de
fungdes em RF continuas a direita com limite a esquerda e denotamos por D. Salvo
quando mencionado, k = 1.

Ao restringir o médulo de continuidade w’(x, §) ao intervalo [0, m], temos:
/ .
w (x,0) = inf max w(x,[t;_1,t;)),
m( ) 1<i<v ( [ i—1 1))

onde o infimo é tomado sob parti¢des {to, ..., t, } do intervalo [0, m] tais que t; —t;_1 > ¢
para 1 <i < v. Considere a norma do supremo até m
[x[|m="sup [x(s)].
se[0,m]

Teorema A.43. Uma sequéncia de medidas de probabilidade em D, (Py),, é rigida se, e somente

se, valem as duas condicoes:
(i) Para cada m,
ali_r)golimnsup Py(x : ||x||m>a) = 0.
(ii)) Para cada mee > 0,
I(Siﬁ)l limnsup Py(x : wl,(x,6) > €)= 0.

Além disso, seja

jm(x) = sup|x(t) — x(t—)].

t<m
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Corolario A.44. A condigio i do Teorema A.43 pode ser substituida por uma das condigoes

abaixo.

(i) Para cada t em um conjunto T denso em [0, 00),

lim limsup P,(x : |x(t)|> a) = 0. (63)
a—o0 n

(i”) A relagdo (63) vale para t = 0, e para cada m,

lim lim sup Py(x : ju(x) > a) =0.

a—00 n
Definicao A.45. Uma varidvel aleatéria T é um tempo de parada para um processo X" se o
evento {T < t} estiver na o-dlgebra o(X"(s) : s < t). Um tempo de parada T com alcance é

finito é tal que T < oo quase certamente.

Observe que fixado T € [0,00), {T < t} € 0(X"(s) : s < t} para qualquer processo.

Isto é, todo processo admite tempos de parada.
Teorema A.46 (Teorema de Aldous). Sejam X" elementos aleatérios de D, tais que:
* Para cadam > 0,

lim lim sup P[|| X" ||,,> a] = 0;
a— 00 n

* Para todo €, 1, e m, existem &y e um ny tais que, se 6 < dp e n > ngp, e se T é um tempo de

parada de alcance finito para X" satisfazendo T < m, entdo

Pl X2, s — X2 > €] <.

T+0

Entao { X"} é rigida.

A.2 PROCESSOS MARKOVIANOS

Todo o contetido desta secao foi retirado de [9].

Seja {X(t),t > 0} um processo estocastico definido em um espago de probabilidade
(Q), F, P) com valores em E, e seja FX = 0(X(s) : s < t). Entdo X é um processo
Markoviano se

P(X(t+s) € T|FX) = P(X(t +5s) € T|X(t)), (64)
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para todo s, t > 0eI € A(E). Se {G;} é uma filtracdo com ]:tX C Gy, t >0, entdo X
é um processo Markoviano com respeito a {G;} se a equagao (64) é vélida com FX

substituido por G;. Note que, além disso, a equagdo (64) implica
E[f(X(t +9)|F*] = EIf(X(t +5))|X(1)]

para todos,t > 0 e f € B(E). Uma funcdo Q(t, x,I') definida em [0, ) X E x HA(E) é

uma fungdo de transi¢do homogénea no tempo se

Q(t,x,.) € #(E), (t,x)€]0,00)XxE,;

Q0,x,.)=6x, x€E

Q(.,.,I) € B([0,0) x E), T € A(E),

Ot +5,x,T) = / P(s,y,T)P(t, x,dy), st>0,xcE,T € BE).
E

Uma funcdo de transi¢do Q(¢, x, I') é uma fungdo de transicdo para um processo de

Markov homogéneo no tempo se
P(X(t+s) € T|F) = Q(s, X (1), T)
paratodos,t > 0 eI € A(E), ou, equivalentemente, se

ELFCX(E+)IFT= [ F0)Q6 X (1), )

para todos,t > 0e f € B(E).

Uma medida de probabilidade v € &(E) dada por v(I') = P(X(0) € I) é dita distribui-
¢do inicial de X.

Uma funcdo de transigdo para X e a distribuigdo inicial determinam as distribui¢des

finito-dimensionais de X por:

P(X(0) € To, X(t1) € Iy, ..., X(tn) € ') (65)
= / s Q(tn - tn—ll Yn—1, Fn)Q(tn—l - tn72/ Yn—2, dyn—l)
Ty Yn-1
... Q(t1, yo, dy1)v(dyo).

Em particular,
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Teorema A.47. Seja Q(t, x,I') é uma fungio de transicio homogénea no tempo e v € &(E). Se
para cada t > 0, a medida de probabilidade [ Q(t, x, Jv(dx) é rigida (o que sempre acontece
em espagos completos e separduveis), existe um processo Markoviano X em E com distribuicoes

finito-dimensionais unicamente determinadas por (65).

Observe que uma fungao de transi¢do homogénea no tempo, Q(t, x,I'), define um

semigrupo de contragdo, {T(t)}, em B(E) por

TOf) = [ f)QM,x,dy).

Seja {T(f)} um semigrupo num subespago fechado L C B(E). Diremos que um

processo Markoviano X em E corresponde a {T(t)} se
E[f(X(t +9))|F{'] = T(s) f(X(1),

para todos,t > 0e f € L. Se o semigrupo for definido por uma fungdo de transigdo
homogénea no tempo, entdo recuperamos a defini¢do inicial de processo de Markov.

Assumimos que E é localmente compacto e consideramos processos Markovianos
com semigrupos que sido fortemente continuos no espaco de Banach C(E) de fungoes
continuas se anulando no infinito com norma || f||= sup, ;| f(x)|. Note que C(E) = C(E)
se E é compacto.

Um operador L C B(E) x B(E) é dito conservativo se seu fecho é o operador (I, 0),
onde I é a identidade.

Um semigrupo {T(t)} é dito fortemente continuo se converge para a identidade no
sentido de lim; | T(t) = I. Para um semigrupo fortemente continuo, definimos seu

gerador infinitesimal, L, como o seguinte limite quando existir

1
Lf = lim (T()f - 1).

O dominio do operador L é o espaco onde tal limite estiver definido.
Um operador contrativo, positivo, formetemente continuo em C(E) cujo gerador é

dito semigrupo de Feller.

Teorema A.48. Sejam E, Eq, Ey, ... espagos métricos com E localmente compacto e separduvel.
Paran=1,2,...,sejan, : E, — E mensurdvel, e considere u,(x,I') a funcdo de transicdo em
E, x AB(Ey), e suponha que Yy, é um processo Markoviano em E, correspondendo ao semigrupo
{T.(t)} tal que X\ = 1, o Yy, tem trajetérias em DE[0, 00). Defina 1, : B(E) — B(E) com
7tuf = f oy Suponha que {T(t)} é um semigrupo de Feller em C(E) e para cada f € C(E)
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et >0, T,()yrmuf — TS (isto é, | Tn(t)tnf — m, T(t)f||— 0). Se {Xn(0)} tem distribuicio
limite v.€ P(E), entdo existe um processo Markoviano X correspondente a {T(t)} com

distribuicdo inicial v e trajetérias em Dg[0, ), e X, = X.

A.3 INTENSIDADE ESTOCASTICA

O contetido deste apéndice pode ser encontrado integralmente em [3]. Daqui em diante,
(E, ) é um espaco topoldgico e F = (F;) é uma filtragdo com t € R;. Um processo

estocastico X = (X(t)) tal que X(t) é Fi-mensuravel para cada t é dito adaptado a F.

Definicao A.49. Seja N(t) um processo pontual adaptado a uma filtragdo F;, e seja y(t) um
processo ndo-negativo mensurdvel. Suponha que y(t) é Fo mensurdvel para t > 0 e que

fot v(s)ds < oo para quase certamente parat > 0. Se para todo 0 < s < tetodou € R,

. [ t
E[e“NO-NE)| 7] = exp ((e”‘ -1 / 'r(v)dv) %
S

entdo N(t) é dito um Fy-duplamente estocdstico Processo de Poisson ou um JFi-condicional

Processo de Poisson com intensidade (estocdstica) 7y(t).

Teorema A.50. Seja N(t) um processo pontual adaptado a uma filtracdo F;, e seja «y(t) um

processo mensurdvel ndo-negativo tal que para todo t > 0,
* (t) é Fo-mensurdvel;
¢ fot Y(s)ds < oo quase certamente.

Se vale a iqualdade
E [ /0 C(s)dN(s)] _E [ /0 C(s)'y(s)ds]

para cada processo ndo negativo Fi-previsivel C(t), N(t) é um processo de Poisson duplamente

estocdstico com Fy-intensidade y(t).

Definicao A.51. Um processo estocdstico X em E é dito F-progressivo se e somente se para
cada t > 0 0 mapa (t, w) — X(t)(w) de [0, t] x Q em E for £/B([0, t]) @ Fi-mensurdvel.

Teorema A.52. Se E é um espago polonés e X é adaptado a F e continuo a direita, X é

J-progressivo.
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Definicao A.53. Seja N(t) um processo pontual adaptado a uma filtracdo F; e seja -y um

processo ndo negativo Fi-progressivo tal que, para todo t > 0,

t
/0 Y(s)ds < co  g.c.

Se para cada processo ndo negativo Fi-previsivel C(t), a igualdade

E { /0 ~ C(s)dN(s)] - { /0 ” C(s)'y(s)ds}
se verifica, entdo diremos que N(t) admite a Fi-intensidade vy.
Teorema A.54. Se N(t) admite a F-intensidade y(t) entdo N(t) é ndo-explosivo e
1. M(t) = N(t) — fot Y(s)ds é um Fy-martingal local;

2. Se X(t) é um processo Fi-previsivel tal que IE[f(;|X(s)\'y(s)ds] < oo, t > 0, entdo
fot X(s)dN(s) é um Fy-martingal;

3. Se X(t) é um processo Fi-previsivel tal que f(; | X(s)|v(s)ds < ocoquase certamente para
cada t > 0, entdo fot X(s)dN(s) é um Fi-martingal local.



SIMETRIAS DE EQUACOES DE ITO

Neste apéndice trazemos alguns conceitos sobre simetrias deterministicas para comple-

mentar as nog¢des introduzidas em [11].

B.1 SIMETRIAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS OR-
DINARIAS

Uma equagdo diferencial ordindria de primeira ordem pode ser escrita como
dx
Flt,x,— | =0,
(= 5)
onde F : R?"*1 — RRP.

Por exemplo, parap=1e F(u,v,w) =v —w,

Z—j =X, (66)
que tem solucgdo x(t) = x(0) exp(t).

Note que se c € R\ {0} e consideramos f = ¢- t e X = x, temos uma equagao diferencial
ordindria que mantém a mesma estrutura da equacdo (66). De fato, X(f) = x(ct) e
portanto

ldx dx

f({) = X(Ct) = EE = ﬁ

F (f,x,l) =0.
f

Dizemos que a transformacao (f, x) — (£, X¥) é uma simetria da equacao (66).

Ou seja,

QU

Pensemos num caso mais geral:

Ft,x,x,...,x"M)=0. (67)
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Agora suponha que existem mapas f : R x R? — R e g: R x R” — IR? tais que
= f(t
£t,) .
x =gt x)

Na notagdo anterior, agora com as derivadas com respeito a t, isto é,

se vale a relagdo

entdo (f, g) é dita simetria da equacdo (67).
Traremos nogdes geométricas para introduzir o conceito de campo em abertos de IR?

para entdo definir os geradores das simetrias.

B.1.1 Geometria Diferencial

Esta subsecdo esta contida nos livros classicos de Geometria Diferencial de Do Carmo
[8] e de Spivak [31]. Algumas mudancas de notacdo foram feitas para manter a

concordéancia.

Defini¢do B.1. Um campo de vetores em um conjunto aberto U C R? é uma aplicagio que
associa a cada ponto g € U um vetor w(q) € R O campo de vetores w ¢ diferencidvel se,

escrevendo q = (x,y) e w(q) = (a(x,y), b(x,y)), as fungdes a e b sio diferencidveis em U.

Geometricamente, a defini¢do corresponde a associar a cada ponto (x,y) € U um

vetor de coordenadas a(x, y) e b(x, y) que variam de maneira diferencidvel em relacédo a

(x, ).

Figura 5: Campo de vetores ao longo de uma curva

X
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Consideramos apenas campos diferencidveis. Agora note que dado um campo de
vetores w, é natural perguntar se existe uma trajetéria deste campo, isto é, se existe

uma curva parametrizada diferencidvel a(t) = (x(t),y(t)), com t € I C R tal que

&' () = w(a(t)).

Exemplo B.2. Uma trajetéria passando pelo ponto (xo, yo), do campo de vetores w(x, y) = (x,y)

é a reta a(t) = (xpe!, yoe'), t € R.

Exemplo B.3. Uma trajetéria passando pelo ponto (xo,Yo), do campo de vetores w(x,y) =

(y, —x), é o circulo B(t) = (rsin(t), r cos(t)), t € R, onde r* = x5 + y3.

Na linguagem de equagdes diferenciais ordindrias, diz-se que um campo de vetores

w determina um sistema de equacgdes diferenciais,

dx = g(x,
g; (x,y) (69)
5 = b(x,y)

e que uma trajetéria de w é uma solugao do sistema acima.
O teorema a seguir estabelece uma equivaléncia quanto a existéncia e unicidade de

solugdes do sistema (69).

Teorema B.4. Seja w um campo de vetores em um conjunto aberto U C R2. Dado p € U,
existe um trajetéria o : [ — U de w (isto é, o’ (t) = w(a(t)),t € I) com a(0) = p. Esta trajetéria
é iinica no seguinte sentido: Qualquer outra trajetéria B : ] — U com B(0) = p coincide com a
emIN].

Além disso, o resultado a seguir verifica a diferenciabilidade das trajetérias com

respeito ao ponto de referéncia no B.4.

Teorema B.5. Seja w um campo de vetores em um conjunto aberto U C R2. Para cada p € U

existe uma vizinhanga V- C U de p, um intervalo I, e uma aplicagdo o : V x I — U tal que

1. Para todo q € V fixado, a curva a(q,t),t € I, é a trajetéria de w passando por g; isto é,
ow
a(q,0)=q, =5:(q,t) =w(a(q, ).

2. « é diferencidvel.

A aplicacdo « é chamada de fluxo (local) de w em p. Podemos estender o conceito de

campo para ambientes mais gerais.
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Dado um ponto p € R”, seu espago tangente serd definido como o R} = {(p, ) :
v € R"}. Note que a partir de uma funcdo diferencidvel ¢ : R” — R" temos a
transformacdo jacobiana Dg : R" — L(IR",IR™) (isto é, a imagem estd no espago de
transformacdes lineares de R” em IR™). Fixado p € R"”, obtemos outra transformacao

linear g, : IR’; — IRJ”Q’(p) definida por:

8+(vp) = (D(P)(©))g(p)-

A definicdo que trazemos a seguir ndo é a mais geral, mas segue a bibliografia e se

encaixa no escopo deste trabalho.

Definicao B.6. Um subconjunto M C R™ é dito variedade k-dimensional, se todo ponto x € M,
existe um aberto U contendo x, um conjunto aberto V.C R™, e um difeomorfismo h : U — V

tal que

h(U N M)

V N (RF x {0})
{yev: .yl =...=y"=0}.

Lema B.7. Se todo ponto x € M admite a seguinte estrutura: existem um aberto U > x, um
aberto W C R¥, e um mapa diferencidvel f : W — R" tais que:

1. f(IW)=MnNU,
2. a diferencial Df|, tem posto k para todoy € W,
3. f71: f(W) — W é continua,

entdo M é uma variedade k-dimensional.

Um tal mapa f ¢é dito sistema de coordenadas sobre x.

Seja M uma variedade k-dimensional e tome f : W — IR” um sistema de coordenadas
locais em x = f(a). Como Df tem posto k, a transformacdo linear f. : RE — R” ¢
injetora, e f.(R) é um subespaco vetorial de dimensao k de R”. Se g : V — R" for

outro sistema de coordenadas locais com x = g(b), entdao

g+(Rp) = fu(f " 0 8)(RY) = fo(R).

Isto é, o espaco vetorial f.(RF) independe da escola do sistema de coordenadas f. Este

espaco serd denotado por TyM e serd dito espago tangente a M no ponto x.



B.1 SIMETRIAS DE EQUAQC)ES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

No caso de variedades, um campo de vetores serd uma associacdo de cada ponto
p € M a um vetor no espago tangente T, M. Este sera dito diferenciavel quando uma pa-
rametriza¢do x as componentes 4, ..., a4, do campo a1xj + - - - + agx; na base {xy, ..., X}
forem fungodes diferencidveis em p. E serd diferencidvel em U se for diferencidvel em

todo ponto p € U.

Definigao B.8. Seja w um campo diferencidvel de vetores em um conjunto aberto U C M e

p € U. Sejay € TyM. Considere uma curva parametrizada
a:(—¢e)— U,

com a(0) = p e a’(0) =y, e seja w(t), t € (—eg, €) a restrigdo do campo de vetores w a curva a. O
vetor obtido pela projecio de (dw /dt)(0) sobre o plano T, M é chamado a derivada covariante em

p do campo de vetores w em relagdo ao vetor y.

Definicao B.9. Seja o : [ — M uma curva parametrizada em M. Um campo de vetores w ao

longo de o é uma correspondéncia que associa a cada t € I um vetor
w(t) € TypM.

Definicao B.10. Uma curva parametrizada ndo constante y : I — M é chamada geodésica em
t € I se o seu campo de vetores tangentes y'(t) é paralelo ao longo de vy em t, isto é, se a derivada

covariante é o vetor zero. Se <y é uma geodésica para todo t € 1, entdo vy é dita curva geodésica.

Proposicao B.11. Dado um ponto p € M e um vetor w € TyM, w # 0, existe um & > 0 e uma

linica geodésica parametrizada vy : (—¢, €) — M tal que v(0) = p e 4/'(0) = w.
Denotamos a geodésica da proposicdo acima por 7(t, w).

Lema B.12. Se a geodésica y(t, v) é definida para t € (—¢, ), entdo a geodésica y(t, Av), A > 0,
é definida para t € (—e/A, /M) e y(t, Av) = y(At, v).

Por fim, introduzimos a no¢do de exponencial, crucial para o desenvolvimento da

teoria de simetrias.
Definig¢ao B.13. Se v € T,M, v #0, é tal que ¥(|v|,v/|v]) = ¥(1,v) estd definido, escrevemos

expp(v) =v(l,v) e expp(O) =p.
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Geometricamente, a construgdo corresponde a percorrer (se possivel) um compri-
mento igual a |v| ao longo da geodésica passando por p na dire¢do de v; o ponto assim
obtido é denotado por expp(v).

Recordemos agora a equacao (68). Suponha que para cada ¢ num intervalo I contendo
a origem, temos simetrias ¢(¢, t, x) = (f;, X¥¢) com a condicao ¢(0, ¢, x) = (t, x) e que para

cada ¢ € [ satisfazem uma equacgdo diferencial

F(¢(€/ t, x)) =0,

q o derivadas de ord Lo 22 <
onde suprimimos as derivadas de ordem superior (¥;, X;’, . ..) na notagdo, e que o mapa

¢ é diferencidveis em ¢. Este mapa serd dito simetria de Lie.

Uma aproximacdo de Taylor em torno da origem nos da:

(Fe, %) = (tx)+ Z—f Lt r(€)

= (t,x)+ (T, X)e +r(e),

onde £~ 1||r(e)||— 0 quando & — 0. Note que (T, X) define um campo. E precisamente
com esse tipo de campo que trabalhamos e obtemos simetrias via aplicagdo expo-
nencial /construcdo da geodésica no espago de solugdes. Ou seja, dado um campo v,
construimos a familia de simetrias ¢(¢) = exp(ev) e ¢ é dito gerador infinitesimal da

simetria.

B.2 EQUACOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS E SI-

METRIAS

Uma maneira alternativa a enxergar problemas de equagdes diferenciais é enxergd-los

como equagdes integrais. Por exemplo, seja f : R? — R integréavel e considere

dx

— = f(t, x).
Podemos pensar nesse tipo de problema como

T
X(T) — x(0) = / F(t x(B)dt, VT € R.
0

Como no tratamento das equagdes de Itd, denotamos a equagdo acima por:

dx = f(t, x)dt.



B.2 EQUACOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS E SIMETRIAS

Observe que quando f(t, x) = f(t), a equagdo (70) é separdvel, portanto basta integrar
para obter solu¢des. Um problema interessante é buscar simetrias (invertiveis) que

tornem a equagdo separavel. Por exemplo, uma simetria ¢(¢, t, x) = (f¢, T¢) tal que

dxs = f(fe/ fs)dfs = f(fs)dfs
e entdo considerar a solugdo x(f) a partir da transformacédo inversa ¢(—e¢, ¢, %¢).

A figura 6 traz um esbogo do conceito de simetrias para um caso de maior interesse

Nnosso.

R+

]RZ

R

Figura 6: Esquema de uma simetria (curva azul) na variedade definida pelo grédfico de um

problema deterministico em R, x R2.

B.2.1 Simetria de Equacdes de It6

Para a equacgdo de Ito, o procedimento é anadlogo. Seja

dX; = u(t, Xpdt +o(t, X)dW,, (71)

e um mapa suave ¢ : I x R, x R? - IRy X R?” com I C R aberto contendo a origem.
p g

Para ndo sobrecarregar a notagao, fixamos € e supomos que ¢(¢, t, x) = (f, X) satisfaz
dxy = u(t, f{)di +0o(t, Xp)dWs.

Entdo diremos que ¢ é uma simetria.

A partir daqui, o truque é usar aproximagdes da identidade:

te ~ t+et(t,x)

Xe ~ x+¢eC(t,x)
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R

Figura 7: Esbogo de simetria no caso estocéstico para uma familia de variedades definidas por

graficos em R, x R2.

e entdo usar as regras do Célculo de Ito para obter T e ¢, que corresponderdo ao gerador

da simetria ¢:
d

G(P:TE

+¢-V.

A formalizacado dessas técnicas se dé pelos argumentos da secdo anterior via aplicagdo
exponencial.
Trazemos os critérios para determinar simetrias de Gaeta e Quintero em [11], 0

primeiro supondo T = 0 e o segundo com T(t, x) = T(t).

Teorema B.14. As simetrias pontuais de Lie espaciais para (71) sdo dadas pelo campo
P 0
Go = (t, X)=—,
0 Zzzl (:l( x) axl

onde ; satisfaz as equagdes de determinagdo de simetrias espaciais:

d P agz a,uz 2(:1 _
5‘5”2( ]éx]_éjax) Z(‘m axox;

i=1
d¢;

aUk
]’kax _(:] - =

=0.

Teorema B.15. As simetrias pontuais de Lie com dependéncia temporal para (71) sdo dadas pelo

campo

9 & d
G= T(t)a + Zéi(t/ x)gl
i=1 !



B.2 EQUACOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS E SIMETRIAS

onde T e ¢; satisfazem as equagdes de determinagio de simetrias com dependéncia temporal:

d P d¢; I a(,uzT) 1 & 261 _
#ﬁ;(mx} JFrs > ot Ekz Tk S . =0
d¢; 8(7,k aaik 1 8T 3
]’kax “85r ~Tar 2% T O

Observe que a férmula de It6 desempenha um papel fundamental no calculo desse
tipo de simetrias, entretanto, uma equacdo simétrica tem o processo de Wiener acelerado
(na notagdo anterior, Wj). O leitor que conferir a referéncia [11], deve atentar-se ao
fato de que o Apéndice A no mesmo trabalho é fundamental para compreender a

construgao.
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