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RESUMO

Neste trabalho propomos um modelo matemadtico para estudar a proliferacdo e a
propagacao tumoral no tecido hospedeiro. Modelamos o processo mediante um sistema
de trés equagdes diferenciais, descrevendo a interacdo entre as células tumorais, a
matriz extracelular e as enzimas degradadoras da matriz extracelular. Inicialmente,
descrevemos a produgdo (ou a ativagdo) das enzimas de degradagdo pelas células
cancerigenas, assim como seu decaimento, a degradagdo e a remodelagdo da matriz
extracelular e o crescimento celular. No modelo espacial, consideramos a dispersdo
por difusdo das células tumorais e das enzimas degradadoras, considerando também
a resposta migratoria das células tumorais a matriz extracelular, haptotaxia. Fazemos
um estudo da dindmica temporal mediante seus pontos de equilibrio e a estabilidade,
obtendo uma classifica¢do qualitativa.

Simulagdes numéricas sdo analisadas e interpretadas biologicamente. Nas simula¢des
espaciais, em dimensdo um, obtemos a formac¢do de uma frente de onda, para a
qual analisamos a velocidade, as mudancas de velocidades em alguns cendrios e as
implicagdes bioldgicas destas variagdes.

Palavras-chave: Modelagem matematica, células tumorais, matriz extracelular, enzimas

degradadoras da matriz extracelular, invasao, haptotaxia.
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ABSTRACT

In this work, we propose a mathematical model to study the proliferation and tumor
spread in a host tissue. We model the process using three differential equations, de-
scribing the interaction between tumor cells, the extracellular matrix and the degrading
enzymes of the extracellular matrix. At first, we describe the production (or activation)
of degradative enzymes by the cancer cells as well as its decay, the degradation and
remodeling of the extracellular matrix and cell growth. Then, in the spatial model, we
consider the dispersion by diffusion of tumor cells and of the degradative enzymes, as
well as the migratory response of tumor cells to the extracelular matrix, haptotaxia.
We make a study of the temporal dynamics through their points of equilibrium and the
stability, obtaining a qualitative classification.

We show numerical simulations, in dimension one, being analyzed and interpreted
biologically. In the spatial simulation, in one dimension, we obtain a wavefront, which
we analyze the speed, the variations of the speed considering some scenarios and the
implications of these changes.

Keywords: Mathematical modeling, tumor cells, extracellular matrix, extracelular ma-

trix degrading enzymes, invasion, haptotaxis.
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CONCEITOS BIOLOGICOS

1.1 INTRODUCAO

O cancer é a segunda principal causa de morte nos paises das Américas, sendo os
canceres de pulmao, prostata e mama os de maior indice de mortalidade [1].

Segundo a OMS ha mais de 14 milhdes de pessoas no mundo com cancer e prevé que o
numero de casos de cancer serd mais de 27 milhdes em 2030 com 17 milhdes de mortes.
O numero estimado no Brasil para 2014/2015 é de aproximadamente 576 mil novos
casos de cancer diagnosticados [2].

Embora, de acordo com a OMS, pelos menos 40% das mortes provocadas pelo cancer
pudessem ser evitadas, o ritmo de vida atual, carregado pelo stresse e por hdbitos pouco
saudaveis, atenta contra esta possibilidade [3, 4, 5].

Se bem sabemos que o cancer, geralmente quando diagnosticado em uma etapa avan-
¢ada, ainda nédo tem cura (com excegdes tais como o seminoma metastasico, a leucemia
aguda ou os linfomas infantis, que mesmo estejam disseminados ou ndo sejam suscepti-
veis a detec¢do precoce, tém grandes possibilidades de cura [6]). Embora haja muitas
terapias que fagam o controle da doenga [7, 8] , ainda fica por determinar o protocolo
6timo de um tratamento, o qual necessita um melhor entendimento tanto quantitativo,
quanto analitico.

Um recurso para poder melhorar a situacdo é estudar a formacdo e a evolucdo do cancer,
como também ter um controle para combaté-lo. Nesse sentido, os modelos matemaéticos
sdo uma ferramenta ttil para o estudo.

Na literatura existem modelos matemaéticos que tentam descrever processos que ocor-
rem durante o desenvolvimento do cancer. Alguns destes descrevem a resposta do
sistema imune a presenga do tumor, o controle do crescimento tumoral, a inibi¢do da
angiogénese, entre outros [9, 10, 11, 12].

O estudo matemaético que apresentaremos estd motivado pelo fendmeno observado no

crescimento e propagacdo do tumor e sua interagdo com seu meio.



CONCEITOS BIOLOGICOS

O objetivo do presente capitulo é fornecer alguns conceitos de biologia do cancer, uma
vez que ha necessidade de conhecer alguns conceitos fundamentais a respecto do seu
desenvolvimento, tal como a carcinogénese, processo no qual uma célula normal se
transforma em uma célula cancerigena. Por outro lado, as células interagem com seu
espago extracelular, a Matriz Extracelular (ECM), que é importante na angiogénese
(formacdo de novos vasos sanguineos a partir de vasos pré existentes), processo funda-
mental para a disseminacado celular, a metastase, na qual as células tumorais modificam
a ECM de tal modo que facilitam a migragdo das células malignas mediante as enzimas
degradadoras da matriz extracelular (MDE). Estes conceitos serdo expostos neste capi-

tulo.

1.2 O CANCER

O céancer é o nome dado a um grupo de doencas (mais de 100 tipos de cancer foram
classificados) caracterizadas pelo crescimento descontrolado de células e a invasdo e
disseminacdo de células do local de origem, ou sitio primério, para outros locais no
corpo [14].

O céncer surge quando uma das principais propriedades dos organismos, a capacidade
de ajustar a sua taxa de crescimento as necessidades estruturais, é afetada.

Pode ser causado por substancias quimicas, virus, radiacdo ou mutagdes espontaneas,
como também podem por predisposicdo hereditéria, e ainda pela capacidade do orga-
nismo de se defender [13, 14].

Um tumor é definido como um conjunto de células que crescem e se dividem com uma
velocidade maior que as células normais, rompendo o equilibrio. Chama-se tumor be-
nigno quando a massa localizada de células se multiplicam lentamente e se assemelham
ao tecido original, sem infiltrar ou invadir tecidos vizinhos. Tumor maligno é quando
as células tumorais invadem o tecido subjacente.

As neoplasias malignas sdo invasivas, provocando destrui¢do dos tecidos adjacentes.
Para alguns o cancer é propriamente dito quando estd gerando um tumor maligno [14].
Os canceres podem-se dividir em duas categorias: tumores sélidos e hematolégicos.
Um tumor sélido é uma massa anormal de tecido que ,normalmente, ndo contém cistos

ou dreas liquidas, por exemplo o cancer de mama e o melanoma. Neoplasias hematol6-



1.3 CELULAS TUMORAIS

gicas sdo os tipos de cancer que afetam o sangue, medula 6ssea e ganglios linféticos.
Aquelas neoplasias, desde o seu inicio, ndo costumam estar restritas a uma tinica regiao
do Corpo, como, por exemplo, a leucemia. As translocagées cromossOmicas sio uma
causa comum destas doengas, pouco comum nos tumores sélidos. Isto usualmete leva
a uma abordagem diferente para o diagnoéstico e o tratamento: elas sdo tratadas mais
por especialistas em hematologia do que por oncologistas. As neoplasias hematoldgicas
também podem ser referidas como tumores liquidos.

Um breve resumo do que os estagios significam para a maioria dos tipos de cancer é
apresentado a seguir [35, 36]:

-Estagio 0: E usado para descrever o cancer in situ, o que significa, que as células
anormais crescem em seu lugar normal. E altamente curédvel e sio removidos por
cirurgia. Para alguns autores nédo é o classificado como cancer por reconhecer que as
células ndo tém potencial para se tornar tumor maligno.

-Estagio 1: E relativamente pequeno e contido no interior do 6rgio onde comecou;
ndo se espalhou para os ganglios linfaticos ou outras partes do corpo. No maximo o
tamanho atingido é de 2cm. Podem ser cirurgicamente removidos se forem pequenos o
suficiente.

-Estagio 2: O cAncer ndo comecou a se espalhar para o tecido circundante. As vezes, a
fase 2 significa que as células cancerosas se espalharam para os linfonodos préximos ao
tumor. Poder ter um tamanho de 2cm, atingindo, no maximo, até 5cm. A partir desse
estadgio podem ser tratados por quimioterapia, radia¢do, ou cirurgia.

-Estagio 3: O cancer é maior que no estagio 2. Pode ter comecado a se espalhar para os
tecidos circundantes e ha células cancerigenas nos nédulos linfaticos na drea de inicio,
mas ndo para outras partes do corpo. Seu tamaho é maior que 5cm.

-Estagio 4: Se espalhou para outros 6rgdos ou partes do corpo. Também pode ser

chamado de cancer avancado ou metastatico.

1.3 CELULAS TUMORAIS

As principais propriedades das células cancerigenas sdo a autossuficiéncia em sinais de
crescimento, insensibilidade a sinais anti-crescimento, evadir a morte celular progra-
mada (apoptose), ter potencial replicativo ilimitado, induzir a angiogénese, invasdo de

tecido e metéstase. Estudos recentes estdo considerando mais duas, a saber, reprogramar



CONCEITOS BIOLOGICOS

o metabolismo energético e evitar destruicdo imune [14].

As células do tumor maligno tém grau baixo de diferenciacdo. A diferenciagdo é o
processo pelo qual as células se "especializam" para realizar determinada funcdo. As
células do tumor benigno sdo bem diferenciadas, quer dizer, que as células ainda pos-
suem caracteristicas bem semelhantes as células "normais". As chances de metastases
sdo menores em casos de células bem diferenciadas. Conforme as células tumorais vao
substituindo as normais, os tecidos invadidos vdo perdendo suas func¢des.

As células tumorais secretam muitas sinaliza¢des extracelulares para seu crescimento,
como o fator de crescimento VEGF (Vasculation Endothelial Growth Factor). O VEGF
liga-se aos receptores das células endoteliais constituintes dos capilares sanguineos e
estimulam a sua proliferacdo em diregdo ao potencial tumor [13, 14].

Além dos fatores pro-angiogénicos, como o VEGF, os tumores também sdo capazes de
produzir proteinas especiais chamadas TIF (Tumor Inhibition Factors), como a angiosta-

tina e endostatina, que inibem o crescimento das células endoteliais [15].

1.4 A MATRIZ EXTRACELULAR

O espaco entre as células é ocupado pela ECM, secretada pelas préprias células. A ECM
representa o contetido extracelular dos tecidos, sobre ela repousam as células, mas a
fungdo da matriz extracelular além de sustenta-las também é emitir sinais moleculares,
controlando a arquitetura tissular, a adesdo, a migragdo, a proliferecdo e diferenciagdo
celular [16].

Os principais componentes da matriz extracelular sdo macromoléculas pertencentes a

trés categorias:
- Proteinas de funcdo adesiva: fibronectina e laminina.
- Proteinas fibrosas de fungdo estrutural: coldgeno e elastina.

- Cadeias de polissacarideos denominadas glicosaminoglicanas que sdo componen-

tes da matriz extracelular que conferem resisténcia a compressao.

Os fibroblastos, células presentes em diferentes tipos de tecidos conectivos, e as células

epiteliais geram o coldgeno, o maior componente estrutural da ECM. A ldmina basal é



1.5 ENZIMAS DEGRADADORAS DA MATRIZ EXTRACELULAR

uma fina matriz extracelular que serve como suporte para células epiteliais, endoteliais
e musculares, também serve como barreira contra a invasdo de tecidos por células
cancerosas errantes [14]. Ela representa a primeira estrutura a ser degradada durante o

processo de invasdo das células epiteliais neoplasicas [17].

1.5 ENZIMAS DEGRADADORAS DA MATRIZ EXTRACE-

LULAR

As enzimas atuam como catalisadores de uma rea¢do quimica. Elas deixam as reag¢oes
quimicas acontecer rapidamente, pois reduzem a energia de ativagdo, oferecem uma
condi¢do do ambiente melhor para que o substrato (reagente) sofra a reagdo quimica
em questdo [16]. As células tumorais secretam enzimas para a degradacdo da ECM, em
especial produzem a familia MMP (metaloproteinases da ECM). As MMP sdo proteases
que podem alterar as unides célula-ECM e célula-célula, liberar, ativar ou desativar
moléculas sinalizadoras autdcrinas ou pardcrinas e ativar ou desativar os receptores da
superficie celular [18].

As MMP podem se dividir de acordo com critérios estruturais e funcionais em quatro fa-
milias de diferente especificidade de substrato: cologenasas, gelatinasas, estromelisinas
e metaloproteases de membrana e existem também outras (macréfagos metaloelastases)
[16]. Mas nem todas as MMP sdo favoraveis para desenvolvimento do cancer. A MMP-8
tem funcdo protetora, alertando o sistema imunolégico sobre a localizacdo do tumor e
assim ataca-lo [19].

Uma classe de inibidores das MMP sao os inibidores tissulares endégenos das MMP
(TIMP), que reduzem a degradacédo proteolitica excessiva da ECM. Existem outras enzi-
mas inibidoras das MMP como, por exemplo, a TFPI2 (Tissue Factor Pathway-Inhibitor-2),
uma serina protease [18].

As enzimas sofrem desdobramento e desorganizacdo, o que é denominado de des-
naturagdo, que é a perca da sua estrutura tercidria por agentes (como variagdes de
temperatura, mudangas de pH, forca idnica, entre outros) que bloqueiam diferentes
interagdes que estabilizam sua estrutura. Dessa forma ela perde sua atividade biol6gica

caracteristica [16].
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1.6 A ANGIOGENESE E A METASTASE

A angiogénese é o processo no qual as células tumorais estimulam a formagdo de novos
vasos sanguineos a partir da rede sanguinea pré-existente. A angiogénese ocorre em
varios processos fisiolégicos, como na cicatrizacdo de feridas e embriogénese. No caso
desta neovascularizacdo patoldgica é chamada angiogénese tumoral.

E um dos processos mais importantes no desenvolvimento do cancer, pois o crescimento
tumoral invasivo e metéstase ndo ocorrem sem angiogénese [17].

Um dos fatores que favorecem a angiogénese é a hipéxia, falta de oxigénio nos tecidos
organicos, o que representa um sinal para o inicio dos mecanismos moleculares e celu-
lares responsdveis por desencadear a neovascularizagado através dos VEGFs. Também a
degradacdo da ECM é fundamental para a angiogénese [20].

A metdéstase é o processo de propagagdo no qual as células tumorais migram a partir
de locais primdrios para outras partes do corpo. A metédstase ndo se da apenas por
invasividade, mas também por mobilidade e adapta¢do a ambientes diferentes. Ocorre
por vias sanguineas e linfdticas, e também por superficies corporais.

A disseminagdo através de cavidades e superficies corporais ocorre quando células
neoplésicas penetram em uma cavidade natural. A disseminagdo hematogénica é o
processo no qual as células sdo transportadas pelos vasos sanguineos. A disseminacdo
linfatica é aquela que acontece quando as células tumorais sdo transportadas pelos
vasos linfticos. E importante mencionar que os ganglios linfaticos regionais funcionam
como barreiras contra a disseminacdo generalizada do tumor.

Uma parte crucial do processo invasivo/metastético é a capacidade das células cancero-

sas para degradar o tecido circundante ou a ECM [21, 22].

10



MODELAGEM

2.1 MODELO GERAL PARA CRESCIMENTO DE TUMO-

RES

A dindmica do crescimento de tumores baseia-se na interagao entre as células tumorais
e o espago onde elas atuam. Baseamo-nos em modelos estudados por Gerish [24],
Ederling [29] e Anderson [30], e modelamos a dindmica por meio de trés equagdes
diferenciais ordindrias, simulando assim a interacdo entre as células tumorais, a matriz
extracelular (ECM) e as enzimas degradadoras da matriz extracelular (MDE), denotados,
respectivamente, por 7, f e 17, onde se analisa a dindmica da densidade/concentragao

destes. Entdo,

dn

d_t_ = F(ﬁ’f)l
L= Lo pere ), 0
L;—"Z = G(ai,m)+ H(f,m),

sendo que:
F(#i, f) modela o crescimento das células tumorais, L(i7, f) modela a degradagao da
ECM, P(i1, f) remodelagdo da ECM, G(ii, 1) producdo ou activagdo das MDE, e H(f, 1)

modela a inibi¢do ou decaimento da MDE.
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O crescimento dos tumores sélidos apresenta uma propriedade importante, sua

taxa de crescimento especifico d’zi(tt ) /7i(t) (variagdo da populacgdo por unidade de tempo

por individuo) reduz a medida que o tumor cresce [25, 26]. Estudos mostram que o

din - n
crescimento Gompertziano (E = bt ln<E>) ndo é o mais indicado no cancer de mama
[27].
No entanto, Spratt et al. [28] dizem que o modelo mais adequado no caso de cancer

de mama é o crescimento tipo logistico generalizado, d—vz = bii(1— (%) "). Sugerindo os
valores 6timos de r préximos de 0,25 na simulagéo.

Neste trabalho, consideraremos um crescimento tipo logistico com r = 1. Considerando
também a competi¢do com a ECM, ou seja, o efeito de amortecimento por parte da ECM
[24, 29].

(@, f) = (1 — B1it — Bof),

sendo os coeficentes B1, By as fragdes de um volume unitério que ocupam as células
cancerigenas (em unidades de densidade) e a ECM (em unidades de densidade), onde
0 espaco total é tomado como 1 e assim 0 < B17i + B2f < 1. Note que o espaco ocupado

por MDE esta sendo desconsiderado ou incluido no epago ocupado pela ECM.

1 T
//’..’;""‘_A
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08 =
07 4
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/I;:_-‘-
 gie
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Figura 1: As linhas azuis mostram o crescimento das células mediante o tipo logis-
tico generalizado, tendo como referéncia os dados em [28] com a taxa de
crescimento b = 1, 3, e as linhas vermelhas mostram o crescimento mediante
a funcado F(7, f) com paramentros da Tabela 1, com 6; = 0,9, w = 0,05 e

variando yj com os valores indicados.
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Na figura 1 podemos notar que as faixas entre as linhas azuis e vermelhas ndo sdo
muito distantes, quando r assume valores de 0,22 a 0,98 , sendo r um valor que descreve
a amortizacdo do crescimento das células tumorais. Também tomamos os valores para
y1 na faixa de 0,6 a 0, 8, sendo estes valores os mais utilizados neste trablaho, como

também nos artigos de referéncia [24, 29, 30].

2.2 ANALISE DE MODELOS JA PROPOSTOS POR OU-
TROS AUTORES

2.2.1 Modelo sem remodelacdo da matriz extracelular

Nos modelos que se seguem, consideramos o crescimento das células tumorais conforme

apresentado no inicio do capitulo, isto é:
F(@, f) = (1 — p1it — Baf).

Neste caso, ndo consideramos nenhum tipo de remodelacio, isto é, quando P(7, f) = 0.
As macromoléculas da ECM sdo degradadas pelas MDE, por exemplo, as MMP sdo
proteases essenciais na degradagdo e remodelagdo de todos os componentes estruturais
da ECM [18, 21, 22, 23].

O mecanismo de atuacdo da enzima se inicia quando ela se liga ao reagente (substrato),
neste caso a macromolécula, formando assim, um complexo enzima-substrato. Depois
se desfaz, liberando os produtos da rea¢do, que sdo moléculas bem mais simples do
que as macromoléculas, e portanto, ja ndo podem efetuar mais sua fun¢do. Assumimos

que as MDE degradam a ECM por contacto, considerando:
L(m, f) = —démf.

Como ja foi mencionado, as células cancerigenas sdo as que induzem a degradacdo da
ECM mediante a secre¢do das MDE [18, 23]. Portanto, a produgdo das enzimas seria
. Consideramos um crescimento limitado pela capacidade de suporte das proprias

enzimas, terfamos um crescimento tipo logistico, sendo do tipo:

G, m) = &i(l — em).
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As MDE também passam por alguma forma de decomposi¢do ou inibi¢do (passiva
ou ativa), podendo atuar inibidores de enzimas como os TIMP ou uma desnaturacao.

Assumindo uma inibigdo natural dada por um decaimento exponencial, consideramos:
H(f,m) = —wm.

O sistema completo de equagdes que descrevem as intera¢des entre as células tumorais,

a ECM e as MDE como descrito nos pardgrafos anteriores é:

'fi—'z = il = piii — Baf),

aiF

2 = —omf, (2)
dm L

e ¢n(l — ém) — wm

A taxa de proliferacdo das células cancerigenas é denotado por ji; , a taxa de degradagdo
da ECM por ¢, a taxa de decaimento das ECM por @, a taxa de produgdo das MDE por
¢ e a capacidade de suporte das MDE por é.

Normalizamos o sistema considerando a mudanga de varidveis:

_ o 5 %z
n=piii, f=Pof, m=ém, 6=—, gzq_'
€ ’81
O modelo normalizado é o seguinte:
dn
T un(l —n — f),
df
ar - omb (3)
dm
T én(l —m) — wm.

Sendo a regido positivamente invariante do sistema (3):
Oy ={(n,fmeR3:0<n, 0<f,0<m<1,0<n+f<1}.

Vamos verificar a invarianga da regido mediante as desigualdades mostradas a seguir:
dn d

_ — 0 , _f — 0,
dat |,—o dt | p_g

portanto, estas duas igualdades implicam que as trajetérias que passam pelo plano

n =0ou f = 0 permanecem em aqueles planos.

d d
an =¢n >0, an =—w <0,
dt m=0 dt m=1

entdo, as trajetérias que passam pelo plano m = 0 permanecem no plano m = 0 quando
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2.2 ANALISE DE MODELOS JA PROPOSTOS POR OUTROS AUTORES

n = 0 ou tem diregdo positiva, em relagao ao plano m =0, se n # 0. As trajetérias que
passam por o plano m =1 tém direcdo negativa em relagdo ao mesmo plano.

d(;’l—‘l'_f) = _5mf S 0,
dt n+f=1
assim, se as trajetéias pasam pelo plano n + f = 1 permanecem nesse plano quando

m =0 ou f =0. No outro caso tém dire¢dao negativa em relagdo ao planon + f = 1.
Obtemos assim, que a regido ()1 é positivamente invariante, isto é, para toda solugdo
do sistema (3), ¢, temos que ¢(t) € () para todo t > ty, se a condigdo inicial xp € ()4
com @(tg) = xo.

A regido ()1, com suas respectivas dire¢des, é apresentada na Figura 2.

Af Af
1
>
<
9(/\ > NN
Q* <
(0,0,0) R Tl N L .
1 m > » » - m
1 o
n n

n : Células tumorais

f : Matriz extracelular
m : Enzimas degradadoras da matriz extracelular

Figura 2: Os dois gréficos representam a regido positivamente invariante (). O gréfico
da direita mostra a regido com suas dire¢des nos planos n =0, m =0, m =
1,f=0en+f=1

Analizemos, agora, a estabilidade local. Para isso, obtemos pontos criticos que sdo

dados pelas solu¢des do sistema (4).

uyn(l—n—f)=0,
—omf =0, (4)
¢n(l—m) —wm =0.

Obtendo os pontos criticos (1, f,m) = (1,0, ér+Lw) e(n, f,m)=(0, fp,0),com0 < f <1.
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A matriz jacobiana é:

p(l—n—f)—mwyn —wun 0
] = 0 —om =Ji
¢(1 —m) 0 —Cin—w

Substituindo no ponto (1, f, m) = (0, fo,0):

md—fo) 0 0

Jo, fo,00 = 0 0 —dfy
¢ 0 —w

Notemos que o ponto (f,n, m) = (0, fo,0) ndo é um ponto de equilibrio hiperbdlico.
Desta forma, segundo o teorema de Hartman-Grobman (ver Apéndice), ndo é possivel
analisar a estabilidade através do sistema linearizado em torno do ponto de equilibrio.
Mas podemos fazer outra andlise considerando ¢ = (¢1, ¢2, ¢3) a solugdo do sistema
(3) e o ponto X = (x1, x2, x3) suficentemente préximo do ponto (0, fy,0), no interior da
regido invariante.

Observamos que ¢(t, X¥) em algum momento vai sair da vizinhanca que contém o ponto

dei(t
X, pois ¢ cresce ( GOdlt( ) = 1w1p1(H)(1 — @1(t) — @a(t)) > O) quando x1 = ¢1(0,%) > 0 e
@2 decresce ou permanece constante ( % < 0). Portanto, o ponto é instédvel.
No ponto (1, 0, @_La) , @ matriz jacobiana é dada por:
—t —H1 0
_ ¢
i (1 . g ) = 0 —O5s 0
Tvw -+ 0 —f-w
O ponto é localmente estdvel, pois seus autovalores sdo sempre negativos, A = —yq,
Ay = —5&%, A3 = —¢ — w. A estabilidade resulta quando se degrada a ECM e a

densidade da célula cancerigena atinge seu limite no espaco.

2.2.2 Modelo com remodelacdo da matriz extracelular

A ECM ¢ secretada pelas préprias células que estd sustentando, por exemplo ,0s

tibroblastos, que sdo células presentes em diferentes tipos de tecidos conectivos e
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produzem o coldgeno, componente estrutural da ECM [14, 16].
Agora, consideramos a regeneracdo da ECM, assumindo a remodelacdo proporcional
ao espaco disponivel e sendo limitada pela competicao intra e interespecifica, com uma

taxa de proliferacao jip, considerando:
P(@, f) = fiz(1 = B17i — B2 f)-
Assim, a dindmica da ECM é:
ifF . L
d—jtc = —omf + fy(1 — B17n — Baf).
Basados nas consideragdes feitas anteriormente, o modelo que descreve a dindmica

temporal é dado pelo seguinte sistema de equacgdes:

dn _ o
i il — Biin — Baf),
af o
i —omf + fio(1 — B17i — Baof), (5)
é—? = (1 — ém) — win.
Normalizamos o modelo considerando:
_ _ 0 e _
n=pin, f=pPof, m=_em, 5=E, (§=%, M1 = fl1, p2 = flof2
O modelo normalizado é:
dn
il pin(l —n — f),
d
d_jtr = —émf+u(1—n—f), (6)
(Z—T = ¢n(l —m) — wm.

Sendo a regido positivamente invariante do sistema (6), a mesma que a regido do sitema
(3):

O ={(n,fmeR:0<n 0<f,0<m<1,0<n+f<1}

A verificagdo da invarianca da regido é feita de maneira andloga ao que foi feito no
sistema (3).

Os pontos criticos, obtidos da mesma forma que na subsecéo 3.2.1, sdo (n, f, m) = (0, 1,0)

e(n, f,m)= (1, 0, C%) A matriz jacobiana correspondente é:

w(l—n—f)—mn —un 0
J= — 2 —pp—om  —6f
¢(1—m) 0 —Cn—w
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Substituindo no ponto (1, f, m) = (0,1,0) temos:

0 0 0
J0,1,00= | —H2 —p2 —6
¢ 0 —w
Cujos autovalores sdo A; =0, Ay = —pp e A3 = —w. Portanto, ndo é possivel analisar a

estabilidade através do método de linearizacao.

Fazendo uma anélise semelhante a do sistema (3), tomando ¥ = (x1, x2, x3) com x; > 0 e
xy < 1 suficentemente préximo do ponto (0, 1,0), tem-se que ¢(t, X), em algum momento
vai sair da vizinhanga que contém o ponto ¥, ja que ¢, cresce sempre que o valor inicial

esteja na regido invariante. Portanto, o ponto (0, 1, 0) é localmente instéavel.

No ponto (1, 0, L) a matriz jacobiana é dada por:

C+w
—H — U1 0
](10 ¢ )Z NI CEat = TR
irw E1— 5 0 ~{-w
Sendo seus autovalores:
Al = _(w+é)/
— (5&% + 1+ y1>+\/<(5§+% +q + y2>2 — 4;{1(5(}%
)\2 = 2 ’
~(sgk+pme ) =y (o i e )~ sl
A3 = .
2

Os quais sdo ntimeros reais negativos, pois <5€ L +y2> 2 4]/11(56 Ew >0

(o valor dentro da raiz quadrada). Portanto, o ponto é localmente estavel.

2.2.3 Remodelacdo da ECM e com producdo linear das MDE

Agora assumindo que as MDE sdo liberadas a uma taxa constante ¢ pelas células
cancerigenas 7, isto é, que hd uma relagdo linear constante entre a densidade das células

tumorais e o nivel das MDE, sem qualquer efeito limitativo [24, 30], isto é:

G(#, m) = .
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O modelo é o seguinte:

Z—? = mi(l — pifi — Bof),

df - .

i mf + 2l — B — Bof), (7)
dm = _

yr ¢ — wm.

Normalizamos o modelo considerando:

_ _ 0 x _
n=pif, f=Pof, m=m,6= E,C = %,}41 = i1, Y2 = fi2f2
Obtemos o0 modelo normalizado:
dn
%= mm—n—p,
d
L= omfapall—n-p, ®
dm
il ¢n — wm.

Sendo a regido positivamente invariante do sistema (8):

ng{(n,f,m)elRe’:Ogn, 0<f, Ogmgg, 0<n+f<1}.

A verificagdo da invarianga da regido é feita de maneira andloga ao que foi feito no
sistema (3).

Os pontos criticos, os quais sdo obtidos da mesma forma que na subsecdo 3.2.1, sdo

(n, f,m) = (0,1,0)  (n, f,m) =(1,0, g)
A matriz jacobiana correspondente é:
pl—n—f)—mn  —un 0
J= — 2 —Uy —om —6f
¢ 0 —w

No ponto (0,1, 0) temos:

0 0 0
Jo,1,00= | —#2 —p2 —96
¢ 0 —w
Logo os autovalores sdo Ay =0, A = —pyp e A3 = —w. Fazendo uma anélise andloga ao

modelo da se¢do anterior, obtemos que o ponto (0,1, 0) é localmente instavel.
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No ponto (1, 0, g) 0 matriz jacobiana é dada por:

-t~ 0
(1,08)7| 12 0
7 7 g 0 _w

Sendo seus autovalores:
)\1 = —w,

— ((5% + “l/lz + y1>+\/<(5% + "141 + ]/12)2 — 4}11(5%
Ay = 5 ,

—(5% + [ 2%) +"I/11>—\/(5% +]/l1 + ]/12>2 —4"1/115%
Az = > .

¢

Os quais sdo reais negativos, pois <(5 g+‘u1 +y2>2 —4uy0 o > 0 (o valor dentro da raiz

quadrada). Portanto, o ponto (1, 0, g) é localmente estével.

2.3 MODELO COM COMPETIQ()ES DIFERENTES

Propomos nesta secdo um modelo que considera outro crescimento da remoladagdo da
ECM, ja que pode ser distinta a competi¢do entre as células tumorais e a ECM como
considerado no modelo de Anderson et al. [30]. Isso pode favorecer o crescimento das
células tumorais ou da regeneragdo da ECM, ou seja, estamos considerando aqui que
a competicdo inter e intraespecifica podem ser diferentes, mas tendo como condicdo

0 < 0171 + 0, f e assim resulta:
P(n, f) = fio(1 — 6172 — 02 f).

O modelo é o seguinte:

din _ o
i (1 — B1ii — Baf),
af o
il —omf +jip(1 — 0171 — 6>f), (9)
dm - o _
e ¢i(l — ém) — wm.
Para normalizar o sistema consideramos:
_ _ ) al a €3
n=piii, f=Pof, m=_&m, u; =iy, p2 = fizPfo, 5=5, 91=B—11, 02:5_22, C=%-

20



2.3 MODELO COM COMI’ETIQC)ES DIFERENTES

Obtemos o0 modelo normalizado:

d
o= mn(l—n—p),

af

— = —omf -0 —62f), (10)
L;_n; = ¢n(l —m) — wm.

Sendo a regido positivamente invariante do sistema (10):
Ou={(n, fm) e R*:0<n,0<f,0<m<1,0<n+f<1V0<On+6f <lcomb; <1}.

Vamos verificar a invarianga da regido mediante as desigualdades mostradas a seguir:

dn df
— =0, — =ux(l—06n) >0,
at| o | o po(l — 61n) =
portanto, as trajetérias que passam pelo plano n = 0 permanecem nesse plano. E as
trajetérias que passam pelo plano f =0, quando n = g~ permanecem nesse plano ou
1
1 . <
no outro caso, se n < 0 tém diregdo positiva em relagdo ao plano f = 0.
1
dm dm
— =(n>0, — =—w <0,
at |,.—o dt |,

assim, se as trajetdrias passam pelo plano m = 0, entdo as trajetérias permanecem nesse
plano se n = 0, no outro caso tém dire¢do positiva em relacdo ao plano m = 0. Quando
as trajetorias passam pleno plano m =1, as trajetérias tém diregdo negativa em relacdao
ao mesmo plano.

Quando analisamos o comportamento das trajetérias nos planosn+ f =1le6n+0f =1
temos duas possibilidades:

Quando 6, > 1, caso no qual analisamos os dois planos, n+f =1 e On+6,f =1.

d(n+ f) =—omf+uy(1—0in—0,f) <0, quandon x f € [0, 1-6 ] ><[01 1 ,1],
dt nf1 61— 6, 61— 6,
. 1—-6, 0 —1
pois1 —01n —6,f <0,sen x f € [0,91_92] X [61_92,1].
g 4G +0f) = Qi (1l —n— f) — ,6mf <0,
dt 911’l+92f=1
1-60, 1 01 —

quandon x f € [ ], j4 que neste caso 1 —n — f < 0.

A A 7 _] X [01 n A
61 — 062" 601 61 — 02
Obtemos assim que as trajetérias que passam pelo plano n+ f =1 (resp. 6in+60,f =1),
1—-06; 6 —1 1-6, 1 61 —1
permanecem nessa parte do plano ou tém direcdo negativa em relacdo ao mesmo plano.

quando n x f € [0,

Quando 6; < 1, no qual ndo consideramos mais 0 < n+ f < 1. Sendo assim, obtemos:
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d(61n + 02f)

dt 911’l+92f=1
poisse O1n+6f =1, entdo 1 —n—f <0 VY(n, f,m) € Q4.

Neste caso obtemos que as trajetérias que passam pelo plano 6171 + 6, f = 1, tém diregdo

=0un(l —n — f) —66mf <0,

negativa em relagdo ao mesmo plano ou permanecem nesse plano.
Portanto, verificamos que a regido ()4 é positivamente invariante. As duas possibilidades

da regido ()4 sdo apresentadas na Figura 3.

Af Af

1

11762 )

«1/0, «“1/0,
n n

Figura 3: Os dois gréficos representam a regido positivamente invariante ()4. O gréfico

da esquerda é o caso no qual 6, > 1 e o grafico da direita quando 6, < 1.

Quando 6; > 1, tem-se um caso prejudicial para a ECM uma vez que obtemos valores
negativos para a mesma, o que ndo teria sentido biolégico. Sendo assim, ()4 seria uma
regido biologicamente invidvel.

Procurando os pontos criticos, igualando as equacdes do sistema (10) a zero, obtemos o

1
ponto trivial (n, f,m) = (O, 0 O). Os outros pontos criticos se obtém da equacgdo:
2
E(n) = an®+bn+¢, (11)

sendo:

=56 —61)+x,

b=¢(1—6)+w(6 —61) — x,

¢ =w(l — 6y).

Dependendo de suas raizes positivas, podem existir no maximo trés pontos criticos

no sistema (10). Agora, se colocamos como n_ e n, as raizes da equacgdo (11), temos
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(n_, f-,m_) e (ng, fi, m;) os possiveis pontos criticos, que satifazem as seguintes rela-

¢oes:

fizl—niemiz

gny
fng +w’

Note que, para que exista f1+ na regido positiva, é necessdrio que n+ < 1, o que

garantiremos mais adiante.

Para simplificar a anélise consideremos agora:

a:92—61, b=1—92,)(=§.

Ha

Temos 5 casos a serem considerados:

i)

ii)

iif)

Sea > 0,b > 0. Analisamos o discriminante A\ da equagdo quadrética (11) gerada

quando E(n) = 0. O qual pode ser escrito:
A = x* — 2(Eb + wa + 2wb)x + (wa — Eb)>.

Operando algebricamente obtemos que A > 0se 0 < x < x— ou x > x+. Sendo
X— € X+ as raizes da equagdao A =0 e tendo a x como variavel.

Como queremos solugdes positivas devemos ter b < 0, isto é, ¢b+wa < x. Ja
que x— < ¢b+wa < x, resulta que a equagdo (11) tem dois valores n_ e n, se

X+ < x. Consequentemente, obtemos mais dois pontos de equilibrio (n—, f—, m_)

e (ny, f+, my).

Sea>0,b<0. Assim temos @ > 0e ¢ <0, logo que n_ < 0 < ny, 0o que nos da o

ponto de equilibrio (14, fi, my).

Sea < 0,b>0.Se i < 0ndo temos mais um ponto de equilibrio.

Agora se 4 > 0, quer dizer, se X > —a sempre se obtém A > 0, mas como

: b

desejamos obter solucdes positivas deve acontecer b < 0, isto &, cb—x < —a.
C cb—x X i,

onsequentemente, se % < —-a< H obtemos os pontos criticos (n_, f_, m_)
e (ny, f+/ my).

—wa
Sea>0,b:0.Obtemosn_:Oen+:X se&>a.
ca+x w

Aqui n_ = 0 gera ao ponto trivial. Portanto, no maximo, teriamos dois pontos

criticos do sistema (10).

23



MODELAGEM

v) Sea < 0,b < 0. Nédo ha regido invariante biologicamente viavel, pois 1 — 6 =
a+b <0,excetonocasoa=0eb=0,logo ; > 1. Quando a =0 e b = 0 voltamos

ao modelo da subsecao 3.2.2 que tem os pontos criticos (0,1, 0) e <1, 0, %)

Os gréficos das Figuras 4 e 5 exibem alguns dos comportamentos da equagdo quadra-

tica (11) para diferentes casos.

01 ‘ ‘ ‘ ‘ / 01

Figura 4: O gréfico da esquerda é o caso (i), na situacdo em que héa trés pontos de
equilibrio. O grafico da direita mostra o caso (ii), no qual apenas dois pontos

sdo obtidos.

0.1 T T T T 0.1

E(n)
S
o

-0.5c i 1 1 i 3
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5: O grafico da esquerda é o caso que 2 = 0 e b = 0. Nesse caso, temos apenas
dois pontos de equilibrio. O gréfico da direita mostra o caso (v), em que nao

ha regido invariante.
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Na equacdo (11) temos que E(1) = (¢ + w)(1 — 61) = (¢ + w)(a + b). Dos graficos mostra-
dos nas Figuras 4 e 5, podemos notar a relevancia que a condigdo ¢; <1 (oua+b > 0)

é necessaria para obter E(1) > 0. O que vai garantir que n_,n, < 1.

Agora vamos fazer a andlise de estabilidade local dos pontos de equilibrio. A ma-

triz jacobiana do sistema (10) é:

mn+p(1—n— f) —ian 0
] = —pi2th —path —om  —of
¢(1 —m) 0 —Cn —w

1
No ponto (0, 0 0) obtemos:
2
ml—4) 0 0

Cgo [ L

Aqui o ponto é estavel quando 1 > 6; e é instavel quando 1 < 6,. Note que o ponto é hi-
perbélico, exceto no caso em que 6, = 1, neste caso ndo podemos garantir a estabilidade.
Para a analise de estabilidade nos pontos (n_, f_,m_) e (ny, f, m,) colocamos (n*, f*, m*) =

(n4, f+, m4+). Portanto, a matriz jacobiana no ponto (n*, f*,m*) é dado por:

—pn* —uon* 0
Tnt, f5,m*) = | —H2br  —paba—om*  —3f*
¢(1 —m*) 0 —en* —w

Assim P(A) = ;A3 + apA? + az) +ay,

com:

a =1,

ay = Ppbh +om™ + un* +¢n* + w,

az = (Cn* + w)(ppby + om™ + uyn™) + pyn*dm* + pypon*a,

1y = i [@n* + w)paa +5(m* @En* + w) — &(1 — m*) )],

Para realizar a andlise de estabilidade dos pontos criticos utilizamos o critério de
Routh-Hurwitz. Se o polindmio monico cumpre as condig¢des do critério (ver Apéndice),
entdo as raizes tém parte real negativa, o que garante a estabilidade do ponto a

considerar.
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Neste polindmio temos que a; = 1,ay = pupby +om* + yyn* +¢n* +w > 0.

Para analisar o sinal de a4 vamos escrever m* e f* em fungdo de n*, resultando:
ag = D(n*)n"py,
sendo
D(n*) = [Epoa + 68%](n*)* + Qe wpza + 26¢w)n* + w(wpza — &9). (12)

Se a > 0, temos dois casos. Primeiro, quando a > %, resulta D(n*) > 0 e consequen-

temente a4 > 0. Agora, se a < 1, sempre resulta Ap > 0 e devemos ter que n* > ny
w

para que a4 > 0, sendo n1, 1, as raizes da equagao (12) quando D(n*) = 0.

Se a < 0, quando % > —a, resulta sempre Ap > 0 e obtemos a4 > 0 se n* > ny.

Quando %C < —a, temos que D(n*) < 0, assim a4 < 0.
Neste caso, observamos que se a4 < 0, o polindmio ctibico P(A) tem um autovalor
positivo e ,portanto, teriamos que o ponto nédo é estavel.

Se a = 0 obtemos que a4 > 0 quando n* > n,.
Agora, devemos analisar quando podemos obter azaz — as > 0.

apaz — ag = (Uabr + dm™ + un* + {n* + W)[(Cn* + w)(u26 + dm™ + un™) + uyn*om™* +
prpipn*a] — pn*[(En* + w)paa + 6(m*(Gn* + w) — §(1 — m*) f*)]
= (g + 0m*)[(En* + w)? + (En* + w)(po + 6m* + uyn®) + Sm* uyn* + uyppn*al
+un*[(En* + w)? + (En* + w) (g + Sm* + ugn®) + dm* uyn™ + pypon*al +pugn*6&(1 — m*) f*4.
Portanto, se a > 0 resulta ayaz — ag > 0.

No caso em que a seja negativo, temos a condigdo:

. (@Cn*+ w)2 +(Cn* + w)(p20y + dm™ + yyn™) + dm* uyn*
a =

Hipon*
Podemos, assim, determinar a estabilidade dos cinco casos, considerando os seguintes

> —a para que apaz —ag > 0.

valores:

7, = (Ens+ @) + (s + w)(pab + Sy + puns) + s pian
1N+ '

X+ = Cb+wa+2wb+ \/(Cb +wa +2wb)? — (wa — €b)?,
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2.3 MODELO COM COMI’ETIQC)ES DIFERENTES

_ —(wpa + dw) + \/(wyza +0w)? — (o + 8)(wpra — Ed)w

C(poa +6)

Fazendo o resumo segundo os casos:

i)

ii)

iii)

iv)

V)

a>0,b> 0. Aqui o ponto <O, %,0) ¢é estavel.

Se x > x+ existem mais dois pontos de equilibrio (n—, f_,m_) e (ny, f, my).
Se n_ > ny o sistema tem os duas pontos estéaveis.

Sen_ < mnp < ny sé (ny, fr,m,) é estavel.

Quando n, < ny 0s pontos sdo instaveis.

1
a>0,b<0. Aqui o ponto (O, 9—,0) ¢é instavel.
2

. ) ) . . X
Ademais temos o ponto estacionario (14, fi, m.), que é estavel se a > =.
w

Agora, se a < &, temos mais duas opcdes. Quando n; > ny o ponto é estavel,
w

mas se n, < 1y, ele é instavel.
1
a<0,b>0.0 ponto (O, 6_’O> é estavel.
2

Se £ < —4 temos um tnico ponto de equilibrio, o trivial.

Se (:b(; X o a< % temos mais dois pontos de equilibrio cuja estabilidade é

dada pelas seguintes condicdes:

Se n_ > ny e —a < a4 o sistema tem os dois pontos estéveis.
Sen_ < ny < ny soé (ny, fy,m;) é estavel quando —a < a,.

Se n, < ny os pontos sao instaveis.

1
a>0,b=0. O ponto (0, 0 0) pode ser nao estavel.
2

Temos mais um ponto (n, f,, m,) se X > a, que é estavel se n, > ny.
w

a <0,b <0 (exeto no caso de a = 0, b = 0). Nao ha regido invariante que seja

biologicamente viavel.
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2.4 COMENTARIOS DO CAPITULO

Neste capitulo propomos um modelo geral para o crescimento de tumores, que abrange

modelos anteriores cujas dindmicas estudamos nas primeiras seg¢oes.

A geralizacdo desses modelos considera a interagdo entre células tumorais e a matriz

extracelular.

O resultado mais importante foi a clasificagdo da dindmica em relacdo a dois parametros

28

a:62_61/ b:].—QZ

e O valor de b = 0 é uma bifurcacdo entre a estabilidade do ponto livre de tumor, ou

seja, quando 6, = 1, ou seja, 6, = B, (considerando os parametros dimensionais).

A condigdo b > 0, nos da a possibilidade de que o ponto livre de doenga possa
ticar estavel, ou seja, sob determinadas condig¢des iniciais, o organismo, dado um
periodo de tempo, fica sem as células tumorais.

Quando a competicdo da ECM com as células tumorais é maior que a competicdo
intraespecifica da ECM, a taxa relativa dessa competicdo nos d4 uma estimativa

da severidade do tumor.

Quando b = 0, uma pequena mudanga no valor de a faz com que o sistema passe
de ter um ou dois pontos de equilibrio a ndo ter regido invariante biologicamente
vidvel. Quando a > 0, temos um ponto livre de doenga, podendo ter no maximo
dois pontos de equilibrio; quando a = 0 dois pontos de equilibrio; e quando a < 0

ndo temos regido invariante (biologicamente viavel).

Na Figura 6 descrevemos a dindmica em relagdo a (a, b) que tem como bifurcagdo
o ponto (a,b) = (0, 0).



a<0,b>0

Ha a possibilidade do
sistema ter um ou trés
pontos de equilibrio

(Tendo o ponto livre de
doenga e podendo obter
mais dois pontos
possivelmente estaveis)

2.4 COMENTARIOS DO CAPITULO

a20,b>0

Pode ter um ou trés
pontos de equilibrio

(Existindo a possibilidade a>0,b=0
de ter trés pontos estaveis)

Pode haver um
ou dois pontos

(Deixando de ser estavel o

S

a<0,b<0

O sistema nao tem
regido invariante

> ponto livre de doenga,
aQ quando houver dois pontos)

a>0,b<0

Tem dois pontos de
equilibrio

(S6 o ponto (n+,f+,m+)
pode ser estdvel)

Figura 6: Dinamica do sistema em relacdo aos valores a e b.
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SIMULACOES

Os seguintes resultados numéricos foram obtidos utilizando o software MATLAB. O
sistema de equacoes foi resolvido através do Método Numérico de Runge-Kutta de
ordem 4.

Os resultados apresentados nesta se¢do sdo comparados com os obtidos pelos autores
mencionados nos artigos [24, 29, 30] . A fim de comparar e contrastar os resultados com
modelos matematicos anteriores, vamos considerar diferentes valores nos parametros.
Para simplificar, alguns desses parametros foram considerados nulos nesses trabalhos
[24, 29, 30]. Vamos considerar estes parametros ndo nulos, embora ndo tenhamos
nenhuma maneira, no momento, de se estimar os parametros cinéticos ¢, w e ¢, ja que
estes sdo muito dificeis de obter experimentalmente. A partir da interpretacdo dada
anteriormente os valores de w e ¢ devem ser menores do que a unidade, considerando
o modelo j& normalizado, para que a producdo de enzimas ndo seja em escala maior, e
também que o decaimento natural ndo seja maior que a reproducdo de enzimas, isto €,
assumimos que w < ¢ < 1.

Nas seguintes simula¢des foram utilizados os valores dos pardmetros indicados na

Tabela 1, as mudangas dos valores sdo explicitamente colocadas em cada simulacéo.

Tabela 1: Parametros usados na simulacdo numérica do modelo.

Parametro Significado Valor

U1 Taxa de proliferagdo das células cancerigenas 0,75

12 Taxa de renovacdo da ECM 0,5

o Taxa de degradacdo da ECM 10

01 Relac¢do das competicdes ECM/tumor e tumor/tumor 1

6> Relacdo das competi¢gdes ECM/ECM e ECM/tumor 1

¢ Taxa de producdo das MDE 0,1
Taxa de decaimento das MDE 0,1
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SIMULACOES

Agora analisemos alguns possiveis cendrios. Primeiro vamos mostrar dois graficos

utilizando dados dos artigos de Gerish e Enderling, onde eles simplificam o modelo

colocando zero em alguns pardmetros. Vejamos primeiro no caso de Gerish et al. [24].

0.9 =
b - - -ECM
h
0.8k = = =Tumor |
' - = = MDE
1
1%0.71
s 1
€ 0.611
3 1
s 1
S
O 0511
~ 1
2 '
S04
3 '
% ]
1
003 ' L,
\ _____——""
0.2 fmmmmmmmmTTT
0.1_-=:“__::: __________________________________________
A Y
~
~
0 Sl ! ! !
0 5 10 15 20 25

Tempo (anos)

Figura 7: Parametros utilizados no modelo de Gerish, considerado sem proliferagdo das

células tumorais (y; = 0), sem remodelacdo da ECM (u2 = 0) e sem produgdo

MDE (w = 0). Os demais pardmetros foram tomados da Tabela 1. Note-se que

a densidade do tumor permanece constante.

Vemos que em Gerish et al. [24] , Figura 7, ndo é considerado o crescimento das
células tumorais, nem a remodelacdo da ECM.

A degradacdo da ECM e a producdo das MDE é considerada, e elas fazem que o

decaimento da ECM seja rapido, aproximadamente uns 4, 5 anos. As MDE continuarao

crescendo até ficar esraveis ao atingir o valor 1, sem ter impacto no sistema, pois ndo
temos mais células ndo tumorais.
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Na Figura 8, no caso do Enderling et al. [29], ja estamos considerando o crescimento
das células tumorais, mas ndo a remodelacdo da ECM nem a degradacao das MDE,
como no caso do Gerish et al. [24]. Este caso é mais préoximo da realidade, pois

considera 1 = 0,75 que é um valor razoavel para o crescimento de tumores em mamas.

’___J___---------a. ............
-
l"
0.9¢ .
1 ’
.
L] -l
0.8 4 La="
4 -
-
1 4 _—'
1 4 "—
S 07m . L
(&3 1 4 -
s 1 ’ PR e
S 0.6 ’ -
8 1 ’ .
g 1 ’ ¢‘
O 05} ! g
~ ’ P
g | y .’
o4l | 'I e === ECM
? Iy ’ P = == Tumor
@ ' ’ P = = = MDE
0 03F v . P
[ ’ .7
' ¢ .
02F v’ .’
’ .
L Y -
al ="
0.1pF . b
.
~§
ok LR - o w w w ow w m o= - = mm == o= =
0 5 10 15 20

Tempo (anos)

Figura 8: Parametros utilizados no trabalho de Enderling, no qual é considerada a

reproducdo das células tumorais (1 # 0), mas sem considerar a remodelagao

da ECM (p2 = 0), nem a degradagdo das MDE (w = 0). Os demais parametros
sdo dados na Tabela 1.

Podemos observar, na Figura 8, que ao crescer as células tumorais atingem seu limite,
mas ndo tem impacto considerével sobre o decaimento da ECM em comparacdo com
a simulacdo anterior, ja que o crescimento das MDE (o que realmente afeta a ECM) é
praticamente o mesmo nos dois primeiros anos, mas depois o crescimento das MDE

afeta mais a ECM o que faz que o decaimento seja um pouco mais rdpido, mas similar
ao caso do Gerish et al. [24].
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3.1 O MODELO COM COMPETI(;()ES DIFERENTES

Para o modelo que propomos vamos considerar a remodelacdo da ECM, ja justificada
no capitulo 2, colocando um valor distinto de zero para o parametro ;. Por outro lado,
sabemos que o crescimento das células tumorais é certamente maior quando comparada
com a remodelacdo. Consideramos nos seguintes trés gréaficos o valor de y; = 0,5, isto
é, que o organismo tem uma boa resposta natural. E como ja foi comentado no inicio
do capitulo w < ¢, e neste caso vamos a considerar o valor de 0,1 para ambos.

Com a finalidade de estudar a influéncia dos parametros 6; e 6, no modelo, vamos

variar estes parametros nos trés graficos estudados nesta segdo.

Densidade

Tempo (anos)

Figura 9: Consideramos nesta simulacéo, 6, = 0,92 e variamos 6; tomando os valores
0,9 (linha s¢6lida), 0, 5 (linha tracejada) e 0, 1 (linha pontilhada). As linhas azuis
representam a densidade da ECM e as linhas vermelhas as células tumorais.

Os demais parametros sdo dados na Tabela 1.

Na Figura 9 podemos notar que a velocidade de decrescimento da ECM, nas trés
simulagdes, é quase a mesma no primeiro ano e para o tumor o mesmo crescimento até
no terceiro ano, mas depois a diferenga é mais notavel.

Finalmente, vemos que o crescimento termina quando ficam estdveis em um determi-
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nado valor, que é diferente em todos os casos. O parametro ; mostra a agressividade
que pode ter a doenga, ou seja, quanto pode crescer o tumor e também sua velocidade.
Tendo em conta os pardmetros considerados na simulagdo anterior, vamos ver como

afeta o parametro 6, a dinamica.

Densidade

14 16 18 20

10
Tempo (anos)

Figura 10: Considerando 6; = 0,9 e variando 6, com os valores 0,92 (linha soélida), 0, 5
(linha tracejada) e 0, 1 (linha pontilhada). Os outros parametros sdo dados na
Tabela 1.

A velocidade com que decresce a ECM, assim como o crescimento das células tumo-
rais desde um inicio é bem diferenciada, Figura 10. Nos primeiros anos a doenga é
prejudicial a medida que 6, aumenta. O parametro 0, faz com que as densidades se

alterem, mas ndo muda o ponto de estabilidade como acontecia com o parametro 6;.

Agora, quando variamos o parametro 6, com valores maiores que 1, o decaimento da
ECM ¢ mais explicito que nos casos anteriores, Figura 11. A variacdo do parametro ndo
somente fez com que o decaimento seja mais rdpido, mas ainda fez que a agressividade

do tumor aumente consideravelmente.
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Figura 11: Considerando 6; = 0,9 e variando 6, com os valores 5 (linha sélida), 1 (linha
tracejada) e 0, 2 (linha pontilhada). Os outros pardmetros sdo dados na Tabela
1.

3.2 SEPARATRIZ

Para determinar circunstancias favoraveis ao controle da doenga, apresentamos um
dos casos estudados no capitulo anterior, quando ha dois pontos de equilibrio estaveis,
sendo um deles o ponto livre de doenga.

Na Figura 12 mostramos o caso em que 2 > 0 e b > 0 quando ha trés pontos de
equilibrio, sendo dois deles localmente estdveis. Neste caso existe uma separatriz e
podemos ver as trajetdrias tendendo a um dos pontos de equilibrio, dependendo de
que lado da separatriz estdo os valores iniciais.

Dependendo da agressividade inicial do tumor pode-se propagar ou ser combatido
pelas células ndo tumorais.

Na Figura 13 mostramos duas trajetérias completas que ilustram a situacdo da Figura
12.
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Figura 12: Trajet6rias do sistema (10) para diferentes valores iniciais. As linhas azuis
estdo se dirigindo para o ponto livre de doenga (1, f,m) = (0, 1,08, 0) e
as linhas vermelhas para o ponto néo trivial (0,9508, 0,04902, 0,4874). Os

parametros sdo dados pela Tabela 1, com 6; = 0,5 e 6 = 0,92.
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Figura 13: As linhas tracejadas mostram as trajetérias das células tumorais e da ECM

dirigindo-se ao ponto livre de doenga (0, 1,08, 0), e as linhas sélidas estdo se
dirigindo para o ponto néo trivial (0,9508, 0,04902, 0,4874). As condigdes
iniciais sdo (0,001, 0,95, 0,01) e (0,005, 0,95, 0,01), respectivamente.



3.3 COMENTARIOS DO CAPITULO

3.3 COMENTARIOS DO CAPITULO

Nos dois primeiros gréficos do capitulo, Figuras 7 e 8, consideramos as condi¢des
assumidas por Gerish et al. [24] e Enderling et al. [29] para estudar as diferencas com
os posteriores gréficos deste capitulo, nos quais consideramos a remodelacdo da ECM e
a variacdo da competicdo intra (ECM/ECM) e interespecifica (ECM/tumor).

A Figura 9 mostra que o paramentro 61 mede a agressividade do tumor, isso faz com que
mude o equilibrio, dando lugar a coexisténcia das células tumorais com a ECM. Quando
menor for o valor do parametro 6; torna-se a coexisténcia mais vidvel biologicamente.
As Figuras 10 e 11 indicam que o parametro ¢, muda as velocidades de crescimento das
células e da ECM, mas sem modificar o equilibrio como no caso de 6; quando o valor
é menor que 1. Em quanto ao considerar valores de 6, maiores que 1 notamos uma
pequena variagdo do ponto de equilibrio sem relevancia biol6gica. Notamos também as
mudancas das velocidades dos crescimentos.

Nos casos, Figuras 9 e 10, que foi considerada a remodelagdo da ECM, para variagdes
dos parametros 0 e 6, obtemos uma modificagdo considerdvel do comportamento de
pelo menos 5 anos na degradagdo da ECM. No caso do grafico da Figura 11, quando

0, = 5, este comportamento nado foi observado.
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O cancer, quando for maligno, ndo é somente um processo de crescimento das células
tumorais, também é um processo de metédstase que permite a invasao e a propagacgao
[14]. A invasdo e disseminacdo metastdtica de tumores malignos sdo associados com a
locomocao de células tumorais [13, 14, 22].

As células tumorais tém a capacidade de se mover, o que é chamado de motilidade,
tendo vdrios tipos de mecanismos diferentes os quais provocam o movimento das
células através do tecido. Os mecanismos fundamentais para a disseminacdo das células
sdo a difusdo e o movimento dirigido [40].

A difusdo é o movimento aleatério, sem direcdo definida. Entende-se por difusdo
o processo pelo qual as moléculas se misturam como um resultado do movimento
aleatorio que impulsiona a sua energia cinética. A matéria é transportada de uma parte
de um sistema para uma outra, vai de uma regido de maior concentracdo para uma
regido de menor concentracdo. O movimento dirigido referido é o movimento que é
estimulado, movendo-se em resposta a intensidade e dire¢do de um estimulo [41].

Em geral as células podem detectar seu ambiente e ter uma mobilidade, a qual pode ser
dirigida com aproximacdo ou afastamento de um estimulo o que é chamado taxia; e
também alterando sua velocidade de movimento e ou frequéncia de giro, mas sem ter
alguma direcdo especifica, que é chamado kinesis, ou por ambos movimentos [42].
Dependendo da fonte do estimulo as taxias podem ser classificadas, por exemplo,
como fototaxia que é o movimento em dire¢do ou contra a luz, a quimiotaxia que é o
movimento de um organismo em resposta a sinais quimicos, e a haptotaxia que é o
movimento dirigido de células tumorais até os gradientes de produtos quimicos fixos
ou vinculados, isto é, os productos quimicos ndo difusiveis.

A haptotaxia é o movimento tomado neste trabalho, em que o gradiente do quimioa-
trator expressa-se numa superficie ou ligado a esta, em contraste com a quimiotaxia,
em que o gradiente se desenvolve num espago soltvel. No caso particular das células

cancerigenas, elas possuem motilidade direcional que em geral é até um gradiente de
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locais de adesdo celular ou substrato-ligados a atratores quimicos.

Estes gradientes de macromoléculas de adesdo estdo naturalmente presentes na ECM,
tais como a fibronectina, a laminina e o coldgeno do tipo IV. Como a ECM é uma mistura
complexa destas macromoléculas vinculadas (isto é, que nao sao difusiveis), é portanto
a responsdvel pela indugdo de migracdo transendotelial [16].

Por conseguinte, enquanto que a ECM dificulta o movimento normal das células, tam-
bém fornece um substrato ao qual as células podem-se aderir e no qual podem se
movimentar [21, 22].

Da mesma maneira que as células tumorais, as enzimas, que geralmente sdo proteinas,
possuem o movimento da difusdo. A teoria cinética da matéria nos diz que todos os
atomos e as moléculas tém movimento aleatério constante. Referimo-nos ao "movi-
mento térmico", no caso das proteinas, aqueles movimentos incluem , entre outros, as
vibragoes de enlace e as rotagdes das cadeias laterais [16].

Desta maneira cada enzima colide aleatoriamente com o substrato por difusdo, além
de possuir varios tipos de movimentos como as rotagdes de ligagdes, dobramentos e
libracdo de enlaces. Mas o movimento mais importante na sua disseminacao é a difusado
e, geralmente, ndo tem movimento dirigido ao substrato. Logo quando eles se encontrar
hé& uma forca eletrostatica atraindo o substrato em direcdo a sua regido ativa. Assim, a
taxa de encontro de moléculas de enzimas com o substrato depende da concentracdo
das moléculas de substrato.

A velocidade de difusdo da proteina depende de vérios fatores, como a viscosidade da
matriz lipidica através do qual a proteina deve viajar e a massa da proteina. Por outro
lado, a superficie externa da membrana plasmédtica contém vdrias glicoproteinas e polis-
sacaridos extracelulares que podem impedir o movimento de proteinas de membrana

integrais para se enroscar no dominio extracelular da proteina [16].

4.1 O MODELO ESPACIAL

Propomos um modelo matematico de espaco-tempo, que como muitas equagdes dife-
renciais parciais vém de um equilibrio basico ou lei de conservacdo. Neles se afirma
que uma determinada propriedade mensurédvel de um sistema fisico isolado ndo muda

a medida que o sistema evolui.
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Neste capitulo vamos considerar a lei de conservagdo de massa, o que é uma conta-
bilidade do material que entra e sai do sistema. A massa de um sistema fechado de
substancias permanecerd constante, tendo en conta o principio que a matéria ndo pode
desaparecer ou ser criada.

No sistema vamos considerar trés varidveis, que sdo as mesmas que no modelo temporal.
Densidade das células tumorais (denotado por ), a concentracdo das MDE (indicado
por 1) e densidade da ECM (denotado por f). Cada uma das trés varidveis i, 1, f é
uma funcdo da varidvel espacial ¥ e do tempo f. Da equagdo de conservagao obtemos a

seguinte equacao matematica:

of(.
% =V - Jo+ Ty, (13)

sendo () o fluxo de uma variavel e T{ a fonte da variavel a considerar. O ]y denota
o vetor do fluxo, o qual proporciona a taxa (liquida) no qual as moléculas atravessam
uma unidade de 4rea por unidade de tempo, o fluxo pode ser expresso em mol m 2
s~L. Os fluxo sdo consideramos como em [24, 29, 30].

As fontes utilizadas nesta seccdo sdo as mesmas que no caso temporal, se¢do 3 do
capitulo 2.

Entdo, utilizando os compartimentos antes mencionados e da equagdo de conservagao

(13), obtemos:

o7 o7

a_it_ = V']ﬁ+F(n/f)/

af - V.4 L r P(# £

5 = VolprLon fye @), (4
aa_’? = V- Ja+G@@,m)+ H(f, m).

Para este modelo assumimos, justificado no inicio deste capitulo, que o movimento
das células tumorais é descrita pela motilidade aleatéria e pela resposta ao gradiente
haptotaxico da ECM.
Vamos representar a difusdo simples com o conceito de difusdo fickiana [38], e portanto
temos que:

Jaif = —DaV,
sendo Dj;, o coeficiente de difusdo celular.
Agora, para incorporar a resposta da haptotaxia, tomamos o fluxo haptotéxico, que é

dado pela seguinte forma matemaética [39]:

]hap = Xﬁ(ﬁvf)/
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sendo )X, o coeficiente da haptotaxia.
A proliferagdo das células tumorais estd dada pela fungao F(7, f) = fiyi(1 — B17i — Baf).
Entdo, a equagdo que descreve a varia¢do das células tumorais é:

o7 o o

57 =V (DaVi = xa@Vf)) + (1 — pri — paf).

A ECM sdao macromoléculas vinculadas (ndo difusiveis) e, portanto, assumimos que ndo
tem movimento, isto é, ]f =0.

Portanto, a dindmica da ECM é descrita somente pela fonte L(1, f) + P(71, f) = —dm f +
fiz(1 — 0171 — 6, f), obtendo assim:

8f —(5mf+;42(1—91n—92f)

Por altimo, como ja mencionamos as MDE se difundem por todo o tecido, que como no
caso das células cancerigenas o fluxo estd dado por J;;r = —Dpm Vi,
E considerando a producdo e o decaimento das MDE pelas fungdes G(i1, i) + H(f, 1) =
&i(1 — ém) — cwm, entdo a equagdo da concentragdo das MDE é dada por:

om

ﬁzv-(DmVﬁingﬁ(l—ém)— o1

O sistema completo de equacdes que descrevem as intera¢des entre as células tumorais,

a ECM e as MDE como descrito nos pardgrafos anteriores é:

ofi - _ -
5 =V (DaVi—xa@V)+mi(l — piit — pof),
of o
ﬁ = —(5mf + “I/lz(l — 6111 — ng), (15)
%—? = V(D Vi) + (1 — ém) — wm
Adimensionalizamos o sistema considerando os parametros:
_ _ x f ) TCE
=P, f=Pof, m=&m, x=,, t= ,ﬂl—Tﬂl,ﬂz—Tﬂzﬁ2,5—T CZ,B_Cl'
W= 1@, O = 0, 6, = 92 D, = DitT D, = Dyt _ TXn

‘31 132 - Lz 7 L2 ’ Xﬂ - Bsz'
Entdo, o sistema adimensionalizado é dado por:

aa_’tl = V- (DyVn — xynVf)+pun(l—n—f),
% = —omf +ur(1 —01n—06f), (16)
E;_T = V- (DynVm)+¢n(l —m) —

sendo L a distancia com uma escala de comprimento adequado e T o tempo .
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4.2 SIMULACOES

Nas simulacdes consideramos a dimensao N = 1, assumindo constantes os coeficientes

de difusdo D,,, Dy,. Assim, o sistema espacial (16) fica da seguinte forma:

on ?n 0 of

0

a—{ = —omf + (1 —61n — 02f), (17)
om %m

o me+§n(1 —m) — wm.

Considerando o comprimento de invasdo méxima das células tumorais L = 10cm ,
o tamanho da mama, e o tempo 7 = 1 ano. Tomamos o valor do pardmetro D; ~
10~%cm? /s como selecionado por Enderling et al. [29], o qual é obtido da faixa 1077 —
10~ em?2/s [31, 32]. Por outro lado as MDE tém uma taxa de difusio comparével a
motilidade aleatéria de células de cancerigenas, e entdo tomamos Dy ~ 10~%cm? /s
[29], da faixa 1078 — 10 19%m?2/s [30]. Consideramos o pardmetro B, ~ 10711M e
Xa ~ 2600cm’M~1 /s [33, 34].

Também a producdo, como o decaimento das MDE, sdo considerados tomando as
respectivas taxas ¢ = 0,1 e w =0, 1. A proliferagdo das células cancerigenas é dada por
u1 = 0,75, enquanto a degradagdo da ECM determinada pela taxa § = 10. Consideramos
inicialmente uma aglomeragdo de células, que como nas maiorias dos casos detectados
nas primeiras etapas da doenga (estdgio 1 e inicio do estdgio 2) [37], tem o tamanho

menor o igual que 2cm. Consideramos a seguinte fun¢do como em [30]:

exp(—&%), x €10, 0,2]
n(0, x) =
0, x €(0,2,1]
Ao considerar a presenca de células cancerigenas queda implicito a degradagdo parcial

da ECM como a existéncia das MDE. Considerando que ambas rela¢des sdo proporcio-

nais a densidade das células tumorais, temos as seguintes condi¢des iniciais:

f0,x)=1-0,5n(0,x), m(0,x)=0,5n(0, x).
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O grafico das condices iniciais é apresentado na Figura 14.

=0

0.6

ik

Densidade

Figura 14: As células tumorais, a ECM e as MDE estdo representadas pelas linhas

amarela, azul e verde, respectivamente.

As condigdes iniciais mostradas na Figura 14 sdo as utilizadas nas préximas simula-
coes.
Na Figura 15 consideramos a difusdo das células tumorais e das MDEs, tendo em
consideragdo a proliferacdo das células tumorais, y1 = 0,75, mas ndo é considerada a
remodelagdo, pp = 0, e a haptotaxia, x, = 0. A finalidade é ver o efeito da difusdo com a
proliferacdo tumoral.
Na Figura 15 podemos observar a propagacdo da frente de onda. No primeiro gréfico
vemos ainda a formacdo da onda das MDE. No gréfico seguinte, tempo ¢ = 20, vemos a
onda, mas ainda ela ndo é estdvel. No tempo t = 36,5 a onda j4 ficou estavel e no ultimo
grafico, t = 40, obtemos a velocidade da propagacdo dessa onda. A velocidade desta

onda é v = 0,13cm/ano.
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Figura 15: Os gréficos mostram, em quatro tempos distintos, a densidade das células
tumorais, da ECM e das MDE, representadas pelas linhas amarela, azul e
verde, respectivamente. Considerando D, = 0,0001, D,, = 0,0005, x, = 0,

sem remodelacdo da ECM e com proliferagdo das células tumorais.
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Figura 16: Os parametros utilizados sdo os mesmos da Figura 15, mas tomando dois

valores distintos para a haptotaxia, x.

O efeito da haptotaxia pode-se observar na Figura 16, no inicio, em t = 5, mas depois,
em t = 30, fica mais préximo ao comportamento da Figura 15, especialmente no caso de
Xn =0,0005. No caso do ), = 0,002 podemos notar uma mudanca na forma da frente
de onda. Em ambos casos a velocidade aumenta e por conseguinte ficou estdvel mais

rédpido, tendo uma velocidade de frente de onda de v = 0, 155cm/ano para o caso de
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Xn =0,0005 e de v = 0,24cm/ano quando x, = 0, 002.

Da mesma forma que Enderling et al. [29], que toma x;, = 0,00005, n6és assumimos
que o parametro X, deve ser mais baixo que nos artigos de Anderson et al. e Gerish
et al. [30, 24], onde x, = 0,005. Isto se deve a um comportamento mais compacto
na disseminagdo como é caracteristico nos primeiros estdgios de cancer de mama.
Assumimos neste trabalho o valor de x;, = 0,0005, isto é, que a ECM tem maior efeito
atraente nas células cancerigenas sem perder a compacidade da dispersdo. Assumiremos
também o valor de X, = 0,002 para contrastar alguns resultados obtidos.

Assumindo os parametros de Enderling et al. [29] (41 =0,75, up =0, ¢=0,1, 6 =10,
D, = 0,0001 e D, = 0,0005) e assumindo w = 0,1, que para efeitos da simulacdo
ndo muda a dindmica do sistema, obtemos a frente de onda a qual resulta ter uma

velocidade de v = 0, 14cm/ano.

t=30, Xn=0,0005 t=30, Xn=0,002

- — i

Densidade

S
Densidade

Figura 17: Os dois graficos mostram as simulagdes feitas na Figura 16, quando t = 30,

mas agora com i = 0,5, isto é, considerando a remodelacdo da ECM.

Na Figura 17 consideramos a remodela¢ao da ECM, u; # 0, com ¢t = 30 e com-
parando as velocidade da onda com o caso sem remodela¢do vemos que variou de
v =0,155cm/ano a v = 0,131cm/ano. No outro caso, x, = 0,002, temos que a veloci-
dade modou de v = 0, 24cm/ano para 0,204cm/ano.

Notamos que a remodelacdo da ECM ajuda a demora da degradacgdo da mesma.
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Comparando os casos dos gréficos para x, = 0,0005, em t = 30, nas Figuras 16 e 17
observamos que existe uma diminui¢do de 1, 5cm da frente de onda.

Comparando os casos dos gréficos para x, = 0,002, t = 30, nas Figuras 16 e 17 observa-
mos um impacto ainda maior da remodelagdo, pois obtemos um retrocesso de 2,4cm
da frente de onda.

No caso x, = 0,002, a velocidade de propagacdo é maior, por isso os efeitos da remode-
lagdo sdo mais marcantes.

Todas as simulagdes até aqui foram feitas tendo como consideracdo que as competicdes
inter e intraespecificas sdo iguais, isto é, quando 6; =1e 6, = 1.

Nas Figuras 18 e 19 foram utilizados os seguientes parametros y1 = 0,75, uz =0,5,

D, =0,0001, D, =0,0005, £=0,1, =10, w=0,1 e x, = 0,0005, mas com a variacao
dos parametros 0; e 0.

Na Figura 18 vemos que o avango das células cancerigenas quase nao foram alteradas.
Mas sim sua capacidade de aglomeracdo, a qual foi ocupadas pela ECM.

O gréfico da esquerda na Figura 19 mostra que 6, = 2 é prejudicial para a ECM, ja que
é mais baixa a densidade da ECM e assim a degradagdo se torna mais simples. No
grafico da direita, 6, = 0,5, a remodelacdo da ECM é mais forte que nos casos visto

anteriormente, e a uma distancia de 5cm ainda néo foi degradada.

=30 t=30

Densidade )
/
IR
Densidade )
|
T

Figura 18: Os dois gréficos mostram, no tempo t = 30 com 6, = 1, os efeitos do
parametro 6. No gréfico da esquerda é considerado 0; = 0,1 e, no da direita,

quando 6; =0,9.
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Densidade
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Figura 19: Os dois grédficos mostram, no tempo t = 30 com 6; = 1, os efeitos do
parametro 6. No grafico da esquerda é considerado 0, = 2 e, no da direita,
6, =0,5.

COMENTARIOS DO CAPITULO

Neste capitulo determinamos a velocidade de invasdo do tumor em fungdo dos parame-
tros do modelo. Tomando o ponto de referéncia o tamanho do tumor inicial, onde o
tamanho indica a extensdo transversal no tumor em seu ponto de maior largura, em
Nosso caso 2cm.

Obtivemos, na Figura 15, a formagdo da frente de onda, obtendo sua velocidade
v = 0,13cm/ano, isto é, quando ndo consideramos os efeitos da haptotaxia (x, = 0)
e da remodelacdo (42 = 0). Considerando a haptotaxia com dois valores distintos,
xn = 0,0005 e x, = 0,002, obtemos aumento nas velocidades da frente de onda
v = 0,155cm/ano e v = 0,24cm/ano respectivamente. Observamos também uma
variagdo no perfil da frente de onda, mais suave no caso de x, = 0,0005 e mais notério
quando consideramos x, = 0,002.

Ao considerar a remodelagdo de ECM, up = 0,5, podemos observar na Figura 16 que em

contraste com a Figura 17, as velocidades foram reducidas 0, 024cm/ano e 0, 036cm/ano.
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Isto implica que o percorrido da frente de onda é menor, obtendo as reducdes de 1.5cm
e 2.4cm respectivamente.

Comparando como os parametros assumidos por Enderling et al. [29], vemos que ndo
tem muito efeito a haptotaxia, x, = 0,00005, pois a velocidade obtida na simulagdo
mostrada na Figura 15 é de v = 0.13cm/ano, em quanto a velocidade da frente de onda
descrita pela simulagdo tomando os dados do artigo mencionado é de v = 0.14cm/ano.
Nos gréficos referentes &s competi¢cdes distintas, Figuras 18 e 19, observamos que o
parametro 07 ndo tem influéncia no processo de dispersdo, mas sim na aglomeragao
celular. Quando o parametro 6, for maior que 1 implica que a densidade da ECM é
baixa, isto é, ha poucas moléculas, e portanto, é mais rdpida sua degradagdo. O fato
de ter baixa densidade da MDE repercute no efeito da haptotaxia sobre ela mesma, ou
seja, que por ter baixa densidade vai ter pouco efeito atraente da ECM sobre as células
tumorais. O caso 0, < 1 resulta mais favoravel para a ECM e a degradacdo é mais

tardia.
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Neste trabalho, propusemos um modelo para estudar a proliferagdo e propagagao
espacial de tumores. Mostrando a relevancia das intera¢des entre as MDE, a ECM e as
células tumorais na disseminacdo das células tumorais.

Podemos obter algumas predigdes sobre a capacidade metastatica das células tumorais,
as quais serdo mais precisas a medida que os pardmetros sejam mais veridicos.
Estabelecemos uma base para trabalhos futuros de modelos matematicos na invasdo
tumoral, os quais deverdo implementar o efeito de algum agente amortiguador (inibidor)
do crescimento que faga um controle.

No capitulo 1 e inicio do capitulo 4 introduzimos os conceitos biolégicos que sustentam
e fundamentam o entendimento do modelo matematico proposto, que generaliza os
modelos dos artigos [24, 29, 30].

Inicialmente, no modelo temporal, justificamos o tipo de crescimento celular tomado.
Utilizando como argumento os dados obtidos por Spratt et al. [28], mostrando na Figura
1 a comparacdo dos crescimentos.

Analisando a dindmica temporal dos modelos ja propostos, se¢do 3.2, obtemos distintos
pontos de equilibrios e estabilidades.

No primeiro caso obtemos infinitos pontos de equilibrio, sendo um deles o ponto
(1,0, é,%) e os demais sdo pontos livres de doenca, sendo todos estes tltimos instaveis.
Nos seguintes modelos dessa se¢do temos dois pontos criticos, um o ponto livre de
doenga e o outro quando temos somente as células tumorais e as MDE, mas sem a ECM.
Em ambos casos o ponto livre de doenca é instavel e o outro, o ponto do caso fatal da
doenga, é estavel. Notemos que ndo existe um ponto de equilibrio com coexisténcia das
células tumorais e da ECM.

Ao final da andlise temporal propomos um modelo que abrange os anteriores, onde a ge-
ralizacdo considera que a competicdo inter (ECM/ECM) e intraespecifica (ECM/tumor)
pode ser diferente. Tendo como resultado uma classificagdo da dindmica em torno a

os parametros a = 6, — 01, b =1 — 0. Obtemos assim uma bifurca¢do da estabilidade
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no ponto livre de doenca quando temos os valores 2 = 0 e b = 0, assim como uma
bifurcagdo dos pontos de equilibrios podendo-se obter 1,2 ou 3 pontos de equilibrio.
Existe também a possibilidade de nao ter regido invariante biologicamente viavel. O
caso de ter trés pontos nés da a possibilidade de que em um dos pontos de equilibrio
coexistam a ECM com as células cancerigenas.

No capitulo 3 podemos ver, Figuras 9,10 e 11, os efeitos dos parametros 61, 6,, em
que 6 n6s da a agressividade do tumor, o valor atingido no equilibrio, e como afeta
a presenca da ECM, sendo notdria apds dos primeiros 4,5 anos. Para o parametro 6,
observamos uma mudanca das velocidades de crescimento que sdo evidentes desde
antes do primeiro ano. Quando for menor que 1 ndo muda o equilibrio das células
cancerigenas, o que sim acontece para valores maiores de 1 e assim prejudicando a
ECM.

Nas figuras 12 e 13 se observa a susceptibilidade das condi¢des inicias mostrando uma
separatriz que divide a regido livre de doenga, onde as células tumorais sdo combatidas
pelo organismo, da outra regido se desenvolve o tumor.

Por ultimo estudamos a propagacao espacial do tumor. Obtivemos uma frente de onda
sem efeitos da haptotaxia, em que sua velocidade foi v = 0, 13cm/ano. Logo obtivemos
que a velocidade de frente de onda da simulacdo de Enderling et al. [29] foi similar
v = 0,14cm/ano, ja que o valor do coeficente da haptotaxia, x, = 0,00005, assumido
no artigo mencionado foi pequena. Notamos mais a diferenca quando tomamos os
valores da haptotaxia x, = 0,0005 e x, = 0,002, pois a velocidade aumenta. Tomando
up # 0 obtivemos que as velocidades mudaram e que o valor espacial atingido foi menor
tendo uma reducdo de 1,5cm e 2,4cm, quando assumimos os valores de x;, = 0,0005 e
Xn = 0,002 respectivamente.

Quando consideramos no modelo a competicdo intra e interespecifica distintas (6; #
1,6, # 1) obtemos outros resultados. O parametro #; modula a agressividade do tumor,
isto é, sua capacidade destrutiva com a ECM, atingindo sua méxima agressividade
quando for 6; = 1. Também podendo observar que nédo afeta as frente de ondas das
células tumorais, portanto ndo tem repercussdo na invasao celular.

O parametro 60, a diferenca do 6; tem efeitos no processo invassivo como na redugdo do
crescimento. A ECM tem maior potencial reconstrutivo quando for 6, < 1 e quando

6, > 1 é mais propensa a se degradar.
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A.l TEOREMA DE HARTMAN-GROBMAN

O teorema de Hartman-Grobman nos diz que dado um sistema nao-linear do tipo,

sendo f um campo vetorial,
X'= f(X) (18)

e sua linearizacdo em torno de um ponto de equilibrio hiperbdlico xp, que é um sistema

linear do tipo, sendo A uma matriz,
X' = AX (19)

com A = Df(xp) = Jf(x,), existe de um homeomorfismo que faz uma conjugagdo

topolégica entre esses dois campos vetoriais.

Defini¢ao. Um ponto xg € R" é chamado um ponto de equilibrio ou ponto critico de (18) se
f(x0) = 0. Um ponto equilibrio xo é chamado de ponto de equilibrio hiperbélico de (18), se
nenhum dos valores préprios da matriz D f(xg) tén parte real zero. O sistema linear (19) com a

matriz A = D f(xo) é chamada a linearizagdo de (18) a xy.

Agora vamos mostrar um teorema que de classificacdo topolédgica de sistemas lineares

hiperbolicos.

Definicao. O sistema linear (19) ou 0 € R" chama-se atrator (fonte) se para todo x € R"
(x #0), exp(tA)x — 0 (Jexp(tA)x| — o0), quando t — oo. Um ponto xo é chamado sela se é
um ponto de equilibrio hiperbélico e D f(xg) tem pelo menos, um valor préprio, com parte real
positiva e, pelo menos, um com parte real negativa. O sistema linear (19) chama-se hiperbélico se
todos os valores préprios de A tém parte real diferente de zero. O niimero s(A) de valores proprios,
contando suas multiplicidades, que tém parte real negativa, chama-se indice de estabilidade do

sistema (19).
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Teorema 1. O sistema (19) é atrator (fonte) se e somente se todos seus valores proprios de A sdo

negativos (positivos).

Definic¢ao. Um ponto de equilibrio xo de (18) é estdvel (no sentido de Liapunov) se para todo
e > 0 existe 0 > 0 tal que para todo x € Vs(xo) e t > 0 temos que, ¢i(x) € Ue(xp). E xg €
assintoticamente estdvel se é estdvel e existe > 0 tal que para todo x € Vz(xo) e ¢(x) — xo,

quando t — oo. O ponto de equilibrio xg é instdvel se ndo for estdvel.

Assim, pelo teorema 1, 0 (um ponto de equilibrio hiperbdlico xp) é um ponto assin-
toticamente estavel (é instavel) do sistema (19), quando 0 for atrator (xo for fonte ou

sela).

Definicdo. Sejam ¢1: Ay — R" e ¢o : Ay — R" 0s fluxos gerados pelos campos vetoriais X
e f», definidos nos abertos ()1, )y de R", respectivamente. Diz-se que Xy é topologicamente
conjugado a X, quando existe um homeomorfismo h : Q1 — ) tal que h(p1(t, x)) = @a(t, h(x))
para todo (t, x) € Aq.

Quando dois campos vetoriais sdo topologicamente conjugados ambos tém o mesmo
indice de estabilidade.
Vejamos no caso de estabilidade assintética, o qual seria o caso da estabilidade dos
sistemas lineares hiperbdlicos. Notemos primeiro que eles levam pontos de equilibrio
de um sistema ao outro.
Seja x; ponto de equilibrio de X' = f1(X) e seja seu fluxo ¢1(t, x1) = x1 para todo t > 0,
entdo h(xy) = h(g1(t, x1)) = @a(t, h(x1)), sendo @, um fluxo gerado do campo X;. Logo
como h(x1) = @a(t, h(x1)) para todo t > 0, portanto h(x;) = xp é um ponto de equilibrio
de X' = f(X).
Agora se }g?o @1(t, x) = x1, com x proximos a x1, temos que h(x;) = h(tli_glo p1(t, x)) =
tlgglo h(g1(t, x)) = tlg?o @2(t, h(x)). Portanto xp = }g?o @2(t,y), com y = h(x) préximos a

Xp = h(xl).

Teorema (Hartman-Grobman). Sejam f : Q) — R™ um campo vetorial de classe C*(QY), com
O C R", e xo um ponto de equilibrio hiperbélico de (18). Entdo existem vizinhangas V, de x

em Q) e Uy de 0 em R" tais que f | Vx, é topologicamente conjugado a D f(xg) | Up.

Com os teoremas mencionados, Teorema 1 e Teorema de Hartman-Grobman, podemos
classificar localmente os pontos de equilibrio hiperbélicos. Para ver as demostra¢des

dos teoremas referidos pode consultar [43] ou [44].
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A.2 CRITERIO DE ROUTH HURWITZ

Seja Py(z) =z" + mz" 1+ ... +a, 1z +a,, com a; € R, dizemos que é um polindmio de
Hurwitz se todas suas raizes tém parte real negativa. Denotemos por H;, ao conjunto

de todos os polindmios de Hurwitz de grau n.

Defini¢ao 1. Dizemos que F(z) é um polindomio associado ao Py,(z) se existe a > 0 tal que
F(z) = (1 4+ az)Py(z) + Py(—2).

Lema 1. Se P, (z) é um polinémio de Hurwitz, entdo a; >0Vi=1,...,n.
Lema 2. Se P, (z) € Hy,, entdo seu associado F(z) € Hy,1.
Lema 3. Se F(z) € H, 1, entdo existe « > 0 e P, € Hy tal que F é o associado de P,.

Seja o polindmio Py,(z) e seus coeficientes a;, Vi = 1,2,...,n. Entdo, formamos a

seguinte matriz:
aqg 1 0 0 . . . 0
as dpy a1 1

as d4 dsz dp

Jp, = o ,
0 0 0 O ay
e sejan
a1 1
A1:al/ AZZ 7oy An:anAn—l-
as dp

Teorema. As raizes de P,(z) possuem parte real negativa se e somente se N; > 0,i=1,...,n.

Prova: (Necessidade) Assumamos que P, € H;,. Vejamos por indugao. Seja P;(z) =
z+ay, assim z = —a; < 0, portanto A > 0.
Suponhamos que para todo P, € H,, pode-se verificar AA; > 0,j=1,...,n. Seja F € H, 1.
Do lema 3 existe « > 0 e P, € Hy tal que F(z) = (1 +az)P,(z) + Py(—2z), colocando & = 2c,
sendo « > 0, obtemos:
F(z) = 2cz™ 1 + (1 + (= 1)" + 2cay)z" + (a1 + (= 1) Lag +2can)z" ' + ...+ (ap—o + (—1)%a,_» +

2¢a,-1)2% + (ay_1 + (—1D)a,_1 +2ca,)z +2a,.
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Vejamos o caso que #n seja par, o caso impar é analisada de forma similar. No caso n par

obtemos:

F(z) = 2c2" + (2 + 2ca1)2" + 2canz ' + ...+ (20,0 + 2ca,_1)Z* + 2ca,z + 2ay,.

2+2cmq 2c 0 o . . . 0
2ay +2caz 2cap 2+2caq 2c

2a4 +2cas 2cay 2a+2caz 2cap

JF =

0 0 0. .. 0 2ay

1
c

Agora se a segunda coluna multiplicams por —< e sumamos a primeira coluna, a quarta

1

coluna multiplicams por —< e sumamos a terceira, e assim sucessivamente até a n-ésima

coluna obtendo:

2ca;  2c 0 o .. . O
2cas 2ca, 2ca; 2c

2cas 2cay 2casz 2cap

Jr =

0 0 0 .. . 0 2a,

Logo temos que
Al = 2CA1/ AZ = (2C)2A2/ Y AH = (zc)nAn/ A}’l+1 = ZCATZ/

tendo que Aj >0,Vj=1,...,n obtemos Aj > 0,Vj=1,..n+1. Portanto o resultado.
Por outro lado (suficiéncia), por inducdo, para n = 1 é imediato e quando n = 2 do lema
1 obtemos o resultado. Suponhamos que seja valido para um polindmio de grau n. Seja
F um polinémio de grau n+1 tal que A; > 0,Vj=1,...,n+1.
Tomando P, tal que:

2?2%P,(z2) = (az — 1)F(2) + F(—2).

Assim A]- = (ZC)ZAj,Vj =1,..,n.Ja que A]- >0,Vj=1,..,n+1, temos que A]' >0,Vj=
1,...,n. Assim P,(z) é um polindmio de Hurwitz e pelo lema 2 obtemos que F é um
polindmio de Hurwitz de grau n + 1.

Para ver as demostrag¢des dos lemas 1,2 e 3 pode consultar [45].
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