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RESUMO

Devido a complexidade do crescimento tumoral é necessédrio aborda-la desde difer-
entes perspectivas; nesse sentido uma melhor compreensao dos processos involucrados
na disseminacdo do cancer pode estudar a formagao e a evolugdo do cancer.

A modelagem matemaética do cancer permite descrever mecanismos e fornecer previsdes
quantitativas, podendo complementar estudos experimentais e clinicos.

Neste trabalho propomos modelos matematicos para estudar o fendmeno observado no
crescimento do tumor e sua interacdo com seu meio, a saber, a interacdo focada entre
as células tumorais, a matriz extracelular (MEC) e as enzimas degradadoras da matriz
extracelular; a dindmica é modelada por sistemas deterministicos e estocasticos.
Realizamos um estudo da dindmica temporal, mediante pontos de equilibrio e estabili-
dade, o qual permitiu obter uma bifurcagdo tanto na existéncia dos pontos de equilibrio
quanto nas suas estabilidades em relagdo as competi¢des entre a MEC e o tumor.

No modelo deterministico espacial incorporamos mecanismos migratérios (difusdo e
haptotaxia). Obtemos, nas simula¢des espaciais, em dimensdo um, a formagao de uma
frente de onda, para a qual analisamos a velocidade resultando relagdes nas velocidades
em referencia aos parametros das competi¢des entre a MEC e o tumor. Essas relagdes
obtidas concordam com algumas observacdes bioldgicas e experimentais.

No primeiro modelo estocéstico, estudamos mediante processos de flutuagdes o pro-
cesso de crescimento tumoral em torno aos pontos criticos. Elucidando, mediante
simula¢des numéricas, o comportamento assintético perto do equilibrio em relagdo ao
parametro de competigdo entre MEC/tumor e MEC/MEC.

Apresentamos um modelo de sistemas de particulas em interacdo no espago Z%. E
obtemos que poderiam existir trés cendrios principais: a coexisténcia das particulas
(distribuicdo estacionaria ndo-trivial), o cdncer se propagou degradando totalmente
a MEC e quando o organismo tornou-se livre de doenca (distribui¢des estacionarias
triviais).

Finalmente comparamos os modelos deterministicos e estocasticos, obtendo semel-

hangas qualitativas entre eles.
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ABSTRACT

As a result of the complexity of tumor growth, different perspectives are necessary to
approach it. A better understanding of the processes involved in the spread of cancer
can study its formation and evolution.

The mathematical modeling of cancer allows describing mechanisms and providing
quantitative predictions, which may complement experimental and clinical studies.

In this research, we propose mathematical models to study the observed phenomena
in tumor growth and its interaction with its environment, in other words, the focused
interaction between tumor cells, extracellular matrix (ECM) and matrix degrading en-
zymes extracellular. This interaction is modeled by deterministic and stochastic systems.
We performed a study of the temporal dynamic, through points of equilibrium and
stability, which allowed to obtain a bifurcation both in the existence of the equilibrium
points and in its stabilities, in relation to the competitions between the ECM and the
tumor.

In the spatial deterministic model we incorporate migratory mechanisms (diffusion and
haptotaxis). In the one-dimensional space simulations, we obtained the formation of a
wavefront, for which it was analyzed the velocity, obtaining relations in the velocities in
reference to the parameters of the competitions between the ECM and the tumor. These
obtained relations match with some biological and experimental observations.

In the first stochastic model, we studied the process of tumor growth around the critical
points by means of fluctuation processes. Elucidating, by numerical simulations, the
asymptotic behavior close to equilibrium in relation to the competition parameter be-
tween ECM/tumor and ECM/ECM.

We present a model of particle systems interacting in space Z, as result of this interac-
tion we concluded that there could be three main scenarios: (1) the coexistence of the
particles (non-trivial stationary distribution); (2) the cancer has spread by completely
depleting the ECM and (3) the organism has become disease-free (trivial stationary
distributions).

Finally we compared the deterministic and stochastic model and obtained qualitative

similarities between them.
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INTRODUCAO

O cancer é uma das doengas mais relevantes no mundo, causadora de 1 a cada 7
mortes; constituindo assim umas das principais causas de morte no mundo [56]. Nos
paises das Américas o cancer é a segunda principal causa de morte, sendo os canceres
de pulmado, préstata e mama os de maior indice de mortalidade [1].

No Brasil, as estimativas para a incidéncia de cancer para o ano de 2019, que eram
vdlidas também para o ano de 2018, indicam uma ocorréncia aproximadamente de 600
mil novos casos diagnosticados de cancer [83]. Notando um incremento em relacdo as
estimativas do bieno 2014-2015 que indicaram 576 mil novos casos [2].

Em um enfoque mais global, segundo relatérios da Organizacdo Mundial da Satde
(OMS) em 2012 houve mais de 14 milhdes de pessoas no mundo diagnosticadas com
cancer nesse ano e prevé que o nimero de novos casos de cancer serd mais de 21 milhdes
em 2030 com 13 milhdes de mortes [57, 56].

Embora, de acordo com a OMS, pelos menos 40% das mortes provocadas pelo cancer
pudessem ser evitadas, o ritmo de vida atual, carregado pelo stresse e por hdbitos pouco
saudaveis, atenta contra esta possibilidade [3, 4, 5].

Se bem sabemos que o cancer, geralmente quando diagnosticado em uma etapa avan-
¢ada, ainda nédo tem cura (com excegdes tais como o seminoma metastasico, a leucemia
aguda ou os linfomas infantis, mesmo que estejam disseminados ou ndo sejam suscepti-
veis a detecgdo precoce, tém grandes possibilidades de cura [6]).

Embora haja muitas terapias que fagam o controle da doenga [7, 8], ainda fica por deter-
minar o protocolo 6timo de um tratamento, o qual necessita um melhor entendimento
tanto quantitativo, quanto analitico. Por exemplo, a quimioterapia ndo € seletiva contra
células tumorais; também mata células saudéveis, que se dividem rapidamente, como
células intestinais, células sanguineas e células do foliculo capilar [84].

Por outro lado, temos que apesar dos esforcos realizados, como o projeto genoma
humano que ajuda a identificar genes implicados no desenvolvimento do cancer, por

exemplo os genes IDH1 e IDH2 estdo mutados em glioblastoma multiforme (GBM),
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leucemia mieloide aguda (LMA) e em varios outros tipos de cancer humano [85, 86];
e avancos em instrumentagdo que serve no diagnostico por imagem que é favorecido
devido ao avango dos algoritmos nas técnicas relacionadas a visdo computacional pro-
porcionando maior detalhe e melhor resolucao das qualidades das imagens, ndo ha um
avanco significativo no combate contra o cancer.

Um recurso para poder melhorar a situacdo é estudar a formacdo e a evolucdo do cancer,
como também ter um controle para combaté-lo. Nesse sentido, os modelos matematicos
sdo uma ferramenta 1til para o estudo. Esta é a motivagdo do trabalho, entendendo que
a precisdo que a matemadtica pode aportar na andlise qualitativa e quantitativa pode
ajudar a compreensdo da doenga; ajudando assim a explicar mecanismos e fornecendo
previsdes quantitativas, por exemplo na angiogénese tumoral, mecanismos de progres-
sdo tumoral e em novas modalidades de tratamento.

Desta forma os modelos matemadticos podem complementar estudos experimentais
e clinicos, por exemplo é pensado que de 5 — 10% das mutagdes observadas estdo
diretamente envolvidas em causar cancer baseado em modelagem matemaética [14].

A modelagem matemadtica do cancer permite descrever fendmenos de nosso interesse
no problema oncolégico, no qual podemos utilizar ferramentas matemdtica e computa-
cionais para estudar como as células tumorais sdo geradas, crescem e evoluem.

Por outro lado, a biologia no cancer propde novos desafios matematicos, que poderiam
gerar melhoras nas ferramentas matemadticas, esta contribui¢do pode desenvolver uma
teoria matemadtica mais adequada para sistemas bioldgicos no geral.

A complexidade da modelagem do cancer é devido a que na evolugdo do cancer é
resultado de fendmenos em diferentes niveis de organizagao (subcelular, celular e
teci-dual) ou de escala (microscépica, mesoscopica e macroscopica). A escala micros-
copica é correspondente ao nivel subcelular, sendo fendmenos que ocorrem dentro
da célula ou na membrana celular, por exemplo, ativagdo ou inativagdo de receptores,
transdugdo de sinais quimicos entre células que regulam as atividades celulares, como
duplicagdo, movimento, adesdo, etc. A escala mesoscopica é referida a fendmenos
que ocorrem no nivel celular, reproducdo, morte, migragado, etc. Finalmente na escala
macroscopica correspondente a concentragdo de células tumorais, isto é, andlise do
tumor propriamente dito no qual afeta a tecidos e 6rgdos, no qual se estuda o tamanho,
forma, agressividade, etc. Nosso estudo é analisado no nivel celular-tecidual (escala
mesoscopica-macroscopica), governado pela dindmica de crescimento e mobilidade das

células tumorais competindo com seu ambiente (matriz extracelular).
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Dito isto, a modelagem matematica do cancer requer diferentes enfoques e depende de
situagdes especificas, por exemplo o tipo de cancer a tratar ou a escala a ser estudada. E
quando o modelo utiliza muitos parametros dificulta o tratamento matemaético do fend-
meno, sendo assim simplificamos esta complexidade para poder ter uma interpretagdo
mais adequada dos mecanismos envoltos para descrever o fendmeno do crescimento
tumoral de nosso enfoque.

Na literatura existem modelos matemaéticos que tentam descrever processos que ocor-
rem durante o desenvolvimento do cancer. Os modelos variam dependendo dos tipos
de modelagem matemadtica, sendo os principais as equagdes diferenciais ordindrias
(EDO), equacoes diferenciais parciais (EDP), processos estocdsticos e autdmatos celu-
lares; sendo os modelos de nosso interesse os modelos relacionados a EDO, EDP e
processos estocasticos.

Nos modelos representados por EDOs temos que alguns destes descrevem o controle
do crescimento tumoral, a resposta do sistema imune a presenca do tumor, a inibigdo
da angiogénese, modelagem de quimioterapia e cirurgia do cancer e modelagem de
necrose e diversidade de células tumorais [9, 10, 11, 79, 87].

Nos modelos representados por EDPs, alguns descrevem a inibicdo da angiogénese,
migracdo celular mediante quimiotaxia da MEC, efeito da afluéncia de células pré-
cancerosas na carcinogénese inicial, invasdo tumoral mediante degradacdo da MEC,
invasdo para cirurgia e tratamento de radia¢do e invasdo tumoral com efeito da adesdo
célula-matriz [12, 66, 88, 30, 29, 24].

Em modelos estocdsticos ha estudos, por exemplo, sobre mutagdes para calcular os
riscos de cancer, competicdo de Linfécito T citotéxico e as células tumorais, processo
angiogénico e modelagem para imunoterapia [89, 90, 91, 92].

Do outro lado nos modelos automatos celulares héd estudos realizados, por exemplo,
em modelagem de imunoterapia no tratamento de tumores avasculares, interacdo entre
diferentes tipos de células (quiescente, ativa, necréticas, imunitarias e normais) [93, 94],
entre outros modelos no desenvolvimento de cancer nas revisodes [95, 96].

O estudo matemadtico que apresentaremos estd motivado pelo fendmeno observado
no crescimento e propagacdo do tumor e sua intera¢cdo com seu meio. A dindmica
é modelada por sistemas deterministicos e estocasticos os quais, de um modo geral,
descrevem a producdo das enzimas de degradagdo pelas células cancerosas, a degrada-
¢do da matriz extracelular e o crescimento celular, assim como a dispersdo das células

tumorais no tecido hospedeiro. Analisamos o crescimento da densidade das células
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tumorais mediante uma EDO, seguido da andlise da densidade no espago mediante
uma EDP; e nos sistemas ndo deterministicos a perspectiva muda para discreta, isto €,
que o objeto de estudo parte da célula individual a sua intera¢do com as particulas de
macromoléculas e enzimas.

Na modelagem, em geral, deste trabalho temos trés varidveis as quais descrevem o
fendmeno de estudo, a saber, células tumorais, matriz extracelular (MEC) e enzimas
degradadoras da matriz degradante da MEC. Nos modelos deterministas baseados em
modelos estudados por Gerish & Chaplain [24], Enderling et al. [29] e Anderson et
al.[30] modificamos as intera¢des e competicdes entre as células cancerosas e a MEC
sendo o foco da pesquisa destes modelos.

No modelo temporal estudamos o crescimento da densidade das células tumorais
baseamo-nos na interacdo entre as células tumorais e o espago onde elas atuam, no
qual as células tumorais e as macromoléculas da MEC sdo modeladas como populagdes
competindo por espaco e outros recursos. Diferindo dos modelos de competicdo tumo-
ral onde comummente a competéncia propriamente dita é entre as células tumorais e
células sadias; na verdade esta competéncia tem por trds nosso modelo entendendo que
a remodelacdo da MEC é possivel sempre que exista células normais.

No modelo espacial, estudamos o crescimento e invasdo do tumor no tecido circundante
(a MEC), para o qual assumimos que as células tumorais produzem (ou ativam) as
enzimas que degradam a MEC, mudando assim a distribui¢do da MEC o que facilitard
a movimentacao das células tumorais na MEC; consideramos também o mecanismo
de movimentacdo das células tumorais impulsada por um gradiente gerado pela MEC.
Desta forma temos que a MEC é uma barreira fisica e, simultaneamente, provoca um
efeito atrator das células tumorais para ela mesma o que posteriormente daria ocasido a
destrui-la; podendo notar a relevancia das intera¢des das células tumorais e a MEC no
processo de invasao.

Na modelagem estocastica utilizamos processos de Markov para descrever o fendmeno
antes mencionado. No primeiro modelo é formulado mediante um sistema de proces-
sos nascimento-morte, no qual cada compartimento do sistema é relacionado as trés
varidveis antes mencionadas; sendo assim os estados representaram o tamanho atual de
cada populacdo de particulas.

Desta forma interpretamos, por exemplo no processo que descreve o nascimento-morte
das células tumorais, que quando o processo vai do estado n para o estado n + 1 ocorre

um nascimento de uma célula tumoral, propriamente dito ocorre uma duplicagdo (re-
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producdo) de uma das n células tumorais. Esta perspectiva é utilizada comumente para
descrever modelos epidémicos SIR, ver por exemplo [80]; e também na modelagem do
cancer, por exemplo alguns que estudam a regulacdo do crescimento de tumores sélidos
[97, 98], o crescimento de um tumor heterogéneo baseado na dindmica de dois tipos de
células tumorais [99] ou extingdo de tumores devido a acdo de populacgdes de células
citotoxicas [100].

A modelagem do segundo modelo estocastico é feita mediante um sistema de particulas
em intera¢do no espacgo 7% no qual interpretamos o espaco M C Z% como a matriz
extracelular de certa regido do corpo e cada sitio x € IM pode ter a presenga de uma
célula tumoral, uma macromolécula da MEC e uma enzima degradadora. E a evolucdo
do sistema dependerd do estado de cada sitio, onde a modificacdo (mudanga) do es-
tado de cada sitio x dependera dos estados de seus estados vizinhos mais préximos
Ny ={x+z1,x+2p,x+23,...., X + 2} C M. Este enfoque é utilizado em alguns casos
de modelagem de crescimento tumoral [101] e de carcinogénese [102].

As abordagem distintas sobre a mesma dindmica daré algumas caracteristicas do fend-
meno as quais podem concordar ou ndo mostrando assim propriedades particulares de
cada modelado.

A estrutura deste trabalho foi organizada em 6 capitulos, indicados a seguir:

No capitulo 2, dedicamo-nos a providenciar conceitos sobre a biologia do cancer, uma
vez que as abordagens dos modelos baseiam-se em nossa compreensdo doenga.

No capitulo 3, apresentamos conceitos sobre equagdes diferenciais e sobre teoria de
probabilidade que serdo utilizados na modelagem matemadtica, assim como na andlise
dos modelos.

No capitulo 4, descrevemos e analisamos os modelos deterministicos; na se¢do 4.1 anali-
samos um modelo de equagdes diferenciais ordindrias (EDO); e na se¢do 4.2 analisamos
um modelo de equagdes diferenciais parciais (EDP).

No capitulo 5, descrevemos e analisamos os modelos estocdsticos; na se¢do 5.1 apresen-
tamos um processo de Markov dependente da densidade das células tumorais seguido
de um processo de flutuagdes; e na se¢do 5.2 apresentamos um modelo de sistemas de
particulas em interagéo.

No capitulo 6, explicamos as conclusdes do trabalho, serdo apresentadas as discus-
sdes dos resultados parciais que foram obtidos no decorrer ao objetivo principal e
mostraremos quais serdo os trabalhos que poderao ser feitos baseados nos modelos

propostos.
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CONCEITOS BIOLOGICOS

O objetivo do presente capitulo é fornecer alguns conceitos de biologia do cancer,
uma vez que ha necessidade de conhecer alguns conceitos fundamentais a respeito do
seu desenvolvimento, tal como a carcinogénese, processo no qual uma célula normal
se transforma em uma célula cancerosa. Por outro lado, as células interagem com
seu espago extracelular, a matriz extracelular (MEC), que é importante na angiogénese
(formagdo de novos vasos sanguineos a partir de vasos pré existentes), processo fun-
damental para a proliferagdo e disseminagdo celular. Disseminagdo na qual as células
tumorais modificam a MEC de tal modo que facilitam a migracdo das células malignas
mediante as enzimas degradadoras da matriz extracelular (EDM), sendo a metdstase a
via de propagacdo mais usual e responsavel da maior parte das mortes causadas por
cancer. Estes conceitos serdo expostos neste capitulo, sendo as iteragdes entre as células

cancerosas, MEC e as EDM o foco neste trabalho.

2.1 O CANCER

O cancer é o nome dado a um grupo de doencas (mais de 100 tipos de cancer foram
classificados) caracterizadas pelo crescimento descontrolado de células e a invasdo e
disseminagao de células do local de origem, ou sitio primério, para outros locais no
corpo [14].

O céancer surge quando uma das principais propriedades dos organismos, a capacidade
de ajustar a sua taxa de crescimento as necessidades estruturais, é afetada.

Pode ser causado por substancias quimicas, virus, radiacdo ou mutagdes espontaneas,
como também podem por predisposigdo hereditéria, e ainda pela capacidade do orga-

nismo de se defender [13, 14].
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A carcinogénese

O céancer tem uma origem molecular implicando uma série de mutag¢des no material
genético, mutagdes que surgem da quebra do equilibrio regulado por fatores de cresci-
mento, transformando assim uma célula normal em cancerosa. Sendo este um processo
permanente chamado de carcinogénese permitindo a evolugdo do cancer até as células
cancerosas conseguir espalhar e adaptar-se em um lugar do corpo distinto a seu origem.
Dois dos tipos de genes que tém um papel importante envolvidos no transcurso da
carcinogénese sdo 0s oncégenes e 0s genes supressores de tumores [46, 47].

Os oncogenes sao a forma mutada (sobreativa) dos proto-oncogenes, genes que sdo
reguladores positivos (eles codificam fatores de crescimento, receptores de fatores de
crescimento, fatores de transcricio que regulam a fabricacdo de novas proteinas e
proteinas de transducdo de sinal). Por exemplo, o oncogene K-ras é um exemplo de
uma proteina de transdugdo de sinal mutada envolvida em cancros tais como cancer de
cblon e cancer de pulmdo. Enquanto, os genes de supressores de tumor sdo reguladores
negativos que diminuem a velocidade da divisdo celular, corrigem erros no DNA e
comunicam as células quando morrer, podendo ser inativadas ocasionando um cresci-
mento desenfreado. Um exemplo destes genes é o gene p53 (identificado em muitos
tipos de canceres), impedindo o avance na divisdo da célula quando receber sinais de
um transtorno nela ou quando o dano é severo induce a morte celular programada
[13, 46].

A carcinogénese pode ser dividido em trés etapas gerais: iniciagdo, promogao e pro-
gressdo. Na inicia¢do, um carcindégeno (substancia que estimula o aparecimento do
cancer) interage e danifica o DNA, podendo-se reparar o DNA. Durante a promogao
as células danificadas proliferam e se aglomeram formando uma massa. Continuando
na progressao, estagio final da transformacdo neoplésica, envolvendo um aumento no
tamanho do tumor e aquisi¢do de potencial invasivo e metastdtico. Tudo isso processo

pode levar 20 anos ou mais [46].

A angiogénese

A angiogénese é o processo de formacgdo de novos vasos sanguineos a partir da rede
sanguinea pré-existente. A angiogénese ocorre em varios processos fisiologicos, como
na cicatriza¢do de feridas e embriogénese. No caso da neovascularizagdo patolégica do
cancer é chamada de angiogénese tumoral, no qual as células cancerosas estimulam sob

a regulacdo de fatores de crescimento e inibidores [13, 47].
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A angiogénese é um processo vital na carcinogénese, espeficicamente durante a pro-
gressdo, pois o crescimento tumoral invasivo e metastase ndo ocorrem sem angiogénese
[17].

A medida que o tumor cresce, ha necessidade de fornecimento de sangue; um tumor de
mais de 1 mm ndo podem continuar a crescer sem acesso a circulagdo [46]. As células
devem estar dentro de 100 — 200ym de um vaso sanguineo (o limite de difusdo do
oxigénio) para receber oxigénio e nutrientes essenciais. [14].

Um mecanismo fundamental que contribui a angiogénese é a degradacdo da MEC.
Também um dos fatores que favorecem a angiogénese é a hipéxia, falta de oxigénio nos
tecidos organicos, o que representa um sinal para o inicio dos mecanismos moleculares
e celulares responsdaveis por desencadear a neovascularizacdo através dos fatores de
crescimento VEGFs (Vasculation Endothelial Growth Factors) [20].

Invasiao e metastase

Conforme ao desenvolvimento da neoplasia o crescimento das células cancerosas
demanda uma expansdo envolvendo o processo de vdrias etapas biolégico celular deno-
minado cascata de invasdo-metdéstase [13].

A invasdo refere-se a capacidade das células cancerosas de penetrar através das mem-
branas dos tecidos circundantes.

Algumas neoplasias malignas sofrem uma extensa invasao local sem metéstase (células
cancerosas em sitios anatomicamente distantes), mas a invasdo é um pré-requisito para
o desenvolvimento de metastase. A invasdo de células cancerosas, no geral, envolve os
seguintes passos:

e Separagdo de células adjacentes e membrana basal subjacente

¢ Ruptura e degradacdo da matriz circundante

e Aderéncia as componentes da matriz circundante

e Migracdo através do tecido adjacente

A separagdo de células malignas umas das outras e da membrana basal subjacente é
uma consequéncia da altera¢do da adesdo célula-célula e de matriz-célula.

Para quebrantar e invadir a matriz circundante, as células tumorais induzem a secrecdo
de uma variedade de enzimas que se tornam ativadas e clivam as proteinas da mem-
brana basal, o qual descreveremos com mais detalhes em subse¢des posteriores.

Ap6s da dissociagdo com a matriz circundante as células cancerosas estendem filopodia

e lamellipodia, protrusdes que se aderem as componentes da matriz circundante para
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iniciar a mobilidade das células tumorais, continuando com a migracdo que é um

processo de movimento celular ciclico estimulada por fatores de crescimento [47].

A metdastase é o processo de propagagdo no qual as células tumorais migram a partir
de locais primdrios para outras partes do corpo. [13]. A metéstase ndo se d4 apenas por
invasividade, mas também por mobilidade e adaptacdo a ambientes diferentes. Ocorre
por vias sanguineas e linfaticas, e também por superficies corporais.

A disseminagdo através de cavidades e superficies corporais ocorre quando células
neoplésicas penetram em uma cavidade natural. A disseminagdo hematogénica é o
processo no qual as células sdo transportadas pelos vasos sanguineos. A disseminagao
linfatica é aquela que acontece quando as células tumorais sdo transportadas pelos
vasos linfaticos. E importante mencionar que os ganglios linfaticos regionais funcionam
como barreiras contra a disseminacdo generalizada do tumor [13, 14].

O corpo resiste a metastase por uma variedade de mecanismos através das acdes de uma
classe de proteinas conhecidas como supressoras de metastases, inibem os primeiros

passos na formacdo metastatica sem afetar a taxa de crescimento do tumor primadrio [48].

A cascata de invasdao-metdstase envolve invasao local, intravasamento, transporte,
extravasamento, formacdao de micrometastases e colonizacao.
O intravasamento é a entrada de uma célula cancerosa em um vaso sanguineo ou
linfatico. Ap6s o intravasamento as células se dispersam e sdo transportadas em uma
direcdo, sentido da corrente sanguinea ou linfética, sua sobrevivéncia depende da
angiogénese previamente realizada. Seguida do extravasamento que é o escape de uma
célula tumoral de um vaso sanguineo ou linfatico, processo inverso ao intravasamento.
Uma vez as células cancerosas se localizaram hé possibilidade de colonizar, isto é, o
estabelecimento de uma nova aglomeragdo de células que crescem de maneira progres-
siva. Uma outra possibilidade é que as células metastédticas permanecam em equilibrio
geral entre proliferacdo e apoptose e sem mostrar um crescimento progressivo, o que é
chamado de micrometéstases. Nestas situacdes a angiogénese é um processo crucial,
podendo ter a situagdo no qual as células tumorais metastaticas ndo se expandem e
permanecem latentes durante anos como micrometdastases [47, 14, 13].
A sequéncia de etapas nesta cascata é concluida apenas com pouca frequéncia, re-
sultando em ineficiéncia metastdtica; o menos eficiente dessas etapas parece ser a
colonizagdo [13]. Embora o cancer seja amplamente bem sucedido na metéstase a longo

prazo, no nivel celular apenas 1 em 10.000 células metastaticas sobrevivem ao transporte
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[14].

Um tumor é definido como um conjunto de células que crescem e se dividem com
uma velocidade maior que as células normais, rompendo o equilibrio. Chama-se
tumor benigno quando a massa localizada de células se multiplicam lentamente e se
assemelham ao tecido original, sem infiltrar ou invadir tecidos vizinhos. Tumor maligno
¢ quando as células tumorais invadem o tecido adjacente, provocando destruicdao dos
tecidos implicados. Para alguns o cancer é propriamente dito quando estd gerando um
tumor maligno [14]. Os canceres podem-se dividir em duas categorias: tumores sélidos
e hematoldgicos (também referidos como tumores liquidos).

Um tumor sé6lido é uma massa anormal de tecido que, normalmente, ndo contém cistos
ou dreas liquidas constituindo uma grande frac¢do de todos os canceres clinicamente
observados, por exemplo o cancer de mama e o melanoma. As modela¢des destas
neoplasias sdo o principal interesse deste trabalho. As neoplasias hematolégicas sdo
os tipos de cancer que afetam o sangue, medula 6ssea e ganglios linfaticos. Aquelas
neoplasias, desde o seu inicio, ndo costumam estar restritas a uma tnica regido do
corpo, como, por exemplo, a leucemia. As translocagdes cromossdmicas sdo uma causa
comum destas doengas, pouco comum nos tumores sélidos. Isto usualmente leva a
uma abordagem diferente para o diagnodstico e o tratamento: elas sdo tratadas mais por
especialistas em hematologia do que por oncologistas.

Um breve resumo do que os estdgios significam para a maioria dos tipos de cancer é
apresentado a seguir [35, 36, 78]:

-Estagio 0: E usado para descrever o cancer in situ, o que significa, que as células
anormais crescem em seu lugar normal. E altamente curavel e sio removidos por
cirurgia. Para alguns autores nado é o classificado como cancer por reconhecer que as
células ndo tém potencial para se tornar tumor maligno.

-Estdgio 1: E relativamente pequeno e contido no interior do 6rgdo onde comegou;
ndo se espalhou para os ganglios linfaticos ou outras partes do corpo. No maximo o
tamanho atingido é de 2cm. Podem ser cirurgicamente removidos se forem pequenos o
suficiente.

-Estégio 2: O cancer ndo comegou a se espalhar para o tecido circundante. As vezes, a
fase 2 significa que as células cancerosas se espalharam para os linfonodos préximos ao
tumor. Poder ter um tamanho de 2cm, atingindo, no maximo, até 5cm. A partir desse

estadgio podem ser tratados por quimioterapia, radia¢do, ou cirurgia.
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-Estagio 3: O cancer é maior que no estagio 2. Pode ter comecado a se espalhar para os
tecidos circundantes e ha células tumorais nos nédulos linfaticos na area de inicio, mas
ndo para outras partes do corpo. Seu tamanho é maior que S5cm.

-Estagio 4: Se espalhou para outros 6rgdos ou partes do corpo. Também pode ser

chamado de cancer avangcado ou metastatico.

2.1.1 Ceélulas Tumorais

As principais propriedades das células tumorais sdo a autossuficiéncia em sinais de
crescimento, insensibilidade a sinais anti-crescimento, evadir a morte celular progra-
mada (apoptose), ter potencial replicativo ilimitado, induzir a angiogénese, invasdo de
tecido e metéstase. Estudos recentes estdo considerando mais duas, a saber, reprogramar
o metabolismo energético e evitar destrui¢do imune [14].

As células do tumor maligno também se distinguem das células normais por ter grau
baixo de diferenciacdo. A diferenciacdo é o processo pelo qual as células se "espe-
cializam" para realizar determinada funcdo. As células do tumor benigno sdo bem
diferenciadas, quer dizer, que as células ainda possuem caracteristicas bem semelhantes
as células normais do tecido que formam parte.

As chances de metédstases sdo menores em casos de células diferenciadas. Em contrapar-
tida conforme as células tumorais vao substituindo as normais, os tecidos invadidos
vdo perdendo suas fungdes.

As células tumorais secretam muitas sinaliza¢des extracelulares para seu crescimento,
como o fator de crescimento VEGF (Vasculation Endothelial Growth Factor). O VEGF
liga-se aos receptores das células endoteliais constituintes dos capilares sanguineos e
estimulam a sua proliferacdo em diregdo ao potencial tumor [13, 14].

Além dos fatores pro-angiogénicos, como o VEGF, os tumores também sdo capazes de
produzir proteinas especiais chamadas TIF (Tumor Inhibition Factors), como a angios-
tatina e endostatina, que inibem o crescimento das células endoteliais [15].

Por outro lado as células tumorais tém a capacidade de se mover, o que é chamado
de motilidade, tendo vérios tipos de mecanismos diferentes os quais provocam o mo-
vimento das células através do tecido [16, 31]. Desta maneira, as células permitem a

expansdo do cancer.
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2.1.2  Matriz Extracelular

O espago entre as células é ocupado por uma estructura complexa denominada matriz
extracelular (MEC). A MEC representa o contetido extracelular dos tecidos, sobre ela
repousam as células, mas a fun¢do da MEC além de sustentd-las também ¢é emitir sinais
moleculares, controlando a arquitetura tissular, a adesdo, a migragdo, a prolifere¢do e
diferenciacdo celular [16].

As principais componentes da matriz extracelular sdo macromoléculas pertencentes a

trés categorias:

- Proteinas de funcdo adesiva: fibronectina e laminina.
- Proteinas fibrosas de fungdo estrutural: coldgeno e elastina.

- Cadeias de polissacarideos denominadas glicosaminoglicanas que sdo componen-

tes da matriz extracelular que conferem resisténcia a compressao.

As componentes da MEC sdo constantemente submetidas a processos de degradagédo e
remodelacdo nos quais suas propriedades essenciais sdo modificadas. A dindmica da
modulagdo da MEC provoca as respostas das células as mudangas ambientais e ajustes

em seus comportamentos para manter a integridade e a fungdo dos tecidos [55].

Uma parte crucial do processo invasivo/metastético é a capacidade das células cance-
rosas para degradar o tecido circundante (a MEC) [21, 22].
No desenvolvimento maligno as células tumorais devem se libertar das restricdes mo-
leculares normais pela MEC podendo assim invadir seu ambiente. Sendo a lamina
basal, fina capa da matriz extracelular que serve como suporte para células epiteliais,
endoteliais e musculares, a primeira estrutura a ser degradada [16, 17].
A degradacdo da lamina basal permite o desprendimento de células tumorais originado
pela desregulacdo ou dissociacdo de complexos de adesdo, a Figura 1 ilustra a estrutura
matricial da 1amina basal. Especificamente receptores que medeiam as intera¢des célula-
MEC como a integrina, quando sua expressado € alterada, pode permitir a mobilidade e
a invasdo de células metastaticas, além disso, pode facilitar a invasdo de células para
superar anoikis (apoptose desencadeada em resposta a falta de ligacdo do ligando MEC
e perda de adesdo celular) [14].
Quanto a remodelacdo da MEC, suas componentes sdo secretadas pelas proprias cé-

lulas mediante suas proteinas. As proteinas podem se ensamblar criando estruturas
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complexas tanto dentro da prépria célula, que é denominado citoesqueleto, quanto fora
dela, denominada matriz extracelular. Por exemplo, os fibroblastos, células presentes
em diferentes tipos de tecidos conectivos, e as células epiteliais geram o coldgeno, a
maior componente estrutural da MEC [13, 16].

Das fung¢des desempenhadas pela MEC uma das caracteristicas mais relevantes é a
reciprocidade das intera¢des célula-MEC. Sendo assim a MEC uma estrutura altamente
dindmica sujeita constantemente a processos de reformagdo nos quais as componentes
de MEC sdo modificadas de alguma forma para a reestruturagdo da arquitetura dos
tecidos [55].

perlecano

laminina

colageno tipo IV
|

lamina basal integrina

Figura 1: Modelo esquematico da ldmina basal. Composta em grande parte de quatro
proteinas principais da MEC, a saber, laminina, coldgeno tipo IV, perlecano e
nidégeno. Capa altamente permeével da MEC, proporcionando cerca liber-

dade as células cancerosas no seu ambiente. Fonte- [75].

2.1.3 Enzimas Degradadoras da Matriz Extracelular

As enzimas atuam como catalisadores de uma rea¢do quimica. Elas deixam as rea¢oes
quimicas acontecer rapidamente, pois reduzem a energia de ativagdo, oferecem uma
condicdo do ambiente melhor para que o substrato (reagente) sofra a reagdo quimica
em questdo [16]. As células tumorais secretam enzimas para a degradagdo da MEC, em

especial produzem a familia MMP (metaloproteinases da MEC).
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As MMP sao proteases, enzimas capazes de catalisar a hidrélise de ligagdes peptidicas

em proteinas, que podem alterar as unides célula-MEC e célula-célula, liberar, ativar
ou desativar moléculas sinalizadoras autdcrinas ou paracrinas e ativar ou desativar os
receptores da superficie celular [18].
As MMP podem se dividir de acordo com critérios estruturais e funcionais em quatro fa-
milias de diferente especificidade de substrato: colagenases, gelatinases, estromelisinas e
metaloproteinases de membrana, existindo também outras (macréfagos metaloelastases)
[16]. Na Figura 2 mostra o0 mecanismo da acdo das colagenases (MMP-1 e MMP-8),
mostrando a fragmentacdo do coldgeno. Mas nem todas as MMP sdo favoraveis para
desenvolvimento do cancer. A MMP-8 tem funcdo protetora, apesar de sua natureza
degradadora, alertando o sistema imunolégico sobre a localiza¢do do tumor e assim
ataca-lo [19].

Figura 2: Degradagdo da MEC.(a) Formacdo dos complexos enzimas-substratos, as

enzimas MMP-1 e MMP-8 se ligam ao coldgeno (fibra de cor vermelho).(b)
Quebra inicial da estrutura vital da MEC, liberando moléculas mais simples.
Fonte-[74].

Uma classe de inibidores das MMP sao os inibidores tissulares end6genos das MMP
(TIMP), que reduzem a degradacao proteolitica excessiva da MEC. Existem outras enzi-
mas inibidoras das MMP como, por exemplo, a TFPI2 (Tissue Factor Pathway-Inhibitor-2),
uma serina protease [18].

As enzimas sofrem desdobramento e desorganizac¢do, o que é denominado de des-
naturacgdo, que é a perca da sua estrutura tercidria por agentes (como varia¢des de

temperatura, mudangas de pH, forca idnica, entre outros) que bloqueiam diferentes
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interagdes que estabilizam sua estrutura. Dessa forma ela perde sua atividade biol6gica

caracteristica [16].



PRELIMINARES

Este capitulo é dedicado a uma revisdo de alguns conceitos matematicos que vamos

utilizar na anélise de nossos modelos matematicos.

3.1 REACAO-DIFUSAO-TAXIA

Exporemos inicialmente a lei de conservacado, na qual se afirma que uma determinada
propriedade mensurédvel de um sistema fisico isolado ndo muda a medida que o sistema
evolui, a partir do qual obtemos a uma equacdo de continuidade que deriva na equagdo
de reacao-difusao-taxia.

A lei de conservagdo é uma contabilidade do material gerado, do que entra e sai do
sistema. Especificamente a lei de conservagdo nos d4 um balanco geral de uma matéria
dentro de um volume delimitado estabelecendo que "a taxa de variacdo das particu-
las dentro de um volume, I, deve ser equilibrada pela criacdo liquida de particulas
em I' mais a taxa liquida na qual as particulas fluem para I' através da fronteira do

volume" [38]. Uma ideia grafica do balanco geral pode ser observada na Figura 3.

Com o objetivo expressar matematicamente a lei de conservacdo damos algumas
defini¢des. Seja c(x, t), uma funcdo que representa, no tempo ¢, uma medi¢do do namero
de particulas em uma unidade espacial de um meio portador de particulas centrado
em x. Por exemplo c(x,t) pode expressar a densidade das células cancerosas, isto
é, c(x,t) = 10° pode representar 10° células presentes em 1em® (unidade de volume)
quando as células estdo centradas na posi¢do x no tempo t. Seja T(c, x,t) a fonte
(criagdo) da substancia, isto é, a taxa de nascimento por unidade de volume menos
a correspondente taxa de morte. A fonte pode ser negativa , que é denominado
extinguidor (sumidouro ou decaimento), o que significaria a destrui¢cdo ou diminuigdo
da quantidade, podendo se entender como uma degradagdo ou dissolucdo de certa

substancia, por exemplo em uma solugdo.
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ZA

y

Figura 3: Um volume delimitado I' com uma ampliacdo de uma unidade de area
denominada A. No volume I' pode se aplicar a lei da conservagdo. Neste caso
a taxa liquida de cruzamento em um ponto da fronteira, que pode se observar
nas trajetérias das particulas, que atravessa A (unidade de &rea) para I' por
unidade de tempo é 2 (a contagem é tomada no sentido inverso ao vector

direcional da superficie).

Definimos também o fluxo J(c, x, t), sendo um vetor o qual sua magnitude proporciona
a taxa (liquida) no qual as moléculas atravessam uma unidade de area por unidade
de tempo. Sua diregdo é dada pelo vetor normal a superficie no ponto x. Por altimo
assumimos que as fungdes c(x, t), T(c, x,t) e J(c, x,t) sejam suaves o necessdrio, por
exemplo que sejam diferencidveis.
Uma vez dadas as defini¢oes anteriores, a lei da conservagdao em termos matematicos

pode ser expressada pela equacao (cf. [53, 38]),

i c(x,t)dx:—/](c,x, t)dS+/T(c,x, t)dx,
ot Jr 5 r

sendo S = JI" a fronteira de T.
A equacgdo anterior, que estd em uma forma integral, pode ser expressada em uma
forma diferencial. Mediante o teorema de Gauss e tendo em conta a suavidade das

fung¢des a equagdo anterior torna-se

/ ac(aﬂi, t)dx _ / V- J(c, x, )dx + / T(c, x, t)dx.
r T :

Como o volume é considerado fixo e arbitrario, entao obtemos

ac(ai’ DV e, x,H+T(C,x, b, (1)




3.1 REAGAO-DIFUSAO-TAXIA

Em sistemas formados por mais de uma equagdo a fonte de uma varidvel pode ser
descrita em fung¢do das varidveis do modelo sem representacdo explicita dos termos x e

t,istoé, T =T(x,t,c,r;) = T(c,r;), sendo r; as outras varidveis do sistema.

A expressdo anterior (1) também é conhecida como equagao de continuidade (forma
diferencial) a qual da origem a modelos mateméticos que correspondem a varios feno-
menos fisicos, por exemplo a equagdo de reacdo-difusdo que é utilizada na teoria
matemadtica da morfogénese ou as equagdes de Navier-Stokes usadas no estudo do
escoamento de fluidos viscosos.

Os sistemas de reagdo-difusao-taxia descrevem fendmenos fisicos onde particulas, ener-
gia ou outras quantidades fisicas distribuidas dentro de um sistema fisico mudam por
influéncia de trés processos: reacdo, difusao e taxia.

A reagdo é um fendmeno no qual uma ou mais substancias transformam-se em uma ou
mais substancias diferentes. No contexto de modelagem matematica a reacdo pode-se
entender como um processo biolégico como a proliferacdo ou morte de uma certa
populacdo devido as interagdes com outras espécies, consigo mesma ou de maneira
espontanea. Por exemplo a reacdo entre certa macromolécula e certa enzima (outra
substancia) produz a degradacdo da macromolécula em moléculas mais simples repre-
sentando assim a morte da macromolécula.

A difusdo é o processo pelo qual uma sustancia se movimenta de acordo a trajetéria
irregular de cada uma das moléculas, obtendo como resultado um movimento liquido
como grupo. A matéria é transportada de uma parte de um sistema para uma outra, vai
de uma regido de maior concentragdo para uma regido de menor concentragdo (isto é
referido como o movimento de uma substancia a um gradiente de concentragio). O re-
sultado da difusdo, no equilibrio, é uma gradual mistura de materiais (soluto/solvente)
no qual o movimento molecular aleatério continua, mas ja ndo tem movimento liquido
(do ponto de vista macroscépico). Entende-se assim a difusdo como um fendmeno pelo
qual as substancias se misturam impulsionadas pela sua energia cinética obtida como
um resultado do movimento aleatério molecular [41].

Em geral, uma substancia pode detectar seu ambiente e ter uma mobilidade, a qual pode
ser dirigida com aproximacdo ou afastamento de um estimulo, o que é chamado taxia.
Dependendo da fonte do estimulo as taxias podem ser classificadas, por exemplo, como
fototaxia que é a resposta em direcdo ou contra a luz e quimiotaxia que é a resposta
de um organismo em resposta a sinais quimicos, que em contraste com a haptotaxia o

gradiente se desenvolve em um espaco soltvel. A haptotaxia é o processo de atragdo,
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representada em um movimento dirigido, de uma substancia em resposta a estimulos
de um gradiente de produtos quimicos fixos ou vinculados, isto é, os produtos quimicos
nao difusiveis [52].

As substancias também alteram sua velocidade de movimento e frequéncia de giro
devido a seu ambiente, mas sem ter alguma direcdo especifica, que é chamado kinesis,
ou por ambos movimentos [42].

Tendo em conta as defini¢des anteriores a equagdo de reagdo-difusdo-haptotaxia pode
ser derivada da equacdo de continuidade (1). Assumindo nesta situagdo que o fluxo
tem duas fontes, o fluxo difusivo e o fluxo haptotaxico cujas formas matemaéticas sdo
mostradas a seguir.

Vamos representar a difusdo da perspectiva cldssica, isto é, mediante as leis de Fick. O
fluxo difusivo do material em qualquer parte do sistema é aproximadamente proporcio-
nal ao gradiente local na concentragdo do material. Portanto temos que o fluxo difusivo
(cf. [38, 39, 54]):

Jaif = =DV, (2)

sendo c(x, t) a concentragdo do material, D o coeficiente de difusdo de c que é uma
quantidade positiva, que em geral é diferente para concentragdes diferentes, e o sinal
negativo representa que a dire¢do no fluxo difusivo é inversa as altas concentragdes.
Para o fluxo haptotaxico, de modo semelhante a difusdo, devido a complexidade deste
fendmeno de transporte, utilizamos a suposi¢do da dependéncia do fluxo (haptotédxico)
da substancia na concentracdo local dos quimioatratores vinculados, mas tomando
em conta a interacdo entre a substincia e o gradiente haptotaxico. Assim o fluxo

haptotéxico, que é dado pela seguinte forma matemaética (cf. [39]):

]hap = xcVy, (3)

sendo g = q(x, t) a concentracdo do quiomioatrator e x o coeficiente de sensibilidade
da haptotaxia de ¢ devido ao agente quimioatrator q. Representando um afastamento
(quando x < 0) ou uma aproximacdo (quando x > 0) ao gradiente haptotaxico.
Portanto a equagdo basica de reacdo-difusdo-haptotaxia, no qual é considerado o fluxo

com duas fontes | = Ji¢ + Jnap, € da seguinte forma:

% = V. (-DVc+xcVg)+T. @)



3.2 ONDA VIAJANTE!: EQUA(;AO DE FISHER

Esta equacdo serd utilizada na formulacdo do modelo para propagacdo de tumores que
propomos no préoximo capitulo. Um modelo cldssico que utilizou a lei de conservagéo é o
modelo de Fisher para propagacdo de um gene mutante. Nesse trabalho foi considerado
o fluxo de difusdo com coeficiente constante e fonte logistica. Descrevemos este modelo

a seguir.

3.2 ONDA VIAJANTE: EQUAQAO DE FISHER

Um tipo de solugdes de equagdes diferenciais parciais sdo as do tipo ondas viajantes.

Elas sdo solugdes que se movimentam no espago sem alterar sua forma com o tempo
e com velocidade de propagacdo constante. As ondas viajantes, geometricamente,
representam ondas que se movem a uma velocidade constante e mantendo o perfil. Um
observador que se move a mesma velocidade na dire¢do do movimento da onda vé uma
imagem imutavel [39].
Este tipo de solugdes é tratado em equagdes de transporte no qual tem interesse a
velocidade de dispersdo ou a formagdo de um perfil de onda, por exemplo, a existéncia
de onda viajante para o modelo de combustdo depende de sua velocidade de propagacao
[50] ou no controle da transmissdo de doengas por especies infetadas [49]. E também
do nosso interesse a velocidade de solucdo de ondas viajantes ao analisar a taxa no qual
é realizada a invasdo das células tumorais.

Um modelo cldssico que exibe uma solucdo de onda viajante é a equacdo de Fisher,

ou o%u
5 Dw +ru(l — u), (5)

considerando o fluxo de difusdao em dimensdo 1 dado por | = —Dg—z com D constante
e fonte T(u) = ru(1 — u). Modelo apresentado por Fisher em 1937 [51], o qual estuda a
disseminac¢do de um gene em uma populagdo.

Sua solugdo u(x, t) representa uma onda que mantém seu perfil propagando-se a uma
velocidade constante, que denotamos c; ligando os pontos de equilibrio homogéneos
(que ndo variam no tempo e no espago) u =1 e u = 0. Assim a solugdo u(x, t) poderia

ser descrita por um observador em movimento, com a mesma velocidade ¢ na diregdo

37



38

PRELIMINARES

do movimento, como uma onda estaciondaria U(z).

Aquela relagdo é dada estabelecendo
u(x,t) = U(z), sendoz = x — ct. (6)

e satisfazendo
0<U(z) £1, lim U(z) — 0, lim U(z) — 1.
Z— —00 Z—00

Note que U se move a velocidade constante ¢ na direcdo positiva de x.

Utilizando (6) a equacgdo (5) torna-se em uma equagdo diferencial ordindria:

D%+ci—lj+rU(l —Uu)=0.

Aquela equacgdo tem uma solugdo que liga os pontos de equilibrio U =1e U =0
quando ¢ > 2VrD, sendo c¢,,in, = 2V/7D a solucio é estavel [51, 39, 54]. Na Figura 4(b)
podemos ver a variacdo da velocidade minima dependendo do coeficiente de difusdo. A
condigdo ¢ > 2+/rD garante a existéncia de solucdes de tipo onda viajante da equagao

de Fisher (5) que se propaga a velocidade c.

1

_ o2
Crin® 2(D)

Velocidade da onda

0 I I I I I I I I I
X 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01

D: Coeficiente de difuséo
(a) (b)

Figura 4: (a) Propagacdo da onda da equagdo de Fisher com condigdo inicial u(x,0) =1
se x < x1 e u(x,0) =0se x > xq1.(b) Grafico da velocidade minima da onda em

relacdo ao coeficiente de difusdo tomando r = 1.

3.3 PERCOLACAO ORIENTADA

O estudo matematico da percolagdo surge para tratar assuntos relacionados com a

propagacdo de particulas fluidas através de um meio.



3.3 PERCOLAGAO ORIENTADA

O conceito-chave da teoria da percolagdo foi desenvolvido inicialmente por Flory e
Stockmayer, na década de 40, para descrever como pequenas moléculas de ramificacdo
formam macromoléculas muito grandes, as quais estdo unidas por ligagdes quimicas. A
formulacdo matemaética desse modelo foi estabelecida, na década de 50, por Broadbent
e Hammersley [105].

Esta abordagem de modelagem matematica tem aplicagdes em diversas dreas da ciéncia
como na geologia, fisica, quimica, biologia, etc. Temos assim modelos sobre condutivi-
dade de semicondutores, rea¢des antigeno-anticorpo, formacdo de redes nas membranas
linfocitarias, cinética de reacdo entre outros modelos, ver [105]. Particularmente, ha
estudos sobre o cancer, uns destes estudam a influéncia da heterogeneidade do tecido
hospedeiro na invasdo e velocidade de difusdo do tumor [106], as interagdes entre uma
rede vascular e um tumor em crescimento [107] e a sobrevivéncia das células tumorais
dependentes dos nutrientes fornecidos [108]. O tltimo modelo utiliza uma variante de
percolagdo, a percolagdo orientada; conceito que vamos introduzir posteriormente. A se-
guir apresentamos a formulacdo matematica simples da percolacdo, para generalizagdes
do modelo e resultados fundamentais ver por exemplo [109, 110]).

Seja p € [0,1] e Z? a rede d-dimensional. A cada sitio x da rede Z“ designamos como
aberto com a mesma probabilidade p e fechado caso contrario, independentemente de
todas os outros sitios.

Neste contexto os sitios abertos sdo interpretados como sitios que permitem a passagem
de algum tipo de particula em seu entorno (rede).

Dizemos que x,y € Z? estido conectados se houver um caminho aberto de x para v,
isto é, se existe uma sequéncia de sitios x = zy, ..., z1 = y tal que |z — zx_1| = 1 para
1 < k < m e z; sdo abertos para 1 < k < m; Neste caso, escrevemos x <+ V.

O conjunto destes sitios conectados é chamado de aglomeragado aberto (ou simplesmente
aglomeragéo), particularmente Cy = {y : 0 <> y} é a aglomeragdo que contém a origem,
isto é, o conjunto de todos os sitios que estdo conectados com o 0.

Nosso maior interesse é a existéncia de aglomerados infinitos, ou seja, a existéncia de
conexdes infinitas. Sendo assim definimos a probabilidade de percolagdo 6(p) como a

probabilidade de que a aglomeracdo que contém a origem tenha infinitos elementos
0(p) = P(|Co| = o),

sendo |Cy| o numero de sitios conectados com a origem.
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Dizemos que hé percolagdo se ocorre o evento {|Cy| = oo}, isto é, se 6(p) > 0. E

definimos a probabilidade critica de percola¢do como:

pe =sup{p: 6(p) = 0}.

Um dos resultados principais na teoria de percolagdo é a monotonicidade (ndo crescente)
em relacdo ao parametro p.
Uma vez apresentado os conceitos basicos procedemos a formulagdo do modelo de
percolacdo orientada.
O modelo de percolagdo orientada é um modelo de percolacdo, no qual a particula
a fluir tem restri¢do na sua orienta¢do. Dito de outro modo, tomemos d = 2 por fins
préticos, se a particula a fluir esta no o sitio x € Z2 ela s6 pode ir em algumas direcdes,
por exemplo, poderia fluir s6 para x + (0, 1) ou para x + (1,0), sempre que elas estiverem
abertas. Este ultimo modelo é chamado modelo de percolagdo orientada para o norte-
leste, e é um dos modelos mais comuns.
A formulagédo e conceitos do modelo sdo semelhantes, como vamos expor.
Dizemos que x,y € Z? estio conectados ou que y pode ser atingido a partir de x se
houver um caminho aberto de x para y, e escrevemos x — V.
Denotamos a aglomeragdo da origem por Cy, isto é, Co = {y : 0 — y} é a 0 conjunto
de todos os sitios que sdo atingidos a partir de 0. Sendo assim, a probabilidade de
percolacdo é dada por

0(p) = P(|Col = =),

e a probabilidade critica da percolagdo orientada é p. por

pec =sup{p: 6(p) = 0}.

Os resultados sobre percolagdo orientada sdo andlogos aos de percolacdo ordinaria.
Note que a probabilidade critica da percolacdo orientada p. é maior ou igual a p, ja que
alguns caminhos ndo sdo contabilizados, pois ndo seguem as dire¢des de preferéncia.

A percolagdo orientada, um tipo de percolagdo, é uma ferramenta matematica utilizada
em sistemas de particulas que interagem com a finalidade de provar a existéncia de
distribui¢des estaciondrias nao triviais. Este método geral de resolver este problema,
desenvolvido por Bramson e Durrett em 1988, é chamado comparagdo com a percolagado
orientada [111]. Utilizaremos este método na demostracdo do teorema de coexisténcia

de particulas de nosso sistemas de particulas.
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Neste capitulo estudamos o processo da interacdo entre as células tumorais, a matriz
extracelular e as enzimas degradadoras da matriz extracelular mediante dois sistemas
de modelos a tempo continuo de trés varidveis. Inicialmente modelada por um sistema
de equagdes diferenciais ordindrias e seguida por um sistema de equagdes diferencias
parciais.

No modelo temporal, em termos gerais, descrevemos a producdo (ou a ativacgdo)
das enzimas de degradacdo pelas células tumorais, assim como seu decaimento, a
degradagdo e a remodelacdo da matriz extracelular e o crescimento celular. No modelo
espacial, consideramos a dispersao por difusdo das células tumorais e das enzimas
degradadoras, levando em conta também a resposta migratéria das células tumorais a
matriz extracelular (haptotaxia).

No modelo temporal fazemos um andlise mediante pontos de equilibrio e estabilidade,
e interpretamos biologicamente as simula¢des numéricas. As quais servirdo para a
analise no modelo espacial, uma vez que tomamos as fungdes descritas no modelo
temporal como as fontes das nossas varidveis espaciais e assim ter como foco a relacdo
do fendmeno da migragdo pelos fluxos considerados (a difusdo e a haptotaxia) na

dinamica do sistema espacial.

4.1 MODELAGEM TEMPORAL

Baseamo-nos em modelos estudados por Gerish & Chaplain [24], Enderling et al.
[29] e Anderson et al.[30], modelamos a dinamica do crescimento de tumores por
meio de trés equagdes diferenciais ordindrias, simulando assim a interacdo entre as

células tumorais, a matriz extracelular (MEC) e as enzimas degradadoras da matriz
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extracelular (EDM), denotados, respectivamente, por 7, f e 11, onde se analisa a dindmica

da densidade/concentragdo destes. A formulagdo geral é a seguinte:

dn o

d_t_ = F(Tl,f),

d _ _

P~ Lo+ P, P, o)
dm o s _

T = G(n,m)+H(f,m),

sendo o crescimento das células tumorais modelado por F(7i, f); a degradagdo da MEC
por L(m, f); a remodelagdo da MEC por P(i, f); a produgédo ou ativacdo das EDM por
G(i1, m); e a inibicdo ou decaimento da EDM por H(f, ).

Na escolha de um modelo de crescimento tumoral surgem complicagdes dependendo
do tipo de tumor e de qudo avancado pode estar. Particularmente, tornou-se de interesse
matematico os estudos sobre crescimento de tumores sé6lidos, a respeito dos quais no
transcorrer das ultimas décadas foram descritos varios modelos matematicos [58], como
algumas comparagdes dos modelos usualmente escolhidos [59].

Nas contribui¢Ges referentes ao crescimento de tumores sélidos uma propriedade impor-
an(t)

dat
por unidade de tempo por individuo) reduz a medida que o tumor cresce [25, 26].

tante é observada, sua taxa de crescimento especifico

/7i(t) (variagdo da populagio

. . din - _ 7i o
Enquanto estudos mostram que o crescimento Gompert21ano, E = bn ln(E), nao é
o mais indicado no cancer de mama [27]. No entanto, Spratt et al. [28] dizem que

o modelo mais adequado no caso de cancer de mama é o crescimento tipo logistico

dn - 7l - _
generalizado, i bi(l1— <E>r)' sendo b a taxa relativa ao crescimento do tumor, k a

capacidade do guporte ambiental e r a constante de amortizagdo do crescimento tumoral.
Sugerindo os valores 6timos de r préximos de 0,25 na simulagéo.

Neste trabalho, como tomado por Enderling et al. [29], consideraremos um crescimento
tipo logistico tendo em conta a competicdo com a MEC, ou seja, o efeito de amorteci-
mento por parte da MEC. Nao vamos considerar a morte celular de maneira explicita,
pois assumimos que podem evadir a apoptose e s6 teremos a regulacdo na proliferacdo

celular por meio do seu espago disponivel. O crescimento tumoral é apresentado por,

F(i, f) = (1 — Pra_ &f), (8)
k1 ko
sendo a taxa de proliferacdo das células tumorais denotada por fi; e os coeficientes

das fra¢des de um volume que ocupam as células tumorais (em unidades de densidade)
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e a MEC (em unidades de densidade), junto aos coeficientes de competicdo, por %, %,
1 k2
respectivamente. Note que o espaco ocupado pelas EDM estd sendo desconsiderado ou

incluido no espago ocupado pela MEC.

As modifica¢des da MEC é representada pelas fun¢des da degradagdo e remodelagéo.
Na degradacdo da MEC as macromoléculas sdo degradadas pelas EDM, por exemplo,
as MMP sdo proteases essenciais na degradagdo de todas as componentes estruturais
da MEC [18, 21, 22, 23]. O mecanismo de atuacdo da enzima, Figura 2, se inicia quando
ela se liga ao reagente (substrato), neste caso a macromolécula, formando assim, um
complexo enzima-substrato. Depois se desfaz, liberando os produtos da reagdo, que
sdo moléculas bem mais simples do que as macromoléculas, e portanto, j4 ndo podem
efetuar mais sua fungdo [16]. Portanto podemos assumir a degradagdo da MEC pelas

EDM por contato, tal como Anderson et al. [30], considerando:
L(m, f) = —émf, )

sendo ¢ a taxa de degradacdo da MEC pelas EDM.

Em relagdo a remodelacdo da MEC, as proprias células que estdo sustentando a
MEC sdo as responsaveis da secrecdo de suas componentes [14, 16]. A remodelacdo
da MEC é particularmente importante quando sdo considerados os processos das
iteragOes célula-célula e célula-matriz que necessitam para sua reorganizagdo apds
da degradagdo. Entretanto é estimulada a criacdo de componentes da MEC pelas
células sadias, regulando assim os diversos comportamentos habituais do organismo, as
células tumorais influénciam as células adjacentes (sadias ou cancerosas) a alterar suas
funcdes na modificacdo da MEC [16, 55]. Tornando-se uma dindmica de realinhamento
e regulacdo das componentes da MEC para modificar o espago ocupado pela MEC.
Assumindo, inicialmente, do mesmo modo que no modelo de Gerisch et al. [24]
(nesse modelo a remodelagdo da MEC tem como coeficientes as fracdes de espago, 1
e B2, 0s mesmos que no caso do crescimento das células tumorais), a remodelagdo
proporcional ao espaco disponivel e sendo limitada pela competi¢do intra (MEC/MEC)
e interespecifica (MEC/tumor).

Levando em consideragdo o descrito anteriormente propomos um modelo que considera
outro crescimento da remodelacdo da MEC, j4 que a forma de interatuar entre célula-

célula e célula-matriz nos mecanismos de crescimento celular e de remodelacdo da
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MEC sdo distintas. Portanto consideramos as competi¢des entre as células tumorais e a
MEC distintas do caso de crescimento das células tumorais. A fun¢do que modula a
remodelagdo da MEC é dada por,

0

i—=f), (10)

P(fl,f) = ﬁZ(l - kZ

R o

6, 0
sendo jfi; a taxa de remodela¢do da MEC e os coeficientes E_l' E_2 as taxas de competicado

inter (MEC/tumor) e intraespecifica (MEC/MEC) junto com as fra¢gdes do volume
respectivas.

Na modelagdo da dindmica das EDM consideramos sua produgdo e inibi¢do. Como
ja foi mencionado, as células tumorais sdo as que induzem a degradagdo da MEC
mediante a secre¢do (producdo ou ativagdo) das EDM [18, 23]. Entdo, a produgao
das enzimas seria proporcional a densidade das células cangerigenas, consideramos
um crescimento limitado pela capacidade de suporte das préprias enzimas, portanto,

terifamos um crescimento logistico, como tomado por Enderling et al. [29]:

G(#, m) = {a(l — ém), (11)
sendo ¢ a taxa de produgdo das EDM pelas células tumorais e € a capacidade de suporte
das EDM.

As EDM também passam por alguma forma de decomposi¢do ou inibicdo (passiva ou
ativa), podendo atuar inibidores de enzimas como os TIMP ou uma desnaturacdo [18].
Assumindo uma inibi¢do natural dada por um decaimento exponencial, como tomado

por Anderson et al. [30], consideramos:
H(f,m) = —@om, (12)

sendo @ a taxa de decaimento das EDM.
O sistema completo de equagdes que descrevem as interagdes entre as células tumorais,

a MEC e as EDM como descrito nos pardgrafos anteriores é:

dn

=7 = Al =pin = paf),

df .

— = —omf+( -0 —6f), (13)
W En(1 — em) — aom,

dt
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sendo fi; a taxa de proliferacdo das células tumorais; os coeficientes 1 e B, as fracdes
do espaco e as taxas de competicdo das células tumorais e da MEC, respectivamente;
b a taxa de degradagdo da MEC; ji; a taxa de remodelagdo da MEC; 0 e 0, as fragdes
do espaco e as taxas de competicdo inter (MEC/tumor) e intraespecifica (MEC/MEC),
respectivamente; @ a taxa de decaimento das EDM; ¢ a taxa de produgdo das EDM; e!
a capacidade de suporte das EDM.

Normalizamos o sistema considerando a mudanca de varidveis:

M| >y

n=PBifi, f=Pof, m=&m, puy = fiy, pp = fixPa, 6= ,91=—i, 6= ==, =

O modelo normalizado é o seguinte:

d

= mn(l—n—p),

af

E = —5mf + ‘1/12(1 — 9111 — 92f), (14)
dd_T = ¢n(l —m) — wm.

Sendo a regido positivamente invariante do sistema (14):
Q={n,fmeR:0<n0<f, 0<n+f<1ou 0<On+6f <lcomb <1,
0<m<1}.

Quando 6; > 1, tem-se um caso prejudicial para a MEC uma vez que obtemos valores
negativos para a mesma, o que nao teria sentido biolégico. Nesse caso estarfamos em

uma regido biologicamente invidvel.

Af Af

1

1782 /

«1/0, «"1/0,
n n

Figura 5: Representagdo grafica da regido positivamente invariante (). O gréfico da
esquerda € o caso no qual 6, > 1 e o gréfico da direita quando 6, < 1.
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4.1.1 Analise matematica do modelo

Procurando os pontos de equilibrio, igualando as equagdes do sistema (14) a zero,

obtemos o ponto livre de doenga (1, f, m) = (O, 0. O) e mais outros possiveis pontos,
2

obtendo no méximo trés pontos de equilibrio do sistema (14). Os outros pontos de

equilibrio se derivam das raizes da equacao:
E(n) =an®+bn+¢, (15)

sendo: 5
a=¢(6—01)+ _C’
| Z%)

bh=E1—60y)+w(®r—6;) — gl
H2

¢ =w(l — 6y).
Dependendo das raizes positivas da equagdo (15), n— e n,, podem existir mais dois pon-

tos, sendo (n—, f—,m_) e (ny, f+, m,), que satisfazem as seguintes relagdes: f+ =1 —n+
Cny

emy = ———.
§ni+w

Para analisar a existéncia dos pontos de equilibrio consideremos os seguintes para-
metros:

a:92—91,b:1—62,)(:§ (16)
H2

Temos 5 casos a serem considerados:

i) Sea > 0,b > 0. Analisamos o discriminante A da equagdo quadratica (15) para

garantir solugdes reais (ndo complexas). O qual pode ser escrito:
A = x* = 2(Cb + wa + 2wb)x + (wa — Eb)>.

Operando algebricamente obtemos que A > 0se 0 < x < x— ou x > x+. Sendo
X— € X+ as raizes da equagdo A =0 e tendo a x como variavel.

Uma vez garantida a existéncia de solugdes reais obtemos a positividade sempre
que b < 0, isto é, & +wa < x. Por outro lado temos y_ < &b+wa < xs,
resultando que a equagdo (15) tem duas solugdes positivas n_ e n, se x+ <

X. Consequentemente, obtemos mais dois pontos de equilibrio (n_, f_,m_) e

(n4, f+; my).

ii) Sea > 0,b < 0. Neste caso temos @ > 0 e ¢ < 0, portanto A > 0. Obtendo assim

n_ <0 < ny, 0 que nos da o ponto de equilibrio (n, fi, m,).
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iii) Sea < 0,b > 0. Se @ < 0 temos A > 0, pois ¢ > 0. Obtendo assim o ponto de

equilibrio (n4, fi, my).

Agora se i > 0, existem mais dos pontos de equilibrio quando ¢b < —wa sempre
que —¢a < x < x— ou x+ < x. E quando b > —wa sempre que x+ < x.

X—wa X

se = > a.
ca+x —w
Aqui n_ = 0 gera ao ponto trivial. Portanto, no méximo, teriamos dois pontos

Sea>0,b=0. Obtemosn_=0en, =

criticos do sistema (14).

Sea < 0,b < 0. Nao ha regido invariante biologicamente viavel, pois 1 — 6; =

a+b <0, excetonocasoa=0eb=0. Quando a =0 e b = 0 obtemos os pontos de
equilibrio (0,1,0) e (1, 0, C%}) .

Os graficos da Figura 6 exibem alguns dos comportamentos da equagdo quadra-

tica (15) nos casos (iii) e (V).

(a)

0.1

° o EO=wa e

E(1) =(& + <) — 61)

i i + i
o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 L L L L
n o] 0.2 04 0.6 0.8 1

(b) n

Figura 6: Comportamentos da equagdo quadratica (15) quando 1 < 65.

(a) Exibe a situacdo em que ndo ha solugdes satisfazendo n+ < 1. (b) Mostra a

situagdo na qual apenas um ponto critico é obtido (sempre que 6; < 1).

Na Figura 6 podemos notar a relevancia da condicdo 6; < 1 na existéncia das solugdes

da equagdo quadratica (15) (quando 1 < 6,), uma vez que as solugdes da equagdo

quadratica devem satisfazer n4+ < 1 garantindo f+ > 0. Note que o caso que mostra a

Figura6(a) ndo ha uma regido invariante e no caso que mostra a Figura 6(b) obtemos

1
dois pontos de equilibrio do sistema (14), <0, g, 0) e (ny, f+,my).

A seguir fazemos a andlise de estabilidade local dos pontos de equilibrio utilizando o

critério de estabilidade hipérbolica mediante o teorema Hartman-Grobman e o critério
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de Routh-Hurwitz (cf. [39, 53, 54]).

A matriz jacobiana do sistema (14) é:

—mn+pu(l—n—f) —un 0
J= —p2bh —poth —om  —6f
¢(1—m) 0 —fn —w

1
A matriz jacobiana no ponto livre de doenca (0, 0 O> é dado por:
2

md-4&) 0 0
o

J, 1 = —U201  —p20r —
(0.5,0) .
92 (Z 0 —w

Obtemos, mediante o critério de estabilidade hiperbdlica, que o ponto é localmente
estavel quando 6, < 1 e é instavel quando 1 < 6. Note que o ponto é hiperbdlico,

exceto no caso em que 6, = 1, neste caso ndo podemos garantir a estabilidade.

Para a andlise de estabilidade nos pontos (n—, f_,m_) e (n4, fi, m;) colocamos
(n*, f*,m*) = (nx, f+,m4). Portanto, a matriz jacobiana no ponto (n*, f*,m*) é dado

por:

—pn* —pn* 0
Tt, f5,m*) = | —#2br —pabr—om* —of
¢(1 —m*) 0 —en* —w

Assim obtemos o polindmio caracteristico P(A) = A3 +a1A% + arA + a3, sendo:

ay = ppbh +om* + un* +¢n* + w,

ay = (Gn* + w)(ppby + om™ + pyn™) + pyn*dm* + pypon*a,

a3 = i [(@n* + w)paa + 5(m* @En* + ) — &(1 — m*) f)].

Analisamos quando sdo satisfeitas as condi¢des do critério de Routh-Hurwitz, o que
garante a estabilidade do ponto a considerar (ver Apéndice). As condi¢des a serem
satisfeitas sdo:

ap >0, ajap —az >0eaz >0

Inicialmente temos que a; = 6 + ém™* + uyn* +¢n* +w > 0.

Agora, devemos analisar quando podemos obter aja; — az > 0.
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ajay —az = (pabh + om™ + uyn™ + Cn* + w)[(Cn™* + w)(u2br + dm™ + un*) + pyn*om* +
papipn*al — pn*[(Gn* + w)ppa + 6(m*(En* + w) — ¢(1 — m*)f*)]

= (Ha + Om)[(En* +w)? + (Gn* + w)(pz + 6m™ + pyn™) + Sm* pyn* + pypion*al

+un*[(En* + w)? + (En* + w)(pp +0m™ + puyn*) + dm* uyn™ + pypon*al +pun*6¢(1 — m*) f*6.
Portanto, se a > 0 resulta a;a, — az > 0.

No caso em que a seja negativo, a condigdo:

o @+ W)? + (En* + w) (b + dm* + pyn*) + Sm* uyn* -
Hipan® '

garante que aya; —az > 0.

Para analisar o sinal de a3 vamos escrever m™ e f* em funcédo de n*, resultando:
3

az = D(n*)n*u,, sendo
D(n*) = [@‘Zyza +0E%)(n*)* + (2Cwna +20¢w)n™ + w(wpa — &0). (17)

Se a > 0, temos dois casos. Quando a > g, resulta D(n*) > 0 e consequentemente

az > 0. Agora, se a < %, obtemos a3 > 0 quando n* > ny , sendo ny,n, as raizes da
equagdo (17) quando D(n*) = 0.

Se a < 0,temos dois casos. Quando X > —q, obtemos a3 > 0 se n* > ns.

¢
Quando X < —a, temos que D(n*) < 0, assim a3 < 0.
Neste caso, observamos que se a3 < 0, o polindmio ctibico P(A) tem um autovalor
positivo e, portanto, terifamos que o ponto ndo é estavel.

Se a = 0 obtemos que a3 > 0 quando n* > n,.

A seguir fazemos o resumo determinando a existéncia a estabilidade dos pontos de

equilibrio. Consideramos para o resumo os seguintes valores:

iy = (Cny + w)2 +(Cn+ +w)(ppby + omy + pyni) + dmypiny

U124

X+ = Cb+wa+2wb + \/(Cb +wa +2wb)? — (wa — &b)?,

—(wppa +ow) + \/(wyza +0w)? — (H2a + d)(wpga — ¢o)w
np = .
¢(uza +9)

Obtemos a andlise da existéncia e estabilidade em 5 casos:

1
i) a >0,b > 0. O ponto <O, 9—,0> ¢é localmente estavel.
2

Se x > x+ existem mais dois pontos de equilibrio (n—, f—,m_) e (ny, f+, my).
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iif)

Se n_ > ny o sistema tem os dois pontos localmente estéveis.
Se n_ < mny < ny s6 (ny, f+, my) é localmente estavel.

Quando n, < ny os pontos sdo instaveis.

1
a>0,b<0.0 ponto <O, 9—,O> é instavel.
)

Temos mais um ponto estaciondrio (14, f+, m.), que é localmente estavel se a > &.

w
Agora, se a < Lo ponto é localmente estdvel quando n, > n; e é instavel se
w

1’l+ < 1’12.

a<0,b> 0.0 ponto (O, %,0) ¢é localmente estavel.

Se x < —a¢ temos mais um ponto de equilibrio (n4, f+, m.) que é instavel.

Se x > —a¢ existem mais dois pontos de equilibrio quando {b < —wa sempre que
—Ga < x < x— ou x+ < x e quando ¢b > —wa sempre que x+ < X.

A estabilidade dos pontos é dada pelas seguintes condi¢des:

Se n_ > mny e —a < a4 o sistema tem os dois pontos localmente estaveis.

Se n_ < ny < ny sé (ny, f+,m;) é localmente estdvel quando —a < a,.

Se n. < ny os pontos sao instéveis.

1

a > 0,b =0. O ponto (0, 9—,0> pode ser localmente estdvel dependendo da
2

existéncia e estabilidade do outro ponto critico.

Temos mais um ponto (n, f,, m,) se X > a, que é estavel se n, > ny.
w

a <0, b <0. Ndo hd regido invariante que seja biologicamente vidvel, exceto no

casoa=0eb =0, quando 6, = By e 6, = By, no qual os pontos criticos sdo (0, 1,0)

g

e (1, 0, —) sendo instével e estdvel respectivamente.

C+w

4.1.2 Simulagdes para a dindmica temporal

Com a finalidade de estudar a relacdo da competicdo entre a MEC e o tumor analisa-

mos a influéncia dos parametros 6; e 6, no modelo temporal realizamos as simulacdes

numéricas nas quais foram utilizados os valores dos parametros indicados na Tabela 2.

Os valores apresentados na Tabela 2 sdo tomados baseados nos valores mais usados

nas simula¢des nos modelos estudados por Gerish & Chaplain [24], Enderling et al. [29]
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e Anderson et al.[30]. Vale mencionar que para simplificar e ter outro foco de estudo,
alguns desses pardmetros foram considerados nulos nesses trabalhos, especialmente no
caso do parametro yp quase sempre.

Para a dinamica temporal vamos considerar sempre pyp # 0, correspondente a quando
o organismo apresenta algum tipo remodelacdo da MEC, ja justificada no capitulo
anterior. Com a finalidade de estudar a influéncia dos parametros 6; e 6, no modelo,

vamos variar estes pardmetros nas simula¢des apresentadas nesta segao.

Na Figura 7, variando 6;, podemos notar que a velocidade de decrescimento da
MEC, nas trés simulacdes, é quase a mesma no primeiro ano e para o tumor o mesmo
crescimento até no terceiro ano, mas depois a diferenca é mais notavel. Finalmente
vemos que o crescimento termina quando ficam estdveis em um determinado valor, que
é diferente em todos os casos. O parametro 6; representa a agressividade que pode ter
a doenca, ou seja, quanto pode crescer o tumor e também sua velocidade.

Na Figura 8 observamos que 6, < 1, modela a alteragdo no crescimento das densidades
sem mudar o ponto de equilibrio, sendo mais notério na MEC nos primeiros anos.
Representando assim uma situacado favoravel para o organismo quando o parametro 6

diminui.

Tabela 2: Pardmetros usados na simulacdo numérica do modelo. As razdes das competi-

¢oes entre a MEC e o tumor sdo consideradas variaveis.

Parametro Significado Valor
U1 Taxa de proliferagdo das células tumorais 0,75

H2 Taxa de remodelacdo da MEC 0,5

o Taxa de degradacdo da MEC 10

61 Relagdo das competi¢des MEC/tumor e tumor/tumor [0, 1]

0> Relacdo das competi¢gdes MEC/MEC e MEC/tumor [0,5]

¢ Taxa de producdo das EDM 0,1

Taxa de decaimento das EDM 0,1
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——Tumor i

—ECM .

Densidade

1‘4 16 18 20
Tempo (anos)
Figura 7: Solu¢des numéricas do sistema (14) variando 601, sendo as células tumorais
representadas pelas linhas vermelhas e a MEC pelas linhas azuis. Considera-
mos 6, = 0,92 e variamos 6; tomando os valores 0,9 (linha sélida), 0,5 (linha

tracejada) e 0, 1 (linha pontilhada), com a condigdo inicial das EDM m(0) = 0, 1.

e TUMOT €2=0,92
= =Tumor §,=0,5 i
------ Tumor 92=0,1
——MEC ¢,=0,92
- =MEC{,=0,5 4

...... MEC 6,=0,1

Densidade

Tempo (anos)

Figura 8: Solu¢des numéricas do sistema (14) variando 6. Considerando 6; = 0,9 e
variando o pardmetro 6, com os valores 0, 92 (linha sélida), 0, 5 (linha tracejada)
e 0,1 (linha pontilhada) com a condigao inicial das EDM m(0) = 0, 1.
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...................
--------

e TUMOr 92= 5
= = Tumor 62= 1 B
----- Tumor €2= 0,2
—MEC 92= 5

- =MEC €2= 1 ,
----- MEC 92= 0,2

Densidade

Tempo (anos)

Figura 9: Solu¢des numéricas do sistema (14) variando 6. Considerando 6; = 0,9 e
variando o pardmetro 6, com os valores 5 (linha sélida), 1 (linha tracejada) e
0,2 (linha pontilhada), com a condigao inicial das EDM m(0) =0, 1.

Agora, na Figura 9, observamos que o decaimento da MEC é mais explicito que
nos casos anteriores quando 6, = 5. O grafico também mostra, quando 6, = 5, uma
alteragdo do ponto de equilibrio. Portanto, quando 6, > 1 corresponde ao caso no qual
as células cancerosas degradam rapidamente a MEC, provocando-lhe uma degradagao

considerével nos primeiros dois anos, obtendo assim uma maior aglomeragéo.
Biestabilidade: existéncia de separatriz entre dois pontos estaciondrios

Para determinar circunstancias favoraveis ao controle da doenca, apresentamos um

dos casos estudados na sec¢do anterior, quando ha dois pontos de equilibrio estaveis,
sendo um deles o ponto livre de doenga.
Na Figura 10 mostramos o caso em que a > 0 e b > 0 quando h& trés pontos de
equilibrio, sendo dois deles localmente estédveis. No retrato de fase mostrado na Figura
10, notamos a existéncia de uma separatriz e podemos ver as trajetérias tendendo a
um dos pontos de equilibrio, dependendo de que lado da separatriz estdo os valores
iniciais.

Dependendo da agressividade inicial do tumor pode-se propagar ou ser combatido
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pelas células ndo tumorais. A Figura 11 mostra a evolugdo temporal do crescimento

tumoral em cada um desses cenarios.

T 0

1.02 ——C.1.:(0,0025, 0,86)
= =C.1.:(0,003, 093)
------ C.1.:(0,004, 0,0995)
—C.1.:(0,022, 099)
= =C.l.: (0,0185, 0,86)

o8- ! S C.1.: (0,0165, 0,9) 4

MEC

0.9

0.86

=

| | I &
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Tumor

Figura 10: Trajetérias do sistema (14) para diferentes valores iniciais. As linhas azuis
estdo se dirigindo para o ponto livre de doenca (1, f,m) = (0, 1,08, 0) e
as linhas vermelhas para o ponto ndo trivial (0,9508, 0,04902, 0,4874). Os
parametros sao dados pela Tabela 1, com 6; = 0,5 e 8, = 0,92, com a condigao
inicial das EDM m(0) = 0, 01.

0.9

0.8

0.7

0.6

Densidade

0.5

04 - - -ECM

—ECM
- - -TUMOR
0.2+ —— TUMOR

0.3

0.1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Tempo (anos)

Figura 11: Evolugao das trajet6rias na biestabilidade. As linhas tracejadas mostram as
trajetérias das células tumorais e da MEC dirigindo-se ao ponto livre de
doenca (0, 1,08, 0), e as linhas sélidas estdo se dirigindo para o ponto ndo tri-
vial (0,9508, 0,04902, 0,4874). As condicdes iniciais sdo (0,001, 0,95, 0,01)
e (0,005, 0,95, 0,01), respectivamente.
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4.1.3 Comentarios da dindmica temporal

Nesta secdo propomos um modelo geral para o crescimento de tumores, que abrange
modelos estudados por Gerish & Chaplain [24], Enderling et al. [29] e Anderson et
al.[30]. A generalizacdo desses modelos considera diferentes intera¢Ges entre as células
tumorais e a matriz extracelular.

O resultado mais importante no modelo temporal foi a classificacdo da dindmica em

relagdo a dois parametros

g:@z—@l, b:1—92

O valor de b = 0 é uma bifurcacdo entre a estabilidade do ponto livre de tumor, ou seja,
quando 6, = 1, ou seja, 0, = B, (considerando os parametros dimensionais).

A condicdo b > 0, nos dd a possibilidade de que o ponto livre de doenga possa ficar
estdvel, ou seja, sob determinadas condigdes iniciais, o organismo, dado um periodo de
tempo, fica sem as células tumorais.

Quando b = 0, uma pequena mudanca no valor de a4 faz com que o sistema passe de
ter um ou dois pontos de equilibrio a ndo ter regido invariante biologicamente vidvel.
Quando a > 0, temos um ponto livre de doencga, podendo ter no méximo dois pontos
de equilibrio; quando a4 = 0 dois pontos de equilibrio; e quando a < 0 ndo temos regido
invariante (biologicamente viavel).

Obtemos, na Figura 12, uma classificacdo da dinamica do sistema em rela¢do a dois
parametros a = 0, — 61, b =1 — 6, definidos em 16, onde pode-se observar os possiveis
cendrios no comportamento do fendmeno.

Nas simula¢des numéricas temporais observamos, a Figura 7 mostra que o parametro
61 representa a agressividade do tumor, isso faz com que mude o equilibrio. Podendo
dar lugar a coexisténcia das células tumorais com a MEC, e quando menor for o valor
do parametro 0; corresponde ao caso de uma coexisténcia mais vidvel (sendo mais
favoravel para o organismo).

As Figuras 8 e 9 indicam que o parametro ¢, modela as velocidades de crescimento
das células e da MEC, mas sem modificar o equilibrio como no caso de 6 (cujo valor é
menor que 1). Enquanto ao considerar valores de 6, maiores que 1 notamos também
uma pequena variacdo do ponto de equilibrio, mas sem ter relevancia bioldgica.

Na Figura 10 se observa a susceptibilidade das condic¢des iniciais mostrando uma

separatriz que divide a regido livre de doenga, onde as células tumorais sdo combatidas
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pelo organismo, da regido onde se desenvolve o tumor (podendo observar a evolugao

na Figura 11).

b
a<0,b>0 az20,b>0
Ha a possibilidade do sistema Pode ter um ou trés
ter um, dois ou trés pontos pontos de equilibrio
de equilibrio (Existindo a possibilidade de

(Sendo estavel o ponto livre de
doenga, podendo ser estaveis

0s outros pontos) a>0,b=0
. Pode haver um

r g

a ou dois pontos
de equilibrio

as<0,bs<o0 a>0,b<0 (S6 um ponto

pode ser estavel)

ter trés pontos estdveis)

O sistema ndo tem regido Ha dois pontos de
invariante biologicamente equilibrio
viavel

(S6 o ponto (n+,f+,m+)
pode ser estavel)

Figura 12: Dindmica do sistema (14) em relagdo as diferentes regides em fungao dos

parametrosa =6, —6; eb=1—0,.

4.2 MODELAGEM ESPACIAL

Um dos processos caracteristicos do cancer, quando for maligno, sdo a invasdo e a
metdstase que permite a propagacdo em tecidos distintos do inicial.
A invasdo e disseminagdo metastédtica de tumores malignos sdo associados com a locomo-
¢do de células tumorais e das EDM, sendo os mecanismos fundamentais de transporte
a difusdo (movimento aleatorio) e 0 movimento dirigido (movimento que é estimulado,

movendo-se em resposta a intensidade e dire¢do de um estimulo) [40, 13, 14, 22].
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Migracoes moleculares e celulares

A migracdo celular é um processo coordenado complexo no qual vérios comparti-
mentos das células estdo envolvidos, incluindo receptores de superficie, elementos de
sinalizacdo e o citoesqueleto. Para migrar as células ligam seu citoesqueleto, estrutura
complexas de proteinas, a moléculas de adesdo que, por sua vez conecta ao tecido
conectivo circundante. O processo de migracado celular geralmente consiste em trés
partes: cognicdo de um estimulo por receptores (formacdo de pseudépodes), a transdu-
¢do intracelular do sinal (geracdo de forga contratil por adesdo) e orientagdo dinamica
(liberagdo da aderéncia) e movimento [40, 76].

A migragdo de células tem duas fontes: direcionalidade celular intrinseca da migragao
(movimento aleatério) e regulagdo externa (movimento direcionado). A direcionalidade
intrinseca é observada, por exemplo, quando as células respondem ao estimulo uni-
forme do fator de crescimento derivado das plaquetas na auséncia de qualquer fator de
orientagdo externo [72].

A fim de guiar as células em um determinado sentido é necessdrio um sinal a partir
do exterior, o que leva a polarizagdo celular e 0o movimento mecanico coordenado. A
migracdo direcional das células é estimulada, essencialmente, por sinais quimiotaxicas,
haptotaxicas, galvanotaxicas, termotaxicas ou por alguma associacdo destes mecanismos
[61, 52]. Sendo basicamente esse procedimento o mesmo nas células-tronco,fibroblastos
e células tumorais diferindo na regulariza¢do de sinais.

No caso particular das células tumorais possuem a capacidade de reconhecer gradientes
de substancias quimioatrativas (quimiotaxia e haptotaxia); a diferenca de sua migracado
com a migracgdo das células sadias (ja que elas também se movimentam por taxia) é que
se da mais coletivamente em aglomerados (firmemente ou fracamente associados). Por
conseguinte, enquanto que a MEC dificulta o movimento normal das células, também
fornece um substrato ao qual as células podem-se aderir e no qual podem se movimen-
tar [21, 22].

A localizagdo (ambiente) das células tumorais e o agente atrator implicado, molécula
difusivel (quimiotaxia) ou moléculas unidas (haptotaxia), determinam teoricamente o
tipo de mecanismo envolvido. Experimentalmente a quimiotaxia in vitro pode ser bem
definida, porém in vivo ndo é visivel a distin¢do entre os efeitos dos fatores soltiveis dos
fatores parcialmente ou totalmente ligados a MEC. Porém implica¢des no cancer devido

a quimiotaxia com relacdo reciproca na angiogénese e em fatores de crescimento tem
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muita implicancia nas terapias [62]. A quimiotaxia é reconhecivel e mais determinante
quando o ambiente é solavel, por exemplo, em neutréfilos (leucécitos) que normalmente
permanecem na corrente sanguinea [67, 68]. A quimiotaxia também permite reconhecer
receptores de enzimas, como uPAR (receptor de uroquinase) mediante fagécitos mono-
nucleares [69]. Em relagdo as componentes proprias da MEC, sujeitas a determinadas
condigdes in vitro, a indugdo de quimiotaxia é apresentada, por exemplo, mediante
colageno [70], laminina, fibronectina soltiveis (mostrando também migracdo haptotaxica
quando em situagao insolavel) [64].

Uma importante distingdo entre quimiotaxia e haptotaxia é o mecanismo de transducdo
de sinais de quimiotaxia e haptotaxia [64]. Para a haptotaxia no cancer, estudos in vitro
indicam sua relevancia em relacdo as componentes da MEC por exemplo na vitronectina
[65] e na fibronectina [63]. Particularmente, o estudo em neutroéfilos sugerem que a
tibronectina, ndo é a proteina da MEC mais adequada para ensaios de quimiotaxia [63].
Estudos mais recentes esclarecem os efeitos da haptotaxia no movimento das células
tumorais. Especificamente, mostram, in vitro e in vivo, que o gradiente de fibronectina
induze movimentos em células do cancer de mama mediante as intera¢des de integrina
«5pB1 e F-actina com a Mena (regulador de actina) [60]. Tornado-se assim a haptotaxia
um dos mecanismo de transporte orientado mais relevantes na propagacdo do cancer.

Da mesma maneira que as células tumorais, as enzimas, que geralmente sdo proteinas,
possuem o movimento da difusdo. A teoria cinética da matéria nos diz que todos
os atomos e as moléculas tém movimento aleatério constante, denominado também
movimento térmico das particulas, e a perceptibilidade (macroscépica) do movimento
dependera da natureza das particulas e do meio no qual se desenvolve.

No caso das proteinas aqueles movimentos, o0 movimento térmico, incluem, entre outros,
as vibracOes de enlace e as rotacdes das cadeias laterais; desta maneira cada enzima
colide aleatoriamente com o substrato por difusdo [16]. Além de possuir vérios tipos
de movimentos como as rotagdes de liga¢des, dobramentos e libracdo de enlaces o
movimento mais importante na sua disseminacdo é a difuséao e, geralmente, ndo tem
movimento dirigido ao substrato [16, 73].

A velocidade de difusdo da proteina depende de vérios fatores, como a viscosidade da
matriz através do qual a proteina deve viajar, a massa e o tamanho da proteina. Por
outro lado, a superficie externa da membrana plasmaética contém vérias glicoproteinas

e polissacaridos extracelulares que podem impedir o0 movimento de proteinas para se
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enroscar no dominio extracelular da proteina [16].

O modelo matematico espacial

Com o fim de estudar o mecanismo da propagagdo do tumor no tecido circundante
propomos um modelo matematico de espago-tempo que, como muitas equagdes diferen-
ciais parciais, vém de um equilibrio bésico ou lei de conservagdo. O modelo consiste em
um sistema de equagdes de reacdo-difusdo-haptotaxia (ver se¢do 3.2 ) composto por trés
varidveis, descrevendo as interacdes entre as células cancerosas (7i), a matriz extracelular
(f) e as enzimas degradadoras da matriz extracelular (77) no processo de disseminagéo
tumoral no tecido circundante (MEC). Sendo cada uma das trés variaveis 71, f, 7 uma

funcao da variavel espacial ¥ € Q) C R? e do tempo f € [0, T,,4]. A formulagdo geral é

dada por,
o
T =V Ja+ T,
57
—af = —V-]f+Tf, (18)
om
T =V Ju+Ta,

sendo ] o fluxo, o qual proporciona a taxa (liquida) no qual as moléculas atravessam
uma unidade de drea por unidade de tempo, podendo ser expressado em mol m—2 s~!
e T, a fonte da varidvel a considerar, expressado em mol m . Considerando o sistema
no dominio espacial () com condicdes de fronteira e condi¢des de distribuigdo inicial
determinadas, detalhadas posteriormente, para que cada uma das varidveis possam
permanecer no dominio.

Apresentamos e analisamos um modelo matemético de propagacdo de células cancero-
sas com base nos modelos de equacgdes diferencias parciais introduzidos e estudados
por Gerish & Chaplain [24], Enderling et al. [29] e Anderson et al.[30]. Modificamos
e estendemos estes modelos continuos com foco nas interagdes entre as células cance-
rosas e a MEC conforme detalhado previamente. A seguir descrevemos as dinamicas
espacias de nossas varidveis espacias, tendo em consideracdo que sua criagdo ou morte,
seja proliferagdo, ativacdo, degradagao, inibi¢do ou remodelacdo, sdo modeladas pelas

fung¢des descritas no modelo temporal.

Ao descrever a equacdo de evolugdo da densidade celular cancerosas levaremos em

conta algumas considera¢des. A migracdo celular requer uma interagdo regulada dos
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sinais externos, incluindo fatores de crescimento, quimiocinas, contatos célula-célula
e célula-MEC. [76]. As células tumorais possuem motilidade direcional mediante a
atratores quimicos locais de adesdo celular. Estes gradientes de macromoléculas de
adesdo estdo naturalmente presentes na MEC, tais como a fibronectina, a laminina e
o coldgeno do tipo IV. Portanto a MEC é responsavel pela indugdo de migracdo [16].
Embora as células tumorais possam se mover aleatdria e direcionalmente, a invasado e
migracdo sdo mais eficientes quando a célula esta envolvida na migracdo direcionada
[71].

Neste trabalho vamos considerar a haptotaxia como o mecanismo de atragao pelo qual
a MEC induze a migragdo das células tumorais mediante suas componentes, macromo-
léculas associadas, evidenciadas experimentalmente [65, 64, 63, 60]. Ndo consideramos
o efeito por parte da quimiotaxia pois assumimos que as componentes implicadas da
MEC se desenvolvem em um ambiente nao difusivel, por exemplo a fibronectina. Um
modelo onde consideraram os efeitos da quimiotaxia e haptotaxia, por exemplo, foi
apresentado por Perumpanani et al. [66], no qual assume a atracdo quimiotéxica por

parte dos fragmentos das componentes da MEC degradados pelas EDM.

Consideramos que a equagdo que descreve a dindmica da densidade das células can-
cerosas é governada por fatores de crescimento modelados pela fun¢do de proliferacao
das células tumorais F(7i, f) = fiy7i(1 — 17 — B2f), sendo a taxa de proliferagao das
células tumorais denotada por ji; e os coeficientes das fragdes de um volume unitdrio
que ocupam as células tumorais e a MEC junto aos coeficientes de competi¢do por
B1, B2, respectivamente (ver (8)). O movimento aleatério proprio das células [71, 72]
representado mediante difusdo com o conceito de difuséo fickiana J;;r = —D7 V1, sendo
Dy o coeficiente de difusdo das células tumorais (ver (2)); e o movimento dirigido
devido a haptotaxia induzida pelas componentes da MEC [65, 64, 63, 60], representada
mediante o fluxo haptotéxico [, = —x7 V1, sendo x5 o coeficiente de sensibilidade da
haptotaxia das células devido a MEC (ver (3)).

Portanto, a equagdo que descreve a variagdo das células tumorais segundo a lei de
conservacgado expressada mediante a equacdo de reagdo-difusdo-haptotaxia (4) é:

of _ e A S

55 = V- (DaVii = a8V ) + afi(1 = Prfi — Bof).
No caso da matriz extracelular se sabe que suas componentes sdo vinculadas (ver 1) e,

portanto, ndo se difunde [16, 13]. Por conseguinte, assumimos que ndo tem movimento
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migratorio, isto &, ]f- =0.

Deste modo, a dinamica da MEC é modulada pela sua degeneragdo e remodelacéo,
motivo pelo qual os efeitos na sua distribuigdo espacial sdo atribuidas as intera¢ées das
migragdes celulares e enzimaticas. O processo de degeneracdo da MEC é modulado
pela interagdo das componentes da MEC com as EDM, assumindo a reagdo por contato
descrita pela funcéo L(17, f) = —émif, sendo J a taxa de degradacdo da MEC pelas EDM
(ver (9)). Entretanto o processo de remodelacdo da MEC é mediada pelas interagdes da
células tumorais e a MEC [16, 55], tendo em conta que os efeitos das competi¢des entre
as células tumorais e a MEC sédo distintas do caso de crescimento das células tumorais,
a funcdo que descreve é P(7i, f) = jio(1 — 617 — 0, f) , sendo i, a taxa de remodelacdo da
MEC e os coeficientes 01, 0, as taxas de competicdo inter (MEC/tumor) e intraespecifica
(MEC/MEC) junto com as fragdes do volume respectivas (ver (10)).

Portanto, a equagdo de conservagdo para a densidade da MEC é dada por,

% = —5ﬂ7lf+ ﬁz(l - élﬁ - ézf)

Quanto as enzimas degradadoras da matriz extracelular sua dispersdo no tecido é
representada mediante a difusdo, como no caso das células tumoraias, pelo fluxo
difusivo Jyir = —Dm Vi, sendo Dy o coeficiente de difusdo das EDM. Os outros fatores
que regulam a dinamica das EDM séao a ativacdo (produgdo) mediada pela células
tumorais descrita pela fungao G(7i, 1) = ¢fi(1 — €), sendo ¢ a taxa de produgdo das EDM
pelas células tumorais e e la capacidade de suporte das EDM (ver (11)); e inibicdo
(decaimento) [18] mediada pelas préprias enzimas descrita pela funcao H(f, m) = —@wm,
sendo w a taxa de decaimento das EDM.

Portanto, a equagdo de conservagdo para a concentracdo das EDM é dada por:

orr _

a—’? =V - (Dp Vi) + Ei(l — &m) — @i,
O sistema completo de equagdes, segundo a formulacdo geral (??), que descrevem as
interagdes entre as células tumorais, a MEC e as EDM como descrito nos paragrafos

anteriores é dada por:

o V- (DaVA— xa@V )+ il — a7~ Ba),
% = —omf + fip(1 — 171 — 6,f), (19)
3

_ V - (D7 V) + (1 — ém) — wm,

61



62

MODELAGEM MATEMATICA DETERMINISTICA

sendo a taxa de proliferacdo das células tumorais denotada por ji;; os coeficientes das
fragdes que ocupam as células tumorais e a MEC por B, B>, respectivamente; D;, o coe-
ticiente de difusdo das células tumorais; ), o coeficiente de sensibilidade da haptotaxia
das células devido a MEC; § a taxa de degradagdo da MEC pelas EDM,; ji; a taxa de
remodelacdo da MEC; os coeficientes 6, 0, as taxas de competicdo inter (MEC/tumor)
e intraespecifica (MEC/MEC), respectivamente; Dy o coeficiente de difusdo das EDM;

~! a capacidade de suporte das

¢ a taxa de produgdo das EDM pelas células tumorais; €
EDM; @ a taxa de decaimento das EDM.
Consideramos o tamanho de () de tal maneria que as células tumorais, e consequen-
temente as EDM, permanecam dentro do dominio do tecido e assim as condi¢des de
fronteira ndo tenham influéncia significativa sobre a evolucdo do sistema, consequente-
mente assumimos a condigdo de contorno sem-fluxo, isto €, J) =0 quando ¥ € 0Q).
Consideramos na distribuic¢do inicial do sistema uma aglomeracdo de células tumo-
rais. Ao considerar a presenca de células tumorais estd implicito a degradagdo parcial
da MEC como a existéncia das EDM previamente desenvolvidas. Considerando que
ambas relacdes sdo proporcionais a densidade das células tumorais, representamos as

condigdes iniciais mediante as seguintes fungdes:

C(x), x € [ay, )
n(0, x) = : (20)
0, X € (ay, ng]d
£(0,%) =1—-0,51(0, %), m(,%) = 0,510, %).

Adimensionalizamos o sistema considerando os parametros:

- I X t _ To TCE
n:ﬁlﬁ/ f:,Bzfr m:ém/ x:ZI t:;/ ]’ll:T,ﬁll VZZT]ZZIBZI 52?/ C:‘B_i/
_ _ _ 0_1 _ 92 _ DﬁT _ DmT _ TX#n

w="Tw, 91_‘81’ 02_52/ Dn— 12 /Dm— 12 IXTI_‘BzL2-

Entdo, o sistema adimensionalizado é dado por:
on
Fril V- (DyVn —xunVf)+un(l—n—f),
0
a—jtf = —omf +u(1 —01n—06f), (21)
aa—T = V. -(D,Vm)+Zn(l —m)—wm,

sendo L a distancia com uma escala de comprimento adequado e T o tempo que foram

reescalados com o fim de solucionar o sistema numericamente.
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4.2.1 Simulacdes espaciais

Nas simulagdes espaciais consideramos a dimensédo d = 1, assumindo constantes os
coeficientes de difusdo e o haptotdxico Dy, Dy, xn [24, 29, 30]. Assim, o sistema espacial

(21) fica da seguinte forma:

on 0’n o of

3¢ = DPnyg —Xng () +pan(l—n—f),

ad

a—{ = —omf + (1 —6in—02f), (22)
2

om = Dma e +¢n(l —m) — wm.

ot dx?
Considerando o comprimento de invasdo méxima das células tumorais L = 10cm , o
qual é o tamanho promédio letal suportado pelo organismo [13], e o tempo T =1 ano.
Tomamos o valor do parametro Dy ~ 10~?cm? /s como selecionado por Enderling et
al. [29], o qual é obtido da faixa 102 —10~"em?/s [31, 32]. Por outro lado as EDM
tém uma taxa de difusdo comparavel a motilidade aleatéria de células tumorais, e
entdo tomamos D;; ~ 10~ %cm? /s [29], da faixa 1078 — 10~ %cm? /s [30]; e tomamos X7
proporcional a 2600cm*M ! /s [33, 34].

Tabela 3: Parametros usados nas simula¢des numéricas no modelo espacial. As razdes
das competi¢des entre a MEC e o tumor, a taxa de remodelacdo e o coeficiente

da haptotaxia sdo consideradas varidveis.

Parametro Significado Valor

H1 Taxa de proliferagdo das células tumorais 0,75

Uz Taxa de remodelacdo da MEC [0,0,5]

o Taxa de degradagdo da MEC 10

61 Relacdo das competi¢gdes MEC/tumor e tumor/tumor [0, 1]

6> Relacdo das competicdes MEC/MEC e tumor/MEC [0, 5]

¢ Taxa de producdo das EDM 0,1
Taxa de decaimento das EDM 0,1

D, Coeficiente de difusdo das células tumorais 0.0001

Dy, Coeficiente de difusao das EDM 0.0005

Xu Coeficiente de haptotaxia das células tumorais [0,0,005]
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O valores utilizados nas simula¢des espacias sdo dados na Tabela 3. Quando os
valores pertenceram a um intervalo, o valor determinado serd especificado na simulacado

correspondente.

Nas condi¢des iniciais, a funcdo determina a distribuigdo inicial das células tumorais
(20) é dada por C(x) = exp(—&%), como tomados por Anderson et al. [30], determi-
nando assim a distribuic¢do inicial da MEC e das EDM ; e como na maioria dos casos
detectados nas primeiras etapas da doenca (estagio 1 e inicio do estagio 2) [37], tem o
tamanho menor o igual que 2cm.

Portanto, assumimos a; = 0, a = 0,2 e a3 = 1. O grafico das condi¢des iniciais é

apresentado na Figura 13, aquelas condic¢des sdo as utilizadas nas préximas simulagdes.

Densidade

Figura 13: Distribuigdo inicial do sistema (22), sendo a densidade das células tumorais,
a densidade MEC e a concentracdo das EDM representadas pelas linhas

vermelho, azul e verde, respectivamente.

Simulacdo com auséncia da haptotaxia e da remodelacao da MEC

Com a intencdo de ver o efeito da difusdo na dindmica do sistema (22)
ndo teremos em consideragao o efeito haptotdxico nem a remodelacdo da MEC, no

entanto, consideramos a proliferacdo das células tumorais.
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Na Figura 14 podemos observar em dois tempos o avance compacto da dispersdo das

células tumorais podendo observar as propagagdes de trés frentes de ondas.

No gréfico da esquerda, no tempo t = 5, vemos ainda a formacdo dos perfis das ondas.
Sendo das células tumorais e da MEC ondas quasi formadas, mas a onda das EDM
ainda estd em processo devido a que ndo atinge a seu valor estavel.

No gréfico da direita, no tempo t = 35 quando os crescimentos sdo estdveis, vemos
claramente as frentes de ondas, podendo assim obter a velocidade das ondas.

A velocidade de propagagdo destas ondas é v = 0, 127cm/ano. Tomando inicialmente
um valor de referéncia em alguma das ondas a velocidade de propagacao, devido a que
o avance do movimento é uniforme, pode ser obtida utilizando a equagdo basica, isto é,

X final — Xinicial .
= , tendo em conta um tempo adequado no qual a frente de onda esteja

tfinal — tinicial
formada. E verificando esta velocidade em vérios tempos.

Por exemplo, na circunstancia anterior, na primeira observagdo tomamos como refe-
réncia o valor 0.8 nas células tumorais, ou seja n = 0,8, apds escolhemos t;qi;; = 34
e tfing = 35, obtendo Xjyiciqr == 0,51181 e Xy, =~ 0,52452 da igualdade n(x., t:) = 0,8,

—0,51181 .
resultando v ~ 0, 5242; Y = 0,01271. Sendo a velocidade de propagacdo de

onda final v o promédio de 5 observagdes; mostrando apenas o promédio final dessas

observacdes.

T T

L= T T T T T r

= Tumor
= = MEC
-------- Enzimas |

wr ! = Tumor
= = MEC
"""" Enzimas |

Densidade
=
&
Densidade

Figura 14: Solugdo numérica do sistema (22) , em dois tempos distintos, t =5 e t = 35,
sem tomar em conta o efeito haptotdxico (x, = 0) nem a remodelagdo da

MEC (u7 = 0). Pode-se observar a formacgdo das frentes das ondas tendo uma

velocidade de propagacdo v = 0, 0127.
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Simulacao com presenca de haptotaxia e sem considerar a remodelagao

Um dos propésitos deste trabalho é exibir os efeitos da haptotaxia no sistema (22)
dados alguns cendrios onde os efeitos da remodelagdo da MEC tem um papel importante.
Com esse fim simulamos inicialmente seu efeito no sistema reduzindo os efeitos de

algum tipo de remodelacdo da MEC.
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Figura 15: Solugdes numéricas do sistema (22) considerando a haptotaxia, mas sem ter
em conta a remodelagdo da MEC (u, = 0). (a) Mostra o efeito da haptotaxia
quando x, =0,0005 em t =5et =30 e (b) o efeito da haptotaxia quando
xn = 0,002 em t =5et = 30. As frentes de ondas foram distintas em

comparacdo da Figura 14, sendo mais notével quando x;, = 0, 002.

Da mesma forma que Enderling et al. [29], que toma x, = 0, 00005, nés assumimos
que o parametro X, deve ser mais baixo que nos artigos de Anderson et al. e Gerish
et al. [30, 24], para x, = 0,005. Isto se deve a um comportamento mais compacto na
disseminacdo como é caracteristico nos primeiros estdgios dos canceres sélidos como o

cancer de mama. Assumimos neste trabalho o valor de x, = 0, 0005, isto €, que a MEC
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tem maior efeito atraente nas células tumorais sem perder a compacidade da dispersao.
Assumiremos também o valor de ), = 0,002 para contrastar alguns resultados obtidos.
Na Figura 15 (a) pode-se observar o efeito da haptotaxia quando x;, = 0,0005 notando
que seu comportamento é parecido ao caso onde ndo é considerada a haptotaxia, isto
é, 0 avance continua compacto e suas frentes das ondas tiveram uma leve alteragao.
Porém as células tumorais se espalharam no dominio de maneira mais rdpida, o que é
expressado na mudanga de velocidade das ondas de v = 0.127cm/ano (sem haptotaxia)

av=0,153cm/ano.

No caso do x, = 0,002, Figura 15 (b), notamos uma modificacdo nas formas das
frentes das ondas sendo a mais alterada a onda das células tumorais. A onda das
células tumorais tem uma pequena variacdo como mostra a Figura 16, porém tem
o comportamento de uma onda propriamente dita e aquela variacdo ndo tem efeito
notério na MEC nem nas EDM. Neste caso a velocidade de propagacdo das ondas é

v =0,238cm/ano.

Quando asumimos os parametros de Enderling et al. [29] (41 =0,75, up =0, ¢=0,1,
6=10, w =0 x, =0,00005 D, =0,0001e D, =0,0005) obtemos a frente de onda
a qual resulta ter uma velocidade de v = 0,137cm/ano, resultando uma diferenca de

0,01lcm/ano do caso quando néo foi considerada a haptotaxia.

T

047 —— 129,045 |
hN 1=29.145

- - - 12925

0.35

Densidade
o
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Figura 16: Variacdo da frente da onda das células tumorais. O gréfico mostra em trés
tempos como € a pequena altera¢do na frente de onda das células tumorais

quando o coeficiente da haptotaxia é x;, = 0, 002.
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Tabela 4: Velocidade da onda (cm/ano) em relacdo a haptotaxia em auséncia da remo-
delacdo da MEC (u, = 0).

Xn 0 0,0005 0,001 0,0015 0,002 0,003 0,004 0,005
v 0,127 0,153 0,1839 0,2128 0,238 0,2787 0,3098 0,336

Simulacao com presenca de haptotaxia e remodelacao

Nas seguintes simula¢des vamos considerar a remodelacdo da MEC no sistema (22)

considerando 1 =1 e 6, = 1 para uma posterior analise destes parametros no modelo.

Na Figura 17 podemos apreciar o efeito da remodelacdo uma vez que foram tomados
os mesmos valores do coeficiente da haptotaxia da simulagado anterior ( Figura 15 no
tempo t = 30). Note que a remodelagdo da MEC ajuda a demora da degradagao da
mesma, obtendo assim diminuic¢do das velocidades de propagacao e tendo consequéncia
na forma dos perfis das ondas. Comparando os casos dos graficos (Figura 15(a) e Figura
17(a)) para x, = 0,0005, em t = 30, notamos que os perfis quase ndo foram alterados,
por outro lado observamos que existe uma diminuigdo de aproximadamente 1,5cm da
frente de onda da MEC. Também pode-se ver que a velocidade das ondas variou de

v =0,153cm/ano (o caso sem remodelacdo) a v = 0, 1305cm/ano.

Tumor
08T | = = -MEC
07 F | e Enzimas

Tumor
081 | = = -MEC
07 [ Enzimas

(a)

Figura 17: Solu¢des numéricas do sistema (22) considerando remodelagdo da MEC,
u2 = 0,5, e variando o coeficiente da haptotaxia nos valores de ), = 0,0005
(@) e x» = 0,002 (b), no tempo t = 30.
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Tabela 5: Velocidade da onda (cm/ano) em relagdo a haptotaxia considerando a remo-
delacdo da MEC (u, =0.5).

Xn 0 0,0005 0,001 0,0015 0,002 0,003 0,004 0,005
v 0,105 0,1305 0,1578 0,1829 0,2045 0,2417 0,2734 0,336

Comparando os casos dos graficos (Figura 15(b) e Figura 17(b)) para x, = 0,002, em
t = 30, notamos que as frentes das onda foram modificadas notoriamente, especialmente
no caso da frente de onda das células tumorais, o qual teve como consequéncia a
desaparicdo daquela variagdo mostrada na Figura 16. Por outro lado, observamos
um impacto ainda maior na MEC, pois obtemos um retrocesso de aproximadamente
2,2cm da sua frente de onda. A velocidade mudou de v = 0,238cm/ano para v =
0,2045cm/ano. No caso x, = 0,002, a velocidade de propagacdo é maior, por isso os

efeitos na remodelacdo sdo mais marcantes.
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X, Coeficiente de sensibilidade da haptotaxia das células tumorais
Figura 18: Velocidade da onda em relacdo ao coeficiente de haptotaxia para dois valores
do coeficiente de remodelacdo da MEC. O gréfico mostra a relagdo da veloci-
dade com o efeito da haptotaxia quando uy =0 e up = 0,5, obtendo fungdes
de aproximacdo para tais efeitos. Os valores das velocidades sdo dadas pelas

Tabelas 4 e 5.

No Figura 18 mostramos o efeito da haptotaxia na velocidade da onda das cé-
lulas tumorais os quais podem ser aproximados pelas fungdes f(x) = 4/x +0,0006 e
g(x) =4,64/x+0,0006 quando y = 0,5 e yup = 0 respectivamente. Notando um pequeno

69
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afastamento na func¢do de aproximacao g(x), correspondente ao caso quando y, =0,
para valores do coeficiente da haptotaxia proximos a 0, os quais representam a auséncia
da haptotaxia ou a uma atracdo fraca por parte da MEC. Por outro lado a relagdo das
aproximagoes g(x) = 1,5f(x), indicam um possivel efeito linear da remodelacado (para
01 =1 e 6, = 1) quando as células tumorais sdo estimuladas pela atracdo da MEC.

Observamos que para valores maiores que 0, 002 no coeficiente da haptotaxia quando
#2 = 0 a variacdo da onda é mais pronunciada que o mostrado na Figura 16, mas
o comportamento de onda ainda é conservado. Quando uy = 0.5, para valores do
coeficiente de haptotaxia x, > 0,002 a onda mostra uma varia¢do a qual é menor ou

semelhante que a mostrada na Figura 16.

Simulacdao com presenca de haptotaxia e remodelacao da MEC, considerando com-

peticdes inter e intraespecificas diferentes

Todas as simulagdes espaciais até aqui foram realizadas tendo como consideragao
que as competicdes inter e intraespecificas (MEC/tumor) sdo iguais, isto é, quando
01 =1 e 0 =1 como nos artigos [24, 29, 30]. Mas como nem sempre sdo iguais,
por exemplo no artigo de Rodrigues e Mancera [79] onde apresentam um modelo
temporal com diferentes competi¢des, vamos analisar e interpretar os efeitos da variagdo
dos coeficientes 0; e 6, na dinamica espacial. Tendo em conta que ¢; < 1, caso
contrario obteriamos valores negativos para a MEC, o que representaria uma regido

biologicamente invidvel.

Tumor
] 08 | = = -MEC
1 07 [ Enzimas

Tumor
| |- = -MEC
--------- Enzimas

@ P : T

Figura 19: Solugdes numéricas do sistema (22) variando 6; com 6, = 1 no tempo ¢ = 30.

No gréfico da esquerda é considerado 61 = 0,1 e o gréfico da direita 6; = 0, 9.



4.2 MODELAGEM ESPACIAL

Na Figura 19 vemos que o avango das células tumorais quase nao foram alteradas
quando variamos 6; para os valores 0,1 e 0,9. Mas sua capacidade de aglomeracéo foi
alterada, a qual foi ocupadas pela MEC.

Na Figura 20(a), quando 6, = 2, exibe um cenario prejudicial para a MEC, ja que é mais
baixa a densidade da MEC e assim a degradagdo se torna mais simples. Na Figura
20(b), quando 6, = 0, 5, corresponde ao caso no qual a remodelacdo da MEC joga um
papel importante, sendo mais forte que nos casos visto anteriormente, e a uma distancia

de 5cm ainda néo foi degradada no tempo t = 30.

Tumor
| |- - -MEC
--------- Enzimas

Tumor
| |- = -MEC
--------- Enzimas

(a)

Figura 20: Solugdes numéricas do sistema (22) variando 6, com 6; = 1 no tempo ¢t = 30 .

No gréafico da esquerda é considerado 6, = 2 e o gréfico da direita 6, =0, 5.

Nas Figuras 21 e 22 podemos ver as influéncias dos pardmetros 6; e 6, na velocidade
das células tumorais. Note na Figura 21 que o parametro 0; tem um efeito linear
sobre a velocidade da onda das células tumorais. A Figura 22 mostra que o efeito do
parametro 6, tem duas relagdes; a primeira quando X, = 0,0005 é uma relagdo crescente;
e a segunda quando x;, = 0,002 tem um efeito tipo parabdlico, isto é, que tem tanto
crescente como decrescente com o ponto de inflexdo quando 6, =1, 25.

Na Figura 22, notamos que quando o coeficiente de sensibilidade da haptotaxia é
maior os efeitos do parametro 6, sdo mais relevantes. Especificamente, quando o valor
do parametro 6, > 1,25 a velocidade apresenta uma diminui¢do representando uma
situacdo na qual a sensibilidade haptotaxica das células tumorais é grande o suficiente
para captar a reducdo da densidade da MEC mediada por 6, > 1, o qual é refletido em

uma atracdo migratéria menor por parte MEC.
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Tabela 6: Velocidade da onda (cm/ano) em relacdo ao parametro 6; para dois valores

do coeficiente da haptotaxia

o 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 1
(x»=0,002) 0,1775 0,1831  0,1889  0,1949  0,2012 0,2045
(x» =0,0005) 0,1194 0,12127 0,12375 0,12635 0,1291 0,1305

<

<

Tabela 7: Velocidade da onda (cm/ano) em relagdo ao parametro 6, para dois valores

do coeficiente da haptotaxia

6> 0,25 0,5 0,75 1,25 1,5 1,75 2 2,25

v (xn=0,002) 0,1209 0,1624 0,1915 0,2063 0,2039 0,1993 0,1956 0,1912

v (xn» =0,0005) 0,1023 0,1168 0,1255 0,1336 0,1379 0,1382 0,1399 0,1414
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Figura 21: Velocidade da onda das células tumorais do sistema (22) com relagdo o

parametro 6. Os dados das velocidades sao dadas na Tabela 6.
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¥ velocidades relativas a Xn=0.002

o velocidades relativas a Xn=0'0005
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fl,: Relacao das competicoes MEC/MEC e MEC/tumor

Figura 22: Velocidade da onda das células tumorais do sistema (22) com relagdo o

parametro 6. Os dados das velocidades sdo dadas na Tabela 7.

Biestabilidade: Existéncia de separatriz na dindmica espacial

Com o interesse de observar a susceptibilidade das condi¢des inicias aos parametros
de dispersdao vamos simular alguns cendrios nos quais ha a possibilidade de ter biesta-
bilidade sendo um deles o ponto libre de doenga, isto é, quando o organismo erradica
a doenga ou quando as células tumorais ndo tem as condi¢gdes necessdrias para seu

desenvolvimento.

Nesta se¢do consideramos as seguintes condi¢des iniciais,

2
sexp<—0’fﬂ>, |x]<0,2
n(0, x) = , (23)
0, 0,2 < |x|<0,5

f(0,x)=1-0,5n(0,x) e m(0,x) =0,5n(0, x);
sendo ¢ o coeficiente que mede a densidade inicial do tumor.
Nas simulag¢des os valores dos coeficientes sdo dados pela Tabela 3, as variagdes dos

parametros D, Dy, x» serdo indicadas nas respectivas figuras.
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Figura 23: Simula¢do numérica do sistema (22) , considerando a auséncia do efeito
haptotaxico (x, = 0) com ¢ = 0,005. Os graficos mostram o decaimento da

densidade das células tumorais em tempos distintos.
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Figura 24: Simula¢do numérica do sistema (22) , considerando a auséncia do efeito
haptotaxico (x, = 0) com ¢ = 0,01. O grafico mostra o crescimento da
densidade das células tumorais. No grafico da direita vemos o crescimento

em uma escala maior.

Quando tomamos os valores 61 = 0,5, 0> = 0,92 estamos no caso 1, quandoa >0 e
b > 0, do resumo dos possiveis casos de estabilidades analisados no modelo temporal.
Dados os valores que assumimos é garantida a existéncia dos outros pontos de equilibrio
(x > x+) e dado que assumimos 6, = 0,92, entdo o ponto livre de doenga é localmente
estéavel.
Na Figura 23, quando ¢ = 0,005, podemos observar como a aglomeracdo inicial de
células tumorais, sob os efeitos da difusdo (sem efeitos da haptotaxia), ndo é suficien-

temente grande para gerar um ambiente favordvel para o desenvolvimento do tumor.
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No entanto na Figura 24 podemos observar o crescimento das células tumorais, com

apenas uma pequena variagdo da aglomeracéo inicial.

Efeito da haptotaxia no caso de biestabilidade

No gréfico 25, notamos que o efeito da haptotaxia (), = 0,0005) gera um cendrio no
qual o organismo pode-se defender do cancer, no entanto ocorre o desenvolvimento
do tumor, mas em tempos grandes. Por outro lado, na Figura 26, quando aumenta o
coeficiente de sensibilidade haptotética, x, = 0,002 ndo ocorre o cancer.

Neste caso, o efeito da haptotaxia é maior, dispersando as células tumorais e fazendo
com que a densidade ao longo da MEC seja menor, impedindo assim seu crescimento
como no caso da difusdo na Figura 23.

A difusdo e haptotaxia, quando muito grandes, podem resultar na inibicdo da propaga-
¢do do tumor. Isto se deve a rapida dispersdo, que resulta em uma baixa densidade do

tumor, sendo controlada mais facilmente pelo organismo.

001 . 0025 \
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""""""" t=10
S22 |7 00F S =70 |

0.008 -

0.006 - 00151
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0.004
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>
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Figura 25: Simulagdo numérica do sistema (22) , considerando o efeito haptotéxico
(xn = 0,0005) com € = 0,01. Os graficos mostram o crescimento, tardio, da

densidade das células tumorais devido a haptotaxia em tempos distintos.
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Figura 26: Simula¢do numérica do sistema (22) , considerando o efeito haptotdxico
(xn = 0,002) com & = 0,01. Os graficos mostram que o efeito haptotaxico

evitou o desenvolvimento do tumor.

4.2.2 Comentérios da dindmica espacial

Nas simula¢des numéricas espaciais determinamos a velocidade de invasdo do tumor
em func¢do dos parametros do modelo. Tomando o ponto de referéncia o tamanho do
tumor inicial, onde o tamanho indica a extensdo transversal no tumor em seu ponto de
maior largura, em nosso caso 2cm.

Obtivemos, na Figura 14, quando ndo foi considerado os efeitos da haptotaxia (x, = 0)
e da remodelacdo (4 = 0), a formacdo da frente de onda, obtendo sua velocidade
v = 0,127cm/ano. Considerando o efeito da haptotaxia com dois valores distintos,
Xn = 0,0005 e x, = 0,002, observamos uma varia¢do no perfil da frente de onda,
mais suave no caso de x, = 0,0005 e mais notério quando consideramos x, = 0,002
(mostrado na Figura 16), mas manteve o comportamento de onda viajante.

Ao considerar a remodelagdo de MEC, uy = 0,5, podemos observar na Figura 15 que em
contraste com a Figura 17 as velocidades foram reduzidas com maior impacto quando o
coeficiente x;, = 0,002, mostramos na Tabelas 4 e 5 algumas velocidades da onda para
distintos valores de x;.

Nos gréficos referentes as competigdes distintas, Figuras 19 e 20, observamos que o
parametro 67 ndo tem influéncia no processo de dispersdo, mas sim na aglomeragao
celular.

Quando o pardmetro 6, for maior que 1 representa uma densidade da MEC baixa, isto
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é, ha poucas moléculas, e portanto, é mais rdpida sua degradacdo. O fato de ter baixa
densidade da EDM repercute no efeito da haptotaxia sobre ela mesma, ou seja, que por

ter baixa densidade vai ter pouco efeito atraente da MEC sobre as células tumorais, o

qual é exibido na Figura 22 (quando x, = 0,002) expressado na redugao da velocidade.

Aquele efeito ndo é apresentado quando 6, < 1, pois representa um cendrio favoravel
para a MEC, amortizando o efeito haptotaxico.

E quando 6, =1 e 6; = 1 a Figura 18 mostra seu efeito na velocidade da onda tumoral
o qual é aproximado de maneria certeira mediante as fungdes f(x) = 41/x +0,0006
(quando ps-0) e fungdo f(x) = 4,64/x+0,0006 (quando uy = 0,5), sendo x = x, o
coeficiente da haptotaxia.

Quando analisamos a biestabilidade notamos que os mecanismos de migracao, difusdo
e haptotaxia, tem um papel importante, pois geram a dispersdo necessaria das células

tumorais para que o organismos possa combater o desenvolvimento do tumor.
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MODELAGEM MATEMATICA
ESTOCASTICA

5.1 MODELO ESTOCASTICO DEPENDENTE DA DEN-

SIDADE

Nesta se¢do consideramos uma populacdo de células tumorais cujo tamanho maximo
é dado por um parametro N € IN. Isto é, 0 maximo ntiimero de células tumorais que
pode haver em uma regido especial dada Ay. Por exemplo, dada a morfologia das
células tumorais, em 1cm® pode haver, em geral, de 107 a 10° células tumorais.
Estabelecemos as varidveis que determinam a interagdo das células tumorais com seu

entorno (MEC) de nosso estudo. Essas vareaveis sao:

fiy = o nimero de células tumorais no tempo t em Ay,
fi = o nimero de macromoléculas da MEC no tempo t em Ay,
my = o mimero de enzimas produzidas ou ativadas no tempo t em Ay.

Com o fim de estudar um modelo de populagdo dependente da densidade vamos
modificar as representagdes em relacdo a populacdo total N. Levamos em conta as

seguintes consideracdes:

e O crescimento do tumor é invasivo, isto é, que as células tumorais crescem em
espacos preexistentes e que também podem criar novos espacos, através da degra-
dacdo matriz extracelular. Além do que no seu crescimento ndo respeite sinais do
exterior, outras células ou a MEC, proporcionando assim uma aglomeragdo maior,

ou seja, obtém um maior nimero de células em uma unidade de volume.

e Os espacos ocupados inicialmente pelas macromoléculas da MEC a medida que
o tumor se desenvolve serdo ocupados pelas células tumorais. E o nimero de
macromoléculas que ocupavam certo espago pode ser expressado em relacdo de

um namero de células tumorais que podem ocupar esse espaco.
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e As concentrag¢des das enzimas ndo experimentam competi¢do por espago com as
células tumorais. Mas o espago que elas ocupam pode ser expressado em relagdo

de um ntimero de células tumorais que podem ocupar esse espaco.

Desta forma, assumimos as seguintes relacdes:

f* = 0 mdximo niimero de macromoléculas em Ay (quando nt = 0) = r{N células comry <1 e

m* = o mdximo niimero de enzimas em Ay (quando nt = N) = rpN células comry < 1.

Notando desta forma que podemos expressar os ntiimeros das macromoléculas e
enzimas mediante algum ndmero de células tumorais. Tendo em conta que, em geral, os
ndmeros maximos tanto das macromoléculas como das enzimas em uma determinada
regido é uma fracdo do ntimero de células tumorais que podem ocupar essa regido (ver
[13]). _

Podemos definir assim a variavel f; = %, representando o nimero de células tumorais

niimero de macromoléculas

no tempo ¢ no espago correspondente a MEC, sendo 7 =

f()

niimero de células

Iremos assumir que f(0) = € NN para a boa defini¢do do processo.

Definimos também a Varlavel iy = — representando o namero de células tumorais no

niimero de enzimas
niimero de células

tempo ¢ no espago correspondente a enzimas, sendo 7, =

'()

Iremos assumir que #11(0) = € IN para a boa defini¢do do processo.

Para continuar com as Varlave1s habituais colocamos ¢; = ft e Py = 1y

Desta forma, dado N € IN, podemos definir um processo de Markov XN (t) = (71, ﬁ, 1)
com espaco de estados I'y = {(a,b,c) € N®:a < N+d tal que N+d <N B < N+d+1,

b <stal que s < “N <s+1e ¢ <rN } com as seguintes probabilidades de transigdo,

isto é, dado o estado v € I do processo XN no tempo t a probabilidade de uma

mudanga de estado para u # v no tempo t + At sdo dados respectivamente por:

P{XN(t+At) = (i+1,7,1) | XN() = (i, j, D)} = q1(7s, fr, M)At + O(At),
PEXN(E+At) = (i —1,7,1) | XN(t) = (], D} = g2(@s, fr, M)At + O(AE),
P{XN(E+At) = (4, j+1,1) | XN() = (i,j, D} = g3(As, fi, M)At + O(At), (24)
P{XN@t+AD =G, j—1,1) | XN®) = (i, ], 1)} = qa(fis, fr, )AL+ O(AD),
PEXN(E+ A = (G, j, 1+ 1) | XN () = (G, 1)} = 45(7e, fr, m)AE+O(AY),
P{XNt+At)=(,j,1 —1) | XN(t) = (,,1)} = qe(fis, fr, 71) At + O(AL),
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sendo q,(i1y, fi, ) > 0, para r = 1,2,3,4,5,6; e lim; e 2G9 = 0.
As fungdes g, sdo chamadas taxas de transi¢do 1nstantaneas (ou saltos) de um estado
para outro. Por exemplo, g1 é chamada taxa de transi¢do instantanea do estado (i, j, [)

ao estado (i +1,,1). A seguir descrevemos cada uma das taxas de transi¢do instantaneas.

Consideramos que as células tumorais apresentam um crescimento tipo logistico

q1{ (s, fr, 1) — (e + 1, fr, 1)} = ppfip(1 — ﬁl%)

com qi{(N+d, fy,m;) = (N+d+1, f;,m)} =0,
sendo y; a taxa de nascimento das células tumorais, N a sua capacidade de suporte
inicial e 81 é o coeficiente da competi¢do tumor/tumor.

As células tumorais tém seu efeito amortizador (competi¢do) no crescimento por parte
da MEC,

qZ{(ﬁt/ﬁ/ mt) — (ﬁt - 1/_fl’/ mt)} = ]/llﬁt(ﬁz%);

sendo 7 o coeficiente da competi¢do tumor/MEC.
Assumimos que a remodelagdo da MEC seja proporcional ao tamanho da populacédo e
limitado pela sua capacidade de suporte,
ft

q3{ (e, fr, 17e) — (Aig, fr + 1,11} = paN(1 — b237
com %{(ﬁt/ S, mt) - (ﬁf/ 5+ 1/ ﬁ”lt)} = 0/
sendo > o coeficiente de remodelagédo e 6, o coeficiente da competicio MEC/MEC.

Na degradacdo da MEC é considerado o efeito da degradacdo por parte das enzimas,

qu{ (e, fr, me) — (g, fr — 1,77,)} = 5"_%%/

sendo J o coeficiente de degradacéo.

Na produgédo ou ativagdo das enzimas consideramos um crescimento logistico,

95{ (e, fo, 1) = (g, fo, e+ 1)} = Ep(1 — 2,

N
sendo ¢ a taxa de produgdo ou ativa¢do das enzimas.

Na degradagdo ou inibigdo é considerada proporcional as préprias enzimas,

qe{ (it fr, 1) — (g, fr, 1 — 1)} = wiity,

81
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sendo w o coeficiente de inibi¢do das enzimas.
X _ (4 m

N NN’ N
cesso com espaco de estado I'y = {(a,b,c) € Z3 : (aN bN,cN) € N3, a <1+ % tal que

Reescalamos o processo ) =YN@) = (n¢, ft, mt), obtendo um pro-

1+4 <4 B <1+%le b<1+% talque 1+%< <1+ } com taxas de transigdo,

q{(ns, fr,me) — (nt+ Jum)y = Npgng(l— ping),
qz{(nt,ft,mt)—>(nf—— ft/mt)} = Npmnipaft,

qg3{(ne, fr, me) — (ny, fr + mt)} = Nux(1—-02f1), (25)
qa{(ne, fr,me) = (ny, fr — mt)} = Noémifi,

qs{(ns, fr,me) — (nt,ft,mt + N)} = Ngny(1 —my),

{1, i mo) = o fiom — 00 = Neom,

d d+ 1 s+1
onde ql{(1+ fome) = 1+ ——, fr, my)} =0, eqa{ny, 1+ N’ ,my) — (ng, 1+ T’mt)} =0.

Das taxas de transi¢des (25) para At pequeno segue que
E(ear | Fr) = ne+pine(l — ping) At — panefa frAt + 0(At),

E(sent | FFr) st + po(1 — 02 f) At — (dmy f1)At + 0(At), (26)
E(mar | ) = my+En(1 — myp) At — wmAt + o(At),

sendo FF; a filtragdo que contem os evento até o tempo t. Quando At — 0 o sistema

pode ser aproximado pela EDO,

T = jan— pin— paf),

% = —omf + ux(1— 62f), (27)
dm

I = ¢n(l—m)—

A andlise deste sistema de equagdes sera realizada posteriormente. A seguir introdu-
zimos alguns conceitos para poder enunciar o teorema 5.1.2 o qual afirma que uma

versdo de nosso sistema (definido pelas taxas (25)) converge para a EDO (27) quando o
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namero da populacdo N aumenta.

Dado um processo de Markov (X;);>0, a sequéncia de tempos de saltos é denotada
porp=0<7 <7 <..<oosendo, paracadan € N, 7,1 =inf{t > 7, : Xy # X, } e
Too = liMy; 00 Tj1.

Seja E a compactificagdo por um ponto (Alexandrov) do espaco dos inteiros d-dimensionais
7% isto é E = Z4U{A}. Seja ) : Z% — [0,00),] € Z com Y ;v,(k) < co para cada
kez?

Sejam Y;,! € Z?, processos de Poisson independentes, X(0) nao aleatério e suponha

que X satisfaca

t
X(t) = X(O)+ZZYI( /0 'yl(X(s))ds), b < To, (28)
I

Xt ={a}, t=1 (29)
sendo T = inf{t: X(t7) =A}.
Teorema 5.1.1. Dado X(0), a solugio de (28) e (29) é tinica.
Demonstracdo. Ver [80]. H

Assumimos que v}, ] € 74, é definido em G C RY. Se definimos Ex = EN {N_lk :
k Zd} observe que se x € Ey e 7;(x) > 0 entdo x + N~1] € Ey.
Uma familia dependente da densidade correspondente as taxas <; é uma sequéncia
{Xn} de processos de Markov de saltos tal que cada Xy tem espaco de estados Ey e

taxas de transicao

qu,y = NYNy-() X,y € En. (30)

Dito isto, podemos definir nossa familia dependente da densidade {Y"} de processos
de Markov de saltos com espago de estados I'; C Ey e mediante as taxas definidas em
(25).

Do Teorema 5.1.1, 0 processo de Markov YN com taxas de transicdo q}c\fk +1 = N7, com

k,1 € T'; definidas em (25) satisfaz, para t < T,

YN =YN©O)+ ) JINT'P (N / t nyN (s))ds), (31)

l O
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sendo P; processos de Poisson estandar independentes.

Agora fazemos p;(-) = N7IP(N-), YN(t) = (ny, fr, mt). A equagdo (31) pode ser

expressado da seguinte forma

m= o ([ pnt = punaas) = p ([ wantpatins),
fi = h+pQQ[yxr—@ﬁmg-4LQ(A3m4yQ, (32)
my = mg+ p33</0t ¢ns(1 — ms)ds> — peB(/Ot wmsds>.

Teorema 5.1.2. Sejam T > 0, X(t) a solugio de (27) para [0, T] com condigio inicial X(0) e
Y(t) = YN(t) 0 processo de Markov satisfazendo (32) para T < Teo. Se limy_,o YN(0) = X(0),
entio

lim sup||Y(t) — X(t)]| =0, g.c. (33)
NﬁmtSEH | q 33

Demonstragio. Se definimos F(x) = >, I(x), a equagdo (31) pode ser expressada como
t t
YN = YN + 319 [ iy Vends) + [ For s,
; 0 0

sendo p;(u) = p;(u) — u.
t
Se X(t) é a solucdo de (27), entdo satisfaz X(t) = X(0) + / F(X(s))ds. Portanto
0

t t
IY(t) = XM < (1Y) — XO) + > 15( /0 Y(Y()ds)]| + | /0 (F(Y(s)) — EX(s)ds]|. (34)
I

Desta forma obteriamos que o limite (33) vai para zero quando cada um das trés
desigualdades convergem para zero. Vejamos inicialmente que a segunda desigualdade

vai para zero.

t
Seja o (t) = |3 1( /0 (Y (5))ds) ], vejamos que
I

lim sup o, (t) =0. q.c. (35)

— 00 t<T
Da lei forte de grandes ntimeros para um processo de Poisson, temos que para 0 < v <

o0

sup|p;(u)| =0, g.s. paral € {e1, —eq,ep, —€2,€3, —€3} = L. (36)

lim
N—o0 u<v
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Seja kﬁl = maxX {,ulkn/ ,111,32knkf, “l/lz, ‘lezkmékf, gkn; w}, obtendo assim
JE (Y (s))ds < kg t. Portanto

t t
sup  [po(( [ mvends)| = suplpr( [ ncvonas), G7)
Jo n(Y(s)ds<k T 0 t<T 0
t
pois {t < T} C {/ Y1(Y(s))ds < kg, T}
0
Sendo assim, de (36), para u = fot 711(Y(s))ds com v = Tkg, < oo, resulta que

t
I\l{im sup |ﬁl(/ ’YZ(Y(S))ds)| =0 q.., para | € L.
o fot (Y (s))ds<kg T 0

t
Implicando, de (37), que Z\llim sup|ﬁl</ ’yl(Y(s))ds)| =0 q.c., para [ € I,; consequen-
0

=00 4T
temente obtemos (35).

Agora mostremos que a funcdo F satisfaz uma condi¢do de Lipschitz.
IEQY (1)) — EX @) < MY (1) = X(B)]- (38)
A equagdo (38) é satisfeita uma vez provada as seguintes desigualdades,
s (V) = Ty (Y(B) = (7ey (R — Y-y (RON| < Milsy — ],
e (Y1) = Y=o (Y () = (7e,(X(£) — 7=, (X(1)) |< Malst — 8],
[YVes (Y(1) = Y—e3(Y (1)) = (7es(X(8) — Vo5 (X(D))| < Mss; — &,

sendo |Si_L —§t| =max{|nt —ﬁt’,|ft —ft|,|mt —T?lt’}

Vejamos a primeira desigualdade, pois o resultado das outras desigualdades é analogo.

Ve, (X(£)) = Y—ey (X () — [, (X(B) — Y—e, (X))
(L — Bane) — wane(Bafr) — (uaie(1 — Baiy) — pae(Bafr)|

|1 (ne — fig) + pa Br(ne — ) (g + Ay) + py Bo(ne fr —
2k

ls

IN

\pa(ne — Ag)| + | 2kmpr B1(ne — 11e)| + |11 B2 (st —8)| < Mylst — 8|,

1 1
sendo Ig < |s; — §|, max {1, ,B_} =ky e max {1, 9—} =kf.
1 2

Finalmente, de (38) temos que
t
Y= X < [Y0) = O +eu(t)+ | MIY(s) X

A desigualdade de Gronwall implica que
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1Y () = X(B)] < ([Y(0) = X(O) || + ou(t)) exp(M?).

Portanto, se limy_,. YN(0) = X(0) segue de (35), que

lim sup||Y(t) — X(t)]| =0. g.c.
i sup| |=0. q
O
5.1.1 Analise de estabilidade
Sistema sem remodelacao da MEC
No caso em que o sistema nao tenha remodelagdo da MEC, isto é, quando p; = 0.
Fazendo 7i = Bin, f =PBaof e &= 5£ (e removendo os acentos) o sistema (27) se torna
1
T = jn—n— g,
af
7 = —omf (39)
d
d_nz = ¢n(l —m) — wm.
Os pontos criticos sdo (n, f,m) = (1,0, é-l—iw) e(n, f,m)=(0, fo,0),com 0 < fp <1

Vamos mostrar que (1,0, L) é globalmente estével, isto é, que para qualquer valor

C+w
inicial do sistema (39) (1,0, @-Lw) é estavel. Isto implica que os pontos criticos (0, fo, 0),

com 0 < fy < 1 sejam instaveis.

Analisamos a estabilidade na regido biologicamente vidvel
I1={(nfmeR:0<n<1 0<f<1, 0<m<1}.

Mostremos inicialmente que toda solugdo do sistema (39) ¢(f) com condigdo inicial
@(to) = xp e xo € T1 entra, e permanece, em uma regido positivamente invariante I';.

Seja

I = {(n, f, m) E]R3:f+n <1, m< Cngfw}'

Uma vez que
din+ f)

T = —omf —nr <0, para r >0,

n+f=1+r



