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RESUMO

Em ciéncias aplicadas e Computacdo, existem diversos problemas que consistem em
ajustar um modelo teoricamente formulado a um conjunto de dados obtidos por meio
de um experimento ou simulacdo numérica. Esse ajuste consiste em determinar um
conjunto finito de pardmetro para os quais o modelo melhor se encaixa no conjunto de
dados obtidos previamente.

Uma forma natural de resolver esse tipo de problema é interpreta-lo como um
problema de otimizagdo, ou seja, minimizar alguma fungdo objetivo escolhida como a
soma dos quadrados das distancias entre modelo e os dados observados.

Neste trabalho propomos um método para encontrar minimos de tais problemas.
De modo geral o método consiste em combinar técnicas de tradicionais do método de
Levenberg-Marquardt em conjunto com um vetor de corre¢do que contém informacoes
de segunda ordem dos residuos. Também propomos trés modificagdes desse método as
quais visam melhorar sua eficiéncia.

Fizemos a teoria do método, obtendo dois teoremas de convergéncia além de também
realizar teste numéricos. Os resultados parecem promissores, diminuindo significativa-

mente o nimero de iteracdo em alguns casos.

Palavras-chave: Correcdo de Segunda Ordem, Método de Levenberg-Marquardt,

Quadrados Minimos Nao Lineares
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ABSTRACT

In applied and computer science, there are several problems that consist in adjusting
a theoretically formulated model to a set of data obtained through an experiment or
numerical simulation. This adjustment consists of determining a finite set of parameters
for which the model best fits the set of previously obtained data.

A natural way to solve this type of problem is to interpret it as an optimization
problem, that is, to minimize any objective function chosen as the sum of the squares of
the distances between the model and the observed data.

In this work, we propose a method to find minimums of such problems. In general,
the method consists of combining traditional techniques of the Levenberg-Marquardt
method together with a correction vector that contains second order information on the
residues. We also propose three modifications to this method which aim to improve its
efficiency.

We made the theory of the method, obtaining two convergence theorems in addition
to also performing numerical tests. The results look promising, significantly reducing

the number of iterations in some cases.

Keywords: Levenberg-Marquardt Method, Nonlinear Least Squares, Second Order

Correction
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INTRODUCAO

Problemas de quadrados minimos sdo tema de grande interesse no campo da otimizac¢do
irrestrita. De fato, diversas questdes em ciéncias aplicadas e computacdo consistem
em ajustar um modelo, teoricamente formulado, a um conjunto de dados que provém
de alguma simulagdo numérica ou experimento. Como exemplos, podemos citar o
cdlculo da matriz fundamental em visdo computacional [4], retificacdo de imagens [28],
reconhecimento facial [5], calibracdo de cdmeras [3], assim como diversas aplicagdes em
fisica e quimica [11], [38]. Além disso, mais recentemente, houve um aumento no uso
de técnicas de otimiza¢do ndo linear para treinar redes neurais, em especial, o uso de

técnicas cldssicas de minimos quadrados, como o método de Levenberg-Marquardt, [2].

De modo geral, o objetivo desses problemas consiste em minimizar a discrepancia
entre um modelo tedrico e as observagdes experimentais. Esses problemas podem ser
formulados matematicamente dentro do campo da otimizacdo irrestrita, onde deseja-se

minimizar uma funcdo da forma
1 2
f(x) = E ZVi(X) ’
i=1

onde residuo r; representa a diferenca entre y; associado a i-ésima observacao (x;, y;), € 0
valor do modelo em x;. Essencialmente, queremos associar uma curva a um conjunto de
pontos observados, diminuindo a discordancia entre o modelo e os dados experimentais,

conforme ¢ ilustrado na Figura 1.

Podemos classificar os problemas de quadrados minimos em dois tipos, os lineares
e os ndo lineares. No caso linear, o problema consiste em resolver um tnico sistema
linear. J& no caso ndo linear a solugdo é mais complexa, sendo necessario um estudo

mais detalhado.

Em 1944, Levenberg [27] propds um método para solucionar o caso nédo linear dos

problemas de quadrados minimos. Porém em sua proposta ndo obteve bons resultados
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Figura 1: Modelo (curva suave) e as medidas observadas (pontos).

com o problemas mal condicionados, além de necessitar de estudos teéricos mais
acurados. Entdo, em 1963, Marquardt [31] realizou algumas fundamentagdes tedricas e
prop6s uma modificagdo do método a fim de aprimora-lo, passando a ser chamado de

método de Levenberg-Marquardt, ou simplesmente LM.

Nos dias atuais, o algoritmo de LM é amplamente difundido. Este deve ao fato de
que hé diversas implementa¢des numéricas disponiveis [1], [29], [33], [16], [42], além da
simplicidade de sua utilizagdo. Porém, existem alternativas ao método de LM, como
por exemplo os Métodos classicos de Regides de Confianga aplicados ao problema
de minimos quadrados, tais como Dogleg, Minimizagdo no Subespaco Bidimensional,

Método de Newton, Método Quasi-Newton, ou mesmo estratégias de busca linear [36].

Além das boas propriedades numéricas que ele possui, o algoritmo de LM é conside-
rado o precursor dos métodos de regides de confianca, dando inicio a toda uma area de

estudo, o que enfatiza a sua importancia.

De modo geral, o funcionamento do método de LM depende basicamente de dois
parametros, os quais precisam ser atualizados a cada iteracdo. Um deles, o parametro
A, denominado damping ou parametro de Levenberg-Marquardt, é razdo de intenso
estudo na literatura [6], [9], [15], [18], [23], [27], [31], [32], [34], dada a grande influéncia
que este exerce sobre o desempenho do método. J& o outro, é a matriz D, que estd
associada ao condicionamento da matriz do sistema de LM, sendo fundamental para a

robustez do processo.

Em geral, D é escolhida como sendo diagonal positiva definida. Existem diversas
formas de construi-la [17], [31], [32], [22], e sua importdncia reside no fato que existe
um grande nimero de problemas de quadrados minimos mal condicionados, que é
alvo de constante estudo [7], [10], [12], [40], para os quais o algoritmo proposto por

Levenberg [27] costuma falhar.
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No entanto, mesmo com 0s numerosos esforcos em combinar boas escolhas de A e D,
o método de LM pode encontrar dificuldades de convergéncia. Por conta disso, técnicas
recentes propdem combinar o passo de LM com uma outra dire¢do, obtida sem muito

custo adicional, buscando diminuir o nimero de passos feitos pelo algoritmo [13], [14],

[41].

Seguindo essa ideia, propomos uma nova modificagdo do método de LM que ndo
consta na literatura, que consiste em obter uma corre¢do para método de LM, na qual
faremos uso das derivadas de segunda ordem dos residuos combinado com técnicas

tradicionais do método de LM.

Nossa principal contribui¢do com este trabalho é mostrar, por meio de experimentos
numéricos e de teoremas de convergéncia global, que existe uma maneira vidvel de
utilizar informacdes referentes a derivada de segunda ordem, a fim de propiciar um
melhor desempenho ao método de LM, especialmente nos casos em que a aproximagao
linear, convencionalmente feita, ndo apresenta uma boa aproximacao local para a funcdo

objetivo.

Como uma opgdo numericamente viavel para o cdlculo das derivadas de segunda
ordem dos residuos, podemos citar a diferenciacdo automadtica, técnica que pode ser
explorado a fim de se obter o valor da funcdo, a derivada e a derivada de segunda
ordem em um mesmo ponto, simultaneamente, sem muito custo adicional, além de
exigir do usudrio apenas o fornecimento da fungdo objetivo, dispensando preocupacdes
com as complexidades envolvidas de se fornecer as derivadas necessarias. No escopo
dos ntimeros duais, também introduzimos uma contribui¢do, mostrando como obter a
hessiana aplicada em uma tnica dire¢do, simultaneamente a ao valor da funcédo e sua

primeira derivada aplicada nessa mesma direcao.

No segundo capitulo, apresentamos uma introdugdo aos problemas de quadrados
minimos abrangendo os métodos de Newton e Gauss-Newton, e como eles inspiram
a criagdo do método de LM. Além disso é exposto o método proposto por Jinyan
Fan [13], [14], em que, com base em um Método de Newton Modificado, que possui
convergéncia cubica [20], [43], é elaborado uma modificacdo do método de LM, que
também possui convergéncia ctbica. Ainda no segundo capitulo, mostramos como o
método de LM pode ser visto como um método de regides de confianga, tal abordagem
pode ser também consultada em [32]. Por fim, como métodos alternativos de regides de

confianga, apresentamos o Ponto de Cauchy e o Método de Dogleg.
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No terceiro capitulo apresentamos a proposta do nosso trabalho, estruturada em duas
secdes. Na primeira explicitamos a constru¢do do método e, na segunda, demonstramos
os teoremas de convergéncia. Como uma aplicagdo, mostramos que a nossa proposta,
quando o parametro de Levenberg-Marquardt é zero, converge para o minimo global
da fung¢do de Rosenbrock em apenas um passo, independente do ponto inicial escolhido
para inicializar o método.

No quarto capitulo, na primeira se¢do, expomos uma maneira eficiente de realizar a
decomposi¢do QR da matriz do sistema de LM, ao explorar a sua estrutura especial.
Na segunda secdo, exibimos a teoria dos nimeros duais, e explicitamos o fato de como
eles podem ser usados para obtermos as derivadas de segunda ordem sem muito custo
adicional.

Por fim, na dltima secdo, realizamos os testes numéricos, utilizando o banco de
problemas NIST Standard Reference Database 140, [35], e comparamos o nimero de
iteracdes do método de LM com aqueles obtidos com a nossa proposta e algumas
modificagdes dela. E importante ressaltar que nossos testes numéricos sdo preliminares,
tendo como principal objetivo mostrar que existe uma maneira numericamente viavel
de usar informagdes de segunda ordem, juntamente como o método de Levenberg-

Marquardt, de maneira eficiente.



PROBLEMAS DE QUADRADOS
MINIMOS NAO LINEARES

Este capitulo se inicia com algumas defini¢des essenciais para o desenvolvimento do

nosso trabalho.

Em seguida, apresentamos a definicdo formal do problema de quadrados minimos,
isto é, definimos a fung¢do a qual desejamos minimizar e calculamos seu gradiente e
hessiana, que sdo fundamentais para o desenvolvimento de alguns métodos, como sera
visto mais adiante. E mais adiante, apresentamos os principais métodos cldssicos para

resolvé-los. Os contetidos presente neste capitulo podem ser consultados nas referéncias

[13], [14], [27], [30], [31], [32], [36].

2.1 DEFINICOES

Problemas de quadrados minimos sdo aqueles no qual se deseja encontrar um minimo

para fungdes F : R” — R da forma:
1 2
F() = 5 ) it ™)
i=1

onde assumimos que m > n e r; : R" — R é uma funcdo de classe C2 para todo

ie{l,...,m}. As fungdes rq, ..., 7, sdo chamadas de residuos.

Usando a norma euclidiana, podemos escrever F da seguinte forma
1 2 "
F(x) = 5 |lr()||*, Vx € R", (2)

onde r : R" — R™ ¢ dada por r(x) = (r1(x), ..., rm(x))T, Vx € R". A funcéo r é chamada

de vetor de residuos.

Salvo mencgédo do contrério, ||-|| denotara a norma euclideana.
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Um fato notoério é que na equagdo (1), pode ter tanto seu gradiente quanto sua
hessiana escritos em termos das derivadas parciais dos residuos, como mostraremos a
seguir.

Fixando x € R", o jacobiano J(x) de r(x) em x é dado por

el d
ml o B [Vnw!

Jey=| ¢ = 3)
SRR B A LOH

onde para cada i € {1,...,m}, o vetor Vr;(x) é o gradiente do residuo r; aplicado em x,
ou seja, o elemento da linha i e coluna j da matriz J(x) é dado por %, para quaisquer

]
ie{l,...,m}eje{l,...,n} escolhidos.

Assim, o gradiente de F é dado por

VF() = én(x)Vri(x) = 0T, @

e a hessiana por
V@) = ivmxﬂwm + in(x)vzri(x) )
=TT+ YV, ©)

i=1

Estes resultados serdo amplamente explorados no decorrer deste trabalho. Além
disso, vamos convencionar que F serd usado para denotar, de modo geral, funcdes
que sdo da forma (1), enquanto que usaremos f para denotar fungdes que ndo sdo

necessariamente dessa forma.

2.2 METODO DE NEWTON

Seja f : R" — R uma funcéo de classe C2. Fazendo a expansio de Taylor de f em torno

de um ponto x e uma direcdo p € R"” temos

fl+ p) = f)+ VS + 2 p P f)p+ Ol )



2.2 METODO DE NEWTON

Tendo em vista a equagdo (7), podemos intuir a seguinte aproximacdo quadrética para

F em torno de x,
O(p) = f()+ pTVF0) + P VA p. ®

A ideia do método de Newton é resolver, em cada iteragdo, um subproblema da

forma

gﬁowy )

Para resolvermos este subproblema, calculamos o seu gradiente e o igualamos a zero o

que resulta no seguinte sistema

V2f(x)pn = =V (x). (10)

Logo, quando V?f(x) é inversivel, chamamos py de passo de Newton.

Quando py estd bem definido, ou seja, V2f(x) é nao singular, o método de Newton
consiste em simplesmente efetuar o passo na dire¢do py como indica o algoritmo a

seguir.

Algoritmo 1: METODO DE NEWTON
Entrada: Dados xg
Passo 1 : Resolva V2f(x;)pn = —V f(xx)
Passo 2 : xp,1 = x¢ + PN

Passo 3 : Faca k =k + 1 e retorne ao Passo 1

Se supormos que x* é ponto critico de f, com V?f(x*) positiva definida e f de classe
C? com V?2f(x) Lipschitz em uma vizinhanga de x*, o0 método de Newton converge

quadraticamente para x* se tomarmos x( suficientemente préximo de x*, [36].

Apesar da convergéncia quadratica, o método de Newton tem algumas falhas. De
modo geral, ndo é sempre possivel garantir que V2f(x;) seja inversivel para todo k.
Além disso mesmo no caso em que py estd bem definido, pode ocorrer deste ndo ser
uma direcdo de descida para a fungdo f. Portanto, diante de tais falhas, se faz necessario

buscar novas abordagens.

Uma abordagem ¢ utilizar busca linear na diregdo de py quando esta é de descida, ou
na direcdo de —py quando py é de subida. No entanto, no caso em que V f(x)Tpy ~ 0,

a busca linear pode se tornar ineficiente.
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Contudo, a fun¢do dada na equacdo (1) detém uma estrutura especial, a qual explora-

mos para realizar a seguinte aproximagao
VZF(x) ~ J(2)'](x).

Dessa forma, estamos contornando a necessidade de se obter as derivadas de segunda
ordem dos residuos, além de aproveitar o fato de que J(x)TJ(x) é sempre positiva semi
definida, o que garante que a aproximagdo quadrética sera sempre ao menos uma

fungédo convexa.

No entanto, é evidente que no caso em que essas derivadas forem significativas em
relacdo a J(x)TJ(x), essa aproximagdo pode apresentar baixa confiabilidade. Existem
maneiras de se explorar o uso das derivadas de segunda ordem dos residuos como

mostraremos com nossa proposta no Capitulo 3.

Algumas das vantagens dessa aproximacao sdo a facilidade do seu célculo e o baixo
custo, pois ndo hé o cdlculo da hessiana de cada um dos residuos. Uma vez obtido J(x),
calculamos tanto o gradiente de F quanto a multiplicagdo J(x)T](x). Além disso, se J(x)
possui posto coluna completo, J(x)T](x) é positiva definida. Portanto, se considerarmos
tal aproximacgdo, a formulagdo do método de Newton para problemas de minimos

quadrados nos fornece o seguinte passo

J(@) J(x)pg = —=VF(x).

Observe que, nesse caso, p, € direcdo de descida para F. Tal aproximagao nos fornece

um método Quase-Newton, que serd descrito com mais detalhes na préxima subsecéo.

2.3 METODO DE GAUSS-NEWTON

O método de Gauss-Newton pode ser intuido como feito no final da segdo anterior,
isto é, via aproximagao V2E(x) ~ J(x)T](x). No entanto, também é possivel obté-lo via

teorema de Taylor, como faremos a seguir.



2.3 METODO DE GAUSS-NEWTON

Dados x, p € R", considere a aproximacgdo de primeira ordem em torno de x dada
pela expansdo de Taylor de r
1 2
Fx+p) = SlirGc+p)
1
5 Ir@) +1Gop?
1 1
= S Ir@IP+ P @ + 5P IO T0p

= F@+ PV + P T,

Q

que nos fornece uma aproximacgao quadrética em torno de x. Note que essa aproximacao
é parecida com a expansdo de Taylor de segunda ordem de F na direcdo de p em torno
de x, faltando apenas a segunda parte da soma apresentada na equacgdo (6). Assim
sendo, temos J(x)T J(x) como uma aproximacédo natural para a hessiana de F, o que nos

motiva a definir a seguinte fun¢do

T(p) = 5 )|+ P70 70 + 557 1T T, (11)
onde p € R"™.

De modo geral, o método consiste em construir uma sequéncia (xi)x>o em R", onde
xp é dado, e o restante dos elementos sdo dados pela regra xy.1 = xx + axpx, Vk > 0,

onde ay é escolhido de maneira conveniente, e py é solu¢do do seguinte problema

min 14(p) = 5 G| + P17 + 27T k. (12)

Afim de obter py, derivamos a equagao (11) em relacdo a p e igualamos a zero. Dessa

forma, obtemos

Jee) T T () pr = —J(x) () = =V F (). (13)

Observe que, se J(x) T J(x;) for inversivel, entdo a solucdo do sistema acima estd sem-
pre bem definida, e vamos denoté-la por pg,. Nesse caso a fungdo quadrética definida
na equacdo (11) é estritamente convexa, pois o fato de | (x1)TJ(xx) ser inversivel implica
que também é positiva definida. Assim, o ponto critico pg, € 0 inico minimizador
global do problema (12). Nesse caso, a solu¢do encontrada é chamada de passo de
Gauss-Newton (GN).
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Note que, se VF(x) = 0, entdo pgy = 0. Logo, a partir de k, todos os ponto da
sequéncia serdo iguais a xi, ou seja, 0 método estagna sempre que encontra um ponto

critico.

Por outro lado, se VF(x;) # 0 e supondo que J(x)'J(x) é inversivel, entdo temos
pen 7 0. Logo

PgTVF(xk) = —Pgn](xk)T](xk)pgn < 0.

Usamos o fato de que se | ()T J(xp) é positiva definida, pg, estd bem definida e ¢é
uma direcdo de descida. Desse modo, podemos implementar o método, chamado de
Gauss-Newton, utilizando busca linear na diregdo de pgy, isto €, escolher &y utilizando
estratégias de busca linear afim de obter uma melhor performance do método, isto €, a

fim de obter um decréscimo suficiente no valor de F.

O procedimento a seguir é uma formulagdo do método de Gauss-Newton fazendo

uso de busca linear na dire¢do do passo de GN.

Algoritmo 2: METODO DE GAUSS-NEWTON

Entrada: Dado um ponto inicial x

Passo 1 : Resolva ](xk)T](xk)pgn = —J(xp)r(xg)
Passo 2 : Faca busca linear na diregdo de pg, encontrando assim aj > 0
Passo 3 : Xp1 = X + &k Pgn

Passo 4 : Faca k = k+ 1 e retorne ao Passo 1

E possivel, mediante imposi¢do de algumas hipéteses, garantir que o algoritmo acima
convirja, o teorema a seguir mostra quais suposi¢des sdo necessdrias para garantir tal

convergeéncia.

Teorema 2.1. Considere a sequéncia (xy)i>o, gerada pelo algoritmo 2, e suponha que cada r;,

i=1,...,m, possua primeira derivada Lipschitz, e que exista -y > 0 tal que
Gzl = =l
para todo z € R" e todo x € S, onde
S={xeR": F(xo) < F(x)},

é um conjunto limitado.
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Suponha também que, para todo wy, as condigoes de Wolfe sdo satisfeitas, isto é,

F(xp+akpgn) < F(xp)+c1axVF(x) pan

VF(xp+axpi) pen > 2VE(x) pen,

com 0 < ¢1 < ¢cp < 1. Entio,
lim VF(x;) = 0.

k—o0

Demonstragdo. Ver [36]. H

Como pode ser consultado em Nocedal, [36], é possivel garantir a existéncia de aj
sob as mesmas condic¢des do teorema acima, bem como algoritmos especializados em
obté-los de maneira eficiente.

Embora seja possivel garantir a convergéncia do método de Gauss-Newton mediante
algumas hipoéteses, o método pode se tornar ineficiente se a busca linear ndo for bem

sucedida nas etapas do método. Assim, outras abordagens sdo estudadas.

2.4 METODO DE LEVENBERG-MARQUARDT E MO-
DIFICACOES

Como vimos na se¢do anterior, quando J(x) tem posto coluna completo, entdo o minimi-
zador do modelo quadratico em x é a solugdo de J(x)TJ(x)pgn = —J(x)Tr(x), chamado
de passo de Gauss-Newton (GN)

No entanto, ndo existe nenhuma forma inerente ao método de GN de controlar
o tamanho do passo e, como vimos, normalmente é feito busca linear na direcdo
encontrada. A busca linear é demasiada cara em casos em que a fungdo objetivo tem
um alto grau de ndo-linearidade. Além disso, a jacobiana pode nao ter posto coluna
completo ou mesmo ser mal condicionada, e, consequentemente o passo de GN pode

ndo estar bem definido. Sendo assim, outras abordagens podem ser necessarias.

Método de Levenberg-Marquardt

Uma abordagem alternativa ao método de GN foi proposta em 1944 por Levenberg [27]

e aprimorada em 1963 por Marquardt [31], conhecida nos dias de hoje como método de

11
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Levenberg-Marquardt. Este método consiste em acrescentar um parametro A > 0, na

aproximacgdo quadrética (11) da seguinte maneira

2 lIre) + J@pl + SA [P (14)

= S @I+ I + 2T U (0) + ADp. (15)

m(p)

Assim, o minimizador estd sempre bem definido, e pode ser obtido resolvendo

J)TJ@x) + ADpiy = —J(x)Tr(x). (16)

Observe que J(x)TJ(x) + AI é sempre positiva definida. Portanto, a funcdo quadratica
m definida acima é estritamente convexa. Logo, o ponto critico pj,, é tnico e minimiza-
dor global de (15). Tal solu¢do é chamada de passo de Levenberg-Marquardt. Neste
trabalho chamaremos o modelo m, definido acima em (14), de modelo quadrético de
Levenberg-Marquardt, ou simplesmente de modelo quadrético de LM.

Na literatura é comum o parametro A ser chamado de damping ou parametro de

Levenberg-Marquardt.

Proposicao 2.2. Dado um ponto x € R", o0 passo é sempre uma direcio de descida para a
posi¢ P p Pim 14 ¢ P

fungdo F nesse ponto.
Demonstragio. Para ver isso basta provar que,

P (JE)TT(x) + AD) ppy

ph 1O T pim + Aph pim > 0.
~ Y N———

>0 >0

— Pl ()7 (2)

Logo, pleVP (x) = p;{ﬂ J(x)Tr(x) < 0. Além disso, estamos supondo que V f(x) # 0, pois
caso contrdrio estarfamos em uma ponto critico de F(x).

Portanto, p;,,, é sempre uma dire¢do de descida. O

A proposigdo a seguir é de suma importancia para estabelecer a relacdo que existe

entre a norma do passo de LM e o pardmetro A.
Proposicdo 2.3. Considere a fungio 1 : [0,00) — R, dada por

g = s +an g,
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onde S € R™ " é uma matriz simétrica, positiva definida e g € R" é um vetor qualquer, entdo a

fungdo P é continua e ndo-crescente em A. Além disso tem-se que limy _, P(A) = 0.

Demonstragido. Como S é uma matriz simétrica, entdo em particular é diagonalizavel.

Assim existem matrizes U e A matrizes n X n, tais que
S=U"AU,

onde A =diag (y1,...,pn) € UTu =1, isto é U é uma matriz ortogonal.

Deste modo, temos

) = [s+anig|]
= gl(S+ADHI(S+AD) g
= ¢I(S+ADYS+AD) g
= JlUTAU+AUTU) YUTAU + AUTU) g
= gTUTA+ADU) N UT(A+ADU) g
= JutA+AntwuhHtu A+ A~ tuh) g
= (U I(A+AD N (Uy),

e definindo v = Ug = (vy,...,0,)!, temos

U (A + D7 (Ug)

vI[(A+AD*] v
n 0-2
1

p(A)

l; (ni + A2
onde fica evidente que 1(A) é uma fungdo continua, decrescente em A (quando este é

maior ou igual a zero). Também é claro que (1) — 0, quando A — co. O

Fazendo S = J(x)T](x) e ¢ = J(x)Tr(x), observamos pela Proposicao 2.3 que podemos
controlar a norma de p;;,, por meio do parametro A, aumentando quando queremos
diminuir o tamanho do passo de LM, e vice-versa.

Nos casos limites, quando A — oo, temos

pin — —3 J00Tr(0) = ~ L VE(), (17)

13
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ou seja, pj, tende a diregdo de maxima descida. Por outro lado, se A — 0, entdo

P — —(J0) () () (%), (18)

Nesse caso a tendéncia é de p;,,, se tornar cada vez mais préximo ao passo de GN.

Dessa forma, o passo de LM combina a boa convergéncia global dos métodos de
méxima descida com a rdpida convergéncia local do método de Gauss-Newton, ou

mesmo Newton, quando os residuos sdo nulos na solugdo encontrada.

De modo geral, a eficiéncia do método de LM depende de como atualizamos o
parametro A. As diversas formas que constam na literatura para fazé-lo levam em con-
sideracdo o resultado exposto na Proposicdo 2.3. A seguir vamos discorrer brevemente

sobre esse topico.

Pardmetro de Levenberg-Marquardt

Como visto na Proposicdo 2.3, é possivel controlar o tamanho do passo de LM sem que

seja necessdrio realizar busca linear como era o caso do método de GN.

Na literatura ha um intenso estudo desse parametro [9], [15], [18], [23], [27], [31],
[32], [34], além de haver formas de conciliar atualiza¢cdes de A com estratégias de busca

linear, como Armijo, Wolfe e Goldstein [6].

Contudo, neste trabalho vamos abordar a estratégia que esta contida em Nielsen [34],
isto é,
2Ak, se pr <1 / 4
M1 =4 Ay /3, se pp > 3/4 , (19)
Ak, se caso contrario
e para cada k > 0,

p:FWU—HW+mM
7m0 — mi(pr)

onde mj denota o modelo quadrético de LM no ponto x;. Note que px é a razdo entre a

(20)

reducdo de F e a redugdo prevista pelo modelo quadratico my, ambas na direcao py,,.

Esse escalar pondera o qudo bem o modelo aproxima F na diregdo de py,,.
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De forma intuitiva, a atualizagdo Ay,; dada acima se comporta da seguinte maneira.
Se px > 3/4, entdo a fungdo F é bem aproximada pelo modelo my na dire¢do de py,, a

partir do ponto x, logo Ay 1 = Ay /3, permitindo um passo maior em relagéo ao anterior.

Se px < 1/4, entdo o modelo quadratico my ndo aproxima bem a funcao F diregdo
de p;;,, a partir do ponto xi, assim Ay,q = 2Ag, 0 que implica em um passo menor em

relagdo ao anterior.

Por fim, se p; € [1/4,3/4], entdo my aproxima F de forma razoével, logo ndo faz

sentido aumentar nem diminuir o passo em relacdo ao anterior. Portanto, Ay = Ay.

Contudo, essas atualizagdes descontinuas de A quando p estd proximo de 1/4 ou 3/4
podem diminuir a taxa de convergéncia [30]. Nielsen elimina essas descontinuidades

da seguinte forma

Aj max {%, 1— ok — 1)3}, ve=2, sep;>0 (21)

Akl = )
AUk, Vil = 2V, se caso contrario

As estratégias (19) e (21) sdo discutidas em mais detalhes em [34] e sdo ilustradas no

gréfico da Figura 2.

0.25 0.75 1

Figura 2: Atualizacdo de A por (19) (linha tracejada) e por (21) (linha continua).

Assim, o método de LM pode ser dado por pelo algoritmo a seguir.

15
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Algoritmo 3: MEropo pE LM

Entrada: Dados um ponto inicial xg, # € [O, 411)' A >0ek=0
Passo 1 : Resolva o sistema linear (16) para obter pj,,
Passo 2 : Obtenha Ay, usando (21)

Passo 3 : Calcule p; conforme (20) e efetue

Xk + Pim,  S€ Pk > 1]
X1 = )
Xk, se caso contrario

Passo 4 : Faca k = k+ 1 e retorne ao Passo 1

No entanto, existe uma ampla gama de problemas de minimos quadrados mal-
condicionados e seu estudo é frequente na literatura [7], [10], [12], [40]. Em tais casos,
se ndo for feito uma dimensionamento adequado da matriz do sistema de LM, pode

ocorrer um grande ntimero de iteragdes ou mesmo a ndo convergéncia.

Uma maneira de melhorar o condicionamento da matriz do do sistema é introduzir
mais um parametro ao método, uma matriz D inversivel. Como o parametro A, este é
mais um parametro alvo de intenso estudo. A seguir vamos discutir um pouco sobre

sua influéncia e teoria associada.

Dimensionando o sistema de Levenberg-Marquardt

E comum em problemas de quadrados minimos a fungdo objetivo F ser muito sensivel
a pequenas alteragdes em algumas varidveis e pouco em outras, isto pode levar a curvas
de nivel de F tenderem a elipses altamente excéntricas nas proximidades de um ponto
de minimo, e como nosso objetivo é que o modelo quadratico aproxime da melhor
maneira possivel as curvas de nivel de F, somos levados a considerar um controle da
excentricidade das curvas de nivel do modelo quadratico de LM, (14), em que os eixos
sdo menores nas dire¢des mais sensiveis e maiores nas dire¢des menos sensiveis. Para

isso, fazemos a seguinte modificacdo

m(p) = 3 r)+ @l + A [Dpl (22)

= S Ir@I P ) + 2 p" (00T + ADTD)p. (23)
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para alguma matriz inversivel D. Assim, o tinico minimizador desse modelo quadrético

é dado pela solugdo de

(J(0)TJ(x) + ADTD)p = —J(x)Tr(x). (24)

Como o modelo quadratico acima é uma generalizagdo do modelo de LM, adotaremos
todas nomenclaturas e notagdes do caso de LM definidos anteriormente. Assim, a

solugdo do sistema acima serd denotado por p,.

Note que se D é diagonal, entdo quanto maior é D;;, menor é a i-ésima componente
da solugdo do sistema acima, e quanto menor for D;;, maior é essa componente, o
que nos permite controlar as componentes de p;,,, em vista disso, tipicamente, D é
tomada como sendo uma diagonal com os seus elementos relacionados com a escala do

problema.

Do ponto de vista teérico, D pode ser tomada como uma matriz ndo singular, porém
no amplo estudo na literatura acerca desse pardmetro, as escolhas mais recorrentes sao
de matrizes D diagonais, esse fato tem respaldo ndo apenas na observagdo do paragrafo
anterior, mas também é uma maneira de diminuir o custo da resolucdo do sistema de

LM, como veremos no Capitulo 4.

Recorrendo a literatura, inicialmente Levenberg [27] formulou o método assumindo

D = I, mas como foi comentado acima, essa escolha pode gerar resultados insatisfatérios.

Assim, outros autores sugerem alternativas, que abordaremos a seguir.

Uma caracteristica importante para abordarmos as escolhas de D, é que se F varia
pouco na dire¢do da i-ésima varidvel, entdo ||dr(x)/0dx;|| é pequena, por outro lado, se
varia muito, essa norma é grande. Dessa forma, como (J(x)7](x));; = ||or(x)/ Bxi||2, para
i=1,...,n, entdo uma maneira natural de controlar o tamanho das componentes de

Pim de acordo com a sensibilidade de F as suas varidveis é tomar

Dy = diag( 1<xk)T1(xk>), k>0, (25)

essa proposta aparece em Marquardt, [31].

17
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Contudo, se [|0r(xg)/dx;|| aumenta com k, entdo r pode estar variando significativa-
mente em relagdo a variavel i, e portanto os passos obtidos nesse caso podem néo ser

confidveis. Este argumento leva a escolha de Moré [32], em que se adota

Dy = diag (d(lk),...,dqu)> onde (26)
49 = TJ(x0))i, i=1 k=0

; (J(x0)' J(x0))ii, i=1,...,n, para : (27)
O A AV(TTEN T S RO =S N €

Note que, isso implicara que a varidvel i de maior influéncia na iteragdo k nado serd
privilegiada em relacdo as outras na obtencdo do passo de LM. No caso em que
||or(xx)/0x;|| diminui com k, temos que r varia lentamente em relagdo a varidvel i,
portanto, em contrapartida do caso anterior, ndo hd necessidade de diminuir o valor de
d;.

Uma escolha vidvel quando, para todo i, ||dr(xx)/0x;|| ndo cresce em relagdo k, pode-

mos simplesmente tomar D como sendo uma matriz constante, dada por

Dy = diag ( J(x0)T] (xo)), k=0, (29)

note que nessa situagdo essa estratégia nada mais é do que uma aproximagdo da

estratégia de Moré.

Resultados tedricos obtidos em Moré [32] apoiam (27) no lugar de (25), e em alguns

casos (29).

Ainda que de modo geral toma-se D como sendo uma matriz diagonal, ha autores
que estudam o uso de D como sendo ndo necessariamente diagonal, por exemplo,
[22] estuda o caso Dy = \/m + €l onde € > 0. Embora essa escolha tenha
suas vantagens, a opgdo diagonal é mais recomendada, por facilitar na decomposigao
matricial do sistema de LM, como veremos em mais detalhes no pentltimo capitulo
deste trabalho.

Contudo, uma vez que acrescentamos uma matriz D # I, a Proposigdo 2.3 deixa de ser
verdadeira, o que remete a questdo de como deve ser feita a atualizacdo do parametro A
anteriormente discutido. A seguir vamos mostrar que, em relagdo a convergéncia do
método de LM, podemos reduzir o caso D # [ ao caso D = I mediante uma simples

mudanca de variavel.
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Definindo #(x) := #(D 1x) e F(x) := #(x), temos que a jacobiana de 7(x) é dada por

J(x) == J(D~1x)D1, para todo x € R". Dessa forma, o modelo quadrético (14) torna-se

(p) = 5 [P+ T(0T2) + 5 57T [() + ADp. (50)

Note que, definindo £ = Dx, para todo x € R", e aplicando na equagdo acima, temos

que

w(p) = PP+ IR ) + 2 pT ()0 + ADp
= S IrIP+pTO 1T + 5 pTD )T I@T @D+ ADp

= IR+ O 1) + 2T (@) + ADTD)D .
Assim, o minimizador da fun¢do quadrética acima é a solugdo do sistema linear
(J@)"J(x) +ADTD)D™p = —](x)"r(x)

vamos denotar a solugdo do sistema acima de p;,,. Comparando o sistema acima com o
sistema de LM dimensionado (24), temos p;,, = Dp;,,. Note ainda que
F(£) — F(2 + pr) _ F(x) — F(x + pi) _

-~ P®)
O 700 — ) mO) — mpp)

dessa maneira, segundo o Algoritmo 3, o passo p;,,, € aceito se, e s6 se, P, é aceito.
Dessa forma, se (£;)x>0 € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3 que satisfaz
. YN PPN
lim inf || /(£¢)" 7(£)|| = 0
k—o0

entdo, liminf;_, ||(Dk_1)T](xk)Tr(xk)|| =0, onde x; = Dk_la?k, para todo k > 0. Assim, se
(Dy)k>o for limitada e ||D,:1 | /4 0, entdo liminf,_, || J(xx) T7(xg)|| = 0.

De maneira andloga e sob as mesmas hipéteses em (Dy)>(o também temos que, se
. —I\T T
lim (D) J(xi) " r(xe)[| = 0,
k—o00

entdo limy_, || J(xx)Tr(xp)]| = 0.
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A hipétese de que (Dy)r>o € limitada é satisfeita para as escolhas de matrizes D
mencionadas nessa subsecdo, pois, a escolha de Fletcher, (29) é uma matriz constante e
para as demais, como | é continua e como os passos dado pelo Algoritmo 3 estdo todos
confinados ao subconjunto compacto {x € R" : F(x) < F(xp)}, entdo (J(xy))k>o € limi-
tada. Além disso, para as escolhas de Marquardt, (25) e Moré, (27), se || D, 1 |— 0, entdo
1/min diag(Dy) — 0, logo min diag(Dy) — o0, 0 que implica max diag(J(xx)T J(xx)) — oo
e portanto ||J(xx)"J(xx)|| — 0, 0 que ndo ocorre pois (J(xi))k=o € limitada. Portanto,

temos que ter || D, 1|4 0 para as escolhas de D propostas anteriormente.

Mal condicionamento da matriz do sistema de LM

De maneira intuitiva, uma matriz S € R"*", inversivel, é dita bem condicionada se
pequenas pertubagdes em seus elementos ndo afeta significativamente a soluc¢do do
sistema Sx = b, e é dita mal condicionada caso contrario. Assim, o condicionamento
da matriz nos dd uma estimativa do quanto o sistema é sensivel a erros numéricos.
Ha diversas formas de definir rigorosamente esse conceito, mas nesse trabalho vamos

adotar
x(S) = |IS[I-IS~I,

onde ||-||: R"*" — R, é norma definida como
|| Al|= maior autovalor de (ATA)?,

para toda A € R"*" inversivel. Em particular, se S é simétrica e positiva semidefinida,
entdo ||S||= Amax, onde Amax € 0 maior autovalor de S.

Note que, também que x(A) = ||A]-[|[A7||> ||[AA~!||= 1, para toda A € R™"
inversivel, sendo que, quanto mais distante de 1, pior é o condicionamento.

Como é bem conhecido, sistemas mal condicionados podem resultar em muitas

iteragdes ou em solugdes de ma qualidade, comprometendo o desempenho do método
de LM.

Proposicdo 2.4. Seja S € R™" uma matriz simétrica e positiva definida. Entdo

max diag(S)

K(S) = min diag(S)

(31)
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Demonstragio. Primeiro, relembramos que se S é uma matriz simétrica e positiva de-
finida, entdo ||S|| = Amax, onde Amax € 0 maior autovalor de S. Vamos provar duas

afirmagoes:
@ ||S| :max{xTSx: B 1}.
(b) |57 = max { (xT$x) 71+ [x|}=1}.

Prova de (a) e (b) : Vamos provar apenas (a), pois (b) segue de maneira anédloga.
Seja B = {v1,..., vy}, uma base ortonormal que diagonaliza S e sejam Ay, ..., A, seus

respectivos autovalores.

Seja u € B, o autovetor unitario associado ao maior autovalor Am,x de S. Assim,

ulSu = A ey, dessa forma temos max {xTSx :lx||= 1} > Amax-

Por outro lado, dado v € R”, tal que ||v]| = 1, existem aq,...,a, € R, tais que
q q

n
v =1).&;V; logo

n T/ n n
- (Zaivi> (szl/\ vl> szz)\ < <Z“z2) Amax = Amax
i=1

i=1

onde usamos o fato de que YI'; % = 1, pois ||v|| = 1 e B é base ortonormal. Segue que

Amax > max{ TSx : ||x|= 1} e portanto temos (a).

Agora, considere C = {e1,...,e,}, base candnica de R". De (a), concluimos que
IS|| > elSe; =S;;, paratodo i=1,...,mn,
logo ||S||> max diag(S). Por outro lado, de (b) temos
IS7Y|> (e/Se)) ™' =S !, paratodoi=1,...,n,

logo ||S7Y||> 1/min diag(S).
Portanto, da definicdo de condicionamento, temos

max diag(S)

= M _1 >
x(S) = ||S|-]|S7Y|[> min diag(S)’

como queriamos demonstrar. O

21



22

PROBLEMAS DE QUADRADOS MINIMOS NAO LINEARES

Mas a proposi¢do acima nos diz que, quanto maior for a razdo entre o maior e
o menor valor da diagonal de uma matriz simétrica e positiva definida, maior serd
também o seu nimero de condicionamento, agora a proposicdo seguinte fornece uma
desigualdade no sentido oposto da anterior, isto é, limitamos superiormente o ntimero
de condicionamento em funcdo da razdo do maior e menor valor da diagonal. A

proposicdo a seguir pode ser encontrada em [26].

Proposicao 2.5. Sejamn > 1e S € R"*" uma matriz simétrica e positiva definida, entdo

1+ /1 — det(S)n" /tr(S)" <4 tr(S)"

O S A de@y aEy  nrdet()

(32)

Nas mesmas hip6teses da proposi¢do acima, temos que det(S) > mindiag(S)" e

tr(S) < nmaxdiag(S) e portanto segue que

max diag(S))” s (33)

K(S) <4 ( min diag(S)

Logo, o condicionamento da matriz do sistema de LM estd intimamente relacionado
com a distribui¢do dos elementos da diagonal. Vimos na subse¢do anterior algumas
escolhas de matrizes D que tinham por finalidade melhor adequar o modelo quadratico
as curvas de nivel de F. Observe que podemos obter o passo de LM mediante a

resolucdo do sistema abaixo

(D HTT@) @D+ ADppy = —(D™HT () Tr(x), (34)

onde P, = Dpj,. Note que a matriz do sistema acima é positiva definida com os
elementos da digonal todos iguais, logo pela desigualdade (33) temos que seu condicio-
namento é menor ou igual a 2, ou seja, uma melhora substancial no condicionamento
do sistema em casos mal condicionados.

Para a proposta de Moré a estratégia feita acima, a estratégia (34) melhoraria no condi-
cionamento da matriz em uma iteracdo k > 0, ocorreria apenas se dgk_l) [T T(xR))ii ~
1, para todo i. No entanto, se a variagdo de uma componente diminuir muito nas ite-
ragdes seguintes em relacdo ao méaximo da diagonal, e este ndo aumentar muito, é
melhor, em termos de condicionamento, resolver diretamente o sistema (24). Mas se o
maximo da diagonal cresce muito em k e o minimo decresce muito, uma estratégia de

precondicionamento mais eficiente pode ser necessdria para resolver o sistema (24).
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Figura 3: Passos do método de LM para fungdo de Rosenbrock para diferentes valores de A.

Exemplo com a funcdo de Rosenbrock

A Figura 3 ilustra como sdo dados os passos de LM a parir do ponto inicial xo para o

exemplo da fun¢do de Rosenbrock, dada por
F(x,y) = (1 = 2)? +100(y — x*)”. (35)

Note que o ponto (1, 1) é o tnico minimizador global dessa fun¢do. Além disso, essa
funcdo pode ser vista como um problema de minimos quadrados ndo lineares. Para

isso, basta notar que tomando
r(x,y) = \/5(1 —x) e rxy)= 10\/§(y — xz),

temos

1 1
H&w=§ﬁ@ﬂf+7ﬂ%w?
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Na Figura 3, é possivel observar que a medida que A aumenta, o tamanho do passo
de LM diminui. Desenhamos apenas o nivel f(xp) das curvas de nivel dos modelos

quadraticos, para A = 0 (em azul), A = 10 (em vermelho) e A = 100 (em preto).

Método de LM com Hessiana completa

Baseado no método de LM, podemos voltar ao método de Newton e nos perguntar se é
possivel introduzir um pardmetro A na hessiana de f a fim de torna-la positiva definida,
para entdo aplicar alguma estratégia similar ao método de LM. De fato, isto é possivel,

ou seja, existe A tal que V2f(x) + Al é positiva definida, como mostraremos a seguir.

Proposicao 2.6. Seja H € R"*" uma matriz simétrica, entdo existe um A € R tal que H + Al

é positiva definida.

Demonstragio. Como H é simétrica, entdo é diagonalizédvel, isto é, existe U ortogonal,
istoé, UTU =1, tal que
H=U"DU,

onde

onde dy,...,d, € R. Seja A > 0, temos
H+Al=UT'cu+AUu™Uu = U™ (C+ADU.
Seja v € R" ndo nulo, defina u = Uv e tome A > —min{dy,...,d,}, logo

oI(H+Al)v = oTU'(C+ADUv
(Uv)T(C + AI)(Uv)

n
ul(C+Au =Y (d;+ \u? >0,
i=1

onde u = (uy,...,u,)", e usamos que d; + A >0, Vi € {1,...,n}. O
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Assim, em cada etapa definimos o seguinte modelo quadrético

L) = £+ "V f(@) + 2 p (V@) + ADp, 56)

onde A é escolhido de tal forma a tornar V2f(x) + Al positiva definida. Logo, o

minimizador global desse modelo é dado por

(V2f(x) + ADpy = —V f(x). (37)

Definindo
_ f) — f+pa)
I'0) —T(pn)

(38)

estabelecemos o seguinte algoritmo.

Algoritmo 4: METODO DE LM COM HESSIANA COMPLETA
Entrada: Dados x(, #7 e um valor inicial para A
Passo 1 : Realize a fatoragao Cholesky de V2 f(x) + Al
Passo 2 : Se a fatoragdo falhar faca A = 2A e retorne ao Passo 1
Passo 3: Faca Ay = A
Passo 4 : Resolva (sz(xk) + A )pr = —V f(xy) usando a fatoracdo obtida em Passo 1

Passo 5 : Avalie pllj conforme (38), e faca

X+ PH, sepf >7
Xk+1 =

Xk, se caso contrario

Passo 6 : Obtenha A como em (21)
Passo 7 : xp1 = Xx + PH

Passo 8 : Faca k = k + 1 e retorne ao Passo 1

Observe que para tornar V2f(x) + Al positiva definida, o que fazemos é dobrar A a
cada falha na fatoragdo Cholesky. Proceder dessa maneira é preferivel, mesmo que a
Proposigdo 2.6 nos diz como encontrar A que estamos buscando, uma vez que é invidvel

computacionalmente encontrar os autovalores de matrizes com muitas entradas.

Do ponto de vista tedrico, 0 método descrito acima é mais preciso que LM, no entanto,
pode ser caro computacionalmente obter A de tal forma que V?f(x) + AI seja positiva
definida. De fato, em casos em que a hessiana possui autovalores préximos de zero ou
muito negativos, teremos muito consumo de tempo para tornar V2f(x) + Al positiva

definida, como pode ser constatado no Algoritmo 4.
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A seguir apresentaremos dois métodos que trabalham um caso particular do problema
de minimos quadrados ndo lineares. Estes métodos fazem uso de dois sistemas lineares
em cada iteracdo, com informacdes apenas de derivadas de primeira ordem dos residuos,

e possuem garantia de convergéncia cubica.

LM Modificado

Em [13], [14], Jinyan Fan estuda um caso particular do problema de minimos quadrados
ndo lineares, onde deseja-se encontrar um zero para fungdes objetivo cuja a quantidade
de residuos é igual a quantidade de parametros. Nesses trabalhos, Fan propde dois
métodos de convergéncia ctibica que sdo inspirados no método de Newton modificado

[20], [43], que também possui convergéncia ctbica.

Considere o sistema ndo linear de equagdes

r(x) =0, (39)

onde r : R" — R™ é uma funcdo de classe C2. Devido a nio linearidade de 7, o
sistema (39) pode ndo ter solugdes, no entanto, vamos supor que tais solugdes existem e

focaremos apenas em construir um método para encontrar ao menos uma delas.

O método de Newton é um algoritmo classico para resolver esse tipo problema. Dado

um ponto inicial xp, 0 método consiste em resolver em cada iteragdo o sistema

JCa)pr = —r(xk),

onde J(xi) é a jacobiana de r aplicada em xy, e atualizar xj,1 = x + py.

Seja x* tal que r(x*) = 0. A convergéncia do método serd quadritica em uma
) 9 g 9

vizinhanga de x*, se J(x*) é inversivel e lipschitz [25].

No entanto, o célculo da jacobiana J(x;) em cada iteracdo pode se tornar demasi-
adamente caro dependendo da complexidade de se derivar a fun¢do r e do niimero
de varidveis n. Assim, torna-se necessdrio a criacdo de novas técnicas que sejam mais
eficientes. Por exemplo, hd algoritmos que, ao invés de usar J, utiliza uma matriz que a

aproxima e que tem um custo menor. Tais métodos sdo chamados de Quase-Newton.
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Porém, hd um outro método que ainda usa a matriz |, mas o seu cdlculo é aproveitado

para resolver um sistema linear adicional. Nesse método, primeiramente se resolve

Jx)pr = —r(xg),

e aproveitando da jacobiana ja calculada, resolve-se um segundo,

J(x0)qk = —r(yk),

onde yi = xi + px. Assim, dado um ponto inicial x(, 0s passos do método sao dados por
Xk41 = X + Sk, onde sg = py + gi. Este algoritmo é chamado de Newton Modificado e, em
contraste com o método de Newton, tem convergéncia ctibica se J(x*) é lipschitz e ndo

singular [20], [43].

Contudo, a matriz jacobiana nem sempre tem posto coluna completo, logo o passo
de Newton nem sempre estd bem definido. Além disso, a jacobiana pode ser mal
condicionada, o que implica na instabilidade do sistema. Para contornar isto, seria
interessante darmos passos menores. Uma maneira de fazer isso é acrescentar ao

sistema de equagdes que define py um parametro Ay > 0, da seguinte forma

J(xx) () (40)
P | 4

Observe que o sistema linear acima nos fornece o passo de Levenberg-Marquardt, pois
implica em

J(xe) () + AeDpe = =] (x)r(xy), (41)

isto é, o proprio sistema de LM. Nesta se¢do, vamos denotar o passo de LM, na k-ésima

iteragdo, por py.

De maneira analoga ao método Newton Modificado, resolvemos mais um sistema

linear dado por
(J ) T(x) + AeDg = =TT (e)r (i), (42)

onde Yk = Xg + Pk.
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Note que, de forma semelhante ao método de LM, o passo g é o minimizador global

da seguinte funcdo quadrética

(p) = 5 1) + Tl + e I 43)

Dessa forma, o passo gerado por esse método é definido como si = py + axgx, onde o
parametro a; > 0 surge como uma maneira de ajustar o passo g.

Neste trabalho, vamos considerar duas maneiras distintas de se definir o parametro
ak. A primeira é simplesmente tomar «; = 1 para todo k, e nesse caso temos o chamado
método de Levenberg-Marquardt modificado (LMM). O segundo, vamos considerar
uma maneira de atualizar aj de forma a acelerar o método LMM. Vamos descrevé-la

em mais detalhes a seguir.

LM Modificado Acelerado

Podemos acelerar o método LMM modificando a maneira como atualizamos «. Para

tanto, definimos )
F) =5 @) (44)

Lembrando que yx = xx + px, entdo observe que

1 1
F(yk+q1) = 5 |rx + a0 1> = 5 [lrwe) + TG qel |-
2 2

Além disso, devido ao resultado demonstrado por Powell, em [39], temos que

1 2 1 2 1 . 1T Tr(yi) ||
5 Il = 5 Irwe) + Tl z5\\1<xk>Tr<yk>))mln{uqku,m ;@)
assim,
P~ Foe+ a0 ~ 5 IrwolP 5 w0 + Josael 46)
1 T . |7 Cee) Ty ||
> EH](xk) V(yk)Hmm{H%H/m (47)

Note que a diferenca expressa na desigualdade (45) é positiva, logo, tendo em vista

a aproximacgdo (46), é interessante acentuar ainda o valor dessa diferenga mediante



2.4 METODO DE LEVENBERG-MARQUARDT E MODIFICAQGES

um controle no tamanho do passo q;, em uma tentativa de aumentar a diferenca
F(yx) — F(yx + qx), para tanto, vamos fazer uma busca linear em y; ao longo de gy,

resolvendo o seguinte problema

1
Igg 5 7 (ye) + ] () qi || - (48)

Este problema pode ser reescrito de forma equivalente como

1 1
max 5 [[r]1* = 5 ) + ] (el

Definindo . .
9(@) = 5 [rwl* = 5 Iy + &l (xael

¢(x) pode ser reescrita como

90 = 5 Il — 5 I + gy

1
2
( - r(yk>Tf(xk>qk) o qu f(xk)Tf(kak) ?

1
qr J ()T () + /\kl)Qk) o — <§qlz](xk)T](xk)Elk) o,
onde usamos o fato de que

—r(y) T (k) = qf ()T (xge) + Ag).

Observe que ¢ é uma fun¢do quadratica em a com méximo em

ar (Jee) T T (xx) + ArD)gr 14 Akqi qx

R TERDTERTH (AICORICOL

>1,

desde que g J(xi)" J(xi)qx # 0.

Note que & obtido é sempre maior do que 1, e portanto é razoavel supor que g; é
uma boa dire¢do de descida para F a partir do ponto yy, além disso, pela construgdo do

parametro « segue que

Il — 5 w0 + Fosedael

N —

1 1
5 IRl = 5 ) + i (gl * =

29
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logo, é razoavel supor que a busca linear efetuada acima na diregdo de g a partir de
yx pode de acelerar o método LMM. Mas note, que o escalar &; é sensivel ao fator
q,f JIEDWIED ™ pois quando este é préximo de zero, tem-se que & é demasiadamente
grande, pois

1T@0ael* = 4TI ~ 0,

Para que haja alguma alteracio significativa no valor de ||r(yx) + aJ(x0)gk ||, & tem que

ser suficientemente grande, pois caso contrario

7(ye) + &l (xi)gil|* = [|r(we) >

Por outro lado queremos evitar tomar «; desnecessariamente grande. Para isso, limita-
mos seu valor maximo por uma constante & > 1 e definimos &y como sendo o passo

que soluciona

1 1
max 2 Irl” = 3 lIrty) + e Goml (49)

Assim, combinando essa escolha de a; ao método LMM temos o chamado de
Levenberg-Marquardt modificado acelerado (LMMA).

No caso do método de LM, a dire¢do py faz com que m(0) — m(py) > 0, onde m é dada
por (14). Porém o passo s; ndo satisfaz, necessariamente, m(0) — m(sx) > 0. Sendo assim,
ndo podemos usar o mesmo preditor do decréscimo de F que foi usado no método de
LM para definir o parametro p; dado em (20). No entanto, ainda é possivel definir um
preditor de maneira satisfatéria, e consequentemente um parametro py especifico para

esse caso, para tando, basta definir

pred = (m© ~ m(p) + (1)~ )
= 2 IR = 5 )+ TCepil+ 5 Il = 3 ) + a2,

é interessante defini-lo dessa maneira, pois, de maneira andloga ao caso da desigualdade

(45), temos que

T
|70 (o) || min { Pl M} (50)

1 » 1 2 1
5 17Ol = 5 7o) + TCpell” = 5 1T T (x|
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e, consequentemente, em vista das desigualdades (45) e (50), temos

) ) _ 7o) ) |
Predy > 5 |1 r(x)| mm{ P ool

1T Tr(y) | }

1 . .
+ 5 H](xk) r(yk)H min { quH s H](xk)T](xk)H

0 que nos permite definir,

_ FCre) — F(xpe +51) (51)
Predy,

Note que, para todo k, além de termos Predy > 0, a reducao prevista Pred) é maior do
que aquela prevista pelo modelo de LM, assim as dire¢des aceitas apresentam uma
reduc¢do maior na funcdo objetivo quando comparadas com as dire¢des de LM, o que
pode reduzir significativamente o ntimero de passos aceitos ao custo de aumentar os
ndo aceitos, em relagdo ao algoritmo de LM. Isso apresenta uma vantagem, pois como
veremos no penultimo capitulo desse trabalho, os passos aceitos sdo mais caros de

serem obtidos em relacdo aos nao aceitos.
Fazendo uso de toda teoria exposta nesse capitulo, pode-se construir um algoritmo

com algumas propriedades especiais.

Algoritmo 5: LMMA
Entrada: Dados xg € R?, g > M >0,0<pg<p1 <p2<1,0<6<2,2a>0 eseja k=0

Passo 1: Usando Ay = p ||r(xk)||‘5, calcule py e gx via (41) e (42) respectivamente
Passo 2 : Seja s; = px + axqx, onde ay é obtido resolvendo (49)
Passo 3 : Calcule px usando (51) e efetue

Xk +Sk, Se Px = Po
X+l = .
Xk, se caso contrério
Passo 4 : Escolha jit,1 da seguinte forma
4uy, se px < p1

Hi+1 = § Mk, se px € [p1, p2]
max{ui/4, M}, sepx > p2

Passo 5 : Faca k = k + 1 e retorne ao Passo 1

Como demonstrado em [13], quando n = m, o algoritmo acima tem convergéncia de

ordem min{1+24,3}. Em particular, tem convergéncia ctibica se 1 < ¢ < 2.
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Ja para o caso em que se faz a escolha a; = 1 para todo k no algoritmo acima, isto €,

considerando o método LMM, tem-se a garantia de convergéncia ctbica, quando n = m,

[14].

2.5 METODO DE REGIOES DE CONFIANCA

Como vimos, a Proposigdo 2.3 estabelece a seguinte relagao

n Z)Z

2
T ~17(n\T _ i
[0 I@ A0 = L (52)
onde J(x)T](x) = UTAU, A = diag (u1,...,pun), UTU = I e v = UJ(x)Tr(x). Assim,
através do parametro A, é possivel controlar o tamanho do passo de LM. Além disso,
o passo de LM dado pela solugdo do sistema (16) é o tinico minimizador global do

modelo quadratico (14) se o restringirmos a uma bola fechada de raio || p;, ||-

Baseado nessas caracteristicas os métodos de regides de confianca surgem como
generalizacdo do método de LM. Resumidamente, dado um ponto, considera-se uma
aproximagdo quadrética da fun¢do objetivo em torno desse ponto e toma-se o passo

como sendo aquele que minimiza esse modelo dentro de uma determinada vizinhanga.

A seguir vamos definir rigorosamente como sdo construidos os métodos de regides

de confianca.

Seja f : R” — R uma funcdo de classe C? e tome um ponto x € R”. Considere o

modelo quadrético
1
m(p) = f() +p V() + 3p AP, (53)

onde assumiremos neste trabalho que A(x) é uma matriz simétrica e uniformemente
limitada. Em geral, tomamos A(x) como sendo alguma aproximacdo da hessiana de f

no ponto Xx.

De modo geral, o método de regides de confianga consiste em resolver, em cada etapa

do método, dado A > 0, o seguinte subproblema

min m(p), sujeitoa |p|| <A. (54)
peR”
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O conjunto R = {p € R" : ||p|| < A}, obtido a cada iteragdo, é chamado de regido de

confianga, e o pardmetro A é o raio da regido de confianca.

Em funcdo da aproximacdo de Taylor de segunda ordem no ponto x e na direcdo
de p, a diferenca entre o m(p) e f(x + p) é da ordem O(||p||?) para ||p|| suficientemente

pequeno.

Tomando A(x) = V2f(x), teremos o chamado Método de Regides de Confianca de
Newton. Note que, nesse caso, o erro na aproximagao de Taylor de segunda ordem,
cujo erro é O(||p||*), ou seja, quando a regido de confianca é pequena, o modelo é

notoriamente preciso.

Assim, o objetivo desse método é em cada etapa resolver o subproblema (54), isto
é, encontrar um minimizador p* desse modelo quadrético dentro de uma bola de raio
A. Note que se Ay é positiva definida e HA(x)_1Vf(x)|| < A, entdo p* = —A(x) "'V f(x).
No entanto, se ||A(x)"'Vf(x)|| > A nem sempre é f4cil encontrar p*. Porém, para
se ter convergéncia global e métodos préticos, basta obter solu¢des aproximadas do

subproblema (54), como veremos mais a frente.

Da mesma maneira que o método de LM, em que a atualiza¢do do parametro A é de
suma importancia, a forma como atualizamos o parametro A também é crucial para o
desenvolvimento no método de regides de confianca. Vamos discutir uma pouco acerca

dele a seguir.

Atualizacdo do parametro A

No inicio desta se¢do, comentamos o fato de que o método de LM inspirou a formulagdo
dos métodos de regides de confianga. Para evidenciar ainda mais esse fato, vamos
mostrar que o método de LM surge naturalmente como um caso particular de métodos

de regides de confianga.

Tomando as regides de confianca convenientemente como A = ||p;,|| , entdo o método

de LM é equivalente a resolver, em cada iteragdo, um subproblema da forma

;2%‘1 m(p) = F(x) + p' (J(0)"r(x)) + %PT(I(x)TI(x) +ADp, sujeitoa  |[p|| < ||pimll-

Onde F(x) = 1 ||r(x)]|>, VE(x) = J(x)Tr(x) e A(x) = J(x)TJ(x) + AL. Mais ainda, pela

equagdo (52), temos uma maneira de atualizar A a partir do pardmetro A, ou seja,

33
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n UZ

2 _ i
A% = ;—(uim)z' (55)

Observe que a relacdo acima deixa explicita o fato de que A diminui se A aumenta,
e por outro lado, A aumenta se A diminui. E é justamente essa relagdo que inspira a

maneira como atualizamos a regido de confianga.

Assim, inspirado na relagdo inversa dada pela equagao (55), e na maneira como a
atualizagdo de A é feita no método de LM, podemos intuir uma maneira similar de

definir a como as regides de confianca sdo atualizadas, conforme dado em [30], temos

A¢/3, sepr<1/4
Agp1 =27,  sepr > 3/4 , (56)
Ay, se pr € [1/4,3/4]
onde para cada k > 0,

_ S ) — [+ p)

e ©) — me(p) (57)

Outra forma de atualiza¢do é descrita em [36], a qual a convergéncia é garantida,

como veremos mais a frente.

Algoritmo 6: ATUALIZAGAO DO RAIO DA REGIAO DE CONFIANGA A

Entrada: Dados Ag > 0, A > 0, xg e n e [O, }1)
Passo 1: Seja py alguma solucdo aproximada de (54) e px usando (57)
Passo 2 : Se py < 77, faga

A1 =Dr/4, X1 =%, k=k+1 eretorneao Passol
Passo 3:Sen < px < 1/4, faca
Ags1 =D /4, X1 =Xc+pr, k=k+1 eretorneao Passo1
Passo 4 :Se 1/4 < p < 3/4 ou (||pk|| < A e px > 1/4), faga
Agy1 =Dy, X1 =Xk +pr, k=k+1 eretorne ao Passo1
Passo 5: Se py > 3/4 e ||pk|| = Ak, faga

Ape1 = min{2Ar, A},  xp =xc+pr, k=k+1 eretorneao Passo 1
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De maneira andloga ao caso de LM, p; também é a razdo entre a redugdo de f e a
reducdo prevista pelo modelo my, ambas na direcdo py. Esse escalar, nos diz o quanto

nosso modelo aproxima f na dire¢do de py.

De forma intuitiva, a atualizacdo Ay,; dada acima se comporta da seguinte maneira:

Se pr > 3/4 e ||pk|l = Ay, entdo nossa fungdo f, além de ser bem aproximada pelo

modelo my na dire¢do de py a partir do ponto xi, o passo tomado foi o maior possivel.

Logo, fazemos Ay, = min{2A;, A}, isto é, permitimos um passo maior em rela¢do ao
anterior. Se px < 1/4, entdo a my ndo aproxima bem a funcéo f na diregdo de py a partir
do ponto xi. Assim fazemos Ay, = Ax/4, 0 que implica em um passo menor em relagdo
ao anterior. Por fim, se py € [1/4,3/4] ou ||pk|| < Ak, entdo my aproxima f na diregdo
de py a partir do ponto x; de forma razoavel ou o passo tomado é menor que a regido
de confianca. Portanto, ndo faz sentido aumentar nem diminuir o passo em relagdo ao
anterior.

Note que o raio da regido de confianga s6 é aumentado quando de fato se atinge a
borda da regido de confianga. Por outro lado, quando a borda nao é atingida, pode-se
concluir que o tamanho do raio nédo esta interferindo no célculo de py e portanto ndo
faz sentido altera-lo.

Para que o algoritmo descrito tenha sentido do ponto de vista préatico, precisamos
entender como sdo obtidas as solu¢des do subproblema (54).

Da mesma forma que no método de LM, onde facilmente obtém-se o minimizador
global do modelo quadrético através da resolucdo de tnico sistema linear, também
podemos formular um resultado que generaliza esse fato no contexto dos métodos de
regides de confianca. O teorema abaixo, cuja a demonstracio estd presente em [36], faz

essa generalizacdo, caracterizando as solu¢des dos subproblemas da forma (53).

Teorema 2.7. O vetor p* é uma solugio global do problema da regido de confianga (54) se e

somente se, p* € solugio vidvel e existe A, > 0 tal que

(A +ADp™ = =V f(xp);
D= lp*ID) = 0;
Ax + Al é positiva definida.

Note que o passo de LM satisfaz as trés equagdes do teorema se considerarmos

A = |lpimll € p* = pim-
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Exemplo com curvas de nivel da fungdo de Rosenbrock

Para ilustrar como se comportam os método de regides de confianca, vamos utilizar o
exemplo da func¢do de Rosenbrock, (35). No exemplo ilustrado na Figura 4, usamos o

modelo quadratico dado por

mo(p) = f(x0) + Vo) p + 2 p" (1 0x) o) + D

em torno do ponto xp = (—0.5, 0.5)T e com raios das regides de confianga variando de
acordo com os circulos vermelhos pontilhados: A =1, A =0.5e A = 0.25. A matriz [(xp)
é a jacobiana do vetor de residuos r(x,y) = (r1(x, y), r2(x, y))T aplicada em (x,y) = xp.

Esbocamos apenas as curvas de nivel do modelo quadrético que assumem o valor de
minimo dentro da regido de confianca desenhada, isto é, a curva de nivel azul é o nivel
que detém o minimo do modelo quadrético dentro da regido de confianga de raio A =1,
e assim por diante. As setas dadas na figura representam os passos tomados a partir de
xp a fim de minimizar a quadrética dentro da regido de confianca. Observe que quanto
maior o Parametro A, é possivel obter passos maiores, porém, nem sempre os maiores
passos serdo os melhores, como pode ser visto na Figura 4, onde o passo que mais
diminui o valor da fun¢do Rosenbrock é o correspondente a regido de confianca A = 0.5.
Isso mostra a complexidade envolvida em desenvolver métodos eficientes utilizando
estratégias de regides de confianga.

Nas subsecdes seguintes vamos introduzir dois métodos de regides de confianga
classicos.

Embora a principio buscamos a solu¢do 6tima do subproblema (54), para propdsitos
de convergéncia, é suficiente encontrar uma solugdo aproximada py que esteja dentro
da regido de confianca e forneca uma reducio suficiente no modelo. E nessa ideia
que o método de Dogleg se baseia. Antes de apresentar esse método, vamos definir o

chamado ponto de Cauchy.

2.5.1 Ponto de Cauchy

Seja f : R” — R um fungéo de classe C'. Definimos o seguinte subproblema

P = arg;relilglf(xk) +Vix)Tp, Re={peR":|p|| < A} (58)
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Figura 4: Passos minimizando o modelo quadratico dentro de diferentes regides de confianga
para o caso da funcdo de Rosenbrock.

O método do ponto de Cauchy consiste em minimizar o modelo definido em (53) na

direcdo de py, isto €, encontrar
ap = argminm(apy),  flapill < Ay, (59)

e tomar p,(g = axpy. O vetor plg é chamado de passo de Cauchy.

E possivel obter plg explicitamente. Para tanto note que, como —V f(xy) é diregdo de
descida para f a partir do ponto x;, entdo os valores do hiperplano f(x) + V f(xx)Tp

diminui infinitamente quando seguimos na direcdo de —V f(xx). Assim

A

Pr = —mvf (xk)- (60)

Para obter ay, note que

melapp) = F+ (VA v )a+ (GpTAGOR))e gl <A (6D
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ou seja, m(ap;) € uma fungdo quadrética em «. Dessa forma, para resolver (49) devemos
avaliar o valor de p;TA(xk)p;;. Se py TA(xk)p; < 0, entdo my(apy) decresce infinitamente,
e portanto devemos tomar ay = 1. Se pZTA(xk)pZ > 0, a pardbola acima tem um tnico

ponto de minimo, que é dado por

V& IVl
piTAOpE MV F )T A(r) V f(xp)

*
DCk—

Entretanto, devemos sempre tomar o passo dentro da regido de confiancga, isto é,

devemos satisfazer a condicdo a; < 1. Sendo assim, tomamos
ap = min{ay, 1}.
Portanto, abrangendo ambos os casos, temos

1, se piTA(xp)pi <0

ap = (62)

min{a?, 1}, se prTA(x)p; >0

e tomamos p]({: = &Py

Note que o método do ponto de Cauchy nada mais é que o método de méxima
descida, onde em cada iteragdo controlamos o tamanho do passo para que esteja contido
dentro da regido de confianga. Porém o método de maxima descida apresenta um
desempenho ruim, mesmo se o passo 6timo for tomado em cada iteragdo [36].

Apesar disso, o passo de Cauchy tem grande importancia tedrica para os métodos
de regides de confianca, pois se um minimizador aproximado do subproblema (54)
apresenta reducdo na fungdo modelo maior ou igual a reducédo obtida pelo passo de
Cauchy, entdo, sob certas condi¢des, somos capazes de garantir a convergéncia global
do método, como veremos mais adiante.

O préximo método que mostraremos, combina as técnicas de maxima descida com

minimizador global do modelo (54).

2.5.2 Método de Dogleg

Para explicitar esse método, vamos denotar por pi(Ax) o minimizador global de (54) e

assumir que A(xy) é positiva definida para todo k > 0.
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Observamos que, se o raio da regido de confianca é pequeno, entdo

~o D

Por outro lado, se o raio da regido de confianga é grande, entdo p(A;) ~ pl‘:‘, onde
A _ -1
P = =A™V f(xp). (63)

De maneira analoga ao que foi feito para se obter o passo de Cauchy, podemos
minimizar o modelo quadratico (53) na direcdo de —V f(xx) (desconsiderando qualquer

limitacdo do tamanho do passo), e temos

2
P o VIR gy, (69

Pk = T f )T AV f(xp)

Assim, de maneira intuitiva o minimizador global de (54) é uma combinagdo entre
méxima descida e o minimizador irrestrito do modelo quadrético. A medida que as
regides de confianga vao sendo atualizadas, as solu¢des p(Ax) desenham uma trajetoria,
que o método de Dogleg aproxima construindo uma trajetéria combinando a méxima

descida com minimizador irrestrito do modelo quadratico da seguinte forma:

i, se0<T1<1

Pr(7) = (65)

p+(t—1(pE —pd), sel<tT<2

O método de Dogleg consiste em minimizar m(fi(7)) em T dentro da regido de

confianga, como é mostrado no préximo lema.

Lema 2.8. Se Ay é positiva definida, entdo || pi(7)|| é crescente em T e m(py(T)) é uma fungio

decrescente em T, onde m é o modelo quadritico definido em (53).
Demonstragdo. Ver [32]. O

Assim, se ||pf|| > Ay, entdo como ||f(T)|| é crescente em T, entdo existe 7 tal que
|7k () || = Ag. Além disso, como m(fx(T)) é uma fungdo decrescente em 7, entdo o valor
de m(px(7r)) é o menor possivel dentro da regido de confianga.

Se || p¢ || < Ay, entdo tomamos T = 2, ou seja, fazemos o passo de Dogleg como sendo

igual a p{l.
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Note que o valor de 13, no caso em que ||p;<4 | > Ak pode ser obtido explicitamente,
pois a equagao
2
2 A A
8}~ ||pi+ @ = DpE - p)| =0
é simplesmente uma equagdo do segundo grau em 7. Logo, sabemos que tem apenas

uma raiz real positiva em vista do lema acima.

2.5.3 Teoremas de convergéncia

Como mencionamos no fim da Subsecdo 2.5.1, os métodos de regides de confianca
tem sua convergéncia global para pontos estacionarios (pontos de minimo ou de sela)
garantida desde que se tenha uma redu¢do minima no modelo quadratico (53). Tal
reducdo deve ser ao menos a redugdo obtida pelo ponto de Cauchy. A desigualdade

abaixo descreve formalmente essa reducao:

mi(0) — my(px) > c1 ||V f(xg)|| min {Ak/ W } (66)

onde ¢; € (0,1].
Lema 2.9. O passo de Cauchy satisfaz a desigualdade (66) com c; = %
Demonstragdo. Ver [36]. O

Definido § = {x € R'f(x) < f(xp)}, temos os seguintes teorema de convergéncia:

Teorema 2.10. Seja 7 = 0 no algoritmo 6. Suponha que ||Ax|| < B para alguma constante
B> 0emS, f seja C?, limitada inferiormente em S e que todas as solucdes aproximadas de (524)

satisfaz a desigualdade (66) para alguma positiva cq. Temos entdo
liminf ||V f(xx)|| = 0.
k—ro0

Demonstragdo. Ver [36]. O

Teorema 2.11. Sejay € <0, %) no algoritmo 6. Suponha que || Ax|| < B para alguma constante
B> 0emS, f seja C?, limitada inferiormente em S e que todas as solucdes aproximadas de (524)

satisfaz desigualdade (66) para alguma positiva ci. Temos entdo

lim V()| = 0.
k—o0
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Demonstragdo. Ver [36]. O

Note que a primeira consequéncia imediata desses resultados é que o método do
ponto de Cauchy tem convergéncia global para pontos estaciondrios.

A segunda é que o método de Dogleg também converge globalmente se considerarmos
que Ay é positiva definida para todo k > 0 nos teoremas acima. Para ver isso basta
mostrar que o passo de Dogleg satisfaz a desigualdade (66) para algum c¢; € (0, 1].

De fato, isso ocorre, pois se ||pfl|| > Ay, entdo o passo de Dogleg é o passo de
minimizagdo global do modelo, e portanto satisfaz trivialmente (66). Se Hp,‘:‘H < Ay,
entdo o passo de Dogleg é o passo de Cauchy mais (7 — 1)(p{ — p?). Como vimos, o
modelo decresce em T, assim temos uma reduc¢do no modelo maior ou igual a reducdo
prevista pelo passo de Cauchy.

No inicio deste capitulo mostramos uma forma de interpretar o método de LM
como um método de regides de confianca. Porém em vista do teorema (2.7) hd uma
outra maneira de fazer isso, para tanto, resolva (54) com modelo dado por (11) usando
o teorema (2.7) e atualize o raio da regido de confianca com o Algoritmo 6. Dessa
forma, também teremos a convergéncia global garantida, j& que a desigualdade (66) é
evidentemente satisfeita, pois estamos tomando efetivamente o minimizador global do
modelo. Além disso H](xk)T ] (xk)H é limitado em S para todo k > 0, pois a jacobiana do

vetor de residuos é continuo.

Dimensionando o método de regides de confianca

Como mencionamos na segdo anterior, para o caso de problemas de quadrados minimos,
ha casos onde a fungdo objetivo f pode ser muito sensivel a pequenas alteracdes em
algumas de suas varidveis e pouco em outras, isto pode levar a curvas de nivel da
funcdo tenderem a elipses altamente excéntricas nas proximidades de um ponto de
minimo.

Algoritmos que ndo levam em consideracado esse aspecto da funcdo objetivo pode ter
um mau desempenho. Além disso, o modelo m; tende a ser uma aproximagdo mais
confidvel de f ao longo de dire¢des nas quais f estd mudando mais lentamente, como
comentamos na secdo anterior, para problemas de minimos quadrados.

Como o formato da nossa regido de confianca deve ser de tal forma que a qualidade

do modelo é aproximadamente o mesmo em todos os pontos da fronteira dessa regido,
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entdo surge, naturalmente, a razdo de se considerar regides de confianca elipticas em
que os eixos sdo menores nas dire¢cdes mais sensiveis e maiores nas dire¢des menos

sensiveis.

As regides de confianga elipticas podem ser definidas da forma
IDpll < A,

onde D é uma matriz diagonal com elementos diagonais positivos, conduzindo ao

seguinte subproblema de regido confiavel eliptico.

. 1 L
min m(x) = f(x) + pTV f(xp) + E;oTA(xk)p, sujeito a | Dip|| < Ag. (67)

Quando f é sensivel a i-ésima componente x;, definimos que o valor correspon-
dente ao elemento diagonal d;; de D deve ser grande, enquanto que d;; é menor para

componentes menos sensiveis.

O problema de regides de confianga elipticas pode também ser obtido reescalando o

caso esférico. Para isso, realizamos a transformacao
p = Drp,
substituindo em (53), temos
;2%5 mi(x) = f(x)+gf D 1P+ %ﬁT(Dk_l)TA(xk)Dk_lﬁ, sujeitoa  ||p|| < Ar.  (68)

Dessa forma, a teoria dos métodos de regides de confianga com essa modificagdo torna-
se a mesma da anterior. Para ver isso, basta definir ¢ = D1 Sk B, = (D YT A(x)D~ L.

Assim, teremos
o foa Lopa TN .
min ix(x) = f(x) + b + 3" AP, sujeitoa [[p] < by, (69)

onde fica evidente que retornamos a teoria padrdo dos métodos de regides de confianca

esféricas.

Assim, de maneira andloga ao caso do método de LM, podemos constatar que,

aplicando os teoremas de convergéncia ao modelo (30), temos pelo Teorema 2.10 que
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liminfy . ||$k]| = O, e pelo Teorema 2.11, que limy .« ||$x|| = 0, entdo supondo que
D, (|4 0 e que (D "> € limitada, temos lim infy_,e [|gk|| = 0 € limy . [| gk = 0.
Portanto, a teoria dos métodos de regides de confianga com essa modificagdo torna-se

a mesma da anterior.






METODO DE
LEVENBERG-MARQUARDT COM
CORRECAO DE SEGUNDA ORDEM

Agora vamos propor um método novo, que consiste em obter uma corregdo para método
de LM. Para essa corre¢do utilizamos as derivadas de segunda ordem dos residuos

combinado com técnicas tradicionais do método de LM.

Nas préximas secdes deste capitulo vamos mostrar como o método é construido
bem como provar dois teoremas de convergéncia. Além disso, como uma aplicagdo
tedrica do nosso método, vamos demonstrar que é possivel convergir para o minimo
global da func¢do Rosenbrock em apenas um passo, independente no ponto inicial
escolhido. Também vamos discutir algumas modifica¢des possiveis, e discuti-las com

alguns exemplos.

3.1 FUNDAMENTACAO TEORICA

Tanto o método de Gauss-Newton como o método de Levenberg-Marquardt tem por

base de sua formulagdo, a aproximacdo linear do vetor de residuos, isto €,

7(x) + J(x)p|*

N~

F(x+p) =

Seguindo essa ideia, vamos aproximar f em um ponto x usando expansado de Taylor de

segunda de ordem do vetor 7 em torno de x, obtendo

2

Flt p) =~ 5 | r)+ J@p + 5K@p,p)| (70)

45



46

METODO DE LEVENBERG-MARQUARDT COM CORREQ;&O DE SEGUNDA ORDEM

onde a aplicacdo bilinear K(x) : R" x R” — R™ é a segunda derivada de r em x e
K(x)(p, p) denota a aplicacdo de K(x) em (p, p). Observe que, dados (1#,v) € R" x R",

temos

ulV2r(x)o
K(x)(u,v) =

uTV2r,(x)v

Assim, K(x) é simétrica se as hessianas dos residuos forem simétricos. Como no nosso
caso isso ocorre, pois estamos supondo que os residuos sdo fungdes de classe C?, entdo

K(x) é simétrico.

A fim de propiciar maior clareza nas férmulas, vamos realizar as seguintes convengdes:
r(x) =1, J(x) = ] e K(x) = K. Note que ndo ha risco de confusdo nessa notacado, haja

visto que todo processo de constru¢do do método é feita sobre cada iteracao.

Sabemos que, dado A > 0 0 método de LM consiste em resolver em cada iteragdo o
um subproblema da forma

min m
peR” (P)/

onde ) .
m(p) = 5 I+ JplP + SA lpl

Inspirado no caso acima, introduzindo o termo de segunda ordem, temos

2

1 1 1
Lp) = 5|Ir+Tp+ K@ p)|| + 57 1pI°

2

1 1 1
= Sl IpP+ A NIPIP+ 50+ 9K, p) + Ol

= (p)+ 5+ ) K(p, p)+ Ol
Com isso, definimos
M(p) = m(p) + %(r +Ip)'K(p, p). (71)
Seguindo a ideia do método de LM, queremos resolver

,52111? M(p). (72)
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Dessa forma, derivando (71) com respeito a p e igualando a zero temos a seguinte

equagdo normal

JTr (7T ADp-+ 3 TTK(p, p)+ K(p, )+ Jp) = 0 73)
onde
pTV2r(x)
K(Pz ) =
pT V27 (x)

Em contraste com o método de LM, a equagdo para a obtencdo do ponto critico nesse
caso é ndo linear e portanto, ndo é possivel isolar p e encontra-lo através da resolugao
de um sistema linear. A fim de contornar esse entrave, vamos realizar uma aproximacgao

linear conveniente de a expressao.

Primeiro vamos comecar definindo a funcdo G como sendo
G(p) = T+ (" T+ ADp+ 3K (p, p) + K(p, Y+ Ip)
derivando em rela¢do a p temos
G'(p)=J"]+AL+]'K(p, )+ K(p, )" ]+ K(, ) (r+]p),

onde, dado u = (uy, ..., um)’ € R™, K(-,)Tu = ", u;V?r;, é a derivada de K(p, -)Tu em

relacdo a p. Fazendo a expansdo de Taylor em G de primeira ordem em py,,, temos

G(pim +p) = G(pim) + G (pim)p-

Convenientemente, é interessante aproximar

G'(pim) = JT] + Al (74)

pois, como (JT] + AI) é inversivel, entdo existe p. € R" tal que

G(pim) +(JT]+ADpc =0,
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Figura 5: Passos do método LMCS para a fun¢do de Rosenbrock para diferentes valores de A.

assim

(JTT+ADpe = —G(pim). (75)
Usando
JT]+ADpy = —]'r, (76)

podemos reescrever a equacao (75) como
T L7 T
U] +ADpe = =5 ] Kpims pim) — K(pim, ) (1 + Jpim). (77)

Em linhas gerais, encontramos uma solugdo aproximada para (73) via resolugdo de
um sistema linear com mesma matriz do sistema de LM, o que nos permite realizar

apenas uma fatora¢do de matriz a cada iteragdo do método para encontrar py,, e pe.

Definimos assim h; = pj;; + pc, como sendo o passo obtido em cada iteragdo do

método. Observar que h. é uma aproximagdo de um ponto critico do modelo M.

Chamaremos o método descrito acima de Levenberg-Marquardt com Correcao de
Segunda Ordem (LMCS).
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Na Figura 5, é possivel visualizar o passo p;,, partindo do ponto xy e p. do ponto
X0 + P1m, compondo assim h,, para diferentes valores de A variando de acordo com a
legenda. Mostrarmos apenas o nivel F(xp) das curvas de nivel dos modelos quadraticos

de LM, para A = 0 (em azul), A = 10 (em vermelho) e A = 100 (em preto).

Exemplo: otimizando a funcdo de Rosenbrock em um passo

Considerarmos a fun¢do de Rosenbrock, (35). Calculando py,, e p. através da resolucao
dos sistemas (76) e (77), respectivamente, com A = 0, entdo, independente do ponto
inicial (x, y), teremos (x, y) + pim + pc = (1, 1), que é o ponto de minimo global da fungdo

de Rosenbrock.

De fato, observe que se A = 0, entdo o passo de LM se torna o passo de GN, isto é, na

notagdo do Capitulo 2, p;,, = pen-

A jacobiana do vetor de residuos é dada por

) 0)

Joy) = (—20\/§x 10v/2

observe que J(x,y) é inversivel. Assim

_(](x/ y)T](xl y))_lj(xl y)Tr(x/ y)
—J(x, )~ r(x, ),

Pgn

donde concluimos que J(x, y)pen — r(x,y) = 0, logo
1 -1
Pc = _El(xi ]/) K(X, ]/)(Pgn/ Pgn)/
e assim

he = Pgn + Pc

=) ) = 1)K )P pen)

100y )+ 5K 1) g, P
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A inversa de J(x,y) é dada por

a_(-1Yv2 0
J(x,y) 1—(_\/§x 1/10\@),

e a derivada de segunda ordem do vetor de residuos aplicada em (pgn, pgn) é

0
KQx, y)(pgn, pgn) = (20\/5(1 B x)z) .

Logo,

Lo~ _("Yv2 oo V2l | 1 0
c —V2x 1/10v2 10v2(y —x2) ) 2\ —20v/2(1 — x)?

~1/v2 0 V2(1 - x)
—v2x  1/10v/2) \10v2(y — x?) — 10v/2(1 — x)?

L x—1 _ x—1) [1-x
- —2x(1 —x)+y — x% — (1 — x)? - y—1 - 1-y ’
X h- 1

y) o\l

Dessa forma, mostramos que para o caso da fun¢do de Rosenbrock, o método proposto

Portanto,

converge para o minimo global em um passo, independente do ponto inicial escolhido.
Isto é inesperado, pois além da fun¢do de Rosenbrok ser de quarta ordem, a formulagdo
do passo h, é construido segundo diversas aproximagdes, e no entanto obtemos um

resultado exato.

Observe que, tanto o passo de LM quanto a corre¢do de segunda ordem sdo sensiveis
ao ajuste do parametro A, sendo que ambas diminuem conforme aumentamos A, de tal

forma que, quando A — oo, temos
1
Pim — _X] Tr

pe = (= 53 K®0) = 13K - 1K@ o),
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onde v = Ap;,. Note que, quando A — oo temos, v — —J'r, entdo pela continui-
dade em v, temos que K(v,v), K(v,-)Tr e K(v,-)"Jv sdo limitados em v, logo, para A

suficientemente grande, ||p;,||> ||pc|l-

Por outro lado, se A — 0, temos

Pim — —(JTDHTr = pen

1
Pc — _E]TK(Pgn/ Pgn),

onde, como ja dito anteriormente, p¢, é passo de Gauss-Newton (GN) (passo de py,
com A =0).

Observe também que a relagdo entre A e a norma de p;,,,, obtida via Proposicao (2.6),
também pode ser aplicada para p,, j& que a matriz do sistema associado a p. é o mesma

do sistema de LM. Assim, temos que ||p.|| é ndo crescente em A > 0.

Em vista dessas observagdes, vemos que é razodvel tratar o parametro A do mesmo
modo no método de LM. Assim, vamos nos apoiar em (21), isto é, a mesma atualizacdo
de A do algoritmo de LM, para atualizar A para essa nova modificagdo, porém vamos

redefinir p da seguinte maneira

_ F(x) — F(x + h,)

M(©O) — Mhe) (78)

Observe que, como /i, é uma aproximacdo do ponto critico de M, entdo ndo é necessari-
amente verdade que
M(0) — M(h¢) > 0.

Dessa forma, estamos sujeitos a aceitar passos onde o valor da funcdo objetivo aumenta.
Neste trabalho a ideia é aceitar essas dire¢des, o motivo pelo qual o fazemos tem
respaldo numérico. Entretanto, para que sejam aceitos essas dire¢des é preciso alguns

cuidados.

Fixado no inicio do algoritmo um parametro € > 0, avaliamos se | VF(x + h.)|| < €,
caso afirmativo, entdo recusamos o passo, caso contrdrio, aceitamos. Fazemos essa
avaliacdo, pois estamos aumentando o valor da funcdo objetivo, e assim, ndo desejamos

estacionar em um ponto que seja, possivelmente, de maximo local.
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Definimos o parametro PC que corresponde ao nimero méximo de aumentos conse-
cutivos permitidos, pois se estamos aceitando muitas dire¢des consecutivas de aumento,

é natural supor que o desempenho serd prejudicado.

Além do parametro PC, também introduzimos PT, que limita o nimero de passos
totais que aumentam o valor da fun¢do. Do ponto de vista tedrico, esse parametro é
utilizado a fim de garantir a convergéncia, no entanto, do ponto de vista do desempenho
do método, também é razoavel supor que a quantidade total de passos de aumento da

funcédo sejam limitados.

Observe que, ao aceitar dire¢des que fazem o valor de F aumentar, estamos sujeitos a
convergir para um minimo local x*, tal que F(x*) > F(xp). No entanto, a ideia central
para o uso dessas dire¢des de aumento no valor de F, é a possibilidade de poder
transpor rapidamente uma regido de grande aumento de F que depois cumina em uma

descida para regides mais préximas de um minimo global.

Um questionamento que poderia surgir nesse momento é se é sempre possivel garantir
que exista um A, suficientemente grande, tal que M(0) — M(h;) > 0e F(x) — F(x+h.) > 0
simultaneamente, ou seja, se é sempre possivel obter passos onde o valor da funcdo

objetivo é reduzido. De fato, como consequéncia da Proposicdo 2.3, temos ||p;,||=
O1/A) e ||pc|l= O(1/A?), logo

M(he) = F()+ ph, VE) + 2 ph, (1) + ADpy +
b PEVER)+ 2P0 () + ADpe+ ph, ()T + ADype +

b 00+ TP KO P pin) + 570 + T2)p K@) e, pe)
= m(le) + 0(1//\2)

Como M(0) = m(0), entao M(0) — M(hc) = m(0) — m(py,,) + O(1/A?), assim existe A; > 0
tal que M(0) — M(h.) > 0.

Temos também que

F(x +he) F(x) + VE(x) he + O(|| he||?)

F(x) + V) pp + O(1/2%),
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como py,,, € direcdo de descida para F no ponto x, entdo existe A, > 0 suficientemente
grande tal que F(x) — F(x + h;) > 0. Logo, tomando A > max{A{,A,}, temos que
F(x) — F(x +h¢) > 0 e M(0) — M(h.) > 0 simultaneamente.

De maneira andloga ao caso de LM, podemos formular o método em termos de

regides de confianga, o que é mais conveniente para provar a convergéencia.

Algoritmo 7: METopo DE LMCS (REGIOES DE CONFIANGA)

Entrada: Dados Ag >0, PT € IN,PCe N,y € {O, %), €>0,1=0,l=0e xp um ponto inicial
Passo 1 : Calculo py,, e p. via (76) e (77), faga h. = py,, + pc e avalie px usando (78)

Passo 2 : Obtenha A, usando o Algoritmo 6 com py obtido no passo anterior

Passo 3 : Se p; > 1 e M(0) — My(he) > 0, faga

Xks1 =Xk +he, k:=k+1 eretorneao Passo1
Passo 4 : Se py > 1, My(0) — My(h;) <0,I. < PCel; < PT, faga
Xpp1 =X +he, lo=1+1, L=L+1, k:=k+1 eretorneao Passo1
Passo 5 : Se p; > 11, Mi(0) — Mi(he) < 0 e | VF(x; +he)| < €, faca
Xks1 =Xk, k:=k+1 eretorneao Passo1
Passo 6 : Se py > 1, My(0) — My(h:) < 0e (I > PCoul; > PT), faga
Xpp1=Xx, lc=0, k:=k+1 eretorneao Passo1
Passo 7 : Se py < 7, faga

Xky1 = Xp, k:=k+1 eretorne ao Passo 1

Mas do ponto de vista pratico, implementamos o método acima usando a relagédo
inversa que existe entre A e A, para tanto, basta substituimos a obtencdo de Ax,; no
segundo passo, pela atualiza¢do de A feita no método de LM, (21), utilizando p; definido
em (78). Convém aqui fazer essa observagdo, pois é dessa maneira que vamos realizar

nossos testes numéricos.

Na proxima segdo, propor e provar os teoremas de convergéncia acerca do método

proposto.
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3.2 TEOREMAS DE CONVERGENCIA

Na Secdo 2.5.3 vimos que a convergéncia global dos métodos de regides de confianca
depende da solugdo aproximada obtida para minimizac¢do da fun¢do do modelo m,
sendo necessério essas solugdes reduzam o maior ou igual a reducdo do ponto de

Cauchy no modelo m, isto é,

m(0) = m(p) > 1 | £3)| min {A, Ml } 79
[A@)]|
para alguma constante ¢; € (0, 1]. Para os casos dos métodos de Dogleg, LM, LMM e
LMMA, essa desigualdade é sempre satisfeita.

No entanto, essa desigualdade ndo é necessariamente verdadeira no caso em que o
passo é h. e o modelo é M, pois h; é construido de forma a ser um ponto critico de M e
ndo necessariamente uma ponto de minimo. Porém, em nossos resultados numéricos,
observamos que essa desigualdade é satisfeita em grande parte das iteragdes, sendo
assim vamos assumi-la em nosso teorema de convergéncia.

Como em espacos de dimensdo finita todas as normas sdo equivalentes, entdo, a
propriedade [|J(x)p||< c1]|J(x)||||p|| com ¢; > 0 constante, é valida seja qual forem as
normas escolhidas. Analogamente, ||K(x)(p, p)||< c2||K(x)||||p]|*> com c; > 0 constante.
Assim, para 0s nossos propositos nas demonstragdes abaixo, podemos tomar a norma
candnica de operadores sem perda de generalidade.

A demonstracdo do teorema abaixo segue uma ideia parecida com a prova do teorema
de convergéncia dos métodos de regides de confianga para o caso em que # € [0,1/4)

feita em Nocedal, [36].

Teorema 3.1. (Convergéncia do Método LMCS) Seja F definida em (1) e considere a sequén-

cia (xy)k>o dada pelo Algoritmo 7. Se existe c; € (0, 1] tal que

My (0) — My(he) > c1 || VF(xg)|| min {Ak' EAUED)

IVEG)| }

para k > k*, onde k* é a iteragdo a partir da qual aceitamos a direcdo se M(0) — M(h.) > 0.
Suponha que S := {x € R" : F(x) < F(xy+)} é limitado, , entio lillcm inf || VF(xy)|| = 0.
—00

Demonstragdo. Comecamos notando que, como S é compacto e f é C2, entdo existem
B> 0ew >0 tais que H](xk)T](xk)H < B e ||K(x)|| < w, para todo k > 0.
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Além disso, o fato de F ser de classe C? implica que V2F é continua, logo limitada

em S e portanto VF é lipschitz em S.

Também temos que, para todo k,

1 M (he) — F(xi + he)
O I RO R TN (%)
Pelo teorema de Taylor segue que
Fuwma=Fug+vaﬂm+A%vH@+mg—vaNﬁﬁt (81)
Definimos
V%Uk)=%hZKxUTﬂxwhc+%Oﬁm)+ﬂxwhaTKQ%thha
e temos
| My(he) — F(xg + he) =‘Mﬂm%—A%Verwh)—VFuwfmd4. (82)
Note que
1 2 1 2
(Wihe)l < 5B lhe] 4-5(|h%xkﬂl+-v43Hth)aJHth (83)
1 1
< Bl + 5 (el + B lhell Jeo el (84)

onde usamos que ||7(xx)|| < |[r(xx+)||, para todo k > k*, pois a partir da iteragdo k*

aceitamos apenas passos h, que reduzem o valor da fungdo objetivo. Assim

1 1
(M) = Feri+ 1)l < 2B el + 5 (IrGe) | + VBIIRel e el + C1hel®, (85)
onde C > 0 é a constante de lipschitz de VF em S.
Suponha por absurdo que ndo ocorre 111?1 inf ||V f(xx)|| = 0, logo existe € > 0 e kg > k*
—00

tais que
IVEx)| = €,
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para todo k > ky. Sendo assim, temos

M (0) — My(he) > c1€ min {Ak, %} (86)

k > ko. Assim, usando (85) e (86) em (80), temos

_ (Bl + Bkl )+ C) e
ok —1] < cie min{Ag, e/B} ‘

Definindo

1 1
T = Ewﬁ + 5 |r(xp) || w + C,

seja A tal que Ay < A, onde

A \/ T2 +ciwe/B—T
= NG ,

o motivo pelo qual definimos A dessa forma sera justificado mais adiante. Dessa forma,

A < T+\/clwe\/B—T

8

N (87)

~ clwe\/ﬁ 88)
= ;
1 C1€

- , 8

Vo B (89)

redefinindo

w — max {w,

C1v/ ﬁ3
€
(podemos fazer isso ja que esse novo w ainda limitard K), temos

A

IA

I m
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logo, para todo Ay € [0, A], temos min {Ak, %} = Ay. Dessa forma, segue

(3(B+ o)l + /B el )+ C) el

c1€ML

+ \/BAk>w + C)Ak

C1€
+ \/BA> w+ C)

C1€

ok — 1|

(% <ﬁ+ |7 (k)

(% <ﬁ+ |7 ()

A
<

N —

s6 é possivel concluir a ultima desigualdade, pois a definicio de A feita anteriormente é
construida para que isso ocorra. Portanto, p; > 1/4, entdo pelo algoritmo (56) temos
Api1 > A se Ay < A, Assim, Agyq < A 86 no caso em que Ay > A. Dessa forma,

concluimos que

Ak > min{AkO,A/4}, k > ko. (90)
Suponha por absurdo que exista um subconjunto infinito £ C N, tal que VI € L
tenha-se p; > 1/4, logo
E
4
1 .
gciemin (A1, €/B).

F(x;)) — F(x; +he) > —(M;(0) — M;(he(Ap)))

vV

como f é limitada inferiormente, entao

lim Al =0.

lel, l—oo
Porém, em vista de (90) temos uma evidente contradicdo.
Logo L tem que ser finito. Dessa forma existe k; > ko tal que py < 1/4 para todo

k > ko. Nesse caso temos que Ay,1 = Ay /4, para todo k > ki, logo

lim Ak = O,

k—o0

0 que caracteriza outra contradi¢do em vista de (o).

Portanto lilgn inf || VF(xy)|| = 0. O
— 00
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No teorema acima, o fato do parametro 1 poder assumir o valor nulo faz com que
ndo tenhamos a garantia que a sequéncia dos gradientes tende a zero.

Assumindo que 7 € (0,1/4), podemos provar que a sequéncia das normas dos
gradientes gerados pelo algoritmo tende a zero, como serd verificado no Teorema a
seguir.

Novamente, a prova do teorema abaixo é analoga a demonstracdo do teorema de
convergéncia do método de regides de confianca para o caso 17 € (0,1/4) contido em
Nocedal, [36].

Teorema 3.2. Seja F a fungio definida em (1) e considere a sequéncia (xi)i>o dada pelo Algoritmo
7comn € (0,1/4). Se existe c; € (0,1] tal que

Mi(0) — My (he) > c1 || VF(xp)|| min {A [VE(x)|] }

0TI

para k > k*, onde k* é a iteragdo a partir da qual aceitamos a direcdo se M(0) — M(h.) > 0.
Suponha que S := {x € R" : F(x) < F(xy+)} é limitado, , entio klim | VE(x¢)|| = 0.
—00

Demonstragio. Suponha por absurdo que limy_,, || VF(xx)|| # 0. Logo, existe um indice
t tal que || VFE(xs)|| # 0. Seja v > 0 a constante de lipschitz de VF, logo temos que

|VF(x) = VE(xp)|| < v llx — x4 -
Defina

C_IVE@l

2

=2l

Assim, se x pertence a bola fechada de raio R centrada em x;, denotada aqui por B[x;, R],

entao .
IVE@)|| = V@) = | VEQ) = VE@)|| 2 5 [|VF@)|| = € > 0.

Caso toda a sequencia {xy }r> esteja contida em Blx;, R], entdo teremos que
|VE(xy)|| > € >0,

para todo k > t. Mas pelo do teorema acima vimos que isso ndo ocorre, logo infinitos

elementos sequéncia {xy }x>; ndo pertencam a B[x;, R].
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Seja [ > t tal que x;,1 é o primeiro elemento que ndo pertence a B[x¢, R]. Como
IVF(xx)|| > € >0, paratodok=tt+1,...,1, usando (86) temos

1
F)— Fap) = ) (F(xk> _ F(xk+1))
k=t

1

> Y. (Mg(0) — M(h))
k=1, x;#xp1
)
€
> Y. neiemin Ay, — o,
k=1, xkFxpn { 'B}

onde B > ||J(xx)TJ(x1)||, para todo x; € S. Se Ay < ¢/B, para todo k = t,t+1,...,1,

temos |

F(x;) — F(xj41) > cie Y, Ay

k=t, xy#xys1
Pela desigualdade triangular, o somatério das normas de todos passos aceitos de t até |
é maior do que R, pois x;,1 ¢ B[x, R], e como esse mesmo somatério é menor que o
somatorio das regides de confianca de t até I, temos
l 2

€
F(x;) — F(xj41) > ncie Y, A >1ncieR = ’7017- (91)

k=t, xy#xys1

Caso contrério, isto ¢, se Ay > €/B, para algum k=1t,t+1,...,1, assim
F(xt) = F(x11) > 1€ /B. (92)

Como, a partir da iteragdo k*, aceitamos apenas passos que reduzem o valor da funcdo
objetivo, entdo sequéncia (F(x))x>k+ € ndo crescente. Como ¢é limitada inferiormente,
entdo esta sequéncia converge para algum L € R, pois & é compacto. Usando as

expressdes (91) e (92), temos
F(x)—L > F(xt) — F(xj41)
7c1€ min { €<
1 hr T
By

1 )
= Ei’]Cl ||V F(xt)|| min {

\Y

IVEGe)| [IVEC)|
o 7t
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Note que na nossa hipdtese de absurdo, isto é, limy .« ||VF(xy)|| # 0, implica que
existem infinitas escolhas possiveis de indices como ¢, entdo tomando ¢t > 0 cada vez
maiores, concluimos, mediante a desigualdade acima juntamente com o fato de que
(F(xx) — L)k>p converge para zero, que (|| VF(xy)||)x>0 converge para zero, que contradiz

a hipétese de absurdo. Portanto limy_,, || VE(xx)|| = 0. O

Do mesmo que no caso do método de LM, podemos dimensionar o método de LMCS
introduzindo uma matriz diagonal D, inversivel. Os teoremas de convergéncia acima
continuam vélidos com essa modificacdo, e a prova disso é a mesma do caso do método

de LM, ja feita no Capitulo 2.

3.3 MODIFICACOES
A seguir apresentamos algumas modificagdes do método LMCS. Tais modificacdes teve

sua motiva¢do puramente numérica, isto é, por meio de tentativa e erro, com objetivo

de diminuir o ndmero de passos em alguns problemas por nés testados.

Modificacdo M1

Vamos comegar descrevendo a primeira modificacdo M1, em que resolvemos em cada

iteracdo do método os seguintes sistemas

(J'] + ADTD)py
(JY7+ADTD +2(A + )H)p,

—JTr (93)
1
—EITK(sz, Pim) — K1, VT + Toim). (94)

onde H = diag (v/Z) e Z é uma matriz dada por
Z = (J"K(pt, N (K(pr, ) ).

A razdo de acrescentarmos a matriz H dessa maneira é puramente numérica. O
objetivo era encontrar uma forma vidvel de acrescentar informacdes de segunda ordem

do lado direito do sistema (94).
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Modificagdo M2

Do ponto de vista da diferenciagdo automatica, que veremos no capitulo 4, dado uma
funcdo f de classe C?, um ponto x € R" e uma direcdo p € R", podemos obter,
simultaneamente, f(x), Vf(x)"p e V2f(x)p. Em vista dessa estratégia, na modificacao
M2 buscamos minimizar o uso da diferenciacdo automatica em cada iteragao.

Dessa forma, seja xp o ponto inicial. Na primeira iteracdo resolvemos normalmente

0s sistemas

JTJ+ADTD)p}, = —]'r (95)

1
("] +AD™D)pe = =5 K(phy, pih) = K(plyy, )+ 1), (96)

Nas iteracoes seguintes prosseguimos da seguinte maneira

(J'] + AD"D)py,,
(JT]+ADTD)p,

~J'r (97)
1
= 5T K(= Pl Pim) = K=l ) (4 Tpim), (98)

onde pf,  denota o passo de LM da iteragdo anterior a iteragdo presente e substituimos
Pim por —pf, no célculo da derivada segunda direcional.

A diferenca entre o primeiro passo e os seguinte estd no fato de que, quando formos
avaliar 7(x) para a resolucdo do sistema (98), do ponto de vista da diferenciacdo auto-
matica, aproveitamos esse momento para obter K(—pf, , ), enquanto que no primeiro
passo a derivada segunda é calculada no passo de LM da iteragdo presente.

A motivagdo do sinal de menos nem —pf , € a seguinte: se o passo de p;, tem
aproximadamente a diregdo oposta de p;,,,, entdo use a diregdo oposta pf, .

Existem métodos que fazem uso de estratégias onde busca-se aproveitar informagdes
das dire¢des anteriores, como é o caso do momento de Polyak, [37], onde a direcdo

anterior é usada para melhorar o passo.

Modificacdo M3

A terceira modificacdo M3, trata de combinar as duas técnicas anteriores, isto é, substi-
tuimos a matriz dos sistemas (96) e (98) pela matriz do sistema (94) e prosseguimos da

mesma maneira.
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Modificagdo M4

Por fim, a modificacdo My, é semelhante com a M2, mas dessa vez substituimos K(py;,, -)
por K(p7,,, ). Assim, prosseguimos nos passos seguintes, sempre usando a segunda
derivada K aplicada na direcdo do passo de LM da iteragdo anterior. Além disso,
avaliamos o modelo M usando K(h{, h}) onde, h? é o passo do método da iteracdo
anterior a iteragdo presente, porém na primeira iteragdo utilizamos K(h?, h%) onde, h?
é o passo correspondente ao ponto xg. Novamente, aqui estamos fazendo uso de

informagdo de uma passo anterior

Também é possivel realizar o controle do tamanho da correcdo, a motivagao dessa
estratégia é numérica, mas pertinente, pois em alguns casos, em decorréncia desse
controle, temos um melhor desempenho, como nos exemplos de 2 a 4 que veremos na

proxima secao.

Controlando o tamanho da correcéo

Por vezes, o tamanho do passo da corregdo, assim como o angulo entre p. e p;;,;, se ndo
forem adequadamente controlados, podem acarretar, em algumas situagdes, em uma
ineficiéncia do método. Nesses casos, levamos em considerac¢do a robustez do passo
de LM para construir uma estratégia, de facil implementacdo, e que ainda aproveita o

passo p.. Tal estratégia é dada a seguir.

Dado 6 € [—1,1], se
PePim ¢
Ipell [[pomll

entdo fazemos h; = pyy,.

Se ndo, se ||pc|| = ||pim|l, entdo fazemos p. = byp., onde

121l
[l

b2=a2

com a; € [0,1] e fazemos h. = pyy, + Pe-

A seguir, expomos alguns exemplos, bem como imagens do comportamento dos LM,

LMCS e M4 nesses exemplos.
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3.4 EXEMPLOS

Nesta Se¢do, vamos estudar o comportamento de trés métodos em trés exemplos de
fungdes, por meio de imagens, vamos ilustrar o comportamento dos métodos LM, LMCS
e My, bem como a contagem de passos aceitos e rejeitados. Porém, nesses exemplos
tizemos uso do controle do tamanho do passo de correcdo utilizando a estratégia dada
acima.

Nestes exemplos, utilizamos D = I, Ag = 10~%. J4 para o parametro 7, usamos 7 = 0
dos exemplos 1 ao 2, sendo que no exemplo 3, fizemos 1 = 0 para LM e LMCS, mas
para M4 usamos 1 = 1/4. Como critério de parada, sendo (xi)x>o a sequéncia gerada
pelo método, o algoritmo se encerra quando ||h|| < e1(xx +€1) ou ||V f(xp)|| < 1078,
onde tomamos €; = 107%. J4 para os parametros PC = oo e PT = o0, ou seja, aceitamos

todos os passos que aumentam o valor da funcdo objetivo.

Exemplo 1

Considere a funcao,

F(x,y) = (1 — x%)? + 100(y — x%)? + 100(sin(y?) — x)°.

Logo, seu gradiente e dado por

—8(1 — x*)x® — 400(y — x?)x — 200(sin(y?) — x)

STV 2000y — 2 + 400(sin) — x)cos(yy

Essa funcdo pode ser vista como um problema de minimos quadrados, pois

F(x,y) = %(rl(x, Y +1a(x,y)? +13(x, y)%),

onde

r1(x, y) V2(1 — x%)
r(x,y) = |ra(x,y) 10vV2(y — x?)
r3(x, ) 10v/2(sin(y?) — x)

Assim, jacobiana do vetor de residuos é

63



64

METODO DE LEVENBERG-MARQUARDT COM CORREQAO DE SEGUNDA ORDEM

— T I
— 25 passos aceitos
--------- 11 passos nao aceitos |-

ik,

ONSSSS

D et R
—15 passos aceitos
--------- 8 passos ndo aceitos |-

...............

Figura 6: LM para o Exemplo 1.

T T T
—— 15 passos aceitos
14 passos ndo aceitos |-

........ 2

Figura 8: M4 para o Exemplo 1.

Figura 7: LMCS para o Exemplo 1.
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—/24x3 0
J(x,y) = | —20v/2x 10v/2 ,
—10v2  204/2y cos(y?)

e as hessianas dos residuos sdo dadas por

o 2
Vzrl(x,y):[ 124/2x o]’

0 0

V2r(x, ) = [_zgﬁ 8]

2 = 0 0
Vb= [0 20v/2(cos(y* — 2(y*) sin(yz)))] |

Nas Figuras 6, 7 e 8 estdo esbocados os passos dos algoritmos de LM, LMCS e M4
com controle do tamanho da corregao, aplicados para resolver o problema do Exemplo
1. Nesse exemplo, utilizamos 6 = 1 e a; = 0.7 tanto para o LMCS quanto para M4. Todos
0s passos obtidos sdo esbogados até a convergéncia para um ponto estaciondrio e sdo
iniciados com os mesmo ponto inicial xg. Observe que os trés algoritmos convergem
para o mesmo ponto estacionario.

Note que neste caso, o método LMCS realiza um ntimero bem menor de iteracdes,
reduzindo tanto a quantidade de passos aceitos quanto de rejeitados quando comparado
ao método de LM. Ja My apresenta uma reducdo de passos aceitos as custas de um
aumento no nimero de passos rejeitados, em relacdo ao método de LM. Tal fendmeno
é, em geral, preferivel, pois, a estrutura especial da matriz do sistema de LM nos
permite, como veremos no préximo capitulo, realizar a decomposi¢do QR de maneira
pouco custosa, ja que, para os passos rejeitados, o ponto da sequéncia gerado pelo
método permanece o mesmo, sendo atualizado apenas o parametro A. Dessa maneira, a
obtencdo da solugdo do sistema associado tem um custo menor do que nos casos dos

passos aceitos.

Exemplo 2

Considere a funcéo,
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e B By e
——8 passos aceitos E

........ 9 passos nao aceitos

T T
——6 passos aceitos E

........ 8 passos nao aceitos

15 T o5 o 08 1 5

Figura 9: LM para o Exemplo 2.

e S B o
——9 passos aceitos

--------- 9 passos ndo aceitos

Figura 11: M4 para o Exemplo 2.

08 g 3 1 5

Figura 10: LMCS para o Exemplo 2.
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F(x,y) = 2y* — x)* + 100(y* — x%)*.

Logo, seu gradiente e dado por

—2(2y? — x) — 400(y* — x?)x

8(x,y) = 8(y? — x)y +400(y — x?)y

Essa funcdo pode ser vista como um problema de minimos quadrados, pois

F(y) = 5oy + 1o ),

onde

n(, y)] _ [ V227 — %) ]

ey = L(x, ]~ [10v2a? - )

Assim, jacobiana do vetor de residuos é

I(x,y)=[ ~V2 4ﬁy],

—202x 202y

e as hessianas dos residuos sdo dadas por

V2r1(x,y) = [g 4\0/§]

Vzrp_(x,y) = [_20\/2 0 ] .

0 20/2

Nas Figuras 9, 10 e 11 estdo esbogados os passos dos algoritmos de LM, LMCS e M4
com controle do tamanho da corregdo, aplicados para resolver o problema do Exemplo
2. Nesse exemplo, usamos 6 = 1, tanto para LMCS quanto para My e a; = 0.7 para
LMCS e a; = 0.9 em My4. Todos os passos obtidos sdo esbocados até a convergéncia para
um ponto estaciondrio e sdo iniciados com os mesmo ponto inicial xg. Observe que os
trés algoritmos convergem para o mesmo ponto estaciondrio.

Os resultados neste caso sdo equilibrados, sendo que LMCS realiza uma quantidade

de passos ligeiramente menor que LM.
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Exemplo 3

Considere a funcéo,

F(x,y)=(1— sin(x))? + 100(cos(y) — x%)2.

Logo, seu gradiente e dado por

—2(1 — sin(x)) cos(x) — 400(cos(y) — x?)x

8x,y) = —200(cos(y) — x?)sin(y)

Essa funcdo pode ser vista como um problema de minimos quadrados, pois

FOoy) = 5 )2 + 72l 9,

onde

1, ) = ney| _| V2 -sin(x)
& r2(x, y) 10v/2(cos(y) — x2) |

Assim, jacobiana do vetor de residuos é

I, y) = —+/2 cos(x) 0
= —20v/2x —10\/§sin(y) ’

e as hessianas dos residuos sdo dadas por

V2, (x,1) = [\/5 sin(x) 0]

0 0
i [—20v2 0
Ver(x,y) = [ 0 —10\/§C03(3/)] .

Nas Figuras 12, 13 e 14 estdo esbogados os passos dos algoritmos de LM, LMCS e M4
com controle do tamanho da correcgdo, aplicados para resolver o problema do Exemplo
3. Nesse exemplo, usamos 6 = 0.95 e 4, = 0.9 tanto em LMCS quanto em M4. Todos
0s passos obtidos sdo esbogados até a convergéncia para um ponto estaciondrio e sdo
iniciados com os mesmo ponto inicial xo. Observe que os trés algoritmos convergem

para o mesmo ponto estacionario.



3.4 EXEMPLOS

Figura 14: M4 para o Exemplo 3.

Figura 13: LMCS para o Exemplo 3.
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Note que neste caso, tanto LMCS quanto M4 realizam um nimero total de itera¢des
menor que o método de LM. Além disso, tanto LMCS quanto M4 apresentam um
reducdo significativa de passos aceitos as custas de um aumento no niimero de passos
rejeitados, quando comparado com o método de LM, entretanto, como discutimos
no Exemplo 1, isso é mais vantajoso do ponto de vista dos custos computacionais

envolvidos na solucdo do sistema de LM.
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Observe que, no método de Levenberg-Marquardt com correcdo de segunda ordem, é
necessario resolver, em cada iteracdo, dois sistemas lineares. Porém, como a matriz de
ambos os sistemas sdo iguais, podemos aplicar técnicas de fatoracdo matricial a fim de
reduzir o custo do processo, haja visto que, se decompormos uma das matrizes uma
vez para resolver um dos sistemas, a outra serd obtida imediatamente de maneira muito
econdmica. Para essa parte, podemos usar técnicas especificas para este caso, em que a
decomposi¢do matricial pode tornar a obtengdo da solugdo dos sistemas mais eficiente

do ponto de vista numérico, [32], [36].

Além da resolugdo dos sistemas, em nossa proposta de modificagio do método
de LM, exigimos o célculo da derivada de segunda ordem aplicada em uma direcéo,
para obté-la, propomos, em detrimento da tradicional técnica de diferengas finitas, a
diferenciacdo automaética [8], [21] e [24]. Nesse sentido, também apresentamos uma
contribuic¢do, fornecendo a férmula necessaria para obter, dados um ponto x e uma
direcdo p, a derivada de segunda ordem em x e aplicado na diregdo p, simultaneamente

com os valores da fungdo em x, e a derivada de primeira em x na direcao p.

4.1 FATORANDO A MATRIZ DO SISTEMA DE LM

A fim de propiciar maior clareza nas férmulas, vamos realizar as seguintes convengdes:
r(x) =7, J(x) = ] e K(x) = K. Observe que ndo hd risco de confusdo nessa notacdo, haja

visto que todo processo de construgdo do método é feita sobre cada iteracao.

Note que o problema de resolver

(JT]+AD™D)p = —]'r, (99)
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pode ser escrito de forma equivalente como
|7
P 0

A principio, podemos usar a fatoragdo Cholesky para resolver (99). Entretanto, devido

2

min

100
pER™ ( )

]
VAD

a estrutura especial da matriz J7] + ADTD, vamos apresentar uma técnica eficiente para
encontrar uma decomposicao QR, com permutacdo das colunas, da matriz do sistema

(100), isto é, queremos obter

Py =Qx , (101)

R,
0

J
VAD
onde Q, € R+Mx(+m) & yma matriz ortogonal, Ry € R"™*" triangular superior e

P, € R"*" é a matriz de permutacido nas colunas.
A 1Y ¢

Para tanto, primeiramente calculamos a decomposi¢do QR de | com permutacdo das

colunas, que pode ser obtida por meio das transformacdes de Householder [19],

R
O 7

onde Q € R™*™ ¢ uma matriz ortogonal, R € R"*" é uma matriz triangular superior e

JP=Q

P € R"*" é a matriz de permutagdo das colunas de J.

Vamos obter Q,, Ry e Py, em fun¢do de Q, R, P e A. Para isso, note que podemos

escrever

QTP
D,

J
VAD

JP
VADP

Qr 0
0 PpPT

[0 pT

QT 0]

D,

onde definimos D, = v/APTDP, que é uma matriz diagonal com os mesmos elementos

da matriz D, porém permutados. Logo,
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[QT 0 ] J P = I; (102)
. )
0 PT| |[VAD b,

O fato de D, ser diagonal permite que, com n(n + 1)/2 rotagdes de Givens, todos os

n elementos presentes na diagonal sdo zerados [19], [36]. Assim, definimos a matriz

ortogonal Q, como sendo aquela obtida pelo produto das n(n +1)/2 rotagdes de Givens.

Dessa forma, temos

R Ry
Qilo|=|0],
D, 0
e da equacdo (102), segue que
R Ry
T

st | 0 T ST
pP= 0|=1]0

Q)\ [ 0 PT] \/XD QA

Dj

De onde concluimos que

J
VAD

Q 0 Fa
P:[O P]Q/\ 8 ,

e portanto comparando com a equacgao (101), Q) pode ser dada por

0
Q 0., (103)

Qr = [O p

e P, = P. Sabemos que a matriz de permutacdo P é ortogonal, isto é, PTP = I. Das
equagdes (101) e (103), e usando o fato de que transformacgdes ortogonais preservam a

norma, temos que
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Il
O
=

- IEA PTp+Ql g] 2
_ 12)\ PTp+ QT :QOTr] 2
Como [ \/%D] tem posto coluna completo, pois D é inversivel, entdo existe p € R" tal
que
[Iz)‘ PTp=-Q} [QOTr] ,

e esse p é o minimo global que soluciona (100), e portanto é o passo de LM e podemos

denota-lo por p;,,. Assim, temos

RA(PTle) =—U, (104)
AT QTr _|u
5] L)

Contudo, quando m é grande o custo de guardar a matriz Q é grande. A estratégia

onde u € R" é tal que,
para algum v € R™.

seguinte, nos fornece uma maneira de encontrar p;,,, sem a necessidade de armazenar

Q.

Usando a decomposi¢do QR dada em (101), temos

Qa [1?] (PTpim) = — H . (105)
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Multiplicando a esquerda ambos os lados da equagdo (105) por PT [ JT \/XDT} , temos

PT[J" VADT| Q) [1?] (PTpi) = =P [J7 VADT|

S] . (106)

Usando a decomposicdo a QR dada pela equagdo (101) em (106), obtemos

R
[R{ 0} Q1Qx [01 (P pim) = —P]"r.

Como Q) é ortogonal, entdo Q1Q, = I, logo

ko[

Finalmente, o sistema (99) pode ser escrito como

(PTpiw) = —PT]"r.

RiRA(P" pi) = —PT]"r, (107)

o qual pode ser resolvido via solu¢do de dois sistemas lineares triangulares.
Entretanto, apesar da vantagem de nado precisar armazenar a matriz Q, se a matriz
de do sistema de LM for mal condicionada, R, também serd, e o condicionamento de
RIR) serd o quadrado do condicionamento de R,.
Para o caso do sistema para encontrar o passo de corre¢do p., podemos simplesmente

usar a decomposi¢do QR, (101), ja efetuada e resolvemos
RARA(P" pi) = =P (T K(Prm, pim) + K(Pim, )" (r + i) (108)
Observe que, no caso em que o passo falha, o ponto da sequéncia permanece o
mesmo, logo apenas apenas A é alterado. Nesse caso, ndo é necessdrio recalcular a
\/£D P,, basta apenas atualizar as rota¢des de Givens.

Essa estratégia apresenta uma grande vantagem quando m é muito maior que 7, pois

fatoracdao QR de [

para realizar decomposi¢do QR da matriz completa, teriamos O((m + n)n?) operacoes,
no entanto, se realizarmos a estratégia acima, teriamos que realizar O(mn?) operacdes,

para obter a QR de ], mais O(n®) da atualizagdo das rota¢des de Givens, dessa forma,
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se rejeitamos o passo, realizamos apenas O(1%) operacdes para atualizar decomposi¢ido

QR, no lugar de realizar O((m + n)n?).

4.2 NUMEROS DUAIS

Definic3o

De forma semelhante a defini¢do dos ntimeros complexos, os ntimeros duais [8], [21],
[24], podem ser vistos como uma extensdo dos ntimeros reais, isto é, dados x,y € R

definimos um ntiimero dual como
zZ=X+Ye, (109)

com a propriedade de que o elemento € é nilpotente, isto é, € = 0.

Analogamente ao caso dos niumeros complexos, chamamos x = Re(z) de parte real
e y = Im(z) de parte imagindria do namero dual, e escrevemos z usando a notagao

vetorial

z=(x,y). (110)

Tomando dois ntimeros duais, z; e z;, tais que

z1 = X1 +Y1€ = (X1, Y1) € 22 = X2 + Y2€ = (X2, ¥2),

definimos a aritmética de niameros duais da seguinte forma

z1+22 = (x1+x2) + (Y1 +y2)€ = (X1 + X2, Y1 + Y2), (111)
z1 — 22 = (x1 — x2) + (Y1 — y2)e = (x1 — X2, Y1 — V2), (112)
2122 = (x1x2) + (X1y2 + x2y1)€ = (X1X2, X1Y2 + X2Y1), (113)

21 X1 Y1x2 — X1Y2 X1 Y1xX2 — X1Y2
—=—=]+ | === =|—,==—1. 11
Z) (xz) ( x3 ) € <x2 x3 ) (114)
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A equagdo (113), isto é, a multiplicagdo de ntmeros duais, pode ser intuida pela

propriedade distributiva, ou seja,

2122 = (X1 + y1€)(X2 + Y2€)
2
= X1X2 + X1Y2€ + Y1X2€ + Y1Y2€
= X1Xp + X1Y2€ + Y1x2€

= x1x2 + (X1Y2 + Y1X2)€.

Ja a dltima relagdo dada pela equacdo (114) é facilmente obtida multiplicando-se o
numerador e o denominador pelo conjugado de z;, onde o conjugado de zp, Zp, é
definido de maneira andloga ao caso dos niimeros complexos, ou seja, Zo = X — y2€.

Assim, a divisdo de niimeros duais pode ser dada por

z1 X1 +Y€
Z7 Xy + o€
_ (x1+y1€)(x2 — y2€)
(x2 + y2€)(x2 — Y2€)
x1x2 + (Yy1X2 — X2y1)€
X3 — y7€?
x1%2 + (Y1x2 — X2Y1)€
_M x2y1€

X2 x%

A aritmética de nimeros duais nos permite definir de forma natural um anel que
estende IR, o qual chamaremos de espago dual e denotaremos por E.
Note que os nimeros duais cuja parte real é igual a zero ndo possuem inverso

multiplicativo, o que implica que o conjunto [E ndo é um corpo.

Extens3o de funcdes reais diferenciaveis

A principio queremos estender as fungdes reais diferencidveis para o anel dos nameros
duais, mas antes, a fim de motivar a ideia geral de como isso serd feito, vamos comecar
estendendo um polinémio sobre IR qualquer, para um polindmio sobre o anel [E.

Considere P : R — R, um polindmio de grau n dado por

P(x) = apx" + a0y 1 X L4 vy +ag, x €R.
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Estendendo o dominio de P para E, obtemos o polindmio P : E — E dado por

P(z) = wpz" + a, 12" Ttz ey, z= (x,y) € E.

Usando o bindmio de Newton e a relacdo (109), verificamos que

= (x + ye)"

- Z o ' o e (115)

= x" + nx""lye

= (", nx""1y).

Dessa forma,

D(z) =02 + 12" 1+ .+ aqz +

=, (x", nx”_ly) o, (X, — 1)x”‘2y) +...+ar(x,y) + g

= ( X o, X L+ agx + g,

parte real (116)

(1" L+ (1 — Dayox™ 2.+ 20007 + lex)y>

parte imagindria

=(P(x), P'(x)y),

onde P’ é a derivada de P. Portanto,
p |]R =P,
logo P é uma extensio de P e, além disso,
Im(P(z)) = P'(x)y, Vz=(x,y) €E.

A relagdo (116) pode ser generalizada para qualquer fun¢ao analitica

0 £(n)
f@) = fexvye) = Y I Doyt = o+ fowe = (f0, £ ). Gy
n=0
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Esta relacdo é a fundamental para teoria de diferenciacdo automatica, pois a extensao
do dominio de uma fungdo real para nimeros duais permite calcular o valor da fungdo

e da derivada simultaneamente.

Note que, se tomamos a parte imagindria da varidvel dual como 1, obtemos
f((x, 1) = (f(x), f(x)). (118)

Podemos verificar todas as regras de derivagdo usando a andlise dual apresentada. Por

exemplo, de (118)

f&((x, 1)) = f((8(x), &' (1)) = (f(g(x)), f'(§(x))g(x)), (119)

de (118) e (114)

f((x, 1)) _ (f(X) f')gx) — f (X)g’(x))

g((x, 1) \gx)’ g(x)?

(120)
e assim por diante.

Da mesma forma, como estendemos o dominio de fungdes reais de uma variavel
para o espago dual, podemos estender uma func¢do definida em IR” para E". Sejam
f:E"—-EezeclE" comz=x+ye =(x,y). Usando o mesmo resultado de (117) com

a notagdo matricial, obtemos

f(@) = f(x+ye) = f(x)+ V() ye = (f(x), V,(x)y), (121)

com a parte imagindria dada como uma derivada direcional na direcao de Im(z) =y.

Duais Generalizados

Assim como os nimeros complexos [24], os nimeros duais podem ser generalizados da

seguinte forma
z=X+VY1€1+ €2+ ...+ Y€y = (X,Y), (122)
onde y = y1€1 + y2€2 + - - - + Y€, pode ser interpretado como um vetor com os coeficien-
tes y1,v2,...,Yn, OU Seja, a parte imagindria do dual generalizado é um vetor.
A propriedade
€i€j =0, vi,je{l,...,n}, (123)
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fornece a aritmética de niimeros duais generalizados. Dados

z1 = (x1,y1) € 22 = (x2,¥2),

temos

z1+22 = (X1 +X2,y1+Y2) (124)
z1 — 22 = (X1 + X2, y1 — ¥2) (125)
2122 = (X1X2, X1y2 + X2y1) (126)
4| X1 X2¥y1 — X1y2
==, 2 _Ie ) 12
Z7 <x2 x% ) ( 7)

onde as expressdes (126) e (127) podem ser intuidas da mesma forma que no caso nao
generalizado. Denotaremos o espaco dual generalizado com 7 elementos imagindrios

por [E,.

A extensdo de uma fungdo com dominio real para o dual generalizado é dada por

f@) = f((x,y) = (f(0), f (x)y), (128)

onde z = (x,y) € E,;,. Usando o mesmo raciocinio aplicado em (121), definimos
f : E} — [E,, extensdo de uma funcdo real de n varidveis, e z = (z1,2,...,2z4) € EJ,

com z; = (x;,y;),i € {1,...,n}, por

n
f(z) = f(z1,22, ..., 2n) = f(x1,X2,..., Xp) + ZVf(xl,xz, . ,xn)Tyiei = (f(x),u), (129)
i=1
com
x = (x1,%2,...,xp) eu= (V) y1, V) y2 ..., V) yn). (130)
Tomando y; = e;, como o i-ésimo vetor da base candnica, obtemos
9f(x)
ox;

1

Vix)'y; =

e, portanto,

f(z) = (f(x), Vf(x)), com z; = (x;, e;). (131)
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Note que dessa maneira obtemos o valor da fun¢do na parte real e o vetor gradiente na

parte imaginaria.

Fazendo um passo a mais, podemos obter a hessiana de f aplicada em uma direcado
dada. Supondo que X = x + ye é um vetor no espago dual E” (ndo generalizado), com
x=(x1,...,%),y=1,...,yn) e paracada k € {1,...,n} estendendo 9f(x)/dx; para o

espaco dual E;;, entdo por (121) segue que

of® _ 0, o (m ) Tye

axk axk axk

_ 9f 9df (x
O 0xg (Zax,axk )

_ (9 df (x)
B < Xy 'Zaxaxky)

Note que

T
d
V() = (afg), f(")) ,

0x;,

e, além disso, usando o fato de que

If(x) _ 9f(x)

8xk8xi B 8xi8xk

paratodo i, k € {1,...,n},

temos

2 L af(X) Z af(X)
(V2 (9y) = ox axl le ox; 8xk

para todo k € {1,...,n}. Dessa forma, definindo

Af (X af(x)\ "
VF() = ( E];g) g;”) ,

concluimos que

V(&) = (Vf(x), VZf(X)y). (132)
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Portanto, podemos inserir a parte imagindria de duais generalizados no espago dual
e obter a extensdo de uma funcdo real de n variaveis. Esta extensado fornece, além do

valor da funcdo, o vetor gradiente e o produto da hessiana por um vetor.

Produto de hessiana por vetor através do uso da aritmética de nameros duais

Agora vamos apresentar outra contribui¢cdo de nosso trabalho. Assim, como em (117),
também é possivel obter a derivada de segunda ordem em uma diregdo especifica
simultaneamente com o cdlculo de f e sua derivada de primeira ordem em duas
dire¢des dadas. Para tanto, precisamos definir um outro espaco, que denotaremos por

E,, e é constituido por elementos que sdo da forma

n n
zZ=X+Yye+) ui€i+) _vi€i€ = (x,,u,v), (133)
i=1 i=1

onde x,y,v;,u; € R, para todoi € {1,...,n} e com as propriedades

=0 e €i€;=0 Vi,je{l,...,n}.

Dados

z1 = (x1,y1,u1, V1) € 22 = (X2, Y2, Uz, V),

a aritmética dual é definida como

z1+22 = (X1 + X2, Y1 + Y2, uy + Uy, Vi +Vy) (134)
z1 — 22 = (X1 — X2, Y1 — Y2,U] — U, V3 — V) (135)
2129 = (X1X2, X1Y2 + X2Y1, X1U2 + XoU1, Y1U] + YUy + XV + X1 V)) (136)
z1 [ X1 Xy1 — X1y2 Xpup — XUz Xpvq — X1V2 — (y1up +youq)
- - — 2 7 2 7 2 7 (137)
22 X2 ) x5 x5

onde a expressdo (136) pode ser intuida da mesma forma que no caso ndo generalizado,
enquanto que (137) é obtido multiplicando 0 denominador e o numerador por pelo

dual generalizado dado pelo produto

(x2/ —Y2€, —Uuy, _VZ) : (x%/ 0/ 0/ —2]/2112)-
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Usando o mesmo raciocinio aplicado em (129), é possivel de definir f : E" — E,, isto
é, a extensdo de uma funcéo real de n variaveis a qual vamos supor ser ao menos C2,
onde z = (z1,2,...,2y) € IEZ, com z; = (x;,y;,u;,v;), i € {1,...,n}. Para tanto, defina
os elementos

n
X=x+ye e z=>”(+2ui€i.
i=1

Note que, usando a mesma ideia para se obter (129), podemos escrever

f@) = @+ i;Vf&)Tu,-ei
= (f®, Zv_f(foTU),
onde U := [uy,...,u,]. Por outro lado, usando a mesma ideia para se calcular (121),
obtemos
f®) = f0)+ V) ye = (f(x), V)y)
e

VFE) = VIx) + V2 fx)Ty = (V(x), V2f(x)y).

Dessa forma, temos

f(z)

&)+ Z V(%) uje;
i=1

00+ V60 ye + Y (VFx) + V2 (9ye) e,
i=1

£00+ Vo Tye+ Y VFTwe; + )y V2 f(xuere
i=1 i=1

(f(), V) y, VIx)TU, y V2 f(x)U).

Tomando u; = e;, obtemos

f@) =(fx), V) y, V() y V2f(x). (138)
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Dessa maneira, no método de LM com corre¢do de segunda ordem apresentado no
capitulo 3, tomando y = p;,;, e aplicando a relagdo obtida acima em cada residuo r;(x),

i=1,...,n, obtemos r(x), [(X)p1, J(x) € K(X)(p1, -) simultaneamente.

4.3 TESTES NUMERICOS

Os nossos testes numéricos utilizamos o banco de problemas NIST Standard Reference
Database 140, [35]. Estes problemas fazem parte de um projeto que visa fornecer um
conjuntos de dados de referéncia, com resultados computacionais certificados, para
que os usudrios possam testar a viabilidade de seus métodos. Nele, existem varios
problemas de minimos quadrados ndo lineares, em todos sdo fornecidos a solugao, o
valor da fungao objetivo nessa solugao e dois pontos iniciais de referéncia, denotados
por x1 e x».

Para os nossos testes numéricos comparamos os resultados obtidos de cinco métodos
diferentes, 0 método de LM, o método de LM com correcdo de segunda ordem e as
modifica¢gdes M1, M2 e M3. Diferente dos exemplos do capitulo anterior, em nenhum
dos testes deste capitulo fizemos uso de controle do tamanho da corregdo, pois o intuito
dos nossos testes é mostrar, de maneira preliminar, a performance da nossa proposta

com o minimo de altera¢des possiveis.

Resultados numéricos

Organizamos nossos testes em duas tabelas. Na tabela 1 estdo aqueles realizados
iniciando os algoritmos com ponto x; da referéncia, enquanto que na tabela 2 os
algoritmos sdo iniciados no ponto x;.

Em ambas as tabelas a coluna que segue abaixo do nome de cada método se refere ao
nimero de iteragdes que aquele método realizou, no caso de convergéncia. Quando nao
h& convergéncia, usamos nc (ndo convergiu).

Em todos os problemas das tabelas a seguir, utilizamos D = I, Ag = 107% e 57 = 0.
Como critério de parada, sendo (xi)r>0o a sequéncia gerada pelo método, o algoritmo
se encerra quando ||hc|| < e1(xg +€1) ou ||V f(x)|| < 1078, onde tomamos €1 = 1078. J4
para os parametros PC = oo e PT = oo, isto é sdo aceitas todas as dire¢des que aumentam

o valor da funcédo objetivo.
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Tabela 1: Ntimero de itera¢gdes quando o ponto inicial é igual a x;

Numero de Numero de

Problemas N . LM LMCS M1 M2 M3
parametros residuos
BoxBod 2 6 30 nc 34 nc nc
Chwirut1 3 214 36 9 35 23 31
Chwirut2 3 54 36 22 11 3 10
DanWood 2 6 5 5 5 6 6
Gauss1 8 250 5 4 5 5 4
Gauss2 8 250 5 5 5 5 5
Gauss3 8 250 6 6 6 7 6
Kirby2 5 151 9 8 10 10 9
Lanczos1 6 24 262 67 93* 20 16
Lanczos2 6 24 249 67% 92 20 17
Lanczos3 6 24 267  69* 97F 23 31
Misraia 2 14 22 21 14 58 11
Misraib 2 14 15 18 22 32 15

nc  Naéo convergiu.
*  Convergiu para um ponto estaciondrio diferente do contido em [35].

Como pode ser observado nas tabelas 1 e 2, 0 método de LM convergiu em todos os
casos, porém realizou uma quantidade expressiva de passos nos problemas Lanczos1,
Lanczos2, Lanczos3. Em contrapartida, os métodos LMCS e M1, realizaram cerca de
50% de iteragdes a menos que LM, e o ponto critico encontrado fornece uma redugao
bem préxima da contida na referéncia. Ja M2 e M3, além de apresentarem o mesmo
valor na fungdo objetivo do banco de questdes e fizeram pelo menos 10 vezes menos

iteragoes que LM.

O caso de BoxBod foi o problema onde nossas propostas apresentaram mais falhas.
No entanto, onde houve convergéncia dos métodos propostos, os resultados foram com-
pativeis com LM. A razdo pela qual nossos métodos ndo convergiram nesse problema,
estd no fato de que esse problema é muito mal condicionado, sendo necessério alguma
escolha pertinente de uma matriz D de dimensionamento, como discutimos no Capitulo

2.

Para os problemas Chwirut1 e Chwirut2, nossas propostas apresentaram menos
iteracdes em todos os casos, sendo que na maioria o niimero de iteragdes foi 50%

inferior em relacdo a LM.
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Tabela 2: Ntimero de itera¢cdes quando o ponto inicial é igual a x;

Problemas  vumerode  Ntmerode .y pyres My Ma My
pardmetros  residuos

BoxBod 2 6 12 12 11 13 10
Chwirutx 3 214 17 17 17 21 16
Chwirut2 3 54 22 14 21 9 15
DanWood 2 6 4 4 4 4 4

Gauss1 8 250 5 4 5 5 4

Gauss2 8 250 5 4 5 5 5

Gauss3 8 250 9 10 9 nc 10

Kirby2 5 151 8 7 8§ 8 7
Lanczos1 6 24 151 50% 64 14 15
Lanczos2 6 24 147 50°  63% 14 15
Lanczos3 6 24 168 52 69* 21 16

Misra1a 2 14 13 10 13 18 6

Misra1b 2 14 18 9 15 16 16

nc  Naéo convergiu.
*  Convergiu para um ponto estaciondrio diferente do contido em [35].

Para DanWood, Gauss1, Gaussz2, Gauss3 e Kirby2 nossas propostas sao compativeis
com LM, exceto em Gauss3 quando é utilizado M2 iniciado com x;, nesse caso ndo
houve convergéncia.

No Misraia com excecdo dos casos de M2 e M3, as propostas sdo compativeis com
LM. No caso de M2, houve um ntmero maior de itera¢des em relacdo ao LM, mais de
50% quando iniciado com x1, por outro lado, M3 apresentou uma redugado de 50% no
numero de iteracdes. Ja em Misra1b, temos uma reducgao de 50% no ntimero de iteracoes
quando usa-se LMCS iniciando com x;, mas temos um aumento de 50% quando usa-se
M2 iniciando com x;. Os restantes das propostas sdo é compativel com LM para o caso
Misraib.

Portanto, em vista dos testes numéricos realizados juntamente com os teoremas de
convergéncia provados, mostramos que hd casos em que o uso da correcdo de segunda
ordem pode ser vidvel, como é o caso dos problemas Lanczos. Mas também pode
apresentar situagdes compativeis com LM, ou mesmo desvantajosas, como pode ser

visto nas tabelas 1 e 2.
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Nesta dissertagdo consideramos o problema de encontrar um minimizador para pro-
blemas de minimos quadrados nédo lineares. Para tanto, estudamos alguns métodos
classicos da literatura, como Método de Newton, Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt,
Moditicagdes do Método de Levenberg-Marquardt, bem como métodos de regides de
confianca, como Ponto de Cauchy e Dogleg. Além do estudo dos métodos anteriormente
citados, propomos um novo voltado a resoluc¢do de problemas de minimos quadrados
ndo lineares, explicitado em conjunto com algumas modificagdes do mesmo, inspiradas

em testes numéricos.

Para nossa proposta e suas modificagdes, realizamos testes numéricos para alguns
casos do banco de problemas NIST e comparamos com o método classico de LM.
Mostramos também, por meio de imagens e contagem de nimero de passos, como
os métodos propostos evoluem em comparagdo com o método cldssico de LM, além
de provar que, para o caso da func¢do de Rosenbrock, nossa proposta converge para
o minimo global em um tnico passo, independente do ponto inicial escolhido, o que
coloca em perspectiva a validade do uso de tal fungdo para teste de eficiéncia de métodos
de otimizagdo, pratica amplamente difundida na area da otimizagdo irrestrita. Além

dos resultados numéricos, mostramos a convergéncias dos métodos por nés propostos.

Também expomos que existe uma maneira eficiente de implementar tanto o método
de LM como a nossa proposta, para tanto observamos que a fatoracdo QR da matriz do
sistema de LM é uma alternativa viavel, pois a estrutura especial desta matriz permite
que as rotagdes de Givens sejam utilizadas para obter a decomposi¢do no caso em que o
passo obtido na iteracdo é rejeitado, [32], [36]. Além disso, para o cdlculo das derivadas
de segunda ordem direcionais que aparecem no método novo, utilizando aritmética
dual, é possivel obter as derivadas de segunda ordem em uma direcdo dada através da

diferenciacdo automatica.

Os testes numéricos mostram que nossas propostas sdo promissoras, mas que ainda

existem aprimoramentos a serem feitos, pois, o0 método novo exibe sensibilidade em
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relacdo a atualiza¢do do parametro A, a escolha adequada da matriz D e nas formas
de controlar o tamanho da corre¢do. Além disso, também podem ser aprimoradas as
técnicas para diminuir o custo no que diz respeito o uso das derivadas de segunda
ordem, neste ambito, propomos as modificagdes M2, M3 e My as quais demonstraram
bons resultados numéricos.

Por fim, as modifica¢gdes propostas apresentaram bom desempenho, como pode ser
visto nas tabelas 1 e 2, porém carecem de uma justificativa tedrica, representando um

topico interessante para estudos posteriores.
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