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RESUMO

Em ciéncias aplicadas e Computacdo, existem diversos problemas que consistem em
ajustar um modelo teoricamente formulado a um conjunto de dados obtidos por meio
de um experimento ou simulacdo numérica. Esse ajuste consiste em determinar um
conjunto finito de pardmetro para os quais o modelo melhor se encaixa no conjunto de
dados obtidos previamente.

Uma forma natural de resolver esse tipo de problema é interpreta-lo como um
problema de otimizagdo, ou seja, minimizar alguma fungdo objetivo escolhida como a
soma dos quadrados das distancias entre modelo e os dados observados.

Neste trabalho propomos um método para encontrar minimos de tais problemas.
De modo geral o método consiste em combinar técnicas de tradicionais do método de
Levenberg-Marquardt em conjunto com um vetor de corre¢do que contém informacoes
de segunda ordem dos residuos. Também propomos trés modificagdes desse método as
quais visam melhorar sua eficiéncia.

Fizemos a teoria do método, obtendo dois teoremas de convergéncia além de também
realizar teste numéricos. Os resultados parecem promissores, diminuindo significativa-

mente o nimero de iteracdo em alguns casos.

Palavras-chave: Correcdo de Segunda Ordem, Método de Levenberg-Marquardt,

Quadrados Minimos Nao Lineares
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ABSTRACT

In applied and computer science, there are several problems that consist in adjusting
a theoretically formulated model to a set of data obtained through an experiment or
numerical simulation. This adjustment consists of determining a finite set of parameters
for which the model best fits the set of previously obtained data.

A natural way to solve this type of problem is to interpret it as an optimization
problem, that is, to minimize any objective function chosen as the sum of the squares of
the distances between the model and the observed data.

In this work, we propose a method to find minimums of such problems. In general,
the method consists of combining traditional techniques of the Levenberg-Marquardt
method together with a correction vector that contains second order information on the
residues. We also propose three modifications to this method which aim to improve its
efficiency.

We made the theory of the method, obtaining two convergence theorems in addition
to also performing numerical tests. The results look promising, significantly reducing

the number of iterations in some cases.

Keywords: Levenberg-Marquardt Method, Nonlinear Least Squares, Second Order

Correction

xiii






CONTEUDO

1 INTRODUGAO 1
2 PROBLEMAS DE QUADRADOS MINIMOS NAO LINEARES 5
2.1 Defini¢des 5
2.2 Método de Newton 6
2.3 Meétodo de Gauss-Newton 8
2.4 Meétodo de Levenberg-Marquardt e modifica¢des 11

2.5 Meétodo de Regides de Confianca 32
2.5.1 Ponto de Cauchy 36
2.5.2  Método de Dogleg 38
2.5.3 Teoremas de convergéncia 40
3 METODO DE LEVENBERG-MARQUARDT COM CORRECAO DE SEGUNDA OR-
DEM 45
3.1 Fundamentagdo tedrica 45
3.2 Teoremas de convergéncia 54
3.3 Modificagdes 60
3.4 Exemplos 63
4 IMPLEMENTAGCAO E RESULTADOS NUMERICOS 71
4.1 Fatorando a matriz do sistema de LM 71
4.2 Numeros duais 76
4.3 Testes Numéricos 84
5 CONCLUSAO 87

Referéncia Bibliogrdfica 88

XV






INTRODUCAO

Problemas de quadrados minimos s@o tema de grande interesse no campo da otimizagao
irrestrita. De fato, diversas questdes em ciéncias aplicadas e computacédo consistem
em ajustar um modelo, teoricamente formulado, a um conjunto de dados que provém
de alguma simulacdo numérica ou experimento. Como exemplos, podemos citar o
calculo da matriz fundamental em visdo computacional [ 4], reti cacdo de imagens [ 29,
reconhecimento facial [5], calibracdo de cameras [3], assim como diversas aplicacoes em
fisica e quimica [11], [38]. Além disso, mais recentemente, houve um aumento no uso
de técnicas de otimizacao ndo linear para treinar redes neurais, em especial, 0 uso de
técnicas classicas de minimos quadrados, como o0 método de Levenberg-Marquardt, [2].

De modo geral, o objetivo desses problemas consiste em minimizar a discrepancia
entre um modelo tedrico e as observacdes experimentais. Esses problemas podem ser
formulados matematicamente dentro do campo da otimizacéo irrestrita, onde deseja-se
minimizar uma funcéo da forma

f(x) = ri(x)%,

NI =
Ji Qo3

onde residuo r; representa a diferenca entrey; associado a i-ésima observacadx;, i), € 0
valor do modelo em x;. Essencialmente, queremos associar uma curva a um conjunto de
pontos observados, diminuindo a discordancia entre o modelo e os dados experimentais,

conforme é ilustrado na Figura 1.

Podemos classi car os problemas de quadrados minimos em dois tipos, os lineares
e 0s nao lineares. No caso linear, o problema consiste em resolver um Unico sistema
linear. Ja no caso nao linear a solucédo € mais complexa, sendo necessario um estudo
mais detalhado.

Em 1944 Levenberg [27] propbs um método para solucionar o caso nao linear dos
problemas de quadrados minimos. Porém em sua proposta ndo obteve bons resultados
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Figura 1: Modelo (curva suave) e as medidas observadas (pontos).

com o problemas mal condicionados, além de necessitar de estudos tedricos mais
acurados. Entdo, em1963 Marquardt [ 31] realizou algumas fundamentacdes teoricas e
prop6s uma modi cacdo do método a m de aprimora-lo, passando a ser chamado de
método de Levenberg-Marquardt, ou simplesmente LM.

Nos dias atuais, o algoritmo de LM é amplamente difundido. Este deve ao fato de
que héa diversas implementacdes numéricas disponiveis [1], [29], [33], [16], [42], além da
simplicidade de sua utilizacdo. Porém, existem alternativas ao método de LM, como
por exemplo os Métodos classicos de Regides de Con anca aplicados ao problema
de minimos quadrados, tais como Dogleg, Minimizagcdo no Subespaco Bidimensional,
Método de Newton, Método Quasi-Newton, ou mesmo estratégias de busca linear [ 36].

Além das boas propriedades numeéricas que ele possui, o algoritmo de LM € conside-
rado o precursor dos métodos de regides de con anca, dando inicio a toda uma area de
estudo, o que enfatiza a sua importancia.

De modo geral, o funcionamento do método de LM depende basicamente de dois
parametros, 0s quais precisam ser atualizados a cada iteracdo. Um deles, o parametro
| , denominado dampingou parametro de Levenberg-Marquardt, é razdo de intenso
estudo na literatura [ 6], [9], [15], [19], [23], [27], [31], [37], [34], dada a grande in uéncia
gue este exerce sobre o desempenho do método. Ja o outro, € a matriD, que esta
associada ao condicionamento da matriz do sistema de LM, sendo fundamental para a
robustez do processo.

Em geral, D é escolhida como sendo diagonal positiva de nida. Existem diversas
formas de construi-la [17], [31], [37], [22], e sua importancia reside no fato que existe
um grande numero de problemas de quadrados minimos mal condicionados, que é
alvo de constante estudo [7], [10], [12], [40], para os quais o algoritmo proposto por
Levenberg [27] costuma falhar.
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No entanto, mesmo com 0s numerosos esforcos em combinar boas escolhas dé e D,
0 método de LM pode encontrar di culdades de convergéncia. Por conta disso, técnicas
recentes propdem combinar o passo de LM com uma outra direcdo, obtida sem muito
custo adicional, buscando diminuir o nimero de passos feitos pelo algoritmo [ 13], [14],
[41].

Seguindo essa ideia, propomos uma nova modi cagcdo do método de LM que néo
consta na literatura, que consiste em obter uma correcéo para método de LM, na qual
faremos uso das derivadas de segunda ordem dos residuos combinado com técnicas
tradicionais do método de LM.

Nossa principal contribuicdo com este trabalho € mostrar, por meio de experimentos
numeéericos e de teoremas de convergéncia global, que existe uma maneira viavel de
utilizar informacdes referentes a derivada de segunda ordem, a m de propiciar um
melhor desempenho ao método de LM, especialmente nos casos em que a aproximacao
linear, convencionalmente feita, ndo apresenta uma boa aproximacao local para a fungéo
objetivo.

Como uma opg&o numericamente viavel para o calculo das derivadas de segunda
ordem dos residuos, podemos citar a diferenciacdo automatica, técnica que pode ser
explorado a m de se obter o valor da funcéo, a derivada e a derivada de segunda
ordem em um mesmo ponto, simultaneamente, sem muito custo adicional, além de
exigir do usuario apenas o fornecimento da funcéo objetivo, dispensando preocupacdes
com as complexidades envolvidas de se fornecer as derivadas necessarias. No escopo
dos nameros duais, também introduzimos uma contribuicdo, mostrando como obter a
hessiana aplicada em uma Unica direcdo, simultaneamente a ao valor da funcao e sua
primeira derivada aplicada nessa mesma dire¢ao.

No segundo capitulo, apresentamos uma introducdo aos problemas de quadrados
minimos abrangendo os métodos de Newton e Gauss-Newton, e como eles inspiram
a criacdo do método de LM. Além disso € exposto o método proposto por Jinyan
Fan [13], [14], em que, com base em um Método de Newton Modi cado, que possui
convergéncia cubica [20], [43], € elaborado uma modi cacdo do método de LM, que
também possui convergéncia cubica. Ainda no segundo capitulo, mostramos como o
método de LM pode ser visto como um método de regibes de con anca, tal abordagem
pode ser também consultada em [32]. Por m, como métodos alternativos de regides de
con anga, apresentamos o Ponto de Cauchy e o Método de Dogleg.
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No terceiro capitulo apresentamos a proposta do nosso trabalho, estruturada em duas
secdes. Na primeira explicitamos a constru¢do do método e, na segunda, demonstramos
os teoremas de convergéncia. Como uma aplicacdo, mostramos que a nossa proposta,
guando o parametro de Levenberg-Marquardt é zero, converge para o0 minimo global
da funcdo de Rosenbrock em apenas um passo, independente do ponto inicial escolhido
para inicializar o método.

No quarto capitulo, na primeira secdo, expomos uma maneira e ciente de realizar a
decomposicdo QR da matriz do sistema de LM, ao explorar a sua estrutura especial.
Na segunda secéo, exibimos a teoria dos nimeros duais, e explicitamos o fato de como
eles podem ser usados para obtermos as derivadas de segunda ordem sem muito custo
adicional.

Por m, na ultima secao, realizamos os testes numéricos, utilizando o banco de
problemas NIST Standard Reference Databasel40, [35], e comparamos 0 numero de
iteracoes do método de LM com aqueles obtidos com a nossa proposta e algumas
modi cacdes dela. E importante ressaltar que nossos testes numéricos séo preliminares,
tendo como principal objetivo mostrar que existe uma maneira numericamente viavel
de usar informacdes de segunda ordem, juntamente como o método de Levenberg-
Marquardt, de maneira e ciente.



PROBLEMAS DE QUADRADOS
MINIMOS NAO LINEARES

Este capitulo se inicia com algumas de ni¢cdes essenciais para o desenvolvimento do
nosso trabalho.

Em seguida, apresentamos a de ni¢cao formal do problema de quadrados minimos,
isto é, de nimos a funcdo a qual desejamos minimizar e calculamos seu gradiente e
hessiana, que sdo fundamentais para o desenvolvimento de alguns métodos, como sera
visto mais adiante. E mais adiante, apresentamos os principais métodos classicos para
resolvé-los. Os conteldos presente neste capitulo podem ser consultados nas referéncias
[13], [14], [27], [3]], [31], [32], [36].

2.1 definicbes

Problemas de quadrados minimos sdo aqueles no qual se deseja encontrar um minimo
para fungbes F: R" ! R da forma:

F0 = 2 & ri(?, ()
i=1

onde assumimos quem ner; : R"! R é uma funcdo de classeC? para todo
i2f1,...,mg. As fungdesry,...,rnh sdo chamadas de residuos.

Usando a norma euclidiana, podemos escrever F da seguinte forma
1 2 n
F(x) = ékr(x)k , 8x2 R", 2

onder :R"! R™é dada por r(x) = (ri(x),...,rm(x))7, 8x 2 R". A funcéo r é chamada
de vetor de residuos.

Salvo mencéo do contrario, k k denotara a norma euclideana.
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Um fato notério € que na equagdo (1), pode ter tanto seu gradiente quanto sua
hessiana escritos em termos das derivadas parciais dos residuos, como mostraremos a

sequir.
Fixando x 2 R", o jacobiano J(x) de r(x) em x é dado por
2 3 2 3
fir1(x) fir1(x)
T o g ol M0
=8 : -~ :L=§ : [ €
firm(x) ﬂ"&ﬁx) r rm(x)T

X1

onde para cadai 2 f 1,...,mg, o vetor r rj(x) é o gradiente do residuo r; aplicado em x,
ﬂ;f)glx) para quaisquer

ou seja, o elemento da linhai e coluna j da matriz J(x) € dado por
i2fl,....mgej2f1,...,ngescolhidos.
Assim, o gradiente de F é dado por

r F(x) = én OO ri(x) = 3x)r(x), (4)
i=1

e a hessiana por
®)

FHOOTT 00+ & 1O0r 2n()

1 i=1

10TI0+ & 11001 20, ©)
i=1

I
"Qog

r 2F(x)

Estes resultados serdo amplamente explorados no decorrer deste trabalho. Além
disso, vamos convencionar que F sera usado para denotar, de modo geral, funcdes
gue sado da forma (1), enquanto que usaremos f para denotar funcdes que ndo séo

necessariamente dessa forma.

2.2 meéetodo de newton

R uma funcéo de classeC?. Fazendo a expanséo de Taylor def em torno

Sejaf : R"!
de um ponto x e uma direcdo p 2 R" temos

f(x+p)= 109+ pTr 100+ 2pTr 21(x)p+ O(KpK?). U



2.2 método de newton

Tendo em vista a equacéo (7), podemos intuir a seguinte aproximacao quadratica para
F em torno de x,

W(p) = f(x)+p'r f(><)+%|0TIr 2f()p. (8)

A ideia do método de Newton é resolver, em cada iteracdo, um subproblema da
forma

m iFrgn W(p). ©

Para resolvermos este subproblema, calculamos o seu gradiente e o igualamos a zero o
gue resulta no seguinte sistema

r2f(x)pn = r f(x). (10)

Logo, quando r 2f(x) é inversivel, chamamos py de passo de Newton.

Quando py esta bem de nido, ou seja, r 2f(x) é ndo singular, 0 método de Newton
consiste em simplesmente efetuar o passo na direcdopy como indica o algoritmo a
seqguir.

Algoritmo 1: Método de Newton
Entrada: Dados Xg
Passo 1: Resolvar 2f(x )py = I f(Xy)
Passo 2: Xy+1 = Xk + PN

Passo 3: Facak = k+1 e retorne aoPasso 1

Se supormos quex € ponto critico de f, comr 2f(x ) positiva de nida e f de classe
C? com r 2f(x) Lipschitz em uma vizinhanca de x , o0 método de Newton converge
quadraticamente para X se tomarmos Xg Su cientemente proximo de x , [36].

Apesar da convergéncia quadratica, o método de Newton tem algumas falhas. De
modo geral, ndo é sempre possivel garantir que r 2f(x,) seja inversivel para todo k.
Além disso mesmo no caso em que py estad bem de nido, pode ocorrer deste ndo ser
uma direcdo de descida para a funcao f. Portanto, diante de tais falhas, se faz necessério
buscar novas abordagens.

Uma abordagem é utilizar busca linear na direcao de py quando esta € de descida, ou
na direcdo de py quando py € de subida. No entanto, no caso em quer f(x)'py O,
a busca linear pode se tornar ine ciente.
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Contudo, a funcdo dada na equacéo (1) detém uma estrutura especial, a qual explora-
Mos para realizar a seguinte aproximacao

r2e(x)  JIx)TIx).

Dessa forma, estamos contornando a necessidade de se obter as derivadas de segunda
ordem dos residuos, além de aproveitar o fato de que Jx)T J(x) é sempre positiva semi
de nida, o que garante que a aproximacao quadratica serd sempre a0 menos uma
funcdo convexa.

No entanto, é evidente que no caso em que essas derivadas forem signi cativas em
relacdo a Jx)" Jx), essa aproximacdo pode apresentar baixa con abilidade. Existem
maneiras de se explorar o uso das derivadas de segunda ordem dos residuos como
mostraremos com nossa proposta no Capitulo 3.

Algumas das vantagens dessa aproximacao sao a facilidade do seu calculo e o baixo
custo, pois ndo h& o célculo da hessiana de cada um dos residuos. Uma vez obtidoJ(x),
calculamos tanto o gradiente de F quanto a multiplicacdo J(x)T J(x). Além disso, se Jx)
possui posto coluna completo, Jx)T Jx) é positiva de nida. Portanto, se considerarmos
tal aproximacédo, a formulacdo do método de Newton para problemas de minimos
guadrados nos fornece o seguinte passo

)T AP = T F(x).

Observe que, nesse casopy € dire¢céo de descida paraF. Tal aproximagéo nos fornece
um método Quase-Newton, que sera descrito com mais detalhes na préxima subsecao.

2.3 metodo de gauss-newton

O método de Gauss-Newton pode ser intuido como feito no nal da secdo anterior,
isto &, via aproximacdo r 2F(x)  J(x)T J(x). No entanto, também é possivel obté-lo via
teorema de Taylor, como faremos a seguir.



2.3 método de gauss -newton

Dados x, p 2 R", considere a aproximacao de primeira ordem em torno de x dada
pela expanséo de Taylor der

F(x + p) % Kr(x + p)k2

200+ Xpk?
= % kr (x)k? + pT I Tr(x) + %pT Jx)" Xx)p

= fe)+p'r f(x)+ %pTJ(X)TJ(X)p,

que nos fornece uma aproximacao quadratica em torno de x. Note que essa aproximacao
€ parecida com a expanséao de Taylor de segunda ordem deF na direcdo de p em torno
de x, faltando apenas a segunda parte da soma apresentada na equacgaof). Assim
sendo, temos J(x)" J(x) como uma aproximac&o natural para a hessiana de F, o que nos
motiva a de nir a seguinte funcéo

P(p) = 5 krGOK?+ pTJ0Tr() + 2T 30T I0)p, (1)

onde p2 R".

De modo geral, 0 método consiste em construir uma sequéncia (X, )x ¢ em R", onde
Xo € dado, e o restante dos elementos sdo dados pela regra,.1 = Xk + apx, 8k 0,
onde ay € escolhido de maneira conveniente, e py € solugcdo do seguinte problema

min P1(p) = 5 Kr (0K + BT 3001 + 57 40T Ix0p. 12

A m de obter py, derivamos a equacéo (L1) em relacdo ap e igualamos a zero. Dessa
forma, obtemos

I TIXIP = I () = T F(x). 13

Observe que, seJ(x,) " J(x) for inversivel, entdo a solucdo do sistema acima esta sem-
pre bem de nida, e vamos denota-la por pgn. Nesse caso a fungéo quadratica de nida
na equacéo (L1) é estritamente convexa, pois o fato de J(x,) " Jx) ser inversivel implica
que também é positiva de nida. Assim, o ponto critico pgn € 0 Unico minimizador
global do problema (12). Nesse caso, a solu¢cdo encontrada é chamada de passo de
Gauss-Newton (GN).

9
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Note que, ser F(xx) = 0, entdo pgh = 0. Logo, a partir de k, todos os ponto da
sequéncia serdo iguais axy, ou seja, 0 método estagna sempre que encontra um ponto
critico.

Por outro lado, se r F(x,) 6 0 e supondo que J(x,)" Jxy) € inversivel, entdo temos
Pgn 6 0. Logo

g’ F(X) = Pgnd(xi)" AX)Pgn < O.

Usamos o fato de que se Jxy)' Jxi) é positiva de nida, Pgn €sta bem de nida e €
uma direcdo de descida. Desse modo, podemos implementar o método, chamado de
Gauss-Newton, utilizando busca linear na dire¢éo de pgn, isto €, escolheray utilizando

estratégias de busca linear a m de obter uma melhor performance do método, isto €, a

m de obter um decréscimo su ciente no valor de F.

O procedimento a seguir € uma formulacdo do método de Gauss-Newton fazendo
uso de busca linear na direcdo do passo de GN.

Algoritmo 2: Método de Gauss-Newton
Entrada: Dado um ponto inicial Xg
Passo 1: Resolva Jx) " (X )pgn = JXi)r (Xy)

Passo 2: Faca busca linear na dire¢éo depgn encontrando assim a, > 0
Passo 3: X1 = Xg + akPgn
Passo 4: Facak = k+1 e retorne aoPasso 1

E possivel, mediante imposicdo de algumas hipéteses, garantir que o algoritmo acima
convirja, 0 teorema a seguir mostra quais suposi¢cdes sdo necessarias para garantir tal
convergéncia.

Teorema 2.1. Considere a sequéndg)x o, gerada pelo algoritms e suponha que cadg
i =1,...,m, possua primeira derivada Lipschitz, e que exgsta 0 tal que

kJx)zk gkzk,
paratodo 2 R" e todo X2 S, onde
S=fx2R":F(xo) F(x)g,

€ um conjunto limitado.
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Suponha também que, para talg as condi¢cdes de Wolfe séo satisfeitas, isto €,

F(Xk + axpgn) F(xi) + crawr F(x) " pgn

r F(xx+ axp)" Pgn Cor F(xi) " Pgn,

com0< ¢; < ¢ < 1. Entao,
lim r F(xy) =0.
lim (Xk)
DemonstracdoVer [36]. O

Como pode ser consultado em Nocedal, [36], € possivel garantir a existéncia de a
sob as mesmas condi¢cdes do teorema acima, bem como algoritmos especializados em
obté-los de maneira e ciente.

Embora seja possivel garantir a convergéncia do método de Gauss-Newton mediante
algumas hipéteses, o método pode se tornar ine ciente se a busca linear ndo for bem
sucedida nas etapas do método. Assim, outras abordagens séo estudadas.

2.4 meétodo de levenberg-marquardt € mo-
dificacbes

Como vimos na sec¢ao anterior, quando J(x) tem posto coluna completo, entdo o minimi-
zador do modelo quadratico em x é a solucéo de Jx)" J(x) Pgn = Jx)Tr(x), chamado
de passo de Gauss-Newton (GN)

No entanto, ndo existe nenhuma forma inerente ao método de GN de controlar
o tamanho do passo e, como vimos, normalmente € feito busca linear na direcdo
encontrada. A busca linear é demasiada cara em casos em que a funcao objetivo tem
um alto grau de ndo-linearidade. Além disso, a jacobiana pode néo ter posto coluna
completo ou mesmo ser mal condicionada, e, consequentemente o passo de GN pode
nao estar bem de nido. Sendo assim, outras abordagens podem ser necessarias.

Método de Levenberg-Marquardt

Uma abordagem alternativa ao método de GN foi proposta em 1944 por Levenberg [27]
e aprimorada em 1963 por Marquardt [ 31], conhecida nos dias de hoje como método de
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Levenberg-Marquardt. Este método consiste em acrescentar um parametrol > 0, na
aproximacao quadratica (11) da seguinte maneira

m(p) % kr(x) + J(x)pk? + %| kpk? (14)

= KGO+ pTI00Tr + SpT (X7 X +1 1)p. (15

Assim, o minimizador esta sempre bem de nido, e pode ser obtido resolvendo

(Je)TIX) +1 Dpim = AX) "1 (). (16)

Observe que Jx)TJ(x) + | | € sempre positiva de nida. Portanto, a fun¢do quadratica
m de nida acima é estritamente convexa. Logo, o ponto critico p,, € Unico e minimiza-
dor global de (15). Tal solugdo é chamada de passo de Levenberg-Marquardt. Neste
trabalho chamaremos o modelo m, de nido acima em ( 14), de modelo quadrético de
Levenberg-Marquardt, ou simplesmente de modelo quadrético de LM.

Na literatura € comum o parametro | ser chamado de dampingou parametro de
Levenberg-Marquardt.

Proposicao 2.2. Dado um pontax 2 R", o pass@j,, € sempre uma direcédo de descida para a
funcdo F nesse ponto.

DemonstracadoPara ver isso basta provar que,

P () TIX) + 1 1)pim
PﬁnJ(X){TZJ(X)pn? +| BE%'O_'T > 0.
0 >0

Pim 300 T (X)

Logo, pi,r F(x) = pl x)"r(x) < 0. Além disso, estamos supondo quer f(x) 6 0, pois
caso contrario estariamos em uma ponto critico de F(x).
Portanto, p,, € sempre uma direcdo de descida. O

A proposicao a seguir € de suma importancia para estabelecer a relacdo que existe
entre a norma do passo de LM e o parametro | .

Proposicdo 2.3. Considere a funcap : [0,¥) ! R, dada por

2
y()= (s+11) g ,
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ondeS 2 R" " é uma matriz simétrica, positiva de nidage2 R" é um vetor qualquer, entdo a
funcdoy é continua e ndo-crescente emAlém disso tem-se quien |, y y(I ) =0.

DemonstracdoComo S é uma matriz simétrica, entdo em particular € diagonalizavel.
Assim existem matrizes U e L matrizes n n, tais que

S=UTLU,

onde L =diag (m,...,m) eUTU =1, isto é U é uma matriz ortogonal.
Deste modo, temos

(5+11) g

= g'(S+1 1) His+I) g

= g'(S+11) Xs+11) ‘g

= g'UTLU+IUTU) {WTLU+l1UTU) g

= g"(UT(L +1 HU) HUT(L +1 V) ‘g

= g'u ML+ U tu e+ fuh) g
= (Ug)T[(L +1 1)’ Y(Ug),

y()

edenindo v=Ug=(vq,...,vn)", temos

y(l) = (Ug)T[(L +11)’] *(Ug)
= vI[(L +I1 1?3 v
g v
- 2w

onde ca evidente que y(l ) é uma funcéo continua, decrescente eml (quando este &
maior ou igual a zero). Também é claroque y(I )! 0, quando | ! ¥. O

Fazendo S= Jx)" Jx) e g = Jx)"r(x), observamos pela Proposi¢&o2.3 que podemos
controlar a norma de p,,, por meio do parametro |, aumentando quando queremos
diminuir o tamanho do passo de LM, e vice-versa.

Nos casos limites, quando | ! ¥, temos

pm! TXOTI)= Tt FX) a7)
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ou seja, pim tende a direcdo de maxima descida. Por outro lado, sel ! 0, entdo

Pm!  (J)TIX) FI)Tr(x). (18)

Nesse caso a tendéncia € de,,, se tornar cada vez mais proximo ao passo de GN.

Dessa forma, o passo de LM combina a boa convergéncia global dos métodos de
maxima descida com a rapida convergéncia local do método de Gauss-Newton, ou
mesmo Newton, quando os residuos sao nulos na solu¢do encontrada.

De modo geral, a e ciéncia do método de LM depende de como atualizamos o
parametro | . As diversas formas que constam na literatura para fazé-lo levam em con-
sideracao o resultado exposto na Proposi¢cao2.3. A seguir vamos discorrer brevemente
sobre esse tépico.

Parametro de Levenberg-Marquardt

Como visto na Proposicéo 2.3, é possivel controlar o tamanho do passo de LM sem que
seja necessario realizar busca linear como era o caso do método de GN.

Na literatura ha um intenso estudo desse parametro [ 9], [15], [18], [23], [27], [31],
[32], [34], além de haver formas de conciliar atualizacBes de | com estratégias de busca
linear, como Armijo, Wolfe e Goldstein [ 6].

Contudo, neste trabalho vamos abordar a estratégia que esta contida em Nielsen [34],
isto &,

8
5 2, sery< 1=4
l've1=_1,=3, sery> 3=4 , (19

3

g s se caso contrario

e para cadak O,
= F(xi)  F(Xk+ Pim)
mg(0)  Mi(pim)

onde my denota o modelo quadratico de LM no ponto X,. Note que r é a razdo entre a

(20)

reducao de F e a reducéo prevista pelo modelo quadratico m,, ambas na direcéo p,.
Esse escalar pondera o qudo bem o modelo aproximaF na direcao de pj,.
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De forma intuitiva, a atualizacdo | 4, dada acima se comporta da seguinte maneira.

Ser > 3=4, entdo a funcdo F é bem aproximada pelo modelo my na direcéo de p;, a
partir do ponto X, logo | (+1 =1 (=3, permitindo um passo maior em relacao ao anterior.

Sery < 1=4, entdo o modelo quadratico m, ndo aproxima bem a funcéo F direcéo
de pjm a partir do ponto X, assiml .1 = 2l |, 0 que implica em um passo menor em
relacdo ao anterior.

Por m, se ry 2 [1=4,3=4], entdo m, aproxima F de forma razoavel, logo nado faz
sentido aumentar nem diminuir o passo em relacdo ao anterior. Portanto, | 41 =1 .

Contudo, essas atualiza¢des descontinuas dd quando r esta proximo de 1=4 ou 3=4
podem diminuir a taxa de convergéncia [ 30]. Nielsen elimina essas descontinuidades
da seguinte forma

8 n o]
I Slymax 3,1 (2 12 ,mn,=2,  sery>0 21
k+l = . .
"N, Meep = 20y, se caso contrario

As estratégias (19) e (21) sao discutidas em mais detalhes em [34] e s&o ilustradas no
gra co da Figura 2.

0.25 0.75 1

Figura 2: Atualizacédo de | por (19) (linha tracejada) e por (21) (linha continua).

Assim, o método de LM pode ser dado por pelo algoritmo a seguir.

15
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Algoritmo 3: Método de LM

Entrada: Dados um ponto inicial Xg, h 2 ”0,711 ,1o>0ek=0
Passo 1: Resolva o sistema linear (L6) para obter pj,

Passo 2: Obtenhal ;1 usando (21)

Passo 3: Calcule r conforme (20) e efetue

8

« S X¢+Pm, sery>h
K+l = .
" Xk se caso contrario

Passo 4: Facak = k+1 e retorne aoPasso 1

No entanto, existe uma ampla gama de problemas de minimos quadrados mal-
condicionados e seu estudo é frequente na literatura [7], [10], [17], [40]. Em tais casos,
se nao for feito uma dimensionamento adequado da matriz do sistema de LM, pode
ocorrer um grande numero de iteragfes ou mesmo a ndo convergéncia.

Uma maneira de melhorar o condicionamento da matriz do do sistema € introduzir
mais um parametro ao método, uma matriz D inversivel. Como o parametro | , este é
mais um parametro alvo de intenso estudo. A seguir vamos discutir um pouco sobre
sua in uéncia e teoria associada.

Dimensionando o sistema de Levenberg-Marquardt

E comum em problemas de quadrados minimos a fungéo objetivo F ser muito sensivel

a pequenas alteracdes em algumas variaveis e pouco em outras, isto pode levar a curvas
de nivel de F tenderem a elipses altamente excéntricas nas proximidades de um ponto
de minimo, e como nosso objetivo é que o modelo quadratico aproxime da melhor
maneira possivel as curvas de nivel de F, somos levados a considerar um controle da
excentricidade das curvas de nivel do modelo quadratico de LM, ( 14), em que 0s eixos
sdo menores nas dire¢cdes mais sensiveis e maiores nas direcdes menos sensiveis. Para
isso, fazemos a seguinte modi cacéo

m(p) % kr(x) + J(x)pk? + %ﬂ kD pk? (22)

= JKrOOKE+ pT300Tr(x) + 5P (X097 X9 +1 DTD)p. 23
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para alguma matriz inversivel D. Assim, o Unico minimizador desse modelo quadrético
€ dado pela solugéo de

(J)"Ix)+1 DTD)p=" Ix)"r(x). (24)

Como o modelo quadratico acima € uma generalizacdo do modelo de LM, adotaremos
todas nomenclaturas e notacdes do caso de LM de nidos anteriormente. Assim, a
solucdo do sistema acima sera denotado porp,.

Note que se D é diagonal, entdo quanto maior € Djj, menor é ai-ésima componente
da solucédo do sistema acima, e quanto menor for Djj;, maior € essa componente, 0
gue nos permite controlar as componentes de p;,, em vista disso, tipicamente, D é

tomada como sendo uma diagonal com os seus elementos relacionados com a escala do

problema.

Do ponto de vista teérico, D pode ser tomada como uma matriz ndo singular, porém

17

no amplo estudo na literatura acerca desse parametro, as escolhas mais recorrentes sao

de matrizes D diagonais, esse fato tem respaldo n&o apenas na observacao do paragrafo

anterior, mas também €& uma maneira de diminuir o custo da resolucdo do sistema de
LM, como veremos no Capitulo 4.

Recorrendo a literatura, inicialmente Levenberg [ 27] formulou o método assumindo

D = I, mas como foi comentado acima, essa escolha pode gerar resultados insatisfatérios.

Assim, outros autores sugerem alternativas, que abordaremos a seguir.

Uma caracteristica importante para abordarmos as escolhas deD, é que seF varia
pouco na direcao da i-ésima variavel, entao kfr(x)=1x;k € pequena, por outro lado, se
varia muito, essa norma é grande. Dessa forma, como(J(x)"T J(x))ii = kTr(x)=1x; K2, para
I =1,...,n, entdo uma maneira natural de controlar o tamanho das componentes de
pim de acordo com a sensibilidade de F as suas variaveis € tomar

q__
Dy=diag  JxJTIx) , k O, 5

essa proposta aparece em Marquardt, [31].
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Contudo, se kfr(x,)=Tx;k aumenta com k, entdo r pode estar variando signi cativa-
mente em relacdo a variavel i, e portanto os passos obtidos nesse caso podem néo ser
con aveis. Este argumento leva a escolha de Moré [32], em que se adota

D, = diag d¥,...,d¥ onde (26)
q ——
d? = (Ax0)TIx))i, i=1,...,n, parak=0. 27)
L
d¥ = max d* P, (Ax)TIxi . i=1,....n, 8k 1. 29)

Note que, isso implicara que a variavel i de maior in uéncia na iteracdo k ndo sera
privilegiada em relagcdo as outras na obtencdo do passo de LM. No caso em que
kqr (x,)=Txjk diminui com k, temos que r varia lentamente em relacao a variavel i,
portanto, em contrapartida do caso anterior, ndo ha necessidade de diminuir o valor de
di.

Uma escolha viavel quando, para todo i, kfr(x,)=1xjk ndo cresce em relacad, pode-
mos simplesmente tomar D como sendo uma matriz constante, dada por

q___
Dy = diag JXo)TIXx0) , k O, (29

note que nessa situagdo essa estratégia nada mais € do que uma aproximacdo da
estratégia de Moré.

Resultados teoricos obtidos em Moré [32] apoiam (27) no lugar de (25), e em alguns
casos @9).

Ainda que de modo geral toma-se D como sendo uma matriz diagonal, h& autores
gue estudam o uso de D como sendo ndo necessariamente diagonal, por exemplo,
[22] estuda o caso Dy = P Jx)TIx) + el onde e > 0. Embora essa escolha tenha
suas vantagens, a op¢ao diagonal é mais recomendada, por facilitar na decomposicéo
matricial do sistema de LM, como veremos em mais detalhes no penultimo capitulo
deste trabalho.

Contudo, uma vez que acrescentamos uma matriz D 6 |, a Proposi¢do2.3 deixa de ser
verdadeira, o que remete a questao de como deve ser feita a atualizacdo do parametrol
anteriormente discutido. A seguir vamos mostrar que, em relagdo a convergéncia do
método de LM, podemos reduzir o caso D 6 | ao casoD = | mediante uma simples
mudanca de variavel.
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De nindo f(x) := r(D x) e F(x) := f(x), temos que a jacobiana def(x) é dada por
Jx):= XD x)D 1, paratodo x 2 R". Dessa forma, o modelo quadratico (14) torna-se

KFOORZ+ BT 309TF(x) + 2 (09T 309 +1 1)p. (30)

NI

m(p) :=

Note que, de nindo X = Dx, para todo x 2 R", e aplicando na equacao acima, temos
que

M) = SKFIKEETIRTHR) + 28T TIR) +1 1)p
= JKIRT(D HTI00TT00 + Z6T(D HTINTI0D 1 1)p

= ZKrOOKHBT(D BT X0+ 587D HT(ANT X +1 DTD)D 1p,
Assim, o minimizador da funcdo quadratica acima € a solucdo do sistema linear
(J)TIX)+IDTD)D p= JX)Tr(x)

vamos denotar a solucao do sistema acima dep;,,. Comparando o sistema acima com o
sistema de LM dimensionado (24), temos p;,, = Dpim. Note ainda que

- F(R)  FR+Pim) _ F()  F(X+ pim) _

M0) M(Pm) MO0 m(pm)

dessa maneira, segundo o Algoritmo 3, 0 passo pj,, € aceito se, e sb sep,,, € aceito.
Dessa forma, se &)k o € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3 que satisfaz
lim in k(%) PRk =0

entdo, liminf 4 y k(D, 1)TIx)Tr(xk = 0, onde xy = D, %y, para todo k 0. Assim, se
(D o for limitada e kD, k6! 0, entdo liminf,y y kJ(x) Tr(x)k = 0.

De maneira analoga e sob as mesmas hipoteses eml, ), o também temos que, se
lim k(D HT %) r(xik =0,

entdo limy v kIx)Tr(xk = 0.
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A hipétese de que (Dy)k o € limitada é satisfeita para as escolhas de matrizesD
mencionadas nessa subsecéo, pois, a escolha de Fletche) € uma matriz constante e
para as demais, comoJ é continua e como o0s passos dado pelo Algoritmo 3 estdo todos
con nados ao subconjunto compacto fx 2 R": F(x)  F(Xp)g, entdo (JXk))k o € limi-
tada. Além disso, para as escolhas de Marquardt, (25) e Moré, (27), sekD, k! 0, entdo
1=mindiag(D,)! 0, logo mindiag(Dy)! ¥, o que implica maxdiag(J(x)TIxW)! ¥
e portanto  J(x)TJ(xy) ! ¥, 0 que ndo ocorre pois (JX))k o € limitada. Portanto,
temos que ter kD, k6! 0 para as escolhas deD propostas anteriormente.

Mal condicionamento da matriz do sistema de LM

De maneira intuitiva, uma matriz S 2 R" ", inversivel, é dita bem condicionada se
peguenas pertubacfes em seus elementos ndo afeta signi cativamente a solucdo do
sistema Sx = b, e é dita mal condicionada caso contrario. Assim, o condicionamento
da matriz nos d4 uma estimativa do quanto o sistema € sensivel a erros numéricos.
Ha diversas formas de de nir rigorosamente esse conceito, mas nesse trabalho vamos
adotar

k(S) = kSk kS Kk,

onde kk: R" "I R, é norma de nida como
kAk= maior autovalor de ( ATA)?,

paratoda A 2 R" "inversivel. Em particular, se S é simétrica e positiva semide nida,
entdo kSk= | max, onde | max € 0 maior autovalor de S.

Note que, também que k(A) = KAKkKA 'k k AA k= 1, para toda A 2 R" "
inversivel, sendo que, quanto mais distante de 1, pior € o condicionamento.

Como é bem conhecido, sistemas mal condicionados podem resultar em muitas
iteracdes ou em solucdes de ma qualidade, comprometendo o desempenho do método
de LM.

Proposicdo 2.4. Seja 2 R" " uma matriz simétrica e positiva de nida. Entao

max diag(S)

kS mindiag(S)

31)
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DemonstracaoPrimeiro, relembramos que se S € uma matriz simétrica e positiva de-
nida, entdo kSk = | max, onde | nax € 0 maior autovalor de S. Vamos provar duas

a rmacoes:
(a) kSk = max nxTSx: kxk= 1o
(b) kS k= max n(xTSx) L kxk= 10
Prova de (a) e (b) : Vamos provar apenas (a), pois (b) segue de maneira analoga
.,Vng, uma base ortonormal que diagonaliza Se sejaml 4,...,l , seus

SejaB =fvy,..

respectivos autovalores.
Sejau 2 B, o autovetor unitario asrciociado ao mag)r autovalor | max de S. Assim,

I max-

UTSuU = | may, dessa forma temos max x'Sx: kxk= 1
.,8n 2 R, tais que

Por outro lado, dado v 2 R", tal que kvk = 1, existem a;,

v =24, avj, logo

n
VTSV = VT é a; Sv;j =VT é ail iVi
i=1 i=1
n T n n n
— o [o] _ [] 2 o _
= aayv a aliyvi =a afl; a a | max = | max
i=1 i=1

1, pois kvk = 1 e B é base ortonormal. Segue que

onde usamog o fato de que g n,aZ=

| max Max XTSx:kxk=1 e portanto temos (a).
Agora, considere C=fey,...,en0, base canbnica deR". De (a), concluimos que

kSk e'Se=S;, paratodo i=1,...,n,

logo kSk maxdiag(S). Por outro lado, de (b) temos
S.1 paratodoi=1,...,n,

kS 'k (efse) 1=

logo kS 1k 1=mindiag(S).
Portanto, da de nicdo de condicionamento, temos
3 1,, maxdiag(S)
k(S) = kSk kS “k mindiag(S)’

como queriamos demonstrar.
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Mas a proposicdo acima nos diz que, quanto maior for a razao entre o maior e
o menor valor da diagonal de uma matriz simétrica e positiva de nida, maior sera
também o seu niumero de condicionamento, agora a proposi¢cao seguinte fornece uma
desigualdade no sentido oposto da anterior, isto €, limitamos superiormente o nimero
de condicionamento em funcdo da razdo do maior e menor valor da diagonal. A
proposicao a seguir pode ser encontrada em [26).

Proposicdo 2.5. Sejamn 1e S2 R" " uma matriz simétrica e positiva de nida, entdo

1 +F:\ 1 det(S)n"=tr(9)" tr(S)"

kS 1 1 det(9n=tr(S"  n"det(S)

(32

Nas mesmas hipoteses da proposi¢cado acima, temos quedet(S) mindiag( 9" e
tr(S) nmaxdiag(S) e portanto segue que

n

max diag(S)

k) mindiag( S)

2. (33
Logo, o condicionamento da matriz do sistema de LM esta intimamente relacionado
com a distribuicdo dos elementos da diagonal. Vimos na subsecédo anterior algumas

escolhas de matrizesD que tinham por nalidade melhor adequar o modelo quadratico
as curvas de nivel de F. Observe que podemos obter o passo de LM mediante a
resolucao do sistema abaixo

(O HTI)TIX)D T+ DPm = (D HTIAX)r(x), (34)

onde P, = Dp;m. Note que a matriz do sistema acima € positiva de nida com os
elementos da digonal todos iguais, logo pela desigualdade (33) temos que seu condicio-
namento é menor ou igual a 2, ou seja, uma melhora substancial no condicionamento
do sistema em casos mal condicionados.

Para a proposta de Moré a estratégia feita acima, a estratégia 84) melhoraria no condi-
cionamento da matrizem uma iteracdo k 0, ocorreria apenas sedi(k l):(J(xk)TJ(xk))ii
1, para todo i. No entanto, se a variagdo de uma componente diminuir muito nas ite-
racdes seguintes em relacdo ao maximo da diagonal, e este ndo aumentar muito, é
melhor, em termos de condicionamento, resolver diretamente o sistema (24). Mas se 0
méaximo da diagonal cresce muito em k e 0 minimo decresce muito, uma estratégia de
precondicionamento mais e ciente pode ser necessaria para resolver o sistema (24).
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Figura 3: Passos do método de LM para funcdo de Rosenbrock para diferentes valores del .

Exemplo com a fun¢éo de Rosenbrock

A Figura 3 ilustra como sédo dados os passos de LM a parir do ponto inicial Xg para o
exemplo da funcdo de Rosenbrock, dada por

FO,y)=(1 x)?>+100f x?)> (35)

Note que o ponto (1, 1) é o unico minimizador global dessa funcao. Além disso, essa
funcdo pode ser vista como um problema de minimos quadrados néo lineares. Para
isso, basta notar que tomando

HY) = 20 %) e raey) =100 2y D),

temos 1 1
F(x,y) = Erl(X'Y)Z + Erz(x,y)z-

23
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Na Figura 3, é possivel observar que a medida quel aumenta, o tamanho do passo
de LM diminui. Desenhamos apenas o nivel f(Xp) das curvas de nivel dos modelos
quadraticos, paral =0 (em azul),| =10 (em vermelho) el =100 (em preto).

Método de LM com Hessiana completa

Baseado no método de LM, podemos voltar ao método de Newton e nos perguntar se é
possivel introduzir um parametro | na hessiana def a m de torna-la positiva de nida,
para entédo aplicar alguma estratégia similar ao método de LM. De fato, isto é possivel,
ou seja, existel tal que r 2f(x) +1 | é positiva de nida, como mostraremos a seguir.

Proposicdo 2.6. SejaH 2 R" " uma matriz simétrica, entdo existe Um2 R tal queH +1 |
€ positiva de nida.

DemonstracdoComo H é simétrica, entdo € diagonalizavel, isto €, existeU ortogonal,
isto &, UTU = I, tal que

H=UTDU,
onde 2 3
dy
C:g Z,
dn
onde dy,...,d, 2 R. Sejal > 0, temos

H+ll=UuTcu+lUuTu =UT(C+I IU.
Sejav 2 R" ndo nulo,dena u=Uv etomel > minfdy,...,dy0, logo

viuT(C+1 HUuv
(UV)T(C+1 1)(Uv)

vI(H+1 v

n
uT(C+1 Nu=3§ (d+1)u?> 0,
i=1

onde u = (uq,...,un)’, e usamos qued; +1 > 0, 8i2f1,...,ng. O
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Assim, em cada etapa de nimos o0 seguinte modelo quadratico

Qp)=f(x)+p'r 1‘(><)+%IOT(r 2f)+1 1)p, (36)

onde | é escolhido de tal forma a tornar r 2f(x) + | | positiva de nida. Logo, o
minimizador global desse modelo é dado por

r 2f0)+1 Dpy = r  f(x). (37)

De nindo

o f00 T(x+pw)

q0) Gpw) (38

estabelecemos o seguinte algoritmo.

Algoritmo 4: Método de LM com hessiana completa
Entrada: Dados X, h e um valor inicial para |

Passo 1: Realize a fatoragéio Cholesky der 2f(x,)+1 |

Passo 2: Se a fatoracéo falhar fagal = 2| e retorne ao Passo 1

Passo 3: Facal | = |

Passo 4: Resolva ¢ 2f(x )+ 1 )py = r  f(x) usando a fatoracdo obtida em Passo 1
Passo 5: Avalie rkH conforme (38), e faca

8

S Xg+pu, serf>n
Xkl =,
" Xk se caso contrario

Passo 6: Obtenhal ;1 como em (21)
Passo 7: Xg+1 = Xkt PH
Passo 8: Facak = k+1 e retorne aoPasso 1

Observe que para tornar r 2f(x) +1 | positiva de nida, o que fazemos é dobrar | a
cada falha na fatoracdo Cholesky. Proceder dessa maneira € preferivel, mesmo que a
Proposicao 2.6 nos diz como encontrar | que estamos buscando, uma vez que € inviavel
computacionalmente encontrar os autovalores de matrizes com muitas entradas.

Do ponto de vista tedrico, 0 método descrito acima é mais preciso que LM, no entanto,
pode ser caro computacionalmente obter | de tal forma que r 2f(x) +1 | seja positiva
de nida. De fato, em casos em que a hessiana possui autovalores proximos de zero ou
muito negativos, teremos muito consumo de tempo para tornar r 2f(x) +1 | positiva
de nida, como pode ser constatado no Algoritmo 4.



26

problemas de quadrados minimos nao lineares

A seguir apresentaremos dois métodos que trabalham um caso particular do problema
de minimos quadrados ndo lineares. Estes métodos fazem uso de dois sistemas lineares
em cada iteracao, com informac6es apenas de derivadas de primeira ordem dos residuos,
e possuem garantia de convergéncia cubica.

LM Modi cado

Em [13], [14], Jinyan Fan estuda um caso particular do problema de minimos quadrados
nao lineares, onde deseja-se encontrar um zero para fungdes objetivo cuja a quantidade
de residuos é igual a quantidade de parametros. Nesses trabalhos, Fan propde dois
métodos de convergéncia cubica que séo inspirados no método de Newton modi cado
[20], [43], que também possui convergéncia cubica.

Considere o sistema néao linear de equacdes
r(x) =0, 39

onder : R"! R™ é uma funcdo de classeC? Devido a ndo linearidade de r, o
sistema (39) pode nao ter solucbes, no entanto, vamos supor que tais solugdes existem e
focaremos apenas em construir um método para encontrar a0 menos uma delas.

O método de Newton € um algoritmo classico para resolver esse tipo problema. Dado
um ponto inicial X, 0 método consiste em resolver em cada iteragédo o sistema

JX)pk = (X,

onde J(Xi) é a jacobiana der aplicada em x,, e atualizar Xy41 = Xy + P-

Sejax tal que r(x ) = 0. A convergéncia do método serd quadratica em uma
vizinhanca de x , se J(x ) € inversivel e lipschitz [ 25].

No entanto, o calculo da jacobiana J(x,) em cada iteracdo pode se tornar demasi-
adamente caro dependendo da complexidade de se derivar a funcéor e do numero
de variaveis n. Assim, torna-se necessario a criacao de novas técnicas que sejam mais
e cientes. Por exemplo, ha algoritmos que, ao invés de usar J, utiliza uma matriz que a
aproxima e que tem um custo menor. Tais métodos sdo chamados de Quase-Newton.
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Porém, ha um outro método que ainda usa a matriz J, mas o seu calculo é aproveitado
para resolver um sistema linear adicional. Nesse método, primeiramente se resolve

JXpk = (X,

e aproveitando da jacobiana ja calculada, resolve-se um segundo,

JX) = 1Y),

onde yy = X, + px. Assim, dado um ponto inicial X, 0s passos do método sdo dados por
Xk+1 = Xk + S, onde s = p + g¢. Este algoritmo € chamado de Newton Modi cado e, em
contraste com o método de Newton, tem convergéncia cubica se J(x ) é lipschitz e ndo
singular [ 20], [43].

Contudo, a matriz jacobiana nem sempre tem posto coluna completo, logo o passo
de Newton nem sempre esta bem de nido. Além disso, a jacobiana pode ser mal
condicionada, o que implica na instabilidade do sistema. Para contornar isto, seria
interessante darmos passos menores. Uma maneira de fazer isso é acrescentar ao
sistema de equacfes que de ne p, um parametro | > 0, da seguinte forma

" # " #
J(X) r(X)

p Pk =

[ 0 “0

Observe que o sistema linear acima nos fornece o passo de Levenberg-Marquardt, pois
implica em

(AT I + 1) pe = I (xir (x4, (41)
isto é, o proprio sistema de LM. Nesta se¢cdo, vamos denotar o passo de LM, nak-ésima
iteracéo, por py.

De maneira analoga ao método Newton Modi cado, resolvemos mais um sistema
linear dado por

(Ix) T Ixi) + 1 e = IT(xir(yw), (42

onde yy = X + P-
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Note que, de forma semelhante ao método de LM, o passo g, € o minimizador global
da seguinte funcdo quadratica

- 1 1
M(p) = 5 Kr(yid + Axipk” + 51 kpk” (43

Dessa forma, o0 passo gerado por esse método € de nido como s, = pi + axgx, onde 0
parametro a, > 0 surge como uma maneira de ajustar 0 passogy.

Neste trabalho, vamos considerar duas maneiras distintas de se de nir o parametro
a,. A primeira € simplesmente tomar a, = 1 para todo k, e nesse caso temos o chamado
método de Levenberg-Marquardt modi cado (LMM). O segundo, vamos considerar
uma maneira de atualizar a, de forma a acelerar o método LMM. Vamos descrevé-la
em mais detalhes a seguir.

LM Modi cado Acelerado

Podemos acelerar o método LMM modi cando a maneira como atualizamos ay. Para
tanto, de nimos 1
F(x) =5 kr(x)k?. (44)

Lembrando que yy = Xy + px, entdo observe que

1 1
F(yi+ o) = S Kr(yic+ ak® 5 kr(yi) + Jxiak”.

Além disso, devido ao resultado demonstrado por Powell, em [ 39|, temos que

( )
SO K0+ Xx0ake 5 AT min kak, 9T g
assim,
F) FOra) S KOk 5 kr(y) + Xdadk® o e
1 T : Ixi) T (i)
5 X r(yi) min kak,m (47)

Note que a diferenca expressa na desigualdade ¢5) é positiva, logo, tendo em vista
a aproximacao (46), é interessante acentuar ainda o valor dessa diferenca mediante
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um controle no tamanho do passo g, em uma tentativa de aumentar a diferenca
F(y) F(yx+ gk, para tanto, vamos fazer uma busca linear em y, ao longo de g,
resolvendo o seguinte problema

1
min = Kr(yy) + aJ(xk)qkk2 . 48
a>0 2
Este problema pode ser reescrito de forma equivalente como
1 2 1 2
max - kr(ylk® S kr(yw) + ad(xg)okk” .
a>0 2 2

De nindo
1 2 1 2
f(a)=Skriyk® 3 kr(yi) +aXxgek?,

f (a) pode ser reescrita como

1 1
f@) = Skriyok® 5 kr(yd+aXx)ak”

1
r(y) " I @ > g Jx) T Ax o @

1
G (AT +Tihae @ S0k Ax)T ik @%,
onde usamos o fato de que

r(yi) " I = G (I0xi) T I0xi) + 1 ).

Observe quef é uma fungdo quadratica em a com maximo em

3, = Oy (J0%i) T I(Xi) + 1 i) —14 | kO Ok
O JO%k) T I(X) Ok O i) T I(Xk) 0k

desde que g J(x) T IXx)0k 6 O.

Note que &y obtido é sempre maior do que 1, e portanto é razoavel supor que g, é
uma boa direcédo de descida para F a partir do ponto yy, além disso, pela construcao do
parametro a, segue que

1 1 1 1
SKryK® S kryid + adixdak® S kriygk® S kr(yid + Axidak”,
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logo, é razoavel supor que a busca linear efetuada acima na direcao deqy a partir de
Yk pode de acelerar o método LMM. Mas note, que o escalar &, é sensivel ao fator
qIJ(xk)TJ(xk)qk, pois quando este € proximo de zero, tem-se que §, € demasiadamente
grande, pois

kIxi)ak? = of I T Ik O,

Para que haja alguma alteracéo signi cativa no valor de kr(yy) + aJ(xk)qkkz, atem que
ser su cientemente grande, pois caso contrario

kr(y) + adxak®  Kr(yk®.

Por outro lado queremos evitar tomar a, desnecessariamente grande. Para isso, limita-
mos seu valor maximo por uma constante a > 1 e de nimos a, como sendo 0 passo

gue soluciona

max } kr(yk)k2 } kr(y) + aJ(xk)qkk2 ) (49
a2[13] 2 2

Assim, combinando essa escolha dea, ao método LMM temos o chamado de
Levenberg-Marquardt modi cado acelerado (LMMA).

No caso do método de LM, a direcdo p, faz com que m(0) m(p,) > 0, onde m é dada
por (14). Porém o passos, nao satisfaz, necessariamentem(0) m(s,) > 0. Sendo assim,
nao podemos usar o mesmo preditor do decréscimo de F que foi usado no método de
LM para de nir o parametro r dado em (20). No entanto, ainda é possivel de nir um
preditor de maneira satisfatoria, e consequentemente um parametro r, especi co para
esse caso, para tando, basta de nir

Predc= m(@0) m(py) + mO) m(q)

1 1 1 1
= Skr(xk® S kr(x) + Jxidpek” + S kr(ydk® S Kr(yid + acd(xdak”,

€ interessante de ni-lo dessa maneira, pois, de maneira analoga ao caso da desigualdade
(45), temos que

)
Jx) T (%)

Ko gk O

k0K ki) + 0apde 2 H)Tr(e) min  Kpk

NI =
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e, consequentemente, em vista das desigualdades 45) e (50), temos

J T
Pred % Jxi) Tr(x,) min kpkk,%
L T i I "r (v
Fp T min A Tk

0 que nos permite de nir,
_ F(xi) Fxc+s0)
k= Pred '
Note que, para todo k, além de termos Pred, > 0, a reducéo prevista Pred, € maior do
gue aquela prevista pelo modelo de LM, assim as direcbes aceitas apresentam uma
reducé&o maior na fungao objetivo quando comparadas com as dire¢gdes de LM, o que
pode reduzir signi cativamente o nimero de passos aceitos ao custo de aumentar 0s

(51)

nao aceitos, em relacéo ao algoritmo de LM. Isso apresenta uma vantagem, pois como
veremos no penultimo capitulo desse trabalho, os passos aceitos sdo mais caros de
serem obtidos em relagcéo aos ndo aceitos.

Fazendo uso de toda teoria exposta nesse capitulo, pode-se construir um algoritmo
com algumas propriedades especiais.

Algoritmo 5: LMMA
Entrada: Dados xg 2 R", mp> M > 0,0< pp p1 pP2<1,0<d 2,a>0 esejak=0
Passo 1: Usando | |, = m kr(xk)kd, calcule py e g, via (41) e (42) respectivamente
Passo 2: Sejas, = px + axgx, onde ay é obtido resolvendo (49)

Passo 3: Calcule r usando (51) e efetue

8
o = S XetSa ser  Po
k+1 = .
© Xy se caso contrario

Passo 4: Escolham,, da seguinte forma

8
3 4m, Serk< pi1
Mer1 = 3 nk, sery 2 [p1, p2]

© maxfm=4,Mg, sery> po

Passo 5: Facak = k+1 e retorne aoPasso 1

Como demonstrado em [13], quando n = m, o algoritmo acima tem convergéncia de
ordem min f 1 + 2d, 3g. Em particular, tem convergéncia cubicase 1 d 2.
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Ja para o caso em gque se faz a escolhay = 1 para todo k no algoritmo acima, isto &,
considerando o método LMM, tem-se a garantia de convergéncia cubica, quando n = m,
[14].

2.5 meétodo de regides de confianca

Como vimos, a Proposicao 2.3 estabelece a seguinte relagéao

(0TI +1 1) HTr (9 = & vP

A (m+1y2 (52

onde Jx)TJx) = UTLU, L =diag (m;,...,m), UTU =1 ev = UJXX)Tr(x). Assim,
através do parametro | , € possivel controlar o tamanho do passo de LM. Além disso,
0 passo de LM dado pela solucao do sistema (1L6) é o Unico minimizador global do
modelo quadratico (14) se o restringirmos a uma bola fechada de raio kp;y,k.

Baseado nessas caracteristicas os métodos de regides de con anca surgem como
generalizacdo do método de LM. Resumidamente, dado um ponto, considera-se uma
aproximacado quadrética da funcao objetivo em torno desse ponto e toma-se 0 passo
como sendo aquele que minimiza esse modelo dentro de uma determinada vizinhanca.

A seguir vamos de nir rigorosamente como sao construidos os métodos de regides
de con anca.

Sejaf : R" ! R uma funcéo de classeC? e tome um ponto x 2 R". Considere o
modelo quadratico

m(p) = 00+ pTr 1()+ 3pT AP, 53

onde assumiremos neste trabalho que A(x) é uma matriz simétrica e uniformemente
limitada. Em geral, tomamos A(x) como sendo alguma aproximacao da hessiana def
no ponto X.

De modo geral, o método de regides de con anc¢a consiste em resolver, em cada etapa

do método, dado D > 0, o seguinte subproblema

min m(p), sujeitoa kpk D. (54)
p2R"
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O conjunto R=fp2 R" : kpk Dg, obtido a cada iteracdo, é chamado de regido de
con anca, e o parametro D é o raio da regido de con anca.

Em func@o da aproximacao de Taylor de segunda ordem no ponto x e na direcéo
de p, a diferenca entre om(p) e f(x + p) € da ordem O(kpkz) para kpk su cientemente
pequeno.

Tomando A(x) = r 2f(x), teremos o chamado Método de Regifes de Con anca de
Newton. Note que, nesse caso, 0 erro na aproximacéo de Taylor de segunda ordem,
cujo erro é O(kpks), ou seja, quando a regido de con anca € pequena, o modelo &
notoriamente preciso.

Assim, o0 objetivo desse método é em cada etapa resolver o subproblema §4), isto
€, encontrar um minimizador p desse modelo quadratico dentro de uma bola de raio
D. Note que se Ay é positiva de nidae A(x) Ir f(x) D,entdfop = A(X) r f(x).
No entanto, se A(x) Ir f(x) > D nem sempre é facil encontrar p . Porém, para
se ter convergéncia global e métodos préticos, basta obter solu¢cdes aproximadas do
subproblema (54), como veremos mais a frente.

Da mesma maneira que o método de LM, em que a atualizacdo do parametro | € de
suma importancia, a forma como atualizamos o parametro D também é crucial para o
desenvolvimento no método de regifes de con anga. Vamos discutir uma pouco acerca
dele a sequir.

Atualizacdo do parametrD

No inicio desta se¢éo, comentamos o fato de que o método de LM inspirou a formulacéo
dos métodos de regibes de con anca. Para evidenciar ainda mais esse fato, vamos
mostrar que o método de LM surge naturalmente como um caso particular de métodos
de regides de con anca.

Tomando as regides de con ancga convenientemente como D = kp;k , entdo o método
de LM é equivalente a resolver, em cada iteracdo, um subproblema da forma

PR m(p)=F(x)+pT(J(x)Tr(x»+%pT(J(x)TJ(x)H )p. sujeitoa kpk  Kkpimk-.

Onde F(x) = 3kr(x)k% r F(x) = Xx)Tr(x) e A(x) = Xx)TJx) +1 I. Mais ainda, pela
equacao (£2), temos uma maneira de atualizar D a partir do parametro | , ou seja,

33
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28 Vi
D°=a — 1+ (59

Observe que a relacdo acima deixa explicita o fato de queD diminui se | aumenta,
e por outro lado, D aumenta sel diminui. E é justamente essa relagdo que inspira a

maneira como atualizamos a regido de con anca.

Assim, inspirado na relacao inversa dada pela equacéao (55), € na maneira como a
atualizacdo de | é feita no método de LM, podemos intuir uma maneira similar de
de nir a como as regides de con anga sao atualizadas, conforme dado em [ 30], temos

8
5 D=3, sery< 1=4
D1 = 3 2D,, sery> 3=4 : (56)

Dy, sery 2 [1=4, 3=4]

onde para cadak O,
= fxi)  Fx+ pi)
mg(0)  my(pk)
Outra forma de atualizacdo € descrita em [3€], a qual a convergéncia € garantida,
como veremos mais a frente.

(57)

Algoritmo  6: Atualizagdo do raio da regido de confianca D

Entrada: Dados Do > 0,D> 0,x90eh2 0,3
Passo 1: Sejapy alguma solucdo aproximada de (54) e r usando (57)
Passo 2: Sery h, faca

Diip = D=4, Xus1 =Xk, k=k+1 eretorneao Passol

Passo 3: Seh < ry < 1=4, faca

Di+1 = D=4, Xie1 =Xkt Pk, k=k+1 eretorne ao Passo 1
Passo4:SeE4 ry 3=4ou(kpkk< Dyery 1=4), faca
Di+1 =Dk,  Xir1 =X+ Px. k=k+1 eretorne aoPasso 1
Passo 5: Sery > 3=4 ekpyk = Dy, faga

Dy+1 = minf 2Dy, Iig, Xk+1 = Xk + Pk, k=k+1 eretorne ao Passo 1
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De maneira analoga ao caso de LM,r, também é a razdo entre a reducao def e a
reducgéo prevista pelo modelo my, ambas na direcéo py. Esse escalar, nos diz o quanto
nosso modelo aproxima f na direcdo de py.

De forma intuitiva, a atualizacdo Dy, dada acima se comporta da seguinte maneira:
Sery > 3=4 e kpkk = Dy, entdo nossa funcéo f, além de ser bem aproximada pelo
modelo m, na direcao de py a partir do ponto X, 0 passo tomado foi o maior possivel.
Logo, fazemos Dy,; = minf 2Dy, Dg, isto &, permitimos um passo maior em relacéo ao
anterior. Ser < 1=4, entdo amy ndo aproxima bem a funcéo f na direcao de p, a partir
do ponto Xxy. Assim fazemos Dy.1 = D=4, 0 que implica em um passo menor em relacao
ao anterior. Por m, se ry 2 [1=4, 3=4] ou kpyk < Dy, entdo my aproxima f na direcéo
de py a partir do ponto xy de forma razoavel ou o passo tomado € menor que a regiao
de con anca. Portanto, ndo faz sentido aumentar nem diminuir o passo em relacao ao
anterior.

Note que o raio da regido de con anca s6 é aumentado quando de fato se atinge a
borda da regido de con anca. Por outro lado, quando a borda nédo é atingida, pode-se
concluir que o tamanho do raio ndo estéa interferindo no calculo de py e portanto nao
faz sentido altera-lo.

Para que o algoritmo descrito tenha sentido do ponto de vista pratico, precisamos
entender como sao obtidas as solucdes do subproblema $4).

Da mesma forma que no método de LM, onde facilmente obtém-se o minimizador
global do modelo quadrético através da resolucdo de Unico sistema linear, também
podemos formular um resultado que generaliza esse fato no contexto dos métodos de
regides de con anca. O teorema abaixo, cuja a demonstracao esta presente emjf], faz
essa generalizacao, caracterizando as solu¢gdes dos subproblemas da formasQ).

Teorema 2.7. O vetorp € uma solucédo global do problema da regido de con adia€ e
somente se, pé solucdo viavel e exidtg 0 tal que

(Ac+lDp =1 (X)),
I (D kp k) =0;

A+l 1 é positiva de nida.

35

Note que o passo de LM satisfaz as trés equacdes do teorema se considerarmos

Dy = kpmkep = pm.
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Exemplo com curvas de nivel da funcdo de Rosenbrock

Para ilustrar como se comportam os método de regides de con ancga, vamos utilizar o
exemplo da funcdo de Rosenbrock, (35). No exemplo ilustrado na Figura 4, usamos o
modelo quadratico dado por

mo(p) = F(x0) + 1 1(x0)" P+ 50T (Xx0)" Xxo) + 1)p

em torno do ponto xg=( 0.5,0.5Y e com raios das regides de con anca variando de
acordo com os circulos vermelhos pontilhados: D=1, D=0.5e D = 0.25 A matriz J(Xg)
é a jacobiana do vetor de residuosr(x,y) = (r1(x, y), r2(x,y))" aplicada em (X, y) = Xo.

Esbocamos apenas as curvas de nivel do modelo quadratico que assumem o valor de
minimo dentro da regido de con anca desenhada, isto é, a curva de nivel azul é o nivel
que detém o minimo do modelo quadratico dentro da regido de con anca de raio D =1,
e assim por diante. As setas dadas na gura representam os passos tomados a partir de
Xo @ m de minimizar a quadratica dentro da regido de con anca. Observe que quanto
maior o Parametro D, é possivel obter passos maiores, porém, nem sempre 0S maiores
passos serdo os melhores, como pode ser visto na Figurad, onde o passo que mais
diminui o valor da funcdo Rosenbrock é o correspondente a regido de con anca D = 0.5.
Isso mostra a complexidade envolvida em desenvolver métodos e cientes utilizando
estratégias de regides de con anca.

Nas subsec¢fes seguintes vamos introduzir dois métodos de regifes de con anca
classicos.

Embora a principio buscamos a solugéo 6tima do subproblema (54), para propésitos
de convergéncia, € su ciente encontrar uma solucdo aproximada py que esteja dentro
da regido de con anca e forneca uma reduc&o su ciente no modelo. E nessa ideia
gue o método de Dogleg se baseia. Antes de apresentar esse método, vamos de nir o
chamado ponto de Cauchy.

2.5.1 Ponto de Cauchy
Sejaf :R"! R um funcéo de classeCl. De nimos o seguinte subproblema

P = argmin f(x) + 1 f(x)'p, Re=fp2 R":kpk Dyg. (58)
p<£ Ry
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Figura 4: Passos minimizando o modelo quadratico dentro de diferentes regides de con anga
para o caso da funcéo de Rosenbrock.

O método do ponto de Cauchy consiste em minimizar o modelo de nido em ( 53) na
direcdo de p,, isto &, encontrar

ay = arg mircl) my(apy), kap,k Dy, (59
a

e tomar p(k3 = agp,. O vetor pf € chamado de passo de Cauchy.

E possivel obter pE explicitamente. Para tanto note que, como r f(xy) é direcdo de
descida para f a partir do ponto xy, entdo os valores do hiperplano f(x)+r f(x)"p
diminui in nitamente quando seguimos na direcdo de r f(xy). Assim

Dy

Pk = mr f(X). (60)

Para obter a, note que

1
map) = fx)+ 1 f0 P a+ Sp AR @5 kapk D, (61

37
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ou seja, mi(ap,) € uma funcéo quadratica em a. Dessa forma, para resolver (49) devemos
avaliar o valor de kaA(xk) P Se kaA(xk) P O, entdo my(ap,) decresce in nitamente,
e portanto devemos tomar a, = 1. Se kaA(xk) P, > 0, a parabola acima tem um Unico
ponto de minimo, que é dado por

r f(x)Tp, _ kr f(x)k>

a, — = .
P TAGP, D F)TAXIT T4

Entretanto, devemos sempre tomar o passo dentro da regido de con ancga, isto €,
devemos satisfazer a condicdoa, 1. Sendo assim, tomamos

ax = minf a,, 1g.

Portanto, abrangendo ambos os casos, temos

8

<1, sep A(x)p, O

ag = (62)

- minfa,,1g, sep, A(X)p, > 0

e tomamos pg = ap,.

Note que o método do ponto de Cauchy nada mais é que o método de maxima
descida, onde em cada iteragéo controlamos o tamanho do passo para que esteja contido
dentro da regido de con anca. Porém o método de maxima descida apresenta um
desempenho ruim, mesmo se o passo 6timo for tomado em cada iteracao [36].

Apesar disso, o passo de Cauchy tem grande importancia tedrica para os métodos
de regides de con ancga, pois se um minimizador aproximado do subproblema ( 54)
apresenta reducéo na funcdo modelo maior ou igual a reducéo obtida pelo passo de
Cauchy, entdo, sob certas condi¢cbes, somos capazes de garantir a convergéncia global
do método, como veremos mais adiante.

O proximo método que mostraremos, combina as técnicas de maxima descida com
minimizador global do modelo ( 54).

2.5.2 Método de Dogleg

Para explicitar esse método, vamos denotar por p, (D) 0 minimizador global de ( 54) e
assumir que A(Xy) é positiva de nida paratodo k O.
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Observamos que, se o raio da regido de con anca é pequeno, entao

Dy
P(Dy) m" f(X).

Por outro lado, se o raio da regido de con anca € grande, entédo p(Dy) p@, onde

pe= A (). 63

De maneira analoga ao que foi feito para se obter o passo de Cauchy, podemos
minimizar o modelo quadratico ( 53) na direcdo de r f(xy) (desconsiderando qualquer
limitagdo do tamanho do passo), e temos

kr f(xk?

T ITAGT o) " (69

Pk =

Assim, de maneira intuitiva 0 minimizador global de ( 54) é uma combinac¢éo entre
maxima descida e o minimizador irrestrito do modelo quadratico. A medida que as
regides de con anca vao sendo atualizadas, as solucdesp(Dy) desenham uma trajetoria,
gue o método de Dogleg aproxima construindo uma trajetéria combinando a maxima
descida com minimizador irrestrito do modelo quadratico da seguinte forma:

8

_ <tpd, se0 t 1
)=,

A B A (69
" Py +(t 1)(pk pk), sel t 2.

O método de Dogleg consiste em minimizar m(p,(t)) em t dentro da regido de
con anga, como é mostrado no proximo lema.

Lema 2.8. SeAy é positiva de nida, entd&p,(t )k é crescente emem(p(t)) € uma fungéo
decrescente etm onde m é o modelo quadratico de nido &) (

DemonstracéoVer [32]. O

Assim, se p@ Dy, entdo como kp,(t )k é crescente emt , entdo existet tal que
kpPk(t )k = Dg. Além disso, como m(pk(t)) € uma funcdo decrescente emt , entdo o valor
de m(p(ty)) € o menor possivel dentro da regido de con anca.

Se p/k* Dy, entdo tomamost = 2, ou seja, fazemos o passo de Dogleg como sendo
igual a pf.
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Note que o valor de ty, no caso em que p@ Dy pode ser obtido explicitamente,
pois a equacgao

2
D2 pi+(t LEE pfH) =0

€ simplesmente uma equacéo do segundo grau emt . Logo, sabemos que tem apenas
uma raiz real positiva em vista do lema acima.

2.5.3 Teoremas de convergéncia

Como mencionamos no m da Subsecédo 2.5.1, os métodos de regibes de con anca
tem sua convergéncia global para pontos estacionarios (pontos de minimo ou de sela)
garantida desde que se tenha uma redugdo minima no modelo quadratico (53). Tal
reducdo deve ser ao menos a reducao obtida pelo ponto de Cauchy. A desigualdade
abaixo descreve formalmente essa reducéao:

)
. kr f(x)k
m(©) mdp) ek fxkmin DT M (69
onde c; 2 (0, 1.
Lema 2.9. O passo de Cauchy satisfaz a desiguald@fecom g = %
DemonstracaoVer [36]. O

Denido S=fx2 Rf(x) f(xo)g, temos 0s seguintes teorema de convergéncia:

Teorema 2.10. Sejah = 0 no algoritmo6. Suponha qué&Ayk b para alguma constante
b> 0emS, f sejaC?, limitada inferiormente en$ e que todas as solu¢des aproximadas4je (
satisfaz a desigualdaded) para alguma positiva;c Temos entéo

lim inf f =0.
IE“Q kr f(x,)k=0

DemonstracéoVer [36]. O

Teorema 2.11. Sejah 2 0,%1 no algoritmo6. Suponha qu&Ak b para alguma constante
b> 0emS, f sejaC?, limitada inferiormente en% e que todas as solucdes aproximadas4je (
satisfaz desigualdadgq) para alguma positiva;c Temos entéo

kl||n:é kr f(x )k =0.
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DemonstracéoVer [36]. ]

Note que a primeira consequéncia imediata desses resultados é que o método do
ponto de Cauchy tem convergéncia global para pontos estacionarios.

A segunda € que o método de Dogleg também converge globalmente se considerarmos
gue Ay é positiva de nida para todo k 0 nos teoremas acima. Para ver isso basta
mostrar que o passo de Dogleg satisfaz a desigualdade ¢6) para algum c¢; 2 (0, 1.

De fato, isso ocorre, pois se p@ Dy, entdo o passo de Dogleg é o passo de
minimizacdo global do modelo, e portanto satisfaz trivialmente ( 66). Se p@ < D,
entdo o passo de Dogleg € o passo de Cauchy maiqt 1)(p@ pE). Como vimos, o
modelo decresce emt , assim temos uma reducao no modelo maior ou igual a reducao
prevista pelo passo de Cauchy.

No inicio deste capitulo mostramos uma forma de interpretar o0 método de LM
como um método de regides de con anca. Porém em vista do teorema (2.7) ha uma
outra maneira de fazer isso, para tanto, resolva (54) com modelo dado por ( 11) usando
o teorema (2.7) e atualize o raio da regidao de con anca com o Algoritmo 6. Dessa
forma, também teremos a convergéncia global garantida, ja que a desigualdade (66) é
evidentemente satisfeita, pois estamos tomando efetivamente o minimizador global do
modelo. Além disso  J(x, )T Jx,) € limitado em S paratodo k 0, pois a jacobiana do
vetor de residuos é continuo.

Dimensionando o método de regides de con anca

Como mencionamos na secédo anterior, para o caso de problemas de quadrados minimos,
ha casos onde a funcéo objetivof pode ser muito sensivel a pequenas alteracdes em
algumas de suas variaveis e pouco em outras, isto pode levar a curvas de nivel da
funcdo tenderem a elipses altamente excéntricas nas proximidades de um ponto de
minimo.

Algoritmos que néo levam em consideracao esse aspecto da funcéo objetivo pode ter
um mau desempenho. Além disso, o modelo my tende a ser uma aproximagao mais
con avel de f ao longo de direcdes nas quaisf esta mudando mais lentamente, como
comentamos na sec¢ao anterior, para problemas de minimos quadrados.

Como o formato da nossa regido de con anca deve ser de tal forma que a qualidade
do modelo é aproximadamente o0 mesmo em todos os pontos da fronteira dessa regiao,
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entao surge, naturalmente, a razao de se considerar regides de con anca elipticas em
gue 0s eixos sao menores nas dire¢cdes mais sensiveis e maiores nas direcbes menos
sensiveis.

As regides de con anca elipticas podem ser de nidas da forma
kDpk D,

onde D € uma matriz diagonal com elementos diagonais positivos, conduzindo ao
seguinte subproblema de regido con avel eliptico.

min my(x) = f(x)+p'r f(xk)+%pTA(xk)p, sujeito & kDypk  Dy. (67)
p n

Quando f é sensivel ai-ésima componente X;, de nimos que o valor correspon-
dente ao elemento diagonal djj de D deve ser grande, enquanto que dj € menor para
componentes menos sensiveis.

O problema de regifes de con ancga elipticas pode também ser obtido reescalando o
caso esférico. Para isso, realizamos a transformacao

p = Dp,
substituindo em ( 53), temos
ngiF? m(x) = f(x)+ gD, 'p+ %ﬁT(Dk HTA(X)D, 'p, sujeitoa kpk Dy.  (69)
p n

Dessa forma, a teoria dos métodos de regides de con anca com essa modi cacdo torna-
se a mesma da anterior. Para ver isso, basta de nir §y = D g, B, = (D H)TA(x)D L
Assim, teremos

min M) = 09+ Gp+ 5P AP, suieitoa kpk D, (69
p n

N

onde ca evidente que retornamos a teoria padrdo dos métodos de regides de con anca
esféricas.

Assim, de maneira analoga ao caso do método de LM, podemos constatar que,
aplicando os teoremas de convergéncia ao modelo 30), temos pelo Teorema2.10 que
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liminf ,y v kgk = 0, e pelo Teorema2.11, que lim,y y k§k = 0, entdo supondo que
kD, k6! 0 e que Oy D o é limitada, temos liminf ,; y kgek =0 e limyy y kgyk = 0.

Portanto, a teoria dos métodos de regides de con anca com essa modi cacdo torna-se
a mesma da anterior.






METODO DE
LEVENBERG-MARQUARDT COM
CORRECAO DE SEGUNDA ORDEM

Agora vamos propor um método novo, que consiste em obter uma correcéo para método
de LM. Para essa corre¢do utilizamos as derivadas de segunda ordem dos residuos
combinado com técnicas tradicionais do método de LM.

Nas proximas secOes deste capitulo vamos mostrar como o0 método € construido
bem como provar dois teoremas de convergéncia. Além disso, como uma aplicacao
tedrica do nosso método, vamos demonstrar que é possivel convergir para 0 minimo
global da fungcdo Rosenbrock em apenas um passo, independente no ponto inicial
escolhido. Também vamos discutir algumas modi ca¢des possiveis, e discuti-las com
alguns exemplos.

3.1 fundamentacao teodrica

Tanto o método de Gauss-Newton como o0 método de Levenberg-Marquardt tem por
base de sua formulagéo, a aproximagdo linear do vetor de residuos, isto é,

F(x + p) % Kr(x) + J(x) pk2 .

Seguindo essa ideia, vamos aproximar f em um ponto x usando expanséo de Taylor de
segunda de ordem do vetor r em torno de X, obtendo
1 2

FOcHp) 5 100+ 0P+ 5K, ) | (70)

45
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onde a aplicacao bilinear K(x) : R" R" ! R™ ¢é a segunda derivada der em x e
K(x)(p, p) denota a aplicacdo deK(x) em (p, p). Observe que, dados(u,v) 2 R" R",
temos

u'r 2ry(x)v
K)(u,v) =

u'r 2rm(x)v

Assim, K(x) é simétrica se as hessianas dos residuos forem simétricos. Como no nosso
caso isso ocorre, pois estamos supondo que os residuos sdo funcées de clas®?, entdo

K(x) é simétrico.

A m de propiciar maior clareza nas formulas, vamos realizar as seguintes convengoes:
r(x) =r, Jx) = Je K(x) = K. Note que ndo ha risco de confusdo nessa notacéao, haja
visto que todo processo de constru¢cao do método é feita sobre cada iteracéo.

Sabemos que, dadol > 0 o método de LM consiste em resolver em cada iteracédo o

um subproblema da forma

min, m(p),

onde L L
m(p) = ékr+Jrk2+§I kpk? .

Inspirado no caso acima, introduzindo o termo de segunda ordem, temos

1 21 )
r+Jp+§K(p,p) +§I kpk

L(p)

= NI

= Skr+ K2+ %I kpk? + %(r + 3P K(p, p) + O(kpk?
= m(p)+ %(r +Jp"K(p, p) + O(kpk4).
Com isso, de nimos
M(p) = m(p) + 5+ IDTK(p, p). 7

Seguindo a ideia do método de LM, queremos resolver

.E'z"é‘n M(p). (72)
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Dessa forma, derivando (71) com respeito a p e igualando a zero temos a seguinte
equacgao normal

Jr+3TJ+1 I)p+%JTK(p, p)+K(p, ) (r+Jp=0 (73
onde
p'r Zrl(x)
K(p, ) =
PTr 2rm(x)

Em contraste com o método de LM, a equacéo para a obtencdo do ponto critico nesse
caso € nao linear e portanto, ndo € possivel isolarp e encontra-lo através da resolucao
de um sistema linear. A m de contornar esse entrave, vamos realizar uma aproximacao
linear conveniente de a expresséao.

Primeiro vamos comecar de nindo a funcdo G como sendo
G(p) = I + (I 3+1 )p+ 2K (p, p) + K(p, )T(r + 39
derivando em relacéo a p temos
Gp) = JTI+1 1+ JK(p, )+ K(p, )TI+K(, )T(r+Jp,

onde, dado u = (ug, ...,um)" 2 R™ K(, )Tu=4aM, uir 2r;, é a derivada de K(p, )Tu em
relacdo ap. Fazendo a expansao de Taylor emG de primeira ordem em pj,,, temos

G(Pm+P)  G(Pim) *+ GYpim)P.
Convenientemente, é interessante aproximar
GYpim) JTI+11, (74)
pois, como (J"J+1 1) é inversivel, entdo existe p. 2 R" tal que

G(Pim) + (J"3+1 1)pc =0,
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Figura 5: Passos do método LMCS para a funcdo de Rosenbrock para diferentes valores dd .

assim
(J"3+1 pc= G(pim). (75)
Usando

3"I+1 Dpm = Jr, (76)

podemos reescrever a equacao {5) como
1
I3+ Dpe= S K(Pim, Pim)  K(Pim, )" (1 + I Am). (77)

Em linhas gerais, encontramos uma solucéo aproximada para (73) via resolucao de
um sistema linear com mesma matriz do sistema de LM, o que nos permite realizar
apenas uma fatoracédo de matriz a cada iteracdo do método para encontrar p;y, € Pec.

De nimos assim h¢ = pjm + Pc, cOmo sendo o0 passo obtido em cada iteracdo do
meétodo. Observar que he € uma aproximacdo de um ponto critico do modelo M.

Chamaremos o método descrito acima de Levenberg-Marquardt com Correcéo de
Segunda Ordem (LMCS).
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Na Figura 5, é possivel visualizar o passo p,,, partindo do ponto Xg € pc do ponto
Xo + Pim,» cOmpondo assim h¢, para diferentes valores de | variando de acordo com a
legenda. Mostrarmos apenas o nivel F(xg) das curvas de nivel dos modelos quadraticos
de LM, para | =0 (em azul),| =10 (em vermelho) el =100 (em preto).

Exemplo: otimizando a fung&o de Rosenbrock em um passo

Considerarmos a funcéo de Rosenbrock, ¢85). Calculando p;, € pc através da resolugéo
dos sistemas (/6) e (77), respectivamente, com| = 0, entdo, independente do ponto
inicial (x,y), teremos (X,Y) + pim + Pc = (1, 1), que é o ponto de minimo global da funcéo
de Rosenbrock.

De fato, observe que sel =0, entdo o passo de LM se torna o passo de GN, isto €, na
notacdo do Capitulo 2, pj, = Pgn.

A jacobiana do vetor de residuos é dada por
p_ !

Wy =  _p> P
Y 20 2x 10 2

observe que Jx,y) € inversivel. Assim

(A, ) TIx,y) LA,y Tr(x,y)
Ix,y) r(xy),

Pgn

donde concluimos que JX,Y)pgn r(X,y) =0, logo

pe= 530x,Y) KX, y)(Pan, Py,

e assim

he = Ppgn+ Pc

H0y) 06Y) S H%Y) KO, Y) (P P

J,Y) Hrx,Y)+ 5K Y)(Pan Py
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A inversa de J(x,y) é dada por
!

v = 520
’ 2x 1=10 2
e a derivada de segunda ordem do vetor de residuos aplicada em (pgn, Pgn) €

0
K(x, , = _
(X, Y)(Pgn, Pgn) 20p 21 x)?
Logo,
! B ! 1
1:p§ 0 IO2(1 X) 1 0
2x 1=10 2' 10 2(y x9) 2 20 I2(1 X)
B 1p:p§ 0, ' ; 31 x '
2x 1=10 2 10 2(y Ix2) 10 §(|1 x)2
_ X 1 - a x 1 1 X
2x(1 x)+y x2 (1 x)? y 1 1y
Portanto, I I
+he =

Dessa forma, mostramos que para o caso da funcao de Rosenbrock, o método proposto
converge para o minimo global em um passo, independente do ponto inicial escolhido.
Isto é inesperado, pois além da funcdo de Rosenbrok ser de quarta ordem, a formulacao
do passo h; é construido segundo diversas aproximacdes, e no entanto obtemos um
resultado exato.

Observe que, tanto o passo de LM quanto a correcao de segunda ordem séo sensiveis
ao ajuste do parametro | , sendo que ambas diminuem conforme aumentamos | , de tal
forma que, quando | ! ¥, temos

1
Pim ! l—JTr

1

1
2K, )Tr KW, Yv

1 7
pc ! FJ K(v, V)
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onde v = | p,.- Note que, quando | ! ¥ temos, v ! J'r, entdo pela continui-
dade em v, temos que K(v, V), K(v, )Tr e K(v, )TJv séo limitados em v, logo, para |
su cientemente grande, kp,k> kpck.

Por outro lado, se |l ! 0, temos

Pim ! (JTJ) 1T = Pgn

1
Pc! EJTK(pgn, Pgn);

onde, como ja dito anteriormente, pgn € passo de Gauss-Newton (GN) (passo dep,
com| =0).

Observe também que a relacédo entrel e a norma de py,, obtida via Proposicéo (2.6),
também pode ser aplicada para pc, ja que a matriz do sistema associado ap. € 0 mesma
do sistema de LM. Assim, temos que kpck é ndo crescente eml > 0.

Em vista dessas observacdes, vemos que é razoavel tratar o parametrd do mesmo
modo no método de LM. Assim, vamos nos apoiar em ( 21), isto é, a mesma atualizacédo
de | do algoritmo de LM, para atualizar | para essa nova modi cacdo, porém vamos
rede nir r da seguinte maneira

_ F(x)  F(x+he)
- M(©0) M(h)

(78)

Observe que, como h; é uma aproximacao do ponto critico de M, entdo ndo € necessari-
amente verdade que
M(@©0) M(he) > 0.

Dessa forma, estamos sujeitos a aceitar passos onde o valor da funcéo objetivo aumenta.
Neste trabalho a ideia é aceitar essas direcdes, o motivo pelo qual o fazemos tem
respaldo numérico. Entretanto, para que sejam aceitos essas direcdes é preciso alguns
cuidados.

Fixado no inicio do algoritmo um parametro e > 0, avaliamos sekr F(x+ hok < e,
caso a rmativo, entdo recusamos 0 passo, caso contrario, aceitamos. Fazemos essa
avaliagéo, pois estamos aumentando o valor da fungéo objetivo, e assim, ndo desejamos
estacionar em um ponto que seja, possivelmente, de maximo local.
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De nimos o parametro PC que corresponde ao nimero maximo de aumentos conse-
cutivos permitidos, pois se estamos aceitando muitas dire¢ées consecutivas de aumento,
€ natural supor que o desempenho sera prejudicado.

Além do parametro PC, também introduzimos PT, que limita 0 nimero de passos
totais que aumentam o valor da funcdo. Do ponto de vista tedrico, esse parametro é
utilizado a m de garantir a convergéncia, no entanto, do ponto de vista do desempenho
do método, também é razoavel supor que a quantidade total de passos de aumento da
funcéo sejam limitados.

Observe que, ao aceitar dire¢des que fazem o valor deF aumentar, estamos sujeitos a
convergir para um minimo local x , tal que F(x ) F(xg). No entanto, a ideia central
para 0 uso dessas direcdes de aumento no valor deF, é a possibilidade de poder
transpor rapidamente uma regiao de grande aumento de F que depois cumina em uma
descida para regiées mais proximas de um minimo global.

Um questionamento que poderia surgir nesse momento € se € sempre possivel garantir
que exista um | , su cientemente grande, talque M(0) M¢(he) > 0eF(x) F(x+hy) > 0
simultaneamente, ou seja, se € sempre possivel obter passos onde o valor da funcéo
objetivo é reduzido. De fato, como consequéncia da Proposicéo 2.3, temos kp,yk=
O(1=1 ) e kpck= O(1=l ?), logo

M (hc)

FO+ Tt FOO + ST (X0T300 +1 1Dpy +
+ pLr F+ 3pL00TI00 +1 1P+ pl(A00T X +1 1)pgs

+ 200+ J0Pm) KOO (P, Pim) + 5(10)+ 30 P9 K()(Pes )
= m(pim)+0(1=1 ?).

Como M(0) = m(0), entdo M(0) M (he) = m(0) m(p;m) + O(1=l ?), assim existel 1 > 0
tal que M(0) M(he) > 0.

Temos também que

F(x)+r F(x)The + O(khck?)
FO) +1 FOQ pim + O(1=1 %),

F(x + he)
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como p, € direcdo de descida paraF no ponto x, entdo existel , > 0 su cientemente
grande tal que F(x) F(x+hg) > 0. Logo, tomando | maxfl 1,1 »g, temos que
F(x) F(Xx+hy)>0eM(@0) M(hy)> 0 simultaneamente.

De maneira analoga ao caso de LM, podemos formular o método em termos de
regides de con anga, 0 que € mais conveniente para provar a convergéncia.

Algoritmo 7: Método de LMCS (Regides de Confianca )

Entrada: Dados Dg > 0,PT2 N,PC2 N, h 2 0,711 ,e> 0,1 =0,l; =0 eXxgum ponto inicial
Passo 1: Calculo p;, e pc via (76) e (77), fagahc = pjm + pc € avalie r usando (78)

Passo 2: Obtenha Dy, usando o Algoritmo 6 com r obtido no passo anterior

Passo 3: Sery > he M(0) M(hy) > 0, faca

X+1 = X+t he, k:=k+1 eretorne ao Passo 1
Passo 4: Sery > h, M (0) My(ho) < 0,Ic PCel; PT,faca
Xer = X+t he, le=lc+1, lt=1lt+1, k:=k+1 eretorneaoPassol
Passo 5: Ser, > h, Mi(0) My(he) < 0ekr F(xg+hg)k < g, faca
Xk+1 = Xk, k:i=k+1 eretorne ao Passo 1l
Passo 6: Sery> h, M (0) My(hc) < 0e(c.> PCou ly > PT), faca
X+l = Xk» le=0, k:i=k+1 eretorneao Passol
Passo 7: Sery  h, faca

Xk+1 = Xk, k:=k+1 eretorne aoPasso 1

Mas do ponto de vista pratico, implementamos o método acima usando a relacéo
inversa que existe entre| e D, para tanto, basta substituimos a obtencédo deDy,; ho
segundo passo, pela atualizacdo del feita no método de LM, ( 21), utilizando r de nido
em (78). Convém aqui fazer essa observagéo, pois & dessa maneira que vamos realizar
NOSSOS testes numericos.

Na proxima secao, propor e provar os teoremas de convergéncia acerca do método
proposto.
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3.2 teoremas de convergéncia

Na Secdo2.5.3 vimos que a convergéncia global dos métodos de regides de con anca
depende da solucéo aproximada obtida para minimizacdo da funcdo do modelo m,
sendo necessario essas solucées reduzam o maior ou igual a reducdo do ponto de
Cauchy no modelo m, isto €&,

)
kr f(x)k

m0) m(p) cikr f(x)kmin D,W ,

(79
para alguma constante ¢; 2 (0, 1]. Para os casos dos métodos de Dogleg, LM, LMM e
LMMA, essa desigualdade € sempre satisfeita.

No entanto, essa desigualdade ndo é necessariamente verdadeira no caso em que o
passo €éh; e 0 modelo é M, pois h; é construido de forma a ser um ponto critico de M e
ndo necessariamente uma ponto de minimo. Porém, em nossos resultados numericos,
observamos que essa desigualdade € satisfeita em grande parte das iteracdes, sendo
assim vamos assumi-la em nosso teorema de convergéncia.

Como em espacgos de dimenséo nita todas as normas sao equivalentes, entao, a
propriedade kJx)pk ci1kJ(x)kkpk com c; > 0 constante, é valida seja qual forem as
normas escolhidas. Analogamente, kKK(x)(p, p)k  cokK(x)kkpk? com ¢, > 0 constante.
Assim, para 0S nossos propositos nas demonstragdes abaixo, podemos tomar a norma
candnica de operadores sem perda de generalidade.

A demonstracdo do teorema abaixo segue uma ideia parecida com a prova do teorema
de convergéncia dos métodos de regifes de con anca para o caso em queh 2 [0, 1=4)
feita em Nocedal, [36].

Teorema 3.1. (Convergéncia do Método LMCS) SejaF de nida em (1) e considere a sequén-
cia(X )k o dada pelo Algoritmd@. Se existec2 (0, 1] tal que

kr F(Xk)k

M k(O) M k(hc) C1 kr F(Xk)k min Dy, m ,

parak k , ondek é a iteracd@o a partir da qual aceitamos a direcadd® M (hc) > 0.
Suponha qué :=fx 2 R": F(x) F(xk )g € limitado, , entédj{(rn iQf kr F(x )k = 0.

DemonstracdoComecamos notando que, comoS é compacto e f é C?, entdo existem
b> 0ew > 0taisque Jx)'Jxy) < bekK(x)k< w, paratodok 0.
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Além disso, o fato de F ser de classeC? implica que r 2F é continua, logo limitada

em S e portanto r F é lipschitzem S.

Também temos que, para todo k,

Mi(he)  F(Xk+ he)

Me U= "M@ Mho

Pelo teorema de Taylor segue que

Z,

F(xg + he) = F(x) +1r F(x)The+  (r F(x+the) r F(x) hedt.
0

De nimos
Wihe) = 20 3060 J060he + (1060 + X0 "K (x0((e, o

e temos
Z4

JMi(he)  F(xx+he)j = Wi(he) . (r F(xc+the) 1 F(x)) " hedt .

Note que

iWi(ho)j %b khek? + % kr(x, )k + "5 khek  w khck?

%b khck? + % kr (X, )k + P bkhek w khck?,

(80)

(81)

(82

(83

(84)

onde usamos que kr(x, )k  kr(xy )k, para todo k k , pois a partir da iteracdo k

aceitamos apenas passod); que reduzem o valor da fungéo objetivo. Assim

1

iMi(he)  F(X¢ + ho)j %b khek? + 5 kr(xok+ "5 khek w khck? + Ckhek?,

onde C > 0 é a constante de lipschitz der Fem S.

Suponha por absurdo que néo ocorre Iiw igf kr f(xk =0, logo existe e > 0 e ko

tais que
kr F(xpk e,

(85

k
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para todo k  kp. Sendo assim, temos

( )

M(©) M(h) cemin Dy

(86)
k  Kg. Assim, usando (85) e (86) em (80), temos

1 bakr(xg )k+" Bkhk w+C khok?

cieminf Dy, e=bg

jre 3

De nindo 1 1
T= EWb + > kr(xy )kw + C,

sejaDy tal que Dy D, onde

q

—Pp=
T2+cwe b T
D= b ,
w b

o motivo pelo qual de nimos D dessa forma sera justi cado mais adiante. Dessa forma,

q —
T+ cggwe b T

w b

(87)
q

—
cgwe b
= —p— (88)
Wp b
1 " ce
= p:—ei_ 89
W

rede nindo ( p )

c; b3
w 7! max w, 1

(podemos fazer isso ja que esse novow ainda limitara K), temos

e
D —
b’



3.2 teoremas de convergéncia 57

n 0
logo, para todo Dy 2 [0,D], temos min Dy, § = Dy. Dessa forma, segue

_ _ 1 bakr(x)k+ Dkhok w+C khk?
ire 1 oDy
%’ b+kr(xk)k+pBDk w+C Dy
c,e
z b+kr(xk)k+pBD w+C D 4
cie 2’

s6 é possivel concluir a ultima desigualdade, pois a de nicdo de D feita anteriormente é
construida para que isso ocorra. Portanto, r > 1=4, entdo pelo algoritmo (56) temos
Dwt1  DxseDy D. Assim, Dgy; Dy s6 no caso em queDy > D. Dessa forma,
concluimos que

D« minfD,,D=4g, k ko (90)

Suponha por absurdo que exista um subconjunto innito L N, tal que 81 2 L
tenha-ser, 1=4, logo

1
F(x;)  F(X +he) Z('VH(O) M (he(l 1))
%clemin (Dy, e=b).
como f é limitada inferiormente, entao

lim D, =0.
2L, 1! ¥

Porém, em vista de (90) temos uma evidente contradicao.

Logo L tem que ser nito. Dessa forma existe k; kg tal que ri < 1=4 para todo
k  Kko. Nesse caso temos queD,;; = D=4, paratodo k  kq, logo

lim D=0,
Kl ¥
0 que caracteriza outra contradicdo em vista de (90).

Portanto Iirkr'1 iQf kr F(x )k = 0. O
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No teorema acima, o fato do parametro h poder assumir o valor nulo faz com que
nao tenhamos a garantia que a sequéncia dos gradientes tende a zero.

Assumindo que h 2 (0, 1=4), podemos provar que a sequéncia das normas dos
gradientes gerados pelo algoritmo tende a zero, como sera veri cado no Teorema a
seqguir.

Novamente, a prova do teorema abaixo € analoga a demonstracdo do teorema de
convergéncia do método de regifes de con anca para o casoh 2 (0, 1=4) contido em
Nocedal, [36].

Teorema 3.2. SejaF a funcéo de nida eml{) e considere a sequéni@), o dada pelo Algoritmo
7comh 2 (0, 1=4). Se existe2 (0, 1] tal que

kr F(x )k

M k(O) M k(hc) C1 kr F(Xk)k min Dy, m ,

parak k , ondek é a iteracdo a partir da qual aceitamos a direcadd® M (he) > 0.
Suponha qué& :=fx 2 R": F(x) F(xk )g € limitado, , entécli(lin; kr F(x )k = 0.

DemonstracaoSuponha por absurdo que lim; y kr F(x,)k 6 0. Logo, existe um indice
t tal que kr F(x{)k 6 0. Sejag > 0 a constante de lipschitz der F, logo temos que

kr F(X) r F(X)k gkx x(k.

De na

o= kr F(Xt)k’

R =
2

Q| o

Assim, se x pertence a bola fechada de raioR centrada em x;, denotada aqui por B[x;, R],
entao L
kr F(x)k  kr F(x))k kr F(xX) r F(x)k > kr F(x)k =e> 0.

Caso toda a sequenciaf x,gx t esteja contida emB[x, R], entdo teremos que
kr F(x)k e> 0,

paratodo k t. Mas pelo do teorema acima vimos que isso nao ocorre, logo in nitos
elementos sequénciaf x, gy  ndo pertencam aB[x;, R].
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Sejal t tal que x;+1 € o primeiro elemento que ndo pertence a B[x;, R]. Como
kr F(xp)k e> 0,paratodok=t,t+1,...,l, usando (86) temos

|
Fx) F(x+1) = & FX) FXen)
k=t
|
a  h(M©0) My(he)

k=I, Xk6Xk+1
| n (6]
o . e
a hciemin Dy, b
k=1 , Xk6Xk+l

onde b Kk Jx)TJIx)k, paratodo x, 2 S. SeD, e=b, paratodo k=t,t+1,...,l,

temos |

F(xt) F(x+1) hae & Dy

k=t, X EXys1
Pela desigualdade triangular, o somatério das normas de todos passos aceitos det até |
€ maior do que R, pois X471 62 Bx,R], e como esse mesmo somatério € menor que o
somatorio das regides de con anca de t até |, temos

| 2

e
F(x) F(x+1) hcie & Dy hcgeR=he—. (91)
k=t, Xkexk+l g
Caso contrario, isto &, seDy > e=b, para algum k=1t,t+1,...,l, assim
F(xt) F(xi+1) hcie?=b. (92

Como, a partir da iteracdo k , aceitamos apenas passos que reduzem o valor da fungéo
objetivo, entdo sequéncia(F(xy))k k € néo crescente. Como € limitada inferiormente,
entdo esta sequéncia converge para algumL 2 R, pois S € compacto. Usando as
expressoes P1) e (92), temos

F(x) L F(xt)  F(X+1)
. ee
hc,emin —, —
P9 )
kr F(Xt)k kr F(Xt)k
2b ' 2

= %hclkr F(x{)k min

59
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Note que na nossa hip6tese de absurdo, isto é,lim, y kr F(x, )k 6 0, implica que
existem in nitas escolhas possiveis de indices como t, entdo tomandot 0 cada vez
maiores, concluimos, mediante a desigualdade acima juntamente com o fato de que
(F(xx) L)k oconverge para zero, que (kr F(x)k)x o converge para zero, que contradiz
a hipdtese de absurdo. Portanto limy, y kr F(x )k = 0. H

Do mesmo que no caso do método de LM, podemos dimensionar o método de LMCS
introduzindo uma matriz diagonal D, inversivel. Os teoremas de convergéncia acima
continuam validos com essa modi cacao, e a prova disso € a mesma do caso do método
de LM, ja feita no Capitulo 2.

3.3 modificacles

A seguir apresentamos algumas modi cacées do método LMCS. Tais modi cacfes teve
sua motivagcdo puramente numeérica, isto €, por meio de tentativa e erro, com objetivo
de diminuir o nimero de passos em alguns problemas por nés testados.

Modi cacdo M1

Vamos comecar descrevendo a primeira modi cacdo M 1, em que resolvemos em cada
iteracdo do método 0s seguintes sistemas

J"J+ID'D)py, = Jr (93)
1
(JN3+1DTD+2(1 +DH)pe = ST K(Pm, Pim)  K(Pim, ) (r+ IAm). (99)

onde H = diag (p Z) e Z é uma matriz dada por
Z = (I"K(pim, ) (K(Pim, )" ).

A razdo de acrescentarmos a matriz H dessa maneira é puramente numérica. O
objetivo era encontrar uma forma viavel de acrescentar informag6es de segunda ordem
do lado direito do sistema ( 94).
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Modi cacdo M2

Do ponto de vista da diferenciacdo automatica, que veremos no capitulo 4, dado uma
funcdo f de classeC?, um ponto x 2 R" e uma direcdo p 2 R", podemos obter,
simultaneamente, f(x), r f(x)"per 2f(x)p. Em vista dessa estratégia, na modi cacéo
M2 buscamos minimizar o uso da diferenciacdo automatica em cada iteracao.

Dessa forma, sejaxp 0 ponto inicial. Na primeira iteracédo resolvemos normalmente
oS sistemas

J'r (99

ST (O, b0 K (3G, )T+ I 99

T THy0
(J’J+1 D'D)ppy,

(J"J+1 D'D)p

Nas iteracOes seguintes prosseguimos da seguinte maneira

o 97
%JTK( P Pim)  K( P, YT (r + J3pm), (99)

(J"J+1 D'D)pm
(J"J+1 DD)pc

onde pf;, denota o passo de LM da iteragéo anterior a iteracéo presente e substituimos
Pim POr  pf}, no calculo da derivada segunda direcional.

A diferenca entre o primeiro passo e 0s seguinte esta no fato de que, quando formos
avaliar r(x) para a resolucéao do sistema Q8), do ponto de vista da diferenciagcéo auto-
matica, aproveitamos esse momento para obterK( pf., ), enquanto que no primeiro
passo a derivada segunda é calculada no passo de LM da iteracédo presente.

A motivagéo do sinal de menos nem p?, € a seguinte: se o passo dep; tem
aproximadamente a direcéo oposta de p,, entéo use a dire¢cdo opostap..

Existem métodos que fazem uso de estratégias onde busca-se aproveitar informacgdes
das dire¢Ges anteriores, como é o caso do momento de Polyak, 7], onde a direcao
anterior € usada para melhorar o passo.

Modi cacdo M3

A terceira modi cacdo M 3, trata de combinar as duas técnicas anteriores, isto €, substi-
tuimos a matriz dos sistemas (96) e (98) pela matriz do sistema (94) e prosseguimos da
mesma maneira.
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Modi cacdo M4

Por m, a modi cacdo M 4, é semelhante com a M2, mas dessa vez substituimosK(pim, )
por K(pfy,, ). Assim, prosseguimos nos passos seguintes, sempre usando a segunda
derivada K aplicada na direcdo do passo de LM da iteracdo anterior. Além disso,
avaliamos o modelo M usando K(hg, h3) onde, hg é o passo do método da iteracao
anterior a iteragdo presente, porém na primeira iteragéo utilizamos K(h¢, h9) onde, h?
€ 0 passo correspondente ao pontoxg. Novamente, aqui estamos fazendo uso de
informacéo de uma passo anterior

Também é possivel realizar o controle do tamanho da correcéo, a motivacdo dessa
estratégia € numérica, mas pertinente, pois em alguns casos, em decorréncia desse
controle, temos um melhor desempenho, como nos exemplos de 2 a 4 que veremos na
proxima secéao.

Controlando o tamanho da correcéo

Por vezes, o tamanho do passo da correcéo, assim como o angulo entrepc € p;,,, Se ndo
forem adequadamente controlados, podem acarretar, em algumas situacdes, em uma
ine ciéncia do método. Nesses casos, levamos em consideracdo a robustez do passo
de LM para construir uma estratégia, de facil implementacéo, e que ainda aproveita o
passo pc. Tal estratégia é dada a seguir.

Dadog2 [ 1,1, se
pgﬁm

kpck kpimk &

entdo fazemosh; = pj,.

Se ndo, sekpck  kpmk, entdo fazemos . = bypc, onde

Kpimk
kpcek -

by = a

com a 2 [0, 1] e fazemosh; = pjm + Pe.

A seguir, expomos alguns exemplos, bem como imagens do comportamento dos LM,
LMCS e M4 nesses exemplos.
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3.4 exemplos

Nesta Secdo, vamos estudar o comportamento de trés métodos em trés exemplos de
funcbes, por meio de imagens, vamos ilustrar o comportamento dos métodos LM, LMCS

e M4, bem como a contagem de passos aceitos e rejeitados. Porém, nesses exemplos
zemos uso do controle do tamanho do passo de correcao utilizando a estratégia dada
acima.

Nestes exemplos, utilizamos D = |, | o = 10 4. Ja para o parametroh, usamosh =0
dos exemplos 1 ao 2, sendo que no exemplo 3, zemos h =0 para LM e LMCS, mas
para M4 usamos h = 1=4. Como critério de parada, sendo (X,)x o @ sequéncia gerada
pelo método, o algoritmo se encerra quando khck  eg(x + e1) ou kr f(x )k < 10 8,
onde tomamos e; = 10 8. Ja para os parametrosPC=¥ e PT = ¥, ou seja, aceitamos
todos os passos que aumentam o valor da funcéo objetivo.

Exemplo 1

Considere a funcéo,

Fix,y) = (1 xH2+100¢ x?)2+100(sin(y?) x).

Logo, seu gradiente e dado por

n #

y= B XDE 400y xAx  200(sinyY) )
gx.y) = 200(y x?)+400(sin(y?) x)cosy?)y

Essa fungéo pode ser vista como um problema de minimos quadrados, pois

F(,Y) = 1007+ 1206, Y2+ 15, )P),
onde

2
r(x,y) P30 x4

3 2
ra(x,y) 10 2(sin(y?) x)

Assim, jacobiana do vetor de residuos é
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Figura 6: LM para o Exemplo 1. Figura 7. LMCS para o Exemplo 1.

Figura 8: M4 para o Exemplo 1.
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2
P 24x3

5 D
J(x,y):g 20 2x plO 2 2
10 2 20 2ycosy?)

e as hessianas dos residuos sao dadas por

n p_ #
f 2r(xy) = 12 2x2 0
B 0 0’
" _#
 2r(y) = 2op2 0
2\A, 0 0
e " #
0

oY) = o p -
’ 0 20 2(cosf? 2(y2)sin(y?))

Nas Figuras 6, 7 e 8 estdo esbocados os passos dos algoritmos de LM, LMCS e M
com controle do tamanho da correcéo, aplicados para resolver o problema do Exemplo
1. Nesse exemplo, utilizamos g= 1 e a = 0.7 tanto para o LMCS quanto para M 4. Todos
0S passos obtidos sdo esbocados até a convergéncia para um ponto estacionario e sao
iniciados com 0s mesmo ponto inicial Xg. Observe que os trés algoritmos convergem
para 0 mesmo ponto estacionario.

Note que neste caso, 0 método LMCS realiza um niamero bem menor de iteracdes,
reduzindo tanto a quantidade de passos aceitos quanto de rejeitados quando comparado
ao método de LM. Ja M4 apresenta uma reducdo de passos aceitos as custas de um
aumento no numero de passos rejeitados, em relacdo ao método de LM. Tal fenémeno
€, em geral, preferivel, pois, a estrutura especial da matriz do sistema de LM nos
permite, como veremos no proximo capitulo, realizar a decomposicao QR de maneira
pouco custosa, ja que, para 0S passos rejeitados, o ponto da sequéncia gerado pelo
método permanece o mesmo, sendo atualizado apenas o parametrol . Dessa maneira, a
obtencado da solugéo do sistema associado tem um custo menor do que nos casos dos
passos aceitos.

Exemplo 2

Considere a funcéo,



66 metodo de levenberg -marquardt com corre¢cdo de segunda ordem

Figura 9: LM para o Exemplo 2. Figura 10: LMCS para o Exemplo 2.

Figura 11: M4 para o Exemplo 2.
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F(x,y) = (2y? x)?+100(% x?)2.

Logo, seu gradiente e dado por

#
2(2y% x) 400(% x?)x
8(y2 x)y+400y x3y

Essa fungéo pode ser vista como um problema de minimos quadrados, pois

aix,y) =

F(,y) = (200 + (6, ¥,
onde

ey P v
_ r1(X,y _ X
"x.y) = a(X,y) 10p 2(y2  x?)

Assim, jacobiana do vetor de residuos é

_ _#
p2 P

JX,y) = _ _
x.¥) 20p 2X 20p 2y

e as hessianas dos residuos sédo dadas por

0

2 _

r “ri(x,y) =
1(X,y) 0

3
4 2

p_ #
" 2rax,y) = D
2 0 202
Nas Figuras 9, 10 e 11 estdo esbocados os passos dos algoritmos de LM, LMCS e M
com controle do tamanho da correcao, aplicados para resolver o problema do Exemplo
2. Nesse exemplo, usamosq = 1, tanto para LMCS quanto para M4 e a = 0.7 para

LMCS e a = 0.9em M4. Todos os passos obtidos sdo esbocados até a convergéncia para

um ponto estacionario e sdo iniciados com 0os mesmo ponto inicial Xg. Observe que 0s
trés algoritmos convergem para 0 mesmo ponto estacionario.

Os resultados neste caso séo equilibrados, sendo que LMCS realiza uma quantidade
de passos ligeiramente menor que LM.

67
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Exemplo 3

Considere a funcéo,

F(x,y) = (1 sin(x))?>+100(cosf) x3)>.

Logo, seu gradiente e dado por

" #
2(1 sin(x))cos(x) 400(cosf) x?)x

9(x,y) = 200(cos§)  x?)sin(y)

Essa fungéo pode ser vista como um problema de minimos quadrados, pois

F(6,Y) = 5106+ 1206, y)9),
onde

o Tp
((x.y) = rax,y) _ 2(1  sin(x))
’ ro(X,Y) 10 2(cosfy) x?)

Assim, jacobiana do vetor de residuos é
n p _ #
2 cos)
Jx,y) = P~ P
20 2x 10 2sin(y)

e as hessianas dos residuos sao dadas por

[1] p _ #
2sin(x) O
r 2ry(x,y) =

1(X,y) 0 0

e " B #
5 20p 2 0
rera(x,y) = P~ :
0 10 2cosfy)

Nas Figuras 12, 13 e 14 estédo esbocados os passos dos algoritmos de LM, LMCS e M
com controle do tamanho da correcao, aplicados para resolver o problema do Exemplo
3. Nesse exemplo, usamosg = 0.95e a = 0.9 tanto em LMCS quanto em M 4. Todos
0S passos obtidos sdo esbocados até a convergéncia para um ponto estacionario e sao
iniciados com 0s mesmo ponto inicial Xo. Observe que os trés algoritmos convergem
para 0 mesmo ponto estacionario.
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