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Resumo:

A teoria de Conley tem como foco estudar conjuntos invariantes de sistemas dindmicos através
de invariantes topoldgicos do mesmo, como grupos de homotopia, homologia e cohomologia. Este
trabalho tem como objetivo apresentar a teoria de Conley para sistemas dindmicos aleatorios
discretos e construir novos exemplos dessa teoria. Para tanto, apresentaremos nocoes bésicas
de sistemas dinamicos discretos e continuos e seus analogos para o caso de sistemas dindmicos
aleatorios. Definimos os indices de Conley para o caso continuo e discreto e o indice de Conley
aleatorio para o caso discreto. Construimos novos exemplos de sistemas dinamicos aleatérios
inclusive através de simulagoes. Por fim, demonstramos um andlogo do Teorema de Sharkovsky.
Palavras-chaves: Homologia e Cohomologia, Sistemas dindmicos, Sistemas Dindmicos Aleatérios,

Indice de Conley.
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Abstract

Conley’s theory focuses on studying invariant sets of dynamical systems through topological
invariants of this sets, such as groups of homotopy, homology and cohomology. This works aims
to present the Conley theory for discrete random dynamical systems and build new examples of
this theory. For that, we will present basic notions of discrete and continuous dynamic systems
and their analogues for the case of random dynamic systems. We defined the Conley indices for
the continuous and discrete case and the random Conley index for the discrete case. At last, we
show an analogous of the Sharkovskii’s Theorem.

Keywords: Homology and Cohomology, Dynamical Systems, Random Dynamical Systems,

Conley Index.
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Introducao

A teoria do Indice de Conley foi introduzida em 1978 por Charles Conley (Conley, 1978). O
objetivo de Conley era construir uma generalizacao da teoria de Morse para sistemas dindmicos
cujos conjuntos invariantes fossem mais gerais do que singularidades hiperbdlicos. Nesse contexto
mais geral, o indice de Conley nos d4 uma descrigdo homolégica da dinamica local e, portanto,
também leva em consideragao a topologia do espago subjacente.

Conley e posteriormente seus alunos Kurland, Salamon e outros, construiram a teoria do indice
inicialmente apenas para sistemas dinamicos continuos. Dado um conjunto invariante isolado §
de um fluxo em um espago métrico localmente compacto, primeiramente o indice de Conley de S
foi definido como o tipo de homotopia de um par de espagos compactos chamado par-indice de
S. Em (Conley, 1978), Conley mostra a existéncia de um par, que chamaremos de par-indice, e
a invariancia do indice quando um outro par-indice é utilizado para o mesmo conjunto invariante
isolado S.

Além disso, posteriormente, Conley também introduz o indice homoldgico, que é a homologia
reduzida do quociente N/L, em que (N, L) é um par-indice qualquer para S.

A construcdo de uma teoria do indice para um sistema dinadmico discreto foi proposta pelo
proprio Conley. Contudo, a estratégia de aplicar a mesma definigdo do caso de sistemas dinamicos
continuos foi descartada ja que era possivel construir dois pares-filtracao distintos para o mesmo
sistema dindmico discreto cujos espagos quocientes nao eram homotopicamente equivalentes.
Apresentamos um contraexemplo no Capitulo 3.2.4. Foi apenas em 1988 que Robin e Sala-
mon apresentaram em (Robbin; Salamon, 1988) uma construgdo do indice de Conley discreto
chamada “shape index”.

Posteriormente surgiram outras variagoes do indice de Conley para sistemas dinamicos discre-
tos. A construcao de Robin e Salamon foi aperfeigoada por Mrozek em (Mrozek, 1990). O indice
de Conley de S na versao de Mrozek é a reducao de Leray do par (H*(P);I(P)), onde H*(P) é a
cohomologia de Alexander-Spanier de um par-indice P de S e I(P) é a aplicacao-indice associada
a P, ou seja, o indice construido por Mrozek é um par formado por um médulo graduado e um iso-
morfismo distinguido. Posteriormente essa versao foi generalizada por Szymczak em (Szymczak,
1995). Em 2000, Franks e Richeson introduziram em (Franks; Richeson, 2000a) uma versao do
indice como sendo a classe de shift equivaléncia de hp(S), em que P = (N,L) é um par-indice
para S, hp : N/L — N/L é a classe de homotopia das aplicacbes que preservam ponto base em
N/L.

Sobre a teoria de sistemas dinamicos, consideremos um exemplo bastante interessante: solucoes
locais de equacoes diferenciais x(t) = F(x(¢),t) em que F : R®" X R — R" é um campo vetorial
dependente do tempo. Poderiamos considerar sobre a equacao diferencial uma perturbagao x(t) =

F(x(t),t) + w(x,t) sendo w : R® X R — R" uma func¢do qualquer. Embora este problema seja, a
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principio, mais complicado que o inicial, ainda sim terfamos um sistema dindmico préximo (num
sentido tedrico) do primeiro. Uma mudanca mais radical apareceria se considerdssemos um fator
aleatorio em w, i.e., w : R" X R X Q — R" em que Q é um espago de probabilidade. Essa ¢é a ideia
motivadora da teoria de sistemas dinamicos aleatérios.

Ao contrario do caso deterministico, em que a defini¢ao do indice de Conley é primeiro feita
para sistemas dinamicos continuos e depois colocada para discretos, no caso de sistemas dinamicos
aleatorios a primeira definigao do indice de Conley esta colocada apenas para sistemas dindmicos
aleatorios discretos, e s6 foi estabelecida em 2008 por Zhenxin Liu em (Liu, 2008). Nao hé ainda
publicacoes sobre uma defini¢ao do indice de Conley para o caso de sistemas dinamicos aleatérios
continuos.

O objetivo maior dessa dissertagdo é apresentar a teoria de Conley para o caso de sistemas
dinamicos aleatérios discretos e desenvolver exemplos nao triviais dessa teoria. Para tanto, segui-
mos a seguinte estratégia: no Capitulo fazemos um estudo sobre a teoria de sistemas dindmicos,
comecando pelos deterministicos e depois passando para sistemas dinamicos aleatérios. Com
a intencao de esclarecer as principais defini¢oes relativas a sistemas dinamicos aleatérios, por
varias vezes estabelecemos um andlogo entre estas e as defini¢oes relativas a sistemas dinamicos
deterministicos, com as quais estamos mais familiarizados. E neste capitulo que apresentamos
a maioria dos exemplos que serao tratados nos capitulos 3.2.4 e 2.3 quando iremos calcular os
indices de Conley desses sistemas dindmicos. Ao final da Segdo 3 apresentamos alguns exemplos
de sistemas dinamicos aleatérios com simulacoes de seus comportamentos.

No Capitulo 3.2.4 apresentamos a teoria de Conley como foi estabelecida em sua ordem tem-
poral: na Secao 1 introduzimos o indice de Conley continuo e calculamos alguns exemplos, e
depois na Se¢do 2 definimos alguns dos indices de Conley discreto. Por fim, no Capitulo 2.3
apresentamos o indice de Conley para sistemas dinamicos aleatérios discretos tomando cuidado
de ressaltar todas as analogias com o capitulo que o precede. Neste mesmo capitulo apresenta-
mos alguns exemplos do calculo do indice de Conley para estes sistemas perturbados. Estes trés
capitulos concluem os objetos centrais pesquisados nesta dissertacao.

Por fim, no capitulo 5 discutimos o indice de Conley cohomolégico reduzido e o indice de
Conley homotoépico para o sistema dinamico discreto gerado pelo mapa da tenda, e estabele-
cemos uma generalizagao para mapas definidos num compacto satisfazendo certas condicoes de
diferenciabilidade numa vizinhanga de pontos peridédicos. Com os estudos sobre este sistema
dindmico deterministico, aplicamos as técnicas apresentadas no Capitulo 2.3 para estudar o que
aconteceria com estas érbitas periédicas se tais mapas fossem submetidos a pequenas pertubagoes
aleatorias. Como consequéncia desse estudo, provamos um analogo aleatério do famoso Teorema
de Sharkovsky.
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E natural querermos estudar sistemas que evoluem no tempo seguindo alguma regra de transicao.
Exemplos que pedem tal modelagem surgem constantemente na ciéncia, como nos exemplos
de dinamicas populacionais, posicdo de uma particula submetida a alguma aceleragao, ou em
climatologia e economia. A ideia é que o estado atual evolui por alguma regra de transicao
que nos fornece outro estado do sistema. KEssas regras de transicao podem depender de alguns
parametros, como por exemplo o tempo. Isso é, grosseiramente, a intuicao de sistemas dinamicos
que é o objeto central desse capitulo.

Nesse capitulo introduzimos o conceito de sistemas dinamicos e em particular estaremos inte-
ressados em extrair propriedades sobre o comportamento assintético dos mesmos.

O texto que apresentamos nas segoes 1 e 2 é baseado nas referéncias (Devaney, 1989; Jost, 2006;
Palis; De Melo, 2012; Arrowsmith; Place; Place et al., 1990) e sugerimos que o leitor interessado

em mais detalhes e nas demonstragoes consulte tais referéncias.

1 Definicoes
No que segue, o conjunto T de parametros de tempo serd igual ou a R ou a Z.

Definicao 0.1. Um fluxo (respectivamente, semifluxo) é uma familia de mapas {F;};er de um
conjunto X (denominado espago de fase) nele mesmo, tais que, para todo t € T (respectivamente

t > 0) satisfazem:
1. Fy =idyx;
2. Fy45 = F; o Fg quaisquer que sejam t,s € T (respectivamente para t,s > 0)

O conjunto X munido de um fluxo ou de um semifluxo é denominado de sistema dinamico e
serd comumente abreviado por SD. Quando nao houver confusao sobre o espacgo, denotaremos o
SD simplesmente pelo fluxo ou pelo semifluxo F.

Quando o conjunto de parametros T é o conjunto dos inteiros Z dizemos que o sistema dinamico
¢é discreto e se T for o conjunto dos ntimeros reais R dizemos que é continuo. Essas serao as

escolhas mais usuais de parametros T.

Um de nossos interesses é estudar a evolucao de um estado inicial xg € X pelo fluxo x(¢) =
F;(xp). A ideia é que a cada tempo t € T estaremos atualizando o ponto xy através do mapa F;.
O mapa t — x(#) é denominado trajetéria, enquanto que o conjunto {x(¢) : t € T(¢ > 0)} de
um SD com estado inicial xg é denominado érbita ou linha de fluxo de xy. Na Figura 1, a linha

que passa sobre o ponto p; é um subconjunto da érbita deste ponto, com i € {1,...,4}.
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Repare que a linha que passa por pj ¢ a mesma linha que passa por p;. Ou seja, existe um
r 2 0 tal que x(¢) = p1 e x(t +r) = p}. Segue diretamente da definicao que p; e p| possuem a

mesma Orbita.

Figura 1: Fluxo sobre um espago X

Dizemos que o ponto xg é um ponto fixo ou ponto estacionario se x(¢) = xg para todot € T
(t > 0). Na Figura 1, o ponto p € X é um exemplo de ponto fixo.

Dizemos ainda que a trajetdria ou a orbita é dita periddica se x(t +s) = x(¢) vale para algum
s >0 e paratodor €T (r >0). Neste caso, o ponto x(t) é dito ponto periddico, e seu periodo é
o menor s que satisfaz x(¢ + s) = x(¢). Por exemplo, na Figura 1, a érbita circular é um exemplo
de érbita periddica.
Observacao 0.2. Dado um mapa qualquer F : X — X, podemos construir um SD discreto consi-
derando o semifluxo {F),},cn definido por F,, := F" onde F" denota a composicido de F n-vezes.

Assim sendo, a drbita de xg € X ¢é dada pela uniao |, en{xn == F"(x0)}. Mais ainda, nesta
situacdo, um ponto periédico x de perfodo k € N é tal que Fi(x) = F¥(x) = x, i.e., ele é um ponto
fixo de F*.

Exemplo 0.3 (Mapa da Tenda). Seja I = [0,1] ¢ R. Vamos considerar sobre I um semifluxo

dado pelas iteradas do mapa T : I — [ em que

Tex) = 2x, x€0,1]
2(1-x), xe€|[3,1]

A

o4l

0.2 0.4 0.6 o8 1.0

Figura 2: Mapa da tenda

Assim sendo, a 6rbita de um ponto xg € I é o conjunto {T"(xg) : n € N}. Repare que podemos
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associar a esta 6rbita uma sequéncia {L, R} da seguinte forma: para qualquer n € N, temos que
o n-ésimo termo da sequéncia associada é L (respectivamente, R) se T"(xo) < % (respetivamente,
T"(xp) > %) Mais discussoes sobre esse mapa podem ser encontradas em (Alligood; Sauer; Yorke,
1997).

Observacao 0.4. Também podemos construir semifluxo discreto para um SD discreto a partir de
um SD continuo. Para tanto, basta consideramos o semifluxo dado pelas iteradas do mapa de
tempo 1, isto é, fazemos F := Fy, e usamos a Observacao 0.2.

Se F; ¢ inversivel, podemos estender essa familia de mapas para um fluxo considerando F_, =
(FY)o---0(F~1) n-vezes para n > 0.

De maneira mais criativa, podemos construir um SD discreto usando o mapa de retorno de

Poincaré como apresentado em (Arrowsmith; Place; Place et al., 1990; Jost, 2006).

Repare que a Defini¢ao 0.1 é bastante ampla no sentido que X é um conjunto qualquer. Porém,
no que se segue da teoria de sistemas dinamicos serd necessario impor algumas condigoes sobre
X .

Por exemplo, se quisermos estabelecer alguma relagao de distancia entre pontos no espago de
fase, precisamos pedir que X seja um espaco métrico e que os mapas sejam homeomorfismos. Se
quisermos falar sobre diferenciabilidade, podemos pedir que X seja uma variedade e que os mapas
sejam difeomorfismos. Mais ainda, se quisermos estudar fenomenos aleatorios, é razoavel pedir
que X seja um espago de probabilidade e que os mapas sejam mensuraveis.

Ainda sem apelar para outras hipdteses sobre X, podemos estabelecer uma definicao que sera
recorrente na investigacao do comportamento assintético do sistema. As vezes, a 6rbita de um
ponto permanece numa regiao particular do espaco de fase, e sdo esses conjuntos que queremos

caracterizar.

Definigao 0.5. Seja F um fluxo sobre um conjunto X. Um conjunto A C X é dito positiva-
mente invariante (respectivamente, negativamente invariante) por F se F;(A) C A (respec-
tivamente, F;(A) D A) qualquer que seja 0 <t € T. Dizemos que ele é invariante se F;(A) Cc A

para todo ¢ € T.
Proposicao 0.6. Sob as condigoes da Definicao 0.5, temos que:
e qualquer orbita é um conjunto invariante;
e um conjunto S € invariante se, e somente se, este € uniao de orbitas de F;

e se S € invariante sob F, entao também os sao cl(S) e S¢ (em que cl(S) denota o fecho de S

e S¢ o seu complementar);

® a unido e a intersecao de qualquer colecao de conjuntos invariantes também é um conjunto

nvariante.

Formalizada a noc¢ao de invaridncia, podemos ainda considerar os conjuntos cujas 6rbitas nao
apenas sao invariantes, como também possuem vizinhancas que sao atraidas por eles. Aqui,
iremos invocar propriedades métricas para discutir conceitos de distancia, embora as mesmas

definigoes possam ser colocadas sobre espagos topoldgicos mais gerais.
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Definigao 0.7. Um conjunto compacto A num espaco métrico X é denominado de atrator para
o mapa continuo F : X — X se existe uma vizinhanca U de A com F(U) c U e A = (Ng<;er F1 (V).

Por outro lado, o conjunto A ¢ dito repulsor se A = (g1 Fr (U)

Definicao 0.8. O maior conjunto aberto U satisfazendo a Defini¢do 0.7 é denominado de bacia

de atragao de A.

Seguindo por essa direcao, podemos caracterizar os conjuntos limites de érbitas. Informal-
mente, podemos entender os conjuntos limites como o estado para o qual um sistema dindmico
se aproxima apods um longo tempo, avancando ou retrocedendo no tempo. Eles sao importantes

porque podem ser usados para entender o comportamento assintético de um sistema dinamico.

Definicao 0.9. Seja {F;};er um fluxo sobre um conjunto X. Como fizemos antes, defina x(t) =
F;(x). Dado y € X qualquer, definimos, respectivamente, os conjuntos limites a-limite e

w-limite de y por

a(y) = [ 3((=e0,1)

teT

wy) = ()

teT

Se X for um espago métrico com métrica dx, temos que:

a(y) = {z : para todo € > 0, existe um t arbitrariamente grande tal que dx(y(-t),z) < €}

w(y) = {z : para todo € > 0, existe um t arbitrariamente grande tal que dx(y(¢),z) < €}

Da Definigao 0.9, temos que dado um y € X, o conjunto w(y) é composto pelos pontos x para
os quais a relacdo dx(x,y(t)) < € ¢é satisfeita para infinitos ¢ independente de €. Portanto, um
ponto em w(y) ndo precisa estar necessariamente na érbita de y, mas a érbita de y deve conter
pontos arbitrariamente proximos de w(y). Interpretagao analoga vale para o conjunto a(y). Por
fim, vale notar que qualquer ponto na 6rbita de y possui os mesmos conjuntos limites que ele.

Na Figura 1, as 6rbitas de p1,..., p4 sao atraidas pela orbita periédica ao redor de p. Logo,
esta Orbita periddica é igual a w(p;) qualquer que seja i € {1,...,4}. Por outro lado, os pontos
q1,--.,q4 Sa0 tais que a(q;) = p qualquer que seja i € {1,...,4}.

Repare também que para dérbitas periédicas (em particular para pontos fixos) estes dois con-
juntos sao a prépria Orbita. Isso ndao impede, porém, que estas Orbitas sejam ainda os conjuntos
limites de outros pontos em X.

Podemos também enfraquecer a condicao de periodicidade dentro do caso de sistemas dinamicos

discretos gerados por um mapa. E o que esta caracterizado na seguinte definigéo.

Definicao 0.10. Seja (X, dx) um espago métrico e F : X — X um homeomorfismo. Dizemos
que um ponto xy € X ¢é recorrente por cadeia se, para todo € > 0, existem pontos x; =

X, X2, ..., Xn_1,X, =x com n = n(e) tais que dx(F(x;),x;+1) < € qualquer que seja i € {1,...,n}.



Sistemas Dinamicos

Na Figura 3, as bolas pontilhadas tém raio €. Neste caso, os pontos {x; = x,x2, ..., x7} atendem
a definicdo de recorréncia por cadeia com este € fixado. O ponto x seria recorrente por cadeia se

comportamento analogo valesse para todo € > 0.

<7 K ()
. __——'L'H i R, .
i rasay e L e ()
o R 1 )
\ - \ e Py
.\ 1[ J[J ["I’:‘-I i T ~
| h - -
I|I na F(xs)
II I\ 'P _ul
_||_ ol 3 .'" -
A .'n:"" - -k [..r';,J . TR _.-";
- — T L
Flas) . e ' el 4

e B e

Figura 3: Recorréncia por cadeia com € fixado e n(e) =8

2 Sistemas Dinamicos oriundos de EDO’s

O seguinte exemplo é um caso classico em que construimos um sistema dinamico a partir de uma

equacao diferencial ordinaria.

Sistemas de EDO’s Considere f : R” Xx R — R” um campo vetorial dependente do tempo e a
equacao diferencial ordinaria x(¢) = f(x(),t) com condigOes iniciais x(fg) = xp.

Suponha que essa EDO tenha solucao global e tnica. Nesse caso o fluxo determinado pela
EDO é um exemplo de sistema dinamico. Se denotarmos por F;(xg) = x(t+19) onde x : R — R" é
a solucdo do problema de valor inicial ! entdo F’(xg) é um fluxo dependente do tempo. De fato,
fazendo F : (R" xR) xR —» R" x R dado por

F((xo0,t0),1) = (Ft(x0),t + o)

temos que {F;};cr satisfaz a Definicao 0.1.
Além do tempo, o sistema dinamico pode depender de outros fatores que podem mudar, nao

sé quantitativamente, mas qualitativamente o comportamento do sistema. E o que mostra o

préximo exemplo:

Exemplo 0.11. Adotando a notagao x = x(¢) e x = %x. Considere a EDO dada por
. _ .3 _ 2
X=-x"+Ax =x(—x“+2) (1)

em que A € R e x(¢) € R para todo ¢ € R.

Para A < 0, temos que a Equagao 1 satisfaz x = 0 apenas quando x = 0. Portanto, 0 é o Unico
ponto fixo.

Numa vizinhanca & esquerda do 0, vale que x > 0. Logo, a funcdo é crescente nessa regiao e

portanto os pontos vao se aproximando do ponto fixo. J4 numa vizinhanga a direita do 0, temos

!Lembrando que aqui estamos restritos 4s EDO’s cujas solucdes globais existem e sdo dnicas. Pelo Teorema de
Cauchy-Lipschitz, temos que a solucao existe e é inica numa vizinhanca de to desde que f seja Lipschitz. Mais
detalhes sobre intervalos maximais de existéncia de tais solugoes podem ser encontrados em (Perko, 2013).
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que X < 0. Disso, segue que a funcao é decrescente nessa regiao e portanto os pontos também vao
se aproximando do zero. Neste caso, 0 ¢ um ponto fixo atrator.
Para A = 0, temos exatamente a mesma anélise, j& que % = —x°.
Agora, para A > 0 temos que % = 0 em trés casos: quando x = 0, x = V1 e x = —V1. Numa
vizinhanca & esquerda de —VA, temos que % > 0, logo os pontos & esquerda de —VA estdo se

2 . o que implica que (=x2+ 1) > 0 e

aproximando dele; agora entre —VA e 0 vale que A > x
portanto ¥ < 0. Assim sendo, a funcdo decresce nesse intervalo. J& entre 0 e VA temos, por
argumento andlogo, o comportamento contrario, i.e., X > 0; portanto, os pontos crescem nesse

intervalo. Por fim, & direita de VA, temos que —x2 + 1 < 0 e portanto % > 0.

Resumidamente, temos o seguinte comportamento:

- - A=10

A=

Figura 4: Comportamento do SD determinado pela Equacao 1 para diferentes valores de A

Para discutir formalmente o comportamento qualitativo desse sistema, introduziremos as se-

guintes definigoes:

Definigao 0.12. Considere um fluxo com origem na equacao diferencial x(¢, 1) = f(x(¢),t,1) com
x(0) = x¢. Dizemos que o ponto fixo xg; é estavel se, e somente se, para todo € > 0 existe um
6 > 0 tal que se ||x(0) — x4|| < 8, entao para todo t > 0 vale que ||x(¢) — x4|| < €. Caso contrério,
dizemos que o ponto fixo x; é instavel.

Ainda mais, dizemos que o sistema possui uma bifurcacgao local em (xg, 1) se o Jacobiano

da matriz D f(, 1,) possui um autovalor com parte real zero.

Retornando ao Exemplo 0.11, repare que, para os casos 4 < 0 e 4 = 0, o comportamento do
sistema, é qualitativamente o mesmo, caracterizado por ter o ponto 0 como ponto fixo estavel.

Porém, para o caso A > 0, temos uma mudanca abrupta na configuragao do sistema: 0 passa
a ser ponto fixo instdvel e surgem dois pontos fixos estaveis (—VA e V). De outra maneira, nos
casos em que o comportamento qualitativo é alterado quando variamos um parametro, dizemos

que temos uma bifurcagao.

2.1 Linearizacao e Estabilidade

A Secao 2 é extremamente interessante pois serd a partir das discussoes feitas nela sobre SD
oriundos de EDQO’s que construiremos a primeira abordagem qualitativa sobre o estudo de SD.
Assim sendo, vamos considerar uma variacao dele que dard origem a um exemplo do chamado
fluxo local.

Para tanto, seja f = (f1, ..., f%) : R —» R4 um mapa de classe C! em que f': R? — R e por-

tanto temos f(x1,...,x4) = (fl(xl,...,xd),...,fd(xl,...,xd)) qualquer que seja (x1,...,xq) €

10
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R4. Consideramos o sistema de EDO’s dado por

() = i), ..., x4 ) parai=1,...,d (2)

d
dt

autoénomo pois nao depende explicitamente de 7.

com x' : R = Rex' = Lx' qualquer que seja i € {1,...,d}. Dizemos que tal sistema de EDO ¢

E verdade que poderiamos também considerar sistemas de EDO nao auténomos
=@, x (1), ..., xr)) parai=1,...,d

com dependéncia explicita de t; contudo, eles podem ser transformados em sistemas autéonomos

d+1

introduzindo uma nova variavel x¢** e a equacao

0 = ), x (), x9 (1) = 1

Observe que sistemas autonomos sao invariantes sob a agao de shifts temporais no seguinte
sentido: sendo x1(f) uma solugao da Equacao 2 com valores iniciais x1(#1) = & e x2(f) uma solucao
com os mesmos valores iniciais mas comecando em s, i.e., x2(t2) = &, temos que para todo t > to
vale que x9(t) = x1(t + t1 — t2). Ou seja, embora o comportamento da solucao da EDO dependa
dos valores iniciais, ele nao depende do instante em que ela comeca.

Pelo Teorema de Picard-Lindel6f, temos que a Equagao 2 define um fluxo local no sentido de
que, para todo o estado inicial xg, existe a solucao x(¢) do sistema para algum intervalo -T <t < T
com T > 0.

Se fi(xp) = 0 para todo i € {1,...,d}, entdao xy é um ponto fixo ou ponto estaciondrio do
SD local.

Para investigar o comportamento de um SD numa regiao ao redor de um ponto fixo, vamos
examinar o problema linearizado ao redor de xg e depois investigar se esse mesmo comportamento
permanece no sistema original.

Sem perda de generalidade, vamos assumir que xg = 0. Logo, queremos estudar o sistema
linearizado dado por

x(t) = Ax(¢) (3)

em que

A= (afi(xo)) , x=0(h o xh (4)

dx/ ij=1...,d
A fim de ganharmos alguma intuicdo sobre esses sistemas, vamos primeiramente estudar o caso
d=2.
Caso 1. Suponha que a matriz A dada pela Equacao 4 tem dois autovalores reais distintos a;
e a9 e é, portanto, diagonalizavel.

Logo, depois de uma mudanca de coordenadas, conseguimos reescrever a Equagao 3

como
(1) = arx! (1) x1 (1) = e®x(0)
-

22(1) = aox?(t) x2(1) = e®'x2(0)

11
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Se a1, < 0, temos que x(f) = (x'(¢),x%(t)) — 0 quando t — oo com velocidade
exponencial; por outro lado, se a1, a2 > 0 temos que x(¢) = (x'(¢),x%(t)) = co quando
t — oo com velocidade exponencial. Em ambos os casos, como

0 e (0) L,

(2(r) @ emax (x2(0))™

temos que x(¢) se move pela curva (x'(¢))?2 = C(x%(r)) .

Se aq,as < 0, dizemos que xy é um sorvedouro ou um néd, ou ainda que xg é um

ponto fixo estavel para t — oo. Um exemplo desse comportamento estd mostrado

na Figura 5.
] =g <0 g <y <0

Figura 5: Sorvedouros em R?

Por outro lado, se a1, s > 0, dizemos que xg é uma fonte ou que xy é um ponto fixo

instavel para r — 0. Veja a Figura 6.

KR

] =g >0 g > >0

Figura 6: Fontes em R?

Observe ainda que esses dois comportamentos sao invertidos quando consideramos a
mudanca t — —.

Por fim, se temos as < 0 < a1 temos que xg nao € instavel nem estavel, ja que o

2

w-limite dos pontos do eixo x* é xg enquanto que as 6rbitas de todos os demais pontos

se afastam de xg quando ¢ cresce. Neste caso, dizemos que xg ¢ ponto de sela.

12
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s < 0 <oy

Figura 7: Ponto de sela em R?

Caso 2. Assuma agora que a matriz A apresentada na Equagao 4 tem dois autovalores comple-

x0s conjugados a =+ iv.

Depois de uma mudanca de coordenadas, temos que
, a v
x(1) = x(1),
a

0 que nos da que

cos(vt sin(vt

() = evt | cOS0D sin0D)
—sin(vt) cos(vr)

Se a < 0, temos que x(f) descreve uma trajetéria em forma de espiral em direcao a

xo; se @ > 0, x(f) segue uma trajetéria em forma de espiral saindo de xo. Se @ = 0,

temos que x(f) sao trajetorias que circulam o ponto xg. Observe que neste ltimo caso,

pequenas variacoes de @ mudam qualitativamente o comportamento do sistema.

@@ ©

a>0,v#£0 a<0,v#0 a=0,v#0

Figura 8: Sistema linearizado em R? para o caso de autovalores distintos complexos conjugados.

E interessante reparar que o caso @ = () possui um comportamento instavel no seguinte sentido:
pequenas alteragoes levam esse sistema a ter um comportamento qualitativo diferente, como nos
casos em que a # 0. E um exemplo do que chamamos de comportamento estruturalmente instavel.
Ja quando @ > 0 ou @ < 0, existe alguma vizinhanga de tamanho € para esses valores de modo

que o comportamento qualitativo se mantenha, i.e., que ainda tenhamos érbitas em espirais com

13
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os mesmos sentidos antes da perturbacao em a para algum valor em (@ — €,a + €). Neste caso,
temos um exemplo do que é caracterizado como um comportamento estruturalmente estavel.

Com esse caso particular em mente, facamos a generalizagao para o caso d-dimensional.

Definigao 0.13. Um ponto fixo xg é dito um ponto hiperbdlico se todos os autovalores do

sistema linearizado tem parte real nao nula.

O comportamento do sistema linearizado ao redor de um ponto hiperbdlico é estruturalmente
estdvel no seguinte sentido: a parte real @ # 0 de um autovalor nos permite fazer pequenas
variacoes de modo que qualitativamente a dindmica do sistema se mantenha a mesma. A Figura
8 deixa clara essa intuigao.

Observe que todas as definigoes feitas até agora nesta secao partem da linearizagdo de um SD
a tempo continuo, mais especificamente da solucao local de uma EDO. Podemos considerar SD

discretos tomando os mapas de tempo 1 desse sistema de EDO’s e obterfamos mapas lineares da

xt e 0 xt
x2 - 0 e x2

x! | cos(v) sin(v) x!
x? - —sin(v) cos(v) x?

em que novamente estamos considerando a linearizacao ao redor de xg = 0 um ponto fixo. Cla-

forma:

ou

ramente, podemos estender as defini¢oes feitas no caso continuo para o caso discreto de maneira
analoga. Em particular, é importante observar que um autovalor 0 no fluxo continuo linearizado
corresponde a um autovalor de valor absoluto 1 no sistema dinamico discreto. Isso motiva a

proxima definigao:

Definicao 0.14. Um mapa linear A : RY — R¢ é chamado de mapa hiperbélico se ele tem

posto maximal e nenhum dos seus autovalores tem valor absoluto igual a 1.

A Definigao 0.14 transpée a ideia de hiperbolicidade e estruturas estdveis agora para o caso
discreto. O posto maximal garante que nenhuma parte do espago serd colapsada, enquanto que,
se existissem autovetores de autovalor 1, estes teriam seu comportamento qualitativo modificado

com pequenas variacoes, e portanto o sistema nao seria estruturalmente estavel.

Exemplo 0.15 (Fluxos gradientes). Seja F : RY — R uma funcio de classe C? e considere
x(t) = =DF (x(t)) (5)

em que D representa o gradiente de F. Assim, observe que partimos de um campo escalar F e
transformamos o mesmo num campo vetorial considerando o gradiente de F. Em coordenadas,

temos

_OFE(0)

.it:
x(1) Epe

ied{l,...,d}

Observe que %F(x(t)) = DF(x(1))x(t) = —|%(¢)|?>. Portanto, F é uma funcao decrescente em
qualquer linha de fluxo e, mais ainda, é estritamente decrescente com excecao dos pontos em
que DF(x) = 0. Os pontos x satisfazendo tal condicao sao chamados de pontos criticos. Esses

pontos sao justamente os pontos estacionarios do SD definido pela Equacao 5.

14
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Vamos considerar agora uma linha de fluxo x(#). Tal linha pode ser especificada fazendo
x(0) = xo para algum xo € R4, ou seja, uma linha de fluxo x(r) nada mais é do que a érbita de
x(0). Escrevemos

x(x00) := lim x(7)

t—+00
desde que esse limite exista.
Vamos assumir que a primeira e a segunda derivada de F sao limitadas em R?. Como x(z) =

—DF(x(t)), pela regra da cadeia temos que:

A%F (x(1)) OF (x(1))
d(xt)2 Ox!

d
#(1) = % ~ DF(x(1)) = -D*F(x())DF (x(1)) = =
i=1

Logo, i(t) também ¢ limitada e, consequentemente, x(¢) é Lipschitz. Usando que d%F (x(2)) =
—|%(2)]? e o fato de F(x(t)) ser C2, temos

2 g ta t2
FOx(n) - Fate) == [ S rodr= [ loPar= [ pFe)Par
151 dt n 151
e, portanto, se F(x(¢)) é limitada ao longo da linha de fluxo para t — oo, o fato de x(¢) ser
Lispchitz implica que, usando F(x(t1)) — F(x(t2)) = ff |[DF (x(1))|?dt:

12 15
0 = lim F(x(r1)) = F(x(2)) = lim / HOIIE / lim lx(2)|%dt
—00 —00 f f —00

e portanto
lim x> =0= lim DF(x(1)) = lim (1)

isso nos fornece algum indicio de que, quando t — oo, x(¢) converge a um valor critico x(o0) de
F. Raciocinio analogo vale para x(—o0).

Das consideragoes que fizemos, podemos concluir pelo menos que se F é limitada, podemos
achar alguma sequéncia t,, — oo para a qual x(¢,) converge para um ponto critico x(o0). Vamos
entao agora linearizar o sistema em volta de x(o0) que, sem perda de generalidade, sera assumido

como 0. Logo, temos o problema

x(t) = Ax(1)
em que
0*F
A= ( - .x(oo))
Ox!dx/ ije{l,..d}
Como A é simétrica, pois F é C2, A possui apenas autovalores reais a1, . .., @q e, depois de uma

mudanca de coordenadas, o sistema linearizado é dado pela forma :
x'(1) = e®'x(0) (6)

Dizemos que o ponto critico x(c) é nao degenerado se os autovalores da Hessiana

2
D?*F(x) = (al—Fx(oo))
Ox'ox/ ije{l,...d}

15
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sao todos nao nulos.

A Equacao 6 nos da que, para o sistema linearizado, a convergéncia para x(oo) se dd ao longo
de uma linha de fluxo com velocidade exponencial. E claro que sO obtemos essa convergéncia
para x(co) quando os valores iniciais de x(0) caem numa combinacao linear de dire¢Ges coorde-
nadas de x’ que correspondem a autovalores a; < 0; a dindmica faz com que os outros valores

assintoticamente se afastem de x(c0).

Podemos nos perguntar se a andlise do sistema linearizado do Exemplo 0.15 realmente nos
aproxima, ao menos qualitativamente, do sistema original. A resposta nos é dada pelo Teorema
0.17. Mais informagoes sobre eles podem ser encontradas nas referéncias (Arrowsmith; Place;
Place et al., 1990; Devaney, 1989; Palis; De Melo, 2012).

Definigao 0.16 (Conjugacao topoldgica). Sejam X e Y espacos topoldgicos e considere fungoes
f:X > Xeg:Y — Y continuas. Se existe & : ¥ — X homeomorfismo tal que h satisfaz
ho f =goh, dizemos que f e g sao topologicamente conjugadas. Neste caso, & é chamada

de conjugagao topoldgica .

Teorema 0.17 (Hartman-Grobmann). Seja F = (Fy,...,F;) : R — R4 suave com F; : R - R

para todo i € {1,...,d}. Considere x(t) uma solucio de x(t) = F(x(t)) com xo € R? um ponto

critico hiperbolico, ou seja, F(xg) =0 e a matriz do sistema linearizado ao redor de xo dada por

A= (%(xo)). L) nao possui autovalor com parte real nula. Entao existe uma vizinhanca
i,je{l,...,

V de xo e um homeomorfismo h : V. — R? tal que h(xp) = 0 e, na vizinhanca V, o fluzo x(t) é

topologicamente conjugado por h a sua linearizacao.

O Teorema 0.17 nos permite concluir que, no caso de um ponto critico hiperbélico, a situacao
é estruturalmente estdvel numa vizinhanca desse ponto no sentido que a existéncia de uma con-
jugacao topoldgica garante, qualitativamente, que a dinamica do sistema original seja a mesma
do sistema linearizado.

Assim sendo, quando x(o0) é um ponto critico ndo degenerado, qualquer linha de fluxo para a
qual x(o0) ocorre como um ponto de acumulagao de fato converge a ele com velocidade exponen-
cial.

Outra consequéncia da dindmica original ser qualitativamente a mesma do sistema linearizado
numa vizinhanca de pontos criticos ndo degenerados é que eles sdo isolados. Assim sendo, a
situagao assintética é bastante simples nos casos que nao existem pontos criticos degenerados e
F ¢é limitada: todo o espaco é convertido pela dinamica num conjunto discreto de pontos criticos
de F. Se o espago possui outros invariantes, é também importante entender como sao as érbitas

que saem de um conjunto invariante e chegam em outro para descrever a dinamica assintética.

Definigao 0.18. Seja f : M — M um mapa continuamente diferencidvel em uma variedade
diferenciavel com um ponto fixo yg € M. Dizemos que yg é um ponto hiperbdlico se a derivada
de f em yg, i.e., 0 mapa linear

D f(yo) : TyyM — Ty, M

no espago tangente a M em yg é um mapa linear hiperbdélico.
Analogamente, se yo € M é um ponto periédico de periodo n, i.e., f"(yg) = yg, dizemos que
yo ¢ um ponto periédico hiperbdlico para f se Df"(yo) : Ty,M — TyyM é um mapa linear

hiperbdlico.
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Uma 6rbita (peridédica) é chamada de (periédica) hiperbdlica se todos os seus pontos sao

hiperbdlicos.

Observe que yg é ponto periédico hiperbdlico de periodo n se, e somente se, é um ponto fixo
hiperbdlico de f".

Definigao 0.19. Seja f! : M — M um fluxo diferencidvel com ¢ € T em uma variedade dife-
rencidavel M com uma 6rbita periddica I' e seja yg € I' um ponto dessa érbita.

Se yo é um ponto fixo, ele é chamado de hiperbélico se D f*(yo) : Ty,M — Ty,M é um mapa
hiperbdlico para todo ¢ # 0.

Se yg nao é ponto fixo mas sim ponto peridédico de periodo T > 0, ele é chamado de ponto
periédico hiperbélico se DfT : T\, M — Ty M tem 1 como autovalor simples e ndo mais
autovalores de valor absoluto 1.

A orbita I' é chamada de 6rbita hiperbdlica se todos os pontos sao hiperbélicos.
Temos o analogo do Teorema 0.17 agora para o contexto de variedades:

Teorema 0.20 (Hartman-Grobman para Fluxos em Variedades). Seja p € M um ponto fixo
hiperbdlico do mapa f : M — M continuamente diferencidvel. Entdo existem wvizinhangas Uy, Us

de p em M e também vizinhangas V1,Va de 0 em T,M e um homeomorfismo
h:UiUUy —> ViUV

tais que o sequinte diagrama € comutativo:

Ul—f>U2

I

Vi ——=V.
Yorip) 2

Agora vamos formalizar a nocdo de estruturalmente estavel como discutimos durante toda esta

secao. Para tanto, vamos precisar definir a seguinte topologia num espaco de fungoes:

Definicao 0.21. Sejam X e Y dois espacos topolégicos e C!(X,Y) o espaco de funcdes de classe

C! de X em Y, tomando os conjuntos

A(K,U) = {f € C'"(X,V)If(K) c U}
em que K C X é compacto e U C Y é aberto como sub-base da topologia. Esta topologia assim
definida é chamada de C'-topologia .

Definicao 0.22. Sejam 1 < [ < k < oo fixados. Entdo um mapa de classe CK escrito por
f:M — M, em que M é uma variedade diferenciavel, é dito ser estruturalmente estavel se f
possui alguma vizinhanca U na C!-topologia com a propriedade que cada g € U é topologicamente

conjugado a f.

A esséncia da ideia de estabilidade estrutural é que pequenas variacoes dos parametros que de-

finem o sistema dinamico podem ser compensadas por uma transformagao continua das varidveis
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do sistema, i.e., perturbacoes dos seus parametros nao produzem comportamentos qualitativa-
mente diferentes. Em particular, a dindmica nao se afeta com pequenos erros de arredondamento
ou ruidos.
Na contramao desse conceito, temos a ideia de bifurcacdo em que mudangas nos parametros
do sistema dao origem a novos comportamentos qualitativos. Eo que acontece no Exemplo 0.11.
Por fim, o préximo teorema une a nogao de estruturalmente estdvel e de pontos hiperbdlicos

que discutimos até aqui.

Teorema 0.23. Seja p um ponto fizo do mapa de classe C' escrito por f: M — M em que M é
uma variedade diferencidvel. Suponha sque D f(p) : T,M — T,M tem posto maximal. Entdo [ é

estruturalmente estdvel em alguma vizinhanca de p se, e somente se, p € ponto hiperbdlico.

2.2 Variedades Estaveis, Instaveis e Centrais

Das discussoes que fizemos na Secao 2.1, é razoavel sugerir que, para o sistema linearizado ao
redor de um ponto critico, existam direces tais que o ponto critico é estavel e outras direcoes
para as quais ele é instavel. Para enunciar o teorema que formaliza essa intuicao, comecemos com

a seguinte definigao:

Definicao 0.24. Seja f : U — M um mapa C' em que M é uma variedade diferencidvel e U é
uma vizinhanca aberta de yg € M, sendo yg um ponto fixo hiperbdlico, i.e., f(yg) = yo € D f(yo)
nao possui autovalores de valor absoluto 1. Vamos considerar o fluxo dado pelas iteradas de f.

Definimos o conjunto M*(yg) como os pontos x € U tais que f"x € U para todo n e
f"x — yo quando n — oo (7)

e o conjunto M*(yg) como o conjunto dos pontos x tais que existe uma sequéncia (x,),en C U

com f(x,) =x,-1 para n € N tal que
Xn — yo quando n — oo (8)

Como yg é um ponto hiperbdlico, as condigbes impostas pelas Equagoes 7 e 8 podem ser omitidas
desde que U seja escolhido suficientemente pequeno. A intui¢ao por de tras dos conjuntos M*(yg)
e M"(yg) é entender quais sao os pontos da vizinhanca de yg que se aproximam deste ponto e
quais se afastam, respectivamente.

Para cuidar também de pontos fixos nao hiperbdlicos, vamos formular os proximos teoremas
sob uma condicao mais geral, chamada de p-pseudo-hiperbolicidade . Nela, a linearizacao do

mapa no ponto fixo yp ndo tem nenhum autovalor com valor absoluto p.

Teorema 0.25 (Hadamard-Perron sobre variedades estéveis e instéveis). Seja U uma vizinhanga
de0eR? e f e CHU,R?) com f(0) =0.

Seja p > 0. Assuma que a derivada D f(0) ndo tenha nenhum autovalor de valor absoluto igual
ap. Sejam V5 eV os subespagos de ToR? = R4 correspondentes aos autovalores de valor absoluto
menor que p e maior que p, respectivamente, e seja A" = Df(p)|v5.u.

Podemos encontrar wma norma || - || em R? satisfazendo ||A]| < p e [|(A*)7Y| < p~L.
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Para R > 0, definimos
U(R) = {x e R? : ||x|]| < R}
U™ (R) ={x e V;"  ||x]| < R}.

Se p <1, entdo para R > 0 suficientemente pequeno, a variedade estdvel

M?(0) = m fT"U(p"R) ={xo € U(R) : f"xo € U(p"R) para todo n}
n>0
¢ o grdfico de um mapa C' ¢* : US(R) — U*(R) com ¢*(0) =0 e Dg*(0) =0

Se p =1, entdo para R > 0 suficientemente pequeno, a variedade instdvel

wi = ()R

n>0 v=0

= {xg€ RY : existe uma sequéncia (xp)nen € R com fXxn =xXp-1
e x, € U(p™"R) para todo n € N}
¢ o grifico de um mapa C!
¢" : U*(R) > U*(R)
com ¢"*(0) =0 e D*(0) =0

Se f € de classe CX, entdo também os sdo os mapas @**.

Ressaltamos que resultado anterior também pode ser generalizado para variedades diferenciaveis
finito dimensionais, (Jost, 2006).
As variedades do Teorema 0.25 s@o unicamente determinadas. Isso nao é mais verdade no

seguinte teorema:

Teorema 0.26 (Variedades centro estavel e centro instavel). Vamos assumir as mesmas hipdteses
do Teorema 0.25. No caso p > 1, para R > 0 suficientemente pequeno, existe um mapa dife-
rencidvel

¢* - U*(R) = U"(R)

com
¢%(0) =0 e D™ (0) =0

cujo grdfico M®5(0), a variedade centro estdvel , é localmente invariante sob f no sentido
FMO ) (\U(r) € M

FIM™(0)(UR) € M™

Além disso, M5 (0) € localmente atrator para f~' no sentido de que para x,, € Ny fYU(R),
a distancia entre x,, e M®(0) converge a zero quando n — .

No caso p <1, para R > 0 suficientemente pequeno, existe um mapa diferencidvel

@™ : U“(R) - U*(R)
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com

¢%(0) =0 e Dg™(0) =0

cujo grdfico M®(0), a variedade centro instdvel, ¢ localmente invariante pra f no sentido
que

)| Ju(ry ¢ M®(0)

Além do mais, M®(0) ¢ localmente atrator para f no sentido de que para x € Ny fYU(R),
a distancia entre f"x, e MP(0) converge a zero quando n — co.

Vale também que M (0) contém a variedade estdvel M*(0) e que M°*(0) contém a variedade
instdvel M"(0).

Para o caso p = 1, a variedade estavel (instavel) corresponde ao espaco gerado pelos autovetores
cujos autovalores da linearizagdo tém valor absoluto menor (maior) que 1; e a variedade centro
estavel (centro instavel) dos que tém valor absoluto menor ou igual (maior ou igual) a 1.

A dinamica na variedade estavel contrai exponencialmente e na variedade instavel expande
exponencialmente. Assim sendo, as duas podem ser descritas de maneira simples ja que ambas
correspondem a comportamentos hiperbdlicos e, ao menos localmente, a andlise é trivial e ja
discutimos seus aspectos anteriormente.

Portanto, devemos nos concentrar em estudar os casos nao triviais que ficam na intersecao
M°(0) == M%(0) n M**(0)

chamada de variedade central. Ela se refere ao subespaco de T°R¢ = R4 que é gerado pelos
autovalores de D f(0) com valor absoluto 1.

Diferentemente das dinamicas nas variedades estaveis e instdaveis, neste caso é bastante dificil
formular teoremas gerais ja que o comportamento na variedade central é bastante particular
de cada sistema. Numa escala de tempo suficientemente grande, sao essas direcbes da variedade
central que capturam os aspectos nao triviais do processo dinamico, ja que as dire¢oes de expansao
e de contragao chegam ao equilibrio numa velocidade exponencial.

Contudo, mesmo em situagoes em que o espaco de fase tem dimensao infinita, é frequente que
a variedade central tenha dimensao finita. Isso significa que a dindmica pode ser caracterizada
completamente por apenas esses finitos graus de liberdade.

Vale observar ainda que os resultados anteriores também podem ser estendidos para sistemas

dinamicos a tempo continuo.

2.3 Ferraduras de Smale

Além do mapa da tenda, um outro exemplo de sistema dindmico discreto bastante interessante
é a Ferraura de Smale. Ela serd bastante usada como fonte de exemplos e contraexemplos no
Capitulo 3.2.4. Para a sua construcao, iremos nos basear especialmente na referéncia (Alligood;
Sauer; Yorke, 1997). Ao leitor interessado, nessa referéncia aparecem também discussoes sobre a

propriedade cadtica desse mapa.

20



Sistemas Dinamicos

O mapa da Ferradura de Smale 4 : R> — R? é um mapa injetivo definido da seguinte forma:
considere um subconjunto compacto de R? dado pelo quadrado W = ABCD como na Figura 9.
Primeiro, o mapa h contrai uniformemente na direcdo horizontal. Depois, ele expande unifor-
memente na dire¢ao vertical. Por fim, ele torce como uma ferradura. A contracio e a expansao
devem ser feitas sob o mesmo fator de intensidade. Fora de W, a tnica restricdo é que h seja
continua e injetiva. O mapa h faz h(X) = X* para X € {A,B,C, D}.

A B

Figura 9: Exemplo de Ferradura de Smale

Estaremos interessados em estudar quais os pontos de W que permanecem invariantes em W
sob essa dinamica. Vamos denotar o conjunto desses pontos por A.
Note primeiro que os pontos que permanecem invariantes para iteradas positivas devem estar

ou no bloco Vi ou no bloco Vg de W N h(W), como mostra a Figura 10.

Figura 10: Mapa de tempo 1 da ferradura de Smale

Assim como fizemos no Exemplo 0.3, vamos associar & érbita para frente de cada ponto uma
sequéncia {L, R}". Dado um ponto x € W que permanece invariante sob essa dinamica, identifi-
camos a 6rbita de x com a sequéncia (S,)nen.n>1 de forma que S, = L (respectivamente, S, = R)
se, e somente se, h"(x) € Vi (respectivamente, h"(x) € Vg) para todo n € N. Os pontos de L (R)
sao os pontos mapeados para Vi (Vg) quando aplicamos a dinamica descrita na Figura 9.

Vamos entender o que acontece quando aplicamos novamente o mapa h. Na Figura 11, temos
que os pontos invariantes que estao em LL ou em RL sao mapeados para Vi, enquanto que os

pontos em RR e LR sao levados a Vg.
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,"/_-—-_ \':\\\
S\
(7™
47 RL
31 RR
3 ! 1 2 ; |
9 LR
11 LL
N

Figura 11: Mapa de tempo 2 da ferradura de Smale

Seguindo essa linha de raciocinio, estamos caracterizando o que acontece nas iteradas positivas
do mapa h. Repare que a colecao desses segmentos horizontais quando consideramos as iteradas
positivas do mapa h formam um conjunto de Cantor.

Contudo, para caracterizar unicamente os pontos do conjunto invariante, precisamos associar
a eles também uma sequéncia que caracterize o comportamento quando consideramos as iteradas
negativas, i.e., quais sdo os pontos x € A tais que A~1(x) € Vz ou h~'(x) € Vg? Portanto, o que
queremos ¢ estender a sequéncia (S,),eny para indices em Z.

Primeiramente, vamos entender quais sdo os pontos de A que possuem suas pré-imagens i~
em Vi e quais deles possuem pré-imagens em Vg?

Se a inversa de um ponto x € W ainda estd em W, x deve estar em Vi ou em Vg. Fazendo
o procedimento inverso do que fizemos, temos que as pré-imagens de Vy e Vg s@o as linhas
horizontais L e R como mostra a Figura 10. A Figura 12 mostra os pontos cujos termos S_1Sg

da sequéncia (Sy)nez sdo iguais a LL, LR, RL e RR.

LL AL LR RR

Figura 12: Iteradas negativas do mapa da ferradura

Note entao que os pontos cujas iteradas negativas permanecem invariantes em W sob a dinamica
formam um conjunto de Cantor nos segmentos verticais.

Portanto, para especificar um ponto em A precisamos intersectar as linhas de Cantor horizontais
(que caracterizam os pontos invariantes sob as iteradas positivas) com as linhas verticais descritas
acima. A intersecdo dos conjuntos de Cantor verticais e horizontais do primeiro passo desse
raciocinio esta retratada na Figura 13. No conjunto em vermelho estdao os pontos de A cujas

sequéncias associadas satisfazem S¢Sy é igual a LL, RL, LR ou RR.
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ILJ_".'.'I],i:!||,1!‘.‘-i |I(]!—\i[i\'|)!—i |:e-|.'| dinamica
I LL RL
L R

Invariantes negativos pela dindmica

Figura 13: Invariantes positivo e negativos do mapa pela primeira iteracao da Ferradura

3 Sistemas Dinamicos Aleatorios

Em algumas situagoes, para realizar uma modelagem de um SD mais condizente com a realidade,
podemos introduzir um fator de aleatoriedade no SD. Por exemplo, para o caso da dinamica po-
pulacional, poderiamos imaginar que mudancas climdticas favorecam uma espécie em detrimento
de outra.

Assim, iremos introduzir um “ruido”, i.e., uma dependéncia de um fator aleatério num sistema
dindmico. A estratégia para isso é construir, primeiro, um sistema dindmico 6 sobre um espago
de probabilidade. Esse sistema dinamico sera responsavel pela fonte de aleatoriedade do sistema
original. Depois de construido, iremos modificar o sistema dinamico original para que ele dependa
do SD 6.

Para esta segdo, nos basearemos principalmente nas referéncias (Liu, 2008) e (Arnold, 1995).

3.1 Definicoes basicas e propriedades

Sejam (N, FV) um espaco mensuravel e (Q, F,P) um espaco de probabilidade. Dizemos que um
mapa f : Q — N é uma varidvel aleatéria N-valuada se f é (F,7V)-mensuravel.

Quando X é um espaco métrico podemos considerar este como um espaco mensuravel se muni-
mos este conjunto com a o-algebra de Borel 8(X). Nesse caso, dizemos que X é espaco métrico

mensuravel.

Definigao 0.27. Seja (X, dx) um espago métrico mesuravel. Um sistema dindmico aleatério

continuo (SDA), denotado por ¢, consiste de:

1. Um modelo de ruido, i.e., um sistema dinamico métrico 6 sobre um espaco de pro-
babilidade (Q, ¥,P) com fluxo (6;);eT, € tal que a funcao (f,w) — O;w de TX Q em Q é

mensuravel e deixa P invariante, ou seja, ;P = P para todo t € T.
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mais detalhada, o que temos é um mapa (B(T)®)F ® B(X), B(X))mensuravel

que satisfaz duas propriedades:

P TxQAXX —>X

(t,w,x) — ¢(t, w,x)

aleatoriedade temos um SD continuo);

a) O mapa (¢,-,x) — ¢(t,-,x) é continuo para todo w € Q (ou seja, eliminando o fator de

aleatérios de X em X satisfaz a propriedade de cociclo positivo, ou seja:

¢(0, w)
ot +5,w)

Se T = Z dizemos que o SDA ¢ discreto.

|

b) (Propriedade do cociclo positivo) a familia ¢(t,w,-) = ¢(t,w) : X — X de mapas

= idy

(1, 05w) o (s, w) quaisquer que sejam #,5s € T e w € Q

A ideia intuitiva é que um SDA se move pelo conjunto Q X X da seguinte maneira: quando

temos a atualizagao de w sendo levado para 6,w.

\ {w} » X

Figura 14: Representacao de um SDA

Repare que, se o elemento de Q nao fosse atualizado, o que terfamos seria uma dinamica que

24

w € Q é mudado pelo SD 6 no tempo s para 65w € Q, o cociclo ¢(s, w) se move de x em {w} X X
para o ponto ¢(s,w)(x) em {f;w} X X. Note que, além de x ser levado para ¢(s,w), também

{fsw} x X
| AP} x X
(.-"J(J‘__ H‘i“"‘} /
e T
o8, w)(x) ™ @t Bsw) o @8, w)(x)
o " =t + s,w)(x)
ot ¥ 5,w) /
Hsw ]
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dependeria de um sorteio inicial mas, a partir dai, seguiria como um sistema dinamico deter-
ministico. Contudo, o que queremos é manter essa perturbacao aleatéria durante toda a evolucao
do sistema. Para tanto, devemos também atualizar o elemento de Q, e esta necessidade é atendida
pelo SD métrico 8 que atualiza w para 65w. Ou seja, o SD métrico 0 é tal que a cada tempo f,

escolhe-se uma 6, para atualizar o evento w € Q para o evento 6;w € Q.

Observagao 0.28. A continuidade atribuida a caracterizagdo de um sistema dinamico aleatério
continuo nao esta relacionada com o conjunto de indices temporais T, mas sim com a caracteristica
de continuidade do mapa (f,x) +— ¢(f,w,x) ser continuo para todo w. Poderiamos definir de
maneira aniloga sistemas dinamicos aleatérios C* qualquer que seja k € N e sistemas dinamicos
lineares. Ao leitor interessado, estas definigdes estao estabelecidas em (Arnold, 1995, Pag. 6).

De maneira anéloga a Observacao 0.4, definiremos 6 := 61 para denotar o mapa de tempo 1 de
#, um mapa de um modelo de ruido (Q, F,P, (6;)seT).

Assim, dados quaisquer n e w fixados, e considerando a topologia em X induzida pela métrica,

vale que ¢(n, w) tem inversa (¢(n, w)) ™' = ¢(-n, 0,w) ja que, pela propriedade do cociclo,
d(n,w) o ¢p(—n, 0,w) = p(—n + n,w) = ¢(0, w) = idx

e também temos que
d(—n, 0 ,w) o Pp(n, w) =idx

Logo, ¢(n,w) : X — X é um homeomorfismo.
Sendo ¢ um SDA discreto e ¢ 0 mapa de tempo 1 de ¢, i.e., p(w) = ¢(1,w,-) : X — X, dizemos

que ¢ é o homeomorfismo aleatério determinado por ¢.

Definicao 0.29. Dados um espaco de probabilidade (Q,¥,P) e um espaco métrico X, um
homeomorfismo aleatério é uma fungdo de Q nos homeomorfismos de X nele mesmo, i.e.,

¢(w) : X — X é homeomorfismo para todo w € Q.

Observagao 0.30. Por outro lado, se ja possuimos um homeomorfismo aleatorio ¢, podemos gerar

um SDA em tempo discreto ¢(n, w, x) fazendo

¢(Op_1w) o -+ 0 p(w) n>0
¢(l’l,(1)) = ldX n=0
(@(0qw)) o0 (p(01w)™" n<0

e é facil ver que essa definicao satisfaz as propriedades de SDA da Defini¢ao 0.27 quando 6 :

TxQ — Q é um fluxo mensurdvel fixado.

Observagao 0.31. (Arnold, 1995) Uma familia de mapas ¥ (f,w,-) : X — X que satisfaz todas as
condicoes da Definicao 0.27 exceto a da propriedade de ser um cociclo positivo, i.e., Yy (t+s,w) =

W (t,0sw) o (s, w) quaisquer que sejam t,s € T e w € Q, mas satisfaz
U(t+s,w) =¥ (t,w) o (s, d;w) quaisquer que sejam t,s € T e w € Q

é denominado de cociclo negativo. Como a composigao o é uma acao a esquerda de X, cociclos

negativo sao de certa forma nao naturais, dado que no primeiro passo aplicamos um mapa que
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depende do segundo passo.
Porém, cociclos negativos ocorrem tipicamente como composigoes de cociclos. Por exemplo,
o(t,w,-) = ¢(t,w) : X — X é cociclo sobre 8 como na Definicao 0.27 se, e somente, se

U(t,w) = ¢(t,w)™!

é um cociclo negativo sobre 6, sendo ¢(t,w)™! como vimos na Observacio 0.28. Além disso,

fazendo
X(t’ (,U) = &(_t’w) = ¢(_t’ w)_l = ¢(t’0(_t)w)

temos que y é um cociclo negativo sobre 871,
As diferencgas entre o cociclo positivo ¢ como na Definicao 0.27 e os cociclos negativo ¢ e y
discutidos acima aparecem na discussao do comportamento assintético do sistema quando ¢ — oo.
Tendo em mente a imagem da representacao de um SDA, temos que ¢(t, w) mapeia x € {w}x X
para ¢(f,w)(x) € {6;w} x X no tempo ¢, enquanto que ¥ (f, w) mapeia x € {6,w} X X (que esta se
movendo com ¢) para ¥ (t,w)(x) € {w} X X, o conjunto fixado no tempo 0. Analogamente, y (¢, w)

mapeia x € {8(-t)w} X X para y(f,w)(x) € {w} X X no tempo 0.

(oo} % X

0w} = X |

‘II//'..'
a
| 6t w) ()

Figura 15: Representacao de cociclos positivo e negativo num SDA

Assim sendo, temos uma grande diferenca quando movemos os pontos de 0 até ¢t ou de —t até
0; apenas no segundo caso podemos garantir que os pontos estardo no mesmo conjunto {w} X X

para todo ¢ e assim podemos estudar este quando ¢ — oo.
Como mencionado na Secao 1 sobre exigéncias do conjunto X, o que pediremos no que segue

desta secdo e no que diz respeito a SDA é que (X, dx) seja um espaco métrico polonés? e localmente

compacto, claramente considerando a topologia induzida pela métrica sobre X.

2Um espaco métrico é dito polonés se for separdvel e completo.
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Definigao 0.32. Sendo (X, dx) um espago métrico, definimos:

distx(x, B) := infdx(x, )
yeB

e
distx (A, B) = inf distx(x, B)
X€EA
sendoxe Xe A,BCX.

Definicao 0.33. (Liu, 2008; Caraballo; Han, 2017) Seja (X, dx) um espago métrico. Um mapa
de Q — P(X) ={A]A Cc X} é denominado de multifuncao de Q em X.

A multifungao D : Q — P(X) em que w — D(w) toma valores em subconjuntos fechados (com-
pactos) de X é dita um conjunto aleatério fechado (compacto) se o mapa w +— distx(x, D(w))
é mensuravel para todo x € X.

A multifungao U : Q — P(X) em que w — U(w) toma valores em abertos de X é dita um
conjunto aleatério aberto se w — U (w) é um conjunto aleatério fechado.

Diremos que a multifuncao D é um conjunto aleatdrio se o mapa w +— distx(x, D(w)) for
mensuravel para todo x € X.

Por fim, dizemos que uma multifuncdo é mensuravel se o mapa w — distx(x, D(w)) é men-

suravel para qualquer x € X.

Como é observado em (Crauel, 2002), para uma multifungao w +— A(w) qualquer (ndo neces-
sariamente aberta, fechada ou compacta), a mensurabilidade de w +— dx(x, A(w)) (dado um x
qualquer) é equivalente a w A(w) ser um conjunto aleatério fechado.

Os préximos exemplos de conjuntos aleatérios estao feitos em (Molchanov; Molchanov, 2005)

e ilustram a Definicdo 0.33 de maneira bastante concreta.

Exemplo 0.34. Seja & uma varidvel aleatéria real, vale que X = (—o0,£] é um conjunto aleatério

fechado na reta.

Exemplo 0.35. Se &1, & e &3 sdo trés varidveis aleatérias tomando valores em R, o triangulo

de vértices &1, &9 e &3 é um conjunto aleatério fechado.

D)

0o Diwy) e

£a(wa) - — i
- 2 £1fwz)

Figura 16: Triangulos como conjuntos aleatoérios
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Exemplo 0.36. Se & é uma varidvel aleatéria em R% 5 é uma varidvel aleatéria nio negativa,

entao a bola aleatéria B, (£) de raio n e centro em ¢ é um conjunto aleatério fechado.
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Figura 17: Bolas como conjuntos aleatérios

A préxima definigdo estabelece o andlogo para o caso aleatério da Definigao 0.5.

Definigao 0.37. Um conjunto aleatério D é dito invariante positivamente sob a acao de um
SDA ¢ (com ruido 6) se ¢(t,w)D(w) C D(8;w) para todo 0 <t € T e P-quase todo w € Q; ele é
dito invariante negativamente se ¢(f, w)D(w) D D(8;w) para todo 0 < ¢t € T e P-quase todo
w € Q.

Por fim, dizemos que ele é invariante se ¢(t, w)D(w) = D(8;w) para todo t € T e P-quase todo
w € Q.

Assim como (Liu, 2008), fazemos breves observacoes de algumas propriedades de conjuntos
aleatérios. Resultados similares e estratégias de demonstracdes podem ser encontrados nas re-
feréncias (Crauel, 2002; Castaing; Valadier, 2006; Arnold, 1995).

Proposicao 0.38. Seja X um espago métrico completo separdvel. Valem as sequintes afirmagoes:
1. Se D é um conjunto aleatério fechado, entdo também o é o fecho de DC.

2. Se D € um conjunto aleatorio aberto, entdo o fecho cID de D € um conjunto aleatorio
fechado.

3. Se D € um conjunto aleatorio fechado, entao o interior de D intD é um conjunto aleatorio

aberto.

4. Se {Dp}nen € uma sequéncia de conjuntos aleatorios fechados e existe ny € N tal que Dy, €

um conjunto aleatorio compacto, entao (\,eny Dn € um conjunto aleatorio compacto.

5. Se f: QXX — X € uma funcao tal que f(w,-) € continua para todo w e f(-,x) € mensurdvel
para todo x, entao w — f(w,D(w)) € um conjunto aleatdério compacto desde que D seja um

conjunto aleatorio compacto.
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6. Se D ¢ um conjunto aleatorio fechado, entao Gr(D) = {(w,x) : x € D(w)} o grdfico de D €
um subconjunto mensurdvel de F X B(X); por outro lado, dado que D : Q — P(X) tomando
valores nos subconjuntos fechados de X, se Gr(D) € F x B(X), entao D é um conjunto
aleatorio fechado F* -mensurdvel (em que F* denota o completamento da o-dlgebra F com
respeito a medida P), i.e., 0s mapas w — distx(x, D(w)) sdo F* -mensurdveis para qualquer

x € X.

7. Se D é um conjunto aleatorio fechado FF¥ mensurdvel, entdo existe um conjunto aleatorio

fechado D mensurdvel com respeito a F tal que D = D quase certamente.

Teorema 0.39 (Teorema da Selecao Mensuravel). Seja uma multifungio w +— D(w) tomando
valores na familia de subconjuntos fechados ndo vazios de um espaco métrico polonés X. Entdo
D ¢ um conjunto aleatdrio fechado se, e somente se, existe uma sequéncia {v, : n € N} de mapas

mensurdveis v, : Q — X tal que

va(w) € D(w) e D(w) = cl(U vn(w)) para todo w € Q
neN

Em particular, se Dé um conjunto aleatorio fechado existe uma selecao mensurdvel, i.e., um

mapa mensurdvel v : Q — X tal que v(w) € D(w) para todo w € Q.

A ideia grosseira por detras do Teorema da Selecao Mensurdvel é uma versao do Axioma da

Escolha satisfazendo a condicao de mensurabilidade.

Proposicao 0.40. Suponha que v € uma medida positiva no espaco mensurdvel (X, F). Seja 7
o completamento da o-dlgebra F com respeito a v. Se f € uma fungdo 7 mensurdvel, entdo

existe uma fung¢ao F-mensurdvel g tal que f = g quase certamente em rela¢do a v.

Podemos estabelecer um andlogo da Definicao 0.7 agora para o caso aleatério. Contudo, pre-

cisamos antes de uma definicao.

Definigao 0.41. Dados A, B c (X, dx) dois subconjuntos de um espaco métrico, definimos a semi
métrica de Hausdorff como
d(A|B) = supdistx(x, B)

X€EA

Definigao 0.42. Dados dois conjuntos aleatérios A e D, dizemos que A atrai D se
lim d(¢(n, 0_,w)D(0_,,w)|A(w)) = 0 quase certamente
n—oo

Repare que ¢(n,0_,w)D(0_,w) esta na fibra {w} X X, qualquer que seja n € N. O mesmo
comportamento acontece com os sinais invertidos. E o que mostra a Figura 18.
Esta nogao aparecerd inimeras vezes no que segue do texto.
Essa atracao é chamada de atracao pull-back. Ela implica que a atracao fraca, i.e., que a
igualdade
lim d(¢(n, 0,w)D(6,0)|A(w)) =0

é satisfeita em probabilidade, como é observado em (Scheutzow, 2002), embora ndo garanta a
mesma igualdade quase certamente.

Agora vamos definir o andlogo da Defini¢ao 0.10.
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Figura 18: Contravaridncia nas entradas do SDA.

Definicao 0.43. Dado um conjunto qualquer D, denotamos por Qp o conjunto 6mega-limite

aleatorio de D , que depende de w, e é definido por

Q@) = (||| ok, 0-10)D(0-1)
Assim sendo, os

n>0 k>n

Temos por tras da Definicdo 0.43 a ideia de limite superior do conjunto.
elementos de Qp(w) € X podem ser caracterizados como aqueles que aparecem para infinitos
k € N no fecho de ¢(k,0_rw)D(0_w).

Observacao 0.44. Pode-se mostrar que, se um conjunto aleatorio nao vazio D é atraido para um
conjunto aleatério compacto A, entao Qp # 0 quase certamente e este é invariante.

P-q.c.

Lema 0.45. Sejam D1 e Do dois conjuntos aleatorios. Entdo vale que

QD1UD2 ((,()) = QDl ((1)) U QD2 ((A)),

para todo w € Q.
Demonstracdo. Pela definicao de conjunto dmega limite, temos

QDI (w) U QDz (w) c QDlUD2 (w)
entao precisamos mostrar apenas a inclusao contraria. Para tanto, dado um x € Qp,up,(w),

existe uma sequéncia t,, — o e x, € D1(0_;,w) U D2(6_,, w) tal que
n—oo
¢(tn, 01, w)(xn) — x

para SDA discretos, t,, sao inteiros. Portanto, existe uma subsequéncia tal que
Vk e N

Xn, € D1(0;, w), Yk € Noux,, € D26, w),
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e ¢(tnk,9_,nka))xnk — x quando k — oo. Portanto, Qp,up, C Qp, UQp,. |

As métricas apresentadas acima serviriam apenas para estabelecermos uma topologia em X.
Porém, podemos também definir uma topologia sobre o espaco de varidveis aleatérias R-valuadas

nao negativas, que serd bastante 1til no Capitulo 2.3.

Definicao 0.46. Seja Mg o espago de varidveis aleatdrias nao negativas e | - | a métrica usual de
R.

e Dados x,y € Mg,a métrica aleatéria duy, (x,y) em Mg entre x e y é a variavel aleatéria

w - |x(w) — y(w)|. Assim sendo, (Mg, dp,) € um espaco métrico aleatério.

e Um conjunto aleatério N ¢ Mg é chamado de C’-vizinhanca aleatéria de x € My se

existe uma varidvel aleatéria r > 0 tal que B, (x) = {z € Mg|dpm, (x,2) <rP-q.c} C N.

e O par (Mg, Tr) é chamada de topologia C" aleatéria se a topologia s em Mg é a induzida

pelas C%-vizinhancas aleatérias.

3.2 Exemplos

A Subsecao 3.2.1, introduzimos um SDA sobre um espaco de fase finito e estudamos sua corres-
pondéncias com cadeias de Markov a tempo discreto.

Na Subsecao 3.2.2, estudaremos o ruido real, que é base fundamental para a construgao dos
outros exemplos de SDA que seguem. Ele estd intimamente relacionado com o SD métrico 8 que
aparece na Definicao 0.27, que estabelece o que sao SDA.

A Subsecao 3.2.3 generaliza as ideias de SD oriundos de EDQO’s, agora fazendo SDA oriundos
de Equagoes Diferenciais Aleatérias (EDA). A ideia central é perturbar EDO’s por um ruido real.

Por fim, na Subsecdo 3.2.4 iremos estudar o ruido branco, que é uma perturbagdo aleatoria
com um processo estocastico subjacente. Ou seja, diferentemente do caso de SDA oriundos de
EDA’s, introduziremos agora um ruido cuja premissa nao vém exatamente de um ruido real, mas,
mais do que isto, vem de uma sequéncia de varidveis aleatdrias cujas distribuigoes sao bastante
conhecidas. Para tanto, nos basearemos especialmente nas referéncias (Caraballo; Han, 2017;
Arnold, 1995).

3.2.1 Mapas Aleatorios

Uma outra maneira de construir um sistema dinamico aleatorio, talvez até um pouco mais in-
tuitiva, é considerar um sorteio de mapas a serem aplicados sobre o espago. Ou seja, queremos
escolher a cada instante uma fungao do estado de espacgo nele mesmo. Vamos nos basear pelo
trabalho desenvolvido em (Ye, 2018).

Dado um espaco de probabilidade (Q, F,P), vamos construir um SDA sobre um espago de fase
L finito. Assim sendo, sem perda de generalidade, podemos colocar £ = {1,...,n}. Queremos
entao escolher mapas a : £ — L, entendidos como as dinamicas admissiveis sobre este espaco
de fase, de maneira que eles sejam aplicados dependendo de um sorteio. Para tanto, seja L uma
familia qualquer de mapas de £ em £ (portanto |L| < n™) e seja Q uma medida de probabilidade

na o-algebra de L.
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Vamos construir um SDA a tempo discreto sobre £. A ideia do que esse sistema representa é a
seguinte dinamica: digamos que o sistema comece em algum espaco ip € L; a partir dai, um mapa
a1 € L é escolhido com probabilidade dada por Q e o sistema se move para um estado i1 = a1 (ip);
de novo, de maneira independente, um mapa @, é escolhido de acordo com Q e o sistema se move

para um estado iy = a2(i1) = (a2(@1(ip)); e assim por diante. E o que mostra a seguinte figura:

Figura 19: Representacao de um mapa aleatorio

O estado inicial ig € £ pode ser fixado ou escolhido através de uma variavel aleatdria valuada
em L independente de todos os mapas em L. Construimos entao um processo estocastico X; a
tempo discreto em que X; = @,_1 o - -- o ag(ip) qualquer que seja t € N.

Para construir o SDA, o espaco Q a ser considerado é o full-shift Q = LZ que ¢é o conjunto de

todas as sequéncias infinitas nos dois lados em que cada termo é uma dinamica admissivel, i.e.,
Q={w:(...,a1,a9,a1,...): ar € L para todo k € Z}
A medida de probabilidade colocada sobre Q é a medida de Bernoulli definida nos cilindros

P([ag, a1, ..., ar]) = Q(ao)Q(ay) . .. Q(ak)

Note que o modo como esta medida é construida nos garante que em cada passo o mapa seja
escolhido de maneira independente do passo anterior, e com a mesma distribuicao de Q.

Ja os mapas 6; sao shifts para a esquerda por t elementos, i.e., 6;w = @;. Definindo o mapa
de tempo 1 do SDA ¢(1, w) = ag, temos que o mapa ¢(¢, w) é a composicao dos mapas aleatérios
independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) @,—1 o --- o @g. Aplicado num estado inicial
i € L, temos um processo estocastico X;(w) = ¢(f, w)i, que claramente é uma cadeia de Markov

com probabilidade de transicao dada por
P(,j) =Qa: a(i) =) (9)

para qualquer i € L.

No contexto de dindmica estocastica, quando apenas uma trajetoria é simulada nao ha diferenca
entre um SDA como descrito acima e a cadeia de Markov com matriz de transigio dada pela
Equagao 9. Ou seja, o movimento de um ponto do SDA é uma cadeia de Markov. Contudo,
quando estudamos a evolucao pelo SDA em questao de dois pontos diferentes, este processo deixa
de ser uma cadeia de Markov, ja que as sequéncias {X;} nao sao mais independentes. Dessa
forma, podemos ver este processo como uma generalizacao do processo Markoviano.

A seguinte figura mostra trés simulagées em que consideramos £ = {-3,...,0,...3} e L o

conjunto de todas as fungoes de £ em L equipado com a distribuigdo uniforme. O eixo das
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abscissas representa o tempo do processo e o eixo das ordenadas o estado em L.

UL E |

5 10 1B 2D 2B 3ap

il

Figura 20: Evolugoes de mapas aleatérios em L = {-3,...,0,...3}

3.2.2 Ruidos reais

Considere um espaco de probabilidade (2, F,P) com um SD métrico 8 sobre ele tal que ;P = P
com t € T. Sendo X um espago métrico, vamos considerar uma conjunto aleatério D tal que
D:Q— X.

Definigao 0.47. Dizemos que um ruido real é um mapa de R x Q em X dado pela composicao
de um conjunto aleatério D num SD métrico 0, i.e., D(6;w) com t € T tal que ele é continuo

fixado um w € Q e limitado para todo (¢,w) € T X Q.

A nocgao de aleatoriedade por caminho surge da seguinte interpretacdo: o SD métrico 6 pode
ser considerado como um caminho pelo espaco Q. Assim, para cada escolha de w € Q temos uma

trajetéria dada por € == {6,w : t € T}.
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"\\ \ //> /// ," / ./ "".
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\\\ / / \ \ |
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Figura 21: Ruido real

RxQ —2s Q L4 x (10)
(t,w*)—x(t)

Quando fixamos um w* € Q, a composicao (f,w*) — x = x(t) é um mapa da reta na reta e,

portanto, faz sentido a propriedade de continuidade.
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A necessidade de pedir que 8 preserve a medida é motivada pela intuicdo de manter um sorteio
que, a cada momento ¢, tenha a mesma distribuicao de probabilidade do instante inicial. Assim
sendo, conforme o tempo passa, a medida de qualquer regiao de Q se mantém igual.

Vamos apresentar dois exemplos de ruidos reais construidos computacionalmente.

No primeiro, o nosso espago  serd o subconjunto [—1,1] da reta e considere ¢ e € > 0 duas
constantes reais fixadas. A funcdo 6; em cada momento ¢ é tal que 6;(w) para w € [-1,1] é a
parte racional de w + ¢; j4 o mapa aleatério D : Q — R é tal que D(w) = ew qualquer que seja
w € Q.

Na simulagao mostrada na Figura 22 abaixo, plotamos o ruido descrito acima entre 0 e 3 para
5 diferentes escolhas de w € Q iniciais escolhendo ¢ = £ e € = 1. A estratégia é particionar o
intervalo aonde desejamos construir o ruido em n pedacos, iterar a funcao 6 n vezes e interpolar

o resultado obtido pelas iteragoes.

Omega

t

“lm \\“ N ‘\.h ! .\I “\

Figura 22: Ruido real tomando valores em Q = [-1,1] com ¢ € [0, 3]

Fixado n € N, vamos construir um ruido real que serda um polindémio aleatério. Para tanto,
considere Q = [-1,1]", i.e., o produto de n cépias de [-1,1]. Equipando Q com a medida de
probabilidade uniforme e usando a medida produto, temos uma medida de probabilidade que
segue a distribuicdo uniforme em [-1, 1]™.

Seja 0;(w) = w para todo t € T, para todo w € Q, i.e., 6; é a fungao identidade para qualquer

t € T. Sendo X o espaco dos polinémios de grau n da reta na reta, considere D : Q — X dada por
n
w=(w,...,w,) > Zwix’
i=1

Essa composicao determina um ruido real ja que P8, = P claramente. A Figura 23 mostra 20

polinémios aleatérios de grau 5 gerados por esse método.
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Figura 23: Polinomios aleatorios

3.2.3 Equacoes Diferenciais Aleatdrias

De maneira andloga ao classico exemplo feito na Secao 2 sobre sistemas dindmicos oriundos de
solugoes de EDO’s da forma x(t) = f(x(¢),t), podemos considerar o seguinte problema: uma

perturbacéao sobre x(z), i.e., faca

x(t) = f(x(t),1) + w(x,1)

sendo w : R” X R — R” uma funcao qualquer. Repare que este sistema ainda é uma EDO.
Contudo, uma pergunta mais paradigmatica a se fazer seria: o que aconteceria se a funcao w

fosse aleatoria? Isto é, o que aconteceria com a evolucao do fluxo se a perturbacao feita tivesse

origem probabilistica ao invés de ser totalmente determinada por uma fungdo w de parametros

reais?

Exemplo 0.48. Seguindo a referéncia (Arnold, 1995), considere § um SD métrico como na
Definicao 0.27. Vamos estabelecer uma correspondéncia um para um entre SDA ¢ sobre 6 que

s@o absolutamente continuos com respeito a t e equagoes diferenciais aleatérias (EDA).
x(t) = f(0rw,x(1))
desviadas por 6. A correspondéncia é dada por
t
st =x+ [ F(00.66.0)(x(s))ds (1)
0

que é valida no caso local para todo t € D(w, x) um intervalo aberto de T contendo 0, e no caso

global para todo ¢t € T. Se a equacao 11 é valida, dizemos que
t— o(tw,): X > X

resolve ou é uma solugao da equacgao diferencial aleatéria (EDA) x(¢r) = f(0;w,x(1)) (as
vezes chamada de solugao no sentido de Carathéodory), ou ainda que a EDA gera ¢.

Note ainda que a Equagao 11 implica que ¢(0, w)x = x para todo w € Q.
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Se a solucéo é diferencidavel com respeito a t e satisfaz para t € D(w, x)

%¢(t’ (’-))x = f(etw’ ¢(t7 w)x), ¢(0’ (‘-))x =X

ela é chamada de solugao classica de x(¢) = f(6;w,x(t)). Solugdes nao classicas sdo interessantes
pois nos permitem estudar o caso de ruidos descontinuos.

Vamos enunciar agora o Teorema de Existéncia de Unicidade para o caso de Equacoes Diferen-
ciais Aleatérias. As defini¢oes que caracterizam propriedades sobre o espaco de fungbes podem

ser encontradas no Apéndice 5.

Teorema 0.49 (Teorema de Existéncia e Unicidade para solugdo de EDA’s). Seja f : QxR? — R4

uma funcdo mensurdvel, e considere a EDA

x(1) = f(6iw,x(1)) (12)
e, dado um w € Q fizado, faca f,(t,x) = f(0;w,x). Seque que:

1. Se fu € Lioc(R, Cl’f’o) para todo w e para algum k > 1, entao 12 gera unicamente um SDA
C* ¢ sobre 6.

2. Se f, € Cl?;k’o para todo w e para algum k > 1 entdo o SDA Ck de (1) é uma solugao classica
de 12.

A demonstracdo do Teorema 0.49 é andloga a do caso deterministico.
Sobre os exemplos de ruidos reais construidos na Subsegao 3.2.2, apresentaremos sistemas de
EDO "s perturbados por esses ruidos.

Usando o ruido real construido sobre Q = [-1, 1], vamos buscar a solugao da equacao
x(t) = sin(x) + D(6;w)

na reta. A seguinte figura mostra a expressio sin(x) + D(6;w) com t € [0, 3] para 15 valores

iniciais de w € Q.

Figura 24: Equacao diferencial aleatéria x(¢) = sin(x) + D (8,w)

O plot da solugdo numérica dessa equagao diferencial aleatéria estd mostrado na figura abaixo.
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Figura 25: Solucdo numérica de x(¢) = sin(x) + D (8,w)

Agora vamos perturbar sin(x) com um polinémio aleatério de grau n. Na simulagao, escolhemos
n = 5. Plotamos a expressao sin(x) + P(x), em que P(x) é o polinémio aleatdrio descrito pelo

ruido real, para 20 polinémios diferentes com ¢ € [-2, 2].

Figura 26: Plot de sin(x) + £ (x)

A solugao de x(t) = sin(x) + P(x) na reta para diferentes polindmios aleatdrios é mostrada pela

figura abaixo.

20F
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0.5 1.0

=10}
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Figura 27: Solugao de x(t) = sin(x) + £(x) na reta

37



Sistemas Dinamicos

3.2.4 Equacoes Diferenciais Estocasticas

Discutimos anteriormente na Subsecao 3.2.3 equagoes diferenciais aleatérias que, a grosso modo,
consistiam de equagoOes diferenciais perturbadas por um SD sobre um espaco de probabilidade.
Agora queremos perturbar sistemas de equacoes diferenciais nao mais por um ruido real, mas sim
por um processo estocastico. Embora esta construgao possa ser feita para processos estocasticos
mais gerais, estaremos interessados em estudar equacgOes diferenciais perturbadas pelo o que
chamamos de ruido branco.

Para construir o ruido branco, primeiramente vamos seguir a constru¢ao do movimento Brow-
niano (também chamado de processo de Wiener) feita por (Jost, 2006) e por (Durrett, Richard,
1996).

Definicao 0.50. Um processo de Wiener unidimensional ou movimento Browniano é um
processo estocastico {W(t) = W,},>¢ indexado por reais nao negativos com as seguintes proprie-
dades:

1. W(0) = 0;
2. Com probabilidade 1, a fungao t +— W(#) é continua em t;
3. O processo {W(¢t)};>0 tem incrementos independentes e estacionarios;

4. O incremento W(f + s) — W(t) tem distribui¢do normal N (0, t).

Figura 28: Representacao do processo de Wiener.

Teorema 0.51. (Durrett, Richard, 1996)
1. O movimento browniano (W(t));»o eziste.
2. Com probabilidade 1, as trajetérias movimento browniano nao sdo diferencidveis.

Agora, queremos estudar equagoes diferenciais estocasticas (EDE) dadas por

2= @+ s (13)
X0) = 0 (14)
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em que x, s e f tomam valores em R. E 1(¢) = dB(t) é a derivada em distribuicao do processo de
Wiener e é denominado ruido branco. A construcao formal do ruido branco esta fora do escopo
desse trabalho. Sugerimos as referéncias (Hida, 1980) e (Kallianpur; Karandikar, 1988) para a
construgao, existéncia e propriedades do ruido branco.

Para nossos propositos, interpretaremos a EDE na sua formulacao integral:

x(t):‘/o f(x(‘z'))dr+/0 s(x(1))dW () + xg (15)

E pediremos que uma solucao da EDE satisfaca a Equacao 15 com probabilidade 1 para todo
t>0.

Precisamos entao definir o que fots(x(T))dW(T) significa. Esta integral é conhecida como
integral de Ito.

Definiremos a integral /a b &(1)dW(r)de um processo estocdstico £(f), como o limite quando

n — oo de

DTE@W () - Wtio)) (16)
i=1

paraa =1y <t; <---<t, =b e os pontos intermedidrios t; € [t;_1,;] sob a condicao natural que
max;(t; —t;—1) — 0 quando n — co.

Em certo sentido, a expressao 16 parece bastante com a integral de Riemann-Stieltjes. Contudo,
como W(t) é quase certamente nao diferencidvel, o resultado depende fortemente da escolha de
t;. Adotaremos a escolha de Itd fazendo t; = t;_1.

Para garantir que a integral de It6 estd bem definida, precisamos do Teorema 0.53. As propri-

edades exigidas sobre o integrando estao na proxima definigao.

Definigao 0.52. (Oksendal, 2003) Seja (W;);>o um processo de Wiener. Defina F; = 7—;(") a

menor o-algebra que contém os conjuntos da forma
{w: Wy (w) €Fy,...,Wi(w) € Fi}

emquet; <te¥F; € B(R),j<k=12,.... Note que a familia de o-dlgebras F; é crescente e

F; C Fpara todo t. Definimos v = v(a, b) a classe de funcoes
f(t,w) : [0,00) xQ —> R
tais que f é continua a esquerda com limite a direita, localmente limitada e satisfaz:
1. (t,w) — f(t,w) é B(R) X F mensuravel;
2. w f(t,w) é F-mensuravel para todo ¢;
3. B[ f(t,w)%dr] < oo,

Teorema 0.53. Se f € v, entdo

b n
/ det = r}gr.}OZf(tl—l)(Wt, - Wli,l)
a i=1
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converge em probabilidade com a condicdo que max;(t; —t;—1) — 0 quando n — o

A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em (Qksendal, 2003)
Também € interessante considerar a densidade de probabilidade A(f,x) para x(¢). Isso significa

que para um subconjunto mensurdvel 8 € R?, a probabilidade de que x(¢) esteja contido em B é

/Bh(t,y)dy

Sob algumas hipéteses de regularidade de f e s, a densidade h satisfaz a equagao de Kolmo-

dado por

gorov ou equacao de Fokker-Planck:
d
1
5—52

para >0 e x € RY em que

—(aih) - Za,m

QU

aij(x) = " su(x)sji(x)

i=1

Exemplo 0.54. Vamos estudar uma perturbacao do Exemplo 0.11 dada pela EDE

X =/lx—x3+61/277

em que 1 é o ruido branco com distribuicdo Gaussiana de média 0 e variancia 1. Queremos
entender como que a perturbacao com o ruido branco afeta os padroes de bifurcacoes descritos
anteriormente e entender qual o seu comportamento quando € — 0.

Para tanto, vamos definir f(x) := Ax —x3. Usando a equacdo de Kolmogorov, temos:

d2
——((/lx x*)p) + —d sp=0

e uma solucao possivel é dada por
2 x2 xt
p(-x) :CNeXp(E(AE—Z)) :CNeXp(‘/O f(é:)dé:)

em que ¢y ¢ uma constante de normalizacao dependendo de A. Temos trés diferentes comporta-

mentos da fungao para 1 <0, 1 =0 e A > 0, como mostra a figura abaixo:
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— Lambda =1
—— Lambda = 1/2
—— Lambda =0
—— Lambda = -1/2
— Lambda = -1

-2 r 1 2

Figura 29: Comportamentos de p(x) para diferentes valores de 4 com € = 0.1

Temos entao uma mudanga de comportamento da densidade de probabilidade em A = 0. Para
valores menores ou iguais a este, temos apenas um maximo da funcao; para valores maiores, dois
mAximos aparecem.

Estudando o comportamento da funcao quando € — 0, vale que

lim p(x) = 5(0)

para 4 < 0. Eo que esta representado nas figuras abaixo:

-2 -1 1 2

Figura 30: Plots de p(x) para e = comne {1,...30} e 1 = -1

n

-2 -1 1 2

Figura 31: Plots de p(x) para € = % comne{l,...30}ed=0

Para A < 0, nés usamos a reescala y = € %x e obtemos com p(y) = p(x)

lim 5 (y) = en (- % exp(dy?)
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[ , _1
Ja para A = 0, nds reescalamos agora por y = € 1x e obtemos

lii% p(y) =cn eXP(T)

E, portanto, comparando os diferentes fatores de reescala vemos que A = 0 leva a uma ampli-
ficacdo de flutuacgoes da densidade de probabilidade.

Para estudar o comportamento das bifurcagoes, vamos analisar as simulagoes feitas. Escolhemos
€ = 0.1, A = 1 para representar 4 > 0 e A = —1 para representar A < 0. Os gréaficos das Figuras 32,
33 e 34 correspondem, da esquerda para direita, aos xg iguais a =2, —1, 0, 1 e 2. Cada uma das
trés cores representa uma simulacao diferente sob as mesmas condigoes.

No caso em que A > 0, a Figura 32, a menos de pequenas flutuacoes, mostra que temos 0 mesmo
comportamento de bifurcacao do caso deterministico, que contava com dois atratores e 0 como

ponto fixo instavel.

-0.5

-1.5

-2.0

Figura 32: Simulagao para o caso 4 > 0.

Para o caso em que A4 = 0, temos como na situagao deterministica 0 como um tipo de atrator,

também com pequenas flutuacoes ao redor deste ponto.

0.5 0.5 0.6 1.0 2.0

0.4 15

B 0 [ . 02 05 1.0

-1.0 . om 0.5
-1.5 0.4 100 ;

-2.0 -1.0 -0.6 -0.5 -0.5

Figura 33: Simulagao para o caso 4 = 0.

o

Novamente, a menos das flutuagoes, no caso em que A < 0, temos 0 como uma espécie de

atrator.

0.2
-0.5 -0.2 g 0.6
-0.6 -0.1 0.2 05
-0.8 -0.2
-2.0 -1.0 -0.3 -0.2 4

-1.5

Figura 34: Simulagao para o caso A < 0.
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Como motivamos no Capitulo , o que queremos é estudar o estado assintético de sistemas
dindmicos. Para tanto, depois dos exemplos da Subsecao 2.1 em que estudamos a linearizacao de
SD, é razodavel esperar que, ao invés de estudar o comportamento a longo prazo de cada um dos
pontos do espaco de fase, possamos estudar apenas os conjuntos invariantes e suas vizinhancas sob
a acao da dinamica. Por exemplo, quando estudamos SD oriundos de EDQ’s, era comum situacoes
em que todos os estados iniciais sejam transformados numa colecao de atratores. Com base nessa
colocagao, é razoavel esperar que sao estes atratores que darao uma espécie de classificacao de
cada um dos pontos do espaco de fase do sistema.

Numa visao quantitativa, a predicao das trajetérias pode parecer bastante obscura dada a
complexidade computacional do problema. Contudo, num viés qualitativo, o sistema dinamico
pode ser entao assintoticamente resumido ao conjunto das componentes conexas dos conjuntos
recorrentes por cadeia.

Muito desse estudo qualitativo, especialmente sobre a existéncia e estrutura de conjuntos invari-
antes como frisado na referéncia (Hasselblatt; Katok, 2002), possui quatro dificuldades bastantes

recorrentes:

1. Conjuntos invariantes sao objetos globais, portanto precisamos obter estimativas globais

para o problema;

2. Conjuntos invariantes possuem uma enorme diversidade de diferentes estruturas, algumas
das quais sdo extremamente complicadas (por exemplo estruturas fractais e dinamicas

cadticas);

3. A estrutura de conjuntos invariantes pode mudar drasticamente com respeito a pequenas

perturbacoes;
4. Os pontos de bifurcacao podem nao ser isolados.

A teoria de Conley (colocada de uma forma mais geral, i.e., além do indice de Conley) a ser
apresentada na sequéncia estuda a relacao entre conjuntos invariantes da dinamica aliado as pro-
priedades topoldgicas do espago subjacente. Com isto, como é motivado no trabalho da referéncia

(Jost, 2006), essa teoria estabelece uma abordagem possivel para duas perguntas fundamentais:

1. Sobre equivaléncia: quais sao os critérios relevantes ao comparar dois sistemas dinamicos e

considera-los equivalentes em relacao a um comportamento comum?

2. Sobre estabilidade: quando que o comportamento qualitativo é sensivel a pequenas per-

tubacoes internas ou externas?

43



Indice de Conley

A ideia desta teoria é que tanto a topologia do espaco quanto as propriedades qualitativas do
sistema dindmico estao codificadas nos conjuntos invariantes, como é colocado em (Jost, 2006).
Fazendo uma regressdo como a colocada em (Hasselblatt; Katok, 2002), dado um sistema
dindmico provar a existéncia de um ponto fixo (o mais trivial dos conjuntos invariantes) pode
ser uma tarefa bastante complicada. A Teoria do Grau é uma ferramenta bastante interessante
nesse contexto. Ela pode ser pensada como uma funcao de uma familia de mapas continuos nos

inteiros que satisfaz trés propriedades:
1. Ela estd definida numa regiao para a qual nao ha pontos fixos na fronteira;
2. Se o grau de um mapa é nao nulo, entdo esse mapa possui um ponto fixo;
3. Ela é continua.

Embora essa funcao seja de extremo desejo, encontré-la explicitamente pode ser bastante dificil.
Existe um caminho comum para a aplicagdo dessa teoria que tenta tornar a andlise um pouco
mais facil. Um primeiro movimento seria procurar uma familia de mapas que saem do mapa
originalmente estudado para mapas mais simples, nos quais os pontos criticos sao explicitos. A
partir dai, escolhemos uma regiao com pontos fixos de forma que o resultado da fungao grau seja
nao nulo. Depois, mostramos que a familia continua de mapas que escolhemos estudar saindo da
funcao original é tal que cada uma dessas funcées nao possui ponto fixo na fronteira da regiao.
Fazendo isso, como a imagem da funcao toma valores nos inteiros e ela é continua, ela ndo pode
mudar através dessas fungoes escolhidas na familia de mapas. Portanto, o grau da fungao original
é 0 mesmo da funcao mais simples.

A aplicacdo da teoria do indice Conley segue um caminho bastante similar. As regides que
estaremos interessados chamam-se vizinhancas isolantes. Comecgaremos agora a construi-la de
fato. Para tanto, vamos considerar um sistema dinamico sobre X com fluxo {F; };er. Comegaremos

com um conceito que usa a ideia de invariancia apresentada na Defini¢ao 0.5.

Definigao 0.1. Dado um N C X, o conjunto
Inv(N) :={y € N: y(T) c N}

chamado conjunto invariante maximal de N. Assim sendo, Inv(/N) é constituido pelos pontos

de N cujas trajetérias permanecem dentro de N para todos os tempos sob o fluxo.

Claramente, vale que N C X é invariante se, e somente se, Inv(N) = N.
A maximalidade na Definigdo 0.1 vem no sentido da inclusdo, ji que se P C N é invariante,
entao P C Inv(N).

Note que se N ¢ X é compacto, entao Inv(N) é fechado e, portanto, Inv(N) é compacto.

Exemplo 0.2. A Figura 1 mostra o conjunto invariante maximal em vermelho para o retangulo

N do mapa apresentado na Secao 2.1.
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Figura 1: Exemplo conjunto

Temos que Inv(N) = {0} j4 que, embora os p
N fiquem invariantes na dindmica para frente,

Ja se escolhéssemos o retangulo N de modo

\

invariante maximal para a sela.

/

ontos do segmento de reta vertical delimitado por
suas pré-imagens nao estao em N.

que a origem nao estivesse contida nele, terfamos

que Inv(N) = @ mostrado em vermelho na Figura 2:

Figura 2: Conjunto invariante maximal vazio

Exemplo 0.3. A Figura 3 representa o invar

na Secgao 2.1, que é formado por um ponto fixo e unides de érbitas fechadas dentro de N.

iante maximal em vermelho um fluxo apresentado

T
.

AL

Figura 3: Exemplo de conjunto invariante maximal para orbitas circulares

Repare que o conjunto invariante maximal

circulares cujos raios sao menores ou iguais a

Podemos ainda pedir mais uma propriedade

-

A/

~ o

do quadrado N ¢é dado pela origem e pelas 6rbitas
metade do lado de N.

sobre Inv(N), é o que esta caracterizado na préxima
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definicao.

Definigao 0.4. Dizemos que S € X é um conjunto invariante isolado se existe uma vizinhanga
compacta N de § em X tal que S C int(N) e § = Inv(N). Neste caso, dizemos que N é uma

vizinhanca isolante de § em X.

De outro modo, podemos entender que S C X e um conjunto invariante isolado se S satisfaz

duas propriedades:
1. § é invariante;
2. S tem uma vizinhanga aberta cujo fecho nao tem nenhum conjunto invariante além de S;

Na Figura 4 nao podemos ter que N é vizinhanca isolante de S, ja que os pontos p1 e po juntamente
com a linha de fluxo que os conecta formam um conjunto invariante que nao estd em S, i.e., S
nao ¢ invariante maximal em N. Note que o conjunto dado pelos pontos p3 e p4 e pela linha de

fluxo entre eles nao seria a priori um impedimento para N ser vizinhanga isolante de S.

Figura 4: S conjunto invariante e int(N) vizinhanga aberta de S. Os pontos representam pontos
fixos do fluxo

Exemplo 0.5. O conjunto invariante maximal do Exemplo 0.2 é um conjunto invariante isolado,
ja que S = {0} = Inv(N) C int(N).

Exemplo 0.6. O conjunto invariante maximal do Exemplo 0.3 nao é um conjunto invariante
isolado, ja que a dérbita circular cujo raio é metade do lado do quadrado é um invariante mas nao

esta contida no interior de N.

E claro que estaremos interessados nos conjuntos invariantes ao invés das vizinhancas isolantes.
Portanto, precisamos de um modo de passar nossa andlise do conhecimento das vizinhancas
isolantes para esses conjuntos invariantes. E justamente esse o propdsito do indice de Conley.

Para motivar sua importancia e também justificar suas semelhancas com a teoria do grau, vamos
adiantar trés propriedades do Indice de Conley como em (Hasselblatt; Katok, 2002). Considere

{:Tx X — X um fluxo sobre um espago métrico localmente compacto X. Temos que:

1. O indice de Conley é um indice nas vizinhangas isolantes. Além disso, se N e N’ séao
vizinhangas isolantes para o mesmo conjunto invariante isolado e Inv(N, ) = Inv(N’, ),

vale que seus correspondentes indices de Conley sao iguais;
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2. Se o indice de Conley de uma vizinhanca isolante N é nao trivial, entao o Inv(N) # 0;

3. Se N é uma vizinhanga isolante para uma familia de fluxos {; parametrizada de maneira
continua com A € [0,1] , i.e., Inv(N,¢;) C intN para todo A € [0,1], entdo o indice de

Conley de N quando consideramos o fluxo {y é o mesmo quando consideramos o fluxo ;.

O primeiro garante tranquilidade na escolha da regiao sobre a qual vamos estudar o potencial
conjunto invariante. O segundo mostra como passamos da propriedade da vizinhanca isolante para
o conjunto invariante. O ultimo, garante que podemos entender a dinamica do fluxo conhecendo
uma dinamica mais simples dada a continuidade do parametro.

Antes de seguirmos com mais defini¢oes, é importante ressaltar que as aplicacoes da teoria do
indice Conley sao extensas. Por exemplo, dentro da area de topologia, a teoria de Conley foi
fundamental para o desenvolvimento da homologia de Floer (e portanto também em resultados
sobre nimeros de Betti) e na demonstragao da conjectura de Arnold; fora da drea topoldgica,
ele pode ser usado numa enorme gama de problemas, como na busca de solugoes de equagoes de
ondas viajantes, investigacao da estrutura de atratores globais em equacoes de reacao-difusao,
busca de solugoes periddicas de sistemas Hamiltonianos e para dar uma prova da caracteristica
cadtica do atrator de Lorenz.

Mais a frente, tanto no Indice de Conley discreto como no continuo, vamos também usar
algumas definigoes béasicas sobre espacos quocientes de um espago topoldgico. Elas estao colocadas

nas préximas definicoes.

Definicao 0.7. Um espago pontuado (Y,yg) é um espago topoldgico com um ponto base

distinguido yg € Y, denominado ponto base.

Definigao 0.8. Dado um par (N, L) de espacos topolégicos com L € N e L # 0, defina a relagao
de equivaléncia dada por

X~y & x=youx,y€L (1)

Denote por N/L o espago pontuado (N/~,[L]) em que [L] representa a classe de equivaléncia
dos pontos de L sob a relacao dada em 1 e N/~= {[x] : x € N} pode ser identificado com
(N\L) U [L].

Se L = 0, é uma convencao considerar N/L = (N U {x}, {*}) em que {*} denota a classe de

equivaléncia do conjunto vazio.

Assim sendo, da Definicao 0.8, dado um espago topolégico X, podemos entender o espaco X /0
como (X U p, p) sendo p ¢ X e LU o simbolo que denota a unidao disjunta. A Figura 5 ilustra esse

conceito.

47



Indice de Conley

7 \-\
il Ay
|I 1
[
L p | .|
(LR SN — \ f:_.
L | \ /
e
N
Espago pontuado
N/L
e ) p -~ I
O ’ h . h
W N : — \ \
1Y b}
"\‘ \'\
A /
™,
N / AN /
"H._._._._ ,-"’ \"\___\_-_ _.,/
N T ) T
Espago pontuado
N/L

Figura 5: Espacos Pontuados

Também serd interessante estabelecermos a uniao de espagos pontuados, como segue na proxima

definigao.

Definig¢ao 0.9. Dados dois espagos pontuados (X,xg) e (Y, yg) podemos definir a uniao destes

como o espaco pontuado dado por
(X,x0) V (Y, y0) = X UY/{x0, yo}

Ou seja, estamos “colando” os dois espacos pontuados nos pontos distinguidos xg e yq.

1 indice de Conley Continuo

Nesta secao, vamos considerar um sistema dindmico continuo sobre um espaco métrico (X, dx) e
com fluxo {F;},er. Nos basearemos principalmente por (Jost, 2006).

Claramente segue da Definicao 0.1 que o proprio conjunto X é um exemplo de conjunto in-
variante maximal. Contudo, a menos de casos bastante especificos, existem conjuntos maximais

menores (no sentido da inclusao) do que X. Sao esses conjuntos que motivam a préxima subsegao.

1.1 Decomposicao de Morse

Definicao 0.10. Uma decomposicao de Morse de um conjunto invariante compacto N é
uma colecao finita de subconjuntos N; de N com i = 1,...,n que sao compactos e invariantes,
chamados de conjuntos de Morse . Essa colecao admite uma ordem admissivel (Ny,...,N;)

tal que, sempre que

n
yEN\UNi
i=1

existem indices i < j com a(y) C N; e w(y) C N; em que a(y) e w(y) sao os mesmos conjuntos
da Definicao 0.9.
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Também definimos para i < j o conjunto
Nij={yeN:a(y),w(y) CN;UNy1 U---UN;}

E importante notar que a decomposicao de Morse nao é necessariamente tnica, e como pode-
mos imaginar algumas decomposi¢oes podem nos fornecer mais informagoes sobre o sistema do
que outras. Por exemplo, podemos sempre escolher a decomposicao trivial, i.e., fazer Ny = N.
Contudo, seria interessante buscarmos decomposicoes mais finas, i.e., com mais conjuntos de
Morse.

Vamos concretizar essa discussao no seguinte exemplo:
Exemplo 0.11. Seja X uma subvariedade de R? difeomorfa a §? com o fluxo como na Figura 6
sendo p1, p2, g e r pontos fixo:

P1
o

Figura 6: Fluxo em X

Sendo N = X, i.e., o conjunto dado pelos pontos fixos e pelas linhas de fluxo que os conectam,
podemos tomar Ny = {p1}, No = {p2}, N3 = {q} e Ny = {r} que terfamos uma decomposicao de
Morse. Outra decomposigao possivel seria tomar Ny = {p1, p2,q} e No = {r}. Poderiamos ainda
tomar N1 = {p1,p2}, N2 = {q} e N3 = {r}.

A esséncia da decomposicdo de Morse é que, dado um ponto qualquer que nao esteja em
nenhum dos seus conjuntos de Morse, seu comportamento assintético estd guardado em algum
destes conjuntos N; ja que temos a propriedade de que existem indices i < j tais que a(y) C N; e
w(y) C N;. Desse comentdrio e do fato de N; C N para qualquer indice i, fica clara a necessidade
de N ser invariante na Defini¢do 0.10 para que a trajetéria assintdtica de um y € N qualquer nao

va embora de N.

1.2 Par-indice

A préxima definigdo estabelece a matéria prima para a definicao do Indice de Conley continuo
propriamente dito. Ela impoe condicoes para o comportamento do fluxo ao redor de um conjunto

invariante isolado.

Definigao 0.12. Seja S um conjunto invariante isolado. Dizemos que um par (Mg, M1) de con-
juntos compactos com M; C My é um par-indice para o conjunto invariante isolado S se as

seguintes condicoes sao validas:
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1. My\M; é uma vizinhanca isolante para S com M; NS = 0;
2. Seye My e y([0,t]) € My para um ¢t > 0 € R qualquer, temos que y([0,¢]) C My;

3. Sey e Mye y(t) ¢ My para algum ¢t > 0 € R, entao existe 0 < tg <t com y([0,29]) C My e
y(t0) € My;

O conjunto M; é chamado de conjunto de saida de M para o fluxo.

Na Figura 7, temos que My é o quadrado verde e M; é o conjunto formado pela uniao dos dos
retangulos indicados; ao centro, em branco, temos o conjunto S. Assim sendo, vale claramente
que M1 NS =0.

As linhas de fluxo em azul nao contrariam a definicao de par-indice, i.e., sdo trajetorias de

pontos que estdao em My\M; e tais que eventualmente saem passando por M; e nao retornam

mais a este conjunto.

[ vt My
Vi _—
T
Af] ‘,l‘ "]ljl
y
S
¥ e(0) \
/—\ e
a(0) J
! | / ~ ,/I
e |‘ o) I
Yait)
B 5
'é(n)\\\ “(;3,_‘ )
- - ] ()
d(t) /
'r'IAU]
X

Figura 7: § € um conjunto invariante isolado mas M; € My nao é par-indice

Agora, vamos discutir as trajetorias em vermelho. Sendo fixos os pontos d(0) e d(t), temos
que estes dois juntamente com a linha de fluxo que os conecta forma um conjunto invariante em
Mo\M; (o conjunto indicado em azul na figura). Logo, Mo\M; nio é uma vizinhanca isolante
para S, pela Definicao 0.4. Portanto, nao vale o primeiro item da definicdo de par-indice.

Olhando para a trajetéria do ponto e € My, note que e([0,t]) € My mas e([0,t]) € M; ja
que e([t%,t]) C W 0 que nao é permitido pelo segundo item da definicdo acima. Em outras
palavras, este item garante que a trajetéria de um ponto nao pode voltar para W depois de
passar por M.

A trajetoria do ponto ¢ indicada na figura nao é permitida pois c¢(f) ¢ My mas nao existe um
to € [0,¢] tal que c(¢9) € Mp, o que contradiz o terceiro item da Definigao 0.12; ou seja, nao

podemos ter uma trajetéria que saia de My sem antes passar por M.

Exemplo 0.13. Primeiramente, é interessante notar que o par-indice nao é necessariamente

Unico. E o que mostra a Figura 8:
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Figura 8: Diferentes par-indices para o mesmo conjunto invariante isolado.

Nela, os pares (N, L1) e (N, L), em que Li e Lo sdo dados pela uniao das regides em azul, sao

par-indices para S = 0.

Exemplo 0.14. Considere o mesmo SD apresentado no Exemplo 0.11. Na Figura 9, a uniao das
regices delimitadas pelos tracos vermelhos é o conjunto My e a uniao das faixas brancas entre as
linhas vermelhas e as regioes azuis é o conjunto M; de forma que My\M; seja dado simplesmente

pelas regioes azuis.

Figura 9: Par-indice do SD em X para o invariante S = {p1, p2,q,7}.

O par (Mp, My) forma entao um par-indice para o conjunto invariante isolado S = {p1, p2,¢,r}

ja que temos claramente que:

e O conjunto My\M; é vizinhanca isolante para S e M1 NS = @, portanto vale o primeiro item

das condigbes para (Mg, M1) atender a Definigao 0.12.

e Depois que as trajetérias passam por M; elas nao retornam a regiao azul, logo vale o segundo
item da Definicao 0.12.

e Todas as trajetérias que saem de My passam por Mj, e assim vale a ultima exigéncia da
Definigao 0.12.

A principio, estas exigéncias podem parecer bastante restritivas e a existéncia de pares indices
nao parece tao imediata. Assim sendo, o préximo teorema é de extrema importancia pois garante
a existéncia de tais conjuntos. Além disso, ele também conecta os conceitos da Subsecao 1.1 com

a definicao de par-indice acima apresentada.
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Teorema 0.15. Seja S um conjunto invariante isolado e (N1, ..., N;) uma ordem admissivel de

uma decomposicao de Morse de S. Entao existe uma filtragdo de Morse, i.e., conjuntos compactos
MogD>DMyD---DM,
com a propriedade de que, sempre que i < j, temos que
(M;_1,M;)

¢ um par-indice para Nij. Em particular, vale que (Mo, M,) é um par-indice para S, e (M;_1, M;)

€ um par-indice para N;.

1.3 Definicao

A partir da teoria estabelecida no Capitulo e nas Subsecoes 1.1 e 1.2, temos as ideias fundamentais
para definirmos, primeiramente, o indice de Conley cohomoldgico e, posteriormente, o indice de
Conley. A diferenca entre eles é que este Ultimo é construido sobre uma invariancia do tipo
de homotopia do espago quociente My/M7, enquanto que o outro se fundamenta na invariancia

cohomoldgica deste mesmo espaco.

1.3.1 indice de Conley cohomolégico

Definigao 0.16. Seja S um conjunto invariante isolado e (Mp, M1) um par-indice para §. O

indice de Conley cohomolégico CH*(S) é definido por
CH*(S) = H"(My, My)

sendo H*(My, M) a cohomologia relativa do par-indice (My, My).

Note que o indice poderia a priori depender da escolha do par-indice. O préximo teorema

garante que isso nao é o caso.

Teorema 0.17. O indice de Conley cohomolégico CH*(S) ndo depende da escolha do par-indice
para S, i.e., quaisquer dois par-indices para um mesmo conjunto invariante isolado possuem o0s

mesmos grupos de cohomologia.

Exemplo 0.18. Dado um SD qualquer, tome S = 0. Assim sendo, My = M7 = (0 sdo tais que
(Mg, My) formam um par-indice para S. Logo, o espago quociente My/M; é um ponto, e, portanto,
CH*(0) = 0.

Da contrapositiva, temos que CH*(0) # 0 implica que S # 0.

Exemplo 0.19. Considere um SD sobre X espago métrico. Seja S = {p} um ponto fixo hiperbdlico
de um SD com variedade instavel V de dimensao n. Dado € > 0 qualquer, faga My = Be(p) NV e

My = (Bs(p)N V)€ em que o complementar é tomado com relacao a M.
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Figura 10: My e My para ponto fixo hiperbdlico cuja variedade instavel tem dimensao n.

Temos entao que (My, M1) é um par-indice para p. De fato, My\M; uma é vizinhanca isolante
de S e M1 NS = 0. Depois que a 6rbita de um ponto passa por M; ela nao retorna para My. Além
disso, todos os pontos de My que nao sao o ponto fixo saem de My passando por M;. Portanto,

temos que My/M; = S", e assim

X sek=n
CH"(S) =
0 ,caso contrério

1.3.2 indice de Conley

Teorema 0.20. Se (Mg, M1) e (M, M]) sdao dois par-indices para o mesmo conjunto invariante

isolado S, entao Mo/My e M|/M] sao homotopicamente equivalentes.

Definicao 0.21. O indice de Conley /(S) de um conjunto invariante isolado S é definido como

o tipo de homotopia do espago [My/M1] em que (My, M1) é um par-indice qualquer para S.
O Teorema 0.20 é o que garante que a Definicao 0.21 estd bem colocada.

Exemplo 0.22. Vamos calcular na Figura 11 o indice de Conley do Exemplo 0.13. Repare que

a escolha do par-indice, como esperavamos, nao altera o resultado.

: 2> a— N
< = (J

sl T

M h(S) = [Mg/M], M]] = 81

LT

\ « h(S) = [Mo/ M}, M]] = 1

Figura 11: Calculo do indice de Conley para diferentes par-indices.
Exemplo 0.23. Continuando o Exemplo 0.14, a Figura 12 mostra o espago quociente de cada uma

das partes conexas de My e M; em cada um dos pontos pi e ps, na figura chamados simplesmente

de p. Nela, My é a regiao hachurada e My a uniao desta com a regiao azul.
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Figura 12: Par-indice para o Exemplo 0.11 em que p € S.

Assim sendo, My/M; é homotopicamente equivalente a S2. Logo,

" Z k=2
CH"(p) =
0 ,caso contrario

Agora, para o ponto ¢, temos o par-indice dado como mostra a Figura 13. Logo, My/M; é

homotopicamente equivalente a D! e, portanto,

CH (o) = Z k=1
(q) = o
0 ,caso contrario

My

8
/
- [ \
|, |
\ /
N4

My

Figura 13: Par-indice para o Exemplo 0.11 em que g € S.

Por fim, para o conjunto invariante isolado dado apenas por r, podemos escolher My como a
regido delimitada pelas linhas vermelhas ao redor de r como na Figura 9 e M7 = 0. Assim sendo,

temos que My/M; = My/0 é homotopicamente equivalente a um ponto, logo

kon Z k=0
CH"(r) =
0 ,caso contrario

2 indice de Conley Discreto

Para esta se¢ao, nos basearemos especialmente em (Villapouca, 2013). Vamos considerar agora
um SD sobre (X, dx) espaco métrico localmente compacto com fluxo {f’};er dado pelas iteradas

de uma aplicagao continua f.
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Note que, nao pedimos que os mapas do fluxo sejam homeomorfimos, e, portanto, podemos
nao ter unicidade nas pré-imagens. Assim sendo, o conjunto invariante maximal introduzido na

Definig¢ao 0.1 é caracterizado neste contexto do seguinte modo:

Inv(N) = {x € N| existe {x,},enC N tal que xg =x e f(x,) = xp41}

i.e., sd0 os pontos x para os quais existe uma 6rbita completa de x dentro de N. No caso de

homeomorfismos, esta érbita é tinica e assim temos:
Inv(N) = {x € N|f"(x) € N para todo n € N}.

Definimos ainda a seguinte propriedade sobre o conjunto N:

Definigao 0.24. Um conjunto compacto N é chamado de bloco isolante se
F(NYNNN fYN) c int(N).

Observagao 0.25. Todo bloco isolante N é uma vizinhanga isolante para o conjunto S = Inv(N).
De fato, temos que
Inv(N) ¢ f(N)N NN f~Y(N) c int(N).

A Observagao 0.25 é uma 6tima estratégia para encontrar vizinhancas isolantes para conjuntos
invariantes isolados jad que a definicdo de bloco isolante é, potencialmente, mais facil de ser

verificada.

Definigcao 0.26. Seja N uma vizinhanca isolante de uma aplicagao continua f. Definimos o

conjunto de saida de N como sendo
N~ ={x e N|f(x) ¢ int(N)}.

Repare que este conjunto é diferente do conjunto de saida definido no contexto de par-indice e
possui diferencas fundamentais, por exemplo o fato que N~ é tnico para cada N compacto.

A Proposigao 0.27 ilustra uma importante propriedade de blocos isolantes.

Proposicao 0.27. Se Py ¢ um bloco isolante, entao f(P7) N P1\P] = 0.

1°»

Demonstragao. Primeiramente, observe que se x € P{\P], entaox € Py ex ¢ P{,ie,x € P1 e
f(x) € int(P1). Logo, P1\P] C P1 N f~(int(P1)).

Agora, sey € WPI, entao, da compacidade, existe uma sequéncia (y,)nen C P1\P] C f1(Py)
(a tltima inclusao decorre de P{\P] C P1 N f~tint(Py)) c f~Y(int(P1)) c f~1(Py1)) tal que
yn — y. Logo, (f(y,)) C P1 e, da continuidade, f(y,) — f(y). Da compacidade de P1, segue
que f(y) € Py, ie., y € f~1(P1). Isso mostra que TPI‘ c PN f(Py).

Considere y € f(Pl_l), entdo y = f(x) para algum x € P] (daqui temos que y € f(Pq) pois
Py C Py), e assim y = f(x) ¢ int(P1) o que implica que y € (int(P1))€. Garantimos entdo que
F(PY) € F(P1) O (imt(P1))C.

Das trés inclusoes mostradas decorre que f(Py) N (WPI) c (f(Py) N (int(P1))€) N P1 N
f~YPy) c (f(P1) NP0 fHPy)) N (int(P1))€ e, usando que Py é bloco isolante, vale que
S(PY) NP fH(PY) N (int(P1))C c (int(P1)) N (int(P1))C = 0. O
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2.1 Par - Filtracao

Vamos estabelecer o andlogo para o caso discreto do conceito de par-indice colocado na Definicao
0.12.

Definicao 0.28. Seja S um conjunto invariante isolado, i.e., existe N vizinhanca isolante (N
satisfaz Inv(N) C int(N)) com S = Inv(N). Suponha que L C N sao dois subconjuntos compactos

de X contidos no interior do dominio de f. O par (N, L) é denominado um par - filtragao para
S se N e L sao ambos os fechos de seus interiores e

1. N\L é uma vizinhancga isolante de S, i.e., S = Inv(N\L);
2. L é uma vizinhanca de N~ em N;

3. f(L)NN\L = 0.

As motivacoes para a escolha dessas condicbes sao andlogas as do par-indice no caso de um

SD continuo. Como na Figura 14, considere § o conjunto invariante maximal em N\L sendo
L c N. Isto é, pontos de S permanecem em S apds qualquer quantidade de iteragoes; mas, para
pontos que nao estdo em S, digamos x, existe algum k € Z tal que fX(x) ¢ N_\L em razao da
maximalidade de §.

A propriedade f(L) N N\L = 0, implica que depois que um ponto visita o conjunto L ele nao
retorna mais para N\L, isto é, comportamentos como nas trajetérias (a) e (b) na Figura 14 nao
sao permitidos. Quando o ponto visita L, ele pode até ficar uma quantidade de iteragoes nesse
conjunto, mas eventualmente ele escapa pois S = Inv(N). Também temos que, do fato de L ser
vizinhanca de N~, nenhuma trajetoria de pontos de N\S pode sair de N sem passar por L, logo

um comportamento como (b) ndo é permitido.

Se as trajetérias se comportam como na Figura 14 (c) , temos um exemplo de par-filtragao.

-e
=

"
A

-

(a) Néao é par-filtragao (b) Nao ¢é par-filtragao (¢) E par-filtracao

Figura 14: Par-filtracao

Assim como o Teorema 0.15, apresentamos um teorema que garante a existéncia de pares-
filtragao. O interessante aqui é que, nao s a existéncia estd garantida, como também temos uma
espécie de estabilidade no sentido que perturbacgoes sobre a fungao ainda mantém o par-filtracao.
Teorema 0.29. Seja S um conjunto invariante isolado de f.

1. Toda vizinhanca de S contém um bloco isolante N.

um par-filtragao.

2. Se L € qualquer vizinhanca compacta suficientemente pequena de N~ em N, entdo (N,L) ¢
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3. Existe uma vizinhanc¢a de f na topologia C° tal que para qualquer f nesta vizinhanga,

S = Inu(N) com relacio a f é um conjunto invariante isolado e (N, L) é um par-filtracdo para S.

E possivel garantir ndao sé a existéncia, mas sim um par-filtracao (N, L) tal que a cohomologia
H*(N, L) tenha dimens&o finita sempre que consideramos uma variedade n-dimensional, que é o

que garante o seguinte teorema:

Teorema 0.30. Seja U um subconjunto aberto de uma variedade n-dimensional M e suponha que
f:U—> M éuma aplicagao continua com um conjunto invariante isolado S. Dentro de qualquer
vizinhanca S existe um par-filtracao (N, L) tal que N € uma variedade n-dimensional com bordo
e AL € uma subvariedade de codimensdo um de M. Em particular, (N,L) é homeomorfo a um

par simplicial finito.
Isso nao acontece no seguinte exemplo:

Exemplo 0.31 (Hawaian Earing). Dado um par-filtracao (N, L), a cohomologia H*(N, L) pode

nao ser de dimensao finita. Por exemplo, suponha que

2
X = U{(x,y)|x2+(y—%) :n_12}

n>0

O conjunto X estd representado na Figura 15. Se tomarmos N = X e L = 0, vale que, indepen-
dente da aplicacao f : X — X, (N,L) é um par-filtracdo com H*(N,L) = H*(X) um espago de

dimensao infinita.

Figura 15: Hawatan Earing

Exemplo 0.32 (Ferradura de Smale). Seja R ¢ R? uma regido formada por um quadrado Q e
dois semidiscos D1 e Ds. Sejam Hy e H; dois retangulos disjuntos contidos em Q como na Figura
16. Considere f : R? — R? um difeomorfismo em que f(Hp) = Vo e f(H;) = V;.

o7



Indice de Conley

CHypo

f 2, T4

Hy Vo Vi
0 Dq o\ v Y

Figura 16: Ferradura de Smale

Como f é um difeomorfismo, temos que

§=Inv(Q) = {x € QIf"() €Q.Vn € Z} =[] /"(Q) = A.
nez
Como o conjunto dos pontos invariantes por f é um produto de dois conjuntos de Cantor
contidos no interior de Q, i.e., Inv(N) C int(N), vale que Q é vizinhanca isolante. Assim, A é um
conjunto invariante isolado pois A = Inv(Q) e Q é vizinhanga isolante.
Agora, considere os seguintes pares: Ny = Q, Ly = m e No = VopuUVy, Ly =
(Vo UVD\(Hp U Hy), ilustrados na Figura 17. Vamos provar que (Ni,L1) e (Na,Lo) sao dois

pares-filtracao para A.

Figura 17: Par-Filtracao para S

Claramente vale que N;, L; com i € {1,2} sao ambos os fechos de seus interiores. Basta agora
verificar as outras trés propriedades de par-filtragao dadas na Definicao 0.28. Na primeira, faremos

a demonstragao completa enquanto que nas outras duas deixaremos apenas as ilustragoes.

1. Queremos mostrar que N;\L; é uma vizinhanga isolante de S = A com i € {1, 2}.

Como N;\L; é um subconjunto fechado de um conjunto compacto, vale que ele também é
compacto. Agora devemos mostrar que Inv(N;\L;) C int(N;\L;). Afirmo que Inv(N;\L;) = Inv(Q)
para i € {1,2}. Como N;\L; C Q, temos que Inv(N;\L;) c Inv(Q). Para a outra inclusio,
suponhamos, por absurdo, que existe um x € Inv(Q) tal que x ¢ Inv(N;\L,), i.e., f*(x) ¢ (N;\L;)
para algum n € Z. Logo, f"(x) ¢ HyU Hy e assim f(f"(x)) ¢ Q, i.e., x ¢ Inv(Q) e temos um
absurdo. Portanto, Inv(N;\L;) = Inv(Q). Eo que mostra a Figura 18.
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Lo

Lo
N1\L1 NQ\L2

Lo

N2

Figura 18: N;\L; é vizinhanca isolante de S.

Agora, para mostrar o fato Inv(N;\L;) C int(N;\L;), suponha, por absurdo, que exista x €
Inv(N;\L;) tal que x ¢ int(N;\L;), e entdo x € L;. Logo, f(x) ¢ O ou f%(x) ¢ O, o que implica
que x ¢ Inv(Q) = Inv(N;\L;), donde decorre o absurdo. Portanto, Inv(N;\L;) C int(N;\L;) com
i€{1,2}.

2. Temos que L; é uma vizinhanga para N; quando i € {1, 2}, como mostra a Figura 19.

Ly

No

O U S(L2)

Figura 19: L; é o conjunto de saida de N;.

3. Temos também que f(L;) N N;\L; = 0 para i € {1, 2}, como fica claro na Figura 20.
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Figura 20: f(L;) N N;\L; = 0 para i € {1,2} (figura retirada de (Villapouca, 2013)).

Portanto, (N1, L1) e (Na, Lo) sao dois pares-filtragao distintos para o conjunto invariante isolado
S=A.

Note que, como mostra a Figura 21 o espaco pontuado Ni/L; tem o mesmo tipo de homotopia
de STV S! e Ny/Ly tem o mesmo tipo de homotopia de S'vStv St v St i.e., o tipo de homotopia do

espaco pontuado de S depende da escolha do par-filtragao e assim nao é um invariante homotépico.

homotopicamente equivalente

- OO

Sty st

homotopicamente equivalente

)

Sty sty §tv st

Figura 21: Pares-filtracao para S que tem espagos pontuados distintos (figura retirada de (Villa-
pouca, 2013)).

Portanto, nao podemos definir o indice de Conley discreto como fizemos na Definicao 0.21 do

caso continuo. Assim sendo, precisamos de um conceito mais abrangente de modo a conseguir a

independéncia do par-filtracao para garantir que o indice de Conley discreto fique bem definido.
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2.2 Shift Equivaléncia

Nosso objetivo é encontrar um invariante que independa do par-filtragao, ja que, ao contrario do
caso continuo, no caso discreto o tipo de homotopia do espaco pontuado N/L pode ser diferente

para pares-filtracao diferentes.

Teorema 0.33. Seja P = (N,L) um par-filtragcao para f e seja Np o espago quociente N/L
em que o conjunto colapsado L ¢ denotado por [L] e é tomado como ponto base. FEntdo f

mnduz uma aplicagcdo continua que preserva o ponto base fp : Np — N com a propriedade que

[L] < ant(f~ ([L])).

Demonstragao. Seja p: N — N/L a aplicacao quociente, i.e.,

[x]=[L] sexelL
p(x) =
[x] ={x} sex¢lL

e defina fp([L]) = [L] e fp(x) = p(f(x)) caso contrario, onde temos identificado Ny \{[L]} com
N\L. Pela definicao de par-filtragao, f(L) NN\L = 0. Por isso, se K é vizinhanga suficientemente
pequena de L em N, entao f(K) N N_\L = (. Por isso, fp(x) = [L] para todo x € p(K).

E imediato que fp é continua em Ny \{[L]}, visto que é a composicao de funcoes continuas. Para
verificar a continuidade em [L], note que se {x,} é uma sequéncia em Ny \{[L]} convergindo para
[L], entdo {p~'(x,)} estd eventualmente em K, logo { fp(xn)} € uma sequéncia que é eventualmente

constante e igual a [L]. O

Denominamos esta aplicagao fp de aplicagao espago pontuado associada a P.

Ainda estamos carregando o problema de que o tipo de homotopia de fp e de Ny dependem
da escolha do par-filtragao P = (N, L). Queremos definir um objeto que independa da escolha de
P, mas que, ao mesmo tempo, nao seja tao restritivo.

Seja K uma categoria, i.e, uma classe de objetos junto com uma classe de morfismos que sao
mapas entre esses objetos, denominados de endomorfismos. Sejam, entdo, X e X’ objetos em K

ef:X—>X, g:X — X’ dois endomorfismos.

Definigao 0.34. Dizemos que (X, f) e (X', g) sao shift equivalentes, o que denotamos por

f~sg,seexistemmeZ", r: X > X' es: X — X tais que os diagramas

x—Lox X —5 x
X/ LX/ X/ LX/

comutam, e que as compostas satisfacam ros = g™ e sor = f™. O inteiro m é denominado de

comprimento.

Considere hp(S) a classe de homotopia das aplicagoes que preservam ponto base em Ny. Do

Teorema 0.33, podemos tomar fp como representante de hp(S).

Teorema 0.35. Suponha que Py = (N1,L1) e Py = (Na, Ls) sao par-filtragao para S. Entao as

aplicagoes induzidas fp, e fp,, nos correspondentes espagos pontuados, sao shift equivalentes.
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Sejam agora X e Y dois espacgos topologicos pontuadose [f]: X — X e [g] : Y — Y as classes de
homotopia das aplicacbes que preservam o ponto base. Entao a definicao de shift de equivaléncia
nos diz que (X, [f]) e (Y, [g]) sao shift equivalentes se existem classes de homotopia de aplicacoes
[7] : X > Y e [s] : Y — X tais que vale a comutatividade nos diagramas como em 0.34, i.e.,

[gor]=[rof]le[sog]l=[fos], etambém [ros] =[g"] e[sor]=[f™] para algum m € Z*.

2.3 Definicao

Temos agora toda a bagagem tedrica para definir os indices de Conley discretos homotépico,

homolégico, cohomolégico e cohomoldgico reduzido.

Definicao 0.36 (fndice de Conley homotépico). Seja S um conjunto invariante isolado para uma
aplicagao continua f. O indice de Conley homotdpico de S, denotado por (S, f), é a classe

de shift de equivaléncia de hp(S) em que P = (N, L) é um par-filtracao para S.

Isto é, este indice é a classe de shift de equivaléncia da classe de equivaléncia de homotopia
da aplicacdo no espaco pontuado associada a P. Quando ndo causar confusio, iremos retirar o
simbolo f em Ah(S, f).

A parte mais interessante, assegurada pelo préximo teorema, é que esse indice permanece o

mesmo quando submetemos f a pequenas variagoes.

Teorema 0.37. Sejam f : X — X uma aplicagdo continua com vizinhanca isolante N e S

Inv(N) um conjunto invariante isolado. Ewiste uma vizinhanc¢a de f na C°-topologia com a

propriedade que N é uma vizinhanca isolante para todo f nessa vizinhanga. Além disso, h(S, f)
h(S, f) em que S = Inu(N, f).

O Teorema 0.38 nos garante que o indice do conjunto vazio é igual a zero.
Teorema 0.38. Se h(S) # 0, entdo S # 0.

Definicao 0.39 (fndice de Conley Homoldgico). Denotaremos por Con,(S) o indice de Con-
ley homolégico que é definido como a classe de shift equivaléncia de (fp). : H.(N,[L]) —
H.(Ny,[L]) em que P = (N, L) é um par-filtracao para S.

Definigao 0.40 (fndice de Conley Cohomoldgico). Denotaremos por Con*(S) o indice de Con-
ley cohomoldégico que é definido como a classe de shift equivaléncia de (fp)* : H*(Nr,[L]) —
H*(N,[L]) em que P = (N, L) é um par-filtragdo para S.

O préximo indice de Conley que estamos prestes a definir difere dos anteriores pelo fato de estar
associado nao apenas a uma classe de equivaléncia, mas a um par (CH*(S), x*(S)) em que CH*(S)
é um espago vetorial e y*(S) é um isomorfismo. Assim como antes, considere f uma aplicagao
continua e P = (N, L) um par-filtracao para um conjunto invariante isolado de §. Escolhendo
trabalhar com os grupos de cohomologia tomando coeficientes num corpo, temos que H*(Ng, [L])
¢ um espaco vetorial e fp : H*(NL,[L]) — H*(NL,[L]) é uma aplicacao linear. Sabe-se que,
quando R é um outro par-filtracao, entao f5 e fp diferem apenas nas suas partes nilpotentes.
Mais discussoes podem ser encontradas nas referéncias (Villapouca, 2013; Mrozek, 1990; Franks;
Richeson, 2000a).
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Defini¢ao 0.41 (O Indice de Conley Cohomoldgico Reduzido). Definimos o indice de Conley

cohomolégico reduzido de S como sendo
Con™(8) = (CH™(S), x"($))

em que CH*(S) = (,0(fp)"(H*(NL, [L])) e x*(S) : CH*(S) — CH*(S) é o automorfismo induzido
por fp.

Exemplo 0.42. (Villapouca, 2013) Voltando ao Exemplo 0.32, considere o par-filtragao sendo N

e L como na Figura 22. Temos que:

(fp)t : H (N1, [L]) — H'(Np,[L])
[@] + BY(NL, [L]) — (fp)*(lal) + B* (N, [L])

N,
|'|r.| [ex] 4

A = —['-]—[]

Figura 22: Induzida em cohomologia da aplicagao espago pontuado fp. (Villapouca, 2013)

Vamos calcular o indice de Conley cohomoldgico reduzido para o conjunto invariante isolado
S = Npez Q) = Inv(Q). J4 observamos que Ny tem o mesmo tipo de homotopia de S' v S
Logo,
QeQ, seg=1

0, caso contrario

HY(Np,[L]) = HI(S' v §' %) =

A Figura 22 mostra o comportamento dos geradores de H'(Nz, [L]) e para onde eles foram
mapeados com (fp)'. Como para dimensodes diferentes de 1 temos que H4(Ny,[L]) = 0, entdo
(fp)4 = 0. Vamos calcular entao a induzida em cohomologia da aplicacdo no espaco pontuado

(fp)! em dimenséo 1.

HY(NL, [L)=~QaQ

up)ﬂu ) = filfad) = ()] = o] + 15
(Je)H(18) = Se(lB8) = [/ (B)] = —[o] - 4]
o) (o) = [al + (91 BN ) = [l + 1
(2)(18) = ~la] — [8] + BN, [L]) = —[o] - [8]

L (1
o =1 )

Tabela 1: (fp)! para a induzida (tabela retirada de (Villapouca, 2013)).
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Como (fp)? = 0, temos CH'(S) = Nys0(fp)"(H (N, [L])) < (fp)*(H'(Ni, [L])) = 0. Logo,
CH'(S) = 0 e x'(S) = 0. Portanto, Con?(S) = (0,0) para todo ¢ € N como mostra a Tabela 1.
Um exemplo em que o indice de Conley cohomolégico reduzido nao é zero serd apresentado no
Capitulo 5.
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O objetivo deste capitulo é transpor para SD aleatoérios os conceitos apresentados no Capitulo
3.2.4 tomando todos os cuidados que os fatores aleatorios pedem. Toda a construcao sera feita
apenas para SDA discretos. Usaremos as notagoes estabelecidas na Secao 3.

Vamos apresentar os andlogos dos conceitos necessarios para definir o indice de Conley para
sistemas dinamicos discretos que foram introduzidos na Secao 2, como conjunto invariante isolado,
vizinhanca isolante, par filtracao, etc.

No que segue nesse capitulo, nos dedicaremos a estudar um SDA discreto ¢ gerado por um
¢ homeomorfismo aleatério com ruido 6 sobre um espaco (X, dx) métrico, polonés e localmente
compacto. Contudo, algumas proposicoes independem de ¢ ser ou nao homeomorfismo, e optare-
mos por demonstra-las para o caso mais geral. Nestes casos, deixaremos claro que esta hipdtese

nao é necessaria. Esta construgao estd feita apenas em (Liu, 2008).

1 Conjuntos Invariantes Aleatorios

Definicao 0.1. Se ¢ e um homeomorfismo aleatério e k € Z, usaremos ¢* para

" (w) = ¢k, w)

para todo w, em que ¢ é o SDA gerado por ¢.

Se ¢ é um mapa aleatério (ndo necessariamente um homeomorfismo) e 0 > k € Z, a notagao ¢*

significa ¢*(w)(x) = {y € X|p™"(6xw)(y) = x}.

Definicao 0.2. Seja ¢ um SDA e seja N(w) um conjunto aleatério compacto de X. Definimos o

conjunto invariante maximal aleatério em N(w) como:
Inv(N, ¢)(w) = {x € N(w)|p(n,w,x) € N(8,,w) para todo n € Z}

qualquer que seja w € Q. Quando nao houver confusdo sobre o SDA em questao, denotaremos
Inv(N, ¢)(w) apenas por Inv(N)(w).

Observe aqui que, ao contrario do caso deterministico, nao pedimos que ¢(n, w, x) € N(w) para
todo n € N, mas sim que ele permaneca na imagem do conjunto aleatério compacto N aplicado
na atualizacdo 6,w, ou seja, que permaneca em N(6,w). A justificativa da maximalidade decorre
da prépria definicao. Na Figura 1, o ponto y é tal que y ¢ Inv(N) pois ¢(2,w,x) ¢ N(62w) ja o

ponto x ainda é tal que pode pertencer ao conjunto invariante maximal de N.
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{0} x X {630} x X

Figura 1: Conjunto Invariante Maximal Aleatério

Definicao 0.3. Um conjunto compacto aleatério N é denominado de vizinhanga isolante

aleatdria se ele satisfaz Inv(N, ¢) C int(N)

Note que temos que o interior de um conjunto aleatério é intD(w) e este conjunto estd bem
definido pois D(w) € P(X). O fecho de um conjunto aleatério, bem como outras propriedades
topologicas de um subconjunto de X, sao definidas de maneira analoga.

Suponha que na Figura 1 o ponto x seja o Unico ponto tal que ¢(n,w,x) € N(6,w) para todo
n €N, ie., Inv(N) = {x}. Neste caso, como na imagem x € intN(w), nds teriamos que N é uma

vizinhanca isolante aleatdria.

Definigao 0.4. Um conjunto aleatério S é denominado de conjunto invariante isolado aleatério
se existe uma vizinhanca isolante aleatéria N tal que S(w) = Inv(N, ¢)(w) P-quase certamente

para todo w € Q.

Novamente na Figura 1 considerando S(w) = {x} terifamos que § é um conjunto invariante
isolado aleatério. Note que a escolha deste x na verdade depende de w, i.e., x = x(w); de fato, se
w1 # ws poderiamos ter N(w1) # N(w2) e assim x poderia ndo mais satisfazer ¢(n, w,x) € N(6,w)

para w = wy (claramente supondo que essa relagao era satisfeita para w = wq).

Definicao 0.5. Um conjunto aleatério compacto N é denominado de bloco isolante aleatério

se
@(0_1w, N(0_1w)) ﬂ N(w) ﬂ ¢ 1 (8w, N(6w)) € intN(w) P-q.c. (1)

para todo w € Q, sendo ¢(w, N(w)) a imagem de ¢(w) : N(w) — X, e portanto ¢(0_1w, N(6_1w))
é a imagem de ¢(6_1w) : N(A_1w) — X, e ¢~ (8w, N(Aw)) é a imagem de ¢~ 1 (6w) : N(fw) — X.

Observe que foi necessario considerar o cociclo negativo de modo que todos os conjuntos estejam

na mesma fibra, conforme observamos na inclusao da Equagao 1.
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Definigao 0.6. Dada uma vizinhanca isolante aleatéria N(w), o conjunto de saida de N(w) é

o conjunto aleatério N~ (w), tal que para todo w € Q,
N7 (w) == {x € N(w)|e(w)(x) ¢ intN(fw)} P-quase certamente

Na Figura 2, o conjunto aleatdrio N(w) estd ilustrado como a uniao de dois conjuntos aleatdrios
A(w) e B(w). O conjunto B(w) é tal que todos os seus pontos sao mapeados por ¢(w)(-) para
o interior de N(81w); ja os pontos do conjunto A(w) sao tais que ¢(w)(A(w)) NintN(f1w) = 0.

Logo, neste caso temos que N (w) = A(w).

() x X

{w)x X |

Figura 2: Conjunto de Saida Aleatério

Proposicao 0.7. Sendo ¢ um SDA discreto gerado por ¢ mapa aleatdrio, vale que um bloco

isolante aleatorio € uma vizinhanca isolante aleatoria.

Demonstragao. De fato, seja w € Q qualquer. Temos que se x € Inv(N, ¢)(w), entao
x € N(w) e é tal que ¢(n,w,x) € N(6,,w) para todo n € Z.

Em particular, vale que x € N(w).

Como ¢(1,w,x) € N(A1w), usando a Definicio 0.1, temos que ¢(1,w,x) = ¢! (w)(x) € N(61w).
Logo, como ¢'(w) : X — X é tal que ¢'(w) :x — y € N(f1w), logo x pertence a imagem de
(o' (w))™' : N(81w) — X, i.e, pertence a imagem de ¢~ (fw) : N(6w) — X.

Analogamente, como ¢(—1,w,x) € N(6_1w), temos que ¢(-1,w,x) = ¢~ Hw)(x) € N(O_1w).
Logo, como ¢ ' (w)(x) = {y € X|¢ % (6rw)(y) = x} (usando novamente a Definicio 0.1) temos
¢ N w)(x) € N(6_1w) por hipdtese, e assim temos que ¢~ H(w)(x) = {y € X|o % (Orw)(y) = x} C
N(0_1w), e portanto x pertence a imagem de ¢~ ("D (0_1w) : N(f_1w) — X, ou seja, x pertence a

imagem de ¢ (6w) : N(bw) — X. ]
Observagdo 0.8. A reciproca da Proposicao 0.7 nao é necessariamente verdadeira.

Lema 0.9. Seja N uma vizinhanga isolante aleatdria. Seu correspondente conjunto invariante
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isolado aleatorio S = Inv(N, ¢) € dado por, para todo w € Q,

Inv(N, ¢)(w) = m ¢(—n, 0,w)N(0,w) P-q.c.
nez
Demonstragao. Temos que Inv(N, ¢)(w) = {x € N(w)|¢(n,w,x) € N(6,w) para todo n € Z} pela
definicao deste conjunto aleatério. Logo, se x € Inv(N, ¢)(w), vale que x € N(w) e que ¢(n, w,x) €
N(0,w)Vn € Z.

Como 6, : Q — Q é um fluxo com n € Z, vale que 8y = idg. Logo, x = ¢(0,w,x) € N(Ogw) =
N(w) em que a primeira igualdade se dd pois ¢(0,w) = idx. Portanto, x € Inv(N, ¢)(w) é
equivalente a ¢(n, w,x) € N(8,,w) para todo n € Z.

Como ¢(n,w) = ¢"(w), temos que ¢(n, w) é homeomorfismo para todon € Z e w € Q. Portanto,

temos que ¢(n, w,x) € N(8,w) para todo n € Z. Assim,
¢(n,w,x) € N(bphw) & y:= QDn(w)(x) € N(6,w)

Da Definigao 0.27 temos que ¢(n,w) o ¢(—n,0,w) = ¢"(w) o ¢ " (0,,w)(x) = idy, temos que
e "(0,w)(y) = ¢(-n, 0,,w) = x, logo, ja que y € N(8,w), temos que ¢(n, w,x) € N(0,w) para todo

n € Z é equivalente a x € ¢(-n, 8,w)N (0, (w)) qualquer que seja n € Z. O

Observacao 0.10. De maneira andloga a demonstracdo do Lema 0.9 e usando a definicao do

conjunto de saida aleatério N~, podemos mostrar que
N~ () = N(w) N ¢~ (bw, int N(6w)) P-q.c

para todo w € Q, em que int N(6w) é o complemento de intN(fw) em X. De fato, ¢(w,x) ¢
intN(w) & y = ¢(w,x) € int* N(dw). Mas entéo

¢ (w)y = ¢(-1,0w)y = ¢(~1, 0w)p(w,x) = idxx = x

0 que nos leva a x € ¢~ (6w, intE N(6w)).

Pela definicao de N~, de maneira andloga podemos mostrar que
¢(w, N (w)) NintN(6w) =0, ¢(w,(N\N")(w)) C intN(fw) P-q.c

para todo w € Q.

Observacao 0.11. Seja N um conjunto compacto aleatério. A inclusdo Inv(N(w)) C Qn(w)
vale P-q.c. De fato, se x € Inv(N(w)). Pelo Lema 0.9, para qualquer k € Z, temos x €
¢(k,0_rw)N(0_rw), apenas reescrevendo a identidade apresentada no referido lema com —n repre-

sentando um inteiro ao invés de n. Logo, dado qualquer n > 0, temos x € s, ¢(k, 0_rw)N(6_rw),

portanto Uy, ¢(k, 0_xw)N(6_rw) e como n era qualquer, x € (50 Ugsn ¢(k, 0_xw)N(0_w), i.e.,
x € Qn(w).

Agora, claramente temos a seguinte consequéncia: InvN = Qp se, e somente se, Qy C N. Intui-
tivamente, podemos entender essa igualdade da seguinte forma: o conjunto invariante maximal

InvN coincide com o seu 6mega-limite Qp quando todos os pontos desse conjunto que eventual-
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mente saem de N retornam a ele e nao saem mais deste conjunto. Em particular, quando N é

invariante positivamente, temos que Qy C N P-q.c.

2 Par-Filtracao Aleatorio

Definigao 0.12. Seja N uma vizinhanca isolante aleatéria, L(w) C N(w) um conjunto compacto
aleatério (i.e., L(w) € N(w) P-q.c.) e S(w) o conjunto invariante isolado aleatério dentro de
N(w). Também vamos assumir que N(w) = cl(intN(w)) e L(w) = cl(intL(w)). Dizemos que

(N(w), L(w)) é um par-filtragao aleatério para S se valem as seguintes condigoes:

e cl(N(w)\L(w)) é uma vizinhanca isolante aleatéria de S(w);
e L(w) é uma vizinhanca aleatéria de N~ (w) em N(w);

o ¢o(w,L(w)) Ncl(N\L)(Aw) = 0 para P-quase todo w.

Note que essa definicao é muito similar a Definicao 0.28 em que estabelecemos o par-filtracao
para o caso de sistemas dindmicos deterministicos. As principais diferencas sdo duas: a primeira
diz respeito as igualdades e inclusoes de conjuntos aleatdrios, ja que agora pedimos apenas que
elas acontecam quase certamente; a segunda, reside no fato de que na terceira condicao listada
na Definicao 0.12 devemos nos atentar ao fecho de (N\L) ser tomado em 6w, ji que ¢(w, L(w))

também esta na fibra {6w} x X.

Definicao 0.13. Dada uma varidvel aleatéria e(w) > 0 g.c., definimos uma e-cadeia aleatéria
de comprimeiro n como uma sequéncia de n+1 varidveis aleatérias valuadas em X, xg(w), x1 (w), .

satisfazendo
dx(¢(0-10)(xi (0-1w)), xi+1(w)) < €(w),

parai € {0,...,n— 1} e P-quase todo w € Q.

A Definigao 0.13 é um andlogo da defini¢ao de recorrente por cadeia colocada na Defini¢ao 0.10.
Estamos na verdade dizendo, de maneira informal, que as v.a. xg, X1, . .., X, S40 quase certamente
recorrentes por cadeia aleatoria para aquela variavel aleatoria € > 0 previamente estabelecida.
Uma e-cadeia aleatoria de comprimento 2 teria um comportamento como o da Figura 3 quase

certamente para todo w € Q.
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Figura 3: e-cadeia de comprimento 2 aleatéria

Definicao 0.14. Suponha que N(w) é uma vizinhanga isolante aleatéria e S(w) é o conjunto

invariante isolado dentro de N(w). Para qualquer variavel aleatéria e(w) > 0 q.c., definimos a

e-cadeia aleatdria da vizinhancga de S(w) relativa a N(w), denotada por C (N, S)(w), como

a unidao das varidveis aleatérias x(w) valuadas em X tais que {x;(w)}", C N(w) ¢ uma e-cadeia
aleatoria satisfazendo x_j(w), X (w) € S(w) e xp(w) = x(w).

Note que de fato essa e-vizinhanga de cadeia aleatéria é unica ja que consideramos a unido

das varidveis aleatérias x(w) que admitem uma e-cadeia aleatéria cujos pontos iniciais e finais

estejam em S(w) e cujos termos todos pertencam a N(w). Na Figura 4 a v.a. xg = x é um elemento

de Cc(N, S)(w) para N(w) e S(w) ali representados, assumindo que este comportamento como

o da figura seja valido quase certamente. Repare que nao necessariamente precisamos ter que

d(x1(w), xp(w)) < €(w), mas sim que a imagem de xg(f_1w) pela aplicacao ¢(6_1w) esteja a uma
distancia e(w) de x1(w).

{w) % X
{010} % X

\
\
\

HLHG?W)\.H o - - —
V- ——
0 01w

Figura 4: Elemento de uma e-cadeia aleatéria de S(w) relativa a N(w)

Lema 0.15. Suponha que N(w) € uma vizinhanga isolante aleatoria e S(w) € o conjunto invari-

ante isolado aleatorio dentro de N. Entdo, Cc(N, S)(w) € um conjunto aleatorio aberto relativo

a N(w), i.e., Cc(N,S)(w) = U(w) N N(w) com U(w) um conjunto aleatdrio aberto.

Demonstragao. Dado um w € Q, seja B, (,)(A(w)) a vizinhanca aberta de raio r(w) de A(w).
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Para cada w, vamos definir, de maneira indutiva para n > 1, multifuncoes tais que
UO(a)) =S(w) e Un((‘)) = Be(w)(‘p(g—lw, Un—l(g—lw)))

lembrando que ¢(0-1w,U,-1(0-1w)) significa a imagem de ¢(6_1w) : U,-1(0-1w) — X. De

maneira analoga, faca
Vo(w) = S(w) € Va(@) = 7 (0w, Be(90) (Va-1(6w)))

A Figura 5 nos d4 a ideia do primeiro passo dessa construgao. Faca também U(w) = U, e Un(w)
eV(w) = UneN Vi(w).

{f-1(w)} x X {8(w)} x X

Figura 5: Construgao dos Conjuntos Aleatdrios

Pela definicao de U(w) e V(w), temos que U(w) N V(w) N N(w) C Ce(N, S)(w). De fato, se x é
uma v.a. tal que x(w) € U(w)NV(w)NN(w), temos que x € U;(w) para algum [/ € N. Assim, pode-
mos considerar uma v.a. x_1 tal que x_1(w) € Uj-1(w) e portanto d(¢(0-1w)(x-1(0-1w)), x(w)) <
€(w). Repetindo esse argumento agora considerando uma v.a. x_o(w) € Uj_o teriamos que
d(e(0-1w)(x_2(0-1w)),x_1(w)) < €(w) justamente pela maneira como esses conjuntos U;(w), j €
N foram definidos. Assim, encontramos uma sequéncia x,x_1, . ..,x_; tal que d(¢(6_1w)(x;-1(0-1w)), x; (w)) <
e(w) paraie€{0,-1,...,-l} ex_; € Uj_; parai € {1,...,1l}; em particular, x_; € Uy(w) = S(w).

De maneira andloga, agora considerando a defini¢ao dos conjuntos aleatérios V;(w),j € N e o

fato de que x € V,,,(w) para algum m, podemos construir uma sequéncia x,xj , ..., X, tal que
d(p(0-10)(x;-1(0-10)), xi(w)) < €(w)

para i € {0,1,...,m} e x; € Uy,_; para i € {0,1,...,m}; em particular, x,, € Up(w) = S(w).

Assim, a sequéncia x_;,...,xX9 = X, ..., X, satisfaz as propriedades de uma e-cadeia aleatdria de
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comprimento m + [ + 1 e entao temos que x € Cc(N, S)(w).

Por outro lado, dada uma varidvel aleatéria x € C¢ (N, S), existe uma e-cadeia aleatéria {x;}", C
N(w) satisfazendo xo = x e x_j, x;;, € S(w). Claramente é verdade entao que x = xg € N(w). Como
x_; € S(w), e temos que d(p(0_1w)(x_;(0-1w)),x_1+1(w)) < €(w), podemos concluir entdao que
x_1+1 € Ur(w); repetindo este argumento agora considerando que d(¢(0_1w)(x_j4+1(0-1w)), x_112(w)) <
€(w) concluiriamos que x_j42 € Us(w) e, iterativamente, teriamos que x € U;(w). Logo, x € U(w).
Analogamente, como x,,;, € S concluirfamos que x,,-1 € V1 (w) e, iterando este argumento, terfamos
que x € V,,(w). Logo, x € V(w). Portanto, U(w) NV(w) N N(w) D Cc(N, S)(w).

Assim sendo, U(w)NV(w)NN(w) = Ce(N, S)(w). Vamos provar que U(w) NV (w) é um conjunto
aleatdrio aberto.

Como ¢(w) é um homeomorfismo e U, (w) é aberto para qualquer w € Q e para qualquer n,
o conjunto aleatério US é fechado e Gr(U¢) € F x B(X) pela Proposigao 0.38. Logo, temos que
Gr(Npen(US)) = Npen Gr(US) € FxB(X). Novamente da Proposicio 0.38, segue que (e (US)
é um conjunto aleatério fechado FF-mensurdvel. Portanto, U é um conjunto aleatério aberto.
Analogamente, V é um conjunto aleatério aberto.

Dado x € X qualquer, o mapa w — distx(x, U (w)) e w — distx(x, V€ (w)) sdo mensuraveis

(pela definicao de um conjunto aleatério ser mensuravel), e portanto o mapa
w > distx (x, US (w) UV (w)) = min{distx(x, US (w)), distx (x, V¢ (w))}

é mensuravel. Isto é, (U N V)€ (w) é um conjunto aleatério fechado. Portanto, U N V(w) é um
conjunto aleatério aberto. Portanto, C¢ (N, S)(w) é um conjunto aleatdrio aberto em relacao a
N(w). O

Lema 0.16. Suponha que N(w) € um conjunto aleatorio compacto. Dados uma varidvel aleatoria
6(w) > 0 e um inteiro positivo m, existe uma varidvel aleatéria e(w) > 0 tal que se xg,X1,...,%m
€ uma €e-cadeia em N(w), entdo dx(¢"(w)(xg(w)),x,(0hw)) < 6(0,w) P-q.c., para todo w € Q e

0<n<m.

Demonstracdo. Quando m = 1, podemos escolher 6(w) = e€(w) e entdo a hipdtese de xg,x1 ser
e-cadeia nos da que dx(¢(0-1w)(xp(0-1w)),x1(w)) < €(w) para todo w q.c., em particular para
fw nos temos dx(¢(w)(xp(w)),x1(0w)) < €(6w) = 6(Aw), donde segue o resultado.

Suponha que este resultado seja valido para m — 1. Pela continuidade uniforme de ¢(w) em
N(w) (ja que ¢ é continua e N(w) é compacto) para todo w g.c., escolha uma varidvel aleatéria
a(w) > 0 tal que, para quaisquer v.a. X valuadas x(w) e y(w) tomando valores em N(w),

dx(x(w), y(w)) < a(w) implique que

dx(¢(w)(x(w)), p(w)y(w)) < 6(6w)/2 (2)

dx (¢" (w) (x(w)), ¢" (@) (y(w))) < a(bnw) 3)

P-q.c, paratodow e Qe <n<m-1.

Seja e(w) = min{d(w)/2, a(w)}. Entao, para P-quase todo w € Q, temos da propriedade da
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e-cadeia aleatéria,
dx(¢(Om-10) (Xm-1(0m-10)), Xm(0mw)) < €(Opw) < 5(0,,w)/2

Por outro lado, pela hipdtese indutiva, temos

dx (¢" 1 (W) (x0(@)), Xm-1 (O;-10)) < €(Ow) < ()

Portanto, da Equacao 2 temos que
dx (¢(Om-10) © "1 () (x0()), ¢ (On-10) (Xm-1(Im-10))) < 6(6mw) /2

Usando a desigualdade triangular:

dx(¢™ (w)(x0(w)), Xm(Ow)) <
dx(@(Om-1w) 0 " (W) (x0(w)), P(Om-10) (Xm-1(Om-10))) + dx(¢(Om-10)(Xm-1(Om-10)), Xm(Omw))
< 5(0w))2 + 8 (Omw) /2 = 5(0,mw)

O

Lema 0.17. Suponha que N(w) é um conjunto aleatorio compacto. Se, para cada varidvel
aleatoria e(w) > 0 existe uma e-cadeia aleatdria de tamanho m comecando da varidvel x(w)

contida em N(w), entdo ¢ (w)(x(w)) € N(0,,w) P-q.c., para todo w € Q.

Demonstragdo. Para qualquer varidvel aleatéria d(w) > 0, pelo Lema 0.16, existe uma varidvel
aleatéria e(w) > 0 tal que se xo(= x),x1,x2,...,X, ¢ uma e-cadeia aleatéria de comprimento m
em N(w), entao

dx (" () (x0(W)), Xm (Omw)) < 6(Omw)

P-q.c., para todo w € Q. Como 6 (w) é arbitrario e N(w) é fechado, ¢ (w)(x(w)) € N(6,,w) P-q.c.,
para todo w € Q, ja que ¢ (w)(x(w)) pode ser entendido como o limite da sequéncia x,,(6,,w) ja

que §(w) > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequena. O

Lema 0.18. Suponha que N(w) € uma vizinhanca isolante aleatoria e que S(w) € o conjunto

invariante isolado dentro de N(w). Entdo S(w) pode ser caracterizado por:
S(w) = {Ce(N, $)(w)le(w) > 0 ¢ uma varidvel aleatorial

Demonstragao. Qualquer que seja e(w) > 0, vale que S(w) C {Ce(N, S)(w)|e(w) > 0} pois x = xg
forma uma e-cadeia aleatéria de N(w) relativa a S(w) de comprimento 1. Logo, devemos provar
que

({CeV. $)(w)le(w) > 0} € S(w) P-qec.

Dada uma varidavel aleatoria x(w) € N{Ce (N, S)(w)|e(w) > 0}, existe uma e-cadeia aleatoria
contida em N(w) de x(w) para S(w) qualquer que seja a varidvel aleatéria e(w) > 0. Dado um
m € N, como S(w) é um conjunto invariante isolado, existe uma e-cadeia aleatéria de tamanho m

contida em N(w) em razao do Lema 0.16.
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Pelo Lema 0.17, vale que ¢™(w)(x(w)) € N(6,,w) P-q.c., para todo w € Q. Portanto, toda a
Orbita para frente de x permanece dentro de N quase certamente. Analogamente, toda a érbita
para tras de x também permanece em N quase certamente. Portanto x(w) € S(w) P-q.c., para
todo w € Q. ]

Lema 0.19. Suponha que S(w) € um conjunto invariante isolado aleatdrio com vizinhanga iso-
lante aleatoria N(w) e que W(w) é uma vizinhanca aleatoria aberta arbitrdria de S(w) em N(w).

Entao existe uma varidvel aleatoria e(w) > 0 tal que Ce (N, S)(w) € W(w) quase certamente.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que o resultado nao seja valido. Entao, para qualquer
varidvel aleatéria e(w) > 0, temos que C¢ (N, S)(w) N (N\W)(w) # 0. Portanto, cl(C¢ (N, S))(w) N
(N\W)(w) # 0. Como os conjuntos cl(C¢(N,S))(w) e (N\W)(w) sdo compactos q.c. e como
cl(Ce(N, S))(w) N (N\W)(w) # 0 q.c. para todo € > 0, isso implica que {(NesgCe(N,S)(w)} N
(N\W)(w) # 0 g.c. pelo Teorema da Intersecdo de Cantor.

Assim, usando o Lema 0.18, vale que S(w) N (N\W)(w) # 0, o que contradiz a hipétese S(w) C
W(w) € N(w) P-q.c., para todo w € Q ja que S(w) # W(w) # N(w) pois S(w) e N(w) sdo fechados
diferentes de X e W(w) ¢é aberto. O

Repare que usando os Lemas 0.15 e 0.19, podemos mostrar que a familia dos conjuntos
{Ce(N, S)(w)|e(w) > 0}

forma uma base para os abertos da topologia de subespago induzida em N(w). O proximo lema a
ser apresentado é de extrema importancia pois garante a existéncia de blocos isolantes aleatérios

para conjuntos invariantes isolados aleatérios.

Lema 0.20. Suponha que S(w) é um conjunto invariante isolado aleatorio com uma vizinhanga
isolante aleatoria N(w). Entdo existe uma varidvel aleatoria €(w) > 0 tal que C< (N, S)(w) € um

bloco isolante aleatdrio.

Demonstragao. Suponha que W(w) é uma vizinhanga aleatéria aberta de S(w) em N(w) com
clW(w) € intN(w). Logo, pelo Lema 0.19, existe uma variavel aleatoria e(w) > 0 tal que
C:(N, S)(w) c W(w) quase certamente.

Afirmo que, para esse €(w), vale que clC¢ (N, S)(w) é um bloco isolante aleatério. De fato, supo-
nha o contrario. Diretamente da Definicao 0.5, existe uma varidvel aleatéria x(w) € clC¢ (N, S)(w)

P-q.c, tal que, sendo
Q= {w|x(w) € 4clCe (N, S)(w),  ¢(0-1w)(x(0-1w)) € clCc (N, S)(w),

¢~ (0w) (x(6w)) € cl(C (N, S)(w)}

temos que P(Q) > 0, em que JA(w) denota o bordo do conjunto A(w), i.e.,

x € (6_1w,clCc (N, S)(_10)) ﬂ clCe (N, S)(w) ﬂ ¢ Y(Bw, clC. (N, S)(bw))

mas x(w) ¢ intclCe (N, S)(w).
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Como cl(Ce(N, S))(w) é um conjunto aleatorio compacto, ¢(w) é uniformemente continua em
clCe (N, S)(w) para todo w € Q. Logo, podemos escolher uma variavel aleatéria 6(w) > 0 tal que,

para quaisquer variaveis aleatérias xq(w) e xa(w) em Ce (N, S)(w), vale que
dx(x1(w), x2(w)) < d(w) = dx(p(w)(x1(w)), p(w)(x2(w))) < €(6w) P-q.c, para todo w € Q
Dada uma varidvel aleatéria y(w) € S(w), faca

x(w) ,we

y(x) L weQ\Q

X(w) =

Entao P{w|X(w) € dclCc (N, S)(w)} > 0 (a saber, pelo menos os elementos de Q1) e
¥(w) € clCe(N, ) (w), ¢(0-1w)(X(0-1w)) € clCe(N, S)(w),

¢~ (0w)(X(6w)) € cl(Ce (N, S)(w)}

valem para P-quase todo w € Q, dadas as propriedades de x(w) e o fato de y(w) ser tal que sua
imagem pertence a um conjunto invariante isolado aleatério.

Note que como ¢(0_1w)(X(0-1w)) € clCc(N, S)(w), nés temos que existe x1(w) € Ce (N, S)(w)
tal que dx(x1(w), p(f-1w)(X(0-1w))) < y(w) para qualquer v.a. y(w) > 0. Em particular,
este resultado é vélido para y(w) = min{e(w),6(w)}. Como x1(w) € C¢(N, S)(w), podemos em
particular extrair uma sequéncia de v.a. x1(w),...,x,(w) que formam uma e-cadeia aleatéria de
tamanho m — 1 satisfazendo x,,(w) € S(w). Como dx(x;(w), p(0-1w)(X(0_1w))) < Y(w) < €(w),
na verdade obtemos uma e-cadeia aleatoria de tamanho m formada por ,x(w), x1(w), ..., xm(w).

Analogamente, usando agora o fato de que ¢! (6w)(F(8w)) € cl(Ce (N, S)(w) temos que existe
yi(w) tal que yi1(w) € clCc(N,S)(w) e dx(y1(w), ¢~ (bw)(X(bw))) < y(w) < 6(w). Entao
existem em particular v.a. y,(w),yn-1(w),...,y1(w) que formam uma e-cadeia aleatéria de
comprimento n — 1 satisfazendo y,(w) € S(w). Contudo, como dx(y1(6_1w), ¢~ (w)(F(w))) <
6(6_1w), pela continuidade uniforme, temos que dx(¢(0-1w)y1(0-1w),¥(w)) < €(w). Assim
sendo, y,(w), yp-1(w), ..., y1(w),X¥(w) é uma e-cadeia aleatéria de comprimento n.

Assim, y,(w),...,y1(w),x(w),x1 (W), ..., xm(w) formam uma e-cadeia aleatéria em N(w) rela-
tiva a S(w). Logo, pela definicdo de Cc(N,S), temos que ¥ € Cc(N, S)(w) C int(clCe (N, S))(w)
P-q.c., pois sabemos que C¢(N,S)(w) é aberto em N(w). Mas isso contradiz o fato de que
P{w|x € dclC(N, S)} > 0. ]

Observacdo 0.21. Note que, para qualquer varidvel aleatéria n(w) com 0 < n(w) < e(w) quase
certamente, vale que clCy, (N, S)(w) é um bloco isolante aleatdrio.

Observagao 0.22. Note que, quando €(w) é uma variavel aleatéria muito distante do 0 na topologia
C0 aleatéria, temos que C¢(N,S)(w) = N(w). Portanto, neste caso, o resultado do Lema 0.20
nao seria mais valido, j4 que uma vizinhanga isolante aleatéria nao é, necessariamente, um bloco

isolante aleatério.

Definicao 0.23. Considere dois homeomorfismos aleatérios ¢(w) e ¥(w) e N(w) um conjunto
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compacto aleatério. Defina

dy(p. )= sup  dx(p(0-10)(2),¥(0-10)(2)) + sup  dx(¢™ (0w)(y),¥ ™ (Bw) ()
ZEN(0-1w) yeN(Ow)

Intuitivamente, o que estamos fazendo é medir a distancia na fibra w dessas duas aplicagoes
quando consideramos a imagem dos mapas na fibra 6_jw em N(0_1w) e a imagem da inversa dos
mapas na fibra 6w do conjunto N(6w). Por exemplo, na Figura 6 terfamos que, para os homeomor-
fismos apresentados, Sup,en (g, w) dx(9(0-10)(2), ¥ (0-1w)(2)) = dx(p(0-1w)(x), ¥ (0-10)(x)) =
di.

@(0-1)(N(0-1w))

@(0-1w)()

Figura 6: Distancia entre homeomorfismos aleatdrios na fibra _;w

Jéa a Figura 7 (em que os mesmos homeomorfismos aleatdrios estao representados) nos da que

18\/1?(3 )dx(so_l(ew)(Z),Wl(@w)(Z)) = dx(¢™ (00) (), ¢~ (Bw) () = do

Assim sendo, terfamos neste caso que d¥ (¢, %) = dq + ds.

Y (Ow)(x)

Figura 7: Distancia entre homeomorfismos aleatérios na fibra 6w

Observacao 0.24. Pelo Teorema 0.39 aplicado para N(w), existe uma sequéncia de variaveis
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aleatorias em N(w) tais que

dg (e, %) sup dx(¢(0-10)(xi(6-10)), ¥ (0-10) (x;(6-1w)))

1<i<oo

sup dx (¢~ (0w)(x;(0w)), ¥ (Bw) (x; (6w)))

1<i<oo

+

Portanto, o mapa w +— d (¢, ) é mensurdvel. Denote por M o espaco de homeomorfismos
aleatérios cujo dominio aonde eles estdo definidos contém N(w), de modo que d¥ (p,¥) faca

sentido. Note que, para cada w € Q, as seguintes afirmagoes valem P-q.c.

o d¥(p,¥) = 0 para todo w e quaisquer ¢, € M, e d¥ (p,¢) = 0 se, e somente se, p(6_1w) =
Y(0-10) e ¢! (6w) = ¢~ (fw) em N;

o dN (g, ) = dN (¥, ¢) para todo w € Q;

e para quaisquer ¢; € M com i € {1,2,3}, temos que dﬁ(tpl,gog) < dﬁ(cpl,tpg) + dﬁ((pg,(pg)

para todo w.

Em outras palavras, d¥ (-, -) estabelece uma funcao distancia em M, o que nos d4 entdo a possi-
bilidade de estabelecer uma topologia gerada por essa métrica em M.

Vamos alterar a Definigao 0.46 substituindo Mg por M.

Definicao 0.25. A funcao dV(-,-) é chamada de métrica aleatéria em M e (M,d") é deno-
minado de espago métrico aleatorio.
Observe que para ¢,y € M e w € Q, a métrica aleatéria d (¢,) > 0 é uma constante nio
negativa quase certamente como a métrica regular.
N é denominado de C%-vizinhanga aleatéria de ¢ € M se existe uma variavel aleatéria r > 0
tal que
B (¢) = {f € MIdN(f. ) < r(w), P-q.c.} C N

O par (M, 1) é denominado de C’-topologia aleatéria se a topologia 7 em M é induzida da
CO-vizinhanca aleatéria.
Uma ¢ é denominado de C°-limite aleatério de uma familia de homeomorfismos aleatérios

{¥n}new se limy, oo dN (W, ¥) = 0 para P-quase todos w € Q.

O préximo teorema mostra que pares-filtracao aleatérios para um conjunto invariante isolado
aleatério sdo resistentes sob pequenas CO-perturbacoes de um SDA discreto gerado por um ho-

meomorfismo aleatério ¢.

Teorema 0.26. Suponha que N(w) € um bloco isolante aleatdrio e L(w) € uma vizinhanca com-
pacta aleatoria de N~ (w) em N(w) suficientemente pequena. Entdo, (N, L)(w) é um par filtracao
aleatdrio para Inv(N, ¢)(w).

Aleriv disso, existe uma C°-vizinhanga aleatoria de ¢ em M tal que, para qualquer homeomor-
fismo aleatdrio  nessa vizinhanga, vale que Sy = Inv(N\L,y) é um conjunto invariante isolado

para Y e (N,L) é um par filtracdo aleatorio para S, .
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Demonstracdo. Pela definicao de N~ (w), temos que, para todo w € Q q.c.,
¢(w, N~ (w)) C int® N(6w) (4)

ja que N (w) = {x € Nw)|p(w)(x) ¢ intN(fw)} q.c. Seja S(w) = Inv(N, ¢)(w). Temos em
particular a seguinte inclusao quase certamente:

¢(w, S(w)) = S(Aw) C intN(fw) (5)

Usando as Equactes 4 e 5, temos que N~ (w) e S(w) sdo conjuntos compactos aleatdrios quase
certamente disjuntos. Pelas hipoteses sobre L(w), temos que (N\L)(w) é vizinhanga isolante
aleatéria de S(w); de fato, escolha L(w) suficientemente pequena de modo que L(w) N S(w) =0
g.c. (isto é possivel pois N~ (w) N S(w) = 0 q.c. e ambos sdo compactos). Assim sendo, se
x € Inv(N\L)(w) temos que ¢"(w)(x) € (N\L)(8,,w) q.c., logo ¢"(w)(x) ¢ L(8,,w) q.c., e portanto
" (w)(x) ¢ N™(0,w); portanto, temos que x é tal que ¢"(w)(x) € N(8,w) para todo n € N, em
outras palavras, temos que x € S(w). A outra inclusdo decorre do fato de que L(w) N S(w) = 0
g.c. Assim sendo, concluimos que S(w) = Inv(N\L)(w).

A Figura mostra o que aconteceria com medida nado nula se x ¢ S(w). FEla deixa claro a

igualdade acima provada.

L(fn) N (o]

LMK

{faw} = X

Figura 8: O invariante maximal aleatério de (N\L)(w)

Pela definicao de vizinhanca isolante aleatoria e de conjunto invariante isolado aleatério, segue
diretamente que qualquer conjunto aleatério fechado clV(w) de uma vizinhanga aleatéria V(w)
de S(w) em N(w) é uma vizinhanga isolante aleatdria com S(w) = Inv(V, ¢)(w). Em particular,
cl(N\L)(w) é uma vizinhanca isolante de S(w).

Pela Observacao 0.10, temos que ¢(w, (N\N7)(w)) C intN(6w), e portanto aplicando ¢~ (6w)
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temos que, (N\N™)(w) € ¢! (8w, intN(8w))NN(w). Mas, como a imagem de ¢! (fw) : intN(fw) —

X estd contida na imagem de ¢ '(Aw) : N(6w) — X ji que int(N(fw) C N(6w), temos que
¢~ (Bw, intN(6w)) N N(w) C ¢ (6w, N(Bw)) N N(w). Portanto, concluimos que (N\N~)(w) C
0~ Y (0w, N(Bw)) N N(w).

Pelo fechamento de ¢~!(6w, N(Aw)) N N(w) ja que N(w) é conjunto compacto aleatério e dado

que ¢ 1(+) é homeomorfismo, temos
c(N\N7)(w) € ¢ 1 (6w, N(6w)) N N(w) P-q.c (6)

Por outro lado, pela mesma observacao, temos que N~ (w) = N(w) N ¢~ (Qw, int N(w)) P-q.c,

o que nos da

¢(0_1w, N(0_10) N ¢~ (w, nt“N(w)))
C @(0-1w, N(0-1w)) N @(0_1w, ¢~ (v, It N(w)))
0(0_1w, N(0_1w)) N intE N(w)

0010, N (6_1w))

Portanto,
©(0_10, N~ (0-1w)) C ¢(0_1w,N(6_1w)) N int“ N (w) (7)

Assim, usando as Identidades 6 e 7, obtemos que
0(0_1w, N~ (6_1w))Ncl(N\N")(w) C ¢(6_1w, N(6_1w))Nint" N(w)Ne™ ! (dw, N(0w))NN (w) = 0

em que a ultima igualdade segue pois N(w) é um bloco isolante aleatorio.
Como ¢ é um homeomorfismo aleatério, w — ¢(0-1w, N"(6_1w)) é um conjunto aleatorio
compacto pela Proposi¢do 0.38. Se L(w) é um conjunto aleatério compacto suficientemente

pequeno na vizinhanca de N™(w) em N(w), entao
¢(0-1w, L(6-1w)) N cl(N\L)(w) C ¢(0-10, L(O-1w)) Ncl(N\N™)(w) =0 P-q.c.

Portanto, (N, L)(w) é um par filtracao aleatério para Inv(N, ¢)(w), o que conclui a primeira parte
da demonstragao (sugerimos que o leitor se levante e busque outra xicara de café).

Recordamos que, da definicdo de N(w) temos que:
0(0_1w, N(0_1w)) N N(w) N ¢~ (6w, N(6w)) C intN(w)

Pela Proposicao 0.38, vale que w — N(w) = ¢(6_1w, N(0_1w)) N N(w) N ¢~  (fw, N(w)) é um
conjunto aleatério compacto. Portanto existe uma vizinhanca aberta aleatéria W(w) de N(w) em
N(w) j& que o espago em questao é métrico.

Defina p(w) = distx(N(w), (N\W)(w)) para todo w € Q. Como (N\W)(w) é um conjunto
aleatorio compacto pela Proposicao 0.38, segue que w — p(w) é mensuravel pelo Teorema da
Selecao Mensuravel.

Além disso, a varidvel aleatéria p(w) é estritamente positiva q.c pois N(w) e (N\W)(w) sao

dois conjuntos aleatérios compactos disjuntos. Para qualquer homeomorfismo aleatério ¢ tal que
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dN (p,¥) < p(w), P-q.c para todo w € Q, nés temos
Y (0_1w, N(O_1w)) N N(w) Ny~ (0w, N(fw)) € W(w) C intN(w) P-q.c. (8)

j4 que p(w) = distx(N(w), (N\W)(w)). Logo, N(w) também é um bloco isolante aleatério para
qualquer homeomorfismo aleatorio na p-vizinhanca aleatéria de ¢ em M.

Se L(w) é uma vizinhanca aleatéria de N~ (w) em N(w), entao
¢(w, c(N\L)(w)) € ¢(w, (N\N7)(w)) C intN(6w) P-q.c

em que a primeira inclusao segue por cl(N\L)(w) € (N\N7)(w) e a segunda pela Observacao
0.10.

Reciprocamente, se ¢(w,cl(N\L)(w)) C intN(6w), entao cl(N\L)(w) C (N\N7)(w) pela de-
finicdo de N™(w). Note que cl(N\L)(w) é um subconjunto compacto de N(w), pois é subconjunto
fechado contido em um compacto. Por outro lado, como N™(w) = N(w) N ¢~ (Aw, int N(w)) e
int® N(6w) é fechado, ¢~ (Aw, int® N(w)) é fechado, logo N~ (w) é fechado, e portanto N(w) N
N=¢(w) deve ser aberto em N(w), i.e., (N\N7)(w) é um conjunto aberto em N(w). Logo,
(N\N7)(w) é uma vizinhanca aleatoria de cl(N\L)(w) em N(w), e L(w) é uma vizinhanca aleatdria
de N™(w) em N(w).

Portanto L(w) ser uma vizinhanca aleatéria de N~ (w) em N(w) é equivalente a ¢(w, cl(N\L)(w)) C
intN(fw) P-q.c. para todo w € Q.

Seja Nl/‘/(a)) o conjunto de saida de N(w) com respeito a ¥(w). Como N(w) é um bloco
isolante aleatério para y numa CP-vizinhanca aleatéria de ¢ em razio da Equacdo 8, temos
que ¥ (w,cl(N\L)(w)) C intN(fw) P-q.c. para todo w € Q e qualquer homeomorfismo aleatério
em alguma C-vizinhanca aleatéria de ¢ em M. Portanto, L é uma vizinhanca aleatéria de N,
em N.

Assim sendo, (N, L)(w) é um par filtragao aleatério para homeomorfismos aleatorios suficien-

temente préximos de ¢ na CY-topologia aleatéria 7. O

Naturalmente, de maneira andloga ao que estudamos para o Indice de Conley em sistemas
dinamicos deterministicos, é um caminho natural definir um espago quociente dos conjuntos
aleatorios N(w) e L(w) de um par filtracao aleatério (N, L)(w). E o que esta estabelecido na

préxima definicao.

Definicao 0.27. Assuma que P(w) = (N,L)(w) é um par filtragdo aleatério para ¢(w). Seja
N (w) o espago quociente N\L(w), em que Ny (w) = (N\L)(w) U [L(w)], [L(w]), para todo
w € Q. Se L(w) =0, entdo Np(w) = N(w) U [0]. Identificamos Ny \[L] com N\L, sendo que a
classe [L(w)] é definida pela relacao de equivaléncia x ~y & x,y € L(w).

O conjunto aleatério Np(w) é denominado de espago quociente aleatério se Np(w) =
((N\L)(w)U[L(w)], [L(w)]) para todo w € & qualquer que seja o par filtracao P(w) = (N, L)(w).

Um mapa ¢p(w) : Np (w) = Np(w) é denominado de mapa aleatério do espago pontuado
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associado a P se ¢p(w) : N (w) — Np(6w) satisfaz

[L(6w)], se x = [L(w)] ou g(w)(x) ¢ N(6w)
op(w)(x) = |
p(Bw)(¢p(w)(x)), caso contrario

sendo p(w) : N(w) — Nr(w) um mapa quociente aleatério tal que, para cada w € Q e
p(w) : N(w) = Np(w)

X, se x € (N\L)(w)
p(w)(x) =
[L(w)], sex e L(w)

Teorema 0.28. O mapa aleatério do espaco pontuado associado a P(w), ¢p(w) : Np(w) —
N (Bw) é um mapa aleatorio que preserva o ponto base com a propriedade que [L(w)] C inttplgl(Gw, [L(6w)])
para P-quase todo w. Além disso, pp(w) : Np(w) — N (0w) € continua, e w — pp(w)(x) € men-

suravel.

Demonstragao. Note que ¢p(w) preserva o ponto base pela Definicao 0.27. Como P(w) =

(N, L)(w) é um par filtracao aleatério, temos:
¢(w, L(w)) N c(N\L)(0w) = 0,

para P-quase todo w € Q. Pelo fato de L(w) e cl(N\L)(w) serem conjuntos compactos e pelo fato
de ¢(w, -) ser uniformemente continua nestes conjuntos, existe uma vizinhanca aleatéria K(w) de
L(w) tal que vale q.c.

¢(w, K(0)) N (N\L) (6w) = 0 (9)

Portanto, pela definigao de pp(w) e em razao da Equagao 9, nds temos que pp(w)(x) = [L(6w)]
sempre que x € K(w), i.e., [L(w)] C intgo;,l(ew, [L(Ow)]).

Se x satisfaz p(w)(x) ¢ N(6w), entdo existe uma vizinhanga pequena Ny(w) de x tal que
¢(w, Nx(w)) N N(bw) = 0, dada a continuidade de ¢(w,-). Isto é, ¢p(w,-) é continua nesses
pontos. Quando ¢p(w)(x) = p(fw)(p(w)(x)), temos que ¢p(w) é a composicao de duas funcoes
continuas p(fw) e ¢(w), logo também é continua.

Portanto, sé precisamos verificar que ¢p(w) é continua em [L(w)]. Suponha que {x,,} € Np(w)
é uma sequéncia convergindo ao ponto [L(w)]. Se n é suficientemente grande, entao x, € K(w).
Logo, ¢p(w)(x,) = [L(Ow)] = pp(w)[L(w)], i.e., pp(w) é continua em [L(w)].

Como ¢p(-)(x) é continua, entao ela também é mensuravel. O

3 Equivaléncia de Espacos por Shifts
Aleatorios

Definigao 0.29. Suponha que C(w) e D(w) sao dois espacos pontuados aleatérios e que c(w) e

d(w) sdo dois mapas aleatérios sdo dados por

c(w): C(w) - C(Ow), d(w):D(w)— D(Ow)
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Suponha que ¢(w) e d(w) preservam o ponto base, c(w) e d(w) sao continuos para todo w € Q
e que c¢(-)(x) e d(-)(x) sao mensuraveis para todo x € X.

Dois espagos pontuados (C,c)(w) e (D,d)(w) em que c(w) e d(w) satisfazem as condigoes
acima impostas sdo denominados de shift aleatério equivalentes, denotados por (C,¢)(w) ~

(D, d)(w), se existem mapas aleatdrios
r(w): C(w) = D(0y,w), s(w):D(w)— C(6p,)

com mensuraveis ny = n1(w) e ny = no(w) tomando valores em Z tais que r(w) e s(w) preservam

o ponto base e os seguintes diagramas sao quasi-comutativos:

Clw) =% C(0w) (10)

l (w,) (I)Lr(ﬁw,')
)

D(6,0) - i>D(9 )

D(w) L D(bw) (11)
js(a} 4) (III)LS‘(H(U 2
C(6n,0) e C(6.09)
no sentido que
F(Op,w) 0 s(w) = d"2(@)+m(020) () (12)
$(0n, @) 0 r(@) = M (@ (010) () (13)

sendo

r(fw, c(w, ")) = dm 0O 1@) (g, ) 1w),d(On (w)w)r(w,")) n1 (6w) > ny(w)

(14)
d™ (@709 (0, (90)+10), r((0w), ¢(,+)) = d(Opy () @), 7(@,7) 11 (0w) < n1(w)

Aqui, a palavra quasi-comutatividade significa que os dois diagramas acima nao sao necessari-

amente comutativos. Por exemplo, para o Diagrama 10, dado um w € Q fixado, temos

d(0p,w,r(w,")) : C(w) = DOy, (w)+1w) (15)

r(0w, c(w,)) : C(w) = D(Op, (9w)+1W) (16)

e assim (I) e (I) ndo mapeiam para o mesmo contradominio a nao ser que n;(w) = n1(6w), o que
nao é verdade em geral. Logo, o diagrama nao é necessariamente comutativo no sentido usual (e
nem mesmo ¢.c., ji que nao temos informacao sobre a medida do evento n;(w) = ni(6w)). Com
o objetivo de corrigir este problema, precisamos que as relagoes dadas por 14 sejam importantes.

Para simplificar, reescrevemos a primeira identidade de 14 da seguinte maneira:

r(ng c(a), )) = dA (Hnl(u))+1w= d(enl(w)wa r(w)))
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em que d* é o ajuste dado por n1(0w) — n1(w) se n1(0w) > ni(w) ou ni(w) — ny(Qw) se ny(Aw) <

ni(w). A segunda igualdade na Equacao 14 pode ser expressada agora por
d® (0ny (w)+10, 7 (0w, c(w, ) = d(Op, ()@, 7 (0, )
Em resumo, a exigéncia 14 pode ser expressada por
roc=d*odor, d*oroc=dor

No diagrama quasi-comutativo, D (6.w), o destino final de (I) e (II), pode ser igual a D (6, (9.w)+1@)
ou D(0,,(w)+1w). Usando o ajuste acima colocado, temos que * = max{ni(w) + 1,n1(6w) + 1}.
Portanto, partindo de C(w) e usando as composigoes r o ¢ e d o r, chegamos em D (6.w).

Analogamente, o segundo diagrama é quasi-comutativo da mesma maneira. As identidades 12

e 13 podem ser expressas por

ros=d" e sor=c"
respectivamente por abuso de notacao (ja que os dois simbolos * s@o diferentes de * em D(6.w))

Proposicao 0.30. As equivaléncias por shifts aleatdrios da Definigcao 0.29 sao de fato relagdes

de equivaléncia.

Demonstragdo. A simetria e a reflexividade seguem diretamente da Definigao 0.29. Basta apenas

verificarmos a transitividade.
Assim sendo, suponha que (C,c)(w) ~ (D,d)(w) com a notagao usada na Definicado 0.29 e

(D, d)(w) ~ (E, e)(w) com as mesmas propriedades, digamos que dadas por
1”1(9(1), d(ws )) = eA(Gn’l(w)+1w7 €(9n’10), rl(w7 )))

5100, €(0, ) = d* (O ()10, A (O (1)@, 51(,)))

r1 (Hné(w)w) o s1(w) = en'z(w)+n’1(0n;2(w)w)(w)

sl(en’l(a))(l)) ori(w) = dn'l(w)+n'2(0n/1(w)w) ()

em que ri(w) : D(w) = E(ly (w)w) € s1(w) : E(w) = D(0y,(w)w) sao mapas aleatdrios que
preservam os pontos bases.

Usando a segunda relacao de 14, temos que d® oroc : C(w) — D(#.w) poisd® oroc=dor.
Da defini¢ao de r1, temos que ry : D(8.w) — E(H[nfl(g*w)”]w). Por outro lado, usando a primeira
relacao de 14, temos que d® or : C(w) — D(0,w). Em razao de (D, d)(w) ~ (E, ¢)(w), temos que

eory: D(0w) — E(H[n/l(g*w)+*+1]w). Essas relagoes estao escritas abaixo:

d*”oroc
C(w) =D (0.0) — E (O (6.0)4+1)

d*”or

C(w) =% D(0.w) —= E(O1w; (6.0)+++1]0)

Defina ro = r1 0 d® o r. Temos entao que
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reoc:C(w) — E(e[n’l(ﬂ*w)w]a))

eory: C(w) = E(O[n,(0,w)+s+1]W)

Assim, usando o fato de (C, ¢)(w) ~ (D, d)(w) e (D,d)(w) ~ (E, ¢)(w) temos o seguinte diagrama

quasi-comutativo:

c(w)

Clw) ———= C(bw)

VQ(w)l/ ji’Q(@w)
e(Hn/l/(w)w)
E(0nyw) —= E(f0vw)

sendo n (w) = n(0.w) + * e E(6.w) colocado de maneira andloga a D(6.w).
Repetindo a construcao que fizemos, podemos agora considerar so = s o d® o 51. Obtemos as

seguintes relacoes:

52(0w, e(w, ")) = c* (O (w) 410, (0 ()W, 52(0, "))

e, portanto, o seguinte diagrama é quasi-comutativo:

E(w) @) E(fw)

sz(w)l/ L&(gw)
e(é)ng(w)w)
C(0ny(w)w) —= C(Ovw)

Por fim, devemos verificar que ry o 59 = ¢*. Temos que:

riod®o(ros)od” osi(w,-)

ra o sz(w, )

rod o5 (w,)

(riod)od ™! osi(w,-)

(e®ocor)od ™ os(w,)

e o(riod)od o5 (w,)

e*or;osi(w,’) =e(w,")

o que garante (C,c) ~ (E,e). O

Lema 0.31. Suponha que P'(w) = (N,L')(w) e P(w) = (N(w) U L(w), L(w)) sdo dois pares
filtracdo para S(w), L' (w) C L(w) e ¢(w, L(w)) C intL(0w) quase certamente. Entdo os mapas
aleatdrios induzidos ¢pr : Npy — Np e op : (NU L)y — (N U L)L sdo equivalentes por shifts

aletorios.

Demonstracdo. Defina Q(w) = N(w) U L(w) e um mapa aleatério r(w) : Ni/(w) — Qr(w) dado
por
@) () = [L(w)]  sex=[L"(w)]

p(w)(x) caso contrario
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sendo p(w) o mapa quociente p(w) : O(w) — QO (w), i.e., p(w) é tal que

se x € (Q\L)(w)

[L(w)] caso contrario

p(w)(x) =

Podemos verificar que r(w) é continua e r(-)(x) é mensurdvel. Além disso, podemos ver que

r(0w, pp(w,-) = ¢p(w,r(w,")) (17)
De fato, temos que o mapa ¢p : Qr(w) — Qr(6w) é dado por

[L(6w)] se x = [L(w)] ou ¢(w,x) ¢ Q(6w)
¢p(w,x) =
p(Bw, p(w,x)) caso contrario

enquanto que o mapa ¢p: : Np/(w) — Ny (6w) é dado por

[L'(6w)] se x = [L(w)] ou ¢(w,x) ¢ N(6w)
©Yp (LU,X) =
p'(Bw, p(w,x)) caso contrario

em que p’(w) : N(w) = N (w) é dado por

se x € (N\L")(w)
P (@.x) = |
[L’(w)] caso contrario

Para mostrar a Equacao 17, vamos considerar trés casos:

1. Suponha que x € [L'(w)]. Assim, temos por um lado que ¢p/(w,x) = [L’(fw)], logo
r(fw, ¢p (w,x)) = (0w, [L'(6w)]) = [L(w)]

Por outro lado, temos que r(w, x) = [L(w)], logo ¢p(w,r(w,x)) = [L(6w)].

2. Suponha agora que x # [L'(w)] mas que ¢(w,x) ¢ N(6w). Temos que ¢p/(w,x) = [L' (Qw)],
e assim r(fw, pp (w,x)) = [L(6w)] como no caso anterior. Contudo, agora temos que
r(w,x) = p(w,x). Se tivéssemos que x € (Q\L)(w), teriamos que x ¢ L(w) e assim, como
L(w) é uma vizinhanca de Q™ (w), temos que x ¢ O~ (w); logo, ndo podemos ter ¢(w,x) ¢
0(fw) o que implicaria ¢(w,x) ¢ N(6w), um absurdo. Logo, devemos ter que x € L(w).
Portanto, p(w,x) = [L(w)] e entdo ¢p(w,r(w,x)) = [L(6w)].

3. Suponha agora que x # [L’(w)] e também que ¢(w,x) € N(fw). Por um lado, temos que
pp(w,x) = p’'(w, p(w,x)). Vamos considerar dois subcasos: primeiramente, suponha que
¢(w,x) € L' (6w). Assim, teriamos que p’(Qw, p(w,x)) = [L'(Qw)]; logo, r(6w, ¢p (w,x)) =

r(w)([L (w)]) = [L(6w)]. Caso contrario, terfamos que p’ (0w, ¢(w, x)) = ¢p(w,x) e assim

r(@w, ep (w’x)) = p(ew’ t,o(w,x)) = QO(Q),X)

em que a ultima igualdade segue porque ¢(w,x) ¢ L' (fw) C L(6w). Estas sdo entao as
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identidades do lado esquerdo da Equacao 17. Para estudar a expressao do lado direito, note
que r(w,x) = p(w,x) jdque x # [L'(w)]; mas, justamente porque x # [L'(w)], temos que x ¢
L’ (w) o que implica que x ¢ L(w). Portanto, p(w,x) = x. Assim sendo, se ¢(w,x) € L' (6w),
temos que ¢(w,x) € L(6w) e portanto ¢p(w,x) = p(Ow, ¢(w,x)) = [L(6w)]; agora, no

segundo subcaso, temos que se p(w,x) ¢ L’ (6w), entdo ¢p(w,x) = p(Qw, p(w,x)) = ¢(w, x).

Vamos mostrar que g.c. existe um inteiro aleatério n = n(w) tal que
P{w|¢* (w, (N N L)(w)) C L' (6xw), para algum k < n(w)} =1 (18)

i.e., em algum momento a intersecdo de N(w) com L(w) é quase certamente toda mapeada para

dentro de L’(w). Suponha o contrario, i.e., sendo
Q = {w|3x € (N\L)(w) tal que ¢*(w)(x) € (N\L")(0rw), para todo inteiro k > 0}

vamos assumir entio que P(Q) > 0.

Defina o seguinte conjunto aleatério

L(w) = () ¢~ 0k, (N\L) (0r0))) [ (N\L) (w)

k>0

Intuitivamente, podemos entender L(w) como a intersecio de todas as imagens de ¢ ¥ (6xw) :
(N\L")(0xw) — X com (N\L)(w), ou seja, sdo os x € X tais que x € (N\L)(w) e x = X (0rw)(y)
para algum y € (N\L’) para todo k € N. Logo, L(w) # 0 se w € Q. Defina, entao:

L(w) seweQ

N(w) = -
S(w) se weQ\Q

Portanto, ¢*(w, N(w)) c (N\L')(6xw) quase certamente para todo inteiro k ndo negativo.
Logo, sendo Qg (w) = M50 l(Uksn % (0_rw, N(O_rw)) o conjunto 6mega limite de N, temos que
Qy ¢ um conjunto aleatério compacto invariante em cl(N\L').

De fato, se w € Q\Q, temos que N(w) = S(w) e logo Qg (w) € S(w) pois S(w) ¢ invariante
maximal e portanto Qg (w) C cl(N\L’)(w) dado que S(w) C cl(N\L’)(w); por outro lado, se w € Q
temos que para todo k > 0 vale que x € L(w) é tal que x = ¢*(6rw)(y) com y € (N\L')(6rw),
inclusive para k = 0 logo x = y em (N\L’)(w) e portanto L(w) C cl(N\L').

Temos que Qg (w) C S(w) P-q.c., j4 que S(w) é o conjunto invariante maximal dentro de

cl(N\L")(w). Assim, pela implicacao

x € " (04w, N(0-4w)) Vk e N = x € () el(|] ¢* (01w, N(0_1w))

n>0 k>n

e pela propriedade que 6, (w) tem de preservar a medida de probabilidade, segue que, usando o
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fato de que (0, w) = Idx e da hipédtese de ¢(w, L(w)) C intL(6w),

P{w|Qg(w) € L(w)} > P{w|e*(0_rw, N(0_xw)) € L(w), Vk € N}
= P{w|¢*(w, N(w)) C L(6rw), Vk € N}
> P{w|N(w) c L(w)}

P(Q) >0

em que esta tltima igualdade segue da definicdo de N(w) e do fato de L(w) C L(w) para w € Q.

Assim sendo, mostramos que P{w|Qg (w) € L(w)} > 0. Como P{w|S(w) C L(w)} > P{w|Qg(w) C
L(w)}, temos entao que P{w|S(w) C L(w)} > 0. Isso contradiz a hipdtese que L(w) N S(w) = 0
para quase todo w € Q em razao de L(w) por defini¢ao ser uma vizinhanca de N~ (w).

O inteiro aleatério n(w) pode ser escolhido mensuravel. De fato, para cada w € Q, seja
k(w) = inf{m € N|¢"(w, (N N L)(w)) € L' (6,,w)}. Pela argumentagdo acima, temos que k(w) é
finito. Por argumento andlogo ao feito no Lema 3.5 da referéncia (Liu, 2005) e pela Proposigao
0.40, a fungdo w — k(w) é mensuravel. Seja n(w) = k(w) + 1. Vale naturalmente que a equagao

19 é satisfeita para algum k < n(w)
¢"(w,N(w) N L(w)) ¢ L' (6rw) (19)

e a v.a. n(w) assim definida ainda é mensuravel.

Definimos o inteiro aleatdrio n como n(w) se n(w) > n(fw) e como n(fw) se n(w) < n(6w). Note
que este novo inteiro aleatdrio ainda satisfaz a relagao dada na Equagao 19.

Note que (Q\L)(w) = (N\L)(w) pois Q(w) = N(w) U L(w). Definimos um mapa aleatorio
s(w) : Qr(w) = Np/(6,w) por

S(@)(x) = [L'(6nw)] se x = [L(w)]

% (w, p’(w)(x)) caso contrario

em que p’ : N — Ny, é o mapa quociente aleatério e n = n(w).

Portanto, s(0w,¢p(w,-)) = ¢p,/(Ons1w, ¢p (0w, s(w,-))) P-q.c., de maneira andloga ao ra-
ciocinio usado para mostrar a igualdade da Equagao 17.

O mapa s(w) ¢é continuo em Qr (w)\[L(w)], dado que é a composicao de mapas continuos.
Existe uma vizinhanca aleatéria V(w) de L(w) tal que ¢(w,V(w)) C intL(6w) ja que ¢(w) é
homeomorfismo. Para cada x € V(w), comr n(w) > n(fw), obtemos que ¢*(w)(x) € L' (frw) para
qualquer x € V(w) e algum k < n(w) usando a relacao dada na Equagao 19 e, portanto, ¢, (w) o
p’(w)(x) = [L'(8,w)]. Portanto, s(w) também é continua no ponto [L(w)]. A mensurabilidade
de s(-,w) é clara.

Pela definicao de r(w) e s(w), vale para P-quase todo w, que

s(w, r(w)) = Qorlg’(w’ ))’ r(enw’ s(a), )) = Qorlg(w’ ))
e portanto a equivaléncia por shifs aleatorios prometida é alcancada. O

Lema 0.32. Suponha que P(w) = (N,L)(w) e P'(w) = (N’,L)(w) sdo dois pares filtra¢ao para
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S(w), com N(w) C N'(w) e ¢(w, L(w)) C intL(6w) quase certamente. Entdo os mapas aleatorios

induzidos ¢p : N — N e ¢pr : Ny — N} sdo equivalentes por shifts aleatorios.

Demonstragao. Defina um mapa aleatério r(w) : Np(w) — Nj (w) por

o < | @] s = (L)

p’(w)(x) caso contréario

em que p’ : N'(w) — Nj(w) é o mapa quociente aleatério. Temos que r(w)(:) é continua,
r(-)(x) é mensuravel e r(Qw, pp(w, ) = pp (w, r(w,-)) para P-quase todo w. Esses resultados sao
mostrados de maneira andloga a feita no Lema 0.31.

Como L(w) é uma vizinhanga aleatéria de N~ (w), ¢(w, (N\L)(w)) C intN(6w) P-q.c. Portanto,
como assumimos que ¢(w, L(w)) C intL(Aw) q.c., temos que ¢(w, N(w)) C intN(6w) P-q.c. dado
que intL(6w) C intN(fw) pois L(fw) C N(6w). Neste caso entdo, temos que Qn (w) (C intN(w)
P-q.c., ja que ¢(w, N(w)) C intN(w)) é o conjunto compacto invariante maximal aleatério dentro
de N(w).

Vamos decompor o conjunto aleatorio (N’\N)(w) definindo dois conjuntos aleatérios Ni(w) e

N3 (w) da seguinte maneira:
Ni(w) = {x | x € (N'\N)(w), ¢*(w)(x) € (N'\L)(6rw) para todo k € N}

No(w) = {x | x € (N'\L)(w), 3k € N tal que ¢*(w)(x) € L(6rw)}

Em outras palavras, os elementos de Ni(w) sdo os elementos de (N'\N)(w) que em nenhuma
iterada ¢" (w) sao nunca mapeados para L(6,w); No(w) é apenas o complementar deste conjunto.
Pela defini¢cao de Nj(w) e a propriedade de 6, de preservar a medida, obtemos que Qp, (w) C
cl(N'\L)(w) para P-quase todo w. Pela definicao de Na(w) e a invariancia positiva de L(w) da
hipétese, i.e., por ¢(w, L(w)) C intL(Aw), temos que Qu,(w) C L para P-quase todo w.
Como S(w) e Qp (w) sdo os conjuntos invariantes maximais respectivamente em cl(N’\L)(w) e
L(w) (e note que Qp (w) é invariante maximal aleatério em L(w) apenas porque estamos assu-

mindo invaridncia positiva neste conjunto), temos
Qnn\n(w) = Qn, (w) U Qp,(w) C S(w) Uy (w) C intN(fw)
pelo Lema 0.45. Portanto,
Qn' (w) = Qn(w) U QNN (w) C intN(w) (20)

Logo, existe um inteiro aleatério n = n(w) (de fato, n(w) pode ser escolhido mensurdvel como na

prova do Lema 0.31) tal que
" (0_rw, N' (6_rw)) C intN(w) sempre que k > n(w) — 1 (21)

pela invariancia positiva de N’ (w) que mostramos na relacao 20. De fato, para qualquer conjunto
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aleatério invariante positivamente D(w), temos
0" (0_,,D(O_,")) C " (0_n-, D(O_11")), sempre que n > m
Logo, pela propriedade de 0,, de preservar a medida, temos

P{w| ¢ (w, N’ (w)) C intN(0,w), n > n(w)}
= P{w|¢"(0-,0,N' (6_,w)) C intN(w), n>n(w)} =1

Vamos ajustar o inteiro n = n(w) aleatério acima de tal forma que n(w) > n(6w) como na prova
do Lema 0.31 de modo que ele ainda satisfaca a relagao estabelecida na Equagao 21. Defina um

mapa aleatério s(w) : Ny — Np(6,w) como

S(@) () = [L(6nw) se x = [L(w)]

p(0,w, " (w)(x)) caso contrario

com o mapa quociente aleatério p(w) : N(w) — Np(w). Note que

S(@(,(), SDP' ((,l), )) = (P1A3(Hn+1w’ ‘pP(ana S(U), ))

para P-quase todo w, em que esta relacao é mostrada de maneira analoga a demonstracao feita
no Lema 0.31.

Temos que s(w,-) é continua em Nj(w)\[L(w)] j& que ela é a composicao de dois mapas
continuos. Como assumimos que ¢(w, L(w)) C intL(fw) e ¢ é um homeomorfismo, existe uma
vizinhanca aleatéria V(w) de L(w) tal que ¢(w, V(w)) C intL(fw). Pela escolha de n(w) > n(fw),
temos que s(w,V(w)) = [L(8,w)] , e assim s(w) é continua em [L(w)]. A funcao s(:)(x) é
mensuravel obviamente.

Pela definicao de r e s, obtemos que

r(enwv S((,l), )) = ()07113’ (('()9 ')’ S((,(), 7"((1), )) = ()Dr[l’(wa )
para P-quase todo w. O

Teorema 0.33. Suponha que P(w) = (N,L)(w) e P'(w) = (N',L")(w) sao dois pares filtragdes
aleatorios para S(w). Entdo os mapas induzidos ¢p : Np(w) — Np(w) e ¢pr : N, (w) — Np,(w)

sao equivalentes por shifts aleatorios.

Demonstragao. Pelos Lemas 0.19 e 0.20, temos que existe uma variavel aleatoria € > 0 tal que
cl(Ce(N\L, S)(w)) = cl(Ce(N'\L', S)(w)) € int(N(w)\L(w)) Nint(N'(w)\L"(w)) (22

P-quase certamente.
Defina B(w) = cl(Ce(N\L, S))(w). Assuma que Bg(w) é uma vizinhanga aleatéria suficiente-
mente pequena de B~ (w) em B(w), de modo que Py(w) = (B, By)(w) é um par filtracao aleatorio

para S(w) pelo Teorema 0.26.
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Vamos provar que ¢p e @ps sao shift equivalentes mostrando que ¢p, ~ ¢, € ¢p, ~ pp' €
al usamos a Proposigao 0.30 para garantir que ¢p ~ ¢p. Como provar ¢p, ~ ¢ps € analogo a
mostrar que ¢p, ~ ¢p, faremos a demonstracao apenas deste ultimo.

Como B(w) € (N\L)(w), B(w) pode ser considerado um subespaco de Np(w)\[L(w)] pela
identificacdo Np(w)\[L(w)] = N(w)\L(w). Pela definicdo de B~ (w), para uma varidvel aleatéria
arbitraria x(w) € B~ (w), nao pode existir uma e-cadeia de ¢p(0_1w)(x(A-1w)) para S(w) com
probabilidade positiva ja que ¢(w, x(w)) ¢ (N\L)(6w) pela definicao de B~ (w), logo ¢(w,x(w)) €
L(6w) e S(8w) N L(Aw) = 0 pela defini¢ao de par filtragdo. Portanto, Qp-(w) N S(w) = 0 P-q.c.

Como ¢p(w,+) : Np(w) — Np(fw) e pela compacidade de Ny (w), obtemos que Qg- # 0 e
Qp-(w) C N (w) P-q.c.

Mas existem apenas dois conjuntos invariantes aleatdrios em N (w) com respeito a @p(w),
dados por S(w) e {[L(w)]}, em. Logo, Qp-(w) = {[L(w)]}.

Pelo Teorema 0.28, temos que [L(w)] C intgo;l(ew)([L(Ha))]) para P-quase todo w. Entao

existe um inteiro aleatério n = n(w) tal que, sendo L(w) = intgo;l (w)([L(Ow)]), temos que
o8 (w, B~ (w)) € L(rw), Kk >n(w) P-q.c. (23)

pela propriedade de preservar a medida de 6,, justamente porque existe um n(w) mensuravel tal
que:
¢p(w, B (w)) = [L(Ohw)],  P-q.c.

dado que Qp-(w) = {[L(w)]} e temos ainda a hipdtese que ¢(w, L(w)) C intL(w).
Note que o inteiro aleatério n = n(w) pode ser escolhido ainda mensuravel e de modo a satisfazer
n(w) € n(fw) de maneira similar ao argumento usado no Lema 0.31.

Como By é uma vizinhanga suficientemente pequena de B~, obtemos
¢p(w, Bo(w)) = [L(Opw)], P-q.c.
Defina um novo conjunto aleatério:
K(w) = cl(intep" (nw, [L(0nw)])) N Ni(w)

Como [L(w)] C intgo;l(éw)([L(Gw)]) e n(w) < n(fw), temos que gp(w, K(w)) C intK(fw) para
P-quase todo w, e Bop(w) C intK(w) pela definicao de K(w).

Seja Q(w) = (BUK,K)(w) e R(w) = (Nr,K)(w). Entao Q e R sao pares filtracao aleatérios
para S(w). Pelo Lema 0.31 obtemos que ¢p, ~ 9o e pelo Lema 0.32, ¢o ~ ¢g. Logo, nés temos
que ¢p, ~ ¢r pela Proposicao 0.30.

Seja R(w) = (N(w), p~ (w), K(w)) com p(w,-) : N(w) — Nz(w) o mapa quociente aleatério.
Pelo Lema 0.31, temos que ¢p ~ ¢g. Identificando os espacos pontuados aleatdrios e os mapas

aleatérios de espacos pontuados correspondentes R e R (¢r ~ ¢j), temos que ¢p ~ gr ~ pp,. O
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4 Definicao e Propriedades

Antes de definir o Indice de Conley aleatério para SDA discretos, vamos definir homotopias

aleatorias e continuagoes aleatérias. O objetivo é mostrar que o indice é invariante sob estas.

Definicao 0.34. Seja C um espaco pontuado aleatério e f um mapa aleatério que preserva o
ponto base tal que f(w) : C(w) — C(8,w) é continuo e f(-)(x) é mensurdvel com n = n(w). Seja
Mc.n 0 espago de todos os mapas aleatérios g(w) : C(w) — C(0,w) tal que g(w)(-) é continua e
g(-)(x) é mensuravel com n = n(w).

Suponha que C = Ny com L € N. Dado um w € Q fixado qualquer, definimos

dx(x,y) se x,y € (N\L)(w)
dy(x,y) =140 sex =y =[L(w)]
distx(y, L(w)) sex = [L(w)] ey € (N\L)(w)

Para f,g € Mc n, defina

do(fs8) = sup dg,o(f(@)(x),g(w)(x))

xeC(w)

Podemos mostrar que d, (-, -) é uma métrica no espago pontuado. Com isso em mente, é claro

que:

e d,(f,g) > 0 para todo w e para todas f,g € Mc.n, e do(f,g) = 0 se, e somente se,
f(w) = g(w) em C;

o d,(f.g) =du(g. f) para todo w
e para quaisquer f,g,h € Mc,, e todo w, do,(f, h) <dy,(f,g) +dw(g. h).

Portanto, (Mc ,, d) é um espago métrico aleatdrio com a topologia induzida pela métrica aleatéria
da Defini¢do 0.34. Uma familia de mapas aleatérios {f,} € Mc., converge a f na topologia C°-

aleatéria se lim, 0 d, (f, g) = 0 P-quase certamente.

Definicao 0.35. Sejam f e g elementos em Mc,,. Dizemos que f é homotopicamente

aleatdria a g (f = g) se existe um mapa
H:[0,1]xQxC —C
tal que
e H(-,w,") : [0,1] X C(w) —» C(8,,w) é continuo
o H(t,,x):Q — C(6,) ¢é mensurdvel
e H, = H(t,-,-) preserva o ponto base de C

° H(O’ "') = f()()
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e H(1,-,) =2()()

Lema 0.36. A homopia aleatéria = como na Definicao 0.35 € uma relacdo de equivaléncia em

M. para um conjunto aleatorio compacto C.

Demonstracgao. E suficiente mostrar que a homotopia aleatdria é transitiva, ja que ela é claramente
simétrica e também reflexiva (para esta tltima, basta tomar o mapa H, = H(t,-,-) = f(-)(-)
qualquer que seja t € [0, 1]).

SeF: f=geG:g=hsao mapas que tornam, respectivamente, f homotopicamente aleatéria

a g e g homotopicamente aleatoria a h, podemos definir:

F(2t,-,-) se 0 <t
H(l‘,’,-)Z 1
G(2t-1,.,:) se5<t

IA
—_ N

IA

Para qualquer w € Q, o conjunto em que F =G é {(t,x) € [0,1] X C(w)|1 = %, x € C(w)} e esse
conjunto de sobreposicao é fechado para o conjunto aleatorio compacto C. Pelo lema da colagem,
vale que H(-,w,-) é continua para todo w € Q. Pela definicao de F,G e H, vale que H(t,-,x) é

mensuravel. Portanto, f = h. O

Observagao 0.37. O Lema 0.36 nao é mais valido caso C nao seja um conjunto aleatério fechado.

Definicao 0.38. Suponha que C e D sao dois espagos pontuados aleatérios. Seja r um mapa
aleatorio que preserva o ponto base tal que r(w) : C(w) — D(8w) é continuo e r(-)(x) é mensuravel
para um inteiro aleatorio mensuravel n = n(w).

Seja Mc.p.n o espago de mapas aleatdérios que preservam o ponto base s : C — D tais que
s(w) : C(w) = D(8,w) é continuo e s(-)(x) é mensuravel para um inteiro mensuravel n = n(w).
Analogamente ao que fizemos na Definicdo 0.35, podemos definir r = s a relagdo de homotopia
aleatéria em Mc p.n.

Seja [c(w)] : C(w) — C(Ow) e [d(w)] : D(w) — D(Bw) classes de equivaléncias de homotopia
aleatérias em Mc,1 e Mp, 1, respectivamente. Dizemos que as classes de equivaléncia de
homotopias aleatérias (C, [c]) e (D, [d]) sao equivalentes por shifts aleatdrios se existem
classes de homotopia aleatéria [r(w)] : C(w) — D(0,,w) e [s(w)] : D(w) = C(0,,w) em Mc . p n,

e Mc.p.n,, respectivamente, tais que

Definigao 0.39. Suponha que ¢ é o mapa de tempo 1 de um SDA discreto, S é um conjunto
invariante isolado para ¢ e P = (N, L) é um par filtragao aleatério para S. Seja hp(S, ¢) a classe
de homotopia aleatéria [¢p] do espago pontuado aleatério Ny com representante ¢p. A classe de
shift equivaléncia de hp(S, ¢), denotada por h(S, ¢), é dita Indice de Conley aleatério para
S.

Teorema 0.40. (Propriedade da Continuagdo) Suponha que ¢;, comt € [0,1] é uma familia
de homeomorfismos aleatorios, que dependem de maneira continua (numa vizinhang¢a da C°-

topologia) de t. Se N € uma wvizinhanga isolante aleatdria para cada ¢;, t € [0,1], entdo o
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Indice de Conley h(Sy, ¢;) para t € independente de t € [0,1], i.e., h(Sy, ) = h(So, ¢o), em que

S; = Inv(N, ¢;), com t € [0,1], € o conjunto invariante isolado para ¢; em N.
Demonstragao. Segue diretamente do Teorema 0.26. O

Observagdo 0.41. Seja 0 o indice de Conley aleatdrio de espacos pontuados aleatérios que con-
sistem apenas de um ponto aleatério (o ponto base) com mapas aleatdrios constantes para quase
todo w. Portanto, h(S,¢) = 0 se, e somente se, ¢, = f para algum inteiro mensurdvel n = n(w)

e f(w) : Np(w) = Np(8,0w) é o mapa aleatdrio constante f(w, Ny (w)) = [L(6,w)].

Teorema 0.42. (Propriedade de Wazéwski) Suponha que S(w) € um conjunto invariante
isolado e que o indice de Conley para S(w) € ndo trivial, ou seja, h(S,¢) # 0. Entdo S # 0 P-q.c.

dado que 6 ¢ ergddica sobre P.

Demonstracdo. Se S = (0 com probabilidade positiva, entdao § = (0 quase certamente dada a
ergodicidade de 8, sobre P e a invariancia de S. Portanto, (0,0) é um par filtragao aleatério para
Seh(S,p)=0. O

Considere que ¢ é um SDA a tempo continuo e que ¢, (w) = ¢(h,w) : X — X é o0 seu mapa de
tempo h. Entdo ¢pé um SDA discreto gerado pelo mapa de tempo & do SDA a tempo continuo ¢
com a notacao gp';l(a)) = ¢(kh,w). Trocando n € Z por t € R nas Definigoes 0.3, 0.4 €0.5, definimos
os conceitos de vizinhanca isolante aleatéria, conjunto invariante isolado e bloco isolante aleatoério
agora para SDA a tempo continuo.

Nos préximos dois teoremas, vamos discutir as relagées dos conjuntos invariantes por um SDA

a tempo continuo e dos invariantes do mapa de tempo & deste.

Teorema 0.43. Suponha que ¢ é um SDA a tempo continuo. Se existe § > 0 tal que para qualquer
inteiro positivo h com h < ¢, vale que S € um conjunto aleatorio invariante de ¢y, entao S é um

conjunto invariante de ¢.

Demonstragcao. Temos que S é um conjunto invariante aleatério para ¢ pelo conjunto aleatério
invariante S de ¢, para 0 < h < §. Suponha que N é uma vizinhanga isolada de S com respeito a
¢ para algum h € (0,6]. Entao S c Inv(N, ¢) C Inv(N, ¢p) = S. O

Teorema 0.44. Suponha que ¢ € um SDA a tempo continuo e S € um conjunto invariante isolado

de ¢. Se existe uma vizinhanca isolante aleatoria N de S tal que o mapa
t = N(0,w) € K(X)

é continua para qualquer w fizado (em geral, pela defini¢cdo de conjunto aleatorio compacto o mapa
¢ apenas mensurdvel) em que K(X) denota o espago dos subconjuntos compactos nao vazios de
X equipado com a métrica de Hausdorff, entao S € um conjunto invariante isolado de ¢y, para

qualquer h > 0.

Demonstra¢io. Dado um h > 0 fixado, existe uma vizinhanca aleatéria compacta N ¢ N de S tal

que ¢(1,w)N(w) C N(6,w) para todo t € [0, h] e P-quase todo w € Q pela continuidade do mapa
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t — N(08;w) assumida. De fato, podemos escolher

N= () é(-t.0,0)NOw)= ¢(~1,0,w)N(0,0)
te[0,h] te[0,h]NQ

em que a segunda igualdade segue novamente da continuidade do mapa antes mencionado.
Precisamos mostrar que S = Inv(N, ¢,). Note que S ¢ Inv(N,¢p). Para qualquer x €

Inv(N, ¢5)(w), temos que gofl(a))(x) € N(6xnw) para todo k € Z. Pela escolha de N(w), te-

mos que ¢(t,w,x) € N(0;w) para todo r € R. Portanto, x € S(w) e Inv(N, ¢;) C S, donde segue a

igualdade desses dois iltimos conjuntos. m]

5 Exemplos

A Teoria do Indice de Conley para SDA apresentada anteriormente é bastante abstrata. Vamos

entao considerar alguns exemplos que concretizem a teoria apresentada neste capitulo.

Exemplo 0.45. (Matrizes aleatérias) Considere um espago de probabilidade (Q, 7, P) e duas

varidveis aleatorias R-valuadas a(w) e b(w). Defina a matriz aleatoéria

Alw) =

a(w) 0
0 b(w)

e considere o SDA com espaco de fase R? com o mapa de tempo 1 dado por A(w). Defina também

o conjunto aleatério N(w) := S'. Vamos estudar trés possiveis casos:

1. Suponha que 0 < a(w), b(w) < 1 para todo w € Q. Entao A(w)(N(w)) C intN(0(w)) para
todo w € Q, portanto N(w) é um bloco isolante aleatério. Também temos que S(w) = {0} é o
correspondente conjunto invariante isolado. Além disso, dada a restrigdo a(w), b(w) € (0, 1)
para todo w € Q, temos que N~ (w) = 0. Portanto, P(w) = (N(w),0) é um par filtracao
aleatorio para S(w). Temos o mapa de espago pontuado aleatorio relacionado a P(w) dado

por

a1 sse = [L)]
p(Bw)(Ap(w)(x)) caso contrario

e neste caso nao podemos ter ¢g(w)(x) ¢ N(6w) pois N~ = 0. Logo, nenhuma poténcia de Ap

no espago pontuado aleatério Ny (w) = N(w) U [0] pode ser homotopicamente aleatéria ao

ponto base aleatério que é um mapa aleatério constante, portanto da Observacao 0.41 temos

que h(S,A) # 0. A Figura 9 apresenta o campo vetorial dado por uma matriz aleatéria como

A(w) em que a(w) e b(w) sdo tém moédulo menor ou igual a 1; nosso sistema é dado pela

composicao de mapas desse tipo.
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Figura 9: Campo gerado por A(w) com a(w), b(w) € [0, 1]

2. Agora suponha que a(w) > 1 e b(w) > 1 para todo w € Q. Novamente temos que N(w) é um
bloco isolante aleatério e S(w) = {0} é o conjunto invariante isolado aleatorio. Contudo,
agora temos que N~ (w) # 0 para todo w € Q, entdo assuma que L(w) é uma vizinhanga
aleatéria de N~ (w) suficientemente pequena de modo que P(w) = (N(w), L(w)) é um par
filtracdo aleatério. O espaco pontuado aleatério Ny (w) pode ser entendido como S? para
cada w € Q. Além disso, o mapa Ap(w) : Np(w) — Np(6w) é uma sobrejecao. Logo,
nenhuma poténcia de Ap é homotdpica ao ponto base aleatério que é de novo um mapa
constante, logo a Observagao 0.41 temos que A(S, A) # 0. De maneira analoga, a Figura 10

mostra o campo vetorial dado por uma matriz A(w) com entradas a(w), b(w) € [1,2].
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Figura 10: Campo gerado por A(w) com a(w), b(w) € [1, 2]

3. Por fim, vamos considerar o caso a(w) > 1 e 0 < b(w) < 1 para todo w € Q. Agora,

contudo, devemos assumir que N(w) é um bloco isolante aleatério. Assim como no caso
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anterior, temos que N~ (w) # 0 para todo w € Q. Assim, novamente tome L(w) uma
vizinhanga aleatéria suficientemente pequena de N~ (w) de modo que P(w) = (N(w), L(w))
seja um par filtragdo para S(w). Entdo temos novamente que i(S,A) # 0. Mais uma vez,
temos a Figura 11 representando um campo vetorial dado por A(w) com a(w) € [1,2] e
b(w) € [0,1].
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Figura 11: Campo gerado por A(w) com a(w) € [1,2] e b(w) € [0,1]

E interessante notar como o comportamento dos campos aleatérios representados nas Figuras

9, 10 e 11 s@o, de maneira qualitativo, bastante proximos aos exemplos dados na Secao 2.1.

Exemplo 0.46. (Mapa Logistico) Considere X = [0, ) e sobre ele o modelo logistico dado

)'c=rx(1—£)
K

em que 0 <r <1 e K >0 sao duas constantes reais. Usando o método de aproximacao de Euler,

pela equacao diferencial:

podemos obter as correspondentes equagoes logisticas de diferenga da seguinte maneira:
X
Xn+l = X + hrx, (1 - ?n)

em que h é o tamanho do passo do método de Euler. Agora, vamos introduzir uma pertubacao

de r por um ruido real, digamos

r(w) =r+é&w)

em que controlamos o ruido exigindo |£(w)| < r. Assim sendo, temos as equacOes de diferenca
perturbadas :
X
X+l = Xp + hr(0ppw)xy, (1 - ?n)
Para tanto, vamos considerar as equacoes de diferenga parametrizadas com r (w) = r + 1&(w)
com A € [0, 1], dadas por:

Xn+l = Xp + hr/l(gnhw)xn (1 - %) (24>

Assim sendo, para cada A € [0, 1], as equacOes de diferenca dadas pela Equagao 24 geram um
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SDA discreto, que iremos denotar por ¢,.

Defina N = [0, M] com M > K. Em razao da hipotese |£(w)| < r, temos que ry(w) > 0 para
todo w € Q. Assim sendo, temos que ¢, (h, w)N C intN para h suficientemente pequeno. Logo,
neste caso temos que N é uma vizinhanca isolante para a familia ¢, qualquer que seja 1 € [0, 1].

Note que quando 4 = 0, i.e., para o modelo sem perturbacoes aleatorias, temos que o Indice de
Conley para o conjunto invariante isolado So = [0, K] é nao trivial. Assim, usando a propriedade
da continuacdo do Indice de Conley Aleatério temos que h(Sq, 1) = h(So, o) # 0 qualquer que
seja 4 € [0,1]. Assim sendo, pela propriedade de Wazéwski dada no Teorema 0.42 existe um
conjunto aleatorio compacto invariante para a equacao diferencial perturbada.

Agora considere qualquer intervalo fechado N contendo K mas nao contendo 0. Assim, no-
vamente para h suficientemente pequeno nés temos que ¢(h, w)N C intN. Portanto, N é uma
vizinhanca isolante para a familia ¢, para 4 € [0,1]. Novamente usando a propriedade de
Wazewski nés temos que existe um conjunto compacto aleatério invariante dentro de N; contudo,
como Npode ser escolhido suficientemente pequeno, obtemos que {K} é um conjunto compacto
aleatdrio invariante em N para a equacgao de diferencga perturbada.

Por fim, agora considere N = [0,a] com a < K. Neste caso, nés temos a seguinte inclusio de
conjuntos:

N C ¢ (h,w)intN c [0,K)

para h suficientemente pequeno, o que implica que N é uma vizinhanga isolante para a familia
@ para A € [0,1]. Novamente repetindo os argumentos usados para N e N, temos que {0} é um

conjunto compacto invariante aleatério para a equacao de diferencgas para h pequeno.
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1 Mapa da Tenda

Considere I = [0,1] € R e o mapa da tenda T : I — I dado por

2x, se x € [0,

T(x) = ]

2(1-x), sexce€ [%, 1]

N —

Munindo I com a topologia de subespaco herdada da topologia usual da reta, temos que T é
continua. Vamos estudar o SD em I cujo fluxo é dado pelas iteragoes deste mapa T. Nosso princi-
pal objetivo sera calcular os indices de Conley homotépico e cohomoldgico reduzido para conjuntos
invariantes bastantes especiais deste SD, dados por pontos fixos ou por érbitas periddicas. A es-
tratégia sera dividir este estudo em trés exemplos. Eles darao uma forte intuigao sobre o Teorema

0.12 apresentado na Secao 3, que generaliza as deducGes feitas nesta segao.

Exemplo 0.1 (Pontos Fixos). Tome S; = {0}. Vale que S; é ponto fixo e, portanto, S; é

invariante. Seja 0 < €1 < %. Defina Ny := B¢ (0) N 1. Vale que N1 = [0, €;] e também que N; é

compacto em /. Isso estd ilustrado na Figura 1.

Seja p € N1\{0} um ponto qualquer. Vamos considerar a érbita de p, i.e., o conjunto {T"(p) }nen
como uma sequéncia {L, R} de tal maneira que o i-ésimo simbolo da sequéncia associada é L
se, e somente se, T!(p) < % e, analogamente, o i-ésimo simbolo da sequéncia associada é R se, e
somente se, T (p) > %

Como mostrado em (Alligood; Sauer; Yorke, 1997), existe k € N tal que o k-ésimo simbolo da
sequéncia associada a p é R. Logo, T*(p) € [%, 1] e portanto T*(p) ¢ Ni. Logo, a érbita de p
nao ¢é invariante em N;j. Portanto, S1 = {0} = Inv(N;) C int(N1) e assim S; é conjunto invariante
isolado.

Como Ti(€1) = 2€; (ja que €1 < %), T(0) =0 e T é mondtona crescente em Ny, segue do Teorema

do Valor Intermediario que T(N7) = [0, 2€1]. Note também que, como € < %, vale T(N7) c [0, %).

bal

T(Ny)

Figura 1: N1 e seu mapeamento.
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Como % ¢ tal que T($) = €1, pela monotonicidade da funcao e pelo, Teorema do Valor

Intermedidrio, vale que T([0, %)) C [0,e1] e T([F,€e1]) C [e1,2e1], logo Ny = [§,e1]. Veja a
Figura 2.

1
H

Figura 2: N{ e seu mapeamento.

Agora, seja 0 < 61 < 5. Temos que 61 é tal que 5 -6 > 0e 5§ + 61 < €. Defina Ly =

[5 — 61, €e1]. Claramente, L é compacto de I. Também vale que, como [5 — d1,€e] C [0, %]
e, usando novamente o Teorema do Valor Intermedidrio e a monotonicidade da fungao nesse
intervalo, T(L1) = T([% —01,€1]) = [e1 — 201, 2¢1].

Como T'(5—61,€1) = €-281, temos que G < T'(5 61, €1) < €1. Logo, como Ni\L1 = [0, §-d1],
vale que T(L1) N N1\L1 = 0, como mostra a Figura 3.

Além disso é claro, por argumento analogo ao feito acima, que S1 = Inv(N71\L1).

Figura 3: T(L1) N N1\Lq = 0.

Portanto, (N1, L1) é um par-filtracao.

g 74 €
JAANAARLRNRARRLRANNSS
t AN\ )

AN \

N

Figura 4: Espaco quociente N1/L;.

Como o espaco pontuado Niz, é homotopicamente equivalente a um ponto, como mostra a
Figura 4, temos que H4(N1/L1,[L1]) = 0 qualquer que seja g > 1. Logo, a aplicagdo do espago
pontuado f, é a aplicacao nula, o que nos dd CH(S1) =0 e x(S1) = 0.

Agora, vamos considerar So = {%}. Vale que S é conjunto invariante pois % é ponto fixo. Seja
€9 > 0 tal que % < % - 26 € % + 2e9 < 1. Defina N5 = BQ(%). Vale que Ny é compacto.

Usando novamente o argumento que se baseia em identificar a 6rbita de um ponto p € NQ\{%}

com uma sequéncia {L, R}, temos que Sy = {%} = Inv(Ns) C int(N3). Portanto, So é conjunto
invariante isolado.

Como temos que T(% —€) = % + 26 € T(% —€) = % — 2€9, vale que Ny = [% — €9, % + €] é tal
que T(Ns) = [% - 262,% + 2e9] novamente usando o Teorema do Valor Intermedidrio e o fato da

restricao de T a N2 ser mondtona decrescente. E o que aparece na Figura 5.
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Figura 5: N2 e seu mapeamento.

Considere x1 = % +Z exy = % - 3. Temos que T(x;) = % —e e T(xg) = % + €3. Portanto,

- _7r2 2 €2 2 e 2 - .
Ny =[5-e,5-F]VU[5+F, 5 +e] O mapeamento de Ny ¢ mostrado na Figura 6.
Ny
: e 1
+ : 4 *
| = ‘
5_2‘2 {+‘.’r‘;
T(N]) T(N;)

Figura 6: N, e seu mapeamento.

Seja 0 < d9 < %. Temos que % <x1—09ex;+09< % + €5. Faca Lo := [%—EQ,X2+62] U [x1 -

09, % + €2]. Da escolha de 62, vale que T'(x1 — 62) <x9 e T(x9 + 82) > x1.

NI

5 f-a v2+8 5 x -4 fte 1
Iy ) 1 1
| | e H
I I T e e I |
| | | ‘;:%35: I 1 | |
: I i S ‘
! - i | - |
| e i T | \\I. ==yl !
T | Y a1 )f
§-22  Tiw —d) No\ L Tlez+62) 242

Figura 7: T(Ls) N No\Lo = 0.

Como temos que T(L2) N No\Ls = 0, como aparece na Figura 7, vale que (Na, Lo) é um par-

filtracao.
Observe que, na Figura 8, No/Ls é homotopicamente equivalente a S', e portanto vale que

Q, seg=1

H?(N3/La, [L2]) =
0, caso contrario

i-ea x2 40y & 1 — 62 Lten TN
[ETTTITNIORY SISy L \
LAMRARRARRRRT BAAAARRRRRARRE = P = | |
IR \_/
Ny ""

Figura 8: Espaco quociente No/Lo.

= [-1] o que implica que (Tll,)” = [(-1)"].

Além do mais, temos que [Tp(a@)] = —[a], logo Til,
A aplicagao do espago pontuado é mostrada na Figura 9.
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Figura 9: Aplicacao do espago pontuado.

Logo,

CH(S2) = () (Th)" (H"(Na/Ls, [La])) =< (-1) >
n>0
e x(S2) = —id.

Poderfamos também considerar o conjunto invariante dado pelos dois pontos fixos apresentados,
ie., § =10, %} De modo a construir uma vizinhanca isolante para este novo conjunto invariante
S, considere €] e €2 como dados anteriormente e defina € := min{ej, e5}. Faca entdo N1 = [0, €]
e No = [% - e,% + €]; tomando N = N1 U Ny temos que N é uma vizinhanga isolante de S, que
portanto é um conjunto invariante isolado. De fato, se p € N\S§, podemos repetir o argumento
usado acima caso ou p € N1\{0} ou p € N2\{%} (note que estes sao os inicos dois casos possiveis)
e assim § = InvN C intN. A Figura 10 ilustra o conjunto N.

N
\

N

0 2/3

Figura 10: Vizinhanca isolante para S = {0, %}

Devemos descrever o conjunto N~. Repare que como os conjuntos Ny e No sdo disjuntos,
teremos que N~ serd dado por Ny UN,, .

De fato, seja x € N7, i.e., x € N tal que T(x) ¢ N. Como N = N1 U No, temos que T(x) ¢ N
nos dé que T'(x) ¢ N1 e T(x) ¢ N2. Se x € N1, entdao em particular T(x) ¢ N1 e portanto x € Ny .
Analogamente concluimos que se x € N3 entao x ¢ N;. Logo, N~ C (N] UN,).

Para a outra inclusao, note que se x € N, por definicao x € N1 e T'(x) ¢ N1. Mas, da escolha
de €, temos que T(Nyp) C [0, %), logo T'(x) € [0, %) Portanto T(x) ¢ No ja que No C [%, 1]. Assim,
T(x) ¢ N e portanto x € N™. Raciocinio andlogo se aplica para mostrar que N; € N™. Assim
sendo, N™ = Ny UN; = [5,€] U [% — €, % -5lu [% + 5, % + €]. A Figura 11 ilustra o conjunto de
saida.
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Figura 11: O conjunto de saida N~.

A fim de construir um par-filtragdo para S, considere 1 e 82 como definidos anteriormente e

defina 0 = £. Considerando os conjuntos L1 = [§ —J,€] e Lg = [% —€,x04+ 6] U [x -6, 2 z +€l,

em que xi % +5exy= % - 5, a mesma estratégia que usamos para definir N também serd
usada aqui, i.e., defina L = L1 U Ls. Assim sendo, temos que L é uma vizinhanca de N~. Basta

verificar que T(L) N N\L = 0 para que o par (N, L) seja um par-filtragdo para S ji que é claro
que Inv(N\L) =S e S = {0, %} C int(N\L).

Figura 12: Mapeamento de L.

Temos que T(L) = T(L1) UT(L2) e N\L = N1\L1 U N3\Ly. Além disso, T(L1) =
[0 ,%) Como No\Ly C [%,1] temos que T(L1) N Na\Ly = 0. Como N;\L; = [0, 5 =
também que T(L1) N N1\L, = 0 j& que § — 6 < € =20 pois § < § pois ¢ < §. Analogamente,
verificamos que T(La) NNi\L1 =0 e T(Lg) N No\Ls = 0. Portanto, T(L)NN\L = 0 e assim temos
que (N, L) é um par-filtragao para S = {0, %} A Figura 12 ilustra essa afirmacao.

A Figura 13 ilustra que o quociente N/L é novamente homotopicamente equivalente a S*.

[€ — 26, 2€] C

4], temos

) 2 B N

FUNRANNANANY ARNAVURNANY > | )
v \ /
N N . y

Figura 13: Espaco quociente Ny .

Note que, na referéncia (Szymczak, 1995) é feita a seguinte observagao:
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Observacao 0.2. Um espaco pontuado Y com uma aplicagdo g : ¥ — Y é tal que a classe de
homotopia (Y, [g]) = 0 se, e somente se, 0 mapa g" é homotdpico a um mapa constante para

algum n € Z*.

Mas, como

[L], se x = [L]
Tp(x) =
p(T(x)), caso contrario

e temos que TI%, = [-1], segue que TI%, é tal que (T},)2 =1Id. A Figura 14 ilustra como essa aplicacao

atua sobre Ny mostrando a acao desse mapa sobre o gerador @ da homologia.

=2 —

ANNNNNNNNANANNNNNN\

R
Zh=

—k

Figura 14: Aplicacao do espago pontuado sobre o gerador da homologia «.

Portanto, como a aplicagao identidade nao é homotopicamente equivalente a uma aplicacao
constante em S' (caso contrario S! seria contrétil), segue que (N, [T,]) # 0. Neste caso, ¢é
interessante notar como a primeira entrada do indice de Conley cohomolégico reduzido carrega
a informacao sobre a aplicagdo do espago pontuado, e, geometricamente, o fato dela ter ordem
finita garante que nio estamos destruindo o buraco formado por essa S' no espaco quociente.

Logo, podemos concluir que o indice de Conley homotépico de S = {0, %} é tal que h(S) # 0.

Exemplo 0.3 (Orbitas de Periodo 2). Vamos considerar mais uma vez o SD discreto dado
pelas iteradas do mapa da Tenda definido na Se¢ao 1. Além dos conjuntos invariantes dados por
pontos fixos, também podemos considerar conjuntos invariantes dados pelas orbitas periddicas.
Primeiramente, vamos considerar uma érbita de periodo 2 dada pelos pontos % e %,
p1= % e po = % temos que T(p1) = p2 e T(p2) = p1 e portanto S := {p1, po} é invariante. Iremos

i.e., chamando

calcular o indice de Conley para S.

Precisamos construir N de modo que este conjunto seja uma vizinhanca isolante para S. Para
tanto, considere 0 < € tal que [p1 — 2¢, p1 + 2¢] € (0, %) e [p2 — 2¢€, ps + 2€] C (%, 1). Defina
Ny =[p1—€,pi1+€] e Ny :=[pa—¢€,pa+e] efaca N = NJUNy. A Figura 15 ilustra este conjunto.
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Figura 15: A vizinhanca isolante N de S = {p1, p2}.

Por um argumento andlogo ao que fizemos no Exemplo 0.1 temos que N~ = N UN, e portanto

segue que N~ = [p1—€,p1—§]U[p1+ 5. p1+€|lU[p2—€p2—5]U[pa+§,p2+el

Wz W
NS N

Figura 16: Mapeamento de N~ pelo mapa da tenda.

Agora vamos provar que S = Inv(N). Para tanto, seja p € N\S um ponto qualquer. Suponha
primeiro que p € Ni\{p1}. Logo, existe um y com 0 < |y| < € tal que p = p; +7y. Note
€ €

que, se |T*(p) — p1| > 5 ou IT*(p) — pa| > 5 e T*(p) € N, temos que T*(p) € N~ e portanto
Tk+1(p) ¢ int(N). Para a érbita de p, temos as seguintes igualdades:

T(pi+y) = p2+2y
T(p2+2y) = p1-4y
T(p1—-4y) = p2-8y
T(p2-8y) = p1+16y

e assim por diante de modo que podemos escrever que T?(p) = pi + (=1)k2%ky e T2+1(p) =
pa+ (—1)k22k+1y o que nos dé [T (p) — p1] = 2%y e |T**1(p) — po| = 22k*1y. Mas, sabemos que
existe n* € N tal que |27 y| > 5. Portanto p ¢ Inv(N). Assim, N ¢ vizinhanga isolante de S que
portanto se torna um conjunto invariante maximal isolado.

Seguindo a mesma ideia geométrica de anteriormente, tome € = €(5) de tal forma que 0 <6 < 5.
Defina os conjuntos Ly := [p1—€,p1—5+0]U[p1+5—06,p1+€] e Ly = [pa—€,p1—5+5]U[p2+
5 =0, p2 +€] e, novamente, tome L := L1 U Ly. Usando a mesma argumentacao que fizemos acima
para provar que S = Inv(N), podemos mostrar que S = Inv(N\L). Também ¢é claro da definicao
que L é uma vizinhanca de N™. Agora devemos verificar apenas que T(L)NN\L = 0 para concluir

que (N, L) é um par-filtracao. A Figura 17 ilustra o comportamento desse conjunto.
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Figura 17: O conjunto L e seu mapeamento comparado a N\L.

Temos que T(L) =T(L1)UT(L2). Vamos usar mais uma vez o Teorema do Valor Intermediario,
o fato de Ly c (0, %) e Ly C (%, 1) e notar que o mapa da tenda é mondtono em cada um destes
intervalos. Defina LE [p1—€,p1—5+d]e LD [p1+5—0,p1+e€]. ComoT(p1—¢€)=p2—2e
e T(p1—§+0)=pa—€+26, temos que T(Lf) = [p2 — 2¢, p2 — € + 26]. Note que T(Lf) - (%, 1),
logo T(Lf) NNi\L; = 0. Além disso, como ps — € + 25 < pa — 5 +0 jd que 0 < 5, temos que
T(Lf) N[p2—5+06,p2+5—0] =0, e portanto T(Lf) NN3\Ls = 0, o que nos da T(Lf) NN\L=0.
Raciocinio analogo mostra que T(L?)HN_\L =0. Como L; = LfULlD, temos que T(L1)NN\L = 0.

Por outro lado, definindo Lg = [p2—€,p1—5+0d]e Lé) = [p2 + § — 6, p2 + €], temos que
Loy = L2E U Lé’. Como T(p2 —€) = p1+2eeT(p1— 5 +0J) = p1+e— 26, temos que T(Lg) =
[p1+€—26, p1+2€], logo T(LE) c (0, %), e portanto T(Lg) ﬂm. Como p1+§ -0 < p1+€-26,
pois ¢ < §, temos que [p1+€-26, p1+2€|N[p1—5+0, p1+§—0] = 0 e portanto T(Lg)ﬂm =0
Assim sendo7 T(LQE) N N\L = (. Analogamente podemos mostrar que T(Lg) N N_\L = 0. Logo,
T(Ly) N N\L = 0. Isto conclui o que gostarfamos de provar e portanto temos que (N, L) é um
par-filtracao para S.

Logo, temos que N/L é homotopicamente equivalente a S' Vv S como ilustra a Figura 18, e

portanto temos que
QeQ, seg=1

0, caso contrario

N y Lo
B ’
AANENVANRAY ANANARANANRY —_— QQ
ANEANRRRRRRNANY ANVANERRRNRY

ﬂ'rl 7\2 Sl i Sl

HY(N/L,[L]) =

Figura 18: Espago Pontuado Np.

Agora, temos que estudar o comportamentos dos dois geradores, os quais chamaremos de a e

B como ilustrados na Figura 19, que também exemplifica esse mapeamento.

105



Anélogo Aleatério de Sharkovysk

« 6]
Niga W~ N

AR AN
INANNANNANNNNNY NNNANNNANNNNNY

Pl——

INNMAANARRANANNY ANNNNRY
INANANANNANNNNY ANRANANANNNANY
—a 5

Figura 19: Aplicacao do espaco pontuado.

Temos que [Tp(a@)] = [B] e [Tp(B)] = —[a], o que nos da (Tllj)1 = . Assim sendo,

-1 0 0 1 1 0
€omo (Tll,)2 = [ 0 -1 ], (T}JS = [ 10 } e (T}J)4 = [ 01 ‘, nds temos que Im((TI},)") =<

(1,0), (0,1) > qualquer que seja n > 1, o que nos da

CH'(8) = \(Tp)"(H' (N1, [L])) =< (1,0), (0,1) >

n>1

e assim também temos que y!(S) é T;. Portanto, temos:

0
Qo Q, ,seq=1
Con?(S) = 1 0

0 , caso contrario

Usando a Obervacao 0.2 colocada ao final da Secao 1, do fato da aplicagao (T},) possuir or-
dem finita, podemos novamente concluir que A(S) # 0. Geometricamente, de novo temos que a
aplicacao de espaco pontuado nao desaparece com os geradores @ e S da homologia em nenhum

momento, logo eles nao sao contraidos.

Exemplo 0.4 (Orbita de Periodo k € N). Do Teorema de Sharkovsky, apresentado na re-
feréncia (Alligood; Sauer; Yorke, 1997), sabemos que o mapa da tenda possui érbitas periddicas
de todos os periodos. Assim sendo, cada 6rbita periédica {p1, p2,...,pr} com k > 2 é um con-
junto invariante. Iremos agora calcular o correspondente indice de Conley para estas dérbitas.
Primeiramente, note que nenhum destes pontos pode ser igual a 0, % ou 1 ja que se, por exemplo,
tivéssemos p; = %, terfamos T(p;) = 1 e portanto T?(p;) = 0 que é ponto fixo, logo p; nao poderia
fazer parte de uma érbita de periodo k.

Assim sendo, fixe um k > 1 qualquer. Vamos considerar uma érbita de periodo k& dada por
{p1,p2,...,pr} de modo que T(p;) = p;+1 parai € {1,...,k =1} e T(px) = p1. Primeiramente,
devemos definir N de modo que S := {p1, ..., px} seja igual a Inv(N), mostrando que S é um con-
junto invariante isolado. Para tanto, vamos generalizar o que fizemos no Exemplo 0.3. Considere
€ > 0 de modo que [p; —2¢,p; +2€] N [pj—2€,pj+2€] =0 casoi # j paratodoi,j€{l,...,k} e,
além disso, que também satisfaca [p; —2e, p; +2€] c (0, %) caso p; < % ou [p;—2¢, p;+2€] C (%, 1)

1
caso p; > 5.
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Pi

Figura 20: Vizinhanca N; de p;.

Defina N; = [p; —€, p; +€] para cadai € {i,...,k} e considere N := Ule N;. A Figura 20 ilustra
um destes N;. Queremos mostrar que S é o invariante maximal de N. Para tanto, precisamos
identificar o conjunto N™. Paracadai € {1,...,k}, temos que N; = [p;—€, pi=5|U[pi+5, pi+e] C
N; o conjunto de saida de N;. De fato, suponha primeiro que p; < % Temos que, da escolha de
€, N; c (0, %), logo usando o Teorema do Valor Intermediério, o fato de T|y, (x) = 2x e o fato de

T(pi) = 2p; = pi+1 (em que estamos identificando pg4+1 com pi), segue que
T(N;) = [pi+1 — 26, pis1 — €] U [pis1 + €, pis1 + 2€]

Portanto, temos que T(N; ) Nint(N;4+1) = 0. Note que pelas exigéncias na escolha de €, temos
também que T(N; ) C [pi+1 — 2€, pis1 + 2€] é tal que T(N;) N [p; — 2€, p; + 2€] = O para qualquer
J€{l,...k}\{i + 1}. Assim sendo, T(N; ) Nint(N) = 0. Além disso, repare que
€

T(N:\N;) =T((pi - 5

6 .
»Pi t 5)) = (pis1 — € pi+1 + €) Cint(Niy1)

logo T(N;\N;) C int(N). Isto conclui a prova que de fato N; é o conjunto de saida de N;.
Consideremos agora o caso em que p; > % ¢ andlogo. Como T|n,(x) = 2(1 —x) e T(p;) =

2(1 = p;) = pi+1 (mais uma vez identificando pg41 com p1), temos
T(N;) = [pis1 — 26, pix1 — €] U [piv1 + €, pis1 + 2€]

A sequéncia de argumentos é andloga; gostariamos apenas de nos atentar que, no caso p; < %
temos que T([p; — €,pi — §]) = [pi+1 — 26, piv1 — €] e T([pi + §,pi + €]) = [pis1 + € pir1 + 2¢],
enquanto que para p; > § temos que T([pi —€, pi— §1) = [pis1 + €. pist +2€] e T([pi + 5. pi+el) =
[pi+1 —2€, pi+1 —€]. Esta troca altera significativamente o indice de Conley que estamos prestes a
calcular. A Figura 21 ilustra o conjunto N; e seu mapeamento. Repare que a ilustracao independe

da funcao ser crescente ou decrescente em p;.

Ny

Pi N;

pis1 Nip1
N 22 \NAANAV NN 2
AN
| |
T(N,)

Figura 21: O conjunto de saida de N;.

Por um argumento analogo ao que fizemos nos Exemplos 0.1, temos que N~ = Uf;l Ny éo
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conjunto de saida de N.

Verifiquemos que S = Inv(N). Claramente, temos que S C Inv(N), entdo devemos apenas
verificar a outra inclusdo. Para tanto, considere p € N\S. Logo, existe um i € {1,...,k} tal
que p € N;\{pi}. Podemos escrever p como p = p; +7y com 0 < |y| < €. Suponha por absurdo
que T"(p) € N para todo n € N. Entao |y| < §, j& que caso contrdrio p € N~, contradizendo a
hipétese de que 7" (p) € N para todo n € N. Sabemos que existe n* € N tal que § < 2 |y| < €, ja
que o conjunto {n € N : 2"|y| > 5} é nao vazio e portanto admite um elemento minimo. Note que,
se p < %, temos T(p) =2p = pis1 +2y ese p > %, temos T(p) = 2(1 = p) = pij+1 — 27y. Em ambos
os casos, temos que |T(p) — pi+1] = 2y e portanto T(p) € Niy1 (j4 que, por hipdtese, T(p) € N),
em que T(p;) = pi+1 € S. Assim sendo, T(p) = p' em que p' = piy1 +2y' e 0 < |y!'| = 2y|.
Repetindo o argumento, temos que se p! < %, entdo T(pl) = 2p' = pisa + 2y' e se pt > %
entdo T(p') = piy2 — 2y! em que T(pis1) = pir2 € S. Novamente, em ambos os casos temos que
IT2(p) = pisa] = 2|y*| = 2%|y|. Prosseguindo com esse argumento, apés n* pontos teremos que
T (p) é tal que |T™ (p) = pian-| = 2 |y| em que pisn- € S. Tomando pjsn = p; paral € {1,...,k}
temos que T" (p) € Ny e [T" (p) — pi| = 2" |y| > 5, logo " (p) € N, e portanto T" (p) e N", 0
que é um absurdo. Assim, concluimos que S = Inv(N).

Agora construiremos o conjunto L de modo a obter um par-filtragao. Considere 0 < 6 < §.
Defina os conjuntos L; := [p;—€, pi—=§+0]U[p;i+5-0, pi+e€] efaga L = U{le L;. E claro da definicao
que L é uma vizinhanca compacta de N~. Além disso, como N\L = U{-‘zl ([pi - S+0,pi+t5— 6]),
pelo o argumento usado para mostrar que S = Inv(/N) temos que § = Inv(N_\L). Assim sendo,
para concluir que (N, L) é par-filtracdo para S, basta apenas verificar que T(L) N N\L = 0. A

Figura 22 ilustra o que provaremos sobre o mapeamento de L;.

Pit+1 N/,Jrl \ L;+1
ANAMARAN
NN
| |

Figura 22: Mapeamento do conjunto L; pela tenda.

1
5.
T(L;) = [pi+1—2€,pir1—€+20]U[pir1+€—20, piy1+2€] C [pir1—2€, piy1 +2€]. Segue, da escolha

Seja i € {1,...,k} qualquer. Suponha primeiramente que p; < Neste caso, temos que
de €, que T(L;)NN; = 0 para todo j # i+1, o que nos da para esses indices que T(L;) "\N;\L; = 0.
Além disso, observamos que Niy1\Li+1 = [piv1— 5+, piv1+5—0] eque pir1—€+20 < pip1—5+6
e pi+1 + 5 — 0 < piy1 + € — 20 justamente porque 0 < 5. Portanto, T(L;) N Ni41\Li4+1 = 0. Como
N\L = U{'{=1 N;\L;, temos que T(L;) N N\L = . Como a escolha de i € {1,..., k}era qualquer e
T(L) = {'(:1 T(L;), segue que T(L)NN\L = 0. Com isto, concluimos que (N, L) é um par-filtracao
para S. E interessante notar que, embora a escolha de € de fato dependa da disposigao dos pontos

de S em [0, 1], a escolha de é depende apenas de €.
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O espaco quociente N/L é homotopicamente equivalente a S'V---v S, Geometricamente,
———

k—vezes
a ideia é que cada um dos quocientes N;/L; é homotopicamente equivalente a S! e temos uma

colagem em N /L de k desses quocientes. Note que, embora T'(p;) = p;+1 paratodoi € {1,...,k-1}
e T(pr) = p1, ndo é necessariamente verdade que p; < --- < pg; logo a Figura 23 possui uma
ilustracao de uma permutacao de {1,...,k} de modo que ela satisfaca p;; < --- < p;.. Assim
sendo, temos que

@leQ, seqg=1

HY(N/L,[L]) =
0, caso contrario

5 T 1

H A B B8 B B
% N, N % N;
Pi P e Do

L 1 |

SCD /) s

|
|

N

e

— .
( / k-vezes

st

Figura 23: Espago pontuado Ny para uma 6rbita de periodo k.

Para entender a aplicacdo do espaco pontuado, precisamos entender o mapeamento dos gera-
dores [a1],..., [ar] de HY(N/L,[L]) correspondentes a cada quociente Ni/L1,...,Nx/Lr. Va-
mos estabelecer um andlogo do que foi construido no Exemplo 0.3. Sabemos que, para cada
i €{1,...,k} (e identificando px+1 com p1), a classe [a;] corresponde ao quociente N;/L; em que
pi € o unico ponto de S que pertence a N; (justamente porque, da escolha de €, as vizinhancas
de cada ponto da 6rbita foram escolhidas disjuntas). Temos duas possibilidades: se p; < %, entao
T|n,(x) = 2x, logo [a;] é levado por T1£ para [ai+1]; se p; > %, entao T|n,(x) = 2(1 —x), e portanto
[@;] é mapeado por T}, para —[ai+1]. A Figura 24 ilustra os dois possiveis comportamentos da

aplicacao do espacgo pontuado sobre um destes geradores [a;].
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AN a; BN

m *—W

|\ o S

[ @it1 N %+ Y
Figura 24: Aplicacao do Espago Pontuado para uma érbita de periodo k.

Assim sendo, temos que T}, é uma matriz da forma

0 0 0 oy
oy 0 0 0
0 g9
| 0 0 -+ o1 0|
em que 0; = 1 ou 0y = -1 de acordo com p; < 1 ou p; > 1 , respectivamente. Note que:
0 0 0 Ok-10% 0
0 0 0 0 010k
12 g1079 0 0 0 0
(TP) =
0 02073 0 0 0
0 0
0 0 ce Ok-20k-1 0 0
E se prosseguirmos assim sucessivamente nao é dificil de ver que:
[ o1...0% 0 0
0 oy...0% 0 0
(THF = 0 0 o1...0% 0
0
0 0 0 oo O1...0% |

e assim temos que (T5h)X = +Idgxx, logo (T1)%* = Idg«k e portanto T tem ordem finita. Logo,
P P P

temos que

CHY(S) = ﬂ(T}J)"(Hl(NL, [L]) =< (1,...,0),...,(0,...,1) >

n>1

e novamente e assim temos que y'(S) seria T}J. Portanto, temos que o indice de Conley é dado
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por
0O O 0 ox
o 0 0 0
ok Q| 0 oy --- 0 0 , seqg=1
Con4(S) = = ?
0 0 Ok-1 0
0, caso contrario

Repare que novamente temos uma aplicacao de espaco pontuado de ordem finita. Como a

aplicacao identidade em S' v ---Vv S' ndo é homotopicamente equivalente a uma aplicacdo cons-
————

k—vezes
tante, ja que teriamos que este espaco seria contratil, temos que A(S) # 0 usando mais uma vez

a Observacao 0.2.

2 Orbitas Periodicas

Com base na anélise feita no Exemplo 0.4, iremos fazer uma generalizacao agora considerando
f:C — C com C c R um compacto. Novamente, iremos estudar um conjunto invariante dado
por uma, 6rbita periédica de periodo k € N assumindo que f é C! em alguma vizinhanca de cada
um os pontos desta érbita e tém derivada em mdédulo maior que 1 nos mesmos. Geometricamente,
temos entao um comportamento analogo ao que estudamos na tenda.

E interessante notar uma diferenga substancial entre os dois indices de Conley estudados na
Secao 1 em que consideramos o SD dado pelas iteradas do mapa da tenda. Enquanto conseguimos
calcular explicitamente o indice de Conley cohomolégico reduzido, conseguimos apenas garantir
que o indice de Conley homotépico é diferente de zero. Contudo, isso ja é suficiente para o nosso
principal objetivo, que é demonstrar um andlogo do Teorema de Sharkovsky para o caso aleatoério
e sera apresentado na Secao 3. De fato, para atender a hipdtese da propriedade de Wazewski
precisamos apenas garantir que A(S) # 0 de modo a concluir que o conjunto invariante maximal
seja nao vazio. De qualquer modo, é interessante notar que os exemplos feitos na Secao 1 reiteram
a dificuldade do calculo do indice de Conley homotdpico enquanto apresentam o indice de Conley
cohomoldgico reduzido como uma opcao frente a este desafio.

Por fim, fazemos uma ultima observacao sobre o problema que estamos prestes a estudar.
A referéncia (Mrozek, 1990) discuti um SD e suas drbitas periddicas sob condigdes bastantes
parecidas com o apresentado no Teorema 0.5, mas buscando respostas sobre outro indice, o
indice de Conley cohomolégico. Além disso, Mrosek apresenta uma visdo mais categoérica desta
teoria do Indice de Conley, de forma que as demonstracoes sao bastante distintas da apresentada

neste trabalho.

Teorema 0.5. Seja um C C R um intervalo compacto da reta, f : C — C uma fungdo continua
e um SD discreto dado pelas iteradas de f. Suponha que S = {p1,...,px} C int C seja uma
orbita periddica de periodo k € N\{0} de f com f(p;) = pi+1 para todoi € {1,...,k -1} e

f(pr) = p1. Suponha também que exista um y; > 0 tal que fl(p;—y; pi+y:) € C! neste intervalo e
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satisfaz | f'(p;)| > 1. Entdo

0 0 0 o
o 0 .- 0 0
& Q| 0 oo -+ 0 0 || seqg=1
Cond(s) ={| "= _
0 0 e Ofk-1 0
0, caso contrdrio
em que 0y =1 5€ fl(pi—yi,pi+yi) € crescente e 0y = =1 se f|(pi—y.,pi+vi) € decrescente. Além disso,

também temos que h(S) # 0.

Demonstragao. Temos que, para qualquer i € {1,...k}, a aplicacao f|(p;—y;, pi+y:) € C! e satisfaz
| f'(p:)] > 1. Como f’ é continua neste intervalo e |f'(p;)| > 1, podemos encontrar y;. tal que
| f'(p)| > 1 para todo p € (p; — y;.,p,- + y;.). Repare entao que em todos os pontos do intervalo
(pi — y;, pi + y;.) a derivada tem o mesmo sinal. Portanto, em cada um destes intervalos a
funcao é mondtona crescente ou decrescente de acordo com o sinal positivo ou negativo de f’(p),
respectivamente. Esta observacao serd essencial para determinarmos o valor que cada o; assume.
Tome y = min{yll, cees y}(} > 0. Resumidamente, temos que f|(p,—y,p;+y) € C', monétona e satisfaz
|f'(p)| > 1 para todo p € (p; —y,pi +7y) e para todo i € {1,...,k}.

Vamos considerar uma vizinhanca N; = [p; —€, p; + €] com 0 < € < y escolhido de tal forma que
NiNNj=0sei# jquaisquer que sejam i, j € {1,...,k}. Podemos fazer tal escolha de € j& que
estamos sempre tratando de um conjunto S = {p1,..., px} finito. Usando o Teorema do Valor
Intermediério, temos que f(N;) é um intervalo contendo p;.1, e é igual a [f(p; — €), f(p; + €)]
se f|n, € crescente ou igual a [f(p; + €), f(pi — €)] se f|n, é decrescente. Assim sendo, como
f(N;) é uma vizinhanga de p;.1, podemos escolher € suficientemente pequeno de modo a satisfazer
também f(N;) N f(N;) =0 para i # j. Por fim, seja N = Ufle N;.

Vamos fixar um i € {1,...,k} qualquer. Primeiramente, suponha que f|n, é crescente, logo

M > 1, e lembrando que

f'(p) > 1 para todo p € N;. Assim sendo, temos que
f(pi) = piy1 identificando pry+1 com pi, temos que f(p; + €) > € + p;+1. Pelo Teorema do Valor
Intermedidrio existe um (tinico, j4 que a fungao ¢ mondtona em [p;, p; +€]) ponto g} € (p;, p; +¢€)

—f(p")_{(p"_f) > 1, temos que f(p; — €) < pis1 — €.

tal que f(q]) = € + pi+1. Analogamente, como
Como f(pi—¢€) < pi+1—€ e f(pi) = pis1, temos que existe um g; tal que g; € (p; —€, p;) tal que

f(q;) = pi+1 — €. Portanto, o conjunto dado por [p; —€,q;] VU [q], pi + €] é tal que

fpi—€q;1V gl pi+€]) = [f(pi—€),pir1 — €]l U [pis1 + €, f(pi +€)]

e também satisfaz f([p; —€,q; 1V [q], pi +€]) C f(N;). Definindo N = [p; —€,9;7]1U [g}, pi + €]
temos que f(N;) Nint N; = @ para todo j € {1,...,k}, e portanto f(N; ) Nint N = @ para todo
ie€{l,...,k}. Além disso, N;\N; = (q;,q}) é tal que f(N;\N;) = (pis1 — €, pir1 +€) =intN; 1 C
int N. Portanto, N7 ¢ de fato o conjunto de saida de N; por f.

Repare que o mesmo resultado segue de maneira andloga para o caso f|y, decrescente. De fato,

temos que ) > 1 e assim f(pi—€) > e+ piy1 . Entao encontrarfamos q; € (p; — €, p;)

112



Anélogo Aleatério de Sharkovysk

tal que f([pi — €,97]) = (pis1 + €, f(pi — €)). Por outro lado, como —f(pi)_f(p"“)

> 1, temos
que f(p; +€) < pis1 — €, e, portanto, encontramos um g; € (p;, p; + €) tal que f([g;,p; +€]) =

(f(pi + €), pis1 — €). Definindo N7 = [p; — €,9;] U [q], pi + €] temos novamente que

fpi—€,q;1V1q].pi+e€l) = [pis1 +€ f(pi+€)]U[f(pi —€), pi+1 — €]

e além disso f([p; —€,97 1V [q],pi + €]) C f(N;). Mais uma vez, temos que f(N;)Nint N; =0
para todo j € {1,...,k}, e portanto f(N;) Nint N = @ para todo i € {1,...,k}. Também neste
caso N;\N; = (q;.q}) é tal que f(N;\N;) = (p; — €, p; + €) = intN;. E assim, novamente, N; é o
conjunto de saida de N; por f.

Fazendo N~ = Uf:l N7, temos que f(N7)NintN = Qe f(N\N~) C int(N), logo N~ € o conjunto
de saida de N.

Vamos mostrar que S = InvN. Para tanto, seja p € N\S e suponha que f"(p) € intN para todo
n € N. Como p € N\S, temos que p € N; para algum i € {1,...,k} e p # p;, logo p = pi +
para algum @ > 0. Como f” é continua, estd bem definida em N que é compacto e |f'(p)| > 1
para todo p € N, temos que existe 8 > 0 tal que |f'(p)| = 1 + B8 para todo p € N. Temos que
|M’ > 1+, logo |f(p) = pis1]l = a(1 + B). Fazendo p' := f(p) temos que p' é tal que
p' € Niy1 por hipétese (j4 que f(p) € N e p € N;) e é tal que |p! — pi+1| = a(1 + ). Novamente,
temos que % > 1+, e portanto | f(p1)—pis2| = a(1+8)%, i.e., | f2(p)—pis2] = a(1+p)%.
Repetindo este argumento, temos que as iteradas de p sao tais que |f"*(p) — pi+n| = a(1 + B)" €
uma sequéncia divergente pois 8 > 0, e como f"(p) € N para todo n, temos que existe um n* tal
que | (p) = pisnt| € N3, -, 0 que nos da uma contradigao, jd que terfamos f7 1 (p) ¢ int N.

Por fim, devemos definir um conjunto L de modo que (N, L) seja um par-filtracdo para S
sob f. Para tanto, sabemos que L deve ser uma vizinhanga compacta de N~ e deve satisfazer
f(L)n N_\L = (. Novamente, repare que como f’ é continua e estd estd bem definida em N que é
compacto, temos pelo Teorema de Weierstrass que existe M € R* tal que |f’(p)| < M para todo
p EN.

Vamos comecar fixando um i € {1,..., k} qualquer. Vamos supor, primeiramente, que f|y, é
crescente. Considere g; e gj como escolhidos anteriormente. Considere o ponto dado por g; +;

flg; +6:)—f(q;)
5

com §; > 0 de forma que g; +6; < p; e g7 —6; > p;. Temos que < M, o que

nos da f(q; +0;) <OM + p;y1 — € e vamos pedir também que 0; satisfaga 6;M + p;y1 —€ < g
fla)-f(qf-6i)
Oi

i+1°
Analogamente, como g; — §; > p;, temos que < M, implicando —6;M + p;11 + € <
f(gi = 6;), e também pediremos que —6; M + p;41 + € > q},,. Claramente temos que existe J;
satisfazendo tais condicdes, i.e., temos que: f(q; +6;) < q;,, e qf,; < f(gf —6;).

Agora, suponha que f|y, é decrescente. Considere novamente ¢g; e g como escolhidos anteri-

ormente e ¢; > 0 tal que g; +6; < p; e g —d; > p;. Temos entao que w <M o que
implica que —6; M +p;41+€ < f(q; +9;), e assim escolhemos §; de modo que g}, | < —0;M +p;41+€.

flg7-0)-f(q])
5

Por outro lado, < M e assim f(q:r —0;) <O6;M + p;i+1 — €, e escolhemos §; de modo

a satisfazer 6; M + pir1 —€ < ¢ Portanto, temos que existe §; > 0 tal que f(q;r —-6;) < 41 ©

i_+1'
g, < f(g; +6;). Por fim, fazendo ¢ := min{d1, ..., 0z} temos as mesmas desigualdades conside-
rando 6 no lugar de 9;.

Definindo L; = [p; —€,q; +6]U[q] =6, pi + €] temos que f(L;) = [f(pi—¢), f(q; +0)1U[f(q] -

6), f(pi+e€)] no caso de f|y, ser crescente e f(L;) = [f(pi+e), f(g] —0)]U[f(q; +6), f(pi—€)] no
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caso de f|n, ser decrescente. Em ambos os casos temos que m = [q;,,+6.4q},, =] e, Segue
da definicao de 6 que f(q; +96) < q;,, e qf,, < f(q] +9), e, portanto, f(L;) N Nis1\Liz1 = 0. Da
escolha de cada N;, também ¢ claro que f(L;) ﬂm = 0 qualquer que seja j € {1,...,k}\{i+1}.
Portanto, f(L;) N N_\L = 0.

Definindo L := Uf:l L;, temos que L é um compacto que satisfaz f(L) ﬂN_\L = (. Ademais, por
um argumento andlogo ao que fizemos para provar que S = Inv(N), verifica-se que S = Inv(N\L).
Claramente, da construgao de L, temos que L é uma vizinhanca de N~. Portanto, (N,L) é um
par-filtracao para S.

Assim como no Exemplo 0.4, temos que o espaco quociente N\L é homotopicamente equivalente

a S'v---v Sl ji que cada quociente N;/L; é homotopicamente equivalente a S' e temos uma
——

k—vezes
colagem em N/L de k desses quocientes. De maneira andloga a este mesmo referido exemplo,

temos que para cada i € {1,...,k} (e identificando px4+1 com p1), a classe [@;] corresponde ao
quociente N;/L; em que p; é o unico ponto de S que pertence a N;. Temos duas possibilidades:
se f'(pi) > 0, entao f|n,(x) é crescente, logo [;] é levado por f}, para [a;+1]; caso contrério, i.e.,
se f'(pi) <0, entao f|n,(x) é decrescente, e portanto [@;] ¢ mapeado por fI}, para —[a;+1]. Logo,

temos que f; é uma matriz da forma

0 O 0 o
o 0 .- 0 0
0 (]
0 0 - o1 O
com o; =1 ouoy =-1se f'(p;) >0 ouse f'(p;) <0, respectivamente. Assim sendo, novamente
f; é de ordem finita e temos entao:
0 0 0 (s
op 0 .- 0 0
ok Q| 0 oy - 0 0 , seqg=1
Con?(S) = =
0 0 Ok-1 0
0, caso contrario

Note que temos uma aplicagdo pontuada em Ny que possui ordem finita. Como o espago N

(que é homotopicamente equivalente a S' V.-V S') ndo pode ser contraido a um ponto j& que
————

k—vezes
seus geradores nao sao destruidos por T}) em nenhuma iterada, (T}))" nao é homotopicamente

equivalente a uma aplicagao constante para nenhum n € N. Portanto, usando mais uma vez a

Observacao 0.2, temos que A(S) # 0. O

114



Anélogo Aleatério de Sharkovysk

3 Teorema de Sharkovsky

Na Secao 2 consideramos um sistema dinamico discreto dados pela iterada de um mapa f definido
num intervalo compacto. Assumindo que este mapa é continuo e diferencidvel na vizinhanca de
pontos que formam uma orbita periédica em que cada ponto dessa érbita tem derivada em mdédulo
maior que 1, fomos capazes de calcular o indice de Conley cohomoldgico reduzido e garantir que
o indice de Conley homotdépico é diferente de zero.

Sobre a existéncia de érbitas periddicas em sistemas dinamicos discretos, temos um importante
teorema chamado de Teorema de Sharkovsky. No que segue para a discussao desse resultado,
nos basearemos principalmente por (Alligood; Sauer; Yorke, 1997). Considere sobre N a seguinte

ordenagao
3<5<7<9...2-3<2:-5<-.-<22.3<222<2.5<...

e<23.3<23.5<...<24.3<24.5<-..<23<22<2<1

Teorema 0.6 (Teorema de Sharkovsky). Suponha que f € uma fungdo continua definida
num intervalo compacto da reta e tem uma Jrbita periddica de periodo p € N. Suponha que, na
ordenacdo < acima, tenhamos p < q. FEntao, f também possui uma orbita de periodo q. Em
particular, temos que se f possui uma orbita de periodo 3, entao f possui orbitas de todos os

periodos.

Com resultado do Teorema 0.5, temos conhecimento do indice de Conley cohomolégico reduzido
e do indice de Conley homotdpico para SD discretos gerado por um mapa f definido num compacto
que é continuo e também diferenciavel nos pontos periédicos com mdédulo da derivada maior que
1. Note que o Teorema de Sharkovsky ainda é valido nesta situagao.

Poderiamos nos questionar o que aconteceria com tais 6rbitas se submetéssemos este SD a uma
pequena pertubacao aleatdria. Para tanto, primeiramente temos que entender o que significaria
uma érbita periédica dentro do contexto de SDA discretos. Vamos propor uma definigdo que
estende o que é uma 6rbita peridédica de periodo k num SD discreto. A ideia central é a seguinte:
a 6rbita de um ponto p sob a acdo de SDA pode cometer pequenos erros, num sentido de pe-
riodicidade, controlados com uma variacao de tamanho € que, por sua vez, é controlada pela
intensidade do ruido produzido pelo SDA. Assim sendo, precisaremos colocar uma dependéncia
de um parametro € > 0 na definicao. Além disso, também iremos pedir que, para qualquer outra
iterada [ com 1 <[ < k, a érbita de p esteja a uma distancia de p maior que este €, a fim de
cobrir as exigéncias da minimalidade de k.

Em outras palavras, quando consideramos uma érbita de periodo k num sistema dinamico
discreto deterministico, queremos dizer que a cada k iteradas o ponto p retorna ao mesmo lugar.
Contudo, quando estamos sob a acao de um SDA, o ruido pode fazer com que percamos informacao
sobre a localizacao exata de p apds k iteradas, ou seja, apés k iteragoes temos apenas densidades
de probabilidades dessa localizaggao. A chave central é entender que essas densidades podem ser

controladas quando temos controle sobre a intensidade ruido.

Definigao 0.7. Dizemos que um SDA ¢(t, w) sobre um espago métrico (X, d) admite uma (e, k)-

6rbita peridédica de periodo k € N se existem {p1,..., pr} C X satisfazendo

d(p(t + k, ) (pi), d(t,w)(p;)) <€ Vie{l,... k},VreNPq.c.
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de modo que, para qualquer outro / € N tal que 1 </ < k tenhamos
d(o(t+1L,w)(pi),d(t,w)(p:) > Vie{l,...,k},¥t e NP-q.c.

A Figura ilustra o que estd posto na Defini¢ao 0.7.

/ s * / P I
| .
f,.’ Y . r_)pl ,wl{pa) |
! * (2 wiip) — {
/ Plew)ip2 /
/ VRS
[ [ \ o
| | | o AL whp)
| ’ N fo '
I (2,w) () \\\__/ ’/_/"'
Il.\ L] -F--/_(’
N —

Figura 25: Representacao de uma (€, 3)-6rbita periddica.

Repare que para um SD discreto, i.e., se anularmos as pertubagcoes que caracterizam o SDA,

temos que uma 6rbita periddica de periodo k é na verdade uma (e, k)-Orbita peridédica para todo

e€>0.

Encontramos uma definicao alterativa para o que seria uma Orbita periédica num SD escolhido

de maneira aleatéria na referéncia (Andres, 2008). A diferenga essencial é que trocamos o erro

deterministico de tamanho € pela existéncia de uma varidvel aleatéria que nos conta como sao

as orbitas periddicas em cada sorteio. A ideia é que a trajetoria de um ponto desta dérbita é

descrita por uma variavel aleatoria e temos a mesma definicao de érbita periddica para o caso de

SD discretos a menos, possivelmente, de um conjunto de medida nula.

Definicao 0.8. (Andres, 2008) Sejam A C X um conjunto fechado, X um espaco métrico, e

considere um operador aleatdrio (i.e., ¢ é mensurdvel na o-édlgebra produto) ¢ : Q x A — P(X)

tomando valores nos conjuntos fechados de X. Uma sequéncia de mapas mensuraveis {vi}le, em

que v; : Q — A para todo i € {0,...,k — 1}, é uma k-6rbita aleatéria associada a ¢ se:

1. viz1(w) € p(w, vi(w)) para todo i € {0,...,k —2} e vo(w) € ¢(w, vi-1(w)) para quase todo

w € Q.

2. a k-6rbita aleatéria nao é um produto de érbitas formada andando p vezes com um natural

p satisfazendo p > 1 por uma m-érbita com mp = k.
3. Para quaisquer i, j € {0,...,k — 1} com i # j temos que v;(w) # v;(w).

A Figura ilustra a Definigdo 0.8 para o caso k = 4.
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Figura 26: Ilustracao de uma 4-érbita aleatéria associada a ¢.

Andres demonstra em (Andres, 2008) um andlogo aleatério do Teorema de Sharkovsky, colocado

no seguinte teorema:

Teorema 0.9. (Andres, 2008) Suponha que f(-,x) : Q& — R € mensurdvel para todo x € R num
espaco completo mensurdvel Q, e que f(w,:) : R = R € continuo para quase todo w € Q. Se,
para algum k € N vale que f possui uma k-drbita aleatoria, entao f também admite uma n-orbita

aleatoria para qualquer k < n.

A diferenca substancial entre o Teorema 0.9 e o apresentado neste trabalho no Teorema 0.12
¢é que a aleatoriedade do processo considerado no referido artigo é dada no momento da escolha
do mapa, e a partir dai o sistema segue deterministicamente. De maneira intuitiva, quando
consideramos um operador aleatorio ¢ como na Definicao 0.8, estamos estudando o seguinte
problema: a cada ponto do espago Q, identificamos uma funcao A(w) : A — P(X). Quando nos
perguntamos sobre uma érbita periédica desse operador, estamos procurando uma sequéncia de
v.a. que caracterize érbitas periddicas das fungoes A(-) quase certamente. A Figura 27 nos da
uma ideia do que seria uma Orbita periddica como na definicao acima para o caso de um operador

aleatério tomando valores em R.
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Figura 27: Orbitas estudadas pela Definigao 0.8

Uma das desvantagens de adaptar essa defini¢do para o caso de SDA é que nao podemos
considerar o sistema descrito pelas iteradas desse operador aleatério ¢, ja que ele toma valo-
res em subconjuntos de X, enquanto que a construcao de um SDA por um homeomorfismo
aleatério exigiria que este operador tomasse valores em conjuntos unitarios. Mas facamos essa
experiéncia mesmo assim. Logo, considere a Defini¢ao 0.8 para SDA gerados por um homeomor-
fismo aleatério. Teriamos que o primeiro item dessa definicao se escreveria da seguinte maneira:
vir1(w) = ¢(w, vi(w)) para todoi € {0,...,k -2} e vo(w) = ¢(w, vi-1(w)) para quase todo w € Q.

E isto no revela mais um problema: estas relacoes nao fazem sentido para o problema que
estamos estudando pois deveriamos, ao menos, reescrever estas duas igualdades quase certa como
vir1(0w) = p(w, vi(w)) e vo(Bw) = p(w, vi_1(w)), de modo a considerar a atualizacdo do sorteio
pelo SD 6 em Q; isso implicaria as devidas igualdades subsequentes, i.e., deveriamos obrigar
v1(0w) = ¢(w, vo(w)), o que implicaria v (02w) = ¢(Ow, p(w, vo(w))), e assim por diante.

Uma adaptagao desta definigao para SDA foi feita em (Kliinger, 2001). Contudo ela depende
que o espaco métrico considerado seja R, pois ela depende de uma ordenacao total dos elementos

do espaco. Ela esta colocada na sequéncia.

Defini¢ao 0.10. (Kliinger, 2001) Considere um SDA ¢ gerado por ¢ com fluxo mensurivel 6
sobre R. Suponha que 8,, seja ergddica para P. Uma varidvel aleatéria x : Q — R é um ponto
periddico aleatoério de periodo k € N se ¢(k, w)x(w) = x(6rw) P-q.c. Dizemos que ela tem
periodo minimal aleatério k se, além disso, ¢(I, w)x(w) # x(6;w) com probabilidade positiva
para todo [l € {1,...,k —1}.

Dizemos que k € N varidveis aleatdrias x; : Q —» R com i € {1,...,k}, em que x1 < x9 <

-+ < xg P-qg.c., é um ciclo periédico aleatério de periodo k € N se existe uma permutagao
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deterministica 7 € Sy tal que ¢(w)x;(w) = X7 ;) (Bw).
Mais ainda, dizemos que essas varidveis aleatérias formam um ciclo periédico aleatério
de periodo minimal k € N se ¢(/,w)x;(w) # x1(6jw) com probabilidade positiva para todo

le{l,...,k—1}
Por fim, considere agora um SDA ¢ gerado por ¢ com ruido 6 sobre um espago polonés X
Dizemos que um conjunto aleatério invariante P : Q — P(X) (i.e

(ndo necessariamente R)

¢(w)P(w) = P(6w) P-q.c.) é uma érbita periddica aleatdria de periodo k se #P(w) = k P-q.c.,
em que #P(w) é a cardinalidade de P(w). Dizemos que P tem periodo minimal k se P nao

contém nenhum subconjunto invariante aleatorio préoprio e nao vazio.
A Figura 28 representa um ciclo periédico aleatério. Note como, neste caso, é considerada a

atualizacao do fator aleatério w por 6.

|
|| 1 ,:(.ﬁgwlj I|
| - |
l||| I ‘_./' ||+ ..\H"k._\ |II
\ \ ) R ra( By -
\ | ¥ - o1 F2ibe) p(thw) |
\ pla)| 7 ¢ w1 (fw) \‘\\ /
II"\ _Jf'l . -__ I \\ II|II
\ — | 21 (6w) v
.!-[l:i-bl_]h\ll_ - ___: - __lr_ __*______-!_[(eibb':l |+
_________'_'hl'- - ) H.....- I H'_.:w ___I T —_
s 0
Figura 28: Representacao de um ciclo periédico aleatorio.

Ja a Figura 29 nos mostra uma representacao de uma orbita periédica aleatéria.

Figura 29: Representacao de uma orbita aleatéria.

Kliinger mostra em seu trabalho um analogo do Teorema de Sharkovsky. A principal diferenga
entre o enunciado do Teorema 0.11 e do Teorema 0.12 consiste nas hip6teses sobre o SDA que

estamos considerando. No trabalho de Kliinger o andlogo esta enunciado da seguinte maneira:

Teorema 0.11. (Klinger, 2001) Considere um SDA gerado por ¢ com ruido 6 tal que 6, é
ergodico para todo n € N e seja {x1(w),...,xr(w)} um ciclo periddico aleatdrio de periodo minimal

k em que x| < --- <xp P-q.c. Entdo, para todo n € N tal que k < n, vale que ¢ admite uma drbita

aleatoria de periodo minimal n ou 2n.
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Assim sendo, o Teorema 0.11 ndo garante a existéncia de uma érbita periddica aleatéria de
periodo n para todo k < n na ordenacdo de Sharkovsky, apenas garante a existéncia de uma
orbita periddica aleatéria de periodo n ou 2n. O que fazemos no enunciado do Teorema 0.12 ¢é
acrescentar hipdteses sobre o SDA considerado de modo a provar a existéncia de tais érbitas de

fato para todo k < n como no enunciado original do Teorema de Sharkovsky.

Teorema 0.12 (Andlogo Aleatério do Teorema de Sharkovsky). Considere sobre um intervalo
compacto C C R uma func¢ao continua f : C — C. Considere o SD discreto dado pelas iteradas
de f. Suponha que, se f admite uma orbita periddica de periodo k > 2 com k € N dada pelos

pontos pi, ..., Pk, entdo este conjunto satisfaz a sequinte condi¢do:

(%)  Existe uma vizinhanca de raio €; ao redor de p;
de modo que f € diferencidvel em p; e |f'(pi)| > 1

e cada um desses pontos p; sao tais que p; € int C

Suponha que f admite uma orbita de periodo n € N. Eziste um € > 0 tal que, para todo SDA de
C em C com ruido 0 ergddico sobre P gerado por um homeomorfismo aleatorio ¢ na vizinhanga de
raio € da C°-topologia aleatoria de f tal que existe uma familia {@ataero,1] de homeomorfismos
aleatdrios dependendo de maneira continua de A € [0,1] com g = f e ¢1 = ¢, existe uma (€', k)-
orbita periodica para € dependendo de k suficientemente pequeno para todo n € N com k < n.

Além disso, existe wma orbita periddica aleatdria de periodo k para todo k € N comn < k.

Demonstracdo. Considere um SD gerado por f como no enunciado. Considere uma familia de
homeomorfismos aleatérios {@a}ae[0,1] definidos em C tomando valores em C que dependem de
maneira continua de A tais que ¢g = f e ¢1 = ¢ em que ¢ pertence a uma vizinhanca €; > 0 da
topologia C° aleatéria de f de modo que o Teorema 0.26 seja valido.

Pelo Teorema de Sharkovsky enunciado em 0.6 temos que para todo k € N com n < k é tal
que existe uma Orbita periédica de periodo k no SD gerado por f. Assim sendo, f admite uma
orbita peridédica de periodo n e érbitas peridédicas de periodo k para todo n < k. Vamos denotar
este subconjunto de N por O.

Usando a hipétese (x), temos que cada 6rbita de periodo k € O fixado estd nas condigoes do
Teorema 0.5. Assim sendo, existe uma vizinhanca e, > 0 desta 6rbita periddica de tal forma que
N; = [p; — €2, p; + €3] sao tais que N = U{.‘ZIN,- e f(N;) N N; = 0 para todo i # j ¢ uma vizinhanca
isolante de S = {p1,...,px} por f.

Como a topologia C° num compacto coincide com a topologia gerada pela norma infinita, temos
que |p(w)(x) = f(x)] < € para todo x € C P-q.c. Podemos tomar €; suficientemente pequeno
de modo que para qualquer i € {1,...,k} tenhamos {¢(w)(p; — €), p1(w)(p; + €)} NintN = 0
para todo A € [0,1]. Isso é possivel pois da demonstracao do Teorema 0.5 temos que {f(p; —
€), f(p;+€)}NintN = 0 para todo i € {1,...k} e, como a distancia entre ¢,(w)(x) e f(x) pode
ser limitada por um 0 < € < €] tao pequeno quanto se queira uniformemente em C, garantimos a
existéncia de tal €.

Logo, tomando N(w) = N para todo w € Q com N como colocado acima, temos que N é tal
que ¢, (w)(ON(w))NintN (6w). Portanto, N tal que Inv(N(w), ) C intN(w) P-qg.c. e assim N(w)

é uma vizinhanga isolante aleatéria para todo ¢, com A € [0, 1]. Portanto, estamos dentro das
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hipéteses da propriedade da continuacao, e assim h(Sy, ¢) = A(S, f). Mas, do Teorema 0.5, temos
que h(S, f) # 0, logo h(S,, ¢) # 0. Ou seja, o conjunto invariante maximal aleatério pelo SDA
gerado por ¢ é nao vazio.

Assim sendo, existe p € InvN(w). Temos entao que existe i € {1,...,k} tal que p € N;.
Suponha que exista g € C tal que g € InvN(w) N N; e g # p. Faca d = |p — g| > 0 Da hipdtese (x)
existe um B > 0 tal que |f’(x)| = (1 + B) para todo x € N. Logo,

(1+p)"d

IA

|/ (P) = pa(n, w) ()| + |pa(n, w)(p) — pa(n, w)(@)| + |pa(n, w)(p) — f"(q)
2€ + [pa(n, w)(p) — da(n, w)(q)|

IA

Portanto, |¢1(n, w)(p)—d1(n, w)(q)| > (1+8)"d—2¢. Como existe n* € N tal que (1+8)" d—2€ >
2€7, temos que eventualmente os pontos p e g nao pertenceriam a um N; para j € {1,...,k}
em alguma iterada. Isto contradiz a hipdtese de p,q € InvN(w). Repare que este argumento
s6 é possivel pois sabemos que se x € InvN(w) com x € N; para algum i € {1,...,k}, entao
pa(w)(x) € Nip1 (fazendo a identificacdo k + 1 com 1) ji que ¢,(-) é continua P-q.c. Logo,
InvN(w) é um conjunto aleatério tal que InvN(w) = {p, #(1,w)p,d(2,w)p,...,d(k — 1,w)p} P-
g.c. Portanto, por definicao este conjunto é uma érbita periddica aleatéria de periodo k.

Além disso, InvN (w) é tal que este conjunto de pontos forma uma (e, k)-6rbita peridédica. Isto
vale justamente porque os mapas ¢,(:) é continuo P-q.c. para qualquer A € [0,1] e como o
mapa f = ¢g é tal que um ponto em N; N InvN(w) é mapeado para N1 (novamente fazendo a
identificacao k + 1 com 1) temos que de k em k iteradas um ponto retorna ao seu subconjunto

N;, e para qualquer outra iterada ele esta fora deste conjunto. O

Conjetura 0.13. A hipdtese (x) no Teorema 0.12 pode ser retirada.

4 Mapa da Tenda Aleatorio

De modo a exemplificar o Teorema 0.12, facamos uma pertubacao sobre o mapa da tenda. Re-
tornando ao exemplo de sistemas dindmicos aleatérios gerados por um sorteio de mapas como
descrito na Secao 3.2.1, vamos considerar uma familia de mapas construida a partir de um des-

locamento aleatério do pico do mapa da tenda, como mostra a Figura 30.

— -0.0648607
0.132441
0.00878952

— 0.0415522

— 0.138669

— 0.078329

— -0.0463735
-0.0969184

Figura 30: Familia de mapas aleatdrios.
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Formalmente, considere o espago X = (=£,£&) com & < % fixado e equipado com a distribuigao
uniforme na o-algebra de Borel deste espaco. Este parametro & serd nossa fonte de controle sobre
a pertubacao que estamos adicionando ao sistema dinamico. Podemos associar a cada elemento

v € X uma funcao da familia de mapas ¥ com elementos T(y) : [0,1] — [0, 1] da forma

2
2 ,0<x

1
T(y)(x) = { *% =2ty
20-x) 1 <x<1
-3y ~2TY=sXs

Estas funcoes sdo chamadas de mapas da tenda assimétricos. Assim sendo, temos uma medida
de probabilidade sobre o espaco ¥. De maneira analoga ao que fizemos anteriormente, podemos

considerar o espaco de probabilidade das sequéncias com entradas em ¥ dado por
Q=F"={w: (T(),T(y1),...) com T(yx) € F qualquer que seja k € N}

e equipamos Q com a medida de Bernoulli definida nos cilindros e induzida pela medida uniforme

em X. Portanto, temos o SDA dado por

¢(t,w)(-) =T(yi-1) oo T(y0) (). (1)

Basicamente, estamos a cada iterada do sistema sorteando um mapa da tenda assimétrico por
sortearmos um y € X, e assim cada elemento de [0, 1] é mapeado a cada instante por um mapa
possivelmente diferente do anterior como mostra a expressao de ¢(t, w).

Vamos usar a propriedade da continuacao para decidir sobre a existéncia de um conjunto
invariante maximal dentro de uma vizinhanca do ponto % Considere € > 0 satisfazendo [% -
26,% + 2¢€] C (%, 1), i.e., as propriedades que pedimos para € no Exemplo 0.1 e vamos supor
agora que |£] < £ e exigir que % + €] < % — 2€ (esta segunda exigéncia nos garante que o mapa
é decrescente em N). Defina N = [% - 6,% + €] e, para A € [0, 1], considere a familia de mapas
aleatorios T definidas de [0,1] em [0, 1] dada por

. 1
T()’)(x): ﬁ aOSx§§+/ly
A 2(1-x) 1 Ty < .

1—2/1)/ a§+ ’)/_x_

e note que quando A4 = 0 temos o mapa da tenda original. Queremos mostrar que N é uma
vizinhanca isolante aleatéria para toda T,(-) qualquer que seja A € [0,1]. Novamente, temos que
para mostrar que N é uma vizinhana isolante, devemos provar que Inv(N) C intN; para tanto, é

suficiente mostrar que dN = {% —€, 2 + €}vale que Tq(y)(ON) NintN = 0 qualquer que seja y € X.

2
Seja entao y € X qualquer. Temos que T) (y)(% —€) = i’j—;; e vamos mostrar que T4 ()/)(% —€) >
2
% + €; de fato, ij;; > % +e = % + 2€ > (% +€)(1—-2y) ja que y < % obrigatoriamente; Logo,

—4 .
temos % + 2€ > (% +6)(1-2y) & €> Ty —2ve e, por fim, como y pode assumir valores tanto
. - -4 .. [ -4
negativos quanto positivos, temos que € > Ty — 2vye seguiria se mostrassemos de |Ty —2ye| < €.

Mas repare que:

2

-4 4 4 4
|5 - 2vel = (G -20 =I5 +20 < {(3+20 = c+ S <+ o <e

| m
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%—26
1-2y
2
1 - . z-2€ ) 2 2 .
fato, temos novamente que y < 5 implica ‘1’_—% <$-€ & 5-2€<(5-€)(1-2y) e expandindo

3
. 4 4
o lado direito, temos na verdade que provar que —e < =X +2ye & € > =¥ —2ye e, novamente,

Por outro lado, temos que T,l(y)(% +€) = e vamos mostrar que T,l(y)(% +€) < % —€; de

. . 4
repare que para tanto é suficiente mostrar que |% — 2ye€| < €. Mas temos:

2 el =iy (2= 2e) 1= i 2 = 2¢) [ < 11 (2 + 2¢) < €2 4 2¢) <
3 ~ YT g mee[IE g T Is i g ree) s lgTee) =€

Portanto, N é uma vizinhanca isolante aleatoria qualquer para toda Ty(:) com A € [0, 1]; usando
a propriedade da continuacao, a menos de uma escolha de um & possivelmente menor, temos que
h(Sa, Ta(+)) = h(Sp, To) # 0 do célculo que foi feito no Exemplo 0.4. Logo, usando a propriedade de
Wazewski temos que o conjunto invariante maximal de N quando submetido ao sistema dinamico
¢(t,w)(-) descrito em 1 é nao vazio.

Repare que a propriedade da continuagao pode ser usada neste caso justamente porque, como
estamos considerando uma familia de fungoes definidas num intervalo compacto e tomando valor
neste mesmo conjunto, a C°-topologia no espaco coincide com a topologia gerada pela norma

infinita, i.e., para qualquer funcao f de C em C temos ||f]||c = maxyec | f(x)].
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Sejam X, Y espacos topoldgicos e I = [0, 1] o intervalo compacto da reta real munido da topologia

usual.

Definigao .1. Duas aplicagoes continuas f,g : X — Y sao ditas homotdpicas quando existe

uma aplicagao continua H : X X I — Y tal que

H(x,0)= f(x) e Hx,1) =g(x) VxeX

A aplicacdo H chama-se entao homotopia entre f e g, e denotaremos f ~ g para indicar que

existe uma homotopia entre f.
'}f

g

X

Figura 1: Fun¢oes Homotépicas

Proposicao .2. Sejam X,Y espacos topoldgicos. A relagao de homotopia f ~ g € uma relacdo
de equivaléncia em C(X,Y). Isto € dadas f,f : X =Y eg,g : Y — Z aplicacées continuas entre

espacos topoldgicos X,Y,Z entio f~f eg=~g implica quego f~g of .
Definigao .3. Uma aplicacao continua f : X — Y é denominada de equivaléncia homotépica
quando existe g : ¥ — X continua tal que

gof=idxe fog=idy
Diz-se entao que g é uma inversa homotdpica de f e que os espacos topoldgicos X e Y possuem
o mesmo tipo de homotopia. Denotaremos tal fato por X =Y ou f: X =Y.

Como consequéncia direta da defini¢ao, temos que a existéncia de um homeomorfismo entre X

e Y garante uma equivaléncia homotodpica entre X e Y, porém o inverso nao é valido.
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Figura 2: O anel circular e S tem o mesmo tipo de homotopia.

Proposicao .4. A esfera unitdria S" de R tem o mesmo tipo de homotopia de R™*1\{0}.

Definigao .5. Um espaco X é dito contratil quando tem o mesmo tipo de homotopia de um

ponto.

Proposigao .6. X ¢ contrdtil se, e somente se a aplicagao identidade id : X — X € homotdpica

a uma aplicacao constante de X em X.
Exemplo .7. O intervalo I é contratil.
Corolario .8. Um espaco contrdtil é conexo por caminhos.

Definicao .9. Um caminho é uma aplicacao continua a : J — X definida num intervalo

compacto da reta J = [sg,s1]. Naturalmente, dizemos que um caminho é fechado quando

a(so) = a(s1).

Fazendo uma reparametrizagao quando necessario, podemos sempre considerar um caminho
com seu dominio no intervalo I = [0, 1].

Como I é contratil, entao todo caminho é homotépico a uma constante.

Vamos agora olhar uma classe mais restrita ainda de aplicagoes: as homotopias que mantém os
extremos fixos. Para isso, sejam X, Y espagos topoldgicos, f,g : X — Y duas aplicacOes continuas
e A C X. Escrevemos f =~ g(rel. A c X) ou f = g para indicar que existe uma homotopia
H: f ~gtal que H(x,t) = f(x) = g(x) Vx € A, isto é, o espago A nao é deformado durante a

homotopia. Denote por dI = {0, 1} a fronteira do intervalo 1.

Definicao .10. Diremos que dois caminhos a,b : I — X sao homotopicos com extremos
fixos quando tivermos a =~ b(rel.dI). Assim, H : a = b entre caminhos é uma aplicacdo continua
H :Ix1I tal que

H(s,0) =a(s) e H(s,1) = b(s)

H(0,7) = a(0) = b(0)
H(s,1) =a(1) =b(1)
para todo s,t € I.

Em particular, os caminhos fechados a, b : I — X s&o homotdpicos quando existe uma aplicacao
continua H : I X I — X tal que, se a(0) = a(l) = xo € X, vale que H(s,0) = a(s), H(s,1) = b(s) e
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H(0,1)

H(L,1) cX

H:IxI—>X
X1

a

Figura 3: Caminhos Homotépicos

H(0,7) = H(1,t) = xg. Um outro tipo de homotopia entre caminhos fechados é a homotopia livre;
ela é tal que, sendo a, b : I — X caminhos fechados, dizemos que a e b sdo livremente homotdépicos
quando existe uma aplicacao continua H : I X I — X tal que H(s,0) = a(s), H(s,1) = b(s) e
H(0,t) = H(1,t) ¥t € I. Isto é, dado um ¢ arbitrario em I, o caminho H; : I — X dado por
H,(s) = H(s,t) é fechado.

Assim, como a homotopia é uma relacao de equivaléncia, a homotopia de extremos fixos a = b
também o é. Ou seja, podemos definir @ := [a] a classe de homotopia do caminho a : I — X. Isto

¢,

a ={todos os caminhos b que possuem as mesmas extremidades de a e a ~ b} ={b : [ — X|a = b}.

1 Grupo Fundamental

Consideremos agora caminhos a,b : I — X tais que o fim de a coincide com o comeco de b, isto

é, a(1) = b(0). O produto ab é o caminho que primeiro percorre a e depois b, isto é,

Também podemos definir o caminho inverso de a : I — X como sendo a aplicacio a™! : [ — X
dado por a~'(s) = a(1 —s) Vs € I, isto é, o caminho a~! percorre a ao contrario. Considerando

j : I — I a reparametrizacao que faz s — 1 — s, vale que a-!

=ao j. Note que, tanto o produto
de caminhos quanto o inverso de um deles ainda definem aplicagoes continuas, o que nos garante
que verdadeiramente podemos chama-los de caminhos.

Além disso, dado x € X, indicaremos como ex(s) = s Vs € I o caminho constante em x, e

denotaremos &, = [ex].
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S f
AT

X ” X1
8 *o X
8 X1
. | '

X(Q X1
h

S
l—» f X
H
—
t F

X0 ‘ X1
X1

X0

= Q Y

Figura 4: Homotopia é uma relacao de equivaléncia

Note que nao vale a propriedade associativa entre o produto de caminhos; de fato (ab)c nao é
necessariamente igual a a(bc) ja que a velocidade com que os caminhos sao percorridos sao dife-
rentes, o que faz a particula estar em posicoes diferentes no mesmo instante de tempo. Tampouco,

1 = ¢, mas podemos cons-

pelo mesmo argumento, sao validas propriedades como exa = a ou aa™
truir uma estrutura de grupo quando consideramos as classes de homotopia com extremos fixos
desses caminhos. Para isso, consideremos primeiro uma proposicao que garantird que as operacoes

sobre as classes de homotopia estao bem definidas.

Proposigao .11. Sendo a,b : I — X caminhos tais que a(1) = b(0), vale que: sea=da eb=b,

entio ab=a'b ea ! = (a‘l),.

Seja agora X um espaco topolégico, @ uma classe de homotopia de caminhos que tém origem
em um ponto x € X e terminam num ponto y € X e 8 uma classe de homotopia de caminhos que
comecam em y € X e terminam em z € X. Definiremos o produto a8 tomando caminhos a € a e
b € B e fazendo af = [ab] (segue que [a][b] = [ab]).

Analogamente, definimos a classe inversa de @ por ™' := [a”!] em que a € @. A préxima
proposi¢ao nos guia para a formagao de um grupo sobre as classes de homotopias com as operagoes

definidas ha pouco.

Proposicao .12. Sejam a,b,c : I — X caminhos tais que cada um deles termina onde o sequinte
comega. Sejam a = [a], B = [b] ey = [c] suas classes de homotopia. Além disso, temos

x =a(0) a origem de a, y = a(1l) seu fim, ex = [ex] e &y = [ey]. Tem-se entao:
1. aa™" =&,

-1, _
2. aa =gy
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4. (aB)y = a(By)

Definicao .13. O conjunto das classes de homotopia (com extremos fixos) dos caminhos num
espaco topoldgico X munido das leis de composicao acima definidas, chama-se grupoide funda-

mental de X e é frequentemente representado por I1(X).

Assim, considere pares do tipo (X, xg) em que xg € X serd chamado de ponto base do espaco

topolégico X.

Definicao .14. Os caminhos fechados em x¢ da forma a : (I,0I) — (X,xg) serdao chamados
caminhos fechados com base xg e consideraremos as homotopias relativas a dI. O subconjunto
ITy (X, xp) do grupoide fundamental, formado pelas classes de homotopia de caminhos fechados
com base em x( constitui um grupo, chamado grupo fundamental do espago X com base no

ponto xg.

Proposicao .15. Se xg e x1 pertencem a mesma componente conexa por caminhos de X, entao
ITy (X, x0) e II(X,x1) sao isomorfos. Mais precisamente, cada classe de homotopia y de caminhos

que ligam xo a x1 induz um isomorfismo y : I (X, x1) — I (X, x0) dado por y(a) = yay™*'.

Como consequéncia direta da proposicao acima, se X é conexo por caminhos, entao para quais-

quer pontos basicos xg,x1 € X os grupos fundamentais IT; (X, xg) e I11 (X, x1) sdo isomorfos.
Proposicao .16. I1;(S%,0) ¢ isomorfo a (Z,+).

Definigao .17. Dizemos que um espago X conexo por caminhos é simplesmente conexo quando

seu grupo fundamental é trivial.
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No que se segue R denotarda um anel comutativo com unidade 1g.

Definicao .1. Um R-mdédulo a esquerda M consiste de um grupo abeliano (M, +) e uma

operagao - : RX M — M tal que, dados r,s € R e x,y € M quaisquer, temos que:
l.r-(x+y)=r-x+r-y
2. (r+s)-x=r-x+s-x
3. (rs)-x=r-(s-x)
4. 1g-x=x

De maneira andloga se a operagao - é definida como - : M X R — M temos um R-mdédulo a
direita. Se temos as duas operacoes tanto a esquerda como a direita e elas sdo compativeis,

temos um R-mddulo.

Definigao .2. Seja M um R-mdédulo. Um conjunto X ¢ M é dito uma base para M se todo
elemento de M pode ser escrito unicamente como uma combinagao linear finita de elementos de

X com coeficientes em R. Equivalentemente:

1. Dado m € M , existem A1,...,4, € R e x1,...,Xx, € X tais que m = A1x1 +...4,x, . Em outras

palavras, X gera M ;

2. Dados A1, ...,dn , U1, .c0s ity € R €X1, ..., Xn € M, S€ A1X1 + ... + ApXpy = 1X1 + ... + UpX, , entao

A; = y; parai=1,2,...,n. Em outras palavras, X é um conjunto linearmente independente.
Dizemos que um R-médulo € livre se ele admite base.
Exemplo .3.
1. M =RX...X R, com a base canoénica B = (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1);
2. M = R[X] é um A-médulo livre com base B =1, X, X2, .. .;
3. Os inteiros de Gauss M = Z +iZ com a base B = 1,i é um Z-médulo livre.
Em particular, quando tomamos R = Z, temos os grupos abelianos.
Definicao .4. Uma sequéncia de R-médulos com {f,},en mapas lineares em R da forma

fp—l fp fp+1
oAy > Ay > Apir o Apia — L

¢ dita exata se Imf, = ker f,4+1 para todo p € Z.
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Definigao .5. Dizemos que a sequéncia de R-moédulos
f g
0-A>B—>C—-0

é sequéncia exata curta se é exata em A, B e C, i.e.,
1. Imf = kerg;

2. f é injetora;

3. g é sobrejetora;

Observe que, se a sequéncia ¢ exata em A1 vale que Imf), = ker f,41 e portanto f,110 f, = 0.
Mais ainda, numa sequéncia exata curta como na Definicdo .5, estamos sob as hipdteses do
primeiro teorema do isomorfismo, o que nos da que C = B/kerg = B/Imf = B/A. Podemos
ver o modulo quociente B/Imf do mapa linear f : A — B é um tipo de “dual” do submddulo

ker f ={a € A: f(a) = 0}, o que nos inspira na proxima defini¢ao:

Definigao .6. Dado f : A — B um mapa R-linear, o médulo quociente é denominado de cokernel
de f e denotado por Cokerf.

Note que, numa sequéncia exata curta 0 — A i> BSc— 0, vale que Cokerf = B/Imf = C =
Img (donde a tltima igualdade decorre do fato de g ser sobrejetora). Vamos usar essa observagao

para construir uma sequéncia exata curta a partir de uma sequéncia exata longa

fo- fot  f Fos
co Ay B A S Ay B A D Ay —

. : N~ f
Vamos fixar um p € Z e considerar A,,. Claramente, vale que existe uma sobrejecao A, 5 Im I

Ay . - Ip
Mas, como a sequéncia ¢ exata, Imf), = ker f,,41 e portanto existe uma sobrejecao A, — ker fj41.
Novamente, usando o primeiro teorema do isomorfismo e o fato de ker f,, = Imf,_1, podemos

concluir que
Ap/Imf,_1 = Ap/ker f, = Imf, = ker fp41

e assim podemos considerar a sequéncia exata curta

0= Tmfys 25 A, B ker fro — 0

Mas vale que Cokerf,_o = A,_1/Imf,_2 = Imf,_1 pela observagao que fizemos acima, logo temos
a sequeéncia exata curta

0 — Cokerf,_2 = A, = ker f,01 — 0

Se estamos num contexto de espagos vetoriais (isto é, quando R é um corpo), temos que
Ap/ker f, = Imf, implica que A, = ker f, ® Imf, = Imf,_1 ® Imf,. Assim, se A,_1 e Ap;1 tém

dimensoes finitas, vale que A, também o tém.

Definigao .7. Dizemos que uma sequéncia exata curta de R-mddulos 0 — A i> B c—o0
cindi (ou ainda que é uma sequéncia cindida) se o submédulo f(A) é soma direta em B, i.e.,
se B = f(A) ® D para algum submdédulo D de B.
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Como Imf = ker g, f é injetora e g é sobrejetora, entao a restrigao g|pé uma bijegdo em C (pois
ker g|p = {0}, jad que kerg = Imf = f(A)). Logo, existe um isomorfismo 6 : B — A & C definido

tal que 0] ra) = f~1 e 6p =g. Ou seja, numa sequéncia exata que cinde, vale que B= A& C.

Proposicao .8. Seja 0 — A L B C >0 una sequéncia exata curta de R-mddulos. Sdo

equivalentes:
1. A sequéncia cinde;
2. Existe p : B — A mapa linear tal que p o f = ida
8. Existe j : C — B mapa linear tal que g o j = idc

Corolario .9. Seja 0 — A i) B C -0 uma sequéncia exata curta de R-mddulos. Se C é

livre, entao a sequéncia cinde.

Exemplo .10. (Sequéncia exata que nao cinde) Dado m € N, considere a sequéncia 0 —

i n L. ~ . . .
mzZ — 7. — Z/mZ, em que i é a inclusao e m é a projecao tal que n(n) = n mod m. Claramente i é
injetora e m é sobrejetora. Além disso, também é 6bvio que Imi = ker 7. Logo, de fato a sequéncia
¢é exata. Mas repare que qualquer homomorfismo sobrejetor p de Z para mZ deveria mandar 1

em m, e portanto p oi # id,z.

Proposicao .11. Considere um diagrama comutativo com a, B e y isomorfismos. Se a linha de

cima € exata, entao a linha debaizo também o é.

AL .p_%.¢C

b,k

A/ B/ g Cl
Definig¢ao .12. Dado um R-médulo A, o R-mdédulo Hom(A, R) formado pelo conjunto de todos

0s R mapas lineares de A em R é denominado de dual de A. Dados dois R-mdédulos A e B e um

R mapa linear f: A — B, definimos o mapa R-linear
T : Hom(B, R) — Hom(A, R)

por fI(¢) = ¢ o f para qualquer ¢ € Hom(B,R). O mapa fT é denominado de mapa linear
dual de f e também é denotado por Hom(f, R) ou Hom(f,idg).

Em outras palavras, o dual de f é o mapa linear que torna o seguinte diagrama comutativo:

BL>C

\l“"
1 (e)

A

Vale que, se f : A — B e g: B — C sao mapas lineares entre R-moédulos, entao
L (go )T = fTogh

2. id% = idnom(a r);
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Proposicao .13. Seja g : B — C um mapa linear entre R-mddulos.
1. Se g é um isomorfismo, entio g’ também o é;

2. Se g € zero, entio g' também o é;

T
3. Se a sequéncia B 5L Cc—>0¢ exata, entao a sequéncia 0 — Hom(C, R) g, Hom(B, R)

também o é;

T
Se a sequéncia de R-mddulos A i) BSc—-o¢ exata, entdo a sequéncia 0 — Hom(C, R) g,

T
Hom(B, R) f—> Hom(A, R) também o é.
T T
Mais ainda, se 0 — A L B3 c—>o cinde, entao 0 — Hom(C, R) 5 Hom(B, R) f—>
Hom(A,R) — 0 também cinde.

Combinando as enunciados das Proposigoes .13 e .13, podemos mostrar a seguinte proposicao

que é a Unica razao pela a qual retomamos toda a construcao de sequéncias exatas.

Proposicao .14. Se 0 — A L BSC—0¢una sequéncia exata curta e C € um R-moddulo

T T
livre, entdo 0 — Hom(C, R) 5 Hom(B, R) 7, Hom(A,R) — 0 é uma sequéncia erata curta que

cinde.

1 Hom

Definigao .15. Seja A um R-médulo. Dado B um R-moédulo qualquer, considere Hompg (B, A)
0 R-médulo de todos os mapas lineares de B para A com a operacao de composi¢cao de fungoes.
Dado f : B — C um mapa linear em R , definimos Homg(f, A) : Homgr(C, A) — Homg(B, A) por
Hompg(f,A)(¢) = ¢ o f para toda ¢ € Homg(C, A).

O que temos é o seguinte diagrama comutativo:

S

B——C
lso
HomﬂﬁA)(A
A

Vale notar que Homg(f, A) é contravariante: de fato, temos que

Hompg(go f,A)(¢) =po(gof)=(pog)of=

= Homg(f, A)(¢ 0 g) = Homg(f, A) o (Homg(g,A)(¢))
Proposicao .16. Seja A um R-mddulo fizado e g : B — C um mapa linear entre R-mddulos.
1. Se g € um isomorfismo, entao Hom(g, A) também o é€;

2. Se g € zero, entdo Hom(g,A) também o é;
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N 8 p ~ A Om(g
3. Se a sequéncia B - C — 0 € exata, entdo a sequéncia 0 — Hom(C, A) Hom(B A)

também o é;

Proposicao .17. Seja M um R-mddulo. Se a sequéncia de R-mddulos A —f> BSc—o¢ exata,

Hom(g,M Hom(f,M
entdo a sequéncia 0 — Hom(C M) Omg ) Hom(B, M) Om(—J: ) Hom(A, M) também o €.

Hom(g Hom(f,A)
Mais ainda, se ) — A ER B cCc—o0 cinde, entio 0 — Hom(C, M) Hom(B, M) —

Hom(A, M) — 0 também cinde.

Vamos enunciar, porém nao demonstrar, um resultado que garante uma equivaléncia da exa-
tidao da sequéncia com a exatidao da dual, e nao apenas uma das implicagoes como na Proposigao
A7.

Proposicao .18. Seja M um R-mddulo fizado. A sequéncia de R-mddulos
A i> B5c—o0

€ exata, se, e somente se, a SeqUENCIa

H M Hom(f .M
0 — Hom(C,M) om(g )Hom(B,M) omg )Hom(A,M)

€ exata para todos os R-mddulos M.

Proposicao .19. Se 0 — A i> B i C — 0 ¢ uma sequéncz’a exata curta e C é um R-maodulo
Hom (g Hom(f

livre, entdo 0 — Hom(C, R) Ho (B,R) Hom(A, R) — 0 é uma sequéncia exata
curta que cinde.

Definicao .20. Dado um R-médulo fixado A, para qualquer R-mdédulo B vamos considerar
Hompg (A, B) novamente como o R-médulo de todos os mapas lineares de B para A com a operacao
de composicao de fungoes. Dados dois R-médulos B e C, para qualquer funcao f : B — C que
seja R-linear, faca

Hompg (A, f) : Homg (A, B) — Homg (A, C)

dado por Hompg(A, f)(¢) = f o ¢ qualquer que seja ¢ € Homg (A, B).

O que temos, agora, é o seguinte diagrama comutativo:

A

j Y)mm,mw
%)
B

—>fC

*

Iremos denotar Homg (A, f) por Homg(ida, f) ou Homg(id, f) ou, mais sucintamente, por f*.

Note que sendo f: B — C e g: C — D dois mapas lineares entre R-mddulos, vale que

Hompg(A,go f)(¢) = (go flop=go(foyp)
= g o (Homg (A, f)(¢)) = Homg(A, f) o (Homg (A, g)(¢))
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e portanto Hompg(A, f) é de fato covariante, como prometido. Novamente para simplificar a
notacao, vamos escrever Hompg (A, f) omitindo o subindice R. Dizemos que Hom(M,—) é um

funtor exato a direita.

Proposicao .21. Seja M um R-mddulo. Se a sequéncia de R-modulos 0 — A L BSc¢ exata,

~ a Hom(M, f) Hom(M,g) p .
entdo a sequéncia 0 — Hom(M, A) — " Hom(M,B) — =~ Hom(M,C) também o é.
. f g . . Hom(M., f) Hom(M.g)
Mais ainda, se0 - A > B = C — 0 cinde, entdo0 — Hom(M,A) — °~~ Hom(M,B) —

Hom(M,C) — 0 também cinde.

Proposicao .22. A sequéncia 0 — A L B3 C ¢ exata se, e somente se,

H M, H M,
0 — Hom(M, A) "5 Homm, B) """ Hom(m, €)

€ exata para todo R-modulo M.

Proposicao .23. Se 0 — A L B3 C—>0¢unma sequéncia exata curta e C € um R-moddulo
livre, entao

om(M Hom(M ,g

H ,
0 — Hom(A,R) — 7 Hom(M,B) — ) Hom(M,C) —» 0

€ uma sequéncia exata curta que cinde.
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1 Generalidades

Definicao .1. Um complexo de cadeia (também denominado simplesmente de complexo ou
ainda de complexo diferencial) ¢ um R-mdédulo Z-graduado C = P pez C? munido de um mapa

R-linear d : C — C que satisfaz dCP c CP*! ¢ d o d = 0. Denotamos a restricdo d|cr por dP.

Definigao .2. Dado um complexo (C, d), definimos os R-mddulos Z-graduado
B*(C)=Imd e Z*(C)=kerd.

Mais ainda, definimos também B?(C) = ImdP~! e Z”(C) = ker d”.

Agora, como d od = 0, nés temos B*(C) c Z*(C) c C o que nos garante que hé sentido em
definir os espagos quocientes ZP (C)/B? (C).

Definigao .3. Dado um complexo (C,d) de R-médulos, definimos o espago de cohomologia
H*(C) por
H*(C) = P HP ()

PEL

em que o p-ésimo grupo de cohomologia H” (C) é o espago quociente
HP(C) = (kerd N CP)/(Imd N CP) = ker d” /ImdP~! = ZP(C)/BP(C)

Elementos de CP sdo denominados de p-cocadeias ou cocadeias, de ZP(C) = kerdP sao
denominados de p-cociclos ou cociclos e, por fim, de B”(C) = ImdP~! sdo denominados de
p-cofronteiras, p-cobordos ou de cofronteiras.

Dado um cociclo a € ZP(C), a sua classe de cohomologia a + Imd?P~! serd denotada por [a].

Diremos que um complexo C é aciclico se a sua cohomologia é trivial, i.e., se HP(C) = 0 para
todo p € Z.

Geralmente, quando estamos interessados em calcular espacos de cohomologia consideramos
complexos de cadeia tais que C? = 0 para todo p < 0, i.e., olhamos para objetos da forma:

0L Lo d et er B er U opvr
e usualmente escrevemos ¢ no lugar de d”. Ja quando temos interesse de calcular espagos de

homologia, queremos observar a outra parte da sequéncia, i.e., consideramos complexos de cadeia
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com CP = ( para todo p > 0 e nesse caso temos um contetdo da forma

. (D) d_(_p)“) cr 4 oD d_(_p;l) c--2) ... 51 ] o 4 0

fazendo uma mudanca na notagao e trocando o indice negativo do sobrescrito —p por um indice
subscrito positivo p, temos o diagrama

dp+1 dp dp-1 di do
-—>Cp+1 — Cp—>Cp_1 — Cp_2—>---—>C1—>C0—>O

De maneira equivalente, poderiamos escrever:

dU dl d2 dp—l dp dP+1 dp+2
0=Coe—Cre—... & Cp1<Cp & Cpy1 «— ...

Quando estamos nesse tltimo caso, também vamos denotar o espago H~ 7 (C) por H,(C) (sendo
p > 0) e chamaremos H,(C) de p-ésimo grupo de homologia. E comum nesse casos usarmos a
notagao d, no lugar de d¥.

Note que H,(C) = kerd,/Imd,.1 e, de maneira similar se escrevermos Z,(C) = kerd, e
B,(C) = Imdp41 e assim HP(C) = Z,(C)/B,(C) . Ressaltemos a escolha da palavra similar e
nio idéntica, pois anteriormente definimos B? = Imd”~!. Elementos de C p sao denominados de

cadeias, de Z,(C) sao denominados de ciclos e de B, (C) sao denominados de bordos.

Definicao .4. Sejam (C,dc¢) e (D,dp) dois complexos de cadeias. Um mapa de cadeias
f:C — D éuma familia f = (f?) de mapas R-lineares f : CP? — DP tais que dpo fP = fP* odc
para todo p € Z. Isto é, é um conjunto de homomorfismos que torna o seguinte diagrama

comutativo:

dc cr-1 dc cP dc cr+l dc CP+2 dc
Lfl’l lfp lf}7+l lprrZ
p-1 P p+1 p+2 -

. D 7 D 2 D - D o

O mapa de cadeia f : C — D induz o mapa f* : H*(C) —» H*(D), i.e., cada mapa fP : CP — D?
induz um mapa (f?)* : H?(C) — HP (D).

Proposicao .5. Dado um mapa de cadeias f : C — D wvale que, para qualquer p € Z, a funcdo
(fP)": HP(C) — HP(D) dada por [a] — [fP(a)] para qualquer a € ZP(C) € um homomorfismo.
Logo, f : C — D induz um homomorfismo f*: H*(C) —» H*(D).

Assim, sabemos que um mapa de cadeia induz um homomorfismo nos espacos de cohomologia.
A pergunta agora é: dados dois mapas de cadeias f : C — D e g : C — D, que condigao seria

capaz de garantir que f* = g*7

Definigao .6. Dados dois mapas de cadeia f : C — D e g : C — D, uma homotopia de
cadeias entre f e g é uma familia s = (sP),cz de mapas R-lineares s? : CP — DP~! tais que
dp o sP + sP*odc = fP — gP qualquer que seja p € Z. Isto é, s faz o seguinte diagrama ser

comutativo, em que h = f — g:
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dc dC

cr-19c cp _dc cpr1 e

s K

pr-1 DP pr+l -~ .
dp dp dp dp

Proposicao .7. Dados dois mapas de cadeia f: C — D e g : C — D entre dois complexos C e

D, se s € uma homotopia de cadeias entre f e g, entao f* = g*.

Proposicao .8. Qualquer sequéncia exata curta 0 — X i> Y5 7250 de complexos X, Y e Z

dd origem a uma sequéncia de cohomologias
H? (X) ’ HP(Y) HP(Z)

que € exata para todo p, o que significa que Imf* = ker g* para todo p.

Observamos que nao é verdade em geral que uma sequéncia exata curta 0 - X L Y 57> 0de
complexos de cadeia dé origem a uma sequéncia exata curta 0 — H” (X ) — HP (Y) = HP(Z) —> 0
nos espacos de cohomologia. Entretanto, é verdade que ela da origem a uma sequéncia exata

longa nos espacos de cohomologia, que é o resultado do préximo teorema:

Teorema .9. (Zigue-Zague) Para qualquer sequéncia exata curta 0 — X L Y5 Z 50 de
complexos XY e Z, existem homomorfismos 6P : HP(Z) — HP*(X) que dao origem, para todo

p € Z, a uma sequéncia exata longa de cohomologias da forma

. — HP~ 1(2) HP(X) N HP(Y) HP(Z) N Hp+1(X)

ok * +1
Larm S arvz) 25 Brex) -

Deﬁnigéo .10. Dadas duas sequéncias exatas curtas de complexos 0 — X L vy 527250

/

0> X' >Y 5 Z — 0, um morfismo entre essas duas sequéncias exatas é um diagrama
comutativo:
0—=x—Toy—f.7_ .0
ol
0 X’ Iz Y’ p z’ 0

em que @, B e y sao mapas de cadeia.

Proposicao .11. Para qualquer morfismo de sequéncias exatas de complexos de cadeia

0 x—L.y_8.7 0
S
0 X Y —>7 0
f g

o sequinte diagrama comuta:
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o —— HP(X) L~ HP (V) -2~ HP(2) =2 HPH (X)) —— ...

e

’ ’ ’ 1 ’

Considere agora dois complexos (X, dx) e (Y, dy). Podemos, sem maiores problemas, definir o
que seria a “soma direta” desses dois complexos. Para isso, definimos X & Y como o complexo

que consiste dos médulos XP @ YP com os mapas

P I3
X

®dy
XP oyr 57 xptlgyrtl

definidos de maneira que (d§ ® a’ff)(x +y) = d)’z(x) + d}‘f (y) quaisquer que sejam x € X ey € YP.

Claramente, (df(+1 ® d;“) o (dy @dy) = 0. Como vimos antes, sem grandes surpresas segue que:

Proposicao .12. Para quaisquer dois complexos (X,dx) e (Y,dy), temos isomorfismos
HP (X ®Y) = HP (X) ® HP(Y)
qualquer que seja p € Z.
Proposicao .13. Considere o sequinte diagrama comutativo em que as linhas sao exatas:
S1 S2 f3 Ja

A B C D E
lal l jag lm Las
E

A’ B’ C’ D’
A 13 13 fa

se a1, @2, a4, @5 SG0 isomorfismos, entdo as também ¢é um isomorfismo.

2 Homologia Singular e Simplicial

Definicao .14. Um n-simplexo é o menor conjunto convexo de R™ contendo n + 1 pontos
Vg, ...,Vy que nao estao no mesmo hiperplano de dimensao menor que n, entendendo por hi-

T

perplano um conjunto de solugoes de um sistema linear de k varidveis da forma a’x = b, com

1 < k < n. De maneira equivalente, exigimos que {v{ — vg, ..., V,; —vg} seja linearmente indepen-

dente. Os pontos v; sao chamados de vértices do n-simplexo, que é denotado por [vg,...,Vv,].

Por exemplo, temos o n-simplexo canonico descrito por

A = {(to,...,tn) ER"+1|ZIi =1et; >0 para todo i}.
i

o
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Isto é, este é o n-simplexo dado pelos vetores da base candnica do espago n dimensional. Note
que este conjunto, possui, dentre outros vetores, os vetores da base candnica do R".

Vale ressaltar a importancia da ordenacao na notagao dos n-simplexos: ela determina a ori-
entacao entre os vértices, fazendo a aresta [v;,v;] ser orientada de v; em diregao a v; sempre que
tivermos i < j na ordenacdo. Assim, determinamos um homeomorfismo candnico linear entre A"
e qualquer [vq,...,v,] dado por (vg,...,v,) — >, t;v;, que preserva a ordem. De fato, o que
fazemos é a combinagdo convexa dos vetores de [vg,...v,]. As coordenadas t;sd0 chamadas de

coordenadas baricéntricas de do ponto }; t;v; em [vg,...,v,].

Definigao .15. Dado um n-simplexo [vg,...,Vv,], a remocao de cada um dos n + 1 vértices dele
faz com que o conjunto remanescente de n vértices gere um n — 1-simplexo, chamado uma face
de [vo,...,v,], preservando a orientacao dos vértices como no n-simplexo original (no sentido de

respeitar a ordenacao).
A préxima defini¢ao generaliza a ideia de fronteira (ou bordo) de um n-simplexo.

Definicao .16. A unido de todas as faces de A" é a fronteira de A" denotada por dA". O

simplexo aberto A" := A" — QA" é chamado de interior de A”.

Podemos agora entender como essas estruturas servem de “tijolos” para a construcao de espacos

mais complexos (harmoniosamente chamados de A-complexos) a partir de suas colagens.

Definigao .17. Uma estrutura A-complexa em um espaco topolégico X é uma colecao de mapas

0q : A" — X com n dependendo do indice a tal que:

1. A restricao oq|z. € injetora, e cada ponto de X é a imagem de exatamente uma restrigao

O-(llgn

2. Cada restricao o, numa face de A" é um dos mapas op : A"1 — X(isto é, identificamos
as faces de A" com A" ! pelo homeomorfismo linear candnico entre elas que preserva o

ordenamento dos vértices).

3. Um conjunto A C X é aberto se, e somente se, o, '(A) é aberto em A" para cada o.

2.1 Homologia Simplicial

Definigao .18. Seja K um A-complexo.

Sendo Cp,(K) todas as combinacoes lineares com coeficientes em Z de p-simplexos [ay, ..., ap]
orientados em K, e 8, : C,,(K) — C,_1(K) tal que

P
8,0 = Z(_D’ (@0, ...\ Giyennsap]
i=0

em que [ao,...,d;,...,a,] ¢ o (p—1)-simplexo resultante da remocao do vértice a; do p-simplexos

[0, ...,ap]. Definimos H,(K) = ker d,/Imd,+1 o p-ésimo grupo de homologia simplicial de K.
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2.2 Homologia Singular

Definigao .19. Um n-simplexo singular num espaco X é um mapa o : A" — X continuo.

Definicao .20. Seja C,(X) = §,(X,Z) o grupo abeliano com base o conjunto de n-simplexos
singulares em X. Elementos de C,(X), denominados de n-cadeias singulares, sao somas finitas

formais }}; n;o; paran; € Ze o; : A" — X.

Um AP-simplexo tem p + 1 faces sendo a i-ésima delas um (p — 1)-simplexo singular o o ¢f.7 -
AP~1 — X definida pela funcéo qﬁl’.’_l s APTL 5 AP,
Para esse complexo d), serd denotado por d, e, dado um p-simplexo o, do ¢ definido como a

(p — 1)-cadeia singular dada por
(90':0'O¢g_1—0‘o¢{)_1+...+(_1)170-o¢g_1

e direto que d, 0 dp41 = 0.
Assim, os grupos abelianos S, (X;Z) junto com os mapas de fronteira d, formam um complexo

de cadeia denotado por S.(X;Z) denominado de complexo de cadeia singular de X.

Definigao .21. O quociente
H,(X;Z) = H,(S.(X;Z)) = ker 8, /Im0), 41

também denotado por H,(X) é denominado de p-ésimo grupo de homologia singular de X.

Na homologia singular, uma fungao continua f : X — Y entre dois espagos topoldgicos X e Y
induz um mapa de cadeia fu : S.(X;Z) — S.(Y;Z) entre dois complexos de cadeia simpliciais
S.(X;Z) e S.(Y;Z) associados, respectivamente, a X e Y. Esse mapa implica num homomorfismo
entre as homologias denotado por f. , : H,(X;Z) — H,(Y;Z), Assim, o mapa X +— (H,(X;Z))pen
¢ um functor da categoria dos espacos topolégicos com fungoes continuas para a categoria dos
grupos abelianos com homomorfismos.

Ainda mais, se f : X — Y for um homeomorfismo, entao f. , : H,(X;Z) — H,(Y;Z) é um

isomorfismo, isto é, grupos de homologia singulares sao invariantes topoldgicos.

3 Homologia Relativa

Dado um espago X e um subespaco A C X, seja C, (X, A) o grupo quociente C,(X)/C,(A). Logo,
cadeias em A sao triviais em C,(X, A). Como a aplicagao bordo 9 : C,(X) — C,—1(X) leva C,,(A)
em C,_1(A), ele induz uma aplicacao bordo no quociente 9 : C,(X,A) — C,_1(X, A). Deixando n
variar, temos uma sequéncia de mapeamento de fronteiras - -- — C, (X, A) 2, Ch1(X,A) —> ...

Ainda temos que 8% = 0 ji que essa relacio é valida antes de passarmos ao quociente. De
fato, definimos d(o + C,,(A)) = do + dC,,(A), sendo este iltimo o conjunto de todos os bordos de
C,.(A). Logo, temos um complexo de cadeia, e os grupos de homologia ker d/Imd desse complexo

sao definidos como os grupos de homologia relativa H, (X, A).
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Proposicao .22. Os grupos de homologia H,(X,A) para qualquer par (X,A) encaiza numa

sequéncia exata longa
.* .* 6 .*
£ Hy(A) 5 Hy(X) 5 Hy(X, A) S Hy1(A) 5 Hy_1(X) = -+ = Ho(X, A)
Sendo i : A — X a inclusao e j o mapa quociente que leva X em X/A, como no diagrama:

0 Cu(A) — = €y (X) — L= Cu(X, A) ——=0

N

00— Cn_1(A) ——= C_1(X) —L> C,i_1 (X, A) —= 0

que é comutativo pela definicao de 4.

Proposicao .23. Se dois mapas f,g : (X,A) — (Y, B) sdo homotdpicos através de mapas entre
os pares (X,A) e (Y, B), entao f. =g.: H,(X,A) - H,(Y,B)

4 Cohomologia Singular

Definigao .24. Dados um espago topoldgico X e um anel comutativo R com identidade, vamos
definir o grupo de cadeias singulares S, (X; R) como R-mdédulo livre gerado pelo conjunto Sar (X)
de p-simplexos singulares o : AP — X sempre que p > 0 e 0 no caso contrario. Um elemento de

Sp(X;R) é denominado de p-cadeia.

Lembrando que um p-simplexo singular é uma aplicacao AP — X em que a Unica propriedade

que pedimos ¢ a continuidade,. Logo, um elemento ¢ € S, (X; R) é expresso como uma combinacgao

m
c= Z/lkO'k

k=1

linear formal

em que 4; € R e 07 € Sar (X) qualquer que sejai € {1,...,k}.

Definicao .25. Definimos, quando p > 1, dado qualquer p-simplexo o um elemento 0,0 €
Sp-1(X; R) por
0po = o-o¢6"1 _0'O¢Af_1 +...+(_1)po.o¢£—1

em que ¢ll.’_1 : AP~1 — AP ¢ dado por
-1
¢f) (tO’-'-7tp) = (t()a"~’ti—1’0’ti+19-"’tp)

com i € {0,...,p}. Estendendo 8, para S,(X;R) por linearidade, obtemos um homomorfismo
0p : Sp(X;R) = Sp_1(X;R).

Definigao .26. Definimos S.(X; R) como a soma direta

S.(X:R) = (P Sp(X:R)

p=0
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E facil ver que d o d = 0. Assim, obtemos o complexo de cadeia de homologia:

p+1

[4] 0 Op- 0 0o
0 & So(X;R) & S1(X;R) ... & S, 1(X;R) < S,(X;R) & ...

Definigao .27. Sendo X um espago topoldgico e R um anel comutativo, para qualquer p > 0 o

modulo de homologia singular H,(X;R) é definido por
H,(X;R) =kerd,/Imd,1 =Z,(X : R)/B,(X;R)

e definimos H,(X;R) = 0 sempre que p < 0. Finalmente, também definimos H.(X;R) como a

soma direta

H.(X; R) = (D Hy(X;R)

p=0

e chamamos essa soma de homologia singular de X com coeficientes em R.

Agora ja estamos preparados para estabelecer definigoes de objetos que nao estamos tao fami-

liarizados.

Definicao .28. Dado um espaco topoldgico X e um anel comutativo R, para qualquer p > 0
definimos os grupos de cocadeias singulares S”(X;R) como o dual Hom(S,(X;R),R) dos
R-médulos S, (X; R), i.e., o conjunto cujos elementos sao mapas R-lineares de S,(X;R) em R. Os
elementos de S”(X;R) = Hom(S,(X;R),R) sao denominados de cocadeias p-singulares. Por
fim, definimos S” (X; R) = 0 quando p < 0.

Qualquer cocadeia p-singular f : Sar(X) — R pode ser calculada numa cadeia @ = )" ;0

em que o; sdo p-simplexos em Sar (X), basta respeitarmos a linearidade e assim:

flo) = i/h‘f(a'i)
i1

Agora, o que falta para definirmos um complexo de cadeia é definir um mapa de cofronteira
6P : SP(X;R) — SP*(X;R).
Definimos

6P o f = f o dpspara toda f € SP(X;R)

Claramente, vale que 67*! o §7 = 0. Observamos que complexo de cohomologia é obtido do

complexo de homologia quando os espacos e os mapas sao dualizados.

Definigao .29. Definimos a soma direta S*(X; R) como

S*(X;R) = U SP(X;R)
p=0

Aproveitemos também para definir formalmente o operador 6.

Definigao .30. Dado um espaco topoldgico X e um anel comutativo R, para qualquer p > 0 o
homomorfismo de cofronteira
5P : SP(X;R) — SP*Y(X;R)
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¢ definido por < 0P f,a >=< f,0p,+1a@ > para qualquer p-cocadeia singular f : Sar(X) — R e

qualquer (p + 1)- cadeia singular @ € S,41(X; R). De maneira equivalente, temos:
6P f=fodpn para toda f € SP(X;R)

Obtemos um mapa de cofronteira ¢ : S*(X; R) — S*(X; R).

Fixado p > 0, temos que 6P*! o 67 : SP(X;R) — SP*2(X;R) é uma aplicacdo tal que (6P*! o
6P f =8P (fo p+1) = f00ps1 0 0pio = 0 pela propriedade de 4. Isto é, ainda temos esperanga

em construir um mapa de cadeia. E o que fica registrado na proxima proposicao.

Proposicao .31. Dado um espaco topoldgico X e um anel comutativo R, o mapa de cofronteira
6 :S*(X;R) — S*(X;R) satisfaz a equagdo

600=0

Assim, escrevemos o complexo de cadeia

6p+2

-1 0 -1 2
05 x:R) S ST xR — ... 05 s R) S sPr (xR S

Também vamos adotar as seguintes notagoes: ZP(X; R) = ker §” é o espago dos p-cociclos sin-
gulares e BP(X; R) = Imé”~! o espaco das p-cofronteiras. Pela Proposicio .31, vale que BP (X; R)
é um submodulo de ZP(X; R) o que nos leva ao momento central de toda essa discussao que é a

definicao dos médulos de cohomologia singulares.

Definigao .32. Dado um espaco topoldgico X e um anel comutativo R, para qualquer p > 0 o

modulo de cohomologia singular HP (X; R) é definido por
HP(X;R) = ker 67 /Imé?~! = ZP(X; R)/B"(X; R)
E fazemos HP (X; R) = 0 sempre que p < 0. Mais ainda, definimos H*(X; R) como a soma direta

H*(X;R) = () HP (X; R)

p=0
e chamamos esse objeto de cohomologia singular de X com coeficientes em R.

Teorema .33. Seja X um espaco topoldgico e seja R um dominio de ideais principais. Se o grupo

de homologia H,_1(X;R) € um R mddulo livre ou 0, entao o grupo de cohomologia HP (X;R) é
canonicamente isomorfo ao dual Homg(H,(X;R),R) de H,(X;R).

Podemos ir mais longe ainda nas generalizagoes e definir cohomologia singular usando coefici-

entes mais gerais ao invés do anel R como nos apoiamos na Definicao .32.

Definigcao .34. Dado um espago topoldgico X, um anel comutativo R e um R-médulo M, para
qualquer p > 0 o grupo singular de cocadeias S”(X; M) é o R-médulo Homg(S,(X;R), M) de
mapas lineares em R de S,(X;R) em M. E fazemos SP(X; M) =0 caso p < 0.
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Analogamente ao que fizemos anteriormente, como S,(X;R) é o R-mddulo livre gerado por
Sar (X) de p-simplexos singulares, podemos ver S” (X; M) como o conjunto de fungoes f : Sar (X) —

M, que também é um R-mddulo.

Definigao .35. Dado um espaco topoldgico X, um anel comutativo R e um R-médulo M, para

cada p > 0 o médulo singular de cohomologia HP (X; M) é definido por
HP (X; M) = ker 67 /IméP~! = ZP(X; M)/BP (X; M)
e fazemos H? (X; M) = 0 quando p < 0. Por fim, definimos H*(X; M) como a soma direta

H*(X; M) = 5 HP (X; M)
p=0

e chamamos esse objeto de cohomologia singular em X com coeficientes em M.

Proposicao .36. Se X e Y sao dois espacos topoldgicos e f : X — Y € uma fung¢do continua

entre eles, entdao existem homomorfismos H,(f) : H,(X;R) — H,(Y; R) qualquer que seja p > 0.

Proposicao .37. Dados dois mapas continuos f,g : X — Y (em que X e Y sdo espagos to-
poldgicos), se f e g sao homotopicas e Hy(f),Hp(g) : Hp(X;R) — H,(Y;R) sdo os homomorfis-
mos induzidos, entao H,(f) = H,(g) qualquer que seja p > 0.

Como consequéncia, se X e Y sdo homotopicamente equivalentes entao os grupos de homologia
H,(X;R) e H,(Y;R) sdo isomorfos para todo p > 0.

Proposicao .38. Se X e Y sao espagos topologicos e se f: X — Y € uma fungdo continua entre
eles, entao existem homomorfismos HP (f) : HP(Y; M) — HP(X; M) para todo p > 0.

O mapa HP(f) : HP?(Y; M) — HP(X; M) também é denotado por f*P : HP(Y; M) — HP(X; M).

Assim sendo, também vale que:

Proposicao .39. Dados dois mapas continuos f,g : X — Y (em que X e Y sdo espagos to-
poldgicos), se f e g sao homotdpicas e HP (f), HP(g) : HP (Y; M) — HP (X; M) sao os homomor-
fismos induzidos, entao HP (f) = HP(g) para todo p > 0.

Como consequéncia, se X eY sdao homotopicamente equivalentes entdo os grupos de cohomologia
HP(X;R) e HP(Y; R) sao isomorfos para todo p > 0.

Teorema .40. (Mayer- Vietoris na homologia singular) Dado um espago topoldgico X, para
quaisquer dois subconjuntos A, B de X tais que X = int(A) U int(B), existe uma sequéncia exata

longa nos grupos de homologia
% * O
— Hy(ANB;R) 5 Hy(A;R) @ Hy(BR) 5 Hy + X;R) S5 Hy (AN B R) —
em que 0s mapas ¢ ey sao definidos por

@i(c) = (i.(c),—js(c)) e Wula,b) = k.(a) +L.(b)

em que i, j, k el sdo as inclusdes mostradas no sequinte diagrama:
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B——X

Se AN B =0, uma sequéncia similar existe na homologia reduzida.

Teorema .41. (Mayer- Vietoris na cohomologia singular) Dado um espago topoldgico X,
para quaisquer dois subconjuntos A e B de X tais que X = int(A) U int(B), existe uma sequéncia

exata longa na cohomologia
- — HP(X;R) — HP(A;R) ® H”(B;R) —» H” (AN B;R) —» H* (X;R) — ...

Se AN B =0, existe uma sequéncia similar na cohomologia reduzida.

5 Cohomologia Relativa

Aqui fixaremos R um anel comutativo qualquer com unidade 1 ¢ M um R-médulo qualquer.
Temos que grupos de cohomologia singular reduzida H »(X; M) sao definidos dualizando o com-

plexo de cadeia aumentado
€ o1 Op-1 Ip op
0 R« So(X;R) «— S1(X;R) «— ... & S, 1(X;R) « Sp(X;R) « ...
aplicando Homg(—, M). Temos que

H°(X; M) = Homg(Hy(X; R), M)

HP(X;M) =HP(X;M) Vp>1

Mais que isso, ainda podemos mostrar que H%(X; M) = HY(X; M) & M.
Mas, agora, queremos obter os grupos de cohomologia reduzida. Para isso, vamos dualizar o

complexo de cadeia de homologias relativas

ap+1

60 (91 ap*l (9])
0 So(X,A;R) < S1(X,A;R) « ... & S, 1(X,A;R) « S,(X,A;R) — ...

aplicando o operador Hompg(—, M), em que S,(X,A;R) = S,(X,R)/S,(A,R). Assim, obtemos o
complexo de cadeia:
6p+1

67! 0 6 1 or~t 6P p+l
05 SO0x, A M) S SHX, A M) — .. %5 sP(x, A:m) S sPrL (X A M) O L

em que SP(X,A; M) = Homg(S,(X,A;R),M) e 6” = Homg(dp4+1, M) para todo p > 0 sendo 61

o mapa 0. Explicitamente,

0P (f) = folps para toda f € SP(X,A; M)
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i.e., mais transparente ainda, temos 67 (f)(0) = f(9p+1(0)) qualquer que seja f em
SP(X,A; M) = Homg (S, (X, A; M))

e qualquer o € S,41(X,A; R).

Agora, um leitor mais inventivo poderia reparar que S” (X, A; M) = Hompg(S,(X;R)/S,(A;R), M)
¢ isomorfo ao submédulo de S”(X; M) = Hompg(S,(X;R), M) que consiste de todos os mapas li-
neares com valores em M definidos nos simplexos singulares S, (X; R) que sao levados a zero nos
simplexos singulares de S,(A; R). Consequentemente, o mapa de cofronteira 67 : SP(X,A; M) —
SPHL(X, A; M) é a restricio de 6% SP(X; M) — SPYL(X: M) a SP(X,A; M) em que 6% ¢ 0 mapa
de cofronteira da cohomologia absoluta.

Partindo agora para a definicdo que mais importa, temos:

Definigao .42. Dado um par de espagos (X, A), os grupos de cohomologia singulares relativos
HP(X,A; M) de (X,A) tém origem do complexo de cadeia

6p+1

67! 0 6% o1 or ! o" p+l
0> S°(X,A;M) > S (X,A;M) > ... > SP(X,A;M) > SPTH(X,A;M) — ...

e sao dados por
HP(X,A; M) = ker 67 /ImsP~* sempre que p >0

Proposicao .43. Se (X,A) e (Y, B) sdo pares de espacos e se f : (X,A) — (Y,B) € um mapa
continuo entre eles, entao existem homomorfismos H,(f) : H,(X,A;R) — H,(Y, B;R) para todo
p=0.

Proposicao .44. Dados dois mapas continuos f,g : (X,A) — (Y, B), se f e g sado homotdpicas
e H,(f),Hp(g) : Hy(X,A;R) — H,(Y,B;R) sio os homomorfismos induzidos, entao H,(f) =
H,(g) para qualquer p > 0.

Como consequéncia desse fato, se (X,A) e (Y, B) sdo homotopicamente equivalentes entdo os

grupos de homologia relativos H,(X,A;R) e H,(Y, B; R) sao isomorfos para todo p > 0.

Proposicao .45. Se (X,A) e (Y, B) sdo pares de espacos e se f : (X,A) — (Y,B) € um mapa
continuo entre eles, entdo existem homomorfismos HP(f) : HP(Y,B;M) — HP(X,A; M) para

todo p > 0.
O mapa HP(f) : HP(Y,B; M) — HP (X, A; M) serd denotado por f*P : HP(Y,B; M) — HP (X, A; M).

Proposicao .46. Dados dois mapas continuos f,g : (X,A) — (Y, B), se f e g sdo homotdpicas
e HP (f),HP(g) : HP(Y,B; M) — HP (X, A; M) sdo os homomorfismos induzidos, entdo HP (f) =
HP(g) para qualquer p > 0.

Como consequéncia desse fato, se (X,A) e (Y, B) sdo homotopicamente equivalentes entdo os

grupos de homologia relativos HP (X, A; M) e HP (Y, B; M) sao isomorfos para todo p > 0.
Teorema .47. (Zigue-zague para cohomologia) Para qualquer par (X, A) de espagos, temos
uma sequéncia exata longa de cohomologias que tém a forma:

o1 Sp-1 p 0N DN %
-—> HPT (A;M) — HP(X,A; M) — HP(X;M) — HP(A;M) —
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op +1 () +1 @ +1 o +2
— HPP (X, A;M) — HPFY(X;M) — HPF' (A;M) — HPP(X,A; M) — ...
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Espaco de Funcoes

Os seguintes espacos de fungoes sao utilizados no enunciado do Teorema de Existéncia Unicidade
para SDE. Para maiores detalhes veja (Arnold, 1995).

Definigdo .1. Seja k € Z* ¢ 0 < § < 1. Seja C¥9 0 espago de Fréchet das funcoes f : RY — R?
que sdo k vezes continuamente diferencidveis e (para § > 0) cujas derivadas sdo localmente -
Holder continuas (em particular, para ¢ = 1 localmente Lipschitz continua), i.e., dados x € R4
e alguma vizinhanca de x, vale que para todo y € R? nessa vizinhanca, existe uma constante real

C tal que
1F(x) = FODII < Cllx = ylI°

com seminormas

1A lleox = > sup|D*f(x)|

0<|a)<k XK

|D*f(x) - D*f ()|

1£llksk = 1fllox + ), sup T 0<s<t
|a|=kx,y€K,x¢y |)C _yl
em que K é um subconjunto compacto convexo de R?, & = (ay, ..., aq) € (Z*)4 é um multi-indice,
la|=a1+---+ag e
olel

Df(x) = D f(x) = f(x)

(Ox1)@ ... (0xq) @
Definicao .2. Seja k € Z*te 0 < § < 1. Seja C}f"s o espaco de Bannach das funcoes f : RY — R4

que estdo em C*9 e para as quais a norma

1flleo = sup LN

sup [D? f(x)]
xeRd 1+ |X|

1<|a|<k ¥€R?

s = 1l + 3 sup 20 = DETOI

, 0<o<1
|a|=k X#y |x_y|6

¢é finita.

Definicao .3. Seja k € ZTe 0 < 6 < 1. Seja Lio(R, le"s) o conjunto das fungdes mensuraveis

f:RxR4 - R? para as quais valem as seguintes condicoes:

1. f(t,7) € C}f"s para cada t € R (ou para Lebesgue quase todo t)

2. Para todo compacto K ¢ R? e todo intervalo limitado [a, b] c R

b
/ Lt Ml ooredr < o0
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Definicao .4. Seja k € Z* e 0 <6 <1, f : RxR? — R% e seja (t,x) — f(t,x). Dizemos que

f € C%%% ge valem as seguintes condicdes:

1. Para cada t € R, f(t,-) € C*9;

2. No caso k > 1, as derivadas D¢ f(t,x) sao continuas com respeito a (f,x) para todo 1 <

lar| < k;

3. No caso § > 0, para |a| = k, as derivadas sdo localmente §-Holder continuas (para § = 1

temos o caso Lipschitz continuas) com respeito a x.
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Caodigos

Programa que calcula o Indice de Conley para mapas em [0,1]

f[x-] = Piecewise[{{2 x, x < 1/2}, {2 (1 - x), x >=1/2}}];
Programa para célculo de Conley para orbita
IndiceConley[k_, m_] := Block[{n, a, b, p, g, r, s, Con},
NotebookFind[SelectedNotebook]], "Print”, All, CellStyle];

5 NotebookDelete[];

g[x-] = Nest[f, x, m];

Sol = NSolve[Nest[g, x, k] ==x && 0 <=x && x <=1, x];

p = Table[p0 = Sol[[a]], {a, 1, 2°k}];

q = Table[ Table[Nest[g, x /. p[[b]], n], {n, 0, k = 1}], {b, 1,Length[p]}];
r = Table[ CountDistinct[DeleteDuplicatesBy[q, Sort][[i ]]I,

{i, 1,Length@DeleteDuplicatesBy[q, Sort]}];

s = Extract[DeleteDuplicatesBy|[q, Sort], Position[r, k]];

Conley[t] := Block[{},

5 matriz = DiagonalMatrix[(2"(-m))=

Table[Map[g’, s[[i ]I, {i, 1, Length@s}][[t]]];
matriz = Prepend[matriz, matriz[[-1]]];
matriz = Delete[matriz, —-1]);
Con = Table[Conley[j] / MatrixForm, {j, 1, Length@s}];

Table[Print[ StringForm[”A 6rbita “ tem a aplicagao pontuada “ \n”, s[[i ]],

Length@s}]; |

Con([i 1111,

{ia 1;
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