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Resumo:

A teoria de Conley tem como foco estudar conjuntos invariantes de sistemas dinâmicos através

de invariantes topológicos do mesmo, como grupos de homotopia, homologia e cohomologia. Este

trabalho tem como objetivo apresentar a teoria de Conley para sistemas dinâmicos aleatórios

discretos e construir novos exemplos dessa teoria. Para tanto, apresentaremos noções básicas

de sistemas dinâmicos discretos e cont́ınuos e seus análogos para o caso de sistemas dinâmicos

aleatórios. Definimos os ı́ndices de Conley para o caso cont́ınuo e discreto e o ı́ndice de Conley

aleatório para o caso discreto. Constrúımos novos exemplos de sistemas dinâmicos aleatórios

inclusive através de simulações. Por fim, demonstramos um análogo do Teorema de Sharkovsky.

Palavras-chaves: Homologia e Cohomologia, Sistemas dinâmicos, Sistemas Dinâmicos Aleatórios,

Índice de Conley.
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Abstract

Conley’s theory focuses on studying invariant sets of dynamical systems through topological

invariants of this sets, such as groups of homotopy, homology and cohomology. This works aims

to present the Conley theory for discrete random dynamical systems and build new examples of

this theory. For that, we will present basic notions of discrete and continuous dynamic systems

and their analogues for the case of random dynamic systems. We defined the Conley indices for

the continuous and discrete case and the random Conley index for the discrete case. At last, we

show an analogous of the Sharkovskii’s Theorem.

Keywords: Homology and Cohomology, Dynamical Systems, Random Dynamical Systems,

Conley Index.
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que esse projeto seria posśıvel, e acreditar nos nossos projetos futuros. Obrigada por ouvir cada
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estar comigo, por toda ajuda com o doutorado, e obrigada por todos os shots de água com gás

no café de madrugada. Falo agora não só por mim, mas tenho certeza que muitas outras pessoas
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Introdução

A teoria do Índice de Conley foi introduzida em 1978 por Charles Conley (Conley, 1978). O

objetivo de Conley era construir uma generalização da teoria de Morse para sistemas dinâmicos

cujos conjuntos invariantes fossem mais gerais do que singularidades hiperbólicos. Nesse contexto

mais geral, o ı́ndice de Conley nos dá uma descrição homológica da dinâmica local e, portanto,

também leva em consideração a topologia do espaço subjacente.

Conley e posteriormente seus alunos Kurland, Salamon e outros, constrúıram a teoria do ı́ndice

inicialmente apenas para sistemas dinâmicos cont́ınuos. Dado um conjunto invariante isolado 𝑆

de um fluxo em um espaço métrico localmente compacto, primeiramente o ı́ndice de Conley de 𝑆

foi definido como o tipo de homotopia de um par de espaços compactos chamado par-́ındice de

𝑆. Em (Conley, 1978), Conley mostra a existência de um par, que chamaremos de par-́ındice, e

a invariância do ı́ndice quando um outro par-́ındice é utilizado para o mesmo conjunto invariante

isolado 𝑆.

Além disso, posteriormente, Conley também introduz o ı́ndice homológico, que é a homologia

reduzida do quociente 𝑁/𝐿, em que (𝑁, 𝐿) é um par-́ındice qualquer para 𝑆.

A construção de uma teoria do ı́ndice para um sistema dinâmico discreto foi proposta pelo

próprio Conley. Contudo, a estratégia de aplicar a mesma definição do caso de sistemas dinâmicos

cont́ınuos foi descartada já que era posśıvel construir dois pares-filtração distintos para o mesmo

sistema dinâmico discreto cujos espaços quocientes não eram homotopicamente equivalentes.

Apresentamos um contraexemplo no Caṕıtulo 3.2.4. Foi apenas em 1988 que Robin e Sala-

mon apresentaram em (Robbin; Salamon, 1988) uma construção do ı́ndice de Conley discreto

chamada “shape index”.

Posteriormente surgiram outras variações do ı́ndice de Conley para sistemas dinâmicos discre-

tos. A construção de Robin e Salamon foi aperfeiçoada por Mrozek em (Mrozek, 1990). O ı́ndice

de Conley de 𝑆 na versão de Mrozek é a redução de Leray do par (𝐻∗(𝑃); 𝐼 (𝑃)), onde 𝐻∗(𝑃) é a

cohomologia de Alexander-Spanier de um par-́ındice 𝑃 de 𝑆 e 𝐼 (𝑃) é a aplicação-́ındice associada

a 𝑃, ou seja, o ı́ndice constrúıdo por Mrozek é um par formado por um módulo graduado e um iso-

morfismo distinguido. Posteriormente essa versão foi generalizada por Szymczak em (Szymczak,

1995). Em 2000, Franks e Richeson introduziram em (Franks; Richeson, 2000a) uma versão do

ı́ndice como sendo a classe de shift equivalência de ℎ𝑃 (𝑆), em que 𝑃 = (𝑁, 𝐿) é um par-́ındice

para 𝑆, ℎ𝑃 : 𝑁/𝐿 → 𝑁/𝐿 é a classe de homotopia das aplicações que preservam ponto base em

𝑁/𝐿.
Sobre a teoria de sistemas dinâmicos, consideremos um exemplo bastante interessante: soluções

locais de equações diferenciais ¤𝑥(𝑡) = 𝐹 (𝑥(𝑡), 𝑡) em que 𝐹 : R𝑛 × R → R𝑛 é um campo vetorial

dependente do tempo. Podeŕıamos considerar sobre a equação diferencial uma perturbação ¤𝑥(𝑡) =
𝐹 (𝑥(𝑡), 𝑡) + 𝑤(𝑥, 𝑡) sendo 𝑤 : R𝑛 × R → R𝑛 uma função qualquer. Embora este problema seja, a
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prinćıpio, mais complicado que o inicial, ainda sim teŕıamos um sistema dinâmico próximo (num

sentido teórico) do primeiro. Uma mudança mais radical apareceria se considerássemos um fator

aleatório em 𝑤, i.e., 𝑤 : R𝑛 ×R×Ω→ R𝑛 em que Ω é um espaço de probabilidade. Essa é a ideia

motivadora da teoria de sistemas dinâmicos aleatórios.

Ao contrário do caso determińıstico, em que a definição do ı́ndice de Conley é primeiro feita

para sistemas dinâmicos cont́ınuos e depois colocada para discretos, no caso de sistemas dinâmicos

aleatórios a primeira definição do ı́ndice de Conley está colocada apenas para sistemas dinâmicos

aleatórios discretos, e só foi estabelecida em 2008 por Zhenxin Liu em (Liu, 2008). Não há ainda

publicações sobre uma definição do ı́ndice de Conley para o caso de sistemas dinâmicos aleatórios

cont́ınuos.

O objetivo maior dessa dissertação é apresentar a teoria de Conley para o caso de sistemas

dinâmicos aleatórios discretos e desenvolver exemplos não triviais dessa teoria. Para tanto, segui-

mos a seguinte estratégia: no Caṕıtulo fazemos um estudo sobre a teoria de sistemas dinâmicos,

começando pelos determińısticos e depois passando para sistemas dinâmicos aleatórios. Com

a intenção de esclarecer as principais definições relativas a sistemas dinâmicos aleatórios, por

várias vezes estabelecemos um análogo entre estas e as definições relativas a sistemas dinâmicos

determińısticos, com as quais estamos mais familiarizados. É neste caṕıtulo que apresentamos

a maioria dos exemplos que serão tratados nos caṕıtulos 3.2.4 e 2.3 quando iremos calcular os

ı́ndices de Conley desses sistemas dinâmicos. Ao final da Seção 3 apresentamos alguns exemplos

de sistemas dinâmicos aleatórios com simulações de seus comportamentos.

No Caṕıtulo 3.2.4 apresentamos a teoria de Conley como foi estabelecida em sua ordem tem-

poral: na Seção 1 introduzimos o ı́ndice de Conley cont́ınuo e calculamos alguns exemplos, e

depois na Seção 2 definimos alguns dos ı́ndices de Conley discreto. Por fim, no Caṕıtulo 2.3

apresentamos o ı́ndice de Conley para sistemas dinâmicos aleatórios discretos tomando cuidado

de ressaltar todas as analogias com o caṕıtulo que o precede. Neste mesmo caṕıtulo apresenta-

mos alguns exemplos do cálculo do ı́ndice de Conley para estes sistemas perturbados. Estes três

caṕıtulos concluem os objetos centrais pesquisados nesta dissertação.

Por fim, no caṕıtulo 5 discutimos o ı́ndice de Conley cohomológico reduzido e o ı́ndice de

Conley homotópico para o sistema dinâmico discreto gerado pelo mapa da tenda, e estabele-

cemos uma generalização para mapas definidos num compacto satisfazendo certas condições de

diferenciabilidade numa vizinhança de pontos periódicos. Com os estudos sobre este sistema

dinâmico determińıstico, aplicamos as técnicas apresentadas no Caṕıtulo 2.3 para estudar o que

aconteceria com estas órbitas periódicas se tais mapas fossem submetidos a pequenas pertubações

aleatórias. Como consequência desse estudo, provamos um análogo aleatório do famoso Teorema

de Sharkovsky.
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Sistemas Dinâmicos

É natural querermos estudar sistemas que evoluem no tempo seguindo alguma regra de transição.

Exemplos que pedem tal modelagem surgem constantemente na ciência, como nos exemplos

de dinâmicas populacionais, posição de uma part́ıcula submetida a alguma aceleração, ou em

climatologia e economia. A ideia é que o estado atual evolui por alguma regra de transição

que nos fornece outro estado do sistema. Essas regras de transição podem depender de alguns

parâmetros, como por exemplo o tempo. Isso é, grosseiramente, a intuição de sistemas dinâmicos

que é o objeto central desse caṕıtulo.

Nesse caṕıtulo introduzimos o conceito de sistemas dinâmicos e em particular estaremos inte-

ressados em extrair propriedades sobre o comportamento assintótico dos mesmos.

O texto que apresentamos nas seções 1 e 2 é baseado nas referências (Devaney, 1989; Jost, 2006;

Palis; De Melo, 2012; Arrowsmith; Place; Place et al., 1990) e sugerimos que o leitor interessado

em mais detalhes e nas demonstrações consulte tais referências.

1 Definições
No que segue, o conjunto T de parâmetros de tempo será igual ou a R ou a Z.

Definição 0.1. Um fluxo (respectivamente, semifluxo) é uma famı́lia de mapas {𝐹𝑡 }𝑡∈T de um

conjunto 𝑋 (denominado espaço de fase) nele mesmo, tais que, para todo 𝑡 ∈ T (respectivamente

𝑡 ≥ 0) satisfazem:

1. 𝐹0 = id𝑋;

2. 𝐹𝑡+𝑠 = 𝐹𝑡 ◦ 𝐹𝑠 quaisquer que sejam 𝑡, 𝑠 ∈ T (respectivamente para 𝑡, 𝑠 ≥ 0)

O conjunto 𝑋 munido de um fluxo ou de um semifluxo é denominado de sistema dinâmico e

será comumente abreviado por SD. Quando não houver confusão sobre o espaço, denotaremos o

SD simplesmente pelo fluxo ou pelo semifluxo 𝐹.

Quando o conjunto de parâmetros T é o conjunto dos inteiros Z dizemos que o sistema dinâmico

é discreto e se T for o conjunto dos números reais R dizemos que é cont́ınuo. Essas serão as

escolhas mais usuais de parâmetros T.

Um de nossos interesses é estudar a evolução de um estado inicial 𝑥0 ∈ 𝑋 pelo fluxo 𝑥(𝑡) :=
𝐹𝑡 (𝑥0). A ideia é que a cada tempo 𝑡 ∈ T estaremos atualizando o ponto 𝑥0 através do mapa 𝐹𝑡 .

O mapa 𝑡 ↦→ 𝑥(𝑡) é denominado trajetória, enquanto que o conjunto {𝑥(𝑡) : 𝑡 ∈ T(𝑡 ≥ 0)} de
um SD com estado inicial 𝑥0 é denominado órbita ou linha de fluxo de 𝑥0. Na Figura 1, a linha

que passa sobre o ponto 𝑝𝑖 é um subconjunto da órbita deste ponto, com 𝑖 ∈ {1, . . . , 4}.
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Repare que a linha que passa por 𝑝′1 é a mesma linha que passa por 𝑝1. Ou seja, existe um

𝑟 ≥ 0 tal que 𝑥(𝑡) = 𝑝1 e 𝑥(𝑡 + 𝑟) = 𝑝′1. Segue diretamente da definição que 𝑝1 e 𝑝′1 possuem a

mesma órbita.

Figura 1: Fluxo sobre um espaço 𝑋

Dizemos que o ponto 𝑥0 é um ponto fixo ou ponto estacionário se 𝑥(𝑡) = 𝑥0 para todo 𝑡 ∈ T
(𝑡 ≥ 0). Na Figura 1, o ponto 𝑝 ∈ 𝑋 é um exemplo de ponto fixo.

Dizemos ainda que a trajetória ou a órbita é dita periódica se 𝑥(𝑡 + 𝑠) = 𝑥(𝑡) vale para algum

𝑠 ≥ 0 e para todo 𝑡 ∈ T (𝑡 ≥ 0). Neste caso, o ponto 𝑥(𝑡) é dito ponto periódico, e seu peŕıodo é

o menor 𝑠 que satisfaz 𝑥(𝑡 + 𝑠) = 𝑥(𝑡). Por exemplo, na Figura 1, a órbita circular é um exemplo

de órbita periódica.

Observação 0.2. Dado um mapa qualquer 𝐹 : 𝑋 → 𝑋, podemos construir um SD discreto consi-

derando o semifluxo {𝐹𝑛}𝑛∈N definido por 𝐹𝑛 := 𝐹
𝑛 onde 𝐹𝑛 denota a composição de 𝐹 𝑛-vezes.

Assim sendo, a órbita de 𝑥0 ∈ 𝑋 é dada pela união
⋃
𝑛∈N{𝑥𝑛 := 𝐹𝑛 (𝑥0)}. Mais ainda, nesta

situação, um ponto periódico 𝑥 de peŕıodo 𝑘 ∈ N é tal que 𝐹𝑘 (𝑥) = 𝐹𝑘 (𝑥) = 𝑥, i.e., ele é um ponto

fixo de 𝐹𝑘 .

Exemplo 0.3 (Mapa da Tenda). Seja 𝐼 = [0, 1] ⊂ R. Vamos considerar sobre 𝐼 um semifluxo

dado pelas iteradas do mapa 𝑇 : 𝐼 → 𝐼 em que

𝑇 (𝑥) =

2𝑥, 𝑥 ∈

[
0, 12

]
2(1 − 𝑥), 𝑥 ∈

[
1
2 , 1

]

Figura 2: Mapa da tenda

Assim sendo, a órbita de um ponto 𝑥0 ∈ 𝐼 é o conjunto {𝑇𝑛 (𝑥0) : 𝑛 ∈ N}. Repare que podemos
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associar a esta órbita uma sequência {𝐿, 𝑅}N da seguinte forma: para qualquer 𝑛 ∈ N, temos que

o 𝑛-ésimo termo da sequência associada é 𝐿 (respectivamente, 𝑅) se 𝑇𝑛 (𝑥0) ≤ 1
2 (respetivamente,

𝑇𝑛 (𝑥0) > 1
2). Mais discussões sobre esse mapa podem ser encontradas em (Alligood; Sauer; Yorke,

1997).

Observação 0.4. Também podemos construir semifluxo discreto para um SD discreto a partir de

um SD cont́ınuo. Para tanto, basta consideramos o semifluxo dado pelas iteradas do mapa de

tempo 1, isto é, fazemos 𝐹 := 𝐹1, e usamos a Observação 0.2.

Se 𝐹1 é inverśıvel, podemos estender essa famı́lia de mapas para um fluxo considerando 𝐹−𝑛 =

(𝐹−1) ◦ · · · ◦ (𝐹−1) 𝑛-vezes para 𝑛 > 0.

De maneira mais criativa, podemos construir um SD discreto usando o mapa de retorno de

Poincaré como apresentado em (Arrowsmith; Place; Place et al., 1990; Jost, 2006).

Repare que a Definição 0.1 é bastante ampla no sentido que 𝑋 é um conjunto qualquer. Porém,

no que se segue da teoria de sistemas dinâmicos será necessário impor algumas condições sobre

𝑋 .

Por exemplo, se quisermos estabelecer alguma relação de distância entre pontos no espaço de

fase, precisamos pedir que 𝑋 seja um espaço métrico e que os mapas sejam homeomorfismos. Se

quisermos falar sobre diferenciabilidade, podemos pedir que 𝑋 seja uma variedade e que os mapas

sejam difeomorfismos. Mais ainda, se quisermos estudar fenômenos aleatórios, é razoável pedir

que 𝑋 seja um espaço de probabilidade e que os mapas sejam mensuráveis.

Ainda sem apelar para outras hipóteses sobre 𝑋, podemos estabelecer uma definição que será

recorrente na investigação do comportamento assintótico do sistema. Às vezes, a órbita de um

ponto permanece numa região particular do espaço de fase, e são esses conjuntos que queremos

caracterizar.

Definição 0.5. Seja 𝐹 um fluxo sobre um conjunto 𝑋. Um conjunto 𝐴 ⊂ 𝑋 é dito positiva-

mente invariante (respectivamente, negativamente invariante) por 𝐹 se 𝐹𝑡 (𝐴) ⊂ 𝐴 (respec-

tivamente, 𝐹𝑡 (𝐴) ⊃ 𝐴) qualquer que seja 0 ≤ 𝑡 ∈ T. Dizemos que ele é invariante se 𝐹𝑡 (𝐴) ⊂ 𝐴
para todo 𝑡 ∈ T.

Proposição 0.6. Sob as condições da Definição 0.5, temos que:

• qualquer órbita é um conjunto invariante;

• um conjunto 𝑆 é invariante se, e somente se, este é união de órbitas de 𝐹;

• se 𝑆 é invariante sob 𝐹, então também os são cl(𝑆) e 𝑆𝑐 (em que cl(𝑆) denota o fecho de 𝑆

e 𝑆𝑐 o seu complementar);

• a união e a interseção de qualquer coleção de conjuntos invariantes também é um conjunto

invariante.

Formalizada a noção de invariância, podemos ainda considerar os conjuntos cujas órbitas não

apenas são invariantes, como também possuem vizinhanças que são atráıdas por eles. Aqui,

iremos invocar propriedades métricas para discutir conceitos de distância, embora as mesmas

definições possam ser colocadas sobre espaços topológicos mais gerais.
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Definição 0.7. Um conjunto compacto Λ num espaço métrico 𝑋 é denominado de atrator para

o mapa cont́ınuo 𝐹 : 𝑋 → 𝑋 se existe uma vizinhança 𝑈 de Λ com 𝐹 (𝑈) ⊂ 𝑈 e Λ =
⋂

0≤𝑡∈T 𝐹𝑡 (𝑈).
Por outro lado, o conjunto Λ é dito repulsor se Λ =

⋂
0≥𝑡∈T 𝐹𝑡 (𝑈)

Definição 0.8. O maior conjunto aberto 𝑈 satisfazendo a Definição 0.7 é denominado de bacia

de atração de Λ.

Seguindo por essa direção, podemos caracterizar os conjuntos limites de órbitas. Informal-

mente, podemos entender os conjuntos limites como o estado para o qual um sistema dinâmico

se aproxima após um longo tempo, avançando ou retrocedendo no tempo. Eles são importantes

porque podem ser usados para entender o comportamento assintótico de um sistema dinâmico.

Definição 0.9. Seja {𝐹𝑡 }𝑡∈T um fluxo sobre um conjunto 𝑋. Como fizemos antes, defina 𝑥(𝑡) :=
𝐹𝑡 (𝑥). Dado 𝑦 ∈ 𝑋 qualquer, definimos, respectivamente, os conjuntos limites 𝛼-limite e

𝜔-limite de 𝑦 por

𝛼(𝑦) :=
⋂
𝑡∈T

𝑦((−∞, 𝑡))

𝜔(𝑦) :=
⋂
𝑡∈T

𝑦((𝑡,∞))

Se 𝑋 for um espaço métrico com métrica 𝑑𝑋, temos que:

𝛼(𝑦) = {𝑧 : para todo 𝜖 > 0, existe um t arbitrariamente grande tal que 𝑑𝑋 (𝑦(−𝑡), 𝑧) < 𝜖}

𝜔(𝑦) = {𝑧 : para todo 𝜖 > 0, existe um t arbitrariamente grande tal que 𝑑𝑋 (𝑦(𝑡), 𝑧) < 𝜖}

Da Definição 0.9, temos que dado um 𝑦 ∈ 𝑋, o conjunto 𝜔(𝑦) é composto pelos pontos 𝑥 para

os quais a relação 𝑑𝑋 (𝑥, 𝑦(𝑡)) < 𝜖 é satisfeita para infinitos 𝑡 independente de 𝜖 . Portanto, um

ponto em 𝜔(𝑦) não precisa estar necessariamente na órbita de 𝑦, mas a órbita de 𝑦 deve conter

pontos arbitrariamente próximos de 𝜔(𝑦). Interpretação análoga vale para o conjunto 𝛼(𝑦). Por
fim, vale notar que qualquer ponto na órbita de 𝑦 possui os mesmos conjuntos limites que ele.

Na Figura 1, as órbitas de 𝑝1, . . . , 𝑝4 são atráıdas pela órbita periódica ao redor de 𝑝. Logo,

esta órbita periódica é igual a 𝜔(𝑝𝑖) qualquer que seja 𝑖 ∈ {1, . . . , 4}. Por outro lado, os pontos

𝑞1, . . . , 𝑞4 são tais que 𝛼(𝑞𝑖) = 𝑝 qualquer que seja 𝑖 ∈ {1, . . . , 4}.
Repare também que para órbitas periódicas (em particular para pontos fixos) estes dois con-

juntos são a própria órbita. Isso não impede, porém, que estas órbitas sejam ainda os conjuntos

limites de outros pontos em 𝑋.

Podemos também enfraquecer a condição de periodicidade dentro do caso de sistemas dinâmicos

discretos gerados por um mapa. É o que está caracterizado na seguinte definição.

Definição 0.10. Seja (𝑋, 𝑑𝑋) um espaço métrico e 𝐹 : 𝑋 → 𝑋 um homeomorfismo. Dizemos

que um ponto 𝑥0 ∈ 𝑋 é recorrente por cadeia se, para todo 𝜖 > 0, existem pontos 𝑥1 =

𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 = 𝑥 com 𝑛 = 𝑛(𝜖) tais que 𝑑𝑋 (𝐹 (𝑥𝑖), 𝑥𝑖+1) < 𝜖 qualquer que seja 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.
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Na Figura 3, as bolas pontilhadas têm raio 𝜖 . Neste caso, os pontos {𝑥1 = 𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥7} atendem
a definição de recorrência por cadeia com este 𝜖 fixado. O ponto 𝑥 seria recorrente por cadeia se

comportamento análogo valesse para todo 𝜖 > 0.

Figura 3: Recorrência por cadeia com 𝜖 fixado e 𝑛(𝜖) = 8

2 Sistemas Dinâmicos oriundos de EDO’s
O seguinte exemplo é um caso clássico em que constrúımos um sistema dinâmico a partir de uma

equação diferencial ordinária.

Sistemas de EDO’s Considere 𝑓 : R𝑛 × R → R𝑛 um campo vetorial dependente do tempo e a

equação diferencial ordinária ¤𝑥(𝑡) = 𝑓 (𝑥(𝑡), 𝑡) com condições iniciais 𝑥(𝑡0) = 𝑥0.
Suponha que essa EDO tenha solução global e única. Nesse caso o fluxo determinado pela

EDO é um exemplo de sistema dinâmico. Se denotarmos por 𝐹𝑡 (𝑥0) = 𝑥(𝑡 + 𝑡0) onde 𝑥 : R→ R𝑛 é

a solução do problema de valor inicial 1 então 𝐹𝑡 (𝑥0) é um fluxo dependente do tempo. De fato,

fazendo 𝐹 : (R𝑛 × R) × R→ R𝑛 × R dado por

𝐹 ((𝑥0, 𝑡0), 𝑡) = (𝐹𝑡 (𝑥0), 𝑡 + 𝑡0)

temos que {𝐹𝑡 }𝑡∈R satisfaz a Definição 0.1.

Além do tempo, o sistema dinâmico pode depender de outros fatores que podem mudar, não

só quantitativamente, mas qualitativamente o comportamento do sistema. É o que mostra o

próximo exemplo:

Exemplo 0.11. Adotando a notação 𝑥 ≡ 𝑥(𝑡) e ¤𝑥 ≡ 𝑑
𝑑𝑡
𝑥. Considere a EDO dada por

¤𝑥 = −𝑥3 + 𝜆𝑥 = 𝑥(−𝑥2 + 𝜆) (1)

em que 𝜆 ∈ R e 𝑥(𝑡) ∈ R para todo 𝑡 ∈ R.
Para 𝜆 < 0, temos que a Equação 1 satisfaz ¤𝑥 = 0 apenas quando 𝑥 = 0. Portanto, 0 é o único

ponto fixo.

Numa vizinhança à esquerda do 0, vale que ¤𝑥 > 0. Logo, a função é crescente nessa região e

portanto os pontos vão se aproximando do ponto fixo. Já numa vizinhança à direita do 0, temos

1Lembrando que aqui estamos restritos às EDO’s cujas soluções globais existem e são únicas. Pelo Teorema de
Cauchy-Lipschitz, temos que a solução existe e é única numa vizinhança de 𝑡0 desde que 𝑓 seja Lipschitz. Mais
detalhes sobre intervalos maximais de existência de tais soluções podem ser encontrados em (Perko, 2013).
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que ¤𝑥 < 0. Disso, segue que a função é decrescente nessa região e portanto os pontos também vão

se aproximando do zero. Neste caso, 0 é um ponto fixo atrator.

Para 𝜆 = 0, temos exatamente a mesma análise, já que ¤𝑥 = −𝑥3.
Agora, para 𝜆 > 0 temos que ¤𝑥 = 0 em três casos: quando 𝑥 = 0, 𝑥 =

√
𝜆 e 𝑥 = −

√
𝜆. Numa

vizinhança à esquerda de −
√
𝜆, temos que ¤𝑥 > 0, logo os pontos à esquerda de −

√
𝜆 estão se

aproximando dele; agora entre −
√
𝜆 e 0 vale que 𝜆 > 𝑥2 , o que implica que (−𝑥2 + 𝜆) > 0 e

portanto ¤𝑥 < 0. Assim sendo, a função decresce nesse intervalo. Já entre 0 e
√
𝜆 temos, por

argumento análogo, o comportamento contrário, i.e., ¤𝑥 > 0; portanto, os pontos crescem nesse

intervalo. Por fim, à direita de
√
𝜆, temos que −𝑥2 + 𝜆 < 0 e portanto ¤𝑥 > 0.

Resumidamente, temos o seguinte comportamento:

Figura 4: Comportamento do SD determinado pela Equação 1 para diferentes valores de 𝜆

Para discutir formalmente o comportamento qualitativo desse sistema, introduziremos as se-

guintes definições:

Definição 0.12. Considere um fluxo com origem na equação diferencial ¤𝑥(𝑡, 𝜆) = 𝑓 (𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜆) com
𝑥(0) = 𝑥0. Dizemos que o ponto fixo 𝑥𝑠 é estável se, e somente se, para todo 𝜖 > 0 existe um

𝛿 > 0 tal que se | |𝑥(0) − 𝑥𝑠 | | < 𝛿, então para todo 𝑡 ≥ 0 vale que | |𝑥(𝑡) − 𝑥𝑠 | | < 𝜖 . Caso contrário,

dizemos que o ponto fixo 𝑥𝑠 é instável.

Ainda mais, dizemos que o sistema possui uma bifurcação local em (𝑥0, 𝜆0) se o Jacobiano

da matriz 𝐷 𝑓(𝑥0,𝜆0 ) possui um autovalor com parte real zero.

Retornando ao Exemplo 0.11, repare que, para os casos 𝜆 < 0 e 𝜆 = 0, o comportamento do

sistema é qualitativamente o mesmo, caracterizado por ter o ponto 0 como ponto fixo estável.

Porém, para o caso 𝜆 > 0, temos uma mudança abrupta na configuração do sistema: 0 passa

a ser ponto fixo instável e surgem dois pontos fixos estáveis (−
√
𝜆 e
√
𝜆). De outra maneira, nos

casos em que o comportamento qualitativo é alterado quando variamos um parâmetro, dizemos

que temos uma bifurcação.

2.1 Linearização e Estabilidade

A Seção 2 é extremamente interessante pois será a partir das discussões feitas nela sobre SD

oriundos de EDO’s que construiremos a primeira abordagem qualitativa sobre o estudo de SD.

Assim sendo, vamos considerar uma variação dele que dará origem a um exemplo do chamado

fluxo local.

Para tanto, seja 𝑓 = ( 𝑓 1, . . . , 𝑓 𝑑) : R𝑑 → R𝑑 um mapa de classe 𝐶1 em que 𝑓 𝑖 : R𝑑 → R e por-

tanto temos 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) = ( 𝑓 1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑑), . . . , 𝑓 𝑑 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑)) qualquer que seja (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈
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R𝑑. Consideramos o sistema de EDO’s dado por

¤𝑥𝑖 (𝑡) = 𝑓 𝑖 (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑑 (𝑡)) para 𝑖 = 1, . . . , 𝑑 (2)

com 𝑥𝑖 : R → R e ¤𝑥𝑖 = 𝑑
𝑑𝑡
𝑥𝑖 qualquer que seja 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑}. Dizemos que tal sistema de EDO é

autônomo pois não depende explicitamente de 𝑡.

É verdade que podeŕıamos também considerar sistemas de EDO não autônomos

¤𝑥𝑖 = 𝜙𝑖 (𝑡, 𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑑 (𝑡)) para 𝑖 = 1, . . . , 𝑑

com dependência expĺıcita de 𝑡; contudo, eles podem ser transformados em sistemas autônomos

introduzindo uma nova variável 𝑥𝑑+1 e a equação

¤𝑥𝑑+1 = 𝑓 𝑑+1(𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑑 (𝑡), 𝑥𝑑+1(𝑡)) = 1

Observe que sistemas autônomos são invariantes sob a ação de shifts temporais no seguinte

sentido: sendo 𝑥1(𝑡) uma solução da Equação 2 com valores iniciais 𝑥1(𝑡1) = 𝜉 e 𝑥2(𝑡) uma solução

com os mesmos valores iniciais mas começando em 𝑡2, i.e., 𝑥2(𝑡2) = 𝜉, temos que para todo 𝑡 ≥ 𝑡2
vale que 𝑥2(𝑡) = 𝑥1(𝑡 + 𝑡1 − 𝑡2). Ou seja, embora o comportamento da solução da EDO dependa

dos valores iniciais, ele não depende do instante em que ela começa.

Pelo Teorema de Picard-Lindelöf, temos que a Equação 2 define um fluxo local no sentido de

que, para todo o estado inicial 𝑥0, existe a solução 𝑥(𝑡) do sistema para algum intervalo −𝑇 < 𝑡 < 𝑇
com 𝑇 > 0.

Se 𝑓 𝑖 (𝑥0) = 0 para todo 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑}, então 𝑥0 é um ponto fixo ou ponto estacionário do

SD local.

Para investigar o comportamento de um SD numa região ao redor de um ponto fixo, vamos

examinar o problema linearizado ao redor de 𝑥0 e depois investigar se esse mesmo comportamento

permanece no sistema original.

Sem perda de generalidade, vamos assumir que 𝑥0 = 0. Logo, queremos estudar o sistema

linearizado dado por

¤𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) (3)

em que

𝐴 =

(
𝜕 𝑓 𝑖

𝜕𝑥 𝑗
(𝑥0)

)
𝑖, 𝑗=1...,𝑑

, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) (4)

A fim de ganharmos alguma intuição sobre esses sistemas, vamos primeiramente estudar o caso

𝑑 = 2.

Caso 1. Suponha que a matriz 𝐴 dada pela Equação 4 tem dois autovalores reais distintos 𝛼1

e 𝛼2 e é, portanto, diagonalizável.

Logo, depois de uma mudança de coordenadas, conseguimos reescrever a Equação 3

como 
¤𝑥1(𝑡) = 𝛼1𝑥1(𝑡)

¤𝑥2(𝑡) = 𝛼2𝑥2(𝑡)
=⇒


𝑥1(𝑡) = 𝑒𝛼1𝑡𝑥1(0)

𝑥2(𝑡) = 𝑒𝛼2𝑡𝑥2(0)
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Se 𝛼1, 𝛼2 < 0, temos que 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) → 0 quando 𝑡 → ∞ com velocidade

exponencial; por outro lado, se 𝛼1, 𝛼2 > 0 temos que 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) → ∞ quando

𝑡 →∞ com velocidade exponencial. Em ambos os casos, como

(𝑥1(𝑡))𝛼2
(𝑥2(𝑡))𝛼1 =

𝑒𝛼1𝛼2𝑡 (𝑥1(0))𝛼2
𝑒𝛼1𝛼2𝑡 (𝑥2(0))𝛼1 = 𝐶 ∈ R

temos que 𝑥(𝑡) se move pela curva (𝑥1(𝑡))𝛼2 = 𝐶 (𝑥2(𝑡))𝛼1 .

Se 𝛼1, 𝛼2 < 0, dizemos que 𝑥0 é um sorvedouro ou um nó, ou ainda que 𝑥0 é um

ponto fixo estável para 𝑡 → ∞. Um exemplo desse comportamento está mostrado

na Figura 5.

Figura 5: Sorvedouros em R2

Por outro lado, se 𝛼1, 𝛼2 > 0, dizemos que 𝑥0 é uma fonte ou que 𝑥0 é um ponto fixo

instável para 𝑡 →∞. Veja a Figura 6.

Figura 6: Fontes em R2

Observe ainda que esses dois comportamentos são invertidos quando consideramos a

mudança 𝑡 ↦→ −𝑡.

Por fim, se temos 𝛼2 < 0 < 𝛼1 temos que 𝑥0 não é instável nem estável, já que o

𝜔-limite dos pontos do eixo 𝑥2 é 𝑥0 enquanto que as órbitas de todos os demais pontos

se afastam de 𝑥0 quando 𝑡 cresce. Neste caso, dizemos que 𝑥0 é ponto de sela.

12
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Figura 7: Ponto de sela em R2

Caso 2. Assuma agora que a matriz 𝐴 apresentada na Equação 4 tem dois autovalores comple-

xos conjugados 𝛼 ± 𝑖𝜈.

Depois de uma mudança de coordenadas, temos que

¤𝑥(𝑡) =
[
𝛼 𝜈

−𝜈 𝛼

]
𝑥(𝑡),

o que nos dá que

𝑥(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡
[

cos(𝜈𝑡) sin(𝜈𝑡)
− sin(𝜈𝑡) cos(𝜈𝑡)

]
𝑥0.

Se 𝛼 < 0, temos que 𝑥(𝑡) descreve uma trajetória em forma de espiral em direção a

𝑥0; se 𝛼 > 0, 𝑥(𝑡) segue uma trajetória em forma de espiral saindo de 𝑥0. Se 𝛼 = 0,

temos que 𝑥(𝑡) são trajetórias que circulam o ponto 𝑥0. Observe que neste último caso,

pequenas variações de 𝛼 mudam qualitativamente o comportamento do sistema.

Figura 8: Sistema linearizado em R2 para o caso de autovalores distintos complexos conjugados.

É interessante reparar que o caso 𝛼 = 0 possui um comportamento instável no seguinte sentido:

pequenas alterações levam esse sistema a ter um comportamento qualitativo diferente, como nos

casos em que 𝛼 ≠ 0. É um exemplo do que chamamos de comportamento estruturalmente instável.

Já quando 𝛼 > 0 ou 𝛼 < 0, existe alguma vizinhança de tamanho 𝜖 para esses valores de modo

que o comportamento qualitativo se mantenha, i.e., que ainda tenhamos órbitas em espirais com
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os mesmos sentidos antes da perturbação em 𝛼 para algum valor em (𝛼 − 𝜖, 𝛼 + 𝜖). Neste caso,

temos um exemplo do que é caracterizado como um comportamento estruturalmente estável.

Com esse caso particular em mente, façamos a generalização para o caso 𝑑-dimensional.

Definição 0.13. Um ponto fixo 𝑥0 é dito um ponto hiperbólico se todos os autovalores do

sistema linearizado tem parte real não nula.

O comportamento do sistema linearizado ao redor de um ponto hiperbólico é estruturalmente

estável no seguinte sentido: a parte real 𝛼 ≠ 0 de um autovalor nos permite fazer pequenas

variações de modo que qualitativamente a dinâmica do sistema se mantenha a mesma. A Figura

8 deixa clara essa intuição.

Observe que todas as definições feitas até agora nesta seção partem da linearização de um SD

a tempo cont́ınuo, mais especificamente da solução local de uma EDO. Podemos considerar SD

discretos tomando os mapas de tempo 1 desse sistema de EDO’s e obteŕıamos mapas lineares da

forma: [
𝑥1

𝑥2

]
=

[
𝑒𝛼1 0

0 𝑒𝛼2

] [
𝑥1

𝑥2

]
ou [

𝑥1

𝑥2

]
= 𝑒𝛼

[
cos(𝜈) sin(𝜈)
− sin(𝜈) cos(𝜈)

] [
𝑥1

𝑥2

]
em que novamente estamos considerando a linearização ao redor de 𝑥0 = 0 um ponto fixo. Cla-

ramente, podemos estender as definições feitas no caso cont́ınuo para o caso discreto de maneira

análoga. Em particular, é importante observar que um autovalor 0 no fluxo cont́ınuo linearizado

corresponde a um autovalor de valor absoluto 1 no sistema dinâmico discreto. Isso motiva a

próxima definição:

Definição 0.14. Um mapa linear 𝐴 : R𝑑 → R𝑑 é chamado de mapa hiperbólico se ele tem

posto maximal e nenhum dos seus autovalores tem valor absoluto igual a 1.

A Definição 0.14 transpõe a ideia de hiperbolicidade e estruturas estáveis agora para o caso

discreto. O posto maximal garante que nenhuma parte do espaço será colapsada, enquanto que,

se existissem autovetores de autovalor 1, estes teriam seu comportamento qualitativo modificado

com pequenas variações, e portanto o sistema não seria estruturalmente estável.

Exemplo 0.15 (Fluxos gradientes). Seja 𝐹 : R𝑑 → R uma função de classe 𝐶2 e considere

¤𝑥(𝑡) = −𝐷𝐹 (𝑥(𝑡)) (5)

em que 𝐷 representa o gradiente de 𝐹. Assim, observe que partimos de um campo escalar 𝐹 e

transformamos o mesmo num campo vetorial considerando o gradiente de 𝐹. Em coordenadas,

temos

¤𝑥𝑖 (𝑡) = −𝜕𝐹 (𝑥(𝑡))
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑}

Observe que 𝑑
𝑑𝑡
𝐹 (𝑥(𝑡)) = 𝐷𝐹 (𝑥(𝑡)) ¤𝑥(𝑡) = −| ¤𝑥(𝑡) |2. Portanto, 𝐹 é uma função decrescente em

qualquer linha de fluxo e, mais ainda, é estritamente decrescente com exceção dos pontos em

que 𝐷𝐹 (𝑥) = 0. Os pontos 𝑥 satisfazendo tal condição são chamados de pontos cŕıticos. Esses

pontos são justamente os pontos estacionários do SD definido pela Equação 5.
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Vamos considerar agora uma linha de fluxo 𝑥(𝑡). Tal linha pode ser especificada fazendo

𝑥(0) = 𝑥0 para algum 𝑥0 ∈ R𝑑, ou seja, uma linha de fluxo 𝑥(𝑡) nada mais é do que a órbita de

𝑥(0). Escrevemos

𝑥(±∞) := lim
𝑡→±∞

𝑥(𝑡)

desde que esse limite exista.

Vamos assumir que a primeira e a segunda derivada de 𝐹 são limitadas em R𝑑. Como ¤𝑥(𝑡) =
−𝐷𝐹 (𝑥(𝑡)), pela regra da cadeia temos que:

¥𝑥(𝑡) = 𝑑

𝑑𝑡
− 𝐷𝐹 (𝑥(𝑡)) = −𝐷2𝐹 (𝑥(𝑡))𝐷𝐹 (𝑥(𝑡)) = −

𝑑∑︁
𝑖=1

𝜕2𝐹 (𝑥(𝑡))
𝜕 (𝑥𝑖)2

𝜕𝐹 (𝑥(𝑡))
𝜕𝑥𝑖

Logo, ¥𝑥(𝑡) também é limitada e, consequentemente, ¤𝑥(𝑡) é Lipschitz. Usando que 𝑑
𝑑𝑡
𝐹 (𝑥(𝑡)) =

−| ¤𝑥(𝑡) |2 e o fato de 𝐹 (𝑥(𝑡)) ser 𝐶2, temos

𝐹 (𝑥(𝑡1)) − 𝐹 (𝑥(𝑡2)) = −
∫ 𝑡2

𝑡1

𝑑

𝑑𝑡
𝐹 (𝑥(𝑡))𝑑𝑡 =

∫ 𝑡2

𝑡1

| ¤𝑥(𝑡) |2𝑑𝑡 =
∫ 𝑡2

𝑡1

|𝐷𝐹 (𝑥(𝑡)) |2𝑑𝑡

e, portanto, se 𝐹 (𝑥(𝑡)) é limitada ao longo da linha de fluxo para 𝑡 → ∞, o fato de ¤𝑥(𝑡) ser
Lispchitz implica que, usando 𝐹 (𝑥(𝑡1)) − 𝐹 (𝑥(𝑡2)) =

∫ 𝑡2
𝑡1
|𝐷𝐹 (𝑥(𝑡)) |2𝑑𝑡:

0 = lim
𝑡→∞

𝐹 (𝑥(𝑡1)) − 𝐹 (𝑥(𝑡2)) = lim
𝑡→∞

∫ 𝑡2

𝑡1

| ¤𝑥(𝑡) |2𝑑𝑡 =
∫ 𝑡2

𝑡1

lim
𝑡→∞
| ¤𝑥(𝑡) |2𝑑𝑡

e portanto

lim
𝑡→∞
| ¤𝑥(𝑡) |2 = 0 = lim

𝑡→∞
𝐷𝐹 (𝑥(𝑡)) = lim

𝑡→∞
¤𝑥(𝑡)

isso nos fornece algum ind́ıcio de que, quando 𝑡 → ∞, 𝑥(𝑡) converge a um valor cŕıtico 𝑥(∞) de
𝐹. Racioćınio análogo vale para 𝑥(−∞).
Das considerações que fizemos, podemos concluir pelo menos que se 𝐹 é limitada, podemos

achar alguma sequência 𝑡𝑛 → ∞ para a qual 𝑥(𝑡𝑛) converge para um ponto cŕıtico 𝑥(∞). Vamos

então agora linearizar o sistema em volta de 𝑥(∞) que, sem perda de generalidade, será assumido

como 0. Logo, temos o problema

¤𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡)

em que

𝐴 =

(
𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥 𝑗
𝑥(∞)

)
𝑖, 𝑗∈{1,...,𝑑}

Como 𝐴 é simétrica, pois 𝐹 é 𝐶2, 𝐴 possui apenas autovalores reais 𝛼1, . . . , 𝛼𝑑 e, depois de uma

mudança de coordenadas, o sistema linearizado é dado pela forma :

𝑥𝑖 (𝑡) = 𝑒𝛼𝑖 𝑡𝑥𝑖 (0) (6)

Dizemos que o ponto cŕıtico 𝑥(∞) é não degenerado se os autovalores da Hessiana

𝐷2𝐹 (𝑥) =
(
𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥 𝑗
𝑥(∞)

)
𝑖, 𝑗∈{1,...,𝑑}
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são todos não nulos.

A Equação 6 nos dá que, para o sistema linearizado, a convergência para 𝑥(∞) se dá ao longo

de uma linha de fluxo com velocidade exponencial. É claro que só obtemos essa convergência

para 𝑥(∞) quando os valores iniciais de 𝑥(0) caem numa combinação linear de direções coorde-

nadas de 𝑥𝑖 que correspondem a autovalores 𝛼𝑖 < 0; a dinâmica faz com que os outros valores

assintoticamente se afastem de 𝑥(∞).

Podemos nos perguntar se a análise do sistema linearizado do Exemplo 0.15 realmente nos

aproxima, ao menos qualitativamente, do sistema original. A resposta nos é dada pelo Teorema

0.17. Mais informações sobre eles podem ser encontradas nas referências (Arrowsmith; Place;

Place et al., 1990; Devaney, 1989; Palis; De Melo, 2012).

Definição 0.16 (Conjugação topológica). Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços topológicos e considere funções

𝑓 : 𝑋 → 𝑋e 𝑔 : 𝑌 → 𝑌 cont́ınuas. Se existe ℎ : 𝑌 → 𝑋 homeomorfismo tal que ℎ satisfaz

ℎ ◦ 𝑓 = 𝑔 ◦ ℎ, dizemos que 𝑓 e 𝑔 são topologicamente conjugadas. Neste caso, ℎ é chamada

de conjugação topológica .

Teorema 0.17 (Hartman-Grobmann). Seja 𝐹 = (𝐹1, . . . , 𝐹𝑑) : R𝑑 → R𝑑 suave com 𝐹𝑖 : R𝑑 → R

para todo 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑}. Considere 𝑥(𝑡) uma solução de ¤𝑥(𝑡) = 𝐹 (𝑥(𝑡)) com 𝑥0 ∈ R𝑑 um ponto

cŕıtico hiperbólico, ou seja, 𝐹 (𝑥0) = 0 e a matriz do sistema linearizado ao redor de 𝑥0 dada por

𝐴 =

(
𝜕𝐹𝑖
𝜕𝑥 𝑗 (𝑥0)

)
𝑖, 𝑗∈{1,...,𝑑}

não possui autovalor com parte real nula. Então existe uma vizinhança

𝑉 de 𝑥0 e um homeomorfismo ℎ : 𝑉 → R𝑑 tal que ℎ(𝑥0) = 0 e, na vizinhança 𝑉 , o fluxo ¤𝑥(𝑡) é
topologicamente conjugado por ℎ à sua linearização.

O Teorema 0.17 nos permite concluir que, no caso de um ponto cŕıtico hiperbólico, a situação

é estruturalmente estável numa vizinhança desse ponto no sentido que a existência de uma con-

jugação topológica garante, qualitativamente, que a dinâmica do sistema original seja a mesma

do sistema linearizado.

Assim sendo, quando 𝑥(∞) é um ponto cŕıtico não degenerado, qualquer linha de fluxo para a

qual 𝑥(∞) ocorre como um ponto de acumulação de fato converge a ele com velocidade exponen-

cial.

Outra consequência da dinâmica original ser qualitativamente a mesma do sistema linearizado

numa vizinhança de pontos cŕıticos não degenerados é que eles são isolados. Assim sendo, a

situação assintótica é bastante simples nos casos que não existem pontos cŕıticos degenerados e

𝐹 é limitada: todo o espaço é convertido pela dinâmica num conjunto discreto de pontos cŕıticos

de 𝐹. Se o espaço possui outros invariantes, é também importante entender como são as órbitas

que saem de um conjunto invariante e chegam em outro para descrever a dinâmica assintótica.

Definição 0.18. Seja 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 um mapa continuamente diferenciável em uma variedade

diferenciável com um ponto fixo 𝑦0 ∈ 𝑀. Dizemos que 𝑦0 é um ponto hiperbólico se a derivada

de 𝑓 em 𝑦0, i.e., o mapa linear

𝐷 𝑓 (𝑦0) : 𝑇𝑦0𝑀 → 𝑇𝑦0𝑀

no espaço tangente a 𝑀 em 𝑦0 é um mapa linear hiperbólico.

Analogamente, se 𝑦0 ∈ 𝑀 é um ponto periódico de peŕıodo 𝑛, i.e., 𝑓 𝑛 (𝑦0) = 𝑦0, dizemos que

𝑦0 é um ponto periódico hiperbólico para 𝑓 se 𝐷 𝑓 𝑛 (𝑦0) : 𝑇𝑦0𝑀 → 𝑇𝑦0𝑀 é um mapa linear

hiperbólico.
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Uma órbita (periódica) é chamada de (periódica) hiperbólica se todos os seus pontos são

hiperbólicos.

Observe que 𝑦0 é ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 𝑛 se, e somente se, é um ponto fixo

hiperbólico de 𝑓 𝑛.

Definição 0.19. Seja 𝑓 𝑡 : 𝑀 → 𝑀 um fluxo diferenciável com 𝑡 ∈ T em uma variedade dife-

renciável 𝑀 com uma órbita periódica Γ e seja 𝑦0 ∈ Γ um ponto dessa órbita.

Se 𝑦0 é um ponto fixo, ele é chamado de hiperbólico se 𝐷 𝑓 𝑡 (𝑦0) : 𝑇𝑦0𝑀 → 𝑇𝑦0𝑀 é um mapa

hiperbólico para todo 𝑡 ≠ 0.

Se 𝑦0 não é ponto fixo mas sim ponto periódico de peŕıodo 𝑇 > 0, ele é chamado de ponto

periódico hiperbólico se 𝐷 𝑓 𝑇 : 𝑇𝑦0𝑀 → 𝑇𝑦0𝑀 tem 1 como autovalor simples e não mais

autovalores de valor absoluto 1.

A órbita Γ é chamada de órbita hiperbólica se todos os pontos são hiperbólicos.

Temos o análogo do Teorema 0.17 agora para o contexto de variedades:

Teorema 0.20 (Hartman-Grobman para Fluxos em Variedades). Seja 𝑝 ∈ 𝑀 um ponto fixo

hiperbólico do mapa 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 continuamente diferenciável. Então existem vizinhanças 𝑈1,𝑈2

de 𝑝 em 𝑀 e também vizinhanças 𝑉1, 𝑉2 de 0 em 𝑇𝑝𝑀 e um homeomorfismo

ℎ : 𝑈1 ∪𝑈2 → 𝑉1 ∪𝑉2

tais que o seguinte diagrama é comutativo:

𝑈1
𝑓 //

ℎ

��

𝑈2

ℎ

��
𝑉1

𝐷 𝑓 (𝑝)
// 𝑉2

Agora vamos formalizar a noção de estruturalmente estável como discutimos durante toda esta

seção. Para tanto, vamos precisar definir a seguinte topologia num espaço de funções:

Definição 0.21. Sejam 𝑋 e 𝑌 dois espaços topológicos e 𝐶𝑙 (𝑋,𝑌 ) o espaço de funções de classe

𝐶𝑙 de 𝑋 em 𝑌 , tomando os conjuntos

𝐴(𝐾,𝑈) := { 𝑓 ∈ 𝐶𝑙 (𝑋,𝑌 ) | 𝑓 (𝐾) ⊂ 𝑈}

em que 𝐾 ⊂ 𝑋 é compacto e 𝑈 ⊂ 𝑌 é aberto como sub-base da topologia. Esta topologia assim

definida é chamada de 𝐶𝑙-topologia .

Definição 0.22. Sejam 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘 ≤ ∞ fixados. Então um mapa de classe 𝐶𝑘 escrito por

𝑓 : 𝑀 → 𝑀, em que 𝑀 é uma variedade diferenciável, é dito ser estruturalmente estável se 𝑓

possui alguma vizinhançaU na 𝐶𝑙-topologia com a propriedade que cada 𝑔 ∈ U é topologicamente

conjugado a 𝑓 .

A essência da ideia de estabilidade estrutural é que pequenas variações dos parâmetros que de-

finem o sistema dinâmico podem ser compensadas por uma transformação cont́ınua das variáveis
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do sistema, i.e., perturbações dos seus parâmetros não produzem comportamentos qualitativa-

mente diferentes. Em particular, a dinâmica não se afeta com pequenos erros de arredondamento

ou rúıdos.

Na contramão desse conceito, temos a ideia de bifurcação em que mudanças nos parâmetros

do sistema dão origem a novos comportamentos qualitativos. É o que acontece no Exemplo 0.11.

Por fim, o próximo teorema une a noção de estruturalmente estável e de pontos hiperbólicos

que discutimos até aqui.

Teorema 0.23. Seja 𝑝 um ponto fixo do mapa de classe 𝐶1 escrito por 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 em que 𝑀 é

uma variedade diferenciável. Suponha sque 𝐷 𝑓 (𝑝) : 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑝𝑀 tem posto maximal. Então 𝑓 é

estruturalmente estável em alguma vizinhança de 𝑝 se, e somente se, 𝑝 é ponto hiperbólico.

2.2 Variedades Estáveis, Instáveis e Centrais

Das discussões que fizemos na Seção 2.1, é razoável sugerir que, para o sistema linearizado ao

redor de um ponto cŕıtico, existam direções tais que o ponto cŕıtico é estável e outras direções

para as quais ele é instável. Para enunciar o teorema que formaliza essa intuição, comecemos com

a seguinte definição:

Definição 0.24. Seja 𝑓 : 𝑈 → 𝑀 um mapa 𝐶1 em que 𝑀 é uma variedade diferenciável e 𝑈 é

uma vizinhança aberta de 𝑦0 ∈ 𝑀, sendo 𝑦0 um ponto fixo hiperbólico, i.e., 𝑓 (𝑦0) = 𝑦0 e 𝐷 𝑓 (𝑦0)
não possui autovalores de valor absoluto 1. Vamos considerar o fluxo dado pelas iteradas de 𝑓 .

Definimos o conjunto 𝑀𝑠 (𝑦0) como os pontos 𝑥 ∈ 𝑈 tais que 𝑓 𝑛𝑥 ∈ 𝑈 para todo 𝑛 e

𝑓 𝑛𝑥 → 𝑦0 quando 𝑛→∞ (7)

e o conjunto 𝑀𝑢 (𝑦0) como o conjunto dos pontos 𝑥 tais que existe uma sequência (𝑥𝑛)𝑛∈N ⊂ 𝑈
com 𝑓 (𝑥𝑛) = 𝑥𝑛−1 para 𝑛 ∈ N tal que

𝑥𝑛 → 𝑦0 quando 𝑛→∞ (8)

Como 𝑦0 é um ponto hiperbólico, as condições impostas pelas Equações 7 e 8 podem ser omitidas

desde que 𝑈 seja escolhido suficientemente pequeno. A intuição por de trás dos conjuntos 𝑀𝑠 (𝑦0)
e 𝑀𝑢 (𝑦0) é entender quais são os pontos da vizinhança de 𝑦0 que se aproximam deste ponto e

quais se afastam, respectivamente.

Para cuidar também de pontos fixos não hiperbólicos, vamos formular os próximos teoremas

sob uma condição mais geral, chamada de 𝜌-pseudo-hiperbolicidade . Nela, a linearização do

mapa no ponto fixo 𝑦0 não tem nenhum autovalor com valor absoluto 𝜌.

Teorema 0.25 (Hadamard-Perron sobre variedades estáveis e instáveis). Seja 𝑈 uma vizinhança

de 0 ∈ R𝑑 e 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑈,R𝑑) com 𝑓 (0) = 0.

Seja 𝜌 > 0. Assuma que a derivada 𝐷 𝑓 (0) não tenha nenhum autovalor de valor absoluto igual

a 𝜌. Sejam 𝑉 𝑠𝜌 e 𝑉𝑢𝜌 os subespaços de 𝑇0R𝑑 � R𝑑 correspondentes aos autovalores de valor absoluto

menor que 𝜌 e maior que 𝜌, respectivamente, e seja 𝐴𝑠,𝑢 = 𝐷 𝑓 (𝑝) |𝑉𝑠,𝑢
𝜌

.

Podemos encontrar uma norma | | · | | em R𝑑 satisfazendo | |𝐴𝑠 | | < 𝜌 e | | (𝐴𝑢)−1 | | < 𝜌−1.
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Para 𝑅 > 0, definimos

𝑈 (𝑅) := {𝑥 ∈ R𝑑 : | |𝑥 | | < 𝑅}

𝑈𝑠,𝑢 (𝑅) := {𝑥 ∈ 𝑉 𝑠,𝑢𝜌 : | |𝑥 | | < 𝑅}.

Se 𝜌 ≤ 1, então para 𝑅 > 0 suficientemente pequeno, a variedade estável

𝑀𝑠 (0) :=
⋂
𝑛≥0

𝑓 −𝑛𝑈 (𝜌𝑛𝑅) = {𝑥0 ∈ 𝑈 (𝑅) : 𝑓 𝑛𝑥0 ∈ 𝑈 (𝜌𝑛𝑅) para todo 𝑛}

é o gráfico de um mapa 𝐶1 𝜑𝑠 : 𝑈𝑠 (𝑅) → 𝑈𝑢 (𝑅) com 𝜑𝑠 (0) = 0 e 𝐷𝜑𝑠 (0) = 0

Se 𝜌 ≥ 1, então para 𝑅 > 0 suficientemente pequeno, a variedade instável

𝑀𝑢 (0) :=
⋂
𝑛≥0

𝑓 𝑛
𝑛⋂
𝜈=0

𝑓 −𝜈𝑈 (𝜌𝜈−𝑛𝑅)

= {𝑥0 ∈ R𝑑 : existe uma sequência (𝑥𝑛)𝑛∈N ∈ R𝑑 com 𝑓 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1

e 𝑥𝑛 ∈ 𝑈 (𝜌−𝑛𝑅) para todo 𝑛 ∈ N}

é o gráfico de um mapa 𝐶1

𝜑𝑢 : 𝑈𝑢 (𝑅) → 𝑈𝑠 (𝑅)

com 𝜑𝑢 (0) = 0 e 𝐷𝜑𝑢 (0) = 0

Se 𝑓 é de classe 𝐶𝑘, então também os são os mapas 𝜑𝑠,𝑢.

Ressaltamos que resultado anterior também pode ser generalizado para variedades diferenciáveis

finito dimensionais, (Jost, 2006).

As variedades do Teorema 0.25 são unicamente determinadas. Isso não é mais verdade no

seguinte teorema:

Teorema 0.26 (Variedades centro estável e centro instável). Vamos assumir as mesmas hipóteses

do Teorema 0.25. No caso 𝜌 ≥ 1, para 𝑅 > 0 suficientemente pequeno, existe um mapa dife-

renciável

𝜑0𝑠 : 𝑈𝑠 (𝑅) → 𝑈𝑢 (𝑅)

com

𝜑0𝑠 (0) = 0 e 𝐷𝜑0𝑠 (0) = 0

cujo gráfico 𝑀0𝑠 (0), a variedade centro estável , é localmente invariante sob 𝑓 no sentido

𝑓 𝑀0𝑠 (0)
⋂

𝑈 (𝑟) ⊂ 𝑀0𝑠

𝑓 −1𝑀0𝑠 (0)
⋂

𝑈 (𝑅) ⊂ 𝑀0𝑠

Além disso, 𝑀0𝑠 (0) é localmente atrator para 𝑓 −1 no sentido de que para 𝑥𝑛 ∈
⋂𝑛
𝜈=0 𝑓

−𝜈𝑈 (𝑅),
a distância entre 𝑥𝑛 e 𝑀0𝑠 (0) converge a zero quando 𝑛→∞.
No caso 𝜌 ≤ 1, para 𝑅 > 0 suficientemente pequeno, existe um mapa diferenciável

𝜑0𝑢 : 𝑈𝑢 (𝑅) → 𝑈𝑠 (𝑅)
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com

𝜑0𝑢 (0) = 0 e 𝐷𝜑0𝑢 (0) = 0

cujo gráfico 𝑀0𝑢 (0), a variedade centro instável, é localmente invariante pra 𝑓 no sentido

que

𝑓 𝑀0𝑢 (0)
⋃

𝑈 (𝑅) ⊂ 𝑀0𝑢 (0)

Além do mais, 𝑀0𝑢 (0) é localmente atrator para 𝑓 no sentido de que para 𝑥 ∈ ⋂𝑛
𝜈=0 𝑓

−𝜈𝑈 (𝑅),
a distância entre 𝑓 𝑛𝑥𝑛 e 𝑀0𝑢 (0) converge a zero quando 𝑛→∞.

Vale também que 𝑀0𝑠 (0) contém a variedade estável 𝑀𝑠 (0) e que 𝑀0𝑢 (0) contém a variedade

instável 𝑀𝑢 (0).

Para o caso 𝜌 = 1, a variedade estável (instável) corresponde ao espaço gerado pelos autovetores

cujos autovalores da linearização têm valor absoluto menor (maior) que 1; e a variedade centro

estável (centro instável) dos que têm valor absoluto menor ou igual (maior ou igual) a 1.

A dinâmica na variedade estável contrai exponencialmente e na variedade instável expande

exponencialmente. Assim sendo, as duas podem ser descritas de maneira simples já que ambas

correspondem a comportamentos hiperbólicos e, ao menos localmente, a análise é trivial e já

discutimos seus aspectos anteriormente.

Portanto, devemos nos concentrar em estudar os casos não triviais que ficam na interseção

𝑀0(0) := 𝑀0𝑠 (0) ∩ 𝑀0𝑢 (0)

chamada de variedade central. Ela se refere ao subespaço de 𝑇0R𝑑 � R𝑑 que é gerado pelos

autovalores de 𝐷 𝑓 (0) com valor absoluto 1.

Diferentemente das dinâmicas nas variedades estáveis e instáveis, neste caso é bastante dif́ıcil

formular teoremas gerais já que o comportamento na variedade central é bastante particular

de cada sistema. Numa escala de tempo suficientemente grande, são essas direções da variedade

central que capturam os aspectos não triviais do processo dinâmico, já que as direções de expansão

e de contração chegam ao equiĺıbrio numa velocidade exponencial.

Contudo, mesmo em situações em que o espaço de fase tem dimensão infinita, é frequente que

a variedade central tenha dimensão finita. Isso significa que a dinâmica pode ser caracterizada

completamente por apenas esses finitos graus de liberdade.

Vale observar ainda que os resultados anteriores também podem ser estendidos para sistemas

dinâmicos a tempo cont́ınuo.

2.3 Ferraduras de Smale

Além do mapa da tenda, um outro exemplo de sistema dinâmico discreto bastante interessante

é a Ferraura de Smale. Ela será bastante usada como fonte de exemplos e contraexemplos no

Caṕıtulo 3.2.4. Para a sua construção, iremos nos basear especialmente na referência (Alligood;

Sauer; Yorke, 1997). Ao leitor interessado, nessa referência aparecem também discussões sobre a

propriedade caótica desse mapa.
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O mapa da Ferradura de Smale ℎ : R2 → R2 é um mapa injetivo definido da seguinte forma:

considere um subconjunto compacto de R2 dado pelo quadrado 𝑊 = 𝐴𝐵𝐶𝐷 como na Figura 9.

Primeiro, o mapa ℎ contrai uniformemente na direção horizontal. Depois, ele expande unifor-

memente na direção vertical. Por fim, ele torce como uma ferradura. A contração e a expansão

devem ser feitas sob o mesmo fator de intensidade. Fora de 𝑊 , a única restrição é que ℎ seja

cont́ınua e injetiva. O mapa ℎ faz ℎ(𝑋) = 𝑋∗ para 𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}.

Figura 9: Exemplo de Ferradura de Smale

Estaremos interessados em estudar quais os pontos de 𝑊 que permanecem invariantes em 𝑊

sob essa dinâmica. Vamos denotar o conjunto desses pontos por Λ.

Note primeiro que os pontos que permanecem invariantes para iteradas positivas devem estar

ou no bloco 𝑉𝐿 ou no bloco 𝑉𝑅 de 𝑊 ∩ ℎ(𝑊), como mostra a Figura 10.

Figura 10: Mapa de tempo 1 da ferradura de Smale

Assim como fizemos no Exemplo 0.3, vamos associar à órbita para frente de cada ponto uma

sequência {𝐿, 𝑅}N. Dado um ponto 𝑥 ∈ 𝑊 que permanece invariante sob essa dinâmica, identifi-

camos a órbita de 𝑥 com a sequência (𝑆𝑛)𝑛∈N,𝑛≥1 de forma que 𝑆𝑛 = 𝐿 (respectivamente, 𝑆𝑛 = 𝑅)

se, e somente se, ℎ𝑛 (𝑥) ∈ 𝑉𝐿 (respectivamente, ℎ𝑛 (𝑥) ∈ 𝑉𝑅) para todo 𝑛 ∈ N. Os pontos de 𝐿 (𝑅)

são os pontos mapeados para 𝑉𝐿(𝑉𝑅) quando aplicamos a dinâmica descrita na Figura 9.

Vamos entender o que acontece quando aplicamos novamente o mapa ℎ. Na Figura 11, temos

que os pontos invariantes que estão em 𝐿𝐿 ou em 𝑅𝐿 são mapeados para 𝑉𝐿, enquanto que os

pontos em 𝑅𝑅 e 𝐿𝑅 são levados a 𝑉𝑅.
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Figura 11: Mapa de tempo 2 da ferradura de Smale

Seguindo essa linha de racioćınio, estamos caracterizando o que acontece nas iteradas positivas

do mapa ℎ. Repare que a coleção desses segmentos horizontais quando consideramos as iteradas

positivas do mapa ℎ formam um conjunto de Cantor.

Contudo, para caracterizar unicamente os pontos do conjunto invariante, precisamos associar

a eles também uma sequência que caracterize o comportamento quando consideramos as iteradas

negativas, i.e., quais são os pontos 𝑥 ∈ Λ tais que ℎ−1(𝑥) ∈ 𝑉𝐿 ou ℎ−1(𝑥) ∈ 𝑉𝑅? Portanto, o que

queremos é estender a sequência (𝑆𝑛)𝑛∈N para ı́ndices em Z.

Primeiramente, vamos entender quais são os pontos de Λ que possuem suas pré-imagens ℎ−1

em 𝑉𝐿 e quais deles possuem pré-imagens em 𝑉𝑅?

Se a inversa de um ponto 𝑥 ∈ 𝑊 ainda está em 𝑊 , 𝑥 deve estar em 𝑉𝐿 ou em 𝑉𝑅. Fazendo

o procedimento inverso do que fizemos, temos que as pré-imagens de 𝑉𝐿 e 𝑉𝑅 são as linhas

horizontais 𝐿 e 𝑅 como mostra a Figura 10. A Figura 12 mostra os pontos cujos termos 𝑆−1𝑆0

da sequência (𝑆𝑛)𝑛∈Z são iguais a 𝐿𝐿, 𝐿𝑅, 𝑅𝐿 e 𝑅𝑅.

Figura 12: Iteradas negativas do mapa da ferradura

Note então que os pontos cujas iteradas negativas permanecem invariantes em𝑊 sob a dinâmica

formam um conjunto de Cantor nos segmentos verticais.

Portanto, para especificar um ponto em Λ precisamos intersectar as linhas de Cantor horizontais

(que caracterizam os pontos invariantes sob as iteradas positivas) com as linhas verticais descritas

acima. A interseção dos conjuntos de Cantor verticais e horizontais do primeiro passo desse

racioćınio está retratada na Figura 13. No conjunto em vermelho estão os pontos de Λ cujas

sequências associadas satisfazem 𝑆0𝑆1 é igual a 𝐿𝐿, 𝑅𝐿, 𝐿𝑅 ou 𝑅𝑅.
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Figura 13: Invariantes positivo e negativos do mapa pela primeira iteração da Ferradura

3 Sistemas Dinâmicos Aleatórios
Em algumas situações, para realizar uma modelagem de um SD mais condizente com a realidade,

podemos introduzir um fator de aleatoriedade no SD. Por exemplo, para o caso da dinâmica po-

pulacional, podeŕıamos imaginar que mudanças climáticas favoreçam uma espécie em detrimento

de outra.

Assim, iremos introduzir um “rúıdo”, i.e., uma dependência de um fator aleatório num sistema

dinâmico. A estratégia para isso é construir, primeiro, um sistema dinâmico 𝜃 sobre um espaço

de probabilidade. Esse sistema dinâmico será responsável pela fonte de aleatoriedade do sistema

original. Depois de constrúıdo, iremos modificar o sistema dinâmico original para que ele dependa

do SD 𝜃.

Para esta seção, nos basearemos principalmente nas referências (Liu, 2008) e (Arnold, 1995).

3.1 Definições básicas e propriedades

Sejam (𝑁, F 𝑁 ) um espaço mensurável e (Ω, F , P) um espaço de probabilidade. Dizemos que um

mapa 𝑓 : Ω→ 𝑁 é uma variável aleatória 𝑁-valuada se 𝑓 é (F ,F 𝑁 )-mensurável.

Quando 𝑋 é um espaço métrico podemos considerar este como um espaço mensurável se muni-

mos este conjunto com a 𝜎-álgebra de Borel B(𝑋). Nesse caso, dizemos que 𝑋 é espaço métrico

mensurável.

Definição 0.27. Seja (𝑋, 𝑑𝑋) um espaço métrico mesurável. Um sistema dinâmico aleatório

cont́ınuo (SDA), denotado por 𝜙, consiste de:

1. Um modelo de rúıdo, i.e., um sistema dinâmico métrico 𝜃 sobre um espaço de pro-

babilidade (Ω, F , P) com fluxo (𝜃𝑡 )𝑡∈T, e tal que a função (𝑡, 𝜔) ↦→ 𝜃𝑡𝜔 de T × Ω em Ω é

mensurável e deixa P invariante, ou seja, 𝜃𝑡P = P para todo 𝑡 ∈ T.
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2. Um modelo de sistema perturbado pelo rúıdo, i.e., um cociclo 𝜙 sobre 𝜃. De maneira

mais detalhada, o que temos é um mapa (B(T)⊗)F ⊗ B(𝑋),B(𝑋))mensurável

𝜙 : T ×Ω × 𝑋 → 𝑋

(𝑡, 𝜔, 𝑥) ↦→ 𝜙(𝑡, 𝜔, 𝑥)

que satisfaz duas propriedades:

a) O mapa (𝑡, ·, 𝑥) ↦→ 𝜙(𝑡, ·, 𝑥) é cont́ınuo para todo 𝜔 ∈ Ω (ou seja, eliminando o fator de

aleatoriedade temos um SD cont́ınuo);

b) (Propriedade do cociclo positivo) a famı́lia 𝜙(𝑡, 𝜔, ·) = 𝜙(𝑡, 𝜔) : 𝑋 → 𝑋 de mapas

aleatórios de 𝑋 em 𝑋 satisfaz a propriedade de cociclo positivo, ou seja:

𝜙(0, 𝜔) = id𝑋

𝜙(𝑡 + 𝑠, 𝜔) = 𝜙(𝑡, 𝜃𝑠𝜔) ◦ 𝜙(𝑠, 𝜔) quaisquer que sejam 𝑡, 𝑠 ∈ T e 𝜔 ∈ Ω

Se T = Z dizemos que o SDA é discreto.

A ideia intuitiva é que um SDA se move pelo conjunto Ω × 𝑋 da seguinte maneira: quando

𝜔 ∈ Ω é mudado pelo SD 𝜃 no tempo 𝑠 para 𝜃𝑠𝜔 ∈ Ω, o cociclo 𝜙(𝑠, 𝜔) se move de 𝑥 em {𝜔} × 𝑋
para o ponto 𝜙(𝑠, 𝜔) (𝑥) em {𝜃𝑠𝜔} × 𝑋. Note que, além de 𝑥 ser levado para 𝜙(𝑠, 𝜔), também

temos a atualização de 𝜔 sendo levado para 𝜃𝑠𝜔.

Figura 14: Representação de um SDA

Repare que, se o elemento de Ω não fosse atualizado, o que teŕıamos seria uma dinâmica que
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dependeria de um sorteio inicial mas, a partir dáı, seguiria como um sistema dinâmico deter-

mińıstico. Contudo, o que queremos é manter essa perturbação aleatória durante toda a evolução

do sistema. Para tanto, devemos também atualizar o elemento de Ω, e esta necessidade é atendida

pelo SD métrico 𝜃 que atualiza 𝜔 para 𝜃𝑠𝜔. Ou seja, o SD métrico 𝜃 é tal que a cada tempo 𝑡,

escolhe-se uma 𝜃𝑡 para atualizar o evento 𝜔 ∈ Ω para o evento 𝜃𝑡𝜔 ∈ Ω.

Observação 0.28. A continuidade atribúıda à caracterização de um sistema dinâmico aleatório

cont́ınuo não está relacionada com o conjunto de ı́ndices temporais T, mas sim com a caracteŕıstica

de continuidade do mapa (𝑡, 𝑥) ↦→ 𝜙(𝑡, 𝜔, 𝑥) ser cont́ınuo para todo 𝜔. Podeŕıamos definir de

maneira análoga sistemas dinâmicos aleatórios 𝐶𝑘 qualquer que seja 𝑘 ∈ N e sistemas dinâmicos

lineares. Ao leitor interessado, estas definições estão estabelecidas em (Arnold, 1995, Pág. 6).

De maneira análoga à Observação 0.4, definiremos 𝜃 := 𝜃1 para denotar o mapa de tempo 1 de

𝜃𝑛 um mapa de um modelo de rúıdo (Ω, F , P, (𝜃𝑡 )𝑡∈T).
Assim, dados quaisquer 𝑛 e 𝜔 fixados, e considerando a topologia em 𝑋 induzida pela métrica,

vale que 𝜙(𝑛, 𝜔) tem inversa (𝜙(𝑛, 𝜔))−1 = 𝜙(−𝑛, 𝜃𝑛𝜔) já que, pela propriedade do cociclo,

𝜙(𝑛, 𝜔) ◦ 𝜙(−𝑛, 𝜃𝑛𝜔) = 𝜙(−𝑛 + 𝑛, 𝜔) = 𝜙(0, 𝜔) = id𝑋

e também temos que

𝜙(−𝑛, 𝜃𝑛𝜔) ◦ 𝜙(𝑛, 𝜔) = id𝑋

Logo, 𝜙(𝑛, 𝜔) : 𝑋 → 𝑋 é um homeomorfismo.

Sendo 𝜙 um SDA discreto e 𝜑 o mapa de tempo 1 de 𝜙, i.e., 𝜑(𝜔) = 𝜙(1, 𝜔, ·) : 𝑋 → 𝑋, dizemos

que 𝜑 é o homeomorfismo aleatório determinado por 𝜙.

Definição 0.29. Dados um espaço de probabilidade (Ω, F , P) e um espaço métrico 𝑋, um

homeomorfismo aleatório é uma função de Ω nos homeomorfismos de 𝑋 nele mesmo, i.e.,

𝜑(𝜔) : 𝑋 → 𝑋 é homeomorfismo para todo 𝜔 ∈ Ω.

Observação 0.30. Por outro lado, se já possúımos um homeomorfismo aleatório 𝜑, podemos gerar

um SDA em tempo discreto 𝜑(𝑛, 𝜔, 𝑥) fazendo

𝜙(𝑛, 𝜔) =


𝜑(𝜃𝑛−1𝜔) ◦ · · · ◦ 𝜑(𝜔) 𝑛 > 0

id𝑋 𝑛 = 0

(𝜑(𝜃𝑛𝜔))−1 ◦ · · · ◦ (𝜑(𝜃−1𝜔))−1 𝑛 < 0

e é fácil ver que essa definição satisfaz as propriedades de SDA da Definição 0.27 quando 𝜃 :

T ×Ω→ Ω é um fluxo mensurável fixado.

Observação 0.31. (Arnold, 1995) Uma famı́lia de mapas 𝜓(𝑡, 𝜔, ·) : 𝑋 → 𝑋 que satisfaz todas as

condições da Definição 0.27 exceto a da propriedade de ser um cociclo positivo, i.e., 𝜓(𝑡+𝑠, 𝜔) =
𝜓(𝑡, 𝜃𝑠𝜔) ◦ 𝜓(𝑠, 𝜔) quaisquer que sejam 𝑡, 𝑠 ∈ T e 𝜔 ∈ Ω, mas satisfaz

𝜓(𝑡 + 𝑠, 𝜔) = 𝜓(𝑡, 𝜔) ◦ 𝜓(𝑠, 𝜃𝑡𝜔) quaisquer que sejam 𝑡, 𝑠 ∈ T e 𝜔 ∈ Ω

é denominado de cociclo negativo. Como a composição ◦ é uma ação à esquerda de 𝑋, cociclos

negativo são de certa forma não naturais, dado que no primeiro passo aplicamos um mapa que
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depende do segundo passo.

Porém, cociclos negativos ocorrem tipicamente como composições de cociclos. Por exemplo,

𝜙(𝑡, 𝜔, ·) = 𝜙(𝑡, 𝜔) : 𝑋 → 𝑋 é cociclo sobre 𝜃 como na Definição 0.27 se, e somente, se

𝜓(𝑡, 𝜔) := 𝜙(𝑡, 𝜔)−1

é um cociclo negativo sobre 𝜃, sendo 𝜙(𝑡, 𝜔)−1 como vimos na Observação 0.28. Além disso,

fazendo

𝜒(𝑡, 𝜔) := 𝜓(−𝑡, 𝜔) = 𝜙(−𝑡, 𝜔)−1 = 𝜙(𝑡, 𝜃 (−𝑡)𝜔)

temos que 𝜒 é um cociclo negativo sobre 𝜃−1.

As diferenças entre o cociclo positivo 𝜙 como na Definição 0.27 e os cociclos negativo 𝜓 e 𝜒

discutidos acima aparecem na discussão do comportamento assintótico do sistema quando 𝑡 →∞.
Tendo em mente a imagem da representação de um SDA, temos que 𝜙(𝑡, 𝜔) mapeia 𝑥 ∈ {𝜔}×𝑋

para 𝜙(𝑡, 𝜔) (𝑥) ∈ {𝜃𝑡𝜔} × 𝑋 no tempo 𝑡, enquanto que 𝜓(𝑡, 𝜔) mapeia 𝑥 ∈ {𝜃𝑡𝜔} × 𝑋 (que está se

movendo com 𝑡) para 𝜓(𝑡, 𝜔) (𝑥) ∈ {𝜔} × 𝑋, o conjunto fixado no tempo 0. Analogamente, 𝜒(𝑡, 𝜔)
mapeia 𝑥 ∈ {𝜃 (−𝑡)𝜔} × 𝑋 para 𝜒(𝑡, 𝜔) (𝑥) ∈ {𝜔} × 𝑋 no tempo 0.

Figura 15: Representação de cociclos positivo e negativo num SDA

Assim sendo, temos uma grande diferença quando movemos os pontos de 0 até 𝑡 ou de −𝑡 até
0; apenas no segundo caso podemos garantir que os pontos estarão no mesmo conjunto {𝜔} × 𝑋
para todo 𝑡 e assim podemos estudar este quando 𝑡 →∞.

Como mencionado na Seção 1 sobre exigências do conjunto 𝑋, o que pediremos no que segue

desta seção e no que diz respeito a SDA é que (𝑋, 𝑑𝑋) seja um espaço métrico polonês2 e localmente

compacto, claramente considerando a topologia induzida pela métrica sobre 𝑋.

2Um espaço métrico é dito polonês se for separável e completo.
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Definição 0.32. Sendo (𝑋, 𝑑𝑋) um espaço métrico, definimos:

dist𝑋 (𝑥, 𝐵) := inf
𝑦∈𝐵

𝑑𝑋 (𝑥, 𝑦)

e

dist𝑋 (𝐴, 𝐵) = inf
𝑥∈𝐴

dist𝑋 (𝑥, 𝐵)

sendo 𝑥 ∈ 𝑋 e 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋.

Definição 0.33. (Liu, 2008; Caraballo; Han, 2017) Seja (𝑋, 𝑑𝑋) um espaço métrico. Um mapa

de Ω→ P(𝑋) := {𝐴|𝐴 ⊂ 𝑋} é denominado de multifunção de Ω em 𝑋.

A multifunção 𝐷 : Ω→ P(𝑋) em que 𝜔 ↦→ 𝐷 (𝜔) toma valores em subconjuntos fechados (com-

pactos) de 𝑋 é dita um conjunto aleatório fechado (compacto) se o mapa 𝜔 ↦→ dist𝑋 (𝑥, 𝐷 (𝜔))
é mensurável para todo 𝑥 ∈ 𝑋.
A multifunção 𝑈 : Ω → P(𝑋) em que 𝜔 ↦→ 𝑈 (𝜔) toma valores em abertos de 𝑋 é dita um

conjunto aleatório aberto se 𝜔 ↦→ 𝑈𝐶 (𝜔) é um conjunto aleatório fechado.

Diremos que a multifunção 𝐷 é um conjunto aleatório se o mapa 𝜔 ↦→ dist𝑋 (𝑥, 𝐷 (𝜔)) for
mensurável para todo 𝑥 ∈ 𝑋.
Por fim, dizemos que uma multifunção é mensurável se o mapa 𝜔 ↦→ dist𝑋 (𝑥, 𝐷 (𝜔)) é men-

surável para qualquer 𝑥 ∈ 𝑋.

Como é observado em (Crauel, 2002), para uma multifunção 𝜔 ↦→ 𝐴(𝜔) qualquer (não neces-

sariamente aberta, fechada ou compacta), a mensurabilidade de 𝜔 ↦→ 𝑑𝑋 (𝑥, 𝐴(𝜔)) (dado um 𝑥

qualquer) é equivalente a 𝜔 ↦→ 𝐴(𝜔) ser um conjunto aleatório fechado.

Os próximos exemplos de conjuntos aleatórios estão feitos em (Molchanov; Molchanov, 2005)

e ilustram a Definição 0.33 de maneira bastante concreta.

Exemplo 0.34. Seja 𝜉 uma variável aleatória real, vale que 𝑋 = (−∞, 𝜉] é um conjunto aleatório

fechado na reta.

Exemplo 0.35. Se 𝜉1, 𝜉2 e 𝜉3 são três variáveis aleatórias tomando valores em R𝑑, o triângulo

de vértices 𝜉1, 𝜉2 e 𝜉3 é um conjunto aleatório fechado.

Figura 16: Triângulos como conjuntos aleatórios
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Exemplo 0.36. Se 𝜉 é uma variável aleatória em R𝑑e 𝜂 é uma variável aleatória não negativa,

então a bola aleatória 𝐵𝜂 (𝜉) de raio 𝜂 e centro em 𝜉 é um conjunto aleatório fechado.

Figura 17: Bolas como conjuntos aleatórios

A próxima definição estabelece o análogo para o caso aleatório da Definição 0.5.

Definição 0.37. Um conjunto aleatório 𝐷 é dito invariante positivamente sob a ação de um

SDA 𝜙 (com rúıdo 𝜃) se 𝜙(𝑡, 𝜔)𝐷 (𝜔) ⊂ 𝐷 (𝜃𝑡𝜔) para todo 0 ≤ 𝑡 ∈ T e P-quase todo 𝜔 ∈ Ω; ele é

dito invariante negativamente se 𝜙(𝑡, 𝜔)𝐷 (𝜔) ⊃ 𝐷 (𝜃𝑡𝜔) para todo 0 ≤ 𝑡 ∈ T e P-quase todo

𝜔 ∈ Ω.
Por fim, dizemos que ele é invariante se 𝜙(𝑡, 𝜔)𝐷 (𝜔) = 𝐷 (𝜃𝑡𝜔) para todo 𝑡 ∈ T e P-quase todo

𝜔 ∈ Ω.

Assim como (Liu, 2008), fazemos breves observações de algumas propriedades de conjuntos

aleatórios. Resultados similares e estratégias de demonstrações podem ser encontrados nas re-

ferências (Crauel, 2002; Castaing; Valadier, 2006; Arnold, 1995).

Proposição 0.38. Seja 𝑋 um espaço métrico completo separável. Valem as seguintes afirmações:

1. Se 𝐷 é um conjunto aleatório fechado, então também o é o fecho de 𝐷𝐶 .

2. Se 𝐷 é um conjunto aleatório aberto, então o fecho cl𝐷 de 𝐷 é um conjunto aleatório

fechado.

3. Se 𝐷 é um conjunto aleatório fechado, então o interior de 𝐷 int𝐷 é um conjunto aleatório

aberto.

4. Se {𝐷𝑛}𝑛∈N é uma sequência de conjuntos aleatórios fechados e existe 𝑛0 ∈ N tal que 𝐷𝑛0 é

um conjunto aleatório compacto, então
⋂
𝑛∈N 𝐷𝑛 é um conjunto aleatório compacto.

5. Se 𝑓 : Ω×𝑋 → 𝑋 é uma função tal que 𝑓 (𝜔, ·) é cont́ınua para todo 𝜔 e 𝑓 (·, 𝑥) é mensurável

para todo 𝑥, então 𝜔 ↦→ 𝑓 (𝜔, 𝐷 (𝜔)) é um conjunto aleatório compacto desde que 𝐷 seja um

conjunto aleatório compacto.
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6. Se 𝐷 é um conjunto aleatório fechado, então Gr(𝐷) := {(𝜔, 𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐷 (𝜔)} o gráfico de 𝐷 é

um subconjunto mensurável de F ×B(𝑋); por outro lado, dado que 𝐷 : Ω→ P(𝑋) tomando

valores nos subconjuntos fechados de 𝑋, se Gr(𝐷) ∈ F × B(𝑋), então 𝐷 é um conjunto

aleatório fechado F P-mensurável (em que F P denota o completamento da 𝜎-álgebra F com

respeito a medida P), i.e., os mapas 𝜔 ↦→ dist𝑋 (𝑥, 𝐷 (𝜔)) são F P-mensuráveis para qualquer

𝑥 ∈ 𝑋.

7. Se 𝐷 é um conjunto aleatório fechado F Pmensurável, então existe um conjunto aleatório

fechado �̃� mensurável com respeito a F tal que �̃� = 𝐷 quase certamente.

Teorema 0.39 (Teorema da Seleção Mensurável). Seja uma multifunção 𝜔 ↦→ 𝐷 (𝜔) tomando

valores na famı́lia de subconjuntos fechados não vazios de um espaço métrico polonês 𝑋. Então

𝐷 é um conjunto aleatório fechado se, e somente se, existe uma sequência {𝜈𝑛 : 𝑛 ∈ N} de mapas

mensuráveis 𝜈𝑛 : Ω→ 𝑋 tal que

𝜈𝑛 (𝜔) ∈ 𝐷 (𝜔) e 𝐷 (𝜔) = cl(
⋃
𝑛∈N

𝜈𝑛 (𝜔)) para todo 𝜔 ∈ Ω

Em particular, se 𝐷é um conjunto aleatório fechado existe uma seleção mensurável, i.e., um

mapa mensurável 𝜈 : Ω→ 𝑋 tal que 𝜈(𝜔) ∈ 𝐷 (𝜔) para todo 𝜔 ∈ Ω.

A ideia grosseira por detrás do Teorema da Seleção Mensurável é uma versão do Axioma da

Escolha satisfazendo a condição de mensurabilidade.

Proposição 0.40. Suponha que 𝜈 é uma medida positiva no espaço mensurável (𝑋, F ). Seja F 𝜈

o completamento da 𝜎-álgebra F com respeito a 𝜈. Se 𝑓 é uma função F 𝜈 mensurável, então

existe uma função F -mensurável 𝑔 tal que 𝑓 = 𝑔 quase certamente em relação a 𝜈.

Podemos estabelecer um análogo da Definição 0.7 agora para o caso aleatório. Contudo, pre-

cisamos antes de uma definição.

Definição 0.41. Dados 𝐴, 𝐵 ⊂ (𝑋, 𝑑𝑋) dois subconjuntos de um espaço métrico, definimos a semi

métrica de Hausdorff como

𝑑 (𝐴|𝐵) := sup
𝑥∈𝐴

dist𝑋 (𝑥, 𝐵)

Definição 0.42. Dados dois conjuntos aleatórios 𝐴 e 𝐷, dizemos que 𝐴 atrai 𝐷 se

lim
𝑛→∞

𝑑 (𝜙(𝑛, 𝜃−𝑛𝜔)𝐷 (𝜃−𝑛𝜔) |𝐴(𝜔)) = 0 quase certamente

Repare que 𝜙(𝑛, 𝜃−𝑛𝜔)𝐷 (𝜃−𝑛𝜔) está na fibra {𝜔} × 𝑋, qualquer que seja 𝑛 ∈ N. O mesmo

comportamento acontece com os sinais invertidos. É o que mostra a Figura 18.

Esta noção aparecerá inúmeras vezes no que segue do texto.

Essa atração é chamada de atração pull-back. Ela implica que a atração fraca, i.e., que a

igualdade

lim
𝑛→∞

𝑑 (𝜙(𝑛, 𝜃𝑛𝜔)𝐷 (𝜃𝑛𝜔) |𝐴(𝜔)) = 0

é satisfeita em probabilidade, como é observado em (Scheutzow, 2002), embora não garanta a

mesma igualdade quase certamente.

Agora vamos definir o análogo da Definição 0.10.
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Figura 18: Contravariância nas entradas do SDA.

Definição 0.43. Dado um conjunto qualquer 𝐷, denotamos por Ω𝐷 o conjunto ômega-limite

aleatório de 𝐷 , que depende de 𝜔, e é definido por

Ω𝐷 (𝜔) :=
⋂
𝑛≥0

cl

(⋃
𝑘≥𝑛

𝜙(𝑘, 𝜃−𝑘𝜔)𝐷 (𝜃−𝑘𝜔)
)

Temos por trás da Definição 0.43 a ideia de limite superior do conjunto. Assim sendo, os

elementos de Ω𝐷 (𝜔) ⊂ 𝑋 podem ser caracterizados como aqueles que aparecem para infinitos

𝑘 ∈ N no fecho de 𝜙(𝑘, 𝜃−𝑘𝜔)𝐷 (𝜃−𝑘𝜔).
Observação 0.44. Pode-se mostrar que, se um conjunto aleatório não vazio 𝐷 é atráıdo para um

conjunto aleatório compacto 𝐴, então Ω𝐷 ≠ ∅ quase certamente e este é invariante.

Lema 0.45. Sejam 𝐷1 e 𝐷2 dois conjuntos aleatórios. Então vale que

Ω𝐷1∪𝐷2 (𝜔) = Ω𝐷1 (𝜔) ∪Ω𝐷2 (𝜔), P-q.c.

para todo 𝜔 ∈ Ω.

Demonstração. Pela definição de conjunto ômega limite, temos

Ω𝐷1 (𝜔) ∪Ω𝐷2 (𝜔) ⊂ Ω𝐷1∪𝐷2 (𝜔)

então precisamos mostrar apenas a inclusão contrária. Para tanto, dado um 𝑥 ∈ Ω𝐷1∪𝐷2 (𝜔),
existe uma sequência 𝑡𝑛 →∞ e 𝑥𝑛 ∈ 𝐷1(𝜃−𝑡𝑛𝜔) ∪ 𝐷2(𝜃−𝑡𝑛𝜔) tal que

𝜙(𝑡𝑛, 𝜃−𝑡𝑛𝜔) (𝑥𝑛)
𝑛→∞−→ 𝑥

para SDA discretos, 𝑡𝑛 são inteiros. Portanto, existe uma subsequência tal que

𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐷1(𝜃𝑡𝑛𝑘𝜔), ∀𝑘 ∈ N ou 𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐷2(𝜃𝑡𝑛𝑘𝜔), ∀𝑘 ∈ N
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e 𝜙(𝑡𝑛𝑘 , 𝜃−𝑡𝑛𝑘𝜔)𝑥𝑛𝑘 → 𝑥 quando 𝑘 →∞. Portanto, Ω𝐷1∪𝐷2 ⊂ Ω𝐷1 ∪Ω𝐷2 . □

As métricas apresentadas acima serviriam apenas para estabelecermos uma topologia em 𝑋.

Porém, podemos também definir uma topologia sobre o espaço de variáveis aleatórias R-valuadas

não negativas, que será bastante útil no Caṕıtulo 2.3.

Definição 0.46. SejaMR o espaço de variáveis aleatórias não negativas e | · | a métrica usual de

R.

• Dados 𝑥, 𝑦 ∈ MR,a métrica aleatória 𝑑MR (𝑥, 𝑦) em MR entre 𝑥 e 𝑦 é a variável aleatória

𝜔 ↦→ |𝑥(𝜔) − 𝑦(𝜔) |. Assim sendo, (MR, 𝑑MR) é um espaço métrico aleatório.

• Um conjunto aleatório N ⊂ MR é chamado de 𝐶0-vizinhança aleatória de 𝑥 ∈ MR se

existe uma variável aleatória 𝑟 > 0 tal que 𝐵𝑟 (𝑥) = {𝑧 ∈ MR |𝑑MR (𝑥, 𝑧) < 𝑟 P-q.c} ⊂ N .

• O par (MR, 𝜏R) é chamada de topologia 𝐶0 aleatória se a topologia 𝜏R emMR é a induzida

pelas 𝐶0-vizinhanças aleatórias.

3.2 Exemplos

A Subseção 3.2.1, introduzimos um SDA sobre um espaço de fase finito e estudamos sua corres-

pondências com cadeias de Markov a tempo discreto.

Na Subseção 3.2.2, estudaremos o rúıdo real, que é base fundamental para a construção dos

outros exemplos de SDA que seguem. Ele está intimamente relacionado com o SD métrico 𝜃 que

aparece na Definição 0.27, que estabelece o que são SDA.

A Subseção 3.2.3 generaliza as ideias de SD oriundos de EDO’s, agora fazendo SDA oriundos

de Equações Diferenciais Aleatórias (EDA). A ideia central é perturbar EDO’s por um rúıdo real.

Por fim, na Subseção 3.2.4 iremos estudar o rúıdo branco, que é uma perturbação aleatória

com um processo estocástico subjacente. Ou seja, diferentemente do caso de SDA oriundos de

EDA’s, introduziremos agora um rúıdo cuja premissa não vêm exatamente de um rúıdo real, mas,

mais do que isto, vem de uma sequência de variáveis aleatórias cujas distribuições são bastante

conhecidas. Para tanto, nos basearemos especialmente nas referências (Caraballo; Han, 2017;

Arnold, 1995).

3.2.1 Mapas Aleatórios

Uma outra maneira de construir um sistema dinâmico aleatório, talvez até um pouco mais in-

tuitiva, é considerar um sorteio de mapas a serem aplicados sobre o espaço. Ou seja, queremos

escolher a cada instante uma função do estado de espaço nele mesmo. Vamos nos basear pelo

trabalho desenvolvido em (Ye, 2018).

Dado um espaço de probabilidade (Ω, F , P), vamos construir um SDA sobre um espaço de fase

L finito. Assim sendo, sem perda de generalidade, podemos colocar L = {1, . . . , 𝑛}. Queremos

então escolher mapas 𝛼 : L → L, entendidos como as dinâmicas admisśıveis sobre este espaço

de fase, de maneira que eles sejam aplicados dependendo de um sorteio. Para tanto, seja L uma

famı́lia qualquer de mapas de L em L (portanto |L| ≤ 𝑛𝑛) e seja Q uma medida de probabilidade

na 𝜎-álgebra de L.
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Vamos construir um SDA a tempo discreto sobre L. A ideia do que esse sistema representa é a

seguinte dinâmica: digamos que o sistema comece em algum espaço 𝑖0 ∈ L; a partir dáı, um mapa

𝛼1 ∈ L é escolhido com probabilidade dada por Q e o sistema se move para um estado 𝑖1 = 𝛼1(𝑖0);
de novo, de maneira independente, um mapa 𝛼2 é escolhido de acordo com Q e o sistema se move

para um estado 𝑖2 = 𝛼2(𝑖1) = (𝛼2(𝛼1(𝑖0)); e assim por diante. É o que mostra a seguinte figura:

Figura 19: Representação de um mapa aleatório

O estado inicial 𝑖0 ∈ L pode ser fixado ou escolhido através de uma variável aleatória valuada

em L independente de todos os mapas em L. Constrúımos então um processo estocástico 𝑋𝑡 a

tempo discreto em que 𝑋𝑡 = 𝛼𝑡−1 ◦ · · · ◦ 𝛼0(𝑖0) qualquer que seja 𝑡 ∈ N.
Para construir o SDA, o espaço Ω a ser considerado é o full-shift Ω = LZ que é o conjunto de

todas as sequências infinitas nos dois lados em que cada termo é uma dinâmica admisśıvel, i.e.,

Ω = {𝜔 : (. . . , 𝛼1, 𝛼0, 𝛼1, . . . ) : 𝛼𝑘 ∈ L para todo 𝑘 ∈ Z}

A medida de probabilidade colocada sobre Ω é a medida de Bernoulli definida nos cilindros

P( [𝛼0, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘]) = Q(𝛼0)Q(𝛼1) . . .Q(𝛼𝑘)

Note que o modo como esta medida é constrúıda nos garante que em cada passo o mapa seja

escolhido de maneira independente do passo anterior, e com a mesma distribuição de Q.

Já os mapas 𝜃𝑡 são shifts para a esquerda por 𝑡 elementos, i.e., 𝜃𝑡𝜔 = 𝛼𝑡 . Definindo o mapa

de tempo 1 do SDA 𝜙(1, 𝜔) = 𝛼0, temos que o mapa 𝜙(𝑡, 𝜔) é a composição dos mapas aleatórios

independentes e identicamente distribúıdos (i.i.d.) 𝛼𝑡−1 ◦ · · · ◦ 𝛼0. Aplicado num estado inicial

𝑖 ∈ L, temos um processo estocástico 𝑋𝑡 (𝜔) = 𝜙(𝑡, 𝜔)𝑖, que claramente é uma cadeia de Markov

com probabilidade de transição dada por

𝑃(𝑖, 𝑗) = Q(𝛼 : 𝛼(𝑖) = 𝑗) (9)

para qualquer 𝑖 ∈ L.
No contexto de dinâmica estocástica, quando apenas uma trajetória é simulada não há diferença

entre um SDA como descrito acima e a cadeia de Markov com matriz de transição dada pela

Equação 9. Ou seja, o movimento de um ponto do SDA é uma cadeia de Markov. Contudo,

quando estudamos a evolução pelo SDA em questão de dois pontos diferentes, este processo deixa

de ser uma cadeia de Markov, já que as sequências {𝑋𝑡 } não são mais independentes. Dessa

forma, podemos ver este processo como uma generalização do processo Markoviano.

A seguinte figura mostra três simulações em que consideramos L = {−3, . . . , 0, . . . 3} e L o

conjunto de todas as funções de L em L equipado com a distribuição uniforme. O eixo das
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abscissas representa o tempo do processo e o eixo das ordenadas o estado em L.

Figura 20: Evoluções de mapas aleatórios em L = {−3, . . . , 0, . . . 3}

3.2.2 Ruı́dos reais

Considere um espaço de probabilidade (Ω, F , P) com um SD métrico 𝜃 sobre ele tal que 𝜃𝑡P = P

com 𝑡 ∈ T. Sendo 𝑋 um espaço métrico, vamos considerar uma conjunto aleatório 𝐷 tal que

𝐷 : Ω→ 𝑋.

Definição 0.47. Dizemos que um rúıdo real é um mapa de R ×Ω em 𝑋 dado pela composição

de um conjunto aleatório 𝐷 num SD métrico 𝜃, i.e., 𝐷 (𝜃𝑡𝜔) com 𝑡 ∈ T tal que ele é cont́ınuo

fixado um 𝜔 ∈ Ω e limitado para todo (𝑡, 𝜔) ∈ T ×Ω.

A noção de aleatoriedade por caminho surge da seguinte interpretação: o SD métrico 𝜃 pode

ser considerado como um caminho pelo espaço Ω. Assim, para cada escolha de 𝜔 ∈ Ω temos uma

trajetória dada por ℭ := {𝜃𝑡𝜔 : 𝑡 ∈ T}.

Figura 21: Rúıdo real

R ×Ω Ω 𝑋
𝜃𝑡𝜔

(𝑡 ,𝜔∗ ) ↦→𝑥 (𝑡 )

𝐷
(10)

Quando fixamos um 𝜔∗ ∈ Ω, a composição (𝑡, 𝜔∗) ↦→ 𝑥 = 𝑥(𝑡) é um mapa da reta na reta e,

portanto, faz sentido a propriedade de continuidade.
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A necessidade de pedir que 𝜃 preserve a medida é motivada pela intuição de manter um sorteio

que, a cada momento 𝑡, tenha a mesma distribuição de probabilidade do instante inicial. Assim

sendo, conforme o tempo passa, a medida de qualquer região de Ω se mantém igual.

Vamos apresentar dois exemplos de rúıdos reais constrúıdos computacionalmente.

No primeiro, o nosso espaço Ω será o subconjunto [−1, 1] da reta e considere 𝑐 e 𝜖 > 0 duas

constantes reais fixadas. A função 𝜃𝑡 em cada momento 𝑡 é tal que 𝜃𝑡 (𝜔) para 𝜔 ∈ [−1, 1] é a

parte racional de 𝜔 + 𝑐; já o mapa aleatório 𝐷 : Ω → R é tal que 𝐷 (𝜔) = 𝜖𝜔 qualquer que seja

𝜔 ∈ Ω.
Na simulação mostrada na Figura 22 abaixo, plotamos o rúıdo descrito acima entre 0 e 3 para

5 diferentes escolhas de 𝜔 ∈ Ω iniciais escolhendo 𝑐 = 𝜋
5 e 𝜖 = 1. A estratégia é particionar o

intervalo aonde desejamos construir o rúıdo em 𝑛 pedaços, iterar a função 𝜃 𝑛 vezes e interpolar

o resultado obtido pelas iterações.

Figura 22: Rúıdo real tomando valores em Ω = [−1, 1] com 𝑡 ∈ [0, 3]

Fixado 𝑛 ∈ N, vamos construir um rúıdo real que será um polinômio aleatório. Para tanto,

considere Ω = [−1, 1]𝑛, i.e., o produto de 𝑛 cópias de [−1, 1]. Equipando Ω com a medida de

probabilidade uniforme e usando a medida produto, temos uma medida de probabilidade que

segue a distribuição uniforme em [−1, 1]𝑛.
Seja 𝜃𝑡 (𝜔) = 𝜔 para todo 𝑡 ∈ T, para todo 𝜔 ∈ Ω, i.e., 𝜃𝑡 é a função identidade para qualquer

𝑡 ∈ T. Sendo 𝑋 o espaço dos polinômios de grau 𝑛 da reta na reta, considere 𝐷 : Ω→ 𝑋 dada por

𝜔 = (𝜔1, . . . , 𝜔𝑛) ↦→
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜔𝑖𝑥
𝑖

Essa composição determina um rúıdo real já que P𝜃𝑡 = P claramente. A Figura 23 mostra 20

polinômios aleatórios de grau 5 gerados por esse método.
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Figura 23: Polinômios aleatórios

3.2.3 Equações Diferenciais Aleatórias

De maneira análoga ao clássico exemplo feito na Seção 2 sobre sistemas dinâmicos oriundos de

soluções de EDO’s da forma ¤𝑥(𝑡) = 𝑓 (𝑥(𝑡), 𝑡), podemos considerar o seguinte problema: uma

perturbação sobre ¤𝑥(𝑡), i.e., faça

¤𝑥(𝑡) = 𝑓 (𝑥(𝑡), 𝑡) + 𝑤(𝑥, 𝑡)

sendo 𝑤 : R𝑛 × R→ R𝑛 uma função qualquer. Repare que este sistema ainda é uma EDO.

Contudo, uma pergunta mais paradigmática a se fazer seria: o que aconteceria se a função 𝑤

fosse aleatória? Isto é, o que aconteceria com a evolução do fluxo se a perturbação feita tivesse

origem probabiĺıstica ao invés de ser totalmente determinada por uma função 𝑤 de parâmetros

reais?

Exemplo 0.48. Seguindo a referência (Arnold, 1995), considere 𝜃 um SD métrico como na

Definição 0.27. Vamos estabelecer uma correspondência um para um entre SDA 𝜙 sobre 𝜃 que

são absolutamente cont́ınuos com respeito a 𝑡 e equações diferenciais aleatórias (EDA).

¤𝑥(𝑡) = 𝑓 (𝜃𝑡𝜔, 𝑥(𝑡))

desviadas por 𝜃. A correspondência é dada por

𝜙(𝑡, 𝜔)𝑥 = 𝑥 +
∫ 𝑡

0
𝑓 (𝜃𝑠𝜔, 𝜙(𝑠, 𝜔) (𝑥(𝑠)))𝑑𝑠 (11)

que é válida no caso local para todo 𝑡 ∈ 𝐷 (𝜔, 𝑥) um intervalo aberto de T contendo 0, e no caso

global para todo 𝑡 ∈ T. Se a equação 11 é válida, dizemos que

𝑡 ↦→ 𝜙(𝑡, 𝜔, ·) : 𝑋 → 𝑋

resolve ou é uma solução da equação diferencial aleatória (EDA) ¤𝑥(𝑡) = 𝑓 (𝜃𝑡𝜔, 𝑥(𝑡)) (às
vezes chamada de solução no sentido de Carathéodory), ou ainda que a EDA gera 𝜙.

Note ainda que a Equação 11 implica que 𝜙(0, 𝜔)𝑥 = 𝑥 para todo 𝜔 ∈ Ω.
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Se a solução é diferenciável com respeito a 𝑡 e satisfaz para 𝑡 ∈ 𝐷 (𝜔, 𝑥)

𝑑

𝑑𝑡
𝜙(𝑡, 𝜔)𝑥 = 𝑓 (𝜃𝑡𝜔, 𝜙(𝑡, 𝜔)𝑥), 𝜙(0, 𝜔)𝑥 = 𝑥

ela é chamada de solução clássica de ¤𝑥(𝑡) = 𝑓 (𝜃𝑡𝜔, 𝑥(𝑡)). Soluções não clássicas são interessantes

pois nos permitem estudar o caso de rúıdos descont́ınuos.

Vamos enunciar agora o Teorema de Existência de Unicidade para o caso de Equações Diferen-

ciais Aleatórias. As definições que caracterizam propriedades sobre o espaço de funções podem

ser encontradas no Apêndice 5.

Teorema 0.49 (Teorema de Existência e Unicidade para solução de EDA’s). Seja 𝑓 : Ω×R𝑑 → R𝑑

uma função mensurável, e considere a EDA

¤𝑥(𝑡) = 𝑓 (𝜃𝑡𝜔, 𝑥(𝑡)) (12)

e, dado um 𝜔 ∈ Ω fixado, faça 𝑓𝜔 (𝑡, 𝑥) := 𝑓 (𝜃𝑡𝜔, 𝑥). Segue que:

1. Se 𝑓𝜔 ∈ 𝐿loc(R, C𝑘,0𝑏
) para todo 𝜔 e para algum 𝑘 ≥ 1, então 12 gera unicamente um SDA

𝐶𝑘 𝜙 sobre 𝜃.

2. Se 𝑓𝜔 ∈ C0;𝑘,0𝑏
para todo 𝜔 e para algum 𝑘 ≥ 1 então o SDA 𝐶𝑘 de (1) é uma solução clássica

de 12.

A demonstração do Teorema 0.49 é análoga a do caso determińıstico.

Sobre os exemplos de rúıdos reais constrúıdos na Subseção 3.2.2, apresentaremos sistemas de

EDO´s perturbados por esses rúıdos.
Usando o rúıdo real constrúıdo sobre Ω = [−1, 1], vamos buscar a solução da equação

¤𝑥(𝑡) = sin(𝑥) + 𝐷 (𝜃𝑡𝜔)

na reta. A seguinte figura mostra a expressão sin(𝑥) + 𝐷 (𝜃𝑡𝜔) com 𝑡 ∈ [0, 3] para 15 valores

iniciais de 𝜔 ∈ Ω.

Figura 24: Equação diferencial aleatória ¤𝑥(𝑡) = sin(𝑥) + 𝐷 (𝜃𝑡𝜔)

O plot da solução numérica dessa equação diferencial aleatória está mostrado na figura abaixo.
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Figura 25: Solução numérica de ¤𝑥(𝑡) = sin(𝑥) + 𝐷 (𝜃𝑡𝜔)

Agora vamos perturbar sin(𝑥) com um polinômio aleatório de grau 𝑛. Na simulação, escolhemos

𝑛 = 5. Plotamos a expressão sin(𝑥) + P(𝑥), em que P(𝑥) é o polinômio aleatório descrito pelo

rúıdo real, para 20 polinômios diferentes com 𝑡 ∈ [−2, 2].

Figura 26: Plot de sin(𝑥) + P(𝑥)

A solução de ¤𝑥(𝑡) = sin(𝑥) + P(𝑥) na reta para diferentes polinômios aleatórios é mostrada pela

figura abaixo.

Figura 27: Solução de ¤𝑥(𝑡) = sin(𝑥) + P(𝑥) na reta
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3.2.4 Equações Diferenciais Estocásticas

Discutimos anteriormente na Subseção 3.2.3 equações diferenciais aleatórias que, a grosso modo,

consistiam de equações diferenciais perturbadas por um SD sobre um espaço de probabilidade.

Agora queremos perturbar sistemas de equações diferenciais não mais por um rúıdo real, mas sim

por um processo estocástico. Embora esta construção possa ser feita para processos estocásticos

mais gerais, estaremos interessados em estudar equações diferenciais perturbadas pelo o que

chamamos de rúıdo branco.

Para construir o rúıdo branco, primeiramente vamos seguir a construção do movimento Brow-

niano (também chamado de processo de Wiener) feita por (Jost, 2006) e por (Durrett, Richard,

1996).

Definição 0.50. Um processo de Wiener unidimensional ou movimento Browniano é um

processo estocástico {𝑊 (𝑡) = 𝑊𝑡 }𝑡≥0 indexado por reais não negativos com as seguintes proprie-

dades:

1. 𝑊 (0) = 0;

2. Com probabilidade 1, a função 𝑡 ↦→ 𝑊 (𝑡) é cont́ınua em 𝑡;

3. O processo {𝑊 (𝑡)}𝑡≥0 tem incrementos independentes e estacionários;

4. O incremento 𝑊 (𝑡 + 𝑠) −𝑊 (𝑡) tem distribuição normal N(0, 𝑡).

Figura 28: Representação do processo de Wiener.

Teorema 0.51. (Durrett, Richard, 1996)

1. O movimento browniano (𝑊 (𝑡))𝑡≥0 existe.

2. Com probabilidade 1, as trajetórias movimento browniano não são diferenciáveis.

Agora, queremos estudar equações diferenciais estocásticas (EDE) dadas por

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓 (𝑥) + 𝑠(𝑥)𝜂(𝑡) (13)

𝑥(0) = 0 (14)
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em que 𝑥, 𝑠 e 𝑓 tomam valores em R. E 𝜂(𝑡) = 𝑑𝐵(𝑡) é a derivada em distribuição do processo de

Wiener e é denominado rúıdo branco. A construção formal do rúıdo branco está fora do escopo

desse trabalho. Sugerimos as referências (Hida, 1980) e (Kallianpur; Karandikar, 1988) para a

construção, existência e propriedades do rúıdo branco.

Para nossos propósitos, interpretaremos a EDE na sua formulação integral:

𝑥(𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑓 (𝑥(𝜏))𝑑𝜏 +

∫ 𝑡

0
𝑠(𝑥(𝜏))𝑑𝑊 (𝜏) + 𝑥0 (15)

E pediremos que uma solução da EDE satisfaça a Equação 15 com probabilidade 1 para todo

𝑡 ≥ 0.

Precisamos então definir o que
∫ 𝑡
0
𝑠(𝑥(𝜏))𝑑𝑊 (𝜏) significa. Esta integral é conhecida como

integral de Itô.

Definiremos a integral
∫ 𝑏
𝑎
𝜉 (𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)de um processo estocástico 𝜉 (𝑡), como o limite quando

𝑛→∞ de
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉 (𝑡𝑖) (𝑊 (𝑡𝑖) −𝑊 (𝑡𝑖−1)) (16)

para 𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑛 = 𝑏 e os pontos intermediários 𝑡𝑖 ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] sob a condição natural que

max𝑖 (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) → 0 quando 𝑛→∞.
Em certo sentido, a expressão 16 parece bastante com a integral de Riemann-Stieltjes. Contudo,

como 𝑊 (𝑡) é quase certamente não diferenciável, o resultado depende fortemente da escolha de

𝑡𝑖. Adotaremos a escolha de Itô fazendo 𝑡𝑖 = 𝑡𝑖−1.

Para garantir que a integral de Itô está bem definida, precisamos do Teorema 0.53. As propri-

edades exigidas sobre o integrando estão na próxima definição.

Definição 0.52. (Øksendal, 2003) Seja (𝑊𝑡 )𝑡≥0 um processo de Wiener. Defina F𝑡 = F (𝑛)𝑡 a

menor 𝜎-álgebra que contém os conjuntos da forma

{𝜔 : 𝑊𝑡1 (𝜔) ∈ 𝐹1, . . . ,𝑊𝑘 (𝜔) ∈ 𝐹𝑘}

em que 𝑡 𝑗 ≤ 𝑡 e F𝑗 ∈ B(R), 𝑗 ≤ 𝑘 = 1, 2, . . . . Note que a famı́lia de 𝜎-álgebras F𝑡 é crescente e

F𝑡 ⊂ Fpara todo 𝑡. Definimos 𝜈 = 𝜈(𝑎, 𝑏) a classe de funções

𝑓 (𝑡, 𝜔) : [0,∞) ×Ω→ R

tais que 𝑓 é cont́ınua à esquerda com limite à direita, localmente limitada e satisfaz:

1. (𝑡, 𝜔) ↦→ 𝑓 (𝑡, 𝜔) é B(R) × F mensurável;

2. 𝜔 ↦→ 𝑓 (𝑡, 𝜔) é F𝑡 -mensurável para todo 𝑡;

3. E[
∫ 𝑏
𝑎
𝑓 (𝑡, 𝜔)2𝑑𝑡] < ∞.

Teorema 0.53. Se 𝑓 ∈ 𝜈, então∫ 𝑏

𝑎

𝑓 𝑑𝑊𝑡 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑡𝑖−1) (𝑊𝑡𝑖 −𝑊𝑡𝑖−1)
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converge em probabilidade com a condição que max𝑖 (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) → 0 quando 𝑛→∞

A demonstração desse teorema pode ser encontrada em (Øksendal, 2003)

Também é interessante considerar a densidade de probabilidade ℎ(𝑡, 𝑥) para 𝑥(𝑡). Isso significa

que para um subconjunto mensurável B ∈ R𝑑, a probabilidade de que 𝑥(𝑡) esteja contido em 𝐵 é

dado por ∫
𝐵

ℎ(𝑡, 𝑦)𝑑𝑦

Sob algumas hipóteses de regularidade de 𝑓 e 𝑠, a densidade ℎ satisfaz a equação de Kolmo-

gorov ou equação de Fokker-Planck:

𝜕ℎ

𝜕𝑡
=

1

2

𝑑∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥 𝑗
(𝑎𝑖 𝑗ℎ) −

𝑑∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
( 𝑓𝑖ℎ)

para 𝑡 > 0 e 𝑥 ∈ R𝑑 em que

𝑎𝑖 𝑗 (𝑥) =
𝑑∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖𝑙 (𝑥)𝑠 𝑗𝑙 (𝑥)

Exemplo 0.54. Vamos estudar uma perturbação do Exemplo 0.11 dada pela EDE

¤𝑥 = 𝜆𝑥 − 𝑥3 + 𝜖1/2𝜂

em que 𝜂 é o rúıdo branco com distribuição Gaussiana de média 0 e variância 1. Queremos

entender como que a perturbação com o rúıdo branco afeta os padrões de bifurcações descritos

anteriormente e entender qual o seu comportamento quando 𝜖 → 0.

Para tanto, vamos definir 𝑓 (𝑥) := 𝜆𝑥 − 𝑥3. Usando a equação de Kolmogorov, temos:

− 𝑑
𝑑𝑥
((𝜆𝑥 − 𝑥3)𝑝) + 𝜖

2

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑝 = 0

e uma solução posśıvel é dada por

𝑝(𝑥) = 𝑐𝑁 exp(2
𝜖
(𝜆𝑥

2

2
− 𝑥

4

4
)) = 𝑐𝑁 exp(

∫ 𝑥

0

2 𝑓 (𝜉)
𝜖

𝑑𝜉)

em que 𝑐𝑁 é uma constante de normalização dependendo de 𝜆. Temos três diferentes comporta-

mentos da função para 𝜆 < 0, 𝜆 = 0 e 𝜆 > 0, como mostra a figura abaixo:

40



Sistemas Dinâmicos

Figura 29: Comportamentos de 𝑝(𝑥) para diferentes valores de 𝜆 com 𝜖 = 0.1

Temos então uma mudança de comportamento da densidade de probabilidade em 𝜆 = 0. Para

valores menores ou iguais a este, temos apenas um máximo da função; para valores maiores, dois

máximos aparecem.

Estudando o comportamento da função quando 𝜖 → 0, vale que

lim
𝜖→0

𝑝(𝑥) = 𝛿(0)

para 𝜆 ≤ 0. É o que está representado nas figuras abaixo:

Figura 30: Plots de 𝑝(𝑥) para 𝜖 = 1
𝑛
com 𝑛 ∈ {1, . . . 30} e 𝜆 = −1

Figura 31: Plots de 𝑝(𝑥) para 𝜖 = 1
𝑛
com 𝑛 ∈ {1, . . . 30} e 𝜆 = 0

Para 𝜆 < 0, nós usamos a reescala 𝑦 = 𝜖−
1
2 𝑥 e obtemos com 𝑝(𝑦) := 𝑝(𝑥)

lim
𝜖→0

𝑝(𝑦) = 𝑐𝑁 (−𝜆)
1
2 exp(𝜆𝑦2)
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Já para 𝜆 = 0, nós reescalamos agora por 𝑦 = 𝜖−
1
4 𝑥 e obtemos

lim
𝜖→0

𝑝(𝑦) = 𝑐𝑁 exp( −𝑦
4

2
)

E, portanto, comparando os diferentes fatores de reescala vemos que 𝜆 = 0 leva a uma ampli-

ficação de flutuações da densidade de probabilidade.

Para estudar o comportamento das bifurcações, vamos analisar as simulações feitas. Escolhemos

𝜖 = 0.1, 𝜆 = 1 para representar 𝜆 > 0 e 𝜆 = −1 para representar 𝜆 < 0. Os gráficos das Figuras 32,

33 e 34 correspondem, da esquerda para direita, aos 𝑥0 iguais a −2, −1, 0, 1 e 2. Cada uma das

três cores representa uma simulação diferente sob as mesmas condições.

No caso em que 𝜆 > 0, a Figura 32, a menos de pequenas flutuações, mostra que temos o mesmo

comportamento de bifurcação do caso determińıstico, que contava com dois atratores e 0 como

ponto fixo instável.

Figura 32: Simulação para o caso 𝜆 > 0.

Para o caso em que 𝜆 = 0, temos como na situação determińıstica 0 como um tipo de atrator,

também com pequenas flutuações ao redor deste ponto.

Figura 33: Simulação para o caso 𝜆 = 0.

Novamente, a menos das flutuações, no caso em que 𝜆 < 0, temos 0 como uma espécie de

atrator.

Figura 34: Simulação para o caso 𝜆 < 0.
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Como motivamos no Caṕıtulo , o que queremos é estudar o estado assintótico de sistemas

dinâmicos. Para tanto, depois dos exemplos da Subseção 2.1 em que estudamos a linearização de

SD, é razoável esperar que, ao invés de estudar o comportamento a longo prazo de cada um dos

pontos do espaço de fase, possamos estudar apenas os conjuntos invariantes e suas vizinhanças sob

a ação da dinâmica. Por exemplo, quando estudamos SD oriundos de EDO’s, era comum situações

em que todos os estados iniciais sejam transformados numa coleção de atratores. Com base nessa

colocação, é razoável esperar que são estes atratores que darão uma espécie de classificação de

cada um dos pontos do espaço de fase do sistema.

Numa visão quantitativa, a predição das trajetórias pode parecer bastante obscura dada a

complexidade computacional do problema. Contudo, num viés qualitativo, o sistema dinâmico

pode ser então assintoticamente resumido ao conjunto das componentes conexas dos conjuntos

recorrentes por cadeia.

Muito desse estudo qualitativo, especialmente sobre a existência e estrutura de conjuntos invari-

antes como frisado na referência (Hasselblatt; Katok, 2002), possui quatro dificuldades bastantes

recorrentes:

1. Conjuntos invariantes são objetos globais, portanto precisamos obter estimativas globais

para o problema;

2. Conjuntos invariantes possuem uma enorme diversidade de diferentes estruturas, algumas

das quais são extremamente complicadas (por exemplo estruturas fractais e dinâmicas

caóticas);

3. A estrutura de conjuntos invariantes pode mudar drasticamente com respeito a pequenas

perturbações;

4. Os pontos de bifurcação podem não ser isolados.

A teoria de Conley (colocada de uma forma mais geral, i.e., além do ı́ndice de Conley) a ser

apresentada na sequência estuda a relação entre conjuntos invariantes da dinâmica aliado as pro-

priedades topológicas do espaço subjacente. Com isto, como é motivado no trabalho da referência

(Jost, 2006), essa teoria estabelece uma abordagem posśıvel para duas perguntas fundamentais:

1. Sobre equivalência: quais são os critérios relevantes ao comparar dois sistemas dinâmicos e

considerá-los equivalentes em relação a um comportamento comum?

2. Sobre estabilidade: quando que o comportamento qualitativo é senśıvel a pequenas per-

tubações internas ou externas?
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A ideia desta teoria é que tanto a topologia do espaço quanto as propriedades qualitativas do

sistema dinâmico estão codificadas nos conjuntos invariantes, como é colocado em (Jost, 2006).

Fazendo uma regressão como a colocada em (Hasselblatt; Katok, 2002), dado um sistema

dinâmico provar a existência de um ponto fixo (o mais trivial dos conjuntos invariantes) pode

ser uma tarefa bastante complicada. A Teoria do Grau é uma ferramenta bastante interessante

nesse contexto. Ela pode ser pensada como uma função de uma famı́lia de mapas cont́ınuos nos

inteiros que satisfaz três propriedades:

1. Ela está definida numa região para a qual não há pontos fixos na fronteira;

2. Se o grau de um mapa é não nulo, então esse mapa possui um ponto fixo;

3. Ela é cont́ınua.

Embora essa função seja de extremo desejo, encontrá-la explicitamente pode ser bastante dif́ıcil.

Existe um caminho comum para a aplicação dessa teoria que tenta tornar a análise um pouco

mais fácil. Um primeiro movimento seria procurar uma famı́lia de mapas que saem do mapa

originalmente estudado para mapas mais simples, nos quais os pontos cŕıticos são expĺıcitos. A

partir dáı, escolhemos uma região com pontos fixos de forma que o resultado da função grau seja

não nulo. Depois, mostramos que a famı́lia cont́ınua de mapas que escolhemos estudar saindo da

função original é tal que cada uma dessas funções não possui ponto fixo na fronteira da região.

Fazendo isso, como a imagem da função toma valores nos inteiros e ela é cont́ınua, ela não pode

mudar através dessas funções escolhidas na famı́lia de mapas. Portanto, o grau da função original

é o mesmo da função mais simples.

A aplicação da teoria do ı́ndice Conley segue um caminho bastante similar. As regiões que

estaremos interessados chamam-se vizinhanças isolantes. Começaremos agora a constrúı-la de

fato. Para tanto, vamos considerar um sistema dinâmico sobre 𝑋 com fluxo {𝐹𝑡 }𝑡∈T. Começaremos

com um conceito que usa a ideia de invariância apresentada na Definição 0.5.

Definição 0.1. Dado um 𝑁 ⊂ 𝑋, o conjunto

Inv(𝑁) := {𝑦 ∈ 𝑁 : 𝑦(T) ⊂ 𝑁}

chamado conjunto invariante maximal de 𝑁. Assim sendo, Inv(𝑁) é constitúıdo pelos pontos

de 𝑁 cujas trajetórias permanecem dentro de 𝑁 para todos os tempos sob o fluxo.

Claramente, vale que 𝑁 ⊂ 𝑋 é invariante se, e somente se, Inv(𝑁) = 𝑁.
A maximalidade na Definição 0.1 vem no sentido da inclusão, já que se 𝑃 ⊂ 𝑁 é invariante,

então 𝑃 ⊂ Inv(𝑁).
Note que se 𝑁 ⊂ 𝑋 é compacto, então Inv(𝑁) é fechado e, portanto, Inv(𝑁) é compacto.

Exemplo 0.2. A Figura 1 mostra o conjunto invariante maximal em vermelho para o retângulo

𝑁 do mapa apresentado na Seção 2.1.
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Figura 1: Exemplo conjunto invariante maximal para a sela.

Temos que Inv(𝑁) = {0} já que, embora os pontos do segmento de reta vertical delimitado por

𝑁 fiquem invariantes na dinâmica para frente, suas pré-imagens não estão em 𝑁.

Já se escolhêssemos o retângulo 𝑁 de modo que a origem não estivesse contida nele, teŕıamos

que Inv(𝑁) = ∅ mostrado em vermelho na Figura 2:

Figura 2: Conjunto invariante maximal vazio

Exemplo 0.3. A Figura 3 representa o invariante maximal em vermelho um fluxo apresentado

na Seção 2.1, que é formado por um ponto fixo e uniões de órbitas fechadas dentro de 𝑁.

Figura 3: Exemplo de conjunto invariante maximal para órbitas circulares

Repare que o conjunto invariante maximal do quadrado 𝑁 é dado pela origem e pelas órbitas

circulares cujos raios são menores ou iguais a metade do lado de 𝑁.

Podemos ainda pedir mais uma propriedade sobre Inv(𝑁), é o que está caracterizado na próxima
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definição.

Definição 0.4. Dizemos que 𝑆 ⊂ 𝑋 é um conjunto invariante isolado se existe uma vizinhança

compacta 𝑁 de 𝑆 em 𝑋 tal que 𝑆 ⊂ int(𝑁) e 𝑆 = Inv(𝑁). Neste caso, dizemos que 𝑁 é uma

vizinhança isolante de 𝑆 em 𝑋.

De outro modo, podemos entender que 𝑆 ⊂ 𝑋 e um conjunto invariante isolado se 𝑆 satisfaz

duas propriedades:

1. 𝑆 é invariante;

2. 𝑆 tem uma vizinhança aberta cujo fecho não tem nenhum conjunto invariante além de 𝑆;

Na Figura 4 não podemos ter que 𝑁 é vizinhança isolante de 𝑆, já que os pontos 𝑝1 e 𝑝2 juntamente

com a linha de fluxo que os conecta formam um conjunto invariante que não está em 𝑆, i.e., 𝑆

não é invariante maximal em 𝑁. Note que o conjunto dado pelos pontos 𝑝3 e 𝑝4 e pela linha de

fluxo entre eles não seria a priori um impedimento para 𝑁 ser vizinhança isolante de 𝑆.

Figura 4: 𝑆 conjunto invariante e int(𝑁) vizinhança aberta de 𝑆. Os pontos representam pontos
fixos do fluxo

Exemplo 0.5. O conjunto invariante maximal do Exemplo 0.2 é um conjunto invariante isolado,

já que 𝑆 = {0} = Inv(𝑁) ⊂ int(𝑁).

Exemplo 0.6. O conjunto invariante maximal do Exemplo 0.3 não é um conjunto invariante

isolado, já que a órbita circular cujo raio é metade do lado do quadrado é um invariante mas não

está contida no interior de 𝑁.

É claro que estaremos interessados nos conjuntos invariantes ao invés das vizinhanças isolantes.

Portanto, precisamos de um modo de passar nossa análise do conhecimento das vizinhanças

isolantes para esses conjuntos invariantes. É justamente esse o propósito do ı́ndice de Conley.

Para motivar sua importância e também justificar suas semelhanças com a teoria do grau, vamos

adiantar três propriedades do Índice de Conley como em (Hasselblatt; Katok, 2002). Considere

𝜁 : T × 𝑋 → 𝑋 um fluxo sobre um espaço métrico localmente compacto 𝑋. Temos que:

1. O ı́ndice de Conley é um ı́ndice nas vizinhanças isolantes. Além disso, se 𝑁 e 𝑁 ′ são

vizinhanças isolantes para o mesmo conjunto invariante isolado e Inv(𝑁, 𝜁) = Inv(𝑁 ′, 𝜁),
vale que seus correspondentes ı́ndices de Conley são iguais;
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2. Se o ı́ndice de Conley de uma vizinhança isolante 𝑁 é não trivial, então o Inv(𝑁) ≠ ∅;

3. Se 𝑁 é uma vizinhança isolante para uma famı́lia de fluxos 𝜁𝜆 parametrizada de maneira

cont́ınua com 𝜆 ∈ [0, 1] , i.e., Inv(𝑁, 𝜁𝜆) ⊂ int𝑁 para todo 𝜆 ∈ [0, 1], então o ı́ndice de

Conley de 𝑁 quando consideramos o fluxo 𝜁0 é o mesmo quando consideramos o fluxo 𝜁1.

O primeiro garante tranquilidade na escolha da região sobre a qual vamos estudar o potencial

conjunto invariante. O segundo mostra como passamos da propriedade da vizinhança isolante para

o conjunto invariante. O último, garante que podemos entender a dinâmica do fluxo conhecendo

uma dinâmica mais simples dada a continuidade do parâmetro.

Antes de seguirmos com mais definições, é importante ressaltar que as aplicações da teoria do

ı́ndice Conley são extensas. Por exemplo, dentro da área de topologia, a teoria de Conley foi

fundamental para o desenvolvimento da homologia de Floer (e portanto também em resultados

sobre números de Betti) e na demonstração da conjectura de Arnold; fora da área topológica,

ele pode ser usado numa enorme gama de problemas, como na busca de soluções de equações de

ondas viajantes, investigação da estrutura de atratores globais em equações de reação-difusão,

busca de soluções periódicas de sistemas Hamiltonianos e para dar uma prova da caracteŕıstica

caótica do atrator de Lorenz.

Mais à frente, tanto no Índice de Conley discreto como no cont́ınuo, vamos também usar

algumas definições básicas sobre espaços quocientes de um espaço topológico. Elas estão colocadas

nas próximas definições.

Definição 0.7. Um espaço pontuado (𝑌, 𝑦0) é um espaço topológico com um ponto base

distinguido 𝑦0 ∈ 𝑌 , denominado ponto base.

Definição 0.8. Dado um par (𝑁, 𝐿) de espaços topológicos com 𝐿 ⊂ 𝑁 e 𝐿 ≠ ∅, defina a relação

de equivalência dada por

𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 = 𝑦 ou 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 (1)

Denote por 𝑁/𝐿 o espaço pontuado (𝑁/∼, [𝐿]) em que [𝐿] representa a classe de equivalência

dos pontos de 𝐿 sob a relação dada em 1 e 𝑁/∼= {[𝑥] : 𝑥 ∈ 𝑁} pode ser identificado com

(𝑁\𝐿) ∪ [𝐿].
Se 𝐿 = ∅, é uma convenção considerar 𝑁/𝐿 = (𝑁 ∪ {∗}, {∗}) em que {∗} denota a classe de

equivalência do conjunto vazio.

Assim sendo, da Definição 0.8, dado um espaço topológico 𝑋, podemos entender o espaço 𝑋/∅
como (𝑋 ⊔ 𝑝, 𝑝) sendo 𝑝 ∉ 𝑋 e ⊔ o śımbolo que denota a união disjunta. A Figura 5 ilustra esse

conceito.
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Figura 5: Espaços Pontuados

Também será interessante estabelecermos a união de espaços pontuados, como segue na próxima

definição.

Definição 0.9. Dados dois espaços pontuados (𝑋, 𝑥0) e (𝑌, 𝑦0) podemos definir a união destes

como o espaço pontuado dado por

(𝑋, 𝑥0) ∨ (𝑌, 𝑦0) := 𝑋 ⊔ 𝑌/{𝑥0, 𝑦0}

Ou seja, estamos “colando” os dois espaços pontuados nos pontos distinguidos 𝑥0 e 𝑦0.

1 Índice de Conley Contı́nuo
Nesta seção, vamos considerar um sistema dinâmico cont́ınuo sobre um espaço métrico (𝑋, 𝑑𝑋) e
com fluxo {𝐹𝑡 }𝑡∈R. Nos basearemos principalmente por (Jost, 2006).

Claramente segue da Definição 0.1 que o próprio conjunto 𝑋 é um exemplo de conjunto in-

variante maximal. Contudo, a menos de casos bastante espećıficos, existem conjuntos maximais

menores (no sentido da inclusão) do que 𝑋. São esses conjuntos que motivam a próxima subseção.

1.1 Decomposição de Morse

Definição 0.10. Uma decomposição de Morse de um conjunto invariante compacto 𝑁 é

uma coleção finita de subconjuntos 𝑁𝑖 de 𝑁 com 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 que são compactos e invariantes,

chamados de conjuntos de Morse . Essa coleção admite uma ordem admisśıvel (𝑁1, . . . , 𝑁𝑛)
tal que, sempre que

𝑦 ∈ 𝑁\
𝑛⋃
𝑖=1

𝑁𝑖

existem ı́ndices 𝑖 < 𝑗 com 𝛼(𝑦) ⊂ 𝑁𝑖 e 𝜔(𝑦) ⊂ 𝑁 𝑗 em que 𝛼(𝑦) e 𝜔(𝑦) são os mesmos conjuntos

da Definição 0.9.
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Também definimos para 𝑖 ≤ 𝑗 o conjunto

𝑁𝑖 𝑗 := {𝑦 ∈ 𝑁 : 𝛼(𝑦), 𝜔(𝑦) ⊂ 𝑁𝑖 ∪ 𝑁𝑖+1 ∪ · · · ∪ 𝑁 𝑗}

É importante notar que a decomposição de Morse não é necessariamente única, e como pode-

mos imaginar algumas decomposições podem nos fornecer mais informações sobre o sistema do

que outras. Por exemplo, podemos sempre escolher a decomposição trivial, i.e., fazer 𝑁1 = 𝑁.

Contudo, seria interessante buscarmos decomposições mais finas, i.e., com mais conjuntos de

Morse.

Vamos concretizar essa discussão no seguinte exemplo:

Exemplo 0.11. Seja 𝑋 uma subvariedade de R3 difeomorfa a 𝑆2 com o fluxo como na Figura 6

sendo 𝑝1, 𝑝2, 𝑞 e 𝑟 pontos fixo:

Figura 6: Fluxo em 𝑋

Sendo 𝑁 = 𝑋, i.e., o conjunto dado pelos pontos fixos e pelas linhas de fluxo que os conectam,

podemos tomar 𝑁1 = {𝑝1}, 𝑁2 = {𝑝2}, 𝑁3 = {𝑞} e 𝑁4 = {𝑟} que teŕıamos uma decomposição de

Morse. Outra decomposição posśıvel seria tomar 𝑁1 = {𝑝1, 𝑝2, 𝑞} e 𝑁2 = {𝑟}. Podeŕıamos ainda

tomar 𝑁1 = {𝑝1, 𝑝2}, 𝑁2 = {𝑞} e 𝑁3 = {𝑟}.

A essência da decomposição de Morse é que, dado um ponto qualquer que não esteja em

nenhum dos seus conjuntos de Morse, seu comportamento assintótico está guardado em algum

destes conjuntos 𝑁𝑖 já que temos a propriedade de que existem ı́ndices 𝑖 < 𝑗 tais que 𝛼(𝑦) ⊂ 𝑁𝑖 e
𝜔(𝑦) ⊂ 𝑁 𝑗 . Desse comentário e do fato de 𝑁𝑖 ⊂ 𝑁 para qualquer ı́ndice 𝑖, fica clara a necessidade

de 𝑁 ser invariante na Definição 0.10 para que a trajetória assintótica de um 𝑦 ∈ 𝑁 qualquer não

vá embora de 𝑁.

1.2 Par-ı́ndice

A próxima definição estabelece a matéria prima para a definição do Índice de Conley cont́ınuo

propriamente dito. Ela impõe condições para o comportamento do fluxo ao redor de um conjunto

invariante isolado.

Definição 0.12. Seja 𝑆 um conjunto invariante isolado. Dizemos que um par (𝑀0, 𝑀1) de con-

juntos compactos com 𝑀1 ⊂ 𝑀0 é um par-́ındice para o conjunto invariante isolado 𝑆 se as

seguintes condições são válidas:

49
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1. 𝑀0\𝑀1 é uma vizinhança isolante para 𝑆 com 𝑀1 ∩ 𝑆 = ∅;

2. Se 𝑦 ∈ 𝑀1 e 𝑦( [0, 𝑡]) ⊂ 𝑀0 para um 𝑡 > 0 ∈ R qualquer, temos que 𝑦( [0, 𝑡]) ⊂ 𝑀1;

3. Se 𝑦 ∈ 𝑀0 e 𝑦(𝑡) ∉ 𝑀0 para algum 𝑡 > 0 ∈ R, então existe 0 ≤ 𝑡0 < 𝑡 com 𝑦( [0, 𝑡0]) ⊂ 𝑀0 e

𝑦(𝑡0) ∈ 𝑀1;

O conjunto 𝑀1 é chamado de conjunto de sáıda de 𝑀0 para o fluxo.

Na Figura 7, temos que 𝑀0 é o quadrado verde e 𝑀1 é o conjunto formado pela união dos dos

retângulos indicados; ao centro, em branco, temos o conjunto 𝑆. Assim sendo, vale claramente

que 𝑀1 ∩ 𝑆 = ∅.
As linhas de fluxo em azul não contrariam a definição de par-́ındice, i.e., são trajetórias de

pontos que estão em 𝑀0\𝑀1 e tais que eventualmente saem passando por 𝑀1 e não retornam

mais a este conjunto.

Figura 7: 𝑆 é um conjunto invariante isolado mas 𝑀1 ⊂ 𝑀0 não é par-́ındice

Agora, vamos discutir as trajetórias em vermelho. Sendo fixos os pontos 𝑑 (0) e 𝑑 (𝑡), temos

que estes dois juntamente com a linha de fluxo que os conecta forma um conjunto invariante em

𝑀0\𝑀1 (o conjunto indicado em azul na figura). Logo, 𝑀0\𝑀1 não é uma vizinhança isolante

para 𝑆, pela Definição 0.4. Portanto, não vale o primeiro item da definição de par-́ındice.

Olhando para a trajetória do ponto 𝑒 ∈ 𝑀0, note que 𝑒( [0, 𝑡]) ⊂ 𝑀0 mas 𝑒( [0, 𝑡]) ⊈ 𝑀1 já

que 𝑒( [𝑡∗, 𝑡]) ⊂ 𝑀0\𝑀1 o que não é permitido pelo segundo item da definição acima. Em outras

palavras, este item garante que a trajetória de um ponto não pode voltar para 𝑀0\𝑀1 depois de

passar por 𝑀1.

A trajetória do ponto 𝑐 indicada na figura não é permitida pois 𝑐(𝑡) ∉ 𝑀0 mas não existe um

𝑡0 ∈ [0, 𝑡] tal que 𝑐(𝑡0) ∈ 𝑀0, o que contradiz o terceiro item da Definição 0.12; ou seja, não

podemos ter uma trajetória que saia de 𝑀0 sem antes passar por 𝑀1.

Exemplo 0.13. Primeiramente, é interessante notar que o par-́ındice não é necessariamente

único. É o que mostra a Figura 8:
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Figura 8: Diferentes par-́ındices para o mesmo conjunto invariante isolado.

Nela, os pares (𝑁, 𝐿1) e (𝑁, 𝐿2), em que 𝐿1 e 𝐿2 são dados pela união das regiões em azul, são

par-́ındices para 𝑆 = 0.

Exemplo 0.14. Considere o mesmo SD apresentado no Exemplo 0.11. Na Figura 9, a união das

regiões delimitadas pelos traços vermelhos é o conjunto 𝑀0 e a união das faixas brancas entre as

linhas vermelhas e as regiões azuis é o conjunto 𝑀1 de forma que 𝑀0\𝑀1 seja dado simplesmente

pelas regiões azuis.

Figura 9: Par-́ındice do SD em 𝑋 para o invariante 𝑆 = {𝑝1, 𝑝2, 𝑞, 𝑟}.

O par (𝑀0, 𝑀1) forma então um par-́ındice para o conjunto invariante isolado 𝑆 = {𝑝1, 𝑝2, 𝑞, 𝑟}
já que temos claramente que:

• O conjunto 𝑀0\𝑀1 é vizinhança isolante para 𝑆 e 𝑀1 ∩ 𝑆 = ∅, portanto vale o primeiro item

das condições para (𝑀0, 𝑀1) atender à Definição 0.12.

• Depois que as trajetórias passam por 𝑀1 elas não retornam à região azul, logo vale o segundo

item da Definição 0.12.

• Todas as trajetórias que saem de 𝑀0 passam por 𝑀1, e assim vale a última exigência da

Definição 0.12.

A prinćıpio, estas exigências podem parecer bastante restritivas e a existência de pares ı́ndices

não parece tão imediata. Assim sendo, o próximo teorema é de extrema importância pois garante

a existência de tais conjuntos. Além disso, ele também conecta os conceitos da Subseção 1.1 com

a definição de par-́ındice acima apresentada.
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Teorema 0.15. Seja 𝑆 um conjunto invariante isolado e (𝑁1, . . . , 𝑁𝑛) uma ordem admisśıvel de

uma decomposição de Morse de 𝑆. Então existe uma filtração de Morse, i.e., conjuntos compactos

𝑀0 ⊃ 𝑀1 ⊃ · · · ⊃ 𝑀𝑛

com a propriedade de que, sempre que 𝑖 ≤ 𝑗 , temos que

(𝑀𝑖−1, 𝑀 𝑗)

é um par-́ındice para 𝑁𝑖 𝑗 . Em particular, vale que (𝑀0, 𝑀𝑛) é um par-́ındice para 𝑆, e (𝑀𝑖−1, 𝑀𝑖)
é um par-́ındice para 𝑁𝑖.

1.3 Definição

A partir da teoria estabelecida no Caṕıtulo e nas Subseções 1.1 e 1.2, temos as ideias fundamentais

para definirmos, primeiramente, o ı́ndice de Conley cohomológico e, posteriormente, o ı́ndice de

Conley. A diferença entre eles é que este último é constrúıdo sobre uma invariância do tipo

de homotopia do espaço quociente 𝑀0/𝑀1, enquanto que o outro se fundamenta na invariância

cohomológica deste mesmo espaço.

1.3.1 Índice de Conley cohomológico

Definição 0.16. Seja 𝑆 um conjunto invariante isolado e (𝑀0, 𝑀1) um par-́ındice para 𝑆. O

ı́ndice de Conley cohomológico 𝐶𝐻∗(𝑆) é definido por

𝐶𝐻∗(𝑆) = 𝐻∗(𝑀0, 𝑀1)

sendo 𝐻∗(𝑀0, 𝑀1) a cohomologia relativa do par-́ındice (𝑀0, 𝑀1).

Note que o ı́ndice poderia a priori depender da escolha do par-́ındice. O próximo teorema

garante que isso não é o caso.

Teorema 0.17. O ı́ndice de Conley cohomológico 𝐶𝐻∗(𝑆) não depende da escolha do par-́ındice

para 𝑆, i.e., quaisquer dois par-́ındices para um mesmo conjunto invariante isolado possuem os

mesmos grupos de cohomologia.

Exemplo 0.18. Dado um SD qualquer, tome 𝑆 = ∅. Assim sendo, 𝑀0 = 𝑀1 = ∅ são tais que

(𝑀0, 𝑀1) formam um par-́ındice para 𝑆. Logo, o espaço quociente 𝑀0/𝑀1 é um ponto, e, portanto,

𝐶𝐻∗(∅) = 0.

Da contrapositiva, temos que 𝐶𝐻∗(∅) ≠ 0 implica que 𝑆 ≠ ∅.

Exemplo 0.19. Considere um SD sobre 𝑋 espaço métrico. Seja 𝑆 = {𝑝} um ponto fixo hiperbólico

de um SD com variedade instável 𝑉 de dimensão 𝑛. Dado 𝜖 > 0 qualquer, faça 𝑀0 = 𝐵𝜖 (𝑝) ∩𝑉 e

𝑀1 = (𝐵 𝜖
2
(𝑝) ∩𝑉)𝐶 em que o complementar é tomado com relação a 𝑀0.
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Figura 10: 𝑀0 e 𝑀1 para ponto fixo hiperbólico cuja variedade instável tem dimensão 𝑛.

Temos então que (𝑀0, 𝑀1) é um par-́ındice para 𝑝. De fato, 𝑀0\𝑀1 uma é vizinhança isolante

de 𝑆 e 𝑀1∩ 𝑆 = ∅. Depois que a órbita de um ponto passa por 𝑀1 ela não retorna para 𝑀0. Além

disso, todos os pontos de 𝑀0 que não são o ponto fixo saem de 𝑀0 passando por 𝑀1. Portanto,

temos que 𝑀0/𝑀1 � 𝑆
𝑛, e assim

𝐶𝐻𝑘 (𝑆) =

Z ,se 𝑘 = 𝑛

0 ,caso contrário

1.3.2 Índice de Conley

Teorema 0.20. Se (𝑀0, 𝑀1) e (𝑀 ′0, 𝑀 ′1) são dois par-́ındices para o mesmo conjunto invariante

isolado 𝑆, então 𝑀0/𝑀1 e 𝑀 ′0/𝑀 ′1 são homotopicamente equivalentes.

Definição 0.21. O ı́ndice de Conley ℎ(𝑆) de um conjunto invariante isolado 𝑆 é definido como

o tipo de homotopia do espaço [𝑀0/𝑀1] em que (𝑀0, 𝑀1) é um par-́ındice qualquer para 𝑆.

O Teorema 0.20 é o que garante que a Definição 0.21 está bem colocada.

Exemplo 0.22. Vamos calcular na Figura 11 o ı́ndice de Conley do Exemplo 0.13. Repare que

a escolha do par-́ındice, como esperávamos, não altera o resultado.

Figura 11: Cálculo do ı́ndice de Conley para diferentes par-́ındices.

Exemplo 0.23. Continuando o Exemplo 0.14, a Figura 12 mostra o espaço quociente de cada uma

das partes conexas de 𝑀0 e 𝑀1 em cada um dos pontos 𝑝1 e 𝑝2, na figura chamados simplesmente

de 𝑝. Nela, 𝑀1 é a região hachurada e 𝑀0 a união desta com a região azul.
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Figura 12: Par-́ındice para o Exemplo 0.11 em que 𝑝 ∈ 𝑆.

Assim sendo, 𝑀0/𝑀1 é homotopicamente equivalente a 𝑆2. Logo,

𝐶𝐻𝑘 (𝑝) =

Z ,𝑘 = 2

0 ,caso contrário

Agora, para o ponto 𝑞, temos o par-́ındice dado como mostra a Figura 13. Logo, 𝑀0/𝑀1 é

homotopicamente equivalente a 𝐷1 e, portanto,

𝐶𝐻𝑘 (𝑞) =

Z ,𝑘 = 1

0 ,caso contrário

Figura 13: Par-́ındice para o Exemplo 0.11 em que 𝑞 ∈ 𝑆.

Por fim, para o conjunto invariante isolado dado apenas por 𝑟, podemos escolher 𝑀0 como a

região delimitada pelas linhas vermelhas ao redor de 𝑟 como na Figura 9 e 𝑀1 = ∅. Assim sendo,

temos que 𝑀0/𝑀1 = 𝑀0/∅ é homotopicamente equivalente a um ponto, logo

𝐶𝐻𝑘 (𝑟) =

Z ,𝑘 = 0

0 ,caso contrário

2 Índice de Conley Discreto
Para esta seção, nos basearemos especialmente em (Villapouca, 2013). Vamos considerar agora

um SD sobre (𝑋, 𝑑𝑋) espaço métrico localmente compacto com fluxo { 𝑓 𝑡 }𝑡∈T dado pelas iteradas

de uma aplicação cont́ınua 𝑓 .
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Note que, não pedimos que os mapas do fluxo sejam homeomorfimos, e, portanto, podemos

não ter unicidade nas pré-imagens. Assim sendo, o conjunto invariante maximal introduzido na

Definição 0.1 é caracterizado neste contexto do seguinte modo:

Inv(𝑁) = {𝑥 ∈ 𝑁 | existe {𝑥𝑛}𝑛∈N⊂ 𝑁 tal que 𝑥0 = 𝑥 e 𝑓 (𝑥𝑛) = 𝑥𝑛+1}

i.e., são os pontos 𝑥 para os quais existe uma órbita completa de 𝑥 dentro de 𝑁. No caso de

homeomorfismos, esta órbita é única e assim temos:

Inv(𝑁) = {𝑥 ∈ 𝑁 | 𝑓 𝑛 (𝑥) ∈ 𝑁 para todo 𝑛 ∈ 𝑁}.

Definimos ainda a seguinte propriedade sobre o conjunto 𝑁:

Definição 0.24. Um conjunto compacto 𝑁 é chamado de bloco isolante se

𝑓 (𝑁) ∩ 𝑁 ∩ 𝑓 −1(𝑁) ⊂ int(𝑁).

Observação 0.25. Todo bloco isolante 𝑁 é uma vizinhança isolante para o conjunto 𝑆 = Inv(𝑁).
De fato, temos que

Inv(𝑁) ⊂ 𝑓 (𝑁) ∩ 𝑁 ∩ 𝑓 −1(𝑁) ⊂ int(𝑁).

A Observação 0.25 é uma ótima estratégia para encontrar vizinhanças isolantes para conjuntos

invariantes isolados já que a definição de bloco isolante é, potencialmente, mais fácil de ser

verificada.

Definição 0.26. Seja 𝑁 uma vizinhança isolante de uma aplicação cont́ınua 𝑓 . Definimos o

conjunto de sáıda de 𝑁 como sendo

𝑁− := {𝑥 ∈ 𝑁 | 𝑓 (𝑥) ∉ int(𝑁)}.

Repare que este conjunto é diferente do conjunto de sáıda definido no contexto de par-́ındice e

possui diferenças fundamentais, por exemplo o fato que 𝑁− é único para cada 𝑁 compacto.

A Proposição 0.27 ilustra uma importante propriedade de blocos isolantes.

Proposição 0.27. Se 𝑃1 é um bloco isolante, então 𝑓 (𝑃−1 ) ∩ 𝑃1\𝑃−1 = ∅.

Demonstração. Primeiramente, observe que se 𝑥 ∈ 𝑃1\𝑃−1 , então 𝑥 ∈ 𝑃1 e 𝑥 ∉ 𝑃−1 , i.e., 𝑥 ∈ 𝑃1 e

𝑓 (𝑥) ∈ int(𝑃1). Logo, 𝑃1\𝑃−1 ⊂ 𝑃1 ∩ 𝑓 −1(int(𝑃1)).
Agora, se 𝑦 ∈ 𝑃1\𝑃−1 , então, da compacidade, existe uma sequência (𝑦𝑛)𝑛∈N ⊂ 𝑃1\𝑃−1 ⊂ 𝑓 −1(𝑃1)

(a última inclusão decorre de 𝑃1\𝑃−1 ⊂ 𝑃1 ∩ 𝑓 −1(int(𝑃1)) ⊂ 𝑓 −1(int(𝑃1)) ⊂ 𝑓 −1(𝑃1)) tal que

𝑦𝑛 → 𝑦. Logo, ( 𝑓 (𝑦𝑛)) ⊂ 𝑃1 e, da continuidade, 𝑓 (𝑦𝑛) → 𝑓 (𝑦). Da compacidade de 𝑃1, segue

que 𝑓 (𝑦) ∈ 𝑃1, i.e., 𝑦 ∈ 𝑓 −1(𝑃1). Isso mostra que 𝑃1\𝑃−1 ⊂ 𝑃1 ∩ 𝑓 −1(𝑃1).
Considere 𝑦 ∈ 𝑓 (𝑃−11 ), então 𝑦 = 𝑓 (𝑥) para algum 𝑥 ∈ 𝑃−1 (daqui temos que 𝑦 ∈ 𝑓 (𝑃1) pois

𝑃−1 ⊂ 𝑃1), e assim 𝑦 = 𝑓 (𝑥) ∉ int(𝑃1) o que implica que 𝑦 ∈ (int(𝑃1))𝐶 . Garantimos então que

𝑓 (𝑃−1 ) ⊂ 𝑓 (𝑃1) ∩ (int(𝑃1))𝐶 .
Das três inclusões mostradas decorre que 𝑓 (𝑃−1 ) ∩ (𝑃1\𝑃−1 ) ⊂ ( 𝑓 (𝑃1) ∩ (int(𝑃1))𝐶) ∩ 𝑃1 ∩

𝑓 −1(𝑃1) ⊂ ( 𝑓 (𝑃1) ∩ 𝑃1 ∩ 𝑓 −1(𝑃1)) ∩ (int(𝑃1))𝐶 e, usando que 𝑃1 é bloco isolante, vale que

𝑓 (𝑃1) ∩ 𝑃1 ∩ 𝑓 −1(𝑃1)) ∩ (int(𝑃1))𝐶 ⊂ (int(𝑃1)) ∩ (int(𝑃1))𝐶 = ∅. □
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2.1 Par - Filtração

Vamos estabelecer o análogo para o caso discreto do conceito de par-́ındice colocado na Definição

0.12.

Definição 0.28. Seja 𝑆 um conjunto invariante isolado, i.e., existe 𝑁 vizinhança isolante (𝑁

satisfaz Inv(𝑁) ⊂ int(𝑁)) com 𝑆 = Inv(𝑁). Suponha que 𝐿 ⊂ 𝑁 são dois subconjuntos compactos

de 𝑋 contidos no interior do domı́nio de 𝑓 . O par (𝑁, 𝐿) é denominado um par - filtração para

𝑆 se 𝑁 e 𝐿 são ambos os fechos de seus interiores e

1. 𝑁\𝐿 é uma vizinhança isolante de 𝑆, i.e., 𝑆 = Inv(𝑁\𝐿);
2. 𝐿 é uma vizinhança de 𝑁− em 𝑁;

3. 𝑓 (𝐿) ∩ 𝑁\𝐿 = ∅.

As motivações para a escolha dessas condições são análogas às do par-́ındice no caso de um

SD cont́ınuo. Como na Figura 14, considere 𝑆 o conjunto invariante maximal em 𝑁\𝐿 sendo

𝐿 ⊂ 𝑁. Isto é, pontos de 𝑆 permanecem em 𝑆 após qualquer quantidade de iterações; mas, para

pontos que não estão em 𝑆, digamos 𝑥, existe algum 𝑘 ∈ Z tal que 𝑓 𝑘 (𝑥) ∉ 𝑁\𝐿 em razão da

maximalidade de 𝑆.

A propriedade 𝑓 (𝐿) ∩ 𝑁\𝐿 = ∅, implica que depois que um ponto visita o conjunto 𝐿 ele não

retorna mais para 𝑁\𝐿, isto é, comportamentos como nas trajetórias (a) e (b) na Figura 14 não

são permitidos. Quando o ponto visita 𝐿, ele pode até ficar uma quantidade de iterações nesse

conjunto, mas eventualmente ele escapa pois 𝑆 = Inv(𝑁). Também temos que, do fato de 𝐿 ser

vizinhança de 𝑁−, nenhuma trajetória de pontos de 𝑁\𝑆 pode sair de 𝑁 sem passar por 𝐿, logo

um comportamento como (b) não é permitido.

Se as trajetórias se comportam como na Figura 14 (c) , temos um exemplo de par-filtração.

• 𝑁

𝐿

𝑆

(a) Não é par-filtração

• 𝑁

𝐿

𝑆

(b) Não é par-filtração

• 𝑁

𝐿

𝑆

(c) É par-filtração

Figura 14: Par-filtração

Assim como o Teorema 0.15, apresentamos um teorema que garante a existência de pares-

filtração. O interessante aqui é que, não só a existência está garantida, como também temos uma

espécie de estabilidade no sentido que perturbações sobre a função ainda mantém o par-filtração.

Teorema 0.29. Seja 𝑆 um conjunto invariante isolado de 𝑓 .

1. Toda vizinhança de 𝑆 contém um bloco isolante 𝑁.

2. Se 𝐿 é qualquer vizinhança compacta suficientemente pequena de 𝑁− em 𝑁, então (𝑁, 𝐿) é
um par-filtração.
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3. Existe uma vizinhança de 𝑓 na topologia 𝐶0 tal que para qualquer 𝑓 nesta vizinhança,

𝑆 = Inv(𝑁) com relação a 𝑓 é um conjunto invariante isolado e (𝑁, 𝐿) é um par-filtração para 𝑆.

É posśıvel garantir não só a existência, mas sim um par-filtração (𝑁, 𝐿) tal que a cohomologia

𝐻∗(𝑁, 𝐿) tenha dimensão finita sempre que consideramos uma variedade 𝑛-dimensional, que é o

que garante o seguinte teorema:

Teorema 0.30. Seja 𝑈 um subconjunto aberto de uma variedade 𝑛-dimensional 𝑀 e suponha que

𝑓 : 𝑈 → 𝑀 é uma aplicação cont́ınua com um conjunto invariante isolado 𝑆. Dentro de qualquer

vizinhança 𝑆 existe um par-filtração (𝑁, 𝐿) tal que 𝑁 é uma variedade 𝑛-dimensional com bordo

e 𝜕𝐿 é uma subvariedade de codimensão um de 𝑀. Em particular, (𝑁, 𝐿) é homeomorfo a um

par simplicial finito.

Isso não acontece no seguinte exemplo:

Exemplo 0.31 (Hawaian Earing). Dado um par-filtração (𝑁, 𝐿), a cohomologia 𝐻∗(𝑁, 𝐿) pode
não ser de dimensão finita. Por exemplo, suponha que

𝑋 =
⋃
𝑛>0

{
(𝑥, 𝑦) |𝑥2 +

(
𝑦 − 1

𝑛

)2
=

1

𝑛2

}
.

O conjunto 𝑋 está representado na Figura 15. Se tomarmos 𝑁 = 𝑋 e 𝐿 = ∅, vale que, indepen-

dente da aplicação 𝑓 : 𝑋 → 𝑋, (𝑁, 𝐿) é um par-filtração com 𝐻∗(𝑁, 𝐿) = 𝐻∗(𝑋) um espaço de

dimensão infinita.

Figura 15: Hawaian Earing

Exemplo 0.32 (Ferradura de Smale). Seja 𝑅 ⊂ R2 uma região formada por um quadrado 𝑄 e

dois semidiscos 𝐷1 e 𝐷2. Sejam 𝐻0 e 𝐻1 dois retângulos disjuntos contidos em 𝑄 como na Figura

16. Considere 𝑓 : R2 → R2 um difeomorfismo em que 𝑓 (𝐻0) = 𝑉0 e 𝑓 (𝐻1) = 𝑉1.
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𝐷1

𝐷2

𝐻0

↑
𝐻1

𝑄

𝑓
−→

𝐷1

𝐷2

𝑉0

↑
𝑉1

↓

𝑄

Figura 16: Ferradura de Smale

Como 𝑓 é um difeomorfismo, temos que

𝑆 = Inv(𝑄) = {𝑥 ∈ 𝑄 | 𝑓 𝑛 (𝑥) ∈ 𝑄,∀𝑛 ∈ Z} =
⋂
𝑛∈Z

𝑓 𝑛 (𝑄) = Λ.

Como o conjunto dos pontos invariantes por 𝑓 é um produto de dois conjuntos de Cantor

contidos no interior de 𝑄, i.e., Inv(𝑁) ⊂ int(𝑁), vale que 𝑄 é vizinhança isolante. Assim, Λ é um

conjunto invariante isolado pois Λ = Inv(𝑄) e 𝑄 é vizinhança isolante.

Agora, considere os seguintes pares: 𝑁1 = 𝑄, 𝐿1 = 𝑁1\(𝐻0 ∪ 𝐻1) e 𝑁2 = 𝑉0 ∪ 𝑉1, 𝐿2 =

(𝑉0 ∪𝑉1)\(𝐻0 ∪ 𝐻1), ilustrados na Figura 17. Vamos provar que (𝑁1, 𝐿1) e (𝑁2, 𝐿2) são dois

pares-filtração para Λ.

𝐿1

𝐿1

𝐿1

𝑁1

𝐿2

𝐿2

𝐿2

𝑁2

Figura 17: Par-Filtração para 𝑆

Claramente vale que 𝑁𝑖 , 𝐿𝑖 com 𝑖 ∈ {1, 2} são ambos os fechos de seus interiores. Basta agora

verificar as outras três propriedades de par-filtração dadas na Definição 0.28. Na primeira, faremos

a demonstração completa enquanto que nas outras duas deixaremos apenas as ilustrações.

1. Queremos mostrar que 𝑁𝑖\𝐿𝑖 é uma vizinhança isolante de 𝑆 = Λ com 𝑖 ∈ {1, 2}.
Como 𝑁𝑖\𝐿𝑖 é um subconjunto fechado de um conjunto compacto, vale que ele também é

compacto. Agora devemos mostrar que Inv(𝑁𝑖\𝐿𝑖) ⊂ int(𝑁𝑖\𝐿𝑖). Afirmo que Inv(𝑁𝑖\𝐿𝑖) = Inv(𝑄)
para 𝑖 ∈ {1, 2}. Como 𝑁𝑖\𝐿𝑖 ⊂ 𝑄, temos que Inv(𝑁𝑖\𝐿𝑖) ⊂ Inv(𝑄). Para a outra inclusão,

suponhamos, por absurdo, que existe um 𝑥 ∈ Inv(𝑄) tal que 𝑥 ∉ Inv(𝑁𝑖\𝐿𝑖), i.e., 𝑓 𝑛 (𝑥) ∉ (𝑁𝑖\𝐿𝑖)
para algum 𝑛 ∈ Z. Logo, 𝑓 𝑛 (𝑥) ∉ 𝐻0 ∪ 𝐻1 e assim 𝑓 ( 𝑓 𝑛 (𝑥)) ∉ 𝑄, i.e., 𝑥 ∉ Inv(𝑄) e temos um

absurdo. Portanto, Inv(𝑁𝑖\𝐿𝑖) = Inv(𝑄). É o que mostra a Figura 18.
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𝐿1

𝐿1

𝐿1

𝑁2

𝑁1 \ 𝐿1 𝑁2 \ 𝐿2

𝐿2

𝐿2

𝐿2

𝑁2

Figura 18: 𝑁𝑖\𝐿𝑖 é vizinhança isolante de 𝑆.

Agora, para mostrar o fato Inv(𝑁𝑖\𝐿𝑖) ⊂ int(𝑁𝑖\𝐿𝑖), suponha, por absurdo, que exista 𝑥 ∈
Inv(𝑁𝑖\𝐿𝑖) tal que 𝑥 ∉ int(𝑁𝑖\𝐿𝑖), e então 𝑥 ∈ 𝐿𝑖. Logo, 𝑓 (𝑥) ∉ 𝑄 ou 𝑓 2(𝑥) ∉ 𝑄, o que implica

que 𝑥 ∉ Inv(𝑄) = Inv(𝑁𝑖\𝐿𝑖), donde decorre o absurdo. Portanto, Inv(𝑁𝑖\𝐿𝑖) ⊂ int(𝑁𝑖\𝐿𝑖) com
𝑖 ∈ {1, 2}.

2. Temos que 𝐿𝑖 é uma vizinhança para 𝑁−
𝑖
quando 𝑖 ∈ {1, 2}, como mostra a Figura 19.

𝐿1

𝐿1

𝐿1

𝑁1

𝐻0

𝐻1

𝑁−1 = 𝐿1

𝑓
−→

𝑁1

𝑉0 𝑉1

𝑓 (𝐿2)

𝑓 (𝐿2)

𝐿2

𝐿2

𝐿2

𝑁2

𝐻0

𝐻1

𝑁−2 = 𝐿2

𝑓
−→

𝑁2

𝑉0 𝑉1

𝑓 (𝐿2)

𝑓 (𝐿2)

Figura 19: 𝐿𝑖 é o conjunto de sáıda de 𝑁𝑖.

3. Temos também que 𝑓 (𝐿𝑖) ∩ 𝑁𝑖\𝐿𝑖 = ∅ para 𝑖 ∈ {1, 2}, como fica claro na Figura 20.
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Figura 20: 𝑓 (𝐿𝑖) ∩ 𝑁𝑖\𝐿𝑖 = ∅ para 𝑖 ∈ {1, 2} (figura retirada de (Villapouca, 2013)).

Portanto, (𝑁1, 𝐿1) e (𝑁2, 𝐿2) são dois pares-filtração distintos para o conjunto invariante isolado

𝑆 = Λ.

Note que, como mostra a Figura 21 o espaço pontuado 𝑁1/𝐿1 tem o mesmo tipo de homotopia

de 𝑆1∨𝑆1 e 𝑁2/𝐿2 tem o mesmo tipo de homotopia de 𝑆1∨𝑆1∨𝑆1∨𝑆1, i.e., o tipo de homotopia do

espaço pontuado de 𝑆 depende da escolha do par-filtração e assim não é um invariante homotópico.

Figura 21: Pares-filtração para 𝑆 que tem espaços pontuados distintos (figura retirada de (Villa-
pouca, 2013)).

Portanto, não podemos definir o ı́ndice de Conley discreto como fizemos na Definição 0.21 do

caso cont́ınuo. Assim sendo, precisamos de um conceito mais abrangente de modo a conseguir a

independência do par-filtração para garantir que o ı́ndice de Conley discreto fique bem definido.
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2.2 Shift Equivalência

Nosso objetivo é encontrar um invariante que independa do par-filtração, já que, ao contrário do

caso cont́ınuo, no caso discreto o tipo de homotopia do espaço pontuado 𝑁/𝐿 pode ser diferente

para pares-filtração diferentes.

Teorema 0.33. Seja 𝑃 = (𝑁, 𝐿) um par-filtração para 𝑓 e seja 𝑁𝐿 o espaço quociente 𝑁/𝐿
em que o conjunto colapsado 𝐿 é denotado por [𝐿] e é tomado como ponto base. Então 𝑓

induz uma aplicação cont́ınua que preserva o ponto base 𝑓𝑃 : 𝑁𝐿 → 𝑁𝐿 com a propriedade que

[𝐿] ⊂ int( 𝑓 −1( [𝐿])).

Demonstração. Seja 𝑝 : 𝑁 → 𝑁/𝐿 a aplicação quociente, i.e.,

𝑝(𝑥) =

[𝑥] = [𝐿] se 𝑥 ∈ 𝐿

[𝑥] = {𝑥} se 𝑥 ∉ 𝐿

e defina 𝑓𝑃 ( [𝐿]) = [𝐿] e 𝑓𝑃 (𝑥) = 𝑝( 𝑓 (𝑥)) caso contrário, onde temos identificado 𝑁𝐿\{[𝐿]} com
𝑁\𝐿. Pela definição de par-filtração, 𝑓 (𝐿) ∩𝑁\𝐿 = ∅. Por isso, se 𝐾 é vizinhança suficientemente

pequena de 𝐿 em 𝑁, então 𝑓 (𝐾) ∩ 𝑁\𝐿 = ∅. Por isso, 𝑓𝑃 (𝑥) = [𝐿] para todo 𝑥 ∈ 𝑝(𝐾).
É imediato que 𝑓𝑃 é cont́ınua em 𝑁𝐿\{[𝐿]}, visto que é a composição de funções cont́ınuas. Para

verificar a continuidade em [𝐿], note que se {𝑥𝑛} é uma sequência em 𝑁𝐿\{[𝐿]} convergindo para

[𝐿], então {𝑝−1(𝑥𝑛)} está eventualmente em 𝐾, logo { 𝑓𝑝 (𝑥𝑛)} é uma sequência que é eventualmente

constante e igual a [𝐿]. □

Denominamos esta aplicação 𝑓𝑃 de aplicação espaço pontuado associada a 𝑃.

Ainda estamos carregando o problema de que o tipo de homotopia de 𝑓𝑃 e de 𝑁𝐿 dependem

da escolha do par-filtração 𝑃 = (𝑁, 𝐿). Queremos definir um objeto que independa da escolha de

𝑃, mas que, ao mesmo tempo, não seja tão restritivo.

Seja K uma categoria, i.e, uma classe de objetos junto com uma classe de morfismos que são

mapas entre esses objetos, denominados de endomorfismos. Sejam, então, 𝑋 e 𝑋 ′ objetos em K
e 𝑓 : 𝑋 → 𝑋, 𝑔 : 𝑋 ′ → 𝑋 ′ dois endomorfismos.

Definição 0.34. Dizemos que (𝑋, 𝑓 ) e (𝑋 ′, 𝑔) são shift equivalentes, o que denotamos por

𝑓 ∼𝑠 𝑔, se existem 𝑚 ∈ Z+, 𝑟 : 𝑋 → 𝑋 ′ e 𝑠 : 𝑋 ′ → 𝑋 tais que os diagramas

𝑋
𝑓 //

𝑟

��

𝑋

𝑟

��

𝑋 ′
𝑔 //

𝑠

��

𝑋 ′

𝑠

��
𝑋 ′

𝑔 // 𝑋 ′ 𝑋 ′
𝑓 // 𝑋 ′

comutam, e que as compostas satisfaçam 𝑟 ◦ 𝑠 = 𝑔𝑚 e 𝑠 ◦ 𝑟 = 𝑓 𝑚. O inteiro 𝑚 é denominado de

comprimento.

Considere ℎ𝑃 (𝑆) a classe de homotopia das aplicações que preservam ponto base em 𝑁𝐿. Do

Teorema 0.33, podemos tomar 𝑓𝑃 como representante de ℎ𝑃 (𝑆).

Teorema 0.35. Suponha que 𝑃1 = (𝑁1, 𝐿1) e 𝑃2 = (𝑁2, 𝐿2) são par-filtração para 𝑆. Então as

aplicações induzidas 𝑓𝑃1 e 𝑓𝑃2, nos correspondentes espaços pontuados, são shift equivalentes.

61
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Sejam agora 𝑋 e 𝑌 dois espaços topológicos pontuados e [ 𝑓 ] : 𝑋 → 𝑋 e [𝑔] : 𝑌 → 𝑌 as classes de

homotopia das aplicações que preservam o ponto base. Então a definição de shift de equivalência

nos diz que (𝑋, [ 𝑓 ]) e (𝑌, [𝑔]) são shift equivalentes se existem classes de homotopia de aplicações

[𝑟] : 𝑋 → 𝑌 e [𝑠] : 𝑌 → 𝑋 tais que vale a comutatividade nos diagramas como em 0.34, i.e.,

[𝑔 ◦ 𝑟] = [𝑟 ◦ 𝑓 ] e [𝑠 ◦ 𝑔] = [ 𝑓 ◦ 𝑠], e também [𝑟 ◦ 𝑠] = [𝑔𝑚] e [𝑠 ◦ 𝑟] = [ 𝑓 𝑚] para algum 𝑚 ∈ Z+.

2.3 Definição

Temos agora toda a bagagem teórica para definir os ı́ndices de Conley discretos homotópico,

homológico, cohomológico e cohomológico reduzido.

Definição 0.36 (́Indice de Conley homotópico). Seja 𝑆 um conjunto invariante isolado para uma

aplicação cont́ınua 𝑓 . O ı́ndice de Conley homotópico de 𝑆, denotado por ℎ(𝑆, 𝑓 ), é a classe

de shift de equivalência de ℎ𝑃 (𝑆) em que 𝑃 = (𝑁, 𝐿) é um par-filtração para 𝑆.

Isto é, este ı́ndice é a classe de shift de equivalência da classe de equivalência de homotopia

da aplicação no espaço pontuado associada a 𝑃. Quando não causar confusão, iremos retirar o

śımbolo 𝑓 em ℎ(𝑆, 𝑓 ).
A parte mais interessante, assegurada pelo próximo teorema, é que esse ı́ndice permanece o

mesmo quando submetemos 𝑓 a pequenas variações.

Teorema 0.37. Sejam 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 uma aplicação cont́ınua com vizinhança isolante 𝑁 e 𝑆 =

Inv(𝑁) um conjunto invariante isolado. Existe uma vizinhança de 𝑓 na 𝐶0-topologia com a

propriedade que 𝑁 é uma vizinhança isolante para todo 𝑓 nessa vizinhança. Além disso, ℎ(𝑆, 𝑓 ) =
ℎ(𝑆, 𝑓 ) em que 𝑆 = Inv(𝑁, 𝑓 ).

O Teorema 0.38 nos garante que o ı́ndice do conjunto vazio é igual a zero.

Teorema 0.38. Se ℎ(𝑆) ≠ 0, então 𝑆 ≠ ∅.

Definição 0.39 (́Indice de Conley Homológico). Denotaremos por Con∗(𝑆) o ı́ndice de Con-

ley homológico que é definido como a classe de shift equivalência de ( 𝑓𝑃)∗ : 𝐻∗(𝑁𝐿 , [𝐿]) →
𝐻∗(𝑁𝐿 , [𝐿]) em que 𝑃 = (𝑁, 𝐿) é um par-filtração para 𝑆.

Definição 0.40 (́Indice de Conley Cohomológico). Denotaremos por Con∗(𝑆) o ı́ndice de Con-

ley cohomológico que é definido como a classe de shift equivalência de ( 𝑓𝑃)∗ : 𝐻∗(𝑁𝐿 , [𝐿]) →
𝐻∗(𝑁𝐿 , [𝐿]) em que 𝑃 = (𝑁, 𝐿) é um par-filtração para 𝑆.

O próximo ı́ndice de Conley que estamos prestes a definir difere dos anteriores pelo fato de estar

associado não apenas a uma classe de equivalência, mas a um par (𝐶𝐻∗(𝑆), 𝜒∗(𝑆)) em que 𝐶𝐻∗(𝑆)
é um espaço vetorial e 𝜒∗(𝑆) é um isomorfismo. Assim como antes, considere 𝑓 uma aplicação

cont́ınua e 𝑃 = (𝑁, 𝐿) um par-filtração para um conjunto invariante isolado de 𝑆. Escolhendo

trabalhar com os grupos de cohomologia tomando coeficientes num corpo, temos que 𝐻∗(𝑁𝐿 , [𝐿])
é um espaço vetorial e 𝑓 ∗

𝑃
: 𝐻∗(𝑁𝐿 , [𝐿]) → 𝐻∗(𝑁𝐿 , [𝐿]) é uma aplicação linear. Sabe-se que,

quando 𝑅 é um outro par-filtração, então 𝑓 ∗
𝑃
e 𝑓 ∗

𝑅
diferem apenas nas suas partes nilpotentes.

Mais discussões podem ser encontradas nas referências (Villapouca, 2013; Mrozek, 1990; Franks;

Richeson, 2000a).
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Definição 0.41 (O Índice de Conley Cohomológico Reduzido). Definimos o ı́ndice de Conley

cohomológico reduzido de 𝑆 como sendo

Con∗(𝑆) = (𝐶𝐻∗(𝑆), 𝜒∗(𝑆))

em que 𝐶𝐻∗(𝑆) = ⋂
𝑛>0( 𝑓 ∗𝑃)𝑛 (𝐻∗(𝑁𝐿 , [𝐿])) e 𝜒∗(𝑆) : 𝐶𝐻∗(𝑆) → 𝐶𝐻∗(𝑆) é o automorfismo induzido

por 𝑓 ∗
𝑃
.

Exemplo 0.42. (Villapouca, 2013) Voltando ao Exemplo 0.32, considere o par-filtração sendo 𝑁

e 𝐿 como na Figura 22. Temos que:

( 𝑓𝑃)1 : 𝐻1(𝑁𝐿 , [𝐿]) −→ 𝐻1(𝑁𝐿 , [𝐿])

[𝛼] + 𝐵1(𝑁𝐿 , [𝐿]) −→ ( 𝑓𝑃)#( [𝛼]) + 𝐵1(𝑁𝐿 , [𝐿])

Figura 22: Induzida em cohomologia da aplicação espaço pontuado 𝑓𝑃. (Villapouca, 2013)

Vamos calcular o ı́ndice de Conley cohomológico reduzido para o conjunto invariante isolado

𝑆 =
⋂
𝑛∈Z 𝑓

𝑛 (𝑄) = Inv(𝑄). Já observamos que 𝑁𝐿 tem o mesmo tipo de homotopia de 𝑆1 ∨ 𝑆1.
Logo,

𝐻𝑞 (𝑁𝐿 , [𝐿]) = 𝐻𝑞 (𝑆1 ∨ 𝑆1, ∗) =

Q ⊕ Q, se 𝑞 = 1

0, caso contrário

A Figura 22 mostra o comportamento dos geradores de 𝐻1(𝑁𝐿 , [𝐿]) e para onde eles foram

mapeados com ( 𝑓𝑃)1. Como para dimensões diferentes de 1 temos que 𝐻𝑞 (𝑁𝐿 , [𝐿]) = 0, então

( 𝑓𝑃)𝑞 = 0. Vamos calcular então a induzida em cohomologia da aplicação no espaço pontuado

( 𝑓𝑃)1 em dimensão 1.

Tabela 1: ( 𝑓𝑃)1 para a induzida (tabela retirada de (Villapouca, 2013)).
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Como ( 𝑓 1
𝑃
)2 = 0, temos 𝐶𝐻1(𝑆) = ⋂

𝑛>0( 𝑓 1𝑃)𝑛 (𝐻1(𝑁𝐿 , [𝐿])) ⊂ ( 𝑓 1𝑃)2(𝐻1(𝑁𝐿 , [𝐿])) = 0. Logo,

𝐶𝐻1(𝑆) = 0 e 𝜒1(𝑆) = 0. Portanto, Con𝑞 (𝑆) = (0, 0) para todo 𝑞 ∈ N como mostra a Tabela 1.

Um exemplo em que o ı́ndice de Conley cohomológico reduzido não é zero será apresentado no

Caṕıtulo 5.
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O objetivo deste caṕıtulo é transpor para SD aleatórios os conceitos apresentados no Caṕıtulo

3.2.4 tomando todos os cuidados que os fatores aleatórios pedem. Toda a construção será feita

apenas para SDA discretos. Usaremos as notações estabelecidas na Seção 3.

Vamos apresentar os análogos dos conceitos necessários para definir o ı́ndice de Conley para

sistemas dinâmicos discretos que foram introduzidos na Seção 2, como conjunto invariante isolado,

vizinhança isolante, par filtração, etc.

No que segue nesse caṕıtulo, nos dedicaremos a estudar um SDA discreto 𝜙 gerado por um

𝜑 homeomorfismo aleatório com rúıdo 𝜃 sobre um espaço (𝑋, 𝑑𝑋) métrico, polonês e localmente

compacto. Contudo, algumas proposições independem de 𝜑 ser ou não homeomorfismo, e optare-

mos por demonstrá-las para o caso mais geral. Nestes casos, deixaremos claro que esta hipótese

não é necessária. Esta construção está feita apenas em (Liu, 2008).

1 Conjuntos Invariantes Aleatórios
Definição 0.1. Se 𝜑 e um homeomorfismo aleatório e 𝑘 ∈ Z, usaremos 𝜑𝑘 para

𝜑𝑘 (𝜔) := 𝜙(𝑘, 𝜔)

para todo 𝜔, em que 𝜙 é o SDA gerado por 𝜑.

Se 𝜑 é um mapa aleatório (não necessariamente um homeomorfismo) e 0 > 𝑘 ∈ Z, a notação 𝜑𝑘

significa 𝜑𝑘 (𝜔) (𝑥) := {𝑦 ∈ 𝑋 |𝜑−𝑘 (𝜃𝑘𝜔) (𝑦) = 𝑥}.

Definição 0.2. Seja 𝜙 um SDA e seja 𝑁 (𝜔) um conjunto aleatório compacto de 𝑋. Definimos o

conjunto invariante maximal aleatório em 𝑁 (𝜔) como:

Inv(𝑁, 𝜙) (𝜔) := {𝑥 ∈ 𝑁 (𝜔) |𝜙(𝑛, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑛𝜔) para todo 𝑛 ∈ Z}

qualquer que seja 𝜔 ∈ Ω. Quando não houver confusão sobre o SDA em questão, denotaremos

Inv(𝑁, 𝜙) (𝜔) apenas por Inv(𝑁) (𝜔).

Observe aqui que, ao contrário do caso determińıstico, não pedimos que 𝜙(𝑛, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜔) para
todo 𝑛 ∈ N, mas sim que ele permaneça na imagem do conjunto aleatório compacto 𝑁 aplicado

na atualização 𝜃𝑛𝜔, ou seja, que permaneça em 𝑁 (𝜃𝑛𝜔). A justificativa da maximalidade decorre

da própria definição. Na Figura 1, o ponto 𝑦 é tal que 𝑦 ∉ Inv(𝑁) pois 𝜙(2, 𝜔, 𝑥) ∉ 𝑁 (𝜃2𝜔) já o

ponto 𝑥 ainda é tal que pode pertencer ao conjunto invariante maximal de 𝑁.
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Figura 1: Conjunto Invariante Maximal Aleatório

Definição 0.3. Um conjunto compacto aleatório 𝑁 é denominado de vizinhança isolante

aleatória se ele satisfaz Inv(𝑁, 𝜙) ⊂ int(𝑁)

Note que temos que o interior de um conjunto aleatório é int𝐷 (𝜔) e este conjunto está bem

definido pois 𝐷 (𝜔) ∈ P(𝑋). O fecho de um conjunto aleatório, bem como outras propriedades

topológicas de um subconjunto de 𝑋, são definidas de maneira análoga.

Suponha que na Figura 1 o ponto 𝑥 seja o único ponto tal que 𝜙(𝑛, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑛𝜔) para todo

𝑛 ∈ N, i.e., Inv(𝑁) = {𝑥}. Neste caso, como na imagem 𝑥 ∈ int𝑁 (𝜔), nós teŕıamos que 𝑁 é uma

vizinhança isolante aleatória.

Definição 0.4. Um conjunto aleatório 𝑆 é denominado de conjunto invariante isolado aleatório

se existe uma vizinhança isolante aleatória 𝑁 tal que 𝑆(𝜔) = Inv(𝑁, 𝜙) (𝜔) P-quase certamente

para todo 𝜔 ∈ Ω.

Novamente na Figura 1 considerando 𝑆(𝜔) = {𝑥} teŕıamos que 𝑆 é um conjunto invariante

isolado aleatório. Note que a escolha deste 𝑥 na verdade depende de 𝜔, i.e., 𝑥 = 𝑥(𝜔); de fato, se

𝜔1 ≠ 𝜔2 podeŕıamos ter 𝑁 (𝜔1) ≠ 𝑁 (𝜔2) e assim 𝑥 poderia não mais satisfazer 𝜙(𝑛, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑛𝜔)
para 𝜔 = 𝜔2 (claramente supondo que essa relação era satisfeita para 𝜔 = 𝜔1).

Definição 0.5. Um conjunto aleatório compacto 𝑁 é denominado de bloco isolante aleatório

se

𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁 (𝜃−1𝜔))
⋂

𝑁 (𝜔)
⋂

𝜑−1(𝜃𝜔, 𝑁 (𝜃𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜔) P-q.c. (1)

para todo 𝜔 ∈ Ω, sendo 𝜑(𝜔, 𝑁 (𝜔)) a imagem de 𝜑(𝜔) : 𝑁 (𝜔) → 𝑋, e portanto 𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁 (𝜃−1𝜔))
é a imagem de 𝜑(𝜃−1𝜔) : 𝑁 (𝜃−1𝜔) → 𝑋, e 𝜑−1(𝜃𝜔, 𝑁 (𝜃𝜔)) é a imagem de 𝜑−1(𝜃𝜔) : 𝑁 (𝜃𝜔) → 𝑋.

Observe que foi necessário considerar o cociclo negativo de modo que todos os conjuntos estejam

na mesma fibra, conforme observamos na inclusão da Equação 1.
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Definição 0.6. Dada uma vizinhança isolante aleatória 𝑁 (𝜔), o conjunto de sáıda de 𝑁 (𝜔) é
o conjunto aleatório 𝑁− (𝜔), tal que para todo 𝜔 ∈ Ω,

𝑁− (𝜔) := {𝑥 ∈ 𝑁 (𝜔) |𝜑(𝜔) (𝑥) ∉ int𝑁 (𝜃𝜔)} P-quase certamente

Na Figura 2, o conjunto aleatório 𝑁 (𝜔) está ilustrado como a união de dois conjuntos aleatórios

𝐴(𝜔) e 𝐵(𝜔). O conjunto 𝐵(𝜔) é tal que todos os seus pontos são mapeados por 𝜑(𝜔) (·) para
o interior de 𝑁 (𝜃1𝜔); já os pontos do conjunto 𝐴(𝜔) são tais que 𝜑(𝜔) (𝐴(𝜔)) ∩ int𝑁 (𝜃1𝜔) = ∅.
Logo, neste caso temos que 𝑁− (𝜔) = 𝐴(𝜔).

Figura 2: Conjunto de Sáıda Aleatório

Proposição 0.7. Sendo 𝜙 um SDA discreto gerado por 𝜑 mapa aleatório, vale que um bloco

isolante aleatório é uma vizinhança isolante aleatória.

Demonstração. De fato, seja 𝜔 ∈ Ω qualquer. Temos que se 𝑥 ∈ Inv(𝑁, 𝜙) (𝜔), então

𝑥 ∈ 𝑁 (𝜔) e é tal que 𝜙(𝑛, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑛𝜔) para todo 𝑛 ∈ Z.

Em particular, vale que 𝑥 ∈ 𝑁 (𝜔).
Como 𝜙(1, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃1𝜔), usando a Definição 0.1, temos que 𝜙(1, 𝜔, 𝑥) = 𝜑1(𝜔) (𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃1𝜔).

Logo, como 𝜑1(𝜔) : 𝑋 → 𝑋 é tal que 𝜑1(𝜔) :𝑥 ↦→ 𝑦 ∈ 𝑁 (𝜃1𝜔), logo 𝑥 pertence a imagem de

(𝜑1(𝜔))−1 : 𝑁 (𝜃1𝜔) → 𝑋, i.e, pertence a imagem de 𝜑−1(𝜃𝜔) : 𝑁 (𝜃𝜔) → 𝑋.

Analogamente, como 𝜙(−1, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃−1𝜔), temos que 𝜙(−1, 𝜔, 𝑥) = 𝜑−1(𝜔) (𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃−1𝜔).
Logo, como 𝜑−1(𝜔) (𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑋 |𝜑−𝑘 (𝜃𝑘𝜔) (𝑦) = 𝑥} (usando novamente a Definição 0.1) temos

𝜑−1(𝜔) (𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃−1𝜔) por hipótese, e assim temos que 𝜑−1(𝜔) (𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑋 |𝜑−𝑘 (𝜃𝑘𝜔) (𝑦) = 𝑥} ⊂
𝑁 (𝜃−1𝜔), e portanto 𝑥 pertence a imagem de 𝜑−(−1) (𝜃−1𝜔) : 𝑁 (𝜃−1𝜔) → 𝑋, ou seja, 𝑥 pertence a

imagem de 𝜑−1(𝜃𝜔) : 𝑁 (𝜃𝜔) → 𝑋. □

Observação 0.8. A rećıproca da Proposição 0.7 não é necessariamente verdadeira.

Lema 0.9. Seja 𝑁 uma vizinhança isolante aleatória. Seu correspondente conjunto invariante
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isolado aleatório 𝑆 = Inv(𝑁, 𝜙) é dado por, para todo 𝜔 ∈ Ω,

Inv(𝑁, 𝜙) (𝜔) :=
⋂
𝑛∈Z

𝜙(−𝑛, 𝜃𝑛𝜔)𝑁 (𝜃𝑛𝜔) P-q.c.

Demonstração. Temos que Inv(𝑁, 𝜙) (𝜔) = {𝑥 ∈ 𝑁 (𝜔) |𝜙(𝑛, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑛𝜔) para todo 𝑛 ∈ Z} pela
definição deste conjunto aleatório. Logo, se 𝑥 ∈ Inv(𝑁, 𝜙) (𝜔), vale que 𝑥 ∈ 𝑁 (𝜔) e que 𝜙(𝑛, 𝜔, 𝑥) ∈
𝑁 (𝜃𝑛𝜔)∀𝑛 ∈ Z.
Como 𝜃𝑛 : Ω → Ω é um fluxo com 𝑛 ∈ Z, vale que 𝜃0 = idΩ. Logo, 𝑥 = 𝜙(0, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃0𝜔) =

𝑁 (𝜔) em que a primeira igualdade se dá pois 𝜙(0, 𝜔) = id𝑋. Portanto, 𝑥 ∈ Inv(𝑁, 𝜙) (𝜔) é
equivalente a 𝜙(𝑛, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑛𝜔) para todo 𝑛 ∈ Z.
Como 𝜙(𝑛, 𝜔) = 𝜑𝑛 (𝜔), temos que 𝜙(𝑛, 𝜔) é homeomorfismo para todo 𝑛 ∈ Z e 𝜔 ∈ Ω. Portanto,

temos que 𝜙(𝑛, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑛𝜔) para todo 𝑛 ∈ Z. Assim,

𝜙(𝑛, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑛𝜔) ⇐⇒ 𝑦 := 𝜑𝑛 (𝜔) (𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑛𝜔)

Da Definição 0.27 temos que 𝜙(𝑛, 𝜔) ◦ 𝜙(−𝑛, 𝜃𝑛𝜔) = 𝜑𝑛 (𝜔) ◦ 𝜑−𝑛 (𝜃𝑛𝜔) (𝑥) = id𝑋, temos que

𝜑−𝑛 (𝜃𝑛𝜔) (𝑦) = 𝜙(−𝑛, 𝜃𝑛𝜔) = 𝑥, logo, já que 𝑦 ∈ 𝑁 (𝜃𝑛𝜔), temos que 𝜙(𝑛, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑛𝜔) para todo

𝑛 ∈ Z é equivalente a 𝑥 ∈ 𝜙(−𝑛, 𝜃𝑛𝜔)𝑁 (𝜃𝑛 (𝜔)) qualquer que seja 𝑛 ∈ Z. □

Observação 0.10. De maneira análoga à demonstração do Lema 0.9 e usando a definição do

conjunto de sáıda aleatório 𝑁−, podemos mostrar que

𝑁− (𝜔) = 𝑁 (𝜔) ∩ 𝜑−1(𝜃𝜔, int𝐶𝑁 (𝜃𝜔)) P-q.c

para todo 𝜔 ∈ Ω, em que int𝐶𝑁 (𝜃𝜔) é o complemento de int𝑁 (𝜃𝜔) em 𝑋. De fato, 𝜑(𝜔, 𝑥) ∉
int𝑁 (𝜃𝜔) ⇐⇒ 𝑦 := 𝜑(𝜔, 𝑥) ∈ int𝐶𝑁 (𝜃𝜔). Mas então

𝜑−1(𝜃𝜔)𝑦 = 𝜙(−1, 𝜃𝜔)𝑦 = 𝜙(−1, 𝜃𝜔)𝜑(𝜔, 𝑥) = id𝑋𝑥 = 𝑥

o que nos leva a 𝑥 ∈ 𝜑−1(𝜃𝜔, int𝐶𝑁 (𝜃𝜔)).
Pela definição de 𝑁−, de maneira análoga podemos mostrar que

𝜑(𝜔, 𝑁− (𝜔)) ∩ int𝑁 (𝜃𝜔) = ∅, 𝜑(𝜔, (𝑁\𝑁−) (𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜃𝜔) P-q.c

para todo 𝜔 ∈ Ω.

Observação 0.11. Seja 𝑁 um conjunto compacto aleatório. A inclusão Inv(𝑁 (𝜔)) ⊂ Ω𝑁 (𝜔)
vale P-q.c. De fato, se 𝑥 ∈ Inv(𝑁 (𝜔)). Pelo Lema 0.9, para qualquer 𝑘 ∈ Z, temos 𝑥 ∈
𝜙(𝑘, 𝜃−𝑘𝜔)𝑁 (𝜃−𝑘𝜔), apenas reescrevendo a identidade apresentada no referido lema com −𝑛 repre-
sentando um inteiro ao invés de 𝑛. Logo, dado qualquer 𝑛 ≥ 0, temos 𝑥 ∈ ⋃

𝑘≥𝑛 𝜙(𝑘, 𝜃−𝑘𝜔)𝑁 (𝜃−𝑘𝜔),
portanto

⋃
𝑘≥𝑛 𝜙(𝑘, 𝜃−𝑘𝜔)𝑁 (𝜃−𝑘𝜔) e como 𝑛 era qualquer, 𝑥 ∈ ⋂

𝑛≥0
⋃
𝑘≥𝑛 𝜙(𝑘, 𝜃−𝑘𝜔)𝑁 (𝜃−𝑘𝜔), i.e.,

𝑥 ∈ Ω𝑁 (𝜔).
Agora, claramente temos a seguinte consequência: Inv𝑁 = Ω𝑁 se, e somente se, Ω𝑁 ⊂ 𝑁. Intui-

tivamente, podemos entender essa igualdade da seguinte forma: o conjunto invariante maximal

Inv𝑁 coincide com o seu ômega-limite Ω𝑁 quando todos os pontos desse conjunto que eventual-
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Índice de Conley para SDA

mente saem de 𝑁 retornam a ele e não saem mais deste conjunto. Em particular, quando 𝑁 é

invariante positivamente, temos que Ω𝑁 ⊂ 𝑁 P-q.c.

2 Par-Filtração Aleatório
Definição 0.12. Seja 𝑁 uma vizinhança isolante aleatória, 𝐿 (𝜔) ⊂ 𝑁 (𝜔) um conjunto compacto

aleatório (i.e., 𝐿 (𝜔) ⊂ 𝑁 (𝜔) P-q.c.) e 𝑆(𝜔) o conjunto invariante isolado aleatório dentro de

𝑁 (𝜔). Também vamos assumir que 𝑁 (𝜔) = cl(int𝑁 (𝜔)) e 𝐿 (𝜔) = cl(int𝐿 (𝜔)). Dizemos que

(𝑁 (𝜔), 𝐿 (𝜔)) é um par-filtração aleatório para 𝑆 se valem as seguintes condições:

• cl(𝑁 (𝜔)\𝐿 (𝜔)) é uma vizinhança isolante aleatória de 𝑆(𝜔);

• 𝐿 (𝜔) é uma vizinhança aleatória de 𝑁− (𝜔) em 𝑁 (𝜔);

• 𝜑(𝜔, 𝐿 (𝜔)) ∩ cl(𝑁\𝐿) (𝜃𝜔) = ∅ para P-quase todo 𝜔.

Note que essa definição é muito similar à Definição 0.28 em que estabelecemos o par-filtração

para o caso de sistemas dinâmicos determińısticos. As principais diferenças são duas: a primeira

diz respeito às igualdades e inclusões de conjuntos aleatórios, já que agora pedimos apenas que

elas aconteçam quase certamente; a segunda, reside no fato de que na terceira condição listada

na Definição 0.12 devemos nos atentar ao fecho de (𝑁\𝐿) ser tomado em 𝜃𝜔, já que 𝜑(𝜔, 𝐿 (𝜔))
também está na fibra {𝜃𝜔} × 𝑋.

Definição 0.13. Dada uma variável aleatória 𝜖 (𝜔) > 0 q.c., definimos uma 𝜖-cadeia aleatória

de comprimeiro 𝑛 como uma sequência de 𝑛+1 variáveis aleatórias valuadas em 𝑋, 𝑥0(𝜔), 𝑥1(𝜔), . . . , 𝑥𝑛 (𝜔),
satisfazendo

𝑑𝑋 (𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥𝑖 (𝜃−1𝜔)), 𝑥𝑖+1(𝜔)) < 𝜖 (𝜔),

para 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛 − 1} e P-quase todo 𝜔 ∈ Ω.

A Definição 0.13 é um análogo da definição de recorrente por cadeia colocada na Definição 0.10.

Estamos na verdade dizendo, de maneira informal, que as v.a. 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 são quase certamente

recorrentes por cadeia aleatória para aquela variável aleatória 𝜖 > 0 previamente estabelecida.

Uma 𝜖-cadeia aleatória de comprimento 2 teria um comportamento como o da Figura 3 quase

certamente para todo 𝜔 ∈ Ω.
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Figura 3: 𝜖-cadeia de comprimento 2 aleatória

Definição 0.14. Suponha que 𝑁 (𝜔) é uma vizinhança isolante aleatória e 𝑆(𝜔) é o conjunto

invariante isolado dentro de 𝑁 (𝜔). Para qualquer variável aleatória 𝜖 (𝜔) > 0 q.c., definimos a

𝜖-cadeia aleatória da vizinhança de 𝑆(𝜔) relativa a 𝑁 (𝜔), denotada por 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔), como

a união das variáveis aleatórias 𝑥(𝜔) valuadas em 𝑋 tais que {𝑥𝑖 (𝜔)}𝑚−𝑙 ⊂ 𝑁 (𝜔) é uma 𝜖-cadeia

aleatória satisfazendo 𝑥−𝑙 (𝜔), 𝑥𝑚(𝜔) ∈ 𝑆(𝜔) e 𝑥0(𝜔) = 𝑥(𝜔).

Note que de fato essa 𝜖-vizinhança de cadeia aleatória é única já que consideramos a união

das variáveis aleatórias 𝑥(𝜔) que admitem uma 𝜖-cadeia aleatória cujos pontos iniciais e finais

estejam em 𝑆(𝜔) e cujos termos todos pertençam a 𝑁 (𝜔). Na Figura 4 a v.a. 𝑥0 = 𝑥 é um elemento

de 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) para 𝑁 (𝜔) e 𝑆(𝜔) ali representados, assumindo que este comportamento como

o da figura seja válido quase certamente. Repare que não necessariamente precisamos ter que

𝑑 (𝑥1(𝜔), 𝑥0(𝜔)) < 𝜖 (𝜔), mas sim que a imagem de 𝑥0(𝜃−1𝜔) pela aplicação 𝜑(𝜃−1𝜔) esteja a uma

distância 𝜖 (𝜔) de 𝑥1(𝜔).

Figura 4: Elemento de uma 𝜖-cadeia aleatória de 𝑆(𝜔) relativa a 𝑁 (𝜔)

Lema 0.15. Suponha que 𝑁 (𝜔) é uma vizinhança isolante aleatória e 𝑆(𝜔) é o conjunto invari-

ante isolado aleatório dentro de 𝑁. Então, 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) é um conjunto aleatório aberto relativo

a 𝑁 (𝜔), i.e., 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) = 𝑈 (𝜔) ∩ 𝑁 (𝜔) com 𝑈 (𝜔) um conjunto aleatório aberto.

Demonstração. Dado um 𝜔 ∈ Ω, seja 𝐵𝑟 (𝜔) (𝐴(𝜔)) a vizinhança aberta de raio 𝑟 (𝜔) de 𝐴(𝜔).
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Para cada 𝜔, vamos definir, de maneira indutiva para 𝑛 ≥ 1, multifunções tais que

𝑈0(𝜔) = 𝑆(𝜔) e 𝑈𝑛 (𝜔) = 𝐵𝜖 (𝜔) (𝜑(𝜃−1𝜔,𝑈𝑛−1(𝜃−1𝜔)))

lembrando que 𝜑(𝜃−1𝜔,𝑈𝑛−1(𝜃−1𝜔)) significa a imagem de 𝜑(𝜃−1𝜔) : 𝑈𝑛−1(𝜃−1𝜔) → 𝑋. De

maneira análoga, faça

𝑉0(𝜔) = 𝑆(𝜔) e 𝑉𝑛 (𝜔) = 𝜑−1(𝜃𝜔, 𝐵𝜖 (𝜃𝜔) (𝑉𝑛−1(𝜃𝜔)))

A Figura 5 nos dá a ideia do primeiro passo dessa construção. Faça também𝑈 (𝜔) = ⋃
𝑛∈N𝑈𝑛 (𝜔)

e 𝑉 (𝜔) = ⋃
𝑛∈N𝑉𝑛 (𝜔).

Figura 5: Construção dos Conjuntos Aleatórios

Pela definição de 𝑈 (𝜔) e 𝑉 (𝜔), temos que 𝑈 (𝜔) ∩𝑉 (𝜔) ∩ 𝑁 (𝜔) ⊂ 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔). De fato, se 𝑥 é

uma v.a. tal que 𝑥(𝜔) ∈ 𝑈 (𝜔)∩𝑉 (𝜔)∩𝑁 (𝜔), temos que 𝑥 ∈ 𝑈𝑙 (𝜔) para algum 𝑙 ∈ N. Assim, pode-

mos considerar uma v.a. 𝑥−1 tal que 𝑥−1(𝜔) ∈ 𝑈𝑙−1(𝜔) e portanto 𝑑 (𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥−1(𝜃−1𝜔)), 𝑥(𝜔)) <
𝜖 (𝜔). Repetindo esse argumento agora considerando uma v.a. 𝑥−2(𝜔) ∈ 𝑈𝑙−2 teŕıamos que

𝑑 (𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥−2(𝜃−1𝜔)), 𝑥−1(𝜔)) < 𝜖 (𝜔) justamente pela maneira como esses conjuntos 𝑈 𝑗 (𝜔), 𝑗 ∈
N foram definidos. Assim, encontramos uma sequência 𝑥, 𝑥−1, . . . , 𝑥−𝑙 tal que 𝑑 (𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥𝑖−1(𝜃−1𝜔)), 𝑥𝑖 (𝜔)) <
𝜖 (𝜔) para 𝑖 ∈ {0,−1, . . . ,−𝑙} e 𝑥−𝑖 ∈ 𝑈𝑙−𝑖 para 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑙}; em particular, 𝑥−𝑙 ∈ 𝑈0(𝜔) = 𝑆(𝜔).
De maneira análoga, agora considerando a definição dos conjuntos aleatórios 𝑉 𝑗 (𝜔), 𝑗 ∈ N e o

fato de que 𝑥 ∈ 𝑉𝑚(𝜔) para algum 𝑚, podemos construir uma sequência 𝑥, 𝑥1,, . . . , 𝑥𝑚 tal que

𝑑 (𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥𝑖−1(𝜃−1𝜔)), 𝑥𝑖 (𝜔)) < 𝜖 (𝜔)

para 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑚} e 𝑥𝑖 ∈ 𝑈𝑚−𝑖 para 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑚}; em particular, 𝑥𝑚 ∈ 𝑈0(𝜔) = 𝑆(𝜔).
Assim, a sequência 𝑥−𝑙, . . . , 𝑥0 = 𝑥, . . . , 𝑥𝑚 satisfaz as propriedades de uma 𝜖-cadeia aleatória de
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comprimento 𝑚 + 𝑙 + 1 e então temos que 𝑥 ∈ 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔).
Por outro lado, dada uma variável aleatória 𝑥 ∈ 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆), existe uma 𝜖-cadeia aleatória {𝑥𝑖}𝑚−𝑙 ⊂

𝑁 (𝜔) satisfazendo 𝑥0 = 𝑥 e 𝑥−𝑙, 𝑥𝑚 ∈ 𝑆(𝜔). Claramente é verdade então que 𝑥 = 𝑥0 ∈ 𝑁 (𝜔). Como

𝑥−𝑙 ∈ 𝑆(𝜔), e temos que 𝑑 (𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥−𝑙 (𝜃−1𝜔)), 𝑥−𝑙+1(𝜔)) < 𝜖 (𝜔), podemos concluir então que

𝑥−𝑙+1 ∈ 𝑈1(𝜔); repetindo este argumento agora considerando que 𝑑 (𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥−𝑙+1(𝜃−1𝜔)), 𝑥−𝑙+2(𝜔)) <
𝜖 (𝜔) concluiŕıamos que 𝑥−𝑙+2 ∈ 𝑈2(𝜔) e, iterativamente, teŕıamos que 𝑥 ∈ 𝑈𝑙 (𝜔). Logo, 𝑥 ∈ 𝑈 (𝜔).
Analogamente, como 𝑥𝑚 ∈ 𝑆 concluiŕıamos que 𝑥𝑚−1 ∈ 𝑉1(𝜔) e, iterando este argumento, teŕıamos

que 𝑥 ∈ 𝑉𝑚(𝜔). Logo, 𝑥 ∈ 𝑉 (𝜔). Portanto, 𝑈 (𝜔) ∩𝑉 (𝜔) ∩ 𝑁 (𝜔) ⊃ 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔).
Assim sendo, 𝑈 (𝜔)∩𝑉 (𝜔)∩𝑁 (𝜔) = 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔). Vamos provar que 𝑈 (𝜔)∩𝑉 (𝜔) é um conjunto

aleatório aberto.

Como 𝜑(𝜔) é um homeomorfismo e 𝑈𝑛 (𝜔) é aberto para qualquer 𝜔 ∈ Ω e para qualquer 𝑛,

o conjunto aleatório 𝑈𝐶𝑛 é fechado e Gr(𝑈𝑐𝑛) ∈ F × B(𝑋) pela Proposição 0.38. Logo, temos que

Gr(⋂𝑛∈N(𝑈𝐶𝑛 )) =
⋂
𝑛∈NGr(𝑈𝐶𝑛 ) ∈ F ×B(𝑋). Novamente da Proposição 0.38, segue que

⋂
𝑛∈N(𝑈𝐶𝑛 )

é um conjunto aleatório fechado F P-mensurável. Portanto, 𝑈 é um conjunto aleatório aberto.

Analogamente, 𝑉 é um conjunto aleatório aberto.

Dado 𝑥 ∈ 𝑋 qualquer, o mapa 𝜔 ↦→ dist𝑋 (𝑥,𝑈𝑐 (𝜔)) e 𝜔 ↦→ dist𝑋 (𝑥,𝑉𝐶 (𝜔)) são mensuráveis

(pela definição de um conjunto aleatório ser mensurável), e portanto o mapa

𝜔 ↦→ dist𝑋 (𝑥,𝑈𝐶 (𝜔) ∪𝑉𝐶 (𝜔)) = min{dist𝑋 (𝑥,𝑈𝐶 (𝜔)), dist𝑋 (𝑥,𝑉𝑐 (𝜔))}

é mensurável. Isto é, (𝑈 ∩ 𝑉)𝐶 (𝜔) é um conjunto aleatório fechado. Portanto, 𝑈 ∩ 𝑉 (𝜔) é um

conjunto aleatório aberto. Portanto, 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) é um conjunto aleatório aberto em relação a

𝑁 (𝜔). □

Lema 0.16. Suponha que 𝑁 (𝜔) é um conjunto aleatório compacto. Dados uma variável aleatória

𝛿(𝜔) > 0 e um inteiro positivo 𝑚, existe uma variável aleatória 𝜖 (𝜔) > 0 tal que se 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚

é uma 𝜖-cadeia em 𝑁 (𝜔), então 𝑑𝑋 (𝜑𝑛 (𝜔) (𝑥0(𝜔)), 𝑥𝑛 (𝜃𝑛𝜔)) < 𝛿(𝜃𝑛𝜔) P-q.c., para todo 𝜔 ∈ Ω e

0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚.

Demonstração. Quando 𝑚 = 1, podemos escolher 𝛿(𝜔) = 𝜖 (𝜔) e então a hipótese de 𝑥0, 𝑥1 ser

𝜖-cadeia nos dá que 𝑑𝑋 (𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥0(𝜃−1𝜔)), 𝑥1(𝜔)) < 𝜖 (𝜔) para todo 𝜔 q.c., em particular para

𝜃𝜔 nós temos 𝑑𝑋 (𝜑(𝜔) (𝑥0(𝜔)), 𝑥1(𝜃𝜔)) < 𝜖 (𝜃𝜔) = 𝛿(𝜃𝜔), donde segue o resultado.

Suponha que este resultado seja válido para 𝑚 − 1. Pela continuidade uniforme de 𝜑(𝜔) em
𝑁 (𝜔) (já que 𝜑 é cont́ınua e 𝑁 (𝜔) é compacto) para todo 𝜔 q.c., escolha uma variável aleatória

𝛼(𝜔) > 0 tal que, para quaisquer v.a. 𝑋 valuadas 𝑥(𝜔) e 𝑦(𝜔) tomando valores em 𝑁 (𝜔),
𝑑𝑋 (𝑥(𝜔), 𝑦(𝜔)) < 𝛼(𝜔) implique que

𝑑𝑋 (𝜑(𝜔) (𝑥(𝜔)), 𝜑(𝜔)𝑦(𝜔)) < 𝛿(𝜃𝜔)/2 (2)

e

𝑑𝑋 (𝜑𝑛 (𝜔) (𝑥(𝜔)), 𝜑𝑛 (𝜔) (𝑦(𝜔))) < 𝛼(𝜃𝑛𝜔) (3)

P-q.c, para todo 𝜔 ∈ Ω e 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 − 1.
Seja 𝜀(𝜔) = min{𝛿(𝜔)/2, 𝛼(𝜔)}. Então, para P-quase todo 𝜔 ∈ Ω, temos da propriedade da
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𝜖-cadeia aleatória,

𝑑𝑋 (𝜑(𝜃𝑚−1𝜔) (𝑥𝑚−1(𝜃𝑚−1𝜔)), 𝑥𝑚(𝜃𝑚𝜔)) ≤ 𝜖 (𝜃𝑚𝜔) ≤ 𝛿(𝜃𝑚𝜔)/2

Por outro lado, pela hipótese indutiva, temos

𝑑𝑋 (𝜑𝑚−1(𝜔) (𝑥0(𝜔)), 𝑥𝑚−1(𝜃𝑚−1𝜔)) ≤ 𝜖 (𝜃𝑚𝜔) ≤ 𝛼(𝜃𝑚𝜔)

Portanto, da Equação 2 temos que

𝑑𝑋 (𝜑(𝜃𝑚−1𝜔) ◦ 𝜑𝑚−1(𝜔) (𝑥0(𝜔)), 𝜑(𝜃𝑚−1𝜔) (𝑥𝑚−1(𝜃𝑚−1𝜔))) ≤ 𝛿(𝜃𝑚𝜔)/2

Usando a desigualdade triangular:

𝑑𝑋 (𝜑𝑚(𝜔) (𝑥0(𝜔)), 𝑥𝑚(𝜃𝑚𝜔)) ≤

𝑑𝑋 (𝜑(𝜃𝑚−1𝜔) ◦ 𝜑𝑚−1(𝜔) (𝑥0(𝜔)), 𝜑(𝜃𝑚−1𝜔) (𝑥𝑚−1(𝜃𝑚−1𝜔))) + 𝑑𝑋 (𝜑(𝜃𝑚−1𝜔) (𝑥𝑚−1(𝜃𝑚−1𝜔)), 𝑥𝑚(𝜃𝑚𝜔))

< 𝛿(𝜃𝑚𝜔)/2 + 𝛿(𝜃𝑚𝜔)/2 = 𝛿(𝜃𝑚𝜔)

□

Lema 0.17. Suponha que 𝑁 (𝜔) é um conjunto aleatório compacto. Se, para cada variável

aleatória 𝜖 (𝜔) > 0 existe uma 𝜖-cadeia aleatória de tamanho 𝑚 começando da variável 𝑥(𝜔)
contida em 𝑁 (𝜔), então 𝜑𝑚(𝜔) (𝑥(𝜔)) ∈ 𝑁 (𝜃𝑚𝜔) P-q.c., para todo 𝜔 ∈ Ω.

Demonstração. Para qualquer variável aleatória 𝛿(𝜔) > 0, pelo Lema 0.16, existe uma variável

aleatória 𝜖 (𝜔) > 0 tal que se 𝑥0(= 𝑥), 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 é uma 𝜖-cadeia aleatória de comprimento 𝑚

em 𝑁 (𝜔), então
𝑑𝑋 (𝜑𝑚(𝜔) (𝑥0(𝜔)), 𝑥𝑚(𝜃𝑚𝜔)) < 𝛿(𝜃𝑚𝜔)

P-q.c., para todo 𝜔 ∈ Ω. Como 𝛿(𝜔) é arbitrário e 𝑁 (𝜔) é fechado, 𝜑𝑚(𝜔) (𝑥(𝜔)) ∈ 𝑁 (𝜃𝑚𝜔) P-q.c.,
para todo 𝜔 ∈ Ω, já que 𝜑𝑚(𝜔) (𝑥(𝜔)) pode ser entendido como o limite da sequência 𝑥𝑚(𝜃𝑚𝜔) já
que 𝛿(𝜔) > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequena. □

Lema 0.18. Suponha que 𝑁 (𝜔) é uma vizinhança isolante aleatória e que 𝑆(𝜔) é o conjunto

invariante isolado dentro de 𝑁 (𝜔). Então 𝑆(𝜔) pode ser caracterizado por:

𝑆(𝜔) =
⋂
{𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) |𝜖 (𝜔) > 0 é uma variável aleatória}

Demonstração. Qualquer que seja 𝜖 (𝜔) > 0, vale que 𝑆(𝜔) ⊂ {𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) |𝜖 (𝜔) > 0} pois 𝑥 = 𝑥0
forma uma 𝜖-cadeia aleatória de 𝑁 (𝜔) relativa a 𝑆(𝜔) de comprimento 1. Logo, devemos provar

que ⋂
{𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) |𝜖 (𝜔) > 0} ⊂ 𝑆(𝜔) P-q.c.

Dada uma variável aleatória 𝑥(𝜔) ∈ ⋂{𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) |𝜖 (𝜔) > 0}, existe uma 𝜖-cadeia aleatória

contida em 𝑁 (𝜔) de 𝑥(𝜔) para 𝑆(𝜔) qualquer que seja a variável aleatória 𝜖 (𝜔) > 0. Dado um

𝑚 ∈ N, como 𝑆(𝜔) é um conjunto invariante isolado, existe uma 𝜖-cadeia aleatória de tamanho 𝑚

contida em 𝑁 (𝜔) em razão do Lema 0.16.
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Pelo Lema 0.17, vale que 𝜑𝑚(𝜔) (𝑥(𝜔)) ∈ 𝑁 (𝜃𝑚𝜔) P-q.c., para todo 𝜔 ∈ Ω. Portanto, toda a

órbita para frente de 𝑥 permanece dentro de 𝑁 quase certamente. Analogamente, toda a órbita

para trás de 𝑥 também permanece em 𝑁 quase certamente. Portanto 𝑥(𝜔) ∈ 𝑆(𝜔) P-q.c., para
todo 𝜔 ∈ Ω. □

Lema 0.19. Suponha que 𝑆(𝜔) é um conjunto invariante isolado aleatório com vizinhança iso-

lante aleatória 𝑁 (𝜔) e que 𝑊 (𝜔) é uma vizinhança aleatória aberta arbitrária de 𝑆(𝜔) em 𝑁 (𝜔).
Então existe uma variável aleatória 𝜖 (𝜔) > 0 tal que 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) ⊂ 𝑊 (𝜔) quase certamente.

Demonstração. Suponha por absurdo que o resultado não seja válido. Então, para qualquer

variável aleatória 𝜀(𝜔) > 0, temos que 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) ∩ (𝑁\𝑊) (𝜔) ≠ ∅. Portanto, cl(𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆)) (𝜔) ∩
(𝑁\𝑊) (𝜔) ≠ ∅. Como os conjuntos cl(𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆)) (𝜔) e (𝑁\𝑊) (𝜔) são compactos q.c. e como

cl(𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆)) (𝜔) ∩ (𝑁\𝑊) (𝜔) ≠ ∅ q.c. para todo 𝜖 > 0, isso implica que {⋂𝜖 >0𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔)} ∩
(𝑁\𝑊) (𝜔) ≠ ∅ q.c. pelo Teorema da Interseção de Cantor.

Assim, usando o Lema 0.18, vale que 𝑆(𝜔) ∩ (𝑁\𝑊) (𝜔) ≠ ∅, o que contradiz a hipótese 𝑆(𝜔) ⊂
𝑊 (𝜔) ⊂ 𝑁 (𝜔) P-q.c., para todo 𝜔 ∈ Ω já que 𝑆(𝜔) ≠ 𝑊 (𝜔) ≠ 𝑁 (𝜔) pois 𝑆(𝜔) e 𝑁 (𝜔) são fechados

diferentes de 𝑋 e 𝑊 (𝜔) é aberto. □

Repare que usando os Lemas 0.15 e 0.19, podemos mostrar que a famı́lia dos conjuntos

{𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) |𝜖 (𝜔) > 0}

forma uma base para os abertos da topologia de subespaço induzida em 𝑁 (𝜔). O próximo lema a

ser apresentado é de extrema importância pois garante a existência de blocos isolantes aleatórios

para conjuntos invariantes isolados aleatórios.

Lema 0.20. Suponha que 𝑆(𝜔) é um conjunto invariante isolado aleatório com uma vizinhança

isolante aleatória 𝑁 (𝜔). Então existe uma variável aleatória 𝜖 (𝜔) > 0 tal que 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) é um

bloco isolante aleatório.

Demonstração. Suponha que 𝑊 (𝜔) é uma vizinhança aleatória aberta de 𝑆(𝜔) em 𝑁 (𝜔) com
cl𝑊 (𝜔) ⊂ int𝑁 (𝜔). Logo, pelo Lema 0.19, existe uma variável aleatória 𝜖 (𝜔) > 0 tal que

𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) ⊂ 𝑊 (𝜔) quase certamente.

Afirmo que, para esse 𝜖 (𝜔), vale que cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) é um bloco isolante aleatório. De fato, supo-

nha o contrário. Diretamente da Definição 0.5, existe uma variável aleatória 𝑥(𝜔) ∈ cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔)
P-q.c, tal que, sendo

Ω1 := {𝜔|𝑥(𝜔) ∈ 𝜕cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔), 𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥(𝜃−1𝜔)) ∈ cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔),

𝜑−1(𝜃𝜔) (𝑥(𝜃𝜔)) ∈ cl(𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔)}

temos que P(Ω1) > 0, em que 𝜕𝐴(𝜔) denota o bordo do conjunto 𝐴(𝜔), i.e.,

𝑥 ∈ 𝜑(𝜃−1𝜔, cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜃−1𝜔))
⋂

cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔)
⋂

𝜑−1(𝜃𝜔, cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜃𝜔))

mas 𝑥(𝜔) ∉ intcl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔).
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Como cl(𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆)) (𝜔) é um conjunto aleatório compacto, 𝜑(𝜔) é uniformemente cont́ınua em

cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) para todo 𝜔 ∈ Ω. Logo, podemos escolher uma variável aleatória 𝛿(𝜔) > 0 tal que,

para quaisquer variáveis aleatórias 𝑥1(𝜔) e 𝑥2(𝜔) em 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔), vale que

𝑑𝑋 (𝑥1(𝜔), 𝑥2(𝜔)) < 𝛿(𝜔) =⇒ 𝑑𝑋 (𝜑(𝜔) (𝑥1(𝜔)), 𝜑(𝜔) (𝑥2(𝜔))) < 𝜖 (𝜃𝜔) P-q.c, para todo 𝜔 ∈ Ω

Dada uma variável aleatória 𝑦(𝜔) ∈ 𝑆(𝜔), faça

𝑥(𝜔) :=

𝑥(𝜔) , 𝜔 ∈ Ω1

𝑦(𝑥) , 𝜔 ∈ Ω\Ω1

Então P{𝜔|𝑥(𝜔) ∈ 𝜕cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔)} > 0 (a saber, pelo menos os elementos de Ω1) e

𝑥(𝜔) ∈ cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔), 𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥(𝜃−1𝜔)) ∈ cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔),

𝜑−1(𝜃𝜔) (𝑥(𝜃𝜔)) ∈ cl(𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔)}

valem para P-quase todo 𝜔 ∈ Ω, dadas as propriedades de 𝑥(𝜔) e o fato de 𝑦(𝜔) ser tal que sua

imagem pertence a um conjunto invariante isolado aleatório.

Note que como 𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥(𝜃−1𝜔)) ∈ cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔), nós temos que existe 𝑥1(𝜔) ∈ 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔)
tal que 𝑑𝑋 (𝑥1(𝜔), 𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥(𝜃−1𝜔))) < 𝛾(𝜔) para qualquer v.a. 𝛾(𝜔) > 0. Em particular,

este resultado é válido para 𝛾(𝜔) = min{𝜖 (𝜔), 𝛿(𝜔)}. Como 𝑥1(𝜔) ∈ 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔), podemos em

particular extrair uma sequência de v.a. 𝑥1(𝜔), . . . , 𝑥𝑚(𝜔) que formam uma 𝜖-cadeia aleatória de

tamanho 𝑚 − 1 satisfazendo 𝑥𝑚(𝜔) ∈ 𝑆(𝜔). Como 𝑑𝑋 (𝑥𝑚(𝜔), 𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥(𝜃−1𝜔))) < 𝛾(𝜔) ≤ 𝜖 (𝜔),
na verdade obtemos uma 𝜖-cadeia aleatória de tamanho 𝑚 formada por , 𝑥(𝜔), 𝑥1(𝜔), . . . , 𝑥𝑚(𝜔).

Analogamente, usando agora o fato de que 𝜑−1(𝜃𝜔) (𝑥(𝜃𝜔)) ∈ cl(𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) temos que existe

𝑦1(𝜔) tal que 𝑦1(𝜔) ∈ cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) e 𝑑𝑋 (𝑦1(𝜔), 𝜑−1(𝜃𝜔) (𝑥(𝜃𝜔))) < 𝛾(𝜔) ≤ 𝛿(𝜔). Então

existem em particular v.a. 𝑦𝑛 (𝜔), 𝑦𝑛−1(𝜔), . . . , 𝑦1(𝜔) que formam uma 𝜖-cadeia aleatória de

comprimento 𝑛 − 1 satisfazendo 𝑦𝑛 (𝜔) ∈ 𝑆(𝜔). Contudo, como 𝑑𝑋 (𝑦1(𝜃−1𝜔), 𝜑−1(𝜔) (𝑥(𝜔))) <
𝛿(𝜃−1𝜔), pela continuidade uniforme, temos que 𝑑𝑋 (𝜑(𝜃−1𝜔)𝑦1(𝜃−1𝜔), 𝑥(𝜔)) < 𝜖 (𝜔). Assim

sendo, 𝑦𝑛 (𝜔), 𝑦𝑛−1(𝜔), . . . , 𝑦1(𝜔), 𝑥(𝜔) é uma 𝜖-cadeia aleatória de comprimento 𝑛.

Assim, 𝑦𝑛 (𝜔), . . . , 𝑦1(𝜔), 𝑥(𝜔), 𝑥1(𝜔), . . . , 𝑥𝑚(𝜔) formam uma 𝜖-cadeia aleatória em 𝑁 (𝜔) rela-
tiva a 𝑆(𝜔). Logo, pela definição de 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆), temos que 𝑥 ∈ 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) ⊂ int(cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆)) (𝜔)
P-q.c., pois sabemos que 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) é aberto em 𝑁 (𝜔). Mas isso contradiz o fato de que

P{𝜔|𝑥 ∈ 𝜕cl𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆)} > 0. □

Observação 0.21. Note que, para qualquer variável aleatória 𝜂(𝜔) com 0 < 𝜂(𝜔) ≤ 𝜖 (𝜔) quase
certamente, vale que cl𝐶𝜂 (𝑁, 𝑆) (𝜔) é um bloco isolante aleatório.

Observação 0.22. Note que, quando 𝜖 (𝜔) é uma variável aleatória muito distante do 0 na topologia

𝐶0 aleatória, temos que 𝐶𝜖 (𝑁, 𝑆) (𝜔) = 𝑁 (𝜔). Portanto, neste caso, o resultado do Lema 0.20

não seria mais válido, já que uma vizinhança isolante aleatória não é, necessariamente, um bloco

isolante aleatório.

Definição 0.23. Considere dois homeomorfismos aleatórios 𝜑(𝜔) e 𝜓(𝜔) e 𝑁 (𝜔) um conjunto
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compacto aleatório. Defina

𝑑𝑁𝜔 (𝜑, 𝜓) := sup
𝑧∈𝑁 (𝜃−1𝜔)

𝑑𝑋 (𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑧), 𝜓(𝜃−1𝜔) (𝑧)) + sup
𝑦∈𝑁 (𝜃𝜔)

𝑑𝑋 (𝜑−1(𝜃𝜔) (𝑦), 𝜓−1(𝜃𝜔) (𝑦))

Intuitivamente, o que estamos fazendo é medir a distância na fibra 𝜔 dessas duas aplicações

quando consideramos a imagem dos mapas na fibra 𝜃−1𝜔 em 𝑁 (𝜃−1𝜔) e a imagem da inversa dos

mapas na fibra 𝜃𝜔 do conjunto 𝑁 (𝜃𝜔). Por exemplo, na Figura 6 teŕıamos que, para os homeomor-

fismos apresentados, sup𝑧∈𝑁 (𝜃−1𝜔) 𝑑𝑋 (𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑧), 𝜓(𝜃−1𝜔) (𝑧)) = 𝑑𝑋 (𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥), 𝜓(𝜃−1𝜔) (𝑥)) ≡
𝑑1.

Figura 6: Distância entre homeomorfismos aleatórios na fibra 𝜃−1𝜔

Já a Figura 7 (em que os mesmos homeomorfismos aleatórios estão representados) nos dá que

sup
𝑧∈𝑁 (𝜃𝜔)

𝑑𝑋 (𝜑−1(𝜃𝜔) (𝑧), 𝜓−1(𝜃𝜔) (𝑧)) = 𝑑𝑋 (𝜑−1(𝜃𝜔) (𝑦), 𝜓−1(𝜃𝜔) (𝑦)) ≡ 𝑑2

Assim sendo, teŕıamos neste caso que 𝑑𝑁𝜔 (𝜑, 𝜓) = 𝑑1 + 𝑑2.

Figura 7: Distância entre homeomorfismos aleatórios na fibra 𝜃𝜔

Observação 0.24. Pelo Teorema 0.39 aplicado para 𝑁 (𝜔), existe uma sequência de variáveis
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aleatórias em 𝑁 (𝜔) tais que

𝑑𝑁𝜔 (𝜑, 𝜓) = sup
1≤𝑖<∞

𝑑𝑋 (𝜑(𝜃−1𝜔) (𝑥𝑖 (𝜃−1𝜔)), 𝜓(𝜃−1𝜔) (𝑥𝑖 (𝜃−1𝜔)))

+ sup
1≤𝑖<∞

𝑑𝑋 (𝜑−1(𝜃𝜔) (𝑥𝑖 (𝜃𝜔)), 𝜓−1(𝜃𝜔) (𝑥𝑖 (𝜃𝜔)))

Portanto, o mapa 𝜔 ↦→ 𝑑𝑁𝜔 (𝜑, 𝜓) é mensurável. Denote por M o espaço de homeomorfismos

aleatórios cujo domı́nio aonde eles estão definidos contém 𝑁 (𝜔), de modo que 𝑑𝑁𝜔 (𝜑, 𝜓) faça
sentido. Note que, para cada 𝜔 ∈ Ω, as seguintes afirmações valem P-q.c.

• 𝑑𝑁𝜔 (𝜑, 𝜓) ≥ 0 para todo 𝜔 e quaisquer 𝜑, 𝜓 ∈ M, e 𝑑𝑁𝜔 (𝜑, 𝜓) = 0 se, e somente se, 𝜑(𝜃−1𝜔) ≡
𝜓(𝜃−1𝜔) e 𝜑−1(𝜃𝜔) ≡ 𝜓−1(𝜃𝜔) em 𝑁;

• 𝑑𝑁𝜔 (𝜑, 𝜓) = 𝑑𝑁𝜔 (𝜓, 𝜑) para todo 𝜔 ∈ Ω;

• para quaisquer 𝜑𝑖 ∈ M com 𝑖 ∈ {1, 2, 3}, temos que 𝑑𝑁𝜔 (𝜑1, 𝜑3) ≤ 𝑑𝑁𝜔 (𝜑1, 𝜑2) + 𝑑𝑁𝜔 (𝜑2, 𝜑3)
para todo 𝜔.

Em outras palavras, 𝑑𝑁𝜔 (·, ·) estabelece uma função distância em M, o que nos dá então a possi-

bilidade de estabelecer uma topologia gerada por essa métrica em M.

Vamos alterar a Definição 0.46 substituindo MR por M.

Definição 0.25. A função 𝑑𝑁· (·, ·) é chamada de métrica aleatória em M e (M, 𝑑𝑁 ) é deno-

minado de espaço métrico aleatório.

Observe que para 𝜑, 𝜓 ∈ M e 𝜔 ∈ Ω, a métrica aleatória 𝑑𝑁𝜔 (𝜑, 𝜓) ≥ 0 é uma constante não

negativa quase certamente como a métrica regular.

N é denominado de 𝐶0-vizinhança aleatória de 𝜑 ∈ M se existe uma variável aleatória 𝑟 > 0

tal que

𝐵𝑟 (𝜑) = { 𝑓 ∈ M|𝑑𝑁𝜔 ( 𝑓 , 𝜑) < 𝑟 (𝜔), P-q.c.} ⊂ N

O par (M, 𝜏) é denominado de 𝐶0-topologia aleatória se a topologia 𝜏 em M é induzida da

𝐶0-vizinhança aleatória.

Uma 𝜓 é denominado de 𝐶0-limite aleatório de uma famı́lia de homeomorfismos aleatórios

{𝜓𝑛}𝑛∈N se lim𝑛→∞ 𝑑𝑁𝜔 (𝜓𝑛, 𝜓) = 0 para P-quase todos 𝜔 ∈ Ω.

O próximo teorema mostra que pares-filtração aleatórios para um conjunto invariante isolado

aleatório são resistentes sob pequenas 𝐶0-perturbações de um SDA discreto gerado por um ho-

meomorfismo aleatório 𝜑.

Teorema 0.26. Suponha que 𝑁 (𝜔) é um bloco isolante aleatório e 𝐿 (𝜔) é uma vizinhança com-

pacta aleatória de 𝑁− (𝜔) em 𝑁 (𝜔) suficientemente pequena. Então, (𝑁, 𝐿) (𝜔) é um par filtração

aleatório para Inv(𝑁, 𝜑) (𝜔).
Aleḿ disso, existe uma 𝐶0-vizinhança aleatória de 𝜑 em M tal que, para qualquer homeomor-

fismo aleatório 𝜓 nessa vizinhança, vale que 𝑆𝜓 = Inv(𝑁\𝐿, 𝜓) é um conjunto invariante isolado

para 𝜓 e (𝑁, 𝐿) é um par filtração aleatório para 𝑆𝜓.
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Demonstração. Pela definição de 𝑁− (𝜔), temos que, para todo 𝜔 ∈ Ω q.c.,

𝜑(𝜔, 𝑁− (𝜔)) ⊂ int𝐶𝑁 (𝜃𝜔) (4)

já que 𝑁− (𝜔) := {𝑥 ∈ 𝑁 (𝜔) |𝜑(𝜔) (𝑥) ∉ int𝑁 (𝜃𝜔)} q.c. Seja 𝑆(𝜔) = Inv(𝑁, 𝜑) (𝜔). Temos em

particular a seguinte inclusão quase certamente:

𝜑(𝜔, 𝑆(𝜔)) = 𝑆(𝜃𝜔) ⊂ int𝑁 (𝜃𝜔) (5)

Usando as Equações 4 e 5, temos que 𝑁− (𝜔) e 𝑆(𝜔) são conjuntos compactos aleatórios quase

certamente disjuntos. Pelas hipóteses sobre 𝐿 (𝜔), temos que (𝑁\𝐿) (𝜔) é vizinhança isolante

aleatória de 𝑆(𝜔); de fato, escolha 𝐿 (𝜔) suficientemente pequena de modo que 𝐿 (𝜔) ∩ 𝑆(𝜔) = ∅
q.c. (isto é posśıvel pois 𝑁− (𝜔) ∩ 𝑆(𝜔) = ∅ q.c. e ambos são compactos). Assim sendo, se

𝑥 ∈ Inv(𝑁\𝐿) (𝜔) temos que 𝜑𝑛 (𝜔) (𝑥) ∈ (𝑁\𝐿) (𝜃𝑛𝜔) q.c., logo 𝜑𝑛 (𝜔) (𝑥) ∉ 𝐿 (𝜃𝑛𝜔) q.c., e portanto
𝜑𝑛 (𝜔) (𝑥) ∉ 𝑁− (𝜃𝑛𝜔); portanto, temos que 𝑥 é tal que 𝜑𝑛 (𝜔) (𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑛𝜔) para todo 𝑛 ∈ N, em

outras palavras, temos que 𝑥 ∈ 𝑆(𝜔). A outra inclusão decorre do fato de que 𝐿 (𝜔) ∩ 𝑆(𝜔) = ∅
q.c. Assim sendo, conclúımos que 𝑆(𝜔) = Inv(𝑁\𝐿) (𝜔).
A Figura mostra o que aconteceria com medida não nula se 𝑥 ∉ 𝑆(𝜔). Ela deixa claro a

igualdade acima provada.

Figura 8: O invariante maximal aleatório de (𝑁\𝐿) (𝜔)

Pela definição de vizinhança isolante aleatória e de conjunto invariante isolado aleatório, segue

diretamente que qualquer conjunto aleatório fechado cl𝑉 (𝜔) de uma vizinhança aleatória 𝑉 (𝜔)
de 𝑆(𝜔) em 𝑁 (𝜔) é uma vizinhança isolante aleatória com 𝑆(𝜔) = Inv(𝑉, 𝜑) (𝜔). Em particular,

cl(𝑁\𝐿) (𝜔) é uma vizinhança isolante de 𝑆(𝜔).
Pela Observação 0.10, temos que 𝜑(𝜔, (𝑁\𝑁−) (𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜃𝜔), e portanto aplicando 𝜑−1(𝜃𝜔)
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temos que, (𝑁\𝑁−) (𝜔) ⊂ 𝜑−1(𝜃𝜔, int𝑁 (𝜃𝜔))∩𝑁 (𝜔). Mas, como a imagem de 𝜑−1(𝜃𝜔) : int𝑁 (𝜃𝜔) →
𝑋 está contida na imagem de 𝜑−1(𝜃𝜔) : 𝑁 (𝜃𝜔) → 𝑋 já que int(𝑁 (𝜃𝜔) ⊂ 𝑁 (𝜃𝜔), temos que

𝜑−1(𝜃𝜔, int𝑁 (𝜃𝜔)) ∩ 𝑁 (𝜔) ⊂ 𝜑−1(𝜃𝜔, 𝑁 (𝜃𝜔)) ∩ 𝑁 (𝜔). Portanto, conclúımos que (𝑁\𝑁−) (𝜔) ⊂
𝜑−1(𝜃𝜔, 𝑁 (𝜃𝜔)) ∩ 𝑁 (𝜔).
Pelo fechamento de 𝜑−1(𝜃𝜔, 𝑁 (𝜃𝜔)) ∩ 𝑁 (𝜔) já que 𝑁 (𝜔) é conjunto compacto aleatório e dado

que 𝜑−1(·) é homeomorfismo, temos

cl(𝑁\𝑁−) (𝜔) ⊂ 𝜑−1(𝜃𝜔, 𝑁 (𝜃𝜔)) ∩ 𝑁 (𝜔) P-q.c (6)

Por outro lado, pela mesma observação, temos que 𝑁− (𝜔) = 𝑁 (𝜔) ∩ 𝜑−1(𝜃𝜔, int𝐶𝑁 (𝜃𝜔)) P-q.c,
o que nos dá

𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁− (𝜃−1𝜔)) = 𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁 (𝜃−1𝜔) ∩ 𝜑−1(𝜔, int𝐶𝑁 (𝜔)))

⊂ 𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁 (𝜃−1𝜔)) ∩ 𝜑(𝜃−1𝜔, 𝜑−1(𝜔, int𝐶𝑁 (𝜔)))

= 𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁 (𝜃−1𝜔)) ∩ int𝐶𝑁 (𝜔)

Portanto,

𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁− (𝜃−1𝜔)) ⊂ 𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁 (𝜃−1𝜔)) ∩ int𝐶𝑁 (𝜔) (7)

Assim, usando as Identidades 6 e 7, obtemos que

𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁− (𝜃−1𝜔))∩cl(𝑁\𝑁−) (𝜔) ⊂ 𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁 (𝜃−1𝜔))∩int𝐶𝑁 (𝜔)∩𝜑−1(𝜃𝜔, 𝑁 (𝜃𝜔))∩𝑁 (𝜔) = ∅ P-q.c.

em que a última igualdade segue pois 𝑁 (𝜔) é um bloco isolante aleatório.

Como 𝜑 é um homeomorfismo aleatório, 𝜔 ↦→ 𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁− (𝜃−1𝜔)) é um conjunto aleatório

compacto pela Proposição 0.38. Se 𝐿 (𝜔) é um conjunto aleatório compacto suficientemente

pequeno na vizinhança de 𝑁− (𝜔) em 𝑁 (𝜔), então

𝜑(𝜃−1𝜔, 𝐿 (𝜃−1𝜔)) ∩ cl(𝑁\𝐿) (𝜔) ⊂ 𝜑(𝜃−1𝜔, 𝐿 (𝜃−1𝜔)) ∩ cl(𝑁\𝑁−) (𝜔) = ∅ P-q.c.

Portanto, (𝑁, 𝐿) (𝜔) é um par filtração aleatório para Inv(𝑁, 𝜑) (𝜔), o que conclui a primeira parte

da demonstração (sugerimos que o leitor se levante e busque outra x́ıcara de café).

Recordamos que, da definição de 𝑁 (𝜔) temos que:

𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁 (𝜃−1𝜔)) ∩ 𝑁 (𝜔) ∩ 𝜑−1(𝜃𝜔, 𝑁 (𝜃𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜔)

Pela Proposição 0.38, vale que 𝜔 ↦→ 𝑁 (𝜔) = 𝜑(𝜃−1𝜔, 𝑁 (𝜃−1𝜔)) ∩ 𝑁 (𝜔) ∩ 𝜑−1(𝜃𝜔, 𝑁 (𝜃𝜔)) é um

conjunto aleatório compacto. Portanto existe uma vizinhança aberta aleatória 𝑊 (𝜔) de 𝑁 (𝜔) em
𝑁 (𝜔) já que o espaço em questão é métrico.

Defina 𝜌(𝜔) = dist𝑋 (𝑁 (𝜔), (𝑁\𝑊) (𝜔)) para todo 𝜔 ∈ Ω. Como (𝑁\𝑊) (𝜔) é um conjunto

aleatório compacto pela Proposição 0.38, segue que 𝜔 ↦→ 𝜌(𝜔) é mensurável pelo Teorema da

Seleção Mensurável.

Além disso, a variável aleatória 𝜌(𝜔) é estritamente positiva q.c pois 𝑁 (𝜔) e (𝑁\𝑊) (𝜔) são
dois conjuntos aleatórios compactos disjuntos. Para qualquer homeomorfismo aleatório 𝜓 tal que
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𝑑𝑁𝜔 (𝜑, 𝜓) < 𝜌(𝜔), P-q.c para todo 𝜔 ∈ Ω, nós temos

𝜓(𝜃−1𝜔, 𝑁 (𝜃−1𝜔)) ∩ 𝑁 (𝜔) ∩ 𝜓−1(𝜃𝜔, 𝑁 (𝜃𝜔)) ⊂ 𝑊 (𝜔) ⊂ int𝑁 (𝜔) P-q.c. (8)

já que 𝜌(𝜔) = dist𝑋 (𝑁 (𝜔), (𝑁\𝑊) (𝜔)). Logo, 𝑁 (𝜔) também é um bloco isolante aleatório para

qualquer homeomorfismo aleatório na 𝜌-vizinhança aleatória de 𝜑 em M.

Se 𝐿 (𝜔) é uma vizinhança aleatória de 𝑁− (𝜔) em 𝑁 (𝜔), então

𝜑(𝜔, cl(𝑁\𝐿) (𝜔)) ⊂ 𝜑(𝜔, (𝑁\𝑁−) (𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜃𝜔) P-q.c

em que a primeira inclusão segue por cl(𝑁\𝐿) (𝜔) ⊂ (𝑁\𝑁−) (𝜔) e a segunda pela Observação

0.10.

Reciprocamente, se 𝜑(𝜔, cl(𝑁\𝐿) (𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜃𝜔), então cl(𝑁\𝐿) (𝜔) ⊂ (𝑁\𝑁−) (𝜔) pela de-

finição de 𝑁− (𝜔). Note que cl(𝑁\𝐿) (𝜔) é um subconjunto compacto de 𝑁 (𝜔), pois é subconjunto
fechado contido em um compacto. Por outro lado, como 𝑁− (𝜔) = 𝑁 (𝜔) ∩ 𝜑−1(𝜃𝜔, int𝐶𝑁 (𝜃𝜔)) e
int𝐶𝑁 (𝜃𝜔) é fechado, 𝜑−1(𝜃𝜔, int𝐶𝑁 (𝜃𝜔)) é fechado, logo 𝑁− (𝜔) é fechado, e portanto 𝑁 (𝜔) ∩
𝑁−𝐶 (𝜔) deve ser aberto em 𝑁 (𝜔), i.e., (𝑁\𝑁−) (𝜔) é um conjunto aberto em 𝑁 (𝜔). Logo,

(𝑁\𝑁−) (𝜔) é uma vizinhança aleatória de cl(𝑁\𝐿) (𝜔) em 𝑁 (𝜔), e 𝐿 (𝜔) é uma vizinhança aleatória

de 𝑁− (𝜔) em 𝑁 (𝜔).
Portanto 𝐿 (𝜔) ser uma vizinhança aleatória de 𝑁− (𝜔) em 𝑁 (𝜔) é equivalente a 𝜑(𝜔, cl(𝑁\𝐿) (𝜔)) ⊂

int𝑁 (𝜃𝜔) P-q.c. para todo 𝜔 ∈ Ω.
Seja 𝑁−

𝜓
(𝜔) o conjunto de sáıda de 𝑁 (𝜔) com respeito a 𝜓(𝜔). Como 𝑁 (𝜔) é um bloco

isolante aleatório para 𝜓 numa 𝐶0-vizinhança aleatória de 𝜑 em razão da Equação 8, temos

que 𝜓(𝜔, cl(𝑁\𝐿) (𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜃𝜔) P-q.c. para todo 𝜔 ∈ Ω e qualquer homeomorfismo aleatório

em alguma 𝐶0-vizinhança aleatória de 𝜑 em M. Portanto, 𝐿 é uma vizinhança aleatória de 𝑁−
𝜓

em 𝑁.

Assim sendo, (𝑁, 𝐿) (𝜔) é um par filtração aleatório para homeomorfismos aleatórios suficien-

temente próximos de 𝜑 na 𝐶0-topologia aleatória 𝜏. □

Naturalmente, de maneira análoga ao que estudamos para o Índice de Conley em sistemas

dinâmicos determińısticos, é um caminho natural definir um espaço quociente dos conjuntos

aleatórios 𝑁 (𝜔) e 𝐿 (𝜔) de um par filtração aleatório (𝑁, 𝐿) (𝜔). É o que está estabelecido na

próxima definição.

Definição 0.27. Assuma que 𝑃(𝜔) = (𝑁, 𝐿) (𝜔) é um par filtração aleatório para 𝜑(𝜔). Seja

𝑁𝐿 (𝜔) o espaço quociente 𝑁\𝐿 (𝜔), em que 𝑁𝐿 (𝜔) = ((𝑁\𝐿) (𝜔) ∪ [𝐿 (𝜔)], [𝐿 (𝜔]), para todo

𝜔 ∈ Ω. Se 𝐿 (𝜔) = ∅, então 𝑁𝐿 (𝜔) = 𝑁 (𝜔) ∪ [∅]. Identificamos 𝑁𝐿\[𝐿] com 𝑁\𝐿, sendo que a

classe [𝐿 (𝜔)] é definida pela relação de equivalência 𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 (𝜔).
O conjunto aleatório 𝑁𝐿 (𝜔) é denominado de espaço quociente aleatório se 𝑁𝐿 (𝜔) =

((𝑁\𝐿) (𝜔) ∪ [𝐿 (𝜔)], [𝐿 (𝜔)]) para todo 𝜔 ∈ Ω qualquer que seja o par filtração 𝑃(𝜔) = (𝑁, 𝐿) (𝜔).
Um mapa 𝜑𝑃 (𝜔) : 𝑁𝐿 (𝜔) → 𝑁𝐿 (𝜔) é denominado de mapa aleatório do espaço pontuado
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associado a 𝑃 se 𝜑𝑃 (𝜔) : 𝑁𝐿 (𝜔) → 𝑁𝐿 (𝜃𝜔) satisfaz

𝜑𝑃 (𝜔) (𝑥) =

[𝐿 (𝜃𝜔)], se 𝑥 = [𝐿 (𝜔)] ou 𝜑(𝜔) (𝑥) ∉ 𝑁 (𝜃𝜔)

𝑝(𝜃𝜔) (𝜑(𝜔) (𝑥)), caso contrário

sendo 𝑝(𝜔) : 𝑁 (𝜔) → 𝑁𝐿 (𝜔) um mapa quociente aleatório tal que, para cada 𝜔 ∈ Ω e

𝑝(𝜔) : 𝑁 (𝜔) → 𝑁𝐿 (𝜔)

𝑝(𝜔) (𝑥) =

𝑥, se 𝑥 ∈ (𝑁\𝐿) (𝜔)

[𝐿 (𝜔)], se 𝑥 ∈ 𝐿 (𝜔)

Teorema 0.28. O mapa aleatório do espaço pontuado associado a 𝑃(𝜔), 𝜑𝑃 (𝜔) : 𝑁𝐿 (𝜔) →
𝑁𝐿 (𝜃𝜔) é um mapa aleatório que preserva o ponto base com a propriedade que [𝐿 (𝜔)] ⊂ int𝜑−1

𝑃
(𝜃𝜔, [𝐿 (𝜃𝜔)])

para P-quase todo 𝜔. Além disso, 𝜑𝑃 (𝜔) : 𝑁𝐿 (𝜔) → 𝑁𝐿 (𝜃𝜔) é cont́ınua, e 𝜔 ↦→ 𝜑𝑃 (𝜔) (𝑥) é men-

surável.

Demonstração. Note que 𝜑𝑃 (𝜔) preserva o ponto base pela Definição 0.27. Como 𝑃(𝜔) =

(𝑁, 𝐿) (𝜔) é um par filtração aleatório, temos:

𝜑(𝜔, 𝐿 (𝜔)) ∩ cl(𝑁\𝐿) (𝜃𝜔) = ∅,

para P-quase todo 𝜔 ∈ Ω. Pelo fato de 𝐿 (𝜔) e cl(𝑁\𝐿) (𝜔) serem conjuntos compactos e pelo fato

de 𝜑(𝜔, ·) ser uniformemente cont́ınua nestes conjuntos, existe uma vizinhança aleatória 𝐾 (𝜔) de
𝐿 (𝜔) tal que vale q.c.

𝜑(𝜔, 𝐾 (𝜔)) ∩ cl(𝑁\𝐿) (𝜃𝜔) = ∅ (9)

Portanto, pela definição de 𝜑𝑃 (𝜔) e em razão da Equação 9, nós temos que 𝜑𝑃 (𝜔) (𝑥) = [𝐿 (𝜃𝜔)]
sempre que 𝑥 ∈ 𝐾 (𝜔), i.e., [𝐿 (𝜔)] ⊂ int𝜑−1

𝑃
(𝜃𝜔, [𝐿 (𝜃𝜔)]).

Se 𝑥 satisfaz 𝜑(𝜔) (𝑥) ∉ 𝑁 (𝜃𝜔), então existe uma vizinhança pequena 𝑁𝑥 (𝜔) de 𝑥 tal que

𝜑(𝜔, 𝑁𝑥 (𝜔)) ∩ 𝑁 (𝜃𝜔) = ∅, dada a continuidade de 𝜑(𝜔, ·). Isto é, 𝜑𝑃 (𝜔, ·) é cont́ınua nesses

pontos. Quando 𝜑𝑃 (𝜔) (𝑥) = 𝑝(𝜃𝜔) (𝜑(𝜔) (𝑥)), temos que 𝜑𝑃 (𝜔) é a composição de duas funções

cont́ınuas 𝑝(𝜃𝜔) e 𝜑(𝜔), logo também é cont́ınua.

Portanto, só precisamos verificar que 𝜑𝑃 (𝜔) é cont́ınua em [𝐿 (𝜔)]. Suponha que {𝑥𝑛} ⊂ 𝑁𝐿 (𝜔)
é uma sequência convergindo ao ponto [𝐿 (𝜔)]. Se 𝑛 é suficientemente grande, então 𝑥𝑛 ∈ 𝐾 (𝜔).
Logo, 𝜑𝑝 (𝜔) (𝑥𝑛) = [𝐿 (𝜃𝜔)] = 𝜑𝑃 (𝜔) [𝐿 (𝜔)], i.e., 𝜑𝑃 (𝜔) é cont́ınua em [𝐿 (𝜔)].
Como 𝜑𝑃 (·) (𝑥) é cont́ınua, então ela também é mensurável. □

3 Equivalência de Espaços por Shifts
Aleatórios

Definição 0.29. Suponha que 𝐶 (𝜔) e 𝐷 (𝜔) são dois espaços pontuados aleatórios e que 𝑐(𝜔) e
𝑑 (𝜔) são dois mapas aleatórios são dados por

𝑐(𝜔) : 𝐶 (𝜔) → 𝐶 (𝜃𝜔), 𝑑 (𝜔) : 𝐷 (𝜔) → 𝐷 (𝜃𝜔)
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Suponha que 𝑐(𝜔) e 𝑑 (𝜔) preservam o ponto base, 𝑐(𝜔) e 𝑑 (𝜔) são cont́ınuos para todo 𝜔 ∈ Ω
e que 𝑐(·) (𝑥) e 𝑑 (·) (𝑥) são mensuráveis para todo 𝑥 ∈ 𝑋.
Dois espaços pontuados (𝐶, 𝑐) (𝜔) e (𝐷, 𝑑) (𝜔) em que 𝑐(𝜔) e 𝑑 (𝜔) satisfazem as condições

acima impostas são denominados de shift aleatório equivalentes, denotados por (𝐶, 𝑐) (𝜔) ∼
(𝐷, 𝑑) (𝜔), se existem mapas aleatórios

𝑟 (𝜔) : 𝐶 (𝜔) → 𝐷 (𝜃𝑛1𝜔), 𝑠(𝜔) : 𝐷 (𝜔) → 𝐶 (𝜃𝑛2)

com mensuráveis 𝑛1 = 𝑛1(𝜔) e 𝑛2 = 𝑛2(𝜔) tomando valores em Z tais que 𝑟 (𝜔) e 𝑠(𝜔) preservam
o ponto base e os seguintes diagramas são quasi-comutativos:

𝐶 (𝜔) 𝑐 (𝜔, · ) //

𝑟 (𝜔, · )
��

𝐶 (𝜃𝜔)
(I) 𝑟 (𝜃𝜔, · )
��

𝐷 (𝜃𝑛1𝜔)𝑑 (𝜃𝑛1𝜔, · )
(II) // 𝐷 (𝜃∗𝜔)

(10)

𝐷 (𝜔) 𝑑 (𝜔, · ) //

𝑠 (𝜔, · )
��

𝐷 (𝜃𝜔)
(III) 𝑠 (𝜃𝜔, · )
��

𝐶 (𝜃𝑛2𝜔)𝑐 (𝜃𝑛2𝜔, · )
(IV) // 𝐶 (𝜃∗𝜔)

(11)

no sentido que

𝑟 (𝜃𝑛2𝜔) ◦ 𝑠(𝜔) = 𝑑𝑛2 (𝜔)+𝑛1 (𝜃2𝜔) (𝜔) (12)

𝑠(𝜃𝑛1𝜔) ◦ 𝑟 (𝜔) = 𝑐𝑛1 (𝜔)+𝑛2 (𝜃1𝜔) (𝜔) (13)

sendo
𝑟 (𝜃𝜔, 𝑐(𝜔, ·)) = 𝑑𝑛1 (𝜃𝜔)−𝑛1 (𝜔) (𝜃𝑛1 (𝜔)+1𝜔), 𝑑 (𝜃𝑛1 (𝜔)𝜔), 𝑟 (𝜔, ·)) 𝑛1(𝜃𝜔) ≥ 𝑛1(𝜔)

𝑑𝑛1 (𝜔)−𝑛1 (𝜃𝜔) (𝜃𝑛1 (𝜃𝜔)+1𝜔), 𝑟 ((𝜃𝜔), 𝑐(𝜔, ·)) = 𝑑 (𝜃𝑛1 (𝜔)𝜔), 𝑟 (𝜔, ·)) 𝑛1(𝜃𝜔) < 𝑛1(𝜔)
(14)

Aqui, a palavra quasi-comutatividade significa que os dois diagramas acima não são necessari-

amente comutativos. Por exemplo, para o Diagrama 10, dado um 𝜔 ∈ Ω fixado, temos

𝑑 (𝜃𝑛1𝜔, 𝑟 (𝜔, ·)) : 𝐶 (𝜔) → 𝐷 (𝜃𝑛1 (𝜔)+1𝜔) (15)

𝑟 (𝜃𝜔, 𝑐(𝜔, ·)) : 𝐶 (𝜔) → 𝐷 (𝜃𝑛1 (𝜃𝜔)+1𝜔) (16)

e assim (I) e (II) não mapeiam para o mesmo contradomı́nio a não ser que 𝑛1(𝜔) = 𝑛1(𝜃𝜔), o que

não é verdade em geral. Logo, o diagrama não é necessariamente comutativo no sentido usual (e

nem mesmo q.c., já que não temos informação sobre a medida do evento 𝑛1(𝜔) = 𝑛1(𝜃𝜔)). Com

o objetivo de corrigir este problema, precisamos que as relações dadas por 14 sejam importantes.

Para simplificar, reescrevemos a primeira identidade de 14 da seguinte maneira:

𝑟 (𝜃𝜔, 𝑐(𝜔, ·)) = 𝑑△ (𝜃𝑛1 (𝜔)+1𝜔, 𝑑 (𝜃𝑛1 (𝜔)𝜔, 𝑟 (𝜔·)))
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em que 𝑑△ é o ajuste dado por 𝑛1(𝜃𝜔) − 𝑛1(𝜔) se 𝑛1(𝜃𝜔) ≥ 𝑛1(𝜔) ou 𝑛1(𝜔) − 𝑛1(𝜃𝜔) se 𝑛1(𝜃𝜔) <
𝑛1(𝜔). A segunda igualdade na Equação 14 pode ser expressada agora por

𝑑△ (𝜃𝑛1 (𝜔)+1𝜔, 𝑟 (𝜃𝜔, 𝑐(𝜔, ·))) = 𝑑 (𝜃𝑛1 (𝜔)𝜔, 𝑟 (𝜔, ·))

Em resumo, a exigência 14 pode ser expressada por

𝑟 ◦ 𝑐 = 𝑑△ ◦ 𝑑 ◦ 𝑟, 𝑑△ ◦ 𝑟 ◦ 𝑐 = 𝑑 ◦ 𝑟

No diagrama quasi-comutativo, 𝐷 (𝜃∗𝜔), o destino final de (I) e (II), pode ser igual a 𝐷 (𝜃𝑛1 (𝜃𝜔)+1𝜔)
ou 𝐷 (𝜃𝑛1 (𝜔)+1𝜔). Usando o ajuste acima colocado, temos que ∗ = max{𝑛1(𝜔) + 1, 𝑛1(𝜃𝜔) + 1}.
Portanto, partindo de 𝐶 (𝜔) e usando as composições 𝑟 ◦ 𝑐 e 𝑑 ◦ 𝑟, chegamos em 𝐷 (𝜃∗𝜔).

Analogamente, o segundo diagrama é quasi-comutativo da mesma maneira. As identidades 12

e 13 podem ser expressas por

𝑟 ◦ 𝑠 = 𝑑∗ e 𝑠 ◦ 𝑟 = 𝑐∗

respectivamente por abuso de notação (já que os dois śımbolos ∗ são diferentes de ∗ em 𝐷 (𝜃∗𝜔))

Proposição 0.30. As equivalências por shifts aleatórios da Definição 0.29 são de fato relações

de equivalência.

Demonstração. A simetria e a reflexividade seguem diretamente da Definição 0.29. Basta apenas

verificarmos a transitividade.

Assim sendo, suponha que (𝐶, 𝑐) (𝜔) ∼ (𝐷, 𝑑) (𝜔) com a notação usada na Definição 0.29 e

(𝐷, 𝑑) (𝜔) ∼ (𝐸, 𝑒) (𝜔) com as mesmas propriedades, digamos que dadas por

𝑟1(𝜃𝜔, 𝑑 (𝜔, ·)) = 𝑒△ (𝜃𝑛′1 (𝜔)+1𝜔, 𝑒(𝜃𝑛′1𝜔, 𝑟1(𝜔, ·)))

𝑠1(𝜃𝜔, 𝑒(𝜔, ·)) = 𝑑△ (𝜃𝑛′2 (𝜔)+1𝜔, 𝑑 (𝜃𝑛′2 (𝜔)𝜔, 𝑠1(𝜔, ·)))

𝑟1(𝜃𝑛′2 (𝜔)𝜔) ◦ 𝑠1(𝜔) = 𝑒
𝑛′2 (𝜔)+𝑛

′
1 (𝜃𝑛′2 (𝜔)𝜔) (𝜔)

𝑠1(𝜃𝑛′1 (𝜔)𝜔) ◦ 𝑟1(𝜔) = 𝑑
𝑛′1 (𝜔)+𝑛

′
2 (𝜃𝑛′1 (𝜔)𝜔) (𝜔)

em que 𝑟1(𝜔) : 𝐷 (𝜔) → 𝐸 (𝜃𝑛′1 (𝜔)𝜔) e 𝑠1(𝜔) : 𝐸 (𝜔) → 𝐷 (𝜃𝑛′2 (𝜔)𝜔) são mapas aleatórios que

preservam os pontos bases.

Usando a segunda relação de 14, temos que 𝑑△ ◦ 𝑟 ◦ 𝑐 : 𝐶 (𝜔) → 𝐷 (𝜃∗𝜔) pois 𝑑△ ◦ 𝑟 ◦ 𝑐 = 𝑑 ◦ 𝑟.
Da definição de 𝑟1, temos que 𝑟1 : 𝐷 (𝜃∗𝜔) → 𝐸 (𝜃 [𝑛′1 (𝜃∗𝜔)+∗]𝜔). Por outro lado, usando a primeira

relação de 14, temos que 𝑑△ ◦ 𝑟 : 𝐶 (𝜔) → 𝐷 (𝜃∗𝜔). Em razão de (𝐷, 𝑑) (𝜔) ∼ (𝐸, 𝑒) (𝜔), temos que

𝑒 ◦ 𝑟1 : 𝐷 (𝜃∗𝜔) → 𝐸 (𝜃 [𝑛′1 (𝜃∗𝜔)+∗+1]𝜔). Essas relações estão escritas abaixo:

𝐶 (𝜔) 𝑑
△◦𝑟◦𝑐// 𝐷 (𝜃∗𝜔)

𝑟1// 𝐸 (𝜃 [𝑛′1 (𝜃∗𝜔)+∗]𝜔)

𝐶 (𝜔) 𝑑△◦𝑟 // 𝐷 (𝜃∗𝜔)
𝑒◦𝑟1// 𝐸 (𝜃 [𝑛′1 (𝜃∗𝜔)+∗+1]𝜔)

Defina 𝑟2 = 𝑟1 ◦ 𝑑△ ◦ 𝑟. Temos então que
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𝑟2 ◦ 𝑐 : 𝐶 (𝜔) → 𝐸 (𝜃 [𝑛′1 (𝜃∗𝜔)+∗]𝜔)

𝑒 ◦ 𝑟2 : 𝐶 (𝜔) → 𝐸 (𝜃 [𝑛′1 (𝜃∗𝜔)+∗+1]𝜔)

Assim, usando o fato de (𝐶, 𝑐) (𝜔) ∼ (𝐷, 𝑑) (𝜔) e (𝐷, 𝑑) (𝜔) ∼ (𝐸, 𝑒) (𝜔) temos o seguinte diagrama

quasi-comutativo:

𝐶 (𝜔) 𝑐 (𝜔) //

𝑟2 (𝜔)
��

𝐶 (𝜃𝜔)

𝑟2 (𝜃𝜔)
��

𝐸 (𝜃𝑛′′1𝜔)
𝑒 (𝜃𝑛′′

1
(𝜔)𝜔)
// 𝐸 (𝜃∗′𝜔)

sendo 𝑛′′1 (𝜔) = 𝑛′1(𝜃∗𝜔) + ∗ e 𝐸 (𝜃∗𝜔) colocado de maneira análoga a 𝐷 (𝜃∗𝜔).
Repetindo a construção que fizemos, podemos agora considerar 𝑠2 = 𝑠 ◦ 𝑑△ ◦ 𝑠1. Obtemos as

seguintes relações:

𝑠2(𝜃𝜔, 𝑒(𝜔, ·)) = 𝑐△ (𝜃𝑛′′2 (𝜔)+1𝜔, 𝑐(𝜃𝑛′′2 (𝜔)𝜔, 𝑠2(𝜔, ·)))

e, portanto, o seguinte diagrama é quasi-comutativo:

𝐸 (𝜔) 𝑒 (𝜔) //

𝑠2 (𝜔)
��

𝐸 (𝜃𝜔)

𝑠2 (𝜃𝜔)
��

𝐶 (𝜃𝑛′′2 (𝜔)𝜔)
𝑒 (𝜃𝑛′′

2
(𝜔)𝜔)
// 𝐶 (𝜃∗′𝜔)

Por fim, devemos verificar que 𝑟2 ◦ 𝑠2 = 𝑒∗. Temos que:

𝑟2 ◦ 𝑠2(𝜔, ·) = 𝑟1 ◦ 𝑑△ ◦ (𝑟 ◦ 𝑠) ◦ 𝑑△ ◦ 𝑠1(𝜔, ·)

= 𝑟1 ◦ 𝑑∗ ◦ 𝑠1(𝜔, ·)

= (𝑟1 ◦ 𝑑) ◦ 𝑑∗−1 ◦ 𝑠1(𝜔, ·)

= (𝑒△ ◦ 𝑒 ◦ 𝑟1) ◦ 𝑑∗−1 ◦ 𝑠1(𝜔, ·)

= 𝑒∗ ◦ (𝑟1 ◦ 𝑑) ◦ 𝑑∗−2 ◦ 𝑠1(𝜔, ·)

= . . .

= 𝑒∗ ◦ 𝑟1 ◦ 𝑠1(𝜔, ·) = 𝑒∗(𝜔, ·)

o que garante (𝐶, 𝑐) ∼ (𝐸, 𝑒). □

Lema 0.31. Suponha que 𝑃′(𝜔) = (𝑁, 𝐿′) (𝜔) e 𝑃(𝜔) = (𝑁 (𝜔) ∪ 𝐿 (𝜔), 𝐿 (𝜔)) são dois pares

filtração para 𝑆(𝜔), 𝐿′(𝜔) ⊂ 𝐿 (𝜔) e 𝜑(𝜔, 𝐿 (𝜔)) ⊂ int𝐿 (𝜃𝜔) quase certamente. Então os mapas

aleatórios induzidos 𝜑𝑃′ : 𝑁𝐿′ → 𝑁𝐿′ e 𝜑𝑃 : (𝑁 ∪ 𝐿)𝐿 → (𝑁 ∪ 𝐿)𝐿 são equivalentes por shifts

aletórios.

Demonstração. Defina 𝑄(𝜔) = 𝑁 (𝜔) ∪ 𝐿 (𝜔) e um mapa aleatório 𝑟 (𝜔) : 𝑁𝐿′ (𝜔) → 𝑄𝐿 (𝜔) dado
por

𝑟 (𝜔) (𝑥) =

[𝐿 (𝜔)] se 𝑥 = [𝐿′(𝜔)]

𝑝(𝜔) (𝑥) caso contrário
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sendo 𝑝(𝜔) o mapa quociente 𝑝(𝜔) : 𝑄(𝜔) → 𝑄𝐿 (𝜔), i.e., 𝑝(𝜔) é tal que

𝑝(𝜔) (𝑥) =

𝑥 se 𝑥 ∈ (𝑄\𝐿) (𝜔)

[𝐿 (𝜔)] caso contrário

Podemos verificar que 𝑟 (𝜔) é cont́ınua e 𝑟 (·) (𝑥) é mensurável. Além disso, podemos ver que

𝑟 (𝜃𝜔, 𝜑𝑃′ (𝜔, ·)) = 𝜑𝑃 (𝜔, 𝑟 (𝜔, ·)) (17)

De fato, temos que o mapa 𝜑𝑃 : 𝑄𝐿 (𝜔) → 𝑄𝐿 (𝜃𝜔) é dado por

𝜑𝑃 (𝜔, 𝑥) =

[𝐿 (𝜃𝜔)] se 𝑥 = [𝐿 (𝜔)] ou 𝜑(𝜔, 𝑥) ∉ 𝑄(𝜃𝜔)

𝑝(𝜃𝜔, 𝜑(𝜔, 𝑥)) caso contrário

enquanto que o mapa 𝜑𝑃′ : 𝑁𝐿′ (𝜔) → 𝑁𝐿′ (𝜃𝜔) é dado por

𝜑𝑃′ (𝜔, 𝑥) =

[𝐿′(𝜃𝜔)] se 𝑥 = [𝐿′(𝜔)] ou 𝜑(𝜔, 𝑥) ∉ 𝑁 (𝜃𝜔)

𝑝′(𝜃𝜔, 𝜑(𝜔, 𝑥)) caso contrário

em que 𝑝′(𝜔) : 𝑁 (𝜔) → 𝑁𝐿′ (𝜔) é dado por

𝑝′(𝜔, 𝑥) =

𝑥 se 𝑥 ∈ (𝑁\𝐿′) (𝜔)

[𝐿′(𝜔)] caso contrário

Para mostrar a Equação 17, vamos considerar três casos:

1. Suponha que 𝑥 ∈ [𝐿′(𝜔)]. Assim, temos por um lado que 𝜑𝑃′ (𝜔, 𝑥) = [𝐿′(𝜃𝜔)], logo

𝑟 (𝜃𝜔, 𝜑𝑃′ (𝜔, 𝑥)) = 𝑟 (𝜃𝜔, [𝐿′(𝜃𝜔)]) = [𝐿 (𝜃𝜔)]

Por outro lado, temos que 𝑟 (𝜔, 𝑥) = [𝐿 (𝜔)], logo 𝜑𝑃 (𝜔, 𝑟 (𝜔, 𝑥)) = [𝐿 (𝜃𝜔)].

2. Suponha agora que 𝑥 ≠ [𝐿′(𝜔)] mas que 𝜑(𝜔, 𝑥) ∉ 𝑁 (𝜃𝜔). Temos que 𝜑𝑃′ (𝜔, 𝑥) = [𝐿′(𝜃𝜔)],
e assim 𝑟 (𝜃𝜔, 𝜑𝑃′ (𝜔, 𝑥)) = [𝐿 (𝜃𝜔)] como no caso anterior. Contudo, agora temos que

𝑟 (𝜔, 𝑥) = 𝑝(𝜔, 𝑥). Se tivéssemos que 𝑥 ∈ (𝑄\𝐿) (𝜔), teŕıamos que 𝑥 ∉ 𝐿 (𝜔) e assim, como

𝐿 (𝜔) é uma vizinhança de 𝑄− (𝜔), temos que 𝑥 ∉ 𝑄− (𝜔); logo, não podemos ter 𝜑(𝜔, 𝑥) ∉
𝑄(𝜃𝜔) o que implicaria 𝜑(𝜔, 𝑥) ∉ 𝑁 (𝜃𝜔), um absurdo. Logo, devemos ter que 𝑥 ∈ 𝐿 (𝜔).
Portanto, 𝑝(𝜔, 𝑥) = [𝐿 (𝜔)] e então 𝜑𝑃 (𝜔, 𝑟 (𝜔, 𝑥)) = [𝐿 (𝜃𝜔)].

3. Suponha agora que 𝑥 ≠ [𝐿′(𝜔)] e também que 𝜑(𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝜔). Por um lado, temos que

𝜑𝑃′ (𝜔, 𝑥) = 𝑝′(𝜃𝜔, 𝜑(𝜔, 𝑥)). Vamos considerar dois subcasos: primeiramente, suponha que

𝜑(𝜔, 𝑥) ∈ 𝐿′(𝜃𝜔). Assim, teŕıamos que 𝑝′(𝜃𝜔, 𝜑(𝜔, 𝑥)) = [𝐿′(𝜃𝜔)]; logo, 𝑟 (𝜃𝜔, 𝜑𝑃′ (𝜔, 𝑥)) =
𝑟 (𝜃𝜔) ( [𝐿′(𝜃𝜔)]) = [𝐿 (𝜃𝜔)]. Caso contrário, teŕıamos que 𝑝′(𝜃𝜔, 𝜑(𝜔, 𝑥)) = 𝜑(𝜔, 𝑥) e assim

𝑟 (𝜃𝜔, 𝜑𝑃′ (𝜔, 𝑥)) = 𝑝(𝜃𝜔, 𝜑(𝜔, 𝑥)) = 𝜑(𝜔, 𝑥)

em que a última igualdade segue porque 𝜑(𝜔, 𝑥) ∉ 𝐿′(𝜃𝜔) ⊂ 𝐿 (𝜃𝜔). Estas são então as
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identidades do lado esquerdo da Equação 17. Para estudar a expressão do lado direito, note

que 𝑟 (𝜔, 𝑥) = 𝑝(𝜔, 𝑥) já que 𝑥 ≠ [𝐿′(𝜔)]; mas, justamente porque 𝑥 ≠ [𝐿′(𝜔)], temos que 𝑥 ∉

𝐿′(𝜔) o que implica que 𝑥 ∉ 𝐿 (𝜔). Portanto, 𝑝(𝜔, 𝑥) = 𝑥. Assim sendo, se 𝜑(𝜔, 𝑥) ∈ 𝐿′(𝜃𝜔),
temos que 𝜑(𝜔, 𝑥) ∈ 𝐿 (𝜃𝜔) e portanto 𝜑𝑃 (𝜔, 𝑥) = 𝑝(𝜃𝜔, 𝜑(𝜔, 𝑥)) = [𝐿 (𝜃𝜔)]; agora, no

segundo subcaso, temos que se 𝜑(𝜔, 𝑥) ∉ 𝐿′(𝜃𝜔), então 𝜑𝑃 (𝜔, 𝑥) = 𝑝(𝜃𝜔, 𝜑(𝜔, 𝑥)) = 𝜑(𝜔, 𝑥).

Vamos mostrar que q.c. existe um inteiro aleatório 𝑛 = 𝑛(𝜔) tal que

P{𝜔|𝜑𝑘 (𝜔, (𝑁 ∩ 𝐿) (𝜔)) ⊂ 𝐿′(𝜃𝑘𝜔), para algum 𝑘 < 𝑛(𝜔)} = 1 (18)

i.e., em algum momento a interseção de 𝑁 (𝜔) com 𝐿 (𝜔) é quase certamente toda mapeada para

dentro de 𝐿′(𝜔). Suponha o contrário, i.e., sendo

Ω̃ = {𝜔|∃𝑥 ∈ (𝑁\𝐿) (𝜔) tal que 𝜑𝑘 (𝜔) (𝑥) ∈ (𝑁\𝐿′) (𝜃𝑘𝜔), para todo inteiro 𝑘 ≥ 0}

vamos assumir então que P(Ω̃) > 0.

Defina o seguinte conjunto aleatório

�̃� (𝜔) = (
⋂
𝑘≥0

𝜑−𝑘 (𝜃𝑘𝜔, (𝑁\𝐿′) (𝜃𝑘𝜔)))
⋂
(𝑁\𝐿) (𝜔)

Intuitivamente, podemos entender �̃� (𝜔) como a interseção de todas as imagens de 𝜑−𝑘 (𝜃𝑘𝜔) :
(𝑁\𝐿′) (𝜃𝑘𝜔) → 𝑋 com (𝑁\𝐿) (𝜔), ou seja, são os 𝑥 ∈ 𝑋 tais que 𝑥 ∈ (𝑁\𝐿) (𝜔) e 𝑥 = 𝜑𝑘 (𝜃𝑘𝜔) (𝑦)
para algum 𝑦 ∈ (𝑁\𝐿′) para todo 𝑘 ∈ N. Logo, �̃� (𝜔) ≠ ∅ se 𝜔 ∈ Ω̃. Defina, então:

𝑁 (𝜔) =

�̃� (𝜔) se 𝜔 ∈ Ω̃

𝑆(𝜔) se 𝜔 ∈ Ω\Ω̃

Portanto, 𝜑𝑘 (𝜔, 𝑁 (𝜔)) ⊂ (𝑁\𝐿′) (𝜃𝑘𝜔) quase certamente para todo inteiro 𝑘 não negativo.

Logo, sendo Ω�̃� (𝜔) =
⋂
𝑛≥0 cl(

⋃
𝑘≥𝑛 𝜑

𝑘 (𝜃−𝑘𝜔, 𝑁 (𝜃−𝑘𝜔)) o conjunto ômega limite de 𝑁, temos que

Ω�̃� é um conjunto aleatório compacto invariante em cl(𝑁\𝐿′).
De fato, se 𝜔 ∈ Ω\Ω̃, temos que 𝑁 (𝜔) = 𝑆(𝜔) e logo Ω�̃� (𝜔) ⊂ 𝑆(𝜔) pois 𝑆(𝜔) é invariante

maximal e portanto Ω�̃� (𝜔) ⊂ cl(𝑁\𝐿′) (𝜔) dado que 𝑆(𝜔) ⊂ cl(𝑁\𝐿′) (𝜔); por outro lado, se 𝜔 ∈ Ω̃
temos que para todo 𝑘 ≥ 0 vale que 𝑥 ∈ �̃� (𝜔) é tal que 𝑥 = 𝜑𝑘 (𝜃𝑘𝜔) (𝑦) com 𝑦 ∈ (𝑁\𝐿′) (𝜃𝑘𝜔),
inclusive para 𝑘 = 0 logo 𝑥 = 𝑦 em (𝑁\𝐿′) (𝜔) e portanto �̃� (𝜔) ⊂ cl(𝑁\𝐿′).
Temos que Ω�̃� (𝜔) ⊂ 𝑆(𝜔) P-q.c., já que 𝑆(𝜔) é o conjunto invariante maximal dentro de

cl(𝑁\𝐿′) (𝜔). Assim, pela implicação

𝑥 ∈ 𝜑𝑘 (𝜃−𝑘𝜔, 𝑁 (𝜃−𝑘𝜔)) ∀𝑘 ∈ N =⇒ 𝑥 ∈
⋂
𝑛≥0

cl(
⋃
𝑘≥𝑛

𝜑𝑘 (𝜃−𝑘𝜔, 𝑁 (𝜃−𝑘𝜔))

e pela propriedade que 𝜃𝑛 (𝜔) tem de preservar a medida de probabilidade, segue que, usando o
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fato de que 𝜑(0, 𝜔) = Id𝑋 e da hipótese de 𝜑(𝜔, 𝐿 (𝜔)) ⊂ int𝐿 (𝜃𝜔),

P{𝜔|Ω�̃� (𝜔) ⊂ 𝐿 (𝜔)} ≥ P{𝜔|𝜑𝑘 (𝜃−𝑘𝜔, 𝑁 (𝜃−𝑘𝜔)) ⊂ 𝐿 (𝜔), ∀𝑘 ∈ N}

= P{𝜔|𝜑𝑘 (𝜔, 𝑁 (𝜔)) ⊂ 𝐿 (𝜃𝑘𝜔), ∀𝑘 ∈ N}

≥ P{𝜔|𝑁 (𝜔) ⊂ 𝐿 (𝜔)}

= P(Ω̃) > 0

em que esta última igualdade segue da definição de 𝑁 (𝜔) e do fato de �̃� (𝜔) ⊂ 𝐿 (𝜔) para 𝜔 ∈ Ω̃.
Assim sendo, mostramos que P{𝜔|Ω�̃� (𝜔) ⊂ 𝐿 (𝜔)} > 0. Como P{𝜔|𝑆(𝜔) ⊂ 𝐿 (𝜔)} ≥ P{𝜔|Ω�̃� (𝜔) ⊂

𝐿 (𝜔)}, temos então que P{𝜔|𝑆(𝜔) ⊂ 𝐿 (𝜔)} > 0. Isso contradiz a hipótese que 𝐿 (𝜔) ∩ 𝑆(𝜔) = ∅
para quase todo 𝜔 ∈ Ω em razão de 𝐿 (𝜔) por definição ser uma vizinhança de 𝑁− (𝜔).

O inteiro aleatório 𝑛(𝜔) pode ser escolhido mensurável. De fato, para cada 𝜔 ∈ Ω, seja

𝑘 (𝜔) = inf{𝑚 ∈ N|𝜑𝑚(𝜔, (𝑁 ∩ 𝐿) (𝜔)) ⊂ 𝐿′(𝜃𝑚𝜔)}. Pela argumentação acima, temos que 𝑘 (𝜔) é
finito. Por argumento análogo ao feito no Lema 3.5 da referência (Liu, 2005) e pela Proposição

0.40, a função 𝜔 ↦→ 𝑘 (𝜔) é mensurável. Seja 𝑛(𝜔) = 𝑘 (𝜔) + 1. Vale naturalmente que a equação

19 é satisfeita para algum 𝑘 < 𝑛(𝜔)

𝜑𝑘 (𝜔, 𝑁 (𝜔) ∩ 𝐿 (𝜔)) ⊂ 𝐿′(𝜃𝑘𝜔) (19)

e a v.a. 𝑛(𝜔) assim definida ainda é mensurável.

Definimos o inteiro aleatório 𝑛 como 𝑛(𝜔) se 𝑛(𝜔) ≥ 𝑛(𝜃𝜔) e como 𝑛(𝜃𝜔) se 𝑛(𝜔) < 𝑛(𝜃𝜔). Note
que este novo inteiro aleatório ainda satisfaz a relação dada na Equação 19.

Note que (𝑄\𝐿) (𝜔) = (𝑁\𝐿) (𝜔) pois 𝑄(𝜔) = 𝑁 (𝜔) ∪ 𝐿 (𝜔). Definimos um mapa aleatório

𝑠(𝜔) : 𝑄𝐿 (𝜔) → 𝑁𝐿′ (𝜃𝑛𝜔) por

𝑠(𝜔) (𝑥) =

[𝐿′(𝜃𝑛𝜔)] se 𝑥 = [𝐿 (𝜔)]

𝜑𝑛
𝑃′ (𝜔, 𝑝′(𝜔) (𝑥)) caso contrário

em que 𝑝′ : 𝑁 → 𝑁𝐿′ é o mapa quociente aleatório e 𝑛 = 𝑛(𝜔).
Portanto, 𝑠(𝜃𝜔, 𝜑𝑃 (𝜔, ·)) = 𝜑△

𝑃′ (𝜃𝑛+1𝜔, 𝜑𝑃′ (𝜃𝑛𝜔, 𝑠(𝜔, ·))) P-q.c., de maneira análoga ao ra-

cioćınio usado para mostrar a igualdade da Equação 17.

O mapa 𝑠(𝜔) é cont́ınuo em 𝑄𝐿 (𝜔)\[𝐿 (𝜔)], dado que é a composição de mapas cont́ınuos.

Existe uma vizinhança aleatória 𝑉 (𝜔) de 𝐿 (𝜔) tal que 𝜑(𝜔,𝑉 (𝜔)) ⊂ int𝐿 (𝜃𝜔) já que 𝜑(𝜔) é
homeomorfismo. Para cada 𝑥 ∈ 𝑉 (𝜔), comr 𝑛(𝜔) ≥ 𝑛(𝜃𝜔), obtemos que 𝜑𝑘 (𝜔) (𝑥) ∈ 𝐿′(𝜃𝑘𝜔) para
qualquer 𝑥 ∈ 𝑉 (𝜔) e algum 𝑘 ≤ 𝑛(𝜔) usando a relação dada na Equação 19 e, portanto, 𝜑𝑛

𝑃′ (𝜔) ◦
𝑝′(𝜔) (𝑥) = [𝐿′(𝜃𝑛𝜔)]. Portanto, 𝑠(𝜔) também é cont́ınua no ponto [𝐿 (𝜔)]. A mensurabilidade

de 𝑠(·, 𝜔) é clara.

Pela definição de 𝑟 (𝜔) e 𝑠(𝜔), vale para P-quase todo 𝜔, que

𝑠(𝜔, 𝑟 (𝜔·)) = 𝜑𝑛𝑃′ (𝜔, ·)), 𝑟 (𝜃𝑛𝜔, 𝑠(𝜔, ·)) = 𝜑𝑛𝑃 (𝜔, ·))

e portanto a equivalência por shifs aleatórios prometida é alcançada. □

Lema 0.32. Suponha que 𝑃(𝜔) = (𝑁, 𝐿) (𝜔) e 𝑃′(𝜔) = (𝑁 ′, 𝐿) (𝜔) são dois pares filtração para
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𝑆(𝜔), com 𝑁 (𝜔) ⊂ 𝑁 ′(𝜔) e 𝜑(𝜔, 𝐿 (𝜔)) ⊂ int𝐿 (𝜃𝜔) quase certamente. Então os mapas aleatórios

induzidos 𝜑𝑃 : 𝑁𝐿 → 𝑁𝐿 e 𝜑𝑃′ : 𝑁
′
𝐿
→ 𝑁 ′

𝐿
são equivalentes por shifts aleatórios.

Demonstração. Defina um mapa aleatório 𝑟 (𝜔) : 𝑁𝐿 (𝜔) → 𝑁 ′
𝐿
(𝜔) por

𝑟 (𝜔) (𝑥) =

[𝐿 (𝜔)] se 𝑥 = [𝐿 (𝜔)]

𝑝′(𝜔) (𝑥) caso contrário

em que 𝑝′ : 𝑁 ′(𝜔) → 𝑁 ′
𝐿
(𝜔) é o mapa quociente aleatório. Temos que 𝑟 (𝜔) (·) é cont́ınua,

𝑟 (·) (𝑥) é mensurável e 𝑟 (𝜃𝜔, 𝜑𝑃 (𝜔, ·)) = 𝜑𝑃′ (𝜔, 𝑟 (𝜔, ·)) para P-quase todo 𝜔. Esses resultados são

mostrados de maneira análoga a feita no Lema 0.31.

Como 𝐿 (𝜔) é uma vizinhança aleatória de 𝑁− (𝜔), 𝜑(𝜔, (𝑁\𝐿) (𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜃𝜔) P-q.c. Portanto,
como assumimos que 𝜑(𝜔, 𝐿 (𝜔)) ⊂ int𝐿 (𝜃𝜔) q.c., temos que 𝜑(𝜔, 𝑁 (𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜃𝜔) P-q.c. dado
que int𝐿 (𝜃𝜔) ⊂ int𝑁 (𝜃𝜔) pois 𝐿 (𝜃𝜔) ⊂ 𝑁 (𝜃𝜔). Neste caso então, temos que Ω𝑁 (𝜔) (⊂ int𝑁 (𝜔)
P-q.c., já que 𝜑(𝜔, 𝑁 (𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜃𝜔)) é o conjunto compacto invariante maximal aleatório dentro

de 𝑁 (𝜔).
Vamos decompor o conjunto aleatório (𝑁 ′\𝑁) (𝜔) definindo dois conjuntos aleatórios 𝑁1(𝜔) e

𝑁2(𝜔) da seguinte maneira:

𝑁1(𝜔) := {𝑥 | 𝑥 ∈ (𝑁 ′\𝑁) (𝜔), 𝜑𝑘 (𝜔) (𝑥) ∈ (𝑁 ′\𝐿) (𝜃𝑘𝜔) para todo 𝑘 ∈ N}

𝑁2(𝜔) := {𝑥 | 𝑥 ∈ (𝑁 ′\𝐿) (𝜔), ∃𝑘 ∈ N tal que 𝜑𝑘 (𝜔) (𝑥) ∈ 𝐿 (𝜃𝑘𝜔)}

Em outras palavras, os elementos de 𝑁1(𝜔) são os elementos de (𝑁 ′\𝑁) (𝜔) que em nenhuma

iterada 𝜑𝑛 (𝜔) são nunca mapeados para 𝐿 (𝜃𝑛𝜔); 𝑁2(𝜔) é apenas o complementar deste conjunto.

Pela definição de 𝑁1(𝜔) e a propriedade de 𝜃𝑛 de preservar a medida, obtemos que Ω𝑁1 (𝜔) ⊂
cl(𝑁 ′\𝐿) (𝜔) para P-quase todo 𝜔. Pela definição de 𝑁2(𝜔) e a invariância positiva de 𝐿 (𝜔) da
hipótese, i.e., por 𝜑(𝜔, 𝐿 (𝜔)) ⊂ int𝐿 (𝜃𝜔), temos que Ω𝑁2 (𝜔) ⊂ 𝐿 para P-quase todo 𝜔.

Como 𝑆(𝜔) e Ω𝐿 (𝜔) são os conjuntos invariantes maximais respectivamente em cl(𝑁 ′\𝐿) (𝜔) e
𝐿 (𝜔) (e note que Ω𝐿 (𝜔) é invariante maximal aleatório em 𝐿 (𝜔) apenas porque estamos assu-

mindo invariância positiva neste conjunto), temos

Ω𝑁 ′\𝑁 (𝜔) = Ω𝑁1 (𝜔) ∪Ω𝑁2 (𝜔) ⊂ 𝑆(𝜔) ∪Ω𝐿 (𝜔) ⊂ int𝑁 (𝜃𝜔)

pelo Lema 0.45. Portanto,

Ω𝑁 ′ (𝜔) = Ω𝑁 (𝜔) ∪Ω𝑁 ′\𝑁 (𝜔) ⊂ int𝑁 (𝜔) (20)

Logo, existe um inteiro aleatório 𝑛 = 𝑛(𝜔) (de fato, 𝑛(𝜔) pode ser escolhido mensurável como na

prova do Lema 0.31) tal que

𝜑𝑘 (𝜃−𝑘𝜔, 𝑁 ′(𝜃−𝑘𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜔) sempre que 𝑘 ≥ 𝑛(𝜔) − 1 (21)

pela invariância positiva de 𝑁 ′(𝜔) que mostramos na relação 20. De fato, para qualquer conjunto
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aleatório invariante positivamente 𝐷 (𝜔), temos

𝜑𝑛 (𝜃−𝑛·, 𝐷 (𝜃−𝑛·)) ⊂ 𝜑𝑚(𝜃−𝑚·, 𝐷 (𝜃−𝑚·)), sempre que 𝑛 ≥ 𝑚

Logo, pela propriedade de 𝜃𝑛 de preservar a medida, temos

P{𝜔 | 𝜑𝑛 (𝜔, 𝑁 ′(𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜃𝑛𝜔), 𝑛 ≥ 𝑛(𝜔)}

= P{𝜔 | 𝜑𝑛 (𝜃−𝑛𝜔, 𝑁 ′(𝜃−𝑛𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜔), 𝑛 ≥ 𝑛(𝜔)} = 1

Vamos ajustar o inteiro 𝑛 = 𝑛(𝜔) aleatório acima de tal forma que 𝑛(𝜔) ≥ 𝑛(𝜃𝜔) como na prova

do Lema 0.31 de modo que ele ainda satisfaça a relação estabelecida na Equação 21. Defina um

mapa aleatório 𝑠(𝜔) : 𝑁 ′
𝐿
→ 𝑁𝐿 (𝜃𝑛𝜔) como

𝑠(𝜔) (𝑥) =

[𝐿 (𝜃𝑛𝜔) se 𝑥 = [𝐿 (𝜔)]

𝑝(𝜃𝑛𝜔, 𝜑𝑛 (𝜔) (𝑥)) caso contrário

com o mapa quociente aleatório 𝑝(𝜔) : 𝑁 (𝜔) → 𝑁𝐿 (𝜔). Note que

𝑠(𝜃𝜔, 𝜑𝑃′ (𝜔, ·)) = 𝜑△𝑃 (𝜃𝑛+1𝜔, 𝜑𝑃 (𝜃𝑛𝜔, 𝑠(𝜔, ·))

para P-quase todo 𝜔, em que esta relação é mostrada de maneira análoga a demonstração feita

no Lema 0.31.

Temos que 𝑠(𝜔, ·) é cont́ınua em 𝑁 ′
𝐿
(𝜔)\[𝐿 (𝜔)] já que ela é a composição de dois mapas

cont́ınuos. Como assumimos que 𝜑(𝜔, 𝐿 (𝜔)) ⊂ int𝐿 (𝜃𝜔) e 𝜑 é um homeomorfismo, existe uma

vizinhança aleatória 𝑉 (𝜔) de 𝐿 (𝜔) tal que 𝜑(𝜔,𝑉 (𝜔)) ⊂ int𝐿 (𝜃𝜔). Pela escolha de 𝑛(𝜔) ≥ 𝑛(𝜃𝜔),
temos que 𝑠(𝜔,𝑉 (𝜔)) = [𝐿 (𝜃𝑛𝜔)] , e assim 𝑠(𝜔) é cont́ınua em [𝐿 (𝜔)]. A função 𝑠(·) (𝑥) é
mensurável obviamente.

Pela definição de 𝑟 e 𝑠, obtemos que

𝑟 (𝜃𝑛𝜔, 𝑠(𝜔, ·)) = 𝜑𝑛𝑃′ (𝜔, ·), 𝑠(𝜔, 𝑟 (𝜔, ·)) = 𝜑𝑛𝑃 (𝜔, ·)

para P-quase todo 𝜔. □

Teorema 0.33. Suponha que 𝑃(𝜔) = (𝑁, 𝐿) (𝜔) e 𝑃′(𝜔) = (𝑁 ′, 𝐿′) (𝜔) são dois pares filtrações

aleatórios para 𝑆(𝜔). Então os mapas induzidos 𝜑𝑃 : 𝑁𝐿 (𝜔) → 𝑁𝐿 (𝜔) e 𝜑𝑃′ : 𝑁 ′𝐿′ (𝜔) → 𝑁 ′
𝐿′ (𝜔)

são equivalentes por shifts aleatórios.

Demonstração. Pelos Lemas 0.19 e 0.20, temos que existe uma variável aleatória 𝜖 > 0 tal que

cl(𝐶𝜖 (𝑁\𝐿, 𝑆) (𝜔)) = cl(𝐶𝜖 (𝑁 ′\𝐿′, 𝑆) (𝜔)) ⊂ int(𝑁 (𝜔)\𝐿 (𝜔)) ∩ int(𝑁 ′(𝜔)\𝐿′(𝜔)) (22)

P-quase certamente.

Defina 𝐵(𝜔) = cl(𝐶𝜖 (𝑁\𝐿, 𝑆)) (𝜔). Assuma que 𝐵0(𝜔) é uma vizinhança aleatória suficiente-

mente pequena de 𝐵− (𝜔) em 𝐵(𝜔), de modo que 𝑃0(𝜔) = (𝐵, 𝐵0) (𝜔) é um par filtração aleatório

para 𝑆(𝜔) pelo Teorema 0.26.

89
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Vamos provar que 𝜑𝑃 e 𝜑𝑃′ são shift equivalentes mostrando que 𝜑𝑃0 ∼ 𝜑𝑝 e 𝜑𝑃0 ∼ 𝜑𝑃′ e

áı usamos a Proposição 0.30 para garantir que 𝜑𝑃 ∼ 𝜑𝑃′ . Como provar 𝜑𝑃0 ∼ 𝜑𝑃′ é análogo a

mostrar que 𝜑𝑃0 ∼ 𝜑𝑃, faremos a demonstração apenas deste último.

Como 𝐵(𝜔) ⊂ (𝑁\𝐿) (𝜔), 𝐵(𝜔) pode ser considerado um subespaço de 𝑁𝐿 (𝜔)\[𝐿 (𝜔)] pela
identificação 𝑁𝐿 (𝜔)\[𝐿 (𝜔)] � 𝑁 (𝜔)\𝐿 (𝜔). Pela definição de 𝐵− (𝜔), para uma variável aleatória

arbitrária 𝑥(𝜔) ∈ 𝐵− (𝜔), não pode existir uma 𝜖-cadeia de 𝜑𝑃 (𝜃−1𝜔) (𝑥(𝜃−1𝜔)) para 𝑆(𝜔) com
probabilidade positiva já que 𝜑(𝜔, 𝑥(𝜔)) ∉ (𝑁\𝐿) (𝜃𝜔) pela definição de 𝐵− (𝜔), logo 𝜑(𝜔, 𝑥(𝜔)) ∈
𝐿 (𝜃𝜔) e 𝑆(𝜃𝜔) ∩ 𝐿 (𝜃𝜔) = ∅ pela definição de par filtração. Portanto, Ω𝐵− (𝜔) ∩ 𝑆(𝜔) = ∅ P-q.c.
Como 𝜑𝑃 (𝜔, ·) : 𝑁𝐿 (𝜔) → 𝑁𝐿 (𝜃𝜔) e pela compacidade de 𝑁𝐿 (𝜔), obtemos que Ω𝐵− ≠ ∅ e

Ω𝐵− (𝜔) ⊂ 𝑁𝐿 (𝜔) P-q.c.
Mas existem apenas dois conjuntos invariantes aleatórios em 𝑁𝐿 (𝜔) com respeito a 𝜑𝑃 (𝜔),

dados por 𝑆(𝜔) e {[𝐿 (𝜔)]}, em. Logo, Ω𝐵− (𝜔) = {[𝐿 (𝜔)]}.
Pelo Teorema 0.28, temos que [𝐿 (𝜔)] ⊂ int𝜑−1

𝑃
(𝜃𝜔) ( [𝐿 (𝜃𝜔)]) para P-quase todo 𝜔. Então

existe um inteiro aleatório 𝑛 = 𝑛(𝜔) tal que, sendo �̃� (𝜔) = int𝜑−1
𝑃
(𝜃𝜔) ( [𝐿 (𝜃𝜔)]), temos que

𝜑𝑘𝑃 (𝜔, 𝐵− (𝜔)) ⊂ �̃� (𝜃𝑘𝜔), 𝑘 ≥ 𝑛(𝜔) P-q.c. (23)

pela propriedade de preservar a medida de 𝜃𝑛 justamente porque existe um 𝑛(𝜔) mensurável tal

que:

𝜑𝑛𝑃 (𝜔, 𝐵− (𝜔)) = [𝐿 (𝜃𝑛𝜔)], P-q.c.

dado que Ω𝐵− (𝜔) = {[𝐿 (𝜔)]} e temos ainda a hipótese que 𝜑(𝜔, 𝐿 (𝜔)) ⊂ int𝐿 (𝜃𝜔).
Note que o inteiro aleatório 𝑛 = 𝑛(𝜔) pode ser escolhido ainda mensurável e de modo a satisfazer

𝑛(𝜔) ≤ 𝑛(𝜃𝜔) de maneira similar ao argumento usado no Lema 0.31.

Como 𝐵0 é uma vizinhança suficientemente pequena de 𝐵−, obtemos

𝜑𝑛𝑃 (𝜔, 𝐵0(𝜔)) = [𝐿 (𝜃𝑛𝜔)], P-q.c.

Defina um novo conjunto aleatório:

𝐾 (𝜔) = cl(int𝜑−𝑛𝑃 (𝜃𝑛𝜔, [𝐿 (𝜃𝑛𝜔)])) ∩ 𝑁𝐿 (𝜔)

Como [𝐿 (𝜔)] ⊂ int𝜑−1
𝑃
(𝜃𝜔) ( [𝐿 (𝜃𝜔)]) e 𝑛(𝜔) ≤ 𝑛(𝜃𝜔), temos que 𝜑𝑃 (𝜔, 𝐾 (𝜔)) ⊂ int𝐾 (𝜃𝜔) para

P-quase todo 𝜔, e 𝐵0(𝜔) ⊂ int𝐾 (𝜔) pela definição de 𝐾 (𝜔).
Seja 𝑄(𝜔) = (𝐵 ∪ 𝐾, 𝐾) (𝜔) e 𝑅(𝜔) = (𝑁𝐿 , 𝐾) (𝜔). Então 𝑄 e 𝑅 são pares filtração aleatórios

para 𝑆(𝜔). Pelo Lema 0.31 obtemos que 𝜑𝑃0 ∼ 𝜑𝑄 e pelo Lema 0.32, 𝜑𝑄 ∼ 𝜑𝑅. Logo, nós temos

que 𝜑𝑃0 ∼ 𝜑𝑅 pela Proposição 0.30.

Seja 𝑅(𝜔) = (𝑁 (𝜔), 𝑝−1(𝜔), 𝐾 (𝜔)) com 𝑝(𝜔, ·) : 𝑁 (𝜔) → 𝑁𝐿 (𝜔) o mapa quociente aleatório.

Pelo Lema 0.31, temos que 𝜑𝑃 ∼ 𝜑𝑅. Identificando os espaços pontuados aleatórios e os mapas

aleatórios de espaços pontuados correspondentes 𝑅 e 𝑅 (𝜑𝑅 ∼ 𝜑𝑅), temos que 𝜑𝑃 ∼ 𝜑𝑅 ∼ 𝜑𝑃0 . □
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4 Definição e Propriedades
Antes de definir o Índice de Conley aleatório para SDA discretos, vamos definir homotopias

aleatórias e continuações aleatórias. O objetivo é mostrar que o ı́ndice é invariante sob estas.

Definição 0.34. Seja 𝐶 um espaço pontuado aleatório e 𝑓 um mapa aleatório que preserva o

ponto base tal que 𝑓 (𝜔) : 𝐶 (𝜔) → 𝐶 (𝜃𝑛𝜔) é cont́ınuo e 𝑓 (·) (𝑥) é mensurável com 𝑛 = 𝑛(𝜔). Seja
M𝐶,𝑛 o espaço de todos os mapas aleatórios 𝑔(𝜔) : 𝐶 (𝜔) → 𝐶 (𝜃𝑛𝜔) tal que 𝑔(𝜔) (·) é cont́ınua e

𝑔(·) (𝑥) é mensurável com 𝑛 = 𝑛(𝜔).
Suponha que 𝐶 = 𝑁𝐿 com 𝐿 ⊂ 𝑁. Dado um 𝜔 ∈ Ω fixado qualquer, definimos

𝑑𝜔 (𝑥, 𝑦) :=


𝑑𝑋 (𝑥, 𝑦) se 𝑥, 𝑦 ∈ (𝑁\𝐿) (𝜔)

0 se 𝑥 = 𝑦 = [𝐿 (𝜔)]

dist𝑋 (𝑦, 𝐿 (𝜔)) se 𝑥 = [𝐿 (𝜔)] e 𝑦 ∈ (𝑁\𝐿) (𝜔)

Para 𝑓 , 𝑔 ∈ M𝐶,𝑛, defina

𝑑𝜔 ( 𝑓 , 𝑔) := sup
𝑥∈𝐶 (𝜔)

𝑑𝜃𝑛𝜔 ( 𝑓 (𝜔) (𝑥), 𝑔(𝜔) (𝑥))

Podemos mostrar que 𝑑𝜔 (·, ·) é uma métrica no espaço pontuado. Com isso em mente, é claro

que:

• 𝑑𝜔 ( 𝑓 , 𝑔) ≥ 0 para todo 𝜔 e para todas 𝑓 , 𝑔 ∈ M𝐶,𝑛, e 𝑑𝜔 ( 𝑓 , 𝑔) = 0 se, e somente se,

𝑓 (𝜔) ≡ 𝑔(𝜔) em 𝐶;

• 𝑑𝜔 ( 𝑓 , 𝑔) = 𝑑𝜔 (𝑔, 𝑓 ) para todo 𝜔;

• para quaisquer 𝑓 , 𝑔, ℎ ∈ M𝐶,𝑛 e todo 𝜔, 𝑑𝜔 ( 𝑓 , ℎ) ≤ 𝑑𝜔 ( 𝑓 , 𝑔) + 𝑑𝜔 (𝑔, ℎ).

Portanto, (M𝐶,𝑛, 𝑑) é um espaço métrico aleatório com a topologia induzida pela métrica aleatória

da Definição 0.34. Uma famı́lia de mapas aleatórios { 𝑓𝑛} ∈ M𝐶,𝑛 converge a 𝑓 na topologia 𝐶0-

aleatória se lim𝑛→∞ 𝑑𝜔 ( 𝑓 , 𝑔) = 0 P-quase certamente.

Definição 0.35. Sejam 𝑓 e 𝑔 elementos em M𝐶,𝑛. Dizemos que 𝑓 é homotopicamente

aleatória a 𝑔 ( 𝑓 � 𝑔) se existe um mapa

𝐻 : [0, 1] ×Ω × 𝐶 → 𝐶

tal que

• 𝐻 (·, 𝜔, ·) : [0, 1] × 𝐶 (𝜔) → 𝐶 (𝜃𝑛𝜔) é cont́ınuo

• 𝐻 (𝑡, ·, 𝑥) : Ω→ 𝐶 (𝜃𝑛·) é mensurável

• 𝐻𝑡 = 𝐻 (𝑡, ·, ·) preserva o ponto base de 𝐶

• 𝐻 (0, ·, ·) = 𝑓 (·) (·)
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• 𝐻 (1, ·, ·) = 𝑔(·) (·)

Lema 0.36. A homopia aleatória � como na Definição 0.35 é uma relação de equivalência em

M𝐶,𝑛 para um conjunto aleatório compacto 𝐶.

Demonstração. É suficiente mostrar que a homotopia aleatória é transitiva, já que ela é claramente

simétrica e também reflexiva (para esta última, basta tomar o mapa 𝐻𝑡 = 𝐻 (𝑡, ·, ·) = 𝑓 (·) (·)
qualquer que seja 𝑡 ∈ [0, 1]).
Se 𝐹 : 𝑓 � 𝑔 e 𝐺 : 𝑔 � ℎ são mapas que tornam, respectivamente, 𝑓 homotopicamente aleatória

a 𝑔 e 𝑔 homotopicamente aleatória a ℎ, podemos definir:

𝐻 (𝑡, ·, ·) =

𝐹 (2𝑡, ·, ·) se 0 ≤ 𝑡 ≤ 1

2

𝐺 (2𝑡 − 1, ·, ·) se 1
2 ≤ 𝑡 ≤ 1

Para qualquer 𝜔 ∈ Ω, o conjunto em que 𝐹 = 𝐺 é {(𝑡, 𝑥) ∈ [0, 1] ×𝐶 (𝜔) |𝜆 = 1
2 , 𝑥 ∈ 𝐶 (𝜔)} e esse

conjunto de sobreposição é fechado para o conjunto aleatório compacto 𝐶. Pelo lema da colagem,

vale que 𝐻 (·, 𝜔, ·) é cont́ınua para todo 𝜔 ∈ Ω. Pela definição de 𝐹,𝐺 e 𝐻, vale que 𝐻 (𝑡, ·, 𝑥) é
mensurável. Portanto, 𝑓 � ℎ. □

Observação 0.37. O Lema 0.36 não é mais válido caso 𝐶 não seja um conjunto aleatório fechado.

Definição 0.38. Suponha que 𝐶 e 𝐷 são dois espaços pontuados aleatórios. Seja 𝑟 um mapa

aleatório que preserva o ponto base tal que 𝑟 (𝜔) : 𝐶 (𝜔) → 𝐷 (𝜃𝜔) é cont́ınuo e 𝑟 (·) (𝑥) é mensurável

para um inteiro aleatório mensurável 𝑛 = 𝑛(𝜔).
Seja M𝐶,𝐷,𝑛 o espaço de mapas aleatórios que preservam o ponto base 𝑠 : 𝐶 → 𝐷 tais que

𝑠(𝜔) : 𝐶 (𝜔) → 𝐷 (𝜃𝑛𝜔) é cont́ınuo e 𝑠(·) (𝑥) é mensurável para um inteiro mensurável 𝑛 = 𝑛(𝜔).
Analogamente ao que fizemos na Definição 0.35, podemos definir 𝑟 � 𝑠 a relação de homotopia

aleatória em M𝐶,𝐷,𝑛.

Seja [𝑐(𝜔)] : 𝐶 (𝜔) → 𝐶 (𝜃𝜔) e [𝑑 (𝜔)] : 𝐷 (𝜔) → 𝐷 (𝜃𝜔) classes de equivalências de homotopia

aleatórias em M𝐶,1 e M𝐷,1, respectivamente. Dizemos que as classes de equivalência de

homotopias aleatórias (𝐶, [𝑐]) e (𝐷, [𝑑]) são equivalentes por shifts aleatórios se existem

classes de homotopia aleatória [𝑟 (𝜔)] : 𝐶 (𝜔) → 𝐷 (𝜃𝑛1𝜔) e [𝑠(𝜔)] : 𝐷 (𝜔) → 𝐶 (𝜃𝑛2𝜔) emM𝐶,𝐷,𝑛1

e M𝐶,𝐷,𝑛2 , respectivamente, tais que

[𝑟] ◦ [𝑐] = [𝑑]△ ◦ [𝑑] ◦ [𝑟], [𝑠] ◦ [𝑑] = [𝑐]△ ◦ [𝑐] ◦ [𝑠]

[𝑟] ◦ [𝑠] = [𝑑]∗, [𝑠] ◦ [𝑟] = [𝑐]∗

Definição 0.39. Suponha que 𝜑 é o mapa de tempo 1 de um SDA discreto, 𝑆 é um conjunto

invariante isolado para 𝜑 e 𝑃 = (𝑁, 𝐿) é um par filtração aleatório para 𝑆. Seja ℎ𝑃 (𝑆, 𝜑) a classe

de homotopia aleatória [𝜑𝑃] do espaço pontuado aleatório 𝑁𝐿 com representante 𝜑𝑃. A classe de

shift equivalência de ℎ𝑃 (𝑆, 𝜑), denotada por ℎ(𝑆, 𝜑), é dita Índice de Conley aleatório para

𝑆.

Teorema 0.40. (Propriedade da Continuação) Suponha que 𝜑𝑡 , com 𝑡 ∈ [0, 1] é uma famı́lia

de homeomorfismos aleatórios, que dependem de maneira cont́ınua (numa vizinhança da 𝐶0-

topologia) de 𝑡. Se 𝑁 é uma vizinhança isolante aleatória para cada 𝜑𝑡 , 𝑡 ∈ [0, 1], então o
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Índice de Conley ℎ(𝑆𝑡 , 𝜑𝑡 ) para 𝑡 é independente de 𝑡 ∈ [0, 1], i.e., ℎ(𝑆𝑡 , 𝜑𝑡 ) = ℎ(𝑆0, 𝜑0), em que

𝑆𝑡 = Inv(𝑁, 𝜑𝑡 ), com 𝑡 ∈ [0, 1], é o conjunto invariante isolado para 𝜑𝑡 em 𝑁.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 0.26. □

Observação 0.41. Seja 0 o ı́ndice de Conley aleatório de espaços pontuados aleatórios que con-

sistem apenas de um ponto aleatório (o ponto base) com mapas aleatórios constantes para quase

todo 𝜔. Portanto, ℎ(𝑆, 𝜑) = 0 se, e somente se, 𝜑𝑛
𝑃
� 𝑓 para algum inteiro mensurável 𝑛 = 𝑛(𝜔)

e 𝑓 (𝜔) : 𝑁𝐿 (𝜔) → 𝑁𝐿 (𝜃𝑛𝜔) é o mapa aleatório constante 𝑓 (𝜔, 𝑁𝐿 (𝜔)) = [𝐿 (𝜃𝑛𝜔)].

Teorema 0.42. (Propriedade de Wazèwski) Suponha que 𝑆(𝜔) é um conjunto invariante

isolado e que o ı́ndice de Conley para 𝑆(𝜔) é não trivial, ou seja, ℎ(𝑆, 𝜑) ≠ 0. Então 𝑆 ≠ ∅ P-q.c.
dado que 𝜃 é ergódica sobre P.

Demonstração. Se 𝑆 = ∅ com probabilidade positiva, então 𝑆 = ∅ quase certamente dada a

ergodicidade de 𝜃𝑛 sobre P e a invariância de 𝑆. Portanto, (∅, ∅) é um par filtração aleatório para

𝑆 e ℎ(𝑆, 𝜑) = 0. □

Considere que 𝜙 é um SDA a tempo cont́ınuo e que 𝜑ℎ (𝜔) := 𝜙(ℎ, 𝜔) : 𝑋 → 𝑋 é o seu mapa de

tempo ℎ. Então 𝜑ℎé um SDA discreto gerado pelo mapa de tempo ℎ do SDA a tempo cont́ınuo 𝜙

com a notação 𝜑𝑘
ℎ
(𝜔) = 𝜙(𝑘ℎ, 𝜔). Trocando 𝑛 ∈ Z por 𝑡 ∈ R nas Definições 0.3, 0.4 e0.5, definimos

os conceitos de vizinhança isolante aleatória, conjunto invariante isolado e bloco isolante aleatório

agora para SDA a tempo cont́ınuo.

Nos próximos dois teoremas, vamos discutir as relações dos conjuntos invariantes por um SDA

a tempo cont́ınuo e dos invariantes do mapa de tempo ℎ deste.

Teorema 0.43. Suponha que 𝜙 é um SDA a tempo cont́ınuo. Se existe 𝛿 > 0 tal que para qualquer

inteiro positivo ℎ com ℎ < 𝛿, vale que 𝑆 é um conjunto aleatório invariante de 𝜑ℎ, então 𝑆 é um

conjunto invariante de 𝜙.

Demonstração. Temos que 𝑆 é um conjunto invariante aleatório para 𝜙 pelo conjunto aleatório

invariante 𝑆 de 𝜑ℎ para 0 < ℎ ≤ 𝛿. Suponha que 𝑁 é uma vizinhança isolada de 𝑆 com respeito a

𝜑ℎ para algum ℎ ∈ (0, 𝛿]. Então 𝑆 ⊂ Inv(𝑁, 𝜙) ⊂ Inv(𝑁, 𝜑ℎ) = 𝑆. □

Teorema 0.44. Suponha que 𝜙 é um SDA a tempo cont́ınuo e 𝑆 é um conjunto invariante isolado

de 𝜙. Se existe uma vizinhança isolante aleatória 𝑁 de 𝑆 tal que o mapa

𝑡 ↦→ 𝑁 (𝜃𝑡𝜔) ∈ K(𝑋)

é cont́ınua para qualquer 𝜔 fixado (em geral, pela definição de conjunto aleatório compacto o mapa

é apenas mensurável) em que K(𝑋) denota o espaço dos subconjuntos compactos não vazios de

𝑋 equipado com a métrica de Hausdorff, então 𝑆 é um conjunto invariante isolado de 𝜑ℎ, para

qualquer ℎ > 0.

Demonstração. Dado um ℎ > 0 fixado, existe uma vizinhança aleatória compacta 𝑁 ⊂ 𝑁 de 𝑆 tal

que 𝜙(𝑡, 𝜔)𝑁 (𝜔) ⊂ 𝑁 (𝜃𝑡𝜔) para todo 𝑡 ∈ [0, ℎ] e P-quase todo 𝜔 ∈ Ω pela continuidade do mapa
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𝑡 ↦→ 𝑁 (𝜃𝑡𝜔) assumida. De fato, podemos escolher

𝑁 =
⋂

𝑡∈[0,ℎ]
𝜙(−𝑡, 𝜃𝑡𝜔)𝑁 (𝜃𝑡𝜔) =

⋂
𝑡∈[0,ℎ]∩Q

𝜙(−𝑡, 𝜃𝑡𝜔)𝑁 (𝜃𝑡𝜔)

em que a segunda igualdade segue novamente da continuidade do mapa antes mencionado.

Precisamos mostrar que 𝑆 = Inv(𝑁, 𝜑ℎ). Note que 𝑆 ⊂ Inv(𝑁, 𝜑ℎ). Para qualquer 𝑥 ∈
Inv(𝑁, 𝜑ℎ) (𝜔), temos que 𝜑𝑘

ℎ
(𝜔) (𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑘ℎ𝜔) para todo 𝑘 ∈ Z. Pela escolha de 𝑁 (𝜔), te-

mos que 𝜙(𝑡, 𝜔, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜃𝑡𝜔) para todo 𝑡 ∈ R. Portanto, 𝑥 ∈ 𝑆(𝜔) e Inv(𝑁, 𝜑ℎ) ⊂ 𝑆, donde segue a

igualdade desses dois últimos conjuntos. □

5 Exemplos
A Teoria do Índice de Conley para SDA apresentada anteriormente é bastante abstrata. Vamos

então considerar alguns exemplos que concretizem a teoria apresentada neste caṕıtulo.

Exemplo 0.45. (Matrizes aleatórias) Considere um espaço de probabilidade (Ω, F , P) e duas
variáveis aleatórias R-valuadas 𝑎(𝜔) e 𝑏(𝜔). Defina a matriz aleatória

𝐴(𝜔) :=
(
𝑎(𝜔) 0

0 𝑏(𝜔)

)
e considere o SDA com espaço de fase R2 com o mapa de tempo 1 dado por 𝐴(𝜔). Defina também

o conjunto aleatório 𝑁 (𝜔) := 𝑆1. Vamos estudar três posśıveis casos:

1. Suponha que 0 < 𝑎(𝜔), 𝑏(𝜔) < 1 para todo 𝜔 ∈ Ω. Então 𝐴(𝜔) (𝑁 (𝜔)) ⊂ int𝑁 (𝜃 (𝜔)) para
todo 𝜔 ∈ Ω, portanto 𝑁 (𝜔) é um bloco isolante aleatório. Também temos que 𝑆(𝜔) := {0} é o
correspondente conjunto invariante isolado. Além disso, dada a restrição 𝑎(𝜔), 𝑏(𝜔) ∈ (0, 1)
para todo 𝜔 ∈ Ω, temos que 𝑁− (𝜔) = ∅. Portanto, 𝑃(𝜔) = (𝑁 (𝜔), ∅) é um par filtração

aleatório para 𝑆(𝜔). Temos o mapa de espaço pontuado aleatório relacionado a 𝑃(𝜔) dado
por

𝐴𝑃 (𝜔) (𝑥) =

[∅] , se 𝑥 = [𝐿 (𝜔)]

𝑝(𝜃𝜔) (𝐴𝑃 (𝜔) (𝑥)) caso contrário

e neste caso não podemos ter 𝜑(𝜔) (𝑥) ∉ 𝑁 (𝜃𝜔) pois 𝑁− = ∅. Logo, nenhuma potência de 𝐴𝑃

no espaço pontuado aleatório 𝑁𝐿 (𝜔) = 𝑁 (𝜔) ∪ [∅] pode ser homotopicamente aleatória ao

ponto base aleatório que é um mapa aleatório constante, portanto da Observação 0.41 temos

que ℎ(𝑆, 𝐴) ≠ 0. A Figura 9 apresenta o campo vetorial dado por uma matriz aleatória como

𝐴(𝜔) em que 𝑎(𝜔) e 𝑏(𝜔) são têm módulo menor ou igual a 1; nosso sistema é dado pela

composição de mapas desse tipo.
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Figura 9: Campo gerado por 𝐴(𝜔) com 𝑎(𝜔), 𝑏(𝜔) ∈ [0, 1]

2. Agora suponha que 𝑎(𝜔) > 1 e 𝑏(𝜔) > 1 para todo 𝜔 ∈ Ω. Novamente temos que 𝑁 (𝜔) é um
bloco isolante aleatório e 𝑆(𝜔) := {0} é o conjunto invariante isolado aleatório. Contudo,

agora temos que 𝑁− (𝜔) ≠ ∅ para todo 𝜔 ∈ Ω, então assuma que 𝐿 (𝜔) é uma vizinhança

aleatória de 𝑁− (𝜔) suficientemente pequena de modo que 𝑃(𝜔) = (𝑁 (𝜔), 𝐿 (𝜔)) é um par

filtração aleatório. O espaço pontuado aleatório 𝑁𝐿 (𝜔) pode ser entendido como 𝑆2 para

cada 𝜔 ∈ Ω. Além disso, o mapa 𝐴𝑃 (𝜔) : 𝑁𝐿 (𝜔) → 𝑁𝐿 (𝜃𝜔) é uma sobrejeção. Logo,

nenhuma potência de 𝐴𝑃 é homotópica ao ponto base aleatório que é de novo um mapa

constante, logo a Observação 0.41 temos que ℎ(𝑆, 𝐴) ≠ 0. De maneira análoga, a Figura 10

mostra o campo vetorial dado por uma matriz 𝐴(𝜔) com entradas 𝑎(𝜔), 𝑏(𝜔) ∈ [1, 2].

Figura 10: Campo gerado por 𝐴(𝜔) com 𝑎(𝜔), 𝑏(𝜔) ∈ [1, 2]

3. Por fim, vamos considerar o caso 𝑎(𝜔) > 1 e 0 < 𝑏(𝜔) < 1 para todo 𝜔 ∈ Ω. Agora,

contudo, devemos assumir que 𝑁 (𝜔) é um bloco isolante aleatório. Assim como no caso
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anterior, temos que 𝑁− (𝜔) ≠ ∅ para todo 𝜔 ∈ Ω. Assim, novamente tome 𝐿 (𝜔) uma

vizinhança aleatória suficientemente pequena de 𝑁− (𝜔) de modo que 𝑃(𝜔) = (𝑁 (𝜔), 𝐿 (𝜔))
seja um par filtração para 𝑆(𝜔). Então temos novamente que ℎ(𝑆, 𝐴) ≠ 0. Mais uma vez,

temos a Figura 11 representando um campo vetorial dado por 𝐴(𝜔) com 𝑎(𝜔) ∈ [1, 2] e
𝑏(𝜔) ∈ [0, 1].

Figura 11: Campo gerado por 𝐴(𝜔) com 𝑎(𝜔) ∈ [1, 2] e 𝑏(𝜔) ∈ [0, 1]

É interessante notar como o comportamento dos campos aleatórios representados nas Figuras

9, 10 e 11 são, de maneira qualitativo, bastante próximos aos exemplos dados na Seção 2.1.

Exemplo 0.46. (Mapa Loǵıstico) Considere 𝑋 = [0,∞) e sobre ele o modelo loǵıstico dado

pela equação diferencial:

¤𝑥 = 𝑟𝑥
(
1 − 𝑥

𝐾

)
em que 0 < 𝑟 ≤ 1 e 𝐾 > 0 são duas constantes reais. Usando o método de aproximação de Euler,

podemos obter as correspondentes equações loǵısticas de diferença da seguinte maneira:

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ𝑟𝑥𝑛
(
1 − 𝑥𝑛

𝐾

)
em que ℎ é o tamanho do passo do método de Euler. Agora, vamos introduzir uma pertubação

de 𝑟 por um rúıdo real, digamos

𝑟 (𝜔) = 𝑟 + 𝜉 (𝜔)

em que controlamos o rúıdo exigindo |𝜉 (𝜔) | < 𝑟. Assim sendo, temos as equações de diferença

perturbadas :

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ𝑟 (𝜃𝑛ℎ𝜔)𝑥𝑛
(
1 − 𝑥𝑛

𝐾

)
Para tanto, vamos considerar as equações de diferença parametrizadas com 𝑟𝜆(𝜔) = 𝑟 + 𝜆𝜉 (𝜔)
com 𝜆 ∈ [0, 1], dadas por:

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ𝑟𝜆(𝜃𝑛ℎ𝜔)𝑥𝑛
(
1 − 𝑥𝑛

𝐾

)
(24)

Assim sendo, para cada 𝜆 ∈ [0, 1], as equações de diferença dadas pela Equação 24 geram um
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SDA discreto, que iremos denotar por 𝜑𝜆.

Defina 𝑁 = [0, 𝑀] com 𝑀 > 𝐾. Em razão da hipótese |𝜉 (𝜔) | < 𝑟, temos que 𝑟𝜆(𝜔) > 0 para

todo 𝜔 ∈ Ω. Assim sendo, temos que 𝜑𝜆(ℎ, 𝜔)𝑁 ⊂ int𝑁 para ℎ suficientemente pequeno. Logo,

neste caso temos que 𝑁 é uma vizinhança isolante para a famı́lia 𝜑𝜆 qualquer que seja 𝜆 ∈ [0, 1].
Note que quando 𝜆 = 0, i.e., para o modelo sem perturbações aleatórias, temos que o Índice de

Conley para o conjunto invariante isolado 𝑆0 = [0, 𝐾] é não trivial. Assim, usando a propriedade

da continuação do Índice de Conley Aleatório temos que ℎ(𝑆𝜆, 𝜑𝜆) = ℎ(𝑆0, 𝜑0) ≠ 0 qualquer que

seja 𝜆 ∈ [0, 1]. Assim sendo, pela propriedade de Wazèwski dada no Teorema 0.42 existe um

conjunto aleatório compacto invariante para a equação diferencial perturbada.

Agora considere qualquer intervalo fechado 𝑁 contendo 𝐾 mas não contendo 0. Assim, no-

vamente para ℎ suficientemente pequeno nós temos que 𝜑𝜆(ℎ, 𝜔)𝑁 ⊂ int𝑁. Portanto, 𝑁 é uma

vizinhança isolante para a famı́lia 𝜑𝜆 para 𝜆 ∈ [0, 1]. Novamente usando a propriedade de

Wazèwski nós temos que existe um conjunto compacto aleatório invariante dentro de 𝑁; contudo,

como 𝑁pode ser escolhido suficientemente pequeno, obtemos que {𝐾} é um conjunto compacto

aleatório invariante em 𝑁 para a equação de diferença perturbada.

Por fim, agora considere 𝑁 = [0, 𝑎] com 𝑎 < 𝐾. Neste caso, nós temos a seguinte inclusão de

conjuntos:

𝑁 ⊂ 𝜑𝜆(ℎ, 𝜔)int𝑁 ⊂ [0, 𝐾)

para ℎ suficientemente pequeno, o que implica que 𝑁 é uma vizinhança isolante para a famı́lia

𝜑𝜆 para 𝜆 ∈ [0, 1]. Novamente repetindo os argumentos usados para 𝑁 e 𝑁, temos que {0} é um

conjunto compacto invariante aleatório para a equação de diferenças para ℎ pequeno.
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1 Mapa da Tenda
Considere 𝐼 = [0, 1] ⊂ R e o mapa da tenda 𝑇 : 𝐼 → 𝐼 dado por

𝑇 (𝑥) =

2𝑥, se 𝑥 ∈ [0, 12 ]

2(1 − 𝑥), se 𝑥 ∈ [ 12 , 1]

Munindo 𝐼 com a topologia de subespaço herdada da topologia usual da reta, temos que 𝑇 é

cont́ınua. Vamos estudar o SD em 𝐼 cujo fluxo é dado pelas iterações deste mapa 𝑇 . Nosso princi-

pal objetivo será calcular os ı́ndices de Conley homotópico e cohomológico reduzido para conjuntos

invariantes bastantes especiais deste SD, dados por pontos fixos ou por órbitas periódicas. A es-

tratégia será dividir este estudo em três exemplos. Eles darão uma forte intuição sobre o Teorema

0.12 apresentado na Seção 3, que generaliza as deduções feitas nesta seção.

Exemplo 0.1 (Pontos Fixos). Tome 𝑆1 = {0}. Vale que 𝑆1 é ponto fixo e, portanto, 𝑆1 é

invariante. Seja 0 < 𝜖1 <
1
4 . Defina 𝑁1 := 𝐵𝜖1 (0) ∩ 𝐼. Vale que 𝑁1 = [0, 𝜖1] e também que 𝑁1 é

compacto em 𝐼. Isso está ilustrado na Figura 1.

Seja 𝑝 ∈ 𝑁1\{0} um ponto qualquer. Vamos considerar a órbita de 𝑝, i.e., o conjunto {𝑇𝑛 (𝑝)}𝑛∈N
como uma sequência {𝐿, 𝑅}N de tal maneira que o 𝑖-ésimo śımbolo da sequência associada é 𝐿

se, e somente se, 𝑇 𝑖 (𝑝) ≤ 1
2 e, analogamente, o 𝑖-ésimo śımbolo da sequência associada é 𝑅 se, e

somente se, 𝑇 𝑖 (𝑝) > 1
2 .

Como mostrado em (Alligood; Sauer; Yorke, 1997), existe 𝑘 ∈ N tal que o 𝑘-ésimo śımbolo da

sequência associada a 𝑝 é 𝑅. Logo, 𝑇 𝑘 (𝑝) ∈ [ 12 , 1] e portanto 𝑇 𝑘 (𝑝) ∉ 𝑁1. Logo, a órbita de 𝑝

não é invariante em 𝑁1. Portanto, 𝑆1 = {0} = Inv(𝑁1) ⊂ int(𝑁1) e assim 𝑆1 é conjunto invariante

isolado.

Como 𝑇1(𝜖1) = 2𝜖1 (já que 𝜖1 <
1
2), 𝑇 (0) = 0 e 𝑇 é monótona crescente em 𝑁1, segue do Teorema

do Valor Intermediário que 𝑇 (𝑁1) = [0, 2𝜖1]. Note também que, como 𝜖1 <
1
4 , vale 𝑇 (𝑁1) ⊂ [0, 12 ).

Figura 1: 𝑁1 e seu mapeamento.
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Como 𝜖1
2 é tal que 𝑇 ( 𝜖12 ) = 𝜖1, pela monotonicidade da função e pelo, Teorema do Valor

Intermediário, vale que 𝑇 ( [0, 𝜖12 )) ⊂ [0, 𝜖1] e 𝑇 ( [
𝜖1
2 , 𝜖1]) ⊂ [𝜖1, 2𝜖1], logo 𝑁

−
1 = [ 𝜖12 , 𝜖1]. Veja a

Figura 2.

Figura 2: 𝑁−1 e seu mapeamento.

Agora, seja 0 < 𝛿1 <
𝜖1
2 . Temos que 𝛿1 é tal que 𝜖1

2 − 𝛿1 > 0 e 𝜖1
2 + 𝛿1 < 𝜖1. Defina 𝐿1 :=

[ 𝜖12 − 𝛿1, 𝜖1]. Claramente, 𝐿1 é compacto de 𝐼. Também vale que, como [ 𝜖12 − 𝛿1, 𝜖1] ⊂ [0,
1
2 ]

e, usando novamente o Teorema do Valor Intermediário e a monotonicidade da função nesse

intervalo, 𝑇 (𝐿1) = 𝑇 ( [ 𝜖12 − 𝛿1, 𝜖1]) = [𝜖1 − 2𝛿1, 2𝜖1].
Como 𝑇 ( 𝜖12 −𝛿1, 𝜖1) = 𝜖1−2𝛿1, temos que 𝜖1

2 < 𝑇 ( 𝜖12 −𝛿1, 𝜖1) < 𝜖1. Logo, como 𝑁1\𝐿1 = [0, 𝜖12 −𝛿1],
vale que 𝑇 (𝐿1) ∩ 𝑁1\𝐿1 = ∅, como mostra a Figura 3.

Além disso é claro, por argumento análogo ao feito acima, que 𝑆1 = Inv(𝑁1\𝐿1).

Figura 3: 𝑇 (𝐿1) ∩ 𝑁1\𝐿1 = ∅.

Portanto, (𝑁1, 𝐿1) é um par-filtração.

Figura 4: Espaço quociente 𝑁1/𝐿1.

Como o espaço pontuado 𝑁1𝐿1 é homotopicamente equivalente a um ponto, como mostra a

Figura 4, temos que 𝐻𝑞 (𝑁1/𝐿1, [𝐿1]) = 0 qualquer que seja 𝑞 ≥ 1. Logo, a aplicação do espaço

pontuado 𝑓𝑝 é a aplicação nula, o que nos dá 𝐶𝐻 (𝑆1) = 0 e 𝜒(𝑆1) = 0.

Agora, vamos considerar 𝑆2 = { 23 }. Vale que 𝑆2 é conjunto invariante pois 2
3 é ponto fixo. Seja

𝜖2 > 0 tal que 1
2 <

2
3 − 2𝜖2 e 2

3 + 2𝜖2 < 1. Defina 𝑁2 := 𝐵𝜖2 ( 23 ). Vale que 𝑁2 é compacto.

Usando novamente o argumento que se baseia em identificar a órbita de um ponto 𝑝 ∈ 𝑁2\{ 23 }
com uma sequência {𝐿, 𝑅}N, temos que 𝑆2 = { 23 } = Inv(𝑁2) ⊂ int(𝑁2). Portanto, 𝑆2 é conjunto

invariante isolado.

Como temos que 𝑇 ( 23 − 𝜖2) =
2
3 + 2𝜖2 e 𝑇 ( 23 − 𝜖2) =

2
3 − 2𝜖2, vale que 𝑁2 = [ 23 − 𝜖2,

2
3 + 𝜖2] é tal

que 𝑇 (𝑁2) = [ 23 − 2𝜖2,
2
3 + 2𝜖2] novamente usando o Teorema do Valor Intermediário e o fato da

restrição de 𝑇 a 𝑁2 ser monótona decrescente. É o que aparece na Figura 5.
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Figura 5: 𝑁2 e seu mapeamento.

Considere 𝑥1 = 2
3 +

𝜖2
2 e 𝑥2 = 2

3 −
𝜖2
2 . Temos que 𝑇 (𝑥1) = 2

3 − 𝜖2 e 𝑇 (𝑥2) = 2
3 + 𝜖2. Portanto,

𝑁−2 = [ 23 − 𝜖2,
2
3 −

𝜖2
2 ] ∪ [

2
3 +

𝜖2
2 ,

2
3 + 𝜖2]. O mapeamento de 𝑁−2 é mostrado na Figura 6.

Figura 6: 𝑁−2 e seu mapeamento.

Seja 0 < 𝛿2 <
𝜖2
4 . Temos que 2

3 < 𝑥1 − 𝛿2 e 𝑥1 + 𝛿2 < 2
3 + 𝜖2. Faça 𝐿2 := [ 23 − 𝜖2, 𝑥2 + 𝛿2] ∪ [𝑥1 −

𝛿2,
2
3 + 𝜖2]. Da escolha de 𝛿2, vale que 𝑇 (𝑥1 − 𝛿2) < 𝑥2 e 𝑇 (𝑥2 + 𝛿2) > 𝑥1.

Figura 7: 𝑇 (𝐿2) ∩ 𝑁2\𝐿2 = ∅.

Como temos que 𝑇 (𝐿2) ∩ 𝑁2\𝐿2 = ∅, como aparece na Figura 7, vale que (𝑁2, 𝐿2) é um par-

filtração.

Observe que, na Figura 8, 𝑁2/𝐿2 é homotopicamente equivalente a 𝑆1, e portanto vale que

𝐻𝑞 (𝑁2/𝐿2, [𝐿2]) =

Q, se 𝑞 = 1

0, caso contrário

Figura 8: Espaço quociente 𝑁2/𝐿2.

Além do mais, temos que [𝑇𝑃 (𝛼)] = −[𝛼], logo 𝑇1
𝑃
= [−1] o que implica que (𝑇1

𝑃
)𝑛 = [(−1)𝑛].

A aplicação do espaço pontuado é mostrada na Figura 9.
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Figura 9: Aplicação do espaço pontuado.

Logo,

𝐶𝐻 (𝑆2) =
⋂
𝑛>0

(𝑇1
𝑃)𝑛 (𝐻1(𝑁2/𝐿2, [𝐿2])) =< (−1) >

e 𝜒(𝑆2) = −id.
Podeŕıamos também considerar o conjunto invariante dado pelos dois pontos fixos apresentados,

i.e., 𝑆 = {0, 23 }. De modo a construir uma vizinhança isolante para este novo conjunto invariante

𝑆, considere 𝜖1 e 𝜖2 como dados anteriormente e defina 𝜖 := min{𝜖1, 𝜖2}. Faça então 𝑁1 = [0, 𝜖]
e 𝑁2 = [ 23 − 𝜖,

2
3 + 𝜖]; tomando 𝑁 = 𝑁1 ∪ 𝑁2 temos que 𝑁 é uma vizinhança isolante de 𝑆, que

portanto é um conjunto invariante isolado. De fato, se 𝑝 ∈ 𝑁\𝑆, podemos repetir o argumento

usado acima caso ou 𝑝 ∈ 𝑁1\{0} ou 𝑝 ∈ 𝑁2\{ 23 } (note que estes são os únicos dois casos posśıveis)

e assim 𝑆 = Inv𝑁 ⊂ int𝑁. A Figura 10 ilustra o conjunto 𝑁.

Figura 10: Vizinhança isolante para 𝑆 = {0, 23 }.

Devemos descrever o conjunto 𝑁−. Repare que como os conjuntos 𝑁1 e 𝑁2 são disjuntos,

teremos que 𝑁− será dado por 𝑁−1 ∪ 𝑁−2 .
De fato, seja 𝑥 ∈ 𝑁−, i.e., 𝑥 ∈ 𝑁 tal que 𝑇 (𝑥) ∉ 𝑁. Como 𝑁 = 𝑁1 ∪ 𝑁2, temos que 𝑇 (𝑥) ∉ 𝑁

nos dá que 𝑇 (𝑥) ∉ 𝑁1 e 𝑇 (𝑥) ∉ 𝑁2. Se 𝑥 ∈ 𝑁1, então em particular 𝑇 (𝑥) ∉ 𝑁1 e portanto 𝑥 ∈ 𝑁−1 .
Analogamente conclúımos que se 𝑥 ∈ 𝑁2 então 𝑥 ∉ 𝑁−2 . Logo, 𝑁

− ⊂ (𝑁−1 ∪ 𝑁−2 ).
Para a outra inclusão, note que se 𝑥 ∈ 𝑁−1 , por definição 𝑥 ∈ 𝑁1 e 𝑇 (𝑥) ∉ 𝑁1. Mas, da escolha

de 𝜖 , temos que 𝑇 (𝑁1) ⊂ [0, 12 ), logo 𝑇 (𝑥) ∈ [0,
1
2 ). Portanto 𝑇 (𝑥) ∉ 𝑁2 já que 𝑁2 ⊂ [ 12 , 1]. Assim,

𝑇 (𝑥) ∉ 𝑁 e portanto 𝑥 ∈ 𝑁−. Racioćınio análogo se aplica para mostrar que 𝑁−2 ⊂ 𝑁−. Assim

sendo, 𝑁− = 𝑁−1 ∪ 𝑁−2 = [ 𝜖2 , 𝜖] ∪ [
2
3 − 𝜖,

2
3 −

𝜖
2 ] ∪ [

2
3 +

𝜖
2 ,

2
3 + 𝜖]. A Figura 11 ilustra o conjunto de

sáıda.
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Figura 11: O conjunto de sáıda 𝑁−.

A fim de construir um par-filtração para 𝑆, considere 𝛿1 e 𝛿2 como definidos anteriormente e

defina 𝛿 = 𝜖
4 . Considerando os conjuntos 𝐿1 = [ 𝜖2 − 𝛿, 𝜖] e 𝐿2 = [ 23 − 𝜖, 𝑥2 + 𝛿] ∪ [𝑥1 − 𝛿,

2
3 + 𝜖],

em que 𝑥1 = 2
3 +

𝜖
2 e 𝑥2 = 2

3 −
𝜖
2 , a mesma estratégia que usamos para definir 𝑁 também será

usada aqui, i.e., defina 𝐿 = 𝐿1 ∪ 𝐿2. Assim sendo, temos que 𝐿 é uma vizinhança de 𝑁−. Basta

verificar que 𝑇 (𝐿) ∩ 𝑁\𝐿 = ∅ para que o par (𝑁, 𝐿) seja um par-filtração para 𝑆 já que é claro

que Inv(𝑁\𝐿) = 𝑆 e 𝑆 = {0, 23 } ⊂ int(𝑁\𝐿).

Figura 12: Mapeamento de 𝐿.

Temos que 𝑇 (𝐿) = 𝑇 (𝐿1) ∪ 𝑇 (𝐿2) e 𝑁\𝐿 = 𝑁1\𝐿1 ∪ 𝑁2\𝐿2. Além disso, 𝑇 (𝐿1) = [𝜖 − 2𝛿, 2𝜖] ⊂
[0, 12 ). Como 𝑁2\𝐿2 ⊂ [ 12 , 1], temos que 𝑇 (𝐿1) ∩ 𝑁2\𝐿2 = ∅. Como 𝑁1\𝐿1 = [0, 𝜖2 − 𝛿], temos

também que 𝑇 (𝐿1) ∩ 𝑁1\𝐿1 = ∅ já que 𝜖
2 − 𝛿 < 𝜖 − 2𝛿 pois 𝛿 < 𝜖

2 pois 𝛿 < 𝜖
4 . Analogamente,

verificamos que 𝑇 (𝐿2) ∩ 𝑁1\𝐿1 = ∅ e 𝑇 (𝐿2) ∩ 𝑁2\𝐿2 = ∅. Portanto, 𝑇 (𝐿) ∩ 𝑁\𝐿 = ∅ e assim temos

que (𝑁, 𝐿) é um par-filtração para 𝑆 = {0, 23 }. A Figura 12 ilustra essa afirmação.

A Figura 13 ilustra que o quociente 𝑁/𝐿 é novamente homotopicamente equivalente a 𝑆1.

Figura 13: Espaço quociente 𝑁𝐿.

Note que, na referência (Szymczak, 1995) é feita a seguinte observação:
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Observação 0.2. Um espaço pontuado 𝑌 com uma aplicação 𝑔 : 𝑌 → 𝑌 é tal que a classe de

homotopia (𝑌, [𝑔]) = 0 se, e somente se, o mapa 𝑔𝑛 é homotópico a um mapa constante para

algum 𝑛 ∈ Z+.

Mas, como

𝑇𝑃 (𝑥) =

[𝐿], se 𝑥 = [𝐿]

𝑝(𝑇 (𝑥)), caso contrário

e temos que 𝑇1
𝑃
= [−1], segue que 𝑇1

𝑃
é tal que (𝑇1

𝑃
)2 = Id. A Figura 14 ilustra como essa aplicação

atua sobre 𝑁𝐿 mostrando a ação desse mapa sobre o gerador 𝛼 da homologia.

Figura 14: Aplicação do espaço pontuado sobre o gerador da homologia 𝛼.

Portanto, como a aplicação identidade não é homotopicamente equivalente a uma aplicação

constante em 𝑆1 (caso contrário 𝑆1 seria contrátil), segue que (𝑁𝐿 , [𝑇𝑝]) ≠ 0. Neste caso, é

interessante notar como a primeira entrada do ı́ndice de Conley cohomológico reduzido carrega

a informação sobre a aplicação do espaço pontuado, e, geometricamente, o fato dela ter ordem

finita garante que não estamos destruindo o buraco formado por essa 𝑆1 no espaço quociente.

Logo, podemos concluir que o ı́ndice de Conley homotópico de 𝑆 = {0, 23 } é tal que ℎ(𝑆) ≠ 0.

Exemplo 0.3 (Órbitas de Peŕıodo 2). Vamos considerar mais uma vez o SD discreto dado

pelas iteradas do mapa da Tenda definido na Seção 1. Além dos conjuntos invariantes dados por

pontos fixos, também podemos considerar conjuntos invariantes dados pelas órbitas periódicas.

Primeiramente, vamos considerar uma órbita de peŕıodo 2 dada pelos pontos 2
5 e 4

5 , i.e., chamando

𝑝1 =
2
5 e 𝑝2 =

4
5 temos que 𝑇 (𝑝1) = 𝑝2 e 𝑇 (𝑝2) = 𝑝1 e portanto 𝑆 := {𝑝1, 𝑝2} é invariante. Iremos

calcular o ı́ndice de Conley para 𝑆.

Precisamos construir 𝑁 de modo que este conjunto seja uma vizinhança isolante para 𝑆. Para

tanto, considere 0 < 𝜖 tal que [𝑝1 − 2𝜖, 𝑝1 + 2𝜖] ⊂ (0, 12 ) e [𝑝2 − 2𝜖, 𝑝2 + 2𝜖] ⊂ ( 12 , 1). Defina

𝑁1 := [𝑝1− 𝜖, 𝑝1+ 𝜖] e 𝑁2 := [𝑝2− 𝜖, 𝑝2+ 𝜖] e faça 𝑁 := 𝑁1∪𝑁2. A Figura 15 ilustra este conjunto.
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Figura 15: A vizinhança isolante 𝑁 de 𝑆 = {𝑝1, 𝑝2}.

Por um argumento análogo ao que fizemos no Exemplo 0.1 temos que 𝑁− = 𝑁−1 ∪𝑁−2 e portanto

segue que 𝑁− = [𝑝1 − 𝜖, 𝑝1 − 𝜖
2 ] ∪ [𝑝1 +

𝜖
2 , 𝑝1 + 𝜖] ∪ [𝑝2 − 𝜖, 𝑝2 −

𝜖
2 ] ∪ [𝑝2 +

𝜖
2 , 𝑝2 + 𝜖].

Figura 16: Mapeamento de 𝑁− pelo mapa da tenda.

Agora vamos provar que 𝑆 = Inv(𝑁). Para tanto, seja 𝑝 ∈ 𝑁\𝑆 um ponto qualquer. Suponha

primeiro que 𝑝 ∈ 𝑁1\{𝑝1}. Logo, existe um 𝛾 com 0 < |𝛾 | ≤ 𝜖 tal que 𝑝 = 𝑝1 + 𝛾. Note

que, se |𝑇 𝑘 (𝑝) − 𝑝1 | > 𝜖
2 ou |𝑇 𝑘 (𝑝) − 𝑝2 | > 𝜖

2 e 𝑇 𝑘 (𝑝) ∈ 𝑁, temos que 𝑇 𝑘 (𝑝) ∈ 𝑁− e portanto

𝑇 𝑘+1(𝑝) ∉ int(𝑁). Para a órbita de 𝑝, temos as seguintes igualdades:

𝑇 (𝑝1 + 𝛾) = 𝑝2 + 2𝛾

𝑇 (𝑝2 + 2𝛾) = 𝑝1 − 4𝛾

𝑇 (𝑝1 − 4𝛾) = 𝑝2 − 8𝛾

𝑇 (𝑝2 − 8𝛾) = 𝑝1 + 16𝛾

e assim por diante de modo que podemos escrever que 𝑇2𝑘 (𝑝) = 𝑝1 + (−1)𝑘22𝑘𝛾 e 𝑇2𝑘+1(𝑝) =
𝑝2 + (−1)𝑘22𝑘+1𝛾, o que nos dá |𝑇2𝑘 (𝑝) − 𝑝1 | = 22𝑘𝛾 e |𝑇2𝑘+1(𝑝) − 𝑝2 | = 22𝑘+1𝛾. Mas, sabemos que

existe 𝑛∗ ∈ N tal que |2𝑛∗𝛾 | > 𝜖
2 . Portanto 𝑝 ∉ Inv(𝑁). Assim, 𝑁 é vizinhança isolante de 𝑆 que

portanto se torna um conjunto invariante maximal isolado.

Seguindo a mesma ideia geométrica de anteriormente, tome 𝜖 = 𝜖 (𝛿) de tal forma que 0 < 𝛿 < 𝜖
2 .

Defina os conjuntos 𝐿1 := [𝑝1− 𝜖, 𝑝1− 𝜖2 + 𝛿] ∪ [𝑝1+
𝜖
2 − 𝛿, 𝑝1+ 𝜖] e 𝐿2 := [𝑝2− 𝜖, 𝑝1−

𝜖
2 + 𝛿] ∪ [𝑝2+

𝜖
2 − 𝛿, 𝑝2+ 𝜖] e, novamente, tome 𝐿 := 𝐿1∪ 𝐿2. Usando a mesma argumentação que fizemos acima

para provar que 𝑆 = Inv(𝑁), podemos mostrar que 𝑆 = Inv(𝑁\𝐿). Também é claro da definição

que 𝐿 é uma vizinhança de 𝑁−. Agora devemos verificar apenas que 𝑇 (𝐿) ∩𝑁\𝐿 = ∅ para concluir

que (𝑁, 𝐿) é um par-filtração. A Figura 17 ilustra o comportamento desse conjunto.
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Figura 17: O conjunto 𝐿 e seu mapeamento comparado a 𝑁\𝐿.

Temos que 𝑇 (𝐿) = 𝑇 (𝐿1) ∪𝑇 (𝐿2). Vamos usar mais uma vez o Teorema do Valor Intermediário,

o fato de 𝐿1 ⊂ (0, 12 ) e 𝐿2 ⊂ (
1
2 , 1) e notar que o mapa da tenda é monótono em cada um destes

intervalos. Defina 𝐿𝐸1 := [𝑝1 − 𝜖, 𝑝1 − 𝜖
2 + 𝛿] e 𝐿

𝐷
1
:= [𝑝1 + 𝜖

2 − 𝛿, 𝑝1 + 𝜖]. Como 𝑇 (𝑝1 − 𝜖) = 𝑝2 − 2𝜖
e 𝑇 (𝑝1 − 𝜖

2 + 𝛿) = 𝑝2 − 𝜖 + 2𝛿, temos que 𝑇 (𝐿𝐸1 ) = [𝑝2 − 2𝜖, 𝑝2 − 𝜖 + 2𝛿]. Note que 𝑇 (𝐿𝐸1 ) ⊂ (
1
2 , 1),

logo 𝑇 (𝐿𝐸1 ) ∩ 𝑁1\𝐿1 = ∅. Além disso, como 𝑝2 − 𝜖 + 2𝛿 < 𝑝2 − 𝜖
2 + 𝛿 já que 𝛿 < 𝜖

2 , temos que

𝑇 (𝐿𝐸1 ) ∩ [𝑝2−
𝜖
2 +𝛿, 𝑝2+

𝜖
2 −𝛿] = ∅, e portanto 𝑇 (𝐿

𝐸
1 ) ∩𝑁2\𝐿2 = ∅, o que nos dá 𝑇 (𝐿𝐸1 ) ∩𝑁\𝐿 = ∅ .

Racioćınio análogo mostra que 𝑇 (𝐿𝐷1 )∩𝑁\𝐿 = ∅. Como 𝐿1 = 𝐿𝐸1 ∪𝐿𝐷1 , temos que 𝑇 (𝐿1)∩𝑁\𝐿 = ∅.
Por outro lado, definindo 𝐿𝐸2 := [𝑝2 − 𝜖, 𝑝1 − 𝜖

2 + 𝛿] e 𝐿
𝐷
2

:= [𝑝2 + 𝜖
2 − 𝛿, 𝑝2 + 𝜖], temos que

𝐿2 = 𝐿𝐸2 ∪ 𝐿𝐷2 . Como 𝑇 (𝑝2 − 𝜖) = 𝑝1 + 2𝜖 e 𝑇 (𝑝1 − 𝜖
2 + 𝛿) = 𝑝1 + 𝜖 − 2𝛿, temos que 𝑇 (𝐿𝐸2 ) =

[𝑝1+𝜖 −2𝛿, 𝑝1+2𝜖], logo 𝑇 (𝐿𝐸2 ) ⊂ (0,
1
2 ), e portanto 𝑇 (𝐿

𝐸
2 ) ∩𝑁2\𝐿2. Como 𝑝1+ 𝜖2 −𝛿 < 𝑝1+𝜖 −2𝛿,

pois 𝛿 < 𝜖
2 , temos que [𝑝1+𝜖−2𝛿, 𝑝1+2𝜖]∩[𝑝1− 𝜖2 +𝛿, 𝑝1+

𝜖
2 −𝛿] = ∅ e portanto 𝑇 (𝐿

𝐸
2 )∩𝑁1\𝐿1 = ∅.

Assim sendo, 𝑇 (𝐿𝐸2 ) ∩ 𝑁\𝐿 = ∅. Analogamente podemos mostrar que 𝑇 (𝐿𝐷2 ) ∩ 𝑁\𝐿 = ∅. Logo,

𝑇 (𝐿2) ∩ 𝑁\𝐿 = ∅. Isto conclui o que gostaŕıamos de provar e portanto temos que (𝑁, 𝐿) é um

par-filtração para 𝑆.

Logo, temos que 𝑁/𝐿 é homotopicamente equivalente a 𝑆1 ∨ 𝑆1 como ilustra a Figura 18, e

portanto temos que

𝐻𝑞 (𝑁/𝐿, [𝐿]) =

Q ⊕ Q, se 𝑞 = 1

0, caso contrário

Figura 18: Espaço Pontuado 𝑁𝐿.

Agora, temos que estudar o comportamentos dos dois geradores, os quais chamaremos de 𝛼 e

𝛽 como ilustrados na Figura 19, que também exemplifica esse mapeamento.

105
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Figura 19: Aplicação do espaço pontuado.

Temos que [𝑇𝑃 (𝛼)] = [𝛽] e [𝑇𝑃 (𝛽)] = −[𝛼], o que nos dá (𝑇1
𝑃
)1 =

[
0 −1
1 0

]
. Assim sendo,

como (𝑇1
𝑃
)2 =

[
−1 0

0 −1

]
, (𝑇1

𝑃
)3 =

[
0 1

−1 0

]
e (𝑇1

𝑃
)4 =

[
1 0

0 1

]
, nós temos que Im((𝑇1

𝑃
)𝑛) =<

(1, 0), (0, 1) > qualquer que seja 𝑛 ≥ 1, o que nos dá

𝐶𝐻1(𝑆) =
⋂
𝑛≥1
(𝑇1
𝑃)𝑛 (𝐻1(𝑁𝐿 , [𝐿])) =< (1, 0), (0, 1) >

e assim também temos que 𝜒1(𝑆) é 𝑇1
𝑃
. Portanto, temos:

Con𝑞 (𝑆) =


©­«Q ⊕ Q,


0 −1

1 0

ª®¬ , se 𝑞 = 1

0 , caso contrário

Usando a Obervação 0.2 colocada ao final da Seção 1, do fato da aplicação (𝑇1
𝑃
) possuir or-

dem finita, podemos novamente concluir que ℎ(𝑆) ≠ 0. Geometricamente, de novo temos que a

aplicação de espaço pontuado não desaparece com os geradores 𝛼 e 𝛽 da homologia em nenhum

momento, logo eles não são contráıdos.

Exemplo 0.4 (Órbita de Peŕıodo 𝑘 ∈ N). Do Teorema de Sharkovsky, apresentado na re-

ferência (Alligood; Sauer; Yorke, 1997), sabemos que o mapa da tenda possui órbitas periódicas

de todos os peŕıodos. Assim sendo, cada órbita periódica {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘} com 𝑘 ≥ 2 é um con-

junto invariante. Iremos agora calcular o correspondente ı́ndice de Conley para estas órbitas.

Primeiramente, note que nenhum destes pontos pode ser igual a 0, 1
2 ou 1 já que se, por exemplo,

tivéssemos 𝑝𝑖 =
1
2 , teŕıamos 𝑇 (𝑝𝑖) = 1 e portanto 𝑇2(𝑝𝑖) = 0 que é ponto fixo, logo 𝑝𝑖 não poderia

fazer parte de uma órbita de peŕıodo 𝑘.

Assim sendo, fixe um 𝑘 ≥ 1 qualquer. Vamos considerar uma órbita de peŕıodo 𝑘 dada por

{𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘} de modo que 𝑇 (𝑝𝑖) = 𝑝𝑖+1 para 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 1} e 𝑇 (𝑝𝑘) = 𝑝1. Primeiramente,

devemos definir 𝑁 de modo que 𝑆 := {𝑝1, . . . , 𝑝𝑘} seja igual a Inv(𝑁), mostrando que 𝑆 é um con-

junto invariante isolado. Para tanto, vamos generalizar o que fizemos no Exemplo 0.3. Considere

𝜖 > 0 de modo que [𝑝𝑖 − 2𝜖, 𝑝𝑖 + 2𝜖] ∩ [𝑝 𝑗 − 2𝜖, 𝑝 𝑗 + 2𝜖] = ∅ caso 𝑖 ≠ 𝑗 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘} e,
além disso, que também satisfaça [𝑝𝑖−2𝜖, 𝑝𝑖+2𝜖] ⊂ (0, 12 ) caso 𝑝𝑖 <

1
2 ou [𝑝𝑖−2𝜖, 𝑝𝑖+2𝜖] ⊂ ( 12 , 1)

caso 𝑝𝑖 >
1
2 .
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Análogo Aleatório de Sharkovysk

Figura 20: Vizinhança 𝑁𝑖 de 𝑝𝑖.

Defina 𝑁𝑖 = [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑝𝑖 + 𝜖] para cada 𝑖 ∈ {𝑖, . . . , 𝑘} e considere 𝑁 :=
⋃𝑘
𝑖=1 𝑁𝑖. A Figura 20 ilustra

um destes 𝑁𝑖. Queremos mostrar que 𝑆 é o invariante maximal de 𝑁. Para tanto, precisamos

identificar o conjunto 𝑁−. Para cada 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}, temos que 𝑁−
𝑖
:= [𝑝𝑖−𝜖, 𝑝𝑖− 𝜖2 ]∪[𝑝𝑖+

𝜖
2 , 𝑝𝑖+𝜖] ⊂

𝑁𝑖 o conjunto de sáıda de 𝑁𝑖. De fato, suponha primeiro que 𝑝𝑖 <
1
2 . Temos que, da escolha de

𝜖 , 𝑁𝑖 ⊂ (0, 12 ), logo usando o Teorema do Valor Intermediário, o fato de 𝑇 |𝑁𝑖
(𝑥) = 2𝑥 e o fato de

𝑇 (𝑝𝑖) = 2𝑝𝑖 = 𝑝𝑖+1 (em que estamos identificando 𝑝𝑘+1 com 𝑝1), segue que

𝑇 (𝑁−𝑖 ) = [𝑝𝑖+1 − 2𝜖, 𝑝𝑖+1 − 𝜖] ∪ [𝑝𝑖+1 + 𝜖, 𝑝𝑖+1 + 2𝜖]

Portanto, temos que 𝑇 (𝑁−
𝑖
) ∩ int(𝑁𝑖+1) = ∅. Note que pelas exigências na escolha de 𝜖 , temos

também que 𝑇 (𝑁−
𝑖
) ⊂ [𝑝𝑖+1 − 2𝜖, 𝑝𝑖+1 + 2𝜖] é tal que 𝑇 (𝑁−

𝑖
) ∩ [𝑝 𝑗 − 2𝜖, 𝑝 𝑗 + 2𝜖] = ∅ para qualquer

𝑗 ∈ {1, . . . 𝑘}\{𝑖 + 1}. Assim sendo, 𝑇 (𝑁−
𝑖
) ∩ int(𝑁) = ∅. Além disso, repare que

𝑇 (𝑁𝑖\𝑁−𝑖 ) = 𝑇 ((𝑝𝑖 −
𝜖

2
, 𝑝𝑖 +

𝜖

2
)) = (𝑝𝑖+1 − 𝜖, 𝑝𝑖+1 + 𝜖) ⊂ int(𝑁𝑖+1)

logo 𝑇 (𝑁𝑖\𝑁−𝑖 ) ⊂ int(𝑁). Isto conclui a prova que de fato 𝑁−
𝑖

é o conjunto de sáıda de 𝑁𝑖.

Consideremos agora o caso em que 𝑝𝑖 >
1
2 é análogo. Como 𝑇 |𝑁𝑖

(𝑥) = 2(1 − 𝑥) e 𝑇 (𝑝𝑖) =

2(1 − 𝑝𝑖) = 𝑝𝑖+1 (mais uma vez identificando 𝑝𝑘+1 com 𝑝1), temos

𝑇 (𝑁−𝑖 ) = [𝑝𝑖+1 − 2𝜖, 𝑝𝑖+1 − 𝜖] ∪ [𝑝𝑖+1 + 𝜖, 𝑝𝑖+1 + 2𝜖]

A sequência de argumentos é análoga; gostaŕıamos apenas de nos atentar que, no caso 𝑝𝑖 <
1
2

temos que 𝑇 ( [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑝𝑖 − 𝜖
2 ]) = [𝑝𝑖+1 − 2𝜖, 𝑝𝑖+1 − 𝜖] e 𝑇 ( [𝑝𝑖 + 𝜖

2 , 𝑝𝑖 + 𝜖]) = [𝑝𝑖+1 + 𝜖, 𝑝𝑖+1 + 2𝜖],
enquanto que para 𝑝𝑖 >

1
2 temos que 𝑇 ( [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑝𝑖 − 𝜖2 ]) = [𝑝𝑖+1+ 𝜖, 𝑝𝑖+1+2𝜖] e 𝑇 ( [𝑝𝑖 +

𝜖
2 , 𝑝𝑖 + 𝜖]) =

[𝑝𝑖+1−2𝜖, 𝑝𝑖+1− 𝜖]. Esta troca altera significativamente o ı́ndice de Conley que estamos prestes a

calcular. A Figura 21 ilustra o conjunto 𝑁𝑖 e seu mapeamento. Repare que a ilustração independe

da função ser crescente ou decrescente em 𝑝𝑖.

Figura 21: O conjunto de sáıda de 𝑁𝑖.

Por um argumento análogo ao que fizemos nos Exemplos 0.1, temos que 𝑁− :=
⋃𝑘
𝑖=1 𝑁

−
𝑖

é o
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conjunto de sáıda de 𝑁.

Verifiquemos que 𝑆 = Inv(𝑁). Claramente, temos que 𝑆 ⊂ Inv(𝑁), então devemos apenas

verificar a outra inclusão. Para tanto, considere 𝑝 ∈ 𝑁\𝑆. Logo, existe um 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} tal
que 𝑝 ∈ 𝑁𝑖\{𝑝𝑖}. Podemos escrever 𝑝 como 𝑝 = 𝑝𝑖 + 𝛾 com 0 < |𝛾 | ≤ 𝜖 . Suponha por absurdo

que 𝑇𝑛 (𝑝) ∈ 𝑁 para todo 𝑛 ∈ N. Então |𝛾 | < 𝜖
2 , já que caso contrário 𝑝 ∈ 𝑁−, contradizendo a

hipótese de que 𝑇𝑛 (𝑝) ∈ 𝑁 para todo 𝑛 ∈ N. Sabemos que existe 𝑛∗ ∈ N tal que 𝜖
2 < 2𝑛

∗ |𝛾 | < 𝜖 , já
que o conjunto {𝑛 ∈ N : 2𝑛 |𝛾 | > 𝜖

2 } é não vazio e portanto admite um elemento mı́nimo. Note que,

se 𝑝 < 1
2 , temos 𝑇 (𝑝) = 2𝑝 = 𝑝𝑖+1 + 2𝛾 e se 𝑝 > 1

2 , temos 𝑇 (𝑝) = 2(1 − 𝑝) = 𝑝𝑖+1 − 2𝛾. Em ambos

os casos, temos que |𝑇 (𝑝) − 𝑝𝑖+1 | = 2𝛾 e portanto 𝑇 (𝑝) ∈ 𝑁𝑖+1 (já que, por hipótese, 𝑇 (𝑝) ∈ 𝑁),
em que 𝑇 (𝑝𝑖) = 𝑝𝑖+1 ∈ 𝑆. Assim sendo, 𝑇 (𝑝) = 𝑝1 em que 𝑝1 = 𝑝𝑖+1 + 2𝛾1 e 0 < |𝛾1 | = 2|𝛾 |.
Repetindo o argumento, temos que se 𝑝1 < 1

2 , então 𝑇 (𝑝1) = 2𝑝1 = 𝑝𝑖+2 + 2𝛾1 e se 𝑝1 > 1
2

então 𝑇 (𝑝1) = 𝑝𝑖+2 − 2𝛾1 em que 𝑇 (𝑝𝑖+1) = 𝑝𝑖+2 ∈ 𝑆. Novamente, em ambos os casos temos que

|𝑇2(𝑝) − 𝑝𝑖+2 | = 2|𝛾1 | = 22 |𝛾 |. Prosseguindo com esse argumento, após 𝑛∗ pontos teremos que

𝑇𝑛
∗ (𝑝) é tal que |𝑇𝑛∗ (𝑝) − 𝑝𝑖+𝑛∗ | = 2𝑛

∗ |𝛾 | em que 𝑝𝑖+𝑛∗ ∈ 𝑆. Tomando 𝑝𝑖+𝑛∗ = 𝑝𝑙 para 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑘}
temos que 𝑇𝑛

∗ (𝑝) ∈ 𝑁𝑙 e |𝑇𝑛
∗ (𝑝) − 𝑝𝑙 | = 2𝑛

∗ |𝛾 | > 𝜖
2 , logo 𝑇

𝑛∗ (𝑝) ∈ 𝑁−
𝑙
e portanto 𝑇𝑛

∗ (𝑝) ∈ 𝑁−, o
que é um absurdo. Assim, conclúımos que 𝑆 = Inv(𝑁).
Agora construiremos o conjunto 𝐿 de modo a obter um par-filtração. Considere 0 < 𝛿 < 𝜖

2 .

Defina os conjuntos 𝐿𝑖 := [𝑝𝑖−𝜖, 𝑝𝑖− 𝜖2+𝛿]∪[𝑝𝑖+
𝜖
2−𝛿, 𝑝𝑖+𝜖] e faça 𝐿 :=

⋃𝑘
𝑖=1 𝐿𝑖. É claro da definição

que 𝐿 é uma vizinhança compacta de 𝑁−. Além disso, como 𝑁\𝐿 =
⋃𝑘
𝑖=1

( [
𝑝𝑖 − 𝜖

2 + 𝛿, 𝑝𝑖 +
𝜖
2 − 𝛿

] )
,

pelo o argumento usado para mostrar que 𝑆 = Inv(𝑁) temos que 𝑆 = Inv(𝑁\𝐿). Assim sendo,

para concluir que (𝑁, 𝐿) é par-filtração para 𝑆, basta apenas verificar que 𝑇 (𝐿) ∩ 𝑁\𝐿 = ∅. A

Figura 22 ilustra o que provaremos sobre o mapeamento de 𝐿𝑖.

Figura 22: Mapeamento do conjunto 𝐿𝑖 pela tenda.

Seja 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} qualquer. Suponha primeiramente que 𝑝𝑖 <
1
2 . Neste caso, temos que

𝑇 (𝐿𝑖) = [𝑝𝑖+1−2𝜖, 𝑝𝑖+1−𝜖 +2𝛿] ∪ [𝑝𝑖+1+𝜖 −2𝛿, 𝑝𝑖+1+2𝜖] ⊂ [𝑝𝑖+1−2𝜖, 𝑝𝑖+1+2𝜖]. Segue, da escolha

de 𝜖 , que 𝑇 (𝐿𝑖) ∩𝑁 𝑗 = ∅ para todo 𝑗 ≠ 𝑖+1, o que nos dá para esses ı́ndices que 𝑇 (𝐿𝑖) ∩𝑁 𝑗\𝐿 𝑗 = ∅.
Além disso, observamos que 𝑁𝑖+1\𝐿𝑖+1 = [𝑝𝑖+1− 𝜖2 +𝛿, 𝑝𝑖+1+

𝜖
2 −𝛿] e que 𝑝𝑖+1−𝜖 +2𝛿 < 𝑝𝑖+1−

𝜖
2 +𝛿

e 𝑝𝑖+1 + 𝜖
2 − 𝛿 < 𝑝𝑖+1 + 𝜖 − 2𝛿 justamente porque 𝛿 < 𝜖

2 . Portanto, 𝑇 (𝐿𝑖) ∩ 𝑁𝑖+1\𝐿𝑖+1 = ∅. Como

𝑁\𝐿 =
⋃𝑘
𝑖=1 𝑁𝑖\𝐿𝑖, temos que 𝑇 (𝐿𝑖) ∩ 𝑁\𝐿 = ∅. Como a escolha de 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}era qualquer e

𝑇 (𝐿) = ⋃𝑘
𝑖=1 𝑇 (𝐿𝑖), segue que 𝑇 (𝐿) ∩𝑁\𝐿 = ∅. Com isto, conclúımos que (𝑁, 𝐿) é um par-filtração

para 𝑆. É interessante notar que, embora a escolha de 𝜖 de fato dependa da disposição dos pontos

de 𝑆 em [0, 1], a escolha de 𝛿 depende apenas de 𝜖 .
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O espaço quociente 𝑁/𝐿 é homotopicamente equivalente a 𝑆1 ∨ · · · ∨︸ ︷︷ ︸
𝑘−𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

𝑆1. Geometricamente,

a ideia é que cada um dos quocientes 𝑁𝑖/𝐿𝑖 é homotopicamente equivalente a 𝑆1 e temos uma

colagem em 𝑁/𝐿 de 𝑘 desses quocientes. Note que, embora 𝑇 (𝑝𝑖) = 𝑝𝑖+1 para todo 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘−1}
e 𝑇 (𝑝𝑘) = 𝑝1, não é necessariamente verdade que 𝑝1 < · · · < 𝑝𝑘 ; logo a Figura 23 possui uma

ilustração de uma permutação de {1, . . . , 𝑘} de modo que ela satisfaça 𝑝𝑖1 < · · · < 𝑝𝑖𝑘 . Assim

sendo, temos que

𝐻𝑞 (𝑁/𝐿, [𝐿]) =

⊕𝑘
𝑖=1Q, se 𝑞 = 1

0, caso contrário

Figura 23: Espaço pontuado 𝑁𝐿 para uma órbita de peŕıodo 𝑘.

Para entender a aplicação do espaço pontuado, precisamos entender o mapeamento dos gera-

dores [𝛼1], . . . , [𝛼𝑘] de 𝐻1(𝑁/𝐿, [𝐿]) correspondentes a cada quociente 𝑁1/𝐿1, . . . , 𝑁𝑘/𝐿𝑘 . Va-

mos estabelecer um análogo do que foi constrúıdo no Exemplo 0.3. Sabemos que, para cada

𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} (e identificando 𝑝𝑘+1 com 𝑝1), a classe [𝛼𝑖] corresponde ao quociente 𝑁𝑖/𝐿𝑖 em que

𝑝𝑖 é o único ponto de 𝑆 que pertence a 𝑁𝑖 (justamente porque, da escolha de 𝜖 , as vizinhanças

de cada ponto da órbita foram escolhidas disjuntas). Temos duas possibilidades: se 𝑝𝑖 <
1
2 , então

𝑇 |𝑁𝑖
(𝑥) = 2𝑥, logo [𝛼𝑖] é levado por 𝑇1

𝑃
para [𝛼𝑖+1]; se 𝑝𝑖 > 1

2 , então 𝑇 |𝑁𝑖
(𝑥) = 2(1− 𝑥), e portanto

[𝛼𝑖] é mapeado por 𝑇1
𝑃
para −[𝛼𝑖+1]. A Figura 24 ilustra os dois posśıveis comportamentos da

aplicação do espaço pontuado sobre um destes geradores [𝛼𝑖].
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Figura 24: Aplicação do Espaço Pontuado para uma órbita de peŕıodo 𝑘.

Assim sendo, temos que 𝑇1
𝑃
é uma matriz da forma



0 0 · · · 0 𝜎𝑘

𝜎1 0 · · · 0 0

0 𝜎2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 𝜎𝑘−1 0


em que 𝜎𝑖 = 1 ou 𝜎𝑖 = −1 de acordo com 𝑝𝑖 <

1
2 ou 𝑝𝑖 >

1
2 , respectivamente. Note que:

(𝑇1
𝑃)2 =



0 0 · · · 0 𝜎𝑘−1𝜎𝑘 0

0 0 · · · 0 0 𝜎1𝜎𝑘

𝜎1𝜎2 0 · · · 0 0 0

0 𝜎2𝜎3 · · · 0 0 0
...

...
. . .

... 0 0

0 0 · · · 𝜎𝑘−2𝜎𝑘−1 0 0


E se prosseguirmos assim sucessivamente não é dif́ıcil de ver que:

(𝑇1
𝑃)𝑘 =



𝜎1 . . . 𝜎𝑘 0 0 . . . 0

0 𝜎1 . . . 𝜎𝑘 0 . . . 0

0 0 𝜎1 . . . 𝜎𝑘 . . . 0
...

...
...

. . . 0

0 0 0 . . . 𝜎1 . . . 𝜎𝑘


e assim temos que (𝑇1

𝑃
)𝑘 = ±Id𝑘×𝑘 , logo (𝑇1

𝑃
)2𝑘 = Id𝑘×𝑘 e portanto 𝑇1

𝑃
tem ordem finita. Logo,

temos que

𝐶𝐻1(𝑆) =
⋂
𝑛≥1
(𝑇1
𝑃)𝑛 (𝐻1(𝑁𝐿 , [𝐿])) =< (1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 1) >

e novamente e assim temos que 𝜒1(𝑆) seria 𝑇1
𝑃
. Portanto, temos que o ı́ndice de Conley é dado
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Análogo Aleatório de Sharkovysk

por

Con𝑞 (𝑆) =



©­­­­­­­­­­«
⊕𝑘
𝑖=1Q,



0 0 · · · 0 𝜎𝑘

𝜎1 0 · · · 0 0

0 𝜎2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 𝜎𝑘−1 0



ª®®®®®®®®®®¬
, se 𝑞 = 1

0, caso contrário

Repare que novamente temos uma aplicação de espaço pontuado de ordem finita. Como a

aplicação identidade em 𝑆1 ∨ · · · ∨︸ ︷︷ ︸
𝑘−𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

𝑆1 não é homotopicamente equivalente a uma aplicação cons-

tante, já que teŕıamos que este espaço seria contrátil, temos que ℎ(𝑆) ≠ 0 usando mais uma vez

a Observação 0.2.

2 Órbitas Periódicas
Com base na análise feita no Exemplo 0.4, iremos fazer uma generalização agora considerando

𝑓 : 𝐶 → 𝐶 com 𝐶 ⊂ R um compacto. Novamente, iremos estudar um conjunto invariante dado

por uma órbita periódica de peŕıodo 𝑘 ∈ N assumindo que 𝑓 é 𝐶1 em alguma vizinhança de cada

um os pontos desta órbita e têm derivada em módulo maior que 1 nos mesmos. Geometricamente,

temos então um comportamento análogo ao que estudamos na tenda.

É interessante notar uma diferença substancial entre os dois ı́ndices de Conley estudados na

Seção 1 em que consideramos o SD dado pelas iteradas do mapa da tenda. Enquanto conseguimos

calcular explicitamente o ı́ndice de Conley cohomológico reduzido, conseguimos apenas garantir

que o ı́ndice de Conley homotópico é diferente de zero. Contudo, isso já é suficiente para o nosso

principal objetivo, que é demonstrar um análogo do Teorema de Sharkovsky para o caso aleatório

e será apresentado na Seção 3. De fato, para atender a hipótese da propriedade de Wazèwski

precisamos apenas garantir que ℎ(𝑆) ≠ 0 de modo a concluir que o conjunto invariante maximal

seja não vazio. De qualquer modo, é interessante notar que os exemplos feitos na Seção 1 reiteram

a dificuldade do cálculo do ı́ndice de Conley homotópico enquanto apresentam o ı́ndice de Conley

cohomológico reduzido como uma opção frente a este desafio.

Por fim, fazemos uma última observação sobre o problema que estamos prestes a estudar.

A referência (Mrozek, 1990) discuti um SD e suas órbitas periódicas sob condições bastantes

parecidas com o apresentado no Teorema 0.5, mas buscando respostas sobre outro ı́ndice, o

ı́ndice de Conley cohomológico. Além disso, Mrosek apresenta uma visão mais categórica desta

teoria do Índice de Conley, de forma que as demonstrações são bastante distintas da apresentada

neste trabalho.

Teorema 0.5. Seja um 𝐶 ⊂ R um intervalo compacto da reta, 𝑓 : 𝐶 → 𝐶 uma função cont́ınua

e um SD discreto dado pelas iteradas de 𝑓 . Suponha que 𝑆 = {𝑝1, . . . , 𝑝𝑘} ⊂ int 𝐶 seja uma

órbita periódica de peŕıodo 𝑘 ∈ N\{0} de 𝑓 com 𝑓 (𝑝𝑖) = 𝑝𝑖+1 para todo 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 1} e

𝑓 (𝑝𝑘) = 𝑝1. Suponha também que exista um 𝛾𝑖 > 0 tal que 𝑓 | (𝑝𝑖−𝛾𝑖 , 𝑝𝑖+𝛾𝑖 ) é 𝐶1 neste intervalo e
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satisfaz | 𝑓 ′(𝑝𝑖) | > 1. Então

Con𝑞 (𝑆) =



©­­­­­­­­­­«
⊕𝑘
𝑖=1Q,



0 0 · · · 0 𝜎𝑘

𝜎1 0 · · · 0 0

0 𝜎2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 𝜎𝑘−1 0



ª®®®®®®®®®®¬
, se 𝑞 = 1

0, caso contrário

em que 𝜎𝑖 = 1 se 𝑓 | (𝑝𝑖−𝛾𝑖 , 𝑝𝑖+𝛾𝑖 ) é crescente e 𝜎𝑖 = −1 se 𝑓 | (𝑝𝑖−𝛾𝑖 , 𝑝𝑖+𝛾𝑖 ) é decrescente. Além disso,

também temos que ℎ(𝑆) ≠ 0.

Demonstração. Temos que, para qualquer 𝑖 ∈ {1, . . . 𝑘}, a aplicação 𝑓 | (𝑝𝑖−𝛾𝑖 , 𝑝𝑖+𝛾𝑖 ) é 𝐶1 e satisfaz

| 𝑓 ′(𝑝𝑖) | > 1. Como 𝑓 ′ é cont́ınua neste intervalo e | 𝑓 ′(𝑝𝑖) | > 1, podemos encontrar 𝛾
′
𝑖
tal que

| 𝑓 ′(𝑝) | > 1 para todo 𝑝 ∈ (𝑝𝑖 − 𝛾
′
𝑖
, 𝑝𝑖 + 𝛾

′
𝑖
). Repare então que em todos os pontos do intervalo

(𝑝𝑖 − 𝛾
′
𝑖
, 𝑝𝑖 + 𝛾

′
𝑖
) a derivada tem o mesmo sinal. Portanto, em cada um destes intervalos a

função é monótona crescente ou decrescente de acordo com o sinal positivo ou negativo de 𝑓 ′(𝑝),
respectivamente. Esta observação será essencial para determinarmos o valor que cada 𝜎𝑖 assume.

Tome 𝛾 = min{𝛾′1, . . . , 𝛾
′
𝑘
} > 0. Resumidamente, temos que 𝑓 | (𝑝𝑖−𝛾,𝑝𝑖+𝛾) é 𝐶1, monótona e satisfaz

| 𝑓 ′(𝑝) | > 1 para todo 𝑝 ∈ (𝑝𝑖 − 𝛾, 𝑝𝑖 + 𝛾) e para todo 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}.
Vamos considerar uma vizinhança 𝑁𝑖 := [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑝𝑖 + 𝜖] com 0 < 𝜖 < 𝛾 escolhido de tal forma que

𝑁𝑖 ∩ 𝑁 𝑗 = ∅ se 𝑖 ≠ 𝑗 quaisquer que sejam 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}. Podemos fazer tal escolha de 𝜖 já que

estamos sempre tratando de um conjunto 𝑆 := {𝑝1, . . . , 𝑝𝑘} finito. Usando o Teorema do Valor

Intermediário, temos que 𝑓 (𝑁𝑖) é um intervalo contendo 𝑝𝑖+1, e é igual a [ 𝑓 (𝑝𝑖 − 𝜖), 𝑓 (𝑝𝑖 + 𝜖)]
se 𝑓 |𝑁𝑖

é crescente ou igual a [ 𝑓 (𝑝𝑖 + 𝜖), 𝑓 (𝑝𝑖 − 𝜖)] se 𝑓 |𝑁𝑖
é decrescente. Assim sendo, como

𝑓 (𝑁𝑖) é uma vizinhança de 𝑝𝑖+1, podemos escolher 𝜖 suficientemente pequeno de modo a satisfazer

também 𝑓 (𝑁𝑖) ∩ 𝑓 (𝑁 𝑗) = ∅ para 𝑖 ≠ 𝑗 . Por fim, seja 𝑁 =
⋃𝑘
𝑖=1 𝑁𝑖.

Vamos fixar um 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} qualquer. Primeiramente, suponha que 𝑓 |𝑁𝑖
é crescente, logo

𝑓 ′(𝑝) > 1 para todo 𝑝 ∈ 𝑁𝑖. Assim sendo, temos que 𝑓 (𝑝𝑖+𝜖 )− 𝑓 (𝑝𝑖 )
𝜖

> 1, e lembrando que

𝑓 (𝑝𝑖) = 𝑝𝑖+1 identificando 𝑝𝑘+1 com 𝑝1, temos que 𝑓 (𝑝𝑖 + 𝜖) > 𝜖 + 𝑝𝑖+1. Pelo Teorema do Valor

Intermediário existe um (único, já que a função é monótona em [𝑝𝑖 , 𝑝𝑖+𝜖]) ponto 𝑞+𝑖 ∈ (𝑝𝑖 , 𝑝𝑖+𝜖)
tal que 𝑓 (𝑞+

𝑖
) = 𝜖 + 𝑝𝑖+1. Analogamente, como 𝑓 (𝑝𝑖 )− 𝑓 (𝑝𝑖−𝜖 )

𝜖
> 1, temos que 𝑓 (𝑝𝑖 − 𝜖) < 𝑝𝑖+1 − 𝜖 .

Como 𝑓 (𝑝𝑖 − 𝜖) < 𝑝𝑖+1 − 𝜖 e 𝑓 (𝑝𝑖) = 𝑝𝑖+1, temos que existe um 𝑞−
𝑖
tal que 𝑞−

𝑖
∈ (𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑝𝑖) tal que

𝑓 (𝑞−
𝑖
) = 𝑝𝑖+1 − 𝜖 . Portanto, o conjunto dado por [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑞−𝑖 ] ∪ [𝑞+𝑖 , 𝑝𝑖 + 𝜖] é tal que

𝑓 ( [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑞−𝑖 ] ∪ [𝑞+𝑖 , 𝑝𝑖 + 𝜖]) = [ 𝑓 (𝑝𝑖 − 𝜖), 𝑝𝑖+1 − 𝜖] ∪ [𝑝𝑖+1 + 𝜖, 𝑓 (𝑝𝑖 + 𝜖)]

e também satisfaz 𝑓 ( [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑞−𝑖 ] ∪ [𝑞+𝑖 , 𝑝𝑖 + 𝜖]) ⊂ 𝑓 (𝑁𝑖). Definindo 𝑁−
𝑖
:= [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑞−𝑖 ] ∪ [𝑞+𝑖 , 𝑝𝑖 + 𝜖]

temos que 𝑓 (𝑁−
𝑖
) ∩ int 𝑁 𝑗 = ∅ para todo 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}, e portanto 𝑓 (𝑁−

𝑖
) ∩ int 𝑁 = ∅ para todo

𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}. Além disso, 𝑁𝑖\𝑁−𝑖 = (𝑞−
𝑖
, 𝑞+
𝑖
) é tal que 𝑓 (𝑁𝑖\𝑁−𝑖 ) = (𝑝𝑖+1 − 𝜖, 𝑝𝑖+1 + 𝜖) = int𝑁𝑖+1 ⊂

int 𝑁. Portanto, 𝑁−
𝑖
é de fato o conjunto de sáıda de 𝑁𝑖 por 𝑓 .

Repare que o mesmo resultado segue de maneira análoga para o caso 𝑓 |𝑁𝑖
decrescente. De fato,

temos que 𝑓 (𝑝𝑖−𝜖 )− 𝑓 (𝑝𝑖 )
𝜖

> 1 e assim 𝑓 (𝑝𝑖 − 𝜖) > 𝜖 + 𝑝𝑖+1 . Então encontraŕıamos 𝑞−
𝑖
∈ (𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑝𝑖)
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tal que 𝑓 ( [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑞−𝑖 ]) = (𝑝𝑖+1 + 𝜖, 𝑓 (𝑝𝑖 − 𝜖)). Por outro lado, como 𝑓 (𝑝𝑖 )− 𝑓 (𝑝𝑖+𝜖 )
𝜖

> 1, temos

que 𝑓 (𝑝𝑖 + 𝜖) < 𝑝𝑖+1 − 𝜖 , e, portanto, encontramos um 𝑞+
𝑖
∈ (𝑝𝑖 , 𝑝𝑖 + 𝜖) tal que 𝑓 ( [𝑞+

𝑖
, 𝑝𝑖 + 𝜖]) =

( 𝑓 (𝑝𝑖 + 𝜖), 𝑝𝑖+1 − 𝜖). Definindo 𝑁−
𝑖
:= [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑞−𝑖 ] ∪ [𝑞+𝑖 , 𝑝𝑖 + 𝜖] temos novamente que

𝑓 ( [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑞−𝑖 ] ∪ [𝑞+𝑖 , 𝑝𝑖 + 𝜖]) = [𝑝𝑖+1 + 𝜖, 𝑓 (𝑝𝑖 + 𝜖)] ∪ [ 𝑓 (𝑝𝑖 − 𝜖), 𝑝𝑖+1 − 𝜖]

e além disso 𝑓 ( [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑞−𝑖 ] ∪ [𝑞+𝑖 , 𝑝𝑖 + 𝜖]) ⊂ 𝑓 (𝑁𝑖). Mais uma vez, temos que 𝑓 (𝑁−
𝑖
) ∩ int 𝑁 𝑗 = ∅

para todo 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}, e portanto 𝑓 (𝑁−
𝑖
) ∩ int 𝑁 = ∅ para todo 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}. Também neste

caso 𝑁𝑖\𝑁−𝑖 = (𝑞−
𝑖
, 𝑞+
𝑖
) é tal que 𝑓 (𝑁𝑖\𝑁−𝑖 ) = (𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑝𝑖 + 𝜖) = int𝑁𝑖. E assim, novamente, 𝑁−

𝑖
é o

conjunto de sáıda de 𝑁𝑖 por 𝑓 .

Fazendo 𝑁− :=
⋃𝑘
𝑖=1 𝑁

−
𝑖
, temos que 𝑓 (𝑁−)∩int𝑁 = ∅ e 𝑓 (𝑁\𝑁−) ⊂ int(𝑁), logo 𝑁− é o conjunto

de sáıda de 𝑁.

Vamos mostrar que 𝑆 = Inv𝑁. Para tanto, seja 𝑝 ∈ 𝑁\𝑆 e suponha que 𝑓 𝑛 (𝑝) ∈ int𝑁 para todo

𝑛 ∈ N. Como 𝑝 ∈ 𝑁\𝑆, temos que 𝑝 ∈ 𝑁𝑖 para algum 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} e 𝑝 ≠ 𝑝𝑖, logo 𝑝 = 𝑝𝑖 + 𝛼
para algum 𝛼 > 0. Como 𝑓 ′ é cont́ınua, está bem definida em 𝑁 que é compacto e | 𝑓 ′(𝑝) | > 1

para todo 𝑝 ∈ 𝑁, temos que existe 𝛽 > 0 tal que | 𝑓 ′(𝑝) | ≥ 1 + 𝛽 para todo 𝑝 ∈ 𝑁. Temos que��� 𝑓 (𝑝)− 𝑓 (𝑝𝑖 )𝛼

��� ≥ 1 + 𝛽, logo | 𝑓 (𝑝) − 𝑝𝑖+1 | ≥ 𝛼(1 + 𝛽). Fazendo 𝑝1 := 𝑓 (𝑝) temos que 𝑝1 é tal que

𝑝1 ∈ 𝑁𝑖+1 por hipótese (já que 𝑓 (𝑝) ∈ 𝑁 e 𝑝 ∈ 𝑁𝑖) e é tal que |𝑝1 − 𝑝𝑖+1 | ≥ 𝛼(1 + 𝛽). Novamente,

temos que
��� 𝑓 (𝑝1 )− 𝑓 (𝑝𝑖+1 )𝛼(1+𝛽)

��� ≥ 1+𝛽, e portanto | 𝑓 (𝑝1)−𝑝𝑖+2 | ≥ 𝛼(1+𝛽)2, i.e., | 𝑓 2(𝑝)−𝑝𝑖+2 | ≥ 𝛼(1+𝛽)2.
Repetindo este argumento, temos que as iteradas de 𝑝 são tais que | 𝑓 𝑛 (𝑝) − 𝑝𝑖+𝑛 | ≥ 𝛼(1 + 𝛽)𝑛 é

uma sequência divergente pois 𝛽 > 0, e como 𝑓 𝑛 (𝑝) ∈ 𝑁 para todo 𝑛, temos que existe um 𝑛∗ tal

que | 𝑓 𝑛∗ (𝑝) − 𝑝𝑖+𝑛∗ | ∈ 𝑁−𝑖+𝑛∗ , o que nos dá uma contradição, já que teŕıamos 𝑓 𝑛
∗+1(𝑝) ∉ int 𝑁.

Por fim, devemos definir um conjunto 𝐿 de modo que (𝑁, 𝐿) seja um par-filtração para 𝑆

sob 𝑓 . Para tanto, sabemos que 𝐿 deve ser uma vizinhança compacta de 𝑁− e deve satisfazer

𝑓 (𝐿) ∩ 𝑁\𝐿 = ∅. Novamente, repare que como 𝑓 ′ é cont́ınua e está está bem definida em 𝑁 que é

compacto, temos pelo Teorema de Weierstrass que existe 𝑀 ∈ R+ tal que | 𝑓 ′(𝑝) | < 𝑀 para todo

𝑝 ∈ 𝑁.
Vamos começar fixando um 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} qualquer. Vamos supor, primeiramente, que 𝑓 |𝑁𝑖

é

crescente. Considere 𝑞−
𝑖
e 𝑞+

𝑖
como escolhidos anteriormente. Considere o ponto dado por 𝑞−

𝑖
+ 𝛿𝑖

com 𝛿𝑖 > 0 de forma que 𝑞−
𝑖
+ 𝛿𝑖 < 𝑝𝑖 e 𝑞

+
𝑖
− 𝛿𝑖 > 𝑝𝑖. Temos que

𝑓 (𝑞−
𝑖
+𝛿𝑖 )− 𝑓 (𝑞−𝑖 )
𝛿

< 𝑀, o que

nos dá 𝑓 (𝑞−
𝑖
+ 𝛿𝑖) < 𝛿𝑀 + 𝑝𝑖+1 − 𝜖 e vamos pedir também que 𝛿𝑖 satisfaça 𝛿𝑖𝑀 + 𝑝𝑖+1 − 𝜖 < 𝑞−𝑖+1.

Analogamente, como 𝑞+
𝑖
− 𝛿𝑖 > 𝑝𝑖, temos que

𝑓 (𝑞+
𝑖
)− 𝑓 (𝑞+

𝑖
−𝛿𝑖 )

𝛿𝑖
< 𝑀, implicando −𝛿𝑖𝑀 + 𝑝𝑖+1 + 𝜖 <

𝑓 (𝑞+
𝑖
− 𝛿𝑖), e também pediremos que −𝛿𝑖𝑀 + 𝑝𝑖+1 + 𝜖 > 𝑞+

𝑖+1. Claramente temos que existe 𝛿𝑖

satisfazendo tais condições, i.e., temos que: 𝑓 (𝑞−
𝑖
+ 𝛿𝑖) < 𝑞−𝑖+1 e 𝑞+

𝑖+1 < 𝑓 (𝑞+
𝑖
− 𝛿𝑖).

Agora, suponha que 𝑓 |𝑁𝑖
é decrescente. Considere novamente 𝑞−

𝑖
e 𝑞+

𝑖
como escolhidos anteri-

ormente e 𝛿𝑖 > 0 tal que 𝑞−
𝑖
+ 𝛿𝑖 < 𝑝𝑖 e 𝑞

+
𝑖
− 𝛿𝑖 > 𝑝𝑖. Temos então que

𝑓 (𝑞−
𝑖
)− 𝑓 (𝑞−

𝑖
+𝛿𝑖 )

𝛿
< 𝑀 o que

implica que −𝛿𝑖𝑀+ 𝑝𝑖+1+𝜖 < 𝑓 (𝑞−
𝑖
+𝛿𝑖), e assim escolhemos 𝛿𝑖 de modo que 𝑞+

𝑖+1 < −𝛿𝑖𝑀+ 𝑝𝑖+1+𝜖 .
Por outro lado,

𝑓 (𝑞+
𝑖
−𝛿 )− 𝑓 (𝑞+

𝑖
)

𝛿
< 𝑀 e assim 𝑓 (𝑞+

𝑖
− 𝛿𝑖) < 𝛿𝑖𝑀 + 𝑝𝑖+1 − 𝜖 , e escolhemos 𝛿𝑖 de modo

a satisfazer 𝛿𝑖𝑀 + 𝑝𝑖+1 − 𝜖 < 𝑞−𝑖+1. Portanto, temos que existe 𝛿𝑖 > 0 tal que 𝑓 (𝑞+
𝑖
− 𝛿𝑖) < 𝑞−𝑖+1 e

𝑞+
𝑖+1 < 𝑓 (𝑞−

𝑖
+ 𝛿𝑖). Por fim, fazendo 𝛿 := min{𝛿1, . . . , 𝛿𝑘} temos as mesmas desigualdades conside-

rando 𝛿 no lugar de 𝛿𝑖.

Definindo 𝐿𝑖 = [𝑝𝑖 − 𝜖, 𝑞−𝑖 +𝛿] ∪ [𝑞+𝑖 −𝛿, 𝑝𝑖 + 𝜖] temos que 𝑓 (𝐿𝑖) = [ 𝑓 (𝑝𝑖 − 𝜖), 𝑓 (𝑞−𝑖 +𝛿)] ∪ [ 𝑓 (𝑞+𝑖 −
𝛿), 𝑓 (𝑝𝑖+𝜖)] no caso de 𝑓 |𝑁𝑖

ser crescente e 𝑓 (𝐿𝑖) = [ 𝑓 (𝑝𝑖+𝜖), 𝑓 (𝑞+𝑖 −𝛿)] ∪ [ 𝑓 (𝑞−𝑖 +𝛿), 𝑓 (𝑝𝑖−𝜖)] no
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caso de 𝑓 |𝑁𝑖
ser decrescente. Em ambos os casos temos que 𝑁𝑖+1\𝐿𝑖+1 = [𝑞−𝑖+1+𝛿, 𝑞+𝑖+1−𝛿] e, Segue

da definição de 𝛿 que 𝑓 (𝑞−
𝑖
+ 𝛿) < 𝑞−

𝑖+1 e 𝑞+
𝑖+1 < 𝑓 (𝑞+

𝑖
+ 𝛿), e, portanto, 𝑓 (𝐿𝑖) ∩ 𝑁𝑖+1\𝐿𝑖+1 = ∅. Da

escolha de cada 𝑁𝑖, também é claro que 𝑓 (𝐿𝑖) ∩𝑁 𝑗\𝐿 𝑗 = ∅ qualquer que seja 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}\{𝑖+1}.
Portanto, 𝑓 (𝐿𝑖) ∩ 𝑁\𝐿 = ∅.
Definindo 𝐿 :=

⋃𝑘
𝑖=1 𝐿𝑖, temos que 𝐿 é um compacto que satisfaz 𝑓 (𝐿) ∩𝑁\𝐿 = ∅. Ademais, por

um argumento análogo ao que fizemos para provar que 𝑆 = Inv(𝑁), verifica-se que 𝑆 = Inv(𝑁\𝐿).
Claramente, da construção de 𝐿, temos que 𝐿 é uma vizinhança de 𝑁−. Portanto, (𝑁, 𝐿) é um

par-filtração para 𝑆.

Assim como no Exemplo 0.4, temos que o espaço quociente 𝑁\𝐿 é homotopicamente equivalente

a 𝑆1 ∨ · · · ∨︸ ︷︷ ︸
𝑘−𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

𝑆1, já que cada quociente 𝑁𝑖/𝐿𝑖 é homotopicamente equivalente a 𝑆1 e temos uma

colagem em 𝑁/𝐿 de 𝑘 desses quocientes. De maneira análoga a este mesmo referido exemplo,

temos que para cada 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} (e identificando 𝑝𝑘+1 com 𝑝1), a classe [𝛼𝑖] corresponde ao

quociente 𝑁𝑖/𝐿𝑖 em que 𝑝𝑖 é o único ponto de 𝑆 que pertence a 𝑁𝑖. Temos duas possibilidades:

se 𝑓 ′(𝑝𝑖) > 0, então 𝑓 |𝑁𝑖
(𝑥) é crescente, logo [𝛼𝑖] é levado por 𝑓 1

𝑃
para [𝛼𝑖+1]; caso contrário, i.e.,

se 𝑓 ′(𝑝𝑖) < 0, então 𝑓 |𝑁𝑖
(𝑥) é decrescente, e portanto [𝛼𝑖] é mapeado por 𝑓 1

𝑃
para −[𝛼𝑖+1]. Logo,

temos que 𝑓 1
𝑃
é uma matriz da forma



0 0 · · · 0 𝜎𝑘

𝜎1 0 · · · 0 0

0 𝜎2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 𝜎𝑘−1 0


com 𝜎𝑖 = 1 ou 𝜎𝑖 = −1 se 𝑓 ′(𝑝𝑖) > 0 ou se 𝑓 ′(𝑝𝑖) < 0, respectivamente. Assim sendo, novamente

𝑓 1
𝑃
é de ordem finita e temos então:

Con𝑞 (𝑆) =



©­­­­­­­­­­«
⊕𝑘
𝑖=1Q,



0 0 · · · 0 𝜎𝑘

𝜎1 0 · · · 0 0

0 𝜎2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 𝜎𝑘−1 0



ª®®®®®®®®®®¬
, se 𝑞 = 1

0, caso contrário

Note que temos uma aplicação pontuada em 𝑁𝐿 que possui ordem finita. Como o espaço 𝑁𝐿

(que é homotopicamente equivalente a 𝑆1 ∨ · · · ∨︸ ︷︷ ︸
𝑘−𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

𝑆1) não pode ser contráıdo a um ponto já que

seus geradores não são destrúıdos por 𝑇1
𝑃

em nenhuma iterada, (𝑇1
𝑃
)𝑛 não é homotopicamente

equivalente a uma aplicação constante para nenhum 𝑛 ∈ N. Portanto, usando mais uma vez a

Observação 0.2, temos que ℎ(𝑆) ≠ 0. □
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3 Teorema de Sharkovsky
Na Seção 2 consideramos um sistema dinâmico discreto dados pela iterada de um mapa 𝑓 definido

num intervalo compacto. Assumindo que este mapa é cont́ınuo e diferenciável na vizinhança de

pontos que formam uma órbita periódica em que cada ponto dessa órbita tem derivada em módulo

maior que 1, fomos capazes de calcular o ı́ndice de Conley cohomológico reduzido e garantir que

o ı́ndice de Conley homotópico é diferente de zero.

Sobre a existência de órbitas periódicas em sistemas dinâmicos discretos, temos um importante

teorema chamado de Teorema de Sharkovsky. No que segue para a discussão desse resultado,

nos basearemos principalmente por (Alligood; Sauer; Yorke, 1997). Considere sobre N a seguinte

ordenação

3 ≺ 5 ≺ 7 ≺ 9 . . . 2 · 3 ≺ 2 · 5 ≺ · · · ≺ 22 · 3 ≺ 22 ≺ ·5 ≺ . . .
· · · ≺ 23 · 3 ≺ 23 · 5 ≺ · · · ≺ 24 · 3 ≺ 24 · 5 ≺ · · · ≺ 23 ≺ 22 ≺ 2 ≺ 1

Teorema 0.6 (Teorema de Sharkovsky). Suponha que 𝑓 é uma função cont́ınua definida

num intervalo compacto da reta e tem uma órbita periódica de peŕıodo 𝑝 ∈ N. Suponha que, na

ordenação ≺ acima, tenhamos 𝑝 ≺ 𝑞. Então, 𝑓 também possui uma órbita de peŕıodo 𝑞. Em

particular, temos que se 𝑓 possui uma órbita de peŕıodo 3, então 𝑓 possui órbitas de todos os

peŕıodos.

Com resultado do Teorema 0.5, temos conhecimento do ı́ndice de Conley cohomológico reduzido

e do ı́ndice de Conley homotópico para SD discretos gerado por ummapa 𝑓 definido num compacto

que é cont́ınuo e também diferenciável nos pontos periódicos com módulo da derivada maior que

1. Note que o Teorema de Sharkovsky ainda é válido nesta situação.

Podeŕıamos nos questionar o que aconteceria com tais órbitas se submetêssemos este SD a uma

pequena pertubação aleatória. Para tanto, primeiramente temos que entender o que significaria

uma órbita periódica dentro do contexto de SDA discretos. Vamos propor uma definição que

estende o que é uma órbita periódica de peŕıodo 𝑘 num SD discreto. A ideia central é a seguinte:

a órbita de um ponto 𝑝 sob a ação de SDA pode cometer pequenos erros, num sentido de pe-

riodicidade, controlados com uma variação de tamanho 𝜖 que, por sua vez, é controlada pela

intensidade do rúıdo produzido pelo SDA. Assim sendo, precisaremos colocar uma dependência

de um parâmetro 𝜖 > 0 na definição. Além disso, também iremos pedir que, para qualquer outra

iterada 𝑙 com 1 < 𝑙 < 𝑘, a órbita de 𝑝 esteja a uma distância de 𝑝 maior que este 𝜖 , a fim de

cobrir as exigências da minimalidade de 𝑘.

Em outras palavras, quando consideramos uma órbita de peŕıodo 𝑘 num sistema dinâmico

discreto determińıstico, queremos dizer que a cada 𝑘 iteradas o ponto 𝑝 retorna ao mesmo lugar.

Contudo, quando estamos sob a ação de um SDA, o rúıdo pode fazer com que percamos informação

sobre a localização exata de 𝑝 após 𝑘 iteradas, ou seja, após 𝑘 iterações temos apenas densidades

de probabilidades dessa localização. A chave central é entender que essas densidades podem ser

controladas quando temos controle sobre a intensidade rúıdo.

Definição 0.7. Dizemos que um SDA 𝜙(𝑡, 𝜔) sobre um espaço métrico (𝑋, 𝑑) admite uma (𝜖, 𝑘)-
órbita periódica de peŕıodo 𝑘 ∈ N se existem {𝑝1, . . . , 𝑝𝑘} ⊂ 𝑋 satisfazendo

𝑑 (𝜙(𝑡 + 𝑘, 𝜔) (𝑝𝑖), 𝜙(𝑡, 𝜔) (𝑝𝑖)) < 𝜖 ∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘},∀𝑡 ∈ N P-q.c.
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Análogo Aleatório de Sharkovysk

de modo que, para qualquer outro 𝑙 ∈ N tal que 1 < 𝑙 < 𝑘 tenhamos

𝑑 (𝜙(𝑡 + 𝑙, 𝜔) (𝑝𝑖), 𝜙(𝑡, 𝜔) (𝑝𝑖)) > 𝜖 ∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘},∀𝑡 ∈ N P-q.c.

A Figura ilustra o que está posto na Definição 0.7.

Figura 25: Representação de uma (𝜖, 3)-órbita periódica.

Repare que para um SD discreto, i.e., se anularmos as pertubações que caracterizam o SDA,

temos que uma órbita periódica de peŕıodo 𝑘 é na verdade uma (𝜖, 𝑘)-órbita periódica para todo

𝜖 > 0.

Encontramos uma definição alterativa para o que seria uma órbita periódica num SD escolhido

de maneira aleatória na referência (Andres, 2008). A diferença essencial é que trocamos o erro

determińıstico de tamanho 𝜖 pela existência de uma variável aleatória que nos conta como são

as órbitas periódicas em cada sorteio. A ideia é que a trajetória de um ponto desta órbita é

descrita por uma variável aleatória e temos a mesma definição de órbita periódica para o caso de

SD discretos a menos, possivelmente, de um conjunto de medida nula.

Definição 0.8. (Andres, 2008) Sejam 𝐴 ⊂ 𝑋 um conjunto fechado, 𝑋 um espaço métrico, e

considere um operador aleatório (i.e., 𝜑 é mensurável na 𝜎-álgebra produto) 𝜑 : Ω × 𝐴 → P(𝑋)
tomando valores nos conjuntos fechados de 𝑋. Uma sequência de mapas mensuráveis {𝜈𝑖}𝑘𝑖=1, em
que 𝜈𝑖 : Ω→ 𝐴 para todo 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑘 − 1}, é uma 𝑘-órbita aleatória associada a 𝜑 se:

1. 𝜈𝑖+1(𝜔) ∈ 𝜑(𝜔, 𝜈𝑖 (𝜔)) para todo 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑘 − 2} e 𝜈0(𝜔) ∈ 𝜑(𝜔, 𝜈𝑘−1(𝜔)) para quase todo

𝜔 ∈ Ω.

2. a 𝑘-órbita aleatória não é um produto de órbitas formada andando 𝑝 vezes com um natural

𝑝 satisfazendo 𝑝 > 1 por uma 𝑚-órbita com 𝑚𝑝 = 𝑘.

3. Para quaisquer 𝑖, 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑘 − 1} com 𝑖 ≠ 𝑗 temos que 𝜈𝑖 (𝜔) ≠ 𝜈 𝑗 (𝜔).

A Figura ilustra a Definição 0.8 para o caso 𝑘 = 4.
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Figura 26: Ilustração de uma 4-órbita aleatória associada a 𝜑.

Andres demonstra em (Andres, 2008) um análogo aleatório do Teorema de Sharkovsky, colocado

no seguinte teorema:

Teorema 0.9. (Andres, 2008) Suponha que 𝑓 (·, 𝑥) : Ω → R é mensurável para todo 𝑥 ∈ R num

espaço completo mensurável Ω, e que 𝑓 (𝜔, ·) : R → R é cont́ınuo para quase todo 𝜔 ∈ Ω. Se,

para algum 𝑘 ∈ N vale que 𝑓 possui uma 𝑘-órbita aleatória, então 𝑓 também admite uma 𝑛-órbita

aleatória para qualquer 𝑘 ≺ 𝑛.

A diferença substancial entre o Teorema 0.9 e o apresentado neste trabalho no Teorema 0.12

é que a aleatoriedade do processo considerado no referido artigo é dada no momento da escolha

do mapa, e a partir dáı o sistema segue deterministicamente. De maneira intuitiva, quando

consideramos um operador aleatório 𝜑 como na Definição 0.8, estamos estudando o seguinte

problema: a cada ponto do espaço Ω, identificamos uma função 𝜆(𝜔) : 𝐴 → P(𝑋). Quando nos

perguntamos sobre uma órbita periódica desse operador, estamos procurando uma sequência de

v.a. que caracterize órbitas periódicas das funções 𝜆(·) quase certamente. A Figura 27 nos dá

uma ideia do que seria uma órbita periódica como na definição acima para o caso de um operador

aleatório tomando valores em R.
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Figura 27: Órbitas estudadas pela Definição 0.8

Uma das desvantagens de adaptar essa definição para o caso de SDA é que não podemos

considerar o sistema descrito pelas iteradas desse operador aleatório 𝜑, já que ele toma valo-

res em subconjuntos de 𝑋, enquanto que a construção de um SDA por um homeomorfismo

aleatório exigiria que este operador tomasse valores em conjuntos unitários. Mas façamos essa

experiência mesmo assim. Logo, considere a Definição 0.8 para SDA gerados por um homeomor-

fismo aleatório. Teŕıamos que o primeiro item dessa definição se escreveria da seguinte maneira:

𝜈𝑖+1(𝜔) = 𝜑(𝜔, 𝜈𝑖 (𝜔)) para todo 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑘 −2} e 𝜈0(𝜔) = 𝜑(𝜔, 𝜈𝑘−1(𝜔)) para quase todo 𝜔 ∈ Ω.
E isto no revela mais um problema: estas relações não fazem sentido para o problema que

estamos estudando pois deveŕıamos, ao menos, reescrever estas duas igualdades quase certa como

𝜈𝑖+1(𝜃𝜔) = 𝜑(𝜔, 𝜈𝑖 (𝜔)) e 𝜈0(𝜃𝜔) = 𝜑(𝜔, 𝜈𝑘−1(𝜔)), de modo a considerar a atualização do sorteio

pelo SD 𝜃 em Ω; isso implicaria as devidas igualdades subsequentes, i.e., deveŕıamos obrigar

𝜈1(𝜃𝜔) = 𝜑(𝜔, 𝜈0(𝜔)), o que implicaria 𝜈2(𝜃2𝜔) = 𝜑(𝜃𝜔, 𝜑(𝜔, 𝜈0(𝜔))), e assim por diante.

Uma adaptação desta definição para SDA foi feita em (Klünger, 2001). Contudo ela depende

que o espaço métrico considerado seja R, pois ela depende de uma ordenação total dos elementos

do espaço. Ela está colocada na sequência.

Definição 0.10. (Klünger, 2001) Considere um SDA 𝜙 gerado por 𝜑 com fluxo mensurável 𝜃

sobre R. Suponha que 𝜃𝑛 seja ergódica para P. Uma variável aleatória 𝑥 : Ω → R é um ponto

periódico aleatório de peŕıodo 𝑘 ∈ N se 𝜙(𝑘, 𝜔)𝑥(𝜔) = 𝑥(𝜃𝑘𝜔) P-q.c. Dizemos que ela tem

peŕıodo minimal aleatório 𝑘 se, além disso, 𝜙(𝑙, 𝜔)𝑥(𝜔) ≠ 𝑥(𝜃𝑙𝜔) com probabilidade positiva

para todo 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 1}.
Dizemos que 𝑘 ∈ N variáveis aleatórias 𝑥𝑖 : Ω → R com 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}, em que 𝑥1 < 𝑥2 <

· · · < 𝑥𝑘 P-q.c., é um ciclo periódico aleatório de peŕıodo 𝑘 ∈ N se existe uma permutação
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determińıstica 𝜋 ∈ 𝑆𝑘 tal que 𝜑(𝜔)𝑥𝑖 (𝜔) = 𝑥𝜋 (𝑖) (𝜃𝜔).
Mais ainda, dizemos que essas variáveis aleatórias formam um ciclo periódico aleatório

de peŕıodo minimal 𝑘 ∈ N se 𝜙(𝑙, 𝜔)𝑥1(𝜔) ≠ 𝑥1(𝜃𝑙𝜔) com probabilidade positiva para todo

𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 1}.
Por fim, considere agora um SDA 𝜙 gerado por 𝜑 com rúıdo 𝜃 sobre um espaço polonês 𝑋

(não necessariamente R). Dizemos que um conjunto aleatório invariante 𝑃 : Ω → P(𝑋) (i.e.,
𝜑(𝜔)𝑃(𝜔) = 𝑃(𝜃𝜔) P-q.c.) é uma órbita periódica aleatória de peŕıodo 𝑘 se #𝑃(𝜔) = 𝑘 P-q.c.,

em que #𝑃(𝜔) é a cardinalidade de 𝑃(𝜔). Dizemos que 𝑃 tem peŕıodo minimal 𝑘 se 𝑃 não

contém nenhum subconjunto invariante aleatório próprio e não vazio.

A Figura 28 representa um ciclo periódico aleatório. Note como, neste caso, é considerada a

atualização do fator aleatório 𝜔 por 𝜃.

Figura 28: Representação de um ciclo periódico aleatório.

Já a Figura 29 nos mostra uma representação de uma órbita periódica aleatória.

Figura 29: Representação de uma órbita aleatória.

Klünger mostra em seu trabalho um análogo do Teorema de Sharkovsky. A principal diferença

entre o enunciado do Teorema 0.11 e do Teorema 0.12 consiste nas hipóteses sobre o SDA que

estamos considerando. No trabalho de Klünger o análogo está enunciado da seguinte maneira:

Teorema 0.11. (Klünger, 2001) Considere um SDA gerado por 𝜑 com rúıdo 𝜃 tal que 𝜃𝑛 é

ergódico para todo 𝑛 ∈ N e seja {𝑥1(𝜔), . . . , 𝑥𝑘 (𝜔)} um ciclo periódico aleatório de peŕıodo minimal

𝑘 em que 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑘 P-q.c. Então, para todo 𝑛 ∈ N tal que 𝑘 ≺ 𝑛, vale que 𝜑 admite uma órbita

aleatória de peŕıodo minimal 𝑛 ou 2𝑛.
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Assim sendo, o Teorema 0.11 não garante a existência de uma órbita periódica aleatória de

peŕıodo 𝑛 para todo 𝑘 ≺ 𝑛 na ordenação de Sharkovsky, apenas garante a existência de uma

órbita periódica aleatória de peŕıodo 𝑛 ou 2𝑛. O que fazemos no enunciado do Teorema 0.12 é

acrescentar hipóteses sobre o SDA considerado de modo a provar a existência de tais órbitas de

fato para todo 𝑘 ≺ 𝑛 como no enunciado original do Teorema de Sharkovsky.

Teorema 0.12 (Análogo Aleatório do Teorema de Sharkovsky). Considere sobre um intervalo

compacto 𝐶 ⊂ R uma função cont́ınua 𝑓 : 𝐶 → 𝐶. Considere o SD discreto dado pelas iteradas

de 𝑓 . Suponha que, se 𝑓 admite uma órbita periódica de peŕıodo 𝑘 ≥ 2 com 𝑘 ∈ N dada pelos

pontos 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘, então este conjunto satisfaz a seguinte condição:

(∗) Existe uma vizinhança de raio 𝜖𝑖 ao redor de 𝑝𝑖

de modo que 𝑓 é diferenciável em 𝑝𝑖 e | 𝑓 ′(𝑝𝑖) | > 1

e cada um desses pontos 𝑝𝑖 são tais que 𝑝𝑖 ∈ int 𝐶

Suponha que 𝑓 admite uma órbita de peŕıodo 𝑛 ∈ N. Existe um 𝜖 > 0 tal que, para todo SDA de

𝐶 em 𝐶 com rúıdo 𝜃 ergódico sobre P gerado por um homeomorfismo aleatório 𝜑 na vizinhança de

raio 𝜖 da 𝐶0-topologia aleatória de 𝑓 tal que existe uma famı́lia {𝜑𝜆}𝜆∈[0,1] de homeomorfismos

aleatórios dependendo de maneira cont́ınua de 𝜆 ∈ [0, 1] com 𝜑0 = 𝑓 e 𝜑1 = 𝜑, existe uma (𝜖 ′, 𝑘)-
órbita periódica para 𝜖 ′ dependendo de 𝑘 suficientemente pequeno para todo 𝑛 ∈ N com 𝑘 ≺ 𝑛.
Além disso, existe uma órbita periódica aleatória de peŕıodo 𝑘 para todo 𝑘 ∈ N com 𝑛 ≺ 𝑘.

Demonstração. Considere um SD gerado por 𝑓 como no enunciado. Considere uma famı́lia de

homeomorfismos aleatórios {𝜑𝜆}𝜆∈[0,1] definidos em 𝐶 tomando valores em 𝐶 que dependem de

maneira cont́ınua de 𝜆 tais que 𝜑0 = 𝑓 e 𝜑1 = 𝜑 em que 𝜑 pertence a uma vizinhança 𝜖1 > 0 da

topologia 𝐶0 aleatória de 𝑓 de modo que o Teorema 0.26 seja válido.

Pelo Teorema de Sharkovsky enunciado em 0.6 temos que para todo 𝑘 ∈ N com 𝑛 ≺ 𝑘 é tal

que existe uma órbita periódica de peŕıodo 𝑘 no SD gerado por 𝑓 . Assim sendo, 𝑓 admite uma

órbita periódica de peŕıodo 𝑛 e órbitas periódicas de peŕıodo 𝑘 para todo 𝑛 ≺ 𝑘. Vamos denotar

este subconjunto de N por O.
Usando a hipótese (∗), temos que cada órbita de peŕıodo 𝑘 ∈ O fixado está nas condições do

Teorema 0.5. Assim sendo, existe uma vizinhança 𝜖2 > 0 desta órbita periódica de tal forma que

𝑁𝑖 = [𝑝𝑖 − 𝜖2, 𝑝𝑖 + 𝜖2] são tais que 𝑁 = ∪𝑘
𝑖=1𝑁𝑖 e 𝑓 (𝑁𝑖) ∩ 𝑁 𝑗 = ∅ para todo 𝑖 ≠ 𝑗 é uma vizinhança

isolante de 𝑆 = {𝑝1, . . . , 𝑝𝑘} por 𝑓 .
Como a topologia 𝐶0 num compacto coincide com a topologia gerada pela norma infinita, temos

que |𝜑𝜆(𝜔) (𝑥) − 𝑓 (𝑥) | < 𝜖1 para todo 𝑥 ∈ 𝐶 P-q.c. Podemos tomar 𝜖1 suficientemente pequeno

de modo que para qualquer 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} tenhamos {𝜑𝜆(𝜔) (𝑝𝑖 − 𝜖2), 𝜑𝜆(𝜔) (𝑝𝑖 + 𝜖2)} ∩ int𝑁 = ∅
para todo 𝜆 ∈ [0, 1]. Isso é posśıvel pois da demonstração do Teorema 0.5 temos que { 𝑓 (𝑝𝑖 −
𝜖2), 𝑓 (𝑝𝑖 + 𝜖2)} ∩ int𝑁 = ∅ para todo 𝑖 ∈ {1, . . . 𝑘} e, como a distância entre 𝜑𝜆(𝜔) (𝑥) e 𝑓 (𝑥) pode
ser limitada por um 0 < 𝜖 ≤ 𝜖1 tão pequeno quanto se queira uniformemente em 𝐶, garantimos a

existência de tal 𝜖 .

Logo, tomando 𝑁 (𝜔) = 𝑁 para todo 𝜔 ∈ Ω com 𝑁 como colocado acima, temos que 𝜕𝑁 é tal

que 𝜑𝜆(𝜔) (𝜕𝑁 (𝜔)) ∩ int𝑁 (𝜃𝜔). Portanto, 𝑁 tal que Inv(𝑁 (𝜔), 𝜑𝜆) ⊂ int𝑁 (𝜔) P-q.c. e assim 𝑁 (𝜔)
é uma vizinhança isolante aleatória para todo 𝜑𝜆 com 𝜆 ∈ [0, 1]. Portanto, estamos dentro das
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hipóteses da propriedade da continuação, e assim ℎ(𝑆𝜑 , 𝜑) = ℎ(𝑆, 𝑓 ). Mas, do Teorema 0.5, temos

que ℎ(𝑆, 𝑓 ) ≠ 0, logo ℎ(𝑆𝜆, 𝜑) ≠ 0. Ou seja, o conjunto invariante maximal aleatório pelo SDA

gerado por 𝜑 é não vazio.

Assim sendo, existe 𝑝 ∈ Inv𝑁 (𝜔). Temos então que existe 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} tal que 𝑝 ∈ 𝑁𝑖.

Suponha que exista 𝑞 ∈ 𝐶 tal que 𝑞 ∈ Inv𝑁 (𝜔) ∩ 𝑁𝑖 e 𝑞 ≠ 𝑝. Faça 𝑑 = |𝑝 − 𝑞 | > 0 Da hipótese (∗)
existe um 𝛽 > 0 tal que | 𝑓 ′(𝑥) | ≥ (1 + 𝛽) para todo 𝑥 ∈ 𝑁. Logo,

(1 + 𝛽)𝑛𝑑 ≤ | 𝑓 𝑛 (𝑝) − 𝜙𝜆(𝑛, 𝜔) (𝑝) | + |𝜙𝜆(𝑛, 𝜔) (𝑝) − 𝜙𝜆(𝑛, 𝜔) (𝑞) | + |𝜙𝜆(𝑛, 𝜔) (𝑝) − 𝑓 𝑛 (𝑞) |

≤ 2𝜖 + |𝜙𝜆(𝑛, 𝜔) (𝑝) − 𝜙𝜆(𝑛, 𝜔) (𝑞) |

Portanto, |𝜙𝜆(𝑛, 𝜔) (𝑝)−𝜙𝜆(𝑛, 𝜔) (𝑞) | ≥ (1+𝛽)𝑛𝑑−2𝜖 . Como existe 𝑛∗ ∈ N tal que (1+𝛽)𝑛∗𝑑−2𝜖 >
2𝜖2, temos que eventualmente os pontos 𝑝 e 𝑞 não pertenceriam a um 𝑁 𝑗 para 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}
em alguma iterada. Isto contradiz a hipótese de 𝑝, 𝑞 ∈ Inv𝑁 (𝜔). Repare que este argumento

só é posśıvel pois sabemos que se 𝑥 ∈ Inv𝑁 (𝜔) com 𝑥 ∈ 𝑁𝑖 para algum 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}, então

𝜑𝜆(𝜔) (𝑥) ∈ 𝑁𝑖+1 (fazendo a identificação 𝑘 + 1 com 1) já que 𝜑𝜆(·) é cont́ınua P-q.c. Logo,

Inv𝑁 (𝜔) é um conjunto aleatório tal que Inv𝑁 (𝜔) = {𝑝, 𝜙(1, 𝜔)𝑝, 𝜙(2, 𝜔)𝑝, . . . , 𝜙(𝑘 − 1, 𝜔)𝑝} P-
q.c. Portanto, por definição este conjunto é uma órbita periódica aleatória de peŕıodo 𝑘.

Além disso, Inv𝑁 (𝜔) é tal que este conjunto de pontos forma uma (𝜖, 𝑘)-órbita periódica. Isto

vale justamente porque os mapas 𝜑𝜆(·) é cont́ınuo P-q.c. para qualquer 𝜆 ∈ [0, 1] e como o

mapa 𝑓 = 𝜑0 é tal que um ponto em 𝑁𝑖 ∩ Inv𝑁 (𝜔) é mapeado para 𝑁𝑖+1 (novamente fazendo a

identificação 𝑘 + 1 com 1) temos que de 𝑘 em 𝑘 iteradas um ponto retorna ao seu subconjunto

𝑁𝑖, e para qualquer outra iterada ele está fora deste conjunto. □

Conjetura 0.13. A hipótese (∗) no Teorema 0.12 pode ser retirada.

4 Mapa da Tenda Aleatório
De modo a exemplificar o Teorema 0.12, façamos uma pertubação sobre o mapa da tenda. Re-

tornando ao exemplo de sistemas dinâmicos aleatórios gerados por um sorteio de mapas como

descrito na Seção 3.2.1, vamos considerar uma famı́lia de mapas constrúıda a partir de um des-

locamento aleatório do pico do mapa da tenda, como mostra a Figura 30.

Figura 30: Famı́lia de mapas aleatórios.
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Formalmente, considere o espaço 𝑋 = (−𝜉, 𝜉) com 𝜉 < 1
2 fixado e equipado com a distribuição

uniforme na 𝜎-álgebra de Borel deste espaço. Este parâmetro 𝜉 será nossa fonte de controle sobre

a pertubação que estamos adicionando ao sistema dinâmico. Podemos associar a cada elemento

𝛾 ∈ 𝑋 uma função da famı́lia de mapas F com elementos 𝑇 (𝛾) : [0, 1] → [0, 1] da forma

𝑇 (𝛾) (𝑥) =


2𝑥
1+2𝛾 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

2 + 𝛾
2(1−𝑥 )
1−2𝛾 , 12 + 𝛾 ≤ 𝑥 ≤ 1

Estas funções são chamadas de mapas da tenda assimétricos. Assim sendo, temos uma medida

de probabilidade sobre o espaço F . De maneira análoga ao que fizemos anteriormente, podemos

considerar o espaço de probabilidade das sequências com entradas em F dado por

Ω = F N = {𝜔 : (𝑇 (𝛾0), 𝑇 (𝛾1), . . . ) com 𝑇 (𝛾𝑘) ∈ F qualquer que seja 𝑘 ∈ N}

e equipamos Ω com a medida de Bernoulli definida nos cilindros e induzida pela medida uniforme

em 𝑋. Portanto, temos o SDA dado por

𝜙(𝑡, 𝜔) (·) = 𝑇 (𝛾𝑡−1) ◦ · · · ◦ 𝑇 (𝛾0) (·). (1)

Basicamente, estamos a cada iterada do sistema sorteando um mapa da tenda assimétrico por

sortearmos um 𝛾 ∈ 𝑋, e assim cada elemento de [0, 1] é mapeado a cada instante por um mapa

possivelmente diferente do anterior como mostra a expressão de 𝜙(𝑡, 𝜔).
Vamos usar a propriedade da continuação para decidir sobre a existência de um conjunto

invariante maximal dentro de uma vizinhança do ponto 2
3 . Considere 𝜖 > 0 satisfazendo [ 23 −

2𝜖, 23 + 2𝜖] ⊂ ( 12 , 1), i.e., as propriedades que pedimos para 𝜖 no Exemplo 0.1 e vamos supor

agora que |𝜉 | < 𝜖
4 e exigir que 1

2 + |𝜉 | ≤
2
3 − 2𝜖 (esta segunda exigência nos garante que o mapa

é decrescente em 𝑁). Defina 𝑁 = [ 23 − 𝜖,
2
3 + 𝜖] e, para 𝜆 ∈ [0, 1], considere a famı́lia de mapas

aleatórios 𝑇𝜆 definidas de [0, 1] em [0, 1] dada por

𝑇𝜆(𝛾) (𝑥) =


2𝑥
1+2𝜆𝛾 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

2 + 𝜆𝛾
2(1−𝑥 )
1−2𝜆𝛾 , 12 + 𝜆𝛾 ≤ 𝑥 ≤ 1

e note que quando 𝜆 = 0 temos o mapa da tenda original. Queremos mostrar que 𝑁 é uma

vizinhança isolante aleatória para toda 𝑇𝜆(·) qualquer que seja 𝜆 ∈ [0, 1]. Novamente, temos que

para mostrar que 𝑁 é uma vizinhana isolante, devemos provar que Inv(𝑁) ⊂ int𝑁; para tanto, é

suficiente mostrar que 𝜕𝑁 = { 23 − 𝜖,
2
3 + 𝜖}vale que 𝑇𝜆(𝛾) (𝜕𝑁) ∩ int𝑁 = ∅ qualquer que seja 𝛾 ∈ 𝑋.

Seja então 𝛾 ∈ 𝑋 qualquer. Temos que 𝑇𝜆(𝛾) ( 23 − 𝜖) =
2
3+2𝜖
1−2𝛾 e vamos mostrar que 𝑇𝜆(𝛾) ( 23 − 𝜖) >

2
3 + 𝜖 ; de fato,

2
3+2𝜖
1−2𝛾 >

2
3 + 𝜖 ⇐⇒

2
3 + 2𝜖 > (

2
3 + 𝜖) (1 − 2𝛾) já que 𝛾 < 1

2 obrigatoriamente; Logo,

temos 2
3 + 2𝜖 > (

2
3 + 𝜖) (1− 2𝛾) ⇐⇒ 𝜖 >

−4𝛾
3 − 2𝛾𝜖 e, por fim, como 𝛾 pode assumir valores tanto

negativos quanto positivos, temos que 𝜖 > −4𝛾3 − 2𝛾𝜖 seguiria se mostrássemos de | −4𝛾3 − 2𝛾𝜖 | < 𝜖 .
Mas repare que:

| −4𝛾
3
− 2𝛾𝜖 | = |𝛾( −4

3
− 2𝜖) | = |𝛾 | (4

3
+ 2𝜖) < 𝜖

4
(4
3
+ 2𝜖) = 𝜖

3
+ 𝜖

2

2
<
𝜖

3
+ 𝜖
2
< 𝜖
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Por outro lado, temos que 𝑇𝜆(𝛾) ( 23 + 𝜖) =
2
3−2𝜖
1−2𝛾 e vamos mostrar que 𝑇𝜆(𝛾) ( 23 + 𝜖) <

2
3 − 𝜖 ; de

fato, temos novamente que 𝛾 < 1
2 implica

2
3−2𝜖
1−2𝛾 <

2
3 − 𝜖 ⇐⇒

2
3 −2𝜖 < (

2
3 − 𝜖) (1−2𝛾) e expandindo

o lado direito, temos na verdade que provar que −𝜖 < −4𝛾3 + 2𝛾𝜖 ⇐⇒ 𝜖 >
4𝛾
3 − 2𝛾𝜖 e, novamente,

repare que para tanto é suficiente mostrar que | 4𝛾3 − 2𝛾𝜖 | < 𝜖 . Mas temos:

|4𝛾
3
− 2𝛾𝜖 | = |𝛾

(
4

3
− 2𝜖

)
| = |𝛾 | |

(
4

3
− 2𝜖

)
| < |𝛾 |

(
4

3
+ 2𝜖

)
<
𝜖

4

(
4

3
+ 2𝜖

)
< 𝜖

Portanto, 𝑁 é uma vizinhança isolante aleatória qualquer para toda 𝑇𝜆(·) com 𝜆 ∈ [0, 1]; usando
a propriedade da continuação, a menos de uma escolha de um 𝜉 possivelmente menor, temos que

ℎ(𝑆𝜆, 𝑇𝜆(·)) = ℎ(𝑆0, 𝑇0) ≠ 0 do cálculo que foi feito no Exemplo 0.4. Logo, usando a propriedade de

Wazèwski temos que o conjunto invariante maximal de 𝑁 quando submetido ao sistema dinâmico

𝜙(𝑡, 𝜔) (·) descrito em 1 é não vazio.

Repare que a propriedade da continuação pode ser usada neste caso justamente porque, como

estamos considerando uma famı́lia de funções definidas num intervalo compacto e tomando valor

neste mesmo conjunto, a 𝐶0-topologia no espaço coincide com a topologia gerada pela norma

infinita, i.e., para qualquer função 𝑓 de 𝐶 em 𝐶 temos | | 𝑓 | |∞ = max𝑥∈𝐶 | 𝑓 (𝑥) |.
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Sejam 𝑋,𝑌 espaços topológicos e 𝐼 ≡ [0, 1] o intervalo compacto da reta real munido da topologia

usual.

Definição .1. Duas aplicações cont́ınuas 𝑓 , 𝑔 : 𝑋 → 𝑌 são ditas homotópicas quando existe

uma aplicação cont́ınua 𝐻 : 𝑋 × 𝐼 → 𝑌 tal que

𝐻 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥) e 𝐻 (𝑥, 1) = 𝑔(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋

A aplicação 𝐻 chama-se então homotopia entre 𝑓 e 𝑔, e denotaremos 𝑓 ≃ 𝑔 para indicar que

existe uma homotopia entre 𝑓 .

Figura 1: Funções Homotópicas

Proposição .2. Sejam 𝑋,𝑌 espaços topológicos. A relação de homotopia 𝑓 ≃ 𝑔 é uma relação

de equivalência em 𝐶 (𝑋,𝑌 ). Isto é dadas 𝑓 , 𝑓
′
: 𝑋 → 𝑌 e 𝑔, 𝑔

′
: 𝑌 → 𝑍 aplicações cont́ınuas entre

espaços topológicos 𝑋,𝑌, 𝑍 então 𝑓 ≃ 𝑓 ′ e 𝑔 ≃ 𝑔′ implica que 𝑔 ◦ 𝑓 ≃ 𝑔′ ◦ 𝑓 ′ .

Definição .3. Uma aplicação cont́ınua 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 é denominada de equivalência homotópica

quando existe 𝑔 : 𝑌 → 𝑋 cont́ınua tal que

𝑔 ◦ 𝑓 ≃ id𝑋 e 𝑓 ◦ 𝑔 ≃ id𝑌

Diz-se então que 𝑔 é uma inversa homotópica de 𝑓 e que os espaços topológicos 𝑋 e 𝑌 possuem

o mesmo tipo de homotopia. Denotaremos tal fato por 𝑋 ≡ 𝑌 ou 𝑓 : 𝑋 ≡ 𝑌 .

Como consequência direta da definição, temos que a existência de um homeomorfismo entre 𝑋

e 𝑌 garante uma equivalência homotópica entre 𝑋 e 𝑌 , porém o inverso não é válido.
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Figura 2: O anel circular e 𝑆1 tem o mesmo tipo de homotopia.

Proposição .4. A esfera unitária 𝑆𝑛 de R𝑛+1 tem o mesmo tipo de homotopia de R𝑛+1\{0}.

Definição .5. Um espaço 𝑋 é dito contrátil quando tem o mesmo tipo de homotopia de um

ponto.

Proposição .6. 𝑋 é contrátil se, e somente se a aplicação identidade id : 𝑋 → 𝑋 é homotópica

a uma aplicação constante de 𝑋 em 𝑋.

Exemplo .7. O intervalo 𝐼 é contrátil.

Corolário .8. Um espaço contrátil é conexo por caminhos.

Definição .9. Um caminho é uma aplicação cont́ınua 𝑎 : 𝐽 → 𝑋 definida num intervalo

compacto da reta 𝐽 = [𝑠0, 𝑠1]. Naturalmente, dizemos que um caminho é fechado quando

𝑎(𝑠0) = 𝑎(𝑠1).

Fazendo uma reparametrização quando necessário, podemos sempre considerar um caminho

com seu domı́nio no intervalo 𝐼 = [0, 1].
Como 𝐼 é contrátil, então todo caminho é homotópico a uma constante.

Vamos agora olhar uma classe mais restrita ainda de aplicações: as homotopias que mantém os

extremos fixos. Para isso, sejam 𝑋,𝑌 espaços topológicos, 𝑓 , 𝑔 : 𝑋 → 𝑌 duas aplicações cont́ınuas

e 𝐴 ⊂ 𝑋. Escrevemos 𝑓 ≃ 𝑔(rel. 𝐴 ⊂ 𝑋) ou 𝑓 � 𝑔 para indicar que existe uma homotopia

𝐻 : 𝑓 ≃ 𝑔 tal que 𝐻 (𝑥, 𝑡) = 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐴, isto é, o espaço 𝐴 não é deformado durante a

homotopia. Denote por 𝜕𝐼 ≡ {0, 1} a fronteira do intervalo 𝐼.

Definição .10. Diremos que dois caminhos 𝑎, 𝑏 : 𝐼 → 𝑋 são homotópicos com extremos

fixos quando tivermos 𝑎 ≃ 𝑏(rel.𝜕𝐼). Assim, 𝐻 : 𝑎 � 𝑏 entre caminhos é uma aplicação cont́ınua

𝐻 : 𝐼 × 𝐼 tal que
𝐻 (𝑠, 0) = 𝑎(𝑠) e 𝐻 (𝑠, 1) = 𝑏(𝑠)

𝐻 (0, 𝑡) = 𝑎(0) = 𝑏(0)

𝐻 (𝑠, 1) = 𝑎(1) = 𝑏(1)

para todo 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐼.

Em particular, os caminhos fechados 𝑎, 𝑏 : 𝐼 → 𝑋 são homotópicos quando existe uma aplicação

cont́ınua 𝐻 : 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 tal que, se 𝑎(0) = 𝑎(1) = 𝑥0 ∈ 𝑋, vale que 𝐻 (𝑠, 0) = 𝑎(𝑠), 𝐻 (𝑠, 1) = 𝑏(𝑠) e
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𝐻 : 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 •
𝑥1

•
𝑥0

⊂ 𝑋

𝐼 × 𝐼

𝐻 (0, 𝑡)

𝑏 ≃ 𝑎

𝐻 (1, 𝑡)

𝑎

Figura 3: Caminhos Homotópicos

𝐻 (0, 𝑡) = 𝐻 (1, 𝑡) = 𝑥0. Um outro tipo de homotopia entre caminhos fechados é a homotopia livre;

ela é tal que, sendo 𝑎, 𝑏 : 𝐼 → 𝑋 caminhos fechados, dizemos que 𝑎 e 𝑏 são livremente homotópicos

quando existe uma aplicação cont́ınua 𝐻 : 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 tal que 𝐻 (𝑠, 0) = 𝑎(𝑠), 𝐻 (𝑠, 1) = 𝑏(𝑠) e
𝐻 (0, 𝑡) = 𝐻 (1, 𝑡) ∀𝑡 ∈ 𝐼. Isto é, dado um 𝑡 arbitrário em 𝐼, o caminho 𝐻𝑡 : 𝐼 → 𝑋 dado por

𝐻𝑡 (𝑠) = 𝐻 (𝑠, 𝑡) é fechado.

Assim, como a homotopia é uma relação de equivalência, a homotopia de extremos fixos 𝑎 � 𝑏

também o é. Ou seja, podemos definir 𝛼 := [𝑎] a classe de homotopia do caminho 𝑎 : 𝐼 → 𝑋. Isto

é,

𝛼= {todos os caminhos 𝑏 que possuem as mesmas extremidades de 𝑎 e 𝑎 ≃ 𝑏}= {𝑏 : 𝐼 → 𝑋 |𝑎 � 𝑏}.

1 Grupo Fundamental
Consideremos agora caminhos 𝑎, 𝑏 : 𝐼 → 𝑋 tais que o fim de 𝑎 coincide com o começo de 𝑏, isto

é, 𝑎(1) = 𝑏(0). O produto 𝑎𝑏 é o caminho que primeiro percorre 𝑎 e depois 𝑏, isto é,

𝑎𝑏(𝑠) =

𝑎(2𝑠) , 0 ≤ 𝑠 ≤ 1

2

𝑏(2𝑠 − 1) , 12 ≤ 𝑠 ≤ 1

Também podemos definir o caminho inverso de 𝑎 : 𝐼 → 𝑋 como sendo a aplicação 𝑎−1 : 𝐼 → 𝑋

dado por 𝑎−1(𝑠) = 𝑎(1 − 𝑠) ∀𝑠 ∈ 𝐼, isto é, o caminho 𝑎−1 percorre 𝑎 ao contrário. Considerando

𝑗 : 𝐼 → 𝐼 a reparametrização que faz 𝑠 ↦→ 1 − 𝑠, vale que 𝑎−1 = 𝑎 ◦ 𝑗 . Note que, tanto o produto

de caminhos quanto o inverso de um deles ainda definem aplicações cont́ınuas, o que nos garante

que verdadeiramente podemos chamá-los de caminhos.

Além disso, dado 𝑥 ∈ 𝑋, indicaremos como 𝑒𝑥 (𝑠) = 𝑠 ∀𝑠 ∈ 𝐼 o caminho constante em 𝑥, e

denotaremos 𝜀𝑥 := [𝑒𝑥].
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𝑡

𝑠 𝑓

𝑔

𝑥0 𝑥1

𝐻1

𝑔

ℎ

𝑥0 𝑥1
𝐻2

𝑥0

𝑥1

𝑓

ℎ

𝑔
𝑋

𝑡

𝑠
𝑓

ℎ

𝑥0 𝑥1

𝐻

𝐹

𝐺

𝑥0 𝑥1

𝑓

ℎ

𝑔

𝑋

Figura 4: Homotopia é uma relação de equivalência

Note que não vale a propriedade associativa entre o produto de caminhos; de fato (𝑎𝑏)𝑐 não é

necessariamente igual a 𝑎(𝑏𝑐) já que a velocidade com que os caminhos são percorridos são dife-

rentes, o que faz a part́ıcula estar em posições diferentes no mesmo instante de tempo. Tampouco,

pelo mesmo argumento, são válidas propriedades como 𝑒𝑥𝑎 = 𝑎 ou 𝑎𝑎−1 = 𝑒𝑥, mas podemos cons-

truir uma estrutura de grupo quando consideramos as classes de homotopia com extremos fixos

desses caminhos. Para isso, consideremos primeiro uma proposição que garantirá que as operações

sobre as classes de homotopia estão bem definidas.

Proposição .11. Sendo 𝑎, 𝑏 : 𝐼 → 𝑋 caminhos tais que 𝑎(1) = 𝑏(0), vale que: se 𝑎 � 𝑎
′
e 𝑏 � 𝑏

′
,

então 𝑎𝑏 � 𝑎
′
𝑏
′
e 𝑎−1 �

(
𝑎−1

) ′
.

Seja agora 𝑋 um espaço topológico, 𝛼 uma classe de homotopia de caminhos que têm origem

em um ponto 𝑥 ∈ 𝑋 e terminam num ponto 𝑦 ∈ 𝑋 e 𝛽 uma classe de homotopia de caminhos que

começam em 𝑦 ∈ 𝑋 e terminam em 𝑧 ∈ 𝑋. Definiremos o produto 𝛼𝛽 tomando caminhos 𝑎 ∈ 𝛼 e

𝑏 ∈ 𝛽 e fazendo 𝛼𝛽 := [𝑎𝑏] (segue que [𝑎] [𝑏] = [𝑎𝑏]).
Analogamente, definimos a classe inversa de 𝛼 por 𝛼−1 := [𝑎−1] em que 𝑎 ∈ 𝛼. A próxima

proposição nos guia para a formação de um grupo sobre as classes de homotopias com as operações

definidas há pouco.

Proposição .12. Sejam 𝑎, 𝑏, 𝑐 : 𝐼 → 𝑋 caminhos tais que cada um deles termina onde o seguinte

começa. Sejam 𝛼 := [𝑎], 𝛽 := [𝑏] e 𝛾 := [𝑐] suas classes de homotopia. Além disso, temos

𝑥 = 𝑎(0) a origem de 𝑎, 𝑦 = 𝑎(1) seu fim, 𝜀𝑥 = [𝑒𝑥] e 𝜀𝑦 = [𝑒𝑦]. Tem-se então:

1. 𝛼𝛼−1 = 𝜀𝑥

2. 𝛼−1𝛼 = 𝜀𝑦

3. 𝜀𝑥𝛼 = 𝛼 = 𝛼𝜀𝑦

127



Homotopia

4. (𝛼𝛽)𝛾 = 𝛼(𝛽𝛾)

Definição .13. O conjunto das classes de homotopia (com extremos fixos) dos caminhos num

espaço topológico 𝑋 munido das leis de composição acima definidas, chama-se grupoide funda-

mental de 𝑋 e é frequentemente representado por Π(𝑋).

Assim, considere pares do tipo (𝑋, 𝑥0) em que 𝑥0 ∈ 𝑋 será chamado de ponto base do espaço

topológico 𝑋.

Definição .14. Os caminhos fechados em 𝑥0 da forma 𝑎 : (𝐼, 𝜕𝐼) → (𝑋, 𝑥0) serão chamados

caminhos fechados com base 𝑥0 e consideraremos as homotopias relativas a 𝜕𝐼. O subconjunto

Π1(𝑋, 𝑥0) do grupoide fundamental, formado pelas classes de homotopia de caminhos fechados

com base em 𝑥0 constitui um grupo, chamado grupo fundamental do espaço 𝑋 com base no

ponto 𝑥0.

Proposição .15. Se 𝑥0 e 𝑥1 pertencem à mesma componente conexa por caminhos de 𝑋, então

Π1(𝑋, 𝑥0) e Π(𝑋, 𝑥1) são isomorfos. Mais precisamente, cada classe de homotopia 𝛾 de caminhos

que ligam 𝑥0 a 𝑥1 induz um isomorfismo 𝛾 : Π1(𝑋, 𝑥1) → Π1(𝑋, 𝑥0) dado por 𝛾(𝑎) = 𝛾𝑎𝛾−1.

𝑥0 𝑥1
𝑓

𝛾

𝑋

Como consequência direta da proposição acima, se 𝑋 é conexo por caminhos, então para quais-

quer pontos básicos 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝑋 os grupos fundamentais Π1(𝑋, 𝑥0) e Π1(𝑋, 𝑥1) são isomorfos.

Proposição .16. Π1(𝑆1, 0) é isomorfo a (Z,+).

Definição .17. Dizemos que um espaço 𝑋 conexo por caminhos é simplesmente conexo quando

seu grupo fundamental é trivial.
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No que se segue 𝑅 denotará um anel comutativo com unidade 1𝑅.

Definição .1. Um 𝑅-módulo a esquerda 𝑀 consiste de um grupo abeliano (𝑀,+) e uma

operação · : 𝑅 × 𝑀 → 𝑀 tal que, dados 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 e 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 quaisquer, temos que:

1. 𝑟 · (𝑥 + 𝑦) = 𝑟 · 𝑥 + 𝑟 · 𝑦

2. (𝑟 + 𝑠) · 𝑥 = 𝑟 · 𝑥 + 𝑠 · 𝑥

3. (𝑟𝑠) · 𝑥 = 𝑟 · (𝑠 · 𝑥)

4. 1𝑅 · 𝑥 = 𝑥

De maneira análoga se a operação · é definida como · : 𝑀 × 𝑅 → 𝑀 temos um 𝑅-módulo a

direita. Se temos as duas operações tanto à esquerda como à direita e elas são compat́ıveis,

temos um 𝑅-módulo.

Definição .2. Seja M um R-módulo. Um conjunto 𝑋 ⊂ 𝑀 é dito uma base para 𝑀 se todo

elemento de 𝑀 pode ser escrito unicamente como uma combinação linear finita de elementos de

𝑋 com coeficientes em 𝑅. Equivalentemente:

1. Dado 𝑚 ∈ 𝑀 , existem 𝜆1, ..., 𝜆𝑛 ∈ 𝑅 e 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 tais que 𝑚 = 𝜆1𝑥1 + ...𝜆𝑛𝑥𝑛 . Em outras

palavras, X gera 𝑀 ;

2. Dados 𝜆1, ..., 𝜆𝑛 , 𝜇1, ..., 𝜇𝑛 ∈ 𝑅 e𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ 𝑀, se 𝜆1𝑥1 + ... + 𝜆𝑛𝑥𝑛 = 𝜇1𝑥1 + ... + 𝜇𝑛𝑥𝑛 , então

𝜆𝑖 = 𝜇𝑖 para 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛. Em outras palavras, 𝑋 é um conjunto linearmente independente.

Dizemos que um 𝑅-módulo é livre se ele admite base.

Exemplo .3.

1. 𝑀 = 𝑅 × ... × 𝑅, com a base canônica 𝐵 = (1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1);

2. 𝑀 = 𝑅[𝑋] é um A-módulo livre com base 𝐵 = 1, 𝑋, 𝑋2, . . .;

3. Os inteiros de Gauss 𝑀 = Z + 𝑖Z com a base 𝐵 = 1, 𝑖 é um Z-módulo livre.

Em particular, quando tomamos 𝑅 = Z, temos os grupos abelianos.

Definição .4. Uma sequência de 𝑅-módulos com { 𝑓𝑝}𝑝∈N mapas lineares em 𝑅 da forma

· · · → 𝐴𝑝−1
𝑓𝑝−1→ 𝐴𝑝

𝑓𝑝→ 𝐴𝑝+1
𝑓𝑝+1→ 𝐴𝑝+2 → . . .

é dita exata se Im 𝑓𝑝 = ker 𝑓𝑝+1 para todo 𝑝 ∈ Z.
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Definição .5. Dizemos que a sequência de 𝑅-módulos

0→ 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0

é sequência exata curta se é exata em 𝐴, 𝐵 e 𝐶, i.e.,

1. Im 𝑓 = ker 𝑔;

2. 𝑓 é injetora;

3. 𝑔 é sobrejetora;

Observe que, se a sequência é exata em 𝐴𝑝+1 vale que Im 𝑓𝑝 = ker 𝑓𝑝+1 e portanto 𝑓𝑝+1 ◦ 𝑓𝑝 = 0.

Mais ainda, numa sequência exata curta como na Definição .5, estamos sob as hipóteses do

primeiro teorema do isomorfismo, o que nos dá que 𝐶 � 𝐵/ker 𝑔 = 𝐵/Im 𝑓 � 𝐵/𝐴. Podemos

ver o módulo quociente 𝐵/Im 𝑓 do mapa linear 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 é um tipo de “dual” do submódulo

ker 𝑓 = {𝑎 ∈ 𝐴 : 𝑓 (𝑎) = 0}, o que nos inspira na próxima definição:

Definição .6. Dado 𝑓 : 𝐴→ 𝐵 um mapa 𝑅-linear, o módulo quociente é denominado de cokernel

de 𝑓 e denotado por Coker 𝑓 .

Note que, numa sequência exata curta 0→ 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0, vale que Coker 𝑓 = 𝐵/Im 𝑓 � 𝐶 =

Im𝑔 (donde a última igualdade decorre do fato de 𝑔 ser sobrejetora). Vamos usar essa observação

para construir uma sequência exata curta a partir de uma sequência exata longa

· · · → 𝐴𝑝−2
𝑓𝑝−2→ 𝐴𝑝−1

𝑓𝑝−1→ 𝐴𝑝
𝑓𝑝→ 𝐴𝑝+1

𝑓𝑝+1→ 𝐴𝑝+2 → . . .

Vamos fixar um 𝑝 ∈ Z e considerar 𝐴𝑝. Claramente, vale que existe uma sobrejeção 𝐴𝑝
𝑓𝑝→ Im 𝑓𝑝.

Mas, como a sequência é exata, Im 𝑓𝑝 = ker 𝑓𝑝+1 e portanto existe uma sobrejeção 𝐴𝑝
𝑓𝑝→ ker 𝑓𝑝+1.

Novamente, usando o primeiro teorema do isomorfismo e o fato de ker 𝑓𝑝 = Im 𝑓𝑝−1, podemos

concluir que

𝐴𝑝/Im 𝑓𝑝−1 = 𝐴𝑝/ker 𝑓𝑝 � Im 𝑓𝑝 = ker 𝑓𝑝+1

e assim podemos considerar a sequência exata curta

0→ Im 𝑓𝑝−1
𝑓𝑝−1→ 𝐴𝑝

𝑓𝑝→ ker 𝑓𝑝+1 → 0

Mas vale que Coker 𝑓𝑝−2 = 𝐴𝑝−1/Im 𝑓𝑝−2 � Im 𝑓𝑝−1 pela observação que fizemos acima, logo temos

a sequência exata curta

0→ Coker 𝑓𝑝−2 → 𝐴𝑝 → ker 𝑓𝑝+1 → 0

Se estamos num contexto de espaços vetoriais (isto é, quando 𝑅 é um corpo), temos que

𝐴𝑝/ker 𝑓𝑝 � Im 𝑓𝑝 implica que 𝐴𝑝 � ker 𝑓𝑝 ⊕ Im 𝑓𝑝 = Im 𝑓𝑝−1 ⊕ Im 𝑓𝑝. Assim, se 𝐴𝑝−1 e 𝐴𝑝+1 têm

dimensões finitas, vale que 𝐴𝑝 também o têm.

Definição .7. Dizemos que uma sequência exata curta de 𝑅-módulos 0 → 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0

cindi (ou ainda que é uma sequência cindida) se o submódulo 𝑓 (𝐴) é soma direta em 𝐵, i.e.,

se 𝐵 = 𝑓 (𝐴) ⊕ 𝐷 para algum submódulo 𝐷 de 𝐵.
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Como Im 𝑓 = ker 𝑔, 𝑓 é injetora e 𝑔 é sobrejetora, então a restrição 𝑔 |𝐷 é uma bijeção em 𝐶 (pois

ker 𝑔 |𝐷 = {0}, já que ker 𝑔 = Im 𝑓 = 𝑓 (𝐴)). Logo, existe um isomorfismo 𝜃 : 𝐵 → 𝐴 ⊕ 𝐶 definido

tal que 𝜃 | 𝑓 (𝐴) = 𝑓 −1 e 𝜃𝐷 = 𝑔. Ou seja, numa sequência exata que cinde, vale que 𝐵 � 𝐴 ⊕ 𝐶.

Proposição .8. Seja 0 → 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0 uma sequência exata curta de 𝑅-módulos. São

equivalentes:

1. A sequência cinde;

2. Existe 𝑝 : 𝐵→ 𝐴 mapa linear tal que 𝑝 ◦ 𝑓 = id𝐴

3. Existe 𝑗 : 𝐶 → 𝐵 mapa linear tal que 𝑔 ◦ 𝑗 = id𝐶

Corolário .9. Seja 0 → 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0 uma sequência exata curta de 𝑅-módulos. Se 𝐶 é

livre, então a sequência cinde.

Exemplo .10. (Sequência exata que não cinde) Dado 𝑚 ∈ N, considere a sequência 0 →
𝑚Z

𝑖→ Z
𝜋→ Z/𝑚Z, em que 𝑖 é a inclusão e 𝜋 é a projeção tal que 𝜋(𝑛) = 𝑛 mod 𝑚. Claramente 𝑖 é

injetora e 𝜋 é sobrejetora. Além disso, também é óbvio que Im𝑖 = ker 𝜋. Logo, de fato a sequência

é exata. Mas repare que qualquer homomorfismo sobrejetor 𝑝 de Z para 𝑚Z deveria mandar 1

em 𝑚, e portanto 𝑝 ◦ 𝑖 ≠ id𝑚Z.

Proposição .11. Considere um diagrama comutativo com 𝛼, 𝛽 e 𝛾 isomorfismos. Se a linha de

cima é exata, então a linha debaixo também o é.

𝐴
𝑓 //

𝛼

��

𝐵
𝑔 //

𝛽

��

𝐶

𝛾

��
𝐴′

𝑓 ′ // 𝐵′
𝑔′ // 𝐶′

Definição .12. Dado um 𝑅-módulo 𝐴, o 𝑅-módulo Hom(𝐴, 𝑅) formado pelo conjunto de todos

os 𝑅 mapas lineares de 𝐴 em 𝑅 é denominado de dual de 𝐴. Dados dois 𝑅-módulos 𝐴 e 𝐵 e um

𝑅 mapa linear 𝑓 : 𝐴→ 𝐵, definimos o mapa 𝑅-linear

𝑓 𝑇 : Hom(𝐵, 𝑅) → Hom(𝐴, 𝑅)

por 𝑓 𝑇 (𝜑) = 𝜑 ◦ 𝑓 para qualquer 𝜑 ∈ Hom(𝐵, 𝑅). O mapa 𝑓 𝑇 é denominado de mapa linear

dual de 𝑓 e também é denotado por Hom( 𝑓 , 𝑅) ou Hom( 𝑓 , id𝑅).

Em outras palavras, o dual de 𝑓 é o mapa linear que torna o seguinte diagrama comutativo:

𝐵
𝑓 //

𝑓 𝑇 (𝜑) ��

𝐶

𝜑

��
𝐴

Vale que, se 𝑓 : 𝐴→ 𝐵 e 𝑔 : 𝐵→ 𝐶 são mapas lineares entre 𝑅-módulos, então

1. (𝑔 ◦ 𝑓 )𝑇 = 𝑓 𝑇 ◦ 𝑔𝑇 ;

2. id𝑇𝐴 = idHom(𝐴,𝑅) ;
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Proposição .13. Seja 𝑔 : 𝐵→ 𝐶 um mapa linear entre 𝑅-módulos.

1. Se 𝑔 é um isomorfismo, então 𝑔𝑇 também o é;

2. Se 𝑔 é zero, então 𝑔𝑇 também o é;

3. Se a sequência 𝐵
𝑔
→ 𝐶 → 0 é exata, então a sequência 0 → Hom(𝐶, 𝑅)

𝑔𝑇

→ Hom(𝐵, 𝑅)
também o é;

Se a sequência de 𝑅-módulos 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0 é exata, então a sequência 0 → Hom(𝐶, 𝑅)

𝑔𝑇

→
Hom(𝐵, 𝑅)

𝑓 𝑇

→ Hom(𝐴, 𝑅) também o é.

Mais ainda, se 0 → 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0 cinde, então 0 → Hom(𝐶, 𝑅)

𝑔𝑇

→ Hom(𝐵, 𝑅)
𝑓 𝑇

→
Hom(𝐴, 𝑅) → 0 também cinde.

Combinando as enunciados das Proposições .13 e .13, podemos mostrar a seguinte proposição

que é a única razão pela a qual retomamos toda a construção de sequências exatas.

Proposição .14. Se 0 → 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0 é uma sequência exata curta e 𝐶 é um 𝑅-módulo

livre, então 0 → Hom(𝐶, 𝑅)
𝑔𝑇

→ Hom(𝐵, 𝑅)
𝑓 𝑇

→ Hom(𝐴, 𝑅) → 0 é uma sequência exata curta que

cinde.

1 Hom
Definição .15. Seja 𝐴 um 𝑅-módulo. Dado 𝐵 um 𝑅-módulo qualquer, considere Hom𝑅 (𝐵, 𝐴)
o 𝑅-módulo de todos os mapas lineares de 𝐵 para 𝐴 com a operação de composição de funções.

Dado 𝑓 : 𝐵→ 𝐶 um mapa linear em 𝑅 , definimos Hom𝑅 ( 𝑓 , 𝐴) : Hom𝑅 (𝐶, 𝐴) → Hom𝑅 (𝐵, 𝐴) por
Hom𝑅 ( 𝑓 , 𝐴) (𝜑) = 𝜑 ◦ 𝑓 para toda 𝜑 ∈ Hom𝑅 (𝐶, 𝐴).

O que temos é o seguinte diagrama comutativo:

𝐵
𝑓 //

Hom𝑅 ( 𝑓 ,𝐴) (𝜑) ��

𝐶

𝜑

��
𝐴

Vale notar que Hom𝑅 ( 𝑓 , 𝐴) é contravariante: de fato, temos que

Hom𝑅 (𝑔 ◦ 𝑓 , 𝐴) (𝜑) = 𝜑 ◦ (𝑔 ◦ 𝑓 ) = (𝜑 ◦ 𝑔) ◦ 𝑓 =

= Hom𝑅 ( 𝑓 , 𝐴) (𝜑 ◦ 𝑔) = Hom𝑅 ( 𝑓 , 𝐴) ◦ (Hom𝑅 (𝑔, 𝐴) (𝜑))

Proposição .16. Seja 𝐴 um 𝑅-módulo fixado e 𝑔 : 𝐵→ 𝐶 um mapa linear entre 𝑅-módulos.

1. Se 𝑔 é um isomorfismo, então Hom(𝑔, 𝐴) também o é;

2. Se 𝑔 é zero, então Hom(𝑔, 𝐴) também o é;
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3. Se a sequência 𝐵
𝑔
→ 𝐶 → 0 é exata, então a sequência 0→ Hom(𝐶, 𝐴)

Hom(𝑔,𝐴)
→ Hom(𝐵, 𝐴)

também o é;

Proposição .17. Seja 𝑀 um 𝑅-módulo. Se a sequência de 𝑅-módulos 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0 é exata,

então a sequência 0→ Hom(𝐶, 𝑀)
Hom(𝑔,𝑀 )
→ Hom(𝐵, 𝑀)

Hom( 𝑓 ,𝑀 )
→ Hom(𝐴, 𝑀) também o é.

Mais ainda, se 0→ 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0 cinde, então 0→ Hom(𝐶, 𝑀)

Hom(𝑔,𝑀 )
→ Hom(𝐵, 𝑀)

Hom( 𝑓 ,𝐴)
→

Hom(𝐴, 𝑀) → 0 também cinde.

Vamos enunciar, porém não demonstrar, um resultado que garante uma equivalência da exa-

tidão da sequência com a exatidão da dual, e não apenas uma das implicações como na Proposição

.17.

Proposição .18. Seja 𝑀 um 𝑅-módulo fixado. A sequência de 𝑅-módulos

𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0

é exata, se, e somente se, a sequência

0→ Hom(𝐶, 𝑀)
Hom(𝑔,𝑀 )
→ Hom(𝐵, 𝑀)

Hom( 𝑓 ,𝑀 )
→ Hom(𝐴, 𝑀)

é exata para todos os 𝑅-módulos 𝑀.

Proposição .19. Se 0 → 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0 é uma sequência exata curta e 𝐶 é um 𝑅-módulo

livre, então 0→ Hom(𝐶, 𝑅)
Hom(𝑔,𝑀 )
→ Hom(𝐵, 𝑅)

Hom( 𝑓 ,𝑀 )
→ Hom(𝐴, 𝑅) → 0 é uma sequência exata

curta que cinde.

Definição .20. Dado um 𝑅-módulo fixado 𝐴, para qualquer 𝑅-módulo 𝐵 vamos considerar

Hom𝑅 (𝐴, 𝐵) novamente como o 𝑅-módulo de todos os mapas lineares de 𝐵 para 𝐴 com a operação

de composição de funções. Dados dois 𝑅-módulos 𝐵 e 𝐶, para qualquer função 𝑓 : 𝐵 → 𝐶 que

seja 𝑅-linear, faça

Hom𝑅 (𝐴, 𝑓 ) : Hom𝑅 (𝐴, 𝐵) → Hom𝑅 (𝐴,𝐶)

dado por Hom𝑅 (𝐴, 𝑓 ) (𝜑) = 𝑓 ◦ 𝜑 qualquer que seja 𝜑 ∈ Hom𝑅 (𝐴, 𝐵).

O que temos, agora, é o seguinte diagrama comutativo:

𝐴

𝜑

��

Hom𝑅 (𝐴, 𝑓 ) (𝜑)

��
𝐵

𝑓
// 𝐶

Iremos denotar Hom𝑅 (𝐴, 𝑓 ) por Hom𝑅 (id𝐴, 𝑓 ) ou Hom𝑅 (id, 𝑓 ) ou, mais sucintamente, por 𝑓 ∗.

Note que sendo 𝑓 : 𝐵→ 𝐶 e 𝑔 : 𝐶 → 𝐷 dois mapas lineares entre 𝑅-módulos, vale que

Hom𝑅 (𝐴, 𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝜑) = (𝑔 ◦ 𝑓 ) ◦ 𝜑 = 𝑔 ◦ ( 𝑓 ◦ 𝜑)

= 𝑔 ◦ (Hom𝑅 (𝐴, 𝑓 ) (𝜑)) = Hom𝑅 (𝐴, 𝑓 ) ◦ (Hom𝑅 (𝐴, 𝑔) (𝜑))
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e portanto Hom𝑅 (𝐴, 𝑓 ) é de fato covariante, como prometido. Novamente para simplificar a

notação, vamos escrever Hom𝑅 (𝐴, 𝑓 ) omitindo o sub́ındice 𝑅. Dizemos que Hom(𝑀,−) é um

funtor exato a direita.

Proposição .21. Seja 𝑀 um 𝑅-módulo. Se a sequência de 𝑅-módulos 0→ 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 é exata,

então a sequência 0→ Hom(𝑀, 𝐴)
Hom(𝑀, 𝑓 )
→ Hom(𝑀, 𝐵)

Hom(𝑀,𝑔)
→ Hom(𝑀,𝐶) também o é.

Mais ainda, se 0→ 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0 cinde, então 0→ Hom(𝑀, 𝐴)

Hom(𝑀, 𝑓 )
→ Hom(𝑀, 𝐵)

Hom(𝑀,𝑔)
→

Hom(𝑀,𝐶) → 0 também cinde.

Proposição .22. A sequência 0→ 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 é exata se, e somente se,

0→ Hom(𝑀, 𝐴)
Hom(𝑀, 𝑓 )
→ Hom(𝑀, 𝐵)

Hom(𝑀,𝑔)
→ Hom(𝑀,𝐶)

é exata para todo 𝑅-módulo 𝑀.

Proposição .23. Se 0 → 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶 → 0 é uma sequência exata curta e 𝐶 é um 𝑅-módulo

livre, então

0→ Hom(𝐴, 𝑅)
Hom(𝑀, 𝑓 )
→ Hom(𝑀, 𝐵)

Hom(𝑀,𝑔)
→ Hom(𝑀,𝐶) → 0

é uma sequência exata curta que cinde.
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1 Generalidades
Definição .1. Um complexo de cadeia (também denominado simplesmente de complexo ou

ainda de complexo diferencial) é um 𝑅-módulo Z-graduado 𝐶 =
⊕

𝑝∈Z𝐶
𝑝 munido de um mapa

𝑅-linear 𝑑 : 𝐶 → 𝐶 que satisfaz 𝑑𝐶 𝑝 ⊂ 𝐶 𝑝+1 e 𝑑 ◦ 𝑑 = 0. Denotamos a restrição 𝑑 |𝐶𝑝 por 𝑑 𝑝.

Definição .2. Dado um complexo (𝐶, 𝑑), definimos os 𝑅-módulos Z-graduado

𝐵∗(𝐶) = Im𝑑 e 𝑍∗(𝐶) = ker 𝑑.

Mais ainda, definimos também 𝐵𝑝 (𝐶) = Im𝑑 𝑝−1 e 𝑍 𝑝 (𝐶) = ker 𝑑 𝑝.

Agora, como 𝑑 ◦ 𝑑 = 0, nós temos 𝐵∗(𝐶) ⊂ 𝑍∗(𝐶) ⊂ 𝐶 o que nos garante que há sentido em

definir os espaços quocientes 𝑍 𝑝 (𝐶)/𝐵𝑝 (𝐶).

Definição .3. Dado um complexo (𝐶, 𝑑) de 𝑅-módulos, definimos o espaço de cohomologia

𝐻∗(𝐶) por
𝐻∗(𝐶) :=

⊕
𝑝∈Z

𝐻 𝑝 (𝐶)

em que o 𝑝-ésimo grupo de cohomologia 𝐻 𝑝 (𝐶) é o espaço quociente

𝐻 𝑝 (𝐶) = (ker 𝑑 ∩ 𝐶 𝑝)/(Im𝑑 ∩ 𝐶 𝑝) = ker 𝑑 𝑝/Im𝑑 𝑝−1 = 𝑍 𝑝 (𝐶)/𝐵𝑝 (𝐶)

Elementos de 𝐶 𝑝 são denominados de 𝑝-cocadeias ou cocadeias, de 𝑍 𝑝 (𝐶) = ker 𝑑 𝑝 são

denominados de 𝑝-cociclos ou cociclos e, por fim, de 𝐵𝑝 (𝐶) = Im𝑑 𝑝−1 são denominados de

𝑝-cofronteiras, 𝑝-cobordos ou de cofronteiras.

Dado um cociclo 𝑎 ∈ 𝑍 𝑝 (𝐶), a sua classe de cohomologia 𝑎 + Im𝑑 𝑝−1 será denotada por [𝑎].
Diremos que um complexo 𝐶 é aćıclico se a sua cohomologia é trivial, i.e., se 𝐻 𝑝 (𝐶) = 0 para

todo 𝑝 ∈ Z.
Geralmente, quando estamos interessados em calcular espaços de cohomologia consideramos

complexos de cadeia tais que 𝐶 𝑝 = 0 para todo 𝑝 < 0, i.e., olhamos para objetos da forma:

0
𝑑−1→ 𝐶0 𝑑0→ 𝐶1 𝑑1→ · · · → 𝐶 𝑝−1

𝑑𝑝−1
→ 𝐶 𝑝

𝑑𝑝

→ 𝐶 𝑝+1
𝑑𝑝+2
→ 𝐶 𝑝+2 → . . .

e usualmente escrevemos 𝛿𝑝 no lugar de 𝑑 𝑝. Já quando temos interesse de calcular espaços de

homologia, queremos observar a outra parte da sequência, i.e., consideramos complexos de cadeia
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com 𝐶 𝑝 = 0 para todo 𝑝 > 0 e nesse caso temos um conteúdo da forma

· · · → 𝐶−(𝑝+1)
𝑑−(𝑝+1)→ 𝐶−𝑝

𝑑−𝑝→ 𝐶−(𝑝−1)
𝑑−(𝑝−1)→ 𝐶−(𝑝−2) → · · · → 𝐶−1

𝑑−1→ 𝐶0 𝑑0→ 0

fazendo uma mudança na notação e trocando o ı́ndice negativo do sobrescrito −𝑝 por um ı́ndice

subscrito positivo 𝑝, temos o diagrama

· · · → 𝐶𝑝+1
𝑑𝑝+1→ 𝐶𝑝

𝑑𝑝→ 𝐶𝑝−1
𝑑𝑝−1→ 𝐶𝑝−2 → · · · → 𝐶1

𝑑1→ 𝐶0
𝑑0→ 0

De maneira equivalente, podeŕıamos escrever:

0
𝑑0← 𝐶0

𝑑1← 𝐶1
𝑑2← . . .

𝑑𝑝−1← 𝐶𝑝−1
𝑑𝑝← 𝐶𝑝

𝑑𝑝+1← 𝐶𝑝+1
𝑑𝑝+2← . . .

Quando estamos nesse último caso, também vamos denotar o espaço 𝐻−𝑝 (𝐶) por 𝐻𝑝 (𝐶) (sendo
𝑝 ≥ 0) e chamaremos 𝐻𝑝 (𝐶) de 𝑝-ésimo grupo de homologia. É comum nesse casos usarmos a

notação 𝜕𝑝 no lugar de 𝑑 𝑝.

Note que 𝐻𝑝 (𝐶) = ker 𝑑𝑝/Im𝑑𝑝+1 e, de maneira similar se escrevermos 𝑍𝑝 (𝐶) = ker 𝑑𝑝 e

𝐵𝑝 (𝐶) = Im𝑑𝑝+1 e assim 𝐻 𝑝 (𝐶) = 𝑍𝑝 (𝐶)/𝐵𝑝 (𝐶) . Ressaltemos a escolha da palavra similar e

não idêntica, pois anteriormente definimos 𝐵𝑝 = Im𝑑 𝑝−1. Elementos de 𝐶𝑝 são denominados de

cadeias, de 𝑍𝑝 (𝐶) são denominados de ciclos e de 𝐵𝑝 (𝐶) são denominados de bordos.

Definição .4. Sejam (𝐶, 𝑑𝐶) e (𝐷, 𝑑𝐷) dois complexos de cadeias. Um mapa de cadeias

𝑓 : 𝐶 → 𝐷 é uma famı́lia 𝑓 = ( 𝑓 𝑝) de mapas 𝑅-lineares 𝑓 : 𝐶 𝑝 → 𝐷 𝑝 tais que 𝑑𝐷 ◦ 𝑓 𝑝 = 𝑓 𝑝+1 ◦𝑑𝐶
para todo 𝑝 ∈ Z. Isto é, é um conjunto de homomorfismos que torna o seguinte diagrama

comutativo:

. . .
𝑑𝐶 // 𝐶 𝑝−1

𝑑𝐶 //

𝑓 𝑝−1
��

𝐶 𝑝
𝑑𝐶 //

𝑓 𝑝

��

𝐶 𝑝+1
𝑑𝐶 //

𝑓 𝑝+1
��

𝐶 𝑝+2
𝑑𝐶 //

𝑓 𝑝+2
��

. . .

. . .
𝑑𝐷

// 𝐷 𝑝−1
𝑑𝐷

// 𝐷 𝑝

𝑑𝐷

// 𝐷 𝑝+1
𝑑𝐷

// 𝐷 𝑝+2
𝑑𝐷

// . . .

Omapa de cadeia 𝑓 : 𝐶 → 𝐷 induz o mapa 𝑓 ∗ : 𝐻∗(𝐶) → 𝐻∗(𝐷), i.e., cada mapa 𝑓 𝑝 : 𝐶 𝑝 → 𝐷 𝑝

induz um mapa ( 𝑓 𝑝)∗ : 𝐻 𝑝 (𝐶) → 𝐻 𝑝 (𝐷).

Proposição .5. Dado um mapa de cadeias 𝑓 : 𝐶 → 𝐷 vale que, para qualquer 𝑝 ∈ Z, a função

( 𝑓 𝑝)∗ : 𝐻 𝑝 (𝐶) → 𝐻 𝑝 (𝐷) dada por [𝑎] ↦→ [ 𝑓 𝑝 (𝑎)] para qualquer 𝑎 ∈ 𝑍 𝑝 (𝐶) é um homomorfismo.

Logo, 𝑓 : 𝐶 → 𝐷 induz um homomorfismo 𝑓 ∗ : 𝐻∗(𝐶) → 𝐻∗(𝐷).

Assim, sabemos que um mapa de cadeia induz um homomorfismo nos espaços de cohomologia.

A pergunta agora é: dados dois mapas de cadeias 𝑓 : 𝐶 → 𝐷 e 𝑔 : 𝐶 → 𝐷, que condição seria

capaz de garantir que 𝑓 ∗ = 𝑔∗?

Definição .6. Dados dois mapas de cadeia 𝑓 : 𝐶 → 𝐷 e 𝑔 : 𝐶 → 𝐷, uma homotopia de

cadeias entre 𝑓 e 𝑔 é uma famı́lia 𝑠 = (𝑠𝑝)𝑝∈Z de mapas 𝑅-lineares 𝑠𝑝 : 𝐶 𝑝 → 𝐷 𝑝−1 tais que

𝑑𝐷 ◦ 𝑠𝑝 + 𝑠𝑝+1 ◦ 𝑑𝐶 = 𝑓 𝑝 − 𝑔𝑝 qualquer que seja 𝑝 ∈ Z. Isto é, 𝑠 faz o seguinte diagrama ser

comutativo, em que ℎ = 𝑓 − 𝑔:
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. . .
𝑑𝐶 // 𝐶 𝑝−1

𝑑𝐶 //

ℎ𝑝−1
��

𝐶 𝑝
𝑑𝐶 //

ℎ𝑝

��𝑠𝑝||

𝐶 𝑝+1
𝑑𝐶 //

ℎ𝑝+1
��𝑠𝑝+1||

. . .

. . .
𝑑𝐷

// 𝐷 𝑝−1
𝑑𝐷

// 𝐷 𝑝

𝑑𝐷

// 𝐷 𝑝+1
𝑑𝐷

// . . .

Proposição .7. Dados dois mapas de cadeia 𝑓 : 𝐶 → 𝐷 e 𝑔 : 𝐶 → 𝐷 entre dois complexos 𝐶 e

𝐷, se 𝑠 é uma homotopia de cadeias entre 𝑓 e 𝑔, então 𝑓 ∗ = 𝑔∗.

Proposição .8. Qualquer sequência exata curta 0 → 𝑋
𝑓
→ 𝑌

𝑔
→ 𝑍 → 0 de complexos 𝑋, 𝑌 e 𝑍

dá origem a uma sequência de cohomologias

𝐻 𝑝 (𝑋)
𝑓 ∗

→ 𝐻 𝑝 (𝑌 )
𝑔∗

→ 𝐻 𝑝 (𝑍)

que é exata para todo 𝑝, o que significa que Im 𝑓 ∗ = ker 𝑔∗ para todo 𝑝.

Observamos que não é verdade em geral que uma sequência exata curta 0→ 𝑋
𝑓
→ 𝑌

𝑔
→ 𝑍 → 0 de

complexos de cadeia dê origem a uma sequência exata curta 0→ 𝐻 𝑝 (𝑋)
𝑓 ∗

→ 𝐻 𝑝 (𝑌 )
𝑔∗

→ 𝐻 𝑝 (𝑍) → 0

nos espaços de cohomologia. Entretanto, é verdade que ela dá origem a uma sequência exata

longa nos espaços de cohomologia, que é o resultado do próximo teorema:

Teorema .9. (Zigue-Zague) Para qualquer sequência exata curta 0 → 𝑋
𝑓
→ 𝑌

𝑔
→ 𝑍 → 0 de

complexos 𝑋,𝑌 e 𝑍, existem homomorfismos 𝛿𝑝 : 𝐻 𝑝 (𝑍) → 𝐻 𝑝+1(𝑋) que dão origem, para todo

𝑝 ∈ Z, a uma sequência exata longa de cohomologias da forma

· · · → 𝐻 𝑝−1(𝑍) 𝛿
𝑝−1
−→ 𝐻 𝑝 (𝑋)

𝑓 ∗

→ 𝐻 𝑝 (𝑌 )
𝑔∗

→ 𝐻 𝑝 (𝑍) 𝛿𝑝

−→ 𝐻 𝑝+1(𝑋)
𝑓 ∗

→

𝑓 ∗
→ 𝐻 𝑝+1(𝑌 )

𝑔∗
→ 𝐻 𝑝+1(𝑍) 𝛿

𝑝+1
−→ 𝐻 𝑝+2(𝑋) → . . .

Definição .10. Dadas duas sequências exatas curtas de complexos 0 → 𝑋
𝑓
→ 𝑌

𝑔
→ 𝑍 → 0 e

0 → 𝑋 ′
𝑓 ′
→ 𝑌 ′

𝑔′
→ 𝑍 ′ → 0, um morfismo entre essas duas sequências exatas é um diagrama

comutativo:

0 // 𝑋
𝑓 //

𝛼

��

𝑌
𝑔 //

𝛽

��

𝑍 //

𝛾

��

0

0 // 𝑋 ′
𝑓 ′
// 𝑌 ′

𝑔′
// 𝑍 ′ // 0

em que 𝛼, 𝛽 e 𝛾 são mapas de cadeia.

Proposição .11. Para qualquer morfismo de sequências exatas de complexos de cadeia

0 // 𝑋
𝑓 //

𝛼

��

𝑌
𝑔 //

𝛽

��

𝑍 //

𝛾

��

0

0 // 𝑋 ′
𝑓 ′
// 𝑌 ′

𝑔′
// 𝑍 ′ // 0

o seguinte diagrama comuta:
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. . . // 𝐻 𝑝 (𝑋) 𝑓 ∗ //

𝛼∗

��

𝐻 𝑝 (𝑌 ) 𝑔∗ //

𝛽∗

��

𝐻 𝑝 (𝑍) 𝛿𝑝
//

𝛾∗

��

𝐻 𝑝+1(𝑋) //

𝛼∗

��

. . .

. . . // 𝐻 𝑝 (𝑋 ′)
( 𝑓 ′ )∗

// 𝐻 𝑝 (𝑌 ′)
(𝑔′ )∗

// 𝐻 𝑝 (𝑍 ′)
(𝛿′ ) 𝑝
// 𝐻 𝑝+1(𝑋 ′) // . . .

Considere agora dois complexos (𝑋, 𝑑𝑋) e (𝑌, 𝑑𝑌 ). Podemos, sem maiores problemas, definir o

que seria a “soma direta” desses dois complexos. Para isso, definimos 𝑋 ⊕ 𝑌 como o complexo

que consiste dos módulos 𝑋 𝑝 ⊕ 𝑌 𝑝 com os mapas

𝑋 𝑝 ⊕ 𝑌 𝑝
𝑑
𝑝

𝑋
⊕𝑑𝑝

𝑌−→ 𝑋 𝑝+1 ⊕ 𝑌 𝑝+1

definidos de maneira que (𝑑 𝑝
𝑋
⊕ 𝑑 𝑝

𝑌
) (𝑥 + 𝑦) = 𝑑 𝑝

𝑋
(𝑥) + 𝑑 𝑝

𝑌
(𝑦) quaisquer que sejam 𝑥 ∈ 𝑋 𝑝 e 𝑦 ∈ 𝑌 𝑝.

Claramente, (𝑑 𝑝+1
𝑋
⊕ 𝑑 𝑝+1

𝑌
) ◦ (𝑑 𝑝

𝑋
⊕ 𝑑 𝑝

𝑌
) = 0. Como vimos antes, sem grandes surpresas segue que:

Proposição .12. Para quaisquer dois complexos (𝑋, 𝑑𝑋) e (𝑌, 𝑑𝑌 ), temos isomorfismos

𝐻 𝑝 (𝑋 ⊕ 𝑌 ) � 𝐻 𝑝 (𝑋) ⊕ 𝐻 𝑝 (𝑌 )

qualquer que seja 𝑝 ∈ Z.

Proposição .13. Considere o seguinte diagrama comutativo em que as linhas são exatas:

. . . // 𝐴
𝑓1 //

𝛼1
��

𝐵
𝑓2 //

𝛼2
��

𝐶
𝑓3 //

𝛼3
��

𝐷
𝑓4 //

𝛼4
��

𝐸 //

𝛼5
��

. . .

. . . // 𝐴′
𝑓 ′1

// 𝐵′
𝑓 ′2

// 𝐶′
𝑓 ′3

// 𝐷′
𝑓 ′4

// 𝐸 ′ // . . .

se 𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5 são isomorfismos, então 𝛼3 também é um isomorfismo.

2 Homologia Singular e Simplicial
Definição .14. Um 𝑛-simplexo é o menor conjunto convexo de R𝑚 contendo 𝑛 + 1 pontos

𝑣0, . . . , 𝑣𝑛 que não estão no mesmo hiperplano de dimensão menor que 𝑛, entendendo por hi-

perplano um conjunto de soluções de um sistema linear de 𝑘 variáveis da forma 𝑎𝑇𝑥 = 𝑏, com

1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. De maneira equivalente, exigimos que {𝑣1 − 𝑣0, . . . , 𝑣𝑛 − 𝑣0} seja linearmente indepen-

dente. Os pontos 𝑣𝑖 são chamados de vértices do 𝑛-simplexo, que é denotado por [𝑣0, . . . , 𝑣𝑛].

Por exemplo, temos o 𝑛-simplexo canônico descrito por

Δ𝑛 =

{
(𝑡0, . . . , 𝑡𝑛) ∈ R𝑛+1 |

∑︁
𝑖

𝑡𝑖 = 1 e 𝑡𝑖 ≥ 0 para todo 𝑖

}
.
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Isto é, este é o 𝑛-simplexo dado pelos vetores da base canônica do espaço 𝑛 dimensional. Note

que este conjunto, possui, dentre outros vetores, os vetores da base canônica do R𝑛.

Vale ressaltar a importância da ordenação na notação dos 𝑛-simplexos: ela determina a ori-

entação entre os vértices, fazendo a aresta [𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗] ser orientada de 𝑣𝑖 em direção à 𝑣 𝑗 sempre que

tivermos 𝑖 < 𝑗 na ordenação. Assim, determinamos um homeomorfismo canônico linear entre Δ𝑛

e qualquer [𝑣0, . . . , 𝑣𝑛] dado por (𝑣0, . . . , 𝑣𝑛) ↦→
∑
𝑖 𝑡𝑖𝑣𝑖, que preserva a ordem. De fato, o que

fazemos é a combinação convexa dos vetores de [𝑣0, . . . 𝑣𝑛]. As coordenadas 𝑡𝑖são chamadas de

coordenadas baricêntricas de do ponto
∑
𝑖 𝑡𝑖𝑣𝑖 em [𝑣0, . . . , 𝑣𝑛].

Definição .15. Dado um 𝑛-simplexo [𝑣0, . . . , 𝑣𝑛], a remoção de cada um dos 𝑛 + 1 vértices dele

faz com que o conjunto remanescente de 𝑛 vértices gere um 𝑛 − 1-simplexo, chamado uma face

de [𝑣0, . . . , 𝑣𝑛], preservando a orientação dos vértices como no 𝑛-simplexo original (no sentido de

respeitar a ordenação).

A próxima definição generaliza a ideia de fronteira (ou bordo) de um 𝑛-simplexo.

Definição .16. A união de todas as faces de Δ𝑛 é a fronteira de Δ𝑛 denotada por 𝜕Δ𝑛. O

simplexo aberto Δ̊𝑛 := Δ𝑛 − 𝜕Δ𝑛 é chamado de interior de Δ𝑛.

Podemos agora entender como essas estruturas servem de “tijolos” para a construção de espaços

mais complexos (harmoniosamente chamados de Δ-complexos) a partir de suas colagens.

Definição .17. Uma estrutura Δ-complexa em um espaço topológico 𝑋 é uma coleção de mapas

𝜎𝛼 : Δ𝑛 → 𝑋 com 𝑛 dependendo do ı́ndice 𝛼 tal que:

1. A restrição 𝜎𝛼 |Δ̊𝑛 é injetora, e cada ponto de 𝑋 é a imagem de exatamente uma restrição

𝜎𝛼 |Δ̊𝑛

2. Cada restrição 𝜎𝛼 numa face de Δ𝑛 é um dos mapas 𝜎𝛽 : Δ𝑛−1 → 𝑋(isto é, identificamos

as faces de Δ𝑛 com Δ𝑛−1 pelo homeomorfismo linear canônico entre elas que preserva o

ordenamento dos vértices).

3. Um conjunto 𝐴 ⊂ 𝑋 é aberto se, e somente se, 𝜎−1𝛼 (𝐴) é aberto em Δ𝑛 para cada 𝜎𝛼.

2.1 Homologia Simplicial

Definição .18. Seja 𝐾 um Δ-complexo.

Sendo 𝐶𝑝 (𝐾) todas as combinações lineares com coeficientes em Z de 𝑝-simplexos [𝛼0, . . . , 𝛼𝑝]
orientados em 𝐾, e 𝜕𝑝 : 𝐶𝑝 (𝐾) → 𝐶𝑝−1(𝐾) tal que

𝜕𝑝𝜎 =

𝑝∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 [𝛼0, . . . , 𝛼𝑖 , . . . , 𝛼𝑝]

em que [𝛼0, . . . , 𝛼𝑖 , . . . , 𝛼𝑝] é o (𝑝−1)-simplexo resultante da remoção do vértice 𝛼𝑖 do 𝑝-simplexos

[𝛼0, . . . , 𝛼𝑝]. Definimos 𝐻𝑝 (𝐾) = ker 𝜕𝑝/Im𝜕𝑝+1 o 𝑝-ésimo grupo de homologia simplicial de 𝐾.

139



Homologia e Cohomologia

2.2 Homologia Singular

Definição .19. Um 𝑛-simplexo singular num espaço 𝑋 é um mapa 𝜎 : Δ𝑛 → 𝑋 cont́ınuo.

Definição .20. Seja 𝐶𝑛 (𝑋) = 𝑆𝑛 (𝑋,Z) o grupo abeliano com base o conjunto de 𝑛-simplexos

singulares em 𝑋. Elementos de 𝐶𝑛 (𝑋), denominados de 𝑛-cadeias singulares, são somas finitas

formais
∑
𝑖 𝑛𝑖𝜎𝑖 para 𝑛𝑖 ∈ Z e 𝜎𝑖 : Δ

𝑛 → 𝑋.

Um Δ𝑝-simplexo tem 𝑝 + 1 faces sendo a 𝑖-ésima delas um (𝑝 − 1)-simplexo singular 𝜎 ◦ 𝜙𝑝−1
𝑖

:

Δ𝑝−1 → 𝑋 definida pela função 𝜙𝑝−1
𝑖

: Δ𝑝−1 → Δ𝑝.

Para esse complexo 𝑑𝑝 será denotado por 𝜕𝑝 e, dado um 𝑝-simplexo 𝜎, 𝜕𝜎 é definido como a

(𝑝 − 1)-cadeia singular dada por

𝜕𝜎 = 𝜎 ◦ 𝜙𝑝−10 − 𝜎 ◦ 𝜙𝑝−11 + · · · + (−1) 𝑝𝜎 ◦ 𝜙𝑝−1𝑝

e direto que 𝜕𝑝 ◦ 𝜕𝑝+1 = 0.

Assim, os grupos abelianos 𝑆𝑝 (𝑋;Z) junto com os mapas de fronteira 𝜕𝑝 formam um complexo

de cadeia denotado por 𝑆∗(𝑋;Z) denominado de complexo de cadeia singular de 𝑋.

Definição .21. O quociente

𝐻𝑝 (𝑋;Z) = 𝐻𝑝 (𝑆∗(𝑋;Z)) = ker 𝜕𝑝/Im𝜕𝑝+1

também denotado por 𝐻𝑝 (𝑋) é denominado de 𝑝-ésimo grupo de homologia singular de 𝑋.

Na homologia singular, uma função cont́ınua 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 entre dois espaços topológicos 𝑋 e 𝑌

induz um mapa de cadeia 𝑓# : 𝑆∗(𝑋;Z) → 𝑆∗(𝑌 ;Z) entre dois complexos de cadeia simpliciais

𝑆∗(𝑋;Z) e 𝑆∗(𝑌 ;Z) associados, respectivamente, a 𝑋 e 𝑌 . Esse mapa implica num homomorfismo

entre as homologias denotado por 𝑓∗, 𝑝 : 𝐻𝑝 (𝑋;Z) → 𝐻𝑝 (𝑌 ;Z), Assim, o mapa 𝑋 ↦→ (𝐻𝑝 (𝑋;Z))𝑝∈N
é um functor da categoria dos espaços topológicos com funções cont́ınuas para a categoria dos

grupos abelianos com homomorfismos.

Ainda mais, se 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 for um homeomorfismo, então 𝑓∗, 𝑝 : 𝐻𝑝 (𝑋;Z) → 𝐻𝑝 (𝑌 ;Z) é um

isomorfismo, isto é, grupos de homologia singulares são invariantes topológicos.

3 Homologia Relativa
Dado um espaço 𝑋 e um subespaço 𝐴 ⊂ 𝑋, seja 𝐶𝑛 (𝑋, 𝐴) o grupo quociente 𝐶𝑛 (𝑋)/𝐶𝑛 (𝐴). Logo,
cadeias em 𝐴 são triviais em 𝐶𝑛 (𝑋, 𝐴). Como a aplicação bordo 𝜕 : 𝐶𝑛 (𝑋) → 𝐶𝑛−1(𝑋) leva 𝐶𝑛 (𝐴)
em 𝐶𝑛−1(𝐴), ele induz uma aplicação bordo no quociente 𝜕 : 𝐶𝑛 (𝑋, 𝐴) → 𝐶𝑛−1(𝑋, 𝐴). Deixando 𝑛

variar, temos uma sequência de mapeamento de fronteiras · · · → 𝐶𝑛 (𝑋, 𝐴)
𝜕−→ 𝐶𝑛−1(𝑋, 𝐴) → . . .

Ainda temos que 𝜕2 = 0 já que essa relação é válida antes de passarmos ao quociente. De

fato, definimos 𝜕 (𝜎 +𝐶𝑛 (𝐴)) := 𝜕𝜎 + 𝜕𝐶𝑛 (𝐴), sendo este último o conjunto de todos os bordos de

𝐶𝑛 (𝐴). Logo, temos um complexo de cadeia, e os grupos de homologia ker 𝜕/Im𝜕 desse complexo

são definidos como os grupos de homologia relativa 𝐻𝑛 (𝑋, 𝐴).
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Proposição .22. Os grupos de homologia 𝐻𝑛 (𝑋, 𝐴) para qualquer par (𝑋, 𝐴) encaixa numa

sequência exata longa

· · · → 𝐻𝑛 (𝐴)
𝑖∗→ 𝐻𝑛 (𝑋)

𝑗∗→ 𝐻𝑛 (𝑋, 𝐴)
𝜕→ 𝐻𝑛−1(𝐴)

𝑖∗→ 𝐻𝑛−1(𝑋) → · · · → 𝐻0(𝑋, 𝐴)

Sendo 𝑖 : 𝐴→ 𝑋 a inclusão e 𝑗 o mapa quociente que leva 𝑋 em 𝑋/𝐴, como no diagrama:

0 // 𝐶𝑛 (𝐴) 𝑖 //

𝜕

��

𝐶𝑛 (𝑋)
𝑗 //

𝜕

��

𝐶𝑛 (𝑋, 𝐴) //

𝜕

��

0

0 // 𝐶𝑛−1(𝐴) 𝑖 // 𝐶𝑛−1(𝑋)
𝑗 // 𝐶𝑛−1(𝑋, 𝐴) // 0

que é comutativo pela definição de 𝜕.

Proposição .23. Se dois mapas 𝑓 , 𝑔 : (𝑋, 𝐴) → (𝑌, 𝐵) são homotópicos através de mapas entre

os pares (𝑋, 𝐴) e (𝑌, 𝐵), então 𝑓∗ = 𝑔∗ : 𝐻𝑛 (𝑋, 𝐴) → 𝐻𝑛 (𝑌, 𝐵)

4 Cohomologia Singular
Definição .24. Dados um espaço topológico 𝑋 e um anel comutativo 𝑅 com identidade, vamos

definir o grupo de cadeias singulares 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) como 𝑅-módulo livre gerado pelo conjunto 𝑆Δ𝑝 (𝑋)
de 𝑝-simplexos singulares 𝜎 : Δ𝑝 → 𝑋 sempre que 𝑝 ≥ 0 e 0 no caso contrário. Um elemento de

𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) é denominado de 𝑝-cadeia.

Lembrando que um 𝑝-simplexo singular é uma aplicação Δ𝑝 → 𝑋 em que a única propriedade

que pedimos é a continuidade,. Logo, um elemento 𝑐 ∈ 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) é expresso como uma combinação

linear formal

𝑐 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜎𝑘

em que 𝜆𝑖 ∈ 𝑅 e 𝜎𝑖 ∈ 𝑆Δ𝑝 (𝑋) qualquer que seja 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}.

Definição .25. Definimos, quando 𝑝 ≥ 1, dado qualquer 𝑝-simplexo 𝜎 um elemento 𝜕𝑝𝜎 ∈
𝑆𝑝−1(𝑋; 𝑅) por

𝜕𝑝𝜎 = 𝜎 ◦ 𝜙𝑝−10 − 𝜎 ◦ 𝜙𝑝−11 + · · · + (−1) 𝑝𝜎 ◦ 𝜙𝑝−1𝑝

em que 𝜙𝑝−1
𝑖

: Δ𝑝−1 → Δ𝑝 é dado por

𝜙
𝑝−1
𝑖
(𝑡0, . . . , 𝑡𝑝) = (𝑡0, . . . , 𝑡𝑖−1, 0, 𝑡𝑖+1, . . . , 𝑡𝑝)

com 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑝}. Estendendo 𝜕𝑝 para 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) por linearidade, obtemos um homomorfismo

𝜕𝑝 : 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) → 𝑆𝑝−1(𝑋; 𝑅).

Definição .26. Definimos 𝑆∗(𝑋; 𝑅) como a soma direta

𝑆∗(𝑋; 𝑅) =
⊕
𝑝≥0

𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅)
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É fácil ver que 𝜕 ◦ 𝜕 = 0. Assim, obtemos o complexo de cadeia de homologia:

0
𝜕0← 𝑆0(𝑋; 𝑅)

𝜕1← 𝑆1(𝑋; 𝑅) ← . . .
𝜕𝑝−1← 𝑆𝑝−1(𝑋; 𝑅)

𝜕𝑝← 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅)
𝜕𝑝+1← . . .

Definição .27. Sendo 𝑋 um espaço topológico e 𝑅 um anel comutativo, para qualquer 𝑝 ≥ 0 o

módulo de homologia singular 𝐻𝑝 (𝑋; 𝑅) é definido por

𝐻𝑝 (𝑋; 𝑅) = ker 𝜕𝑝/Im𝜕𝑝+1 = 𝑍𝑝 (𝑋 : 𝑅)/𝐵𝑝 (𝑋; 𝑅)

e definimos 𝐻𝑝 (𝑋; 𝑅) = 0 sempre que 𝑝 < 0. Finalmente, também definimos 𝐻∗(𝑋; 𝑅) como a

soma direta

𝐻∗(𝑋; 𝑅) =
⊕
𝑝≥0

𝐻𝑝 (𝑋; 𝑅)

e chamamos essa soma de homologia singular de 𝑋 com coeficientes em 𝑅.

Agora já estamos preparados para estabelecer definições de objetos que não estamos tão fami-

liarizados.

Definição .28. Dado um espaço topológico 𝑋 e um anel comutativo 𝑅, para qualquer 𝑝 ≥ 0

definimos os grupos de cocadeias singulares 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) como o dual Hom(𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅), 𝑅) dos
𝑅-módulos 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅), i.e., o conjunto cujos elementos são mapas 𝑅-lineares de 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) em 𝑅. Os

elementos de 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) = Hom(𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅), 𝑅) são denominados de cocadeias 𝑝-singulares. Por

fim, definimos 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) = 0 quando 𝑝 < 0.

Qualquer cocadeia 𝑝-singular 𝑓 : 𝑆Δ𝑝 (𝑋) → 𝑅 pode ser calculada numa cadeia 𝛼 =
∑𝑚
𝑖=1 𝜆𝑖𝜎𝑖

em que 𝜎𝑖 são 𝑝-simplexos em 𝑆Δ𝑝 (𝑋), basta respeitarmos a linearidade e assim:

𝑓 (𝜎) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 𝑓 (𝜎𝑖)

Agora, o que falta para definirmos um complexo de cadeia é definir um mapa de cofronteira

𝛿𝑝 : 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) → 𝑆𝑝+1(𝑋; 𝑅).
Definimos

𝛿𝑝 ◦ 𝑓 = 𝑓 ◦ 𝜕𝑝+1para toda 𝑓 ∈ 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅)

Claramente, vale que 𝛿𝑝+1 ◦ 𝛿𝑝 = 0. Observamos que complexo de cohomologia é obtido do

complexo de homologia quando os espaços e os mapas são dualizados.

Definição .29. Definimos a soma direta 𝑆∗(𝑋; 𝑅) como

𝑆∗(𝑋; 𝑅) =
⋃
𝑝≥0

𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅)

Aproveitemos também para definir formalmente o operador 𝛿𝑝.

Definição .30. Dado um espaço topológico 𝑋 e um anel comutativo 𝑅, para qualquer 𝑝 ≥ 0 o

homomorfismo de cofronteira

𝛿𝑝 : 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) → 𝑆𝑝+1(𝑋; 𝑅)
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é definido por < 𝛿𝑝 𝑓 , 𝛼 >=< 𝑓 , 𝜕𝑝+1𝛼 > para qualquer 𝑝-cocadeia singular 𝑓 : 𝑆Δ𝑝 (𝑋) → 𝑅 e

qualquer (𝑝 + 1)- cadeia singular 𝛼 ∈ 𝑆𝑝+1(𝑋; 𝑅). De maneira equivalente, temos:

𝛿𝑝 𝑓 = 𝑓 ◦ 𝜕𝑝+1 para toda 𝑓 ∈ 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅)

Obtemos um mapa de cofronteira 𝛿 : 𝑆∗(𝑋; 𝑅) → 𝑆∗(𝑋; 𝑅).

Fixado 𝑝 ≥ 0, temos que 𝛿𝑝+1 ◦ 𝛿𝑝 : 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) → 𝑆𝑝+2(𝑋; 𝑅) é uma aplicação tal que (𝛿𝑝+1 ◦
𝛿𝑝) 𝑓 = 𝛿𝑝+1( 𝑓 ◦ 𝜕𝑝+1) = 𝑓 ◦ 𝜕𝑝+1 ◦ 𝜕𝑝+2 = 0 pela propriedade de 𝜕. Isto é, ainda temos esperança

em construir um mapa de cadeia. É o que fica registrado na próxima proposição.

Proposição .31. Dado um espaço topológico 𝑋 e um anel comutativo 𝑅, o mapa de cofronteira

𝛿 : 𝑆∗(𝑋; 𝑅) → 𝑆∗(𝑋; 𝑅) satisfaz a equação

𝛿 ◦ 𝛿 = 0

Assim, escrevemos o complexo de cadeia

0
𝛿−1→ 𝑆0(𝑋; 𝑅) 𝛿

0

→ 𝑆1(𝑋; 𝑅) → . . .
𝛿𝑝−1
→ 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) 𝛿

𝑝

→ 𝑆𝑝+1(𝑋; 𝑅) 𝛿
𝑝+2
→ . . .

Também vamos adotar as seguintes notações: 𝑍 𝑝 (𝑋; 𝑅) := ker 𝛿𝑝 é o espaço dos 𝑝-cociclos sin-

gulares e 𝐵𝑝 (𝑋; 𝑅) = Im𝛿𝑝−1 o espaço das 𝑝-cofronteiras. Pela Proposição .31, vale que 𝐵𝑝 (𝑋; 𝑅)
é um submódulo de 𝑍 𝑝 (𝑋; 𝑅) o que nos leva ao momento central de toda essa discussão que é a

definição dos módulos de cohomologia singulares.

Definição .32. Dado um espaço topológico 𝑋 e um anel comutativo 𝑅, para qualquer 𝑝 ≥ 0 o

módulo de cohomologia singular 𝐻 𝑝 (𝑋; 𝑅) é definido por

𝐻 𝑝 (𝑋; 𝑅) = ker 𝛿𝑝/Im𝛿𝑝−1 = 𝑍 𝑝 (𝑋; 𝑅)/𝐵𝑝 (𝑋; 𝑅)

E fazemos 𝐻 𝑝 (𝑋; 𝑅) = 0 sempre que 𝑝 < 0. Mais ainda, definimos 𝐻∗(𝑋; 𝑅) como a soma direta

𝐻∗(𝑋; 𝑅) =
⊕
𝑝≥0

𝐻 𝑝 (𝑋; 𝑅)

e chamamos esse objeto de cohomologia singular de 𝑋 com coeficientes em 𝑅.

Teorema .33. Seja 𝑋 um espaço topológico e seja 𝑅 um domı́nio de ideais principais. Se o grupo

de homologia 𝐻𝑝−1(𝑋; 𝑅) é um 𝑅 módulo livre ou 0, então o grupo de cohomologia 𝐻 𝑝 (𝑋; 𝑅) é
canonicamente isomorfo ao dual Hom𝑅 (𝐻𝑝 (𝑋; 𝑅), 𝑅) de 𝐻𝑝 (𝑋; 𝑅).

Podemos ir mais longe ainda nas generalizações e definir cohomologia singular usando coefici-

entes mais gerais ao invés do anel 𝑅 como nos apoiamos na Definição .32.

Definição .34. Dado um espaço topológico 𝑋, um anel comutativo 𝑅 e um 𝑅-módulo 𝑀, para

qualquer 𝑝 ≥ 0 o grupo singular de cocadeias 𝑆𝑝 (𝑋;𝑀) é o 𝑅-módulo Hom𝑅 (𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅), 𝑀) de
mapas lineares em 𝑅 de 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) em 𝑀. E fazemos 𝑆𝑝 (𝑋;𝑀) = 0 caso 𝑝 < 0.
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Analogamente ao que fizemos anteriormente, como 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) é o 𝑅-módulo livre gerado por

𝑆Δ𝑝 (𝑋) de 𝑝-simplexos singulares, podemos ver 𝑆𝑝 (𝑋;𝑀) como o conjunto de funções 𝑓 : 𝑆Δ𝑝 (𝑋) →
𝑀, que também é um 𝑅-módulo.

Definição .35. Dado um espaço topológico 𝑋, um anel comutativo 𝑅 e um 𝑅-módulo 𝑀, para

cada 𝑝 ≥ 0 o módulo singular de cohomologia 𝐻 𝑝 (𝑋;𝑀) é definido por

𝐻 𝑝 (𝑋;𝑀) = ker 𝛿𝑝/Im𝛿𝑝−1 = 𝑍 𝑝 (𝑋;𝑀)/𝐵𝑝 (𝑋;𝑀)

e fazemos 𝐻 𝑝 (𝑋;𝑀) = 0 quando 𝑝 < 0. Por fim, definimos 𝐻∗(𝑋;𝑀) como a soma direta

𝐻∗(𝑋;𝑀) =
⊕
𝑝≥0

𝐻 𝑝 (𝑋;𝑀)

e chamamos esse objeto de cohomologia singular em 𝑋 com coeficientes em 𝑀.

Proposição .36. Se 𝑋 e 𝑌 são dois espaços topológicos e 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 é uma função cont́ınua

entre eles, então existem homomorfismos 𝐻𝑝 ( 𝑓 ) : 𝐻𝑝 (𝑋; 𝑅) → 𝐻𝑝 (𝑌 ; 𝑅) qualquer que seja 𝑝 ≥ 0.

Proposição .37. Dados dois mapas cont́ınuos 𝑓 , 𝑔 : 𝑋 → 𝑌 (em que 𝑋 e 𝑌 são espaços to-

pológicos), se 𝑓 e 𝑔 são homotópicas e 𝐻𝑝 ( 𝑓 ), 𝐻𝑝 (𝑔) : 𝐻𝑝 (𝑋; 𝑅) → 𝐻𝑝 (𝑌 ; 𝑅) são os homomorfis-

mos induzidos, então 𝐻𝑝 ( 𝑓 ) = 𝐻𝑝 (𝑔) qualquer que seja 𝑝 ≥ 0.

Como consequência, se 𝑋 e 𝑌 são homotopicamente equivalentes então os grupos de homologia

𝐻𝑝 (𝑋; 𝑅) e 𝐻𝑝 (𝑌 ; 𝑅) são isomorfos para todo 𝑝 ≥ 0.

Proposição .38. Se 𝑋 e 𝑌 são espaços topológicos e se 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 é uma função cont́ınua entre

eles, então existem homomorfismos 𝐻 𝑝 ( 𝑓 ) : 𝐻 𝑝 (𝑌 ;𝑀) → 𝐻 𝑝 (𝑋;𝑀) para todo 𝑝 ≥ 0.

O mapa 𝐻 𝑝 ( 𝑓 ) : 𝐻 𝑝 (𝑌 ;𝑀) → 𝐻 𝑝 (𝑋;𝑀) também é denotado por 𝑓 ∗𝑝 : 𝐻 𝑝 (𝑌 ;𝑀) → 𝐻 𝑝 (𝑋;𝑀).
Assim sendo, também vale que:

Proposição .39. Dados dois mapas cont́ınuos 𝑓 , 𝑔 : 𝑋 → 𝑌 (em que 𝑋 e 𝑌 são espaços to-

pológicos), se 𝑓 e 𝑔 são homotópicas e 𝐻 𝑝 ( 𝑓 ), 𝐻 𝑝 (𝑔) : 𝐻 𝑝 (𝑌 ;𝑀) → 𝐻 𝑝 (𝑋;𝑀) são os homomor-

fismos induzidos, então 𝐻 𝑝 ( 𝑓 ) = 𝐻 𝑝 (𝑔) para todo 𝑝 ≥ 0.

Como consequência, se 𝑋 e 𝑌 são homotopicamente equivalentes então os grupos de cohomologia

𝐻 𝑝 (𝑋; 𝑅) e 𝐻 𝑝 (𝑌 ; 𝑅) são isomorfos para todo 𝑝 ≥ 0.

Teorema .40. (Mayer-Vietoris na homologia singular) Dado um espaço topológico 𝑋, para

quaisquer dois subconjuntos 𝐴, 𝐵 de 𝑋 tais que 𝑋 = int(𝐴) ∪ int(𝐵), existe uma sequência exata

longa nos grupos de homologia

→ 𝐻𝑝 (𝐴 ∩ 𝐵; 𝑅)
𝜑∗→ 𝐻𝑝 (𝐴; 𝑅) ⊕ 𝐻𝑝 (𝐵; 𝑅)

𝜓∗→ 𝐻𝑝 ∗ 𝑋; 𝑅)
𝜕∗→ 𝐻𝑝−1(𝐴 ∩ 𝐵; 𝑅) →

em que os mapas 𝜑 e 𝜓 são definidos por

𝜑∗(𝑐) = (𝑖∗(𝑐),− 𝑗∗(𝑐)) e 𝜓∗(𝑎, 𝑏) = 𝑘∗(𝑎) + 𝑙∗(𝑏)

em que 𝑖, 𝑗 , 𝑘 e 𝑙 são as inclusões mostradas no seguinte diagrama:
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𝐴 ∩ 𝐵 𝑖 //

𝑗

��

𝐴

𝑘
��

𝐵
𝑙 // 𝑋

Se 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅, uma sequência similar existe na homologia reduzida.

Teorema .41. (Mayer-Vietoris na cohomologia singular) Dado um espaço topológico 𝑋,

para quaisquer dois subconjuntos 𝐴 e 𝐵 de 𝑋 tais que 𝑋 = int(𝐴) ∪ int(𝐵), existe uma sequência

exata longa na cohomologia

· · · → 𝐻 𝑝 (𝑋; 𝑅) → 𝐻 𝑝 (𝐴; 𝑅) ⊕ 𝐻 𝑝 (𝐵; 𝑅) → 𝐻 𝑝 (𝐴 ∩ 𝐵; 𝑅) → 𝐻 𝑝+1(𝑋; 𝑅) → . . .

Se 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅, existe uma sequência similar na cohomologia reduzida.

5 Cohomologia Relativa
Aqui fixaremos 𝑅 um anel comutativo qualquer com unidade 1 e 𝑀 um 𝑅-módulo qualquer.

Temos que grupos de cohomologia singular reduzida 𝐻𝑝 (𝑋;𝑀) são definidos dualizando o com-

plexo de cadeia aumentado

0← 𝑅
𝜖← 𝑆0(𝑋; 𝑅)

𝜕1← 𝑆1(𝑋; 𝑅) ← . . .
𝜕𝑝−1← 𝑆𝑝−1(𝑋; 𝑅)

𝜕𝑝← 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅)
𝜕𝑝← . . .

aplicando Hom𝑅 (−, 𝑀). Temos que

𝐻0(𝑋;𝑀) � Hom𝑅 (𝐻0(𝑋; 𝑅), 𝑀)

𝐻 𝑝 (𝑋;𝑀) = 𝐻 𝑝 (𝑋;𝑀) ∀𝑝 ≥ 1

Mais que isso, ainda podemos mostrar que 𝐻0(𝑋;𝑀) � 𝐻0(𝑋;𝑀) ⊕ 𝑀.

Mas, agora, queremos obter os grupos de cohomologia reduzida. Para isso, vamos dualizar o

complexo de cadeia de homologias relativas

0
𝜕0← 𝑆0(𝑋, 𝐴; 𝑅)

𝜕1← 𝑆1(𝑋, 𝐴; 𝑅) ← . . .
𝜕𝑝−1← 𝑆𝑝−1(𝑋, 𝐴; 𝑅)

𝜕𝑝← 𝑆𝑝 (𝑋, 𝐴; 𝑅)
𝜕𝑝+1← . . .

aplicando o operador Hom𝑅 (−, 𝑀), em que 𝑆𝑝 (𝑋, 𝐴; 𝑅) = 𝑆𝑝 (𝑋, 𝑅)/𝑆𝑝 (𝐴, 𝑅). Assim, obtemos o

complexo de cadeia:

0
𝛿−1→ 𝑆0(𝑋, 𝐴;𝑀) 𝛿

0

→ 𝑆1(𝑋, 𝐴;𝑀) → . . .
𝛿𝑝−1
→ 𝑆𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) 𝛿

𝑝

→ 𝑆𝑝+1(𝑋, 𝐴;𝑀) 𝛿
𝑝+1
→ . . .

em que 𝑆𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) = Hom𝑅 (𝑆𝑝 (𝑋, 𝐴; 𝑅), 𝑀) e 𝛿𝑝 = Hom𝑅 (𝜕𝑝+1, 𝑀) para todo 𝑝 ≥ 0 sendo 𝛿−1

o mapa 0. Explicitamente,

𝛿𝑝 ( 𝑓 ) = 𝑓 ◦ 𝜕𝑝+1 para toda 𝑓 ∈ 𝑆𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀)
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i.e., mais transparente ainda, temos 𝛿𝑝 ( 𝑓 ) (𝜎) = 𝑓 (𝜕𝑝+1(𝜎)) qualquer que seja 𝑓 em

𝑆𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) = Hom𝑅 (𝑆𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀))

e qualquer 𝜎 ∈ 𝑆𝑝+1(𝑋, 𝐴; 𝑅).
Agora, um leitor mais inventivo poderia reparar que 𝑆𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) = Hom𝑅 (𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅)/𝑆𝑝 (𝐴; 𝑅), 𝑀)

é isomorfo ao submódulo de 𝑆𝑝 (𝑋;𝑀) = Hom𝑅 (𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅), 𝑀) que consiste de todos os mapas li-

neares com valores em 𝑀 definidos nos simplexos singulares 𝑆𝑝 (𝑋; 𝑅) que são levados a zero nos

simplexos singulares de 𝑆𝑝 (𝐴; 𝑅). Consequentemente, o mapa de cofronteira 𝛿𝑝 : 𝑆𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) →
𝑆𝑝+1(𝑋, 𝐴;𝑀) é a restrição de 𝛿𝑝

𝑋
: 𝑆𝑝 (𝑋;𝑀) → 𝑆𝑝+1(𝑋;𝑀) a 𝑆𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) em que 𝛿𝑝

𝑋
é o mapa

de cofronteira da cohomologia absoluta.

Partindo agora para a definição que mais importa, temos:

Definição .42. Dado um par de espaços (𝑋, 𝐴), os grupos de cohomologia singulares relativos

𝐻 𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) de (𝑋, 𝐴) têm origem do complexo de cadeia

0
𝛿−1→ 𝑆0(𝑋, 𝐴;𝑀) 𝛿

0

→ 𝑆1(𝑋, 𝐴;𝑀) → . . .
𝛿𝑝−1
→ 𝑆𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) 𝛿

𝑝

→ 𝑆𝑝+1(𝑋, 𝐴;𝑀) 𝛿
𝑝+1
→ . . .

e são dados por

𝐻 𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) = ker 𝛿𝑝/Im𝛿𝑝−1 sempre que 𝑝 ≥ 0

Proposição .43. Se (𝑋, 𝐴) e (𝑌, 𝐵) são pares de espaços e se 𝑓 : (𝑋, 𝐴) → (𝑌, 𝐵) é um mapa

cont́ınuo entre eles, então existem homomorfismos 𝐻𝑝 ( 𝑓 ) : 𝐻𝑝 (𝑋, 𝐴; 𝑅) → 𝐻𝑝 (𝑌, 𝐵; 𝑅) para todo

𝑝 ≥ 0.

Proposição .44. Dados dois mapas cont́ınuos 𝑓 , 𝑔 : (𝑋, 𝐴) → (𝑌, 𝐵), se 𝑓 e 𝑔 são homotópicas

e 𝐻𝑝 ( 𝑓 ), 𝐻𝑝 (𝑔) : 𝐻𝑝 (𝑋, 𝐴; 𝑅) → 𝐻𝑝 (𝑌, 𝐵; 𝑅) são os homomorfismos induzidos, então 𝐻𝑝 ( 𝑓 ) =
𝐻𝑝 (𝑔) para qualquer 𝑝 ≥ 0.

Como consequência desse fato, se (𝑋, 𝐴) e (𝑌, 𝐵) são homotopicamente equivalentes então os

grupos de homologia relativos 𝐻𝑝 (𝑋, 𝐴; 𝑅) e 𝐻𝑝 (𝑌, 𝐵; 𝑅) são isomorfos para todo 𝑝 ≥ 0.

Proposição .45. Se (𝑋, 𝐴) e (𝑌, 𝐵) são pares de espaços e se 𝑓 : (𝑋, 𝐴) → (𝑌, 𝐵) é um mapa

cont́ınuo entre eles, então existem homomorfismos 𝐻 𝑝 ( 𝑓 ) : 𝐻 𝑝 (𝑌, 𝐵;𝑀) → 𝐻 𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) para
todo 𝑝 ≥ 0.

Omapa 𝐻 𝑝 ( 𝑓 ) : 𝐻 𝑝 (𝑌, 𝐵;𝑀) → 𝐻 𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) será denotado por 𝑓 ∗𝑝 : 𝐻 𝑝 (𝑌, 𝐵;𝑀) → 𝐻 𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀).

Proposição .46. Dados dois mapas cont́ınuos 𝑓 , 𝑔 : (𝑋, 𝐴) → (𝑌, 𝐵), se 𝑓 e 𝑔 são homotópicas

e 𝐻 𝑝 ( 𝑓 ), 𝐻 𝑝 (𝑔) : 𝐻 𝑝 (𝑌, 𝐵;𝑀) → 𝐻 𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) são os homomorfismos induzidos, então 𝐻 𝑝 ( 𝑓 ) =
𝐻 𝑝 (𝑔) para qualquer 𝑝 ≥ 0.

Como consequência desse fato, se (𝑋, 𝐴) e (𝑌, 𝐵) são homotopicamente equivalentes então os

grupos de homologia relativos 𝐻 𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀) e 𝐻 𝑝 (𝑌, 𝐵;𝑀) são isomorfos para todo 𝑝 ≥ 0.

Teorema .47. (Zigue-zague para cohomologia) Para qualquer par (𝑋, 𝐴) de espaços, temos

uma sequência exata longa de cohomologias que têm a forma:

· · · → 𝐻 𝑝−1(𝐴;𝑀)
𝛿∗
𝑝−1−→ 𝐻 𝑝 (𝑋, 𝐴;𝑀)

( 𝑗𝑇 )∗
→ 𝐻 𝑝 (𝑋;𝑀)

(𝑖𝑇 )∗
→ 𝐻 𝑝 (𝐴;𝑀)

𝛿∗𝑝−→
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𝛿∗𝑝−→ 𝐻 𝑝+1(𝑋, 𝐴;𝑀)
( 𝑗𝑇 )∗
→ 𝐻 𝑝+1(𝑋;𝑀)

(𝑖𝑇 )∗
→ 𝐻 𝑝+1(𝐴;𝑀)

𝛿∗
𝑝+1−→ 𝐻 𝑝+2(𝑋, 𝐴;𝑀) → . . .
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Espaço de Funções

Os seguintes espaços de funções são utilizados no enunciado do Teorema de Existência Unicidade

para SDE. Para maiores detalhes veja (Arnold, 1995).

Definição .1. Seja 𝑘 ∈ Z+ e 0 ≤ 𝛿 ≤ 1. Seja C𝑘, 𝛿 o espaço de Fréchet das funções 𝑓 : R𝑑 → R𝑑

que são 𝑘 vezes continuamente diferenciáveis e (para 𝛿 > 0) cujas derivadas são localmente 𝛿-

Hölder cont́ınuas (em particular, para 𝛿 = 1 localmente Lipschitz cont́ınua), i.e., dados 𝑥 ∈ R𝑑

e alguma vizinhança de 𝑥, vale que para todo 𝑦 ∈ R𝑑 nessa vizinhança, existe uma constante real

𝐶 tal que

| | 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) | | ≤ 𝐶 | |𝑥 − 𝑦 | | 𝛿

com seminormas

| | 𝑓 | |𝑘,0;𝐾 :=
∑︁

0≤ |𝛼 | ≤𝑘
sup
𝑥∈𝐾
|𝐷𝛼 𝑓 (𝑥) |

| | 𝑓 | |𝑘, 𝛿;𝐾 := | | 𝑓 | |𝑘,0;𝐾 +
∑︁
|𝛼 |=𝑘

sup
𝑥,𝑦∈𝐾,𝑥≠𝑦

|𝐷𝛼 𝑓 (𝑥) − 𝐷𝛼 𝑓 (𝑦) |
|𝑥 − 𝑦 | 𝛿 , 0 < 𝛿 ≤ 1

em que 𝐾 é um subconjunto compacto convexo de R𝑑, 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑑) ∈ (Z+)𝑑 é um multi-́ındice,

|𝛼 | = 𝛼1 + · · · + 𝛼𝑑 e

𝐷𝛼 𝑓 (𝑥) = 𝐷𝛼𝑥 𝑓 (𝑥) =
𝜕 |𝛼 |

(𝜕𝑥1)𝛼1 . . . (𝜕𝑥𝑑)𝛼𝑑
𝑓 (𝑥)

Definição .2. Seja 𝑘 ∈ Z+e 0 ≤ 𝛿 ≤ 1. Seja C𝑘, 𝛿
𝑏

o espaço de Bannach das funções 𝑓 : R𝑑 → R𝑑

que estão em C𝑘, 𝛿 e para as quais a norma

| | 𝑓 | |𝑘,0 := sup
𝑥∈R𝑑

| 𝑓 (𝑥) |
1 + |𝑥 | +

∑︁
1≤ |𝛼 | ≤𝑘

sup
𝑥∈R𝑑

|𝐷𝛼 𝑓 (𝑥) |

| | 𝑓 | |𝑘, 𝛿 := | | 𝑓 | |𝑘,0 +
∑︁
|𝛼 |=𝑘

sup
𝑥≠𝑦

|𝐷𝛼 𝑓 (𝑥) − 𝐷𝛼 𝑓 (𝑦) |
|𝑥 − 𝑦 | 𝛿 , 0 < 𝛿 ≤ 1

é finita.

Definição .3. Seja 𝑘 ∈ Z+e 0 ≤ 𝛿 ≤ 1. Seja 𝐿loc(R, C𝑘, 𝛿𝑏
) o conjunto das funções mensuráveis

𝑓 : R × R𝑑 → R𝑑 para as quais valem as seguintes condições:

1. 𝑓 (𝑡, ·) ∈ C𝑘, 𝛿
𝑏

para cada 𝑡 ∈ R (ou para Lebesgue quase todo 𝑡)

2. Para todo compacto 𝐾 ⊂ R𝑑 e todo intervalo limitado [𝑎, 𝑏] ⊂ R∫ 𝑏

𝑎

| | 𝑓 (𝑡, ·) | |𝑘, 𝛿;𝐾𝑑𝑡 < ∞
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Definição .4. Seja 𝑘 ∈ Z+ e 0 ≤ 𝛿 ≤ 1, 𝑓 : R × R𝑑 → R𝑑 e seja (𝑡, 𝑥) ↦→ 𝑓 (𝑡, 𝑥). Dizemos que

𝑓 ∈ C0;𝑘, 𝛿 se valem as seguintes condições:

1. Para cada 𝑡 ∈ R, 𝑓 (𝑡, ·) ∈ C𝑘, 𝛿;

2. No caso 𝑘 ≥ 1, as derivadas 𝐷𝛼𝑥 𝑓 (𝑡, 𝑥) são cont́ınuas com respeito a (𝑡, 𝑥) para todo 1 ≤
|𝛼 | ≤ 𝑘;

3. No caso 𝛿 > 0, para |𝛼 | = 𝑘, as derivadas são localmente 𝛿-Hölder cont́ınuas (para 𝛿 = 1

temos o caso Lipschitz cont́ınuas) com respeito a 𝑥.
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Códigos

Programa que calcula o Índice de Conley para mapas em [0,1]

1 f [x ] := Piecewise[{{2 x, x < 1/2}, {2 (1 − x) , x >= 1/2}}];
2 Programa para cálculo de Conley para órbita
3 IndiceConley[k , m ] := Block[{n, a, b, p, q, r , s, Con},
4 NotebookFind[SelectedNotebook[], ”Print”, All, CellStyle];
5 NotebookDelete[];
6 g[x ] := Nest[f, x, m];
7 Sol = NSolve[Nest[g, x, k] == x && 0 <= x && x <= 1 , x ];
8 p = Table[p0 = Sol[[a ]], {a, 1, 2ˆk}];
9 q = Table[ Table[Nest[g, x /. p [[b ]], n ], {n, 0, k − 1}], {b, 1,Length[p]}];

10 r = Table[ CountDistinct[DeleteDuplicatesBy[q, Sort][[ i ]]],
11 { i , 1,Length@DeleteDuplicatesBy[q, Sort]}];
12 s = Extract[DeleteDuplicatesBy[q, Sort], Position[r, k ]];
13

14 Conley[t ] := Block[{},
15 matriz = DiagonalMatrix[(2ˆ(−m))*
16 Table[Map[g’, s[[ i ]]], { i , 1, Length@s}][[t ]]];
17 matriz = Prepend[matriz, matriz[[−1]]];
18 matriz = Delete[matriz, −1]];
19 Con = Table[Conley[j] // MatrixForm, {j, 1, Length@s}];
20 Table[Print[ StringForm[”A órbita ‘‘ tem a aplicação pontuada ‘‘ \n”, s [[ i ]], Con[[i ]]]], { i , 1,

Length@s}]; ]
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cinde, 131
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aleatório, 66

maximal, 44
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de Fréchet, 148

pontuado, 47

aplicação, 61

espaço métrico
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aleatória, 31
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não autônomo, 11

sistema dinâmico, 5
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centro instável, 20

estável, 19

instável, 19

variável aleatória
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aleatório, 30

158


	Resumo
	Abstract
	Agradecimentos
	Introdução
	Sistemas Dinâmicos
	Definições
	Sistemas Dinâmicos oriundos de EDO's
	Linearização e Estabilidade
	Variedades Estáveis, Instáveis e Centrais
	Ferraduras de Smale

	Sistemas Dinâmicos Aleatórios
	Definições básicas e propriedades
	Exemplos


	Índice de Conley
	Índice de Conley Contínuo
	Decomposição de Morse
	Par-índice
	Definição

	Índice de Conley Discreto 
	Par - Filtração
	Shift Equivalência
	Definição


	Índice de Conley para SDA
	Conjuntos Invariantes Aleatórios
	Par-Filtração Aleatório
	Equivalência de Espaços por Shifts Aleatórios
	Definição e Propriedades
	Exemplos

	Análogo Aleatório de Sharkovysk
	Mapa da Tenda
	Órbitas Periódicas
	Teorema de Sharkovsky
	Mapa da Tenda Aleatório

	Homotopia
	Grupo Fundamental

	Módulos e Álgebra Homológica
	Hom

	Homologia e Cohomologia
	Generalidades
	Homologia Singular e Simplicial
	Homologia Simplicial
	Homologia Singular

	Homologia Relativa
	Cohomologia Singular
	Cohomologia Relativa

	Espaço de Funções
	Códigos
	Bibliografia

