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Resumo

Nesta dissertagdo, apresentamos uma introducdo a Homologia Persistente e sua relacao
com a Teoria de Morse Discreta. Utilizando essa relacdo, apresentamos uma estratégia
para simplificar o cédlculo dos grupos de Homologia. Nos dltimos anos, o avango tecno-
16gico resultou na producdo e acumulacdo de uma quantidade substancial de dados. A
Andlise Topolégica de Dados, uma drea emergente, utiliza a estrutura topoldgica desses
dados para extrair informacoes, sendo particularmente 1til em situacées em que métodos
tradicionais podem falhar devido a complexidade dos dados, a multidimensionalidade
ou a presenca de outliers. Dentre as técnicas da Andlise Topoldgica de Dados, podemos
destacar a Homologia Persistente, caracterizada pelo uso de ferramentas da Topologia Al-
gébrica, em especial os grupos de homologia. Neste texto, apresentamos a teoria bdsica
da Homologia Persistente e demonstramos um dos resultados fundamentais desta teoria:
o Teorema de Estabilidade. Finalmente, usando a Teoria de Morse Discreta, apresenta-
mos uma estratégia para simplificar o cdlculo dos grupos de Homologia. Durante a busca
por uma funcdo de Morse adequada, surge a possibilidade de utilizar a Transformada
Discreta de Fourier no contexto de grupos abelianos. Assim, apresentamos a construcao
das funcdes de Morse-Fourier.

Palavras Chaves: Homologia Persistente, Teoria de Morse Discreta, Andlise Topolédgica
de Dados
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Abstract

In this dissertation, we present an introduction to Persistent Homology and its relationship
with Discrete Morse Theory. Using this relationship, we present a strategy to simplify the
calculation of Homology Groups. In recent years, technological advancements have led to
the production and accumulation of a substantial amount of data. As a result, Topological
Data Analysis, an emerging field, utilizes the topological structure of this data to extract
information. It proves to be particularly useful in situations where traditional methods
may fail due to data complexity, multidimensionality, or the presence of outliers. Among
the techniques of Topological Data Analysis, we can highlight Persistent Homology, char-
acterized by the use of tools from Algebraic Topology, particularly homology groups. In
this text, we present the basic theory of Persistent Homology and prove one of its funda-
mental results: the Stability Theorem. Finally, using Discrete Morse Theory, we introduce
a strategy to simplify the calculation of homology groups. In the process of searching
for a suitable Morse function, the possibility of using the Discrete Fourier Transform in
the context of abelian groups arises. Thus, we present the construction of Morse-Fourier
functions.

Keywords: Persistent Homology, Discrete Morse Theory, Topological Data Analysis
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“Quando eu li o primeiro texto escrito,
eu fiquei admiradissimo pensando:

‘serd que todo mundo entende o que

eu estou entendendo aqui nestes sinais?’
Eu passei a tarde olhando pro quintal

e pensando ‘puxa, entdo € muito
diferente o mundo do que eu pensava.”

Tom Zé

“Como pode alguém escrever uma coisa
que eu ndo entenda? Ndo pode, eu vou
ler essa m... até entender. Isso € brio!”

Prof. Dr. Clévis de Barros Filho
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Introducao

Com o crescimento do volume de dados gerados e analisados nos diferentes processos que
atualmente constituem o continuo avango cientifico e tecnoldgico, hd uma forte demanda
por novas ferramentas de andlise de dados. Nesse contexto destaca-se a Anélise Topolo-
gica de Dados, em especial, a Homologia Persistente e a Teoria de Morse Discreta, que se
caracterizam pelo uso de ferramentas da Topologia Algébrica para o estudo de fenémenos
de natureza topolégica em um conjunto de dados. Neste trabalho, estudaremos algumas
teorias de homologia e suas aplicaces a andlise de dados.

No primeiro capitulo, apresentamos a teoria algébrica que subjaz o que é comum as
diferentes teorias de homologia, que surgem das diferentes abordagens tedricas de estru-
turacdo formal do conceito intuitivo de “buracos” de um espaco topolégico. Em seguida,
definimos os elementos basicos da primeira Teoria de Homologia a ser apresentada: os
simplexos que sdo, de certo modo, generalizacdes de segmentos de reta e triangulos.
Logo, apresentamos formas destes serem colados formando os complexos simpliciais e A-
complexos. E a partir da decomposicio de alguns tipos de espacos topolégicos em estru-
turas isomorfas a complexos simpliciais que se constréi a Teoria de Homologia Simplicial,
sendo seguida pela Teoria de Homologia Singular. Esta difere da anterior ao apresentar
menos limitagdes ao ser intrinsecamente invariante e ao permitir o estudo de espacos
topoldgicos mais gerais. Apresentamos, entdo, o fato de que as duas teorias foram prova-
das equivalentes onde estiverem ambas definidas e, em seguida, a demonstracdo de que
resultados obtidos por tais teorias sdo invariantes por homotopia. Fechamos o capitulo
apresentando uma terceira teoria de homologia, a Teoria de Homologia Celular, que tera
utilidade no terceiro capitulo.

No segundo capitulo, apresentamos a Teoria de Homologia Persistente. Dado um con-
junto de dados quantitativos representados por uma cole¢do de pontos em R", é possivel
construir-se uma familia de complexos simpliciais parametrizada por uma variavel real
€ > 0. Uma das formas de se fazer isto é definir quais simplexos constituem cada complexo
da familia, a depender de uma funcdo da distancia ¢ entre cada subconjunto linearmente
independente de pontos, de modo que a familia seja crescente, ou seja, os complexos sdo
indexados e cada um pode ser obtido a partir de outro, de indice inferior, pelo acréscimo
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de simplexos. A cada complexo da familia podemos aplicar o ferramental de homologia.
A Homologia Persistente consiste no desenvolvimento das ferramentas adequadas para se
analisar, grosso modo, quais caracteristicas homolégicas persistem por mais tempo, sendo
entdo as mais relevantes para a familia. Um dos principais resultados é que uma estrutura
de homologia persistente € isomorfa a soma direta de estruturas mais simples, o que sera
provado a partir de resultados para quivers. Um dos grandes atrativos desta teoria é que
pode-se provar que os resultados de homologia persistente sdo dotados de estabilidade,
ou seja, ndo apresentam altera¢des para pequenas perturbacdes na distribuicdo espacial
dos pontos. Neste capitulo, nossa contribuicéo ¢ a discussdo e a exposi¢do mais detalhada
e cuidadosa acerca dos conceitos de nascimento e morte de geradores de homologia em
uma filtragdo, das interpretagdes topoldgicas dos resultados algébricos de persisténcia e
do Teorema de Estabilidade.

Finalmente, no terceiro capitulo descrevemos, usando a Teoria de Morse Discreta, uma
estratégia para simplificar o cdlculo dos grupos de Homologia. No inicio desse capitulo,
apresentamos uma motivacado a partir da Teoria de Morse, que indica como informacoes
topoldgicas de uma variedade podem ser apreendidas pelos pontos criticos de uma fun-
cao da variedade a R, dando ensejo a Teoria de Morse Discreta, que visa replicar tais
ferramentas a complexos simpliciais. No processo pela busca por uma funcdo que sa-
tisfaca tais requisitos, surge a possibilidade do uso da Transformada Discreta de Fourier
no contexto de grupos abelianos, mais precisamente, explicitamos como se construir a
transformada de Fourier de uma funcédo definida em um complexo simplicial. A partir
disto, estudamos a construc¢do das fun¢des de Morse-Fourier, com a qual podemos efetuar
em complexo simplicial uma reducdo na quantidade de simplexos sem, entretanto, haver
perda de informacoes homoldgicas. Apresentamos um algoritmo em linguagem Python
com a utilidade de calcular a dita funcdo, denominada funcdo de Morse-Fourier, bem
como os elementos criticos. No final, apresentamos uma possibilidade de interacao entre
a Teoria de Homologia Persistente e a Teoria de Morse Discreta. Neste capitulo, nossa
contribuicdo é a apresentacdo de uma investigacdo heuristica da relacdo entre a Teoria
de Morse e a Teoria de Morse Discreta, além da discussido detalhada da utilidade de arvo-
res de decisdo na construcdo de Fung¢des de Morse Discreta e Funcoes de Morse-Fourier,
da apresentacdo detalhada da transformada de Fourier de um complexo simplicial e da
construcdo de um algoritmo que compute a funcdo de Morse-Fourier de um complexo
simplicial. No Apéndice, tivemos o objetivo de apresentar uma demonstracdo detalhada
do Teorema de Gabriel de forma a contribuir com a literatura em Lingua Portuguesa.



Introducao a Teoria de

Homologia

Neste capitulo introduziremos o arcabouco tedrico a partir do qual se desenvolvem as te-
orias dos capitulos seguintes. Ao munirmos um espaco topolégico de uma estrutura algé-
brica, torna-se possivel a exploragdo de caracteristicas topolégicas inspiradas no conceito
intuitivo de buraco, além de outras caracteristicas que ndo sdo usualmente exploradas
nos textos de Topologia Geral. Este capitulo ampara-se principalmente nas referéncias
[3],[11], [14] e [16].

1.1 Algebra Homolégica

Dentre os principais conceitos a serem tratados neste texto, alguns compartilham em seus
nomes o termo “homologia”, a saber, Homologia Simplicial, Homologia Singular, Homo-
logia Celular e Homologia Persistente. Ainda que todos sejam definidos em contextos
geométricos e em espacos topoldgicos, é possivel a construcdo de uma teoria geral de ho-
mologia, puramente algébrica, que nao possui o apelo intuitivo das outras, mas ganha em
generalidade, consequentemente, permitindo a obtencdo de resultados extensiveis a to-
das as teorias de homologia de uma s6 vez. Os termos e conceitos definidos em tal teoria
ganhardo significado intuitivo neste texto a partir da secdo de Homologia Simplicial.

Definicao 1.1. Dado um anel comutativo com unidade R, um complexo de cadeias com
coeficientes em R € uma sequéncia 6 = (C,,d,),e; de R-mddulos C, e homomorfismos de
mddulos d, : C, — C,,_4, tais que d,od,,; =0, ou seja, imd,, € kerd,. Podemos expressd-
la com um diagrama:

dp41 dp
(gz...—)cp+1—)cp—)cp_1_)...
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Os elementos de C, sdo chamados de p-cadeias. Os elementos do kerd, sdo chama-
dos de p-ciclos e denotados por Z,. Ainda, os elementos da imd,,, sdo ditos p-bordos
e seu conjunto denotado por B,. Finalmente, os homomorfismos d, sio denominados
operadores de bordo.

Caso o complexo de cadeias seja tal que imd,,, = kerd,, para cada p, entéo é denomi-
nado sequéncia exata.

Temos que Z, e B, séo submddulos de C,. Como B, € Z,, e d,od,,; =0, temos que B,
é submodulo de Z,. Podemos, entéo, tomar o seguinte quociente.

Definicao 1.2. Dado um complexo de cadeias 6, com coeficientes em R, o médulo de ho-

mologia p-dimensional € definido pelo quociente H,(¢) = Z,/B, =kerd,/imd,,, .

Cada elemento de H,(%) é dito p-gerador de homologia e, para um dado x € kerd,),
tem a forma
X =x+imd,,; ={x+y:y €imd,;}.

Dados dois p-ciclos x e x’, temos que X = X’ se, e somente se x — x’ € imd,,,,, neste
caso, sdo ditos p-ciclos homdlogos.
Além disso, a soma direta H,(6) = P,z H,(%¢) é chamada de homologia de .

Defini¢do 1.3. Dados 6 = (C,,d,

em R, um homomorfismo de cadeias f : ¢ — % é um homomorfismo graduado em Z,

)e ¥ = (Gp,d; ) complexos de cadeia com coeficientes

denotado por f = (f,),ez tal que f, : C, = G, é homomorfismo de R-mddulos e de modo
que f,_yo0d, = dz/J o f,, ou seja, o seguinte diagrama é comutativo.

dp+1 dp
p+1 Cp Cp—l

lfpﬂ lfp lfp_l
d’ dlg

p+1
C—— Gy

- —

Dado R, um anel comutativo com unidade, a colecdo dos complexos de cadeia com
coeficientes em R constitui uma categoria, a saber, zComp, onde os morfismos sdo jus-
tamente os homomorfismos de cadeias. O morfismo identidade é trivialmente definido,
bem como a lei de composicao.

Grosso modo, temos que os homomorfismos de mdédulo interagem bem com a imagem
e o nucleo de cada operador de bordo. De fato, da definicdo acima, temos que se x €

imd,,,, entdo existe y € C,, tal que x =d,,,(y) e, entéo,

) =f(d (V) =4, ,(fp1a(y)) €imd,,,

ou seja,

fy(imd, ;) C imdl’)ﬂ.



1.1 Algebra Homoldgica

Por outro lado, se x € kerd,, entéo
d)(fp(x)) = f-1(dy(x)) = f,41(0) =0,
logo, f,(x) € ker d}’) e conclui-se que

fo(kerd,) C kerd;.

Consequentemente, f interage bem com os mdédulos de homologia.

Proposic¢io 1.4. Cada f € Mor, com, (6, 9) induz um homomorfismo graduado de mddulos

entre os médulos de homologia de € e ¢, ou seja, pode-se definir f, = (f, ),z onde
fox 1 Hy(6) > H,(9)

¢ homomorfismo de mddulos, ou seja, um morfismo da categoria dos R-mddulos, denotada

por kMod.

Demonstragdo. Dado p € Z, definamos f,, da seguinte maneira: dado x +imd,,; €
H,(%), temos
fo(x +imd,,;) = f,(x) +im dl’)H.

Do visto acima,
x +imd,,, € H,(¥) = x €kerd, = f,(x) € kerd; = f,(x) +imd1’)Jr1 € H,(¥9).
Ainda, sejam x, y € kerd, tais que X = y, entéo,
x—ye€imd, = f(x—y)€ imd; = f,(x)—f,(y) € imd;

= fp(x)+imd),, = f,(y)+imd) , = f,.(%) = f,.(¥).

Portanto, f, , estd bem definida.

Finalmente, sejam r,s €ER e X,y € H,(¥), entdo

fol(rX +5y) = f, (r(x +imd, ;) +s(y +imd, 1)) = f, . ((rx +sy) +imd,,,)

= f,(rx +sy)+imdl’)+1 = rfp(x)+imd;+1 +sfp(y)+imd}’)+1

=r(f,()+imd ) +s(f,(y) +imd,, ) =rf, () +5f,.(7),

logo é um homomorfismo de médulos. O



1 Introdugéo a Teoria de Homologia
Assim, para cada p € Z, podemos definir o funtor de homologia
H, : gComp — zMod,

queleva € = (C,, f,)pez € Ob,comp €M H,(6) =kerd,/imd, 1 € Ob, yoq € f € MO, comp( 6, ¥)
em H,(f) = f, . € Mor,yoa(H,(6), H,(¥)).

1.2 Complexos Simpliciais e A-complexos

A préxima teoria de homologia que apresentaremos é definida sobre espacos provenien-
tes da colagem de blocos fundamentais, que sdo denominados simplexos. De certo modo,
simplexos sdo generaliza¢oes n-dimensionais de tridngulos e tetraedros. Em seguida, po-
dem ser definidos os complexos simpliciais: colagens, submetidas a determinadas regras,
de simplexos. Homeomorfismos entre complexos simpliciais no R" e espacos topoldgicos
permitem que a aplicacdo da teoria de homologia no complexo induza uma interpreta-
cdo no espaco topoldgico, expandindo a utilidade da teoria. Por fim, serd exposto que
as ferramentas desenvolvidas para o estudo das caracteristicas topolégicas de complexos
simpliciais sdo extensiveis para A-complexos: generaliza¢cdes de complexos simpliciais,

no sentido de diminuirem-se as regras exigidas nas colagens de simplexos.

Definicao 1.5. Um conjunto de pontos independentes (ou pontos linearmente indepen-
dentes) é um conjunto {a,, a,, ..., a,} C R" tal que os vetores a; —a,, a, —Aay, ..., 4, —d,

sdo linearmente independentes (LI).

Definicdo 1.6. Dados a,, ..., a, pontos independentes, o simplexo n-dimensional (ou

n-simplexo) gerado por tais pontos é o conjunto

(ao,...,an)i{Zsjajzel,...,z?HE[O,l]e ejzl}.

Os escalares ¢; sdo ditos coordenadas baricéntricas do elemento de (ay,...,qa,). Os
pontos sdo ditos vértices do simplexo.

Em favor da intuicdo geométrica, podemos notar que um 0-simplexo é um ponto, um
1-simplexo é um segmento de reta, um 2-simplexo é um tridngulo e um 3-simplexo é um

tetraedro sélido, conforme exibido na Figura 1.1.

Pode-se demonstrar ([16]) que, devido a independéncia linear dos pontos, dado um
elemento de um simplexo s, este pode ser escrito de forma Unica em relacdo as suas
coordenadas e, além disso, um simplexo € unicamente determinado pelos seus vértices.
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a a
/ 1 A
L
ao ao do a; ao a;
as
0-simplexo 1-simplexo 2-simplexo 3-simplexo

Figura 1.1: Exemplos de simplexos.

Dado um simplexo s, um elemento é dito um ponto interior se todas as suas coorde-
nadas baricéntricas sdo nao nulas. O conjunto dos pontos interiores de um simplexo s se

chama interior do simplexo e denota-se por s.

Observacao 1.7. Uma possivel interpretacdo de um simplexo gerado por uma colegdo de
pontos independentes é que este € 0 menor conjunto convexo que contenha tais pontos. De
forma mais precisa, é o conjunto convexo resultante da interse¢cdo de todos os conjuntos

convexos que contenham tais pontos ([14]).

Exemplo 1.8. Sejam a, = (0,0), a; = (0,1), a, = (1,2) € R Claramente, a,—a, = (0,1)
e a,—a, = (1,2) sdo LI, entdo, podemos definir

s={(ap,a;,a,) ={(x,y)=(c,b+2c):a,b,c€[0,1]ea+b+c=1}

Temos que

(a+b+c:1:b+c:1—a

05a<1=20<b+c<1=2c<b+2c<1+c=>x<y<1+x

0<c<1=>0<x<1

\OSbS1:>26Sb+2c£1+2c:>2XSyS1+2x
e, disto, dado que 0 < x < 1, temos que
ye{yeR:0<x<y<14+x<2}In{yeR:0<2x<y<1+2x <3}.

Entdo, s = {(x,y) ER?: 0 < x < 1e2x <y < x+ 1} e sua representacdo geométrica estd
exibida na Figura 1.2.

Definicdo 1.9. O simplexo padrdo de dimensdo n é denotado por A™ e dado pelo conjunto
de pontos {(ay," -+ ,a,_,) € R"| Z:& a;=1ea; >0,Vi}.
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y=x+1-

Figura 1.2: Simplexo s = (a,, a;, a,).

Os vértices do simplexo padrao sdo os pontos que constituem a base canonica do espago

n—1
i=0°

igual a 1 e todas as outras iguais a 0.

euclidiano R", denotada por {e;} onde e; é o vetor com a (i + 1)-ésima coordenada

Visando generalizar a no¢do de que, dado um triangulo, cada par de seus vértices ca-
racteriza uma de suas arestas e, dado um tetraedro, cada trio de seus vértices caracteriza
uma de suas faces, podemos observar que, dado um simplexo, cada subconjunto de seus
vértices gera um novo simplexo que estd, de certo modo, contido no primeiro.

Defini¢do 1.10. Dado um simplexo s = (ay, ..., a,), com n € N—{0}, o simplexo

—

S(i)i (aO)'--:ai""’an>’

onde @; denota a omissdo do termo, é denominado uma (n— 1)-face (ou face de bordo) de
s. Generalizando, um simplexo <aj0,...,ajk>, onde {jy,...,ji} € {0,...,n} é denominado
uma k-face de s. A face de um 0-simplexo é definida como o conjunto vazio.

Se um simplexo s é face de um simplexo t, entdo dizemos que t é coface de s. Ainda, a

unido das (n — 1)-faces de s é chamada bordo de s e denotada por ds. Da Definicéo 1.6,
7 . n

um ponto de s = (ay,...,a,) estd no bordo de s, se, e somente se for do tipo Z].ZO c;a;,

com c; = 0 para pelo menos algum j € {0,...,n}. Assim, temos que § = s — Jds. Antes de

prosseguirmos, serd util que determinemos uma orientacdo em cada simplexo.

Definicdo 1.11. Um simplexo ordenado ¢ um simplexo com uma ordem dos seus vértices

fixada.

Consideraremos equivalentes duas ordenaces quando uma puder ser obtida da outra
por uma quantidade par de permutacoes dos vértices. Tal relacdo de equivaléncia define
duas classes, as quais denominaremos as orientacao de um simplexo. A partir de agora,
nos referiremos aos simplexos orientados apenas por simplexos e (ay,...,a,), quando
munido de orientacdo, sera indicado por [ay,...,a,]. Além disso, o sinal negativo prece-
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dendo um simplexo indicard a troca de sua orientacao.

Pode-se definir uma interpretacdo geométrica para a orientacdo de simplexos em di-
mensdes visiveis. Por exemplo, pode-se pensar na orientacdo de um 1-simplexo como
uma seta sobre ele. Ou seja, sejam a,, a; € R? pontos LI, o simplexo [a,, a;, ] pode ter sua
orientacdo representada como uma seta que vai de a, para a,, enquanto que o simplexo
oposto —[ay, a;] = [a;, a,] pode ter sua orientacdo representada como uma seta que vai
de a; para a,, como se pode conferir na Figura 1.3. Podemos ainda munir de representa-
cdo visual simplexos de dimensao 0, 2 e 3, o que pode ser encontrado, por exemplo, em
[14].

ag a ay a;

[aOJal] [al’a0]

Figura 1.3: Representac¢des visuais das duas possiveis orientacoes do simplexo

[ap,a;].
Para um simplexo n-dimensional s = [a,,...,a, ], podemos definir uma orientacao in-
duzida em cada uma de suas (n — 1)-faces dada por s;) = (-1'[ay,...,q;,...,a,]. Por

outro lado, ndo hd sentido em se falar sobre orientacédo induzida por s em uma (n—2)-face
sua. Tal fato vem como consequéncia imediata da proposi¢do a seguir.

Proposicao 1.12. Dado um simplexo n-dimensional s = [a,,...,a,], toda (n — 2)-face t
pertence a duas (n — 1)-faces, as quais, com as orientagdes induzidas nelas por s, induzem

orientagdes opostas em t.

Demonstragdo. Sejam j,k € {0,...,n}, com j < k. Por um lado, removendo-se primeiro

a,, entédo a;, por ter indice menor, continuara estando na j-ésima posicdo, assim obte-

—

_ j k
remos (su));) = (—1)(=1)[ay,...,q;,...,
outro lado, caso seja removido inicialmente a;, entéo a;, por ter indice maior do que o

a,...,a,], contida na (n — 1)-face s(,. Por
removido, passara a estar na (k — 1)-ésima posicdo e, assim,

() k-1) = (—D*(=1)Y[ay,..., Qyoves gy e, Ayl
contida na (n — 1)-face s(;,. Fica entéo claro que (sq));) = —(5¢j))k=1)- ]

Ainda buscando inspiracdo na geometria basica: dados dois triangulos coplanares, se
uma aresta de um deles é congruente a uma aresta do outro, a “colagem” de tais tridngulos
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por tal aresta, seguida de sua remocéo, resulta um novo poligono. Um procedimento ana-
logo em tetraedros de faces congruentes resulta um novo poliedro. Assim, pela colagem

de simplexos podemos obter estruturas mais gerais.

Definicao 1.13. Um complexo simplicial K € uma coleg¢do de simplexos, tais que sdo satis-

feitas todas as seguintes condigles:
e Ses€Ketéfacedes, entdot €K;

* Ses,t €K, entdo sNt € vazio ou é uma face em comum aos dois simplexos (e, pelo

item anterior, sNt € K).

Pode ser provado [14] que a “colagem dos simplexos”, ou seja, a identificacdo das fa-
ces de dois simplexos distintos da colecdo, é feita de modo a todo ponto de K ser ponto

interior de um e apenas um simplexo de S.

Um complexo simplicial é dito finito se é constituido de uma colecéo finita de simplexos.
E a dimensao de um complexo simplicial é o maior n tal que exista um homeomorfismo

entre A" e algum simplexo a ele pertencente.

Definicdo 1.14. Dado um complexo simplicial K = {s,},c, de dimensdo n, o conjunto
IK| = J,cx 82 € R" édito um politopo, ou a realizagdo geométrica do complexo simplicial.

Além disso, um poliedro é o politopo de um complexo simplicial finito.

Ou seja, enquanto um complexo simplicial é uma colecdo de subconjuntos de R", um
politopo é um subconjunto de R". Deste ponto em diante, os dois conceitos serdo referi-

dos apenas por complexo simplicial, exceto quando isto gerar ambiguidade.

Exemplo 1.15. Sejam a = (0,0),b=(1,0),c =(1,1),d =(0,1) e R?e¢

K ={[a,b,c],[a,b],[a,c],[],c],[a,d],[d,c],[al,[D],[c],[d],0}.

Ndo é dificil mostrar que K satisfaz a Defini¢do 1.13.

Definicdo 1.16. Seja K um complexo simplicial, um subcomplexo simplicial é um subcon-
junto L de K que é um complexo simplicial. Dado [ € N, o l-esqueleto de K, denotado por K'
¢ o subcomplexo simplicial formado por todos os simplexos de dimensdo menor que ou igual

al

Destaca-se na definicdo que o 0-esqueleto é o conjunto formado essencialmente pelos

vértices de todos os simplexos de K.

10
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Figura 1.4: Poliedro |K]|.

Exemplo 1.17. Recuperando o Exemplo 1.15, temos que K° = {[a],[b],[c],[d],0}, K =
{la,b],[a,c],[b,c],[a,d],[d,c],[a],[b],[c],[d],0} e K? = K. Podemos ver as representa-
cOes geométricas dos esqueletos de K na Figura 1.5.

d c d C d c
a b a b a b
K° K! K?

Figura 1.5: RepresentacOes geométricas dos [-esqueletos de K.

Nota-se que a dimensdo de um complexo simplicial é o menor [ € N tal que K' = K.

Um tipo especifico de subcomplexo simplicial é aquele que pode ser obtido por retragao,
e uma das formas de se fazer isso é pela processo denominado colapso elementar.

Definicao 1.18. Seja K um complexo simplicial e suponha que nele existe um par de sim-
plexos o e 7T, tais que o € face de T, o ndo tem outras cofaces e T é maximal em K, entdo
o complexo simplicial K — {o, T} € denominado um colapso elementar de K. Denotaremos
K\ K—{o,7}.

Proposicido 1.19. Se K \\ K — {0, 1}, entdo K — {0, T} tem 0 mesmo tipo de homotopia de
K.

Demonstragdo. Para tal, como 7T é convexo, podemos contrai-lo para um subconjunto das
suas faces de bordo, além disso, a remocdo de o ndo impede que tenhamos um complexo
simplicial, uma vez que ele é maximal e que foi removida com ele sua tnica coface de
bordo. O

Em geometria bésica, dados uma curva C e um ponto P fora dela, ambos em R3, define-
se um cone como a colecéo de todas as retas, ou segmento de retas, no caso de um tronco

11



1 Introdugéo a Teoria de Homologia

de cone, que passam por P e por algum ponto de C, como pode-se observar na imagem da
esquerda na Figura 1.6. Buscando um conceito andlogo, no contexto de complexos simpli-
ciais, podemos nos restringir as curvas que satisfazem a defini¢do de complexo simplicial
e, a partir disto, por estarmos interessados em complexos simpliciais finitos, construirmos
um tronco de cone. Por exemplo, dada a unido dos segmentos de reta representados pela

colecdo de 1-simplexos
{la,b],[b,c],[c,d],[d,el},

onde a, b,c, d e e sdo pontos LI em R®, podemos construir o complexo simplicial

K ={0,[a],[b],[c],[d],[e],[a, D], [D,c][c,d],[d,e]},

cuja realizacio geométrica é justamente uma curva C em R3. Dado um ponto P, tal que
{a,b,c,d,e, P} é LI, a realizacdo geométrica do complexo simplicial

CK i K U {[P], [a’P]’ [b’P]7 [C,P]3 [d’P]’ [e’P]J [aJ bJP]J [b’ CJP]’ [C’ dJP]) [d’ e’P]}J
que pode ser expresso por
CK =K U{[ay,...,a,,P]:[ay,...,a,] €K},

¢ um tronco de cone, como podemos observar na imagem da direita na Figura 1.6. De
fato, ndo ¢é dificil notar que todo ponto de |CK| pertence a algum segmento que conecte
um ponto de |[K| a P e que, para cada ponto de |K|, o segmento que o conecta a P esta

contido em |CK|. Tal discussao motiva a definicao a seguir.

P

Figura 1.6: Cone gerado a partir de curva genérica (a esquerda) e cone gerado a
partir de complexo simplicial (a direita).

Definicdo 1.20. Dado um complexo simplicial K e v um vértice linearmente independente
dos vértices de K, definimos o complexo simplicial CK, chamado cone simplicial em K, da

seguinte maneira
CK =K U{[ay,...,a,,v]:[ay,...,a,] €K}.

Neste caso, v € dito topo do cone simplicial.

12
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Esquemas Simpliciais

Em contextos onde a ordenacdo dos simplexos nao for relevante, teremos que cada sim-
plexo é unicamente determinado pelos seus vértices. Nestas situacoes podemos assumir

uma abordagem mais conjuntista, partindo da seguinte definicao.

Definicdo 1.21. Dado um conjunto finito de pontos de um espago topolégico V, um esquema
simplicial é um conjunto S, colegcdo de subconjuntos de V, tal que se s € Se t C s, entdo
t eSs.

Na definicdo acima, os elementos de S sdo ditos simplexos e os elementos de V sdo
ditos vértices de S. Dado [ € N, pode-se definir, de modo andlogo ao feito para complexos
simpliciais, o [-esqueleto do esquema simplicial S, denotado por S'. Podemos notar que
SO =vu{0}.

Observacao 1.22. Dado um complexo simplicial K finito, podemos obter o seu esquema
simplicial fazendo S = {{a;,--- ,a,}:[a;, --a,] €K}

Exemplo 1.23. A partir do complexo simplicial do Exemplo 1.15, podemos construir o es-

quema simplicial S, onde

S={0,{a},{b},{c},{d},{a, b}, {a,c},{b,c},{a,d},{d,c},{a, b,c}}

S°={@,a,b,c,d}.

Definicdo 1.24. Podemos definir uma ordem parcial em um esquema simplicial <, a
partir da rela¢do de continéncia entre os simplexos. Ou seja, dados x,y € S, podemos indicar

xX<xYy,sexCy.

A ordem parcial acima definida pode ser induzida nos simplexos de um complexo sim-
plicial. Para tal, basta que tomemos o seu esquema simplicial associado, como explicitado
em 1.22, e induzamos no complexo a ordem definida no esquema a partir da Definicdo
1.24.

Tal constru¢do permite a identificacdo de funcdes, de um complexo simplicial em R,
que preservem tal ordem parcial, e que terdo utilidade no estudo da Teoria de Morse
Discreta, a ser apresentada no Capitulo 3. Ainda para uso nessa teoria, definiremos alguns
esquemas simpliciais especificos e provaremos dois lemas sobre tais esquemas simpliciais.

A partir da definicdo de cone simplicial apresentada em 1.20, podemos definir um cone

no contexto de esquemas simpliciais.

13
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Definicdo 1.25. Dado um esquema simplicial K e v um elemento que ndo pertence a K°,
definimos o esquema simplicial CK, chamado cone do esquema simplicial em K, da seguinte
maneira

CK=Ku{ocu{v}:o €K}

Neste caso, v é dito topo do cone do esquema simplicial.

A partir deste ponto nos referiremos, tanto a um cone simplicial, como a um cone de
esquema simplicial, apenas como cone, exceto quanto indicado. Nota-se ainda que, pela
definicdo acima, o topo de um cone em um esquema simplicial pode ndo ser Unico.

Dado um esquema simplicial e um vértice seu, podem-se definir o conjunto dos simple-
X0s que restam apds a remocao de tal vértice. Além disso, pode ser titil que destaquemos
quais, de certo modo, deixaram de se conectar com tal vértice apenas apos a sua remo-
cdo. Intuitivamente falando, isto pode fornecer informacoes sobre a conectividade e a
relevancia de cada vértice em um esquema simplicial.

Defini¢io 1.26. Dado um esquema simplicial S e v € S°\ {#}, temos que o conjunto delegdo
de v sobre S é o conjunto
disv)={oceS:v¢o}

e o link de v sobre S € o conjunto

lks(v) ={o edls(v):cu{v}eS}

Dado um complexo simplicial, a partir de seu esquema simplicial, também podemos
induzir em si os conjuntos link e delecdo a partir de um vértice. Nao é dificil provar que

estes conjuntos também sdo complexos simpliciais.

Exemplo 1.27. Recuperando o complexo simplicial K do Exemplo 1.15 e tomando o seu

esquema simplicial
K ={0,{a},{b},{c}.{d},{a, b}, {a,c},{b,c},{a,d},{d,c},{a, D,c}},

temos que

dlx(c) =1{0,{a}, {b},{d},{a, b}, {a,d}}
lkx(c) = {0,{a},{b},{d},{a, b}}.

Na Figura 1.7, temos, da esquerda para a direita, o complexo simplicial K, o complexo

simplicial indugzido por dli(c) e o complexo simplicial induzido por lkg(c). Nesta tltima,

14
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o simplexo ¢ e sua conexdo com os simplexos de lky(c) sdo adicionados a figura, em baixa

opacidade, para contribuir visualmente com a intui¢do.

d c d d
a b a b a“ b
K dlx(c) lki(c)

Figura 1.7: Representac¢des do complexo simplicial K, do Exemplo 1.15, de dl(c)
e de lkg(c), respectivamente, da esquerda para a direita.

Ha uma relacdo direta entre as cardinalidades dos conjuntos acima definidos e a cardi-

nalidade do esquema simplicial sobre o qual forem construidos.
Lema 1.28. Se S é esquema simplicial e v € S° \ {0}, entdo #S = #lks(v) + #dl,(v).

Demonstragdo. Seja Y, = S\ dl4(v), provemos que existe uma bijecdo ¢, entre lkg(v) e
Y,. Tal bijecdo é dada por ¢, : lks(v) — Y,, tal que ¢,(0) = o U {v} e é bem definida,
pois, se o € lkg(v), entdo pelas préprias defini¢des de link e delecdo de v sobre S, temos
que o U {v} €S, mas o U {v} & dl;(v).

Se g, p € lks(v) sdo tais que o # p, entdo podemos supor, sem perda de generalidade,
que Ju € o tal que u ¢ p, de modo que pela definicdo de lks(v), temos u 7# v. Assim,
ueouU{vt=gp(o), masué¢ pu{vt=opp) logo, v,(c) # ¢,(p), ou seja, ¢, €
injetiva.

Além disso, se p € Y,, entdo {v} € p e como p \ {v} C p, pela definicdo de esquema
simplicial, p \ {v} € S, mais ainda, como tal simplexo ndo contém {v} e p \ {viU{v} =
p €S, entdo p \ {v} € lks(v), disto, ¢, € sobrejetiva.

Como se tratam de conjuntos finitos, o fato de que #Y, = #S — #dl; implica, pela
bijecdo ¢, que #lky = #S — #dl,. O

Finalmente, dentre os resultados apresentados nesta secdo, com a finalidade de serem
utilizados na Teoria de Morse Discreta, temos ainda a seguinte caracterizacdo alternativa
de cone simplicial.

Lema 1.29. Dado um esquema simplicial, entdo S é cone simplicial se, e somente se, para
algum v € S°\ {@} tivermos que 2#lks(v) = #S. Neste caso, S é um cone simplicial com

topo v.

15
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Demonstracdo. Se existe v € S°\ {1} tal que 2#1ks(v) = #S, entdo, pelo Lema 1.28, temos
que #dlg(v) = #lkg(v), logo, dls(v) = Lkg(v), pois lks(v) é subconjunto de dlg(v). Como
S é dado pela unido disjunta dos conjuntos dlg(v) e {oc U {v}: 0 € lks(v)} = {ocU{v}:
o € dlg(v)}, temos pela Definigdo 1.25, que S é cone sobre dl4(v).

Por outro lado, se S é cone, entfio existem v € S°\ {#l} e um esquema simplicial S =
{ceS:vé¢o}, talqueS=SU{ocU{v}: o €S}, ouseja, S= CS. Neste caso, #S = 2#S

e, como S é justamente [ks(v), temos o resultado. O

Triangularizacdao de Espacos Topolégicos

Retomando a discussdo sobre complexos simpliciais, sendo um subespaco de R", um poli-
topo pode ser munido da topologia de subespaco a partir da topologia usual do R". Passa
entdo a fazer sentido definirmos homeomorfismos entre complexos simpliciais e alguns
tipos de espacos topoldgicos. Dados um espaco topoldgico X, um complexo simplicial K
e um homeomorfismo entre ambos, é possivel, de certo modo, induzirmos sobre X alguns

dos resultados obtidos por ferramentas de andlise de complexos simpliciais.

Definicdo 1.30. Dado um espaco topoldgico X, se existem um complexo simplicial K munido
da topologia usual de subespaco de R" e um homeomorfismo ¢ : |K| — X, entdo X ¢é dito

triangularizdvel e ¢ € dito triangularizacdo de X.

A construcdo de tais homeomorfismos pode ser feita a partir do espago quociente, por
alguma relacdo de equivaléncia, em um complexo simplicial e da inducéo dessa equiva-

léncia sobre a topologia de K como subespaco de R".

Definicao 1.31. Sejam (X, ) um espago topoldgico e ~ uma relagdo de equivaléncia sobre
X. Tomemos 7 : X — X/ ~, a projecdo natural, entdo v, = {U C X/ ~ i U)eT}é

dita topologia induzida pela relagdo de equivaléncia sobre X / ~.

Teorema 1.32 (Primeiro Teorema de Isomorfismo para espacos topoldgicos). Sejam
(X,7) e (Y,0) espacos topoldgicos, f : X — Y uma funcdo sobrejetora de modo que o =
{f"Y(U) : U € 1} e ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X dada por x; ~ x, < f(x;) =
f (x,). Entdo (Y, o) é homeomorfo a (X/ ~, T o).

Demonstragdo. De fato: seja ¢ :X/ ~—Y com @([x]) = f(x), entdo:
* ¢ € bem definida, pois [x;] =[x,] < f(x;) =f(x;) <= ¢([x1]) = ¢([x,]);

* ¢ ¢injetora, pois [x,] # [x,] &= x; »x, &= f(x) # fx) &= o[, ]) #

@([x2]);

* ¢ é sobrejetora, pois como f é sobrejetora, y € Y < dx€X :y = f(x) <
[x]eX[~ep(x)=y;

16
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* ¢ é continua, pois dado V € 1, pela prépria definicdo f (V) é aberto em X. Além
disso, notemos que p ot = f,logo f (V) = (¢ o) (V) = 7 (¢ }(V)) é aberto
em X. Da definicdo de 7, segue que ¢ (V) é aberto em X/ ~.

e ¢! ¢ continua, o que pode ser demonstrado de forma andloga ao item anterior.

Portanto, ¢ é um isomorfismo. O

E comum, no caso acima, referir-se ao préprio politopo como uma triangularizacao de
X.

Exemplo 1.33. (Toro de revolugdo T) Seja o conjunto [0,27] x [0,27] € R? (a ser mu-

nido de um complexo simplicial). Definamos a seguinte relagdo de equivaléncia: (x;,y,) ~

(x5, ¥,) quando
* {x1,x,} c{0,27} e y, = y,; ou
° xl = X2 € {yla.yZ} - {0127-[:}) ou

o (x1,¥1) = (xq, ¥2).

Entdo, € sabido que
¢ : ([0,2n] x [0,27])/ ~ > T c R

(u,v) = ((a+ rcos(u))sen(v), (a + rcos(u))cos(v), rsen(v)),

onde a é o raio da diretriz, r € o raio da geratriz e 0 < r < a, é uma parametrizagdo do toro
de revolugdo T. Como ¢ € sobrejetiva e ~ satisfaz os requisitos do Teorema 1.32, temos que
hd um isomorfismo entre ([0,27] x [0, 27'5])/ ~ e o toro T, o que estd ilustrado na Figura
1.8.

= =
= G (&

Figura 1.8: Isomorfismo entre ([0,27] x [0, 271])/ ~ € 0 toro.

~

Assim, sendo um complexo simplicial sobre ([0,27t] % [0,27]) / ~, a Figura 1.9 mostra

uma triangularizagdo do toro T.
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Figura 1.9: Triangulariza¢éo do toro T.

A-complexos

A triangularizacdo do toro exemplifica como espacos topoldgicos relativamente simples
podem ter complexos simpliciais de trato relativamente trabalhoso. Uma alternativa vem
da definicdo de A-complexo. Grosso modo, em um complexo simplicial, dois simplexos
distintos podem compartilhar apenas uma face, por outro lado, A-complexos permitem
que dois de seus simplexos distintos tenham uma, duas ou mais faces em comum.

Definicdo 1.34. Dado um espago topoldgico X, uma colegdo de mapas (chamados n-simplexos)
0, A" = X, onde n depende de a, constitui um A-complexo sobre X se satisfaz todos os
seguintes critérios

A restrigdo o ,|A" € injetiva;

Cada ponto de X pertence a imagem de uma e apenas uma restri¢do o ,|A";

* Cadarestrigdo de o, auma (n—1)-face de A" é um mapa op : A" — X, que pertence
ao A-complexo, onde estd sendo feita a identificacdo entre uma (n — 1)-face de A" e
A", preservada a ordem dos vértices;

* Um conjunto A C X € aberto se, e somente se, a;l(A) ¢ aberto em A" para cada a.

Por inducdo, nota-se que, dado o, : A" — X , um n-simplexo, ndo s6 temos um mapa
para cada (n—1)-face de A", mas sim para suas faces de todas as dimensdes. Além disso,
podemos encontrar em [11] a demonstracdo de que um complexo simplicial é um caso
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1.3 Homologia Simplicial

particular de A-complexo.

Exemplo 1.35. (Toro de revolugdo T): recuperando o Exemplo 1.33, temos que a Figura
1.10 apresenta um A-complexo sobre ([0,27t] x[0,27]) / ~, consequentemente sobre o toro
T.

Figura 1.10: A-complexo sobre o toro.

Definicdo 1.36. Dado um A-complexo {0, : A"® — X} ,, um sub A-complexo é uma

subcolegdo do A-complexo, {0, : A"® — X}, 1\, que ainda é um A-complexo.

Também é definido o [-esqueleto de um A-complexo K = {o, : A" — X},.,, como

o sub A-complexo K' = {0, : A™® — X} .. 1<, para cada [ € N.

Assim, a dimensdo de um A-complexo é [ se K"! # K, mas K' = K. Ainda, o A-
complexo é dito finito se, para cada n € N, é composto por uma quantidade finita de

n-simplexos.

1.3 Homologia Simplicial

Um dos principais objetivos da Teoria de Homologia Simplicial é a identificacdo de “bu-
racos” em A-complexos e complexos simpliciais (consequentemente, em alguns tipos de
espacos topoldgicos). Em [14] e em [11], podemos encontrar exemplos que servem de
motivacdo e ddo uma intuicdo de como tais objetivos determinam o modo como € cons-

truido o ferramental bdsico desta teoria.

Definicdo 1.37. Sejam X um espago topoldgico e um A-complexo finito K = {o, : A/ —
X} 4en, de dimensdo m sobre X. Dado n € {0,...,m}, indica-se por C,(X) o grupo abeliano
livre (ou seja, o Z-mddulo) gerado pelos n-simplexos de K. Os elementos de CHA(X ) sdo

chamados n-cadeias.
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1 Introdugéo a Teoria de Homologia

Ou seja, toda n-cadeia pode ser escrita como a soma formal >, p,o,, onde p, € Z e
o, € n-simplexo. Se n > m, ou n < 0, entdo CnA(X) ¢ o0 Z-médulo nulo.

Ao denotarmos CnA(X ) em vez de CnA(K ), fazemos a identificacdo das n-cadeias com
o espaco topoldgico, enquanto o correto seria identificd-las com a triangularizacdo em
questdo. Ocorre que, como demonstraremos, os grupos de homologia, objetivo principal
deste capitulo, sdo caracteristicos do espaco topoldgico. Mais ainda: dois A-complexos
distintos sobre espacos topoldgicos homotopicamente equivalentes geram grupos de ho-
mologia isomorfos. Pelo mesmo motivo, um espago topoldgico e um A-complexo sobre
si muitas vezes serdo referidos sem distingao.

Definicédo 1.38. Dado um A-complexo X, definiremos o operador de bordo do A-complexo
como o homomorfismo entre cadeias 0, : CnA(X )— CnA_l(X ) definido a partir da base:

an(o-a) = Z (_1)io-a|[eo: T éi: Tt en]:

e estendido linearmente. Se o simplexo é de dimensdo zero, seu bordo € definido como zero.

Na definicao acima, para que a imagem do homomorfismo J, esteja em C nA_ 1> esta sendo
usada a identificacfio entre o |[ey, - ,é;, - ,e,] e 0 simplexo de X que mapeia A" ! nesta
(n—1)-face, cuja existéncia é garantida pela definicdo de A-complexo, conservando-se a

ordem dos vértices. Ainda, J,(o,) é dito o bordo do simplexo o,.

2 o
Proposigdo 1.39. Dado um A-complexo X, a composigdo C2(X) —> C2 (X) — C2 ,(X)

¢ zero.

Demonstragdo. Dado o € CnA, temos que
arl—lan(o-) = an—l(z (_1)io.|[607 ) éi: ) en]);

logo,
8y10,(0) =D (1), 1(0lleq, .81+ s e,])

:ZZ(_l)i(_l)J‘(O—HeO’... L8y ’éj,... e, ).

Se j < i, a remocdo do i-ésimo termo ndo muda o fato de que o termo que carrega
o indice j é o j-ésimo termo da sequéncia. Por outro lado, se j > i, apds a remocdo do
i-ésimo termo, teremos que o termo que carrega o indice j serd o (j — 1)-ésimo termo da

sequéncia, assim, podemos reescrever a soma como:

D D=1y ollen, 88 e,])

j<i
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1.3 Homologia Simplicial

+ D (1 (1Y olleg, 288 e,]).
j>i
Comutando-se os indices i e j na segunda somatdria:

D=1y olleq, 8 a8 e,])

j<i

+ 2 (1 (1Y (Do llee, 85, 58,0+, e,) =0

j<i
O
Corolario 1.40. Temos que im J, C ker J,_,, logo, de acordo com a Definigdo 1.1,
. A an+1 A an A an—l A al A aO
C*(X) =/ Cn+1(X) - Cn (X) - Cn_l(X) T C1 (X) - Co (X) —0

é um complexo de cadeias.

Notemos que, pela forma como é construido o complexo de cadeias C,(X), as cadeias
C,(X) com n < 0 sdo todas grupos triviais, de modo que costuma-se considerar apenas
as cadeias C,(X) com n > 0, além da cadeia C_,(X) que € 0, que se da pela convengéo
adotada de que para cada o € COA(X ), 6y(c) =0.

Definicao 1.41. Dado um A-complexo X munido de seu complexo de cadeias, os elementos
de ker 8, sdo chamados n-ciclos, ou ciclos de dimensdo n e os elementos de imd,,, sdo
chamados de n-bordos, ou bordos de dimensdo n.

De igual maneira foi apresentado na Defini¢do 1.2, podemos tomar o quociente entre
tais submddulos.

Definicao 1.42. Dado um A-complexo X munido de seu complexo de cadeias, o grupo quo-
ciente H> = ker 8,/im d,,, € denominado n-ésimo grupo de homologia simplicial de X.

Uma vez que Z é um dominio de ideais principais (DIP), temos que, pelo Teorema A.8,
ker 9, e im d,,,, séo livres e finitamente gerados, mais ainda, pela Proposicdo A.12, H2(X)
é finitamente gerado. Cada gerador de H-(X) ¢ dito n-gerador de homologia simplicial
de X. Denotamos a homologia de X por H,(X) = {H,(X)}>0-

Observacao 1.43. Podemos notar que, se a dimensdo do A-complexo X for m, como as

fungdes de bordo sGo homomorfismos,
VYn>m,H>(X)=kerd,/imd,,; = C>/imJ,,; =0/imJ,,, ~ 0.

Além disso,
H> =Xkerd,/imd,,, = kerd, /0 ~kerd,,.
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1 Introdugéo a Teoria de Homologia

A partir do Teorema da Estrutura de Grupos Abelianos Finitamente Gerados, cada grupo
H nA(X ) pode ser escrito como soma direta de cépias de Z com grupos abelianos ciclicos
finitos do tipo Z, , onde p; é a ordem do grupo e dito coeficiente de tor¢do([14]).

Defini¢iio 1.44. Se HX(X)~ 7P @7, ®---© Z,, entdo B, é dito niimero de Betti de X
e corresponde ao nuimero de geradores livres de H nA(X ), ou seja, o nimero de geradores de

ordem infinita.

Cada numero de Betti 3, indica o numero de geradores de homologia n-dimensional
em X, que ndo sdo homdlogos entre si. Intuitivamente falando, temos que f3; indica o
numero de “buracos” 1-dimensionais, que podem ser pensados como curvas fechadas de
interior vazio e 3, indica o numero de “buracos” 2-dimensionais, que podem ser pensa-
dos como regides ocas. Ainda, na secdo de Homologia Singular, serd demonstrado que f3,

representa o numero de componentes conexas por caminho de X.

Exemplo 1.45. A partir do complexo simplicial da Figura 1.4, podemos construir o A-

complexo S = {o;}!°,, onde
0,(A%) =[al, 0,(A%) =[b],035(A%) = [c],0,(A°%) =[d],o5(A") = [a, b],

os(A) =[a,clo,(A) =[b,cl,o5(A") =[a,d],05(A") =[d,c]e 019(A%) =[a, b, c].

Disto, as n-cadeias sdo dadas por:

Cy =Z{[al,[b],[c],[d]},C} = Z{[a,b],[a,c],[D,c],[a,d],[d,c]},

C2=1Z{[a,b,c]l} e C> =0,Yn ¢ {0,1,2}.

Como o A-complexo é de dimensdo 2, pelo visto na Observacdo 1.43, temos que H nA(S )=
0,Yn > 3. Além disso, H;'(S) ~ ker d,, donde temos que dado o € S, 3,(0) = 0 quando

0=0(ala,b,c]) =ad,([a,b,c])=a[a]—a[b]+ a[c] & a=0,

logo, ker 8, = 0. Ou seja, H2(S) ~ 0.

Ainda, temos que H* =ker d,/im d,. Os 2-bordos sdo

imd, = 72{d,([a, b,c])} =Z{[b,c]—[a,c] + [a, b]}.
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1.3 Homologia Simplicial

Por outro lado, para encontrar o niicleo de 0, temos que

0,(s)=0 < a,B,7,A,0€Z

0=20,(ala,b]+ Bla,c]+y[b,c]+ Ala,d]+6[d,c])
= ad([a,b]) + Boy([a,c]) +vai([b,c]) + Ad,([a,d]) + 60,([d,c])
=ala]—a[b]+ Bla]—plc]+y[b]—v[c]+ Ala] —A[d]+ 6[d]—&[c]
=lalla+p+2A)+[b](—a+y)+[c](=Bp —y—=58)+[d](-A +5)

roz—i—ﬂ+)»=0
—a+y=0
—p—-y—6=0
|—A+6=0.

Resolvendo o sistema,
(a,B,7,A,0)=(,—A—71,7,A,A)=7(1,—-1,1,0,0) + A(0,—1,0,1,1),
ou seja, pela base dada na definigdo,
kerd, = Z{[a,b]—[a,c]+[b,c],—[a,c]+[a,d]+[d,c]}.

Entdo,
HA — Z{[a,b]—[a,c]+[b,c],—[a,c]+[a,d]+[d,c]}

1 Z{[b,c]—[a,c]+[a, b]}

e, portanto,

H} ~Z{—[a,c]+[a,d]+[d,c]} ~ Z.

Finalmente, Hy' = ker 8,/ im 8. Temos que
imd, =Z{[a]—[b],[a]—[c],[b]—[c],[a]—[d].[d]—[c]},

logo
A Z{[a],[D],[c],[d]}

Mo T~ o] [ — e [b] —[c) [a] —[dl[d]—[e]}

0, sene{2,3,...}
Z, sen=20,1.
Assim, S tem ntimeros de Betti 3, =3, =1e 3, =0, para n ¢ {0,1}.

A ~S
Em resumo, H}(X) ~ {
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Exemplo 1.46. (Toro de revolugdo T): recuperando o Exemplo 1.33, temos que C;* = Z{v},
C2 =Z{a,b,c} e C{ =7Z{U,L}. O complexo de cadeias fica

0 17 0 d
i —0—>7Z{U,L} — Z{a,b,c} — Z{v} — 0

Novamente, pelo visto na Observagdo 1.43, do fato de que o A-complexo sobre o toro tem
dimensdo 2, temos que HnA ~ (0,Vn > 3. Ainda, H2A ~ kerd,, onde d,(x)=0 < a,f €Z
e

0=0,(aU+BL)=ad,(U)+po,(L)=ala+b—c)+pla+b—c)=(a+p)a+b—c)
< a+=0 ¢ a=-f,

logo, HY ~Z{U—L} ~Z.

Prosseguindo, H* = ker 8,/im 8,. Temos que 9,(a) = 8,(b) = d,(c) =v—v =0, ou sejq,
ker 9, = Z{a, b, c}. Ainda, im 8, = Z{0,(U), 3,(L)} = Z{a + b — c}, logo,

A»_ Z{a,b,c}  Z{a,b,a+b—c} N

= = ~7& 7.
v Z{a+b—c} Z{a+b—c}
Finalmente,
HOA =ker d,/im d; = ker 9,/0 ~ker 3, = Z{[v]} ~ Z.
0, sene{3,4,...}
Em resumo, H>(X) ~ { Z, sen=0,2

7Z®7Z, sen=1.
De modo que T tem By, =1, B, =2, B, =1 e B, = 0 para qualquer outro valor de n.

1.4 Homologia Singular

Faz sentido demandarmos que os numeros de Betti de um espago topoldgico sejam in-
variantes pela triangularizacdo. De fato, na secdo anterior, um espaco topolégico e uma
triangularizacdo sua foram considerados muitas vezes sem distincdo. Ocorre que a na-
tureza combinatdria da Teoria de Homologia Simplicial dificulta a demonstracdo deste e
de outros argumentos topoldgicos. A Teoria de Homologia Singular, por sua vez, é de-
senvolvida a partir da determinacdo de que um n-simplexo nédo é necessariamente um
homeomorfismo entre A" e um espaco topolégico, mas, mais geralmente, uma aplicacio
continua. Assim, apresenta mais claramente uma natureza topoldgica, o que a torna mais
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adequada para a demonstracdo de caracteristicas topolédgicas inferidas a partir do cdlculo
da homologia. Por outro lado, para o calculo da homologia em exemplos concretos, a ho-
mologia simplicial em geral é mais adequada, devido as cardinalidades envolvidas, além
de ser dotada de uma construcdo intuitiva. A possibilidade de se utilizar ao mesmo tempo
os resultados advindos das duas teorias homoldgicas se materializa no fato, a ser apre-

sentado neste capitulo, de que sdo equivalentes, em certo contexto.

Definicdo 1.47. Dado um espago topologico X, um n-simplexo singular ¢ uma fungdo

continua o : A" — X, para algum n € N.

O termo “singular” origina-se no fato de que a definicdo dada ndo impede que a imagem
de um simplexo padrdo em X contenha singularidades. Por exemplo, dados um espaco
topolégico ndo vazio X e um ponto x € X, uma funcio o : A? — X, que leve todos os
pontos de A2 em x é um exemplo de simplexo singular. Da simplicidade da definicdo
deriva-se o fato de que cadeias singulares podem ser definidas em qualquer espaco topo-
16gico, o que é mais geral do que a colecdo de espacos topoldgicos triangularizaveis, que
¢ onde se podem definir os simplexos em homologia simplicial.

A partir deste ponto, os simplexos e as cadeias definidos na secdo de Homologia Sim-

plicial serdo referidos por simplexos simpliciais e cadeias simpliciais, respectivamente.

Definicao 1.48. Seja S,(X) o Z-mdédulo livre gerado a partir do conjunto formado por todos
os n-simplexos singulares possiveis sobre um espago topolégico X. Os elementos de S, (X) sd@o
ditos n-cadeias singulares. Definimos S,(X) =0 para n < 0.

Ou seja, as n-cadeias singulares sdo todas as somas formais do tipo >, n,0; com n; € Z
e 0; funcdo continua de A" em X. Fica evidente que, a menos que X se resuma a uma
quantidade finita de pontos, o conjunto dos geradores das n-cadeias singulares é de car-
dinalidade infinita.

A funcao de bordo é definida de semelhante maneira o foi para as n-cadeias simpliciais.

Definicdo 1.49. O homomorfismo de bordo 9, : S,(X) — S,_1(X) € tal que

2,(0) =Y (-1)olley. .60 .., .0,

1

onde hd a identificagdo canénica entre [e,,...,é;,...,e,] e A"!, preservando-se a orienta-
cao.
A identificagdo na definicdo acima faz com que o|[e,,...,é;,...,e,] seja identificado

com uma funco continua mapeando A"! em X, ou seja, com um (n — 1)-simplexo sin-

gular.
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Da similitude entre as fun¢des de bordo definidas para cadeias simpliciais e cadeias
singulares, podemos aproveitar, neste contexto, o resultado obtido em 1.39, ou seja,
0,0,41 = 0. Assim, as n-cadeias singulares e os operadores de bordo acima definidos
formam um complexo de cadeia e, disto, podem ser definidos grupos de homologia sin-
gular.

Defini¢do 1.50. Dados um espago topoldgico X e seu complexo de cadeias (S,(X), J,),ez, 0
n-ésimo grupo de homologia singular é definido como H3%(X) =ker d,/imd,, .

Cada gerador de H32(X) é dito n-gerador de homologia singular de X.

Teorema 1.51. Se X e Y sdo espagos topoldgicos homeomorfos, entdo, dado n € N, H>$(X)
e H¢(Y) sdo isomorfos.

A demonstracdo do teorema acima parte da construcdo de uma bijecdo entre os ge-
radores de S,(X) e S,(Y) da seguinte maneira, seja f homeomorfismo entre X e Y. Se
o : A" — X é gerador de S,(X), entdo f oo : A" - X — Y € gerador de S,(Y). De modo
analogo, pode-se associar cada gerador de S, (Y) com um gerador de S,,(X) através de f .
A partir da bijecdo entre as n-cadeias, obtida por extensao linear da bijecdo entre os ge-
radores, pode-se tomar uma bijecdo induzida entre os n-ciclos, os n-bordos e, finalmente,
entre os respectivos n-grupos de homologia. Tal demonstracdo nédo estd apresentada neste
texto, pois, serd demonstrado que mesmo espagos topolégicos homotopicamente equiva-
lentes tém grupos de homologia isomorfos, o que implica necessariamente a validade para
espacos topoldgicos homeomorfos, de acordo com o visto em B.8.

Proposicado 1.52. Se X pode ser decomposto na unido disjunta de componentes conexas por
caminho X,, a € I, entdo H3#(X) é isomorfo a soma direta @ ,; H38(X,).

Demonstragdo. De fato, como para todo n € N, A" é conexo por caminhos e o; é continua,
entdo todo simplexo singular tem imagem conexa por caminhos, logo, Vo, : A" = X,Jda €
I, talque o;(A™) C X,. Disto, a colecao de simplexos singulares é dada pela unido disjunta
dos simplexos singulares com imagem contida em cada X, e entdo S, (X) = P ,¢; S,(X,)-
Consequentemente, da linearidade dos operadores de bordo J, : S, (X) — S,_;(X), temos
que kerd, e imd, também podem ser cindidos numa soma direta em a. Logo, pelas
propriedades de médulo, H38(X) ~ @, H34(X,). O

Temos entdo um significado intuitivo para o 0-ésimo nimero de Betti em homologia
singular: este indica a quantidade de componentes conexas por caminho.

. - [~ . . U

Proposicado 1.53. Se X é ndo vazio e conexo por caminhos, entdo Hog (X) ~ Z. De modo

mais geral, se X é decomponivel na unido disjunta de n componentes conexas por caminhos,
~ 1S

entdo H,%(X) ~ Z".
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Demonstragdo. De fato, como &, = 0, temos que Hgg (X)=S5,(X)/imJ;. Dado que S,(X)
¢ formado pelas combinacdes lineares dos o; : A° — X, com coeficientes inteiros, po-
demos definir o homomorfismo ¢ : Sy(X) — Z, de modo que &(3; n;0;) = >, n;. Tal
homomorfismo, por definicdo, é sobrejetivo, dado que X é nao vazio.

Provemos que ker ¢ = im d;, quando X é conexo por caminhos. Inicialmente, dado um
1-simplexo singular o : A! — X, temos que

e(d1(0)) =¢(olle]-olleg]) =e(o;j—0,) =1-1=0,

onde 0; e 0y sdo os 0-simplexos singulares correspondente as restri¢bes de o a cada face
de Al; disto, im J; C kere.

Por outro lado, seja Y, n;0; € kere, onde {n;} C Z e {o;} é conjunto de 0-simplexos
singulares, de modo que ;. n; = 0. Se X é conexo por caminhos, podemos definir um
caminho 7; : [ — X, onde I € o intervalo fechado de 0 a 1 em R, de modo que 7;(0) =
oy(ey) e 7,(1) = o,(ey), indicados a partir daqui apenas por o, e 0;, respectivamente.
Seja o homomorfismo ¢ : [ey,e;] — I, tal que ¢(te; + (1 —t)e,) = t, podemos fazer
T, =100 Al =[eg,e] = X. Assim, D, n;T; € S;(X) e é tal que

(D ) =D md(1) = D n(Tier) ~ Fileo))

i i

:Zni(’fi(l)—’fi(o)):Zniai—znigo:Znioi_aozni :Zniai:

pois >, n; = 0. Logo, >,. n;0; € im d; e entdo, kere C im 4.

Entdo, Hgg (X) = Sy(X)/ kere. Disto, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo para gru-
pos [22], H(fg ~ im & = Z. Podemos obter a segunda afirmacéo desta proposicao de forma
imediata ao associarmos o resultado recém-obtido com a proposicdo anterior. ]

Proposigdo 1.54. Se X é um ponto, entdo Hy*(X) ~Z e ¥n > 0, H%$(X) ~ 0.

Demonstragdo. Indicando X = {p}, temos que para cada n € N, existe um unico n-
simplexo singular o, : A" — X que é 0,(x) = p,Vx € A", ou seja, S,(X) = {ko,, :
k € 2} ~ 7. Além disso,

300 = (D0 =0,, S,
i=0 i=0

que resulta em O para n impar e em o,_; para n par diferente de zero. Assim, temos o
complexo de cadeias

2572525725750,

com funcoes de bordo que alternam entre isomorfismos e homomorfismos triviais, exceto
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para d, = d; = 0. Assim, para cada n > 0, se J, =0, entdo
H®$(X)=kerd,/imd,,, ~Z/Z =0,

caso contrario,
H¥(X) =kerd,/im8d,,; ~0/0=0.

Por outro lado, H(S)g(X) =kerd,/imd, ~7Z/0 = Z. O

1.5 Equivaléncia entre as Homologias

Enquanto a homologia singular esta definida para qualquer espaco topolégico, a homolo-
gia simplicial foi definida em A-complexos, consequentemente, em espacos topolégicos
triangularizaveis. Nesta ultima classe de espacos, as duas teorias sdo equivalentes, de
modo que nos exemplos seguintes poderemos utilizar a capacidade computacional da Te-
oria de Homologia Simplicial ao mesmo tempo que as interpretacoes topoldgicas obtidas
a partir da Teoria de Homologia Singular. Isto se d4, pois, dado um A-complexo X, po-
demos construir um homomorfismo h,, : CnA(X ) — S, (X), basicamente tomando cada o
gerador de C2(X) e considerando-o como um n-simplexo singular, tendo em vista que a
definicdo de n-simplexo simplicial € um caso particular da definicdo de n-simplexo sin-
gular. Em seguida, basta estendermos h, linearmente a partir da base. A partir disto,
podemos induzir um homomorfismo h, , : H3(X) — H>¢(X).

Teorema 1.55 ([11]). Seja X um A-complexo, entdo, para todo n, a aplica¢do h,, :
H2(X) — H34(X) é um isomorfismo.

A demonstracdo deste teorema utiliza os conceitos de homologia relativa e homologia
reduzida, que fogem ao escopo deste texto.

Como as duas teorias de homologia aqui apresentadas foram provadas equivalentes,
deste ponto em diante, H nA eH f:g serdo referidas apenas por H,,. Além disto, a identifica-
cdo de cada simplexo apresentado ser simplicial ou singular ficard a cargo do contexto.

1.6 Invaridancia Homotdpica

Um dos principais resultados sobre homologia obtidos neste capitulo é que espagos ho-
motopicamente equivalentes tém grupos de homologia isomorfos. Provaremos que uma
aplicacdo continua f : X — Y induz um homomorfismo f, , : H,(X) — H,(Y) para cada
n, e que se f é uma equivaléncia homotdpica, entdo cada f, , serd um isomorfismo.
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Definicdo 1.56. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma aplicagdo continua entre
eles. O homomorfismo induzido entre as n-cadeias f;, : C,(X) — C,(Y) € definido da
seguinte maneira: se o : A" — X é um n-simplexo em X, entdo f, ,(c) = f o, onde C,(Y) >
fo : A" =Y, e estendendo-se linearmente, f, (>, n;0,) = >, n,f, (o) =D nif o,

Da Defini¢éo 1.3, temos que o morfismo graduado f; = (f; ,)sez ¢ um homomorfismo

entre os complexos de cadeias.

Proposi¢ido 1.57. O homomorfismo f; como acima definido € tal que f;, 4 X =3’ fino
onde 3% e & sdo homomorfismos de bordo em X e Y, respectivamente.

Demonstragdo. De fato,

fur00) = fyaa( D1Vl )
=2 D fi(olles. 4 e])
=2 (D olley.. 8- e,] = 2(f0) = 8f; (o).

Do fato que os operadores envolvidos sdo lineares, basta estendermos o resultado acima

para qualquer cadeia e temos o resultado pretendido. l

Quando nao resultar em prejuizo a compreensao, omitiremos o indice n dos homomor-
fismos induzidos, de modo que o resultado acima pode ser expresso, de modo simplifi-
cado, por f;0 = 0 f;.

Uma consequéncia da proposicdo acima € que f; mapeia ciclos fechados de X em ciclos
fechados de Y e mapeia bordos de simplexos de X em bordos de simplexos de Y. Mais

precisamente, dado n, se a € ker d(C,(X)), entdo d(a) =0, logo,
d(fy(a)) = fy(8(a)) = f,(0) =0,

ou seja,
fy(ker 9*) Ckerd”.

Além disso, seja 3 € im 3(C,(X)), entdo 3B € C,(X) tal que 9(B’) = B, disto, fy(B') €
C.(Y)e
im 0(C,(Y)) 2 3(f,(B)) = £,(3(B)) = f(B),

logo,
f(im3*) Cima".
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Proposicdo 1.58. Dados dois espagos topoldgicos X e Y, uma aplicagdo continua entre X e

Y induz um homomorfismo entre os seus respectivos grupos de homologia.

Demonstragdo. De fato, podemos definir o homomorfismo f, : H,(X) — H,(Y) induzido
por f;, da seguinte maneira, se p € H,(X), entéo existe {0;};c; C ker 3(C,(X)), tal que
p ={o}lic; eVj,k €J, 0; -0 € imI(Cpy1(X)). Definindo f,(p) = {fi(0:)}iey, te-
mos que, {f;(0;)}ic; C kerd(C,(Y)) e Vj,k € J, temos fy(0;) — fy(oy) = fylo;— o)) €
im 9(C,41(Y)), logo, f.(p) € H,(Y). O

Duas propriedades imediatas da definicdo de f,, que valem a pena ser destacadas sdo

* Sejam X, Y e Z espacos topoldgicos com g : X — Y e f : Y — Z aplicagdes conti-
nuas, entéo (f g), = f.g,. Isto vem da associatividade da composicao

A"— XY > Z;

* Dado X espago topoldgico, temos que (idy), = idy (x)-
Finalmente, podemos apresentar o principal resultado desta secéo.

Teorema 1.59. Se dois mapas f, g : X — Y sdo homotdpicos, entdo eles induzem os mesmos
homomorfismos f, = g, : H,(X) — H,(Y).

Demonstragdo. Sejam uma homotopia F : X x I — Y entre f e g e um simplexo singular
o : A" — X, podemos formar a composigdo Fo(o xid;) : A"xI — X xI — Y. Provemos,
inicialmente, que o produto A" x I, o qual denominaremos prisma, pode ser dado como

uma unido de (n + 1)-simplexos, como exemplificado na Figura 1.11 paran=1en =2.

Wo wy wq Wy

y

0,

Vo 141 Vi Va

Vo
Figura 1.11: Prismas para A’ x [ e A? x I
Seja A" x {0} = [vg,...,v,] =veA"x {1} =[w,,...,w,] =w, onde ambos conservam
a ordem de A", ou seja, tomando a projecdo candnica m : A" x [ — A", temos que

n(v;) = m(w;) = e;. Seja ainda a colecdo de n-simplexos definidos da seguinte maneira,

substituamos o n-ésimo vértice de v pelo n-ésimo vértice de w, obtendo [v,,...,Vv,_;,w,].
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1.6 Invaridncia Homotdpica

Em seguida, tomemos o n-simplexo obtido e substituamos v,_; por w,_;. Prosseguindo
sucessivamente desse modo, obtemos a colecdo

S={v}U{lvg,.., Vi, Wi, ...,w, 1: 1 <i<n}u{w}.

Intuitivamente falando, percorrer os simplexos de S representa partir do simplexo v e
chegar no simplexo w pela substituicdo de todos os vértices, um a cada passo, obtendo-se
n-simplexos, de certo modo, intermediarios entre v e w.

A regido do prisma A" x [ entre os simplexos

(V05w s Vie1s VisWit1s -+ s Wy

[Vos e vvs Vic1s Wis Wigqs ey Wy

é o (n+ 1)-simplexo

(Vs v v Vie1s Vis Wi, Wigqs e v, Wy .

n

Logo, o prisma € a unido dos (n + 1)-simplexos A" x [ = Ui:O[VO’ e VWi, wy .

Agora, definamos o operador de prisma P : C,(X) — C,.,(Y) da seguinte maneira:

P(0)= D (~1)F 0(0 X id)I[Vor-. o, Vis Wiy o Wy ]
i=0

A" X T o xid

o
AT X

Figura 1.12: Construcédo do Prisma

X x1I Y

Como ilustrado na Figura 1.12, podemos observar que Fo(o xid;)|[Vy, ..., Vi, Wiy« .., W, ]
é o mergulho do (n + 1)-simplexo [v,,...,V;,w;,...,w,] (um dentre os que compdem o
prisma A" x I) no espaco Y, pela composicdo F o (o x id;). Logo, é um (n + 1)-simplexo
singular em Y do qual pode-se calcular o bordo, consequentemente, possibilitando a ob-
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1 Introdugéo a Teoria de Homologia

tencdo do bordo do prisma:
9P(o) = Z(—l)ia(F o(o xid)|[Vos-- s Vis Wiy oo, Wy ])
i=0

Ocorre que para 0 < j < i, o j-ésimo vértice do (n + 1)-simplexo é v;, mas parai < j <

n+1, o j-ésimo vértice € w;_,. Disto,

oP(c) = Z(Z(—ni(—wp 0 (0 X 1)) [Vos-+ s Diyeees Vi Wiy vy W]

i=0 ~j=0

n+1
+ Z (_1)1(_1)1}7 ° (G x idI)”:VOJ s Vi Wise )wj—ls s :Wn])'

j=i+l
Fazendo k = j no primeiro somatdrio em j e k = j — 1 no segundo somatdrio em j,

temos:

oP(o) = Zn:(zl:(—l)i(—l)kF (O X TId)|[VosevsViseevsVisWipenn, Wy ]

i=0 “k=0

n+1
+Z(_1)l(_1)k+lF ° (O- x id[)”:VOJ s Vi Wiseo, wk: s ;Wn])'
k=i

Isolando e analisando apenas os termos do tipo i = k, temos

(—1)ZiZ(F0(axid1)|[vo, ey D Wiy W 1—Fo(O XTd) [V, - ey e vy Viy Wi . .,wn]),

i=0

ocorre que para 0 <i < n, o termo i da expressdo a esquerda é
Fo(o xid)|[Vg,-+-» Vi1, Vis Wiy en o, W, ]
enquanto que o termo i — 1 da expressao a direita é
—F o (0 xid))|[Vgs--+sVie1, Wi_1, Wiy e ey W, ],

ou seja, sdo iguais, com sinal trocado. Portanto, temos uma soma telescépica donde

restam apenas os termos i = 0 a esquerda,
Fo(o xid)|[Vg, Wgs---,W,]

Fo(o xid))|wg,...,w,]

=Fo (o x id;)(A" x {0})
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1.6 Invaridncia Homotdpica

=F(o(A"),0)

=fo(A") = fy(o)
e 1 = n a direita,

—F o (o xid))|[Voy«-->Vy W, ]

=—Fo(o xid)|[vy,.-->Vs]

=—F o (o xid;)(A" x {1})
=—F(o(AM),1)

= —go(A") = —g(0).

Visando encontrar um significado intuitivo para os outros termos de d P(o), analisemos

P(80). Temos que 8o = Z?:O(—l)jal[eo, ...,8j,...,e,] e entdo

P(30) =Y (-1)P(0lleq,- . 18-, ,]),
j=0

onde, se i < j, o i-ésimo vértice € e;, logo, o i-ésimo simplexo contém tanto v;, como w;,
enquanto que para i > j, o i-ésimo vértice € e;,, logo, o i-ésimo simplexo contém tanto

Vi+1, COMO W;, 4, OU S€ja,

n

P(30) = 2(2(—1)1(—1)1‘1: 0 (0 X 1d])[Voy -+ oy Vis Wiy Wiy oy W]

j=0 “i=0

+ > (-1YFo (o x id,)|[v0,...,oj,...,vm,,wm,...,wn]),

i=j+1
onde, invertendo a ordem dos indices e multiplicando por —1, temos justamente os termos
de dP(o) com i # j.

Fica provado que o operador de prisma satisfaz a relagdo 9P = gy — f; — PJ. Geome-
tricamente falando, 0 P representa o bordo do prisma, g, representa o topo A" x {1}, f

representa a base A" x {0} e P& o prisma do bordo, ou seja, as laterais do prisma original.

Finalmente, se a € C,(X) é um ciclo, temos que gy(a) — f;(a) = dP(a) + P3(a) =
dP(a), pois, o bordo de um ciclo é zero. Ou seja, g;(a) — f;(a) é o bordo de um (n + 1)-
simplexo, a saber, P(a). Disto, gy(a)—f;(a) é equivalente a zero em C,,;,(Y), mais ainda,
gs(a) e fi(a) séo equivalentes entre si. Logo, f, = g, na classe de homologia de a. O

Corolario 1.60. As fungées f, : H,(X) — H,(Y) induzidas pela equivaléncia homotdpica
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1 Introdugéo a Teoria de Homologia

f : X — Y sdo um isomorfismo para todo n.

Demonstragdo. De fato, pela Definicdo B.6, temos que existe g : Y — X continua tal que
gof = idy, logo pelo Teorema 1.58, (gof ), = (idy),., disto, g.f, = idy (x)- Analogamente,
f.&. =1dy (y). Disto, f, ¢ um homomorfismo bijetivo com inversa g,. O

O teorema acima e seu coroldrio permitem algumas simplificacdes do ponto de vista
computacional e geométrico de um espaco topolégico sem que se percam informacgoes do
ponto de vista de homologia. Um exemplo imediato é que todo espacgo contrdtil X tem
Hy(X)~ZeH,(X)=0,n>0.

1.7 Homologia Celular

Dado um grafo, é possivel dele calcularmos os grupos de homologia, bastando-nos para
tal notar que todo grafo é um complexo simplicial de dimensdo 1 ([3]). Ocorre que o
processo construtivo de um grafo, listagem de vértices seguida da listagem de arestas,
pode, a partir da definicdo a ser apresentada de n-célula, ser descrito a partir de uma
outra perspectiva: toma-se uma colecio de pontos, que sio homeomorfos a 0-células, em
seguida, em alguns pares de pontos sdo coladas arestas, que sdo homeomorfas a 1-células.
Ou seja, constrdi-se um espaco inserindo-se 0-células e depois uma funcao que identifica
o bordo de 1-células com estruturas presentes no espago e que sejam a eles homeomorfas,
constituindo um novo processo de colagem. Pode-se pensar em uma possivel etapa se-
guinte, onde tomam-se 2-células e colam seus bordos nas 1-células presentes no espaco,
de modo que, recursivamente, pode-se construir um espaco com até n células. E a partir
desta inspiracdo que definem-se os chamados CW-complexos (ou complexos celulares)
com os quais, a partir da definicdo de célula, podem-se construir estruturas ainda mais

gerais do que as que se pode obter por A-complexos.

Inicialmente, é necessario definir-se o que é uma colagem de espacos topoldgicos.

Definicdo 1.61. Dados X e Y espagos topoldgicos, A subespaco fechadoem X e f :A—Y
fungdo continua, a colagem dos espagos topoldgicos X e Y por meio de f, denotada por
X Ug Y € o espago quociente da unido disjunta X U'Y pela relagdo de equivaléncia a ~

f(a),Ya eA

Ou seja

XU ¥ ={{x}:x €X\A}U{{y}:y € Y \im(f)} U{{a, f(a)} : a €A}.

Na defini¢do acima, também costuma-se denominar f como uma colagem. Definamos

agora o que é uma célula.
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Definicdo 1.62. Dado um inteiro n > 1, definimos:

Uma n-célula, ou célula de dimensdo n ¢ um espaco homeomorfo ao n-disco e" =
{xeR":|lx|][<1};

uma n-célula aberta ou célula aberta de dimensdo n é um espacgo isomorfo ao n-

disco aberto int(e") = {x € R": ||x|| < 1};

o bordo de uma n-célula é um espaco isomorfo ao bordo de um n-disco de" = {x €
R™: ||x]| =1}

uma célula é um espaco que é uma n-célula para algum n.

Definidas as colagens e as células, um CW-complexo se constréi a partir de um processo

de sucessivas colagens de n-células, a partir de seu bordo, em (n— 1)-células.

Definicdo 1.63. Um CW-complexo ¢ um espago topolégico X munido de uma colegcdo de

subespagos tais que

@:X_lg_XOgXlg--.ang...gX,

de tal modo que

1.

2.

X° é dado pela colegdo de 0-células {eg : a € I}, onde I, € colecdo ndo vazia de indices;

Dado n > 0, existe I, colecdo de indices, possivelmente vazia, {e, : a € I,} colecdo de

n-células e ), : del > X "1 colegdo de colagens, de modo que podemos definir

"= |en:| |oer - xm,

a€l, a€l,

donde temos a colagem

r=xm (] )

et a€l,

Entdo, X™ é um espaco homeomorfo a X" e com o qual se relaciona da seguinte maneira:

m X (L en) =X L es)

a€l, e acl,

seja
a projecdo canodnica, entdo o homeomorfismo a, : X" — X" é tal que a,, o 7, |xn1 :

X"t — X" ¢ inclusdo;

X = Unzoxn;

A topologia de X é tal que A C X € fechado em X se, e somente se, ANX" € fechado em

X" para todo n.
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Uma forma de se interpretar os homeomorfismos a,, é a seguinte: temos que X" é um
espaco quociente composto pela unido disjunta de trés tipos de classes

1. Classes geradas pelos elementos de X"~ que n#o sio colados a nenhuma n-célula.

Estas contém apenas um elemento cada uma e compdem o conjunto
{txyex =\ (| vr@en)};
a€l,

2. classes geradas pelos interiores das n-células, ou seja, pontos que nao sdo colados
a nenhum ponto de X" !. Estas também contém apenas um elemento cada uma e
compdem o conjunto

{rye| Jen\aen};

3. classes geradas por cada ponto de X" no qual é colado ponto do bordo de uma
(ou mais) n-célula. Estas podem conter mais de um ponto e compdem 0 conjunto

{tafuix,sael, e pi(x)=a}:ae (| ¢ (@en)}.

a€l,

Entdo a, € tal que para cada {x} classe do primeiro ou do segundo tipo, a,({x}) = x
e para cada classe do terceiro tipo a,({a} U {x, : a € I, e ¢"(x,) = a}) = a, ou seja,
“descarta” as ambiguidades advindas de pontos que se identificam nas colagens, ficando

com a versdo que j4 estava em X" 1.
Na definicdo acima, X" é dito um n-esqueleto celular.

Se um espaco topoldgico X é homeomorfo a um CW-complexo, dizemos que X admite
uma estrutura de CW-complexo. Além disso, denominamos CW complexo de dimensao
finita se este é tal que existe algum n para o qual X = X", além disso, é dito de tipo finito
se possui um numero finito de células para cada n e € dito finito se possui dimensao finita
e tipo finito. A dimensao de um CW-complexo é o maior n para o qual existem nele
n-células.

Temos que todo complexo simplicial é um CW-complexo.

Exemplo 1.64. A esfera S' admite uma estrutura de CW-complexo construida a partir de
uma 0-célula e uma 1-célula.

A motivacdo e as demonstracdes dos resultados que se seguem nesta secdo utilizam con-
ceitos de homologia relativa, de modo que fogem ao escopo deste texto. Tais resultados
podem ser encontrados, por exemplo, em [11] e [14].
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Definicdo 1.65. Seja X um CW-complexo, definimos as n-cadeias celulares de X sobre Z

como CHCW(X) = Z{e} : a € 1,,}, onde cada e} € o interior de uma n-célula de X.

Para cada n > 0, podem-se definir homomorfismos induzidos de bordo 2, , : C"(X) —
H, (X" eincluséo j,, ; : H, ;(X"") = C¢"(X), de modo que o operador de bordo
de homologia celular 9" : CV(X) — C"(X) é definido por 9" =j,, 103, ,, e é

*,119

tal que (3°%)* = 0. Assim, (CY,80°") 50 é um complexo de cadeias e nele podem-se
definir os grupos de homologia celular H¢" = ker 9" /im 8°". Pode-se entdo provar

que as homologias celulares e singulares sdo isomorfas.
Teorema 1.66. Se X é CW-complexo, entdo temos que
1. HS"(X) ~ H,(X), para todo n > 0;
2. H"(X) ~ H,(X")/im d,,,.
Uma vez que nos resumiremos ao estudo dos A-complexos, ou até mesmo dos comple-

xos simpliciais, ndo precisamos mais utilizar o sobrescrito “CW” na expressao dos grupos

de homologia celular. Ainda, do Teorema acima podemos obter o seguinte resultado.
Corolario 1.67. Se X é CW-complexo, entdo temos que
1. Se X for um CW-complexo sem nenhuma n-célula, entdo H,(X) = 0;

2. Se X for um CW-complexo com uma quantidade k de n-células, entdo H,(X) € finita-

mente gerado por, no mdximo, k elementos;

3. Se X ¢ um CW-complexo sem células de dimensées n—1 e n+ 1, entdo H,(X) é um
grupo abeliano livre cuja base tem correspondéncia biunivoca com as n-células de X.
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Homologia Persistente

Dado um fendomeno observédvel que pode ser analisado a partir de uma colecao de n gran-
dezas mensurdveis a ele relacionadas, uma forma de se estruturar tal informacdo é, a
cada manifestacdo do fendmeno, suas grandezas serem registradas como um ponto em
R", de modo que cada coordenada estd associada sempre a mesma grandeza no decorrer
dos registros. O resultado de tal processo é uma colecido de pontos em R". A tentativa de
obtencdo de informacoes da populacdo a partir da amostra pode se dar a partir da esti-
macdo da homologia. De modo mais preciso, dada uma colecdo de pontos do R", se, de
modo condicionado a alguma funcao da distancia euclidiana € > 0, forem conectados por
um simplexo pontos linearmente independentes, serd obtida uma cole¢do de complexos
simpliciais, cuja variacdo depende de €. Processo que serda chamado de filtracdo simpli-
cial. As caracteristicas homoldgicas que persistirem para uma maior colecdo de valores
de € podem ser interpretadas como mais provaveis de estarem presentes na populacdo
de onde foi retirada tal amostra. Neste capitulo, utilizamos [4], [5], [6] e [21] como as
principais referéncias e, em consonancia com tais textos da literatura, nos restringiremos
aos complexos simpliciais em vez de nos estendermos aos A-complexos. Além disso, os
principais teoremas deste capitulo estdo provados na literatura considerando cadeias de
simplexos sobre corpos e, consequentemente, os grupos de homologia como espacos ve-
toriais, de modo que adotaremos neste capitulo tais especificacdes. Todavia, por motivos
histéricos, continuaremos denominando como grupos os espagos vetoriais de homologia.

2.1 Motivacao

Um exemplo basico para contextualizacdo pode ser a amostragem de pontos de uma su-
perficie conhecida, seguida da realizacdo de uma filtracdo simplicial e do registro dos
grupos de homologia para cada etapa da filtracdo. Por ser um exemplo controlado, serve
apenas para exemplificar o tipo de interpretacdo que esperamos do comportamento da
persisténcia de homologia.
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Exemplo 2.1. Sejam
Sy :(x,y,2) =(rcos(0),rsin(0),z)

a parametrizagdo de um tronco de cilindro, onde r é uma varidvel aleatdria com distribuigdo
A(1;0,02), 6 tem distribuicdo % (0;1) e z tem distribuicdo % (0;2m) e

Sy (x,y,2) =((1+r)cos(0)sin(¢), (1 +r)sin(0)sin(¢), (1 +r)cos(¢))

a parametrizagdo de uma esfera, onde r é uma varidvel aleatéria com distribuicdo % (0;0,02),
0 tem distribuicdo % (0;2m) e ¢ tem distribuicdo 2 (0; ). Para cada uma delas, tomando-
se uma amostra aleatéria de tamanho 50, podemos obter as colecbes de pontos da Figura

2.1, onde as superficies aparecem em baixa opacidade.

-1.0 -1.0

-0.5 -0.5

9% 10 10 9% 1o 10
(a) Amostra aleatd- (b) Amostra aleato-
ria de 50 pontos ria de 50 pontos
a partir de S;. a partir de S,.

Figura 2.1: Nuvens de pontos

Dado & > 0, podemos tomar o complexo simplicial dado pelos simplexos do tipo [ x4, ..., X,],
gerado por cada subconjunto LI {x,,...,x,} tal que cada par de pontos nele dista menos que
€ (método pelo qual se obtém a denominada filtragdo simplicial de Vietoris-Rips da nuvem
de pontos). Estando os pontos em um espago tridimensional, os simplexos terdo, no md-
ximo, dimensdo 2. Nas Figuras 2.2 e 2.3, encontram-se os complexos simpliciais de S; e S,
respectivamente, para € = 0,02, para € = 0,05 e para € =0, 2.

A persisténcia da homologia pode ser expressa em um diagrama onde cada ponto vermelho
representa uma componente conexa, cada ponto azul representa um “buraco” unidimensional
e cada ponto verde representa um “buraco” bidimensional (serd formalizada a relagcdo entre
tais pontos e os geradores dos grupos de homologia). Para cada tal ponto, sua coordenada x
é o valor de € para o qual a componente conexa ou o “buraco” apareceu (denominaremos de
instante do seu nascimento) e a coordenada y é o valor de € para o qual a componente conexa
ou o “buraco” desapareceu (denominaremos de instante de sua morte). Quanto mais longe
um ponto estd da diagonal, maior foi a sua persisténcia na familia de complexos simpliciais

com a variagdo de €, como se pode notar na Figura 2.4.
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Figura 2.3: Complexos simpliciais gerados na amostragem de S,
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Figura 2.4: Diagramas de persisténcia
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2 Homologia Persistente

Notemos que os pontos mais persistentes no diagrama da amostra de S; ddo indicios de
que o objeto original é dado por uma componente conexa e contém um tnico “buraco” uni-
dimensional, o que é compativel com um cilindro. Enquanto que para a amostra de S,, o0s
pontos mais persistentes do diagrama correspondem a uma componente conexa e um Unico

“buraco” bidimensional, o que é compativel com uma esfera.

2.2 Filtracao e Médulo de Persisténcia

Na conceituacgéo intuitiva de filtracdo simplicial, dada na secdo anterior, apresentamos
uma colecdo de complexos simpliciais (em espacos topoldgicos), indexada por uma va-
riavel €, que aumentavam conforme & aumentava, pois, seu aumento acrescentava sim-
plexos ao passo que mantinha os que ja havia. Torna-se, entdo, necessaria a formalizacao

do conceito de colecdo “crescente” de complexos simpliciais.

Definicdo 2.2. Seja um conjunto T C R, uma filtragdo & sobre T ¢ uma familia de espagos
topoldgicos {X;}er tais que X; € X; (ou seja, é um subespago topoldgico) sempre que i,j € T

sdo tais que i < j.

Definicdo 2.3. Seja um conjunto T C R, uma filtrag¢do simplicial Z sobre T é uma familia
de pares {(X;,K;)};cr, onde o conjunto dos X; compde uma filtra¢do, K; é um complexo

simplicial sobre X; e, além disso, K; € K;, sempre que i, j € T sdo tais que i < j.

Na definicdo acima, se X; & X; e 0; € K;, quando dizemos que o; € K;, estamos fazendo
a extensdo de o, : A" — X;, de modo a transformd-lo em o; : A" — X .

Um caso particular de filtracao (simplicial) é quando existe um espago topolégico X tal
que X; = X para cada i € T. Dois exemplos de construcdo de filtracdo simplicial sobre
um espaco topoldgico fixado sdo a partir dos complexos simpliciais de Cech e de Vietoris-
Rips que, em particular, sdo construidos no espaco topoldgico R, mas tém definicio
reprodutivel em qualquer espaco métrico. Nas duas seguintes definicdes, consideraremos
a métrica euclidiana usual para, dados t € R™ e x, y € RY, definirmos a distincia entre x

e y indicada por ||x — y|| e a bola aberta de centro x e raio t, indicada por
B(x,t) ={y €R*: [lx—yll <},

Definicdo 2.4. Seja P C RY (munido da topologia usual) um conjunto finito de pontos,
T cR*e{x,,...,x,} umaenumeracdo fixada de P. Para cada t € T, o complexo simplicial
de Cechem t é

Cech(Bt) = {[xg, ..., %] {Xo,...,x,} SPéLle [ |B(x;,t) # @},
i=0
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2.2 Filtragcdo e Mddulo de Persisténcia

Nio é dificil notar que a colecio Ceck(P) = {(R?, Ceck(P,t))},r é uma filtracio sim-
plicial em R?, denominada filtracéio simplicial de Cech de P sobre T.

Definicdo 2.5. Seja P ¢ RY (munido da topologia usual) um conjunto finito de pontos,
T cR*e{x,,...,x} umaenumeracdo fixada de P. Para cada t € T, o complexo simplicial
de Vietoris-Rips em t é

Rips(B t) = {[xq,...,X,] : {Xg,...,x,} CP€éLle Vi, j€{0,...,n},[|lx;—x;|| < t}.

N3o é dificil notar que Rips(P) = {(R%, Rips(P, t))},c € uma filtracio simplicial, deno-
minada filtracdo simplicial de Vietoris-Rips de P.

Exemplo 2.6. Sejam P = {(0;0),(0;1),(1,3;1,3)} c R?e T = {1;1,35; 1,84} e indique-
mos x; = (0;0),x, = (0;1),x3 =(1,3;1,3). Temos que

* |lx; —x,|| =1, logo [xy,x,] € Rips(P; 1);
* ||xy —x3]| ~ 1,334, logo, Rips(P;1,35) = Rips(P; 1) U {[x,, x5]};
* ||x; —x5]| & 1,84, logo, Rips(P;1,84) = Rips(P; 1,35) U {[xq, x3], [ X7, Xs, X3]}.

Tais complexos podem ser visualizados na Figura 2.5

P Rips(P;0,5) Rips(P; 1) Rips(P;1.84)

Figura 2.5: Filtracao simplicial de Vietoris-Rips obtida no Exemplo 2.6

Ha uma relacdo entre as filtracdes simpliciais acima apresentadas, que exporemos a
seguir. Tal resultado pode ser obtido a partir de conceitos basicos da Teoria de Espacos
Meétricos e podemos encontrar sua demonstracdo em [4].

Proposicio 2.7. Seja P ¢ R? (munido da topologia usual) um conjunto finito de pontos e
t > 0, entdo Rips(P,t) C Cech(P,t) C Rips(B,2t).
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2 Homologia Persistente

Serdo referidos, a partir deste ponto, apenas por X; os espacos topoldgicos munidos de
seus respectivos complexos simpliciais.

O homomorfismo de inclusédo entre cada par de espacos topolégicos em uma filtracao
induz homomorfismos nas suas respectivas cadeias simpliciais. Dada uma filtracdo sim-
plicial & sobre T C R, temos que, para cada a,b € T, tais que a < b, hd uma funcao
inclusdo i*? : X, — X,, a partir da qual, de acordo com a Defini¢do 1.56, podemos indu-
zir, para cada n € Z*, o homomorfismo i; o :C (X,) — C,(X,). O que tal aplicacéo faz €,
dado o : A" — X, um gerador de Cn(Xa), obter

b )
iy (0)=i%o0: A" > X, > X,,

um gerador de C,(X,). Tal composi¢do estd ilustrada na Figura 2.6. A aplicacdo i;l nb se
estende linearmente para qualquer cadeia de C,(X,).

Figura 2.6: Exemplo de aplicacdo entre simplexos induzida pela inclusdo entre
espacos topoldgicos.

Relembrando que C(X,) = (C,(X,), 3 )nen € C(Xb) = (C,(X}), ab)neN, podemos deno-
tar a colecdo dos homomorfismos induzidos como l : C(X,) — C(X}). Pela Proposicao
1.57,

00 = ab

l#n 1 l#n’

. .ab s . .
ou seja, l;’ é um homomorfismo de cadeias.

Ainda, pelo apresentado anteriormente, para cada a,b,c € T tais que a<b<cos
homomorfismos induzidos seguem a lei de composicéo i;”n = li; o1, £ n, de modo que
podemos construir um diagrama que mostra como se relacionam cadeias de diferentes
dimensdes através da filtracdo. Cada coluna representa o complexo de cadeias de um
complexo simplicial da filtracdo, enquanto cada linha representa o comportamento da
colecdo de n-cadeias através da filtracdo, para cada n > 0. O diagrama é comutativo e

estd apresentado a seguir.
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2.2 Filtragcdo e Mddulo de Persisténcia

s Cun(X) = G () = Gy (X)) —— -
W, W, B
C— G(X,) —— C(X) —— C(X) —— -+
Oy Oy On
Oy o Oy e 0y
— (X)) —— X)) —— X)) ——
01 o 2 e )
—— (X)) —— CoX,) —— ColX,) ——
I d 12
0 0 0

Ainda, dados a,b € T, com a < b, como visto na Proposicdo 1.58, a funcao de inclusdo
i%b: X — X, induz um homomorfismo entre os grupos de homologia

i Hy(X,) = Ho(Xp),

+b,c ~ ra,b

cuja colecdo também segue a lei de composicao i*¢ =i oi®’ paracadaa,b,c € T, tais
*,1 *,1 *,1

quea<b<c.

Defini¢éo 2.8. Para n € Z*, o conjunto
H, (%) ={i* :H,(X,) > H,(X,)la,be T e a < b}
munido da lei de composi¢do é denominado n-mddulo de persisténcia.

Lembrando que, pelo definido na Proposigéo 1.4, se o +imd;’, € H,(X,), entdo

. . .a,b )
1:”5(0 +imad?, )= 11Zn (o) +im 6nb+1,

.a,b . ~
onde l;’n (o) é a extensdo de o : A" — X, para 0 : A" — X;, de modo que costuma-se

representa-lo também por o, desde que ndo gere-se confusdo. A colecdo (H,(X')),cz+ S€
denomina homologia da filtracdo & e se denota por H,(Z).

Ha alguns fenomenos de interesse que podem ocorrer com os geradores de homologia

b,
*,N

e ser identificados com o uso das aplicacoes
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2 Homologia Persistente

Proposicao 2.9. Dados H,(%) = {i:’f :H,(X,) > H,(X,)|la,beTea< b} um n-modulo
de persisténcia, j € T e 0 +im a,{ﬂ € H,(X;), n-gerador de homologia, entdo o +im ol é

gerador de homologia (possivelmente trivial) em X, para todo q € T tal que j < q.

Demonstragdo. Pela definicdo, o € ker a,{, logo, dado j < g, temos que, pelo que foi
definido na Proposigao 1.4,

3 (0)) =1L (3)(0)) =it (0)=0.

f,n—1 f,n—1

. .j,q q . -j.q . j _:0q . q _ . q
Ou seja, lu,n(O') € kerd?. Assim, 1*’n(0 +imd,, ;) = 1u,n(o) +imd., = o +imd,, ,, com

oekeré‘f. O

Faz sentido, entdo, que falemos sobre o “menor” dos instantes para os quais um gera-
dor de homologia estd presente na filtracdo. Denotaremos, considerando o médulo de
persisténcia e o gerador de homologia apresentados na proposicdo anterior

Ny(o)=inf{ge T : o € ker 3%},

onde se pode omitir o subindice em contextos onde néo é necessario identificar a filtracéo.
Ocorre que, dada uma cadeia a partir da qual se constrdi um gerador de homologia ndo
trivial em X ;, ou seja, o € ker 3,{ , talque o ¢ im a,j +1» ém algum instante q > j da filtracdo
pode ser adicionado um (n+ 1)-simplexo em K, de modo a formar p, uma (n+ 1)-cadeia
tal que o = dp, ou seja, o passa a constituir um gerador de homologia trivial em X,,.
De semelhante maneira ao que foi provado na proposi¢do anterior, podemos provar que

se existe algum j € T tal que o € im 3’ ., entdio Yq €T, talque ¢ > j, 0 €imd’ . Ou

n+1’
seja, uma vez que um gerador de homologia se torna trivial, ele permanece trivial até o

fim da filtracdo.

Proposiciio 2.10. Dados H,(%) = {i*? : H,(X,) = H,(X,)la,b € T ea < b} um n-
mddulo de persisténcia, j € T e o +im 3nj +1 € H,(X;), n-gerador de homologia, temos que
o ¢ C,(X)),Vj <N(o).

Demonstragdo. De fato, se 3j € T, com j < N(0), tal que o € C,(X;), pela minimalidade
de N(o), temos que a,{(a) # 0. Assim, se N(o) € T,

ar{\f(a)(ii’::’(a)(o-)) = lé,]lv_(;r)(ar{(o-)) # 0,

donde o ¢ ker a,jV (@) 0 que é uma contradicdo. Se N(o) ¢ T, basta proceder de modo
analogo trocando N(o) por min{t € T : t > N(o)}. ]

Ou seja, todo gerador de homologia “nasce” na filtracdo como gerador de homologia.
Por outro lado, pelos resultados expostos, um gerador de homologia, que é trivial em
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2.2 Filtragcdo e Mddulo de Persisténcia

algum instante da filtracdo, ndo necessariamente nasceu trivial. Mas, uma vez que ele
se torna trivial, segue trivial até o fim da filtracdo, logo, podemos falar sobre “morte” de
um gerador de homologia durante uma filtracdo. Assim, podemos definir, dado j € T e
: J

o €ima,,,,
My, (o)=inf{geT:0€imdl }.

Podemos entdo tentar discutir o “tempo de vida” de geradores de homologia em uma
filtracdo. Antes, precisamos definir alguns objetos.

A definicdo de mddulo de persisténcia acima apresentada demanda a existéncia de uma
filtracdo simplicial que a induza, todavia, ao estudarmos os médulos de persisténcia em
si, muitas vezes ndo nos preocuparemos com tal filtragcdo, focando apenas na estrutura
resultante. Assim, apresentaremos aqui também uma defini¢do mais generalista.

Definicdo 2.11. Dados um conjunto A munido de uma ordem parcial <X e uma cole¢do de
espagos vetoriais {V, : p € A} tais que p,q € Ae p X q garantem que V, € V,, um mddulo
de persisténcia (generalizado) sobre (A, X) é uma colegdo de homomorfismos

V={i1:V,>Vlp,geAep =4},
munida da lei de composi¢do, ou seja, se p,q,r €Ae p X q =, entdo i} oill =il

Ainda que, nesta definicdo, estejamos negligenciando a filtracdo que da origem a tal
modulo de persisténcia, ele sempre existe para tal A. Um exemplo trivial é tomar um es-
paco topoldgico néo vazio X, fazer X, = X, Vp € A, munir todos eles do mesmo complexo
simplicial, induzir, a partir da inclusdo, homomorfismos entre os grupos de homologia e
denotar os espacos vetoriais por V, = H,(X,,). Podemos assim definir a restricio de um

modulo de persisténcia.

Definicao 2.12. Dados o médulo de persisténcia V sobre (A, <), apresentado em 2.11 e Bum
subconjunto de Amunido da ordem parcial induzida, a restri¢do do mddulo de persisténcia
V a B, denotado por Vg € dado por

Vp = {if,’g :V,>V,p,g€Bep=q}.

Nao ¢é dificil provar que a restricio de um moddulo de persisténcia é um mddulo de
persisténcia. Provaremos que alguns tipos de moédulos de persisténcia, dentre os quais se
encontram os tipos de interesse para esse capitulo, podem ser decompostos em estruturas
bésicas denominadas mdédulos intervalares. Esta afirmacdo serd apresentada na secdo
seguinte. Por ora, apresentemo-los como um caso particular de médulo de persisténcia.
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2 Homologia Persistente

Definicao 2.13. Sejam [b,d] um intervalo contido em R e K um corpo. O mddulo inter-

valar 1[b,d] em K € definido da seguinte maneira

I[b,d]={i??:V, -V, :p,q€Rep <q},

onde
K, seb<i<d
V, =
0, caso contrdrio.
Além disso,
1, seV,=V, =K
P4 = > p q .

0, caso contrdrio.

Dado um conjunto A munido de uma ordem parcial <, um intervalo sobre o poset
(A, <) é um subconjunto J CAtalqueser,t €J er <s < t,entdo s € J. Assim, podemos

generalizar a definicdo de médulo intervalar.

Definicao 2.14. Dado um poset (A, <) e um intervalo J sobre o poset, um médulo inter-

valar sobre o poset J em K é dado por

L[b,d]={i:V, > V,:p,qeJep =q},

onde

K, sejed
V=
0, caso contrdrio.
Além disso,
1, se eJ
P4 =" P-4

0, caso contrdrio.

Exemplo 2.15. Dados N com a ordem induzida por R e o conjunto de espagos vetoriais
{(V}iewntal que V, =V, =V, =Ke V, =0, para cada i ¢ {2,3,4}, a colecdo de morfismos
{if”g :V, > V,|Ip,q € Nep < q} tal que 1=1,sep,qe {2,3,4} e nulo caso contrdrio é

um modulo intervalar sobre {2,3,4} C N.

Filtracoes sobre conjuntos finitos

Dada uma nuvem de pontos finita, ainda que as filtracdes simpliciais de Cech e de Vietoris-
Rips possam ser definidas sobre um conjunto T de cardinalidade infinita, temos apenas
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2.2 Filtragcdo e Mddulo de Persisténcia

uma quantidade finita de conexdes possiveis entre os pontos, consequentemente, as alte-
racoes no conjunto de simplexos e as mudancas nos grupos de homologia ocorrem apenas
em uma quantidade finita de instantes. Assim, a partir de tais filtragdes, utilizando a Defi-
nicdo 2.12, podemos trabalhar em uma filtracdo finita a partir da amostragem de T. Para
tal amostragem, dois fatores devem ser levados em conta: é importante que ela selecione
instantes onde ocorrem mudancas nos geradores de homologia e devemos considerar a
importancia de ndo alterarmos a escala temporal. Neste texto ndo nos preocuparemos
com estes detalhes.

Consideremos as filtracoes onde A C R é uma colecéo finita de valores, ou seja, onde
ha uma reindexacéo tal que a filtracdo pode ser expressa como & = (X J-,Kj);.”:l. Neste
caso, podemos simplificar a notacdo da inclusdo entre dois espacos topoldgicos conse-
kktl ¥. Consequentemente, i*+*!

apenas como ifn, de modo que o n-mddulo de persisténcia pode ser apresentado como

cutivos, indicando i apenas como 1 pode ser indicado

no diagrama a seguir

-1 l'k—l k k+1 im—l

l*,n *,1 i*,n *,1 *,1
: Hn(Xk) - Hn(Xk+1)

Hn(%) : Hn(Xl) Hn(Xm)J

k
*,1°

Agora podemos reapresentar os conceitos N(o) e M(o).

ou seja, podemos indicar H,(%') = (i}, H,(X}));_,, munido da lei de composigéo.

Definicao 2.16. Sejam (if:n,Hn(Xk))’k”:1 um n-mddulo de persisténcia e o € ker 3", entdo
Ny (o) =min{q € {1,...,m} : o € ker 3%}

é dito instante de nascimento do n-gerador de homologia formado por o na filtra¢do & .

Definicao 2.17. Sejam (i)’:’n,Hn(Xk))ZT:1 um n-médulo de persisténcia e o € im 3", |, entdo

My (o) =min{qg € {1,...,m}: 0 €imd’ }

¢ dito instante de morte do n-gerador de homologia formado por o na filtragdo X .

Relembrando que podemos omitir o subindice quando ndo causar prejuizo a compre-
ensao.

Se o € imd", entdo o € kerd", ou seja, toda cadeia para a qual estd definido seu
instante de morte, esta definido também seu instante de nascimento, mas fica claro que é
possivel que N(o) = M (o). Basta para tal n-ciclo que ele e um (n + 1)-simplexo do qual
ele é n-bordo sejam adicionados no mesmo instante da filtragdo. Por outro lado, pode
acontecer que o € kerd", mas o ¢ imd". Neste caso, o n-gerador de homologia nasce
mas ndo morre durante a filtracao.
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2 Homologia Persistente

Intuitivamente passa a fazer sentido relacionar-se a dimensao dos grupos de homologia,
através da filtracdo, com a quantidade de geradores que nasce e morre a cada instante,
além disso, pode-se objetivar a identificacdo de qual a duracdo da presenca de cada ge-
rador na filtracdo. Uma dificuldade em tal processo é que néo € s6 a morte de geradores
da base que diminui a dimensdo de um grupo de homologia, mas também o processo de

tornar geradores homodlogos.

Exemplo 2.18. Sejam p,q € R? dois pontos distintos e a filtragdo Z = (X;,K)?>,

X, =X, =R Ky = {[pl.[q]} e K, = {[p].[q].[p,q]}. Temos que {[p],[q]} ¢ base de
Hy(X;), mas Hy(X,) tem apenas um gerador. Ocorre que nem [p] e nem [q] se tornam

onde

elementos de im d7. Neste caso, um gerador que morre no instante 2 é [q] —[p].

Neste exemplo, [p] e [q] tornam-se 0-geradores homologos. Ou seja, a relagdo entre o
comportamento dos geradores da base e a contagem do numero de geradores de homolo-
gia que nascem e morre durante a filtracdo depende da escolha de base, o que ndo condiz
com o esperado. Com o aumento da dimensdo dos complexos simpliciais pode se tornar
muito drdua a tarefa de identificar quais cadeias sdo ou se tornam homélogas e quais es-
colhas de base sdo as adequadas para o cdlculo das dimensoes dos grupos de homologia.
A solucdo para este problema se encontra no estudo dos quivers, como veremos a seguir.

2.3 Quivers

De acordo com [21], quivers sdo multigrafos orientados (ou dirigidos), que sdo munidos
de um conjunto de representacdes: diferentes possibilidades de se identificar cada vértice
com um espaco vetorial e cada aresta com uma transformacao linear. Pode-se provar, a
partir do Teorema de Gabriel, que cada representacdo de um quiver pode ser decomposta
em estruturas mais simples. Ocorre que moédulos de persisténcia sdo um caso particular

de representacdo de quiver.

Definicdo 2.19. Um quiver (ou multidigrafo) Q é uma tripla ordenada (V(Q), E(Q), v,),
com V(Q)NE(Q) = @, onde os elementos de V(Q) sdo ditos vértices do quiver, os elementos
de E(Q) sdo ditos arestas do quiver e v, : E(Q) — V(Q)xV(Q) é dita fungdo de incidéncia
do quiver.

Podemos notar que em um quiver é possivel haver multiplas arestas entre um par de
vértices, bem como loops em um vértice, ou seja, arestas que conectem um vértice a si
mesmo. Serdo considerados aqui quivers conexos.

Um quiver finito é aquele em que V(Q) e E(Q) sdo ambos finitos. Costuma-se identi-

ficar um quiver com a sua representacdo visual e assim o faremos também neste texto.
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P

Figura 2.7: Exemplo de quiver

Definicdo 2.20. Dado e € E(Q), se vy y(e) = (v, v,), entdo v, € dito ponto inicial de e e v,
é dito ponto final de e.

Um tipo particular de quiver de interesse para este estudo sdo os chamados A, -quivers,
que sdo quivers com n vértices e de formato linear, ou seja, ha um par de enumeracoes

V(Q) = {VI) ey Vn} € E(Q) = {61: cee en—l}J tais que wQ(ei) € {(Vi’ vi+1)) (vi+11 Vi)}) para
cadai € {1,...,n}. Neste caso, é comum as arestas serem também denominadas setas.

Exemplo 2.21. Um exemplo € o0 A, -quiver Q da seguinte imagem, onde V(Q) = {1, 2, 3,4, 5}
e E(Q) ={a, b,c,d}.

Figura 2.8: Exemplo de A, -quiver.

Definicdo 2.22. Dado um quiver Q, uma representagdo do quiver sobre um corpo K, r, é
um par de fungées (V,, E,) tais que

V. : V(Q) — Ob(Vecty)

E:EQ— | Mo (U,W),
U,W eOb(Vecty)

onde, dado e € E(Q), se ¢y(e) = (vy,v,), temos que

Er(e) € MorVeCtK(Vr(Vl))> Vr(Vz))-

Ou seja, a transformacéo linear com a qual uma aresta se relaciona deve ser um mor-
fismo entre os espacos vetoriais que foram relacionados ao seu ponto inicial e final, res-
pectivamente.
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Exemplo 2.23. Duas representagoes, sobre um corpo K, do quiver apresentado no Exemplo

2.21 sdo o diagrama abaixo

K K K K K>
e o diagrama abaixo
K ° 0 ° K : K 2 0

Definicdo 2.24. Uma representagdo finito-dimensional é aquela em que todos os espagos
vetoriais sdo de dimensdo finita.

Definicao 2.25. Uma representag¢do quadrante-mansa, ou representacdo g-mansa, ¢ aquela

em que para cada e € E(Q), temos que dimimE,(e) < +00.

Na literatura, também podemos encontrar a expressao “g-mansa” como “q-tame”. Fica
claro que toda representacdo finito-dimensional é uma representacdo g-mansa, mas o
contrdrio ndo é garantido.

Definicao 2.26. Seja um quiver Q, tal que V(Q) = {v;},cs, entdo, um homomorfismo
entre duas representagées u = (V,,E,) e w = (V,,,E,) do quiver Q sobre K, indicado por
¢ : u — w, é um morfismo graduado ¢ = EP,c, ¢;, onde ¢; : V,(v;) — V,(v;) é uma
transformagdo linear para cada i € A, de modo que ¢|y, ..y € V,,(v;) e o seguinte diagrama

comuta para cada par de vértices v;,v; € V(Q) e para cada aresta e tal que Y q(e) = (v;,v;).

E,(e)
V,(v) —— V,(v;)

lqbi lczv,-

E,(e)
V,(v) === V,(v;)

Indicaremos o conjunto de tais homomorfismos por Hom,(u, w). Se u = w, os elemen-

tos deste conjunto sdo ditos endomorfismos e indicamos por End,(u).

Exemplo 2.27. Um homomorfismo entre as duas representagdes do Exemplo 2.23 estd dado
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no diagrama a seguir

1 1 1 0
. 0 KZ 1 K (0 1) KZ 0 1 Kz
1 0 —1 (0 _1) 0
K 0 0 0 K L K 0 0

Dadas representacoes u, v e w de um quiver Q, sobre um corpo K, sdo definidos vértice a
vértice o homomorfismo identidade 1, : u — u, que é tal que (1,); = 1y, (,,), € a composicéo
entre p :u—>vemn:v—w,dadaporno¢ :u— w,que étal que (no¢), =n;0 ;.
Assim, dado um quiver Q, podemos formar uma categoria dada pela colecdo de todas as
representagdes sobre um corpo K, a categoria das representacoes de um quiver sobre
o corpo K, que ¢ indicada por Repx(Q). A subcategoria das representacoes finito-
dimensionais de um quiver € indicada por repy(Q).

A, -Quivers Lineares

Um tipo particular de A,-quiver, que serd considerado deste ponto em diante sdo os A, -
quivers lineares, que sdo aqueles em que € possivel se obter uma representacédo visual
onde todas as setas apontam para a direita. Ouseja, Vi € {1,...,n—1},9q(e;) = (v;, Viy1),
onde, se i > j, v; estad a direita de v; na sua representacéo visual.

Figura 2.9: Exemplo de A, -quiver linear.

A categoria das representacoes de um A,-quiver linear herda algumas propriedades de
espacos vetoriais. Podem-se definir, por exemplo, conceitos andlogos aos de subespaco
vetorial, soma direta interna e externa de espacos vetoriais. Podem ser também definidos
o kernel e a imagem de um homomorfismo, bem como um isomorfismo entre duas repre-
sentacOes de um quiver. Intuitivamente, todas as definicoes sdo extensoes das definicoes
para espacos vetoriais, porém, operando-se vértice a vértice.

Definicéo 2.28. Seja Q = (V(Q),E(Q),v o) um A, -quiver linear, com V(Q) = {vy,...,v,},
E(Q) = {elz ce en—l} € wQ(eJ) = (VjJ Vj+1)'
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* Arepresentagdo trivial 0 = (V,, E,), é aquela em que para cada i, temos que V,(v;) =
Og.

* Uma sub-representagdo de uma representagdo u € uma representagdo t, que leva cada
vértice v; € V(Q) em T; = V,(v;), subespago vetorial de U; = V,(v;), e cada aresta e;

na restricdo de E,(e;) ao subespago vetorial T;, de modo que E,(e;)(T;) € T, ;.

* Se, dadas u e w representagoes de Q sobre K, para cada i € {1,...,n}, tivermos que U;
e W, sdo subespagos vetoriais do espago vetorial T; e tais que U; N W; = {0}, entdo po-
demos definir a soma direta interna entre representagées, fazendo a representacdo
t =(V,,E,), onde

V.(v)=U;+W, ={u; +w, :u; € U, w; € W;}

E.(e;)(u; +w;) = E,(e;)(u;) + E, (e;)(w;).

* Dadas u e w representagoes, podemos definir a soma direta externa como a represen-
tacdo u® w = (V,g,.» Eyew), que € tal que para cada v; vértice de Q,

View(v) =V, (v)) X V,(v;)
e para cada e; aresta e u; € V,(v;), w; € V,,(v;) vetores,

Eu(ei) 0

Eueaw(ei)(ui’wi):( 0 E,le)

) (u;, w;) = (E,(e;))(w;), E, (e;))(w;)).

* Uma representagdo decomponivel é uma representagdo ndo trivial que pode ser es-
crita como soma direta externa de representacdes ndo triviais. Caso contrdrio, a repre-

sentagdo ndo trivial € dita indecomponivel.

* Dadas u e w representacoes e ¢ homomorfismo entre elas, o niicleo do homomor-
fismo entre representacoes ¢ ¢ dado pela representacdo (V,, E,) € Ob(Repk(Q)),
tal que para todo j € {1,...,n—1}, Vi(v;) = ker(¢;) e E(e;) = Eu(ej)lker(¢j), além de
Vi(v,) =V, (v,). O que pode ser representado por

Eu(enfl)lker(tpn,l)

Eu(el)lker(¢1) Eu(en72)|ker(¢n,2)

ker(d)l) ker(¢n—1) Vu(Vn)'
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Tal representagdo estd bem definida, pois, se x € ker(¢;), entdo, pela comutatividade,

¢ji1(Eu(ej)(x)) = E,(e;)(¢;(x)) = E, (e;)(0) = O, logo, E,(e;)(x) € ker(¢;,). Ana-
logamente se define o conticleo, indicado por coker ¢.

* A imagem do homomorfismo entre representagoes ¢ ¢ (V,,,,E;,,) € Ob(Repx(Q))
tal que V;,(v1) = V,,(v1), E;in(e) = E, (e;), para todo j € {2,...,n}, Vim(Vj) = im(d)j)
e para todo j €{2,...,n—1}, E;,(e;) = Ew(ej)lim(¢j)1 0 que pode ser expresso por

E,(e1) Ey(e2)lim(¢,) Ey(en—1)lim(¢,_1)

V,(v1) — im(¢,)

im(¢n—2) im(¢n—1)-

Tal representagdo estd bem definida, pois, se y € im(¢;), entdo Ix € V,(v;) tal que
¢;(x) = y e, pela comutatividade, ¢;,,(E,(e;)(x)) = E, (e;)(¢;(x)) = E,(e;)(y),
logo, E,(e;)(y) € im(¢;,1).

* Um isomorfismo entre duas representacées de um quiver ¢ é um homomorfismo

onde para cada i € {1,...,n}, ¢, € isomorfismo.

Podemos encontrar em [21], que um homomorfismo entre representacoes ¢ € injetor
se, e somente se ker¢p = 0 e é sobrejetor se, e somente se coker ¢ = 0. Ainda, se um
endomorfismo ¢ isomorfismo, entdo é dito automorfismo, cujo conjunto é indicado por
Auty(u).

Temos que nem toda propriedade de espaco vetorial é herdada pelas representagoes
de quivers. Podemos mencionar que, dada uma representacdo e uma sub-representacio,
nem sempre existe uma sub-representacdo complementar. Por exemplo, dadas a repre-
sentacdo u : K 5 K e uma sub-representacdo sua v : 0 N K, ndo é dificil mostrar que
ndo existe uma representacdo w tal que u = v ® w. Isto torna desafiador o processo de
identificacdo das classes de isomorfismo entre representacdes. Ainda assim, dado um
quiver Q e um corpo K, é possivel definirem-se classes de isomorfismo para a cole¢do de
representacoes de Q sobre K. Tal resultado serd de fundamental importancia na Teoria
de Homologia Persistente, por permitir que se decomponha a homologia de uma filtracdo

em representacdes andlogas a intervalos.

Teorema 2.29. (Krull, Remak, Schmidt para A,-quivers lineares). Dados um A,-quiver
linear Q e um corpo K, uma representagdo finito-dimensional u sobre K pode ser decomposta

na soma direta

Uu=u;9u, ®---du,,
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2 Homologia Persistente

onde cada u, € indecomponivel, ou seja, ndo pode ser expresso como soma direta de duas
representagbes ndo triviais. Além disso, a decomposi¢cdo de uma representacdo finito-

dimensional € tinica a menos de permutacdo dos termos e isomorfismos.

A demonstracdo deste Teorema se encontra, no Apéndice D, em D.6.

Teorema 2.30. (Teorema de Gabriel para A,-quivers lineares). Dados um A, -quiver linear
Q e um corpo K, entdo cada representagdo finito-dimensional indecomponivel de Q sobre K
¢ isomorfa a alguma representagdo intervalar 1[b,d ], que € tal que

K, seb<i<d
Vi1 (vi) = o
0, caso contrdrio.

Além disso,

1, seb<i<d-—1
Eyp q1(e;) = .
0, caso contrdrio.

A demonstracdo deste Teorema se encontra, no Apéndice E, segmentada em duas par-
tes: E.26 e E.27.

A representacdo I[b,d], definida no Teorema acima, pode ser apresentada como no
diagrama a seguir

[bd]

A partir da combinacdo dos ultimos dois teoremas, pode-se concluir que toda repre-
sentacdo finito-dimensional u de um A,-quiver linear é decomponivel de modo tnico, a
menos de permutagdes e isomorfismos, como soma direta de representacoes intervalares,
ou seja, existe uma colecéo {I[b;,d;]};c; de representacdes intervalares tais que

u= @P1b;,d;1.

jeJ

O que significa, de certo modo, que cada representacdo pode ser caracterizada por
uma colecdo de intervalos. Se tomamos um quiver com uma quantidade ndo enumeravel
de vértices, ao se decompor uma representacdo, os intervalos podem ter extremidades
abertas. As defini¢cdes da proxima sessdo podem ser adaptadas para este caso utilizando-
se a notacdo de pontos decorados. Tal situacido ndo serd explorada neste texto mas pode
ser encontrada em [21].
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Maédulo de Persisténcia como Representacao de Quiver

Pela Definicdo 2.11, dado um mddulo de persisténcia
V={il1:V,>VIp,geAep =q},
basta tomarmos um quiver Q = (V(Q), E(Q),%,), tal que
V(Q ={v;:jeALEQ)={e,q: T € V}eyle, ) =(v,,v,),

que teremos que V é uma representacdo de Q. Em particular, todo médulo de persisténcia
sobre conjunto finito é representacdo de algum A,-quiver linear. Assim, os Teoremas
2.29 e 2.30 garantem que modulos de persisténcia sobre conjuntos finitos podem ser
decompostos como soma direta de médulos intervalares, de acordo com a Definicdo 2.13.

Podem-se aproveitar as defini¢oes de representacao finito-dimensional, apresentada em
2.24 e representacdo g-mansa, apresentada em 2.25, para falarmos em médulo de per-
sisténcia finito-dimensional e mdédulo de persisténcia g-manso. Em [21] e [5], se
encontram versOes mais gerais dos Teoremas 2.29 e 2.30, de modo a generaliza-los para

modulos de persisténcia g-mansos.

2.4 Cdédigo de Barra e Diagrama de Persisténcia

Abaixo apresentaremos duas diferentes formas de visualizar as informagdes contidas em
uma decomposicdo por médulos intervalares. Estas podem ser uteis na interpretacao
de quais os maiores moédulos intervalares da decomposicdo, bem como na visualizacdo de
qual a dimensao de cada espaco vetorial, dentre outros processos de interesse na extracao
de informacdo da decomposicao.

Indicaremos o plano estendido [—00, oo | x[—00, 00 ] como Roeo semi-plano superior

estendido {(x,y) € R : x < y} como ﬁi.

Definicdo 2.31. Dado um mddulo de persisténcia

U= Prs;,d;],

JjeJ
o multiconjunto B(U) = (I, Mp(y), onde

IB(U):{[bj,dj] CR:jeJ}

e My : Iy — N € tal que

mpw)([b;, d;]) = #{k € J : [by, di ] = [}, d; 1},
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¢ dito codigo de barra de persisténcia do mddulo.

E comum apresentar-se o cédigo de barra de persisténcia como a colecdo de segmentos
de reta no plano estendido {[b;,d;] x {j} C R : j € J}, onde ndo se costuma apresentar

a escala do eixo das ordenadas.

Exemplo 2.32. Seja U=1[1,+o00]a@1[2,3]@I[2,5]®1[2,5], indiquemos tais intervalos

como I[b.,d;] com j =1,2,3,4, crescente, da esquerda para a direita na ordem de apresen-

FERad ]
tacdo. Entdo o cédigo de barras de persisténcia B(U) é dado por

Iz(U) ={[1,+00],[2,3],[2,5]},

mp(U)([1, +00]) = my(U)([2,3]) =1 e mp(U)([2,5]) =2

Ainda, podemos apresentar como a colecdo de segmentos da Figura 2.10.

0 1 2 3 4 5 6 =+ o9

Figura 2.10: Barcode para o mddulo de persisténcia do Exemplo 2.32.

Definicao 2.33. Dado um mddulo de persisténcia

= @H[bl’ J

jeJ

o multiconjunto dgm(U) = (I4gm(1), Magm())» onde
Ligmy = {(b),d;) € R’ rjeld}c R
€ Mygm(v) * lagmwy — N € tal que

Magm)((b), d;)) = #{k € J : (by, d;) = (b, d;)},

é dito diagrama de persisténcia do mddulo.

Na Figura 2.11, temos um exemplo de diagrama persisténcia, onde a legenda indica o
indice do ponto.

Por definicdo, os pontos do diagrama de persisténcia sempre estardo no semiplano es-
tendido superior, pois a primeira coordenada indica o indice do vértice onde se iniciam os
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Diagrama de Persisténcia

M
0 6
r
t 59
e
4-
3 [}
24 . 0
. 1
14 )
1 2 3 4 5 6 7 8

Nascimento

Figura 2.11: Modelo de diagrama de persisténcia.

espacos vetoriais ndo nulos de um médulo intervalar, enquanto que a segunda coordenada
indica onde isto termina, ou seja, para todo (b;,d;), temos d; > b;.

Definicdo 2.34. Seja V uma decomposicdo em mddulos intervalares. Dada a cole¢do de

retdngulos do semiplano superior estendido
% ={[p,q]x[r,s]CR, :—00 <p<q<r<s<+oo},
a medida de persisténcia u., : Z — [0,+00] é dada por
uy([p,q] x [r,s]) = #{(b,d) € dgm(V) : [q,r] S [b,d] C (p,s)}.
Uma forma de reescrever a condicdo [q,r] € [b,d] C (p,s) € dizer que
p<b<qg=<r<d<s.

Uma outra condi¢do equivalente é a de o ponto (b, d) pertencer ao retdngulo [p,q]x[r,s],
desde que nao esteja no bordo superior, nem no bordo lateral esquerdo do retangulo, ou
seja, (b,d) € (p,q] x [r,s), como esta ilustrado na Figura 2.12.

E importante observar que a funciio uy nio é realmente uma medida, mas contém
propriedades que tornam pertinente a sua escolha para os nossos objetivos. Tal funcao
pertence a uma classe denominada “medidas retangulares” ou “r-medidas”, cuja definicao
e estudo podem ser encontrados em [5]. Uma destas propriedades é a aditividade em

alguns tipos de cisdes nos retangulos.

Proposicao 2.35. A medida de persisténcia é aditiva em cisdes horizontais ou verticais em

retdngulos. Mais precisamente, sejam p < x < q <r <y <s, temos que

* wy(lp,ql x [rs]) = py([p, x] x [1,s]) + py([x,q] x [1;5])

59



2 Homologia Persistente

y

[p,q]lx[rs]
S e

,
,
7
d ’
o--—-—-—Pe—=—t — — — — -
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r e

,
-
[ |
|-
(-
=

Figura 2.12: Ilustracdo da relagdo entre o ponto (b, d) no retangulo [p,q] x [1,s]
e a condi¢do de continéncia entre intervalos [q,r] C [b,d] C (p,s),
apresentada no eixo x.

o uy([p,ql x[r,s]) = uy(lp,q]l x [, ¥]) + uy(lp,q] x [y,s]).

Demonstragdo. Seja uma cisdo vertical [p,q] x [r,s] = ([p,x] % [r,s]) U ([x,q] x [r,s]),
entdo indiquemos

A=#{(b,d)edgm(v):p<b<q<r<d<s},

B=#{(b,d)edgm(v):p<b<x<r<d<s}

C=#{(b,d)edgm(v): x<b<qg<r<d<s}.

Por deﬁnigéo: MV([p: CI] X [sz]) = #A7 UV([P;X] X [r)S]) =#Be ‘u’V([x: q] X [r,s]) = #C.
Como p < x < g, entdo tanto p < b < x, quanto x < b < g, garantem que p < b < q, ou
seja, B,C CA.

Por outro lado, dados b,d e Rtaisque p < b < q <r <d <s, temos duas possibilida-
des:
* Sep<b<x,entdo (b,d) € B, mas (b,d) ¢ C;

* Se x < b <gq, entdo entdo (b,d) € C, mas (b,d) ¢ B;

Assim, A é dado pela unido disjunta de B e C, de modo que o resultado estd provado.

A demonstracdo de aditividade para cisdes horizontais segue de modo analogo. O
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2.5 Persisténcia Topolégica

Uma vez que definimos moédulo de persisténcia de forma generalizada, sem nos preocu-
parmos com a filtracdo que lhe da origem, passamos a ganhar maior autonomia e prati-
cidade na obtencdo e apresentacao de resultados. Todavia, podemos tentar compreender
as implicacdes que os resultados obtidos, nas secdes anteriores, sobre modulos de persis-
téncia tém nas filtragdes simpliciais que lhes induzem, de modo a obtermos informacoes
topoldgicas dos complexos simpliciais e compreendermos suas mudancgas no decorrer da
filtracao.

Uma vez que o modulo de persisténcia induzido por uma filtracdo simplicial é decom-
posto na soma direta de representacdes intervalares, € intuitivo considerar que estas con-
tam o tempo de duracio de cada gerador de homologia. Iniciemos tal analise pela inter-

pretacdo da medida de persisténcia.

Proposicao 2.36. Sejam

V=A{il1:V,>Vlp,qeRep<q} = @H[bj,dj]
jes

um mddulo de persisténcia com sua decomposi¢cdo em mddulos intervalares e uy, sua medida

oa ~ =2 .
de persisténcia, entdo Vp,q,r,s €R_, tais que p < q <r <s, temos que

uy([—00,q] x [, +00]) = postoi?!

Uy ([—00,q] x [r,s]) = posto >’ —postoil?

uy([p,q] x [r,+00]) = posto il —posto il

uy([p,q] x [r,s]) = posto " —postoil’ + postoif~ —postoil”

Demonstragdo. Para a primeira afirmacao, indiquemos

J— P,q . ] _]
I[b;,d;]= {1*’n,j V-V Ip,geRep<q},

entao temos que
uy([—o0,q] x [r,+00]) = #{(b;,d;) €dgm(V) : b; <q <r < d;}

=#{jeJ:bj<q<r<d}=#{jeJ:V/ =K, Vte[qrl}
=#{jeJ:V]=K}—-#{jeJ:V/ =K e3t e(q,r], para o qual V/ = 0}

. . . '_ .’[ _
=dimV,—#{j€J:V] =K e 3t €(q,r], para o qual i =0}

*,1,j

_ . . . i _ .q’r _ .t’]" .q’t _
—d1qu—#{]eJ.VqJ—]KeEIte(q,r],paraoquall i . oi 0}

1, L] T,
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=dimV, —dimkeri?" = postoi?’.
q *,1 *,1

Para a segunda afirmacao, temos que, pela Proposicao 2.35,
py([=00,q] x [1r,+00]) = uy([—00,q] x [1,5]) + uy([—00,q] x [5, +00]),
logo, pelo passo anterior,
posto if”; = uy([—o0,q] x [r,s]) + posto ii’fl.

Como estamos trabalhando com diagramas com quantidade finitas de pontos, temos o
resultado desejado.
As duas outras afirmac¢des podem ser provadas de modo anélogo. ]

Proposicéo 2.37. Seja uma decomposi¢cdo em mddulos intervalares Pe; I[b;,d;] de um
mddulo de persisténcia {if”g :V, > Vlp,q €{1,...,m} e p < q} induzido por uma filtragdo
simplicial & sobre um conjunto finito. Entdo cada mddulo intervalar I[b,d] representa a
presenga de um gerador de homologia de H,(Z') e intervalos distintos representam geradores

ndo homologos entre si.

Demonstracdo. Seja k € {1,...,m}, temos que

onde indicaremos {j € J : b; < k < d;} = J,. Como Vj é de dimenséo finita, podemos

tomar uma base {0 4,...,0,} de V, tal que

Pr=v,=Ko,]e-oK[o,],

jeJk

logo, #J) =t e temos que existe uma bijecéo entre {I[b;,d;]: j € Jy} e {0y,...,0,}. Seja
s € J; tal que I[ by, d,] seja correspondente a o4, por tal bijecdo. Indiquemos
I[b,, d,] = {il!

*,1,8

1V > Vip,qefl,...,m}ep<q},

entao temos que

* N(0}) = b,. De fato, existe p € V, tal quei’*(p) = 0,, donde 1(p) = 0,. Ou seja,
N(o,) < b,. SeN(o; < by), entdo i (o) = i’ *(0,) = 0y, donde 0(0,) = 04,

uma contradicao.

* M(o}) = d,. De fato, temos que i*%(c,) = i*%(0,) = o, donde 0, € V, e

M(o,) = d,. Se M(0,) > d,, entdo i*'*(0,) = i’"*(0,) = 04, donde 0(0,) =

04, uma contradicéo.
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2.5 Persisténcia Topoldgica

Finalmente, se o é homodlogo a o, em k, entdo o € K[o,], logo, é a associado ao

mesmo intervalo que 0. O

A associacdo entre geradores de homologia e mdédulos de persisténcia também pode
ser estendida a filtragdes sobre qualquer subconjunto de R, desde que o médulo de per-
sisténcia seja g-manso. Tal discussdo demanda a utilizacdo dos ja mencionados pontos

decorados e pode ser encontrada em [21].

Observacao 2.38. A partir da proposi¢do anterior, podemos concluir que se entre dois ins-
tantes de uma filtragdo simplicial dois geradores ndo homdlogos se tornam homdlogos, o
modulo intervalar correspondente a um dos dois se encerra. Como ambos se tornam equiva-
lentes, € optativo qual dos dois mdédulos intervalares se encerrar, todavia, utilizaremos a Lei
do Mais Velho apresentada na literatura ([5], [21]), que considera o gerador mais velho

como representante da nova classe de geradores.

Assim, o cédigo de barras de persisténcia representa o tempo de vida de um gerador de
forma proporcional ao comprimento da barra que estd a ele associada, enquanto que no
diagrama de persisténcia, tal informacao é representada pela distancia entre cada ponto
e a diagonal. Finalmente, a medida de persisténcia calcula a quantidade de geradores

ndo homdlogos que sobrevive durante um intervalo da filtracéo.

Exemplo 2.39. Seja = (R? K,)%_, a filtragdo simplicial exibida na Figura 2.13, onde
Ky ={lal},K, ={lal,[b]},Ks ={[al,[D],[c]}, K4 ={[a],[b],[c],[a, b]},

Ks ={[a],[b],[c],[d],[a, b]},Ks = {[a],[b],[c],[d],[a, b],[b,c]},
K; ={la],[b],[c],[d],[a,b],[b,c],[c,a]}
e Kg={[a],[b],[c],[d],[a,b],[b,c],[c,a],[a,d]}.

c c

a a b a b a b
K, K, K, K,

d c d c d c d c

a b a b a b a b
Ks Ky K, Kq

Figura 2.13: Filtracdo simplicial para o Exemplo 2.39
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2 Homologia Persistente

Entdo temos que o 0-mddulo de homologia persistente ¢ dado por

-1

K[[a]]—lzo%[[a] [b ]]—>K[[a] [b], [CHH—HK [al,[c ]]>

001

-4 5
l* 0

= K[[al,[c],[d]] o K[[a], [d]] — 2 K[[a], [d]] = K[[a]],
que é isomorfo a Hy(X) =1[1,8]®1[2,3]®1I[3,5]® 1[5, 7]
Por outro lado, o 1-ésimo mddulo de homologia persistente é

4 i5 6 7
*,1 l* 1 l* 1

0 — 0 —% 0 40— 0 % 0 — K[[a,b,c]] —— Kl[a,b,c]],

entdo H,(X) =1[7,8]
Tais informagdes podem ser expressas pelo diagrama de persisténcia da Figura 2.14.

Diagrama de Persisténcia

9
81 °
7 e
M 64
[0}
rs e
t
e 44
3 ]
2_
N 0
14 |l
1 2 3 4 5 6 7 8

Nascimento

Figura 2.14: Diagrama de persisténcia do Exemplo 2.39

2.6 Algoritmos em Homologia Persistente

E possivel a construciio de um algoritmo que compute a decomposicio em representacoes
intervalares de um médulo de persisténcia. Serdo aqui considerados apenas os casos em
que a filtragdo simplicial tem espaco topolégico fixado, € finita e um complexo simplicial
é gerado a partir do anterior pela adicdo de um tnico simplexo, ou seja, filtragdes do tipo

= (XKD,
modo que se pode concluir que K,, = K. Além disso, a filtracdo é tal que todo simplexo

onde K, = 0, K; = {0,} e K;;; = K; U {0}, com o, simplexo. De

s6 € unido a filtragdo apds os seus bordos, ou seja, o; € K; é tal que se do; = D €0,
entdo j; < j, Vi.
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2.6 Algoritmos em Homologia Persistente

Inicialmente, o Algoritmo de Cdalculo dos Numeros de Betti, apresentado abaixo,
recebe como entrada a filtracdo de um complexo simplicial K de dimensdo d contendo
m simplexos (por exemplo, uma colecdo de m esquemas simpliciais, cada qual uma lista
de, no maximo, d + 1 vértices), em seguida, devido a dimensado do complexo simplicial,
sabemos que hd no maximo d+1 numeros de Betti, logo, sdo criadas as variaveis f3, ..., 34
em cada qual é atribuido, inicialmente, valor zero. O algoritmo entdo percorre, na ordem,
os m simplexos. Como todo simplexo sé pode ser adicionado apds o seu bordo, todo
simplexo, quando unido a filtracdo, cria ou destréi um gerador de homologia. Assim, a
cada etapa, o algoritmo atualiza os numeros de Betti de dimensao relacionada ao simplexo

adicionado. O n-ésimo numero de Betti de K; é indicado por f3,(K;).

Algorithm 1 Betti numbers computation
Input: A filtration of a d-dimensional simplicial complex K containing m simplices.
/30 <_O’/51 (_O""’ﬁd <_O;
for j=1tomdo
k=dimo;—1
if o; is contained in a (k + 1)-cycle in K; then
Bis1 < Brya + 1
else
Br < B —1;
end if
end for

Output: the Betti numbers f3,, 8;,...,8; of K.

WR N heh e

Teorema 2.40. Se o Algoritmo de Cdlculo dos Niimeros de Betti recebe como entrada uma
filtragdo simplicial K de dimensdo d com m simplexos, entdo tem como saida d varidveis f3;,

cada qual contendo o i-ésimo niimero de Betti de K.

Demonstragdo. A demonstracdo serd por inducdo. Suponhamos que os niumeros de Betti
do complexo simplicial K;_; foram calculados e o simplexo o; tem dimensao k+ 1. Temos
entdo duas possibilidades, como estd exemplificado na Figura 2.15, onde podemos notar
que quando o; ndo estd contido em um 1-ciclo (esquerda), sua insercdo conecta duas
componentes conexas de K;_;, diminuindo em uma unidade f3,. Quando o; estd contido
em um 1-ciclo (direita), sua insercao cria um novo 1-ciclo que ndo é homoélogo a nenhum
pré-existente em K;_;, aumentando f3; em uma unidade.

Caso 1: Suponhamos que o; esta contido em um (k + 1)-ciclo ¢ em K;. Como um sim-
plexo ndo pode ser adicionado antes de seu bordo, o; ndo é face de bordo de nenhum
(k + 2)-simplexo de K;, logo, ¢ ndo é bordo de nenhuma (k + 2)-cadeia em K;. Suponha-
mos que ¢ seja homdlogo a algum outro ciclo de K;, ou seja, existe ¢’ em K;, homdlogo a
c. Isso implicaria que ¢ + ¢’ é bordo de alguma (k + 2)-cadeia em K;, o que leva a uma
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2 Homologia Persistente

Figura 2.15: Exemplo da adicdo de um 1-simplexo o; em um subcomplexo K;_;.

contradicdo. Logo, a adicdo de o; da origem a uma classe de homologia linearmente in-
dependente das classes presentes em K;_;. Como consequéncia, f;,1(K;) = Pr1(Ki_1)+1.
Por outro lado, ainda no primeiro caso. E suficiente notar que a adicio de um (k + 1)-
simplexo a K;_; ndo pode aumentar a dimensdo do k-ésimo grupo de homologia por
mais que uma unidade. De fato, sejam c e ¢’ dois ciclos contendo o;, entdo ¢ + ¢’ é
um (k + 1)-ciclo em K;_;, o que significa que ¢’ estd contido no subespaco gerado por
Zi1(Ki1) e c. Logo, dimZ; 4 (K;) < dimZ,1(K;_1) + 1 e como By1(K;_1) C By (Ky),
entdo P, (K;) < B (Kig) + 1.

Caso 2: Suponhamos que o; néo estd contido em (k + 1)-ciclo em K;. Suponhamos
ainda que o k-ciclo do; seja um bordo em K;_;. Logo, existe c € K;_; tal que dc = d o},
ou seja, tal que d(c+0;) = 0. Entdo c +0; seria um (k+ 1)-ciclo em K;, contendo &;: uma
contradicdo. Ou seja, como Jdo; (cuja presenca necessariamente deve ser encontrada em
K;_,, pela forma como K foi definido) ndo é um bordo em K;_,, se torna mediante a adi-
cdo de o;. Logo, PBi(K;) < Pr(K,_;)—1. A desigualdade pode ser levada a uma igualdade
como no Caso 1. Concluimos que a adi¢do de o; destréi um gerador de homologia ao

tornar um ciclo, bordo.

Assim, na forma como as filtragdes simpliciais foram construidas, a adicdo de um (k +
1)-simplexo necessariamente cria um (k + 1)-gerador de homologia ndo homdlogo aos
ja presentes ou destréi um k-gerador de homologia ja presente, onde os dois casos sdo
mutuamente excludentes. Portanto, no final da i-ésima iteracdo, as varidveis f3; contém
os numeros de Betti de K;. O

Definicdo 2.41. Seja K um complexo simplicial de dimensdo d e
f=K,cK,c---CcK,=K

m

uma filtracdo simplicial de K. Diz-se que o, de dimensdo (k + 1), é um simplexo positivo
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2.6 Algoritmos em Homologia Persistente

se estiver contido em um (k + 1)-ciclo em K; e negativo, caso contrdrio.

Logo, temos que o k-ésimo nimero de Betti de K € igual a diferenca entre o nimero de
k-simplexos positivos, ou seja, aqueles cuja insercdo criam um novo gerador de homolo-
gia, e o numero de (k + 1)-simplexos negativos, ou seja, aqueles cuja insercao destréi um
gerador de homologia. Para se definir quais simplexos sdo positivos e quais sdo negativos,
serd necessario um algoritmo que compute a decomposicido em representa¢do intervalar
de uma filtragao simplicial. Assim, para cada intervalo I[ b, d ], presente na decomposicéo,

teremos que o, é positivo e o, é negativo.

O processo de decomposicdo de uma filtracdo simplicial inicia-se com a definicdo do
Algoritmo de Reducao de Matrizes, que recebe como entrada uma matrix M de tamanho
m x m em Z,, que € a matriz de incidéncia da filtracdo simplicial K, ou seja, M;; = 1,
se 0; é face de bordo de o; e M;; = 0, caso contréario. Entédo ele percorre coluna a
coluna, da primeira a m-ésima. A cada coluna j em que para, ele identifica a linha de
maior indice dentre as de entrada nao nula, valor indicado no algoritmo por low(j, M),
que € zero se a coluna for nula. Se houver alguma coluna anterior cuja linha ndo nula
de maior indice é igual a linha ndo nula de maior indice da atual (ou seja, se existe
1 < k < j, tal que low(k,M) = low(j, M) # 0), ele soma moddulo 2 tal coluna anterior
na coluna atual, calcula novamente a linha nio nula de maior indice da coluna atual
e repete o processo. Quando nao houver nenhuma coluna i, anterior a atual, tal que
low(k,M) =low(j, M) # 0, ele vai para a coluna seguinte.

Algorithm 2 Matrix reduction
Input: m x m binary matrix M

1: for j=1tomdo

2: while there exists k < j with low(k, M) =low(j, M) # 0 do
3: add (modulo 2) column k to column j in M;

4: end while

5: end for

Output: the reduced matrix M

No final, a matriz resultante, que serd indicada por M’, é composta de colunas nulas
e colunas nao nulas onde, dentre estas ultimas, cada uma € tinica na caracteristica de
em qual linha tem a dltima entrada nao nula. Podemos interpretar a matriz reduzida da

seguinte maneira:

* cada coluna nula (respectivamente, ndo nula) representa um simplexo positivo (res-

pectivamente, negativo);

* cada coluna nio nula j se relaciona com uma coluna i = low(j, M) e isto representa
que I[i, j — 1] estd na decomposicdo intervalar de H, (%), onde n é a dimens&o de

gi;
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2 Homologia Persistente

* cada coluna nula j, com a qual nenhuma coluna ndo nula se identifica pelo modo
acima exposto, indica a presenca de I[ j, m] na decomposicao intervalar de H,(%),
onde n € a dimenséo de o ;.

Exemplo 2.42. Retomando o Exemplo 2.39 podemos considerar a seguinte enumeragdo dos

simplexos, K;.; —K; = {01}, ficando o complexo simplicial de acordo com a Figura 2.16.

Osg O3

[ ] >

Og Oy O¢
O4

04 O,

Figura 2.16: Complexo simplicial para o Exemplo 2.39

A matriz de entrada do algoritmo fica sendo a Tabela 2.1, onde os espagos em branco
indicam entrada 0. Enquanto que a matriz de saida é a Tabela 2.2.

1(2|3|4|5|6|7]|8
1 1 111
2 1 1

3 111
4

5 1
6

7

8

Tabela 2.1: Matriz de entrada do algoritmo para a filtracdo simplicial do Exemplo
2.39

Ou seja, como as colunas 4, 6 e 8 sdo ndo nulas e tais que 2 = low(4,M"),3 = low(6, M")
e 5 = low(8,M’), ou seja, se relacionam com trés colunas que se referem a simplexos de
dimensdo 0, logo, temos 1[2,3], 1[3,5] e I[5, 7] na decomposi¢do intervalar de Hy(ZX'). Além
disso, as colunas nulas 1 (correspondente a um simplexo de dimensdo Q) e 7 (correspondente
a um simplexo de dimensdo 1) ndo se relacionam com nenhuma outra, indicando que I[ 1, 8]
estd na decomposi¢do intervalar de Hy(Z') e 1[7,8] estd na de H,(Z). Logo, Hy(%) =
I[1,8]@1[2,3]®1[3,5]®1[5,7] e H,(X) =1[7,8], o que estd de acordo com o calculado

para esta filtragdo simplicial na segdo anterior.
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2.6 Algoritmos em Homologia Persistente

112(3|4|5|6|7]|8
1 1
2 1 1
3 1 1
4
5 1
6
7
8

Tabela 2.2: Matriz de saida do algoritmo para a filtracdo simplicial do Exemplo
2.39

Resta-se entdo demonstrar que tal interpretacdo esta correta.

Teorema 2.43. Quando obtém como entrada a matriz de incidéncia de uma filtragdo sim-
plicial Z, o algoritmo de redugcdo de matrizes calcula uma matriz que determina a decom-

posicdo em representagoes intervalares da filtragdo simplicial.

Demonstragdo. Indicando &; como a cadeia associada a j-ésima coluna da matriz resul-

. A m /
tante, ou seja, §; = 21:1 M;,0;, temos que

G;= 8(0j + Zsioi),

i<j

onde ¢; € {0,1}. Tal resultado se da por inducdo, pois, inicialmente cada coluna j € tal
que M;;0; = 00}, em Z,. Além disso, a cada iteracdo, em uma coluna pode ser somada
apenas uma coluna de indice inferior.

No final do algoritmo, se a j-ésima coluna é nio nula, ou seja, se j é tal que low(j, M") #
0, entdo 0, u~) esta contido em um k-bordo, onde k € a dimenséo de o,,,(; »- De fato,
como low(j, M") é a maior linha ndo nula da coluna j, ndo hé na expressdo de &; simplexo

com indice maior que low(j, M’) e coeficiente ndo nulo. Assim, podemos indicar

0 = Olowmy + E: MpOp>
p<low(j,M’)

onde 7, € {0, 1}. Por outro lado, pela afirmacéo anterior, & ; necessariamente representa

um bordo em K;, logo, como 9% = 0, entdo d6; = 0. Disto, 6; é um ciclo contendo

Olow(j,m")-
Ao fim, se a j-ésima coluna € nio nula, entdo I[low(j,M’),j] estd na representacio
intervalar de H,(%'). De fato, pelas afirmacbes anteriores, temos que

8(0j+z,9iai):alow(j’M,)+ Z 1,0,

i<j p<low(j,M’)
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— 3(0‘1)=alow(j’M/)+ Z npO'p+8(Z€iO'i),

p<low(j,M’) i<j
onde —¢; = ¢;, por tratar-se de coeficiente em Z,. Notemos, do resultado acima, que
O lon(j,mv) € Um simplexo positivo adicionado no instante low(j, M’), de modo tal que € o
ultimo simplexo na composicdo de um bordo, ou seja, sua adi¢do define um gerador de
homologia.

No final do algoritmo, se a j-ésima coluna s6é contém zeros, entdo o; € positivo. De
fato, pela primeira afirmacéo, (0 i + j eioi) = 0, ou seja, houve a criacdo de um ciclo
no instante j.

]

2.7 Estabilidade

A utilidade do diagrama de persisténcia é lastreada na sua estabilidade. Podemos pro-
var que pequenas perturbagdes em nuvens de pontos geram pequenas perturbacoes no
seu diagrama de persisténcia. Isto sera feito capturando o grau de perturbacdo a partir
da determinacdo de uma funcdo de distancia entre as filtracoes simpliciais geradas pelas
nuvens, mais precisamente, entre as suas decomposicoes em representacoes intervalares.
Também sera definida uma funcéo de distancia entre diagramas de persisténcia, de modo

que poderemos provar uma relagdo entre tais funcoes.

Distancia Bottleneck

Para definir a distancia entre dois diagramas de persisténcia, devemos levar em contar que
estes podem ter diferentes quantidades de pontos, de modo que nem sempre é possivel
se construir uma bijecdo. Assim, definiremos uma interacdo mais geral.

Definicdo 2.44. Dados dois multiconjuntos P,Q, uma correspondéncia parcial entre P e

Q, indicada por P <— Q é um conjunto de pares M C P x Q tal que

* Todo ponto de P corresponde a, no mdximo, um ponto de Q, ou seja, dado p € P,

existe, no mdximo, um tnico q € Q tal que (p,q) € M.

* Todo ponto de Q corresponde a, no mdximo, um ponto de P, ou seja, dado q € Q,
existe, no mdximo, um unico p € P tal que (p,q) € M.

Definiremos o custo do par correspondente (p,q) € M como ||p —q||. Ainda, seja
—2 ~ . . ~
um ponto s = (s,,s,) € PLIQ C R, que ndo se corresponde com ninguém, entdo o custo

|5y_sx|
2

do ponto sem correspondéncia é , Ou seja, a distancia entre s e a sua projecao
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ortogonal na diagonal A = {(x,x) : x € R}, pela métrica | - ||, que serd indicado por
||s — Al|oo. Indicaremos, ainda, por M os pontos sem correspondéncia.

Definicao 2.45. Dada uma correspondéncia parcial M entre dois multiconjuntos P,Q, o
custo bottleneck de M é dado por

|Sy_sx|
¢(M) = maxy sup [|p—qlleo,sup——7—1.
(P,Q)EM SGM 2

A distdncia bottleneck é dada por
dy(BQ) = inf QC(M ).

Como consequéncia de como é definida, temos que a distancia bottleneck tem a ten-
déncia de considerar as correspondéncias parciais que associem pontos de um diagrama
proximo a diagonal, com a diagonal do outro diagrama, de modo a tornar o resultado
pouco sensivel a mdédulos intervalares de curta duragéo.

Proposicao 2.46. Dados trés multiconjuntos A, B e C, a distancia bottlebeck satisfaz a desi-

gualdade triangular; ou seja
d,(A,C) < dy(A B)+d,(B,C).

Demonstragdo. Seja M, uma correspondéncia parcial entre A e B tal que c(M;) = ¢,. Seja
ainda M, uma correspondéncia parcial entre B e C tal que c¢(M,) = &,. Tomemos entéo o

conjunto
M ={(p,r) € Ax C|dq € B parao qual (p,q) € M, e (q,r) € M,}.

Temos que M é uma correspondéncia parcial entre A e C de custo bottleneck &, + ¢,
pois

* Se (p,r) € M, entdo existe q € B tal que
Ir = plleo < lIr—=qlles +1lg—pllec < &1+ €5

* Se p € A néo se corresponde em M entdo hd duas possibilidades. Ou p nao se
corresponde em M, e entio

Ip, — Pyl
lp—Alloo = % <e <& +e,
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Ou entéo p tem correspondéncia em M;. Suponhamos que (p,q) € M;, entdo g nédo

tem correspondéncia em M,, assim, o custo de p em M é

[P —Alloo 1P —qlloo +1g — Alloo < &1+ &5.

* Ser € C ndo se corresponde em M entdo, de modo anélogo ao item anterior, pode-
se mostrar que
IIr—Alleo < &1+ 5.

Distancia Intercalada

O préximo passo é a definicdo de uma distancia entre dois mdédulos de persisténcia. Para

tal, apresentaremos um caso particular, que sirva de construcdo intuitiva de tal distancia.

Seja F = {p; € R? : 1 <i < m} uma nuvem de pontos e seja G uma nuvem de pontos
obtida por uma perturbacdo de amplitude £/2 de F, como esté ilustrado na Figura 2.17.
Ou seja, G = {p; € R?:1 < i < m} é tal que existe uma bijecdo entre F e G, dada por
p; — p,, e para cada i, |[|p; —p;|| < /2. Podemos considerar, sem perda de generalidade,

que a perturbacdo € tal que a colecdo de subconjuntos LI da nuvem nao se altera.

e Nuvem de pontos F

e Nuvem de pontos G

Figura 2.17: Perturbacdo da nuvem de pontos F.

Se {p;,...,P; } € Rips(F, t), entdo para cada i,l € {1,...,n}, temos que ||p; —p; || < t,
logo,

lp;, —pi Il <llp; —pjll +1lp; —pll +1lp;, —pjll <e/2+t+e/2=t+e,
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ou seja, { p;.l, ey p;.n} € Rips(G, t + €). Donde podemos concluir, a menos de bijegdo, que
Rips(F, t) € Rips(G, t + €).

Por simetria, claramente podemos considerar F como perturbacdo de amplitude /2 de
G, donde obtemos que
Rips(G, t) C Rips(F, t + €).

Denotando F, = Rips(F, t) e G, = Rips(G, t), temos as filtracoes simpliciais # = {F, :
teR*}e ¥ ={G,:t €R"}. Entdo Z e ¥ sio filtracdes intercaladas no seguinte sentido:

VteR,F,CG,,,eG CF,,,.

Mais precisamente, dados t,u € R, com t < u, os seguintes diagramas, onde os mapas
sdo inclusOes, sdo comutativos:

Ft—)Fu Ft+e—)Fu+e

l l T T

G, — G G, —— G

u+e t u*

Aplicando-se, entdo, o funtor de homologia H,, obtemos os médulos de persisténcia
H,(Z)e H,(%), bem como, os homomorfismos ¢, : H,(F,) = H,(G,,.) e ¢, : H,(G,) =
H,(F,..) induzidos pela inclusdo. Temos, assim, os seguintes diagramas comutativos
induzidos, onde i, , e j,, sdo os homomorfismos induzidos pela incluséo nas filtragbes
H,(Z) e H,(¥9), respectivamente:

i’,z ii:ir-le,u+e
Hn(Ft) Hn(Fu) Hn(Ft+e) - Hn(Fu+s)
lsz l% %T %T
ji;s,LHs Ji’,#
Hn(Gu+s) - Hn(Gu+s) Hn(Gt) - Hn(Gu)

A definicdo de tais cole¢bes de momorfismos é denominada morfismo intercalado de
grau ¢ entre modulos de persisténcia.

Definicao 2.47. Sejam

V={i:’f:Va—>Vb|a,b€]ReaSb}
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W:{ji’:IWa—)Wbla,bEReasb}

dois mddulos de persisténcia, entdo uma e-intercalagdo entre Ve W é um par de colegdo de
morfismos entre modulos ¢ = (¢, : V, = W, Jier € Y = (Y, : W, = Vi, )ier, tal que os

diagramas abaixo comutam para cada par t,u € R, tais que t < u.

Vt Vu Vt+8 - Vu+€
ld)t ld)u th qu
Wie — Wise W, —— W,
Vt Vu+28 Vt+8
NS 2N
Wt+€ Wt Wu+2€

Definicdo 2.48. A familia de morfismos (¢, : V, = W, ),eg com as propriedades apresen-
tadas na Defini¢do 2.47 é chamada de morfismo de grau ¢ entre Ve W.

Definem-se entdo os conjuntos

Hom®(V, W) = {morfismos V — W de grau ¢}

End®(V) = {morfismos V — V de grau ¢}.

As possiveis composi¢coes entre dois morfismos de grau ddo origem a seguinte aplicacdo
Hom*® (V, W) x Hom®(U, V) — Hom®** (U, W).

Podemos ainda definir o morfismo de grau gerado a partir da identidade, ou seja, ilg, €

End®(V), que é dado pela colecdo de incluses induzidas

& __ (:t,t+56 .
1y = (l*’n Ve = Vs )eer-

Uma vez definidos estes objetos, podemos tomar entdo a definicao alternativa de que
dois médulos de persisténcia, V e W, sdo e-intercalados quando existem ¢ € Hom*(V, W)
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2.7 Estabilidade
e ¢ € Hom*(W, V), tais que
6 _ q6 6 _ q6 _ £ _ €
¢ﬂv - ﬂwd):wﬂw - jlv"*/):l/)d) - ﬂi] € d)’l,/J - ﬂ%;y:v5 > 0.

Se dois médulos de persisténcia V e W sdo e-intercalados, entdo eles sdo (¢ + 6)-

intercalados, para cada 6 > 0. De fato, basta tomar
¢ =1y =136
Y =15, =1%.

Logo, faz sentido que tomemos o infimo valor dentre os quais existe uma intercalagéo

entre dois médulos de persisténcia.

Definicdo 2.49. A distdncia intercalada entre dois mdodulos de persisténcia Ve W é
d;(V,W) = inf{e > 0| existe uma e-intercalagdo entre V e W}.

Quando néo existe e-intercalacdo entre V e W convenciona-se que d;(V, W) = +oco0.

Seja a ordem parcial padrido em R?:
C,y)2(x,y) &= x<yex' <y
Para cada r € R, definamos a diagonal deslocada
A ={(x,y)€R*: y—x =2r}.

Induziremos em A, a ordem parcial padrdo de R?, de modo que este é um poset isomorfo a
reta R. Consideraremos o isomorfismo t — (t—r, t+r). Isto proporciona um identificacdo
canonica entre modulos de persisténcia sobre R e mddulos de persisténcia sobre A,.

Proposicdo 2.50. Sejam x e y niimeros reais. Dois mddulos de persisténcia

VZ{if’f:Vaﬁme,bEReaSb}

W= {j& : W, > Wyla,b €Rea < b}

sdo |y — x|-intercalados se, e somente se existe um mddulo de persisténcia sobre A, U A,
— b .
U={ky :U, = Upla,be A, UA, ea <D}

tal que U, =V eU|, =W. Onde A, UA, herda a ordem parcial padrdo de R2.
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2 Homologia Persistente

Demonstragdo. Consideremos x < y, sem perda de generalidade. Suponhamos que V e
W séo |y — x|-intercalados, entdo existe o par de cole¢bes de morfismos ¢ = (¢, : V, —
Wiy der € Y = (Y, : W, = Vi, )ier, Que estdo restritos as seguintes relagbes, para
todo 6 > 0, obtidos a partir da Defini¢do 2.47

a) ¢13 = 1,¢, mais precisamente, Vt € R, ¢, 51000 = jUH =0 try=0+0 ¢ o
b) 12, =154, de modo andlogo ao anterior;

) Y¢ = 1777, mais precisamente, Yt €R, Y, , ¢, = oy,

d) ¢y = iléjf ~>*de modo andlogo ao anterior.

Definamos entdo U da seguinte maneira: para cada a € R,

=W

a*

U(a—x a+x) — V € U(a—y,a+y)

Um detalhe importante é que quando, por exemplo, dizemos que a € A, estamos
omitindo a bije¢io entre A, e R, ou seja, com a estamos nos referindo a (a—x, a+x) € R?.
Durante essa demonstracdo, indicaremos (a — x,a + x) por a e (a —y,a+ y) por a, a
menos que se afirme o contrdrio. Dados a,b € R, com a < b, entdo definiremos também
kOh =it e kP b— = j&. Em particular, se b—a > y —x, entdo (a—x,a+x) < (b—y,b+y)
e deﬁnlmos

k::: = j:,:y_x’b(pba : U(a—x,a+x) - V - Wa+y —x Wb U(b—y b+y)-
Ainda,sea<bea—b <—(y—x), temos (a—y,a+y) < (b—x, b+ x), e definimos

ka b= a+y x bl/)a . U(a W -V - Vb U(b —x,b+x)*

—y,aty) — at+y—x

Resta mostrarmos que os homomofismos de U seguem a lei de composi¢do. Temos que

kb,c oka,b — l-b,c oia’b — l-ac _ kac’va b c eR.
*,1 *,1 *,1 *,1 *,1 *,1
De modo andlogo, usando a lei em j, ,, temos que kb ¢ k“ b— k“ . Ainda,sea X b < ¢,
entdo
b,c a, b b+y—x c -a, b -b+y—x,c . ra+y—x,b+y—x a+y X,C __ 1.0,
k n © k 4) l J*,n oJ*,n ¢a >z< n ¢a - k*,n'
Analogamente, a lei de composicdo se prova para quaisquer outros casos. Finalmente,
da construcio de U temos que U|, =V eU|, =W.
X Y
Suponhamos agora a existéncia do médulo de persisténcia U, conforme apresentado
no enunciado, munido da lei de composicdo. Provemos a existéncia de V e W. Definindo,
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2.7 Estabilidade

novamente,

_ _ -a,b __ 1.a,b .a,b __ 1.a,b
Vo= U(a—x,a+X)J W, = U(a—y,a+y)ﬂ Ln= k*,n €Jin = k*,n’

podemos definir os mapas ¢, como aplicagéo vertical de A, para A, e v, como aplicacio
horizontal de A, para A,, como pode se observar na Figura, uma vez que

Vt = U(t—x,t+x) - U(t—x,t+2y—x) = U((t+y—x)—y,(t+y—x)+y) = Wt+y—x S ¢t = ki:7t1+y_x

W, = U(t—y,t+y) - U(t+y—2x,t+y) = U((t+y—x)—x,(t+y—x)+x) = VH—y—x = 1/% = ki’;ﬂ/—x

Para provar que existe uma |y — x|-intercalacdo entre V e W, resta provarem-se as
regras a), b), ¢) e d) para o morfismos de grau ¢ e v acima definidos. Temos assim, a

partir da lei de composicdo em U

LS . LSOy —X LS 1.t t46+y—x — a(t+y—x),(t+y—x)+5
a) Paracada t €R, ¢ 51" =k M S S y b,

ou seja, 12 =15 ¢;
b) @,bﬂgw = ﬂg,m,b, de modo analogo ao anterior;

— L tHy—x,t+2y—2x1.t,t+y—x _ p.t,t+(2y—2x) _ ;t,t+(2y—2x)
c) Paracadat € R, ¢, P, =k k. =k, =1, , ou

seja, Y = il%;v_zx

d) ¢y = ﬂégf ~** de modo andlogo ao anterior.

DY : W —» V

@ : V- W como colegdo de
como colecéo de homomorfismos
homomorfismos horizontais de
verticais de U U.

Figura 2.18: Interpretacdo dos morfismos de grau |y — x| entre V e W como mor-
fismo de U.
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2 Homologia Persistente
Lema 2.51 (Lema da Interpolacdo). Sejam

V={i:’f:Va—>Vb|a,b€ReaSb}

W= {j*? : W, > Wyla,b €Rea < b}

dois mddulos de persisténcia e-intercalados. Entdo existe uma familia 1-paramétrica de mo-
dulos de persisténcia (U, ) o) tal que Uy =V, U, = W e, dados x,y € [0, €], temos que
U, e U, sdo |y — x|- intercalados. Ainda, se V e W sdo q-mansos, entdo todo U, também o

serd.

Demonstragdo. Nos bastard provar que qualquer médulo de persisténcia U sobre AjUA,
pode ser estendido para um médulo de persisténcia U sobre a faixa diagonal

A1 ={(p,q9):0<q—p <2e} CR?

pois, se Ve W sdo e-intercalados, entdo, pelo Lema 2.50, existe um médulo de persisténcia
U sobre Aq U A,, tal que U|,, =V e U|,, =W, entéo terlamos uma extens&o U sobre a
faixa Ay .1, donde poderiamos definir a familia 1-paramétrica, fazendo U, = U A,- Assim,
novamente pelo Lema 2.50, terfamos que U, e U, seriam |y — x|-intercalados.

Em vez de nos debrucarmos sobre o intervalo [0, ¢], faremos a demonstracido para o
intervalo [—1,1], uma vez que a simetria traz simplificacoes a demonstracdo e que o

resultado mais geral pode ser obtido por redimensionamento e translacdo do plano.

Assim, suponhamos que temos o moédulo de persisténcia
U={k":U, > Uyla,be A_jUA, e a < b},

pelo Lema 2.50, a partir de U, podemos definir V="TU|,_ e W =U|,, mddulos de persis-
téncia sobre R, bastando-se para tal, considerarmos

— k(a—l,a+1),(b—1,b+1)

*,1

= = ja,b 1,a—1),(b+1,b—1
Vo= U(a+1,a—1), W, = U(a—l,a+1)> l: = latLla1)(b+ )

,n *,1

-a,b
€ ]*,n

O médulo de persisténcia U também permite obtermos os homomorfismos intercalados
¢ € Hom?(V, W) e 1 € Hom?(W, V) definidos por

b, = LD, (e+1,643) V, > W, e, = ki’tn—l,t+1),(t+3,t+1) ‘W, > V.

*,1
A partir de V e W, podemos construir quatro médulos de persisténcia sobre R?:

A = {aif)r,lq),(r,s) :A(p,q) _)A(r,s)|pa q) r,Ss €ERe p S r})
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definido por A, ) =V,_; € ag’ﬁq),(r,s) — if;l,r—1’

B= {bfkf’,;q)’(r’s) :Bpg) 2 Bislp,g, s €Req<s},

definido por B, ,, = W,_; e bg’lq),(ns) — jg;l,s—l’

C= {Cif),{q)’(r’s) : Cipg) = CirslPsgs s ER e g <s},

q+1,5+1
*,1

definido por C(, ;) =V, € Cif)r;q),(r,S) — o

D= {diﬁ;q),(r’ﬂ : D(p,q) - D(r,s)lp: q,1,s € Re P < r}:

definido por D, ;) =W, ; e dg’r;q),(r,s) = jprLrHL

*,1

Podemos notar que A,B,C e D sdo extensoes verticais e horizontais dos mddulos de

persisténcia U|, .. Por exemplo, se restringimos A a A_;, temos
+1

A=Yy € a8 DEID Z 87 Ve R, comp <,

*,1

ou seja, igual a V, a menos de isomorfismo. Em resumo, pode-se mostrar de forma ana-
loga, que temos
Aly =V,B|,, =W,C|, , =VeD|, =W,

com respeito a parametrizacdo candnica em cada diagonal. A diferenca entre A e C,
quando restritos a A_;, é que um teve tomado o isomorfismo com V pela sua projecdo no
eixo das abcissas, enquanto o outro, das ordenadas. E a mesma diferenca entre as duas

restricoes que sdo isomorfas a W.

Denotemos por U[6] o médulo transladado, obtido pela aplicagcdo de ﬂ%, de modo
que indicaremos (U[6]), = U,,s. Assim, podemos obter, de modo analogo as restricoes

anteriores, que
Aly, =V[-2],B|, = W[-2],C|,, =V[2] e D|, , =W[2].

Definamos o homomorfismo 1y, : A — C como if,;l’q“ :V,.y = V4, para cada (p,q) €

R?, tal que ¢ + 1> p—1. Ou seja, dado A, ),
= _ p—lg+l . _ _
(HV)(p,q) - lf,n o 'A(p,q) =V 2 Ven = C(p,q)'

Podemos definir, de modo andlogo outros trés homomorfismos

¢ : A — D definida em (p,q) como ¢,_; : A, ) = Vo1 = W,y = Dy 035
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1) : B — C definida em (p,q) como Y1 : B = Weer = Vi1 = Ciog)

1y : B — D definida em (p,q) como j& **1 1 B, oy =W,y = W1 = Dy, ).

As aplicacdes ¢ e 1) sdo definidas sobre todo o plano, enquanto 1y é definida quando
p—1<q+1ely édefinida quando ¢g—1 < p + 1. Para provar que sdo homomorfismos
intercalados de grau entre mdédulos de persisténcia, basta definirmo-nas em termos de
i,j,¢ e e utilizarmos as mesmas técnicas utilizadas na demonstracdo da Proposicdo
2.50, de modo que, pela concisdo, ndo apresentaremos tal etapa neste texto, mas pode
ser encontrada em [5]. Néo ¢ dificil notar que a interse¢do das regioes onde cada mapa
estd definido ¢ exatamente a faixa A[_;,;, assim, podemos restringir A,B,C e D e as
quatro aplicacoes entre médulos a faixa.

Definamos Q : (A & IB%)|A[_1 ,—CeD pela matriz 2 x 2

e
¢ Ty

ou seja 2 = {Q(p,q) : (Vp—b Wq—l) - (Vq+1’ Wp+1)|(P,CI) € Ay 13}, onde

ip—l,q+1 wq 1

Qg =] " -

(p.9) ¢ jq—l,p+1
p—1 *,1

Consideraremos U = im , ou seja, os espacos vetoriais de U sdo
{(Vgra @ Wp+1)|imQ(P)q) :(p,@) € Ak

o que torna U isomorfo a (A & B)| AHl]/ ker(2) = coim(£2). Nos referiremos a U como
qualquer um dos dois sem distincao.

Passo 1. U|,_ é isomorfoa V.

De fato, na diagonal A_,, temos
(AoB)|, =VoW[-2]e(CoD), =VeW[2].
Para o homomorfismo €|, _,, notemos que

iV|A_1 = {ig:l)_l’(p_l))ﬂ = if”,f pER}=1y
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EA_l = {¢(p+1)—1 = ¢p :p ER}=¢.

De modo anélogo para os outros dois homomorfismos, podemos concluir que Q|, , é a

1y
¢ 1%

matriz

Como 13}, = ¢1p, temos

[1.(V) @ p(W[-2]) ¢(V)® prp(W[—2])]

—
e 2
<

_e‘G
—
—
g >
PP
AR
Il

1, v
=[VeyWl-2D) ¢(V)ey(Wl-2])]= [ / } [1v v] [W[_z]]’

donde podemos fatorar como
93] Q2
Vew 2] —-V—-VeW[2],

onde

1

le[ﬂV w]eﬂzzlv}.
¢
Mais precisamente, podemos escrever

0, = {(Ql)(p,q) :(p,qQ) €A} = {(Ql)(p+1,p—1) :pER}= {if’n & 1,/)p—z V,eWw, , — Vp})

donde podemos notar que dado v € V,, temos i &1} »—2(v,0) =v, ou seja, Q; é sobreje-

tiva. De semelhante maneira, podemos notar que

Q ={(2)pg : (P, €A} = {(Q)pr1p1 P ER}=H{, @ ¢, V, =V, @ W, 0},

e com isso, dados v;,v, € V,, tais que v; # v,, temos que (vi,¢,(v1)) # (vo, ¢,(v2)),
ou seja, 2,(v;) # Q,(v,), donde concluimos que Q, € injetiva. Pelo Primeiro Teorema
de Isomorfismo ([22]), temos que V = imQ, = im(Q,Q;) = im(Q2[,_ ). Analogamente

podemos obter o isomorfismo coim(£2[,_ ) =V, como desejado.
Passo 2. U|,, ¢ isomorfa a W.

De fato, na diagonal A;, nos temos

(A@B)[,, =V[2]oWe (CoD), =V[2]oW
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e o homomorfismo €, € a matriz
[ﬂé ; ]
¢ 1y
Como ilg, =1 ¢, podemos fatorar, de modo analogo ao feito no passo anterior, como
Qs Q4
V[—2]@ W —> W —> V[2] & W,
onde
Y
Q=[¢ 1] eQ4=[ .
Ty
Temos que 2, é sobrejetiva e Q, € injetiva. Logo, induzem os isomorfismos
Coim(QIAl) — W— im(Q|A1),
como desejado.

Passo 3. As aplicacdes de U entre A_, e A, correspondem a ¢ e ), quando conside-
rados os isomorfismos obtidos nos Passos 1 e 2.

De fato, considerando U = im Q2 C C®D, é natural que tomemos U AL U| a, induzida
por
(CoD)|,, — (CeD),,,

que pode ser identificada com
1301y
Ve w[2] 5" v[4] @ W[2].
Por outro lado, considerando U = coimQ € A®B, ¢ natural que tomemos U|, , — Ul,,

induzida por
(AeB)[y, — (A®B)[,,,

que pode ser identificada com

1yol,
Ve W[—-2] — Ve W[2].

Assim, basta provarmos que o seguinte diagrama, que sintetiza todas as relaces obtidas

no 3 passos, comuta.
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2 2,

Ve W[—2] A% Ve Ww[2]

lnweﬂg‘w l¢ lﬂj‘veﬂw

Vo W[2] —2 W[2] — V[4]® W[2]

De fato, no quadrado esquerdo

(1, 014) = [ ¢ ﬂw][ﬂg ﬂ3]=[¢ 18] = (611,91 = $0,.

Pode-se proceder de modo andlogo no quadrado direito. Também de modo anélogo, pode
se provar que o seguinte diagrama é comutativo

U2]leV —2 - v — ¥, y2]ev

lﬂ%@ﬂv lw lﬂU@ﬂg‘,

U2]eV — U[2] —2> U[2]® V[4],

de modo que obtemos o resultado desejado.

Finalmente, suponhamos que U e V sejam g-mansos. Em cada diagonal A, as restri-
cOes A|, e B|,_ sdo copias transladadas de U e V, logo, sdo g-mansos, segue que a soma
direta (A ® B)|, € g-mansa, donde também o é sua imagem por 2 e U,, que € isomorfo
a imagem.

O]

Proposicao 2.52. Dados trés mddulos de persisténcia, U, V e W, a distdncia intercalada

satisfaz a desigualdade triangular. Ou seja
di(UJ W) S di(U) V) + di (V) W)
Demonstragdo. Dada uma ¢;-intercalacdo entre U e V, dada por ¢, e ¢; e uma &,-

intercalacdo entre V e W, dada por ¢, e 1,, podemos construir uma ¢ = (&; + &,)-
intercalacdo entre U e W, tomando ¢ = ¢,¢; e ) =Y ¢,.

Assim, para qualquer 6 > 0,

¢ﬂ% = ¢2¢1ﬂg = ¢2ﬂ€;¢1 = ﬂqubz(pl = jlqub,

Qpﬂgy = ¢1¢2ﬂ€V = ¢1ﬂ§/¢2 = ﬂfﬂbﬂbz = ﬂfﬂl):
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2¢ 2¢ 2 2¢.
Yd = P1ydydr = Y157 ¢; = 9177 = 127127 = 1%,

2¢ 2¢ 2€0 4 2€
PP = o113y = P10 hy = poipy 1ot = 1571570 =12,

Logo,
d;(U,W) <e=d,(U, V) +d,(V,W).

Proposicao 2.53. Sejam U,, U,, V, e V, mddulos de persisténcia, entdo
d;(U; @ Uy, V; ®V,) < max(d;(Uy, V1), d;(Uy, V,)).

De modo mais geral, sejam (U, :l € L) e (V, : |l € L) familias de mddulos de persisténcia
indexadas por algum conjunto L de indices, e sejam

u=pu,v=Epv.
leL leL

Entdo
d;(U,V) < sup(d;(U,,V;): L € L).

Demonstragdo. Seja uma e-intercalacdo ¢;, ), para cada par U, V;, entdo os mapas dados
pela soma direta ¢ = &¢;,) = ®Y,; constituem uma e-intercalacdo entre U e V. Como
S =sup(d;(U;,V)):leL)>d;(U, V),V € L, temos que todo par U;, V; é S-intercalado,
logo, existe S-intercalacdo entre U e V. O

Teorema de Estabilidade

E possivel se estabelecer uma relacdo de igualdade entre a distincia intercalada de dois
modulos de persisténcia e a distancia Bottleneck entre seus diagramas de persisténcia.
Iniciaremos com o objetivo de mostrar que d; < d. Para tal, recordemos que dada uma
correspondéncia parcial entre dois multiconjuntos, o custo Bottleneck é definido a partir
das distancias entre pontos e da distancia entre pontos e a diagonal, traduzindo para o
contexto de mddulo de persisténcia, a distancia entre modulos intervalares e entre mo-
dulos intervalares e o moédulo nulo. Assim, iniciaremos provando a desigualdade para
tais casos basicos. O resultado se darad por extensdo a partir das somas diretas. Para a
desigualdade d; > dj serdo exploradas propriedades locais dos diagramas de persisténcia.
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Proposicao 2.54. Sejam a, b,c,d € R tais que a < b e ¢ < d, entdo

di(]I[a) b]: ]I[C’ d]) < dB((a, b)) (C’ d))

Demonstragdo. Vamos provar o caso onde a, b,c e d sdo finitos. Os casos para valores
infinitos tém demonstracdo analoga.
No caso a ser provado, a tnica correspondéncia parcial é M = ((a, b), (c,d)), cujo custo
é ||(a,b) —(c,d)||s- Ou seja, a distincia bottleneck é max(|a — c|,|b — d|). Provaremos
que, para cada € > dgz((a, b),(c,d)), existe uma e-intercalacdo entre I[a, b] e I[c,d].
Indiquemos
I[a,b]={i"!:V, > V,Ip,g€eRep<q}

I[c,d]={j"1: W, > W,lIlp,geRep=<gq},

entéo, para cada p € R, temos que V,, W, € {0,K}. Se V, =V, =K, entdo il = 1y, caso
contrdrio, i”? = 0. O andlogo ocorre para j1.
Seja ¢ tal que € > dgz((a, b),(c,d)), definamos as cole¢des de aplicacoes

¢=(d Vi oWy )eyp =) W, > V,,),

da seguinte maneira, se V, = W,,, =K, entdo ¢, = 1, caso contrdrio, ¢, = 0. Definamos
ainda, de modo andlogo, v,.
. 5 _ g6
Inicialmente, devemos provar que para qualquer 6 > 0, temos d)ﬂl[a,b] =1y d]qb, ou
seja,

t,t+6 __ st+e,t+e+0
Vt ER: ¢t+51*,n _J*,n ¢t'

* Caso V,=0: entdo i"'*’ = ¢, =0, o que garante a igualdade;
* Caso W, ,s =0:entio ¢, 5= j;‘s’””‘s = 0, o0 que garante a igualdade;

* Caso V. ; =W,,, : é garantida a igualdade, de modo anélogo.

Assim, resta provarmos que nao existe a possibilidade de V,,5 # W,,,, quando V, =
Wierers = K.

e Caso V,=V_ =W, . s=Ke W,,=0:entdoa <t,ainda t+¢ ¢ [c,d]. Como
Weers =K, entdot +e+ 6 <d,donde t + ¢ < c. Disto, e <c—t <d—a, o que
contradiz a hipétese de que £ > d —a.

e Caso V,=W., . =W, ,.s=K e V,5=0:entdo t+06 ¢ [a,b], mas V, = K
garante que t > a, ou seja, b < t + &. Por outro lado, t + ¢+ 6 < d, donde temos
que ¢ <d—t—06 <d—b, o que contradiz a hipétese de que ¢ > d —b.
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Assim temos que $17,

]I[a b]w

Agora provemos que Y ¢ =13 .,

]I[c a] ¢ e, por simetria, se pode provar que 12

,b] I[c, d]

ou seja,

VEeR, Y P, = lt t+2€-

-t, t+2£ —

* Caso V, = 0: temos que ¢, =i, "** = 0, 0 que garante a igualdade;

it t+28 —

* Caso Vi,, = 0: temos que Y, =i~ = 0, 0 que garante a igualdade;

* CasoV,=W,,, =V,,,, =K: temos que ¢, =, = i"'*** = 1, 0 que garante a
igualdade;

* CasoV, =V, ,, =K e W,,,=0:temosquea<tet+2¢<b.Comoe>c—ae
€ >d — b, podemos inferir que c <a+¢ < t+¢e < b—¢ <d, uma contradicdo.

_ 12 ; — 12 :
Logo, Y¢ =1 Tap]s De modo andlogo podemos provar que ¢ = 13 4y Assim, ¢ e
1) constituem uma e-intercalacdo. Donde podemos concluir o resultado, uma vez que a

distancia intercalada toma o grau infimo das intercalacdes existentes. O

Recordemos que, dada uma correspondéncia parcial entre dois diagramas de persis-
téncia, o custo Bottleneck de um ponto sem correspondéncia é dado pela medicdo que
|||l afere entre ele e a diagonal ou seja, o custo do ponto sem correspondéncia s =
(5¢,8y) € R? é dado por . Obteremos que esse custo é o mesmo valor obtido pela
distancia intercalada entre a representagao intervalar associada a tal ponto e o moédulo
de persisténcia nulo.

Proposicao 2.55. Sejam a, b € R tais que a < b e a representagdo intervalar I[a, b], entdo

b—a

di(]l[a: b]’ O) = 2

Demonstracdo. Seja € > 0, entdo qualquer e-intercalacdo entre I[a,b] e O deve ter os

morfismos de grau ¢ e 1) ambos iguais a zero, pois ndo ha outra aplicacdo que tenha o

modulo de persisténcia 0 como dominio ou contradominio. Resta provar que 0 = il]?[ga b]-
Temos que

I[a,b]={i"1:K—>K|p,g€Rep <q}.

Se ¢ > 29 entdo 1% o = {i/1*%) . r € R}, onde necessanamente r<aour+2¢e>
r+(b— a) > b, logo, 1 H[a b]
que lrr+28 # 0, pois r + 2¢ < b e tal morfismo pertence a jlﬂ[

= 0. Por outro lado, se ¢ < ba , entdo dado a < r < b, temos

b de modo que este ndo é
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nulo. Assim,

inf{e > 0| existe uma e-intercalacdo entre I[a,b] e 0} =

Existem caracteristicas locais dos diagramas de persisténcia que serdo importantes no

estudo da relacdo entre a distancia bottleneck e a distancia intercalada.

Definicdo 2.56. Seja R = [p,q] x [r,s] um retdngulo em R>. O retangulo obtido pela
5-expansdo de R, indicado por R® é dado por

RO=[p—6,q+8]x[r—58,5s+6]

Na definicdo acima, é importante destacar que adotaremos —00—6 = —00 e + 00+ =
+00. Além disso, para obter a §-expansdo de um ponto, basta considera-lo como um
retdngulo degenerado, ou seja, dado a = (p,q), temos a® = [p—&,p+8]x[q—5,9+5].

Lema 2.57 (Lema da caixa). Sejam

IUZ{i:’,f:UaHUbla,bE]ReaSb}

V:{jf,’:ZVa_’VHa,bGReaSb}

. Ve . A . . . . A =2
dois mddulos de persisténcia e-intercalados. Seja ainda R um retdngulo em R, tal que R*

estd contido acima da diagonal. Entdo

uy(R) < uy(R®) e uy(R) < uy(R).

Demonstragdo. Indiquemos as decomposi¢oes em modulos intervalares, cuja existéncia
é garantida, uma vez que estamos nos resumindo aos médulos g-mansos, como U =

EBJ‘EJ ]I[Cj; dj] e V= @ZeL I[f;, & ] como
Devido a e-intercalacdo, podemos obter os mdédulos de persisténcia finitos

U, s Uy = U, = U, = U

Vp—e,q+e,r—s,s+€ : Vp—e - Vq+€ - Vr—e - ‘/S+€
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como restri¢des de
¢ Y ¢ Y
WV, ., 22U, =2U; =V, =V, —2U —=2U =V,

. ~Y
Podemos ainda escrever W = @, <y, I[[W,,, 2, )

Temos que
MV(RE) = #{] eJ: [CI+€:7'_8] c [bj)dj] C (P_5:5+8)}

=#{meM:[q+e,r—e]C[w,,2,] C(p—e,s+¢e)}

Logo, uy(R?) pode ser decomposta na cardinalidade de colecoes de médulos interva-
lares disjuntas, por exemplo, nas duas apresentadas abaixo, se [b,d] é um intervalo da
primeira colecdo, p ¢ [b,d], mas se [b,d] é um intervalo da segunda colegéo, p € [b,d],
o que garante a disjun¢do. Assim

puy(R)=#{meM :[q,r] S [wy,z,]C (p,s)}
+#{m eEM: [p:q] c [ijzm] C (p_gaq + 8)} +oeee
z#{meM:[q,r]C[wy,z,]C(p,s)}
=#{leLl:[qr]<[f;,&lc(p,s)} = uy(R).

Temos que uy(R?) = uy(R), por simetria. O

Antes da apresenta¢do do principal teorema desta secdo, precisamos da definicdo de

uma outra distancia.

Definicao 2.58. Dados V e W diagramas de persisténcia, a distdncia de Hausdorff entre
dgm(V) e dgm(W) € dada por

dH(dgm(V),dgm(W))=maX{ sup d(x,dgm(W)), sup d(y,dgm(V))},

xedgm(V) yedgm(W)

onde, dado B CR? e a € R?, d,(a,B) = Ii)ng(llb —al|so)-
S

Teorema 2.59 (Estabilidade dos diagramas de persisténcia). Dados dois mdédulos de per-
sisténcia V e W decompontiveis, entdo d;(V,W) = dz(dgm(V), dgm(W)).

Demonstragdo. A primeira parte da demonstracdo consiste em provar que

d;(V, W) = dp(dgm(V), dgm(W)).
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Tal propriedade é chamada na literatura de “estabilidade”. Provaremos que se Ve W
sdo e-intercalados, entdo existe uma correspondéncia parcial entre dgm(V) e dgm(W) de
custo bottleneck ¢.

Inicialmente, sejam

V:{ij’fl’:VaHme,beReaSb}

W= {j& : W, —> Wyla,b €R e a < b}

dois médulos de persisténcia e-intercalados. Tomemos (U, ),[o] @ familia 1-paramétrica
de médulos de persisténcia oriunda da interpolacédo definida no Lema 2.51. Por simplici-
dade, assumiremos que dgm(U, ) tem finitos pontos para cada x € [0, £] (tal hipdtese co-
aduna com os objetivos deste texto, todavia, a afirmacdo é valida mesmo na sua auséncia,
o que pode ser conferido em [5]). Temos, pelo Lema 2.57, que paracada0 < x < y < ¢,

o, (R) < piy, (R ).

Como dgm(U,.) tem finitos pontos, dado p € dgm(U,.), podemos tomar um retangulo R ao
redor de p suficientemente pequeno tal que dgm(U, )| = {p}, a menos da multiplicidade
de p. Assim, qu(RW_"') > 1, donde existe ¢ € dgm(U, ) tal que q € RY=I. Portanto,
Vp € dgm(U, ), temos que d,(p,dgm(U,)) < |y — x|. Podemos concluir disto que, para
cada x,y € R tais que 0 < x < y < ¢, temos dy(dgm(U,),dgm(U,)) < |y —x|.

Dado x € [0, ¢], seja py, ..., P, uma enumeracao dos distintos pontos de dgm(U, ), ou
seja, desconsiderando-se suas multiplicidades. Indiquemos por R;, o retangulo suficiente-
mente pequeno tal que sé contenha p;, entdo dado y € [0, £], temos que todos os pontos
de dgm(U, ) estdo contidos no conjunto fechado

k
ly—x|
e,
i=1

devido ao resultado obtido sobre a distancia de Hausdorff entre os dois diagramas. Defi-

nameos

1
€ = Elggljngk{llpl_pjuoo}:

se y € tal que |y — x| < ¢,, entdo os R'iy ~ s50 disjuntos. Podemos contar a quantidade
de pontos de dgm(U, ) em cada retdngulo R'iy =, Seja 6 > 0 suficientemente pequeno, tal
que 2|y — x|+ 6 < 2¢,, entéo

—x|+6 2|y—x|+6
Mgy (Pe) = oy, (R?) < piy, RY ™) < gy, (R ™) = Mgy (P)-
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Ou seja, para 6 > 0 suficientemente pequeno, o resultado é o mesmo para M, (R'l.y _xl+5),
logo,
o, (R ™) = Mg (P1) = g (R ™.

Assim, fazendo-se uma correspondéncia entre cada cépia de p; com cada um dos pontos de
dgm(U, ) contido no retangulo expandido Rll.y _Xl, temos entdo uma correspondéncia par-
cial entre dgm(U, ) e dgm(U, ) de custo bottleneck |y — x|. Logo, dz(dgm(U, ),dgm(U,))
também é menor que |y — x| para |y — x| suficientemente pequeno.

Temos que a colecdo de intervalos {(x—¢e,,x+¢,) : x € [0, €]} constitui uma cobertura
aberta do compacto [0, £]. Logo, existe uma subcobertura finita composta por intervalos
centrados em 0 = x < x; < X, < --- < x; = ¢. Assim, pela Proposigéo

j—1 i—1

-
dy(dgm(V),dgm(W)) < > dy(dgm(U, ), dgm(U;s1)) < D |xey — x| < |y —x|.

i=1 i=1

A segunda parte da demonstragdo consiste em provar que
d;(V, W) < dp(dgm(V), dgm(W)).

Tal propriedade é chamada na literatura de “estabilidade inversa”. Provaremos que se
existe um correspondéncia parcial entre dgm(V) e dgm(W) de custo bottleneck €, entédo
d;(V,W) < e. Assim, a distancia intercalada é uma cota inferior para o conjunto de valores
de custo bottleneck para todas as possiveis correspondéncias parciais, sendo entdo menor
que ou igual ao infimo, que é o que define a distancia bottleneck.

Seja M uma correspondéncia parcial tal que c¢(M) = ¢. Como cada ponto de um dia-
grama de persisténcia identifica uma representacao intervalar, podemos construir a partir
de M uma correspondéncia parcial entre mdédulos intervalares de V e de W.

Reescrevendo V e W da seguinte maneira

v=EPpv,w=Pw,

leL leL

entdo cada par (V;, W,) é descrito por um dos seguintes casos
* constitui um par de representacoes intervalares correspondentes;
* V, é um intervalo sem correspondéncia e W, = 0;
* W, é um intervalo sem correspondéncia e V; = 0.

Para os trés casos, € garantido por 2.54 e 2.55 que d,;(V;,W,) < &. Segue da Proposi¢éo
2.53 que d,(V,W) < 6. O
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2.7 Estabilidade

Assim, médulos de persisténcia que conservam uma certa relacdo de intercalacdo, por
exemplo aqueles oriundos de nuvens de pontos que distinguem-se entre si apenas de,
relativamente, pequenas perturbacdes ndo apresentam relativamente grandes variagoes
entre seus diagramas de persisténcia.
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Teoria de Morse
Discreta e Funcoes de

Morse-Fourier

A Teoria de Morse permite obter uma decomposicio celular de uma variedade através de
uma aplicacido da variedade a valores reais. Tal metodologia se mostra adequada para
o trato de complexos simpliciais que, devido a sua estrutura combinatéria, podem ter
uma quantidade de simplexos relativamente muito maior do que aqueles que estao direta-
mente envolvidos na geracdo dos grupos de homologia. A partir de tal teoria, desenvolve-
se entdo a Teoria de Morse Discreta, que permite diminuir a quantidade de simplexos em
um complexo simplicial de modo a se conservarem, por exemplo, os numeros de Betti.

Neste capitulo, consideraremos complexos simpliciais e esquemas simpliciais finitos.

3.1 Motivacao

Iniciemos com um exemplo ilustrativo, em seguida, apresentaremos os resultados que
generalizam, para variedades arbitrarias, as interpretacoes obtidas em tal exemplo.

Seja um toro T tangente a um plano 7, ambos mergulhados em R3, como na Figura
3.1, consideraremos uma funcéo f : T — R que calcule a altura de cada ponto de T. Mais
precisamente: tomando-se um eixo perpendicular a 7, tal que o plano intersecte esse eixo
em sua origem, a funcdo altura f calcula a coordenada da projegédo ortogonal de cada
ponto de T no eixo. A discussdo que se segue pode ser encontrada no artigo original [17].

Entdo, definamos T, = {x € T : f(x) < a}, para cada a € R. Assim, temos que
1. sea < f(p), entdo T, é vazio;
2. se f(p) <a< f(q), entdo T, € homeomorfo a uma 2-célula, conforme Figura 3.2;

3. se f(q) <a < f(r), entdo T, é homeomorfo a um cilindro, conforme Figura 3.3;
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T R
f
/\
P n
Figura 3.1: Funcao altura aplicada ao toro T

~—~

Figura 3.2: T, para f(p) <a < f(q)

N

Figura 3.3: T, para f(q) <a < f(r)

4. se f(r) < a < f(s), entdo T, é homeomorfo a um toro que teve removida uma
2-célula e, logo, tem um circulo como bordo, conforme a Figura 3.4;

Figura 3.4: T, para f(r) < a < f(s)

5. se a > f(s), entdo T, é o préprio toro T.

Resta-se entdo compreendermos quais transformacdes ocorrem na pré-imagem de f nos
pontos p,q,r e s. Para tal, serd conveniente considerarmos equivaléncias homotdpicas,

em vez de homeomorfismos. Assim, temos que

* Do Caso 1 para o Caso 2, pode-se considerar a colagem em @) de uma estrutura ho-
motopicamente equivalente a uma 0-célula, conforme Figura 3.5;
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Figura 3.5: Equivaléncia homotdpica entre colagem de 0-célula em ) e espaco da
Figura 3.2.

* Do Caso 2 para o Caso 3, pode-se considerar a colagem de uma estrutura homoto-
picamente equivalente a uma 1-célula;

&5 -

Figura 3.6: Equivaléncia homotdpica entre colagem de 1-célula em 3.2 e espago
da Figura 3.3.

* Do Caso 3 para o Caso 4, pode-se considerar a colagem de uma estrutura homoto-

picamente equivalente a uma 1-célula, conforme Figura 3.7;

.U

Figura 3.7: Equivaléncia homotdpica entre colagem de 1-célula em 3.3 e Figura
3.4.

* Do Caso 4 para o Caso 5, pode-se considerar a colagem de uma estrutura homoto-

icamente equivalente a uma 2-célula, de modo a “completarmos” o toro original.
t lent 2-célula, d doa“ let 7ot 1

Como exposto no Teorema 1.66, a Teoria de Homologia Celular permite a identificacao
das caracteristicas homoldgicas de um espaco topoldgico baseando-se justamente no co-
nhecimento da sua construcéo pela colagem de k-células. Assim, no caso acima exposto,
¢é nos pontos destacados onde se encontra toda a informagdo homolégica do toro T. Po-
demos observar ainda um padrdo nas colagens acima descritas. Temos que podem-se

escolher, para cada caso, coordenadas especificas (x, y), tais que

* 0 ponto p possui uma vizinhanca no toro que pode ser localmente parametrizada
por f = x?+y?. Tal expressio tem O termo negativo e em p identificamos a colagem
de uma 0-célula;
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* 0 ponto g e o ponto r possuem vizinhancas no toro que podem ser localmente pa-
rametrizadas por f = constante + x> — y?. Tal expressdo tem 1 termo negativo e
tanto em g, quanto em r, identificamos a colagem de uma 1-célula;

* o ponto s possui uma vizinhanca no toro que pode ser localmente parametrizada por
f = constante —x2—y?2. Tal expressdo tem 2 termos negativos e em s identificamos
a colagem de uma 2-célula;

Ocorre que, podemos mostrar que para qualquer parametrizacdo f de T, os Unicos

of _of _

pontos em que 7y = 7

de T.

Suporemos, a partir deste ponto, M uma variedade suave e f : M — R uma funcdo de

0 sdo justamente p,q,r e s, ou seja, estes sS40 0s pontos criticos

classe ¥ °°. Os dois resultados a seguir generalizam as percep¢des destacadas no exemplo
acima e explicitam como os pontos criticos de uma funcéo da variedade em R podem
resumir algumas informacoes topoldgicas da variedade por induzirem a construcio de

um CW-complexo homotopicamente equivalente a variedade.

Lema 3.1. (Lema de Morse, [17]) Seja p um ponto critico ndo degenerado de f, entdo existe
um sistema de coordenadas local (y,,...,Y,) em uma vizinhanga U de p com y;(p) =0, Vi
e tal que para todo ponto de U, vale que

f=fP)=yi = =yi+yi g+t

onde A é dito indice de f em p.

Tal possibilidade de representacdo da fun¢do em uma vizinhanca de cada ponto critico
ndo degenerado permite uma interpretacdo topoldgica da construcdo de M pelos con-
juntos do tipo {x € M : f(x) < a}, que sera denotado por M,. Para tal, definiremos o
conceito de Funcdo de Morse, que, de certo modo, generaliza o conceito de funcao altura
utilizado no exemplo inicial. A definicdo abaixo pode ser encontrada em [19].

Definicdo 3.2. Dada M variedade e f : M — R uma fung¢do de classe 6 °°, temos que f €

dita fung¢do de Morse se cada um dos seus pontos criticos é ndo degenerado.
Finalmente, temos o Teorema a seguir.

Teorema 3.3 ([17]). Seja f uma fungdo de Morse de uma variedade M em R, tal que
para cada ponto critico p, tenhamos que M, € um compacto, entdo M tem o mesmo tipo de
homotopia que um CW-complexo que contém uma célula de dimensdo A para cada ponto

critico onde f tem indice A.

Assim, uma funcao de Morse de uma variedade M em R permite a obten¢do de um CW-
complexo homotopicamente equivalente a variedade, de modo que toda a informacéo esta
resumida nos pontos criticos de f.
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3.2 Funcao de Morse Discreta

Iniciemos por uma investigacdo heuristica que visa entendermos as propriedades deseja-
veis para que uma func¢do de um complexo simplicial em R tenha propriedades analogas
as de uma funcdo de Morse sobre uma variedade diferenciavel.

Heuristica

Nosso objetivo é esbocar a constru¢do de uma func¢édo andloga a de Morse, porém, que
seja aplicada em um complexo simplicial K, ou seja, que tenha simplexos como elementos
do seu dominio. Precisamos definir o conceito de funcdo de Morse discreta de modo que
se definimos, a partir dela, uma funcao da variedade |K| em R, que atribua a cada ponto
de |K| o valor que a funcido de Morse discreta atribui ao simplexo do qual ele faz parte,
obtenhamos algo, de certo modo, coerente com o esperado para uma funcdo de Morse.
Essa coeréncia deve levar em conta duas importantes limitagoes.

i) Um ponto de |K| pode fazer parte de diferentes simplexos de K, cada qual recebendo
um valor distinto pela funcdo. Logo, se estendermos a funcdo a toda a realizacao
geométrica de uma s6 vez, podemos obter uma relagdo que sequer é uma funcédo
em tais pontos.

ii) Se definirmos o conceito de “simplexo critico” com o intento de que coincida com o
conceito de ponto critico ao estendermos a funcdo a variedade |K|, entdo havendo
um simplexo o € K critico, com dimo > 1, a extensdo nao seria uma funcao de

Morse, pois teria pontos criticos ndo isolados, logo, degenerados.

Ocorre que em uma variedade a nocao de vizinhanca é induzida pela métrica de R",
enquanto que em um complexo simplicial, o conceito de vizinhanca é conjuntista, ou
seja, induzido pela ordem parcial de continéncia de (K, <), que foi apresentada em 1.24.
Uma vez que a nog¢do de ponto critico estd inicialmente ligada a nocdo de como a funcao
varia na vizinhanca de um ponto, vamos observar como uma func¢éo varia na vizinhanca
de um simplexo que desejamos ser critico, levando em conta o conceito de vizinhanca
exortado acima. Por outro lado, em atencéo a limitacdo descrita no item i), utilizaremos
a superposicdo dos resultados obtidos ao mergulharmos em R" a realizacdo geométrica
de simplexos vizinhos de dimensao diferente separadamente.

Sejam M uma variedade suave de dimensdo n e K um complexo simplicial de dimensao
n, com n > 2. Recordemos que se aplicarmos em M uma fun¢do de Morse, entdo todo
ponto critico € ndo degenerado. Neste caso, tomemos, por exemplo, um ponto critico de
indice 1, entdo existe um sistema de coordenadas (y,...,Y,), em uma vizinhanca U de
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p, com y;(p) =0, Vi e tal que para todo ponto de U, vale que
f=f®)=yi+ 2 00
i=2

Ou seja, a funcdo é estritamente decrescente na direcdo y,; e estritamente crescente em
qualquer outra direcao.

Buscaremos construir, de modo andlogo a um ponto critico de indice 1, o conceito de um
1-simplexo o = [v,, v;] € K, que seja, de certo modo, critico. Seja uma funcao f:K—>R,
queremos que tal simplexo critico seja isolado, ou seja, se T < o, com dim 7 =dimo —1,
ou o X 71,comdim7t =dimo + 1, entdo f(r) #f(a).

Por outro lado, queremos que na superposi¢cdo das realizacoes geométricas, a funcao
partindo de o, na direcdo dos seus vizinhos, seja estritamente decrescente em apenas uma
direcdo e estritamente crescente em qualquer outra direcdo. Suponhamos que f atribuia
um simplexo T = [v,, v;, v,] um valor menor que f (o), neste caso, s6 na comparacio de
o com este 2-simplexo, do qual é face de bordo, a funcéo ja decresceria em mais de uma
direcdo, como ilustrado na Figura 3.8, onde as setas vermelhas indicam as direcoes de
decrescimento a partir de o. Notemos que, neste recorte, a funcdo decresce na direcéo
de v,, por exemplo, pois o ponto estd sendo considerado parte de um 2-simplexo, o que

nada diz sobre a relacdo entre os valores flo)ef ([vo D).

Vs

Figura 3.8: Realizacdo geométrica de um vizinho 2-dimensional de o e dire¢des
de decrescimento de f.

Logo, devemos ter f(o) < f([vy,V1,V,]). Entdo a direcdo de crescimento deve ser a
dos vértices que constituem o bordo de o. Assim, se

JE([VO:vlavz]) > f([voavl]) > fN([VoD;fN([Vl]);

superpondo a comparacdo entre ¢ e 0 com a comparagao entre o e T, temos que f
decresce em uma “direcdo” e cresce em duas, como exposto na Figura 3.9, onde as setas
verdes apontam na direcdo de crescimento de f e as vermelhas de decrescimento.
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K| K|

Figura 3.9: Realizacdo geométrica dos vizinhos 0-dimensionais de o (a esquerda)
e do vizinho 2-dimensional de o (a direita).

Ou seja, podemos definir um simplexo critico de indice 1 em uma funcdo de Morse
discreta como o € K, com dimo =1, tal que

T <0, com dimt =dimo—1 = f(1) < f(0)

o<1, comdimt=dimoc+1 = f(o) < f(7).

Por outro lado, desejamos, assim como na Teoria de Morse, o descarte de simplexos ndo
criticos, o que nesta Teoria serd feito por meio de colapsos elementares, como definido
em 1.18. Ocorre que, uma violacdo de conservacido de ordem parcial, que caracteriza
simplexos ndo criticos, é algo do tipo o < 7, com f (o) > f (), de modo que os simplexos
ndo criticos aparecem aos pares. Como visto na Definicdo de colapso elementar, este
ocorre quando hé o face de bordo de 7, de modo que o néo seja face de bordo de nenhum
outro simplexo. Ou seja, um simplexo néo critico ndo pode levar dois simplexos distintos
a serem nao criticos, de modo que a conservac¢do da ordem =< s6é pode admitir uma dnica
violaciio de f para cada simplexo na sua relacio com vizinhos “inferiores” e uma tnica
violagdo na sua relacdo com vizinhos “superiores”. Assim, podemos determinar que na
relaciio de cada simplexo com suas faces de bordo e cofaces de bordo, f conserve a ordem
parcial de (K, <), a menos de uma uUnica exce¢do, onde os simplexos que nao usufruem

de tal excecdo sdo os simplexos criticos.

A auséncia da extensdo de interpretacdo para simplexos e faces de dimenséo superior,
na discussdo acima, se deve a natureza heuristica da abordagem aqui apresentada e ao
fato de que mesmo para as dimensoes acima expostas, tal discussdo ndo se encontra na
literatura, de modo que foge ao escopo deste texto.
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Definicao

Como vimos na discussdo acima, vamos definir uma funcdo de Morse discreta sobre um
complexo simplicial, bem como seus simplexos criticos, a partir da ordem parcial induzida
pelo seu esquema simplicial. Assim, faz sentido que definamo-las diretamente nos esque-
mas simpliciais, de modo que simplificamos as defini¢oes e demonstracoes, mas deixamos
implicito que se pode induzi-las para os complexos simpliciais associados, de modo que

trabalharemos ao mesmo tempo sobre as duas estruturas.

Definicao 3.4. Seja um esquema simplicial S, uma fun¢do de Morse discreta sobre S é
uma fungdo
f:S—=R

tal que, para cada o € S, vale que

#{re€S:0éfacedebordode te f(7)< f(o)} <1

#{reS:1éfacedebordode cge f(t)=>f(o)} <1

Um exemplo trivial de fun¢do que é de Morse discreta é que calcula a dimensao de cada

simplexo.

A partir da adogéo de uma func¢do de Morse discreta sobre um esquema simplicial po-

demos, entdo, definir os simplexos criticos.

Definicdo 3.5. Se f € uma fung¢do de Morse discreta definida sobre um esquema simplicial

S, entdo um simplexo critico é um o € S\ {0} tal que

#{1 €S\ {0}: 0 éfacedebordode T e f(t)< f(o)}=0

#{t €S\ {0} : 7 é face de bordo de o e f(7) = f(0o)} =0

Se o é um simplexo critico, entdo o valor real f (o) é dito valor critico. Um simplexo
do esquema que nio é critico é dito um simplexo regular, enquanto que qualquer valor

da imagem de f que nao € critico é dito valor regular.
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3.3 Resultados Principais da Teoria de Morse

Discreta

Para um simplexo ser critico, ele precisa satisfazer duas exigéncias, consequentemente,
um simplexo é regular se ele satisfaz a negacdo de uma ou a negacao de outra. O seguinte
Lema mostra que nenhum simplexo pode satisfazem ambas as negac¢des. Tal resultado
serd importante para alguns objetivos deste Capitulo.

Lema 3.6 (Lema da Exclusdo). Dado um esquema simplicial S e um simplexo o € S, entdo
as duas seguintes condi¢coes sdo mutuamente excludentes.

i) Existe T € K simplexo do qual o € face de bordo, tal que f(7) < f(0);

ii) Existe p € K simplexo que € face de bordo de o e € tal que f(p) = f (o).

Demonstragdo. Seja o = {v,,...,v,}. Suponhamos por contradi¢do, que

T={Vosee s Vps Vo1 b

que tem o como face de bordo e que

p = {VO:"':Vp—l}:

face de bordo de o, sejam tais que

f(r)<f(o) < fp).

Assim, o goza da tnica excecdo permitida pela Defini¢cdo 3.4 para T em relacdo as suas
faces de bordo e também da tinica permitida para p em relacido aqueles em que p é face
de bordo. Temos que & = {vy,...,V,_1,V,41} € face de bordo de 7 e tem p como face
de bordo, mas ndo pode gozar das respectivas excecoes de violacdo da conservacio de
ordem parcial, pois & # 0. Logo, f(p) < f(6) < f(7). Assim, temos que

f()<flo) < flp) <f(6)<f(n),

o que é uma contradicao. ]

Adotaremos, a partir deste ponto, a seguinte notacdo: seja f uma funcdo de Morse
discreta sobre um esquema simplicial K, entdo dado a € R, indicaremos por K;(a) o
subcomplexo dado por todos os simplexos T € K, tais que f(7) < a, bem como as suas
faces. Ou seja, K;(a) ={oc €K : 31 €K, com 0 =X 7 e f(7) < a}. O subindice pode ser
omitido se for claro de qual funcéo se trata.
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Lema 3.7. Seja f : K — R uma fungdo de Morse discreta e [a, b] € R um intervalo que ndo
contém valores criticos. Entdo existe uma funcdo de Morse discreta ' : K — R satisfazendo

as seguintes propriedades:
i) f’é€injetiva em [a,b];
ii) f’ ndo tem valores criticos em [a, b];
i) K;(b)=K;/(b)eK;(a)=K(a);
v) f =f'forade[a,b]

Demonstragdo. Seja b’ = max{x € imf : x < b}, temos que b’ # b. Assim, podemos

construir uma funcao f :K — R, tal que

flo)#b = f(o)=f(0)

f@)=b = flo)="12.

Temos que f é uma funcio que conserva a ordem de f, logo, além de ser uma funcéio de
Morse discreta tem exatamente a mesma colecdo de simplexos criticos de f, ou seja, po-
demos considerar, sem perda de generalidade que estamos tomando um intervalo [a, b],
tal que f~1(b) = 0.

Se Yc € [a, b], tivermos que #f~!(c) € {0, 1}, j4 temos a funcfio desejada. Seja entdo
c € [a,b), tal que #f (c) > 1 e c’ = min{x € imf : x > c} U {b}. Indiquemos ainda
#f7(c) = m. Definamos entfo trés conjuntos:

e Ci={ocefU(c):pedo = f(p)#ceocedt = f(1)#c};
* C,={oef N c):#{pedo:f(p)=c}=1}
e Co={oefHc):#{r,comoe€dr:f(r)=c}=1}

Da definicao de valor regular e pelo Lema 3.6, sabemos que C;,C, e C; formam uma
particdo de f!(c). Ainda, sabemos que existe uma correspondéncia bijetiva entre os
elementos de C, e Cs, pois se o € f!(c) e A!p € do é tal que f(p) = 1, entfio necessa-
riamente p € f!(c) e é tal que 3!o, com p € do, tal que f (o) =c. Seja ¢ : C, — C, tal
bijecdo. Indiquemos #C; = m;, para i € {1, 2,3}, sabemos que m, = m; e m = m; + 2m,.
Entdo vamos definir uma indexacdo de f~!(c) da seguinte maneira: indexaremos pri-
meiro os simplexos de f ~!(c) que néo sdo face de bordo de nenhum simplexo de f~(c) e
nem encontram ali face de bordo sua. Em seguida, aos pares, um simplexo de f !(c) e a
face de bordo sua que se encontra também em f ~!(c). Ou seja, paracadai € {1,...,m,},
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tomemos o; € C;. Em seguida, para cada j € {0,...,m, — 1}, fagamos o, ,»;;1 € C, €
c'—c
(m+1)"

Repitamos o processo para cada d € [a,b) tal que #f'(d) > 1, em seguida facamos
f'(o) = f(o) para cada simplexo tal que f(o) ¢ [a,b], ou #f (f(c)) = 1. Assim,
claramente estdo satisfeitos os itens i), iii) e iv). Resta analisarmos o item ii).

O my+2(j+1) = P (O 42j41)- Agora, para cada i € {1,...,m}, facamos f'(c;) = c +i

Da forma como construimos f’, se f(o) > f(7), entdo f'(c) > f'(t) e também
(f ) ([a,b]) = f}([a,b]). Entdo seja o € (f') ([a, b]), temos que é um simplexo
regular e temos duas possibilidades excludentes entre si:

* dp € do, tal que f(o) < f(p). Se f(o) < f(p), entdo f'(c) < f'(p). Se f(o) =
f(p), entdo, pelo processo acima, f'(c) < f’(p). Ainda, se p # p e p <X 0, entdo

f(p) < f(0), donde f'(p) < f'(0);

e 7, com o € 97, tal que f(o) = f(7). Se f(o) > f(7), entdo f'(c) > f'(7). Se
f (o) = f(7), entdo, pelo processo acima, f'(c) > f'(7). Ainda,se T #1e 0 X 1T,
entdo f (o) < f(1), donde f'(o) < f'(%);

Ou seja, f' é funcio de Morse discreta e a condi¢fo ii) também ¢é satisfeita. ]

O préximo teorema visa mostrar que “nada interessante” ocorre (homotopicamente
falando) entre dois subcomplexos induzidos pelos valores extremos de um intervalo em

R que ndo contém valores criticos de f.

Teorema 3.8. Seja f : K — R uma funcdo de Morse discreta e seja um intervalo [a,b] C R
que ndo contém valores criticos de f. Entdo K(b) \, K(a), de acordo com a defini¢do 1.18.

Demonstragdo. Devido ao Lema 3.7, podemos considerar, sem perda de generalidade, que
f é injetiva em [a,b]. Seim f N[a,b] =0, entdo K(a) = K(b) e o resultado é imediato.
Suponhamos entéo o caso contrario. Como f tem imagem discreta, podemos cindir [a, b]
em uma colecdo de subintervalos fechados, de modo que cada um contenha apenas um
valor regular de f. Tomemos um destes subintervalos, que denotaremos I, = [a,,b,] e
seja o € f1(I,). Pelo Lema 3.6, apenas uma das condi¢des abaixo é verdade.

i) Existe T € K, simplexo do qual o é face de bordo e é tal que f(7) < f(0);

ii) Existe p face de bordo de o, tal que f (o) < f(p).

Suponhamos que o segundo caso seja verdadeiro, entdo nao hd outro simplexo em
K(b,) do qual p seja face de bordo. De fato, suponhamos por absurdo a existéncia de tal
G € K(b,). Como f(o) < f(p) e f é uma fungdo de Morse discreta, temos f(p) < f(5).
Como & € K(b,), entdo f(5) < b,, ou existe v € K(b,), talque 6 < ve f(v) < b,. Se
f(6)< b,,entdo a, < f(0) < f(p) < f(6) < b,. Como, por hipdtese, f(F) nio pode
ser um valor critico, entdo f (&) deve ser um valor regular, o que contradiz a hipdtese
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de que f (o) seja o unico valor regular em [a,, b, ]. De igual maneira, podemos chegar
a conclusdo de que v seria outro simplexo diferente de o a ter valor regular em [a,, b, .
Assim, concluimos que a existéncia de & leva a uma contradicdo, donde temos que o
é o Unico simplexo que tem p como face de bordo. Assim, K(b,) \, K(b;) — {o,p}.
Por inducdo na quantidade finita de subintervalos de [a, b], temos que K(b) \, K(a).
Se consideramos o primeiro caso como verdadeiro, chegamos um resultado idéntico por

argumentacdo andloga. O

Lema 3.9. Seja 0 € K com dimo = p e suponha que o <X 7. Entdo existe um (p + 1)-

simplexo T €K, talque c X T <X Te

fE) < f ().

Demonstragdo. Como o <X 7, temos que dimt > dimo. Seja dimT = p + 1, entdo basta
tomar T = 7 e temos o resultado. Seja dimt = p 4+ r,r > 1. Entdo existem pelo menos
duas faces de 7, que indicaremos por p, € p,, tais que sdo (p+r—1)-simplexos e satisfazem

ocxXp;X1e0cXpy,XT.

Pela definicdo de fungdo de Morse discreta, necessariamente f(p;) < f(7) ou f(p,) <

f (7). Pode-se entdo chegar em 7 por inducdo decrescente em r. ]

Teorema 3.10. Seja 0 € K um simplexo critico de dimensdo p, com f(o) € [a,b] e de
modo que f~'([a, b]) ndo contenha outros pontos criticos. Entdo K(b) é homotopicamente
equivalente a colagem K(a) |_|<p eP, onde eP é uma p-célula e a colagem ¢ : de? — K(a) é

feita pelo bordo da célula.

Demonstragdo. Assim como no Teorema 3.8, podemos assumir f injetiva, logo, existem
a’,b’ € R, tais que
a<a <b <b,

com

o =7, b'D).

Do Teorema 3.8, temos que K(b) N\, K(b") e K(a’) \, K(a). Logo, ¢ suficiente provar
que K(b") é homotopicamente equivalente a K(a’) |_|<p, e?, onde ¢’ é aplicacdo de de? em
K(a"). Como o é critico, se T é simplexo em K, tal que o é face de bordo de 7, entdo
f(t)> f(0), ouseja, f(t)> b’. Assim, pelo Lema 3.9, se T é qualquer face em K, com
o X 7, entdo f(7) > b’. Assim, o nio é face de nenhum elemento de K(a’), donde temos

que o ¢ K(a’). Também segue do fato de o ser critico que para cada face de bordo p de
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o, temos f(p) < f(o), ou seja, f(p) < a’, donde p € K(a’), ou seja, do € K(a’), assim
K(b)=K(a)| |o.
Jdo

Como, o é homeomorfo a e, o resultado segue. ]
Dos Teoremas 3.8 e 3.10, temos o seguinte Corolario.

Corolario 3.11. Seja um complexo simplicial K munido de uma fungdo de Morse discreta.
Entdo K é homotopicamente equivalente a um CW-complexo com exatamente uma célula de

dimensdo p para cada simplexo critico de dimensdo p.

Indicando-se por m,(f) o nimero de células criticas de indice p a partir da fungéo de
Morse discreta f, o que denominaremos p-ésimo numero de Morse de f e relembrando
o significado do p-ésimo nimero de Betti 3, conforme apresentado em 1.44, temos entéo
os proximos Coroldrios, cuja relacdo com os Teoremas 3.8 e 3.10 é andloga a apresentada,
para a Teoria de Morse, em [17].

Corolario 3.12 (Desigualdade Forte de Morse). Para cada N > 0, temos que

my(f) —my_1(f) + my_o(f) =~ £mo(f) < By — By—1 + By—a— - £ Bo.

Corolario 3.13 (Desigualdade Fraca de Morse). Para cada N > 0, temos que

my(f) = By-

Resta-nos entdo apresentar técnicas para, dado um complexo simplicial, obtermos uma

funcdo de Morse discreta.

3.4 Arvores de Decisdo e Evasividade na

Construcao de Funcoes de Morse Discretas

No ano 2000, o autor da teoria de Morse discreta, Robin Forman, publica um artigo onde
relaciona a construcdo de fun¢des de Morse discretas com arvores de decisdo. Para tal
abordagem, bem como na compreensdo do conceito de evasividade teremos como refe-
réncias principais, além do citado artigo [8], também [13].

Nosso primeiro objetivo é entender o que é uma arvore de decisdo neste contexto: seja
V um conjunto finito e S uma colecdo de subconjuntos de V. Dado o um subconjunto
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desconhecido de V, nosso objetivo é saber se o estd ou ndo na colecdo S, a partir de
uma sequéncia de perguntas do tipo “v estd em o?”, onde v € V, e suas respectivas
respostas. E claro que se as perguntas exaurirem os elementos de V, entio o estara
totalmente caracterizado e a pergunta principal “o estd em S?” estarad respondida. Por
outro lado, dependendo de o e de como estruturamos as perguntas, baseando-nos nas
respostas anteriores, é possivel que obtenhamos a resposta para a pergunta original, sem
que necessariamente percorramos todos os elementos de V.

Uma estrutura de perguntas, conforme exposto acima, capaz de dar a resposta para
qualquer o C V é chamada arvore de decisdo T, onde cada pergunta ¢ um no da arvore e
cada resposta um ramo da arvore. Porém, devemos ser mais especificos: estamos no con-
texto de esquemas simpliciais e s6 nos interessam os simplexos que nele estejam. Assim,
vamos resumir o conjunto dos vértices a S°, ou seja, ao 0-esqueleto do préprio esquema
simplicial.

Ao chegarmos a uma ultima pergunta de uma 4arvore, temos algumas possibilidades:
se a solucdo do problema “o € S?” independe da resposta da dltima pergunta, “x € o?”,
entio esta pergunta e suas respostas constituem, elas préprias, uma arvore sobre {0, {x}},
que € o caso onde qualquer resposta serve. Neste caso, denominaremo-la Vit(x), conforme
a Figura 3.10 (item a)). Suponhamos que a solu¢do do problema depende da resposta a
ultima pergunta. Se a resposta “sim” indica que o simplexo estd em S e “ndo” significa
que ndo estd em S, entdo a ultima pergunta e suas respostas constituem uma arvore sobre
{{x}}, que denominaremos Der(x), conforme a Figura 3.10 (item b)); caso contrario,
é uma drvore sobre {#}, que denominaremos Der, conforme a Figura 3.10 (item c)).
Finalmente, se ambas as respostas indicarem que o ¢ S, entdo temos uma arvore sobre
@, conforme Figura 3.10 (item d)).

X €o? xe€o? xe€o? xe€eo?
nio sim nio sim nio sim nio sim
o€S og€Ss gé¢S ges og€S o¢S o¢S o¢S
a) Vit(x): Arvore de b) Der(x): Arvore de ¢) Der: Arvore de d) Der: Arvore de

decisdo sobre S =

{0,{x}}

decisdo sobre S = {{x}} decisdo sobre S = {} decisio sobre S = @

Figura 3.10: Arvores de decisio Vit(x), Der(x) e Der.

Uma das formas de se definir drvore de decisdo é a partir das estruturas acima apre-
sentadas, de forma recursiva, que é adequada aos nossos objetivos.

Definicdo 3.14. Uma classe de drvores de decisdo, cada qual associada a uma familia

finita de subconjuntos de S° € definida recursivamente a seguir.
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e T = Vit é uma drvore de decisdo sobre @) ou sobre {0, {v}};
* T = Der € uma drvore de decisdo sobre qualquer conjunto unitdrio {#} ou {{v}};

* Seja S uma familia de conjuntos, se x é um elemento de S°, T, é uma drvore de deci-
sdo sobre dlg(x) e T, € uma drvore de decisdo sobre lks(x), entdo a tripla ordenada

(x, Ty, T,) € uma drvore de decisdo em S.

Relembrando a Defini¢do 1.26, uma possivel interpretacéo da tripla (x, T, T;), a luz da
discussdo precedente, é a seguinte, para um o a ser examinado: x é o elemento sobre
o qual se fara a pergunta do né. Se x ¢ o, entdo o faz parte da familia dos conjuntos
que ndo contém x, ou seja, dls(x). Se, por outro lado, x € o, vamos buscar os outros
elementos de o, ou seja, olhar para os conjuntos do tipo 7 \ {x} tais que x € 7, portanto,
a familia lkg(x). Se prosseguirmos recursivamente, em algum momento atingiremos uma
folha do tipo Vit ou Der.

Exemplo 3.15. Seja S = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3}} e T a drvore sobre S, ilustrada
na Figura 3.11, a esquerda. Temos que T = (1,T,, T,). Ainda, T, = (2,T,,T;) € drvore
sobre dls(1) = {0,{2},{3}} e T, = (3, T/, T!) é drvore sobre lks(1) = {0,{2},{3}}. Tal

BRSS!
decomposi¢do pode ser observada na Figura 3.11, a direita. Temos ainda que

* T, éum drvore sobre dly (1)(2) = {0, {3}}, ou seja, T, = Vit(3);
* T, é um drvore sobre lky (1)(2) = {0}, ou seja, T = Der;
* T, éum drvore sobre dl;; (1)(3) = {0, {2}}, ou seja, T, = Vit(2);
* T, éum drvore sobre lky 1)(3) = {0}, ou seja, T,” = Der.
Dada uma arvore de decisido sobre um complexo simplicial S, podemos construir uma
funcao de Morse discreta induzida por ela.

Definicao 3.16. Dada uma drvore de decisdo T, a fung¢do de Morse discreta induzida

pela drvore de decisdo T é

* Se a drvore é T = Vit(x) sobre {0, {x}}, entdo definiremos f; : {0,{x}} — R como

fr@=1e fr({x})=0;
* Se a drvore é T = Der sobre {@}, entdo definiremos f;({0}) = 0O;
* Se a drvore é T = Der sobre {{x}}, entdo definiremos f;({x}) =0;

* Seadrvore é T = (x,T,, T;) sobre S, entdo definiremos, f : S — R, tal que dado
fr () sex¢o

o €S, frlo)=
fr,(o \ {x}) + #dls(x), sexe€o.
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2 3
Ty T

Vit(2) Der Vit(3) Der

/ Ty T/
0 {3} {2} {2,3} {1} {1,2}{1,3]1,2,3}

b) Decomposicdo da arvore T = (1, T,, T;)
nas suas partes T, = (2,T,,T,) =

(2,Vit(2),Der) e T, = (3,T/,T/) =

(3,Vit(3), Der), oriundas da recursividade.

a) Arvore T sobre S.

Figura 3.11: Arvore de decisiio T e sua decomposicio em partes a partir da estru-
tura de recursividade.

Lema 3.17. Se T = (x, Ty, T;) € uma drvore de decisdo sobre S e fr, e fr, sdo fungdes
de Morse discretas induzidas, como definido em 3.16, entdo im fr C [0, #dls(x) —1] e

Demonstragdo. Se T, = Der, entdo im fr, = {0}, se T, = Vit(x), entdo #dls(x) = 2
e imf; = {0,1}. Se T, = (y, Ty, T;), assumindo, por inducdo, que a afirmagéo seja
verdadeira para fTé e lex, entdo

y¢o = fr(o)=fr(o) €0, #dly(y)—1] [0, #dls(x) —1];
yeo = fr(0)=fr(o\{y})+#dly,.(y) € [0, #lky ) () + #dlg 0 (y) — 1]
=[0, #dls(x)—1],

pelo Lema 1.28.

Por outro lado, se T; = Der ou T; = Vit(x), o argumento é andlogo ao caso acima. Se

T, = (z,T,,T;), assumindo, por inducéo, que a afirmacéo seja verdadeira pra fry e fro,
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entao,
z¢0 = fr(0) = fr/(0) € [0, #dlyy(2) — 1] C [0, #lkg(x) —1];

z€0 = fr,(0) = fry(0) + #dly(2) C [0, #lky(2) + #dljpy()(2) — 1]
= [0, #1kg(x)—1],
novamente pelo Lema 1.28. O

Agora, provemos que toda funcdo de Morse discreta induzida por uma arvore de decisdo
¢ uma func¢do de Morse discreta. Ocorre que, para uma arvore do tipo Vit ou Der, é muito
simples notar o resultado, restando-nos apenas provar para 0 passo recursivo.

Lema 3.18. Dados S um complexo simplicial e v € S° um vértice, sejam f;; : dlg(v) —
[0, #dlg(v) — 1] e fix(v) : lks(v) — [0, #lks(v) — 1] fungbes de Morse discretas sobre a
delecdo e o link de S, entdo a fungdo f : S — [0, #S — 1] definida por

fulo\ {v}) + #dls(v), seveo

flo)=
fa(o), sevgo

é uma fungdo de Morse discreta.
Demonstragdo. Seja o € S.

* Caso 1: Sev ¢ o, entdo o € dl4(v). Assim, se 0 <X T e v € T, entédo

f(o) = fu(o) < #dl;(v) < fyu(z \ {v}) + #dl5(v) = f (1),

ou seja, neste caso, T ndo viola a exce¢do permitida a f em o. Temos duas possibi-
lidades:

— Caso 1.1: se existe p < o, com f(p) = f(0), entdo temos que v ¢ p, donde
p € dls(v), assim, f;;(p) = fy(0). Para cada p # p, com g < o, temos
que v ¢ p, donde p € dlg(v). Como f;; é funcdo de Morse discreta e p goza
da tnica excec¢do permitida a f;; de violar a conservacio de ordem parcial de
(K,=X) apartirde o, entdo f(p)=fu(p) < fu(c)=f(0). Seoc Xtevé¢r,
entdo T € dlg(v) e, pelo Lema da Excluséo, f(7) = f (1) > fu(o) = f(0).
Ou seja, p é a tnica excec¢do de f para o;

— Caso 1.2: se, por outro lado, c X 7, com v ¢ 7, mas f(c) = f(7). Nova-
mente, temos que T goza da Unica exce¢do permitida a o, entdo, se p X O,
entdo v ¢ p, donde f(p) = f4(p) < f4(0) = f(o0), pelo Lema da Excecao.
Ainda, dado o <X T,com 7 # 7,sev ¢ T, entdo f (1) = f;;(T) > fy(0) = f(0).
Neste caso, T € a tnica excecdo de f para o.
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* Caso 2: Suponhamos que v € o. Assim, se p X 0 e v ¢ p, entdo

flp) = fu(o) < #dls(v) < fulo \ {v}) + #dl;(v) = f (o),

ou seja, neste caso, p ndo viola a excecdo permitida a f em o. Temos duas possibi-
lidades:

- Caso 2.1: Seo <X 1,com f(o) = f(7), entdo v € 7, logo

fulo\{vD+#dl;(v) = f(t\ {v}) + #dls(v) = fu(o\ {v}) = fi(z\ {v}),

ou seja, 7 \ {v} goza da unica excecdo permitida para f;;, em o \ {v}. Assim,
se 0 X T,com 7 # 7, entdo f;. (o \ {v}) < fix(T \ {v}), donde f (o) < f(%).
Pelo Lema da Excecdo, se p < 0, com v € p, entdo f;(p) < fi(o), donde
f(p) < f(o). Neste caso, T € a tnica exce¢do de f para o.

- Caso 2.2: Se p <X 0, com f(p) = f(o) e v € p, entdo, novamente p \ {v}
goza da Unica exce¢do permitida a f;;, em o \ {v}, donde o <X T garante que
flo)<f(r)ep <X0o,comp #pevep,garantem que f(P) < f (o). Neste
caso, p € a Unica excecdo de f para o.

Ou seja, f permite apenas uma tnica excec¢do, para cada simplexo, da conservacdo da
ordem parcial de (K, <), logo, é uma funcao de Morse discreta. O

Uma questdo que surge apos o estudo da funcédo acima é se existe algum critério para a
escolha do vértice v, em cada etapa da recursdo. Para tal, precisamos olhar para a drvore
de decisdo associada e entender o conceito de evasividade.

Se um simplexo o, ao ser submetido ao crivo de uma drvore de decisdo T, atinge uma
arvore do tipo Vit(x), significa que o U {x} e o \ {x} estdo ambos em S, logo, obtemos
resposta para a pergunta “c € S?” sem percorrermos todos os elementos de S°. Nesta
caso, o é dito ndo evasivo, ou seja, “vencemos” o jogo. Se, por outro lado, a pergunta
final constituir uma drvore do tipo Der, entdo ndo fomos capazes de saber se o € S até
chegamos a ultima questdo. Neste caso, o é dito evasivo em T e fomos “derrotados”
no jogo. A definicdo a seguir é feita de forma a aproveitar a estrutura recursiva de uma

arvore de decisdo e propagar a informacao de evasividade da arvore acima.

Definicdo 3.19. Um conjunto o € S € dito ndo evasivo com respeito a uma drvore de

decisdo T sobre S se alguma das condigdes for satisfeita:
1. T =Vit
2. T =(x,T,,T,) para algum x ¢ o e o é ndo evasivo com respeito a T,;

3. T=(x,T,,T,) para algum x € o e 0 \ {x} é ndo evasivo com respeito a T,;
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Caso contrdrio, o € dito evasivo com respeito a T.

Exemplo 3.20. Retomando o Exemplo 3.15, podemos notar, por exemplo, que o = {1} é
ndo evasivo em T,'. Como 3 ¢ o, pelo item 2., da Definicdo 3.19, entdo o €é ndo evasivo
em (3,T,,T)') = T,. Ainda, como 1 € o, pelo item 1. da Defini¢do 3.19, entdo o € ndo
evasivo em (1, T,, T,) = T. Isto é coerente com o conceito intuito de evasividade discutido
anteriormente, uma vez que se {1} € testado pela drvore, concluimos que se trata de um

conjunto pertencente a S com apenas 2 perguntas.

Finalmente, temos uma relacdo direta entre os simplexos criticos de uma func¢éo de
Morse discreta como apresentada na Definicdo 3.16 e os simplexos evasivos na sua arvore
de decisdo associada. O Teorema a seguir é uma adaptacdo da versdo encontrada em [8]

para a notacao aqui empregada.

Teorema 3.21. Seja uma fungdo de Morse discreta f como definida no Lema 3.18, entdo

um simplexo € critico se, e somente se é evasivo na drvore de decisdo associada.

Demonstragdo. (=) Seja o € S ndo evasivo em T = Vit(x), entdo, ndo é critico em f;.
Seja o nédo evasivo em T = (x, Ty, T;) e suponhamos, por inducdo, que a afirmacéo seja
verdadeira em T, e T;.

Se x ¢ 0, entdo o € nao evasivo com respeito a Ty, logo, ndo € critico com respeito a
fr, em dls(x), entéo existe p € dls(x) face de bordo de o com fr, (p) = fr, (o), donde
f(p) = f(o) ou existe T € dlg(x) de modo que o é face de bordo de 7 e é tal que
fr,(0) = fr,(7), donde f (o) = f(7). Ou seja, o é regular em S.

Se, por outro lado x € o, entdo o \ {x} é ndo evasivo com respeito a T;, logo, néo é

critico com respeito a fr,, entdo existe p \ {x} € lks(x), face de bordo de o \ {x}, com

fr,(o \ {x}) = fr,(c \ {x}), donde
fle) = fr,(p \ {x}) + #dls(x) = fr,(o \ {x}) + #dls(x) = f (o)

ou existe 7\ {x} € lks(x), que tem o \ {x} como sua face de bordo e é tal que fr (\{x}) >
le(T \ {x}), donde

flo)=fr(o \ {x}) +#dls(x) = fr, (v \ {x}) + #dls(x) = f (1),

ou seja, o é regular em S.

(<) Basta notarmos que se o € S é um simplexo evasivo e p é face de bordo de
o, entdo Ix € S° tal que p = o \ {x}. Assim, eles se separam em algum né do tipo
T = (x,T,, T,) sobre S’ C S, que nio é do tipo T = Vit(x) ou T = Der(x), uma vez que o
simplexo € evasivo. Assim, f7(p) = f7,(p) € [0, #dls(x)—1] e fi(0) = f1,(p)+#dls(x),
logo f3(0) > f#(p). O andlogo se da para um simplexo do qual o evasivo é face de bordo.

Assim, o é critico. O
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O objetivo de reduzir a cardinalidade de um complexo simplicial, sem alterar o tipo de
homotopia da sua realizacdo geométrica, equivale, no presente contexto ao objetivo de
reduzir o nimero de simplexos criticos por uma funcdo de Morse discreta, o que agora
equivale ao objetivo de reduzir o nimero de simplexos evasivos, se tal funcdo é induzida
por uma arvore de decisdo. Assim, buscaremos quais escolhas de vértices, na construcao
de uma 4rvore de decisdo, consequentemente, na construcdo de uma funcao de Morse
discreta induzida, tendem a nos aproximar de tal objetivo.

3.5 Funcoes de Morse-Fourier

Arvores de decisdo sobre funcdes Booleanas foram estudadas em [20] e, em linguagem
de esquemas simpliciais, os autores provam que, dado um esquema simplicial S, existe

uma constante Kg > 0 tal que, para cada arvore de decisdo T, temos que

K <> 8(T;v)S({v}),
vev

onde 6(T;v) é a probabilidade de se atingir o né “v € o?” da arvore, para a selecdo
aleatéria e uniformemente distribuida de o € S e S({v}) é a Transformada de Fourier
de S calculada em v, a ser aqui definida. Assim, dependendo da ordem dos vértices
escolhidos para se fazer as perguntas de uma arvore, pode ser que mesmo depois de
quase todas as perguntas tendo sido feitas o lado direito da expressdo acima ndo seja
maior que K, de modo que necessariamente teremos que continuar perguntando, tendo
como consequéncia a obtencdo de simplexos evasivos e, portanto, criticos. Uma solucdo
é comecarmos pelos vértices que maximizam S({v}). Antes, vejamos o significado da
Transformada de Fourier de um complexo simplicial.

Transformada de Fourier de um Complexo Simplicial

A discussdo a seguir tem como principal referéncia [26], onde se pode encontrar uma
exposicdo mais completa do que o esboco aqui apresentado. Também foi utilizado o
artigo [7]. Seja o grupo abeliano multiplicativo Z,, = Z/mZ e L*(Z,,) o conjunto das
funcoes de Z,, em R. Dado x € Z,,, temos o seguinte homomorfismo e, : Z, — C, dado

por

12nxy
e.(y)= eXp( )
m
que independe dos representantes das classes de congruéncia escolhidos.

Defini¢do 3.22. Dada ¢ € L*(Z,,), a Transformada Discreta de Fourier de € definida
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por

FEON =G == > py)e ()

YE€Ly

Estendendo tal definicdo, tomemos o grupo abeliano G = @_, Z,, , cujos elementos

indicaremos por y = (¥,,...,Y,). Neste caso, temos que, dado ¢ € L%(G), entfio
N 31 127TX;Y;
Ze) =)=y o] [ e — ).
YEG i=1 M m;

No caso particular onde m; = m para todo i, utilizemos o produto interno (x,y) =
Z?zl x;y; para simplificar a expressdo. Entdo obtemos
. 1 i27(x,y)
P00 = ) = — > ply)exp( T ),
m m

YEG

Dado um esquema simplicial S, munamos o conjunto S° de uma ordem definida e su-
ponhamos que #S° = n. Entfo, vamos definir a bijecdo ) : 25° Zy ~ {0,1}" da
seguinte maneira, dado o C S°, y(c) = (y,(0),...,4,(c)), onde Yi(o)=1,sev,€0
e y;(c) = 0, caso contrario. Deste modo, podemos obter a Transformada de Fourier de
funcoes reais de um esquema simplicial (consequentemente de func¢des reais de um com-
plexo simplicial). Para tal, basta se tomar a Transformada de Fourier sobre L?({0,1}"),
pois S C 25",

Assim, dada ¢ : S — R, podemos definir

i2ﬂ(¢(p),¢(0)>)
> :

FePN =)= 5. 3 wlorex (-

ocSo

Mas, notemos que

wp (-2 ) _ [ exp i (o) (o).

i=1
Ainda, para cada i ¢ o, temos que Y;(0) = 0, donde podemos reescrever a expressao

acima como

[ [ewinuiton=] [wite).

V€O V€O

Definicdo 3.23. Seja S um esquema simplicial, onde S° = {v,,...,v,}. Dados o,p C S°, o
caractere de p sobre o, denotado y.(p), € dado por ]_[Vieg Y;(p)
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Conclui-se que a transformada de Fourier sobre funcées em L?(S) é dada por

FEEN =G0 =2 > ¢(@)7,(p)

ocSo

Pode-se entdo resumir o resultado acima em

¢(x) =Elv(0)x,(x)],

para o espaco de probabilidade dado pela distribuicio uniforme em 2"/,

Defini¢do 3.24. Sejam S um complexo simplicial com S° = {v,,...,v,} e seja a fungdo
mondtona ¢ : {—1,1}" — {—1,1}, dada por p(x) =—1se{v,: x; =1} €S e p(x) =1,
caso contrdrio. A transformada de Fourier do esquema simplicial S é a fungdo S : S — R
definida por

500 = 60) = 5= > 9@, (o)

oc[n]

Ocorre que a partir da definicdo de link de um esquema simplicial, podem-se obter

algumas informacgoes sobre a transformada de Fourier desse esquema.

Lema 3.25 ([7]). Sejam S um complexo simplicial com conjunto de vértices {v,,...,V,}. Os
vértices v para os quais S({v}) é mdxima sdo os mesmos para os quais #lkg(v) é minimo.

Demonstragdo. Por praticidade, durante a demonstracéo identificaremos o conjunto {v; :
ieJ c{l,...,n}} com o préprio conjunto J.

SHvH = p({v) =E[w(0)x,({v})]
=2"(—#{o C[n]lvéo,c¢S}+#{o C[n]lvé o,o €S}
+#{oc c[n]lveo,c ¢S}—#{o c[n]lveo,oeS}).

Como
2"l =#{oc[n]l:véo}=#{occn]lvéo,oc ¢S} +#{o c[n]lveo,o €S},

#{oc[n]lveo,oc¢S}+#{occ[n]lveo,ceS}=#{occ[n]:veo}=2"—2"1 =21
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temos que

S(vhH=2"(2""+#{occ[n]lveo,ceSt+#{occ[n]lv¢o,oc €S}
+2" ' —#{o c[n]lveo,oc€S}—#{o C[n]lveo,o €S})
=2""#{o c[n]lv¢ o,0 €S} —#{o C[n]lveo,oc €S})
=2'"""(#S —2#{o €Slveo})
=21 (#S—2#{c €Slv¢ o,cu{v} €S}
= 21(#S — 2#1ky(v)).

]

O resultado que obtivemos nos diz quais escolhas de vértices tendem a nos fornecer
uma arvore de decisdo que minimize a quantidade de simplexos evasivos, ainda que nao
prove fornecer uma arvore 6tima nesse sentido. Assim, podemos definir uma funcéo de
Morse discreta que preserve a estrutura de arvore, sem necessariamente nos referirmos a

arvore em Si.

Funcdo de Morse-Fourier

Definicao 3.26. Seja um esquema simplicial ndo vazio S com uma ordem total definida no
conjunto dos seus vértices, a fungcdo de Morse-Fourier generalizada

f:$—-{0,1,...,#S—1}

€ a fungdo definida recursivamente por
» se S = {0}, entdo f(B) =0;
* se S={0,{x}}, entdo f(B)=1e f({x})=0;

* finalmente, se #S > 2, tomando-se v, o vértice de menor indice dentre aqueles que
satisfazem #lkgs(v) = min{#lks(u) : u € S}, se fy : dlg(v) — [0,#dls(v)—1] e
fi : lkg(v) = [0, #lks(v)—1] sdo as fungbes de Morse-Fourier para a delegdo e o link
de S, respectivamente, entdo

fulo\{v}) + #dl;(v), seveo
fa(o), sevéo.

flo)=

Pelo Lema 3.18, a func@o de Morse-Fourier generalizada é uma funcdo de Morse dis-
creta.
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No artigo [7], o autor propde uma alteracdo na definicdo acima, que conjectura au-
mentar a velocidade do algoritmo, baseado no resultado das simulacdes que executa. O
fato que enseja tal mudanca é que todo cone é contrdtil, logo, uma funcdo de Morse
discreta 6tima sobre um cone é aquela que torna todos os simplexos, exceto o topo, sin-
gulares. Ou seja, evasivos em uma drvore que a induza. Ocorre que, dado um cone
CS de topo v, temos CS = dl.s(v)U {oc U{v} : o € dl4(v)}, assim, se (v, T,, T;)
é uma arvore de decisdo sobre CS, pela Defini¢do 3.26, se 0 € dl.4(v), temos que
flo)=fu(o) < #dl.s(v) < fiu (o) + #dl.s(v) = f (o U {v}), ou seja, ndo esta garantida
a regularidade dos simplexos. A solucdo adotada é alterar o algoritmo para, quando ob-
tivermos uma drvore sobre um cone, transformarmos todos os simplexos em regulares e

é feita a partir da fungdo a seguir.

Definicdo 3.27. Seja CS um cone simplicial finito com topo v, conforme a Defini¢do 1.20.
Fixemos uma indexagdo dls(v) = {0, 0y,..., T 4551}, induzida pela ordenagdo dos vértices
de S da seguinte maneira: o primeiro critério de ordem é a dimensdo, o segundo é a ordem

lexicogrdfica dos seus vértices. A fungdo de Morse discreta padrdo para cones é dada por

flo,u{v) =i

flo;))=i+#S/2, para0<i < #S/2.

Por concisdo, optamos por ndo apresentar a demonstracdo da Proposicdo a seguir, uma
vez que se resume a utilizacdo de técnicas extensamente apresentadas neste texto.

Proposicdo 3.28. Uma fungdo que satisfaca a Defini¢do 3.27 € uma fungdo de Morse dis-
creta.

Definicdo 3.29. Seja um esquema simplicial ndo vazio S com uma ordem total definida no
conjunto dos seus vértices, a fun¢do de Morse-Fourier f : S — {0,1,...,#S—1} € a funcdo
definida recursivamente por

* se S = {0}, entdo f (@) =0;

* se, por outro lado, S € cone, entdo f é a fungdo de Morse discreta padrdo para cones,
onde considera-se como topo, dentre os vértices que satisfazem a propriedade de topo,
aquele que primeiro aparecer na ordem definida;

* finalmente, tomando-se v, o vértice de menor indice dentre aqueles que satisfazem
#lks(v) = min{#lks(u) : u € S}, se fy; : dlg(v) — [0, #dlg(v)—1] e fii : lkg(v) —
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[0, #lks(v) — 1] sdo as fungdes de Morse-Fourier para a dele¢do e o link de S, respec-

tivamente, entdo

fulo\{v})+#dl(v), seveo
fa(o), sevéo

flo)=

Pode-se encontrar no artigo [7] a discussdo que alega que a fun¢do de Morse-Fourier
acima definida tende a induzir um algoritmo mais rdpido em relagédo a funcao de Morse-
Fourier generalizada, de acordo com simulag¢des realizadas.

3.6 Algoritmo para o Calculo de Células Criticas

A partir do exposto acima, segue um codigo feito em linguagem Python que toma como
entrada um esquema simplicial, ordena seus simplexos e tem como saida um vetor con-
tendo as células criticas do esquema simplicial. Pelas caracteristicas de tal linguagem, os
conjuntos do esquema simplicial sdo representados como listas, todavia, o cédigo foi feito
de modo a preservarem as propriedades de conjuntos, com a vantagem da determinacdo
de uma ordem.

Listing 3.1: Cdédigo para o calculo das células criticas de um complexo simplicial

import copy

#dada uma lista de tamanho n, retorna todas as sublistas
de tamanho n-1
def findSubListl(s):
aux = []
for x in s:
aux .append([y for y in s if y != x])
return aux

#dada lista [al, a2, ..., an] e complexo simplicial,
procura todas as listas do tipo [al, a2, ..., an, b]
presentes no complexo simplicial

def findSuperListl(c,s):

tam = len(s)
aux = [x for x in c if len(x) == tam+1]
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for i in range(tam):

aux = [x for x in aux if x[i]==s[i]]
aux = sorted(aux, key=lambda x: x[tam])
return aux

#dada lista [al, a2, ..., an] e complexo simplicial,
procura todas as listas do tipo [al, a2, ..., b, ... an
] presentes no complexo simplicial
def findAnySuperlListl(c,s):
aux = [x for x in c if len(x) == len(s)+1]
aux2 = []
for y in aux:
var = 1
for j in s:
if j not in y:
var = 0
break
if var:
aux2.append(y)
return aux?

#ordena um complexo simplicial pela quantidade de vertices
dos simplexos e simplexos de mesmo tamanho sao
ordenados pela ordem lexicografica dos vertices
presentes
def ordSimpComplex(c):
for x in c:
x.sort ()
maxVertex = len(vertexList(c))
orden = [[x] for x in vertexList(c)]
orden2 = copy.deepcopy(orden)
orden2 = [[]]+orden2

[]

orden3

for j in range(maxVertex-1):
for x in orden:
orden3 = orden3 + findSuperListl(c,x)

118



3.6 Algoritmo para o Cdlculo de Células Criticas

orden2 = orden2+orden3
orden = copy.deepcopy(orden3)
orden3 = []

return orden2

#recebe um complexo simplicial e um vertice e calcula o
conjunto delete para tal vertice

def delete(c,v):

aux = []

for x in c:

if v not in x:
aux.append(x)
return aux

#recebe um complexo simplicial e um vertice e calcula o
conjunto link para tal vertice
def link(c,v):
aux = delete(copy.deepcopy(c),v)
for x in aux:
x.append(v)
x.sort ()
aux2 = [x for x in aux if x in c]
for x in aux2:
Xx.remove (v)
del aux
aux3 = []
for x in aux2:
if x not in aux3:
aux3.append(x)
del aux2
return aux3

#recebe um complexo simplicial e computa lista de vertices
def vertexList(c):
vertex = set()
for x in c:
vertex .update (x)
vertex = list(vertex)
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vertex.sort ()
return vertex

#recebe complexo simplicial e testa se e cone, se sim,
retorna lista de vertices que cumprem oS requisitos de
topo

def coneTest(c):

tam = len(c)
apex = []
for y in vertexList(c):
if tam == 2*len(link(c,y)):
apex.append(y)
if apex == []:
return False
else:

return min(apex)

#recebe complexo simplicial cone, topo e simplexo e
calcula a funcao de Morse discreta padrao para cones
para tal simplexo

def morseCone(c,apex,sigma):

aux = ordSimpComplex(delete(c,apex))
if apex not in sigma:
f = aux.index(sigma) + 0.5*len(c)
else:
sigma2 = copy.deepcopy(sigma)
sigma2.remove (apex)
f = aux.index(sigma2)
return int(f)

#recebe complexo simplicial e computa vertices para os
quais o link e minimo
def minLink (c):
DO = vertexList(c)
lk_min = len(c)
lk_1list = []
for x in DO:
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lk = len(link(c,x))
if 1k < lk_min:
lk_1ist = [x]
lk_min = copy.deepcopy(lk)
elif 1k == lk_min:
lk_1ist = 1lk_list+[x]
return min(lk_list)

#recebe complexo simplicial e simplexo e calcula a funcao
de Morse-Fourier para tal simplexo
def morseFourier(c, sigma):
if ¢ == [[]]:
f =0
elif coneTest(c):
f = morseCone(c,coneTest(c),sigma)
else:
v = minLink (c)
sigma2 = copy.deepcopy(sigma)
if v in sigma:
sigma2.remove (V)
f = morseFourier(link(c,v),sigma2) + len(
delete(c,v))
else:
f = morseFourier (delete(c,v),sigma)
return f

#recebe complexo simplicial, funcao de Morse-Fourier
calculada para todos os simplexos e um simplexo
especifico e identifica se tal simplexo e uma celular
critica

def identifyCriticalCell(c,f,s):

critical =1
fts = f[c.index(s)]
if s 1= []:
for x in findSubListl(s):
if x !'= [] and f[c.index(x)] >= fts:
critical = 0
return critical
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if critical:
for y in findAnySuperListl(c,s):
if f[c.index(y)] <= fts:
critical = 0
return critical
return critical

#recebe complexo simplicial e computa sua lista de celulas
criticas

def findCriticalCells(c):
f = [morseFourier(c,x) for x in c]
return [x for x in c if identifyCriticalCell(c,f,x)]

3.7 Homologia Persistente em Filtrac6es de Morse

Como visto, a Teoria de Homologia Persistente nos permite identificar quais geradores de
homologia sdo, de certo modo, mais relevantes em uma filtracdo, enquanto a Teoria de
Morse Discreta pode possibilitar a diminuicdo do nimero de simplexos em um complexo
simplicial sem variar a dimensao dos grupos de homologia. Dada uma filtracao simplicial
finita 2 = (X;,K j);.":l, acadal < j < m, podemos construir uma funcdo de Morse discreta
f; : K; = R, de modo que obtenhamos um complexo simplicial K J’ C K;, tal que H,(K Jf) o
H,(K;). Ocorre que, dados dois geradores de homologia homdlogos entre si e presentes
em K; e em K;, nada impede que a fungéo f; conserve um deles em K]’ enquanto a funcao
fi conserve o outro deles em K], ou seja, podemos ter j < [ com K]’. ¢ K/, de modo que, em
particular, a colegéo (X;, K J’ );.”:1 ndo constitua uma filtragdo. Ou seja, as fungdes f; devem,
de certo modo, fornecer informacdes para as funcoes seguintes. Uma primeira ideia é que
se j < [, demandemos que f; seja uma extenséo de f;. Ocorre que um simplexo regular
em K; pode ter que necessariamente se tornar critico em K;,,. Por exemplo, como no
caso apresentado na Figura 3.12, onde K; = {0, [v,],[v1],[vo], [vo, 11, [V, v21} € Ky =
K; U{[v;,v,]}, a fungdo f; pode considerar [v,,v,] regular, mas f;,; deve considerd-lo
critico, uma vez que a sua remocao alteraria a dimensao do primeiro grupo de homologia.

Porém, se um simplexo € regular em K;, significa que ele recebe valor maior do que
outro do qual é face de bordo ou recebe valor menor do que uma face de bordo sua.
Nenhuma extensdo da funcdo pode mudar isso, ou seja, estender uma funcdo de Morse
discreta ndo pode diminuir a quantidade de simplexos regulares, ainda que isso seja neces-
sario. A solucdo proposta no artigo [ 18] é nos restringirmos aos casos onde héa retencéo de
informacao nos conjuntos de simplexos criticos e regulares através da filtracdo, de modo
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3.7 Homologia Persistente em Filtracées de Morse

Vs . Vs
i+l

N

Vo Vq Vo V1

K; Kjn

Figura 3.12: Trecho de exemplo de filtracdo onde um simplexo que pode ser re-
gular deve se tornar critico.

que tiramos o foco das funcdes e colocamo-lo nos conjuntos que dela resultam. Neste
texto, nos resumiremos a um breve esboco das ideias desse artigo, constituindo apenas

em uma instigacao de como se pode integrar as duas teorias.

Definicdo 3.30. Sejam K um complexo simplicial, f : K — R uma fungdo de Morse discreta,
.o/ o conjunto de simplexos criticos por f, # = {oc € K : dp € do, com f(p) = f(o)} e
Y ={oce€K:3tr,comoedte f(o)=f(r)} Sabemos que existe uma bijecdo w : A —
. Neste caso, o par (o, w: X — &) é dito pareamento aciclico em K.

Podem se definir pareamentos aciclicos independentemente de funcdes de Morse dis-
cretas, ainda que ambos os conceitos tenham definicdes intimamente ligadas. Um estudo
deste conceito pode ser encontrado em [8]. No que segue, ndo nos preocuparemos em

qual funcdo gera um pareamento aciclico.

Definicao 3.31. Seja uma filtragdo simplicial = (X j,Kj);":l, uma filtragdo de Morse
associada a & € uma colegdo de pareamentos aciclicos M = (;,w; : H; — ;) em K,

com a seguinte estrutura adicional:
* A, C Ay, X CHje L C L
C Wi =Wl o %
A demonstra¢do do Teorema a seguir pode ser encontrada em [18].

Teorema 3.32. Seja uma filtragdo simplicial = (X j,Kj);.“:l, e uma filtragdo de Morse
associada M = (A;,w; : H; — ¥£;) em K, entdo para cada n € Z, j € {1,...,m}, temos
que

Hn(Kj) =~ Hn(vaJ)
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Modulos

As demonstracoes omitidas nesta se¢do podem ser encontradas em [22].

Definicdo A.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Um R-mddulo (ou médulo sobre
R) é um conjunto ndo vazio M munido de duas operagoes. A primeira, denominada adig¢do,
denotada por +, associa a cada par (u,v) € M x M um elemento u+v € M. A segunda
operagdo, denominada justaposi¢do (ou produto), associa a cada par (r,u) € R x M, um

elemento ru € M. Tais operagoes se ddo de modo que
1. (M, +) forma um grupo abeliano.

2. Para cada r,s € R,u,v € M, temos que:
s lu=u;
* (rs)u=r(su);
e (r+s)u=ru+su;
s r(u+v)=ru+rv.

Os elementos de R sdo ditos escalares. Se R for um corpo, a no¢do de R-modulo coin-
cide com a nocdo de R-espaco vetorial.

Exemplo A.2. Sejam M = R? munido da adi¢do usual e R = Z, definindo ¥(x,y) € M,Vr €
R, r(x,y)=(rx,ry), onde rx e ry sdo calculados pela multiplicacdo usual em R, entdo R>

é um Z-mddulo.

Sao andlogas para mddulos as defini¢des de combinacao linear e conjunto linearmente
independente daquelas para espacos vetoriais.

Definicdo A.3. Um subconjunto S de um R-mddulo M é um submddulo de M se, quando

munido das operagoes de adi¢do e justaposi¢do, restritas a M, satisfaz a defini¢cdo de mddulo.

Pode-se provar que um subconjunto néo vazio S de um R-médulo M é um submédulo
se, e somente se Vr,s €R,Vu,v €S, ru+syv €8.
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A Mboédulos

Definicdo A.4. Seja M um R-mdédulo. Diremos que M é a soma direta dos submddulos
Si,...,S, se cada v € M puder ser escrito de modo tnico (exceto pela ordem) como a soma

de n elementos, cada um oriundo de um dos submddulos. Neste caso, indica-se
n
M=S,6-8S,=Ps.
i=1

Definicao A.5. Dado um subconjunto S de um R-médulo M, o conjunto de todas as combi-
nagoes lineares de elementos de S,

ger(S)={rvy,+:--+r,v,:r, €R,v; € M},

pode ser facilmente provado como um submddulo de M e é dito submddulo gerado por S.

Além disso, S ¢ M é dito um subconjunto gerador de M, se M = ger(S), ou seja,
se Vv e M,3ry,---,r, €R,vy,-++,v, € S tal que v = ryv; + -+ +r,v,, enquanto M é
dito finitamente gerado, se existe um subconjunto finito que o gere. Finalmente, um
subconjunto linearmente independente que gere M é dito base do médulo. E importante
destacar que nem todo médulo possui base.

Definicdo A.6. Um R-mddulo M é dito livre se possui base.

Pode-se provar que se R é um anel comutativo com unidade, quaisquer duas bases de
um R-moédulo M livre tém o mesmo tamanho.

Definicdo A.7. Dado um R-mddulo livre M, a cardinalidade de uma base qualquer de M é
denominada posto de M e denotada por rk(M).

Teorema A.8. Dado M um mddulo livre sobre um dominio de ideais principais (DIP) R,
entdo todo submodulo S de M também ¢ livre. Além disso, rk(S) < rk(M).

Definicao A.9. Sejam M e N R-mddulos. A fungdo T : M — N é dita um homomorfismo se
Vr,s €R,Yu,v € M,t(ru+sv) =rt(u) +st(v). O conjunto dos homomorfismos de M em

N é denotado Hom(M, N ). Temos ainda que um homomorfismo bijetivo € dito isomorfismo.

Dado um homomorfismo T € Hom(M,N), temos que o nucleo e a imagem de 7 sdo
definidos, respectivamente, por

ker(t) = {v € M|t(v) =0}

im(7) ={7(v)|v € M}.

Proposicdo A.10. Sejam M e N R-mddulos, e T € Hom(M, N), entdo ker(t) € submddulo
de M e im(7) é submddulo de N.
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Definicdo A.11. Sejam S um submddulo de um R-mdédulo M e a seguinte relagdo de equi-
valéncia sobre M, u~v < u—v €S, de modo que dado v € M, a classe de equivaléncia
devév=v+S={v+s:seS}. Entdo, o conjunto M /S das classes de equivaléncias de M

por S, denominado o médulo quociente de M sobre S.

Pode-se provar que M /S é um R-mddulo, quando munido das operacoes
w+8)+Wwv+S)=Ww+v)+S;

r(lu+S)=ru+Ss.

Proposicdo A.12. Se M é um R-mddulo finitamente gerado e S é um submddulo, entdo o

modulo quociente M /S ¢é finitamente gerado.
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Homotopia

O conceito de homotopia possibilita definir uma equivaléncia entre espagos topoldgicos
que é, de certo modo, mais geral do que o de homeomorfismo. Ocorre que alguns in-
variantes por homeomorfismos também sdo invariantes entre espacos homotopicamente
equivalentes donde alguns serdo fundamentais para o estudo da homologia.

Observacao B.1. Durante esta se¢do, I denotard o intervalo [0,1] € R munido da topologia

usual de subespacgo.

Definicdo B.2. Dados X e Y espagos topoldgicos, duas fungbes continuas f,g : X — Y sdo
ditas homotdpicas se existe uma fungdo continua H : X x I — Y, com X x I munido da
topologia produto, tal que H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x),Vx € X. Neste caso, H ¢ dita

homotopia entre f e g. Denota-se H : f = g ou apenas f = g.

Observacao B.3. O conceito de homotopia entre fungbes continuas pode ser interpretado, de
forma intuitiva, como uma espécie de deformacdo continua de uma fung¢do f em uma fungdo
g, onde t é um pardmetro temporal e H define o estado da deformagdo em cada instante

intermedidrio.

Exemplo B.4. Sejam f, g : X — Y fungles constantes entre espagos topolégicos comp,q €Y,
tais que f(x) =p e g(x) =g, Vx € X. Entdo, f e g sdo homotdpicas se, e somente se p e g
pertencem a mesma componente conexa por caminhos de Y.

De fato, se existe um caminho a : I — Y tal que a(0) = p e a(1) = q, entdo pode-se definir
uma homotopia H : X xI — Y fagendo H(x,t) = a(t),VYx € X,Vt € 1. Por outro lado, se H
¢ uma homotopia entre as fungées constantes f (x) = p e g(x) = g, entdo, basta fixar x, € X

e obteremos um caminho a : I — Y conectando p em q ao definir a(t) = H(x,,t),Vt € 1.

Proposicdo B.5. Sejam X e Y espagos topoldgicos, entdo a relagdo de homotopia f = g €

uma relagdo de equivaléncia no conjunto das fungdes continuas de X para Y.

Demonstragdo. De fato, = é reflexiva, pois dada uma funcéo continua f : X — Y, fazendo
H :X x I — Y definida por H(x,t) = f(x),Vt €I, entdo H é homotopia entre f e f.
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B Homotopia

Além disso, = é simétrica, pois, sejam f,g : X — Y continuas e H : X x I — Y homotopia
elas, definindo K : X x I — Y por K(x,t) = H(x,1—1t),Vx € X,Vt € I, entdo K é
homotopia entre g e f,ouseja, f =g — g=f.

Finalmente, = ¢ transitiva, poisse H: f = ge K : g = h, entdo, fazendo L : X x [ -» Y

como
H(x,2t), se0<t<s
L(x,t)= 2,
K(x,2t—1), sez<t<1
entdo L é uma homotopia entre f e h, ou seja, f = g,g=h = f =h. ]

Definicdo B.6. Um fungdo continua f : X — Y entre dois espagos topoldgicos € dita equi-
valéncia homotadpica se existe uma outra fungdo continua g : Y — X tal que g o f = idy
e f o g =idy. Neste caso, diz-se que g ¢ uma homotopia inversa de f, também que X e Y
sdo homotopicamente equivalentes ou tém o mesmo tipo de homologia e indica-se por
f:X=Y,ouapenaspor X =Y.

Observacao B.7. Pode-se notar que = é uma relagdo de equivaléncia.

Observacao B.8. Seja f : X — Y um homeomorfismo, entdo, denotando a inversa de f
por g 1Y — X, tem-se que f o g = idy e go f = idy, logo, espacos homeomorfos sdo

homotopicamente equivalentes. Segue um contraexemplo para a reciproca.

Exemplo B.9. A esfera de raio unitdrio S" é homotopicamente equivalente a R""! — {0}.
De fato, sejam a inclusdo i : S* — R™1 — {0} tal que i(x) = x e a projecdo radial r :
R — {0} — S" tal que r(y) = |§_|’ temos que r o i = idg: (em particular sdo homotdpicas,
pois a homotopia ¢ reflexiva). Além disso, i or : R™*! — {0} — R"™ — {0} ¢ homotdpica a
fungdo identidade em R — {0}, pois fazendo H : (R™! —{0}) x I — R"*! — {0} de modo

que H(x,t)=tx+(1— t)l’;—l, temos que H(O, t) € a funcgdo identidade e H(1,t) =r o1i.

Ha alguns tipos de homotopia entre espacos topoldgicos que permitem tomar como
equivalentes espacos de complexidades muito distintas do ponto de vista geométrico e

computacional.

Definicdo B.10. Um espago topoldgico é dito contrdtil se é homotopicamente equivalente a
um ponto.

Proposicdo B.11. Um espago topoldgico X é contrdtil se, e somente se, a fung¢do identidade

de X em X é homotdpica a uma fungdo constante de X em X.

Demonstragdo. De fato, seja f : X — {p} € X uma equivaléncia homotdpica entdo existe
g : {p} — X tal que g o f = idy, além disso, pode-se notar que g o f é uma fungéo
constante. Por outro lado, seja k : X — X com k(x) = p € X fixado Vx € X, tal que
k =idy, entdo X = koidy(X) = {p}. O
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Observacao B.12. No caso da proposi¢do anterior, {p} é dito um retrato por contragdo
de X.

Exemplo B.13. (Estrela) Um subconjunto X de um espago vetorial normado X é chamado
de estrela com vértice p quando para cada x € X, o segmento [p, x ] estd contido em X. Seja
X uma estrela com vértice em p, entdo H : X x I — X com H(x,t) = (1—t)x + tp é uma
homotopia entre idy e o mapa constante k : X — {p}. Conclui-se que toda estrela ¢é contrdtil.
Por exemplo, o disco D? é homotopicamente equivalente a origem de R

Definicao B.14. Dados um espago topolégico X e Y um subespago de X, uma fungdo continua
r : X — X é chamada retragdo se r(X) =Y e r|Y =idy. Se para Y subespaco de X existe

uma retragdo, Y € dito um retrato de X.

Exemplo B.15. Dado X espaco topolégico, se X = X, UX, e X; N X, = {p}, entdo am-
bos X, e X, sdo retratos de X. Deformar um espago contrdtil a um ponto que a ele seja

homotopicamente equivalente é um caso particular de retragdo.

Definicdo B.16. Dados um espaco topoldégico X, um subespago Y e uma retragdo r com
r(X) =Y, entdo Y € dito um retrato por deformagdo de X se existe homotopia entre r e
idX-

Proposicao B.17. Dado um espago topoldgico X, se um subespaco Y é um retrato por defor-
macgdo de X, entdo X =Y. De fato, sejar : X — Y uma retragdo e tomemos como homotopia
inversa a inclusdo i : Y — X, entdo temos que r oi = idy. Por outro lado, ior =1 = idy,

cuja equivaléncia homotdpica advém de Y ser um retrato por deformagdo de X.

Exemplo B.18. Seja X = S' UA C R? onde A = [1,2] x {0}, munido da topologia de

. x,x €S?
subespago. Seja ainda o retrato r : X — S! tal que r(x) = , temos que
(1,0),x €A

H: X xI — X tal que H(x,t) = (1 — t)idy(x) + t% ¢ uma homotopia entre r e
idy. De fato, é imediato que H(x,0) = idy(x), além disso, se x € S, entdo ||x|| = 1 e
H(x,0) =idy(x) = x = r(x), por outro lado, se x € A, entdo v € [1,2] tal que x = (v,0),

logo, ||x|| = v e entdo H(x,1) = %(V,O) =(1,0) = r(x). Conclui-se que X = S*.
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Nocoes basicas de

categorias

Definicdo C.1. Uma categoria 6 ¢é uma estrutura dada por
* uma cole¢do de objetos, indicada por Ob(%);

* paracada A,B € Ob(¢), uma cole¢cdo Mor, (A, B) de morfismos, ou flechas de A para
B;

para cada A € Ob(%), um elemento 1, € Mor(A,A) denominado identidade de A;

* para cada A,B, C € Ob(¢), uma fung¢do denominada composigdo dada por
Mor (B, C) x Mor(A,B) — Mor (A, C)

(&.f)—gef,
também indicado apenas por g f, satisfazendo os axiomas:

* associatividade: dados f € Mor,(A,B),g € Mor4(B,C) e h € Mor4(C, D), temos
(hog)of =ho(gof);

* elemento neutro: para cada f € Mory(A,B), temos fol,=f =1z0f.

Exemplo C.2. A categoria Set tem como objetos os conjuntos e como morfismos as fungoes.
A categoria Grp tem como objetos os grupos e como morfismos os homomorfismos de gru-
pos. A categoria Top tem como objetos os espagos topoldgicos e como morfismos as fungées

continuas.

Definicao C.3. Dada uma categoria ¢, um morfismo f € Mor, (A, B) é um isomorfismo
se existir um morfismo g € Mor(B,A) tal que gf = 1, e fg = 1;. Neste caso, g é dita

inversa de f.
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C Nocoes bdsicas de categorias
Definicdo C.4. Dadas 6 e 9 categorias, um funtor F : € — 9 é uma estrutura definida
por:

* uma fungdo Ob(€) — Ob(2), indicada por A — F(A);

* Dados A,B € €6, uma fungdo Mor(A,B) — Mor,(F(A), F(B)), indicada por f —
F(f)

de modo que:

* preserva associatividade, ou seja, para cada f o g composi¢do em €, temos que F(f o

g)=F(f)oF(g);

* preserva identidade, ou seja, para cada A € Ob(6), temos que F(1,) = 1p).

Definicao C.5. Dados dois funtores, F,G : ¢ — 9, uma transformagdo natural é uma
aplicagdo que a cada objeto X € 6, associa um morfismo n(X) : F(X) — G(X) em 2, de

modo que o diagrama a seguir é comutativo.

Fx) 292 k)

ln(X) ln(Y)

) 2L 6(v)

Definicdo C.6. Seja R um anel associativo com unidade e A um R-mddulo, o funtor
F,=Homg(e,A) : R-Mod — Ab

da categoria de R-mddulos a categoria de grupos abelianos se dd da seguinte forma:

* associa a cada R-médulo B € Ob(R-Mod) o grupo abeliano F,(B) = Homg(B,A) dado
por todos os homomorfismos de R-médulos de B para A, ou seja, F,(B) € Ob(Ab);

* associa a cada homomorfismo de R-mddulo g : B — C, um homomorfismo de grupo
F,g : Homgy(C,A) — Homg(B,A), tal que se h : C — A, entdo F,g(h) =hog:B —
C _)Aa ou Seja, FAg € MorAb(FA(C)7 FA(B))
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Teorema de Krull-
Remak-Schmidt
para A -quivers
lineares

Provaremos aqui que toda representacdo finito-dimensional de um A,-quiver linear pode
ser decomposta como soma direta de representagbes indecomponiveis, de certo modo, tinica.
Antes, serd necessdria a compreensdo de como uma representagdo herda dos espagos vetoriais
a propriedade de decomposicdo em autoespagos generalizados, o que permite classificamos
os endomorfismos de representacdes entre invertiveis e nilpotentes e também provarmos a
existéncia da soma direta. Com isto, ao analisarmos o espaco dos endomorfismos de uma
representagdo como um anel, provaremos que esta tem como unico ideal maximal o conjunto
dos endomorfismos ndo invertiveis, ou seja é um anel local, e é tal caracteristica que permite a
identificagdo da unicidade da soma direta ao particularizar o isomorfismo entre duas somas
diretas de representagdes a isomorfismos entre os termos das somas. Tais resultados também
podem ser encontrados em [6 ].

Seja W um espago vetorial finito-dimensional sobre um corpo Ke A: W — W um endo-
morfismo, dado A € K, o autoespaco generalizado de A é dado por

W, ={weW :3N >0, tal que (A—A1,)"(w) = 0}.

Temos que W pode ser decomposto na soma direta de autoespagos generalizados, ou seja,

w=EPpw,.

AeK

A demonstragdo da afirmagdo acima pode ser encontrada em [22]. Podemos estender tal

resultado para representagdes de quivers.
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D Teorema de Krull-Remak-Schmidt para A, -quivers lineares

Proposic¢ao D.1. Sejam Q um A,-quiver, w € Ob(repk(Q)) e ¢ : w — w um homomorfismo.

Entdo para cada A € K, existe uma subrepresentacdo w,, tal que

w= @ w.
AeK
Demonstracdo. Podemos escrever ¢ = (¢; : V,,(v;) = V,,(v;)]1 <i<n). DadoA €Ke
v; € V(Q), seja (V,,(v;)), o autoespago generalizado da transformacao linear ¢;, para o
autovalor A. Temos, entdo, que dado x € V,(v;), pela discussdo anterior, existe A € K,
tal que x € (V,,(v;)),, disto, (¢p; — A1)Y(x) = 0, para algum N > 0. Pela comutatividade,
temos que ¢,,, o E, (e;) = E,,(e;) o ¢;. Dos dois tltimos fatos,

0=E,(e)(¢; — AN (x) = (Pir1— AH)NEW(ei)(X),
donde segue que E,(¢e;)(x) € (V,,(v;11)),. Ou seja, para cada A € K,
E,(e)(V,,(v)1) € (V,y(vis1)a)-

Assim, podemos definir uma sub-representagéo w;, onde E,,, é a colegéo de restrigbes
de E, (e;) pelos autoespagos e V,, (v;) = (V,,(v;)),. Ainda, para cada v; € V(Q), temos que

V,(v) = P, ), = P, ).

AeK A€eK

]

Corolario D.2. Se w é uma representagdo indecomponivel e ¢ € Hom,(w,w), entdo existe
A €K tal que ¢ — A1 é nilpotente.

Demonstragdo. Se w é indecomponivel, entdo pelo visto acima, w = w, para algum A € K.
Seja {0, ;};ep. a base de V,,(v;), basta tomar N; ; = min{M € N*: (¢, —Aﬂ)M(O'i’j) =0} e
N =max{N;;: 1 <i<n,j € B}, que é finito, pois temos finitos espacos vetoriais, cada
qual com base finita, assim, (¢ —A1)Y =0 O

Para uma representacdo w de Q, o espaco Hom,(w,w) pode ser caracterizado como um
anel. Provaremos que ¢ um anel local, ou seja tem um tnico ideal maximal. Em [2 ], pode-
mos encontrar a demonstragdo de que, em um anel local, o produto de dois elementos ndo

invertiveis quaisquer é ele também ndo invertivel.

Coroldrio D.3. Seja w uma representacdo indecomponivel. Para cada ¢ € Homg(w,w),
temos que ¢ é invertivel ou nilpotente. O conjunto H,, dos elementos ndo invertiveis de
Homg(w,w) sdo o tinico ideal maximal de Hom,(w,w) e Homg(w, w)/H, = K. Em parti-

cular, Homg,(w,w) é um anel local.
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Demonstragdo. Seja ¢ € Hom,(w,w), entdo pelo Coroldrio D.2, existe A € K tal que
¢ — A1 € nilpotente. Se A = 0, entdo ¢ é nilpotente. Se A # 0, entdo Al € invertivel,
entdo ¢ = (¢ — A1)+ A1 é invertivel.

Se¢p €H, e € Homg(w,w), entdo ¢ ndo ¢ invertivel, logo, 1)¢ e ¢ ndo sdo in-
vertiveis, donde temos que pertencem a H,,, ou seja, H,, é um ideal. Tal ideal é ma-
ximal, pois todo elemento fora de H,, é invertivel. A composicio K — H omy(w,w) —
Homg(w,w) /H,, é um isomorfismo. O

Ainda, antes do principal teorema desta se¢do, é necessdria a apresentagdo de um lema

técnico.

Lema D.4. Sejam uq,u,,w,,w, representacoes de Q e

¢ = P11 P2 U B U, > W, W,
¢2,1 ¢2,2

um isomorfismo, onde ¢, ; : u; — w;. Se ¢, é um isomorfismo, entdo u, € isomorfo a w,.

1w, 0
v= (_452,1({51_} ﬂWz)'

(YP)i1=1wi¢1+ 005, =1,
(VP12 =1wi¢1 5+ 005, = ¢,

Demonstragdo. Seja

Entao temos que

(YP)y = —¢2,1¢1_&¢1,1 + 1wy =—¢o1 +¢21 =0,

(Y P)z2= _¢2,1¢1_j¢1,2 T Awydoy = Py — ¢2,1¢fj¢1,2-

Disto,
det(yp¢) = ¢1,1(¢2,2 - ¢2,1¢1_j¢1,2) - ¢1,2 -0
=¢11¢22— ¢2,1¢1,1¢1_j¢1,2 = P11¢22— P21¢1, = det(¢) #0,
ou seja, Y ¢ € invertivel, donde (v ¢), , : u, — w, é um isomorfismo. ]

Definicao D.5. Dada uma representacdo u de um A,-quiver Q, tal que V(Q) = {vy,...,Vv,},

«s ¥n

o vetor dimensdo da representacdo u é o vetor

dim() = (dim(V,(v,)), ..., &im(V,(v)) .. ., dim(V,(v,))) € N".
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D Teorema de Krull-Remak-Schmidt para A, -quivers lineares

Ainda, definimos

juf = D, dim(V, (v,).

Teorema D.6. (Krull, Remak, Schmidt). Dados um A,-quiver linear Q e um corpo K, uma

representacdo finito-dimensional u sobre K pode ser decomposta na soma direta

Uu=u;9u, ®---du,,

onde cada u, é indecomponivel, ou seja, ndo pode ser expresso como soma direta de duas re-
presentagdes ndo triviais. Além disso, a decomposi¢do de uma representacdo finito-dimensional

é tinica a menos de permutacdo dos termos e isomorfismos. De forma mais precisa, se
U BUD - BU =W, W, D - DW,,

entdo r = s e existe uma permutagdo p de {1,...,r}, tal que u; é isomorfo a w
ie{l,...,r}

o(iy Para cada

Demonstragdo. Provaremos por inducdo em |u| o fato de que uma representagido u pode
ser dada como soma direta de representacoes indecomponiveis. Se |u| = 1, entdo existe
j €{1,...,n} tal que V,(v;) = K e V,(v;) = 0, para cada i # j, ou seja, u é indecompo-
nivel. Suponhamos que |u| > 1 e que a afirmacao seja védlida para cada representacdo v
tal que |v| < |u|. Se u é indecomponivel, entdo o resultado é direto. Se u €, por outro
lado, decomponivel, entdo 3w,z € Ob(repk(Q)) néo triviais, tais que u = w @ z. Logo,
dim(u) = dim(w) + dim(z), donde |u| = |[w| + |z]. Como 0 < |w|,|z| < |u|, da hipdtese
indutiva, w e z sdo dados pela soma direta de representacdes indecomponiveis, logo, u
também o é, de modo que se completa a prova por inducao.

Provemos agora a unicidade de tal representacdo. Suponhamos que

¢=(¢;;:1<i<s,1<j<r):w;®--OW, 230 Dz
¢ um isomorfismo, onde w,...,w,,2,,...,2, sdo representacoes indecomponiveis de Q e
¢;; € Homy(w;,2;). Provaremos por inducdo em r. Se r = 1, da indecomponibilidade
de w,, temos o resultado. Suponhamos que o resultado se verifica para todo p < r e
definamos n = ¢, entdo n = (7;,), onde n;; € Homg(z;, w;). Temos que >>._ ;¢ , =
1, . Seja ﬁwr o tnico ideal maximal do anel local Hom,(w,,w,), como definido em
D.3. Como 1,, ¢ ﬁwr, entdo existe i € {1,...,s} tal que n,;¢;, ¢ Ewr. Podemos tomar
uma reindexacdo da colecdo dos z,...,z,, de modo que 7, ¢, & ﬁw,’ ou seja, 1,P;.,
é invertivel. Como ¢ .7, ndo pode ser nilpotente, ele deve ser invertivel (também pelo
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visto em D.3), ou seja, ¢, . € um isomorfismo. Definamos

W1:WT’§1:ZS’WZZW:[@'..@WT‘—]. 85222169"'@25_1,

além disso, definamos

¢1,1 = d)s,r € HOTTlQ(Wl,El),

r—1

P12 = Z ¢4, € Homg(w,, 71),
i=1
z—1

52,1 = @ ¢;1 € Homg(wy,3,),

i=1

$r=(¢;;:1<i<s—1,1<j<r—1)€Homy(W,,3,).

fl,l fl,Z
¢ 2,1 ¢ 2,2

temos que w, = z,, ou seja, w; ® - dw,_; = z, ®--- ® 2z,_;. Pela hipotese indutiva,

Entéo, aplicando o Lema D.4 no isomorfismo ¢ = W, e w, = 3z, ® 2,

p—1=r—1, ouseja, p=r. Rearranjando zy,...,%,_;, temos que w; é isomorfo a z; para
todoie{l,...,p}. ]
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Teorema de Gabriel

De acordo com as referéncias dessa secdo ([1], [6]e [24]), dados quivers finitos, se classi-
ficamos as representagdes finito-dimensionais, de modo que cada classe seja composta das
representagbes que sdo isomorfas entre si, o Teorema de Gabriel possibilita uma descrigdo
dessas classes, para quivers que possuem uma quantidade finita delas, os chamados quivers
de tipo finito. Isto é feito em duas etapas. A primeira, apesar da definicdo de quiver finito
ndo apresentar imediatamente uma forma intuitiva de caracterizd-los, consiste em classificd-
los utilizando, de forma surpreendente, relativamente poucos e simples tipos de quivers, os
chamados quivers de Dynkin do tipo ADE. A segunda consiste na definicdo de uma forma
quadrdtica que opera em representacdes um quiver, mais precisamente no vetor de dimen-
sOes, e a compreensdo da relagdo entre as raizes dessa forma e as classes de representagoes,

o que é facilitado pelo fato de termos uma descri¢do precisa dos quivers de tipo finito.

Como vimos, as representacoes sdo determinadas pelos espagos vetoriais que sdo associados
aos vértices e pelos homomorfismos que sdo associados as arestas. Os espagos vetoriais, a
menos de isomorfismo, sdo caracterizados pela escolha de n € N na atribui¢do de K" em cada
vértice. Assim, para o estudo das representagoes, iniciemos com a definicdo de uma forma
quadrdtica que opera sobre cada representagdo de quiver justamente no seu vetor dimensdo,
com o objetivo de que esta capture as caracteristicas dimensionais de cada representagdo.

Observacao E.1. Ainda que nosso objetivo sejam os A,-quivers lineares, na literatura é mais
comum se encontrar a demonstragdo para casos mais gerais. E o caso das referéncias que
embasam esta se¢do. Sendo assim, consideraremos durante esta secdo Q como um quiver
finito dado por (V(Q),E(Q),q), onde V(Q) = {v;,...,v,}. Ainda, dado e € E(Q), indi-
caremos por t(e) e h(e) os indices dos pontos inicial e final de e, respectivamente, ou seja,

Pole) = (vt(e)7 Vh(e))-

Definicdo E.2. A forma de Euler de um quiver Q é a forma bilinear (—,—), : Z" x Z" — 7Z

n
{(x,¥)q :inyi_ Z Xt(e)Yn(e):
i=1

e€E(Q)

dada por
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E Teorema de Gabriel

A expressdo simétrica (x,y)q = (x,¥)q + (¥, X)q € chamada forma simétrica de Euler

ou forma de Cartan.

Definicédo E.3. A forma de Tits é a forma quadrdtica q, associada a forma de Euler de um
quiver, ou seja,
1
qQ(X) = <Xa X)Q = E(X)X)Q
Definicéo E.4. Temos que x = (x;) € Z"\{0} € dito uma raiz da forma de Tits se q,(x) = 1.

Neste caso, se x; < 0, Vi, entdo € dito raiz positiva da forma de Tits, se x; > 0, Vi, entdo é
dito raiz negativa da forma de Tits.

O conjunto das raizes é denotado por ®, das raizes positivas por ®, e das negativas por
®

Definicdo E.5. Seja q uma forma quadrdtica:
* g é chamada positivo definida se q(x) > 0, Vx # 0.
* g é chamada positivo semi-definida se q(x) > 0, Yx # 0.

Definiremos entdo o que é um quiver conexo, que é o tipo sobre o qual trabalharemos,
uma vez que se um quiver ndo € conexo, basta analisarem-se suas componentes conexas

separadamente, o que foge aos objetivos deste texto.

Definicdo E.6. Um quiver conexo Q ¢ aquele no qual para cada a,b € V(Q), com a # b,
existe uma sequéncia finita de elementos de V(Q), indicada por (ay, ay,...,a,), com a, = a
e a, = b, tal que, para cada i € {0,...,n— 1}, tenhamos que (a;,a;;;) € im2,, ou que

(ai1,a;) € imapy,

O préximo lema pode ser demonstrado basicamente a partir da manipulacdo algébrica
dos somatorios que definem a forma de Tits, de modo que, por concisdo, optamos por ndo

apresentd-la aqui, mas pode ser encontrada em [24 ].

Lema E.7. Sejam Q quiver conexo e d = (d;) € Z" \ {0} tal que (d,x), = 0, para cada
x € Z". Entdo

* qq € positivo semi-definida.
* d; #0,Vi.

* qo(x) =0 se, e somente se, x = 3d, para algum par de inteiros a, b.
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Uma classe especifica de quivers conexos de interesse neste estudo € justamente a dos quivers
de Dynkin do tipo ADE. Podemos agora definir tais estruturas e em seguida caracterizd-
las pela forma de Tits. Isto permitird a demonstragdo do papel dos quivers de Dynkin na
primeira parte do Teorema de Gabriel. Ocorre que tais estruturas ndo dependem da dire¢do
das arestas, pois sdo definidas no contexto de grafos e multigrafos. Assim, para aplicarmos
tais ferramentas no contexto de quivers, precisamos definir o que é um multigrafo associado

a um quiver.

Definicao E.8. Um multigrafo G ¢ uma tripla ordenada (V(G), E(G),¥;), com V(G) N
E(G) = @, onde os elementos de V(G) sdo ditos vértices do grafo, os elementos de E(G) sdo
ditos arestas do grafo e V. : E(G) — {{x,y} : x,y € V(G)} é dita fun¢do de incidéncia
do grafo.

Definicdo E.9. Dado um quiver Q, podemos tomar o multigrafo associado ao quiver,
indicado por Q, que é o multigrafo tal que V(Q) = V(Q), E(Q) = E(Q) e U € tal que, para
cada e € E(Q) com y4(e) = (a, b), temos que ¥5(e) = {a, b}.

Quivers de Dynkin
Definicao E.10. Um grafo de Dynkin do tipo ADE é um grafo que seja do tipo A,(n > 1),

D,(n > 4) ou E,(n € {6,7,8}), que sdo definidos da seguinte forma, se G é um grafo de
Dynkin do tipo ADE, entdo V(G) = {v,,...,Vv,} e E(G) = {eq,...,e,_1}. Além disso,

* se G é do tipo A,, entdo Y;(e;) = {v;,vi; 1}, Vie{l,...,n—1};

{vi,vii}, seie{l,...,n—2}
« se G édo tipo D,, entdo Ws(e)=1{ =
Vi, vin}, sei=n—1;

{vi,vi,1}, seie{l,...,n—2}
« se G édo tipo E,, entdo Ug(e) =14 =
{v3,vi1}, sei=n—1;

Os grafos de Dynkin do tipo ADE estdo representados na Figura E.1.
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€ €n—1
A(n=>1): *o — o — ... — o .
V1 Vs Vn—1 Vn
D,(n>4): )
Vn—1
e /en—z
e — o — — o
V1 V2 Vn—2

E6 . [ ]
Ve
€s
eq ey es ey
e — o [ ] [ J
121 Vs V3 V4 Vs
E;: o
V7
€6
eq ey e3 ey es
e — o ° ) ) )
V1 Vy V3 V4 Vg Ve
Eg : o
Vg
4
ey €y es €4 €5 €g
e — o [ J [ ] [ e — o
Vi Vo V3 Va Vs Ve vy

Figura E.1: Representacdo dos grafos de Dynkin do tipo ADE.

Existem outros tipos de grafos de Dynkin, que podem ser encontrados, por exemplo, em
[24 ], mas ndo sdo necessdrios para os objetivos deste texto. A partir deste ponto, nos referi-
remos aos grafos de Dynkin do tipo ADE apenas como grafos de Dynkin.

Serd necessdrio que apresentemos os grafos de Dynkin estendidos, que podem ser obtidos
a partir de grafos de Dynkin pela adi¢do de um novo vértice e de uma nova aresta, de modos
especificos. Uma importante caracteristica dos grafos de Dynkin estendidos é que a remogdo
de qualquer aresta resulta em um ou dois grafos de Dynkin, fato que também estd apresentado

na referéncia acima.

Definiciio E.11. Um grafo de Dynkin estendido ¢ um grafo que seja do tipo A (n > 1),
D, (n>4)ouk, (ne{6,7,8)}), que sdo definidos da seguinte forma, dado G é um grafo de
Dynkin, pode-se obter G, um grafo de Dynkin estendido a partir de G da seguinte maneira
» seGédotipoA,, entdo G édotipoA,, V(G) = V(G)U{v,.,}, E(G) = E(G)U{e,,e,.1},
\Pé(e) = ‘"IJG(e): Ve € E(G):\Ijé(en) = {vl: Vn+1} € ‘"ij}(en+1) = {Vn: Vn+1};
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* se G é do tipo D,, entdo G é do tipo D,, V(G) = V(G)U {v,,,}, E(G) = E(G) U {e,},
Pele) =Yg(e), Ve € E(G) e Yele,) = {vy, Vo1 }s

* se G € do tipo Eg, entdo G é do tipo E, V(G) = V(G)U {v/}, E(G) = E(G) U {eg},
We(e) =Ygle), Ve € E(G) e Weleg) = {ve, v7};

s se G ¢ do tipo E,, entdo G é do tipo E,, V(G) = V(G) U {vg}, E(G) = E(G) U {e,},
We(e) = Yg(e), Ve € E(G) e We(e;) = {vy,vg};

* se G ¢ do tipo Eg, entdo G ¢é do tipo Eg, V(G) = V(G) U {v,}, E(G) = E(G) U {eg},
We(e) =g(e), Ve € E(G) e Wgleg) = {vy, vo}.

Os grafos de Dynkin estendidos estdo representados na Figura E.2.
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Figura E.2: Representacdo dos grafos de Dynkin estendidos.

Um quiver de Dynkin é um quiver cujo multigrafo associado é um grafo de Dynkin. Um
quiver de Dynkin estendido é um quiver cujo multigrafo associado é um grafo de Dynkin
estendido.

Observemos que nem a forma simétrica de Euler, nem a forma de Tits dependem da orien-
tacdo de cada seta em E(Q), logo, quando aplicamos alguma destas formas sobre um quiver,
podemos operar sobre seu multigrafo associado, sem perda de generalidade.

Teorema E.12. Seja Q um quiver conexo. Entdo

* qq € positivo-definida se, e somente se, Q € de Dynkin.
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* qq € positivo-semi-definida se, e somente se, Q € de Dynkin ou de Dynkin estendido.

Demonstragdo. Iniciemos provando que se Q é de alguma das classes que constituem o0s
quivers de Dynkin estendidos, entdo q, € positivo-semi-definida. Pelo Lema E.7, ¢ sufi-
ciente encontrar, para cada classe, uma representacdo cujo vetor dimensdo 6 é tal que
(6,x), = 0,Vx. Dados os vetores dimensdo representados em E.3, ndo ¢ dificil conferir
que cada um deles possui a propriedade desejada. Por exemplo, para E, temos que

(6,%)q =(8,X)q + (X,0)q = Z(Z 5ixi) - ( Z 8 1(e)Xn(e) T Z xt(e)5h(e))
i=1

e€E(Q) e€E(Q)
= 2Xx1 +4x, + 6x5 + 4x4 + 2x5 + 4x6 + 2%,
—1x, —2x5—3x, —2x5—3x4 — 2X,

—2x; —3xy—2x3— 1x, —2x3—1x = 0.

Por outro lado, suponhamos que q,, € positivo-semi-definida e Q ndo é de Dynkin nem de
Dynkin estendido. Entfo existe algum subquiver préprio Q’, que é de Dynkin estendido.
Seja & o vetor apresentado na Figura E.3. Se V(Q) = V(Q’), entdo E(Q’) € E(Q), logo, 0 =
qo/(8) > qo(6), uma contradicdo. Se, por outro lado, V(Q') C V(Q), entdo tomemos um
vértice v,y € V(Q) \ V(Q’) para algum e € E(Q) \ E(Q), tal que v, € V(Q"). Definamos
X por x; = 26, para cada i tal que v; € V(Q'), ainda x,,) = 1 e x; = 0 para cada j # t(e),
tal que v; € V(Q) \ V(Q). Assim, qo(x) = qo/(26) + 1 —256,,) = 1 — 28y, < 0, uma
contradi¢do. Logo, se q, € positivo-semi-definida, entdo Q é Dynkin ou Dynkin estendido.
Além disso, se q, € positivo-definida, entdo Q € de Dynkin, uma vez que para cada 6 da
Figura E.3, temos que q,(6) = 0.

Resta provar que se Q ¢ de Dynkin, entéo q, € postivo-definida. Seja Q a extensdo de Q
como apresentado em E.11. Suponhamos que existe x € Z" \ {0} tal que g,(x) < 0. Seja
% € Z"", o vetor definido por £; = x;, se i #n+1e %,,; = 0. Temos que g5(X) = g (x) <
0, donde g4(X) = 0, pois g4 € positivo-definida. Do Lema E.7, temos que X = 6, para
inteiros a e b, o que é impossivel, uma vez que X,,; = 0. Assim, q,, € positivo-definida, o
que encerra a demonstracao. O

147



E Teorema de Gabriel

AH(TlZl)Z /:\
® — &6 — [ AL — 0 — o
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e — &6 — 06 —— 06 — 0 —
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Figura E.3: Representagdo dos vetores 6 tais que (8,Xx),
de Dynkin estendidos do tipo ADE.

= 0, Vx, para os grafos

Analisemos quem sdo as raizes de Q,, quando Q € de Dynkin. Denotaremos €; como o

i-ésimo vetor da base candnica de Z", ou seja, aquele que tem

n

todas as outras. Claro que todo elemento de Z" é do tipo ),

i=1

1 na i-ésima posi¢do e 0 em
a;e; com {a;}_, C Z. Antes,

precisaremos de um lema técnico, cuja demonstragdo utiliza apenas manipulagoes algébricas

da forma de Tits, de modo que ndo serd apresentada aqui, mas pode ser encontrada em [24 ].

Lema E.13. Para a forma de Tits temos que

1. Paracadai € {1,...,n}, temos que q,(e;) = 1, para qualquer Q.

2. Dado x € Z" \ {0}, se x € raiz, entdo —x também o é.
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3. Dado Q quiver de Dynkin estendido e x € Z" \ {0}, se X € raiz de q,, entdo, tomando
6 da Figura E.3, temos que X — 6 € raiz de Q,.

4. Se qq € positivo-semi-definida, entdo ndo hd raiz trivial, ainda ¢ = &, LI $_ e ainda

Proposi¢ido E.14. Se Q é um quiver de Dynkin, entdo q, tem uma quantidade finita de
raizes positivas.

Demonstragdo. Seja X uma raiz positiva q, e seja Q o quiver de Dynkin estendido a partir
de Q. Temos que para & apresentado em E.3, a — 6 € raiz de Q,. Como a — 6 € negativo
em n+ 1, pelo Lema E.13, temos que a— 6 € ®_, ou seja, para cadai € {1,...,n}, temos
que a; < §;. Assim, temos uma quantidade finita de raizes positivas de qj,. ]

Agora, coloquemos nosso enfoque no outro conjunto que compde a identificagdo de uma
representagdo, os homomorfismos atribuidos as arestas. Inicialmente, buscaremos a carac-

terizagdo das classes de isomorfismo de representagbes, no contexto desejado.

Classes de Isomorfismo de Representacoes

Apesar de ainda ndo termos provado a propriedade que justifica nos resumirmos aos quivers
de Dynkin, de modo a simplificar algumas demonstragdes, nos resumiremos aos quivers que
contém uma caracteristica comum nos quivers de Dynkin: a auséncia de ciclos.

Definicdo E.15. Um caminho p de comprimento | em um quiver Q é uma sequéncia p =
e.e,...e de arestas distintas de E(Q), tais que h(e;) = t(e;;,), paracadai € {1,2,...,1—1}.

Dado v € V(Q), um caminho trivial ¢ um caminho onde a tnica aresta ¢ e tal que

Yole) = (v,v). Um ciclo orientado é um caminho ndo trivial tal que t(e;) = h(e;).

Definicao E.16. Seja Q um quiver sem ciclos orientados. Dado d = (d;) € N"\ {0}. Con-
siderando a defini¢do D.5, definimos o espago das representacdes de dimensdo d como
Eq4 = {u € Ob(rep,(Q)) : dim(u) = d}.

O que caracteriza cada elemento de E4, uma vez que estd fixado o espaco K% em v,, para
cada i, é o homomorfismo que cada representacdo atribui a cada aresta e € E(Q). Tal
homomorfismo deve ser necessariamente entre K% e K%©. Logo, podemos identificar cada
representagdo u € E4 com a sua aplicagdo E,, de modo que podemos escrever

Eq= @ Homy(Kw®,Kw),
e€E(Q)
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Para que um homomorfismo entre representagbes (¢;) seja um isomorfismo ndo basta as
componentes ¢; serem isomorfismos, € necessdrio que estas comutem com os homomorfismos
atribuidos as arestas. Ou seja, para que duas representagoes sejam isomorfas, pertencer ao
mesmo grupo E4 € necessdrio, mas ndo suficiente. Para caracterizar completamente repre-
sentagoes isomorfas, definiremos um objeto capaz de operar sobre cada representagdo.

Seja GL,,(K) o grupo das matrizes m x m invertiveis com entradas em KK, definamos entd@o

0 grupo

Gq=] | GL, (K.
i=1

Tal grupo age em E4 da seguinte maneira, se g = (g;) € Gq e E, € Eg4, entdo, dado e € E(Q),
(g-E)(e)= gh(e)(Eu(e))gt_(l). Denotamos a orbita da representagcdo u pela agdo de G4 como

0,={g-u:ge€Gy}.
Ocorre que as drbitas classificam as representacdes isomorfas.

Lema E.17. Dada uma representacdo u € Ob(repy(Q)), a drbita 0, é a sua classe de iso-
morfismo, ou seja
0, = {w € Ob(repk(Q)) : u = w}

Demonstragdo. Suponhamos que u = (V,,E,) e w = (V,,, E,,) estdo na mesma orbita, en-
tdo existe algum g € G4 tal que g -u = w, ou seja, para cada e € E(Q), temos que
gh(e)(Eu(e))gt_(i) = E,(e), o que equivale a dizer que o seguinte diagrama, onde V, =V,
comuta

E,(e)
Vi) —— V(o))

l &t(e) lgh(e)

E,(e)
Vi) — Viu(Whe)-

Logo, g € um homomorfismo entre representagdes, mais ainda, como g; € GLy, € in-
vertivel, temos um isomorfismo, entdo u = w. De modo andlogo, se u = w, entdo existe

gE€Gytalque g-u=w. O

A demonstragdo do lema abaixo faz uso de técnicas que jd foram apresentadas neste texto.
Assim, novamente pela concisdo, optamos por ndo apresentd-la. Entretanto, pode ser encon-
trada em [24].

Lema E.18. Se

O—u—v—w—0.
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€ uma sequéncia exata curta ndo cindivel de representagoes, entdo

dim0,,, < dim 0,

Podemos agora relacionar as duas abordagens acima construidas para a classificacdo de
representagoes: a drbita de uma representagdo com a sua forma de Tits. Para tal serd neces-

sdria a defini¢do das classes de extensdo de representagoes.

Extensdes de Representacoes

Definicdo E.19. Sejam u e w representagdes finito-dimensionais de um quiver Q, uma exten-
sdo da representagdo u por w, aqui indicada por &(u,w) € a escolha de uma representagdo

r tal que a seguinte sequéncia seja exata
i T
E:0—w—r—u—020

Temos que duas extensées equivalentes sdo extensées &E(u,w) =r e &'(u,w) =r’ para as
quais existe um isomorfismo f : r — r’, tal que o seguinte diagrama comute

0 w : r " > u 0
lﬂu lf lﬂw
0 w— =Ly 0

Definicdo E.20. O grupo de extensdo de Yoneda, indicado por Ext,(u,w) € o conjunto das

classes de equivaléncia das extensoes de w por u.

Analisemos Ext,(u,w) de outra perspectiva. Seja o mapa
n d;l/
D Hom(V, (%), V,(v)) = D Hom(V,(v,(e)), Voo (Vice)))
i=1 e€E(Q)

dado por
d,(¢;i:i€{1,...,n}) = (PpyEu(e) —E,(e)Py( : e € E(Q)).

Ou seja, grosso modo, d;, toma cada homomorfismo entre u e w e obtém o vetor de fungbes
que, para cada e € E(Q), calcula a diferenga entre os resultados obtidos quando um elemento

de V,(v,()) percorre cada um dos “caminhos” (vermelho ou azul) indicados abaixo.
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E,(e)
Vi) —— Vi)

ld)t(e) l‘i’h(c)

E,(e)
Vo) —— Vi)

Proposicio E.21. O niicleo de d;, é Hom,(u,w) e o conticleo de d; pode ser identificado

com Ext,(u, w). Em particular, Ext,(u, w) é um K-espago vetorial finito-dimensional.

Demonstragdo. Da Definicdo 2.26, é imediato que kerd! = Homg,(u,w). Denotemos a
seguinte aplicacdo

0: élB Hom(V,(v;), V,,(v;)) — Ext,(u, w),

que é definida da seguinte maneira, dado

{=((e):e€EWQ) € D Hom(V,(v(e)), Vio(Vhey))s

e€E(Q)

definamos a representacéio r, = (V,

.»E,) como

VrC(Vi) =V.(v)eV,(v),

_[EJ(e) O
E”(e)_(ae) Ew(e))’

para cada e € E(Q). Entdo ndo ¢€ dificil conferir que

para cada v, € V(Q) e

EC:O—>W—l>rCi>u—>O

¢ uma extensdo de u por w, denominada extensao obtida por {. Definimos entdo ©({)
como a classe de equivaléncia de &,.

Sejam

{'=((e): e €E(Q) € D Hom(V,(vy(e)), Vi (Vo))

e€E(Q)

e a extensdo obtida por {’

54,:0—>W—l>r§,—n>u—>0.

Se { e {’ sdo equivalentes, entdo existe um isomorfismo f : r, — r,, tal que o seguinte
diagrama comuta
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Dado j € {1,...,n}, temos que f; : V,(v;) ® V,,(v;) = V,(v;) ® V,,(v;) deve ser tal que

fiti(V(v)) =i(1,);(V,(v)) = fi(0eV,(v)) = (08 V,(v)),

ainda

(ﬂu)jﬂ:j(vu(vj) ® 0) = 7-C;'fj(vu(vj) ® 0) S 7T;'fj(vu(vj) & O) = Vu(vj):

donde f;(V,(v;) ® 0) = (V,(v;) ® F;) para algum F; C V,,(v;), logo

]. =
9] ﬂ Vw(vj)’

para alguma 6; € Hom(V,(v;), V,,(v;)), onde o sinal negativo € inserido apenas para simpli-
ficar alguns dos préximos passos. Indicaremos 6 = (6;)7_,. Como f é um homomorfismo

entre as representacdes r, e r, temos que para cada e € E(Q),

fh(e)Erg(e) = Erg/ (e)ft(e)s

ou seja,

ﬂVu(Vh(e)) 0 (Eu(e) 0 ) — (Eu(e) 0 ) HVH(Vt(e)) O )
Oy Ly, \ S(e)  Eyle) ¢'e) En(e)J\ —bie) Ly,
Todas as posicoes da equacdo matricial resultam em uma identidade, exceto por uma:
na posicdo (2, 1), temos que

—OneyEu(€) + {(e) = {'(e) — E,(e)0e),

donde {—{" = ({(e)—¢'(e) : e € E(Q)) = (Oe)Eu(e) — E,(€)Oyo : € € E(Q)) = d;,(6).
De modo analogo, se { —¢’ = d"(6) para algum 6 € @;_, Hom(V,(v;),V,,(v;)), entdo o

diagrama entre r, e r,, comuta e f : r, — r,, € isomorfismo.

Finalmente, qualquer extensao £ de u por w é equivalente a uma extensao

i T
O—w—r—u—20,
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onde V.(v;) =V, (v;)®V,(v;) paracadai € {1,...,n}, e

E 0
E ()= " ,
C(e) E,(e)
para algum ¢ = ({(e) : e € E(Q)) tal que ©({) é equivalente a £. Ou seja, © é sobrejetiva.
Assim, existe bijecdo entre cokerd e Ext,(u,w). O

Proposicéo E.22. Seja Q um quiver conexo, u € Ob(repy(Q)) e dim(u) = d, entdo q,(d) =
dim Hom,,(u, u) — dim Ext, (u, u).

Demonstragdo. Dadas representacdes u, w € Ob(repk(Q)), usando os homomorfismos de-
finidos na demonstracdo da proposicdo anterior, temos que a seguinte sequéncia é exata

i T d; o
0— HomQ(ua W) — @ Hom(Vu(vi)J Vw(vi)) - @ Hom(Vu(vh(e))J Vw(vt(e))) — EXtQ(ua W) — 0,

i=1 e€E(Q)
logo,
dim Hom,, (1, w) — dim Ext,(u, w)
n
= dim (P Hom(V,(v), V,,(v)) — dim ) Hom(V, (Vye)), Viu(vee)));
i=1 e€E(Q)
ou seja,

dim Hom,, (1, u) — dim Extg(u, u) = Z dl.2 — Z d;()dney = 9o(d).

i=1 e€E(Q)

Proposicao E.23. Seja Q um quiver conexo, u € repk(Q) e dim(u) = d. Entdo

codim(6,) = dimEnd,(u) — q,(d) = dim Ext,(u, u).

Demonstragdo. Seja o estabilizador de u pela acdo de Gy, indicado por G4(u) = {g €
Gq4: g-u=u}, pelo Teorema da Orbita-Estabilizador ([12]), existe um isomorfismo entre
G4/G4(u) e @,. Por outro lado, temos que G4(u) = Aut(u). Assim, dim 0, = dim G4 —
dim Auty(u). De acordo com [12], Aut,(u) ¢ um subgrupo aberto de End,(u), de onde se
tem que dim Auty(u) = dimEnd (). Como dimGL, = d?, temos que dimG, = >, d?,
assim,

dimo, = Z d? —dimEnd,(u),

i=1
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ainda,

codim 0, = dim E4—dim 0, = Z dh(e)dt(e)—z dl.z+dim End,(u) = qo(d)+dim End,,(u).

e€E(Q) i=1

Pela proposicdo E.22, temos a segunda igualdade. ]

Coroldrio E.24. Se q,(d) < 0, entdo existem infinitas classes de isomorfismo entre as repre-

sentagoes de Q com vetor dimensdo d.

Demonstragdo. Seja d tal que qo(d) < 0 e u € repg(Q) tal que dim(u) = d. Entéo
codim g, > dimEnd,(u) > 1. Logo, a dimensdo de E,4 € estritamente maior do que a
dimensao de qualquer érbita g,, ou seja, existem infinitas drbitas. ]

Definicdo E.25. Um quiver de tipo finito é um quiver que tem uma quantidade finita de
classes de isomorfismo de representagdes finito-dimensionais indecompontiveis.

Ou seja, para um quiver de tipo finito, dada qualquer representagdo finito-dimensional, se

d € o seu vetor dimensdo, entdo q,(d) > 0.

Munidos de tais ferramentas, podemos apresentar o Teorema que justifica a presenga desta
secdo. A versdo do Teorema de Gabriel apresentada na Se¢do 2, em 2.30, é apenas para
A,-quivers lineares e resume ndo sé o Teorema de Gabriel original como o seu coroldrio para

A,- quivers lineares. Aqui, os dois resultados serdo apresentados separadamente.

Teorema E.26 (Gabriel). Seja Q um quiver conexo.

1. Q € de tipo finito se, e somente se é de Dynkin do tipo ADE.

2. Se Q é de Dynkin do tipo ADE, entdo o vetor dimensdo induz uma bijecdo entre as
classes de isomorfismo das representacdes indecomponiveis ind Q e o conjunto das raizes
positivas @ :

V:indQ — &,

u > dim(w)

Demonstragdo. Seguiremos a demonstragdo apresentada em [1], onde a parte 2 do Teo-
rema de Gabriel é demonstrada antes da parte 1.

Inicialmente, provemos que ¥ estd bem definida. Seja u uma representacao indecom-
ponivel de Q, devemos mostrar que g,(dim(u)) = 1, para tal, de acordo com E.23, ¢é
suficiente provar que End,(u) =K e dim Ext,(u,u) = 0. Provaremos, entdo, por indugéo

em |ul.
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Se |u| = 1, entdo existe j € {1,...,n} tal que V,(v;) =K e V,(v;) = 0 para cada i # j,
donde, se (¢;)"_, € Endy(u), temos que ¢; = 0 para todo i # j e ¢; : K — K € unica-
mente determinada por k € K tal que ¢;(1x) = k, ou seja, End,(u) = K. Suponhamos
que u € representa¢do indecomponivel tal que |u| > 1 e também que dimEnd,(w) = K
para qualquer representacdo indecomponivel w tal que |w| < |u|. Suponhamos ainda que
End,(u) 2 K. Como u ¢ indecomponivel, dada ¢ € End,(u), pelo Corolario D.2, temos
que ¢ ¢ necessariamente invertivel ou nilpotente. Como End,(u) # K, entéo H, #0,
ou seja, existem endomorfismos nao invertiveis, logo, nilpotentes. Dada qualquer apli-
cacdo nilpotente g, existe m > 0 tal que g™ = 0, disto, podemos assumir, sem perda de
generalidade que g% = 0, pois basta-se tomar g™ !. Dentre as aplicacdes que cumprem
tal requisito, tomemos aquela cuja dimensio da imagem é minimal. Como g2 = 0, te-
mos que img C ker g, donde temos que existe alguma parcela w da expressao de ker g
como soma direta de representaces indecomponiveis tal que V;, ,(v;)NV,,(v;) ¢ diferente
de zero para algum i, logo, img N w é uma representacdo nido nula. Seja a aplicacdo
f =moi:img — kerg — w, temos que a composicioiofog:u —img - w —ué
um endomorfismo ndo nulo tal que (i o f o g)> = 0. Da minimalidade da dimenséo da
imagem de g, temos que dimim g < dimim(i o f o g) = dim f (im g), logo, f € injetiva, o

que nos permite escrever a seguinte sequéncia exata curta
. f
0— img — w—> cokerf — 0.

Ocorre que, como podemos conferir em [24], o grupo Extg(a, b) é isomorfo ao funtor
Extl(a,b), cuja definicdo também pode ser encontrada nesta referéncia. Assim, pelos
resultados encontrados para este funtor em [23], temos que, por se tratarem de espacos
vetoriais, Extq(im,, w) = 0.

Definamos uma representacdo r da seguinte maneira: sejam a inclusdo i; : kerg — u
e a projecao 7, : kerg — w, entdo r = (u ® w)/{(i;(k),—m,(k)) : k € ker g}. Definamos
ainda os morfismos j, :u —re j, : w— r por j;(k) = (k,—O) e jo(k) = m, onde m
denota a classe de (a,b) ceudwemr.

Pode-se provar ([24]) que o diagrama abaixo é comutativo e tem as linhas exatas

0 —— kerg N p— img —— 0
T jz jlimg
P

0 w r img — 0.

Como Ext,(im g, w) = 0, temos que toda extensdo de im g por w ¢ isomorfa a extensdo
trivial

O—w—wéimg—img—0,
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que cinde. Logo, temos que a linha de baixo cinde, donde, pelo Lema da Cisdo ([14]),
existe algum morfismo h : r — w, tal que hj; = 1,,. Seja i, : w — ker g um homomorfismo
de inclusdo, entdo i, = 1,,. Logo, podemos construir os homomorfismos hj, : u — w e

ii, : W — u, que sao tais que
hj,iiy = h(j )i, = h(jy )iy = (hj)(niy) = 1,1, = 1,,.

Donde temos que w é um termo da decomposicdo em representacdes indecomponiveis
de u. Como u é indecomponivel, entdo w = 0 ou w = u. Mas w # 0, pois img Nw é
ndo nula e w # u, pois w C kerg e g é ndo nula. Temos entdo uma contradi¢do. Assim,
dimEnd, = 1 e, pelo Teorema E.12, como se trata de quiver de Dynkin, q,(dim(u)) > 0,
logo, temos imediatamente que dimExt,(u) = 0 e qo(dim(u)) = 1. Assim, dim(u) € @,.
Ainda, se u,v € indQ sdo tais que u = v, entdo u e v pertencem ao mesmo conjunto Eg4,
ou seja, tém a mesma imagem pelo morfismo ¥, o que prova que ele esta bem definido.

Vejamos agora que W € injetiva. Sejam u,w € Ob(repk(Q)) indecomponiveis tais que
dim(u) = dim(w). Pelo visto algumas linhas acima, em quivers de Dynkin, dada u repre-
sentacdo indecomponivel, Ext,(u) = 0, ou seja, u ndo tém auto-extensdes. Neste caso,
pela Proposicao E.23, as 6rbitas g, e 0, tém codimensao zero, logo, 0, = E4 = 0,,, donde
u=w.

Provemos agora que W é sobrejetiva. Seja Q um quiver e d uma raiz positiva. Seja ainda
uma representacao u tal que dim(u) = d, de modo que 0, tenha dimensdo maximal em
E4. Provemos que u é indecomponivel. Suponhamos que u = u; ® u,. O primeiro passo
¢ mostrar que Ext,(u;,u,) = Exty(u,,uy) = 0. Suponhamos agora que Ext,(u;,u,) #
0, entdo existe alguma representacdo r, tal que a seguinte sequéncia exata curta nao é
cindivel

O—u—r—u —0.

Temos que dim(r) = dim(u). Pelo Lema E.18, temos que dim &, < dim &,, o que con-
tradiz a maximalidade de 0,. Disto, Ext,(u;,u,) = O e, simetricamente, pode-se mostrar
que Ext,(uy,u;) = 0. Assim, da proposicdo E.22,

1=qq(d) = dimHom(u; ® uy,u; ®u,) > 2,

o que é uma contradicdo. Logo, u é indecomponivel, donde ¥ é sobrejetiva, concluindo
a demonstracdo da parte 2 do Teorema de Gabriel.

Para demonstrar a parte 1, suponhamos que Q nao é de Dynkin do tipo ADE, entdo,
existe algum d # 0 tal que g,(d) < 0. Pelo coroldrio E.24, existem infinitas classes de
isomorfismo de representacdes u tais que dim(u) = d. Cada uma dessas representacoes é
soma direta de uma quantidade finita de representacoes indecomponiveis, logo, o niimero
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de classes de isomorfismo de representa¢des indecomponiveis € infinito. Por outro lado,
pela Proposicdo E.14, se Q é de Dynkin, entdo possui finitas raizes, logo, pela bijecao
entre indQ e ®_, temos que Q é de tipo finito. ]

Corolario E.27. Dado um A,-quiver linear Q, cada representacdo u € indQ € isomorfa a

alguma representagdo intervalar I[b,d ], que € tal que

K, seb<i<d
Vitp.a1(vi) = o
0, caso contrdrio.

Além disso,

1, seb<i<d-—1
Eyp q1(e) = o
0, caso contrdrio.

Demonstragdo. Como ¥(u) € ¢, pela proposigdo E.14, dim(V,(v;)) < 6; = 1, para cada
ie{l,...n}. Ouseja, paracadai € {1,...,n}, temos que V,(V,) € {0,K}.

Se existem i,j € {1,...,n} tais que j—i > 1, V,(v;) = V,(v;) =K e V,(v,) = 0, para
cadai < p < j, entdo u ndo é indecomponivel, pois podemos toma-lo como a soma direta
apresentada abaixo

E i— Eu( )
e U(i)l)K_O)O_)..._)Oi)K_eJ)...
Ey(ei—1) 0 0 0
e —mw K—m0)— -+ —0—0—---

0 0 0 Ey(e;)
cee— 0—m0)0— - -—0—K—7] ---

Entdo, u deve ser tal que dim(u) = dim(I[ b, d]), para alguma representacdo intervalar.
Como em ind Q as classes de representacdo sdo unicamente determinadas pelos vetores

dimenséo, entdo u =1[b,d]. ]

158



Bibliogratia

[1]

[2]
[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

Neelam Venkata Prasad Akula. «A Proof Of Gabriel’s Theorem». Em: https://
www.utdallas.edu/~neelam.akula/notes/gabriels-theorem.pdf (2022).

Michael Atiyah. Introduction to commutative algebra. CRC Press, 2018.

Shaun V Ault. Understanding Topology: A Practical Introduction. JHU Press,
2018.

Jean-Daniel Boissonnat, Frédéric Chazal e Mariette Yvinec. Geometric and topo-
logical inference. Vol. 57. Cambridge University Press, 2018.

Frédéric Chazal et al. The structure and stability of persistence modules. Vol. 10.

Springer, 2016.

Harm Derksen e Jerzy Weyman. An introduction to quiver representations.
Vol. 184. American Mathematical Soc., 2017.

Alexander Engstrom. «Discrete Morse functions from Fourier transforms». Em:
Experimental Mathematics 18.1 (2009), pp. 45-53.

Robin Forman. «Morse theory and evasiveness». Em: Combinatorica 20.4 (2000),
pp. 489-504.

Robin Forman. «Morse theory for cell complexes». Em: Advances in mathematics
134.1 (1998), pp. 90-145.

Arnaldo Garcia e Yves Lequain. Elementos de algebra. Instituto de Matematica
Pura e Aplicada, 2006.

Allen Hatcher. Algebraic topology. AMS, 2005.

James E Humphreys. Linear algebraic groups. Vol. 21. Springer Science & Busi-
ness Media, 2012.

Jakob Jonsson. Simplicial complexes of graphs. Vol. 3. Springer, 2008.

Dahisy Lima e Daniel Miranda. Introducdo a Topologia Algébrica. https://
danielmiranda . prof.ufabc. edu.br/topologia-algebrica/topologia-
algebrica.pdf, 2023.

Elon Lages Lima. Grupo fundamental e espacos de recobrimento, 2a edicao.
IMPA, CNPq, Rio de Janeiro, 1998.

159


https://www.utdallas.edu/~neelam.akula/notes/gabriels-theorem.pdf
https://www.utdallas.edu/~neelam.akula/notes/gabriels-theorem.pdf
https://danielmiranda.prof.ufabc.edu.br/topologia-algebrica/topologia-algebrica.pdf
https://danielmiranda.prof.ufabc.edu.br/topologia-algebrica/topologia-algebrica.pdf
https://danielmiranda.prof.ufabc.edu.br/topologia-algebrica/topologia-algebrica.pdf

Bibliografia

160

Elon Lages Lima. Homologia basica. IMPA, 2009.
John Willard Milnor et al. Morse theory. 51. Princeton university press, 1963.

Konstantin Mischaikow e Vidit Nanda. «Morse theory for filtrations and efficient
computation of persistent homology». Em: Discrete & Computational Geometry
50 (2013), pp. 330-353.

Liviu I Nicolaescu et al. An invitation to Morse theory. Springer, 2011.

Ryan O’Donnell et al. «<Every decision tree has an influential variable». Em: 46th An-
nual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS’05). IEEE. 2005,
pp- 31-39.

Steve Y Oudot. Persistence theory: from quiver representations to data analy-
sis. Vol. 209. American Mathematical Soc., 2017.

Steven Roman. Advanced linear algebra. Vol. 3. Springer, 2005.

Joseph J Rotman e Joseph J Rotman. An introduction to homological algebra.
Vol. 2. Springer, 2009.

Ralf Schiffler. Quiver representations. Vol. 1. Springer, 2014.

Nicholas A Scoville. Discrete Morse Theory. Vol. 90. American Mathematical
Soc., 2019.

Audrey Terras. Fourier analysis on finite groups and applications. 43. Cam-
bridge University Press, 1999.



Indice

A,-quivers, 51

A,-quivers lineares, 53

R-modulo, 125

0-expansdo, 87

[-esqueleto, 10

[-esqueleto do esquema simplicial, 13
e-intercalagdo, 74

n-bordos, 21

n-cadeias celulares, 37

n-cadeias singulares, 25

n-ciclos, 21

n-célula, 35

n-célula aberta, 35

n-esqueleto celular, 36

n-gerador de homologia simplicial, 21
n-gerador de homologia singular, 26
n-modulo de persisténcia, 45
n-simplexo, 6

n-simplexo singular, 25

n-ésimo grupo de homologia simplicial, 21
n-ésimo grupo de homologia singular, 26
p-bordos, 4

p-cadeias, 4

p-ciclos, 4

p-ciclos homdlogos, 4

p-gerador de homologia, 4

adig¢do, 125
Algoritmo de Cdlculo dos Niimeros de Betti,
65

Algoritmo de Redug¢do de Matrizes, 67
arestas do grafo, 143
arestas do quiver, 50

associatividade, 133

base, 126
bordo, 8
bordo do simplexo, 20

caminho, 149

caminho trivial, 149

caractere, 113

categoria, 133

categoria das representagOes de um quiver
sobre o corpo K, 53

ciclo orientado, 149

coeficiente de tor¢do, 22

coface, 8

colagem, 34

colagem dos espagos topoldgicos, 34

colapso elementar; 11

complexo de cadeias, 3

complexo simplicial, 10

complexo simplicial de Cech, 42

composi¢do, 133

cone do esquema simplicial, 14

cone simplicial, 12

contrdtil, 130

coordenadas baricéntricas, 6

correspondéncia parcial, 70

161



Indice

custo bottleneck, 71

custo do par correspondente, 70

custo do ponto sem correspondéncia, 70
CW complexo de dimensdo finita, 36
CW-complexo, 35

célula, 35

célula aberta de dimensdo n, 35

célula de dimensdo n, 35

cddigo de barra de persisténcia, 58

decomposicdo de uma representagdo finito-
dimensional, 56

dele¢do, 14

diagrama de persisténcia, 58

dimensdo de um A-complexo, 19

dimensdo de um complexo simplicial, 10

dimensdo de um CW-complexo, 36

distancia bottleneck, 71

distancia de Hausdorff, 88

distdancia intercalada, 75

elemento neutro, 133

equivaléncia homotdpica, 130

escalares, 125

espaco das representagoes de dimensdo, 149
esquema simplicial, 13

estrutura de CW-complexo, 36

evasivo, 111

extensdo da representacdo, 151

extensoes equivalentes, 151

face de bordo, 8

filtragdo, 42

filtragdo de Morse, 123
filtragdo simplicial, 42
filtragdo simplicial de Cech, 43
finitamente gerado, 126
flechas, 133

forma de Cartan, 142

forma de Euler;, 141

162

forma de Tits, 142

forma simétrica de Euler, 142

funtor; 134
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grafo de Dynkin estendido, 144
Grp, 133

grupo de extensdo de Yoneda, 151

grupos de homologia celular, 37

homologia, 4, 21

homologia da filtragdo, 45
homomorfismo, 126
homomorfismo de cadeias, 4
homotopia, 129

homotopicamente equivalentes, 130

homotdpicas, 129
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imagem, 126

imagem do homomorfismo entre represen-
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logia, 49
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justaposicdo, 125
k-face, 8
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Lei do Mais Velho, 63
link, 14
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morfismo de grau €, 74

morfismos, 133
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multigrafo associado ao quiver, 143

modulo de homologia, 4
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modulo sobre R, 125
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ndo evasivo, 110

niicleo, 126
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poliedro, 10

politopo, 10

ponto final, 51

ponto inicial, 51

ponto interior, 7

pontos independentes, 6

pontos linearmente independentes, 6

positivo definida, 142

positivo semi-definida, 142

posto, 126

Primeiro Teorema de Isomorfismo para es-
pagos topoldgicos, 16

prisma, 30

produto, 125
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quiver de Dynkin estendido, 146
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drvores de decisdo, 106

subcategoria das representagoes finito-dimensionais

de um quiver, 53
subcomplexo simplicial, 10
subconjunto gerador; 126
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