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Resumo

Com a necessidade de se armazenar conjuntos de dados cada vez maiores, mais com-
plexos e dificeis de processar usando técnicas tradicionais de gerenciamento, tornou-se
necessaria a criagao de métodos computacionais cada vez mais sofisticados que suprissem
tais demandas, desse modo, uma nova area surgiu da confluéncia da Topologia Algé-
brica, Estatistica e Probabilidade: a Anéalise Topolégica de Dados. Essa area busca, a
partir de ferramentas topologicas, dar sentido e interpretar conjuntos de informacoes
que seriam extremamente dificeis por meio de processos convencionais. Dentre as di-
versas ferramentas desenvolvidas, a que usaremos ¢ a chamada Homologia Persistente.
Ela se utiliza do ferramental da Homologia para analisar nuvens de pontos, organiza os
resultados obtidos em grupos abelianos e os representa por meio de diagramas, c6digos
de barras e tabelas, o que nos permite reconhecer padroes de forma mais dindmica e
eficiente.

Nessa dissertagao mostramos como obter curvaturas especificas usando Homologia
Persistente. Os calculos de homologia persistente sao caracterizados por um conjunto
de intervalos chamados codigo de barra. Os intervalos longos representam o “sinal topo-
l6gico” e os intervalos curtos normalmente sao associados a ‘ruidos”. Nessa dissertagao
apresentamos evidéncias para contestar tal tese, mostrando que os intervalos curtos
codificam informagoes geométricas. Especificamente, mostramos que a homologia per-
sistente detecta a curvatura dos espacos dos quais pontos foram amostrados.

Palavras-Chave: Homologia Persistente, Analise Topologica de Dados, Curvatura
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Abstract

With the need to store increasingly large, complex, and difficult-to-process datasets
using traditional management techniques, it became necessary to develop increasingly
sophisticated computational methods to meet such demands. As a result, a new fi-
eld emerged from the convergence of Algebraic Topology, Statistics, and Probability:
Topological Data Analysis (TDA). This field aims, through topological tools, to make
sense of and interpret datasets that would be extremely difficult to analyze using con-
ventional methods. Among the various tools developed within TDA, the one we will
use is called Persistent Homology. It employs the machinery of Homology to analyze
point clouds, organizes the results into abelian groups, and represents them through
diagrams, barcodes, and tables, allowing us to recognize patterns in a more dynamic
and efficient way.

In this dissertation, we show how to obtain specific curvatures using Persistent Ho-
mology. Persistent homology computations are characterized by a collection of intervals
known as a barcode. Long intervals represent the “topological signal,” while short in-
tervals are usually associated with “noise.” In this dissertation, we present evidence
challenging this view, showing that short intervals encode geometric information. Spe-
cifically, we demonstrate that persistent homology detects the curvature of the spaces
from which the points were sampled.

Keywords: Persistent Homology, Topological Data Analysis, Curvature
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Introducao

Uma das subéreas da topologia ¢ a topologia algébrica, que como o nome sugere, utiliza-
se do ferramental algébrico, tais como grupos, anéis ou espacos vetoriais, para obter
informagoes e invariantes topologicos desses espacos.

Atualmente com o advento da computacao e a quantidade de informacoes aumen-
tando de modo significativo, foram necessario métodos cada vez mais sofisticados que
dessem conta de armazenar e analisar grandes quantidades de dados no menor tempo
possivel. Desse modo, uma nova area surgiu da confluéncia da topologia algébrica,
estatistica e probabilidade: a anélise topologica de dados, area que busca a partir de
ferramentas topologicas dar sentido e interpretar conjuntos de dados que seriam extre-
mamente dificeis por meio de processos convencionais. Dentre as diversas ferramentas
desenvolvidas a que usaremos é a chamada homologia persistente, ela utiliza métodos
algébricos para analisar a conectividade e os “buracos” multidimensionais em nuvens de
pontos, organiza os resultados obtidos em grupos abelianos e os representa por meio
de diagramas, codigos de barras e tabelas, o que permite uma visualizagao rapida e o
reconhecimento de padroes de forma dinamica e eficiente.

Hoje seu campo de atuacao se expandiu sobremaneira encontrando aplicagoes nas
mais diversas areas, podemos destacar a ciéncia de materiais, analise de formas, recons-
trucao de graficos, analise de progressao de doencas, teias cosmicas, propagacao viral
em redes, estudo de proteinas, roboética, redes neurais e tantas outras que extrapolam
os dominios das ciéncias exatas.

Nessa dissertacao mostramos como usar a homologia persistente para obter informa-
¢Oes acerca da curvatura de superficies com curvatura constante. Como pré-requisito
para sua leitura, é exigido apenas algebra linear basica, pois esse trabalho foi estrutu-
rado de modo que os assuntos sao introduzidos de forma gradual e orgénica. Evitamos
ao maximo que resultados e demonstragoes fossem omitidas de modo a tornar a leitura
o mais auto suficiente possivel. Para os resultados que optamos nao demostrar em proé
de uma melhor fluidez, deixamos indicado alguma referéncia que o fizesse.

No capitulo 1, apresentamos os pré requisitos algébricos para a compreensao dos te-
mas trabalhados. De modo sucinto, abordamos os R-moédulos, os complexos de cadeias
e a teoria abstrata dos grupos de homologia. Esse capitulo possui um tratamento pura-

mente algébrico, servindo como base para uma melhor compreensao dos conceitos que

XV



Contetido

serao tratados. Entretanto, sua leitura nao é condicao sine qua non uma vez que o0s
resultados que dele farao uso em contextos menos gerais serao novamente enunciados
e, quando necessario, demonstrados. Ele pode ser visto como uma extensao ao tema ou
um aprofundamento da teoria a qual a algebra dos complexos simpliciais se ancora.

No Capitulo 2 descrevemos os complexos simpliciais e descrevemos como obter re-
sultados topologicos desses objetos geométricos por meio da algebra simplicial. Intro-
duzimos as principais ideias que nos permitirao construir os Complexos de Cech e de
Vietoris-Rips. Por fim, abordamos os numeros de Betti, a caracteristica de Euler e as
filtragoes dos complexos anteriormente citados.

No Capitulo 3 introduzimos os espagos vetoriais persistentes e a homologia persis-
tente, teoria essa que se utiliza de filtragoes em complexos simpliciais para fazer anélise
de caracteristicas topologicas em conjuntos de dados. Também apresentamos alguns
algoritmos importantes como o algoritmo para computacao de nimeros de Betti em
filtracoes, algoritmo de pares persistentes e o algoritmo de computacao persistente ma-
tricial. Finalmente descrevemos como representar os resultados obtidos por meio de
codigos de barras, tabelas p-dimensionais e diagramas de persisténcia.

Por fim no Capitulo 4, mostramos como o ruido de um diagrama de persisténcia pode
ser utilizado e como ele guarda importantes informagoes acerca do espago ambiente.
Construimos o ferramental e apresentamos como utiliza-lo a fim de obter a curvatura

de um espaco com curvatura constante.

XVl



Algebra Homolégica

Algebra homolégica é um ramo fundamental da algebra desenvolvida inicialmente como
ferramental para lidar com problemas topologicos (grupos de homologia) mas cujo uso
se expandiu para diversas areas como geometria e teoria dos nimeros. Nesse capitulo
exploramos os conceitos centrais da élgebra homologica, as principais ferramentas algé-
bricas e a linguagem necessaria para compreender a homologia abstrata. Faremos uma
breve revisao sobre R-moédulos e apresentaremos alguns resultados estruturais sobre
tais objetos. Apresentaremos os complexos de cadeias, sequéncias interligadas de R-
modulos e homomorfismos colocando um olhar especial as chamadas sequéncias exatas,
que sao complexos de cadeias com certas propriedades especificas. Para quem desejar
se aprofundar mais nos resultados apresentados, sugerimos a leitura de (Hatcher, 2005),

obra classica sobre Topologia Algébrica.

1.1 R-mddulos

Definicao 1.1. Seja R um anel associativo com unidade 1. Um R-mddulo a esquerda

consiste em um grupo abeliano aditivo (M, +) e uma multiplicagao por escalar

RxM — M

(r,m) — r-m=rm
de modo que, para todo m,m' € M e todo r,r" € R, valem as propriedades:
i) r(m+m') =rm+rm/
i) (r+r")ym=rm-+1r'm
iii) (rr"Ym =r(r'm)
iv) Im =m.

De modo analogo definimos um R-médulo & direita como o grupo abeliano aditivo

(M, +) dotado de uma multiplica¢do por escalar que satisfaz as mesmas propriedades



1 Algebra Homolégica

acima fazendo-se os ajustes necessarios. E tacito que se o anel em questao for comuta-

tivo, nao faz sentido distinguir entre modulos & esquerda e a direita.

s

Definicao 1.2. Sejam M e N dois R-maodulos a esquerda, a aplicagio f: M — N €

um homomorfismo de R-modulos a esquerda se
i) f(m+m') = f(m)+ f(m')
i) f(rm) =rf(m)

para todo m,m’ € M e todo r € R.

Se esse homomorfismo for bijetor, diremos que se trata de um isomorfismo de R-
modulos e, nesse caso, M e N sao ditos isomorfos. Para S C M, dizemos que S é
um R-submoédulo de M se S é um R-modulo com respeito a agao de R sobre M e a

restricao da operagao + em M.

Definicao 1.3. Dado um R-submddulo N de M, definimos o modulo quociente de

M por N como sendo o grupo abeliano M/N com a estrutura de R-mddulo dada por
r(m+N)=rm+ N, Vre R, m e M.

E se ele for da forma N/im f para algum f : M — N serd chamado cokernel e

denotaremos por coker(f).
Teorema 1.4 (Teoremas do Isomorfismo). Dado um R-mddulo a esquerda M.
i) Seja f: M — N um homomorfismo de R-mddulo, entdo

M
ker f

=im f.

ii) Se My e My sao R-submddulos de M, entdao

~Y

M+ M, , M,
M, T MinMy

ii1) Se N e P sao R-submodulos de M e P C N C M, entdo P é um submddulo de

N e além disso
M/P ~ M

N/P N’

Definigao 1.5. A soma direta de uma familia arbitraria {M;},c; de R-mddulos que

serd denotada por @ M; € o submddulo de [] M; formado pelos elementos (v;)icr €
iel iel

@ M; com suporte finito, isto €, v; = 0 exceto para uma quantidade finita de indices.

iel



1.1 R-moédulos

Dada uma soma direta @ M;, podemos associar naturalmente dois homomorfismos:
i€l
e projegao m; : @ M; — M; para cada j € I;
iel
e inclusdo i; : M; — @ M, para cada j € I.
iel
Proposigao 1.6. Sejam M um R-mddulo e {M;};cr uma familia de submddulos de M.
Se M = @@ M, entao todo m € M pode ser escrito de modo unico como
iel

mi, + ... +my, comi, € I,m; € M,.

Dado um R-mo6dulo M, um subconjunto () # S € M, ¢ um conjunto gerador de
M se todo elemento de M puder ser escrito como uma combinacao linear de elementos

de S com coeficientes em R, ou seja, dado m € M,
k
m:ZTtmt, re € R,m; € S.
t=1

Nesse caso, denotamos M = (S). Um conjunto ) # B C M, é uma base de M
se todo elemento de M puder ser escrito de modo tinico como combinacao linear dos

elementos de B com coeficientes em R.
Definicao 1.7.

i) Um R-mddulo é finitamente gerado se admite um conjunto gerador finito.
ii) Um mdodulo é chamado de mddulo ciclico se for gerado por um elemento.

iii) Um R-mddulo é livre se possui uma base.

Definicao 1.8. Dado um R-mddulo M, o conjunto
Anl(M)={a€ R | am=0,¥Y m € M}

¢ denominado anulador do mddulo M. De modo andlogo definimos o anulador de um
subcongunto de M. Quando Anl(M) = {0}, diremos que M é um R-mddulo fiel.

Dado M um R-modulo, quando um elemento m € M for tal que Anl(m) = {0}
dizemos que m ¢é livre, caso contrario dizemos que m é um elemento de torgao, dito
de outro modo, m € M é de torgao se existe a € R,a # 0 tal que am = 0. Ele sera
livre de torcgao se todos os seus elementos nao nulos sao livres.

Um dominio de integridade ¢ um anel comutativo em que o produto de quaisquer
dois elementos nao nulos é sempre diferente de zero. Um dominio de ideais princi-
pais, ou DIP, é um dominio de integridade em que todo ideal é principal, isto é, pode

ser gerado por um tnico elemento.
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Teorema 1.9 (Estrutura de modulos finitamente gerados sobre um DIP). Sejam R um

dominio de ideais principais e M um R-modulo finitamente gerado. Entao

ME=RORT - ®ROR/(q1) - © R/{gm)

T VEZES

para algum r > 0 e elementos qi,...,qn € R diferentes de 0, 1 de modo que q; divide

G2, g2 divide g3, e assim sucessivamente.

Na decomposicao acima, os elementos qi,...,q, € R recebem o nome de fatores

invariantes de M e o inteiro r é chamado de posto livre de M, além disso:
e R"=R&---& R ¢ a parte livre de M,;
o R/{(q1) ® - ® R/{qn) é a parte de torgao.

Corolario 1.10 (Estrutura de grupos abelianos finitamente gerados). Seja G um grupo

abeliano finitamente gerado, entao podemos escrever G de modo unico como

2OL&®  DLDLyn, ® - & Ly,

rvezes

comr>0eny,...,ny, €Z tais que n; > 2 para todo j e n;lniyq para 1 < i <m — 1.

1.2 Complexo de cadeias

Definicao 1.11. Um complexo de cadeias (C,,d,) € uma sequéncia de R-modulo e

homomorfismos

dpt1 C d1 do
’ > Lptl 2

0

Co

Cys . Oy

em que vale a igualdade d, o dp1 = 0 para todo p € Z.

Dito de outro modo, um complexo de cadeias (Cy,d,) é um R-mddulo Z-graduado

c=pc,

PEZL

munido de um homomorfismo de R-mddulos d, : C,, — C,_; satisfazendo d,(C,) C
Cp—1 e também que d, o d,4; = 0.

Chamamos de p-cadeia a cada elemento ¢ € C,, e sempre que tivermos d,(c) = 0,
ele serd chamado p-ciclo (ou quando nao houver margem para duvidas, diremos apenas

cadeia e ciclo respectivamente).



1.3 Sequéncias exatas

Definigao 1.12. Seja (C., d,) um complezo de cadeias de R-mddulos.

i) Chamamos de operador bordo o homomorfismo d e quando quisermos nos referir

ao homomorfismo d, diremos p-ésimo operador bordo.
i) Quando dyiq1(c) = b dizemos que a p-cadeia b é o bordo da (p + 1)-cadeia c.

iii) O conjunto Z, contendo os p-ciclos é um submddulo de C,, ele é o nicleo do

homomorfismo d, : C, — Cp_1.

iv) O conjunto B, contendo as p-cadeias que sao bordos das (p + 1)-cadeias € um

submodulo de C,, ele ¢ a imagem do homomorfismo dpi1 : Cpy1 — Cp.

Das relagoes estabelecidas entre os conjuntos acima definidos, podemos extrair o
diagrama da Figura 1.1 adaptada de (Edelsbrunner, H.; Harer, 2022):

dp+2

Figura 1.1: Relagao entre os conjuntos de um complexo de cadeias.

1.3 Sequéncias exatas

Definicao 1.13. Dado um complexo de cadeias

dp dp 1

dpt2 dp+1
Cpy 2 ..

’ > Upt+l Cp

diremos que esse complexo ¢ uma sequéncia exata em C),, quando imd, ; = kerd,.

Quando uma sequéncia for exata em todo C,, diremos simplesmente que € uma se-

quéncia exata.

Dada uma sequéncia exata, o homomorfismo d,;; serd injetivo se, e somente se,
dy+1 = 0. Para demonstrar esse fato recordamos que d, 2 ¢ injetivo se, e somente se,

kerd,,; = {0}, e como ker d,; = imd,;2, obtemos o resultado esperado.
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Ja o homomorfismo d, serd sobrejetivo se, e somente se, d,—; = 0. Sendo d, so-
brejetivo se, e somente se, imd, = C,_;, de imd, = kerd,_;, obtemos o resultado
esperado.

Em particular, as sequéncias

0—>B-—1.Cce B2sCc—10

serao exatas se, e somente se, f for injetivo e g sobrejetivo.

Assim, a sequéncia

0 B—.¢C 0

serd exata se, e somente se, f for um isomorfismo entre os espacos B e C.

Definicao 1.14. Dados um complexo de cadeias, ¢ f : B — C', g : C' — D homo-

morfismos, a uma sequéncia exata do tipo

0—>B-—1 .02, D—>0

chamamos sequéncia exata curta.

Inferimos entao que uma sequéncia como a introduzida na Defini¢ao 1.14 sera exata

se, e somente se:
i) im f = ker g;
ii) f é injetora;

iii) g é sobrejetora.

Figura 1.2: A figura é a representagao de uma sequéncia exata curta. Ela inicia
e termina em espagos nulos sendo exata em cada um dos espagos B,
CeD.



1.3 Sequéncias exatas

Lema 1.15 (Lema dos 5). Dado um diagrama comutativo com duas sequéncias exatas

e «, 3,746, e homomorfismos tais que:

i) a € um epimorfismo;
it) B e d sao isomorfismos;
iii) € € um monomorfismo,

entao y € um isomorfismo.

AL . .p_ 9 . c_ ", p_i. g

SRR I A

At g S o M

Demonstra¢ao. Queremos mostrar que v : C — C’ é um isomorfismo e para tal,
mostraremos primeiro ser injetiva e posteriormente sobrejetiva.

Injetividade: Seja ¢ € C' e suponha que y(c) = 0, temos

Sendo ¢ um isomorfismo, segue que h(c) = 0 e portanto, ¢ € ker h. Pela exatidao da

sequéncia em C, ¢ € img. Seja b € B de modo que g(b) = ¢, temos

Desse modo, B(b) € kerg¢'. Pela exatidao da sequéncia em B’, 5(b) € im f'. Seja
a’ € A" de modo que f'(a’) = B(b). Sendo v um epimorfismo, existe a € A de modo

que a(a) = d/, temos

Uma vez que [ é um isomorfismo, f(a) = b e portanto, b € im f. Pela exatidao da
sequéncia em B, b € ker g, ou seja, g(b) = 0. Mas como g(b) = ¢, segue que ¢ = 0 como

querfamos e portanto v € injetora.
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Sobrejetividade: Seja ¢ € C’, sendo ¢ isomorfismo, existe um tnico d € D tal que

() = 6(d)
i'(W()) = i'(5(d))
0 =d'(6(d))

0 = €(i(d))

Uma vez que € é um monomorfismo, i(d) = 0 e portanto, d € keri. Pela exatidao da

sequéncia em D, d € im h. Seja ¢ € C' de modo que h(c) = d, temos

Da igualdade obtemos h'(¢’) — h/(y(c)) = 0 e sendo A’ homomorfismo, concluimos
que h'(¢ —~(c)) = 0, ou seja, [¢ —(c)] € ker /. Pela exatidao da sequéncia em C’,
[ —7(c)] € img'. Seja b € B’ de modo que ¢'(V') = ¢ —7(c). Sendo § um isomorfismo,
existe um tnico b € B tal que

b = B(b)
g'(¥) = g'(B(b))
= 7(c) = g'(B(b))
¢ =(c) = v(g(b))
¢ =7(g(b)) +(c)
Sendo v um homomorfismo, v(g(b) + ¢) = ¢’ e portanto ~y é sobrejetora. O

Definicao 1.16. Dada uma sequéncia exata curta C na forma:

0 B—1l.c—*.p 0

diremos que ela cinde se existe uma sequéncia exata curta C' na forma:

0 B-",.BeD -, D 0

e um isomorfismo ¢ : C — B @® D tal que o diagrama a sequir é comutativo:

0 B—L .c—% .p 0
%l ¢l i%l
0 B-2.BeD-"2.D 0




1.3 Sequéncias exatas
Lema 1.17 (Lema da Cisao). Dada uma sequéncia exata curta

0—>B-—1 .02 D—>0

as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) Existe um homomorfismo de R-mddulos f< : C — B tal que f< o f = idp.
ii) A sequéncia cinde.
ii1) Existe um homomorfismo de R-mddulos g : D — C' tal que g o g = idp.

Demonstracao. Usaremos a notagao ¢p para a inclusao de D em B @& D e mg para a

projecao de B@ D em B.

i) = 1) Primeiramente vamos provar que
C=ker fT ®imf.

Vejamos que C' C ker f< 4+ im f. Dado ¢ € C, podemos escrever ¢ = (¢ — f(f(c))) +
f(f<(c), com f(f<(c)) €im fec— f(fT(c)) € ker f<, uma vez que

Fe=f(57(0) = F (= (f(f7(0) = F7 () =ids(fT(c)) = [T (e) = fT(c) = 0.

Logo C' = ker f< +im f, dado que ker f +im f C (', por definicao de f< e f.

Provemos agora que ker f~ Nim f = {0}. Dado m € ker f© Nim f, temos que
f&(m)=0em= f(b), para algum b € B. Mas f<(f(b)) = f<(m)=0e f<(f(b) =
idg(b) = 0. Logo b =0 e m = 0. Portanto, C' = ker f* @ im f.

Para terminarmos a demonstracao, basta mostramos que ker f =2 D e im f = B.
Claramente, im f é isomorfo a B, pois pela exatidao de 0 — B ER C, f é injetora
(ker f = 0), e logo temos B = B/ ker f = im f, pelo Teorema do Isomorfismo.

Provemos que ker f< = D. Como, C' = ker f< @im f, dado c € C, ¢ = k+ f(b), para
algum k € ker f< e b € B. Sendo g sobrejetora, para todo d € D, existe ¢ = k + f(b)
tal que g(k + f(b)) = d, dai d = g(k) + g(f(b)) = g(k), pois kerg = im f. Assim,
para todo d € D, existe k € ker f<, tal que g(k) = d. Logo, g(ker f) = D. Se
g(k) = 0 entdo k € im f (por exatidao), e assim k € ker f< Nim f = k = 0. Logo,
a 1estrigdo glker p~ : ker f© — D é um isomorfismo. Finalmente, concluimos que
C=kerf"@imf=B&D.
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ii) = iii) Defina g~ = poip com ¢ = ¢~!, assim:

gog~ =go(poip)
:(QO@OiD
=Tpoip

=idp.

i1i) = 11) O argumento é analogo ao usado na demonstragao da primeira implicagao.
Vamos provar primeiramente que C' = ker g @ im ¢g~. Claramente, ker g + im g~ C C|
vejamos que C' C ker g +im g*. Dado ¢ € C, podemos escrever ¢ = (¢ — g (g(c))) +
9 (9(c)), com g~ (g(c)) € im g~ e c — g~ (g(c)) € ker g, pois

glc—g"(g(c))) = g(c) — 99" g(c) = g(c) —idp(g(c)) = g(c) — g(c) = 0.

Logo, C' =kerg +im g .

Finalmente, provaremos que ker g Nim g~ = {0}. Dado m € kerg Nimg*, temos
que g(m) = 0 e m = g (d), para algum d € D. Mas g(¢g-(d)) = g(m) = 0 e
9(g°(d)) =idp(d) = d. Segue qued = 0em = g (0) = 0. Portanto, C' = ker g&im ¢g* .
Por exatidao da sequéncia, temos im f = ker g e como f ¢é injetora, im f = B. Logo,
B = kerg. Como idp = g o ¢© é uma bijecao, g~ é necessariamente injetora, logo
im g~ = D. Portanto, C =kerg®img™ = B & D.

i1) = 1) Defina f< = 7p o ¢, assim:

fCof=(mpog)of
:WB°(¢0f)
=TgRoip

= idp.

1.4 Grupos de homologia

Dado um complexo de cadeias (C), d,,), uma vez que o homomorfismo d satisfaz dod = 0,

todo n-bordo é um n-ciclo, desse modo, temos que
0C B)(C)C Z,(C)SC, peZ
Desse modo, o quociente Z,(C')/B,(C') esta bem definido e, portanto, podemos definir

os grupos de homologia associados a um complexo de cadeias.
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Definigao 1.18. Seja (C), d,) um complezo de cadeias de R-mddulos, o p-ésimo grupo
de homologia associado ao complexro C' € definido como
kerd,  Z,(C)

IO = s = B,(O)

para cada p € Z. A soma H = @ H,(C) chamamos de homologia de (C,,d,) e

PEL
os elementos de H,(C) sao as classes de homologia dadas por [z] = z + B,(C) =
{z+dp1(x) 2 € Criq}.
Se z e 2’ sdo n-ciclos, temos que [z] = [2/] se, e somente se z—2' = d,1(x), para algum z €

Cpt1. Nesse caso, dizemos que z e 2’ sdo ciclos homoélogos.

Os grupos de homologia sao uma poderosa ferramenta para descobrir se uma sequén-
cia é exata, uma vez que, em casos assim, teremos H,(C) = 0 para todo p € Z. Um
complexo de cadeias com essa caracteristica é chamado aciclico. Afirmamos entao que,
um complexo de cadeias (C, p) seré aciclico se, e somente se for uma sequéncia exata.

Mais do que a exatidao de uma sequéncia, o estudo da homologia nos fornece infor-
magoes importantes sobre seu ker e coker e a partir disso, recupera informacoes acerca
da forma do objeto estudado e principalmente oferece ferramentas que nos possibilitam
afirmar quando tais objetos sao ou nao isomorfos.

O resultado a seguir, mostra como os elementos citados interagem entre si fornecendo
uma nova sequéncia, esse resultado é conhecido como Lema da cobra por conta de

sua identidade visual:

Teorema 1.19 (Lema da Cobra). Considere o sequinte diagrama comutativo formado

por linhas exatas:

0 B—.c—2.p 0
I B
0 B 2, 0

com B, e § homomorfismos. Entao existe uma sequéncia exata (em preto):

0 —— kerp . ker 7, ker57

¥
|
|

coker 3 7, coker 7y — 9, cokerd —— 0

11
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Demonstragao. Dado b € ker(() perceba que
vo f(b) = fopB(b) = f(0)=0, logo

f(b) € ker(y).

De modo anélogo, para ¢ € ker(7y) temos g(c) € ker(9).
Desse modo faz sentido definir f := f lker(8) € J := Glker(y)-

Suponha agora que [], [/] € coker(3), escrevemos [V'] = {b}, + im(J3) com b}, € B'}.
Se [b'] = [V'] segue que b, — b, € im(3) = b}, — b}, = B(b) com b € B. Temos que
F/(B(b)) = (£ (b)), logo f(b) € im(7), isto & f'(b) +im(y) = f'(b) +im(3).

De modo analogo podemos fazer para ¢, desse modo, faz sentido definir:

I +im(8)) = f'(¥) +im(y) e ¢(¢ +im()) = g'(¢) + im(s).

Para 1, note que da exatidao da primeira linha, g é sobrejetiva e como ker(d) C D,
podemos supor que para cada d € ker(§) existe um ¢ € C' de modo que d = g(c).

Pela comutatividade do diagrama, segue que 0 = §(d) = d o g(c) = ¢’ o y(c).

Dessa forma, y(c) € ker(¢’) e pela exatidao da segunda linha, existe um tnico ¥’ € B’
tal que f'(0') = v(c) (pois f’ € injetiva).

Podemos entao definir:

Y ker(§) — coker(f)
d +— [b'].

1 estd bem definida pois basta a existéncia e unicidade de b'.

Suponha ¢, ¢ € C' de modo que as igualdades a seguir sejam vélidas;

FI) =(e), f1(0) =7(@) e gle) = g(&) =d
note que g(c—¢) =d—d =0, isto é, c— ¢ € im(f) (pela exatidao da linha). Por fim,

c—é= f(b) com b € im(f), ou seja, y(c) —(¢) = f o B(b) € im(f’), por fim, ['] = [V].
Vejamos agora a exatidao em cada um dos pontos:

e Veja que a sequéncia é exata em ker(f) o que segue do fato de que se f é injetiva

entao sua restricao f também é.

e A sequéncia é exata em ker(7), pois dado m € ker(g), segue que m € ker(g).

Como g(m) = 0 temos que m = f(b) € im(f).

12
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Pela comutatividade do diagrama, f"o 5(b) = vo f(b) = v(m) = 0 e pela injetivi-
dade de f’ concluimos que 5(b) = 0, isto é, b € ker() mas como m = f(b) entao
m = f(b) e portanto, m € im(f).

Por outro lado, se n € im(f) C im(f) segue que goic(n) = 0, pela comutatividade
ipog(n) =0. Note porém que ip é inclusdo, entao temos que g(n) = 0 segue que
n € ker(g).

e A sequéncia é exata em ker(d), sendo m € ker(y), temos que m € ker(d), pela
sobrejetividade de g segue que m = g(c) para algum ¢ € C.

Note que ¢’ o y(c) = d o g(c) = 0, isto &, y(c) € ker(¢g’) e como a linha é exata,

existe um n tal que n = y(c) € im(f’).

Como m € ker(¢) temos que [n] = 0, em particular n = 5(b), assim

J'oB) =y o f(B) = y(c) = ¢ — f(b) € ker(7).

Note também que, g(c — f(b)) = g(c) — go f(b) = g(c) = m, o que implica que
m € im(g).
Por fim, r € im(g), existe ¢ € ker(y) de modo que r = g(c), e dessa forma,

v(c) = 0= f'(0), o que implica que ¥ ([r]) = [0].

e A sequéncia ¢ exata em coker(3) pois dado [m] € ker(f’), temos que:
[f'(m)] = 0 € coker(y), em particular f(m) = ~(c) € im(y).

Desse modo, § o g(c) = ¢' oy(c) = ¢’ o f'(m) = 0, ou seja g(c) € ker(d) e, pela

construgao de v, temos que [m] € im(v)).

Por outro lado, [n] € im(¢), pela forma como foi definida, temos f'(n) = 7y(c)

para algum b € B. Desse modo:

[f'(n)] = [0] € coker(), isto é , f' o d([n]) =0, para todo n € coker(3).

e E também exata em coker(f3), pois dado [m] € ker(¢'), temos que ¢'(m) = §(d)

para algum d € D, sendo g sobrejetora, temos que d = g(c¢) para algum ¢ € C,
logo [m —v(c)] = [m].

Note porém que ¢'(m — v(c)) = §(d) — d o g(c¢) = 6(d) — 6(d) = 0. Como a linha
¢ exata, existe um b’ € B’ tal que f'(') = m do qual, f/([t]) = [m].

No mais, se [n] € coker(3) como ¢’ o f/(n) = 0, temos f'og'([n]) = 0+im(5) = [0].

e Por fim, ¢ exata em coker(d), sendo ¢’ sobrejetiva, a projecao ¢’ também é.

13
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]

E necesséario destacar que o ponto mais importante desse teorema é a definicao do
homomorfismo 1 que chamamos de homomorfismo de conexao que como veremos
desempenha um papel importante em vario momentos da teoria, mas, em particular,

sera imprescindivel no Lema do Zig-Zag que sera apresentado mais a frente.

Lema 1.20 (Lema de Mayer-Vietoris). Seja

fp 9p Pp fp—1 9p—1
B, C, D, —'~ B, ; % C,_, D,
Iy 9y by b1 9p_1
/ P / P / P / P / P !
Bp Op Dp Bp—l p—1 Dp—l

um diagrama comutativo formado por linhas exatas, se 6, € um isomorfismo para todo
p € 7, entao existe uma sequéncia exata chamada Sequéncia de Mayer-Vietoris da
forma

Up 510_ 19;)

=1
P !
Yol y By ——

(prfp)

> B, » B, ® C,

Os detalhes para a prova desse resultado podem ser encontrados em (Hatcher, 2005).

Definicao 1.21. Sejam dois complexos de cadeias C = (Cy,d,) e C' = (C,,d}), um
morfismo f :C — C' é uma sequéncia de homomorfismos f, : C, — C, com p € Z
tais que f,ody1 = d;>+1 o fpt1 para todo p, ou em outras palavras, todos os retdngulos

a sequir sao comutativos

dp+1 dp
- Oy C, Cpy — -
fp+1l fpl fp*ll
d d
' p+1 1 P !
— c L

Proposigao 1.22. Sejam dois complexos de cadeias C e C' e um morfismo de cadeias

[, entao para cada p € Z a aplicagao f, : C, — C, induz um homomorfismo:

(f*)p: Hp<c) — Hp(cl)
[z]  — [fp(2)]:

Demonstragao. Fixe p € Z, dados [z] e [y] € H,(C) de modo que [z] = [y], temos:

(7] = {z +dpa(2), 2" € Cou} ={y+dpr(v)), ¥ € Cpia} = [y],

14
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ou seja, y = = + dp41(2) para algum z € Cp4q, de sorte que
fp(y) = fp(J:) + fp © p+1(z) = fp(x) + d;n-&-l o fp+1(z) = fp(x) + d;+1(2/)-

Desse modo, f,(y) € {fp(z) +d,,(z'), 2" € Cp,,}, do qual, [f,(y)] = [fp(7)] 0 que
mostra que (f,), estd bem definida. Por fim, note que, sendo f, um homomorfismo,

implica que (f), também serd, uma vez que:
(@) + )] = [fo(z) + fo(v)] = [folz +y)]

klfp(0)] = [kfp(y)] = [fn (k)]

Definicao 1.23. A colecio de homomorfismos (f)p definidos acima, damos o nome

de homomorfismo induzido por f .

Proposigao 1.24. Se (idc), € o morfismo identidade entdo (id.), € a identidade em
H,(C).

Demonstracao. Note que para cada p € Z:

(id.)([2]) = lide, ()] = [z]

Proposigao 1.25. Dados f : C — C' e g : C' — C" morfismos de cadeia entao

(gOf)*:g*Of*.

Demonstracao. Dado p € Z, temos:

(gp © fp)*[x] = [gp © fp(x)] = (gp)*[fp(x” = (gp>*((fp)*[x]) = (gp)* © (fp)*[x]

Definicao 1.26. Sejam B,C e D complexos de cadeia e f : B — C, g : C — D

morfismos de cadetas. A sequéncia de complexos de cadeias

0—>B-—L.c-2.pD_— .9

15
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¢ dita exata se o sequinte diagrama é comutativo:

dp+1 i1 dyia
Ip 9p
0 B, c, D, 0
dp d;, d’?f
fp— 1 gp—1

Note aqui a importancia do homomorfismo de conexao que introduzimos no teorema
1.19, ele faz mengao ao morfismo v, : ker d;; — coker d,,, o Lema da Cobra nos garante

que, para todo p € Z, o homomorfismo 1, existe e estd bem definido, além disso, temos:

ker d” kerd,_,
H, (D) = P H,_ =P
»(D) imdgJrl ¢ p-1(B) im d,

Dado d € ker d;, tomamos sua classe [d] € H,(D). Pela construgao de ¢, b = ¢ (d) €
B

»—1 ¢ tal que

dy_y 0 fp-1(b) = dy_y 0 d)(c) =0,

p

logo, fy,—2 0d,_1(b) = 0. Sendo f,_, injetiva, temos que b € kerd, ;. Em particular,
a classe [b] € H,_1(B) ¢ a mesma que [b] € coker d, entdo podemos definir (). como
segue:
(Up)s o Hy(D) —  Hyp1(B)
[ — (d)=[0].

Note ainda que, se [d1], [d2] € H,(D) sdo tais que [d1] = [do], dy —dy = d € im d}), , pela
sobrejetividade de g, 1, existe ¢’ € Cpy1 tal que g,41(c’) = d. Temos que g, od,,, (c) =
dy — ds.

Pelo Lema da Cobra, se ¢(d; — dy) = [b] entao f, 1(b) = d, o d, ,(c) = 0, logo
[b] = [0]. Portanto (¢,). esta bem definida.

De posse dessas informacgoes, vamos enunciar e demonstrar o Lema do Zig-Zag.

Teorema 1.27 (Lema do Zig-Zag). Sejam B,C e D complezxos de cadeia e uma sequén-

16
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cia exata curta

0—>B-—1.c-2.p_— .9

entdo existe um homomorfismo graduado 1, = {1, }pez com

(Vp)s : Hp(D) —> Hp-1(B)

de modo que a sequéncia a sequir € uma sequéncia exata longa:

fp 1)+ (gp+1)+
Hy41(B) =5 Hya(C) == Hypii (D)
j (d’erl)

L
[" Hp —)*’Hp(c>ﬂ’ HP(D) j(%)*
L

(fp 1)x (gp—1)=
Hp 1 p—l(c) > p—l(D)
j(% 1)

L

Demonstracao. Seja p € Z, note que:

e Vejamos que a sequéncia ¢ exata em H,(C') pois im(f,) = ker(g,), dado que para
[m| € H,(B) temos

(gp)* © (fp)*([m]) = [gp © fp(m)] = [0] = 0.

Ainda, se [n] € ker ((gp)*), gp(n) =dj, ().

Pela sobrejetividade em ¢,+1 podemos supor que existe ¢ € Cy,;1 de modo que

d! 1 0 gpr1(c) = gp(n) e pela comutatividade do diagrama

gp(n —d,,,1(c)) = gp(n) — gp(n) = 0.

Uma vez que a linha p é exata, existe b € B, tal que f,(b) =n —d/

br1(c). Temos

dy o fo(b) = dy(n) = dy,,1(c)) = di(n) — d} 0 dyy 1 () =0 =0 =0,

Logo, 0 = d; o f,(b) = f,—1 0 dy(b) e como f, 1 é injetiva, segue que d, = 0 do

qual obtemos:

(fp)+([0]) = [fp(b)] = [n = dy1(c)] = [n] e portanto [n] € im(f,)..
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18

e Vejamos agora que a sequéncia é exata em H,(D):

Dado [m] € im((g,)«), tome ¢ € C, tal que g,(c) = m.

Perceba que d,(c) € ker(g,1), existe b € B,_; tal que f,_1(b) = d},(c).
Pela definigdo de (1), temos (¢,).([m]) = [fp—1(b)]. Pela defini¢ao de H,(C)
temos d;,(c) = 0 e portanto, [f,_1(b)] = [0], ou seja, (¥,).([m]) € ker((¢p)«).

Para a inclus@o inversa, suponha [n] € ker((,).), assim, v,(n) = d,(b) para
algum b € B,. Pela construgao de 1 podemos supor que ¢ € C, é tal que
fo10dy(b) = d(c). A partir da comutatividade do diagrama, obtemos dj, o
fp(b) —d (c) = 0 entdo:

(9p)+([fp(b) = c]) = [gp © fp(b) = gp(c)] = [=gp(c)] = [-n] = [n]
pois im(f,) = ker(g,) em particular [n] € im((gp))-

Por fim, a sequéncia ¢ exata em H,_(B) pois para [m] € ker((f,)), [fo(m)] = [0],

isto &, f,(m) = d,,(c) para algum c € C},. Suponha que d = g,(c), temos que:

d}'(d) = dZ o gp(c) =gp-10 d;(c) = gp-10 fp-1(m) =0.

Desse modo, pela defini¢ao de 9 temos:

(Vp)+([9p(0)]) = [thn © gp(c)] = [m],

de onde segue que [m] € im((¢,).). Por outro lado, se [n] = (¢,).([d]) para algum
d € Dy, segue que f, 1(n) = d;(c) para algum ¢ € C,_;, de modo que g,(c) = d.

Desse modo:

(fo-1)+([n]) = [fp-1(n)] = [d,(c)] = [0].



Homologia Simplicial

Intuitivamente um complexos simplicial ¢ um objeto combinatoério construido a partir
da uniao de estruturas bésicas chamadas n-simplexos. Essas estruturas sao generali-
zagoes n-dimensionais de tridngulos (em dimensoes visualizéveis, pontos, segmentos,
tridngulos e tetraedros). Veremos nesse capitulo a formaliza¢ao dos complexos sim-
pliciais bem como os conceitos fundamentais da homologia simplicial. Veremos ainda
como as cadeias, bordos e ciclos interagem nesses objetos, como construi-los e como
calcular seus grupos de homologia. Como ponto principal, apresentaremos a algebra
homolégica e mostraremos como essa ferramenta nos permite compreender a estrutura e
a forma dos complexos simpliciais em um contexto algébrico rigoroso. Apresentaremos
os numeros de Betti e como usa-los para distinguir espagos topologicos diferentes. Por
fim, definiremos filtracao e mostraremos como construir uma a partir dos Complexos de
Cech e de Vietoris-Rips. Como principais referéncias para esse capitulo utilizamos os
livros (Boissonnat; Chazal; Yvinec, 2018) e (Edelsbrunner, H.; Harer, 2022) e as notas
de aula (Lima, D.; Miranda, 2023).

2.1 Complexos simpliciais

Definigao 2.1. Dado um conjunto de pontos V' = {vg, vy, ..., v} afim-independentes,
ou seja, tal que os k vetores vi — vy, ...,V — Vg Sao linearmente independentes, um k-
simplexo o = (vg ... vg) serd o menor fecho convexo desses (k+1) pontos. Veja Figura
2.1. Por convenc¢ao, assumiremos que {vo} € sempre linearmente afim-independente.

Dizemos que a dimensao do k-simplexo € k.

o U2 U2

Vo
U3
Vo Vo (%1 Vo
U1

Figura 2.1: Exemplos de 0, 1, 2 e 3-simplexo.
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2 Homologia Simplicial

Dado um conjunto de pontos V' = {vg,v1,..., v} e um simplexo o que os contém,

dizemos que um ponto x € R" faz parte de o se e somente se ele pode ser escrito de

modo tnico como combinagao linear de {vg, vy, ..., v}, ou seja, x = N\gvg+ A\jv1 +...+
Mg sendo A\; > 0 para todoi = {0,1,...,k} e Ag+ A\ + ... + A\ = 1. Dizemos que
(Ao, A1, ..., Ax) s@o as coordenadas baricéntricas do ponto z.
Proposicao 2.2. Dados {vg,...,vx} CR"™, sao equivalentes:

i) {vo,..., v} CR"™ é geometricamente independente;

k k k k
i) Se > Av; = > azu; com YN =Yy, entdo N\; = oy, para todo i =0,--- k.
i=0 i=0 i=0 i=0

k k k k
Demonstragao. i) = i) Se Y \v; = Y. cyu; com Yy N = Y «, entao
i=0 i=0 i=0 i=0
k k
Z)\ﬂ)i — ZCYi’l)i = 0
i=0 i=0
k k
Z(/\Z — Oéi>1)i — Z(/\Z — Oéi)l)() = O
i=0 i=0
k
Z()\Z - ai)(vi — Uo) =0.
i=1
Sendo {v; — g, ..., v — v} linearmente independentes, segue que \; = «; para todo
k k
i=1,..., k. No mais, como > \; = > «;, ou seja, \; =
~ ~
k ' ' k k
i) = i) Se > A\i(v; —vg) = 0, entdo > Av; = > Avy = 0, por hipotese todos
i=1 i=1 i=1
os coeficientes devem ser nulos, ou seja, \; = 0 para todo ¢ = 1,...,k, desse modo,
{v1 —vo,...,v — v} é linearmente independente. ]

Proposicao 2.3. O k-simplexo o = (vy ... v) € tal que

k k
<U0...?Jk>:{za/ivi|04i206Zaizl}.
=0 i=0

Definicao 2.4. Dado um k-simplexo 0 = (vg...vg), ao simplexo T = (v, ...v;,) com
{vigy -y v, } CTHvo, ..., vk} para 0 < n <k damos o nome de face de o. Se T for uma

face de o, denotaremos tal fato por T < o.

Definicao 2.5. Dado um k-simplexo o gerado por {vo,...,v;}, a remogdo de um
vértice v; resulta em um (k — 1)-simplezo que compoe as faces (k — 1)-dimensionais

(Vo ... V;i_1Vis1 ... ). Tais faces sao chamadas faces de bordo. A i-ésima face de
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2.1 Complexos simpliciais

o € representada por (vy...U;...vx) no qual U; significa que o vértice v; foi suprimido
de (vg...vg), ou seja, (Vg...0;...v5) = (Vg ...V 1011 ... V). Também dizemos que o

(k — 1)-simplezo (vy...V;...v;) € a face oposta ao vértice v;. Veja Figura 2.2

k-simplexo Bordo face oposta a vg
U1 Vi e Vi e
Vo Vo @
V2 Vg U2
Vo U1 Vo V1 (%1
V2 (] U2
U3 Vs U3
Vo Vo
(%1 U1 U1

Figura 2.2: Exemplos de 1, 2 e 3-simplexos, seus respectivos bordos e as faces
opostas a vg.

Dado um k-simplexo o gerado por {vy,..., v}, temos que:

i) Se todas as coordenadas baricéntrica de um ponto s € o sdo positivas, dizemos

que s é um ponto interior de o.

ii) O conjunto de todos os pontos interiores de ¢ é convexo e ¢ chamado de simplexo

aberto e ¢ denotado por o.
iii) Um ponto de o que nao é ponto interior é chamado de ponto de bordo.

iv) O conjunto de todos os pontos de bordo de o é chamado de fronteira ou sim-

plesmente bordo de ¢ e é denotado por do.

Dessa forma, podemos dizer que um simplexo aberto é dado por =0 —00.

A uniao de todas as faces de bordo de um k-simplexo corresponde ao bordo dele e
por definicao, o conjunto () é considerado face de qualquer k-simplexo.

Assim, pelo exposto, podemos concluir que um simplexo ¢ é um conjunto convexo,
conexo por caminhos, compacto e fechado e o interior de um simplexo é um conjunto

. , o
convexo, conexo por caminhos e aberto. Por fim, o é o fecho de o.
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2 Homologia Simplicial

2.1.1 Orientacao de um simplexo

Vamos nesse topico estabelecer uma orientacao para os simplexos, ela sera conveniente
quando formos calcular suas homologias. Existem exatamente (k+1)! maneiras distintas
de ordenar os vértices de um k-simplexo, diremos que duas dessas ordenagoes sao equi-
valentes quando uma delas puder ser obtida da outra por meio de uma permutagao par
de seus vértices. Dentre essas ordenagoes obtemos duas classes de equivaléncia. Para
k = 0, convencionamos a orientacao pela escolha de um sinal + ou — acompanhando o

0-simplexo.

Definigao 2.6. Se k > 0, uma orientacao para um simplexo o = (vg...v;) € uma
escolha de uma classe de equivaléncia na ordem dos vértices de o. Esse mesmo simplexo

munido da orientacao oposta serd denotado por —o.
Definicao 2.7. Um sitmplexo orientado é um simplexo munido de uma orientacao.

A titulo de representacao em dimensoes visiveis, é comum denotarmos a orientacao de
um 1-simplexo (vgv;) por uma seta indo de vy para vy, consequentemente sua orientacao
oposta é uma seta indo de vy para vy. A orientagao de um 2-simplexo (vov;v2) por uma
seta circular com orientacao oposta representada por uma seta circular em direcao
oposta. Por fim, as orientagoes de 3-simplexos (vov1v9v3) por setas helicoidais como

mostra a Figura 2.3:

Vg
4+ o —» o &_J
Vo Vo U1 Vo U1
(vo) {vov1) (vov1v2) (vov1v2V3)
V2
— o L —) '\_)
Vg Vg U1 Vo U1
—<Uo> <U1’Uo> <U0U21)1> U()’Ugvﬂ)g

Figura 2.3: Orientacdo (e orientagao oposta) em 0, 1, 2 e 3 simplexos.

A ordenagao dos vértices de um k-simplexo induz uma orientacao em cada uma de

suas faces (k — 1)-dimensionais.

Definicao 2.8. Dado um k-simplexo 0 = (vovy...vx), uma orientagao induzida

em uma face (k — 1)-dimensional de o é uma ordenagdo em seus vértices dada por

g; = (—1)z<’00 .. il\l .. .Uk>.
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2.1 Complexos simpliciais

V2 ()
Vg -
Yo i Vo vy o
(2 !
(vov1) (vov1v2) (VoV1V9V3)
V2 V9
(vav0) (v1v9)
[ ] [ ] ,US
—Vo 1 Vo U1 Vo
0
—(vo) (v1) (vovr) (v1v3v2);  (UgVav3);
(vovgv1);  (Vov1v2)

Figura 2.4: Orientac¢oes induzidas nas faces de simplexos orientados.

Sendo assim, ao orientarmos um simplexo k-dimensional, suas faces de dimensao
(k—1) herdam as orientagoes induzidas como mostra a Figura 2.4, entretanto, isso nao

ocorre com as faces de dimensao (k — 2) como veremos a seguir:

Proposicao 2.9. Seja 0 = (vg...v;) um k-simplexo orientado e T uma face (k —
2)-dimensional de o, T pertencerd a duas faces de dimensao (k — 1), do qual, cada

orientacao induzida por o, induzird uma orientagcao oposta em T.

Demonstragao. Seja p uma face de o obtida ao suprimir os vértices v; e v; com ¢ < j.

As faces (k — 1)-dimensionais de o que contém 4 com suas orientagoes induzidas sao:
o= (=1)"vy...0...0p) e o;=(=1){vg...0j...0).
Por sua vez, as orientagoes que o; e 0; induzem em g sao respectivamente,
(0:); = (1) Nvg.. 0.0 ...vp) e (0)i= (=) {vg...0;...0;...0),

que correspondem a orientagoes opostas em f. ]

Definicao 2.10. Um complexo simplicial é um conjunto finito K de k-simplexos

satisfazendo as sequintes propriedades:
i) Seoe K et <o entioT € K;

ii) Sece KereKentioocNt=0ouoNt<o,T.
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2 Homologia Simplicial

U7
(%) Vg A " (%)
6
(%] on
V3 @
Us

Vo Vo U1
U1

Figura 2.5: A esquerda um exemplo de complexo simplicial. A direita a unido
de dois simplexos que nao resultou em um complexo simplicial

Definicao 2.11. Dado um complexo simplicial K, um subcomplexo simplicial L é
uma subcolegao de simpleros de K que também é um complexo simplicial. Dado | > 0,
definimos o l-esqueleto de K denotado por K' ao subcomplezo formado por todos os
simplexos de K cuja dimensao é menor ou igual a .

Por fim, dado um complexo simplicial K e um l-esqueleto K C K' C ... C K!
em que K° € formado unicamente pelos vértices de K, dizemos que a dimensdao do
simplezo K ¢ | se K'"' # K mas K! = K.

2.2 Homologia simplicial

2.2.1 Moébdulos das p-cadeias simpliciais

Definicao 2.12. Dado um complexo simplicial K, o p-ésimo modulo de cadeias
simpliciais C,(K) é o mddulo livre que consiste de todas as combinagoes lineares de

p-simplexos o, na forma Y Ao(0,)a com Ay € R. Para p <0, C,(K) = 0.

Definigao 2.13. Definimos o homomorfismo de bordo (também conhecido por di-

ferencial) para p > 1 como a aplicagao

9, C\(K) — C_y(K)

p
=0

A Figura 2.6 nos da uma intuigdo. A definigao é estendida por linearidade a toda
p-cadeia simplicial, o que esta bem definido pois os modulos de cadeias simpliciais sao

livres. Para p < 0, definimos 9, = 0.

Lema 2.14. Dado um complexo simplicial K, o homomorfismo de bordo satisfaz 0,1 o

0, = 0 para todo p € Z.
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2.2 Homologia simplicial

Demonstracao.
P
Op-100p(vo ... 1) = > (=1)'Op_1(vg... i ... vp)
i=0
=Y (=D vy By Trup) + > (D) g BT y) = 0
1<j 1>7
O
R d(vovr) = (v1) — (vo)
[ ) [}
—7Up (%1
V2 (%)
& O{vov1v2) = (v1v9) — (Vova) + {Vguy)
(%) (%1
Vo (%1

8<UOU1U2U3> = <’U1'U2U3> — <UOU2’U3>

+<UOU1U3> - <UOU1U2>

Figura 2.6: Homomorfismo de bordo em 1, 2 e 3 simplexos.

De posse desse resultado, podemos afirmar que o par (C,(K), 0,) forma um complexo
de cadeias de acordo com a Definicao 1.11 que serd chamado complexo de cadeias

simpliciais de K. Assim obtemos a seguinte sequéncia de homomorfismos entre médulos

e Oy (K) 2 CU(K) -2 Oy (K) — -+ —— C1(K) —2 Co(K) -2 0

em que vale d,_; o 9, = 0 para todo p. Desse modo, todas as nocoes apresentadas na

Secao 1.2 sao validas, em particular:

i) O Modulo Z,(K) contendo os p-ciclos é o subconjunto de C,(K') chamado médulo
dos p-ciclos . Ele é o niicleo do homomorfismo 0,(K) : Cp(K) — C,_1(K), isto
é, Z,(K) = ker 0,.
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2 Homologia Simplicial

ii) O Modulo B,(K) contendo os p-bordos é o subconjunto de C,(K), chamado
modulo dos n-bordos . Ele é a imagem do homomorfismo 0,41 : Cpiq (K) —
Cp(K), isto &, B,(K) =imJdpi;.

Ainda, dado que 9,_; 00, = 0 para (C,(K), d,), temos a seguinte cadeia de inclusoes,
0C B,(C) € %,(C) € Gy(C),

Desse modo, esta bem definido o quociente Z,(K)/B,(K), o que nos possibilitara definir

as classes de homologia simplicial.

Definigao 2.15. Dado um complezo de cadeias (Cy(K),0,), 0 mddulo de homologia
simplicial H,(K) de dimensdo p € definido como
kerdp  Z,(K)

1) = 400 = By

para todo p € Z. A soma direta H.(K) = @ H,(K) chamamos de homologia sim-
pEZ
plictal do complexo K.

E comum empregar o termo “grupo de homologia” para se referir, de forma genérica,
aos modulos de homologia.

Dado que o principal objetivo da homologia simplicial é descartar os ciclos de um
complexo simplicial que também sao bordos, definimos uma relagao de equivaléncia em
Z,(K) que ira nos ajudar a sanar tal problema.

Temos que dois ciclos z; e 22 € Z,(K) sdo homologos (z; ~ 23) se tem por diferenga

apenas um bordo, ou seja, 21 — 29 € B,(K). Veja Figura 2.7

(% %) V2

U1 Us vy Us vy e U3

IPN VR T U3 Uy V3 N

Figura 2.7: O ciclo z; (em vermelho) e 2z (em azul) sdo homologos pois sua
diferenca é o bordo de um triangulo.

A relagao de equivaléncia ~ particiona os p-ciclos Z,(K) em um unido de subconjuntos
disjuntos chamados classes de homologia denotados por [z] = z+ B,(K) = {z+0,41(c) :
ce Cpii(K)}.

Definicao 2.16. Dizemos que um complexo simplicial K é conexo por caminhos se
para cada par de vértices em K, existe um caminho formado por um niumero finito de

arestas ligando um vértice ao outro.
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2.3 Caracteristica de Euler e niumeros de Betti

Proposicao 2.17. Seja K um complexo simplicial, entdo Ho(K) 2 R <= K ¢é

conexo por caminhos.

Demonstracao. Seja V' o conjunto dos vértices de K, observe que todo v € V' é um ciclo
uma vez que 0v = 0 e que nenhum v € V' é bordo pois as 1-cadeias sdo da forma (v;v;)

e portanto, d(v;v;) = v; — v;, do qual [(v)] € Hy(K). Dito isso, temos que:

(<) K é conexo por caminhos, desse modo, tomados dois vértices v e w quaisquer

de K, existem arestas {(vov1),. .., (vx_1vk)} para v = vy € v, = w que os ligam.
Note que: O((vov1) + - - - + (Vg_1U)) = (V1 —vo) + (V2 —v1) + -+ + (v — Vp—1) =
v — Vg = w — v, ou seja, [v] = [w] para todo v e w € K e portanto Hy(K) é

gerado por uma unica classe [v], logo, Hy(K) = R.

(=) Se Ho(K) = R, quaisquer dois vértices v e w possuem a mesma imagem em
Hy(K), ou seja, v — w € By(K). Desse modo, existe uma cadeia de arestas
{{vov1), ..., (vk_1vg) } de tal modo que v = vy e w = vy, ou seja, v e w pertencem

a uma mesma componente, e portanto, K é conexo por caminhos.
[

Corolario 2.18. Seja K um complexo simplicial finito nao conexo, com k > 1 compo-

nentes conezas, entio Ho(K) = RF.

k
Demonstragao. Note que podemos escrever K = |J K;, com K; conexo para todo i,

=1

temos que Hy(K) = Ho(K4) @ - - @ Ho(K}) que segue pela proposigao anterior. O
Uma vez que Hy(K) nos permite inferir a quantidade de componentes conexas exis-
tentes em um complexo simplicial K, como podemos interpretar H;(K) e Hy(K)?
Tomando um complexo simplicial K, o conjunto Z;(K) contém os elementos ¢ €

tais que ¢ = > A\,0, = 0 0 que visualmente pode ser interpretado como um “buraco”

unidimensionaoi.

Por outro lado, By(K') contabiliza os ciclos b provenientes de algum 2-simplexo de
c € Cy de tal modo que O(c) = b. Dessa forma, o quociente H,(K) = Z,/B; conta-
biliza apenas os ciclos que nao sao bordos de algum 2-simplexo, ou seja, os “buracos”
unidimensionais existentes em K.

Usando um raciocinio analogo para Hy(K), o que estd sendo contabilizado sao os
ciclos que nao sao bordos de algum 3-simplexos, ou seja, contabiliza a quantidade de

“buracos” bidimensionais existentes em XK.

2.3 Caracteristica de Euler e nimeros de Betti

A caracteristica de Euler (também conhecida como caracteristica de Euler-Poincaré) é

o invariante topologico mais conhecido, isso ocorre pelo fato de, nao obstante todo o
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2 Homologia Simplicial

ferramental necessario para entender e demonstra-lo, ele é ensinado ja no ensino bésico,
ainda que de modo simplificado. Euler foi o primeiro matemaético a apresentar resulta-
dos consistentes relacionados ao assunto por meio da férmula V' — A + F = 2 no qual
V é o nimero de vértices, A o nimero de arestas e, por fim F, as faces de um poliedro
P € R3. Euler acreditou ter demonstrado esse resultado para o caso geral mas certa-
mente considerou apenas os poliedros homeomorfos & esfera S? vide Figura 2.8 retirada
de (Lima, D.; Miranda, 2023), o que de fato para esse caso esta correto como veremos a
seguir. Apos um longo periodo e muito trabalho realizado, coube ao grande matematico
Henri Poincaré dar um real significado para a féormula, estender a compreensao acerca
do resultado e por consequéncia, dar inicio a uma nova area de estudos, a Topologia
Algébrica. Poincaré em seu classico trabalho Analysis Situs introduziu importantes
conceitos como grupo fundamental e homologia simplicial, apresentou diversos resulta-
dos e conjecturas importantes e relacionou os niimeros de Betti & formula mencionada
anteriormente. Para nossos propositos, os poliedros analisados por Euler nada mais sao

que complexos simpliciais “bem comportados”.

Figura 2.8: Exemplos de solidos cujas faces podem ser triangularizadas e para
os quais vale a relacao V — A+ F = 2.

Definicao 2.19. Dado um complexo simplicial K de dimensao m, seja ¢, o nimero de

p-simplexos em K. Definimos a caracteristica de Fuler-Poincaré x(K) como

Definicao 2.20. Dado um complexo simplicial K de dimensao finita, definimos o i-

ésimo numero de Betti de K como:
Bi(K) = rank(H;(K)).

Obviamente, se H;(K) ¢é trivial, temos que 3;(K) = 0, no entanto, a volta nao é
valida, ou seja, B;(K) = 0 ndo implica que H;(K) seja trivial, por exemplo, H;(K)

pode ser apenas a parte de torcao.



2.3 Caracteristica de Euler e niumeros de Betti

Vamos portanto, relacionar a caracteristica de Euler-Poincaré de um complexo sim-
plicial K aos seus grupos de homologia, mais especificamente aos niimeros de Betti,

temos o seguinte teorema:

Teorema 2.21 (Euler-Poincaré). Dado um complexo simplicial K de dimensao finita

m, temos que
m

X(K) = (1) Bi(K).

1=0

O teorema afirma que a caracteristica de Euler-Poincaré de um complexo simplicial
K ¢é a soma alternada de seus nimeros de Betti. Para tal, é preciso além dos grupos de

homologia, o seguinte resultado:

Proposicao 2.22. Dada uma sequéncia exata curta de modulos e homomorfismos

0 B C D 0,

se C tem dimensao finita, entao
rank(C') = rank(B) + rank(D).

Em particular, se D é um médulo com dimensao finita, e se G é um subméddulo de
D, entao
rank(D) = rank(G) + rank(D/G).

De posse desse resultado, vamos finalmente a demonstracao do teorema enunciado:

Demonstragao. Por defini¢ao, C;(K') ¢ um modulo livre gerado pelos i-simplexos, dessa

forma, C;(K) tem dimensao igual a ¢;.
Dado que H;(K) = Z;(K)/B;(K), temos
rank (Hﬂ()) — rank (ZZ»(K)) — rank (BZ»(K)).
Considerando a sequéncia exata curta
95

0 —— Zi(K) —— Ci(K) —— Bi1(K) —— 0,

do qual,
¢; = rank (Ci(K)) — rank (Zi(K)> + rank (Bi_l(K)).
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Temos entao

= Xm:(—l)i<rank <ZZ(K)> + rank (Bil(K>>>
— i(—l)irank (ZZ(K)) +

=0 7

-

I
o

(—1)i rank (Bi,l(K)> .
Como nao existem (m+1)-simplexos, B,,(K) = 0, e por defini¢ao B_1(K) = 0, temos

X(K) = i(—l)irank (ZAK)) + f (—1)"*! rank (BAK))

= i(—l)i(rank <Z,(K)> — rank (Bz(K)>)
= S vk (B(K)) = (1) AK)
O
TANIA WA A s~
By =1 Bo=1 fo =2 fo=3
B =1 8 = B =1 pr=3
By =0 B = Bo=1 =1

Figura 2.9: Exemplos de complexos simpliciais e seus respectivos 0, 1 e 2-ntimero
de Betti.

2.4 Complexos de Cech e Vietoris-Rips

A partir da ideia apresentada anteriormente, em que viamos um complexo simplicial
como um ente geométrico descrito pela combinacao de um conjunto de pontos e dotada
de duas propriedades, vamos abstrair essa nogao a um conjunto de pontos doravante
denominada nuvem em um espaco Euclidiano qualquer. E possivel construir complexos
simpliciais que capturem as informacoes topologicas contidas nessa nuvem de pontos e
que extrapolem o conjunto ao qual reside. Partindo dessa premissa, vamos definir dois

complexos, o complexo de Cech e o complexo de Rips.
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Definicao 2.23. Dado um espacgo topologico X, uma cobertura aberta é uma cole¢ao
U = (U;),e; de subconjuntos abertos tal que X = J,.; U;. De modo andlogo definimos
uma cobertura fechada partindo de subconjuntos fechados.

Definigao 2.24. Dada uma cobertura de um espago topoldgico X, U = (U;),.; vamos
associar um complexo simplicial C'(U) de modo que o conjunto de vértices seja U e tal

que:

k
o= Uy, U,....,U;) e CU) — ﬂUij #0
j=0

Esse complexo simplicial é chamado de nervo da cobertura U.

Definicao 2.25. Dado um conjunto finito de pontos P em um espaco R™ e um real
r >0, o complexo de Cech ¢ o nervo CV’T(P) da uniao das bolas centradas em P com
rato r e tal que:

k

(Vo, V1, ..., %) € Cp(P) <= ﬂB(Ui,T) # 0.

1=0

De acordo com essa defini¢ao, dados (k + 1) pontos em um espag¢o Euclidiano onde
cada ponto é o centro de uma bola de raio r, e sempre que a interseccao de duas
dessas bolas for nao vazia, acrescentamos um 1-simplexo ao complexos simplicial em
construcao. Se trés bolas se intersectares mutuamente temos um 2-simplexo e assim

sucessivamente como sugere a Figura 2.10:

Figura 2.10: Exemplo de um complexo de Cech para um r fixado.
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Para construir um complexo de Cech a partir de um conjunto de pontos, sao neces-
sarios, além da construcao dos segmentos unindo centros de bolas com intersecgao nao
nula, verificar se existe interseccao mutua entre 3 ou mais bolas o que acaba por tornar
o processo ineficiente do ponto de vista computacional, desse modo, apresentamos a

seguir um método mais simples e agil.

Definicao 2.26. Dado um conjunto de pontos P em um espagco R™ e um real r > 0, o

complexo de Rips R.(P) € tal que:
(0o, V1, ..., 05) € R (P) <= ||v; —vj|| < 2r para todo i,5 € {0,1,...,k}.

Partindo dessa defini¢ao, é importante notar que a construgao do complexo de Rips
¢ mais simples uma vez que apenas envolve célculos e comparagoes de distancias. No-
vamente, dados (k + 1) pontos em um espago vetorial Euclidiano em que cada ponto
é o centro de uma bola de raio r, obtemos um complexos simplicial formado por 1-
simplexos sempre que dois pontos possuirem distancia menor que duas vezes o raio 7,
ou seja, dados v; e v;, quando ||v; — v;]| < 2r, eles dardo origem a um 1-simplexo que
unira tais pontos. Se trés bolas se intersectarem duas a duas por 1-simplexos, surgira

um 2-simplexo e assim sucessivamente como mostra a Figura 2.11:

Figura 2.11: Exemplo de um complexo de Rips utilizando o mesmo raio e os
mesmos pontos da Figura 2.10.

Embora, mais dificeis de calcular e mais custoso do ponto de vista computacional,

usaremos os complexos de Cech devido sua interpretacao geométrica mais precisa para
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2.4 Complexos de Cech e Vietoris-Rips

nossos propositos. Isso ficara mais claro no Capitulo 4 quando introduzirmos a persis-
téncia em triangulos. Apesar das diferencas vistas na construcao desses dois complexos

simpliciais, é possivel estabelecer uma relagao entre eles dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2.27. Seja P um conjunto finito de pontos em R™, para todo v > 0, R.(P) C

N

O’V‘(P) g RQT(P)

Demonstragao. Se o = (vg,v1,...,v) € R.(P), entdo, dado v;,||v; — v;|| < 2r para
k v
todo j € {0,1,...,k}, desse modo, () B(vi,7) # () e portanto, o € C,.(P). Para a
i=0
segunda inclusdo, note que, se 0 = (vg, vy, ..., vx) € C.(P) entdo existe y € R™ tal que
k
y € () B(v;, 1), ou seja, |[v; — y|| < 2r para todo ¢ € {0,1,...,k}. Por consequéncia,
i=0
||v; — vj|| < 4r para todo i,j € {0,1,...,k} e portanto, o € Ra,(P). O
No estudo e na inferéncia das propriedades de um complexo simplicial, geralmente
consideramos uma ordenacao particular baseada no surgimento dos simplexos a medida
que um parametro adotado varia continuamente. Nos casos vistos, o parametro foi
o raio dos circulos centrados nos pontos, e o surgimento dos simplexos definia uma

ordenacao chamada filtracao.

Definicao 2.28. Dado um complexo simplicial finito K de dimensao d, uma filtragao

de K, representada por F(K) € uma sequéncia de inclusées de subcomplexos tal que:
i) KO=0;
i) K = K'Uoy em que 0441 € um simplexo nao contido anteriormente em K.
Desse modo, teremos o sequinte conjunto de inclusoes;
P=K°CK'C---CK™'CK"=K

Vamos ver um exemplo de filtragao utilizando o conjunto de pontos P = {01, 09, 03,04, 05}
e um raio r € [0, 2]. Escolhendo alguns valores especificos para r, obteremos a seguinte

sequéncia de inclusoes ) = K C K! C ... C K° C K'° = K como vemos na figura:

03
[ )
e 09 e 09
[ ] [ ] [ ]
01 01 01
K! K? K3
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04

e 09

e 09

K4

K5

De modo a facilitar a visualizagao do processo de filtracao e tornar a figura menos

poluida, vamos suprimir os rétulos dos 0-simplexos mas ainda mantendo as ordens de

aparicao;

e

o7
T:0,7 ’I":].,].
K¢ K7
Yﬁ ? Yﬁ
\/ i
og & a7
r=14 r=1,95
K? K?
%
J9
o
a7
r =2
KlO

Figura 2.12: Processo de filtracao de um complexo simplicial K.

34




2.4 Complexos de Cech e Vietoris-Rips

Existem outras maneiras de se construir complexos simpliciais partindo de um con-
junto finito de pontos em um espago topologico. O fato é, que conhecer ou analisar
tais maneiras foge ao escopo desse texto, para os objetivos propostos, basta saber que é
possivel fazer tal construgao. No que segue a partir de agora, para fins praticos, mesmo
tendo em vista que usaremos os complexos de Cech, ndo vamos nos ater ao método

usado para construir o complexo simplicial mas apenas a filtragao obtida a partir dele.
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Homologia Persistente

A homologia persistente é uma area que se utiliza das caracteristicas topologicas apre-
sentadas nos capitulos anteriores para estudar dados obtidos por métodos observaci-
onais ou aleatorios. Tomando por exemplo, uma quantidade de dados em um espaco
métrico, obtemos um conjunto de pontos que posteriormente transformamos em uma
filtracao (por exemplo utilizando as filtragoes de Cech ou Vietoris-Rips) e a cada com-
plexo simplicial da filtracao podemos associar sua homologia. Como veremos, podemos
acompanhar o nascimento e morte dos geradores dos grupos de homologia ao longo da
filtragao, os geradores que se mantiverem por mais tempo ou até por um tempo inde-
finido serao denominados de caracteristicas persistentes, essas caracteristicas sao mais
propensas a representar as verdadeiras propriedades do objeto em estudo ou seu es-
paco subjacente. Os geradores que surgem e desaparecem rapidamente sao comumente

chamados de ruido.

Nesse capitulo introduzimos a homologia persistente bem como as ferramentas ne-
cessarias para sua compreensao tais como, homologia de filtragoes, matriz de bordo de
um simplexo, diagrama de persisténcia, representacao intervalar de uma filtracao e os
algoritmos para o calculo dos grupos de homologia (persistentes ou nao). As homologias
aqui consideragao serao relativas a um espaco vetorial sobre um corpo, em particular,
alguns resultados serao demonstrados apenas para o caso em Zs. Para os que deseja-
rem se aprofundar um pouco mais nos temas tratados, indicamos (Boissonnat; Chazal;
Yvinec, 2018) e (Virk, 2022).

3.1 Motivacao

Antes de introduzir de fato a homologia persistente, vamos apresentar dois exemplos
que nos ajudarao a criar a intuigao necessaria para compreender as proximas etapas,
o primeiro exemplo utilizando uma funcao f, nos ajudara a compreender a represen-
tacao grafica de um diagrama de persisténcia. Ja o segundo, fara uso do diagrama

conhecido como cédigo de barras.
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3 Homologia Persistente

Diagrama de persisténcia em uma funcao f

Seja f : R — R uma fungdo continua cujo grafico estd representado na Figura

3.1, estamos interessados em estudar a evolucao da topologia dos conjuntos da forma

ft (] — 00, t]) a medida que um parametro ¢ evolui. E importante notar que a topologia

muda quando ¢ cruza os valores a, b, c,d, e, f, g e h, alguns deles vao criar novas compo-

nentes conexas e outros vao anexar uma componente a outra ja existente. A esses dois

fendmenos damos o nome de nascimento e morte de uma componente.

h
g

38

Morte

a b c _ e
Nascimento

Figura 3.1: Grafico de uma funcao f e seu diagrama de persisténcia.

Para interpretar o diagrama procedemos da seguinte forma:

Tomando uma reta auxiliar horizontal varrendo o grafico de baixo para cima,
ao cruzar o ponto “a”’, cria-se uma componente conexa, consequentemente no
diagrama passamos a considerar essa existéncia por meio da linha pontilhada
vertical em “a”.

No instante em que a reta auxiliar cruza o ponto “b”, uma nova componente é
criada e de modo analogo no ponto “c”. No diagrama vemos isso por meio das

linhas verticais pontilhadas em “b” e “c”.

[1P%3]

No momento em que a reta auxiliar cruza o ponto “d”, a componente criada em “c
se conecta a componente criada em “b”, e desse modo, dizemos que houve a morte
da mais recente (foi incorporada a mais antiga). No diagrama isso é representado

pela interrupg¢ao da linha pontilhada “c” exatamente no ponto “d”.

[1PN2] (1P v

De modo analogo, ao cruzar “e€” uma nova componente é criada e morre em “g

ao se incorporar a componente ja existente criada em “b”.



3.1 Motivagao

e Por fim, ao cruzar o ponto “h”, as duas componentes remanescentes se conectam,
no diagrama vemos isso por meio da interrupc¢ao da linha pontilhada “b”, essa
componente passou a fazer parte da componente criada em “a”. No diagrama,
isso é representada pela finalizacao das duas linhas ao mesmo tempo. Dizemos
desse modo que a componente criada em “a” é a mais persistente pois a partir do
momento em que nasceu, se perpetuou tendo apenas outras sendo incorporadas
a si até que tudo se tornou uma tnica componente. A reta y = x é incorporada

ao diagrama por razoes que ficarao claras na secao 3.6.

Substituindo a funcao f de nosso exemplo pela fungao g mostrada na Figura 3.2, ob-
servamos que apesar das nitidas diferencas e da maior quantidade de pares persistentes,
é possivel apontar uma similaridade entre o comportamento das curvas e a existéncia
de alguns pontos em comum. FEsses pontos em comum sao os que causavam as mu-
dancas na dinadmica das conexoes no primeiro diagrama, ou seja, os pares com maior
persisténcia representam as caracteristicas topologicas da curva. Outra questao bas-
tante relevante ¢ a quantidade de pontos que surgem préximos a diagonal principal,
eles correspondem as ligeiras perturbagoes que essa nova fungao possui, isto é, a quan-
tidade de componentes que surgem e em poucos instantes ja se conectam a outra nao
chegando a causar mudangas significativas no comportamento do gréafico, eles nascem
e morrem em intervalos inexpressivos de tempo, em outras palavras, sao pontos nao
persistentes e recebem o nome de ruido. Os pontos mais afastados da diagonal tentem
a se localizar nos mesmos lugares (ou muitissimos proximos) aos pontos persistentes do
diagrama de f, isso porque ambas as curvas, apesar do ruido, possuem caracteristicas

topologicas similares e o mesmo comportamento.

| .

Morte

i -

Nascimento

Figura 3.2: Grafico de uma fun¢do ¢ (pareado com f em vermelho) e seu dia-
grama de persisténcia.
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3 Homologia Persistente

Cédigo de barras de uma filtracao

Dado uma filtracao, ) C K' C K? C K? C K* como ilustra a Figura 3.3, vamos
representar o momento em que surgem e o momento em que desaparecem as classes de
homologia 0-dimensional na filtragao por setas horizontais chamadas barras. A extre-
midade esquerda de cada barra corresponde ao momento em que surge a componente
correspondente a cor da barra e a extremidade da direita corresponde ao momento
terminal dessa componente, isto é, em que se conecta a outra componente. Vejamos
o exemplo a seguir em que a Figura 3.3 apresenta o cédigo de barras 0-dimensional
e a Figura 3.4 o co6digo de barras 1-dimensional com a seguinte configuracao para os

numeros de Betti :

K1—>ﬁ0:2 e 6120
K2—>50:3 e 51:1
K3—>ﬁ0:2 e 61:2

K4—>50:2 e 61:1

K! K? K3 K*

-

Figura 3.3: Codigo de barras O-dimensional de ) C K! C K? C K3 C K*.

Vamos interpretar o codigo de barras e entender a dindmica das componentes conexas:

e K'!: Note que existem duas componentes, uma em azul, e a componente em preto,
que diferente da primeira, é composta por trés vértices. No codigo de barras isso
esta representado pelo inicio de duas barras, uma azul e uma preta cada qual

representando sua respectiva componente.

e K?2: Agora temos trés componentes uma remanescente da anterior e duas novas,

uma em vermelho e uma em verde, cada uma representada por uma nova barra,
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3.1 Motivagao

vermelha e verde respectivamente. Em relacao & componente remanescente, ela é
a juncao da componente em azul com a preta o que esté sendo representado pelo

término da barra azul.

e K3: Aqui a componente em vermelho se conecta a preta por meio de dois vértices
e isso é indicado no codigo de barras pelo fim da barra vermelha restando desse

modo duas componentes, uma em verde e uma remanescente em preto.

e K* Por fim, nessa etapa nao houve qualquer mudanca, seja surgimento ou co-
nexao entre as componentes ja existentes, desse modo, ambas as barras remanes-

centes se mantiveram indefinidamente.

K! K? K3 K*

>

Figura 3.4: Codigo de barras 1-dimensional de ) C K! C K? C K3 C K*.

Vamos interpretar esse novo codigo de barras referente & homologia 1-dimensional:
e K': Nao existem buracos e consequentemente nao ha nenhuma barra nessa etapa.

e K?: Com o surgimento de um buraco representado em verde, surge uma barra na

mesma cor representando esse aparecimento.

e K?: Enquanto surgem dois novos buracos, um em azul e outro em vermelho, o
remanescente de K? torna-se trivial pelo surgimento de uma face. Consequente-
mente no codigo de barras, enquanto a barra verde cessa indicando o desapareci-

mento do buraco de mesma cor, surgem duas barras, uma azul e uma vermelha.

e K*: Por fim, o buraco azul torna-se trivial enquanto o vermelho se mantém. No
c6digo de barras isso € indicado pelo fim da barra azul enquanto a vermelha segue

indefinidamente.
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Podemos ainda representar o comportamento e evoluc¢ao dos ntimeros de Betti por
meio da tabela p-dimensional de ;7. Vamos aproveitar o exemplo anterior para

entender como ocorre essa representacao:

(12 3 4 (T l1 2 3 4
12 1 1 1 10 0 0 0
Bel = 2 3 2 2 Bel 2 1 0 0
3 2 3 2 1
1 2 1 1

Para interpretar a tabela, notamos primeiro que os valores da diagonal principal
representam os nimeros de Betti nas etapas 1, 2, 3 e 4 da filtracao, por exemplo, o
nimero de Betti O-dimensional em K2 é 55’2 = 3. Outro ponto importante a observar
é que os valores abaixo da diagonal sao indefinidos uma vez que estamos a analisar
a evolucao dos nimeros de Betti em subconjuntos aninhados, ou seja, tais que () C
K' C K* C K® C K*. Por fim, para cada i < j € {1,2,3,4} temos que 3,7 deve ser
interpretado como a quantidade de p-ciclos que estao em K7 que ja existiam em K*,

isto é, que permaneceram ap6s a evolugao das etapas, por exemplo:

1,3 o )
e 3,° = 1 indica que, as componentes existentes em K'! (nesse caso eram duas)

passaram a ser apenas uma em K3, ou seja, uma delas se fundiu & outra.

2,3 . :
e 3;° = 2 mostra que, das trés componentes que havias em K? apenas duas per-

maneceram em K2, ou seja, uma delas se conectou a outra.

° Bf’?’ = 0 significa que, da quantidade de ciclos que existiam em K2, todos se

tornaram triviais em K?.

° ﬁf’A = 1 essa igualdade por fim, mostra que de todos os ciclos de K? (dois nesse

caso), apenas um se manteve, consequentemente um se tornou trivial.

Vamos aqui formalizar um conceito que foi utilizado de modo intuitivo nos diagramas
das funcdes f e g e nos codigos de barras apresentados. E a chamada regra do mais
velho, ela nos diz que dado um ponto de conexao entre duas componentes, a mais
antiga das componentes na fusao permanece e a mais jovem cessa. Em termos mais
técnicos, dizemos:

Seja X um espago topologico conexo e f: X — R uma fungao continua. Definimos uma
familia A4 e uma filtracao X, C X, sempre que a < b, onde X, = {z € X|f(z) < a}.

Sejam a < b dois indices e seja N(a,b) o nimero de componentes em X, que possuem
interseccao nao vazia com X,, ou seja, o numero de componentes existentes em algum

indice maior ou igual a a que chegam até um indice menor ou igual a b, entao cada
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3.2 Algebra dos espacos vetoriais persistentes

uma dessas componentes seguird um caminho tinico, o mais longo possivel, que abrange
todo o intervalo entre a e b. Segue-se que N(a,b) sera o nimero de caminhos na
decomposigao de f em uma arvore G(f). Tomando como exemplo o grafico da figura

3.1, temos a seguinte arvore e suas conexoes representadas na Figura 3.5:

A

a

Figura 3.5: Arvore de G(f).

Com essa representacgao fica bastante claro o que diz a regra do mais velho, de fato
a componente surgida em a permanece enquanto as outras vao se conectando a ela ou
as proximas surgidas. A segunda componente segue o mesmo padrao com as proximas
componentes se conectando a ela, as proximas ou eventualmente & primeira, mas nunca o
contrario. Desse modo, qualquer decomposicao de caminho que nao seja gerada usando
a regra do mais velho poderé apresentar diferentes configuragoes, em particular, essa
regra gera uma decomposicao de caminho tnica para a qual o nimero de caminhos que
abrangem [a, b] é igual a N(a,b) para todos os valores de a < b, e desse modo, nos

garantindo que qualquer representagao baseada nessa decomposicao sera tnica.

3.2 Algebra dos espacos vetoriais persistentes

De modo a formalizar as ideias apresentadas anteriormente nessa se¢ao introduziremos a
algebra dos espacos vetoriais persistentes. Um dos principais resultados demonstrados
nessa secao é que temos uma decomposicao natural e coerente dos diferentes grupos
de homologia de uma filtracao e assim podemos definir independente de escolhas nao

naturais os instantes de nascimento e morte dos geradores de homologia.

Definicao 3.1. Seja K um corpo, dizemos que um espago vetorial persistente sobre
K € uma famiia de K-espagos vetoriais {V,},cjo,00) € uma familia de transformagoes
lineares

o™V, — Vi para todo v < r'.

. ~ . i / 1"
Tais transformagoes satisfazem ¢™" ¢"" = ™" para todo r < v’ < r”.
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Sempre que nao houver dividas quanto ao conjunto a qual ¢ estiver atuando, vamos

omitir o indice de modo a otimizar a notagao.

Definigao 3.2. Uma transformacao f entre diferentes espacos vetoriais persistentes
{V,.} e {W.,.} ambos sobre K € a familia de transformagaées lineares f,. : V,, — W, sendo

o diagrama a sequir comutativo para todo r < r’.

¢r,r’
V., —— V.

T
iy

e
QST’T
W, 2%~ W,

Em outras palavras, queremos que seja valida a igualdade
rr’ !
fr/ O¢V - ¢W ofr'

Essa transformacgao serd um isomorfismo se admitir inversa.

Definigao 3.3. Um subespago vetorial persistente de {V,} € uma familia de subes-
pacos U, C 'V, para todo r € [0,00) de tal modo que ¢"" (U,) C U, para todo r < r'.

Podemos estender a nogao de espago quociente também para espacos vetoriais per-

sistentes como segue:

Definigao 3.4. Seja {U,.} C {V,} um subespaco vetorial persistente podemos construir
o espago vetorial persistente quociente {V,./U,} a partir das transformagoes lineares
<b7{,7U tais que:
:};U: VT/UT — V;«//UT/
] — oy

Defini¢ao 3.5. Seja um conjunto X e uma fungao p : X — [0,00), denotamos por
(X, p) um conjunto X munido de uma filtragao p ndo negativa sobre os reais, ou ainda,
(X, p) € um conjunto R -filtrado. Desse modo, o espago vetorial persistente livre
relacionado ao par (X,p) € o espago vetorial persistente {W,} com {W,} € V(X)
gerado por:

Xrj={re X :p(x) <r} CX.

Note que X|[r] € X[r] para r < 7’ implica na seguinte inclusao W, C W,.. Quando
nao houver duvidas quanto ao conjunto a qual a filtragao se refere ou nao interferir nos
resultados, diremos apenas um conjunto filtrado ou conjunto munido de uma filtragao.

Vamos ver alguns exemplos de espagos vetoriais persistente livre do conjunto X gerado

por X =[A,B,C,D,a,b,c,d,a] com a filtracdo mostrada na Figura 3.6:
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3.2 Algebra dos espacos vetoriais persistentes

r=20 r=1 r=2

Figura 3.6: Exemplo de uma filtragdo para X = {A, B,C, D, a,b,c,d, a}.

Perceba pela filtracao apresentada que, se quisermos obter por exemplo X[3], devemos
encontrar todo x € X C X que tenha surgido em algum r < 3. Como nesse exem-
plo estamos trabalhando apenas com valores inteiros, consideramos p(2.001) = p(3),
p(2.7) = p(3), e assim segue para quaisquer valores em (2, 3]. Obviamente o raciocinio
se estende para todo r € [0, 00).

Desse modo, temos os seguintes valores para p:

De posse desses valores é possivel obter os seguintes conjuntos geradores (e conse-

quentemente os espagos vetoriais persistentes livres gerados por eles):
e Para 0 <r <1, X[r] =0.
e Para 0 <r <2 X[r] =[A,B,C,D].
e Para 0 <r <3, X[r]|=1[A,B,C,D,b|.

e Para0<r <4, X[r]=1[A4,B,C,D,a,b,c|.
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e Para 0 <r <5, X[r|=[A,B,C,D,a,b,c,d.
e Parar >5, X[r] =[A,B,C,D,a,b,c,d,a] = X.

Proposigao 3.6. A combinagdo linear Y a,x € V(X) pertence a W, se, e somente se

a, = 0 para todo x tal que p(x) > r

Demonstracao. (=) Seja Z azx € W,, desse modo, Z a, T estd no espaco gerado por

X[r] ={x € X : p(x) < r}, ou seja, todo x € X “tal que p(x) > r nao consta em

sua combinagao linear e portanto, podemos atribuir a eles escalares nulos.

(<) Seja > a,x € V(X) tal que a, = 0 para todo z tal que p(z) > r, desse modo,
todo z nessa combinagao é tal que p(z) < r, ou seja, esta no espago gerado por

X|[r] e portanto, pertence a W,.
]

Denotamos por {V (X, p),} o espago vetorial persistente e dizemos que ele é um espago
vetorial persistente livre se existe um isomorfismo entre ele e um da forma V' (X, p) para
algum par ordenado (X, p). Por fim, dizemos que é finitamente gerado se X for
finito.

Definicao 3.7. Um espacgo vetorial persistente serd finitamente presentado se for
isomorfo a um espago vetorial persistente da forma {W,}/im(f) para alguma trans-
formacgao linear f :V, — W, entre os espacos vetoriais persistentes livres finitamente

gerados V. e W,., onde im(f) é a imagem da transformacao linear f.

Sabemos que a escolha de bases para espagos vetoriais U e V munidos de uma trans-
formacao T : U — V permite a representacao das operagoes entre esses espagos por
meio de matrizes. Vamos mostrar que tais representacoes também sao possiveis entre

espacos vetoriais persistentes livres.

Definigao 3.8. Sejam X e Y conjuntos finitos e K um corpo, uma *(Y X)-matriz
€ a matriz com entradas em K relacionando os conjuntos X e Y, ou seja, tais que
Y = f(X). Definimos também r(y) para a linha correspondente a y € Y e c¢(x) para a

coluna correspondente a v € X.

Quando nao houver duvidas quanto ao corpo em questao denotaremos a matriz rela-
cionando os conjuntos X e Y apenas por (Y X)-matriz.

Para todo espago vetorial persistente livre finitamente gerado {V,} = {V(X,p).}
temos que V(X p), = V(X) para algum r suficientemente grande, desse modo, para

toda transformagao linear de espagos vetoriais persistentes livres finitamente gerados

fAVX p)ry — AVY, 7).}

46



3.2 Algebra dos espacos vetoriais persistentes

Dessa forma, f nos da a transformagao linear fo, : V(X) — V(Y entre espagos
vetoriais de dimensao finita sobre K sendo entao possivel determinar uma (Y X)-matriz

A(f) = [ays) em relacao as bases {¢; rex de V(X) e {@,}yey de V(Y).

""" =V, — V. para todo r < r’

fri Ve = W,

Figura 3.7: Representacao de um espago vetorial persistente finitamente gerado.

Proposigao 3.9. Toda (Y X)-matriz A(f) = |ay.] possui a propriedade de que os coe-

ficientes ay, para T(y) > p(x) sao nulos.

Demonstragao. Note que toda combinagao ) a,y pode ser escrita como Y ay.{¢y}

Yy yeyY
e pela Proposicdo 3.6, ) ay.{y,} pertence a V(Y,T),,) somente se a,, = 0 para
yey
todo 7(y) > p(x). Logo, os coeficientes de ) a,y na forma desejada estao em [a,,] =
y
A(f). a

Proposicao 3.10. Toda (Y X)-matriz A satisfazendo a condigcao anterior determina

de modo unico uma transformacao linear de espagos vetoriais persistentes
fA : {V(X7 p)r} — {V(Y7 7_)7"}?
em que as correspondéncias f — A(f) e A — fa sdo inversas entre si.

Demonstragao. Basta notar que, todo x € ¢, pertence a V (X, p),), além disso, defi-

nindo f(z) = > aya{py}, obtemos f: {V(X,p),} — {V(Y,7),}. O
yeyY

Definigao 3.11. Sejam (X,p) e (Y,7) dois conjuntos munidos de suas respectivas

filtragoes. Se a (Y X)-matriz atender as proposicoes 3.9 e 3.10, diremos que € uma

(Y X)-matriz filtrada por T € p e vamos denotd-la por ®(Y,;X,)-matriz, ou quando for

conveniente, simplesmente por (Y;X,)-matriz.
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3 Homologia Persistente

Antes de prosseguir vamos ver um exemplo usando Complexos Simpliciais que ilustra
bem essas duas proposicoes e consequentemente que uma construgao usando o operador
0 definido no Capitulo 2 satisfaz as proposicoes estabelecidas.

Dadas as bases ¢, = {A, B,C, D,a,b,c,d,a} de um Complexo Simplicial X e ¢, =
{A,B,C,D,a,b,c} de um Complexo Y a partir da filtragdo a seguir e do operador 0,

obtemos os seguintes resultados:

r=1 r=2 r=3 r=4
D D D
[ ] [ ] [}
C C C
a
b b
° B B B
A A Al
0
r=1 r=2 r=3 r=4
D
C C C
[ ] [ ]
a
b
[}
[ ] [ ]
A A B A c B

Figura 3.8: Exemplo de uma filtragdo com 9(X) =Y.

Vamos calcular (g, ) sobre Zy:
e J(A)=0(B)=0(C)=0(D) =0A+ 0B+ 0C + 0D + 0a + 0b + 0c + 0d

e 9(a) = 0A+ 1B+ 1C + 0D + 0a + 0b + 0c + 0d

8(b) = 1A + 0B + 1C + 0D + 0a + 0b + 0c + 0d

d(c) =1A+ 1B+ 0C + 0D + 0a + 0b + 0c + 0d
e 9(d) =0A+ 1B +0C + 1D + 0a + 0b + Oc + 0d
e J(a) =0A+0B+0C+0D +la+1b+ lc+0d

Pela filtragao, p(A) = 1 desse modo, todo y € Y que faga parte da combina¢ao linear
de O(A) deve ser tal que 1 > 7(y). Entretanto, nenhum y satisfaz essa desigualdade, e

portanto podemos afirmar que todo coeficiente em ) a,,{p,} é nulo. O mesmo ocorre

com p(B), p(C) ¢ p(D). "
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3.2 Algebra dos espacos vetoriais persistentes

Para p(a) = 3, todo coeficiente ndo nulo de > a,,{p,} deve ser tal que 3 > 7(y) o
yey
que de fato ocorre uma vez que 7(B) = 7(C) = 3. E de modo analogo para p(c).

Analisando p(b) = 2 temos o mesmo comportamento uma vez que os unicos y € Y
que fazem parte da combinagao linear de 9(b) sdo A e C' e temos 7(A) =2 = 7(C), que
satisfazem a desigualdade necesséaria. Por fim, p(a) =4 = p(d) e 7(a) = 7(b) = 7(c) =

7(D) =4, logo, a desigualdade é satisfeita.

Partindo das informacoes obtidas, vamos construir a respectiva Z2(YTX,))—maLtriz.
Duas caracteristicas significativas dela, sao o fato de ser uma matriz triangular supe-
rior, dado a maneira como os simplexos surgem na filtracao e que os valores da diagonal

principal (ou equivalente quando nao for uma matriz quadrada) serem nulos.

A C B D b c¢c a d «

Af0O 0O 0O 0 1 1 0 0 O

C 0O 0O 01 010 O

B 0 0 01 1 10

A(f)= D 0O 000 1 0
b 00 0 0 1

c 0 0 0 1

a 0 0 1

Desse modo, tomando (X, p) e (Y, 7), temos que toda matriz A = [a,,| satisfazendo
as Proposigoes 3.9 e 3.10 determina um espago vetorial persistente por meio da corres-

pondéncia 6:

0 .
Proposicao 3.12. Toda matriz A satisfazendo a Proposicio 3.9 descreve um espago
vetorial persistente finitamente presentado. Por outro lado, todo espago vetorial persis-

tente finitamente presentado € isomorfo a um 0(A) para alguma matriz A.

Demonstracao. Segue diretamente da correspondéncia entre matrizes e transformacgoes

lineares apresentada na Proposicao 3.10. [

Seja (X, p) munido de uma R -filtragdo. A partir da correspondéncia entre matrizes
e transformagoes lineares, os automorfismos de V' (X, p) podem ser identificados como

o conjunto de todas as (X,X,)-matriz inversiveis.
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3 Homologia Persistente

Proposicao 3.13. Sejam (X, p) e (Y, 7) conjuntos R -filtrados e seja A uma (Y. X,)-
matriz. Tomando B e C, (Y;Y;)-matriz e (X,X,)-matriz respectivamente, entao a

matriz BAC' é uma (Y;X,)-matriz e o espago vetorial persistente §(A) € isomorfo a

0(BAC).

Usaremos este resultado para classificar a menos de isomorfismo todos os espagos
vetoriais persistentes finitamente presentados. Comecaremos introduzindo os blocos

fundamentais para tal classificagao.

Defini¢ao 3.14. Dado o par ordenado (a,b) para a € Ry, b € Ry U {oo} e a < b.
O espago P(a,b) € definido como P(a,b) = K para r € [a,b) e P(a,b) = {0} quando
r & [a,b). Nesse caso, devemos interpretar a transformagao ¢ = id sempre que

r,r’ € [a,b).

Dada a importancia dos espagos P(a, b) vamos apresentar uma representagao matricial
simples dos mesmos. Para o caso de b finito, podemos escolher (X, p) e (Y,7) como
conjuntos R -filtrados com X = {z} e Y = {y} e tais que p(z) = b e 7(y) = a,
entdo a (Y7 X;)-matriz [1] ¢é filtrada por p e 7 somente se a < b e temos que P(a,b)
¢ isomorfo a 6([1]), pela Equacao 3.1. Quando b = oo, P(a,b) é isomorfo ao espago
vetorial persistente Vi (X, p) e desse modo, pode ser escrito como 6([0]), em que [0]

denota a transformagao linear nula do espago vetorial persistente {0}.

Teorema 3.15. Todo espago vetorial persistente finitamente presentado sobre K € iso-

morfo a uma soma direta da forma
P(a1, b1) @ P(ag, b2) @ - - - © P(an, by) (3.2)

para algum a; € [0,00), b; € [0,00] e a; < b; para todo i.

Demonstragao. Claramente uma (Y;X,)-matriz A com a propriedade de que cada linha
e coluna possuam no maximo um elemento nao nulo e igual a 1 satisfaz a Proposicao
3.10, portanto é uma 6([A]). Tomando todos os pares {(z1,v1), (T2,92),- -, (Tn,Yn)}

tais que ay, ., = 1 para ¢ = {1,2,...n}, ent@o existe uma decomposi¢ao

0= P Py, o) @ @]P’(T(yi%p(xi)) (3.3)

y={y1,--ym}

Por fim, resta demonstrar tal propriedade em uma (Y;X,)-matriz qualquer.

Basta construir as matrizes B e C, que sao respectivamente uma matriz (p, p)-
adaptada (X, X) e uma matriz (o, 0)-adaptada (Y,Y’), de modo que BAC tenha a pro-
priedade de que cada linha e coluna tem no maximo um elemento nao nulo, que é igual

a 1. Para ver que podemos fazer isso, adaptamos a abordagem de operacoes de linhas e
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3.2 Algebra dos espacos vetoriais persistentes

colunas para este contexto. As operagoes de linhas e colunas (p, o)-adaptadas consistem
em todas as multiplicagoes possiveis de uma linha ou coluna por um elemento nao nulo
de k, todas as adigoes possiveis de um multiplo de r(x) a r (') quando p(x) > p(2), e
todas as adigoes possiveis de um multiplo de ¢(y) a ¢ (y') quando o(y) > o (y'). Afir-
mamos que, realizando operagdes de linhas e colunas (p, o0)-adaptadas, podemos obter
uma matriz com no maximo um elemento nao nulo em cada linha e coluna.

Para isso, obtenha y que maximize o valor de 7(y) sobre o conjunto de todos os y
tais que 7(y) # 0. Depois encontre o x que maximize o valor de p(x) sobre o conjunto
de todos os x tais que a,, # 0. Pelo modo como y foi escolhido, podemos adicionar
miultiplos de r(y) a todas as outras linhas de modo a cancelar ¢(z) exceto na entrada
yx. Podemos agora adicionar multiplos de ¢(z) a todas as outras colunas de modo a
cancelar 7(y) exceto na entrada yx. Obteremos ao fim desse processo uma linha r(y) e
uma coluna c¢(z) ambas compostas apenas por zeros exceto na entrada yz, basta agora
multiplicar r(y) por i e obteremos uma matriz em que o tnico elemento nao nulo em
r(y) e c(x) sera o 1 resultante na entrada yx. Excluindo r(y) e ¢(z) da matriz obteremos
uma nova (Y \ {y}~X \ {z},)-matriz em que 7" e p’ s@o as restri¢oes de 7 e p para
os conjuntos Y \ {y} e X \ {z} respectivamente. Podemos agora aplicar esse processo
indutivamente & nova matriz e cada operacao em suas linhas ou colunas nao teré efeito
sobre r(y) ou c(z). Apos iterar esse processo um nimero finito de vezes chegaremos a
uma matriz composta apenas por zeros e uns e obviamente pelo modo como foi obtida
terd no maximo uma entrada diferente de zero em cada linha e coluna chegando por

fim no resultado pretendido. n

Na Secao 3.5 apresentamos um exemplo computacional do algoritmos descrito na
demonstracao do teorema anterior e que pode auxiliar na compreensao dos detalhes da
demonstracao anterior.

Vamos mostrar agora que qualquer decomposicao na forma 3.2 para um determinado

espago vetorial persistente é tinica.

Proposicao 3.16. Suponha que {V,} seja um espaco vetorial persistente finitamente

presentado sobre K possuindo as sequintes decomposi¢coes

V1= @DPanb) ¢ {Vi} = PPl d))

iel jeJ

em que I e J sao conjuntos finitos. Entao #(1) = #(J) e o conjunto de pares (a;, b;) que
aparece na primeira decomposi¢ao € idéntico ao conjunto de pares (cj,d;) que aparece

na sequnda decomposi¢ao.

Demonstragao. Sejam G € Cpipn 0s valores minimais de a; e ¢; respectivamente, G,

pode ser caracterizado como min{r|V, # 0} e disso segue que ain = Cmin- Seja agora
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3 Homologia Persistente

binin definido por min{b;|a; = @, } fazendo a defini¢ao correspondente para d,;,, temos
P2 . . !

que by, também pode ser caracterizado por min{r’'|N(¢"") # 0} em que N denota o
espago nulo, desse modo, by, = dpin 0 que nos mostra que P(amin, bmin) aparece
em ambas as decomposicoes. Em cada uma das decomposigoes, considere a soma de
todas as ocorréncias das parcelas P(amin, bmin), €las representam subespagos vetoriais
persistentes de {V,} e podem ser caracterizados como o subespago vetorial persistente
{W,} em que W, representa o espago nulo da transformagcao linear

. a.r ¢T7b|im a,r
im(grr) e,

Segue entao que os valores da forma P(amn, bmin) €em ambas as decomposigoes sao

Vi

os mesmos. Denote por I’ o subconjunto de I apos remover todo ¢ tal que a; = @ €
b; = byin, analogamente para J'. Podemos desse modo tomar o quociente de {V,.} por
{W,} obtendo assim

VW =2 PPlaib) e {Vi}/{W} = PP, dy).

iel’ jeJ

Por inducao nos valores das parcelas das decomposi¢oes obtemos o resultado esperado.
m

3.3 Homologia persistente

Baseado no que vimos no capitulo anterior, sabemos que por meio de um complexo
simplicial e uma transformacao 0 em que a cada simplexo associa seu bordo pudemos
construir complexos de cadeias e a partir de operagoes nesses simplexos obter os grupos
de homologia associados a esse complexo de cadeias. Vamos a partir daqui mostrar
que isso também é possivel para complexo de cadeias persistentes. Nesse caso, o com-
plexo de cadeias em dado parametro se comporta de modo natural e nao se altera ao
incluirmos injetivamente em um conjunto maior de simplexos, desse modo, podemos
representar o comportamento das mudancas nas homologias por meio de uma soma
direta de pares como vimos no topico anterior e isso nos permitiré fazer representagoes

por meio de tabelas, codigo de barras e diagrama de persisténcia.

Seja K um complexo simplicial e % (K') uma filtracao discreta, para toda dimensao
p e todoi={0,...,m} denotamos por C;, Z; e B; o conjunto das p-cadeias, p-ciclos e

p-bordos de K* respectivamente, dos quais extraimos as seguintes inclusoes:

Z)CZy C - C 20 = Zy(K)
B)CB) C--- C B"=B,(K)
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3.3 Homologia persistente

Desse conjunto de inclusoes temos:

Para todo ¢ < j definimos a aplicacdo inclusao entre os espacos K' e K’ dada por
¢p7 + K' — K’ para todo p € N. Uma vez que Z, € K*, por maior razao temos

¢y Zy(K*) — Zy,(K7) o que por sua vez, induz a seguinte aplicagao:
w;’j : Hp(Ki) — Hp(Kj).

Essa por sua vez nos permite obter a sequéncia de grupos de homologia conectada
por homomorfismos como segue:

wo,l
0= Hp(KO) — Hp(Kl)

1,2 -1,
Uy Yp

Hp(Km) = Hp(K>

Definicao 3.17. O p-ésimo grupo de homologia persistente é a itmagem dos homomor-

smos induzidos im 7 = H* para 0 < i < j < m.
P p P J

A medida que evoluimos de um conjunto K*~! para um conjunto K*, obtemos novas
classes de homologia e perdemos outras sempre que elas se tornam triviais ou se fundem

como sugere a Figura 3.9:

0 0

Figura 3.9: A classe 7 nasce em K’ uma vez que nao estd na imagem de H, ™'
e morre ao entrar em K7 sendo essa a primeira vez que sua imagem
se funde & imagem de H;;fl.

Definicao 3.18. O p-ésimo numero de Betti persistente representado por ﬁ;’j €a

dimensao do espago vetorial H) = Z!/(B) N Z7) para 0 < i < j < m.

O p-ésimo numero de Betti persistente /B;’j representa o nimero de classes indepen-
dentes de homologia de p-ciclos que constam em K° mas que ndo sao bordos em K.
Intuitivamente, um p-ciclo de K* que gera um elemento nao trivial em H;’j, é um ci-
clo que surgiu na filtragdo antes da etapa (i + 1) e passou a ser bordo apenas apds
a etapa j. Diremos que uma classe de homologia sera criada quando um simplexo o;

for adicionado na filtragao, nesse caso serd chamado de simplexo positivo, em outras
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palavras, se ele estiver contido em um (p + 1)-ciclo de K* mas que nao seja bordo de

algum (p + 2)-simplexo e serda um simplexo negativo em caso contrario.

Lema 3.19. Dado o; um p-simplexo positivo, existe um p-ciclo que ndao € bordo em K*

que contém o; e que nao contém nenhum outro simplexo positivo.

Demonstracao. Suponha verdadeiro o resultado para todos os simplexos positivos adi-
cionados a filtracao antes de o;.

Sendo o, positivo, existe um p-ciclo ¢ em K* contendo ;. Sejam oi;, ) =1,...,k, os
p-simplexos positivos contidos nesse ciclo, diferentes de o, e ¢; os p-ciclos que nao sao
bordos contendo o;; e que nao contém nenhum outro p-simplexo positivo. Desse modo,
c=cd+c+ ...+ ¢ € um p-ciclo em que o0; € o Gnico p-simplexo positivo. Visto que
nao pode existir nenhum (p+ 1)-simplexo em K* a conter o; em seu bordo, desse modo,

¢ é um ciclo que nao é bordo. A unicidade de ¢ é provada de modo analogo. [
A partir desse resultado, podemos construir uma base para Hzé de maneira indutiva:
e A base de H) é vazia.
e Assumindo que ja conhecemos uma base para H;fl, temos:

i) Sendo o; um p-simplexo positivo, adicionamos a base de H;_l a classe de homolo-
gia do ciclo ¢; associado a o; de modo a obter uma base para H;. Sendo ¢; a soma
de o; a simplexos negativos, nao ¢ homoélogo a nenhuma combinacgao linear de
ciclos que definam uma base de H:~'. Dado entao que dim(H}) = dim(H} ') +1,

obtemos entao uma base para H;.

ii) Sendo ¢; um (p + 1)-simplexo negativo, sejam ¢;,, ..., ¢;, os ciclos associados aos

simplexos positivos o0;,, ..., 0, cujas classes de homologia formam uma base para
H;;fl. O bordo d = do; de o; é um p-ciclo que nao é bordo em K*~! mas que é

em K. Desse modo, ele pode ser escrito de modo tinico como

k
d:80'i :Z)\pcjp—i—b
p=1

em que A\, € {0,1} e b ¢ bordo em K*~!. Denotando low(i) = maz{j, : \, = 1},
obtemos uma base de H; retirando a classe e homologia de cjw(;y da base de
H!~'. Uma vez que dim(H} ") = dim(H} + 1) basta notar que cioy(;) ¢ uma com-
binagao linear dos ciclos ¢;, € ZJ, j, # low(i) que é equivalente a decomposi¢ao

mencionada de d.

e Assim obtemos uma base para Hzi)'
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3.4 Algoritmos

3.4 Algoritmos

Vamos apresentar um algoritmo que compute os nimeros de Betti sobre Zy de complexos
simpliciais partindo de sua construcao recursiva no qual em cada etapa ¢é adicionado
um novo simplexo e atualizado os valores anteriormente obtidos.

Dado um complexo simplicial finito K de dimensao d, munido da filtracao discreta,
uma vez que partiremos de K° = (), temos inicialmente 8y = 31 = ... = B4 = 0
para os d numeros de Betti e a cada inclusao de um novo simplexo o; faremos as
atualizagoes condizentes nos f;, ¢ = 0,...,d. Em cada uma dessas inclusoes, teremos
duas possibilidades a considerar, ou o; estard contido em um ciclo ¢, ou nao, e dessa
forma, ou esse simplexo iré criar ou ird destruir um gerador de homologia. A figura
3.10 ilustra cada uma dessas situacoes em um simplexo K7L

U7 U7

(¥ (¥
Uy 6 6

V2
v v
3 vy 3 vy
g;
Vg V4 Vo o Y
U1

U1
Figura 3.10: Exemplo de adi¢cao de um 1-simplexo o; e seu impacto em um

complexo simplicial K%~

Vamos conhecer o algoritmo:

Algoritimo 3.1: Computacao dos nimeros de Betti.

Imput: Uma filtracao de um complexo simplicial d-dimensional K contendo
contendo m simplexos.
Bo <= 0; 81 <= 05+ -+ ; Ba = 0;
for i=1atém do
k=dimo; — 1
if o; esta contido em um (K +1)-ciclo em K® then
Brs1 ¢ Bry1 +1
else
Br < Br—1
Output: Os ntumeros de Betti £p,01, - ,84 of K

Para mostrarmos de fato que o algoritmo funciona, precisamos entender exatamente
como evolui o processo de filtracdo de K . Suponha que em determinada etapa K!
tenhamos obtidos seus ntimeros de Betti. Vamos adicionar um simplexo o; de dimensao
(k4 1) de modo a obter K, temos:
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3 Homologia Persistente

Caso 1: Assumindo que o; esta contido em um (k + 1)-ciclo ¢ em K', entdo ¢ nao
¢ homologo a nenhum (k + 1)-ciclo ja existente em K'! caso contrario, existiria um
(k + 1)-ciclo ¢ em K*~! de modo que ¢ + ¢ fosse bordo de uma (k + 2)-cadeia d € K.
No entanto, como o; ¢ ¢, teria que estar contido em ¢ + ¢ = 0dd, uma contradigao.
Desse modo, ¢ cria uma classe de homologia independente das ja existentes em K1

Como consequéncia, podemos assegurar a veracidade da desigualdade

Bep1(K') > Brpa (K1) + 1. (3.4)

Para concluir esse caso, basta lembrar que a adicao de qualquer simplexo aumen-
tard a dimensao do conjunto a qual pertence em no maximo uma unidade, desse
modo, tomando dois ciclos ¢ e ¢ que contenham o;, ¢ 4+ ¢ serd um (k + 1)-ciclo em
K'! e desse modo, ¢ estard contido no subespago gerado por ¢ e Zp (K1), As-
sim, dim(Zg41(K%)) < dim(Z1(K1)) + 1. Como By, (K!) C By (K?), temos a
desigualdade

Bt (K) < B (K1) + 1. (3.5)

De 3.4 e 3.5 podemos entao afirmar que, ao adicionar um simplexo o; contido em
algum (k + 1)-ciclo de K*, teremos By 1(K*) = o1 (K1) + 1.

Caso 2: Suponha agora que o; nao esta contido em nenhum (k + 1)-ciclo de K.
Suponha também que o k-ciclo do; seja bordo em K%~ !. Desse modo, existe ¢ € K1
de modo que dc = o, ou ainda, d(c+ 0;) = 0. Assim ¢+ o; é um (k + 1)-ciclo em K*
contendo o;, uma contradicdo. Logo do; € K1 era ciclo em K*~!, ap6s a adicao de o;

passa a ser bordo, do qual obtemos a igualdade
Br(K') +1 < B(K™1). (3.6)

De modo analogo ao anterior, a partir do fato que dim(Z(K*))+1 > dim(Z,(K*1))
e também Zi(K*) C Zy(K'™'), obtemos que

Be(K') + 1> Bp(K'). (3.7)

Por fim, de 3.6 e 3.7 concluimos que, ao adicionar um simplexo o; que nao esta contido
em algum (k + 1)-ciclo de K*, teremos B (K*) = (K1) — 1.

Definicao 3.20. O par ordenado composto pelos simplezos (Tiow(;), 0;) € chamado par
persistente de uma filtragao % (K), onde low(j) € o maior indice de um p-simplezo

positivo associado a 0o ;.

Intuitivamente a classe de homologia criada por gy ;) em K low(7) ¢ destruida por of

em K7 e essa dinamica entre os simplexos nos permite obter os pares persistentes.
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Vemos a seguir um primeiro algoritmo para calcular esses pares de persisténcia de
uma filtracao .# de um complexo K de dimensao d contendo m simplexos baseado nas

inclusoes de simplexos positivos e negativos.

Algoritimo 3.2: Computacao de pares persistente.

Imput: Uma filtrac¢do de um complexo simplicial d-dimensional K contendo m
simplexos.
Lo=Li=...=Lg_1=10
for j=0atém do
k=dimo; -1
if o; for negativo then
low(j) = maior indice de um p—simplexo positivo associado a 0Ooj;
Li < L, U {(01ow(5),75) }
Output: Retorna os pares persistentes em cada dimensao Lg,L1,...,Lgq_1;.

Note porém que, em detrimento ao primeiro algoritmo apresentado que calculava os
nimeros de Betti, esse possui uma limitacao, ele nao consegue determinar exatamente
os valores low(j). Podemos entretanto superar isso a partir da versao matricial desse
algoritmo que nada mais é do que uma versao computacional do resultado apresentado

em 3.2 como veremos a seguir:

Seja K um complexo simplicial e .% (K) sua filtracao, vamos conhecer um algoritmo
que se baseia na reducao da matriz do operador bordo dos simplexos.
Seja M = (m; )i j=1,. m» uma matriz quadrada de ordem m com coeficientes em Zs,

ela serd a matriz de incidéncia de uma filtragao simplicial K quando:
i) m;; =1 se o; é face de oj;

ii) m;; = 0 em caso contrario.

Dessa forma, se 0; é um (k + 1)-simplexo, a j-ésima coluna de M representard o
conjunto das faces k-dimensionais contidas no bordo de ¢;. Para toda coluna C; de M,
usaremos low(j) para denotar o indice mais alto de M que seja um termo nao nulo na
coluna de Cj, ou seja: i = low(j) <= m,;; =1 e my; = 0 para todo ¢’ > i.

No caso em que a coluna C; for nula, low(j) é indefinido. O processo de redugao
de uma matriz M ocorre percorrendo as colunas e identificando a linha nao nula de
maior indice, indicada por i = low(j). Se houver alguma outra coluna j' < j de modo
que low(j’) = low(j), somamos a coluna C; a essa coluna C} e repetimos o processo.
Quando ndo mais existir j' tal que low(j') = low(j), somamos a linha R; as linhas R;. A
matriz resultante indicada por M’ sera composta por colunas nulas e nao nulas. Cada
coluna nula representard um simplexo positivo e cada coluna nao nula um simplexo

negativo.
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3 Homologia Persistente

Diremos que dois simplexos o; e o; se relacionam quando ¢ = low(j). Ao simplexo
que nao se relacionar a nenhum outro, diremos ser um simplexo persistente. Assim,
temos o seguinte algoritmo para calcular a matriz reduzida M’ e consequentemente os

pares persistentes:

Algoritimo 3.3: Computagao persistente matricial.

Imput: Uma filtragao de um complexo simplicial d-dimensional K contendo
m simplexos e a matriz M de seu operador bordo.
for j=1atém do
while existir j< j’ tal que low(j) =low(j') do
Cy =C;+Cjy mod (2)
R; = R; + Rj mod (2)
Output: Retorne os pares (diw(j),0;)-

Vamos entender como o algoritmo funciona por meio da seguinte proposi¢ao:

a

Proposicao 3.21. Dada uma filtracio # o algoritmo apresentado calcula os pares

persistentes.

Demonstragao. Em cada passo do algoritmo a coluna C; da matriz M’ representa uma

cadeia da forma

8(@ + Z /\iai>, com \; € {0,1}.

i<j
Tal resultado se da por indugao, uma vez que, cada coluna j é da forma M, jo = Jo;
em Zo, além disso, cada coluna é somada a apenas uma outra de indice inferior.

No fim do algoritmo, se C; é tal que low(j) esta definido, entao ojoy(;) esta contido
em um k-bordo (com k sendo a dimens@o de ooy (j)). De fato, neste caso, a coluna C}

representa uma cadeia da forma

Tlow(j) + Z Aoy, com A, € {0, 1}.

p<low(j)

Mas pela afirmacao anterior, C; representara um bordo em K, e uma vez que o0 =
0, temos que a cadeia anterior ¢ um ciclo contendo ooy (j). Ao fim do algoritmo, se C}
¢ tal que low(j) esta definido, entdo (0iow(j), 0j) € um par persistente.

De fato, pelas afirmagoes anteriores, podemos escrever

<UJ + Z hy az> = Olow(j) T Z N 2Op =

1<j p<low(j

= 0(0;) = Olow(j) + Z Xap—i-a(Z/\az)

p<low(j) 1<j

uma vez que estamos em Zy e portanto, —\ = A.
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3.5 Diagramas de persisténcia e codigos de barras

Perceba que do exposto, afirmamos que o,y (j) € um simplexo positivo criado no
instante low(j) de tal forma que é o ultimo simplexo adicionado na construgao do
bordo, ou seja, sua adigao define um gerador de homologia. Ao fim do algoritmo, se C;
contém apenas zeros, significa que o; ¢ positivo, ou seja, houve a cria¢ao de um ciclo e

portanto, (Giow(j), 0;) ¢ um par persistente. O

3.5 Diagramas de persisténcia e cédigos de barras

Nesse topico vamos juntar as ferramentas vistas e a partir de um complexo simplicial
K e uma filtragao .#, construir sua %2(X X )-matriz. Apos isso, observar como se dé
a interagao com o operador d e consequentemente obter sua representacao na forma de
soma direta. Como vimos, essa decomposicao finalmente nos permitira conhecer seu
diagrama de persisténcia. Veremos como essas ferramentas fornecem informacoes acerca
das propriedades topologicas do complexo simplicial. Mais especificamente, iremos
observar o nimero de componentes conexas e buracos e acompanhar como eles interagem
e evoluem a medida que os parametros se alteram. Para isso, vamos trabalhar com uma
filtragao em que o comportamento das homologias 0 e 1 dimensional estao descritas nas

tabelas 3.1 e 3.2 e sua 22(X X )-matriz na Figura 3.11 representando sua filtracao.

Definigao 3.22 (Multiconjunto). Um multiconjunto A = (S, m) é um par que con-
siste de um congunto S e uma fun¢ao m : S — {1,2,...}U{+00}, chamada de fungao

multiplicidade. Cada s € S € dito um elemento de A com multiplicidade m(s).

Se a filtragao estiver indexada por uma sequéncia crescente de niimeros reais:
F=KYCK*C---CK =K, comag<a; <<y,

o par persistente de simplexos (0low(j), ;) € representado no diagrama como o ponto
com coordenadas (alow(j),aj). Entretanto, como a sequéncia nao é necessariamente
estritamente crescente, podemos ter diversos pares associados a um mesmo ponto no
plano. Assim, um diagrama de persisténcia é um multiconjunto A = (S, m) onde
S C @2, com R = RU {+00}, e a funcio m conta a quantidade de pares associados ao
ponto dado.

Por razoes técnicas, que serao discutidas mais a frente adicionamos a este conjunto
finito de pontos a diagonal y = x do plano, obtendo assim o diagrama persistente de
dimensao k da filtracao. Por convencao, os pontos da diagonal tém multiplicidade infi-
nita. Se um simplexo o; nao estiver emparelhado, adicionamos o ponto de coordenadas

(cv;, +00) ao diagrama de persisténcia.
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Tabela 3.1: Tabela p-dimensional de Bé’j para 3.11.
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Tabela 3.2: Tabela p-dimensional de ﬁi’j para 3.11.
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b b b
C C C

Figura 3.11: Filtracao de um complexo simplicial K.
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3.5 Diagramas de persisténcia e codigos de barras

A B C D b c¢c e E a a d
Af0O 0 0 0O 1 1 0 0 0 0 O
B 0O 0 0010 0 1 01
C 0O 0 101 0 1 0 0
D 0 001 0 0 0 1
b 000 0 0 1 0

M= ¢ 00 0 0 1 0
e 0 0 0 0 O
E 0 0 0 O
a 0 1 0
«Q 0 0
d 0

Da matriz extraimos os seguintes resultados:

low(5) =3 =1low(9), low(6) =2, low(7) =4 =low(11) e low(10) = 9.

Como descrito no algoritmo, dada a igualdade low(5) = low(9), devemos somar Cj
a Cy mod (2) de modo a obter uma nova Cy. Apds esse processo, teremos low(9) =
2 = low(6), do qual repetiremos o processo com Cy e Cp resultando low(9) = 0. Dada
também a igualdade low(7) = low(11), somamos C7 a C7; mod (2) de modo a obter
uma nova C1. Apos esse processo, teremos low(5) = 3 = low(11), do qual repetiremos
o processo com Cs e Cp; resultando low(6) = 2 = low(11) e finalizando o processo com
essas duas novas colunas obteremos finalmente low(11) = 0. Por fim, fazendo as somas
nas linhas necessarias, fazemos com que apenas low(5), low(6), low(7) e low(10) sejam

nao nulos, obtendo portanto a matriz reduzida M’:

© T o0 Qw e
=N
o o o O
o o o o g
o O O o o™
o 0O 0O o~ o o
[ Il e e S e S s B e B
o o O o o o o o @™
O 0O 0 0 o0 o0 o0 o o 8

O R OO0 O O o0 o o o 9
O O O O O O O O o o O &

&0 2 [ ©
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3 Homologia Persistente

Utilizando aqui o exposto na Proposicao 3.21 é possivel obter os seguintes pares
persistentes (B, c¢), (C,b),(D,e) e (a,a) e que por sua vez nos permitem escrever a

decomposicao a seguir:
P(A,00) @ P(E,00) @ P(d,00) @P(B,c) @P(C,b) @ P(D,e) ® P(a, a).

Essa decomposi¢ao por sua vez nos permite construir o diagrama de persisténcia em
que cada uma das parcelas na forma P(a, b) sera representada por um ponto no diagrama
indicando o simplexo que deu inicio a um novo gerador de homologia e o simplexo que
pos fim a esse gerador, indicado no eixo horizontal e vertical respectivamente. As
parcelas com a forma P(a,c0) que representam os geradores que nasceram em algum
momento da filtragdo e permaneceram por tempo indeterminado, serao representados
por pontos que indicam o simplexo que deu inicio ao gerador de homologia no eixo
horizontal e estarao dispostos de tal modo que nao havera uma representacao de morte
desse gerador, esse fato sera indicado por uma linha pontilhada no alto do diagrama.

Obtemos desse modo o diagrama da Figura 3.12:

00 ° ° °
«Q °
L e ()
3
= ¢ °
b [ )
.H()
.Hl
A B C D E a d
Nascimento

Figura 3.12: Diagrama de persisténcia para exemplo da Figura 3.11.

Por fim, vamos mostrar uma tltima maneira de representar os invariantes topologi-
cos persistentes associados a um complexo filtrado (a medida que essa filtragao evolui).
A potencialidade dessa nova representagao é a capacidade de filtrar qualitativamente o
ruido e permitir a captura apenas das propriedades referentes ao parametro da filtragao.
Enquanto o diagrama de persisténcia descreve quais simplexos deram origem aos gera-
dores e quais eliminaram, ele nao permite dizer exatamente qual foi a duragao desses
geradores a menos que se faca um diagrama em escala, o que pode ser inviavel quando

se trabalha com uma grande quantidade de dados. Ja, o pardmetro horizontal usado no
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3.5 Diagramas de persisténcia e codigos de barras

codigo de barras via de regra sao as etapas da filtragao, o que possibilitara analisar com
precisao o nascimento e morte dos geradores bem como sua duragao. Obviamente ao se
construir um coédigo de barras, podemos utilizar outros pardmetros como por exemplo
os simplexos envolvidos na filtragao como foi feito com o diagrama de persisténcia mas
isso acabaria por torna-lo uma copia do primeiro apenas com uma formatacao diferente,
o que acabaria por inutilizar seu maior proposito e portanto nao apresentaria muitas

vantagens. Dessa forma, para construir os coédigos de barras precisamos da seguinte:

Definigao 3.23. Um P-intervalo P(i,j) € a representagcio de um par ordenado (i,7)
com 0 <i<jeNU{oo}.

Em cada etapa da filtracao, a homologia do complexo K representa um espaco ve-
torial sobre um corpo, escolhendo bases convenientes, teremos representacoes desses
espagos para todos os momentos da filtragdo. Em particular, cada P(i,j) representa
uma base para um gerador que nasceu em K° e morreu em K’ e consequentemente,
podemos associar cada um desses P-intervalos a uma das parcelas existentes na de-
composicao em soma direta da filtracio. As parcelas da forma P(a, c0) associamos um
P-intervalo da forma P(i,00) em que o gerador a + 0, + ... + 0, € K" para todo
j > 0. As parcelas da forma P(a, b) associamos um P-intervalo da forma P(i,j) em que
o gerador a + 0, + ...+ 0, € K" para todo 0 < j < k e b € K* obtendo portanto
o conjunto S = {P(i1,71), ..., P(in,jn)} de todos os P-intervalos de uma filtracao e

podemos escrever a representacao

B P & @ Plinin)

l:{l1,...,lm}

observando que os valores que constam nos P-intervalos nada mais sao do que etapas

da filtracao, a partir da relacao 3.3, podemos enunciar a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.24. Euxiste uma bijecao entre um conjunto S formado por uma quanti-
dade finita de P-intervalos e um espaco vetorial persistente finitamente gerado repre-

sentado por uma soma direta.

Desse modo, podemos usar a decomposicao P(A, 00) BP(E, 00) ®P(d, 00) BP(B, ¢) &
P(C,b) & P(D,e) ® P(a, ) obtida anteriormente e a partir de algumas mudangas nos
parametros, substituir os simplexos nas entradas pelo instante da filtracao em que ele

surge e obter a decomposicao a seguir:
P(1,00)® P(1,3)® P(1,2) ® P(1,4) ® P(5,00) @ P(6,7) & P(8,00).
Finalmente obtemos o c6digo de barras em que cada segmento horizontal representa

um gerador de homologia surgido ao longo da filtragao. Esses segmentos terao seu ta-
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3 Homologia Persistente

manho em acordo com os instantes de nascimentos e mortes dos geradores representados

como nos mostra a Figura 3.13:

Y

Hy

Y

Hy
—>

K' K? K3 K* K5 K¢ K7 K®

Figura 3.13: Codigo de barras 0 e 1 dimensional para exemplo da Figura 3.11.

3.6 Distancia bottleneck e estabilidade

Definigao 3.25 (Distancia Bottleneck). Sejam Dy e Dy diagramas de persisténcia. A

distancia bottleneck entre Dy e Dy € definida como

dp (D1, Dy) = inf sup ||p = v(p)|ls;
peD1

onde v wvaria no conjunto de todas as bijecoes entre os multiconjuntos Dy e D, e

lp — dlle = max{|z, —x4|,|yp —y4l}. Por convengao, se y, = y, = 400, entdo

P = glloc = [2p — z4|-
Proposigao 3.26. A distancia bottleneck dg define uma métrica.

Demonstracao. Sejam Dy, Dy e D3 diagramas de persisténcia. Provaremos que dp sa-

tisfaz as propriedades de uma métrica:
1. Nao negatividade: Como ||p — v(p)|l > 0 para todo p, segue que

dg (D1, Dy) > 0.

2. Simetria: Seja v uma bijecao de Dy em D,. Para qualquer p € Dy, existe um

tinico ¢ € Dy tal que v7'(q) = p. Assim,

lp =)o = [la =7 (@)]|. -

Como para cada bijegao v existe uma tnica A satisfazendo a igualdade acima,
segue que

dB (D17D2) = dB (D27D1) .
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3.6 Distancia bottleneck e estabilidade

. Identidade dos indiscerniveis: Se D; = D,, entao a bijecao identidade id :
Dy — D, satisfaz ||p — id(p)|| = 0, logo dp(D1, Dy) = 0. Reciprocamente, se
dp(D1, Dy) = 0, entdo, para todo € > 0, existe ~ tal que

sup [[p — v(p)[l <&
pED:

Como um diagrama de persisténcia é fechado, concluimos que D; = Ds.

. Desigualdade triangular: Sejam A, B e I' os conjuntos de bijecoes entre D, e
Dy, Dy e D3, e Dy e D3, respectivamente. Para a € Aeb € B, considere boa € T'.
Entao, para todo p € Dy,

Ip = bla(p))llee < llp = alp)llse + [lal(p) — b(a(p))lle-

Tomando supremos e infimos apropriados, obtemos

dp (D1, Ds) < dg (D1, Ds) + dp (D2, Ds) .

Assim, dp é uma métrica. [

Essa definicao justifica a inclusao da diagonal nos diagramas de persisténcia, pois

permite calcular a distancia entre dois diagramas com quantidades diferentes de pontos,

associando pontos excedentes a diagonal.

Perceba que com essa definigao, buscamos uma bijecao dentre todas as possiveis

que seja a mais natural possivel, e de fato, visualmente ela é bastante intuitiva pois

minimiza o maximo possivel a distancia entre os pontos que serao pareados. Vejamos

um exemplo na Figura 3.14 com o conjunto D,

= {(1,00),(3,4.5), (4,6),(7,9)} em

vermelho e o conjunto Dy = {(1.5,00),(2.8,4), (4.3,5.8),(7.5,9.5), (4,4.4),(6,6.5)} em

preto, analisando apenas trés das bijecoes.

L 2

-0

L2

Figura 3.14

: Diferentes bijecoes para os conjuntos D; e Ds.
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Agora calculando sup ||p —v(p)||« para as bije¢oes acima, encontramos os seguintes
pED1
resultados para a primeira, segunda e terceira bijecao respectivamente:

sup [|(7.5,9.5), (7,9)||0o = 0.5

peDq
sup ||(7,9), (6,6.5)]|oc = 2.5
pED1
sup [|(4,6), (4,4.4)]|o = 1.6.
peD:

E a partir desses valores, podemos tomar as bolas centradas nos pontos de D; (rela-
tivas & métrica em questdo) e que contenham os pontos de Dy que devem ser pareados

como nos mostra a Figura 3.15:

- o AT ] -

Figura 3.15: Diferentes tamanhos de bolas centradas em torno de pontos de D;.

Por fim, dentre as bijecoes possiveis, tomamos a que apresenta a bola com o menor
raio, para nosso exemplo com D; e Ds, o diagrama com a menor bola méxima (incluindo
as bijegdes que nao foram ilustrados) é o primeiro da esquerda, portanto, a distancia
bottleneck é dg(D1, Dy) = 0.5

O proximo passo € a definicao de uma distancia entre dois moédulos de persisténcia.
Para tal, apresentaremos um caso particular, que sirva de construcgao intuitiva de tal

distancia.

Seja P = {p; € R? : 1 <4 < m} uma nuvem de pontos e seja P’ = {p, e R?: 1 <i <
m} uma nuvem de pontos obtida por uma perturbagao de amplitude €/2 em P como
mostra a figura 3.16. Vimos como obter uma bijegao entre P e P’, dada por p; — pi,
para cada i, com ||p; — pi|| < £/2. Podemos considerar, sem perda de generalidade, que

essa perturbagao ¢ tal que a colecao de subconjuntos LI da nuvem nao se altera.
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3.6 Distancia bottleneck e estabilidade

e Nuvem de pontos P

e Nuvem de pontos P’

Figura 3.16: Perturbacao da nuvem de pontos P.

Se {pjy,---,pin} € CT(P), entdo para cadai,l € {1,...,n}, temos que ||p;, —p; || <,
logo, [|pj, = Pill < lpj, — pill + llpj; — pill + 1Py — vy |l <€/2+7+e/2=7r+¢, ou
seja, {pf, ..., 1.} € Crye(P'). Do qual, concluimos, a menos de bijegao, que

C\(P) € Cpau(P').

Por simetria, claramente podemos considerar P como perturbagao de amplitude &/2
de P’, obtendo

C.(P") C Cpe(P).

Sejam as filtracoes #; = {C.(P) : r € Rt} e Z = {C.(P)) : r € RY}, P e P,

temos as inclusoes:

~

Vr € R,C,(P) C Cric(P') e Co(P') C Cpya(P).

Mais precisamente, dados r,t € R, com r < ¢, os seguintes diagramas, onde os mapas

sao inclusoes, sao comutativos:

CT(P) ét(P) ér+s<P) - étJrs(P)
| l T T
ér+s<Pl> - ét+z—:<Pl) Cr(Pl) ét(Pl>-
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Logo obtemos os modulos de persisténcia H,(.%1) e H,(.%2), bem como, os homo-
morfismos ¢, : Hy(C.(P)) — Hy(Crye(P') e ¢y - Hy(Co(P')) = H,(C,yo(P) induzidos

pela inclusao. Temos, assim, os seguintes diagramas comutativos induzidos, onde i, ,

€ Jxp sdo os homomorfismos induzidos pela inclusdo nas filtracoes H,(F#1) e H,(F2),

respectivamente:
-« i:’; . . -:j;e,tJre .
Hy(Cr(P)) ——— H,(Ci(P)) Hy(Cr1o(P)) —— Hy(Crye(P))

Jo Jo ol o]

.r4e,t+e r,t

~

Hy(Cpie(P') " H,(Copa(PY) Hy(C,(P')) —22— H,(C\(P")

Uma vez que existem relagoes entre os complexos e esses por sua vez induzem relagoes
nos moédulos, podemos definir uma distancia para os pontos de nossa amostra e os pontos
de nosso diagrama de persisténcia de tal forma que esses também, obedecerao a uma

relagao, como nos mostram os resultados a seguir:

Definicao 3.27. Seja (X,d) um espago métrico e suponha que A, B C X sejam sub-
conjuntos finitos. A distdncia de Hausdorff dg(A, B) € definida como

dy(A, B) = max {max min d(a, b), max min d(a, b)} .

beB acA acA beB

Podemos também definir a distancia de Gromov-Hausdorff.

Definicao 3.28. Suponha que A, B sejam espagos métricos finitos. A distdncia de
Gromov-Hausdorff dau (A, B) € definida como

din (A, B) = inf{du (u(A), v(B))},

onde o infimo € tomado sobre todos os mergulhos isométricos u: A — X ev: B — X

em um espago métrico X.

Teorema 3.29 (Teorema de estabilidade). Suponha que os diagramas de persisténcia
D1 e Dy representem homologias persistentes de filtragoes F, e Fo obtidas por filtragoes
de Cech de espagos métricos A e B satisfazendo a condi¢io dgy(A, B) < e entao,
dg(A,B) <e.
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Figura 3.17: Pareamento de tamanho e.

O ponto fulcral desse teorema é que pequenas mudancas no conjunto de entrada levam
a pequenas mudangas no conjunto de saida, ou seja, pequenas perturbagoes na filtracao
resultam pequenas alteragoes no diagrama de persisténcia. A distancia Bottleneck nesse
caso, fornece uma métrica robusta para comparar diagramas, assegurando que pequenos
ruidos ou perturbacoes nas filtragdes nao causarao grandes discrepancias nos diagramas

de persisténcia e desse modo, tornarao os diagramas estaveis contra esses ruidos.
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Deteccao de Curvatura

Vimos nos capitulos anteriores, como obter as caracteristicas topoldgicas de um con-
junto de pontos aleatérios em um plano e a partir deles, construir os Complexos de Cech
e o diagrama de persisténcia. Esses diagramas possuem duas principais caracteristicas,
o sinal topologico, que traz informagoes acerca da topologia do conjunto de pontos e o
ruido topologico, que sao os pontos decorrentes das imperfei¢oes ou pequenas flutuacoes
nos processos de medicao. No diagrama, o ruido possui vida curta e indica que algum
fendmeno surgiu e desapareceu muito rapidamente nao contribuindo de modo signifi-
cativo na recuperacao da topologia subjacente, assim é visto como algo indesejado e
que precisa ser eliminados por meio de técnicas estatisticas. Entretanto nesse capitulo
apresentaremos evidencias tedricas e computacionais mostrando que, apesar de nao con-
terem informacoes relevantes na busca da topologia, codificam importantes evidencias
acerca do espago a qual residem os pontos amostrados. Em particular, mostraremos
que é possivel extrair informacoes sobre a curvatura do espago ambiente analisando a
persisténcia da familia mais abundante contida no ruido topolégico, qual seja, a familia
dos triangulos. Nesse capitulos, tais triangulos estarao em uma variedade My Rieman-
niana 2-dimensional completa simplesmente conexa e de curvatura K constante, essa
curvatura pode ser nula, positiva ou negativa. Para o caso em que K = 0, temos o
espaco R? munido da métrica euclidiana. Nesse espaco os resultados serdao tomados
como conhecidos e apenas enunciaremos e demonstraremos os que dizem respeito ao
estudo da homologia persistente. Para o caso em que K > 0 usaremos a esfera de raio
R e trabalharemos com o modelo do disco de Poincaré para o caso em que K < 0.
Iniciaremos o capitulo apresentando alguns fatos sobre espacgos de curvatura positiva
e negativa bem como algumas propriedades sobre triangulos que serao importantes no
estudo de sua persisténcia. Esses resultados e teoremas estarao separados em dois topi-
cos distintos, um para K negativo e um para K positivo. Quando algum resultado for o
mesmo nos trés modelos, acrescentaremos a observagao (K qualquer). Posteriormente
veremos como sortear pontos aleatorios uniformes em circulos de diferentes curvaturas
e tirar informacoes da persisténcia calculada nos tridngulos construidos com eles. A

ideia é buscar evidéncias que nos ajudem a diferenciar os resultados referentes ao seu
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espago ambiente. Por fim, faremos algumas simulacoes em Python e por meio de um
algoritmo de Machine Learning mostraremos que ¢é sim possivel recuperar a curvatura
de um espago usando a persisténcia existente nos triangulos oriundos do ruido de um
conjunto de pontos aleatoérios. Nesse capitulo as obras que nos serviram de apoio para
os conceitos geométricos foram (Andrade, 2013) e (Whittlesey, 2019). Finalmente, in-
dicamos a leitura do artigo (Bubenik et al., 2020) que serviu de inspira¢ao para a busca
dos resultados obtidos e fundamentacao para a construgao dos principais resultados

sobre homologia em triangulos usados nesse capitulo.

4.1 Geometria Hiperbdlica

Quando K < 0 o modelo utilizado para M seréd o disco hiperbolico plano de Poincaré
de curvatura K, isto é, consideramos no plano euclidiano o conjunto My = {(x,y) €

R?/ 2% +y* < R} com raio R = ﬁ e métrica Riemanniana

d82 _ 4(611’2 + dy2)

224020
(1 _ 1:_;21/ )2

No que se segue, apresentaremos uma descri¢ao axioméatica e elementar dos fatos que
utilizaremos, evitando o uso de resultados de geometria Riemanniana. Uma boa refe-
réncia para tal abordagem ¢ (Andrade, 2013).

Nesse conjunto, um segmento geodésico (hiperboélico) h é definido da seguinte forma:

Definicao 4.1. Dado um disco Mg, os segmentos geodésicos sao as interseccoes de
My com retas euclidianas passando pela origem de My ou a interseccao de My com

circulos euclidianos ortogonais ao bordo S*.

| h;

Figura 4.1: Representacao da reta do primeiro tipo por h; e da reta do segundo
tipo por hy. No segundo caso, dizemos que o A é o circulo gerador
dessa reta hiperbolica.
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Por defini¢ao, os pontos ideais da uma reta hiperbolica h sao os pontos z; e 2o
obtidos pela interseccao [ NS assim como os pontos z3 e z; em A N'S!. Note porém
que os pontos ideias nao pertencem as retas uma vez que elas sao determinadas pela
interseccao das retas com M.

Sejam A e C dois pontos distintos em My, existe uma tunica reta j@ contendo os

pontos A e C' e um tnico segmento geodésico entre tais pontos de modo que AC' C j@ .

Figura 4.2: Retas hiperbodlicas e segmentos geodésicos em M.

Dados trés pontos A, B, C' em Mg que nao pertengam os trés a um mesmo segmento
geodésico hiperbolico, um angulo hiperbélico em My com vértice C' é a uniao das
semirretas Cﬁl e C@ . Ele sera denotado como é usual na geometria euclidiana, isto
é, ZACB. Uma das vantagens em se usar o modelo de Poincaré é que a medida dos
angulos hiperbolicos coincide com a medida usual de angulos em R?. Para isso, basta

tomar os vetores tangentes a cada uma das reta no ponto de interseccao entre elas.

Definigao 4.2. (Tridngulo hiperbdlico) Sejam pontos A, B, C em My nao hiper-
bolicamente colineares, existe um unico segmento geodésico entre cada par de pontos.
Tome A(ABC) = ABUACUBC chamado tridngulo de vértices A, B, C e arestas AB,
AC e BC. O subespagco My — A(ABC) possui duas componentes conexas e apenas

uma delas terd drea finita chamada interior do triangulo A(ABC).

Figura 4.3: Triangulo hiperboélico A(ABC') em M.
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A circunferéncia circunscrita de um tridngulo é a circunferéncia que contém os vér-
tices desse tridngulo e cujo centro chamamos circuncentro. Ao contrario da Geometria
Euclidiana em que todo tridngulo possui uma circunferéncia circunscrita, no caso em
que K < 0 um triangulo qualquer em Mpg pode ou nao possuir uma circunferéncia
circunscrita como podemos ver em (Beardon, 2022), mas caso exista seu circuncentro

sera unico.

Definicao 4.3. Mediatriz A mediatriz de um segmento PQ € a reta perpendicular a

PQ passando pelo seu ponto médio.

Lema 4.4. Sejam P e @ dois pontos distintos em My (K qualquer). Entao a medi-

atriz de um segmento PQ consiste em todos os pontos equidistantes de P e Q.

Demonstracao. Suponha um ponto A equidistante de P e (). Seja [ a reta passando por
A de modo a dividir o angulo ZPAQ em dois iguais e tome o ponto D =[N PQ. Pelo
critério LAL, A(PAD) = A(QAD). Desse modo, PD = DQ e portanto, D é o ponto
médio de PQ. Além disso, ZPDA = ZQDA e como sua soma perfaz 7, conclui-se que

cada um é um angulo reto, portanto, [ é a mediatriz de PQ.

Por outro lado, se A € [ e D é o ponto médio de PQ, entdo pelo critério LAL,
A(PDA) =2 A(QDA) do qual PA = QA. O]

Teorema 4.5. Dado um tridngulo em My (K qualquer), as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

i) As mediatrizes de dois lados de um tridngulo se intersectam;
ii) O tridngulo possui uma circunferéncia circunscrita;
ii1) As trés mediatrizes de um tridngulo possuem um ponto em comum.
Demonstracao. Sejam A, B, C vértices de um triangulo:

i) = i) Assuma que P ¢ a intersecgdo das mediatrizes de dois lados de A(ABC).

Entao P é equidistante de A, B, C. Logo, P é o circuncentro desse triangulo.

i1) = i1i) Seja P o circuncentro de A(ABC), entao P é equidistante de A, B, C, logo

P pertence a mediatriz de cada um dos lados desse triangulo.

iii) = 1) Trivial. O
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4.1.1 Trigonometria hiperbdlica

Um dos aspectos mais marcantes da trigonometria hiperbolica é que a soma dos angulos
internos de um triangulo é sempre menor que 7. Essa caracteristica esta ligada a
curvatura negativa do espago hiperboélico que distorce as medidas angulares de modo
que, quanto maior o tridngulo, menor a soma dos angulos. A diferenga entre 7 e a soma
dos angulos internos do tridngulo é chamada de déficit angular ou defeito angular.
No disco de Poincaré, a area de um triangulo hiperboélico esté diretamente relacionada
ao seu déficit angular e obedece a relacao Area(A(ABC)) =7 — (a+ 3++) onde a, f3

e 7 sao os angulos internos do triangulo.

Definicao 4.6. Dados dois pontos quaisquer u, v em My, a distdncia hiperbolica
entre v e v € dada por 2R tanh™ (

z—w
1—zw

D emqueR:ﬁ,z:u/Rew:v/R.

Teorema 4.7. (Lei dos senos hiperbdlicos). Seja A(ABC) um triangulo hiperbélico

de lados a, b, c e dngulos opostos respectivamente o, 3,7, entao:

sen(a) _ sen(B)vV—K _ sen(y)v—K
senh(av/—K) senh(by/—K)  senh(cy/—K)

]

:

Teorema 4.8. (Lei dos cossenos hiperbdlicos). Seja A(ABC) um triangulo hiper-

bolico de lados a,b,c e angulos opostos respectivamente o, 3,7, entdo:

cosh(cv/—K) = cosh(av/—K) cosh(bv/—K) — senh(av/—K) senh(bv/—K) cos(7)

4.2 Geometria Esférica

Quando K > 0 o modelo utilizado para My sera a esfera de raio R = \/LE centrada na
origem de R?, ou seja, o conjunto My = {(z,y,2) € R*|z* + y* + 2* = R*}. Podemos
também representar os pontos por meio de coordenadas polares, ou seja, (r,60) com
r € [0,1] e @ € [0,27] ou ainda em coordenadas esféricas padrao (6, ), com 6 sendo
a colatitude, o angulo complementar & latitude no eixo z, e ¢ o angulo em relagao ao

eixo x no plano zy, nesse caso, a métrica assumira a forma
ds* = df® + sen” Odp®.
Também nesse caso iremos utilizar uma descrigao mais elementar dessa geometria.

Definicao 4.9. A intersec¢ao de uma esfera com um plano passando pelo seu centro é
uma circunferéncia de mesmo centro e raio da superficie esférica. Damos o nome de

circulo mdximo a essa circunferéncia.
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Definigao 4.10. Considere S uma esfera de centro O e raio R e uma reta r contendo
O. Aos dois pontos diametralmente opostos obtidos pela intersecgao de S com r damos

o nome de antipodas (ou pontos antipodais).

Figura 4.4: Circulo méximo C' e pontos antipodas P e Q).

Dados dois pontos P e (@), se eles sao pontos antipodas, representamos esse fato
escrevendo P = Q* (ou Q = P%).

Proposicao 4.11. Por dois pontos P e () sobre uma esfera, sempre passa um circulo

mdximo. Se esses pontos nao forem antipodas, este circulo mdzimo € unico.

Demonstracao. Se P e () nao sao antipodas, entao os pontos P, () e O nao sao coli-
neares, desse modo, definem apenas um plano que os contém e desse modo, produzem
apenas um circulo méximo intersectado com a esfera. No caso em que P e () sao anti-
podas, os pontos P, Q e O sao colineares pertencendo desse modo a infinitos planos e

por consequéncia, produzindo infinitos circulos maximos. O]

Quando se quer referir a um circulo maximo especifico citando seus pontos antipodais,

sa0 necessarios trés pontos, ou seja, o circulo maximo que passa por M, P e Q* (ou M,

P*e Q).

Proposicao 4.12. Dois circulos mdximos de uma esfera cortam-se mutuamente em
dois pontos antipodais. Além disso, eles dividem o grande circulo em duas partes iguais

as quais chamamos de semicirculos mdrimos.

Demonstracao. Sejam dois circulos maximos C; e Cy em uma esfera de centro O e raio
R. Sejam P e () os pontos resultantes da interseccao entre esses circulos maximos. O
segmento O P possui medida R bem como o segmento OQ. Desse modo, OP+0Q = 2R

e assim, os pontos P, O e () estao alinhados, portanto, P e () sao antipodais. Segue
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-
também que, sendo 2R o diametro da esfera, segue que o arco P(Q) equivale a metade

dos circulos maximos. O

Figura 4.5: Semicirculos maximos.

Dados dois pontos A e B nao antipodais em My, uma geodésica é o caminho mais
curto entre esses pontos, ou seja, ¢ o comprimento do menor arco do circulo méximo

que passa por esses pontos como mostra a Figura 4.6.

Figura 4.6: Geodésica AB.

Definigao 4.13. (Angulo esférico) Angulo esférico é o angulo formado por dois arcos
de circulos mdzrimos com um extremidade em comum. Sua medida € a mesma do dngulo

euclidiano obtida pelos dois planos que contém esses arcos.

Podemos ainda relacionar a medida de um angulo esférico com a medida do angulo
central e dos angulos da piramide formada pelos pontos ABCO e desse modo, obter

um tridngulo na esfera como mostra a Figura 4.7.

Definigao 4.14. (Tridngulo esférico) Sejam pontos A, B e C' em Mg nao perten-
centes a um mesmo circulo mdzrimo, existe um unico segmento geodésico entre cada par
de pontos. Tome A(ABC) = ABU AC U BC chamado triangulo de vértices A, B, C'e
arestas AB, AC' e BC. O subespago Mg — A(ABC') possui duas componentes conezxas

de drea finita. A de menor drea chamamos de interior do tridngulo A(ABC).
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4 Detecgao de Curvatura

Figura 4.7: Triangulo esférico A(ABC') em M.

4.2.1 Trigonometria esférica

A principal caracteristica da trigonometria esférica é que a soma dos angulos internos de
triangulos sempre excede 7 e a area de um triangulo esférico na superficie de uma esfera
¢ calculada com base no excesso angular, ou seja, Area(A(ABC)) = R?-(a+B+y—m)

sendo «, f e 7y os angulos internos do triangulo.

Definigao 4.15. Sejam x ey vetores em S e seja 0(x,y) o dngulo Euclidiano entre esses
vetores, a distdncia esférica entre x e y € definida como o nimero real dg(z,y) =
0(x,y) dado por Rtan~! ('wx—xyy‘> apos converter os pontos para coordenadas cartesianas,
ou seja, (Rsen (}%) cosf, Rsen (%) send, R cos (I%)) Note que 0 < dg(z,y) < Rm e
ds(x,y) = Rm se, e somente se, esses vetores sio vetores antipodais. Dois vetores x e

y em S sao ditos vetores antipodais se, e somente se, y = —x.

Teorema 4.16. (Lei dos senos esféricos). Seja A(ABC) um tridngulo esférico com
medidas de seus lados a,b,c e dngulos opostos respectivamente «, 3,7, entao:

sen(a)vVK B sen(f)vVEK B sen(v)vVEK

sen(avK) sen(bVK)  sen(cVK)

Teorema 4.17. (Lei dos cossenos esféricos). Seja A(ABC) um tridngulo esférico

com medidas de seus lados a,b,c e dngulos opostos respectivamente «, 3,7, entao:

cos(cVK) = cos(aVK) cos(bVK) — sen(aV'K) sen(bV'K) cos(7)

4.3 Triangulos e sua homologia persistente

Nessa se¢ao vamos mostrar como triangulos contribuem para a homologia persistente em
um complexo de Cech construido em M. Em particular, qual o intervalo maximal com
que um conjunto de 3 pontos contribui para um gerador nao trivial em H; em funcao de

K. Veremos ainda que para todo K o intervalo de contribui¢ao ¢ maximizado por um
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triangulo equilatero e assim obter uma relagao que apenas dependa de K e das medidas
dos lados desse triangulo.

Seja U um conjunto finito de pontos em Mpg. Sejam A, B,C pontos em U, vamos
assumir que sejam nao colineares, quando K > 0 vamos assumir também que a distancia
entre quaisquer dois desses pontos seja estritamente menor que \/L? (nao antipodais).
Do ponto de vista tedrico podemos representar dois triangulos por A, B, C'. H& o ente
geométrico (triangulo) A(ABC') subconjunto de Mk e o conjunto abstrato {A, B, C'} C
U que pertence a um complexo de Cech obtido em U. Vamos nos referir a ambos
simplesmente como o tridangulo A(ABC') ou quando nos for conveniente simplesmente
por triangulo T e ficara claro pelo contexto a qual estamos nos referindo.

Chamamos de nascimento do triangulo 7', representado por n(7") quando

n(T) = min{R| Br(X) N Br(Y) £ 0V X,Y € {A,B,C}}.

Figura 4.8: Nascimento de um triangulo T.

Nesse caso, os bordos do triangulo T contribuirao com um 1-ciclo na filtracao sempre

que r > n(T'). Por outro lado, m(7T") é chamado morte do tridngulo 7' quando

m(T) = min{R| Br(A) N Br(B) N Br(C) # 0}.

Figura 4.9: Morte de um triangulo T.
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O triangulo T" contribuird ao 2-simplexo na filtracdo sempre que r > m(7).

Desse modo, T" induz um gerador de H;(.%) para todo r > n(T) e esse elemento esta
na classe trivial para r > m(7T') como nos mostram as figuras 4.8 e 4.9 respectivamente.
Em particular, se n(7") = m(7T'), entdo 7" ndo contribui com nenhum gerador nao trivial
para a homologia persistente em questao. O intervalo de persisténcia [n(T"), m(T)] é
calculado pela diferenga m(7T) — n(T) que mostra o tamanho do periodo em que T
contribuiu para a homologia, entretanto, em situagoes em que nao importa o periodo

m(T)

mas sim a razao entre os momentos de nascimento e morte, usamos p(7') = w7 © qual

nos referimos por persisténcia (multiplicativa) de 7.

Definicao 4.18. A homologia persistente multiplicativa € definida considerando
um quociente dos instantes de nascimento e morte de cada classe de homologia. No

caso de tridngulos ela é dada por

No que se segue denotaremos a homologia persistente multiplicativa como homologia
persistente, quando nao houver risco de confusao.

Antes de iniciarmos o estudo da homologia persistente dos tridngulos, vamos fixar
algumas relagoes que serao usadas ao longo dessa se¢ao. Dado um triangulo 7" da forma
A(ABC), representaremos os comprimentos de seus lados por a, b, ¢ opostos aos vértices
A, B, C respectivamente de modo que a > b > c¢. Note que o nascimento de T é metade
do tamanho do maior lado, ou seja, n(T) = §. Também M serd o ponto médio do lado
formado pelo segmento BC' e m denotara a distancia entre o ponto M e o vértice A,
vide Figura 4.10. Se T possuir um circuncirculo, denotaremos seu circuncentro por P.
Quando K > 0 assumiremos que R = \/% sendo R o raio da esfera construida em My e
também que a < mR. Por fim, em alguns momentos, a fim de auxiliar na compreensao
do resultado e na visualizacao do que esta sendo provado, usaremos figuras para o caso

euclidiano, lembrando porém que a demonstracao serve para os trés casos.

A

B ” ” C
2 M 2

Figura 4.10: Triangulo euclidiano A(ABC)).

80



4.3 'Triangulos e sua homologia persistente

Proposicao 4.19. Dado um tridngulo T em Mg, as sequintes afirmagoes sao equiva-

lentes:
i) T induz um gerador de Hi(F), isto €, n(T) < m(T);
ii) § <m;
ii1) T possui um circuncirculo e seu circuncentro P estd no interior de T'.

Além disso, se alguma dessas condigdes for satisfeita, entao n(T) ¢ igual a § e m(T) €

tgual ao circunraio.

Lema 4.20. Sejam P e Q pontos em Mg el a reta passando por @ perpendicular a
%, (para o caso K > 0, vamos assumir também que d(P,Q) < TR). Sejam t > 0,
H o semiplano limitado por % e Q; o ponto de H em [ tal que d(Q, Q) = t. Entao

d(P,Q;) € uma funcgao estritamente crescente de t.

Demonstracao. SejaT o tridngulo de vértices P, ), Q) e lados correspondentes QQ;, PQ;
e PQ, reto em (). Basta aplicar a lei dos cossenos aos diferentes casos, observando que
cos(ZPQQ;) =0 O

Lema 4.21. Seja um tridngulo T em uma filtragio #. FEntao n(T) < m(T) se e

somente se % <m.

Demonstragdo. Perceba que se § > m, no instante em que Ba(B) N Ba(C) = {M}, ja
ocorreria a morte do triangulo 7" uma vez M j& pertence ao circulo Bz (A). Isso nos

permite inferir que n(7") = m(T") quando § > m. Sendo assim, obtemos que:

Bs(A)N Bs(B)N Bs(C) #0 < M € Bs(A) = n(T) < m(T) < g<m.

C

Figura 4.11: Triangulo euclidiano A(ABC') com n(T") = m(T).
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Lema 4.22. Suponha que § < m, entao T" possui um circuncentro P e ele estd contido

no interior de T.

Demonstragdo. Sabemos que d(C, M) = § entao d(A, M) > d(C, M). Seja [ a mediatriz
de BC, sendo b > ¢, | intersecta AC em algum ponto N, obtendo desse modo que
d(A,N) = d(A,C) —d(N,C) (Se A = N a igualdade é obvia). Para K > 0, teremos
d(M,C) = § < TR. Logo, para todo K, podemos aplicar o Lema 4.20 para obter que
d(N,C) > d(M,C) = § e dado que AC = b < a, segue:

d(A,N) = d(A,C) — d(C,N) =b—d(C,N) < a— g - g

o que nos permite concluir que d(A, N) < d(C, N).

B - - C
) M )

Figura 4.12: Triangulo euclidiano A(ABC') com circuncentro P.

Vamos agora definir a funcao F(X) = d(A, X) — d(C, X) para algum ponto X se

movendo ao longo de [ indo de M até N. Note que:
FM)=d(A,M)—d(C,M)= F(M) >0 pois d(A, M) > d(C, M)

F(N) =d(A,N) — d(C,N) = F(N) <0 pois d(A,N) < d(C, N).

Pela continuidade da funcao distancia e pelo teorema do valor intermediario, existe
um ponto P no interior de M'N de modo que tal que F(P) = 0 o que nos garante que
d(A,P)=d(P,C).

Estando P na mediatriz de BC e da igualdade obtida, temos que P é o circuncentro
de T. Dado ainda que P esta no interior de M N e esse segmento esté contido em 7" por

construcao, temos que P esta no interior de 7. [

Lema 4.23. Suponha que § < m e que exista R > 0 e um ponto D tal que D €

Br(A)N Br(B) N Br(C) mas D nao € circuncentro de A(ABC). Entao existe R' < R
tal que Br/(A) N Br/(B) N Br/(C) # (.

82



4.3 'Triangulos e sua homologia persistente

Demonstracao. Dado que D nao é circuncentro, deve existir ao menos um vértice tal que
a distancia até D é menor que R. Suponha sem perda de generalidade que d(A, D) < R,

temos dois casos a considerar:

e Suponha que D ¢ % Tome [ a reta contendo D e perpendicular a %, seja
D" # D um ponto de [ entre D e BC de modo que d(D,D") < R—d(D, A). Isso
implica que d(A, D') < R. Por construgao e do Lema 4.20, D’ estd mais proximo
de B e C do que de D, assim, d(B,D’) < d(B,D) < R e de modo similar,
obtemos d(C,D’') < R. Tomando agora R’ = max{d(A,D’),d(B,D’),d(C,D")}
concluimos que R' < Re D' € Br/(A) N Br/(B) N Br(C).

e Suponha agora que D € %, sem perda de generalidade, suponha d(B, D) <
d(C, D). Deve ocorrer uma das situagoes, oud(B, D) < d(C,D) < Roud(B, D) =
d(C,D) = § <m < R, o que nos mostra que nesse caso, D ¢ o ponto médio de

BC.

De qualquer modo, d(D, B) < R entao podemos repetir a mesma prova usando o ponto
B em vez de A. O

E finalmente temos o suficiente para seguir com a prova da Proposicao 4.19:

Demonstracao.
i) <= ii) Imediato pelo Lema 4.21.
i1) = i11) Imediato pelo Lema 4.22.

iii) = ii) Seja P o circuncentro de T e | a mediatriz de BC, pelo Lema 4.20, temos
que § =d(B,M) < d(B,P) =d(A,P).
Tome agora um ponto ) em [ de modo que m seja perpendicular a [. Desse modo,

f@ e % sao ambos perpendiculares a [. Quando K < 0 temos m e % paralelas.

Vejamos o que ocorre quando K > 0. Os dois pontos de interseccao entre m e
possuem ambos distancia 7R de [. Dado que b > ¢, [ intersecta AC, desse modo,
d(A,Q) < d(A,C) < a < FR. Sendo assim, para todo K, temos que AQ nao intersecta
, logo, @) e A estao no mesmo lado de % . Por um argumento similar, segue também
que m nao intersecta BC.

Note agora que () nao pode estar no interior de 7. Suponha que () esteja no interior
de T e seja S o ponto onde [ e AC se intersectam. Dessa forma, @) esta no interior
do segmento SM. Dado que m intersecta um lado do triangulo A(MSC), ele deve

intersectar um dos outros dois lados. Como f@ nao intersecta MC C BC' entao deve
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cruzar SC C A(E Porém, isso significaria que A(qj e A(2 se cruzam em dois pontos nao

antipodais. Uma contradicgao.

Dado que @ e P estao do mesmo lado de % e P esta no interior de T e () nao,
devemos ter que P € QM. Além disso, temos d(P,Q) < d(MQ) e pelo Lema 4.20
obtemos que d(A, P) < d(A, M) = m. Aliando essa desigualdade a primeira obtida que
dizia ser § < d(A, P), obtemos que § < d(A, P) < d(A, M) = m, ou seja, § < m.

Finalmente suponha que i), i7) e éii) sejam validas, seja R = m(T'). Por defini¢ao,
Br(A)NBr(B)NBr(C) # 0, do Lema 4.23 temos que Br(A)N Br(B)NBgr(C) = {P},
e desse modo, R = d(P,A) = d(P, B) = d(P,C) e portanto, R ¢é o circunraio de . [

4.4 Tridngulos mais persistentes

Nessa se¢ao vamos mostrar que entre os tridngulos 7' com nascimento fixo n(7"), aqueles
m(T)
n(T)

com persisténcia p(T') = maxima, sao os equilateros.

Seja T um triangulo com vértices A, B, C' e lados correspondentes a > b > ¢, assuma

ainda que n(T) < m(T). Se K > 0 assumimos também que a < 37R onde R = \/Lf

Teorema 4.24. Suponha T um tridngulo nao equildtero, entao existe um tridngulo
equildtero T" com n(T") = n(T) e m(T") > m(T).

Figura 4.13: Substituigao de triangulo euclidiano A(ABC) por isosceles
A(A'BC).

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que 7' pode ser substituido por um triangulo
isosceles com dois lados de medida a. Se T' ja nao estiver nessa forma, entao existe algum

lado com medida estritamente maior que os outros dois, ou seja, a > b > c¢. Sejam [y, [y

e I}, as mediatrizes de BC', AB e A’B respectivamente. Pela Proposigao 4.19 essas medi-

atrizes se intersectam em um ponto P interior ao tridngulo e circuncentro de T'. Seja A’
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o ponto em jﬁ de modo que A esteja entre A’ e B e que maz{d(B,A’),d(C, A")} = a.
Seja 1" o triangulo formado por A, B e C, por construcao, 7" possui dois lados de
medida a de modo que a ainda é o maior lado dos triangulos, além disso, n(1") = n(T).
Vamos mostrar que 7" satisfaz m(T") > n(7") usando o Lema 4.19. Seja M o ponto
médio de BC, uma vez que a > b, I, intersecta BC em algum ponto N. Dado que P é
interior ao triangulo 7', N e B estao em lados opostos em relacao a ;. Desse modo, M
e B estao do mesmo lado em relacao a [, e por isso, M e A em lados opostos de [5.

Seja agora () um ponto de Zg de modo que m seja perpendicular a Zg , entao tanto
ZE quanto [, sao retas perpendiculares a ZE . Quando K < 0, isso significa que m e
l> sao paralelas. Para o caso K > 0, existem dois pontos de interseccao entre as retas,
e ambos distam TR de jﬁ, nesse caso, d(M,Q) < d(M,B) = § < FR. Desse modo,
para todo K, temos que o segmento M(Q ndo intersecta l, internamente ao triangulo e
portanto, M e () estao do mesmo lado em relacao a reta I, o que implica que @) e A estao
em lados opostos em relagao a l,. Uma vez que A esta mais proximo de [y do que A',
segue que A estd mais proximo de () do que A, pelo Lema 4.20, d(A', M) > d(A, M) > §
o que implica serem véalidas para 1" as afirmagoes da Proposicao 4.19.

Seja P’ o circuncentro do triangulo 7" e I, a mediatriz de A’B, entdo P’ esta em [
e d(M,P") > d(M, P). Uma vez que [; é perpendicular a BM — %, a distancia de
qualquer ponto de [; até B aumenta a medida que esse ponto se afasta de M, desse
modo, d(B, P') > d(B, P) ou de modo equivalente, m(7") > m(T).

Sendo assim, podemos assumir que 7' possua dois lados de medida a, ou seja, a =

b > ¢. Counsidere os circulos de raio a centrados em B e C'.

Figura 4.14: Substituigao de tridngulo euclidiano isésceles A(ABC') por equilé-
tero A(A'BC).

Quando K < 0 sabemos que eles se intersectam em dois pontos distintos de lados
opostos em relagao a % Para o caso K > 0, denote por M’ o ponto da esfera antipodal
a M. Sendo d(B,M) = % < a e assumindo que a < 3R, temos d(B,M') = 7R — % >
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%’TR > a. Observe que estando M e M’ em [y, existem dois pontos em [;, um em cada
lado de %, cuja distancia até B é exatamente a. Ainda pelo fato de estarem em [y, a
distancia até C', também ¢é exatamente a, e assim, estao na intersecgao dos dois circulos.

Seja A’ o ponto de intersecgao dos dois circulos do mesmo lado de A em relagao a % .
Seja T" o triangulo formado pelos vértices A, B e C, por construcao, 17" é equilatero
com lados medindo a e consequentemente n(71") = § = n(T).

Seja I4 a mediatriz de A’B, por construcao, o angulo relativo ao vértice C' em T é
menor que o angulo relativo ao vértice C' em 7" e uma vez que ambos sao isosceles, ls e
I, bisseccionam respectivamente esses angulos. Desse modo, o angulo formado por BC'
e Iy ¢ menor que o angulo formado por BC e [}, segue que o ponto P onde I, intersecta
I, estd mais proximo de BC' do que o ponto P’ onde [} intersecta [;.

Como antes, isso implica que d(B, P') > d(B, P) e dado que P e P’ sdo circuncentros
de T e T', temos que m(T") > m(T). O

4.5 Persisténcia em tridngulos equilateros

Vamos agora deduzir formulas para o calculo da persisténcia em triangulos equiléteros.
Em geral, é possivel estabelecer formulas para quaisquer triangulos em funcao dos lados
e de K, observando que n(T") sera metade de seu maior lado e m(7") seu circunraio,
entretanto, nos casos gerais, as formulas que se obtém nao sao suficientemente esclare-
cedoras, e para o caso equilatero, a lei dos senos simplifica sobremaneira os resultados

possibilitando inferir alguns resultados titeis como veremos a seguir.

Teorema 4.25. Seja Tk, um tridngulo equildtero em My com lados de medida a,

temos:

—2 _genh™! (l senh (“\/j)) se K <0

av/—K V3 2

P(TK,a) = \/%—) se K =0
—2_gen! (l sen <‘“/F>> se K >0
aVK V3 2

Demonstracao. Seja T um triangulo equilatero de vértices A, B e C' e lados a. Seja M
o ponto médio de AB e P o circuncentro de 7. Uma vez que P é circuncentro, estd na
intersecgao das mediatrizes de T'. Sabemos que ZAM P = 7, além disso, as mediatrizes
dividem 7" em 6 tridngulos congruentes sendo um dos vértices o ponto P. Os angulos
que circundam o ponto P, medem todos  uma vez que a soma dos 6 devem totalizar
21, além disso, temos que a medida de AM é n(T) = e a medida de AP é m(T).

Vamos aplicar a lei dos senos ao triangulo A(AM P) em cada um dos casos de K:
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A C
Figura 4.15: n(T) = d(A, M) e m(T) = d(A, P).

Para K = 0, temos

m(T') _ d(A, P) _ sen(ZAMP)  sen(m/2)

n(T)  d(A,M) sen(ZAPM)  sen(r/3)

Para K > 0, temos

sen(m(T)/K) 2 1 /2 av K
sen(n(T)VE) —ﬁ:m(T):\/—_sen < sen( >>

Por fim, para K < 0, temos

senh(m(T)/—K) _ 2
senh(n(T)v—-K) V3

A partir das igualdades obtidas no Teorema 4.25 vamos analisar a variacao dos valores
de persisténcia em triangulos equilateros em cada um dos casos estudados a medida que

ocorrem alteragoes na curvatura K e no valor a dos lados do triangulo.

1.16

1.154

p(TK,a)
=
=
S

1.134

1.124

0.00 025 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00
a

Figura 4.16: Gréfico da persisténcia em fungao de a com K = —1.
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Na Figura 4.16 temos a variacao da persisténcia de um triangulo hiperbdlico equi-
latero em funcao dos lados para K = —1. A curva atinge valores cada vez maiores a

medida que a se aproxima de 0 (consequentemente o tridngulo de um euclidiano com

persisténcia igual a ). Conforme a aumenta, a persisténcia diminui e terd como

V3/°
limitante inferior o valor 1, caso em que os instantes de nascimento e morte sao iguais.

115
1.14
115
113 %
=
1.14 - 112 &
1.13 4 111
1.10
1.12 -
1.11 - 0.00
—0.25
110 —0.50
—-0.75
0.00, ¢ -1.00 K
0.50 -1.25

-1.50

a 1.50 _1.?5
1.75 —2.00

Figura 4.17: Grafico da persisténcia em funcao de a e K.

A Figura 4.17 mostra a variagao da persisténcia conforme a curvatura e o lado variam
em —2 < K <0e0 < a < 2. Corroborando ao que foi dito, os maiores valores de
persisténcia ocorrem quando a curvatura e os lados do tridngulo hiperbdlico tendem
a zero o que faz sentido, uma vez que em ambos os casos, o tridngulo tende a um

euclidiano, seja por meio da curvatura nula, seja por meio dos lados cada vez menores.

1.50

1.10 T ; : :
0.0 0.5 1.0 15 2.0

a

Figura 4.18: Gréfico da persisténcia em funcao de a com K = 1.
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A Figura 4.18 mostra a variagao da persisténcia de um tridngulo esférico em fungao
de seus lados a para uma curvatura fixa K = 1. E possivel observar um comportamento
oposto ao anterior, os menores valores de persisténcia estao proximos a origem, ou seja,
quando os lados do tridangulo tendem a zero e consequentemente o triangulo se aproxima
de um euclidiano. A medida que o valor de a aumenta, a persisténcia aumenta até
atingir um valor limite como nos mostrara a Figura 4.19. Entretanto, antes de plota-
la, é preciso analisar os valores a serem usados no dominio da fun¢ao de modo a nao
obter mais de um periodo do gréafico e consequentemente incorrer em equivocos de

interpretagao. Desse modo, dado que sen™! : [—1,1] — —%, 5], temos as desigualdades:

—— <  se < —
- - 2
-7 av K T
3 = 2 -3
—2—7T<avK<2?7T.

14 T 1.35
=
A
= -1.30
Q
-1.25
1.20

Figura 4.19: Grafico da persisténcia em funcao de a e K.

Novamente corroborando o que foi dito, obtemos os menores valores de persisténcia

quando a curvatura e os lados do triangulo esférico tendem a zero e em qualquer um dos
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casos, o triangulo tende a um equilatero euclidiano, seja por meio da curvatura nula,

seja por meio dos lados cada vez menores.

4.6 Simulacio e resultados

Nesta se¢ao, usamos um Random Forest Classifier para analisar e classificar o comporta-
mento da Homologia persistente em triangulos formados aleatoriamente nas diferentes
curvaturas de superficies. Até onde temos conhecimento esta abordagem é inédita.
Dada a eficiéncia e relativa simplicidade desses modelos, eles sao amplamente utilizado
em problemas de classificacao devido a sua capacidade de lidar com dados de alta di-
mensionalidade, nao lineares ou casos em que hé interagoes complexas entre variaveis.
Ele consiste em um modelo de aprendizado de maquina baseado em arvores de decisao
por meio de ensemble learning, ou seja, combinacao de diferentes tomadas de decisoes
vindas de multiplos modelos individuais. Em cada etapa e a cada decisao tomada, os
resultados vao sendo refinados e melhorados. Cada uma dessas arvores é construida
a partir de um subconjunto aleatério de dados usados para treinamento e um outro
subconjunto usado para a divisao em cada um dos nés. Combinando os multiplos re-
sultados obtidos nas decisoes, obtemos resultados mais precisos e com menor risco de
overfitting (quando o modelo se concentra tanto no conjunto de treino que perde a ca-
pacidade de generalizar os resultados para diferentes valores de dados). Implementamos
um conjunto de codigos capazes de gerar pontos em diferentes ambientes e a partir da
analise de um conjunto de pontos usados para treino, decidir qual o espago ambiente
do conjunto completo. Com uma grande quantidade de pontos aleatorios, construimos
também histogramas cumulativos e de densidade para buscar parametros que corrobo-
rem os resultados obtidos com a simulagao. Para gerar os pontos em um disco de raio
um a partir dos parametros r e 6, e garantir que ambos possuam distribui¢ao uniforme,
foi necessario usar uma fungao especifica em cada caso em acordo com o processo de
amostragem inversa. Nesse processo, sao sorteado pontos em uma distribui¢ao conhe-
cendo apenas o inverso da distribuigdo cumulativa F' e pontos uniformes em [0, 1] da

qual posteriormente calcula-se F'~! nesses pontos como assegura o Teorema 4.26:

Teorema 4.26. Seja F' uma funcao de distribuicao cumulativa continua inversivel em
algum dominio D. Se U possuir distribuicao uniforme em [0,1], entao F~Y(U) possui

funcao de distribuicao cumulativa F.

Para o caso euclidiano, em que K = 0, consideramos o disco de raio 1 centrado na
origem. Parametrizamos os pontos por um angulo 0 < 6 < 27 e um raio 0 < r <1
tomados de forma independente e tal que 0 seja tomado uniformemente em seu intervalo.
Para r, a probabilidade de um ponto estar dentro do disco com determinado valor r,

deve ser igual a propor¢ao da area nesse disco em relagao a area do disco de raio unitério.
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Dado que a area desse disco é w12, entdo a funcao distribuicao cumulativa para um valor
r qualquer é dada por
2
wr
F(r)= =72

12

e em acordo com o Teorema 4.26 a fungao de distribuicao cumulativa inversa é

r=Fw) = Va

0 que nos permite tomar v uniformemente em [0,1] e usar F~'(u) para obter a
amostra desejada para r.

Para o caso hiperbélico, em que K < 0, a parametrizacao dos pontos segue a mesma
logica do caso anterior, ou seja, um angulo 0 < 0 < 27 e um raio 0 < r < 1 independen-
tes com 6 tomado uniformemente em seu intervalo. A area de um circulo hiperbélico

4 ﬂ)

de raio r e curvatura K pode ser obtida a partir da relacao A(r) = % senh” ( 5

e desse modo, a distribuicao cumulativa em funcao de r é

A7 senh? (—“/j> senh? (—“/j>

Fr) K 2 2
r) = = )
f—’lr{ senh? (1—V2’K> senh? (1—V2’K>

novamente pelo Teorema 4.26 obtemos a funcao de distribuicao cumulativa inversa

. V=K
senh <\/ﬂ senh <TK>)

r=F"1(u) = s

assim podemos tomar u uniformemente no intervalo [0, 1] e usar F~'(u) para obter
a amostra desejada para r.

Por fim, no caso esférico, K > 0, assumimos K < 2 o que garante que Somos capazes
de incorporar um disco de raio unitario no hemisfério superior da esfera. Novamente
seguindo o mesmo procedimento de amostragem, com 0 < 6 < 27 uniformemente em

seu intervalo e 0 < r < 1 em acordo com a relagdo A(r) = 4?” sen? (%E

) que nos
fornece a area de um circulo de raio r e curvatura K. A distribuicao cumulativa em

funcao de r é dada por

4m rvK VK

F(r) @ sen” (T) sen” (T)
r)= = .
L. (1_v21<> sen? (1_«2K>

K

e do Teorema 4.26 obtemos a fungao de distribuigao cumulativa inversa

r=F1(u) = ——=sen* (x/ﬂsen (g))
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Pontos gerados para K=-1 e R=1  Pontos gerados para K=0 e R=1 Pontos gerados para K=1 e R=1

1.01 1.01
0.51 0.51
0.0 0.0
—0.51 —0.51
—1.0_ . : ‘ . —1.01 ‘ : ‘ .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0

Figura 4.20: Pontos sorteados aleatoriamente em diferentes curvaturas.

Uma vez garantida a uniformidade nas distribuicoes em ambos os parametros, sorte-
amos 1000 pontos aleatérios em discos de raio um nas diferentes curvaturas, calculamos
a persisténcia nos triangulos obtidos e construimos histogramas cumulativo e de densi-
dade. Esses histogramas apresentam algumas diferengas em relacao a distribuicao dos
valores em acordo com o espaco ambiente, em particular os valores maximos atingidos
sao expressivamente distintos e podem ser bem observados na Figura 4.21 em que temos
os Histogramas para valoresde R=1e K = —1, 0 e 1. E na Figura 4.22 em que temos

a mesma situacao mas representada em Histogramas cumulativos.

Histograma da Homologia para K=-1 Histograma da Homologia para K=0 Histograma da Homologia para K=1
2
o 10 © 102 © 1024
[9) 1)
§ T 5
o =4 E
g o 0
10! = * 101
10!
1.03 1.05 1.07 1.09 1.11 1.13 . 1.07 1.11 1.03 1.07 1.11 115 1.19
Intervalos Intervalos Intervalos
Figura 4.21: Histogramas para R=1e K = —1,0e 1.
Histograma Cumulativo para K=-1 Histograma Cumulativo para K=0 Histograma Cumulativo para K=1
1000 1000 1000
800 800 800
3 © o
5600 2 600 2 600
S <@ <«
8400 Z 2
g @ 400 £400
200 200 200
0 0 0
1.03 1.05 1.07 1.09 1.11 1.13 1.03 1.07 1.11 1.15 1.03 107 111 115 1.19

Intervalos

Intervalos Intervalos

Figura 4.22: Histogramas cumulativos para R=1e K = —1, 0 e 1.
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A seguir, na Figura 4.23 organizamos as trés fungdes que fornecem os valores méximos
de persisténcia em funcao dos lados de um triangulo equilatero para as curvaturas K =
—1,0e1de K de modo a facilitar a anélise que faremos. E importante ressaltar que para
fins praticos de observacao e comparagao, usaremos o valor 1.155 como aproximacgao

- 2
ara O ValOI' maximo —.
p /3

1.300

1.275

1.250 1

1.225 1

1.200

p(Tk a)

1.175

1.150

1.125

1.100 T \ \ T . ‘
0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.25 150 1.75 2.00

a

Figura 4.23: Valores de persisténcia para as diferentes fungoes.

Perceba que para K < 0 os maiores valores atingidos de persisténcia, nao chegaram
sequer a 1.13, a curva em azul na Figura 4.23 nos garante que é possivel atingir valores
proximos de 1.155 mas para isso, o triangulo analisado teria que ser equildtero e com
tamanho dos lados proximos a zero o que o torna muitissimo improvéavel de ocorrer.
Para o caso em que K = 0 temos uma situacao parecida, entretanto, menos critica,
uma vez que para atingir os valores proximos ao maximo, basta que se tenha um trian-
gulo equilatero nao havendo necessidade de exigir um tamanho especifico para os lados,
dado que serao todos congruentes. Por fim, para uma curvatura K > 0, obtivemos va-
lores maximos maiores que 1,19, o que se justifica observando a curva em vermelho na
Figura 4.23. Ainda que essas diferencas sejam numericamente sutis, elas nos fornecem

indicios consistentes para diferenciar cada um dos trés casos.

De posse das informacoes apresentadas, implementamos em Python uma série de
algoritmos com o intuito de gerar, processar e organizar dados de persisténcia geomé-
trica em diferentes curvaturas K = —2,—2,0, 1, 2. Eles trabalharam de forma integrada
para produzir um conjunto de dados estruturado que foi utilizado no treinamento de
um modelo de aprendizado de maquina

Os principais passos desse codigo sao, gerar uma quantidade de triangulos aleato-
rios em diferentes espagos geométricos e calcular a persisténcia deles. Posteriormente,

cria um dicionario com os resultados agrupados por curvatura, em que cada valor de
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curvatura K possui seus proprios parametros e métricas especificas. Apos essa etapa,
utilizamos o algoritmo Random Forest para realizar aprendizado nao supervisionado e,
com base nessa abordagem, classificar os dados em trés grupos distintos. Em seguida,
comparamos os resultados obtidos com os valores esperados para avaliar a eficacia do

método.

Na tabela a seguir esta o relatorio com o resultado dessa classificagao:

Relatério de classificacao para nosso modelo

Tabela 4.1: Relatorio de Classificacao.

Classe (Curvatura) Precisao Revocagao F1-Score Suporte

-2 1.00 1.00 1.00 18

-1 1.00 1.00 1.00 24

0 1.00 1.00 1.00 20

1 1.00 1.00 1.00 21

2 1.00 1.00 1.00 17

Acuracia 1.00 (100 instancias)

Meédia Macro 1.00 1.00 1.00 100
Meédia Ponderada 1.00 1.00 1.00 100

O relatoério de classificacao avalia o desempenho do modelo em termos de métricas

fundamentais. Aqui esta o significado de cada métrica listada na tabela:

e Classe: Representa as diferentes categorias que o modelo tentou prever, em nosso

caso, as diferentes curvaturas —2, —1, 0, 1, e 2.

e Precisao: Mede a proporcao de previsoes corretas entre todas as previsoes feitas

para cada classe especifica. Ela é calculada da seguinte maneira:

VP

Preciséo = ———
em que:

— VP: Representa os Verdadeiros Positivos, isto é, o ntumero de instancias

corretamente classificadas como pertencentes a classe em analise.

— FP: Representa os Falsos Positivos, ou seja, o niimero de instancias classifi-

cadas incorretamente como pertencentes a classe analisada.
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e Revocagao: Mede a proporgao de instancias reais de uma classe que o modelo

identificou corretamente. E calculada por:

VP
VP + FN

Revocagao =

em que:

— FN: Sao os Falsos Negativos, isto é, o nimero de instancias que pertencem

a classe, mas nao foram classificadas corretamente.

e F1-Score: E a média harmonica entre a precisao e a revocacao. Combina ambos
os valores para fornecer uma visao equilibrada do desempenho do modelo. Seu

calculo se da por:

F1-Score = 2 - Precisao - Revocagao

Precisao + Revocacao

e Suporte: Refere-se ao niimero total de instancias reais de cada classe no conjunto
de dados. Este valor é importante para entender o equilibrio entre as classes.
Por exemplo, classes com menor suporte podem ser mais dificeis de prever com

precisao.

e Acuracia: Proporcao de previsoes corretas em relacao ao total de exemplos ava-

liados. Para calcular essa acuracia, temos:

Numero de previsoes corretas

Acuréacia = - —
Numero total de previsoes

e Média Macro: E a média aritmética dos valores de precisao, revocacao e F1-
Score para todas as classes, sem levar em consideracao o ntimero de exemplos

(suporte) em cada classe. Para obtermos esse parametro fazemos:

> (Métrica para cada classe)

Média Macro = -
Numero de classes

e Média Ponderada: E a média dos valores de precisao, revocacao e F1-Score,
ponderada pelo numero de exemplos (suporte) de cada classe. Para calcular a

média ponderada fazemos:

> (Métrica para cada classe x Suporte da classe)

Média Ponderada = -
Numero total de exemplos
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Resumo do Relatério e conclusao

Em nosso teste, obtivemos valores 1.00 para os trés parametros Precisao, Revocagao e
F1-Score, isso indica que o modelo realizou predigoes perfeitas para todas as classes,
classificando corretamente todas as instancias no conjunto de teste.

Em relacao a avaliacao do desempenho do modelo em prever corretamente as classes
dos dados, seguem os resultados obtidos e a conclusao final:

Uma vez obtido valor 1.00 de Acuracia, isso implica que nosso modelo acertou 100%
das previsoes, o valor 1.00 para a Média Macro, aponta que o algoritmo obteve um
desempenho equilibrado em todas as classes com métrica perfeita para cada uma delas.
Por fim, tendo obtido resultado 1.00 para a Média Ponderada, significa que o ntimero
de exemplos exitosos em cada classe também esta perfeito e muito bem equilibrado.

A guisa de conclusao, o relatério sugere que o modelo estd perfeito em todas as
métricas, o que indica um modelo extremamente bem ajustado e funcional, sendo uma

melhoria ao modelo apresentado em (Bubenik et al., 2020).

4.7 Cdbdigos

4.7.1 Pacotes

import math

import random

sl import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

5| from scipy.optimize import fsolve

import heapq

from concurrent.futures import ProcessPoolExecutor
import multiprocessing

from sklearn.ensemble import RandomForestClassifier

random . seed (None)

4.7.2 Conversao R — C

"""Converte pares ordenados em numeros complexos"""

3| def para complexo (coord):

x, y = coord

return complex(x, y)
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4.7.3 Distancias

""" Calcula a distancia euclidiana em um disco de curvatura nula entre um

ponto e a origem"""

def norma_euclidiana(p):

return np.sqrt (p[0]**2 + p[1]*x2)

""" Calcula a distancia euclidiana em um disco de curvatura nula entre

dois pontos"""

def distancia euclidiana(pl, p2):
return math.sqrt ((pl[0] — p2[0]) ** 2 + (pl[1l] — p2[1]) =*x 2)

"""Calcula a distancia hiperbélica dados dois pontos em um disco de

Poincarée"""

def distancia hiperbolica(pl, p2,K=—1):
# Converte os pontos em numeros complexos
z1 = para_complexo(pl)

z2 = para_complexo (p2)

# Verifica se os pontos estao dentro do disco unitario
if abs(zl) < 1 and abs(z2) < 1:

raise ValueError("Os pontos devem estar dentro do disco unitario"

# Calcula o numerador e o denominador
numeradorl = abs(zl — 2z2)
denominadorl = abs (1l — zl.conjugate () * z2)

# Calcula a distancia hiperbolica usando arc\tanh

7

return 2x1/np.sqrt(—K) * np.arc\tanh(numeradorl / denominadorl)

""WCalcula a distancia esférica dados dois pontos na superficie de uma

eSfera" nn

def distancia esferica(Pl, P2, K=1):
R=1/K
Pl = np.array (P1)
P2 = np.array (P2)

# Produto escalar entre os dois pontos
dot product = np.dot(P1l, P2)
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# Normas dos vetores (devem ser iguais a R se os pontos estiverem na
superficie)
norm P1 = np.linalg .norm(P1)

norm P2 = np.linalg .norm(P2)

# Calculo do cosseno do angulo entre os pontos

cos_theta = dot_ product / (norm Pl % norm_ P2)

# Ajuste numérico para evitar erros de dominio

cos theta = np.clip (cos_ theta, —1.0, 1.0)

# Calculo do angulo
theta = np.arccos(cos theta)

# Distancia esférica
d = R % theta

return d

4.7.4 Ponto médio hiperbédlico

""" Calcula o ponto médio hiperbo6lico dados dois pontos no disco de

Poincaré"""

def ponto medio hiperbolico(a,b,K=—1):
# Verifica se K é negativo
if K>= 0:

raise ValueError("A curvatura K deve ser negativa.")

# Fator de escala k
k = np.sqrt(—1 / K)

# Converte entrada para ntmeros complexos se necessario
if isinstance(a, tuple) or isinstance(a, list):

a = complex(af0], a[l])
if isinstance (b, tuple) or isinstance(b, list):

b = complex(b[0], b[1])

# Verifica se os pontos estao dentro do disco unitéario
if abs(a) >= 1 or abs(b) >= 1:

raise ValueError("Os pontos devem estar dentro do disco unitario.")
# Passo 1: Define a transformacao de Mobius que mapeia ’'a’ para a

origem

def mobius transform(z):
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return (z — a) / (1 — np.conj(a) * z)

# Transformagao inversa
def mobius inverse(w):

return (w + a) / (1 + np.conj(a) * w)

# Passo 2: Aplica a transformacao em ’b’

b_prime = mobius_transform (b)

# Passo 3: Calcula a distancia hiperbo6lica ajustada entre
abs b prime = abs(b_prime)
numerator = 1 + abs b _prime

denominator = 1 — abs b _prime

4.7 Cédigos

0 e b prime

d =2 % k % np.arc\tanh(abs_b_ prime) # Distancia escalada por k

7

# Passo 4: Calcula a posigao de M’ (ponto médio no caminho hiperbo

lico)
d _half =d / 2 # Metade da distancia

abs m_prime = np.\tanh(d_ half / (2 % k)) # Ajuste com fator k

# Passo 5H: Determina M’ na diregao de b _prime

m_prime = (abs m_prime / abs b prime) *x b_prime if abs b _ prime != 0

else 0

# Passo 6: Aplica a transformacao inversa para obter o ponto médio M
I

m = mobius_ inverse(m_prime)

return (m.real , m.imag)

4.7.5 Ponto médio esférico

"""Calcula o ponto médio esférico dados dois pontos na esfera

;) def ponto medio esferico(a,b,K=1):

#Normaliza os vetores
A = a/(K+np.sqrt (np.dot(a,a)))
B = b/(K«np.sqrt (np.dot(b,b)))

#Calcula soma vetorial
E = [(A[o]+B[0]) ,(A[1]+B[1]) ,(A[2]+B[2]) ]

#Normaliza o vetor
E = E/(K«np.sqrt (np.dot (E,E)))

return E

nnn
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4.7.6 Circuncentros

1|"""Calcula o circuncentro de um tridngulo euclidiano dados 3 pontos

nmn

def circuncentro(pl, p2, p3):

xl, yl = pl
X2, y2 = p2
x3, y3 = p3

# Calcula o determinante
d =2 % (x1x(y2 — y3) + x2x(y3 — yl) + x3%(yl — y2))

if d = 0:
raise ValueError("Os trés pontos sao colineares; o circuncentro é

indefinido.")

# Calcula os quadrados

X1 = x1%x%2
Y1 = yl*x2
X2 = x2%%2
Y2 = y2x%x%2
X3 = x3*x2
Y3 = y3xx2

# Calcula as coordenadas do circuncentro
ux = ((X1 + Y1)x(y2 — y3)+(X2 + Y2)x(y3 — y1)+(X3 + Y3)x(yl — y2))/d
uy = ((X1 + Y1)*(x3 — x2)+(X2 + Y2)x(x1 — x3)+(X3 + Y3)*(x2 — x1))/d

return (ux, uy)

i|"""Calcula o circuncentro de um tridngulo hiperbdlico dados 3 pontos no

disco de Poincarée"""

def hyperbolic circumcenter (pl, p2, p3, K):
if K>= 0:
raise ValueError("A curvatura K deve ser negativa para geometria

hiperboélica.")

# Calcula o raio R a partir da curvatura K

R =1 / math.sqrt(—K)

# Extrai as coordenadas dos pontos
x1l, yl = pl[0], pl[1]
p2[0], p2[1]
p3[0], p3[1]

x2, y2
x3, y3
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# Calcula os valores de ’a’ para cada ponto
rl sq = x1#%2 + ylxx2
r2 sq = X2%%2 + y2%x%2
r3 _sq = X3%*2 + y3*x*2

al R#%2 — rl _sq
a2 R*x2 — r2 sq
a3 = R#x2 — r3 sq

# Define as equagoes a serem resolvidas

def equations(p):

X, Yy =P

eql = (((x — x1)**x2 + (y — yl)*%2) / al) — (((x — x2)*x2 + (y —
y2)*%x2) / a2)

eq2 = (((x — x1)*x2 + (y — y1)*%2) / al) — (((x — x3)**2 + (y —
y3)*%x2) / a3)

return [eql, eq2]

# Chute inicial (centroide dos vértices)
x0 = (x1 + x2 + x3) / 3
yO = (y1 +y2 +y3) /3

# Resolve as equagoes usando fsolve
sol = fsolve (equations, (x0, y0))
xc, yc = sol

zc = (xc, yc)

return zc

""" Calcula o circuncentro de um triangulo esférico dados 3 pontos em uma

epterg MM

def circuncentro esferico(A, B, C, K):
A = np.array(A)
B = np.array (B)
C = np.array (C)
R=1/K

# Vetores dos lados do triangulo
a=B— A
b=C-—A

# Vetor normal ao plano do triangulo
N = np.cross(a, b)
N norm sq = np.dot (N, N)

D=2 % N _norm_sq
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if D— 0:

raise ValueError("Os pontos sao colineares; o circuncentro esfé

rico é indefinido.")

# Produtos vetoriais necessarios

b _cross ¢ = np.cross (B, C)
c_cross_a = np.cross(C, A)
a_cross_b = np.cross (A, B)

# Calculo do circuncentro em coordenadas 3D

O = (np.dot(A, A) * b _cross_c¢ + np.dot(B, B) % ¢ _cross a + np.dot(C,

C) = a_cross_b) /D

# Normaliza para obter o ponto na esfera
U=0 / np.linalg .norm(O)*R

return U

4.7.7 Gerando Dados

N

"""Retorna os primeiros 30 elementos de uma lista ,
nnn

de 30 elementos, retorna a lista completa.
def primeiros n_ elementos(lista ,n):

return lista [:n]

j| def gerar persistencia(numero, Raio maximo, K=):
minimo persistencia=1.025 #valor minimo aceitavel
if K ==0:
pontos = []
N =]
dP_pl = []
medidas = |[]
persist =[]
def F(x):
return math.sqrt (x)
while len (persist)<numero:
for i in range(100*numero):
r = F(random. uniform (0, Raio maximo))
theta = random.uniform (0, 2 * math.pi)
X = r * math.cos(theta)
)

y = r % math.sin (theta
pontos.append ((x, y))
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# Remove o excesso de pontos para um ntimero miltiplo de 3
if len(pontos) % 3 != 0:
pontos = pontos|[: —(len (pontos) % 3)]

# Separa os pontos em uma lista de ternas

ternas = [(pontos[i]|, pontos[i + 1], pontos[i + 2]) for i in range

(0, len(pontos), 3)]

# Nomeia as ternas

for idx, terna in enumerate(ternas, start=1):
pl, p2, p3 = terna
# Calcula os comprimentos dos segmentos

dl = distancia_euclidiana(pl, p2)

d2 = distancia euclidiana(p2, p3)

d3 = distancia_euclidiana(pl, p3)

# Encontra o maior segmento

maior segmento = max(dl, d2, d3)

oposto

if maior segmento — dl1:
ponto_medio — ((p1[0] + p2[0]) / 2, (pl[1] + p2[1]) / 2)
vertice oposto = p3

elif maior segmento — d2:
ponto_medio = ((p2[0] + p3[0]) / 2, (p2[1] + p3[1]) / 2)
vertice oposto = pl

else:
ponto_medio = ((p1[0] + p3[0]) / 2, (pl[1] + p3[1]) / 2)
vertice oposto = p2

/£ Calcula a distancia do ponto médio até o vértice oposto
distancia ponto medio ate oposto = distancia euclidiana (

ponto_medio, vertice oposto)

# Guarda as duas medidas em pares ordenados
medidas . append ((maior segmento ,

distancia ponto medio ate oposto))

# Determina qual o maior segmento, seu ponto médio e o vértice

# Cria um filtro descartando os tridngulos de persisténcia nula

if (maior segmento / 2) < distancia ponto medio ate oposto:
N.append (max(dl, d2, d3)/2)

# Encontra o circuncirculo
circumcirc = circuncentro (pl,p2,p3)

pt_center = (circumcirc[0], circumcirc[1])
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if

104

dP_pl.append(distancia_ euclidiana(pl, pt center))

persist = [m/n for n, m in zip (N, dP_pl)]

persist = list (filter (lambda n: n > minimo persistencia,
persist))

persist = list (filter (lambda n: n <1.3321 , persist))

return primeiros n_elementos(persist ,numero)

K <0:
pontos = []
nt = []
dPpl = []
medidas = []
persist =[]

Raio maximo=min (Raio maximo,0.98)

def F(x):
return 2/math.sqrt(—K)*math.asinh (math.sqrt (x)+math.sinh (math.sqrt
(-K)/2))

while len (persist)<numero

for i in range(140*numero):
r = F(random.uniform (0, Raio maximo))
theta = random.uniform (0, 2 % math.pi)
X = r % math.cos(theta)
y = r * math.sin (theta)

pontos.append ((x, y))

# Remove o excesso de pontos para ter um numero mialtiplo de 3
if len(pontos) % 3 != 0:
pontos = pontos|[:—(len (pontos) % 3)]

# Separa os pontos em uma lista de ternas
ternas = [(pontos[i]|, pontos[i + 1], pontos|[i + 2]) for i in range
(0, len(pontos), 3)]

# Pega as ternas e nomeia
for idx, terna in enumerate(ternas, start=1):

pl, p2, p3 = terna

# Calcula os comprimentos hiperbo6licos dos segmentos
dl = distancia_ hiperbolica(pl, p2,K)
d2 = distancia hiperbolica(p2, p3,K)
d3 = distancia hiperbolica(pl, p3,K)

# Encontra o maior segmento
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maior segmento = max(dl, d2, d3)

# Determina qual segmento é o maior e calcular o ponto médio e
o vértice oposto
if maior segmento — dl1:
ponto _medio = ponto_ medio hiperbolico(pl, p2,K)
vertice oposto = p3
elif maior segmento =— d2:
ponto _medio = ponto_ medio hiperbolico(p2, p3,K)
vertice oposto = pl
else:
ponto _medio = ponto_ medio hiperbolico(pl, p3,K)

vertice oposto = p2

Calcula a distancia hiperbolica do ponto médio até o vértice
oposto
distancia ponto medio ate oposto = distancia hiperbolica (

ponto medio, vertice oposto K)

if distancia ponto medio ate oposto is None:

continue
# Guarda as duas medidas (comprimento do maior segmento e a
distancia até o vértice oposto)
medidas . append ((maior segmento,

distancia ponto_ medio ate oposto))

if (maior segmento / 2) < distancia ponto medio ate oposto:
nt.append (max(dl, d2, d3)/2)

circuncentroh = hyperbolic circumcenter (pl, p2, p3,K)

dPpl.append (distancia hiperbolica(pl, circuncentroh ,K))

persist = [m/n for n, m in zip(nt, dPpl)]
persist = list (filter (lambda n: n > minimo persistencia ,
persist))

persist = list (filter (lambda n: n <1.15470053837 , persist))

return primeiros n_elementos(persist ,numero)

if K >0:
R=1/K
pontos = []
nt — ]
dPpl = []
medidas = |[]

persist = []
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152 Raio_maximo=min (Raio maximo,2.07 /K)

153

154 def F(x):

155 return  2/math.sqrt (K)+math. asin (math.sqrt (x)*math. sin (math.sqrt (K)
/2))

156 while len (persist)<numero

157

158 for i in range(100*numero) :

159 r = F(random.uniform (0, Raio maximo))

160 theta = random.uniform (0, 2 % math.pi)

161 x = R #math.sin (r/R)* math.cos(theta)

162 y = R *math.sin (r/R)* math.sin (theta)

163 z= R *math.cos(r/R)

164 pontos.append ((x, y, z))

165

166 # Remove o excesso de pontos para ter um nimero maltiplo de 3

167 if len(pontos) % 3 != 0:

168 pontos = pontos|[:—(len (pontos) % 3)]

169
170 # Separa os pontos em uma lista de ternas

171 ternas = [(pontos[i], pontos[i + 1], pontos[i + 2]) for i in range
(0, len(pontos), 3)]

173 # Pega as ternas e nomeia

174 for idx, terma in enumerate(ternas, start=1):

175 pl, p2, p3 = terna

176

177 # Calcular os comprimentos esfericos dos segmentos
178 dl = distancia esferica(pl,p2,K)

179 d2 = distancia_ esferica(p2,p3,K)

180 d3 = distancia_esferica(pl,p3,K)

181

182 /= Encontra o maior segmento

183 maior segmento = max(dl, d2, d3)

184

185 # Determina qual segmento é o maior e calcula o ponto médio e o

vértice oposto

186 if maior segmento — dl:

187 ponto medio = ponto medio esferico(pl,p2,K)
188 vertice oposto = p3

189 elif maior segmento — d2:

190 ponto medio = ponto medio esferico(p3,p2,K)
191 vertice oposto = pl

192 else:

193 ponto _medio = ponto_ medio esferico(pl,p3,K)
194 vertice oposto = p2

195
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# Calcula a distancia esferica do ponto médio até o vértice
oposto
distancia ponto medio ate oposto = distancia esferica(

ponto medio, vertice oposto K)

# Guarda as duas medidas (comprimento do maior segmento e a
distancia até o vértice oposto)
medidas . append ((maior segmento ,

distancia ponto medio ate oposto))

if (maior segmento / 2) < distancia ponto medio ate oposto:
nt.append (max(dl, d2, d3)/2)
circumcirc = circuncentro esferico(pl,p2,p3,K)
pt_center = (circumcirc[0], circumcirc[1l],circumecirc[2])
dPpl.append (distancia esferica(pl, pt_ center K))

persist = [m/n for n, m in zip(nt, dPpl)]

persist = list (filter (lambda n: n > minimo persistencia

persist))
persist = list (filter (lambda n: n <1.3321, persist))

return primeiros n_elementos(persist ,numero)

def gerar persistenciamax (numero, Raio maximo, K):
# Obtem os maiores elementos
maiores elementos = heapq.nlargest (numero , gerar persistencia(numero

=numero, Raio_maximo=Raio_maximo, KK))

# Ordena os maiores elementos

maiores elementos.sort(reverse=True)

return maiores elementos
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4.7.8 Computando persisténcia

i{"""Calcula a persisténcia dos tridngulos em cada um dos casos

nmnn

def compute persistencia(args):
numero, Raio maximo, k = args
try:
return gerar persistenciamax (numero=numero, Raio maximo=
Raio_maximo, K=k)
except Exception as e:
# Loga o erro e retorna um valor padrao
print (f"Erro em compute persistencia com K={k}: {e}")
def gerar resultados(numero=30, Raio maximo=2, numeroportipo=20,
curvaturas=[0, 1, —1, 2, —2]):

resultados = {
"K=0": [],
||K:1”: [] ,
HK:71H: “ ,
"K=2": [],
"K=2": []

# Loop sobre os valores de K

for k in curvaturas:
# Cria uma lista de argumentos para passar ao executor
args list = [(numero, Raio maximo, k) for _ in range(

numeroportipo) |

# Executa as chamadas em paralelo
with ProcessPoolExecutor (max workers=8) as executor:
resultados list = list (executor.map(compute persistencia ,
args list))

resultados list= [x for x in resultados list if x is not None

# Adiciona os resultados ao dicionério
resultados [f"K={k}"].extend (resultados list)

return resultados
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4.7.9 Classificador Random Forest

dadostreino = gerar resultados(numero=100, Raio maximo=2.05,numeroportipo
=100, curvaturas=[0,1,—1, 2, —2])

datatreino = [sublista for key in dadostreino for sublista in dadostreino
[key]]

""" Organiza os dados para treinamento, cria um modelo e faz treinamento

com todo o conjunto."""

# Inicializa listas para as features (X) e labels (y)
X =l
Y =[]

# Mapeamento de labels para valores numéricos
mapeamento labels = {’K=0": 0, 'K=1": 1, K=—1": —1,’K=2": 2, "K=—2’: —2}

# Prepara os dados
for label str, lista features in dadostreino.items():
label = mapeamento labels|[label str |
for features in lista features:
X.append (features)

Y.append (label)

# Converte para arrays NumPy
X = np.array (X)
Y = np.array (Y)

1|# Cria o classificador Random Forest

clf = RandomForestClassifier ()

/

# Treina o classificador

clf . fit (X, Y)

"""Organiza os dados em treino e teste, analisa os dados de teste e

fornece um relatoério."""

from sklearn.model selection import train test split

from sklearn.metrics import accuracy score, classification report

# Divide os dados em treinamento e teste
X train, X test, Y train, Y test = train test split (X, Y, test size=0.2)

# Treina o classificador com o conjunto de treinamento
clf . fit (X train, Y train)
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# Faz previsoes no conjunto de teste

5| Y _pred = clf.predict (X test)

# Calcula a acuréacia

il acuracia = accuracy score(Y test, Y pred)

print (f’Acurdcia do classificador: {acuracia}’)

# Relatorio detalhado
print ("Relatorio de Classificagao:")

print (classification report (Y test, Y pred))

4.7.10 Histogramas

""" Constroi um histograma com 1000 dados em curvatura K=0"""

;| dadoshistoKO=gerar persistencia (numero=1000, Raio maximo=1, K=0)

plt . hist (dadoshistogramaK0 , edgecolor="black’)
plt.yscale(’log’)

y_ticks = [10x%1, 10%%2]

plt.yticks (y ticks, labels=[r’$10°1$’, r’$10°2$’|, fontsize=16)
x_ticks = [1.03, 1.07, 1.11, 1.15]

plt . xticks (x _ ticks, fontsize=16)

plt.title (’Histograma da Homologia para K=0’, fontsize=20)

plt . xlabel(’Intervalos’, fontsize=20)

plt.ylabel (’Frequéncia’, fontsize=20)

plt .show ()

""" Constroi um histograma cumulativo com 1000 dados em curvatura K=0"""

plt . hist (dadoshistoK0, bins=45, edgecolor="black’,cumulative=True)

5| x_ticks = [1.03, 1.07, 1.11, 1.15]

plt.xticks (x _ ticks, fontsize=16)

plt . yticks (fontsize=16)

plt.title (’Histograma Cumulativo para K=0’, fontsize=20)
plt.xlabel (’Intervalos’, fontsize=20)

plt.ylabel (’Frequéncia’, fontsize=20)

plt .show ()
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""" Constroi um histograma com 1000 dados em curvatura K=1"""

;| dadoshistoK1=gerar persistencia (numero=1000, Raio maximo=1, K=1)

5| plt . hist (dadoshistoK1, edgecolor="black ")

plt.yscale(’log’)

y_ticks = [10x%1, 10%%2]

plt.yticks (y ticks, labels=[r’$10°1$’, r’$10°2$’|, fontsize=16)
x ticks = [1.03, 1.07, 1.11, 1.15, 1.19]

plt.xticks(x _ ticks, fontsize=16)

plt.title (’Histograma da Homologia para K=1’, fontsize=20)
plt.xlabel (’Intervalos’, fontsize=20)

plt.ylabel (’Frequéncia’, fontsize=20)

5| plt . show ()

""" Constroi um histograma cumulativo com 1000 dados em curvatura K=1"""
plt.hist (dadoshistoK1, bins=45, edgecolor="black’ , cumulative=True)

x_ticks = [1.03, 1.07, 1.11, 1.15, 1.19]

plt . xticks (x_ ticks, fontsize=16)

plt.yticks (fontsize=16)

plt.title (’Histograma Cumulativo para K=1’, fontsize=20)
plt . xlabel(’Intervalos’, fontsize=20)

plt.ylabel (’Frequéncia’, fontsize=20)

plt .show ()

"""Constroi um histograma com 1000 dados em curvatura K=—1"""
dadoshistoKmenosl=gerar persistencia (numero=1000, Raio maximo=1, K=—1)

plt . hist (dadoshistoKmenosl, edgecolor=’black’)
plt.yscale(’log’)

y_ticks = [10%x1, 10%x%2]

plt.yticks (y_ticks, labels=[r’$10°1$", r’$10°2$%"], fontsize=16)
x_ticks — [1.03, 1.05, 1.07, 1.09, 1.11, 1.13]

plt . xticks (x_ ticks, fontsize=16)

plt.title (’Histograma da Homologia para K=1', fontsize=20)
plt.xlabel (’Intervalos’, fontsize=20)

plt.ylabel (’Frequéncia’, fontsize=20)

5| plt . show ()
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4 Detecgao de Curvatura

"""Constroi um histograma cumulativo com 1000 dados em curvatura K=-1"""

3| plt . hist (dadoshistoKmenosl , bins=45, edgecolor="black’, cumulative=True)

x_ticks = [1.03, 1.05, 1.07, 1.09, 1.11, 1.13]
plt.xticks (x _ ticks, fontsize=16)

plt . yticks (fontsize=16)

plt.title (’Histograma Cumulativo para K=1’, fontsize=20)
plt.xlabel (’Intervalos’, fontsize=20)

plt.ylabel (’Frequéncia’, fontsize=20)

plt .show ()
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