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RESUMO

Apresentamos um estudo dos Hamiltonianos Atdmicos, operadores que descrevem os
niveis de energia de um elétron no dtomo. Acreditava-se que para Z > 137 (onde Z
é a quantidade de prétons no nicleo do dtomo) o operador de Dirac (Hamiltoniano
Relativistico) era desprovido de sentido pois a energia do estado fundamental do

2

espectro discreto torna-se imagindria, E;5 = mc?+/1 — (Za)? (onde o = o~ 117). Mas
basta definir o operador de Dirac como um operador auto-adjunto para contornarmos
este problema no espectro. Analisando o operador Hamiltoniano, vemos que em uma
abordagem relativistica, para &tomos mais pesados, i.e. de nimero atdémico Z maior

que 118, o operador tem mais de uma extensdo auto-adjunta.

Palavras-chave: hamiltonianos atdmicos, mecénica quéntica, extensdes auto-adjuntas.

xiii






ABSTRACT

Insira o Abstract e as Keywords We present a study of Atomic Hamiltonians, operators
who describe the energy levels of an eléctron of the atom. It was believed that for
Z > 137 (where Z is the number of protons in the nucleus of the atom) the Dirac
operator (Relativistic Hamiltonian) was devoid of meaning since the fundamental
state energy of the discrete spectrum becomes imaginary, Eqs = mc?y/1 — (Za)? (with
o= ;—ZC ~ %37). But just set the Dirac operator as an self-adjoint operator to avoid
this problem in the spectrum. Analyzing the Hamiltonian operator, we see that in a
relativistic approach, for heavier atoms, i.e. of atomic number Z greater that 118, the

operator has more than one self-adjoint extension.

Keywords: atomic hamiltonians, quantum mechanics, self-adjoint extensions.
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INTRODUCAO

Neste projeto tivemos como objetivo estudar hamiltonianos atémicos, operadores que
descrevem os niveis de energia de um elétron no d&tomo. Analisando o operador
Hamiltoniano, vemos que em uma abordagem relativistica, para 4tomos mais pesados,
ie. Z > 118, o operador tem mais de uma extensdo auto-adjunta. Ntucleos com
supercarga (Z > 118) sdo dificeis de serem sintetizados, sendo que até o presente
momento o nucleo de maior ndmero atdmico é com Z = 118. Apesar disso é possivel
imitar um ntcleo pesado a partir de colisdes, as forcas nucleares podem manter os
ndcleos colisores unidos por cerca de 10~ %s[34].

Estudamos se o hamiltoniano, seja ele relativistico ou ndo, possui a propriedade de

ser auto-adjunto, pois caso seja entdo teremos
e Espectro real oy C R.
e Evolucdo unitéria do sistema U(t) = entt Ut =u-1,

e Decomposigio espectral H = [*_AdE,, onde (Ej)\cR € a familia de projecdes

ortogonais.

Nem sempre nossos operadores serdo auto-adjuntos, mas podemos nos perguntar se

havera extensdo auto-adjunta e se ela é tinica. Aqui nos concentramos em analisar o

Zé?

elétron sob um potencial Coulombiano (W

) gerado pelo nticleo de ntimero atdmico
Z. O fato de que o potencial de Coulomb é um potencial central serd fundamental no
estudo das extensdes auto-adjuntas no caso relativistico.

Entretanto, antes de estudarmos o 4tomo de uma perspectiva relativistica, comegamos
com um estudo ndo-relativistico do 4tomo de hidrogénio. O 4tomo mais simples é
o atomo de hidrogénio, composto por um elétron e um préton, e é descrito, no caso
nao-relativistico, pelo operador Hamiltoniano

n n e

He—— Ay — A, —— &
2me "t 2mp 2 ||xg — x|



INTRODUGAO

em que 11, e 1, sdo as massas do elétron e do préton, e € a carga elétrica do préton
e —e é a carga elétrica do elétron. Aqui xq,xp € R3 sdo as coordenadas do elétron e
do préton em um referencial cartesiano inercial. Esse problema pode ser simplificado
consideravelmente passando-se ao referencial do centro de massa. Colocando a origem
no centro de massa, mex1 + myx = 0, e considerando o vetor distancia que separa as
duas particulas, x = x; — xp, temos

my M,

X]=——X, Xp= ————X.
Me + 1My Me + 1My

Entdo podemos separar o movimento do centro de massa, que tem o aspecto do
movimento de uma unica particula de massa reduzida

my = ———
Me + 1My

no campo potencial —e?/||x|,
h? e?

H=———Ay— —.
2m, " [|x|

No caso de 4tomos relativisticos, isto é, para hamiltonianos atdmicos de Dirac, a
situagdo é um pouco mais delicada. Aqui a existéncia de extensdes auto-adjuntas é um
fato para 4tomos com grande nimero de cargas positivas. O espaco de Hilbert relevante
é [L? (R® )}4 das fungdes ¢ : R? — C* de quadrado integrével (espinores de Dirac), com
produto escalar (¢, ¢) = [s ' (x) ¢ (x) dx. O operador Hamiltoniano é dado por

1 > J ) 3 4
H==Y ws—+p+q(x), D(H) = |[CF (RO\{0})] , (1)
j=1 ]
em que &1, &y, a3 € B sdo matrizes hermitianas de ordem 4 que satisfazem a édlgebra de
Clifford

D(]'OCk-l-DékIXj =25]'k, j,k= 1,2,3,4, ay = ﬁ

Para g (x) = —Za/|x|, onde Z é o nimero atdmico e « a constante de estrutura fina,
Rellich [9], mostra que H é essencialmente auto-adjunto(possui uma tinica extensdo
auto-adjunta) para aZ < \/g ou Z < 118.

Antes de estudarmos tais casos, tanto o ndo-relativistico como o relativistico, preocupamo-
nos em criar uma base em andlise funcional, iniciando pelo estudo de operadores limi-
tados e ap0s isso estudando operadores ilimitados. Analisamos o operador laplaciano
A, para que depois fosse mais simples analisar o Hamiltoniano como H = A+ V, onde

V é o potencial.
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Teorema 1.1. O operador A é essencialmente auto-adjunto em C(R3).

Em relagdo ao caso nado-relativistico nossa abordagem ¢é através do Teorema de Kato,

que nos d4 um critério em relacdo a forma do potencial V no Hamiltoniano.

Teorema 1.2. (Kato) Seja V € L? (R3) + L® (R®) uma fungio mensurdvel a valores reais.

Entdo —A+ V (x) é essencialmente auto-adjunto em CJ (R3).

Por exemplo, para potenciais esfericamente simétricos, V (r) = —e?/r, onde r =
VX2 +y2 +22, temos que —A — ¢ /r é essencialmente auto-adjunto em CJ° (R?). Anali-

samos também outros potenciais, por exemplo, de Kato [27]

Teorema 1.3. Seja V € 12 (1R3)loc com V > 0 pontualmente. Entdo —A + V é essencialmente
auto-adjunto em C® (R3).

Também enunciamos o caso relativistico em dimensao 2 + 1 (duas dimensdes espaciais
e uma temporal), onde assim como no caso de 3 +1 dimensdes nds reescrevemos o
operador como uma soma ortogonal de operadores. O caso 2 + 1 possui aplicagdes no

grafeno, por causa de sua estutura de folha.






TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL

Aqui discutiremos a Teoria Espectral em espacos de dimensdo finita e infinita. A
Teoria Espectral é uma importante subdrea da analise funcional. Trata, resumidamente,
da anélise de certos tipos de operadores que sdo invertiveis/inversiveis e como se
relacionam com o operador original.

Iremos tratar de teoria espectral de operadores limitados em espagos normados e
com produto interno e, ao final, de operadores nédo limitados em espagos de Hilbert e
suas aplicagdes.

Observagio: Excluimos o espago vetorial nulo {0} e assumimos que todos os espagos

sejam complexos a menos que dito o contrério, de modo a obter teoremas mais gerais.

2.1 TEORIA ESPECTRAL EM ESPACOS NORMADOS COM

DIMENSAO FINITA

Comecemos entdo com a teoria espectral em espagos normados e de dimens&o finita:

Seja X um espago vetorial normado de dimensdo finita e T : X — X um operador
linear. A teoria espectral de tais operadores é mais simples do que de operadores
definidos em espagos de dimensao infinita. Como a dimensdo do espaco € finita, T
pode ser representado por uma matriz (que depende da escolha da base de X). Assim a
teoria espectral de T se reduz essencialmente ao célculo de autovalores e autovetores de
matrizes.

Para uma dada matriz quadrada A = (4;;) de ordem 7, que seja real (ou complexa), o

conceito de autovalores e autovetores sdo definidos em termos da equagao
Ax = Ax. (2)

Definicdo 2.1. Um autovalor de uma matriz quadrada A = (a;;) é um niimero A tal que a

equagdo (2) tem solugdo x # 0. Tal x é chamado de autovetor de A correspondente ao autovalor
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A. Os autovetores correspondentes ao autovalor A e o vetor zero formam um subespago vetorial
de X que é chamado autoespago de A correspondente ao autovalor A.
O conjunto c(A) de autovalores de A é chamado de espectro de A. Seu complemento

p(A) = C — 0(A) é chamado de conjunto resolvente de A.

O espectro e o resolvente serdo conjuntos centrais no desenvolvimento da teoria

espectral.

Teorema 2.2. [19] Todas as matrizes representando um operador linear T : X — X de um

espaco normado X de dimensdo finita, relativamente as bases de X, tém os mesmos autovalores.

Assim temos que ao mudarmos a base de um espago, ndo mudamos os conjun-
tos resolvente e espectro. Mostraremos o teorema abaixo no contexto mais geral de

operadores lineares limitados.

Teorema 2.3. [19] Existéncia de autovalores. Um operador linear de um espaco normado X

complexo cuja dimensdo é finita, tem ao menos um autovalor.

2.2 CONCEITOS BASICOS

Nesta secdo iremos considerar espacos de dimensdo qualquer, e veremos que para
espagos de dimensdo infinita a teoria espectral se torna mais complexa.
Seja X # {0} um espago normado complexo e T : D(T) — X um operador linear com

dominio D(T) C X. Associaremos a T o operador

Ty=T—Al:=T—A, 3)

onde A é um ndmero complexo e I é o operador identidade em D(T) que omitimos por
comodidade.

Se T) tem uma inversa, a denotaremos por R,(T), isto é

R(TD =T, '=(T-A)" 4)

e a chamaremos de operador resolvente de T ou de resolvente de T. Em vez de R)(T)
também podemos escrever R, se estiver claro qual o operador referido.
O nome resolvente é apropriado, pois R)(T) nos ajuda a resolver a equagdo T)x =y.

Portanto, x = T, 1y = R)(T)y, se R)(T) existir.



2.2 CONCEITOS BASICOS

O estudo das propriedades de R, serdo fundamentais para o entendimento do
operador T. Diversas propriedades de T) e R, dependem de A, e a teoria espectral esta
preocupada com estas propriedades. Por exemplo, é de interesse o conjunto de todos os
A no plano complexo tal que R, exista, e a limitagdo de R, é outra propriedade que
serd essencial. Iremos também nos questionar para quais A’s o dominio de R, é denso
em X, para nomear apenas alguns aspectos que serdo do nosso interesse.

Para os estudos de T, T) e R, precisaremos dos seguintes conceitos que sdo basicos

para a teoria espectral.

Definicao 2.4. (valor regular, conjunto resolvente, espectro)

Seja X # {0} um espago complexo normado e T : D(T) — X um operador linear com dominio
D(T) C X. Um valor regular A de T é um miimero complexo tal que

(R1) R)(T) existe,

(R2) R)(T) é limitada

(R3) R)(T) é definida em um conjunto que é denso em X

O conjunto resolvente p(T) de T é o conjunto de todos os valores regulares A de T. Seu
complemento o(T) = C — p(T) no plano complexo C é chamado espectrode T, eum A € o(T) é
chamado de valor espectral de T. Além disso, o espectro o(T) é particionado em trés conjuntos
disjuntos.

O espectro pontual ou espectro discreto 0,(T) é o conjunto tal que R)(T) nio existe. Um
A € 0p(T) é chamado de autovalor de T.

O espectro continuo o.(T) é o conjunto tal que R,(T) existe e satisfaz (R3), mas ndo (Rz2),
isto é, R)\(T) é ilimitada.

O espectro residual 0;(T) é o conjunto tal que R)(T) existe (e pode ser limitada ou ndo),

mas ndo satisfaz (R3), isto é, o dominio de R)(T) ndo é denso em X.

Alguns destes conjuntos nesta defini¢do podem ser vazios. Por exemplo, o.(T) =
0+(T) = @ no caso de dimensao finita, ou seja, 0 espectro se resume aos autovalores.

As condic¢des dadas na defini¢do acima podem ser resumidas na tabela

Satisfaz Nado satisfaz | A pertence a
(R1), (R2), (R3) o(T)
(R1) op(T)
(R1), (R3) (R2) oe(T)
(R1) (R3) or(T)
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Para entender estes conceitos seguirdo algumas observagdes gerais.

Primeiro note que os quatro conjuntos na tabela sdo disjuntos e sua unido forma
todo o plano complexo: C = p(T) U o(T) = p(T) U 0p(T) U 0.(T) U 03(T). Além disso se
o resolvente R)(T) existe, ele é linear. Sabe-se que R)(T) : Im(T,) — D(T,) existe se,
e somente se, T)x = 0 implicar x = 0, isto é, o espago nulo de T, é {0}; aqui, Im(T))
denota a imagem de T) e D(T)) denota o dominio de T).

Portanto se T)x = (T — A)x = 0 para algum x # 0, entdo A € 0,(T), por definicdo, isto
é, A é autovalor de T. O vetor x é entdo chamado de autovetor de T (ou autofungio de T
se X é um espaco de fungdes) correspondente ao autovalor A. O subespaco de D(T) que
contém 0 e todos os autovetores de T correspondentes ao autovalor A de T é chamado
de autoespago de T correspondente ao autovalor A.

Esta definicdo de autovalor corresponde com a dada anteriormente. O espectro de
um operador linear de um espago de dimensao finita é um espectro pontual puro, isto é, o
espectro continuo e o residual sdo vazios, como foi mencionado antes, entdo todo valor
espectral é um autovalor.

Um motivacdo similar para que a parti¢do de o(T)\op(T) em 0(T) e 0;(T) é dada pelo
tato de 0,(T) = @ para a classe de operadores lineares auto-adjuntos em espagos de
Hilbert.

Definicao 2.5. Um espaco X é de Banach se é um espago vetorial normado e completo, na
qual toda sequéncia de Cauchy converge para um elemento de X. Analogamente, um espago de
Hilbert é um espago vetorial com produto interno e completo, considerando a norma induzida

pelo produto interno.

Se X tem dimensdo infinita, entdo T pode ter valores espectrais que ndo sdo autovalo-

res.

Exemplo 2.6. (Operador com valor espectral que ndo é autovalor)
No espaco de Hilbert de sequéncias X = 12 com produto interno dado por (@), () = Y. Giljs

definimos um operador linear T : 12 — 12 por

(éll CZ,"') b—> (O/ gl/ 52,"')/ (5)
onde x = (¢;) € 12. O operador T é chamado de operador right-shift. T é limitado (e || T||=1)

porque

o0
ITxl2= Y = )12
=



2.3 PROPRIEDADES ESPECTRAIS DE OPERADORES LINEARES

O operador Ro(T) = T~! : X — X existe, é o operador left-shift dado por (&1, &,...) 1 —
(C2,C3,...). Mas Ro(T) ndo satisfaz (R3), porque (5) mostra que T(X) ndo é denso em X; de fato,
T(X) € o subespago Y que consiste de todos y = (17;) com 11 = 0. Portanto, por definigio, A = 0 é
um valor espectral de T. Além disso, A = 0 ndo é um autovalor. Podemos ver isto diretamente de

(5) pois Tx = 0 implica que x = 0 e o vetor zero ndo é um autovetor.

Teorema 2.7. Seja T um operador linear limitado T : X — Y com X e Y espagos normados. Se
existe b > 0 tal que || Tx||> b||x|| para todo x € X entdo T~' : Y — X existe e é limitado.

Do teorema acima temos que se para algum A o resolvente R,(T) existe e é definido

em todo espago X, entdo para este A o resolvente é limitado.

Lema 2.8. (Dominio de R)) Seja X um espago de Banach complexo, T : X — X um operador
linear, e A € p(T). Se T é fechado ou T é limitado, entdo R)(T) estd definido em todo espago X e

é limitado.

Demonstragio. (a) Assuma T fechado. Se A € p(T) entdao valem (R1), (R2) e (R3). Como
T é fechado entdo T) também é fechado. Portanto R, é fechado. R, é limitado por (R2).
Assim seu dominio D(R,) é fechado pelo Teorema 4.13-5 de [19], que coloca que se
T:D(T) C X — Y éfechado e Y é completo entdo D(T) é um subconjunto fechado de X,
logo aplicado a R, temos que D(R,) é fechado, entdo (R3) implica D(R)) = D(R)) = X.

(b) Assuma T limitado. Como D(T) = X é fechado, T é fechado, pois para T limitado
se D(T) é um subconjunto fechado de X entdo T é fechado, e a prova segue pelo item
(a). O

2.3 PROPRIEDADES ESPECTRAIS DE OPERADORES LI-
NEARES

As propriedades gerais de um espectro irdo depender do tipo de espago em que
o operador estd definido e no tipo de operador considerado. Comecaremos com
operadores lineares limitados T em um espago de Banach complexo X com T : X — X,
ouseja, T € B(X, X).

9
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Teorema 2.9. (Inversa). Seja T € B(X, X) onde X é um espaco de Banach. Se || T ||< 1, entdo

(I — T)~! existe como um operador linear limitado definido em todo espaco X e

(I—T)_1=2Tj=I+T+T2+--- (6)
=0

[onde a série da direita é convergente na norma B(X, X)]

Como primeira aplicagdo deste teorema iremos provar o fato de que o espectro de

um operador linear limitado é fechado no plano complexo.

Teorema 2.10. (Espectro fechado) O conjunto resolvente p(T) de um operador linear limitado T

em um espago de Banach complexo é aberto, portanto o espectro o(T) é fechado.

Demonstragio. Se p(T) = O, entdo é aberto. Seja p(T) # @. Para um Ay € p(T) fixo e
qualquer A € C temos:

T—Al = T— Aol —(A—Ag)l
(T — AoDII — (A — AT — AgD) ']

Denotaremos o operador [I — (A — Ag)(T — Apl )] por V, assim podemos escrever

T\ =T,,V, (7)

onde V = I — (A — Ag)R,,. Como Ay € p(T) e T é limitado, o Lema 2.8 implica que

Ry, = o ! € B(X, X). Além disso o Teorema anterior nos mostra que V tem inversa.

V= (I—-(A—2ApRy,) "
= Y I(A = Ao)RyV (8)
j=0
= Y (A —Ao)VR), )
j=0

em B(X, X) para todo A tal que ||(A — Ag)R,,||< 1, isto é

1
A —Agl< ——. (10)
IRl
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Como TA_0 L=R 1, € B(X, X), vemos disto e de (7) que para todo A satisfazendo (10) o

operador T) tem uma inversa

Ry =Ty =(T),V) ' =V IRy,
Portanto (10) representa a vizinhanca de A consistindo de valores regulares A de T.

Como Ay € p(T) é arbitrario, p(T) é aberto, entdo seu complemento o(T) = C — p(T) é
fechado. ]

Note que esta prova também nos d4 uma representacdo basica do Resolvente por um

série de poténcias.

Teorema 2.11. (Representagio do Resolvente) Para X e T como no teorema anterior e todo

Ao € p(T) o resolvente R)(T) tem a representagio

[ee]

Ry =Y (A — AqyR!
j=0

a série é absolutamente convergente para todo A no disco aberto dado por

1
A = Aol <
IRl

no plano complexo. O disco é subconjunto de p(T).

Uma outra consequéncia do Teorema 2.10 nos permitird provar o fato de que para

um operador linear limitado o espectro é um conjunto limitado no plano complexo.

Teorema 2.12. (Espectro) O espectro o(T) de um operador linear limitado T : X — X em um

espaco de Banach complexo X é compacto e estd no disco dado por

A< T (11)

Demonstragio. Seja A #0 e k = % Do Teorema 2.9 nés obtemos a representagao

Ry=(T—-AD'=-1q-k)'=-1 i(kT)f =—1 i(%T)f
j=0 j=0

onde, pelo Teorema 2.9, a série converge para todo A tal que

I3TlI< 1= [ITlI< [Al.
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Do Teorema 2.9 também nos mostra que A estd em p(T). Portanto o espectro o(T) =
C — p(T) deve estar no disco dado por (11), entdo ¢(T) é limitado.

Além disso, o(T) é fechado pelo Teorema 2.10. Portanto ¢(T) é compacto (fechado e
limitado). O

Deste teorema temos que para um operador limitado T em um espago de Banach
complexo o espectro é limitado, entdo parece natural nos perguntarmos sobre o menor
disco sobre a origem que contém todo o espectro. Esta questdo sugere o seguinte

conceito.

Definicao 2.13. (Raio Espectral) O raio espectral r,(T) de um operador T € B(X, X) em um

espaco de Banach complexo X é o raio

re(T) = sup [A|
Aeo(T)
do menor disco fechado centrado na origem do plano complexo A e contendo o(T).

De (11) é 6bvio que o raio espectral do operador linear limitado T no espaco de

Banach complexo satisfaz

ro(T) < |||

pois |A|< || T|| implica que

sup |A|< [T
Aea(T)

2.4 PROPRIEDADES ADICIONAIS DO RESOLVENTE E

ESPECTRO

A seguir temos algumas outras propriedades do resolvente

Teorema 2.14. (Equacido resolvente, comutatividade)
Seja X um espago de Banach complexo, T € B(X, X) e A, u € p(T), temos

(a) O resolvente R) de T satisfaz a relagdo de Hilbert (ou equagdo resolvente)

Ry — Ry = (. — MRyuR)
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(b) Ry comuta com qualquer S € B(X, X) que comuta com T

(c) Temos

O préximo resultado serd o teorema de Mapeamento Espectral. Comecaremos pela
motivagdo, que é sugerida pela teoria de autovalores para matrizes.
Se A é um autovalor de uma matriz quadrada A, entdo Ax = Ax para algum x # 0.

Aplicando A temos

A%x = Adx = MAx = A%x

Deste modo, para qualquer inteiro positivo m

AMx = A"x.

7

Se A é autovalor de A, entdo A™ é autovalor de A™. De modo geral temos que

PA) = apA + o, AT 4 g

é autovalor da matriz

0(A) = 4y A" + 0, 1AV 4l

Esta propriedade se estende para espagos de Banach complexos de qualquer dimensao.
Na prova desta propriedade usa-se o fato de que um operador linear limitado tem um
espectro nao vazio.

Usaremos a notagao

p(o(T) = {p € Clu = p(A), A € o(T)}

isto é, p(c(T)) é o conjunto de todos os nimeros complexos yu tais que y = p(A) para

algum A € o(T). Também usaremos p(p(T)) com sentido similar.

Teorema 2.15. (Mapeamento Espectral para Polindmios)

Seja X um espago de Banach complexo, T € B(X, X) e

pA) = ap A"+, AT

13
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com o, # 0. Entdo

o(p(T)) = p(o(T))

isto €, o espectro o(p(T)) do operador

o(T) = oy T" + 0y 1 T" -+ gl
consiste de todos os valores que o polindmio assume no espectro o(T) de T.

Agora consideraremos uma propriedade bésica de autovetores

Teorema 2.16. (Independéncia linear)
Autovetores x1, ..., x, correspondendo a diferentes autovalores Ay, ..., A, de um operador

linear T em um espaco vetorial X constituem um conjunto linearmente independente.

Demonstragio. A prova se dd por contradi¢do, assumindo que os autovetores sdo de-
pendentes, exatamente como no caso de dimensao finita. Para o caso finito toma-se
{x1,+-+,x,} autovetores correspondendo aos autovalores {Aq, - - -, A, } respectivamente.

Seja x;,;, o primeiro vetor que é combinagdo linear de seus antecessores, representamo-

no da seguinte forma

m—1

Xm=0&1X1+ ...+ &y 1Xy—1 = Z QX
j=1

Deste modo temos que {x1, - - -, x,,_1} sdo vetores linearmente independentes. Apli-

cando T — A, I em ambos os lados da equagdo acima ficamos com

(T — ApDxy = z].”gl o;(T — A )x;j
S (A — Am)x;
pois Tx; = Ajx; e ainda disto temos que o lado esquerdo é zero. Como no lado direito

temos uma combinacdo linear de vetores linearmente independentes entdo

m—1
Z Dé]()t] — Am)x] =0
j=1

implica aj(A; — Am) = 0, 0 que dd aj = O para j € {1,...,m — 1}, pois A; # Ay. E disto
terfamos que x;; = Z]-”Sl ajxj = 0 e isto contradiz o fato de xj, ser autovetor. Portanto os

autovetores formam um conjunto linearmente independente. O
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Agora trataremos da teoria espectral de operadores lineares auto-adjuntos limitados

em espagos de Hilbert.

2.5 PROPRIEDADES ESPECTRAIS DE OPERADORES LI-
NEARES AUTO-ADJUNTOS LIMITADOS

No caso estudado nesta parte do projeto, ou seja, para operadores limitados, ndo
hé diferenca entre falarmos de operadores auto-adjuntos limitados ou operadores
simétricos limitados. Mas veremos que para operadores ilimitados, ser auto-adjunto e
ser simétrico ndo é equivalente.

Se T : H1 — Hy é um operador linear limitado em um espago de Hilbert H, entdo

seu operador adjunto T* : H, — H;1 é definido como o operador que satisfaz

(Tx,y) = (x, T"y)

para todo x € Hqi ey € Hs.

Teorema 2.17. Seja T : H1 — Hy um operador linear limitado, onde H, e Hy sdo espagos de
Hilbert. Entdo o operador adjunto T*de T existe, é inico e é um operador linear limitado com

norma || T*|= |IT|

Demonstragio. Defina h(y, x) = (y, Tx) uma forma sesquilinear em H, x H1, temos que
h é limitado pois T é limitado e pela desigualdade de Schwarz |k (y, x) |< || T||||x]/||yl,
disto temos ||h||< ||T||. Mas também temos | k||> || T|| de

[(y, Tx) | [(Tx, Tx) |
hl|= sup "> sup = = [T
W= 02 Sl = P Tl
x#0 x#0
y#0 Tx #0
Logo ||h||= ||T||. Pelo Teorema de Representacdo de Riesz, que pode ser visto em

[19], existe um operador linear limitado, que neste caso denotaremos T*, unicamente
determinado por &, com norma ||T*||= ||h|| tal que & (y, x) = (T*y, x).
Disto temos (y, Tx) = (T*y, x) e ||T*||= ||#||= ||T||- O

15
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Pelo Teorema 2.17 temos que se T : H — H é um operador linear limitado em um
espago de Hilbert H entdo T* existe e é tnico com norma || T*||= ||T||. Ainda temos que
T é dito ser auto-adjunto se T = T*.

Assim, se T é auto-adjunto entdo (Tx,x) é real para todo x € H pois (Tx,x) =
(x,Tx) = (Tx—,x> e se um numero é igual ao seu conjugado entdo este niimero é real.

Agora iremos comegar a analisar o espectro de um operador linear auto-adjunto
limitado.

Um operador linear auto-adjunto limitado pode nao ter autovalores, mas se os tiver,

entdo podemos estabelecer o que segue.

Teorema 2.18. (autovalores, autovetores)

Seja T : H — H um operador linear auto-adjunto limitado em um espaco de Hilbert H
complexo. Entdo

(a) Todos os autovalores de T, se existirem, sio reais;

(b) Autovetores correspondendo a diferentes autovalores (numericamente) de T sdo ortogonais.

A partir da caracterizacdo do conjunto resolvente p(T) de T poderemos aferir que

todo o espectro de um operador linear auto-adjunto limitado é real (Teorema 17 de

[19]).

Teorema 2.19. Seja T : H — H um operador linear auto-adjunto limitado em um espago de
Hilbert complexo H. Entdo A pertence ao conjunto resolvente p(T) de T se, e somente se, existe

¢ > 0 tal que para todo x € H

[ Tax [[Zc |l x|

onde Ty =T — A.

Demonstragio. Se A € p(T) entdo existe e é limitado o operador R)(T), logo existe ¢ > 0

tal que || Tyx ||> c || x || para todo x € H. A volta se d4 pelo Teorema 2.7. O
Usando este teorema podemos entdo mostrar que

Teorema 2.20. O espectro o(T) de um operador linear auto-adjunto limitado T : H — H em

um espago de Hilbert complexo H é real.

Demonstragio. Usando o Teorema anterior, iremos mostrar que se A = a + i («, B reais)
com 3 #0 entdo A deve estar em p(T), e assim temos o(T) C R.

Tome x # 0 em H qualquer, temos
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(Thx,x) = (Tx,x) — A (x,x).

Mas (Tx,x) e {x,x) sdo reais, pois (x,x) = ||x||*> e (Tx,x) = (x, Tx) pois T é auto-
adjunto, e além disso, (x, Tx) = (Tx, x), ou seja, (Tx,x) = (Tx,x). Assim, tomando o
conjugado da equacdo acima ficamos com

(Tax,x) = (Tx,x) — A {(x,x)

onde A = a — if. Agora por subtracdo

(Tax, x) — (Thx,x) = (A — A) (x, x) = 218]|x||*.

O lado esquerdo fica —2iim((T)x, x)), onde aqui im denota a parte imaginaria.
Usando a desigualdade de Schwarz, |(T)x, x) |< || Tax|||x| temos
[Blllx]|*= [im(Tax, 2))| < [{Tyx, x) [ < [ Tall x|l

Como ||x||# 0, ficamos com |B]||x]|< ||Trx||. Se B # 0 entdo A € p(T) pelo teorema

anterior. Assim, para A € ¢(T) devemos ter B = 0, ou seja, A real. [l

2.6 PROPRIEDADES ADICIONAIS DE OPERADORES LI-
NEARES AUTO-ADJUNTOS LIMITADOS

Agora que temos essa importante caracterizacdo do espectro de operadores lineares

auto-adjuntos limitados podemos nos aprofundar ainda mais em seus detalhes.

Teorema 2.21. O espectro o(T) de um operador linear auto-adjunto limitado T : H — H em

um espago de Hilbert complexo H estd contido em um intervalo fechado [m, M] da reta real, onde

m = inf (Tx,x)
[l[|=1

M = sup (Tx, x)
[lx[1=1

17
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Demonstragio. Como T é auto-adjunto temos que o(T) C IR. Mostraremos que se
A= M+ccomc > 0entdo A € p(T). Para todo x #0 e v = ||x||"1x temos x = ||x|[v e

assim

(Tx,x) = ||x|[*(Tv,v) < ||x|!2|su|p (T9,9) = (x,x) M.
7)|=1

Disto (Tx, x) < (x,x) M, aplicando a desigualdade de Schwarz ficamos com

[Tax||[[x][= = (Tax, x) —(Tx, x) + A {x, x)
(=M +A) (x,x)

cl|x[I?,

AVARLY,

onde c = A —M > 0. Como x # 0, podemos fazer a divisdo por ||x|| e ficamos com
ITAx]|> c||x]| e pelo Teorema 2.19 temos que A € p(T). A prova segue andloga para
A < m. O

Podemos relacionar m e M a norma do operador T.

Teorema 2.22. Para qualquer operador linear auto-adjunto limitado T em um espago de Hilbert

complexo H nds temos que

I'T [|= max(|m|, |M]) = sup |(Tx, x)|
Ixl1=1

onde m e M sdo da forma como no teorema anterior.

Agora podemos ver que os limites para ¢(T) no Teorema 2.21 ndo podem ser melho-

rados.

Teorema 2.23. (m e M como valores espectrais) Sejam H e T como no Teorema 2.21 e H # {0}.

Entdo m e M, como definidos no mesmo teorema, sdo valores espectrais de T.
Agora olharemos par a outra parte do espectro.

Teorema 2.24. O espectro residual o,(T) de um operador linear auto-adjunto limitado T : H —

H em um espago de Hilbert complexo H é vazio.

Demonstragio. A prova deste teorema se dé por contradi¢do, assumindo que o(T) # @.
Seja A € 04(T). Como vimos, se A € 0,(T) entdo existe Ry(T), ou seja, existe a inversa
de T), mas seu dominio D(T, 1Y = Im(T,) ndo é denso em . Assim existe y #0 que

é ortogonal a D(T; ') = Im(Ty), (Thx,y) = 0, para todo x € H. Como A é reale T



2.7 OPERADORES POSITIVOS

é auto-adjunto entdo (x, T y) = 0 para todo x € H. Fazendo x = T)y ficamos com
(Tay, Tay) = || Tay||= 0, portanto Ty = Ty — Ay = 0 implicando que Ty = Ay. Como
y # 0 concluimos que A é autovalor de T, ou seja, A € o,(T), contrariando o fato de

assumirmos A € 0;(T). Portanto o;(T)=0. O

2.7 OPERADORES POSITIVOS

Sabemos que se T é auto-adjunto, entdo (Tx, x) é real. Logo podemos considerar o
conjunto de todos os operadores lineares auto-adjuntos limitados em um espago de

Hilbert complexo H e introduzir uma ordem parcial <, definindo

T <T, < (Tix,x) < (Thx,x) (12)

para todo x € H. Podemos escrever também T, > Tj.

Um operador linear auto-adjunto limitado T : H — H é dito ser positivo se

120 < (Tix,x) >0 (13)

para todo x € H. Em vez de T > 0 também escrevemos 0 < T.

De (12) e (13) temos

Ih<T, < 0<T,—-T7

isto é, (12) se mantém se, e somente se, T, — T7 é positiva.

Faremos uma breve pausa para vermos operadores positivos, que nos servirdo de
ferramenta para entendimento da representacdo espectral para operadores lineares
auto-adjuntos limitados.

Segue direto da defini¢do que a soma de operadores positivos é positiva.

Teorema 2.25. (Produto de operadores positivos) Se dois operadores lineares auto-adjuntos
limitados S e T em um espago de Hilbert H sdo positivos e comutam (ST = TS), entdo seu

produto é positivo.

A relagdo de ordem parcial definida por (13) também sugere o seguinte conceito.

19
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Definicdo 2.26. (Sequéncia Monétona) A sequéncia monétona (T),) de operadores lineares
auto-adjuntos T, em um espago de Hilbert H é uma sequéncia (T,) que é ou mondtona

crescente, isto ¢,

LH<h<Tz3<--

ou mondtona decrescente, isto é,

L2 >2T3 > -

Uma sequéncia monétona crescente tem a seguinte propriedade.(Uma sequéncia

monotona decrescente tera uma propriedade andloga)

Teorema 2.27. (Sequéncia mondétona) Seja (T,) uma sequéncia de operadores lineares auto-

adjuntos limitados em um espago de Hilbert complexo H tal que

I <Th<---<T,<---<K

onde K é um operador linear auto-adjunto limitado em H. Suponha que T; comuta com K e com
todo Ty,. Entdo (T,) converge fortemente (T,x — Tx para todo x € H) e o operador limite T é

linear auto-adjunto limitado e satisfaz T < K.

2.8 OPERADORES DE PROJECAO

Um operador de projecdo P, ou simplesmente projecio P é dado a partir da soma direta de

um subespago fechado Y e seu complemento ortogonal Y=+

H=YpYL

X=y+z

(14)

ondey € Yeze Yt
Como a soma é direta temos que y é tnico para todo x € ‘H dado. Assim conseguimos

definir um operador linear

P: H = H
x — y=Px

P é chamado de projegdo ortogonal, ou projecio de H em Y, ou projecio em H.
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Portanto um operador linear limitado P : H — H é uma projecdo em H se existir um
subespaco fechado Y de % tal que Y é a imagem de P e Y é o espaco nulo de P e P|y
é o operador identidade em Y.

Assim escrevemos (14) como

x=y+z=Px+(I - P)x.

Vemos entdo que a projegio de H em Y+ é [ — P.

Podemos usar também a seguinte caracterizacdo:

Teorema 2.28. (Projeciio) Um operador linear limitado P : H — H em um espago de Hilbert

H ¢é uma projeciio se, e somente se, P é auto-adjunto e idempotente (P> = P).

Veremos que projecdes tem propriedades relativamente simples, isto nos impele a
representar operadores lineares mais complicados através destes, resultando na chamada
representagdo espectral. Este nome é devido ao fato de que as projecdes usadas para esta
representagdo estdo relacionadas com o espectro do operador.

Agora veremos propriedades bésicas de projec¢des, primeiro que proje¢des sdo sempre

operadores positivos.

Teorema 2.29. (Positividade) Para qualquer projecio P em um espaco de Hilbert H.

(Px,x) =|| Px ||% (15)
P =0 (16)
| P<1; ||Pll=1 se P(H)#{0} . (17)

Nem sempre o produto de proje¢des sera uma projecdo, mas podemos garantir o

seguinte.

Teorema 2.30. (Produto de projecdes) Considerando projegdes em um espago de Hilbert H, as
seguintes afirmagdes sdo vdlidas:

(a) P = P, P, é uma projecdo em H se, e somente se, as projecdes Py e P, comutam, isto é,
PP, = P,Py. Entdo P projeta H em Y = Y1 N Yy, onde Y; = Pi(H)

(b) Dois subespacos fechados Y e V de H sdo ortogonais se, e somente se, as projecoes
correspondentes satisfazem Py Py = 0.
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Também, nem sempre a soma de proje¢des é uma projegao.

Teorema 2.31. (Soma de projegdes) Sejam Py e P, projecdes em um espago de Hilbert H. Entdo:
(a) A soma P = Py + P, é uma projegiio em H se, e somente se, Y1 = Pi(H) e Yo = Py(H) sdo
ortogonais.

(b) Se P = Py + P, é uma projegio, P projeta H para Y =Y, @ Y.

O teorema que segue se refere a relagdo de ordem parcial definida por P; < P, e é

uma ferramenta bésica para o entendimeto e resolucdo de teoremas que seguirdo.

Teorema 2.32. (Ordem Parcial) Sejam Py e P, projecdes definidas em um espaco de Hilbert H.
Denote por Y1 = P1(H) e Yo = Po(H) os subespagos no qual H é projetado por Pre P, e sejam
N(P1) e N(P) os espagos nulos dessas projecdes. Entio as seguintes condigdes sdo equivalentes.

(1) PPy = PP, = P;

2)Y1CY,

(3) N(P2) C N(Py)

(4) || P1x||< || Pax|| para todo x € H

(5) P <P,

Ja foi considerada a soma de projecdes e agora serd considerada a diferenca ou
subtragdo de proje¢des. O teorema acima é aplicado na demonstragdo deste teorema

que segue.

Teorema 2.33. (Diferenga de Projegdes) Sejam Py e P, projecdes em um espago de Hilbert H.
Entdo
(a) A diferenca P = P, — Py é uma projecio em H se, e somente se, Y1 C Yo, onde Y; = P]-(H).
(b) Se P = P, — Py é uma projegio, P projeta H em Y, onde Y é o complemento ortogonal de
Yi em Y.

A partir destes dois tltimos teoremas podemos derivar um resultado bésico sobre a

convergéncia de uma sequéncia monétona crescente de projegdes.

Teorema 2.34. (Sequéncia monétona crescente) Seja (P,) uma sequéncia mondtona crescente de
projecdes Py, definidas em um espaco de Hilbert H. Entdo

(a) P é um operador de convergéncia forte , diga-se P,x — Px para todo x € H, e o
operador limite P é uma projegdo definida em H.

(b) P projeta H em
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P(H) = | Pu(H)
n=1

(c) P tem o espago nulo

N(P) = (7] N(Py)
n=1

29 FAMILIA ESPECTRAL

Agora temos como objetivo a representacdo de operadores lineares auto-adjuntos
limitados em um espaco de Hilbert em termos de proje¢des, pois podemos assim mais
facilmente investigar suas propriedades. Chama-se a esta representacdo de representagio
espectral do operador em questdo.

Para um operador linear auto-adjunto limitado T : H — H dado, obtemos uma
representacdo espectral de T através de uma familia de proje¢des que é chamada de
familia espectral associada a T. Primeiro serd estudado o conceito de uma familia espectral.

Aqui pode-se adicionar motivacdo para o caso de dimensao finita

Definicao 2.35. (Familia espectral) Uma familia espectral é uma familia a um pardmetro
E = (E))aeR de projegdes E) definidas em um espago de Hilbert H (de qualquer dimensdo) que
depende de uma pardmetro real A e é tal que para Vx € ‘H

(1) Ex < E, portanto ExE, = E Ey (A < p)

(2a)
li Exx=0
/\—1>r£100 AX
(2b)
li E)x =
/\il?oo AX X
(3)

Ey.ox= lim E,x =Ex
A0 Sk A

Disto temos que a familia espectral real pode ser considerada como um mapeamento

R — B(H,H)
A — E)\
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que a cada A € R faz corresponder uma projecdo E, € B(H, H), lembrando que B(H, H)
é 0 espago dos operadores lineares limitados de H em H.

E é chamado de uma familia espectral em um intervalo [a, b] se 00.00.0000

Ey=0paraA <a, Ey =1para A > b Observa-se que (2*) implica em (2a) e (2b).

O limite y —+ A +0 em (3) indica que s6 se considera valores tais que u > A

2.10 FAMILIA ESPECTRAL DE UM OPERADOR LINEAR
AUTO-ADJUNTO LIMITADO

A um operador linear auto-adjunto limitado T : H — H em um espaco de Hilbert
complexo ‘H podemos associar uma familia espectral E tal que E pode ser usada para
uma representacao espectral de T.

Para definir E serdo necessarios os operadores Ty = T — A, a raiz quadrada positiva
de T/% , By = (T%)%, e o operador T} = %(B/\ +T)) que é chamado de parte positiva de T).

A familia espectral E de T é entdo definida por E = (E)))cRr, onde E, é a projegdo de
H no espago nulo N(Ty) de Ty.

Iremos provar que E é de fato uma familia espectral segundo a Defini¢do 32. A prova
disto produz uma ferramenta para encontrarmos a representacdo espectral.

Consideraremos os operadores

B = (T?)!/2 (raiz quadrada positiva de T2)
T = %(B +T) (parte positiva de T)
T = %(B —T) (parte negativa de T)

e a projecao de H no espago nulo de T*, denotada por E

E:H—Y=N(T"
Por subtracdo e adi¢do de T* e T~ temos que
T=T*-T"
B=T*+T~

Tais operadores possuem as propriedades descritas no lema que segue.
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Lema 2.36. (Operadores relacionados a T) Os operadores jd definidos possuem as sequintes
propriedades

(a) B, T* e T~ sdo limitados e auto-adjuntos;

(b) B, T* e T~ comutam com todo operador linear limitado que comuta com T, em particular
BT =TB, TT=TT*, T " T=TT eT' T =T"T7;

(c) B, T* e T~ comutam com todo operadores linear auto-adjunto limitado, em particular
ET =TE, EB = BE;

(d) Além disso
T*T— =0 T-Tt=0
T*E=ETt=0 T-E=ET =T~
TE=-T" T(I—E)=T*
Tt >0 T >0

Agora, em vez de considerarmos T iremos considerar Ty = T — AI. Em vez de B,
T*, T~ e E n6s tomaremos B, = (T/%)l/ 2, e os outros operadores serdo Ty = %(B A+ Th),
T, = %(BA — T)) e a projecdo E) : H — Y, = N(T;) de H no espago nulo Y, = N(Ty)
de Ty.

A partir do Lema 2.36 anterior torna-se facil provar o seguinte.

Lema 2.37. (Operadores relacionados a T)) O Lema anterior permanece verdadeiro se substi-
tuirmos T, B, T*, T~, E por T), B, Ty, T, , E, respectivamente, onde A é real. Além disso, 0s

seguintes operadores comutam: Ty, B, T]j , T, E+.

Agora podemos provar que dado um operador linear auto-adjunto limitado T, pode-
se definir uma familia espectral E = (E,) de modo tnico. Este E é chamado de familia

espectral associada ao operador T.

Teorema 2.38. (Familia espectral associada a um operador) Seja T : ‘H — H um operador
linear auto-adjunto limitado em um espaco de Hilbert complexo H. Seja E, (A real) uma projecio
de H no espago nulo Y) = N(TY) da parte positiva T de Ty = T — Al. Entdo E = (E)))cR ¢

uma familia espectral no intervalo [m, M] C R, onde m e M sdo

m= inf (Tx,x) M = sup (Tx, x) (18)
[Jx]|I=1 [ x||=1

Demonstragio. Iremos provar

A<pu=Ey<E, (19)

25
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A<m=Ey=0 (20)
A>M=E,=1 (21)
p—>A+0= Eyx — E)x (22)

Usaremos as seguintes partes extraidas do Lema 2.37, mas reformulando para Ty, T,

Tf, Ty, Ex.
T:T, =0, (23)
T\Ex=-Ty, T(I-E)=T{, T, =-T,, (24)
Ty >0, T, >0, T;>0, T, >0 (25)

Prova de (19):

Seja A < p. N6s temos que Ty = Ty — T, < T} pois —T, < 0 por (25). Portanto
Ty —Ty>Th—T,=Wu—-MNI>0.

Ty — Ty € auto-adjunto e comuta com T pelo Lema 2.37. E T > 0 por (25). De
Ty > Ty, temos T, (Ty — Ty) = T,(Ty — T+ T,7) > 0.

Aqui T; T, = 0 por (23). Portanto T;; Ty > (T )?. Isto &, para todo x € H,

(TiTix,x) = (TP x) = || Tyx]| = 0
Isto mostra que Tyx = 0 implica Tjjx = 0. Portanto N(Ty) C N(T};), entdo E, < E,
pelo Teorema 2.25.
Prova de (20):
Seja A < m, mas suponha que E, # 0. Entdo E,z # 0 para algum z. Defina x = E,z.

Entdo E,x = E3z = E;z = x, podemos assumir ||x||= 1 sem perda de generalidade. Segue

que
(TAEax,x) = (Thx,x)
= (Tx,x) —A{x,x)
= (Tx,x)—A

ianaZH:l <T.f, J?> —A
m—A>0

v v
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Mas isto contradiz T\E) = —T, < 0, que é obtido de (23) e (24).
Prova de (21):
Suponha que A > M, mas Ey #I. Entdo I — Ey #0e (I — E))x = x para algum x de

norma ||x||= 1. Portanto

(TA(I — Ep)x,x) = (Tax,x)

(Tx,x) — A (x,x)
(Tx,x) — A
SUP)|7/|=1 (Tx, %) — A
M—-—A>0

IA A

Mas isto contradiz T)(I — E;) = Ty > 0 que é obtido de (24) e (25). Também Ep; = I
pela continuidade a direita que serd provada a seguir.

Prova de (22):

A um intervalo A = (A, 1] nés associamos o operador E(A) = E, — E,.

Como A < p, nés temos que E) < E, por (19), assim E)(H) C E,(H) pelo Teorema

2.32, e E(A) é uma projecdo pelo Teorema 2.33. Novamente pelo Teorema 2.32 temos

E,E(D) E — EyEx = Ey — Ex = E(D)

(I = EA)E(D)

E(A) — Ex(Ey — Ey) (26)
E(A) — EAE, + Ey = E(A)

Como E(A), T, e Ty sdo positivos e sabemos que comutam pelo Lema 2.37, os

produtos T, E(A) e TYE(A) sdo positivos pelo Teorema 2.25. Assim por (26) e (24) temos

T,E(A) = TuE.E(D) = T,ELE(A) <0
TAE(A) TA(I — E\)E(A) = TYE(A) > 0.
Isto implica TE(A) < pE(A) e TE(A) > AE(A), que juntos sdo

AE(A) < TE(A) < pE(A),  E(A) = Ey — E). (27)

Mantemos A fixo e fazemos y — A pela direita de modo monétono. Entdo E(A)x —
P(A)x como analogo do Teorema (2.27) para sequéncias decrescentes. Aqui P(A) é
limitado e auto-adjunto. Como E(A) é idempotente, entdo P(A) também é. Assim, P(A)

é uma projecdo. Também AP(A) = TP(A) por (27).

27
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Pela definicdo, E, projeta H em N(Ty). Consequentemente, temos EyP(A)x = P(A)x,
isto é, ExP(A) = P(A).
Por outro lado, se fizermos 4 —+ A +0 em (26) entdo

(I = E))P(A) = P(A)
As duas ddo P(A) = 0. Lembrando que E(A)x — P(A)x, vemos que isto prova(22),
isto é, E é continuo pela direita.

Isto completa a prova que E = (E)) dada no teorema é uma familia espectral em
[m, M]. [l

2.11 REPRESENTAQAO ESPECTRAL DE OPERADORES

LINEARES AUTO-ADJUNTOS LIMITADOS

Agora nosso objetivo serd mostrar que E pode ser usada para obter uma representacado
de T, esta é uma representacdo integral que envolve E e é tal que (Tx, y) é representada

por uma integral de Riemann-Stieltjes.

Teorema 2.39. (Teorema Espectral para Operadores Lineares Auto-Adjuntos Limitados) Seja
T : H — H um operador linear auto-adjunto limitado em um espago de Hilbert complexo H.
Entdo

(a) T tem uma representacio espectral

M
T = / AdE, (28)
m—0
onde E = (E,) € a familia espectral associada a T. A integral é entendida no sentido de

convergéncia operatorial uniforme (convergéncia na norma B(H, H)), e para todo x,y € H

M
(Tx,y) = / Adw(A) w(y) = (Exx,y) (29)
m—0

em que a integral é uma integral de Riemann-Stieltjes.

(b) de modo mais geral, se p é um polindmio em A com coeficiente reais, digamos

pA) = ap A"+, AT
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entdo o operador p(T) definido por

p(T) = a, T" o, T et agl

tem a representagdo espectral

M
P = [ paE, (30)
m—0
e para todo x,y € ‘H
M
(PMxy) = [ pde),  wh) = (Exx,y) G1)
m—0

Nota. m — 0 é escrito para indicar que deve-se levar em conta uma contribuicio em A = m

que ocorre se E,; #0 (e m #0), assim, usando qualquer a < m, podemos escrever

M M M
/)leA: / /\dEA=mEm+/AdE,\
a m

m—0

Similarmente

M M M
[ pOdE = [ AdEy = pm)En+ [ pO)AE,
a —0 m

m

Demonstragdo. (a) Escolhendo uma sequéncia (P,) de parti¢des de (a,b], onde a < m e

b > M, temos que todo P, é particdo de (g, b] em intervalos

An] = (Anj/ ,un]]

onde j =1,...,n e o tamanho do intervalo € I(A;j) = p,;j — Ayj. Da definigdo de partigao

temos que pi,j = Ayjyy paraj=1,...,n — 1. Assumimos que a sequéncia (P,) seja tal que

17(Pn) := maxI(Dyj) — 0 (32)
)

quando n — co. N6s usamos (27) com A = A, isto &,

)\n]’E(An]’) < TE(Anj) < anE(Anj)

29
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Somando sobre j de 1 até n nés obtemos para todo n

n

Y AuE(Ayj) <Y TE(Ay) <Y pniE(Ayj) (33)
i1 = i

Como piyj = Ayjyy para j=1,...,n — 1, usando (20) e (21) n6s temos

n n
TY EWDy)=T) (Ey, — Ey,) = T(Eu,, —Er,) =TI -0)=T,
=1 j=1

entdo 2?:1 E(Ayj) = I. Férmula (32) implica que para todo € > 0 existe um 7 tal que

n(Py) < €, portanto em (33) nés temos

n n n n
0< Z.unjE(Anj) - Z)\njE(Anj) = Z(.unj - /\nj)E(Anj) < €ZE(An]') <el
j=1 j=1 j=1 j=1

Disto e de (33) segue que, dado qualquer € > 0, existe um N tal que para todo n > N

e toda a escolha de }\n]- € Ayj noés temos

n
IT - ;AnjE(Anj)H< €
]:
De (33) temos que T = Iy TE(Ay) < Ty pnE() €0 < Ty TE(yg) — Doy AnE(y) <
2;7:1 Wi E(Dj) — ;7:1 AniE(Dyj) < €I, 0 que implica

n
IT =) AgEA)< e (34)
1

Como E, é contante para A < m e para A > M, a esolha particular deuma < m e
um b > M é imaterial.

Isto prova (28), onde (34) nos mostra que a integral é entendida no sentido de um
operador convergente uniforme. O produto interno é continuo e a soma em (34) é de
Stieltjes. Portanto (28) implica (29) para toda escolha de x e y em H.

(b) iremos provar o teorema para polindmios comecando com p(A) = A”, onde r € IN.

Para qualquer ¥ < A < u < v nés temos de (1) da Defini¢do (2.35)
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Isto mostra que E(A,j)E(A k) = 0 para j # k. Também como E(A;)° = E(A) para todo

s =1,2,..., consequentemente, nds obtemos

[Zl AniE (Anz')] = le AL E(Dy)) (35)
j= j=

Se a soma em (34) se aproxima de T, a expressdo em (35) do lado esquerdo se
aproximara de T", pois a multiplicacdo (composi¢do) de operadores lineares limitados é

continuo. Assim, por (35), dado € > 0, existe N tal que para todo n > N

n
IT7 = YA @< e
j=1

Isto prova (30) e (31) para p(A) = A". Disto, as duas férmulas (30) e (31) seguem para

um polindmio arbitrdrio com coeficientes reais ]

A determinacdo da familia espectral para um dado operador linear auto-adjunto
limitado néao é facil no geral. Em alguns casos, relativamente simples, a familia pode

ser conjecturada de (28).

Agora iremos listar algumas propriedades de operadores p(T) que nos ajudardo na

extensdo do teorema espectral para fung¢des continuas gerais.

Teorema 2.40. (Propriedades de p(T)) Seja T como no teorema anterior e sejam p, p1 € p2

polindmios com coeficientes reais. Entdo
(a) p(T) é auto-adjunto
(b) Se p(A) = ap1(A) + Bp2(A), entdo p(T) = ap1(T) + Bp2(T)
(c) Se p(A) = p1(M)p2(A), entdo p(T) = p1(T)pa(T)
(d) Se p(A) > 0 para todo A € [m, M], entdo p(T) > 0
(e) Se p1(A) < pa(A) para todo A € [m, M], entido p1(T) < pa(T)
(M [[p(D]| < maxyef|p(A)], onde | = [m, M]

(g) Se um operador linear limitado comuta com T, também comuta com p(T)

Esse teorema é uma importante ferramenta para generalizar o teorema espectral.
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2.12 EXTENSAO DO TEOREMA ESPECTRAL PARA FUN-

COES CONTINUAS

Queremos estender o teorema espectral para operadores f(T), onde T é limitado e f é
uma func¢do continua a valores reais. Primeiramente devemos definir o que queremos
dizer por f(T).

Seja T : H — H um operador linear auto-adjunto limitado em um espaco de Hilbert
complexo H, seja f uma funcdo real continua em [m, M], tomados como em (18). Entdo,
pelo Teorema de Aproximacdo de Weierstrass, sabemos que existe uma sequéncia de

polindmios (p,) com coeficientes reais tal que

pn(A) — f(A)

uniformemente em [m, M]. Correspondendo a isso temos uma sequéncia de operadores

lineares auto-adjuntos limitados p,(T). Pelo Teorema 2.40

|pn(T) — pr(T)||< rggﬂpn(A) — pr(M)]

onde | = [m, M]. Mas p,(A) — f(A), logo, dado € > 0, existe N tal que |pn(A) — pr(A)|<
€ para todo n,r > N, ou seja, (pu(T)) é de Cauchy e tem um limite em B(H, H), pois
B(H,H) é completo.

Deste modo definimos f(T) como sendo este limite p,(T) — f(T). Também é
possivel ver que f(T) estd bem definida, ou seja, ndo depende da escolha dos polindmios
que convergem a f uniformemente. Tendo isto em vista, podemos estender nosso

Teorema Espectral inicial para fun¢des continuas a valores reais.

Teorema 2.41. (Teorema Espectral) Seja T : H — H um operador linear auto-adjunto limitado
atuando em um espago de Hilbert complexo H e f uma fungdo real continua em [m, M]. Entdo

f(T) tem representacio espectral

fD= [ fOE, (6)
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onde E = (E,) é a familia espectral associada a T, a integral é entendida no sentido de um

operador uniformemente convergente. Para todo x,y € H temos

M
My = [ FOd)  wd) = (Ex,y) 67)
m—0

em que a integral é uma integral de Riemann-Stieltjes.

Uma propriedade da familia espectral E = (E,) é que esta é a tnica familia em
[m, M] que nos leva a representacdo em (36) e (37). As propriedades de p(T) listadas no

Teorema 2.40 se estendem para f(T), e podemos formular o seguinte.

Teorema 2.42. (Propriedades de f(T)) O Teorema 2.40 continua vdlido se p, py, pa forem

substituidos por fungdes continuas f, f1, fo de valores reais em [m, M].

2.13 PROPRIEDADES DA FAMILIA ESPECTRAL DE UM
OPERADOR LINEAR AUTO-ADJUNTO LIMITADO

E de interesse que a familia espectral E reflita as propriedades do espectro de um jeito
simples. Para isso iremos usar a defini¢do de familia espectral junto com a representagao
espectral.

Se 0 espaco H tem dimensao finita temos que a familia espectral E tem “saltos”, ou
seja, é descontinua, mais especificamente nos autovalores de T. De fato, Ey;, — Ey,—o0 # 0
se e somente se A é autovalor. Esta propriedade também se reflete no caso de dimensao
infinita.

Teorema 2.43. (Autovalores) Seja T : 'H — H um operador linear auto-adjunto limitado
em um espago de Hilbert H complexo e E = (E,) a familia espectral correspondente. Entdo
A +— E, tem uma descontinuidade A = A (isto é, E) # E,,) se e somente se Ay é autovalor

de T. Neste caso, o autoespaco correspondente é N(T — Agl) = (Ep, — Ey,—0)(H).

Sabemos que o espectro de um operador linear auto-adjunto limitado estd no eixo
real de um plano complexo. O eixo real também contém pontos do conjunto resolvente
p(T), por exemplo, A € p(T) se A éreale A <mou A > M.

O préximo teorema ird nos levar a uma caracterizagdo de 0. (T), e assim completare-

mos nossa discussao pois oy (T) = @.
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Teorema 2.44. (Conjunto Resolvente) Seja T e E = (E,) como no teorema anterior. Entdo Ag
real pertence ao conjunto resolvente p(T) de T se, e somente se, existe um y > 0 tal que E = (E,)

é constante no intervalo [Ag — v, Ao + 7]

O Teorema 2.44 também nos mostra que Ay € o(T) se, e somente se, E ndo é
constante em qualquer vizinhanca de Ag em R. Como ¢;(T) = @ e os pontos de

0p(T) correspondem a descontinuidades de E n6s chegamos ao seguinte teorema.

Teorema 2.45. (Espectro continuo) Seja T e E = (E,) como no Teorema 2.43. Entdo Ag real
pertence ao espectro continuo o.(T) de T se, e somente se, E é continuo em Ay (deste modo

E), = E),—0) e ndo é constante em nenhuma vizinhanga de Ao em R.

2.14 EXEMPLOS DO TEOREMA ESPECTRAL

Caso com dimensao finita:

Exemplo 2.46. Seja A um operador auto-adjunto no espago de Hilbert H = C". Entdo existem
autovalores reais {A1, ..., An} (que podem ser repetidos) e uma base ortonormal {v4, ..., v, } de
C" autovetores de A, tais que <vi,v]-> = d;j e Av; = A\jv;. Logo A é completamente determinado

por estes autovalores e autovetores

n
Aw =) (vj,w) Ajvj. (38)
i=1

Para cada j defina P; como o operador projegdo ortogonal do j-ésimo autovetor v; tal que
Pjw = <vj, w) vj. Para todo A € R, defina

Ex= Y P (39)
{j:Aj<A}

entdo a familia E)é a familia espectral dos operadores projecdo para A. Para provar que de fato

E, forma uma familia espectral entdo deve satisfazer a Defini¢do 2.35:

Note que para A < u
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(EAEy) w = (Z{j:/\j</\}PjZ{i:A,-<y}Pi>w
= L{jr<n) i<} P (01, w0) v;
= L{jaj<ny Lini<u} (00 w) (05,01) 0j
= L{jin<r} Liin<p} (0, w) 650
= Ly (v @0) )
= E,.
Analogamente temos E,E) = E,.

E 6bvio que limy, , ooy Exx = 0 e limg, o Exx = x. Por iiltimo,

lim E,x = E,x.
u—A+0 K A

De (38) e da definicio de E, temos que:

A:/ AdE,.

Caso com dimensao infinita:

Exemplo 2.47. Aqui veremos que mesmo para espagos de Hilbert com dimensdo infinita,
contanto que o operador A tenha uma base ortonormal e completa de autovetores, a situagio
similar ao do caso com dimensio finita, como no Exemplo 2.46. Sejam I = (0,1) C Re H = L*(I)

0 espago das fungoes de quadrado integrdvel. Defina

D(A)={p e H: ¢ €M, p0)=y(1)}

e (Ap) = 1w/ (x). Seja ej(x) = e 27X entdo Aej = 2rtjej. Disso temos que cada ej é um

(e
j=—c9

autovetor, com autovalor A; = 27j. Note que {e; ¢é uma base ortonormal completa de

H.Agora, analogamente a (38), temos

Ay =) (e, 9)Aje

]':700

para € D(A). Defina Pw = (ej, ) ej, entdo para todo A € R, defina

Ey:= ). P,

Entdo, analogamente ao Exemplo 2.46, {E,} serd uma familia espectral para A.

35
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2.15 OPERADORES ILIMITADOS E O LAPLACIANO

O estudo de operadores ilimitados foi estimulado para construir uma fundamentagao
matemadtica rigorosa para mecanica quantica. Aqui, para que o adjunto, A*, de um
operador A exista e seja iinico é necessdrio que A esteja densamente definido em H,
D(A) seja denso em H. Além disso, se A é simétrico e ilimitado entdo seu dominio ndo
pode ser todo H.

Analisaremos o operador Laplaciano, A, para que depois seja mais simples analisar-
mos o Hamiltoniano como H = A+ V, onde V é o potencial.

Seja A um operador linear em um espaco de Banach X com dominio D(A) C X.
Definimos que A é invertivel se existe um operador limitado, A}, tal que A~! :
X — D(A) com AA"l =1y e A71A = 1pa)- Note que fazemos distingdo entre ser
invertivel e inversivel, pois a inversa de A pode ser ilimitada. Agora iremos considerar
a invertibilidade de A — AI, onde I é o operador identidade em X e A € C. Isto nos

dard uma decomposicdo disjunta de C.

Definicdo 2.48. Seja A um operador linear em X com dominio D(A).
(1) O espectro de A, 0(A), é conjunto dos pontos A € C para os quais A — Al ndo é invertivel.
(2) O conjunto resolvente de A, p(A), é o conjunto de todos os pontos A € C para os quais

A — Al é invertivel.

Discutiremos brevemente algumas questdes em relagdo aos critérios para que um

operador ilimitado seja auto-adjunto e apresentaremos algumas outras defini¢des.
Definicdo 2.49. Um operador A em um dominio denso D(A) é simétrico se para todo u,v €
D(A)

(Au,v) = (u, Av)

Com esta defini¢do nos basta apenas algumas nogoes em Teoria das Distribuicoes, [23, 24],

para termos o seguinte exemplo de operador simétrico.

Exemplo 2.50. O Laplaciano, denotado por A, onde A =), aa—;, é simétrico em H*(R™).

Antes de provarmos o exemplo acima definiremos o espaco H2(R").

H?(R"™) é o espaco de Sobolev de ordem 2, mais especificamente é o espago de Banach

obtido como o conjunto (C°(R"), ||.||2,2) com
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)7 1/2
2]
I£1= [+ kIR0 Pak

onde f é a Transformada de Fourier de f

n

1£ll22= {Z ).

r|<2i=1

3% f

oj
Bxl.

ou com sua norma equivalente

fi = @m* [et pxdx

Demonstragio. O Laplaciano A é simétrico em H*(R"), onde definimos (f,g) = [ fg
para f,g € H*(R")
Uma das propriedades da Transformada de Fourier que pode ser facilmente obtida é

(%) (k) = — ki f(k)

Logo, similarmente, (E’)(k) = —||k||>f(k), onde ||k||>= Y1, k2. Também temos pelo
Teorema de Plancherel < 1, g> = (f,g) ouseja [ fg= [ f§. Considerando o produto

interno como

0%iu 0%io
-y PR

lo|<2i=1

[

(Au,v) = Z|(7|<2Zz 1fa;Au a% Z\a\<2211 1f( ||k||2kikjﬁkikj5)
Yol Xijm | (kikjukikj(—HkHzU))

o2 X [ (kikjﬁkikj(Aﬁ))

Yioj<2 Tiny [ L2152

ox;' ax;'
(u, Av) .

]

Definicdo 2.51. Seja A um operador(nio necessariamente limitado) em um espago de Hilbert
H. O adjunto de A, A*, é definido no dominio

D(A*) = {x € H;|(Ay, x) |< Cy|ly|| para algum Cy (independente de y) e para todo y € D(A)}

como um mapa A* : D(A*) — H satisfazendo (Ay, x) = (y, A*x) para todo y € D(A) e todo
x € D(AY).
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Agora que definimos adjunto de um operador para o caso geral, podemos definir o

que é um operador auto-adjunto.

Definicao 2.52. Um operador A é chamado auto-adjunto se A = A*, ou seja, se A é simétrico e
D(A) = D(A¥).

Para operadores limitados ndo havia diferenga entre ser simétrico e ser auto-adjunto, pois
[(Ay, x) |< [[Ay[[l[x]|< [|All[|x[lly ]| e podemos tomar Cy = [ Al}[|x].

Teorema 2.53. Seja A : D(A) — H um operador linear auto-adjunto densamente definido no

espago de Hilbert H. Entdo A € p(A) se, e somente se, existe ¢ > 0 tal que para todo x € D(A)

[ Axx]|= ¢l x| (40)
onde Ay=A—Al:=A—A.

Demonstragio. Seja A € p(A) entdo pela Definicdo 2.4 temos que o resolvente R, =
(A —A) ! existe e é limitado, ||R,||= k > 0. Como RyA,x = x para x € D(A)

lxll= IRr Axx | < [[RAl[l| Axxe]l= K| Axx]

dividindo por k temos || A x||> c||x||, onde ¢ = 1.

Iremos dar uma nogdo da implicagdo de volta. Supondo que ||A)x||> c||x| para
algum ¢ > 0 e todo x € D(A). Considere Im(A,) = {y|ly = A x, x € D(A)}, deve-se
mostrar que:

(i) Ay : D(A) — Im(A),) é bijetiva;

(ii) Im(A,) é denso em H;

(iii) Im(A)) é fechado.

Isto implicard que o resolvente R, = Axl esta definido em todo H. A limitacdo de R,

seguird de 40, e assim teremos A € p(A). ]

Do Teorema acima teremos que o espectro de um operador auto-adjunto, seja ele

llimitado ou nao, é real.

Teorema 2.54. O espectro o(A) de um operador linear auto-adjunto A : D(A) — H éreal e

fechado, onde H é um espago de Hilbert complexo e D(A) é denso em H.

Demonstragdo. Primeiro iremos provar que 0(A) C R. Para x # 0 em D(A) temos

(Ayx,x) = (Ax,x) — A (x,x),
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como (Ax,x) = (x, Ax) = (Ax, x) entdo (x,x) e (Ax, x) sdo reais. Assim

(Ayx,x) = (Ax, x) — A (x, x) .

Escrevendo A = & +18 com &, B € R temos que A = a — 18 e disso

(Arx, x) — (Ayx,x) = (A= A) (x, x) = 218]|x||%,

enquanto que o lado esquerdo fica —21iim (A, x, x), onde im (A, x, x) é a parte imagindaria
de (A, x, x). Como a parte imagindria de um nimero é sempre menor ou igual ao valor

absoluto, pela desigualdade de Schwarz ficamos com

[Blllxl2< [{Arx, x)] < [[Apx]l[lx].

Como ||x||# 0 podemos dividir ambos os lados por ||x|| e disto |B]||x[|< [|Axrx||,
Vx € D(A). Se A ndo for real entdo B # 0, entdo A € p pelo Teorema 2.53. Assim temos
que o(A) é real.

Agora iremos provar que ¢(A) é fechado. Provaremos que seu complemento p(A) é
aberto. Seja Ay € p(A) entdo para A suficientemente perto de Ay teremos que A € p(A).

Pela desigualdade triangular

|Ax — Agx|| = ||Ax — Apx — Ax + Ax||
< [[Ax = Ax[[+[A = Aol[|x]

ou também podemos escrever ||Ax — Ax||> |[|Ax — Agx||—|A — Ag|]|x||. Como Ay € p(A),
pelo Teorema 2.53, existe ¢ > 0 tal que para todo x € D(A) temos ||Ax — Agx||> c||x||.

Agora assuma A perto de Ao, [A — Ag|< £, entdo ficamos com

1 1
[Ax = Ax||= cllx[—Fellx[|= Fellx

Novamente pelo Teorema 2.53 temos que A € p(A). Concluindo que existe uma
vizinhanga aberta de Ay inteiramente contida em p(A), portanto p(A) é um conjunto
aberto e assim 0(A) = C\p(A) é fechado. 0

Com isto podemos provar a seguinte Proposicéo.

Proposicdo 2.55. Seja um operador A auto-adjunto densamente definido. Entdo A > 0 se, e

somente se, 0(A) C [0, o).
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Demonstragio. Com A > 0, queremos dizer que A é positivo, ou seja, (1, Au) > 0 para
qualquer u € D(A). Provaremos aqui somente a primeira implica¢do, se A > 0 entdo
o(A) C [0, ).

Seja A € R, entdo [|(A — Nu||?= || Au|>+|A|?||u]| —2A (u, Au).

Com A < 0 temos claramente que [[(A — A)u||>> |A|?||u|, logo pelo Teorema 2.53
temos que A < 0 estd em p(A). Portanto c(A) € [0, o) O

A préxima proposicdo é simples, porém serd necessdria para podermos determinar o

dominio onde o operador A é auto-adjunto.
Proposicdo 2.56. Se A é fechado e simétrico, entdo Im(A =% 1) é fechado.

Demonstragido. Tome A fechado e simétrico, seja (A 1)y, sequéncia em Im(A £ 1) conver-
gente, entdo ||(A £ 1)y, |>= (A £1)yn, (A £1)yn) = || Ayy||>+]|ys||?, onde usamos sime-
tria (Y, Ayn) = (AYn, Yn). Como A é fechado entdo Ay, — Ay € Im(A) e L1y, — *1y
e deste modo (A £ 1)y, — (A £ 1)y € Im(A £1). Logo Im(A £ 1) é fechado. 0

Trataremos o Laplaciano A separadamente e depois analisaremos o operador Hamil-

toniano ou de Schrodinger H = —A + V. Primeiro veremos como é seu espectro.
Teorema 2.57. O espectro do operador —A em H*(R"™) é c(—A) C [0, o).

Demonstracdo. Temos A € p (A) <= A — A é invertivel. Suponha que existe (A —A) %,
entdo dado f € Im (A — A), existe um tnico u € D (A — A) tal que

2 ~_ 7 . 2 -1

(B=Nu=f = (=[kP=A)a=F < a=(-|k*~2) f
ou seja, A deve ser positivo, A € (0,00). Logo, o (A) C (—o0,0]. O
Teorema 2.58. Seja A um operador linear densamente definido, entio Im(A) @ Ker(A*) = H.

Iremos provar que o complemento ortogonal de Im(A) é Ker(A). Seja u € Im(A) e
v € Ker(A*), entdo existe f € D(A) tal que u = Af, assim

(,0) = (Af,0) = (f, A"0) = 0
e portanto Ker(A*) C (Im(A))". Agora tome w € (Im(A))", para algum u = Af €
Im(A) temos

0= () = (Af,w) = (f, A"w),
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pois (Af,w) = 0 implica que w € D(A*). Como A é densamente definido entdo
devemos ter A*w = 0 e disto segue que w € Ker(A*), ou seja, (Im(A))L C Ker(A*).

E relativamente fécil provar que um operador é simétrico, porém suas propriedades
sdo mais fracas, ou seja, ser auto-adjunto nos dd mais informagdes do operador do
que a propriedade simétrica. Entretanto é mais dificil provar que um operador A é
auto-adjunto, pois o calculo de D(A*) para provarmos que D(A) = D(A*) ndo é natural,

entdo precisamos de certos critérios.

Teorema 2.59. (Critério Bdsico Para um Operador ser Auto-Adjunto) Seja A um operador
simétrico fechado densamente definido. Entdo as sequintes afirmagdes sio equivalentes

(a) A é auto-adjunto em H

(b) Ker(A* +1) = {0}

(c)Im(A+t1)="H

Demonstragio. As afirmacgdes (b) e (c) sdo equivalentes pois Ker(A*) @ Im(A) =H e do
enunciado temos que Im(A =+ 1) é fechado pelo Teorema 2.56.

(a) implica (b) pois 0(A) C R (se A é auto-adjunto, seu espectro é real).

(b) e (c) implicam (a). Sabemos que D(A) C D(A*), precisamos mostrar que D(A*) C
D(A).

Seja f € D(A*) e defina ¢ = (A* +1)f. Por (c), existe uma g € D(A) tal que
(A+1)g = .

Além disso, como A é simétrico e g € D(A) C D(A*), Ag = A*g.

Portanto temos

(A"+)f =¢p=(A"+1)g ou (A"+1)(f—¢)=0
Por (b), f = g edissoresulta f € D(A). Portanto D(A) = D(A*) e A é auto-adjunto. [

Agora veremos um Lema que nos servira de ferramenta para provarmos quando um

operador, com dadas propriedades, é auto-adjunto.

Lema 2.60. Seja H um operador simétrico, positivo, fechado e densamente definido. Entido H é
auto-adjunto se, e somente se, Ker(H* + b) = {0} para algum b > 0. Similarmente, se H é um
operador simétrico positivo e densamente definido, entdo o fecho de H, H**, é auto-adjunto se, e

somente se, esta condicio é vdlida.

Demonstragdo. (1) Primeiro iremos assumir que Ker(H* +b) = {0}. Sem perda de

generalidade podemos tomar b = 1.

41



42

TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL

(a) Nosso primeiro passo é mostrar que Im(H + 1) é fechado. Seja u;,, € Im(H + 1)
uma sequéncia convergente, temos que existe uma sequéncia {f,} C D(H) tal que
uy, = (H+1)f,. Entao

(fnstin) = (fn, Hfn + fn) = (fu, Hfn) + ||fn||22 ||fn||2

pois H é positivo, e pela desigualdade de Schwarz || f,[|?< (fu, un) < || fulllltin], 0 que

implica

[fnll < e (41)

Como u, — u, o conjunto {u,} é uniformemente limitado (isto é, sup, ||u,||< o) e

entdo (41) implica que sup, || fx||< co. Agora

<(fn — fm), (H+1)(fy _fm)>
I fn = flllltn — v |
([ full+ Nl fr D20 — thm |

Cllun — ||

1 fn = ful

IA A INA A

onde C > 0, e assim a sequéncia {f,} é de Cauchy. Como H é fechado, existe
f=s—lim,e fy € D(H) tal que (H +1)f = u. Portanto, Im(H + 1) é fechado.

(b) Como ker B* @ Im(B) = H para qualquer operador linear B densamente definido
entdo o fato de que ker(H* + 1) = {0} implica que Im(H +1) = H

(c) Agora iremos mostrar que D(H*) C D(H). Tome f € D(H*) e coloque ¢ =
(H* +1)f. Entdo existe g € D(H), por (b), tal que

(H+Dg=(H"+1)g=¢p=(H"+1)f

como D(H) C D(H*). De (41), (H*+1)(f —g) =0entdo f = g.
(2) A volta é trivial pois se H = H*e H > 0, entdo ker(H + b) = {0} para qualquer
b > 0, pois ¢(H) C Ry, pela Proposigdo 2.55. O

Agora provaremos que o Laplaciano é auto-adjunto.
Teorema 2.61. O Laplaciano A em H?(R™) é auto-adjunto.

Demonstragio. Provaremos que Im(A + 1) = L2(R").

Do Exemplo 2.50 sabemos que A é simétrico.
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O Laplaciano é fechado em H2?(IR"), suponha {f,} C H2(R") uma sequéncia de
Cauchy no sentido L? tal que Af, é também de Cauchy. Isto significa que f = lim f,, €
H2(R") e portanto Af,converge para Af (pois Afy(k) = —||k||*f(K)).

Agora pelo Teorema 2.57 temos que ¢(A) C (—o0,0], entdo —1 € p(A), ou seja, (A+1)
tem inversa limitada e isto s6 é possivel se Im(A +1) = L*(R"). Mas H?(R") C L*(R") e
f € D(A) se, e somente se f € H2(IR")([22], p. 83), logo pelo Teorema crit=0000Egrio

auto adjunto temos que A é auto-adjunto em H*(IR"). O

Um operador simétrico A com dominio D(A), tendo a propriedade que seu fecho é

auto-adjunto, é chamado de essencialmente auto-adjunto.
Teorema 2.62. O operador A é essencialmente auto-adjunto em C3°(R").

Como do Teorema 2.62 temos que A é essencialmente auto-adjunto em C§’ (R") entao
podemos nos concentrar em operadores de Schrodinger H = —A + V com potenciais
especificos. Para isso iremos precisar de algumas ferramentas e de alguns conceitos de

Teoria das Distribuic¢des.
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O atomo mais simples é o dtomo de hidrogénio, composto por um elétron e um préton,
e é descrito pelo operador Hamiltoniano
n n e

H= -2 Ay — Zpy, -5
2me " 2my 2 flxg — xo| (42)

em que 11, e 1, sdo as massas do elétron e do préton, e € a carga elétrica do préton
e —e é a carga elétrica do elétron. Aqui x1, x> € R3 sdo as coordenadas do elétron e
do préton em um referencial cartesiano inercial. Esse problema pode ser simplificado
consideravelmente passando-se ao referencial do centro de massa. Colocando a origem
no centro de massa, mex1 + myx = 0, e considerando o vetor distancia que separa as

duas particulas, x = x; — xp, temos

mp me
X]=——"—X, Xp=————
Me + 1My Me + My

Entdo podemos separar o movimento do centro de massa, que tem o aspecto do

movimento de uma tnica particula de massa reduzida

Mty
my = ————
Me + 1M

no campo potencial —e?/||x|,

h? e?
H=— Ny — —.

A menos de uma escolha de unidades fisicas, o Hamiltoniano H pode ser escrito como
H=-A+V,emqueV (x) =—1/|x|.

Nesta parte mostraremos que H = —A — lllTll é essencialmente auto-adjunto em
Cy (R?). Este resultado se estende também para o caso do operador Hamiltoniano de
um sistema de n particulas de carga —e no campo central de uma particula de carga

positiva ne,
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n nez n 62
H=-A —+ )y —.
k;b‘i’ ;"}Xi—xﬂ

Nesta parte focamos no estudo do Teorema de Kato [22].

Teorema 3.1. (Kato) Seja V € L*(R®) + L®(IR®) uma funcdo mensurdvel a valores reais. Entdo

—A + V(x) é essencialmente auto-adjunto em Cg° (R3).
Precisaremos da Desigualdade de Kato, conforme apresentada em [22]:

Teorema 3.2. (Desigualdade de Kato) Seja u € L} (R") e suponha que o Laplaciano distribuci-
onal Au € L}OC(IR”). Entdo

Alu|> Re[(sgn(u))Au] (44)

no sentido de distribuicdo, onde

0 seu(x)=0

sgnu(x) =
Alu@)| ™ se u(x) #0

e com isso |u(x)|= sgn(u)(u).

A desigualdade de Kato nos permitird dizer para quais potenciais V teremos H
essencialmente auto-adjunto. Entdo podemos concluir que o operador Hamiltoniano é

essencialmente auto-adjunto para o caso do potencial de Coulomb.

Definicdo 3.3. Para qualquer 1 < p < oo, definimos um espago localmente LP por Llp oo (R?) =
{f:R" = C; [4|f(x)|Pdx < oo, para qualquer O C R" limitado}

Ou seja, LP(R") C L? (R"). Além disso, através da desigualdade de Holder

loc

[uvllr < {ullpllollq (45)

onde %+% =1 com p,q € [0, ], temos que se f € L} (R") e g € CP(R"), entdo [ fg

converge, pois || f<l1< || fll11/g]lo-

Definigdo 3.4. Seju w € C®(R"), com w > 0 e [w(x)dx = 1. Para § > 0, nds definimos
ws(x) = 6 "w(6~x). Note que entdo [ ws(x)dx = 1. Definimos um mapa I por Isu = ws*u
sempre que o lado direito existe, e onde (f * g)(x) = [ f(x — y)g(y)dy é a convolugio de g e f.
O mapeamento 15 é chamado de uma aproximagdo da unidade.
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Usaremos essa defini¢do para provarmos importantes resultados e para isso precisa-

mos entender algumas propriedades de I;.

Lema 3.5. Seja I; uma aproximagdio da unidade.
(i) Se u € L} (R™), entdo Iyu € C®(R").

loc
(ii) Para qualquer funcgdo diferencidvel u, (a%) Lsu = Is <%>, isto é, o mapeamento I;
comuta com 0/9x;.
(iii) O mapeamento I5 : LP(R") — LP(R") é limitado, e || I5]| < 1.

(iv) Para qualquer u € LP(R"), lim;_,ol|Isu — u|,= 0.

1
loc

(v) Para qualquer u € L; (R"), Isu — u no sentido distribucional, quando § — 0.

Com estas ferramentas em mente podemos prosseguir e provar que o operador de

Schrédinger é essencialmente auto-adjunto para V € L? e V > 0.

Teorema 3.6. Seja V € L2 eV > 0. Entdo o operador de Schrodinger H = —A+V ¢

loc
essencialmente auto-adjunto em Cy°(R").

Demonstragio. Pelo Lema 2.60 é suficiente mostrar que Ker(H* + 1) = {0}.

Partindo disso, como D(H*) C L2, basta provarmos a afirmacgédo

Se —Au+Vu+u=0,ucL?entiou=0 (46)

Para isto iremos usar a Desigualdade de Kato. Mas primeiro note que u € L? e

1
loc*

V € L2 implica, pela desigualdade de Schwarz, |(u, v)|< |ju|||v], que uV € L

Mas como (u,v) = [ud e |ju|= (<u,u>)% temos que

1/2

wvle| fur] < (f1ur) " () <

1

1 .. Como temos a inclusdo L2 C L? C LI que segue

loc loc

Provando que de fato uV € L

também da desiguldade de Schwarz

) 1/2
/Q|u<x>|-1 < V(@) {/Q|u<x)| ]

1
loc*

pois assumimos Au = Vu + u, onde a derivada é uma

onde V(Q)) é o volume de (), temos entdo u € L

1
loc’

Portanto por (46), Au € L
derivada distribucional.

Agora podemos aplicar a Desigualdade de Kato (44), donde obtemos
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Alu| Re[(sgnu)Au]
Re[(sgnu)(V + 1)u]

lu|(V+1) > 0.

AVARLAVARLY]

Portanto a func¢do Alu|> 0, e pelo Lema 3.5, I; comuta com A,

Alslu|=IsAlu|> 0 (47)

Por outro lado, Is|u|€ D(A) e portanto, utilizando propriedades da Transformada de

Fourier vistas na prova do Teorema 2.61

J s |ul) (5] ul)

= [ kIR sl
= — [T—tk(Is ul)~tk(Ts|u])]
= — [ V(s|lu))V(Is|ul)

= — (V(U|ul), V(Is|ul))

= —||[V{slu))|*<o.

(AIs|ul), (Is|ul))

Por (47) temos que (A(Is|u|), (Is|u|)) é ndo-negativo e entdo V(Is|u|) = 0 (no sentido
L?) e portanto (I5|u|) deve ser uma constante ndo-negativa, diga-se Is|u|=c > 0. Mas
u € L? e Is|u|— |u| no sentido L%(pelo Lema 3.5 novamente), entdo ¢ = 0. Assim,
Is|u|= 0 o que implica |u|=0 e logo u = 0. Com isso e utilizando o Lema 2.60 temos que

H é essencialmente auto-adjunto em Cg’(R"). ]

Com estas informagdes entdo podemos notar que o potencial lllTll torna H essencial-

mente auto-adjunto.

2

i € suficiente tomar a bola ||x| < 1:

De fato, basta provarmos que ﬁ €L

1 11
/ de = 471/ —2r2dr =477 < oo,
Ial<1 || 07

2

logo a fungdo f : R” — R com f(x) = H17H estd em Lj .

Como nosso objetivo principal é provar que (42) é essencialmente auto-adjunto, entdo

precisamos de um critério que aborde V(x) = —m.

Definicao 3.7. Um operador B é chamado de A-limitado se D(A) C D(B).
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Note que se B for um operador limitado entdo serd A-limitado.

Se p(A) # @ e B for um operador A-limitado, entdo existem constantes a e b tais que

[Bul|< al| Aul|+b[[ul], (48)

para todo u € D(A).

Teorema 3.8. Seja V (x), x € R3, da forma V = f1 + fo, em que f1 € L*(R3) e fo € LA(R3).

Entiio —A +V é essencialmente auto-adjunto em CP(R3).

Primeiro note que

L:L(1—X(x))+H17Hx(X)/

[ x[| [l
em que X (x) é a fungdo caracteristica do conjunto ||x|| < 1. Como ”17” x(x) e 12 (1R3) o

]
Para provar o teorema, precisamos dos Lemas abaixo:

Lema 3.9. Seja B um operador simétrico com dominio D (B), e seja A essencialmente auto-
adjunto com dominio D (A) C D (B). Suponha

B[l < al[Ap] + b4l (49)

para constantesa < 1eb, ¢ € D(A). Entdo A + B é essencialmente auto-adjunto no dominio
D (A).

Demonstragio. Pela desigualdade triangular e por A + B ser operador simétrico nds

temos

((A+B—1A)u, (A+B—1A)u)

1CA + Byu[>+A%||u|?,

considerando A > 0, disso segue

2[[(A+B —1A)ul| [[(A + Bu||+A ||

>
= |[Aul[=|[Bul|+Affu]]
para qualquer u € D(A) e A > 0. Pela desigualdade (49) coma < 1 e A > b entdo

ficamos com

49

(A + B)u||>+A2 || u||?>+A ((A+ B) u, u) — 1A (u, (A+B) u)
(A + B)u||>+A2 || u||?>+A ((A+ B) u, u) — 1A ((A+B)u, u)
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2[[(A+B —iMul|= (1 — a)|| Aul[+(A = b)[u

Portanto, nés obtemos

4I(A+B —dul> = (1 —af|AulP+(A — b)*|Ju]?

> (1= aP[]| Aul®+p?[|ul|]

> (1= aP|[(A = apjul|?

onde u = (A —b)(1 —a)~! > 0, e usamos o fato de A ser operador simétrico para
obtermos a tltima linha. Se (A + B — 1A)u =0, entdo (A — 1u)u = 0, como A é essencial-
mente auto-adjunto entdo pelo Teorema 2.60, Ker(A & 1u) = {0} e assim u = 0. Portanto,
Ker(A + B —1A) = {0}, e novamente pelo Teorema 2.60 temos que A + B é essencialmente

auto-adjunto. O

Lema 3.10. Seja f € L? (R?) + L*(IR®) e seja ¢ > 0. Entdo existe b < oo tal que

1fll2 < ellAgll + D¢l
¢ € D(A).
Demonstragio. Seja f = f1 + fa, com fi € L2(R®) e f, € L*(R%). O operador f, é um

operador limitado,

£ 201 <l fal ool [

Agora considere f = f; € L2 (R% e A #0 . Como A é auto-adjunto pelo Teorema 2.61,

qualquer 1A, A € R, estd em p(A). Da desiguldade de Holder, se % = % + % comgeclLfe
g € L7 entao|[gh|[;< [|gl|p||/t[lq, temos que [|gh|[2< [|g][2]|/t]|, entdo
IfRaGAIEII< (I fll2lRaGA)g oo (50)

claramente a norma ||Ra(1A)g]|« € finita. Considere agora a representagdo de Ra(11)g,

que podemos consultar no Capitulo 4 de [22]

(RaG)) = A" [ e Iy gy (51)
Podemos utilizar a desigualdade de Young, ||f g/, < || f|l»[/gll4, com % + % =1+1,

na convolucdo (51) e teremos

IRa(A)g]lo< (181211 Gl (52)
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onde

_ _ 1/2 _
(||GAH2)ZE(27T) 4/6 2Re(1A) HxHHxH zdx

Como lim) _,||Gxlj2= 0, para € > 0 conseguimos encontrar A > 0 tal que

1Gall2< €]l £115 - (53)

Logo por (50), (52) e (53) segue que para A grande o suficiente || fRA(1A)g]|2< €]|g]|2-

Agora faca g = (A —1A)u

| full< el Aull+eA ul]

para qualquer € > 0 e todo u € D(A). O
Agora provaremos o Teorema 3.8
Demonstragdo. Seja V = f1 + f, com f; € L*(R3) e f, € L%(IR%). Pelo Lema 3.10,

Volla < Al +[12002 < filly +el|Aglly + D ll¢]l
< ellaglly+ 0+ filloo) 11l

Entdo pelo Lema 3.9, com B=V e A= —A, —A+V é essencialmente auto-adjunto em
Ce (R3). O
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HAMILTONIANOS RELATIVISTICOS

Até aqui vimos parte da teoria ndo-relativistica. Tal teoria desconsidera o fato de que
um ponto material, por exemplo, um elétron, ndo pode se mover com velocidade igual
ou superior a velocidade da luz no vacuo [29]. Com a introdugdo do spin, um grau a
mais de liberdade para o elétron, precisamos modificar como abordamos o problema,
j& que com essas informagdes ndo conseguimos interpreta-lo como feito antes. Dirac
sugere uma formulagdo que generaliza a equagdo de Schrodinger para a teoria da
relatividade.

Considere o operador formal de Dirac para o caso de um potencial central

H=—ca-p— /3mc2 +V(x)ly (54)

onde m é a massa da particula, o operador de momento p = (p1, p2, p3) é formalmente
9
oxl’
da distancia a origem), e finalmente, « e B sdo matrizes hermitianas 4 x 4, « = (x1, a3, &3),

dado pela expressao diferencial p; = —i15>, V(x) € um potencial central (que s6 depende

onde a; e § := ay satisfazem a relagdo de anti-comutagdo

0 j + i = 25]'](14 p ],k =1,2,3,4. (55)

Adotaremos para essas matrizes a forma padrao

0 o op O
o= Tl g = , 6
j ( 0_] 0 ) 4 0 —oo (5 )

onde 0; sdo as matrizes de Pauli e 0p = I,

c_(roy (o1
0= 01 s U1 = 10 ’
o = 0 —1 oo 1 0
"\, 0 ) P \o 1)
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Note que as matrizes de Pauli sdo hermitianas e satisfazem cjoy = i¢jyo; se j # k e
07 =1,j,k=1,23"

Quando o operador de Dirac ndo é tomado como auto-adjunto, os autovalores do

Hamiltoniano (54) para o caso do potencial de Coulomb V(x) = HZ%\CI’ para um atomo de

ndmero atdmico Z, sdo conhecidos [30, p. 931]

N—=

(Za)?
[n—j—%+\/<j+%>2—(sz)2

) . 2 o )
onde & é a constante de estrutura fina, & = £ ~ 737- A partir disso vemos que E,  é real

, (57)

Enj= me? | 1+

quando Z < 137, enquanto que para o caso ndo-relativistico,

? Ze?

H=——+A—+—
2m E{
temos que os autovalores sdo reais para todo Z,

Z2me* mc?(Zw)?
Ey,=— > = - ( 2 ) 7 (58)
2t n2 2n

que pode ser visto em [31, p. 267].

Note que expandindo (57) em série de poténcia com respeito a (Za)? conforme [30],

2 4
9 _(Z(x) _(Zoc) n _§
Eyj=mc (1 ) o j+% i I I

Vemos que o primeiro termo ¢é inercial, o segundo termo é exatamente (58) e os termos

temos

restantes sio chamados de correcdes relativisticas da ordem de 10~%eV a 10~%eV [30].
A teoria nado-relativistica descreve corretamente o espectro do 4tomo apenas quando

a velocidade das particulas envolvidas forem muito menores que a velocidade da luz.

1 O tensor de Levi-Civita ¢, € definido por

+1 se(j,m,n)é(1,2,3),(2,3,1) ou (3,1,2)
Eimn =13 —1 se(j,mn)é(3,21),(1,3,2) ou(21,3)

0 sej=mouj=noum=n



4.1 OPERADOR DE DIRAC

Além disso temos que o nimero atdmico Z interfere na auto-adjunticidade do operador

de Dirac, o que ndo acontecia para o operador ndo-relativisticos.

4.1 OPERADOR DE DIRAC

Para tratar o operador de Dirac definimos primeiro o espago de Hilbert £2 := L,(IR3)*

dado por

Ly(R%?* := {u;u: R3 — C%, ||| p2< o0}

onde u = (u1, up, u3,14) com u; : R> — C e anorma ||- || -2 é definida por

4
2= [ Yl P
R j=1

Aqui consideraremos o operador de Dirac (54) definido nas fung¢des suaves de suporte

compacto,

D(H) = C§’ = CF'(R> \ {0};CY).

Iremos trabalhar com potenciais reais da forma V(x) = ¢(x)Is, com lim,_,o|x|p(x) =
v € R. Denotaremos Hp o operador de Dirac livre e H = Hy + V o operador Dirac-

Coulomb. Estamos mais interessados no potencial de Coulomb, onde

1%

, V=—7Zun
x|

P(x) =

é o0 modelo para um elétron em um campo elétrico gerado por uma carga positiva na

origem. Nosso objetivo é mostrar o seguinte teorema:

Teorema 4.1. (Extensoes auto-adjuntas do operador Dirac-Coulomb, [33]) Seja T = Ty +V um

operador Dirac-Coulomb definido em Cy° com V(x) = ¢p(x)14 e

lim|x|p(x) =v
x—0

Entio
(i) se |v|< \/75, entdo o operador T é essencialmente auto-adjunto e sua inica extensdo

auto-adjunta tem dominio
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D(T) = H! := HY(R?,C*, d°x)

(ii) se @ < |v|< 1, entdo o operador T tem infinitas extensoes auto-adjuntas e se ¢(x) é

limitado por baixo ou por cima existe uma vinica extensdo distinguivel T; com as propriedades

D(Ty) < D(|x|~Y/2), D(Ty) € D(To|*/?)

(iii) se |v|> 1, entdo existem infinitas extensdes auto adjuntas de T.

Um fato interessante é que para o valor |v|= \/7§ ndo é possivel determinar se o
operador T é essencialmente auto-adjunto ou nédo, é necessario mais informacado sobre
V. Para o caso particular do potencial de Coulomb temos que, para |v|= @ o operador
T é essencialmente auto-adjunto.

Para estudarmos as extensdes auto-adjuntas faz-se necessario o cdlculo dos indices

de deficiéncia do operador Dirac-Coulomb. Segundo [16], temos

Definicao 4.2. Suponha que A seja um operador simétrico. Seja

K. = Ker(1 — A*) = Im(1 + A)*

K_ =Ker(t+ A*) = Im(—1+ A)*

onde K, e K_ sdo chamados subespacos deficientes de A. O par de niimeros n., n_, dados
por n.(A) = dim(K.), n_(A) = dim(K_) sdo chamados indices de deficiéncia de A.

De certo modo, os indices de deficiéncia, medem ‘quéo longe’ o operador estd de ser
auto-adjunto. De [16], Coroldrio do Teorema X.2 , temos que um operador simétrico
densamente definido admite extensdes auto-adjuntas ndo triviais se, e somente se, os
indices de deficiéncia forem iguais e ndo nulos(n, = n_ # 0). Se além disso tivermos
n, < oo entdo todas as extensdes de T sdo parametrizadas por n3 parametros reais. Dada
a importancia dos indices de deficiéncia é natural que seja um dos nossos primeiros
objetos de estudo, mas primeiro iremos separar o operador de Dirac em sua forma

radial.
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4.2 A PARTE RADIAL DO OPERADOR DE DIRAC

Nesta se¢do iremos obter a decomposicdo radial do operador (54).
Para simplificar a notagdo, adotaremos a notacdo de Einstein, em que indices latinos
repetidos subentendem uma soma, exceto pelo indice » que representa a projecdo na

coordenada radial. Precisaremos das seguintes defini¢oes:

O operador de momento angular L = r X p tem componentes

Lj = E€imnXmPn ,

e o operador de spin é dado por

S::sO:ho*OOJraijOI
0 s 0 oy 0 oL
S = hO’o + O'JL] ’
Com o auxilio destas defini¢des, reescrevemos o operador H na forma (ver apéndice A)

H=—c (zxrm + ;(er) — ﬁmc2 +V(x)ly.

Primeiro provaremos a decomposi¢do do operador em uma parte radial e em uma
parte esférica.

00

Teorema 4.3. A matriz unitdria U := ( ) transforma H = —c ((xﬂrr + %och) —

0 —io
Bmc? + V(x) na forma

0 — 0
U*HU = —c( 100 > Ty — i ( o ) — agmc® + V(x).

wg 0 is 0
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A demonstracdo do Teorema acima se encontra no Apéndice A.
Como queremos decompor o espaco Ly(IR%)*precisamos estudar as propriedades

espectrais do operador s em Ly(S5?)2.

Teorema 4.4. Em Ly(S%)? o operador s definido em D(s) = C®(S?) é essencialmente auto-

adjunto e sua extensio auto-adjunta tem espectro puramente discreto, que estd contido em

{hk : k € Z\{0}}.

Demonstragio. Serd suficiente mostrar que s tem uma base ortonormal de autofungdes
com autovalores correspondentes em {7k : k € Z\{0}}.

Primeiro note que

2
(s — Lop)? = <0']'L]- + %(70)
2 2

= (o))" + hojL; + oo
= U}O'ijLk + hO']L] + %0'0
= 0212 +1e490,L;Li + ho,L; + o

]szklle =T g
= L]L] + %0’0 = hz(fo <éll — B>

onde B = —hl—ZLij é o operador de Laplace-Beltrami em S2. Seja K; o subespago com

dimensao 4/ + 2 do espaco L,(5?)? gerado por

Y.
L) 0 j=—1,—1+1,...,1—-1,1,
0 Y

em que Y} ; sdo os harmonicos esféricos de grau /, autovalores de B com —BY]; =

2
I(I+1)Y);. Entdo K; sdo os autoespagos de (s — %(70) correspondendo aos autovalores

h? (31+1(1+1)) = I? (l+%)2.

O subespaco K; reduz s e portanto é gerado pelos autovetores de s. [remos denotar a

restricdo de s no espago K; por s;. Se A é um autovalor de s;, entdo
n\? 1)
A—=) =h?(1+=
(13) = (1+3)

A:%ih@+%):h@+mou—wL

e portanto
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Temos que para | = 0 as fung¢des em Ky sdo constantes, o que implica sf = Iif para
todo f € Ky, ou seja, A = h = (0 + 1) é o tnico autovalor de syp. Em particular s tem
autovalores ik para k € Z\{0}. O

O Teorema acima implica que o espaco Ly(5%)? é gerado por um sistema ortonormal

F;= ( fija ) (ke Z\{0},j=1, ..., jk),
frj2

onde Fy ; sdo autovetores de s correspondendo ao autovalor 7ik. Definindo os operadores
Wij: La(0,00)* = Ly(RY)* (ke Z\{0},j=1,...,j(K),
com acao
810 frj1(w)

W, ( 3 ) )= ( B0 () ) 1| 8102
"\ &Nk j(w) " &) fkj1(w)

$2(1) f,j2(w)

para r € (0,) e w € S?. Temos que tal operador é isométrico/unitario:
<ij ( $1 ) W ( n ) > <r_1 ( §10)Fi () ) o ( (1) F () ) >
82 e ) [ 1oy 82(r)Fy.j(w) ha(NEej(@w) ) [ | gays
[ & (SO F @B ()F () + g2(r)Fe j)B5(NF () ) dx
como dx = dxjdxdx; = r’*drdw ficamos com
h
<ij ( 81 > , Wi ( ! >> (Jo" s1MRfydr + [ ga(r)h3(r)dr) <f52 F j(w)F; (w)dw)
g2 ]’lz L2(]R3)4
82 2 ) [ Loeop

entdo Lo(R%)* = @y ; Hy j, com Hy j = Wi iL(0, 00)2.

Finalmente temos

Teorema 4.5. Se V(x) é um potencial central, V(x) = V(r), entdo H em (54) é unitariamente

equivalente a soma de operadores ortogonais gerados pela expressio
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I j = by = WU HUW

em Ly (0, 00)? com
g1 ~ 0 1 g1(r) V(r) — mc? @ g1(7)
> (r) = ch ( ) ( ) + ( ik V) e me? o )

&(") ’
1N F j(w) )) _

Demonstragio. A prova segue por célculo direto considerando que W, i (% (
' $2(r)Fy j(w)

81 (rw). O
82
O operador fzk,j é simétrico.
Teorema 4.6. O operador
. 0 4 V(r) — mc? chk
hy = ch ar ) 4 r
k ( 4 0 > ( B V() +me? o)

é simétrico em D (h) = {f € Ly (0,00)? im0 f(r) =limy 0 f (1) = O} com produto

interno (u, U>L2(0 o) = fooo (uiv1 +u3vp) dr, u,v € Ly (0, 00)2.

Demonstracdo. Como

w(3)- ( (V)= me) ¥ (5 ) Yo )

(# — ch%) Yy + (V(r)+mc?) ¥,

b )
e
i o _ (V(r) — mc?) @ + (@ + ch%) D,
D, (@ - ch%) Dy + (V(r) + mc?) Oy '
temos que

] (Tl )( 1 >> S ((V(r)—mcz) i, + (#‘f;wh%w;) q>1> dr

h
(B ¥, o,
+ o ((#‘Y? — ch;—r‘FT) D, + (V(r) + mc?) ‘1’;@2) dr
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<< h ),fzk ( 1 >> = fs7 (V) = me?) ¥y + ¥ (L + s ) ) dr
w fs (¥ (L — ) + (V) + mc?) ¥5 D, ) dr

Logo
(¥, @) — (¥,Iu@) = [° (chGEdy — chGids — ¥4z + 3 541 ) dr
- Jy> (chd (¥301) — chit (¥ia) ) dr
= ch [T;‘Dl]go —ch [qu)z]go
0

Entdo o operador /iy é simétrico para fungdes que se anulam no infinito e na origem.

4.3 PONTO LIMITE E CIRCULO LIMITE

Definicao 4.7. (i) Um operador diferencial T é dito ser caso circulo limite em 0 (respectiva-
mente em oo) se para todo A € C todas as solugoes de (T — A)u = 0 forem de quadrado integrdvel
no intervalo (0, 1)(resp. em (1, 00)).

(ii) O operador diferencial T é dito ser caso ponto limite em 0 (respectivamente em oo) se para
todo A € C existe pelo menos uma solugio de (T — A)u = 0 que nio é de quadrado integrdvel no

intervalo (0, 1)(resp. em (1, 00)).
Do Teorema 5.7 de [33] temos que

Teorema 4.8. Os indices de deficiéncia de fzk,]' sio

(i) (2,2) se hy j é do caso circulo limite em 0 e em oo.

(ii) (1,1) se hy,j em um dos pontos, 0 ou oo, for do caso circulo limite e no outro for do caso
ponto limite.

(iii) (0,0) se fzk,]- estiver no caso ponto limite em 0 e em oo.

A prova deste Teorema pode ser vista no Apéndice B.

Com isto podemos encontrar os indices de deficiéncia do operador de Dirac com

potencial de Coulomb
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Teorema 4.9. Seja T o operador de Dirac com potencial de Coulomb com V (x) = |;/T\I4 definido
em C3°. Entdo os indices de deficiéncia sdo
(i) (0,0) se |v|< ‘/75

(ii) 2n(n +1),2n(n + 1)) se n* — 1 < v2, comn € N

Demonstragio. Tendo o operador (59) é necessario checar se fzk,j estd no caso ponto limite
) o . A 10
ou no caso circulo limite, iremos considerar o operador (h ; — ym), onde y =
! 0 —1
, pois a adi¢do ou subtra¢do de um operador limitado ndo muda o cdlculo dos indices

de deficiéncia. Tomando A =0, a equacéo fica (flk,j — ym)u = 0, cujas solugdes sdo

u(r) = ( o ) | Gk PR

u=—(r) v

4

que podem ser vistas no Apéndice C.

Para o caso do ponto em oo, a expressdo acima com expoente positivo ndo é de
quadrado integrével em (0, o0) independente dos parametros k; e v, portanto se encaixa
no caso ponto limite no infinito.

Agora para o ponto 0, considerando o expoente positivo, a solugdo é sempre de
quadrado integravel em (0, 1), enquanto que com o expoente negativo ela s6 é integravel

nesse intervalo se, e somente se,

1
2 2
k] -V < Z ’
que pode ser escrito na forma
2 2 1
Y (60)

Assim se v satisfizer (60), o operador é do caso circulo limite em (0, 1), pois do Teorema
5.3 de [33] temos que se as solugdes sdo de quadrado integravel para o autovalor 0 entdo
é para todo C. Além disso o operador é do caso ponto limite em (1, o). Deste modo,
pelo Teorema 4.8, os indices de deficiéncia do operador sdo (1,1) se a desigualdade (60)
é valida, caso contrario os indices de deficiéncia sao (0, 0).

Agora para calcular os indices de deficiéncia do operador completo teremos que
contar quantos operadores reduzidos ndo sao essencialmente auto-adjuntos, ficamos

com



4.3 PONTO LIMITE E CIRCULO LIMITE

n—3 j 1
ne= ), ),

JEN+} m=—j ki=+(j+}) 0 caso contrario

2 2 1
se v >k].—1

Como —n < k]- < n entdo seja n um inteiro tal que n% — }1 < V2, temos que

1

=
|
Nl

j n—j
ny = Y 2=)Y 2Qj+1)=2n(n+1).
jEN+§ m==j  jeN+j}
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OPERADOR DE DIRAC PARA O CASO EM
2+1 DIMENSOES

Aqui veremos o operador de Dirac para dimensao 2+1. De [35] temos que o operador

pode ser escrito como:

H=ca-p+ ,Bmcz +V(x), (61)

onde & = (a1, a2), p = (p1,p2) = (—zhail zhi> B=o0301=—030a =0 eV(x)=
HxH O momento angular, L, tera apenas uma componente L = —zh%, onde (x1,xp) =
(rcos@,rsinf). Chame S = 703 edefina [=L+S= —17/“1(70@ gcrg
Assim podemos reescrever 61 como H = ichoy ( + 21r) + o] + Bmc? + V(x), isto

segue de:

x-p = (—zhai1>+a2( lha_xz
= —0 (—zh@) + 0 ( lrh aae
— +a(— h, _ &
= lhtfzar . zha()@ +503 5(73)
= lhO’zar (:,1 ]— E(Tg,)
= 17"1(72 <aar ) Ul]
Como [J,H| =0e JF j(w) = khFj(w), onde F; sdo harmonicos circulares, com

k=n+ %, n € Z. Assim podemos novamente definir os operadores Wy ; : L(0, 00)? —

L,(IR?)?, tais que
P .
Wi ( & ) (rw) = L ( 8105 () ) ,
Ly VT \ g2(rnFj(w)
com 7 € (0,00) e w € S'. Temos que cada Wy j ¢ isométrico. Entdo Ly(R?)* = @y ; Hy ,

com Hk,] = Wk,]Lz (O, OO) .

Com isto temos que:

Teorema 5.1. O operador 61 é unitariamente equivalente a soma ortogonal dos operadores
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hk,]' = hk = W]?,]'Hwk,j
em Ly (0,00)2.

Concluindo que

mc2+V(r)  chi+ Ik

d nk
—chd + IE e+ V(r)

=
=~
Il



INDICES DE DEFICIENCIA PARA O
CASO NAO-RELATIVISTICO

No caso nao relativistico tinhamos o operador

H=-A+V,

que nos levava ao problema de autovalor
—Av(x) + V(x)v(x) = Av(x), (62)

onde v € Ly(IR™). Do mesmo modo, que no caso relativistico, podemos usar coordena-

das esféricas

(X1,...,xm) =rw (r € (0,00), w € S™71)

a equacdo 62 pode entdo ser escrita como

? m—-10 1
(_ﬁ — Ta — }’_ZB + V(]")) 'U(V(U) = /\'U(T'CU),

onde V(x) é um potencial central, por isso V(x) = V(r), e B é o operador de Laplace-

Beltrami em S~ !(ou seja, a parte esférica de —A)

2
Bf(glr---/gm):_ 2 (é]aigk_gkaiéj) f(él/rém) para|€|:1'

1<j<k<m
Em particular, para m = 2,3 podemos escrever:

e Para m =2, (x1,x2) = r(cos ¢, sin @),

82
Bf(}’, (P) = _Wf(rr q)) y
e Para m =3, (x1,x2, x3) = r(sin® cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos V),

Bf(r 19)—La—2 (r 19)+Li i1r119i (r, 9, 0)
90 = Grgagal 0Ot g \Sn0ge /e ) )
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Agora usando o sistema de esféricos harmonicos

Y ;:S" ' —=C, 1€Ngj=1,...,N(,m)

que é uma base ortonormal de Ly(S™~1) e satisfaz

BY) j(w) = I(I+m — 2)Y) j(w) para todo l,j.

Fazendo

Hyj = {Yj(@)f(r): f € La(0,00; 1"~ 1)} = Ly(0, 00; 71

nos temos

Ly(R™) = P Hy j
Li
e para f € C;°(0, o)
d? —
(-84 VO @ 0) = 1) (s = "= Sl m =2+ V) ) S0,

Isto divide a equacdo de Schrodinger em um sistema infinito de problemas de

autovalores em L,(0, oo; ¥~ 1),

01 f(r) =0y, f(r) = (_W — ;E — lzl(l +m—2)+ V(r)) f(r),

r

com U : Ly(0,00; 7" 1) — L[5(0,00), (Uf)(r) = rmT_lf(r), temos que a expressdo o; se
transforma em
7 :=UqlU ! = & e (l(l +m—2)+ 1(m —1)(m — 3)) +V(r)
dr?  r? 4
em Ly(0,0). Ou seja, um novo problema de autovalor.

Considerando V(r) = % entdo analogamente ao que fizemos no caso relativistico
teremos que 7; é do tipo ponto limite no infinito. Considerando m = 3 temos que
T = —;—22 + rlZ (I(I+1)) + V(r) é do tipo circulo limite em 0 para [ = 0 e do tipo ponto
limite em O para [ # 0. Assim para m = 3, pelo Teorema 4.8, teremos n+ =0 paral #0 e
nt =1 paral =0, ou seja, T; é essencialmente auto-adjunto para ! # 0, independente do

numero atdmico.
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Lema 7.1. O operador a - p se decompde como 2?:1 ajpj = &rTy + 14, S.

Demonstragio. O lado direito da expressdo é equivalente a

o, 0
a7t +ta,S = @) (x| L;
r7lr + &y 72 iPj 0 o j

Sabendo quer-L = Z?:l xjLi=0e

oi 0 .
i = 1€jjk X ,
0 o
podemos reescrever esta expressdo como
. o 0O
0 o
i 0
]
KiXiXiPi+ 1X;Q; L;
( IFj 0 o ]

;XX pj + 1Xig o Ly )

|
=

(
(aixixjp; — xieijpoxL;)

(&iXiXjpj — €ik€ jmn @k XiXmPn)

(&iXiXj P} + €jik€ jmn @k XiXmPn)

(“ XiXjpj+ (0imOkn — Gindkm) “kxixmpn)
(aixixjpj + (XiXipr — XpeXipi))
KXiXiPk = XkPk

|
I L L e e o e S S o

A seguir, demonstramos o Teorema 4.3. Usando as identidades ¢} = 0; e 07

onde o} é o transposto conjugado de ¢y, temos que a matriz

. . 0o 0
U(x):=U := ( 0 0 )

2

]

= 00,
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é unitdria. Iremos provar as identidades

. _ 0 —109
U, U = Ty,
wyg O

1 1 0
U*~a,SU = — ey
r r\ i O
Primeiro temos

U = —1h i+1 U=Uu|—1h i+1 =Ur,
ar r or r

e
Ul = op O 0 o oo O
O lUr (Tr 0 0 _10-1/
B 0 o op O 3 0 —10y
wg O 0 —i0, wg O '
Assim,
. N 0 —10p
Ua,r,U =U"a, U, = Ty .
0p 0
A segunda identidade pode ser obtida diretamente a partir oys0; = —s,
U SU = op O s 0 oo 0 _ (s 0
0 lUr 0 S 0 _ZO—;/ O O—rSO'r
B s 0
0 —s
Para determinar o,s0, = —s, abrimos o lado direito e usamos a identidade O'jL]'O',/ =

O'J'U'rL]- — 2hoy,

0750y = 0y (hoy + 0;L;) 07 = hog + 0,0;Lj0;

= —hoy + 000y L;
. . 2x;
Usando agora a identidade 0y0j0y = —0j + 7]0}, temos
ij
0,80, = —hoy — o;L; + —0,L;
T, j

2
= -5+ ;O'rx]'L]‘ .
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Notando que x;L; = 0, chegamos a expressdo desejada.
As indentidades U*aqU = ag e U™V (x)[;U = V(x)I4 sdo ébvias.
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Iremos provar o Teorema 4.8.
Dizemos que uma fungdo f : (a,b) — C™ esta a esquerda (respectivamente 4 direita) em
Ly(a, b;r) se para todo ¢ € (a,b) temos f € Ly(a, c;r)(respectivamente f € Ly(c, b;1)). A

partir disso podemos definir

Definicdo 8.1. Seja z € C, entdo n; é definido como o niimero de solugdes linearmente
independentes de (z — T)u = 0 (Im(z) > 0) que estdo a esquerda em Ly(a, b;r). Analogamente
n, édefinido para Im(z) < 0.

Em [33], Theorem 4.3, temos o seguinte fato

Teorema 8.2. As sequintes desigualdades sdo vilidas:
a)ny+ny > p,ng +n, >p,
b)ny+n; > p,nj+n, > p.

Onde p é a dimensdo do espaco de solugdes de (z — T)u = 0. No nosso caso p = 2.

Teorema 8.3. Seja T com coeficientes reais. Entdo uma das sequintes proposicdes acontece

(a) para todo A € C todas as solugdes de (T — A) u = 0 estio a direita em Ly(a, b; ).

(b) para todo A € C\R existe uma iinica solugio u (2 menos de uma constante multiplicativa)
de (T — A) u =0 que estd a direita em Ly(a, b; 1).

(Respectivamente o resultado é vdlido para solugdes a esquerda em Ly(a, b; r)).

Demonstragdo. Assuma que para algum Ag € C toda solugdo de (T — Ag)u = 0 estd a
direita em Ly(a, b; ). Como T é real, as solucoes de (T — Xo) u = 0 sdo os conjugados das
solugdes de (T — Ag) u =0 . Assim todas as solugdes de (T —Ag)u=0e (T—Ag)u=0
estdo a direita em L(a, b;r). Pelo Teorema 5.3, para todo A € C todas as solugdes de
(T —A) u =0 estdo a direita em Ly(a, b;1).

Agora resta mostrar que para todo A € C\R existe a0 menos uma solugdo de
(T—A)u =0 que estd a direita em Ly(a,b;r). O nimero de solugdes é nj e n, e do

Teorema 8.2 sabemos que n; =n, > g =1. O]
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Agora podemos calcular os nimeros de deficiéncia de Tp usando a férmula n, =n_ =

n=mn,+n, — 2, onde

N

se Té do caso circulo limite em 4,

—_

se Té do caso ponto limite em 4,

. 2 se Té do caso circulo limite em b,
npy=mn, =n, =
1 se 7é do caso ponto limite em b.

Disto segue o seguinte teorema:

Teorema 8.4. Os indices de deficiéncia de fzk,]- sio

(i) (2,2) se fzk/]- é do caso circulo limite em O e em oo.

(ii) (1,1) se hy,j em um dos pontos, 0 ou oo, for do caso circulo limite e no outro for do caso
ponto limite.

(iii) (0,0) se fzk,j estiver no caso ponto limite em 0 e em oo.
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1

Teorema 9.1. As solugdes de flk,j = ch (
dr
1

estdo em Ly (0, b) se, e somente se, a>Z?> > k? —

) ) é constante e portanto limitada temos que basta

3 —mc? 0
Demonstracido. Como
mc
X o £ V(r) 2k
analisarmos as solugdes para hy = ch p ar | 4 F(ZZ) ! ,onde V(r) = —
assim
. 0o 4 ch [ —aZ Kk
hy = ch p dr | 4 == )
—ar O r k — DCZ

u(r)

Aplicando o operador acima em u(r) = (
k

/ 1
U, —aZyug +

/
—Hty

escrevendo u(r) = r° ( ) temos
€2

;MZZO

4

ku1 — ocZ%uz =0

—aZc1+(s+k)er =0

(s —k)cr +aZcr =0

Da segunda equagao

2= 7
substituindo na primeira equacdo
—aZ+(k* — sz)i =0
aZ

ui(r) \ .. .
flcamos com o sistema

Ze?

r 7

(63)
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Para k? # a>Z?(pois ndo nos interessa a solugao trivial u = 0) a equacdo acima tem

solucoes

sy =k — aZZZ)% .

Ficamos com as seguintes solu¢des para hou = 0

uy(r) =r* ( k_ls+ > , u_(r)y=r- ( k_ls_ > )
4 aZ

As duas solugdes estdao em Ly (0, b) se, e somente se,

1 1
K2 —a27?% < 7 isto é, a?Z?% > k? — i

Agora precisamos analisar quando k> = a?Z?. Neste caso haverd uma solugio

constante e uma com um termo logaritmico. Note que o sistema (63) pode ser escrito

, 1 ( k —aZ
u =- u
r\ «Z —k

A matriz desse sistema tem autovalor 0 com multiplicidade algébrica 2, logo sua

como

0
forma de Jordan é < 0 0 > . Assim existe uma matriz regular 2x2 V tal que

1 k —aZ 01
v V= .
xZ —k 00
Chame v = Vi, temos o sistema
, 1[0 1
v =- v.
r\0 o0
As solugoes do sistema acima sdo da forma
1 Inr
e .
0 1
Como u = Vv e V é regular temos que u tem uma solugdo constante e outra logarit-

mica, ambas estdo em L»(0, b). O
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