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RESUMO

Apresentamos um estudo dos Hamiltonianos Atômicos, operadores que descrevem os

níveis de energia de um elétron no átomo. Acreditava-se que para Z > 137 (onde Z

é a quantidade de prótons no núcleo do átomo) o operador de Dirac (Hamiltoniano

Relativístico) era desprovido de sentido pois a energia do estado fundamental do

espectro discreto torna-se imaginária, E1s = mc2
√

1− (Zα)2 (onde α = e2

h̄c '
1

137). Mas

basta definir o operador de Dirac como um operador auto-adjunto para contornarmos

este problema no espectro. Analisando o operador Hamiltoniano, vemos que em uma

abordagem relativística, para átomos mais pesados, i.e. de número atômico Z maior

que 118, o operador tem mais de uma extensão auto-adjunta.

Palavras-chave: hamiltonianos atômicos, mecânica quântica, extensões auto-adjuntas.
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ABSTRACT

Insira o Abstract e as Keywords We present a study of Atomic Hamiltonians, operators

who describe the energy levels of an eléctron of the atom. It was believed that for

Z > 137 (where Z is the number of protons in the nucleus of the atom) the Dirac

operator (Relativistic Hamiltonian) was devoid of meaning since the fundamental

state energy of the discrete spectrum becomes imaginary, E1s = mc2
√

1− (Zα)2 (with

α = e2

h̄c '
1

137). But just set the Dirac operator as an self-adjoint operator to avoid

this problem in the spectrum. Analyzing the Hamiltonian operator, we see that in a

relativistic approach, for heavier atoms, i.e. of atomic number Z greater that 118, the

operator has more than one self-adjoint extension.

Keywords: atomic hamiltonians, quantum mechanics, self-adjoint extensions.
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1 I NTRODU Ç ÃO

Neste projeto tivemos como objetivo estudar hamiltonianos atômicos, operadores que

descrevem os níveis de energia de um elétron no átomo. Analisando o operador

Hamiltoniano, vemos que em uma abordagem relativística, para átomos mais pesados,

i.e. Z > 118, o operador tem mais de uma extensão auto-adjunta. Núcleos com

supercarga (Z > 118) são difíceis de serem sintetizados, sendo que até o presente

momento o núcleo de maior número atômico é com Z = 118. Apesar disso é possível

imitar um núcleo pesado a partir de colisões, as forças nucleares podem manter os

núcleos colisores unidos por cerca de 10−19s[34].

Estudamos se o hamiltoniano, seja ele relativístico ou não, possui a propriedade de

ser auto-adjunto, pois caso seja então teremos

• Espectro real σH ⊂ R.

• Evolução unitária do sistema U(t) = e
ı
h̄ tĤ , U† = U−1.

• Decomposição espectral H =
∫ ∞
−∞ λdEλ, onde (Eλ)λ∈R é a família de projeções

ortogonais.

Nem sempre nossos operadores serão auto-adjuntos, mas podemos nos perguntar se

haverá extensão auto-adjunta e se ela é única. Aqui nos concentramos em analisar o

elétron sob um potencial Coulombiano
(

Ze2

‖x‖

)
gerado pelo núcleo de número atômico

Z. O fato de que o potencial de Coulomb é um potencial central será fundamental no

estudo das extensões auto-adjuntas no caso relativístico.

Entretanto, antes de estudarmos o átomo de uma perspectiva relativística, começamos

com um estudo não-relativístico do átomo de hidrogênio. O átomo mais simples é

o átomo de hidrogênio, composto por um elétron e um próton, e é descrito, no caso

não-relativístico, pelo operador Hamiltoniano

H = − h̄2

2me
∆x1 −

h̄2

2mp
∆x2 −

e2

‖x1 − x2‖
,

1



2 introdu ç ão

em que me e mp são as massas do elétron e do próton, e é a carga elétrica do próton

e −e é a carga elétrica do elétron. Aqui x1, x2 ∈ R3 são as coordenadas do elétron e

do próton em um referencial cartesiano inercial. Esse problema pode ser simplificado

consideravelmente passando-se ao referencial do centro de massa. Colocando a origem

no centro de massa, mex1 + mpx2 = 0, e considerando o vetor distância que separa as

duas partículas, x = x1 − x2, temos

x1 =
mp

me + mp
x , x2 = − me

me + mp
x .

Então podemos separar o movimento do centro de massa, que tem o aspecto do

movimento de uma única partícula de massa reduzida

mr =
memp

me + mp

no campo potencial −e2/‖x‖,

H = − h̄2

2mr
∆x −

e2

‖x‖ .

No caso de átomos relativísticos, isto é, para hamiltonianos atômicos de Dirac, a

situação é um pouco mais delicada. Aqui a existência de extensões auto-adjuntas é um

fato para átomos com grande número de cargas positivas. O espaço de Hilbert relevante

é
[
L2 (R3)]4 das funções ψ : R3 → C4 de quadrado integrável (espinores de Dirac), com

produto escalar 〈ψ, φ〉 =
∫

R3 ψ† (x) φ (x) dx. O operador Hamiltoniano é dado por

H =
1
i

3

∑
j=1

αj
∂

∂xj
+ β + q (x) , D (H) =

[
C∞

0

(
R3\{0}

)]4
, (1)

em que α1, α2, α3 e β são matrizes hermitianas de ordem 4 que satisfazem a álgebra de

Clifford

αjαk + αkαj = 2δjk , j, k = 1, 2, 3, 4 , α4 ≡ β .

Para q (x) = −Zα/|x|, onde Z é o número atômico e α a constante de estrutura fina,

Rellich [9], mostra que H é essencialmente auto-adjunto(possui uma única extensão

auto-adjunta) para αZ ≤
√

3
4 ou Z ≤ 118.

Antes de estudarmos tais casos, tanto o não-relativístico como o relativístico, preocupamo-

nos em criar uma base em análise funcional, iniciando pelo estudo de operadores limi-

tados e após isso estudando operadores ilimitados. Analisamos o operador laplaciano

∆, para que depois fosse mais simples analisar o Hamiltoniano como H = ∆ + V, onde

V é o potencial.
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Teorema 1.1. O operador ∆ é essencialmente auto-adjunto em C∞
0 (R3).

Em relação ao caso não-relativístico nossa abordagem é através do Teorema de Kato,

que nos dá um critério em relação à forma do potencial V no Hamiltoniano.

Teorema 1.2. (Kato) Seja V ∈ L2 (R3) + L∞ (R3) uma função mensurável a valores reais.

Então −∆ + V (x) é essencialmente auto-adjunto em C∞
0
(
R3).

Por exemplo, para potenciais esfericamente simétricos, V (r) = −e2/r, onde r =√
x2 + y2 + z2, temos que −∆− e2/r é essencialmente auto-adjunto em C∞

0
(
R3). Anali-

samos também outros potenciais, por exemplo, de Kato [27]

Teorema 1.3. Seja V ∈ L2 (R3)
loc com V ≥ 0 pontualmente. Então −∆ + V é essencialmente

auto-adjunto em C∞
0
(
R3).

Também enunciamos o caso relativístico em dimensão 2 + 1 (duas dimensões espaciais

e uma temporal), onde assim como no caso de 3 + 1 dimensões nós reescrevemos o

operador como uma soma ortogonal de operadores. O caso 2 + 1 possui aplicações no

grafeno, por causa de sua estutura de folha.





2 T ÓP ICOS DE AN ÁL I SE FUNC IONAL

Aqui discutiremos a Teoria Espectral em espaços de dimensão finita e infinita. A

Teoria Espectral é uma importante subárea da análise funcional. Trata, resumidamente,

da análise de certos tipos de operadores que são invertíveis/inversíveis e como se

relacionam com o operador original.

Iremos tratar de teoria espectral de operadores limitados em espaços normados e

com produto interno e, ao final, de operadores não limitados em espaços de Hilbert e

suas aplicações.

Observação: Excluímos o espaço vetorial nulo {0} e assumimos que todos os espaços

sejam complexos a menos que dito o contrário, de modo a obter teoremas mais gerais.

2.1 teoria espectral em espaços normados com

dimensão finita

Comecemos então com a teoria espectral em espaços normados e de dimensão finita:

Seja X um espaço vetorial normado de dimensão finita e T : X → X um operador

linear. A teoria espectral de tais operadores é mais simples do que de operadores

definidos em espaços de dimensão infinita. Como a dimensão do espaço é finita, T

pode ser representado por uma matriz (que depende da escolha da base de X). Assim a

teoria espectral de T se reduz essencialmente ao cálculo de autovalores e autovetores de

matrizes.

Para uma dada matriz quadrada A = (aij) de ordem n, que seja real (ou complexa), o

conceito de autovalores e autovetores são definidos em termos da equação

Ax = λx . (2)

Definição 2.1. Um autovalor de uma matriz quadrada A = (aij) é um número λ tal que a

equação (2) tem solução x 6= 0. Tal x é chamado de autovetor de A correspondente ao autovalor

5



6 t ópicos de an álise funcional

λ. Os autovetores correspondentes ao autovalor λ e o vetor zero formam um subespaço vetorial

de X que é chamado autoespaço de A correspondente ao autovalor λ.

O conjunto σ(A) de autovalores de A é chamado de espectro de A. Seu complemento

ρ(A) = C− σ(A) é chamado de conjunto resolvente de A.

O espectro e o resolvente serão conjuntos centrais no desenvolvimento da teoria

espectral.

Teorema 2.2. [19] Todas as matrizes representando um operador linear T : X → X de um

espaço normado X de dimensão finita, relativamente às bases de X, têm os mesmos autovalores.

Assim temos que ao mudarmos a base de um espaço, não mudamos os conjun-

tos resolvente e espectro. Mostraremos o teorema abaixo no contexto mais geral de

operadores lineares limitados.

Teorema 2.3. [19] Existência de autovalores. Um operador linear de um espaço normado X

complexo cuja dimensão é finita, tem ao menos um autovalor.

2.2 conceitos básicos

Nesta seção iremos considerar espaços de dimensão qualquer, e veremos que para

espaços de dimensão infinita a teoria espectral se torna mais complexa.

Seja X 6= {0} um espaço normado complexo e T : D(T)→ X um operador linear com

domínio D(T) ⊂ X. Associaremos à T o operador

Tλ = T − λI := T − λ, (3)

onde λ é um número complexo e I é o operador identidade em D(T) que omitimos por

comodidade.

Se Tλ tem uma inversa, a denotaremos por Rλ(T), isto é

Rλ(T) = T−1
λ = (T − λ)−1 (4)

e a chamaremos de operador resolvente de T ou de resolvente de T. Em vez de Rλ(T)

também podemos escrever Rλ se estiver claro qual o operador referido.

O nome resolvente é apropriado, pois Rλ(T) nos ajuda a resolver a equação Tλx = y.

Portanto, x = T−1
λ y = Rλ(T)y, se Rλ(T) existir.
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O estudo das propriedades de Rλ serão fundamentais para o entendimento do

operador T. Diversas propriedades de Tλ e Rλ dependem de λ, e a teoria espectral está

preocupada com estas propriedades. Por exemplo, é de interesse o conjunto de todos os

λ no plano complexo tal que Rλ exista, e a limitação de Rλ é outra propriedade que

será essencial. Iremos também nos questionar para quais λ’s o domínio de Rλ é denso

em X, para nomear apenas alguns aspectos que serão do nosso interesse.

Para os estudos de T, Tλ e Rλ precisaremos dos seguintes conceitos que são básicos

para a teoria espectral.

Definição 2.4. (valor regular, conjunto resolvente, espectro)

Seja X 6= {0} um espaço complexo normado e T : D(T)→ X um operador linear com domínio

D(T) ⊂ X. Um valor regular λ de T é um número complexo tal que

(R1) Rλ(T) existe,

(R2) Rλ(T) é limitada

(R3) Rλ(T) é definida em um conjunto que é denso em X

O conjunto resolvente ρ(T) de T é o conjunto de todos os valores regulares λ de T. Seu

complemento σ(T) = C− ρ(T) no plano complexo C é chamado espectro de T, e um λ ∈ σ(T) é

chamado de valor espectral de T. Além disso, o espectro σ(T) é particionado em três conjuntos

disjuntos.

O espectro pontual ou espectro discreto σp(T) é o conjunto tal que Rλ(T) não existe. Um

λ ∈ σp(T) é chamado de autovalor de T.

O espectro contínuo σc(T) é o conjunto tal que Rλ(T) existe e satisfaz (R3), mas não (R2),

isto é, Rλ(T) é ilimitada.

O espectro residual σr(T) é o conjunto tal que Rλ(T) existe (e pode ser limitada ou não),

mas não satisfaz (R3), isto é, o domínio de Rλ(T) não é denso em X.

Alguns destes conjuntos nesta definição podem ser vazios. Por exemplo, σc(T) =

σr(T) = ∅ no caso de dimensão finita, ou seja, o espectro se resume aos autovalores.

As condições dadas na definição acima podem ser resumidas na tabela

Satisfaz Não satisfaz λ pertence à

(R1), (R2), (R3) ρ(T)

(R1) σp(T)

(R1), (R3) (R2) σc(T)

(R1) (R3) σr(T)
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Para entender estes conceitos seguirão algumas observações gerais.

Primeiro note que os quatro conjuntos na tabela são disjuntos e sua união forma

todo o plano complexo: C = ρ(T) ∪ σ(T) = ρ(T) ∪ σp(T) ∪ σc(T) ∪ σr(T). Além disso se

o resolvente Rλ(T) existe, ele é linear. Sabe-se que Rλ(T) : Im(Tλ) → D(Tλ) existe se,

e somente se, Tλx = 0 implicar x = 0, isto é, o espaço nulo de Tλ é {0}; aqui, Im(Tλ)

denota a imagem de Tλ e D(Tλ) denota o domínio de Tλ.

Portanto se Tλx = (T− λ)x = 0 para algum x 6= 0, então λ ∈ σp(T), por definição, isto

é, λ é autovalor de T. O vetor x é então chamado de autovetor de T (ou autofunção de T

se X é um espaço de funções) correspondente ao autovalor λ. O subespaço de D(T) que

contém 0 e todos os autovetores de T correspondentes ao autovalor λ de T é chamado

de autoespaço de T correspondente ao autovalor λ.

Esta definição de autovalor corresponde com a dada anteriormente. O espectro de

um operador linear de um espaço de dimensão finita é um espectro pontual puro, isto é, o

espectro contínuo e o residual são vazios, como foi mencionado antes, então todo valor

espectral é um autovalor.

Um motivação similar para que a partição de σ(T)\σp(T) em σc(T) e σr(T) é dada pelo

fato de σr(T) = ∅ para a classe de operadores lineares auto-adjuntos em espaços de

Hilbert.

Definição 2.5. Um espaço X é de Banach se é um espaço vetorial normado e completo, na

qual toda sequência de Cauchy converge para um elemento de X. Analogamente, um espaço de

Hilbert é um espaço vetorial com produto interno e completo, considerando a norma induzida

pelo produto interno.

Se X tem dimensão infinita, então T pode ter valores espectrais que não são autovalo-

res.

Exemplo 2.6. (Operador com valor espectral que não é autovalor)

No espaço de Hilbert de sequências X = l2 com produto interno dado por
〈
(ξ j), (ηj)

〉
= ∑j ξ jη̄j,

definimos um operador linear T : l2 → l2 por

(ξ1, ξ2,...) 7 −→ (0, ξ1, ξ2,...), (5)

onde x = (ξ j) ∈ l2. O operador T é chamado de operador right-shift. T é limitado (e ‖T‖=1)

porque

‖Tx‖2=
∞

∑
j=1
|ξ j|2= ‖x‖2.
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O operador R0(T) = T−1 : X → X existe, é o operador left-shift dado por (ξ1, ξ2,...) 7 −→
(ξ2, ξ3,...). Mas R0(T) não satisfaz (R3), porque (5) mostra que T(X) não é denso em X; de fato,

T(X) é o subespaço Y que consiste de todos y = (ηj) com η1 = 0. Portanto, por definição, λ = 0 é

um valor espectral de T. Além disso, λ = 0 não é um autovalor. Podemos ver isto diretamente de

(5) pois Tx = 0 implica que x = 0 e o vetor zero não é um autovetor.

Teorema 2.7. Seja T um operador linear limitado T : X → Y com X e Y espaços normados. Se

existe b > 0 tal que ‖Tx‖≥ b‖x‖ para todo x ∈ X então T−1 : Y → X existe e é limitado.

Do teorema acima temos que se para algum λ o resolvente Rλ(T) existe e é definido

em todo espaço X, então para este λ o resolvente é limitado.

Lema 2.8. (Domínio de Rλ) Seja X um espaço de Banach complexo, T : X → X um operador

linear, e λ ∈ ρ(T). Se T é fechado ou T é limitado, então Rλ(T) está definido em todo espaço X e

é limitado.

Demonstração. (a) Assuma T fechado. Se λ ∈ ρ(T) então valem (R1), (R2) e (R3). Como

T é fechado então Tλ também é fechado. Portanto Rλ é fechado. Rλ é limitado por (R2).

Assim seu domínio D(Rλ) é fechado pelo Teorema 4.13-5 de [19], que coloca que se

T : D(T) ⊂ X → Y é fechado e Y é completo então D(T) é um subconjunto fechado de X,

logo aplicado à Rλ temos que D(Rλ) é fechado, então (R3) implica D(Rλ) = D(Rλ) = X.

(b) Assuma T limitado. Como D(T) = X é fechado, T é fechado, pois para T limitado

se D(T) é um subconjunto fechado de X então T é fechado, e a prova segue pelo item

(a).

2.3 propriedades espectrais de operadores li-

neares

As propriedades gerais de um espectro irão depender do tipo de espaço em que

o operador está definido e no tipo de operador considerado. Começaremos com

operadores lineares limitados T em um espaço de Banach complexo X com T : X → X,

ou seja, T ∈ B(X, X).
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Teorema 2.9. (Inversa). Seja T ∈ B(X, X) onde X é um espaço de Banach. Se ‖ T ‖< 1, então

(I − T)−1 existe como um operador linear limitado definido em todo espaço X e

(I − T)−1 =
∞

∑
j=0

T j = I + T + T2 + · · · (6)

[onde a série da direita é convergente na norma B(X, X)]

Como primeira aplicação deste teorema iremos provar o fato de que o espectro de

um operador linear limitado é fechado no plano complexo.

Teorema 2.10. (Espectro fechado) O conjunto resolvente ρ(T) de um operador linear limitado T

em um espaço de Banach complexo é aberto, portanto o espectro σ(T) é fechado.

Demonstração. Se ρ(T) = Ø, então é aberto. Seja ρ(T) 6= Ø. Para um λ0 ∈ ρ(T) fixo e

qualquer λ ∈ C temos:

T − λI = T − λ0 I − (λ− λ0)I

= (T − λ0 I)[I − (λ− λ0)(T − λ0 I)−1].

Denotaremos o operador [I − (λ− λ0)(T − λ0 I)−1] por V, assim podemos escrever

Tλ = Tλ0V, (7)

onde V = I − (λ− λ0)Rλ0 . Como λ0 ∈ ρ(T) e T é limitado, o Lema 2.8 implica que

Rλ0 = T−1
λ0
∈ B(X, X). Além disso o Teorema anterior nos mostra que V tem inversa.

V−1 = (I − (λ− λ0)Rλ0)−1

=
∞

∑
j=0

[(λ− λ0)Rλ0]j (8)

=
∞

∑
j=0

(λ− λ0)jRj
λ0

(9)

em B(X, X) para todo λ tal que ‖(λ− λ0)Rλ0‖< 1, isto é

|λ− λ0|<
1

‖Rλ0‖
. (10)
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Como T−1
λ0

= Rλ0 ∈ B(X, X), vemos disto e de (7) que para todo λ satisfazendo (10) o

operador Tλ tem uma inversa

Rλ = T−1
λ = (Tλ0V)−1 = V−1Rλ0 .

Portanto (10) representa a vizinhança de λ0 consistindo de valores regulares λ de T.

Como λ0 ∈ ρ(T) é arbitrário, ρ(T) é aberto, então seu complemento σ(T) = C− ρ(T) é

fechado.

Note que esta prova também nos dá uma representação básica do Resolvente por um

série de potências.

Teorema 2.11. (Representação do Resolvente) Para X e T como no teorema anterior e todo

λ0 ∈ ρ(T) o resolvente Rλ(T) tem a representação

Rλ =
∞

∑
j=0

(λ− λ0)jRj+1
λ0

a série é absolutamente convergente para todo λ no disco aberto dado por

|λ− λ0|<
1

‖Rλ0‖
no plano complexo. O disco é subconjunto de ρ(T).

Uma outra consequência do Teorema 2.10 nos permitirá provar o fato de que para

um operador linear limitado o espectro é um conjunto limitado no plano complexo.

Teorema 2.12. (Espectro) O espectro σ(T) de um operador linear limitado T : X → X em um

espaço de Banach complexo X é compacto e está no disco dado por

|λ|≤ ‖T‖ (11)

Demonstração. Seja λ 6= 0 e k = 1
λ . Do Teorema 2.9 nós obtemos a representação

Rλ = (T − λI)−1 = − 1
λ (I − kT)−1 = − 1

λ

∞

∑
j=0

(kT)j = − 1
λ

∞

∑
j=0

( 1
λ T)j

onde, pelo Teorema 2.9, a série converge para todo λ tal que

‖ 1
λ T‖< 1 =⇒ ‖T‖< |λ|.
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Do Teorema 2.9 também nos mostra que λ está em ρ(T). Portanto o espectro σ(T) =

C− ρ(T) deve estar no disco dado por (11), então σ(T) é limitado.

Além disso, σ(T) é fechado pelo Teorema 2.10. Portanto σ(T) é compacto (fechado e

limitado).

Deste teorema temos que para um operador limitado T em um espaço de Banach

complexo o espectro é limitado, então parece natural nos perguntarmos sobre o menor

disco sobre a origem que contém todo o espectro. Esta questão sugere o seguinte

conceito.

Definição 2.13. (Raio Espectral) O raio espectral rσ(T) de um operador T ∈ B(X, X) em um

espaço de Banach complexo X é o raio

rσ(T) = sup
λ∈σ(T)

|λ|

do menor disco fechado centrado na origem do plano complexo λ e contendo σ(T).

De (11) é óbvio que o raio espectral do operador linear limitado T no espaço de

Banach complexo satisfaz

rσ(T) ≤ ‖T‖

pois |λ|≤ ‖T‖ implica que

sup
λ∈σ(T)

|λ|≤ ‖T‖

2.4 propriedades adicionais do resolvente e

espectro

A seguir temos algumas outras propriedades do resolvente

Teorema 2.14. (Equação resolvente, comutatividade)

Seja X um espaço de Banach complexo, T ∈ B(X, X) e λ, µ ∈ ρ(T), temos

(a) O resolvente Rλ de T satisfaz a relação de Hilbert (ou equação resolvente)

Rµ − Rλ = (µ− λ)RµRλ



2.4 propriedades adicionais do resolvente e espectro 13

(b) Rλ comuta com qualquer S ∈ B(X, X) que comuta com T

(c) Temos

RλRµ = RµRλ

O próximo resultado será o teorema de Mapeamento Espectral. Começaremos pela

motivação, que é sugerida pela teoria de autovalores para matrizes.

Se λ é um autovalor de uma matriz quadrada A, então Ax = λx para algum x 6= 0.

Aplicando A temos

A2x = Aλx = λAx = λ2x

Deste modo, para qualquer inteiro positivo m

Amx = λmx.

Se λ é autovalor de A, então λm é autovalor de Am. De modo geral temos que

ρ(λ) = αnλn + αn−1λn−1 + · · · + α0

é autovalor da matriz

ρ(A) = αn An + αn−1An−1 + · · · + α0 I.

Esta propriedade se estende para espaços de Banach complexos de qualquer dimensão.

Na prova desta propriedade usa-se o fato de que um operador linear limitado tem um

espectro não vazio.

Usaremos a notação

p(σ(T)) = {µ ∈ C|µ = p(λ), λ ∈ σ(T)}

isto é, p(σ(T)) é o conjunto de todos os números complexos µ tais que µ = p(λ) para

algum λ ∈ σ(T). Também usaremos p(ρ(T)) com sentido similar.

Teorema 2.15. (Mapeamento Espectral para Polinômios)

Seja X um espaço de Banach complexo, T ∈ B(X, X) e

p(λ) = αnλn + αn−1λn−1 + · · · + α0
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com αn 6= 0. Então

σ(p(T)) = p(σ(T))

isto é, o espectro σ(p(T)) do operador

ρ(T) = αnTn + αn−1Tn−1 + · · · + α0 I

consiste de todos os valores que o polinômio assume no espectro σ(T) de T.

Agora consideraremos uma propriedade básica de autovetores

Teorema 2.16. (Independência linear)

Autovetores x1, . . . , xn correspondendo a diferentes autovalores λ1, . . . , λn de um operador

linear T em um espaço vetorial X constituem um conjunto linearmente independente.

Demonstração. A prova se dá por contradição, assumindo que os autovetores são de-

pendentes, exatamente como no caso de dimensão finita. Para o caso finito toma-se

{x1, · · · , xn} autovetores correspondendo aos autovalores {λ1, · · · , λn} respectivamente.

Seja xm o primeiro vetor que é combinação linear de seus antecessores, representamo-

no da seguinte forma

xm = α1x1 + ... + αm−1xm−1 =
m−1

∑
j=1

αjxj.

Deste modo temos que {x1, · · · , xm−1} são vetores linearmente independentes. Apli-

cando T − λm I em ambos os lados da equação acima ficamos com

(T − λm I)xm = ∑m−1
j=1 αj(T − λm I)xj

= ∑m−1
j=1 αj(λj − λm)xj

pois Txj = λjxj e ainda disto temos que o lado esquerdo é zero. Como no lado direito

temos uma combinação linear de vetores linearmente independentes então

m−1

∑
j=1

αj(λj − λm)xj = 0

implica αj(λj − λm) = 0, o que dá αj = 0 para j ∈ {1, ..., m− 1}, pois λj 6= λm. E disto

teríamos que xm = ∑m−1
j=1 αjxj = 0 e isto contradiz o fato de xm ser autovetor. Portanto os

autovetores formam um conjunto linearmente independente.
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Agora trataremos da teoria espectral de operadores lineares auto-adjuntos limitados

em espaços de Hilbert.

2.5 propriedades espectrais de operadores li-

neares auto-adjuntos limitados

No caso estudado nesta parte do projeto, ou seja, para operadores limitados, não

há diferença entre falarmos de operadores auto-adjuntos limitados ou operadores

simétricos limitados. Mas veremos que para operadores ilimitados, ser auto-adjunto e

ser simétrico não é equivalente.

Se T : H1 → H2 é um operador linear limitado em um espaço de Hilbert H, então

seu operador adjunto T∗ : H2 → H1 é definido como o operador que satisfaz

〈Tx, y〉 = 〈x, T∗y〉

para todo x ∈ H1 e y ∈ H2.

Teorema 2.17. Seja T : H1 → H2 um operador linear limitado, onde H1 e H2 são espaços de

Hilbert. Então o operador adjunto T∗de T existe, é único e é um operador linear limitado com

norma ‖T∗‖= ‖T‖

Demonstração. Defina h(y, x) = 〈y, Tx〉 uma forma sesquilinear em H2 ×H1, temos que

h é limitado pois T é limitado e pela desigualdade de Schwarz |h (y, x) |≤ ‖T‖‖x‖‖y‖,
disto temos ‖h‖≤ ‖T‖. Mas também temos ‖h‖≥ ‖T‖ de

‖h‖= sup

x 6= 0

y 6= 0

|〈y, Tx〉 |
‖y‖‖x‖ ≥ sup

x 6= 0

Tx 6= 0

|〈Tx, Tx〉 |
‖Tx‖‖x‖ = ‖T‖.

Logo ‖h‖= ‖T‖. Pelo Teorema de Representação de Riesz, que pode ser visto em

[19], existe um operador linear limitado, que neste caso denotaremos T∗, unicamente

determinado por h, com norma ‖T∗‖= ‖h‖ tal que h (y, x) = 〈T∗y, x〉.
Disto temos 〈y, Tx〉 = 〈T∗y, x〉 e ‖T∗‖= ‖h‖= ‖T‖.
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Pelo Teorema 2.17 temos que se T : H → H é um operador linear limitado em um

espaço de Hilbert H então T∗ existe e é único com norma ‖T∗‖= ‖T‖. Ainda temos que

T é dito ser auto-adjunto se T = T∗.

Assim, se T é auto-adjunto então 〈Tx, x〉 é real para todo x ∈ H pois 〈Tx, x〉 =

〈x, Tx〉 = 〈Tx, x〉 e se um número é igual ao seu conjugado então este número é real.

Agora iremos começar a analisar o espectro de um operador linear auto-adjunto

limitado.

Um operador linear auto-adjunto limitado pode não ter autovalores, mas se os tiver,

então podemos estabelecer o que segue.

Teorema 2.18. (autovalores, autovetores)

Seja T : H → H um operador linear auto-adjunto limitado em um espaço de Hilbert H
complexo. Então

(a) Todos os autovalores de T, se existirem, são reais;

(b) Autovetores correspondendo a diferentes autovalores (numericamente) de T são ortogonais.

A partir da caracterização do conjunto resolvente ρ(T) de T poderemos aferir que

todo o espectro de um operador linear auto-adjunto limitado é real (Teorema 17 de

[19]).

Teorema 2.19. Seja T : H → H um operador linear auto-adjunto limitado em um espaço de

Hilbert complexo H. Então λ pertence ao conjunto resolvente ρ(T) de T se, e somente se, existe

c > 0 tal que para todo x ∈ H

‖ Tλx ‖≥ c ‖ x ‖

onde Tλ = T − λ.

Demonstração. Se λ ∈ ρ(T) então existe e é limitado o operador Rλ(T), logo existe c > 0

tal que ‖ Tλx ‖≥ c ‖ x ‖ para todo x ∈ H. A volta se dá pelo Teorema 2.7.

Usando este teorema podemos então mostrar que

Teorema 2.20. O espectro σ(T) de um operador linear auto-adjunto limitado T : H → H em

um espaço de Hilbert complexo H é real.

Demonstração. Usando o Teorema anterior, iremos mostrar que se λ = α + iβ (α, β reais)

com β 6= 0 então λ deve estar em ρ(T), e assim temos σ(T) ⊂ R.

Tome x 6= 0 em H qualquer, temos
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〈Tλx, x〉 = 〈Tx, x〉 − λ 〈x, x〉 .

Mas 〈Tx, x〉 e 〈x, x〉 são reais, pois 〈x, x〉 = ‖x‖2 e 〈Tx, x〉 = 〈x, Tx〉 pois T é auto-

adjunto, e além disso, 〈x, Tx〉 = 〈Tx, x〉, ou seja, 〈Tx, x〉 = 〈Tx, x〉. Assim, tomando o

conjugado da equação acima ficamos com

〈Tλx, x〉 = 〈Tx, x〉 − λ 〈x, x〉

onde λ = α− iβ. Agora por subtração

〈Tλx, x〉 − 〈Tλx, x〉 = (λ− λ) 〈x, x〉 = 2ıβ‖x‖2.

O lado esquerdo fica −2ıim(〈Tλx, x〉), onde aqui im denota a parte imaginária.

Usando a desigualdade de Schwarz, |〈Tλx, x〉 |≤ ‖Tλx‖‖x‖ temos

|β|‖x‖2= |im(〈Tλx, x〉)|≤ |〈Tλx, x〉 |≤ ‖Tλ‖‖x‖.

Como ‖x‖6= 0, ficamos com |β|‖x‖≤ ‖Tλx‖. Se β 6= 0 então λ ∈ ρ(T) pelo teorema

anterior. Assim, para λ ∈ σ(T) devemos ter β = 0, ou seja, λ real.

2.6 propriedades adicionais de operadores li-

neares auto-adjuntos limitados

Agora que temos essa importante caracterização do espectro de operadores lineares

auto-adjuntos limitados podemos nos aprofundar ainda mais em seus detalhes.

Teorema 2.21. O espectro σ(T) de um operador linear auto-adjunto limitado T : H → H em

um espaço de Hilbert complexo H está contido em um intervalo fechado [m, M] da reta real, onde

m = inf
‖x‖=1

〈Tx, x〉

M = sup
‖x‖=1

〈Tx, x〉
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Demonstração. Como T é auto-adjunto temos que σ(T) ⊂ R. Mostraremos que se

λ = M + c com c > 0 então λ ∈ ρ(T). Para todo x 6= 0 e v = ‖x‖−1x temos x = ‖x‖v e

assim

〈Tx, x〉 = ‖x‖2〈Tv, v〉 ≤ ‖x‖2 sup
‖ṽ‖=1

〈Tṽ, ṽ〉 = 〈x, x〉M.

Disto 〈Tx, x〉 ≤ 〈x, x〉M, aplicando a desigualdade de Schwarz ficamos com

‖Tλx‖‖x‖≥ − 〈Tλx, x〉 = − 〈Tx, x〉 + λ 〈x, x〉
≥ (−M + λ) 〈x, x〉
≥ c‖x‖2,

onde c = λ−M > 0. Como x 6= 0, podemos fazer a divisão por ‖x‖ e ficamos com

‖Tλx‖≥ c‖x‖ e pelo Teorema 2.19 temos que λ ∈ ρ(T). A prova segue análoga para

λ < m.

Podemos relacionar m e M à norma do operador T.

Teorema 2.22. Para qualquer operador linear auto-adjunto limitado T em um espaço de Hilbert

complexo H nós temos que

‖ T ‖= max(|m|, |M|) = sup
‖x‖=1
|〈Tx, x〉 |

onde m e M são da forma como no teorema anterior.

Agora podemos ver que os limites para σ(T) no Teorema 2.21 não podem ser melho-

rados.

Teorema 2.23. (m e M como valores espectrais) Sejam H e T como no Teorema 2.21 e H 6= {0}.
Então m e M, como definidos no mesmo teorema, são valores espectrais de T.

Agora olharemos par a outra parte do espectro.

Teorema 2.24. O espectro residual σr(T) de um operador linear auto-adjunto limitado T : H →
H em um espaço de Hilbert complexo H é vazio.

Demonstração. A prova deste teorema se dá por contradição, assumindo que σr(T) 6= ∅.

Seja λ ∈ σr(T). Como vimos, se λ ∈ σr(T) então existe Rλ(T), ou seja, existe a inversa

de Tλ, mas seu domínio D(T−1
λ ) = Im(Tλ) não é denso em H. Assim existe y 6= 0 que

é ortogonal à D(T−1
λ ) = Im(Tλ), 〈Tλx, y〉 = 0, para todo x ∈ H. Como λ é real e T
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é auto-adjunto então 〈x, Tλy〉 = 0 para todo x ∈ H. Fazendo x = Tλy ficamos com

〈Tλy, Tλy〉 = ‖Tλy‖= 0, portanto Tλy = Ty− λy = 0 implicando que Ty = λy. Como

y 6= 0 concluimos que λ é autovalor de T, ou seja, λ ∈ σp(T), contrariando o fato de

assumirmos λ ∈ σr(T). Portanto σr(T)=Ø.

2.7 operadores positivos

Sabemos que se T é auto-adjunto, então 〈Tx, x〉 é real. Logo podemos considerar o

conjunto de todos os operadores lineares auto-adjuntos limitados em um espaço de

Hilbert complexo H e introduzir uma ordem parcial ≤, definindo

T1 ≤ T2 ⇐⇒ 〈T1x, x〉 ≤ 〈T2x, x〉 (12)

para todo x ∈ H. Podemos escrever também T2 ≥ T1.

Um operador linear auto-adjunto limitado T : H → H é dito ser positivo se

T1 ≥ 0 ⇐⇒ 〈T1x, x〉 ≥ 0 (13)

para todo x ∈ H. Em vez de T ≥ 0 também escrevemos 0 ≤ T.

De (12) e (13) temos

T1 ≤ T2 ⇐⇒ 0 ≤ T2 − T1

isto é, (12) se mantém se, e somente se, T2 − T1 é positiva.

Faremos uma breve pausa para vermos operadores positivos, que nos servirão de

ferramenta para entendimento da representação espectral para operadores lineares

auto-adjuntos limitados.

Segue direto da definição que a soma de operadores positivos é positiva.

Teorema 2.25. (Produto de operadores positivos) Se dois operadores lineares auto-adjuntos

limitados S e T em um espaço de Hilbert H são positivos e comutam (ST = TS), então seu

produto é positivo.

A relação de ordem parcial definida por (13) também sugere o seguinte conceito.
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Definição 2.26. (Sequência Monótona) A sequência monótona (Tn) de operadores lineares

auto-adjuntos Tn em um espaço de Hilbert H é uma sequência (Tn) que é ou monótona

crescente, isto é,

T1 ≤ T2 ≤ T3 ≤ · · ·

ou monótona decrescente, isto é,

T1 ≥ T2 ≥ T3 ≥ · · ·

Uma sequência monótona crescente tem a seguinte propriedade.(Uma sequência

monótona decrescente terá uma propriedade análoga)

Teorema 2.27. (Sequência monótona) Seja (Tn) uma sequência de operadores lineares auto-

adjuntos limitados em um espaço de Hilbert complexo H tal que

T1 ≤ T2 ≤ · · · ≤ Tn ≤ · · · ≤ K

onde K é um operador linear auto-adjunto limitado em H. Suponha que Tj comuta com K e com

todo Tm. Então (Tn) converge fortemente (Tnx → Tx para todo x ∈ H) e o operador limite T é

linear auto-adjunto limitado e satisfaz T ≤ K.

2.8 operadores de projeção

Um operador de projeção P, ou simplesmente projeção P é dado a partir da soma direta de

um subespaço fechado Y e seu complemento ortogonal Y⊥

H = Y⊕Y⊥

x = y + z
(14)

onde y ∈ Y e z ∈ Y⊥.

Como a soma é direta temos que y é único para todo x ∈ H dado. Assim conseguimos

definir um operador linear

P : H → H
x → y = Px

P é chamado de projeção ortogonal, ou projeção de H em Y, ou projeção em H.



2.8 operadores de proje ç ão 21

Portanto um operador linear limitado P : H → H é uma projeção em H se existir um

subespaço fechado Y de H tal que Y é a imagem de P e Y⊥ é o espaço nulo de P e P|Y
é o operador identidade em Y.

Assim escrevemos (14) como

x = y + z = Px + (I − P)x.

Vemos então que a projeção de H em Y⊥ é I − P.

Podemos usar também a seguinte caracterização:

Teorema 2.28. (Projeção) Um operador linear limitado P : H → H em um espaço de Hilbert

H é uma projeção se, e somente se, P é auto-adjunto e idempotente (P2 = P).

Veremos que projeções tem propriedades relativamente simples, isto nos impele a

representar operadores lineares mais complicados através destes, resultando na chamada

representação espectral. Este nome é devido ao fato de que as projeções usadas para esta

representação estão relacionadas com o espectro do operador.

Agora veremos propriedades básicas de projeções, primeiro que projeções são sempre

operadores positivos.

Teorema 2.29. (Positividade) Para qualquer projeção P em um espaço de Hilbert H.

〈Px, x〉 =‖ Px ‖2; (15)

P ≥ 0; (16)

‖ P ‖≤ 1; ‖ P ‖= 1 se P(H) 6= {0} . (17)

Nem sempre o produto de projeções será uma projeção, mas podemos garantir o

seguinte.

Teorema 2.30. (Produto de projeções) Considerando projeções em um espaço de Hilbert H, as

seguintes afirmações são válidas:

(a) P = P1P2 é uma projeção em H se, e somente se, as projeções P1 e P2 comutam, isto é,

P1P2 = P2P1. Então P projeta H em Y = Y1 ∩Y2, onde Yj = Pj(H)

(b) Dois subespaços fechados Y e V de H são ortogonais se, e somente se, as projeções

correspondentes satisfazem PYPV = 0.
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Também, nem sempre a soma de projeções é uma projeção.

Teorema 2.31. (Soma de projeções) Sejam P1 e P2 projeções em um espaço de Hilbert H. Então:

(a) A soma P = P1 + P2 é uma projeção em H se, e somente se, Y1 = P1(H) e Y2 = P2(H) são

ortogonais.

(b) Se P = P1 + P2 é uma projeção, P projeta H para Y = Y1 ⊕Y2.

O teorema que segue se refere à relação de ordem parcial definida por P1 ≤ P2 e é

uma ferramenta básica para o entendimeto e resolução de teoremas que seguirão.

Teorema 2.32. (Ordem Parcial) Sejam P1 e P2 projeções definidas em um espaço de Hilbert H.

Denote por Y1 = P1(H) e Y2 = P2(H) os subespaços no qual H é projetado por P1e P2, e sejam

N(P1) e N(P2) os espaços nulos dessas projeções. Então as seguintes condições são equivalentes.

(1) P2P1 = P1P2 = P1

(2) Y1 ⊂ Y2

(3) N(P2) ⊂ N(P1)

(4) ‖P1x‖≤ ‖P2x‖ para todo x ∈ H

(5) P1 ≤ P2

Já foi considerada a soma de projeções e agora será considerada a diferença ou

subtração de projeções. O teorema acima é aplicado na demonstração deste teorema

que segue.

Teorema 2.33. (Diferença de Projeções) Sejam P1 e P2 projeções em um espaço de Hilbert H.

Então

(a) A diferença P = P2− P1 é uma projeção em H se, e somente se, Y1 ⊂ Y2, onde Yj = Pj(H).

(b) Se P = P2 − P1 é uma projeção, P projeta H em Y, onde Y é o complemento ortogonal de

Y1 em Y2.

A partir destes dois últimos teoremas podemos derivar um resultado básico sobre a

convergência de uma sequência monótona crescente de projeções.

Teorema 2.34. (Sequência monótona crescente) Seja (Pn) uma sequência monótona crescente de

projeções Pn definidas em um espaço de Hilbert H. Então

(a) P é um operador de convergência forte , diga-se Pnx → Px para todo x ∈ H, e o

operador limite P é uma projeção definida em H.

(b) P projeta H em
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P(H) =
∞⋃

n=1

Pn(H)

(c) P tem o espaço nulo

N(P) =
∞⋂

n=1

N(Pn)

2.9 fam ília espectral

Agora temos como objetivo a representação de operadores lineares auto-adjuntos

limitados em um espaço de Hilbert em termos de projeções, pois podemos assim mais

facilmente investigar suas propriedades. Chama-se a esta representação de representação

espectral do operador em questão.

Para um operador linear auto-adjunto limitado T : H → H dado, obtemos uma

representação espectral de T através de uma família de projeções que é chamada de

família espectral associada a T. Primeiro será estudado o conceito de uma família espectral.

Aqui pode-se adicionar motivação para o caso de dimensão finita

Definição 2.35. (Família espectral) Uma família espectral é uma família a um parâmetro

E = (Eλ)λ∈R de projeções Eλ definidas em um espaço de Hilbert H (de qualquer dimensão) que

depende de uma parâmetro real λ e é tal que para ∀x ∈ H
(1) Eλ ≤ Eµ portanto EλEµ = EµEλ (λ < µ)

(2a)

lim
λ→−∞

Eλx = 0

(2b)

lim
λ→+∞

Eλx = x

(3)

Eλ+0x = lim
µ→λ+0

Eµx = Eλx

Disto temos que a família espectral real pode ser considerada como um mapeamento

R −→ B(H,H)

λ 7 −→ Eλ
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que a cada λ ∈ R faz corresponder uma projeção Eλ ∈ B(H,H), lembrando que B(H,H)

é o espaço dos operadores lineares limitados de H em H.

E é chamado de uma família espectral em um intervalo [a, b] se 00.00.0000

Eλ = 0 para λ < a, Eλ = I para λ ≥ b Observa-se que (2*) implica em (2a) e (2b).

O limite µ→ λ + 0 em (3) indica que só se considera valores tais que µ > λ

2.10 fam ília espectral de um operador linear

auto-adjunto limitado

A um operador linear auto-adjunto limitado T : H → H em um espaço de Hilbert

complexo H podemos associar uma família espectral E tal que E pode ser usada para

uma representação espectral de T.

Para definir E serão necessários os operadores Tλ = T − λI, a raiz quadrada positiva

de T2
λ , Bλ = (T2

λ)
1
2 , e o operador T+

λ = 1
2 (Bλ + Tλ) que é chamado de parte positiva de Tλ.

A família espectral E de T é então definida por E = (Eλ)λ∈R, onde Eλ é a projeção de

H no espaço nulo N(T+
λ ) de T+

λ .

Iremos provar que E é de fato uma família espectral segundo a Definição 32. A prova

disto produz uma ferramenta para encontrarmos a representação espectral.

Consideraremos os operadores

B = (T2)1/2 (raiz quadrada positiva de T2)

T+ = 1
2 (B + T) (parte positiva de T)

T− = 1
2 (B− T) (parte negativa de T)

e a projeção de H no espaço nulo de T+, denotada por E

E : H → Y = N(T+)

Por subtração e adição de T+ e T− temos que

T = T+ − T−

B = T+ + T−

Tais operadores possuem as propriedades descritas no lema que segue.
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Lema 2.36. (Operadores relacionados a T) Os operadores já definidos possuem as seguintes

propriedades

(a) B, T+ e T− são limitados e auto-adjuntos;

(b) B, T+ e T− comutam com todo operador linear limitado que comuta com T, em particular

BT = TB, TT = TT+, T−T = TT−e T+T− = T−T+;

(c) B, T+ e T− comutam com todo operadores linear auto-adjunto limitado, em particular

ET = TE, EB = BE;

(d) Além disso

T+T− = 0 T−T+ = 0

T+E = ET+ = 0 T−E = ET− = T−

TE = −T− T(I − E) = T+

T+ ≥ 0 T− ≥ 0

Agora, em vez de considerarmos T iremos considerar Tλ = T − λI. Em vez de B,

T+, T− e E nós tomaremos Bλ = (T2
λ)1/2, e os outros operadores serão T+

λ = 1
2 (Bλ + Tλ),

T−λ = 1
2 (Bλ − Tλ) e a projeção Eλ : H → Yλ = N(T+

λ ) de H no espaço nulo Yλ = N(T+
λ )

de T+
λ .

A partir do Lema 2.36 anterior torna-se fácil provar o seguinte.

Lema 2.37. (Operadores relacionados à Tλ) O Lema anterior permanece verdadeiro se substi-

tuirmos T, B, T+, T−, E por Tλ, Bλ, T+
λ , T−λ , Eλ respectivamente, onde λ é real. Além disso, os

seguintes operadores comutam: Tκ, Bλ, T+
µ , T−ν , Eτ.

Agora podemos provar que dado um operador linear auto-adjunto limitado T, pode-

se definir uma família espectral E = (Eλ) de modo único. Este E é chamado de família

espectral associada ao operador T.

Teorema 2.38. (Família espectral associada a um operador) Seja T : H → H um operador

linear auto-adjunto limitado em um espaço de Hilbert complexoH. Seja Eλ (λ real) uma projeção

de H no espaço nulo Yλ = N(T+
λ ) da parte positiva T+

λ de Tλ = T − λI. Então E = (Eλ)λ∈R é

uma família espectral no intervalo [m, M] ⊂ R, onde m e M são

m = inf
‖x‖=1

〈Tx, x〉 M = sup
‖x‖=1

〈Tx, x〉 (18)

Demonstração. Iremos provar

λ < µ⇒ Eλ ≤ Eµ (19)
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λ < m⇒ Eλ = 0 (20)

λ ≥ M⇒ Eλ = I (21)

µ −→ λ + 0⇒ Eµx −→ Eλx (22)

Usaremos as seguintes partes extraídas do Lema 2.37, mas reformulando para Tλ, Tµ,

T+
λ , T−λ , Eλ.

T+
µ T−µ = 0, (23)

TλEλ = −T−λ , Tλ(I − Eλ) = T+
λ , TµEµ = −T−µ , (24)

T+
λ ≥ 0, T−λ ≥ 0, T+

µ ≥ 0, T−µ ≥ 0. (25)

Prova de (19):

Seja λ < µ. Nós temos que Tλ = T+
λ − T−λ ≤ T+

λ pois −T−λ ≤ 0 por (25). Portanto

T+
λ − Tµ ≥ Tλ − Tµ = (µ− λ)I ≥ 0.

T+
λ − Tµ é auto-adjunto e comuta com T+

µ pelo Lema 2.37. E T+
µ ≥ 0 por (25). De

T+
λ ≥ Tµ, temos T+

µ (T+
λ − Tµ) = T+

µ (T+
λ − T+

µ + T−µ ) ≥ 0.

Aqui T+
µ T−µ = 0 por (23). Portanto T+

µ T+
λ ≥ (T+

µ )2. Isto é, para todo x ∈ H,

〈
T+

µ T+
λ x, x

〉
≥
〈

(T+
µ )2x, x

〉
= ‖T+

µ x‖≥ 0

Isto mostra que T+
λ x = 0 implica T+

µ x = 0. Portanto N(T+
λ ) ⊂ N(T+

µ ), então Eλ ≤ Eµ

pelo Teorema 2.25.

Prova de (20):

Seja λ < m, mas suponha que Eλ 6= 0. Então Eλz 6= 0 para algum z. Defina x = Eλz.

Então Eλx = E2
λz = Eλz = x, podemos assumir ‖x‖= 1 sem perda de generalidade. Segue

que
〈TλEλx, x〉 = 〈Tλx, x〉

= 〈Tx, x〉 − λ 〈x, x〉
= 〈Tx, x〉 − λ

≥ inf‖x̃‖=1 〈Tx̃, x̃〉 − λ

≥ m− λ > 0
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Mas isto contradiz TλEλ = −T−λ ≤ 0, que é obtido de (23) e (24).

Prova de (21):

Suponha que λ > M, mas Eλ 6= I. Então I − Eλ 6= 0 e (I − Eλ)x = x para algum x de

norma ‖x‖= 1. Portanto

〈Tλ(I − Eλ)x, x〉 = 〈Tλx, x〉
= 〈Tx, x〉 − λ 〈x, x〉
= 〈Tx, x〉 − λ

≤ sup‖x̃‖=1 〈Tx̃, x̃〉 − λ

≤ M− λ > 0

Mas isto contradiz Tλ(I − Eλ) = T+
λ ≥ 0 que é obtido de (24) e (25). Também EM = I

pela continuidade à direita que será provada a seguir.

Prova de (22):

A um intervalo ∆ = (λ, µ] nós associamos o operador E(∆) = Eµ − Eλ.

Como λ < µ, nós temos que Eλ ≤ Eµ por (19), assim Eλ(H) ⊂ Eµ(H) pelo Teorema

2.32, e E(∆) é uma projeção pelo Teorema 2.33. Novamente pelo Teorema 2.32 temos

EµE(∆) = E2
µ − EµEλ = Eµ − Eλ = E(∆)

(I − Eλ)E(∆) = E(∆)− Eλ(Eµ − Eλ)

= E(∆)− EλEµ + Eλ = E(∆)

(26)

Como E(∆), T−µ e T+
λ são positivos e sabemos que comutam pelo Lema 2.37, os

produtos T−µ E(∆) e T+
λ E(∆) são positivos pelo Teorema 2.25. Assim por (26) e (24) temos

TµE(∆) = TµEµE(∆) = TµEµE(∆) ≤ 0

TλE(∆) = Tλ(I − Eλ)E(∆) = T+
λ E(∆) ≥ 0.

Isto implica TE(∆) ≤ µE(∆) e TE(∆) ≥ λE(∆), que juntos são

λE(∆) ≤ TE(∆) ≤ µE(∆), E(∆) = Eµ − Eλ. (27)

Mantemos λ fixo e fazemos µ −→ λ pela direita de modo monótono. Então E(∆)x −→
P(λ)x como análogo do Teorema (2.27) para sequências decrescentes. Aqui P(λ) é

limitado e auto-adjunto. Como E(∆) é idempotente, então P(λ) também é. Assim, P(λ)

é uma projeção. Também λP(λ) = TP(λ) por (27).
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Pela definição, Eλ projeta H em N(T+
λ ). Consequentemente, temos EλP(λ)x = P(λ)x,

isto é, EλP(λ) = P(λ).

Por outro lado, se fizermos µ −→ λ + 0 em (26) então

(I − Eλ)P(λ) = P(λ)

As duas dão P(λ) = 0. Lembrando que E(∆)x −→ P(λ)x, vemos que isto prova(22),

isto é, E é contínuo pela direita.

Isto completa a prova que E = (Eλ) dada no teorema é uma família espectral em

[m, M].

2.11 representação espectral de operadores

lineares auto-adjuntos limitados

Agora nosso objetivo será mostrar que E pode ser usada para obter uma representação

de T, esta é uma representação integral que envolve E e é tal que 〈Tx, y〉 é representada

por uma integral de Riemann-Stieltjes.

Teorema 2.39. (Teorema Espectral para Operadores Lineares Auto-Adjuntos Limitados) Seja

T : H → H um operador linear auto-adjunto limitado em um espaço de Hilbert complexo H.

Então

(a) T tem uma representação espectral

T =
M∫

m−0

λdEλ (28)

onde E = (Eλ) é a família espectral associada a T. A integral é entendida no sentido de

convergência operatorial uniforme (convergência na norma B(H,H)), e para todo x, y ∈ H

〈Tx, y〉 =
M∫

m−0

λdw(λ) w(y) = 〈Eλx, y〉 (29)

em que a integral é uma integral de Riemann-Stieltjes.

(b) de modo mais geral, se p é um polinômio em λ com coeficiente reais, digamos

p(λ) = αnλn + αn−1λn−1 + · · · + α0
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então o operador p(T) definido por

p(T) = αnTn + αn−1Tn−1 + · · · + α0 I

tem a representação espectral

p(T) =
M∫

m−0

p(λ)dEλ (30)

e para todo x, y ∈ H

〈p(T)x, y〉 =
M∫

m−0

p(λ)dw(λ), w(λ) = 〈Eλx, y〉 (31)

Nota. m− 0 é escrito para indicar que deve-se levar em conta uma contribuição em λ = m

que ocorre se Em 6= 0 (e m 6= 0), assim, usando qualquer a < m, podemos escrever

M∫
a

λdEλ =
M∫

m−0

λdEλ = mEm +
M∫

m

λdEλ

Similarmente

M∫
a

p(λ)dEλ =
M∫

m−0

λdEλ = p(m)Em +
M∫

m

p(λ)dEλ

Demonstração. (a) Escolhendo uma sequência (Pn) de partições de (a, b], onde a < m e

b > M, temos que todo Pn é partição de (a, b] em intervalos

∆nj = (λnj, µnj]

onde j = 1, ..., n e o tamanho do intervalo é l(∆nj) = µnj − λnj. Da definição de partição

temos que µnj = λnj+1 para j = 1, ..., n− 1. Assumimos que a sequência (Pn) seja tal que

η(Pn) := max
j

l(∆nj) −→ 0 (32)

quando n −→ ∞. Nós usamos (27) com ∆ = ∆nj, isto é,

λnjE(∆nj) ≤ TE(∆nj) ≤ µnjE(∆nj)
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Somando sobre j de 1 até n nós obtemos para todo n

n

∑
j=1

λnjE(∆nj) ≤
n

∑
j=1

TE(∆nj) ≤
n

∑
j=1

µnjE(∆nj) (33)

Como µnj = λnj+1 para j = 1, ..., n− 1, usando (20) e (21) nós temos

T
n

∑
j=1

E(∆nj) = T
n

∑
j=1

(Eµnj − Eλnj) = T(Eµnn − Eλn1) = T(I − 0) = T,

então ∑n
j=1 E(∆nj) = I. Fórmula (32) implica que para todo ε > 0 existe um n tal que

n(Pn) < ε, portanto em (33) nós temos

0 ≤
n

∑
j=1

µnjE(∆nj)−
n

∑
j=1

λnjE(∆nj) =
n

∑
j=1

(µnj − λnj)E(∆nj) < ε
n

∑
j=1

E(∆nj) < εI.

Disto e de (33) segue que, dado qualquer ε > 0, existe um N tal que para todo n > N

e toda a escolha de λ̂nj ∈ ∆nj nós temos

‖T −
n

∑
j=1

λ̂njE(∆nj)‖< ε

De (33) temos que T = ∑n
j=1 TE(∆nj) ≤ ∑n

j=1 µnjE(∆nj) e 0 ≤ ∑n
j=1 TE(∆nj)−∑n

j=1 λ̂njE(∆nj) ≤
∑n

j=1 µnjE(∆nj)−∑n
j=1 λ̂njE(∆nj) < εI, o que implica

‖T −
n

∑
j=1

λ̂njE(∆nj)‖< ε (34)

Como Eλ é contante para λ < m e para λ > M, a esolha particular de um a < m e

um b > M é imaterial.

Isto prova (28), onde (34) nos mostra que a integral é entendida no sentido de um

operador convergente uniforme. O produto interno é contínuo e a soma em (34) é de

Stieltjes. Portanto (28) implica (29) para toda escolha de x e y em H.

(b) iremos provar o teorema para polinômios começando com p(λ) = λr, onde r ∈N.

Para qualquer κ < λ ≤ µ < ν nós temos de (1) da Definição (2.35)

(Eλ − Eκ)(Eµ − Eν) = EλEµ − EλEν − EκEµ + EκEν

= Eλ − Eλ − Eκ + Eκ = 0
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Isto mostra que E(∆nj)E(∆nk) = 0 para j 6= k. Também como E(∆nj)s = E(∆nj) para todo

s = 1, 2, ..., consequentemente, nós obtemos

[
n

∑
j=1

λ̂njE(∆nj)

]r

=
n

∑
j=1

λ̂r
njE(∆nj) (35)

Se a soma em (34) se aproxima de T, a expressão em (35) do lado esquerdo se

aproximará de Tr, pois a multiplicação (composição) de operadores lineares limitados é

contínuo. Assim, por (35), dado ε > 0, existe N tal que para todo n > N

‖Tr −
n

∑
j=1

λ̂r
njE(∆nj)‖< ε.

Isto prova (30) e (31) para p(λ) = λr. Disto, as duas fórmulas (30) e (31) seguem para

um polinômio arbitrário com coeficientes reais

A determinação da família espectral para um dado operador linear auto-adjunto

limitado não é fácil no geral. Em alguns casos, relativamente simples, a família pode

ser conjecturada de (28).

Agora iremos listar algumas propriedades de operadores p(T) que nos ajudarão na

extensão do teorema espectral para funções contínuas gerais.

Teorema 2.40. (Propriedades de p(T)) Seja T como no teorema anterior e sejam p, p1 e p2

polinômios com coeficientes reais. Então

(a) p(T) é auto-adjunto

(b) Se p(λ) = αp1(λ) + βp2(λ), então p(T) = αp1(T) + βp2(T)

(c) Se p(λ) = p1(λ)p2(λ), então p(T) = p1(T)p2(T)

(d) Se p(λ) ≥ 0 para todo λ ∈ [m, M], então p(T) ≥ 0

(e) Se p1(λ) ≤ p2(λ) para todo λ ∈ [m, M], então p1(T) ≤ p2(T)

(f) ‖p(T)‖≤ maxλ∈J |p(λ)|, onde J = [m, M]

(g) Se um operador linear limitado comuta com T, também comuta com p(T)

Esse teorema é uma importante ferramenta para generalizar o teorema espectral.
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2.12 extensão do teorema espectral para fun-

ções cont ínuas

Queremos estender o teorema espectral para operadores f (T), onde T é limitado e f é

uma função contínua a valores reais. Primeiramente devemos definir o que queremos

dizer por f (T).

Seja T : H → H um operador linear auto-adjunto limitado em um espaço de Hilbert

complexo H, seja f uma função real contínua em [m, M], tomados como em (18). Então,

pelo Teorema de Aproximação de Weierstrass, sabemos que existe uma sequência de

polinômios (pn) com coeficientes reais tal que

pn(λ) −→ f (λ)

uniformemente em [m, M]. Correspondendo a isso temos uma sequência de operadores

lineares auto-adjuntos limitados pn(T). Pelo Teorema 2.40

‖pn(T)− pr(T)‖≤ max
λ∈J
|pn(λ)− pr(λ)|

onde J = [m, M]. Mas pn(λ) −→ f (λ), logo, dado ε > 0, existe N tal que |pn(λ)− pr(λ)|<
ε para todo n, r > N, ou seja, (pn(T)) é de Cauchy e tem um limite em B(H,H), pois

B(H,H) é completo.

Deste modo definimos f (T) como sendo este limite pn(T) −→ f (T). Também é

possível ver que f (T) está bem definida, ou seja, não depende da escolha dos polinômios

que convergem à f uniformemente. Tendo isto em vista, podemos estender nosso

Teorema Espectral inicial para funções contínuas a valores reais.

Teorema 2.41. (Teorema Espectral) Seja T : H → H um operador linear auto-adjunto limitado

atuando em um espaço de Hilbert complexo H e f uma função real contínua em [m, M]. Então

f (T) tem representação espectral

f (T) =
M∫

m−0

f (λ)dEλ (36)
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onde E = (Eλ) é a família espectral associada a T, a integral é entendida no sentido de um

operador uniformemente convergente. Para todo x, y ∈ H temos

〈 f (T)x, y〉 =
M∫

m−0

f (λ)dw(λ) w(λ) = 〈Eλx, y〉 (37)

em que a integral é uma integral de Riemann-Stieltjes.

Uma propriedade da família espectral E = (Eλ) é que esta é a única família em

[m, M] que nos leva à representação em (36) e (37). As propriedades de p(T) listadas no

Teorema 2.40 se estendem para f (T), e podemos formular o seguinte.

Teorema 2.42. (Propriedades de f (T)) O Teorema 2.40 continua válido se p, p1, p2 forem

substituídos por funções contínuas f , f1, f2 de valores reais em [m, M].

2.13 propriedades da fam ília espectral de um

operador linear auto-adjunto limitado

É de interesse que a família espectral E reflita as propriedades do espectro de um jeito

simples. Para isso iremos usar a definição de família espectral junto com a representação

espectral.

Se o espaço H tem dimensão finita temos que a família espectral E tem “saltos”, ou

seja, é descontínua, mais especificamente nos autovalores de T. De fato, Eλ0 − Eλ0−0 6= 0

se e somente se λ é autovalor. Esta propriedade também se reflete no caso de dimensão

infinita.

Teorema 2.43. (Autovalores) Seja T : H → H um operador linear auto-adjunto limitado

em um espaço de Hilbert H complexo e E = (Eλ) a família espectral correspondente. Então

λ 7 −→ Eλ tem uma descontinuidade λ = λ0 (isto é, Eλ 6= Eλ0) se e somente se λ0 é autovalor

de T. Neste caso, o autoespaço correspondente é N(T − λ0 I) = (Eλ0 − Eλ0−0)(H).

Sabemos que o espectro de um operador linear auto-adjunto limitado está no eixo

real de um plano complexo. O eixo real também contém pontos do conjunto resolvente

ρ(T), por exemplo, λ ∈ ρ(T) se λ é real e λ < m ou λ > M.

O próximo teorema irá nos levar à uma caracterização de σc (T), e assim completare-

mos nossa discussão pois σr (T) = ∅.
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Teorema 2.44. (Conjunto Resolvente) Seja T e E = (Eλ) como no teorema anterior. Então λ0

real pertence ao conjunto resolvente ρ(T) de T se, e somente se, existe um γ > 0 tal que E = (Eλ)

é constante no intervalo [λ0 − γ, λ0 + γ].

O Teorema 2.44 também nos mostra que λ0 ∈ σ(T) se, e somente se, E não é

constante em qualquer vizinhança de λ0 em R. Como σr(T) = ∅ e os pontos de

σp(T) correspondem à descontinuidades de E nós chegamos ao seguinte teorema.

Teorema 2.45. (Espectro contínuo) Seja T e E = (Eλ) como no Teorema 2.43. Então λ0 real

pertence ao espectro contínuo σc(T) de T se, e somente se, E é contínuo em λ0 (deste modo

Eλ0 = Eλ0−0) e não é constante em nenhuma vizinhança de λ0 em R.

2.14 exemplos do teorema espectral

Caso com dimensão finita:

Exemplo 2.46. Seja A um operador auto-adjunto no espaço de Hilbert H = Cn. Então existem

autovalores reais {λ1, . . . , λn} (que podem ser repetidos) e uma base ortonormal {v1, . . . , vn} de

Cn autovetores de A, tais que 〈vi,vj〉 = δij e Avi = λivi. Logo A é completamente determinado

por estes autovalores e autovetores

Aw =
n

∑
i=1

〈
vj, w

〉
λjvj. (38)

Para cada j defina Pj como o operador projeção ortogonal do j-ésimo autovetor vj tal que

Pjw =
〈
vj, w

〉
vj. Para todo λ ∈ R, defina

Eλ := ∑
{j:λj≤λ}

Pj (39)

então a família Eλé a família espectral dos operadores projeção para A. Para provar que de fato

Eλ forma uma família espectral então deve satisfazer a Definição 2.35:

Note que para λ < µ
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(
EλEµ

)
w =

(
∑{j:λj<λ} Pj ∑{i:λi<µ} Pi

)
w

= ∑{j:λj<λ} ∑{i:λi<µ} Pj 〈vi, w〉 vi

= ∑{j:λj<λ} ∑{i:λi<µ} 〈vi, w〉
〈
vj, vi

〉
vj

= ∑{j:λj<λ} ∑{i:λi<µ} 〈vi, w〉 δijvj

= ∑{j:λj<λ}
〈
vj, w

〉
vj

= Eλ.

Analogamente temos EµEλ = Eλ.

É óbvio que lim{λ→−∞} Eλx = 0 e lim{λ→∞} Eλx = x. Por último,

lim
µ→λ+0

Eµx = Eλx.

De (38) e da definição de Eλ temos que:

A =
∫ ∞

−∞
λdEλ.

Caso com dimensão infinita:

Exemplo 2.47. Aqui veremos que mesmo para espaços de Hilbert com dimensão infinita,

contanto que o operador A tenha uma base ortonormal e completa de autovetores, a situação

similar ao do caso com dimensão finita, como no Exemplo 2.46. Sejam I = (0, 1) ⊂ R eH = L2(I)

o espaço das funções de quadrado integrável. Defina

D(A) = {ψ ∈ H : ψ′ ∈ H, ψ(0) = ψ(1)}

e (Aψ) = ıψ′(x). Seja ej(x) = e−2πıjx, então Aej = 2π jej. Disso temos que cada ej é um

autovetor, com autovalor λj = 2π j. Note que {ej}∞
j=−∞ é uma base ortonormal completa de

H.Agora, analogamente à (38), temos

Aψ =
∞

∑
j=−∞

〈
ej, ψ

〉
λjej

para ψ ∈ D(A). Defina Pjw =
〈
ej, ψ

〉
ej, então para todo λ ∈ R, defina

Eλ := ∑
j:λj≤λ

Pj.

Então, analogamente ao Exemplo 2.46, {Eλ} será uma família espectral para A.
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2.15 operadores ilimitados e o laplaciano

O estudo de operadores ilimitados foi estimulado para construir uma fundamentação

matemática rigorosa para mecânica quântica. Aqui, para que o adjunto, A∗, de um

operador A exista e seja único é necessário que A esteja densamente definido em H,

D(A) seja denso em H. Além disso, se A é simétrico e ilimitado então seu domínio não

pode ser todo H.

Analisaremos o operador Laplaciano, ∆, para que depois seja mais simples analisar-

mos o Hamiltoniano como H = ∆ + V, onde V é o potencial.

Seja A um operador linear em um espaço de Banach X com domínio D(A) ⊂ X.

Definimos que A é invertível se existe um operador limitado, A−1, tal que A−1 :

X → D(A) com AA−1 = 1X e A−1A = 1D(A). Note que fazemos distinção entre ser

invertível e inversível, pois a inversa de A pode ser ilimitada. Agora iremos considerar

a invertibilidade de A− λI, onde I é o operador identidade em X e λ ∈ C. Isto nos

dará uma decomposição disjunta de C.

Definição 2.48. Seja A um operador linear em X com domínio D(A).

(1) O espectro de A, σ(A), é conjunto dos pontos λ ∈ C para os quais A− λI não é invertível.

(2) O conjunto resolvente de A, ρ(A), é o conjunto de todos os pontos λ ∈ C para os quais

A− λI é invertível.

Discutiremos brevemente algumas questões em relação aos critérios para que um

operador ilimitado seja auto-adjunto e apresentaremos algumas outras definições.

Definição 2.49. Um operador A em um domínio denso D(A) é simétrico se para todo u, v ∈
D(A)

〈Au, v〉 = 〈u, Av〉

Com esta definição nos basta apenas algumas noções em Teoria das Distribuições, [23, 24],

para termos o seguinte exemplo de operador simétrico.

Exemplo 2.50. O Laplaciano, denotado por ∆, onde ∆ = ∑n
i=1

∂2

∂x2
i
, é simétrico em H2(Rn).

Antes de provarmos o exemplo acima definiremos o espaço H2(Rn).

H2(Rn) é o espaço de Sobolev de ordem 2, mais especificamente é o espaço de Banach

obtido como o conjunto (C∞
0 (Rn), ‖.‖2,2) com
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‖ f ‖2,2=

 ∑
|σ|≤2

n

∑
i=1

∥∥∥∥∥∂σi f
∂xσi

i

∥∥∥∥∥
2

2

1/2

ou com sua norma equivalente

‖ f ‖2
2≡

∫
(1 + ‖k‖2)2| f̂ (k)|2dk

onde f̂ é a Transformada de Fourier de f

f̂ (k) ≡ (2π)
−n
2

∫
e−ık·x f (x)dx

Demonstração. O Laplaciano ∆ é simétrico em H2(Rn), onde definimos 〈 f , g〉 =
∫

f g

para f , g ∈ H2(Rn)

Uma das propriedades da Transformada de Fourier que pode ser facilmente obtida é(
∂̂ f
∂xi

)
(k) = −ıki f̂ (k)

Logo, similarmente, (∆̂ f )(k) = −‖k‖2 f̂ (k), onde ‖k‖2= ∑n
i=1 k2

i . Também temos pelo

Teorema de Plancherel
〈

f̂ , ĝ
〉

= 〈 f , g〉 ou seja
∫

f̂ ĝ =
∫

f ḡ. Considerando o produto

interno como

〈u, v〉 = ∑
|σ|≤2

n

∑
i=1

∫
∂σi u
∂xσi

i

∂σi v̄
∂xσi

i
.

〈∆u, v〉 = ∑|σ|≤2 ∑n
i=1
∫

∂σi ∆̂u
∂x

σi
i

∂σi ̂̄v
∂x

σi
i

= ∑|σ|≤2 ∑n
i,j=1

∫ (
−‖k‖2kik jûkik ĵ̄v)

= ∑|σ|≤2 ∑n
i,j=1

∫ (
kik jûkik j(−‖k‖2̂̄v)

)
= ∑|σ|≤2 ∑n

i,j=1
∫ (

kik jûkik j(∆̂v̄)
)

= ∑|σ|≤2 ∑n
i=1
∫

∂σi u
∂x

σi
i

∂σi ∆v̄
∂x

σi
i

= 〈u, ∆v〉 .

Definição 2.51. Seja A um operador(não necessariamente limitado) em um espaço de Hilbert

H. O adjunto de A, A∗, é definido no domínio

D(A∗) ≡ {x ∈ H; |〈Ay, x〉 |≤ Cx‖y‖ para algum Cx (independente de y) e para todo y ∈ D(A)}

como um mapa A∗ : D(A∗)→ H satisfazendo 〈Ay, x〉 = 〈y, A∗x〉 para todo y ∈ D(A) e todo

x ∈ D(A∗).
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Agora que definimos adjunto de um operador para o caso geral, podemos definir o

que é um operador auto-adjunto.

Definição 2.52. Um operador A é chamado auto-adjunto se A = A∗, ou seja, se A é simétrico e

D(A) = D(A∗).

Para operadores limitados não havia diferença entre ser simétrico e ser auto-adjunto, pois

|〈Ay, x〉 |≤ ‖Ay‖‖x‖≤ ‖A‖‖x‖‖y‖ e podemos tomar Cx = ‖A‖‖x‖.

Teorema 2.53. Seja A : D(A)→ H um operador linear auto-adjunto densamente definido no

espaço de Hilbert H. Então λ ∈ ρ(A) se, e somente se, existe c > 0 tal que para todo x ∈ D(A)

‖Aλx‖≥ c‖x‖ (40)

onde Aλ = A− λI := A− λ.

Demonstração. Seja λ ∈ ρ(A) então pela Definição 2.4 temos que o resolvente Rλ =

(A− λ)−1 existe e é limitado, ‖Rλ‖= k > 0. Como Rλ Aλx = x para x ∈ D(A)

‖x‖= ‖Rλ Aλx‖≤ ‖Rλ‖‖Aλx‖= k‖Aλx‖

dividindo por k temos ‖Aλx‖≥ c‖x‖, onde c = 1
k .

Iremos dar uma noção da implicação de volta. Supondo que ‖Aλx‖≥ c‖x‖ para

algum c > 0 e todo x ∈ D(A). Considere Im(Aλ) = {y|y = Aλx, x ∈ D(A)}, deve-se

mostrar que:

(i) Aλ : D(A)→ Im(Aλ) é bijetiva;

(ii) Im(Aλ) é denso em H;

(iii) Im(Aλ) é fechado.

Isto implicará que o resolvente Rλ = A−1
λ esta definido em todo H. A limitação de Rλ

seguirá de 40, e assim teremos λ ∈ ρ(A).

Do Teorema acima teremos que o espectro de um operador auto-adjunto, seja ele

llimitado ou não, é real.

Teorema 2.54. O espectro σ(A) de um operador linear auto-adjunto A : D(A) → H é real e

fechado, onde H é um espaço de Hilbert complexo e D(A) é denso em H.

Demonstração. Primeiro iremos provar que σ(A) ⊂ R. Para x 6= 0 em D(A) temos

〈Aλx, x〉 = 〈Ax, x〉 − λ 〈x, x〉 ,
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como 〈Ax, x〉 = 〈x, Ax〉 = 〈Ax, x〉 então 〈x, x〉 e 〈Ax, x〉 são reais. Assim

〈Aλx, x〉 = 〈Ax, x〉 − λ 〈x, x〉 .

Escrevendo λ = α + ıβ com α, β ∈ R temos que λ = α− ıβ e disso

〈Aλx, x〉 − 〈Aλx, x〉 =
(
λ− λ

)
〈x, x〉 = 2ıβ‖x‖2,

enquanto que o lado esquerdo fica−2ıim 〈Aλx, x〉, onde im 〈Aλx, x〉 é a parte imaginária

de 〈Aλx, x〉. Como a parte imaginária de um número é sempre menor ou igual ao valor

absoluto, pela desigualdade de Schwarz ficamos com

|β|‖x‖2≤ |〈Aλx, x〉| ≤ ‖Aλx‖‖x‖.

Como ‖x‖6= 0 podemos dividir ambos os lados por ‖x‖ e disto |β|‖x‖≤ ‖Aλx‖,
∀x ∈ D(A). Se λ não for real então β 6= 0, então λ ∈ ρ pelo Teorema 2.53. Assim temos

que σ(A) é real.

Agora iremos provar que σ(A) é fechado. Provaremos que seu complemento ρ(A) é

aberto. Seja λ0 ∈ ρ(A) então para λ suficientemente perto de λ0 teremos que λ ∈ ρ(A).

Pela desigualdade triangular

‖Ax− λ0x‖ = ‖Ax− λ0x− λx + λx‖
≤ ‖Ax− λx‖+|λ− λ0|‖x‖

ou também podemos escrever ‖Ax− λx‖≥ ‖Ax− λ0x‖−|λ− λ0|‖x‖. Como λ0 ∈ ρ(A),

pelo Teorema 2.53, existe c > 0 tal que para todo x ∈ D(A) temos ‖Ax− λ0x‖≥ c‖x‖.
Agora assuma λ perto de λ0, |λ− λ0|≤ c

2 , então ficamos com

‖Ax− λx‖≥ c‖x‖−1
2

c‖x‖= 1
2

c‖x‖.

Novamente pelo Teorema 2.53 temos que λ ∈ ρ(A). Concluindo que existe uma

vizinhança aberta de λ0 inteiramente contida em ρ(A), portanto ρ(A) é um conjunto

aberto e assim σ(A) = C\ρ(A) é fechado.

Com isto podemos provar a seguinte Proposição.

Proposição 2.55. Seja um operador A auto-adjunto densamente definido. Então A ≥ 0 se, e

somente se, σ(A) ⊂ [0, ∞).
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Demonstração. Com A ≥ 0, queremos dizer que A é positivo, ou seja, 〈u, Au〉 ≥ 0 para

qualquer u ∈ D(A). Provaremos aqui somente a primeira implicação, se A ≥ 0 então

σ(A) ⊂ [0, ∞).

Seja λ ∈ R, então ‖(A− λ)u‖2= ‖Au‖2+|λ|2‖u‖−2λ 〈u, Au〉.
Com λ < 0 temos claramente que ‖(A− λ)u‖2≥ |λ|2‖u‖, logo pelo Teorema 2.53

temos que λ < 0 está em ρ(A). Portanto σ(A) ∈ [0, ∞)

A próxima proposição é simples, porém será necessária para podermos determinar o

domínio onde o operador ∆ é auto-adjunto.

Proposição 2.56. Se A é fechado e simétrico, então Im(A± ı) é fechado.

Demonstração. Tome A fechado e simétrico, seja (A± ı)yn sequência em Im(A± ı) conver-

gente, então ‖(A± ı)yn‖2= 〈(A± ı)yn, (A± ı)yn〉 = ‖Ayn‖2+‖yn‖2, onde usamos sime-

tria 〈yn, Ayn〉 = 〈Ayn, yn〉. Como A é fechado então Ayn → Ay ∈ Im(A) e ±ıyn → ±ıy

e deste modo (A± ı)yn → (A± ı)y ∈ Im(A± ı). Logo Im(A± ı) é fechado.

Trataremos o Laplaciano ∆ separadamente e depois analisaremos o operador Hamil-

toniano ou de Schrödinger H = −∆ + V. Primeiro veremos como é seu espectro.

Teorema 2.57. O espectro do operador −∆ em H2(Rn) é σ(−∆) ⊂ [0, ∞).

Demonstração. Temos λ ∈ ρ (∆) ⇐⇒ ∆− λ é invertível. Suponha que existe (∆− λ)−1,

então dado f ∈ Im (∆− λ), existe um único u ∈ D (∆− λ) tal que

(∆− λ) u = f ⇐⇒
(
−‖k‖2 − λ

)
û = f̂ ⇐⇒ û =

(
−‖k‖2 − λ

)−1
f̂

ou seja, λ deve ser positivo, λ ∈ (0, ∞). Logo, σ (∆) ⊂ (−∞, 0].

Teorema 2.58. Seja A um operador linear densamente definido, então Im(A)⊕ Ker(A∗) = H.

Iremos provar que o complemento ortogonal de Im(A) é Ker(A). Seja u ∈ Im(A) e

v ∈ Ker(A∗), então existe f ∈ D(A) tal que u = A f , assim

〈u, v〉 = 〈A f , v〉 = 〈 f , A∗v〉 = 0

e portanto Ker(A∗) ⊂ (Im(A))⊥. Agora tome w ∈ (Im(A))⊥, para algum u = A f ∈
Im(A) temos

0 = 〈u, w〉 = 〈A f , w〉 = 〈 f , A∗w〉 ,
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pois 〈A f , w〉 = 0 implica que w ∈ D(A∗). Como A é densamente definido então

devemos ter A∗w = 0 e disto segue que w ∈ Ker(A∗), ou seja, (Im(A))⊥ ⊂ Ker(A∗).

É relativamente fácil provar que um operador é simétrico, porém suas propriedades

são mais fracas, ou seja, ser auto-adjunto nos dá mais informações do operador do

que a propriedade simétrica. Entretanto é mais difícil provar que um operador A é

auto-adjunto, pois o cálculo de D(A∗) para provarmos que D(A) = D(A∗) não é natural,

então precisamos de certos critérios.

Teorema 2.59. (Critério Básico Para um Operador ser Auto-Adjunto) Seja A um operador

simétrico fechado densamente definido. Então as seguintes afirmações são equivalentes

(a) A é auto-adjunto em H
(b) Ker(A∗ ± ı) = {0}
(c) Im(A± ı) = H

Demonstração. As afirmações (b) e (c) são equivalentes pois Ker(A∗)⊕ Im(A) = H e do

enunciado temos que Im(A± ı) é fechado pelo Teorema 2.56.

(a) implica (b) pois σ(A) ⊂ R (se A é auto-adjunto, seu espectro é real).

(b) e (c) implicam (a). Sabemos que D(A) ⊂ D(A∗), precisamos mostrar que D(A∗) ⊂
D(A).

Seja f ∈ D(A∗) e defina φ ≡ (A∗ + ı) f . Por (c), existe uma g ∈ D(A) tal que

(A + ı)g = φ.

Além disso, como A é simétrico e g ∈ D(A) ⊂ D(A∗), Ag = A∗g.

Portanto temos

(A∗ + ı) f = φ = (A∗ + ı)g ou (A∗ + ı)( f − g) = 0

Por (b), f = g e disso resulta f ∈ D(A). Portanto D(A) = D(A∗) e A é auto-adjunto.

Agora veremos um Lema que nos servirá de ferramenta para provarmos quando um

operador, com dadas propriedades, é auto-adjunto.

Lema 2.60. Seja H um operador simétrico, positivo, fechado e densamente definido. Então H é

auto-adjunto se, e somente se, Ker(H∗ + b) = {0} para algum b > 0. Similarmente, se H é um

operador simétrico positivo e densamente definido, então o fecho de H, H∗∗, é auto-adjunto se, e

somente se, esta condição é válida.

Demonstração. (1) Primeiro iremos assumir que Ker(H∗ + b) = {0}. Sem perda de

generalidade podemos tomar b = 1.
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(a) Nosso primeiro passo é mostrar que Im(H + 1) é fechado. Seja un ∈ Im(H + 1)

uma sequência convergente, temos que existe uma sequência { fn} ⊂ D(H) tal que

un = (H + 1) fn. Então

〈 fn, un〉 = 〈 fn, H fn + fn〉 = 〈 fn, H fn〉 + ‖ fn‖2≥ ‖ fn‖2

pois H é positivo, e pela desigualdade de Schwarz ‖ fn‖2≤ 〈 fn, un〉 ≤ ‖ fn‖‖un‖, o que

implica

‖ fn‖≤ ‖un‖ (41)

Como un −→ u, o conjunto {un} é uniformemente limitado (isto é, supn‖un‖< ∞) e

então (41) implica que supn‖ fn‖< ∞. Agora

‖ fn − fm‖ ≤ 〈( fn − fm), (H + 1)( fn − fm)〉
≤ ‖ fn − fm‖‖un − um‖
≤ (‖ fn‖+‖ fm‖)‖un − um‖
≤ C‖un − um‖

onde C ≥ 0, e assim a sequência { fn} é de Cauchy. Como H é fechado, existe

f = s− limn→∞ fn ∈ D(H) tal que (H + 1) f = u. Portanto, Im(H + 1) é fechado.

(b) Como ker B∗ ⊕ Im(B) = H para qualquer operador linear B densamente definido

então o fato de que ker(H∗ + 1) = {0} implica que Im(H + 1) = H
(c) Agora iremos mostrar que D(H∗) ⊂ D(H). Tome f ∈ D(H∗) e coloque φ =

(H∗ + 1) f . Então existe g ∈ D(H), por (b), tal que

(H + 1)g = (H∗ + 1)g = φ = (H∗ + 1) f

como D(H) ⊂ D(H∗). De (41), (H∗ + 1)( f − g) = 0 então f = g.

(2) A volta é trivial pois se H = H∗e H ≥ 0, então ker(H + b) = {0} para qualquer

b > 0, pois σ(H) ⊂ R+, pela Proposição 2.55.

Agora provaremos que o Laplaciano é auto-adjunto.

Teorema 2.61. O Laplaciano ∆ em H2(Rn) é auto-adjunto.

Demonstração. Provaremos que Im(∆ + 1) = L2(Rn).

Do Exemplo 2.50 sabemos que ∆ é simétrico.
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O Laplaciano é fechado em H2(Rn), suponha { fn} ⊂ H2(Rn) uma sequência de

Cauchy no sentido L2 tal que ∆ fn é também de Cauchy. Isto significa que f = lim fn ∈
H2(Rn) e portanto ∆ fnconverge para ∆ f (pois ˆ∆ fn(k) = −‖k‖2 f̂n(k)).

Agora pelo Teorema 2.57 temos que σ(∆) ⊂ (−∞, 0], então −ı ∈ ρ(∆), ou seja, (∆ + ı)

tem inversa limitada e isto só é possível se Im(∆ + ı) = L2(Rn). Mas H2(Rn) ⊂ L2(Rn) e

f ∈ D(∆) se, e somente se f ∈ H2(Rn)([22], p. 83), logo pelo Teorema crit=0000E9rio

auto adjunto temos que ∆ é auto-adjunto em H2(Rn).

Um operador simétrico A com domínio D(A), tendo a propriedade que seu fecho é

auto-adjunto, é chamado de essencialmente auto-adjunto.

Teorema 2.62. O operador ∆ é essencialmente auto-adjunto em C∞
0 (Rn).

Como do Teorema 2.62 temos que ∆ é essencialmente auto-adjunto em C∞
0 (Rn) então

podemos nos concentrar em operadores de Schrödinger H = −∆ + V com potenciais

específicos. Para isso iremos precisar de algumas ferramentas e de alguns conceitos de

Teoria das Distribuições.





3 O TEOREMA DE KATO

O átomo mais simples é o átomo de hidrogênio, composto por um elétron e um próton,

e é descrito pelo operador Hamiltoniano

H = − h̄2

2me
∆x1 −

h̄2

2mp
∆x2 −

e2

‖x1 − x2‖
, (42)

em que me e mp são as massas do elétron e do próton, e é a carga elétrica do próton

e −e é a carga elétrica do elétron. Aqui x1, x2 ∈ R3 são as coordenadas do elétron e

do próton em um referencial cartesiano inercial. Esse problema pode ser simplificado

consideravelmente passando-se ao referencial do centro de massa. Colocando a origem

no centro de massa, mex1 + mpx2 = 0, e considerando o vetor distância que separa as

duas partículas, x = x1 − x2, temos

x1 =
mp

me + mp
x , x2 = − me

me + mp
x .

Então podemos separar o movimento do centro de massa, que tem o aspecto do

movimento de uma única partícula de massa reduzida

mr =
memp

me + mp

no campo potencial −e2/‖x‖,

H = − h̄2

2mr
∆x −

e2

‖x‖ . (43)

A menos de uma escolha de unidades físicas, o Hamiltoniano H pode ser escrito como

H = −∆ + V, em que V (x) = −1/‖x‖.
Nesta parte mostraremos que H = −∆ − 1

‖x‖ é essencialmente auto-adjunto em

C∞
0
(
R3). Este resultado se estende também para o caso do operador Hamiltoniano de

um sistema de n partículas de carga −e no campo central de uma partícula de carga

positiva ne,

45
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H = −∆−
n

∑
k=1

ne2

|xi|
+

n

∑
i<j

e2∣∣xi − xj
∣∣ .

Nesta parte focamos no estudo do Teorema de Kato [22].

Teorema 3.1. (Kato) Seja V ∈ L2(R3) + L∞(R3) uma função mensurável a valores reais. Então

−∆ + V(x) é essencialmente auto-adjunto em C∞
0 (R3).

Precisaremos da Desigualdade de Kato, conforme apresentada em [22]:

Teorema 3.2. (Desigualdade de Kato) Seja u ∈ L1
loc(R

n) e suponha que o Laplaciano distribuci-

onal ∆u ∈ L1
loc(R

n). Então

∆|u|≥ Re[(sgn(u))∆u] (44)

no sentido de distribuição, onde

sgnu(x) =

0 se u(x) = 0

ū(x)|u(x)|−1 se u(x) 6= 0

e com isso |u(x)|= sgn(u)(u).

A desigualdade de Kato nos permitirá dizer para quais potenciais V teremos H

essencialmente auto-adjunto. Então podemos concluir que o operador Hamiltoniano é

essencialmente auto-adjunto para o caso do potencial de Coulomb.

Definição 3.3. Para qualquer 1 ≤ p < ∞, definimos um espaço localmente Lp por Lp
loc(R

n) ={
f : Rn → C;

∫
Ω| f (x)|pdx < ∞, para qualquer Ω ⊂ Rn limitado

}
Ou seja, Lp(Rn) ⊂ Lp

loc(R
n). Além disso, através da desigualdade de Hölder

‖uv‖1≤ ‖u‖p‖v‖q (45)

onde 1
p + 1

q = 1 com p, q ∈ [0, ∞], temos que se f ∈ L1
loc(R

n) e g ∈ C∞
0 (Rn), então

∫
f g

converge, pois ‖ f g‖1≤ ‖ f ‖1‖g‖0.

Definição 3.4. Seja ω ∈ C∞(Rn), com ω ≥ 0 e
∫

ω(x)dx = 1. Para δ > 0, nós definimos

ωδ(x) ≡ δ−nω(δ−1x). Note que então
∫

ωδ(x)dx = 1. Definimos um mapa Iδ por Iδu ≡ ωδ ? u

sempre que o lado direito existe, e onde ( f ? g)(x) ≡
∫

f (x− y)g(y)dy é a convolução de g e f .

O mapeamento Iδ é chamado de uma aproximação da unidade.
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Usaremos essa definição para provarmos importantes resultados e para isso precisa-

mos entender algumas propriedades de Iδ.

Lema 3.5. Seja Iδ uma aproximação da unidade.

(i) Se u ∈ L1
loc(R

n), então Iδu ∈ C∞(Rn).

(ii) Para qualquer função diferenciável u,
(

∂
∂xi

)
Iδu = Iδ

(
∂u
∂xi

)
, isto é, o mapeamento Iδ

comuta com ∂/∂xi.

(iii) O mapeamento Iδ : Lp(Rn)→ Lp(Rn) é limitado, e ‖Iδ‖≤ 1.

(iv) Para qualquer u ∈ Lp(Rn), limδ→0‖Iδu− u‖p= 0.

(v) Para qualquer u ∈ L1
loc(R

n), Iδu→ u no sentido distribucional, quando δ→ 0.

Com estas ferramentas em mente podemos prosseguir e provar que o operador de

Schrödinger é essencialmente auto-adjunto para V ∈ L2
loc e V ≥ 0.

Teorema 3.6. Seja V ∈ L2
loc e V ≥ 0. Então o operador de Schrödinger H = −∆ + V é

essencialmente auto-adjunto em C∞
0 (Rn).

Demonstração. Pelo Lema 2.60 é suficiente mostrar que Ker(H∗ + 1) = {0}.
Partindo disso, como D(H∗) ⊂ L2, basta provarmos a afirmação

Se − ∆u + Vu + u = 0, u ∈ L2, então u = 0 (46)

Para isto iremos usar a Desigualdade de Kato. Mas primeiro note que u ∈ L2 e

V ∈ L2
loc implica, pela desigualdade de Schwarz, |〈u, v〉|≤ ‖u‖‖v‖, que uV ∈ L1

loc.

Mas como 〈u, v〉 =
∫

uv̄ e ‖u‖= (〈u, u〉) 1
2 temos que

|〈u, V〉|=
∣∣∣∣∫ uV̄

∣∣∣∣ ≤ (∫ |u|2)1/2(∫
|V|2

)1/2

< ∞.

Provando que de fato uV ∈ L1
loc. Como temos a inclusão L2 ⊂ L2

loc ⊂ L1
loc que segue

também da desiguldade de Schwarz

∫
Ω
|u(x)|·1 ≤ V(Ω)

[∫
Ω
|u(x)|2

]1/2

onde V(Ω) é o volume de Ω, temos então u ∈ L1
loc.

Portanto por (46), ∆u ∈ L1
loc, pois assumimos ∆u = Vu + u, onde a derivada é uma

derivada distribucional.

Agora podemos aplicar a Desigualdade de Kato (44), donde obtemos
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∆|u| ≥ Re[(sgnu)∆u]

≥ Re[(sgnu)(V + 1)u]

≥ |u|(V + 1) ≥ 0.

Portanto a função ∆|u|≥ 0, e pelo Lema 3.5, Iδ comuta com ∆,

∆Iδ|u|= Iδ∆|u|≥ 0 (47)

Por outro lado, Iδ|u|∈ D(∆) e portanto, utilizando propriedades da Transformada de

Fourier vistas na prova do Teorema 2.61

〈∆(Iδ|u|), (Iδ|u|)〉 =
∫

∆̂(Iδ|u|)(̂Iδ|u|)

=
∫

[−‖k‖2(̂Iδ|u|)(̂Iδ|u|)]

= −
∫

[−ık(̂Iδ|u|)−ık(̂Iδ|u|)]
= −

∫
∇(Iδ|u|)∇(Iδ|u|)

= − 〈∇(Iδ|u|),∇(Iδ|u|)〉
= −‖∇(Iδ|u|)‖2≤ 0.

Por (47) temos que 〈∆(Iδ|u|), (Iδ|u|)〉 é não-negativo e então ∇(Iδ|u|) = 0 (no sentido

L2) e portanto (Iδ|u|) deve ser uma constante não-negativa, diga-se Iδ|u|= c ≥ 0. Mas

u ∈ L2 e Iδ|u|−→ |u| no sentido L2(pelo Lema 3.5 novamente), então c = 0. Assim,

Iδ|u|= 0 o que implica |u|= 0 e logo u = 0. Com isso e utilizando o Lema 2.60 temos que

H é essencialmente auto-adjunto em C∞
0 (Rn).

Com estas informações então podemos notar que o potencial 1
‖x‖ torna H essencial-

mente auto-adjunto.

De fato, basta provarmos que 1
‖x‖ ∈ L2

loc, é suficiente tomar a bola ‖x‖ ≤ 1:

∫
‖x‖≤1

1

‖x‖2 dx = 4π
∫ 1

0

1
r2 r2dr = 4π < ∞,

logo a função f : Rn → R com f (x) = 1
‖x‖ está em L2

loc.

Como nosso objetivo principal é provar que (42) é essencialmente auto-adjunto, então

precisamos de um critério que aborde V(x) = − 1
‖x‖ .

Definição 3.7. Um operador B é chamado de A-limitado se D(A) ⊂ D(B).
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Note que se B for um operador limitado então será A-limitado.

Se ρ(A) 6= ∅ e B for um operador A-limitado, então existem constantes a e b tais que

‖Bu‖≤ a‖Au‖+b‖u‖, (48)

para todo u ∈ D(A).

Teorema 3.8. Seja V (x), x ∈ R3, da forma V = f1 + f2, em que f1 ∈ L∞(R3) e f2 ∈ L2(R3).

Então −∆ + V é essencialmente auto-adjunto em C∞
0 (R3).

Primeiro note que
1
‖x‖ =

1
‖x‖ (1− χ (x)) +

1
‖x‖χ (x) ,

em que χ (x) é a função característica do conjunto ‖x‖ ≤ 1. Como 1
‖x‖χ (x) ∈ L2(R3) e

1
‖x‖ (1− χ (x)) ∈ L∞(R3), temos 1

‖x‖ ∈ L∞(R3) + L2(R3).

Para provar o teorema, precisamos dos Lemas abaixo:

Lema 3.9. Seja B um operador simétrico com domínio D (B), e seja A essencialmente auto-

adjunto com domínio D (A) ⊂ D (B). Suponha

‖Bφ‖ ≤ a ‖Aφ‖ + b ‖φ‖ (49)

para constantes a < 1 e b, φ ∈ D(A). Então A + B é essencialmente auto-adjunto no domínio

D (A).

Demonstração. Pela desigualdade triangular e por A + B ser operador simétrico nós

temos

〈(A + B− ıλ) u, (A + B− ıλ) u〉 = ‖(A + B)u‖2+λ2‖u‖2+ıλ 〈(A + B) u, u〉 − ıλ 〈u, (A + B) u〉
= ‖(A + B)u‖2+λ2‖u‖2+ıλ 〈(A + B) u, u〉 − ıλ 〈(A + B) u, u〉
= ‖(A + B)u‖2+λ2‖u‖2,

considerando λ > 0, disso segue

2‖(A + B− ıλ)u‖ ≥ ‖(A + B)u‖+λ‖u‖
≥ ‖Au‖−‖Bu‖+λ‖u‖

para qualquer u ∈ D(A) e λ > 0. Pela desigualdade (49) com a < 1 e λ > b então

ficamos com
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2‖(A + B− ıλ)u‖≥ (1− a)‖Au‖+(λ− b)‖u‖

Portanto, nós obtemos

4‖(A + B− ıλ)u‖2 ≥ (1− a)2‖Au‖2+(λ− b)2‖u‖2

≥ (1− a)2[‖Au‖2+µ2‖u‖2]

≥ (1− a)2‖(A− ıµ)u‖2

onde µ ≡ (λ − b)(1− a)−1 > 0, e usamos o fato de A ser operador simétrico para

obtermos a última linha. Se (A + B− ıλ)u = 0, então (A− ıµ)u = 0, como A é essencial-

mente auto-adjunto então pelo Teorema 2.60, Ker(A± ıµ) = {0} e assim u = 0. Portanto,

Ker(A + B− ıλ) = {0}, e novamente pelo Teorema 2.60 temos que A + B é essencialmente

auto-adjunto.

Lema 3.10. Seja f ∈ L2 (R3) + L∞(R3) e seja ε > 0. Então existe b < ∞ tal que

‖ f φ‖2 ≤ ε ‖∆φ‖2 + b ‖φ‖2

φ ∈ D(∆).

Demonstração. Seja f = f1 + f2, com f1 ∈ L2(R3) e f2 ∈ L∞(R3). O operador f2 é um

operador limitado,

‖ f2u‖≤ ‖ f2‖∞‖u‖

Agora considere f = f1 ∈ L2(R3) e λ 6= 0 . Como ∆ é auto-adjunto pelo Teorema 2.61,

qualquer ıλ, λ ∈ R, está em ρ(∆). Da desiguldade de Hölder, se 1
r = 1

p + 1
q com g ∈ Lp e

g ∈ Lq entao‖gh‖r≤ ‖g‖p‖h‖q, temos que ‖gh‖2≤ ‖g‖2‖h‖∞, então

‖ f R∆(ıλ)g‖≤ ‖ f ‖2‖R∆(ıλ)g‖∞ (50)

claramente a norma ‖R∆(ıλ)g‖∞ é finita. Considere agora a representação de R∆(ıλ)g,

que podemos consultar no Capítulo 4 de [22]

(R∆(ıλ)g)(x) = (4π2)−1
∫

R3
e−(ıλ)1/2‖x−y‖‖x− y‖−1g(y)dy. (51)

Podemos utilizar a desigualdade de Young, ‖ f ? g‖r≤ ‖ f ‖p‖g‖q, com 1
p + 1

q = 1 + 1
r ,

na convolução (51) e teremos

‖R∆(ıλ)g‖∞≤ ‖g‖2‖Gλ‖2 (52)



o teorema de kato 51

onde

(‖Gλ‖2)
2 ≡ (2π)−4

∫
e−2Re(ıλ)1/2‖x‖‖x‖−2dx

Como limλ→∞‖Gλ‖2= 0, para ε > 0 conseguimos encontrar λ > 0 tal que

‖Gλ‖2≤ ε‖ f ‖−1
2 . (53)

Logo por (50), (52) e (53) segue que para λ grande o suficiente ‖ f R∆(ıλ)g‖2≤ ε‖g‖2.

Agora faça g = (∆− ıλ)u

‖ f u‖≤ ε‖∆u‖+ελ‖u‖

para qualquer ε > 0 e todo u ∈ D(∆).

Agora provaremos o Teorema 3.8

Demonstração. Seja V = f1 + f2, com f1 ∈ L∞(R3) e f2 ∈ L2(R3). Pelo Lema 3.10,

‖Vφ‖2 ≤ ‖ f1φ‖2 + ‖ f2φ‖2 ≤ ‖ f1φ‖2 + ε ‖∆φ‖2 + b ‖φ‖2

≤ ε ‖∆φ‖2 + (b + ‖ f1‖∞) ‖φ‖2

Então pelo Lema 3.9, com B = V e A = −∆, −∆ + V é essencialmente auto-adjunto em

C∞
0
(
R3).





4 HAMILTON IANOS RELAT IV Í ST ICOS

Até aqui vimos parte da teoria não-relativística. Tal teoria desconsidera o fato de que

um ponto material, por exemplo, um elétron, não pode se mover com velocidade igual

ou superior à velocidade da luz no vácuo [29]. Com a introdução do spin, um grau a

mais de liberdade para o elétron, precisamos modificar como abordamos o problema,

já que com essas informações não conseguimos interpretá-lo como feito antes. Dirac

sugere uma formulação que generaliza a equação de Schrodinger para a teoria da

relatividade.

Considere o operador formal de Dirac para o caso de um potencial central

H = −cα · p− βmc2 + V(x)I4 (54)

onde m é a massa da partícula, o operador de momento p = (p1, p2, p3) é formalmente

dado pela expressão diferencial pj = −ıh̄ ∂
∂xj , V(x) é um potencial central (que só depende

da distância à origem), e finalmente, α e β são matrizes hermitianas 4× 4, α = (α1, α2, α3),

onde αj e β := α4 satisfazem a relação de anti-comutação

αjαk + αkαj = 2δjk I4 , j, k = 1, 2, 3, 4. (55)

Adotaremos para essas matrizes a forma padrão

αj =

(
0 σj

σj 0

)
, α4 =

(
σ0 0

0 −σ0

)
, (56)

onde σj são as matrizes de Pauli e σ0 = I2,

σ0 =

(
1 0

0 1

)
, σ1 =

(
0 1

1 0

)
,

σ2 =

(
0 −ı

ı 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
.

53
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Note que as matrizes de Pauli são hermitianas e satisfazem σjσk = iε jklσl se j 6= k e

σ2
j = 1, j, k = 1, 2, 31.

Quando o operador de Dirac não é tomado como auto-adjunto, os autovalores do

Hamiltoniano (54) para o caso do potencial de Coulomb V(x) = Zα
‖x‖ , para um átomo de

número atômico Z, são conhecidos [30, p. 931]

En,j = mc2

1 +
(Zα)2[

n− j− 1
2 +

√(
j + 1

2

)2
− (Zα)2

]

− 1

2

, (57)

onde α é a constante de estrutura fina, α = e2

h̄c '
1

137 . A partir disso vemos que En,j é real

quando Z < 137, enquanto que para o caso não-relativístico,

H = − h̄2

2m
∆− Ze2

|x| ,

temos que os autovalores são reais para todo Z,

En = −Z2me4

2h̄2n2
= −mc2(Zα)2

2n2 , (58)

que pode ser visto em [31, p. 267].

Note que expandindo (57) em série de potência com respeito à (Zα)2 conforme [30],

temos

En,j = mc2

(
1− (Zα)2

2n2 −
(Zα)4

2n4

(
n

j + 1
2

− 3
4

)
+ . . .

)
.

Vemos que o primeiro termo é inercial, o segundo termo é exatamente (58) e os termos

restantes são chamados de correções relativísticas da ordem de 10−4eV à 10−6eV [30].

A teoria não-relativística descreve corretamente o espectro do átomo apenas quando

a velocidade das partículas envolvidas forem muito menores que a velocidade da luz.

1 O tensor de Levi-Civita ε jmn é definido por

ε jmn =


+1 se (j, m, n) é (1, 2, 3), (2, 3, 1) ou (3, 1, 2)

−1 se (j, m, n) é (3, 2, 1), (1, 3, 2) ou (2, 1, 3)

0 se j = m ou j = n ou m = n

.
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Além disso temos que o número atômico Z interfere na auto-adjunticidade do operador

de Dirac, o que não acontecia para o operador não-relativísticos.

4.1 operador de dirac

Para tratar o operador de Dirac definimos primeiro o espaço de Hilbert L2 := L2(R3)4

dado por

L2(R3)4 := {u; u : R3 → C4, ‖u‖L2< ∞}

onde u = (u1, u2, u3, u4) com uj : R3 → C e a norma ‖· ‖L2 é definida por

‖u‖2
L2=

∫
R3

4

∑
j=1
|uj(x)|2d3x

Aqui consideraremos o operador de Dirac (54) definido nas funções suaves de suporte

compacto,

D(H) = C∞
0 := C∞

0 (R3 \ {0}; C4) .

Iremos trabalhar com potenciais reais da forma V(x) = φ(x)I4, com limx→0|x|φ(x) =

ν ∈ R. Denotaremos H0 o operador de Dirac livre e H = H0 + V o operador Dirac-

Coulomb. Estamos mais interessados no potencial de Coulomb, onde

φ(x) =
ν

|x| , ν = −Zα

é o modelo para um elétron em um campo elétrico gerado por uma carga positiva na

origem. Nosso objetivo é mostrar o seguinte teorema:

Teorema 4.1. (Extensões auto-adjuntas do operador Dirac-Coulomb, [33]) Seja T = T0 + V um

operador Dirac-Coulomb definido em C∞
0 com V(x) = φ(x)I4 e

lim
x→0
|x|φ(x) = ν

Então

(i) se |ν|<
√

3
2 , então o operador T é essencialmente auto-adjunto e sua única extensão

auto-adjunta tem domínio
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D(T) = H1 := H1(R3, C4, d3x)

(ii) se
√

3
2 < |ν|< 1, então o operador T tem infinitas extensões auto-adjuntas e se φ(x) é

limitado por baixo ou por cima existe uma única extensão distinguível Td com as propriedades

D(Td) ⊂ D(|x|−1/2), D(Td) ⊂ D(|T0|1/2)

(iii) se |ν|> 1, então existem infinitas extensões auto adjuntas de T.

Um fato interessante é que para o valor |ν|=
√

3
2 não é possível determinar se o

operador T é essencialmente auto-adjunto ou não, é necessário mais informação sobre

V. Para o caso particular do potencial de Coulomb temos que, para |ν|=
√

3
2 o operador

T é essencialmente auto-adjunto.

Para estudarmos as extensões auto-adjuntas faz-se necessário o cálculo dos índices

de deficiência do operador Dirac-Coulomb. Segundo [16], temos

Definição 4.2. Suponha que A seja um operador simétrico. Seja

K+ = Ker(ı− A∗) = Im(ı + A)⊥

K− = Ker(ı + A∗) = Im(−ı + A)⊥

onde K+ e K− são chamados subespaços deficientes de A. O par de números n+, n−, dados

por n+(A) = dim(K+), n−(A) = dim(K−) são chamados índices de deficiência de A.

De certo modo, os índices de deficiência, medem ’quão longe’ o operador está de ser

auto-adjunto. De [16], Corolário do Teorema X.2 , temos que um operador simétrico

densamente definido admite extensões auto-adjuntas não triviais se, e somente se, os

índices de deficiência forem iguais e não nulos(n+ = n− 6= 0). Se além disso tivermos

n+ < ∞ então todas as extensões de T são parametrizadas por n2
+ parâmetros reais. Dada

a importancia dos índices de deficiência é natural que seja um dos nossos primeiros

objetos de estudo, mas primeiro iremos separar o operador de Dirac em sua forma

radial.
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4.2 a parte radial do operador de dirac

Nesta seção iremos obter a decomposição radial do operador (54).

Para simplificar a notação, adotaremos a notação de Einstein, em que índices latinos

repetidos subentendem uma soma, exceto pelo índice r que representa a projeção na

coordenada radial. Precisaremos das seguintes definições:

πr :=
1
r

(xj pj − ıh̄) = −ıh̄
(

∂

∂r
+

1
r

)
,

σr :=
1
r

σjxj ,

αr :=
1
r

αjxj =
1
r

(
0 σj

σj 0

)
xj .

O operador de momento angular L = r× p tem componentes

Lj := ε jmnxm pn ,

e o operador de spin é dado por

S :=

(
s 0

0 s

)
= h̄

(
σ0 0

0 σ0

)
+

(
σjLj 0

0 σjLj

)
,

s := h̄σ0 + σjLj ,

Com o auxílio destas definições, reescrevemos o operador H na forma (ver apêndice A)

H = −c
(

αrπr +
ı
r

αrS
)
− βmc2 + V(x)I4 .

Primeiro provaremos a decomposição do operador em uma parte radial e em uma

parte esférica.

Teorema 4.3. A matriz unitária U :=

(
σ0 0

0 −ıσr

)
transforma H = −c

(
αrπr + ı

r αrS
)
−

βmc2 + V(x) na forma

U∗HU = −c

(
0 −ıσ0

ıσ0 0

)
πr −

ıc
r

(
0 ıs

ıs 0

)
− α4mc2 + V(x) .
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A demonstração do Teorema acima se encontra no Apêndice A.

Como queremos decompor o espaço L2(R3)4precisamos estudar as propriedades

espectrais do operador s em L2(S2)2.

Teorema 4.4. Em L2(S2)2 o operador s definido em D(s) = C∞(S2) é essencialmente auto-

adjunto e sua extensão auto-adjunta tem espectro puramente discreto, que está contido em

{h̄k : k ∈ Z\{0}}.

Demonstração. Será suficiente mostrar que s tem uma base ortonormal de autofunções

com autovalores correspondentes em {h̄k : k ∈ Z\{0}}.
Primeiro note que

(s− h̄
2 σ0)2 =

(
σjLj + h̄

2 σ0

)2

=
(
σjLj

)2 + h̄σjLj + h̄2

4 σ0

= σjσkLjLk + h̄σjLj + h̄2

4 σ0

= σ2
j L2

k + ıε jklσl LjLk + h̄σjLj + h̄2

4 σ0

= LjLj + h̄2

4 σ0 = h̄2σ0

(
1
4 − B

)
onde B = − 1

h̄2 LjLj é o operador de Laplace-Beltrami em S2. Seja Kl o subespaço com

dimensão 4l + 2 do espaço L2(S2)2 gerado por(
Yl,j

0

)
,

(
0

Yl,j

)
j = −l, −l + 1, . . . , l − 1, l ,

em que Yl,j são os harmônicos esféricos de grau l, autovalores de B com −BYl,j =

l (l + 1)Yl,j. Então Kl são os autoespaços de
(

s− h̄
2 σ0

)2
correspondendo aos autovalores

h̄2
(

1
4

+ l (l + 1)
)

= h̄2
(

l +
1
2

)2

.

O subespaço Kl reduz s e portanto é gerado pelos autovetores de s. Iremos denotar a

restrição de s no espaço Kl por sl. Se λ é um autovalor de sl, então

(
λ− h̄

2

)2

= h̄2
(

l +
1
2

)2

,

e portanto

λ =
h̄
2
± h̄

(
l +

1
2

)
= h̄ (l + 1) ou − h̄l .
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Temos que para l = 0 as funções em K0 são constantes, o que implica s f = h̄ f para

todo f ∈ K0, ou seja, λ = h̄ = h̄(0 + 1) é o único autovalor de s0. Em particular s tem

autovalores h̄k para k ∈ Z\{0}.

O Teorema acima implica que o espaço L2(S2)2 é gerado por um sistema ortonormal

Fk,j =

(
fk,j,1

fk,j,2

)
(k ∈ Z\{0}, j = 1, . . . , j(k)) ,

onde Fk,j são autovetores de s correspondendo ao autovalor h̄k. Definindo os operadores

Wk,j : L2(0, ∞)2 → L2(R3)4 (k ∈ Z\{0}, j = 1, . . . , j(k)) ,

com ação

Wk,j

(
g1

g2

)
(rω) =

1
r

(
g1(r)Fk,j(ω)

g2(r)Fk,j(ω)

)
=

1
r


g1(r) fk,j,1(ω)

g1(r) fk,j,2(ω)

g2(r) fk,j,1(ω)

g2(r) fk,j,2(ω)


para r ∈ (0, ∞) e ω ∈ S2. Temos que tal operador é isométrico/unitário:

〈
Wkj

(
g1

g2

)
, Wkj

(
h1

h2

)〉
L2(R3)4

=

〈
r−1

(
g1(r)Fk,j(ω)

g2(r)Fk,j(ω)

)
, r−1

(
h1(r)Fk,j(ω)

h2(r)Fk,j(ω)

)〉
L2(R3)4

=
∫ 1

r2

(
g1(r)Fk,j(ω)h∗1(r)F∗k,j(ω) + g2(r)Fk,j(ω)h∗2(r)F∗k,j(ω)

)
dx

como dx = dx1dx2dx3 = r2drdω ficamos com

〈
Wkj

(
g1

g2

)
, Wkj

(
h1

h2

)〉
L2(R3)4

=
(∫ ∞

0 g1(r)h∗1(r)dr +
∫ ∞

0 g2(r)h∗2(r)dr
) (∫

S2 Fk,j(ω)F∗k,j(ω)dω
)

=

〈(
g1

g2

)
,

(
h1

h2

)〉
L2(0,∞)2

então L2(R3)4 =
⊕

k,j Hk,j, com Hk,j = Wk,jL2(0, ∞)2.

Finalmente temos

Teorema 4.5. Se V(x) é um potencial central, V(x) = V(r), então H em (54) é unitariamente

equivalente à soma de operadores ortogonais gerados pela expressão
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ĥk,j = ĥk = W∗k,jU
∗HUWk,j

em L2(0, ∞)2 com

ĥk,j = ĥk

(
g1

g2

)
(r) = ch̄

(
0 1

−1 0

)(
g′1(r)

g′2(r)

)
+

(
V(r)−mc2 ch̄k

r
ch̄k

r V(r) + mc2

)(
g1(r)

g2(r)

)
.

Demonstração. A prova segue por cálculo direto considerando que W∗k,j

(
1
r

(
g1(r)Fk,j(ω)

g2(r)Fk,j(ω)

))
=(

g1

g2

)
(rω).

O operador ĥk,j é simétrico.

Teorema 4.6. O operador

ĥk = ch̄

(
0 d

dr

− d
dr 0

)
+

(
V(r)−mc2 ch̄k

r
ch̄k

r V(r) + mc2

)
(59)

é simétrico em D (h) =
{

f ∈ L2 (0, ∞)2 , limr→0 f (r) = limr→∞ f (r) = 0
}

com produto

interno 〈u, v〉L2(0,∞)2 =
∫ ∞

0 (u∗1v1 + u∗2v2) dr, u, v ∈ L2 (0, ∞)2.

Demonstração. Como

ĥk

(
Ψ1

Ψ2

)
=

 (
V(r)−mc2)Ψ1 +

(
ch̄k

r + ch̄ d
dr

)
Ψ2(

ch̄k
r − ch̄ d

dr

)
Ψ1 +

(
V(r) + mc2)Ψ2


e

ĥk

(
Φ1

Φ2

)
=

 (
V(r)−mc2)Φ1 +

(
ch̄k

r + ch̄ d
dr

)
Φ2(

ch̄k
r − ch̄ d

dr

)
Φ1 +

(
V(r) + mc2)Φ2

 ,

temos que

〈ĥk

(
Ψ1

Ψ2

)
,

(
Φ1

Φ2

)
〉 =

∫ ∞
0

((
V(r)−mc2)Ψ∗1Φ1 +

(
ch̄k

r Ψ∗2 + ch̄ d
dr Ψ∗2

)
Φ1

)
dr

+
∫ ∞

0

((
ch̄k

r Ψ∗1 − ch̄ d
dr Ψ∗1

)
Φ2 +

(
V(r) + mc2)Ψ∗2Φ2

)
dr

e
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〈
(

Ψ1

Ψ2

)
, ĥk

(
Φ1

Φ2

)
〉 =

∫ ∞
0

((
V(r)−mc2)Ψ∗1Φ1 + Ψ∗1

(
ch̄k

r Φ2 + ch̄ d
dr Φ2

))
dr

+
∫ ∞

0

(
Ψ∗2
(

ch̄k
r Φ1 − ch̄ d

dr Φ1

)
+
(
V(r) + mc2)Ψ∗2Φ2

)
dr

.

Logo

〈ĥkΨ, Φ〉 − 〈Ψ, ĥkΦ〉 =
∫ ∞

0

(
ch̄ dΨ∗2

dr Φ1 − ch̄ dΨ∗1
dr Φ2 − ch̄Ψ∗1

dΦ2
dr + ch̄Ψ∗2

dΦ1
dr

)
dr

=
∫ ∞

0

(
ch̄ d

dr (Ψ
∗
2Φ1)− ch̄ d

dr (Ψ
∗
1Φ2)

)
dr

= ch̄ [Ψ∗2Φ1]
∞
0 − ch̄ [Ψ∗1Φ2]

∞
0

Então o operador ĥk é simétrico para funções que se anulam no infinito e na origem.

4.3 ponto limite e c írculo limite

Definição 4.7. (i) Um operador diferencial T é dito ser caso círculo limite em 0 (respectiva-

mente em ∞) se para todo λ ∈ C todas as soluções de (T− λ)u = 0 forem de quadrado integrável

no intervalo (0, 1)(resp. em (1, ∞)).

(ii) O operador diferencial T é dito ser caso ponto limite em 0 (respectivamente em ∞) se para

todo λ ∈ C existe pelo menos uma solução de (T− λ)u = 0 que não é de quadrado integrável no

intervalo (0, 1)(resp. em (1, ∞)).

Do Teorema 5.7 de [33] temos que

Teorema 4.8. Os índices de deficiência de ĥk,j são

(i) (2, 2) se ĥk,j é do caso círculo limite em 0 e em ∞.

(ii) (1, 1) se ĥk,j em um dos pontos, 0 ou ∞, for do caso círculo limite e no outro for do caso

ponto limite.

(iii) (0, 0) se ĥk,j estiver no caso ponto limite em 0 e em ∞.

A prova deste Teorema pode ser vista no Apêndice B.

Com isto podemos encontrar os índices de deficiência do operador de Dirac com

potencial de Coulomb
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Teorema 4.9. Seja T o operador de Dirac com potencial de Coulomb com V(x) = ν
|x| I4 definido

em C∞
0 . Então os índices de deficiência são

(i) (0, 0) se |ν|≤
√

3
2

(ii) (2n(n + 1), 2n(n + 1)) se n2 − 1
4 < ν2, com n ∈N

Demonstração. Tendo o operador (59) é necessário checar se ĥk,j está no caso ponto limite

ou no caso círculo limite, iremos considerar o operador (ĥk,j−γm), onde γ =

(
1 0

0 −1

)
, pois a adição ou subtração de um operador limitado não muda o cálculo dos índices

de deficiência. Tomando λ = 0, a equação fica (ĥk,j − γm)u = 0, cujas soluções são

u(r) =

(
u+(r)

u−(r)

)
=

 ±√k2
j − ν2 − k j

ν

 r
±
√

k2
j−ν2

,

que podem ser vistas no Apêndice C.

Para o caso do ponto em ∞, a expressão acima com expoente positivo não é de

quadrado integrável em (0, ∞) independente dos parâmetros k j e ν, portanto se encaixa

no caso ponto limite no infinito.

Agora para o ponto 0, considerando o expoente positivo, a solução é sempre de

quadrado integrável em (0, 1), enquanto que com o expoente negativo ela só é integrável

nesse intervalo se, e somente se,

k2
j − ν2 <

1
4

,

que pode ser escrito na forma

ν2 > k2
j −

1
4

. (60)

Assim se ν satisfizer (60), o operador é do caso círculo limite em (0, 1), pois do Teorema

5.3 de [33] temos que se as soluções são de quadrado integrável para o autovalor 0 então

é para todo C. Além disso o operador é do caso ponto limite em (1, ∞). Deste modo,

pelo Teorema 4.8, os índices de deficiência do operador são (1, 1) se a desigualdade (60)

é válida, caso contrário os índices de deficiência são (0, 0).

Agora para calcular os índices de deficiência do operador completo teremos que

contar quantos operadores reduzidos não são essencialmente auto-adjuntos, ficamos

com



4.3 ponto limite e c írculo limite 63

n± =
n− 1

2

∑
j∈N+ 1

2

j

∑
mj=−j

∑
kj=±(j+ 1

2 )

 1

0

se ν2 > k2
j −

1
4

caso contrário
.

Como −n ≤ k j ≤ n então seja n um inteiro tal que n2 − 1
4 < ν2, temos que

n± =
n− 1

2

∑
j∈N+ 1

2

j

∑
mj=−j

2 =
n− 1

2

∑
j∈N+ 1

2

2(2j + 1) = 2n(n + 1) .





5 OPERADOR DE D IRAC PARA O CASO EM

2+1 DIMENSÕES

Aqui veremos o operador de Dirac para dimensão 2+1. De [35] temos que o operador

pode ser escrito como:

H = cα · p + βmc2 + V(x), (61)

onde α = (α1, α2), p = (p1, p2) =
(
−ıh̄ ∂

∂x1
,−ıh̄ ∂

∂x2

)
, β = σ3, α1 = −σ2, α2 = σ1 e V(x) =

− Ze
‖x‖ . O momento angular, L, tera apenas uma componente L = −ıh̄ ∂

∂θ , onde (x1, x2) =

(r cos θ, r sin θ). Chame S = h̄
2 σ3 e defina J = L + S = −ıh̄σ0

∂
∂θ + h̄

2 σ3.

Assim podemos reescrever 61 como H = ıch̄σ2

(
∂
∂r + 1

2r

)
+ c

r σ1 J + βmc2 + V(x), isto

segue de:

α · p = α1

(
−ıh̄ ∂

∂x1

)
+ α2

(
−ıh̄ ∂

∂x2

)
= −σ2

(
−ıh̄ ∂

∂r

)
+ σ1

(
− ıh̄

r
∂
∂θ

)
= ıh̄σ2

∂
∂r + σ1

r

(
−ıh̄σ0

∂
∂θ + h̄

2 σ3 − h̄
2 σ3

)
= ıh̄σ2

∂
∂r + σ1

r

(
J − h̄

2 σ3

)
= ıh̄σ2

(
∂
∂r + 1

2r

)
+ σ1

r J.

Como [J, H] = 0 e JFk,j(ω) = kh̄Fk,j(ω), onde Fk,j são harmônicos circulares, com

k = n + 1
2 , n ∈ Z. Assim podemos novamente definir os operadores Wk,j : L2(0, ∞)2 →

L2(R2)2, tais que

Wk,j

(
g1

g2

)
(rω) =

1√
r

(
g1(r)Fk,j(ω)

g2(r)Fk,j(ω)

)
,

com r ∈ (0, ∞) e ω ∈ S1. Temos que cada Wk,j é isométrico. Então L2(R2)2 =
⊕

k,j Hk,j,

com Hk,j = Wk,jL2 (0, ∞)2.

Com isto temos que:

Teorema 5.1. O operador 61 é unitariamente equivalente à soma ortogonal dos operadores

65
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hk,j = hk = W∗k,jHWk,j

em L2 (0, ∞)2.

Concluindo que

ĥk =

(
mc2 + V(r) ch̄ d

dr + ch̄k
r

−ch̄ d
dr + ch̄k

r −mc2 + V(r)

)
.



6 Í ND ICES DE DEF IC I ÊNC IA PARA O

CASO N ÃO-RELAT IV Í ST ICO

No caso não relativístico tinhamos o operador

H = −∆ + V ,

que nos levava ao problema de autovalor

−∆v(x) + V(x)v(x) = λv(x) , (62)

onde v ∈ L2(Rm). Do mesmo modo, que no caso relativístico, podemos usar coordena-

das esféricas

(x1, . . . , xm) = rω (r ∈ (0, ∞), ω ∈ Sm−1)

a equação 62 pode então ser escrita como(
− ∂2

∂r2 −
m− 1

r
∂

∂r
− 1

r2 B + V(r)
)

v(rω) = λv(rω) ,

onde V(x) é um potencial central, por isso V(x) = V(r), e B é o operador de Laplace-

Beltrami em Sm−1(ou seja, a parte esférica de −∆)

B f (ξ1, . . . , ξm) = − ∑
1≤j≤k≤m

(
ξ j

∂

∂ξk
− ξk

∂

∂ξ j

)2

f (ξ1, . . . , ξm) para |ξ|= 1 .

Em particular, para m = 2, 3 podemos escrever:

• Para m = 2, (x1, x2) = r(cos ϕ, sin ϕ),

B f (r, ϕ) = − ∂2

∂ϕ2 f (r, ϕ) ,

• Para m = 3, (x1, x2, x3) = r(sin ϑ cos ϕ, sin ϑ sin ϕ, cos ϑ),

B f (r, ϕ, ϑ) =
1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2 f (r, ϕ, ϑ) +
1

sin ϑ

∂

∂ϑ

(
sin ϑ

∂

∂ϑ
f (r, ϕ, ϑ)

)
.

67
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Agora usando o sistema de esféricos harmônicos

Yl,j : Sm−1 → C , l ∈N0, j = 1, . . . , N(l, m)

que é uma base ortonormal de L2(Sm−1) e satisfaz

BYl,j(ω) = l(l + m− 2)Yl,j(ω) para todo l, j .

Fazendo

Hl,j := {Yl,j(ω) f (r) : f ∈ L2(0, ∞; rm−1)} ∼= L2(0, ∞; rm−1)

nós temos

L2(Rm) =
⊕
l,j

Hl,j

e para f ∈ C∞
0 (0, ∞)

(−∆ + V(r))Yl,j(ω) f (r) = Yl,j(ω)
(
− d2

dr2 −
m− 1

r
d
dr
− 1

r2 l(l + m− 2) + V(r)
)

f (r) .

Isto divide a equação de Schrödinger em um sistema infinito de problemas de

autovalores em L2(0, ∞; rm−1),

σl f (r) = σl,j f (r) =
(
− d2

dr2 −
m− 1

r
d
dr
− 1

r2 l(l + m− 2) + V(r)
)

f (r) ,

com U : L2(0, ∞; rm−1) → L2(0, ∞), (U f )(r) = r
m−1

2 f (r), temos que a expressão σl se

transforma em

τl := UσlU−1 = − d2

dr2 +
1
r2

(
l(l + m− 2) +

1
4

(m− 1)(m− 3)
)

+ V(r)

em L2(0, ∞). Ou seja, um novo problema de autovalor.

Considerando V(r) = Ze
r então analogamente ao que fizemos no caso relativístico

teremos que τl é do tipo ponto limite no infinito. Considerando m = 3 temos que

τl = − d2

dr2 + 1
r2 (l(l + 1)) + V(r) é do tipo círculo limite em 0 para l = 0 e do tipo ponto

limite em 0 para l 6= 0. Assim para m = 3, pelo Teorema 4.8, teremos n± = 0 para l 6= 0 e

n± = 1 para l = 0, ou seja, τl é essencialmente auto-adjunto para l 6= 0, independente do

número atômico.
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Lema 7.1. O operador α · p se decompõe como ∑3
j=1 αj pj = αrπr + ı

r αrS.

Demonstração. O lado direito da expressão é equivalente a

αrπr + ı
r αrS = (αixi)

r2

(
xj pj + ı

(
σj 0

0 σj

)
Lj

)
.

Sabendo que r · L = ∑3
j=1 xjLj = 0 e

αi

(
σj 0

0 σj

)
= iεijkαk ,

podemos reescrever esta expressão como

αrπr + ı
r αrS = (αixi)

r2

(
xj pj + ı

(
σj 0

0 σj

)
Lj

)

= 1
r2

(
αixixj pj + ıxiαi

(
σj 0

0 σj

)
Lj

)
= 1

r2

(
αixixj pj + ıxiεijkıαkLj

)
= 1

r2

(
αixixj pj − xiεijkαkLj

)
= 1

r2

(
αixixj pj − εijkε jmnαkxixm pn

)
= 1

r2

(
αixixj pj + ε jikε jmnαkxixm pn

)
= 1

r2

(
αixixj pj + (δimδkn − δinδkm) αkxixm pn

)
= 1

r2

(
αixixj pj + (αkxixi pk − αkxkxi pi)

)
= 1

r2 αkxixi pk = αk pk

.

A seguir, demonstramos o Teorema 4.3. Usando as identidades σ∗r = σr e σ2
r = σ0,

onde σ∗r é o transposto conjugado de σr, temos que a matriz

U(x) := U :=

(
σ0 0

0 −ıσr

)
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é unitária. Iremos provar as identidades

U∗αrπrU =

(
0 −ıσ0

ıσ0 0

)
πr ,

U∗
1
r

αrSU =
1
r

(
0 ıs

ıs 0

)
.

Primeiro temos

πrU = −ıh̄
(

∂

∂r
+

1
r

)
U = U

[
−ıh̄

(
∂

∂r
+

1
r

)]
= Uπr

e

U∗αrU =

(
σ0 0

0 ıσr

)(
0 σr

σr 0

)(
σ0 0

0 −ıσr

)

=

(
0 σr

ıσ0 0

)(
σ0 0

0 −ıσr

)
=

(
0 −ıσ0

ıσ0 0

)
.

Assim,

U∗αrπrU = U∗αrUπr =

(
0 −ıσ0

σ0 0

)
πr .

A segunda identidade pode ser obtida diretamente a partir σrsσr = −s,

U∗SU =

(
σ0 0

0 ıσr

)(
s 0

0 s

)(
σ0 0

0 −ıσr

)
=

(
s 0

0 σrsσr

)

=

(
s 0

0 −s

)
Para determinar σrsσr = −s, abrimos o lado direito e usamos a identidade σjLjσr =

σjσrLj − 2h̄σr,

σrsσr = σr
(
h̄σ0 + σjLj

)
σr = h̄σ0 + σrσjLjσr

= −h̄σ0 + σrσjσrLj

Usando agora a identidade σrσjσr = −σj +
2xj
r σr, temos

σrsσr = −h̄σ0 − σjLj +
2xj

r
σrLj

= −s +
2
r

σrxjLj .
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Notando que xjLj = 0, chegamos à expressão desejada.

As indentidades U∗α4U = α4 e U∗V(x)I4U = V(x)I4 são óbvias.





8 AP ÊND ICE B

Iremos provar o Teorema 4.8.

Dizemos que uma função f : (a, b)→ Cm está à esquerda (respectivamente à direita) em

L2(a, b; r) se para todo c ∈ (a, b) temos f ∈ L2(a, c; r)(respectivamente f ∈ L2(c, b; r)). A

partir disso podemos definir

Definição 8.1. Seja z ∈ C, então n+
a é definido como o número de soluções linearmente

independentes de (z− τ)u = 0 (Im(z) > 0) que estão à esquerda em L2(a, b; r). Analogamente

n−a é definido para Im(z) < 0.

Em [33], Theorem 4.3, temos o seguinte fato

Teorema 8.2. As seguintes desigualdades são válidas:

a) n+
a + n+

b ≥ p, n−a + n−b ≥ p,

b) n+
a + n−a ≥ p, n+

b + n−b ≥ p.

Onde p é a dimensão do espaço de soluções de (z− τ)u = 0. No nosso caso p = 2.

Teorema 8.3. Seja τ com coeficientes reais. Então uma das seguintes proposições acontece

(a) para todo λ ∈ C todas as soluções de (τ − λ) u = 0 estão à direita em L2(a, b; r).

(b) para todo λ ∈ C\R existe uma única solução u (à menos de uma constante multiplicativa)

de (τ − λ) u = 0 que está à direita em L2(a, b; r).

(Respectivamente o resultado é válido para soluções à esquerda em L2(a, b; r)).

Demonstração. Assuma que para algum λ0 ∈ C toda solução de (τ − λ0) u = 0 está à

direita em L2(a, b; r). Como τ é real, as soluções de
(
τ − λ̄0

)
u = 0 são os conjugados das

soluções de (τ − λ0) u = 0 . Assim todas as soluções de (τ − λ0) u = 0 e
(
τ − λ̄0

)
u = 0

estão à direita em L(a, b; r). Pelo Teorema 5.3, para todo λ ∈ C todas as soluções de

(τ − λ) u = 0 estão à direita em L2(a, b; r).

Agora resta mostrar que para todo λ ∈ C\R existe ao menos uma solução de

(τ − λ) u = 0 que está à direita em L2(a, b; r). O número de soluções é n+
b e n−b e do

Teorema 8.2 sabemos que n+
b = n−b ≥

p
2 = 1.
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Agora podemos calcular os números de deficiência de T0 usando a fórmula n+ = n− =

n = na + nb − 2, onde

na = n+
a = n−a =

2 se τé do caso círculo limite em a,

1 se τé do caso ponto limite em a,

nb = n+
b = n−b =

2 se τé do caso círculo limite em b,

1 se τé do caso ponto limite em b.

Disto segue o seguinte teorema:

Teorema 8.4. Os índices de deficiência de ĥk,j são

(i) (2, 2) se ĥk,j é do caso círculo limite em 0 e em ∞.

(ii) (1, 1) se ĥk,j em um dos pontos, 0 ou ∞, for do caso círculo limite e no outro for do caso

ponto limite.

(iii) (0, 0) se ĥk,j estiver no caso ponto limite em 0 e em ∞.
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Teorema 9.1. As soluções de ĥk,j = ch̄

(
0 d

dr

− d
dr 0

)
+

(
V(r)−mc2 ch̄k

r
ch̄k

r V(r) + mc2

)
= 0

estão em L2(0, b) se, e somente se, α2Z2 > k2 − 1
4 .

Demonstração. Como

(
−mc2 0

0 mc2

)
é constante e portanto limitada temos que basta

analisarmos as soluções para ĥ0 = ch̄

(
0 d

dr

− d
dr 0

)
+

(
V(r) ch̄k

r
ch̄k

r V(r)

)
, onde V(r) = −Ze2

r ,

assim

ĥ0 = ch̄

(
0 d

dr

− d
dr 0

)
+

ch̄
r

(
−αZ k

k −αZ

)
.

Aplicando o operador acima em u(r) =

(
u1(r)

u2(r)

)
ficamos com o sistema

u′2 − αZ 1
r u1 + k

r u2 = 0

−u′1 + k
r u1 − αZ 1

r u2 = 0
, (63)

escrevendo u(r) = rs

(
c1

c2

)
temos

−αZc1 + (s + k)c2 = 0

(s− k)c1 + αZc2 = 0
.

Da segunda equação

c2 =
k− s
αZ

c1 ,

substituindo na primeira equação

−αZ + (k2 − s2)
1

αZ
= 0 .
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Para k2 6= α2Z2(pois não nos interessa a solução trivial u ≡ 0) a equação acima tem

soluções

s± = ±(k2 − α2Z2)
1
2 .

Ficamos com as seguintes soluções para ĥ0u = 0

u+(r) = rs+

(
1

k−s+
αZ

)
, u−(r) = rs−

(
1

k−s−
αZ

)
.

As duas soluções estão em L2(0, b) se, e somente se,

k2 − α2Z2 <
1
4

, isto é, α2Z2 > k2 − 1
4

.

Agora precisamos analisar quando k2 = α2Z2. Neste caso haverá uma solução

constante e uma com um termo logaritmico. Note que o sistema (63) pode ser escrito

como

u′ =
1
r

(
k −αZ

αZ −k

)
u .

A matriz desse sistema tem autovalor 0 com multiplicidade algébrica 2, logo sua

forma de Jordan é

(
0 1

0 0

)
. Assim existe uma matriz regular 2x2 V tal que

V−1

(
k −αZ

αZ −k

)
V =

(
0 1

0 0

)
.

Chame v = V−1u, temos o sistema

v′ =
1
r

(
0 1

0 0

)
v .

As soluções do sistema acima são da forma(
1

0

)
e

(
ln r

1

)
.

Como u = Vv e V é regular temos que u tem uma solução constante e outra logarit-

mica, ambas estão em L2(0, b).
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