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"Deve-se escrever da mesma maneira como as lavadeiras 14 de Alagoas fazem seu oficio.

Elas comecam com uma primeira lavada, molham a roupa suja na beira da lagoa ou do
riacho, torcem o pano, molham-no novamente, voltam a torcer. Colocam o anil,
ensaboam e torcem uma, duas vezes.

Depois enxaguam, ddo mais uma molhada, agora jogando a 4gua com a mdo. Batem o
pano na laje ou na pedra limpa, e ddo mais uma torcida e mais outra, torcem até ndo
pingar do pano uma s gota.

Somente depois de feito tudo isso é que elas dependuram a roupa lavada na corda ou
no varal, para secar. Pois quem se mete a escrever devia fazer a mesma coisa. A palavra
ndo foi feita para enfeitar, brilhar como ouro falso; a palavra foi feita para dizer."

- Da cronica Linhas Tortas, do Alagoano Graciliano Ramos, publicada em 1962.
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RESUMO

Loops automoérficos, ou A-loops, sao loops nos quais todas as aplicagdes internas sao
automorfismos. Os loops automorficos diedrais abordados nesta tese formam uma
classe de A-loops construidos a partir dos grupos ciclicos Z;, e C, onde m é um ntimero
inteiro positivo par e p é um ndmero primo, maior ou igual a 2. Denotamos tais loops
por L, = Dih(m,Cp, «), onde a é um automorfismo de C,. Um half-isomorfismo entre
os loops L, e Lg € uma fungdo bijetora f tal que f(x -y) = f(x)f(y) ou f(x-y) = f(y)f(x),
para quaisquer elementos x,y € L,. Dizemos que o half-isomorfismo f é ndo trivial se
f ndo é isomorfismo e nem anti-isomorfismo. Nesta tese descrevemos as propriedades
e classificamos os half-isomorfismos néo triviais entre os loops L, e Lg. Provamos
também que em L; todos os half-automorfismos séo triviais onde | é o automorfismo
de C, definido por J(x) = x~ L,

Palavras-chave: loops, loops automoérficos, half-isomorfismos, half-automorfismos,

loops automorficos diedrais.
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ABSTRACT

Automorphic loops, or A-loops, are loops in which all inner mappings are automor-
phisms. The dihedral automorphic loops class considered in this thesis are constructed
by taking the cyclic groups Z,, and C, where m is an even positive integer and p is a
prime number greater than or equal to 2. We denote such loops by L, = Dih(m, C,, a),
where & is an automorphism of C;,. A half-isomorphism between L, and Lg is a bijection
f such that f(x-y) = f(x)f(y) or f(x-y) = f(y)f(x), for any elements x,y € L,. We say
that f is nontrivial if f is neither isomorphism nor anti-isomorphism. In this thesis we
describe the properties and classify all nontrivial half-isomorphisms between L, and Lg.
We also prove that in L; all half-automorphisms are trivial where | is the automorphism
of Cp, defined by J(x) = x~ L

Keywords: loops, automorphic loops, half-isomorphisms, half-automorphisms, dihe-

dral automorphic loops.
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INTRODUCAO

Um loop é um conjunto L ndo vazio com uma operacdo bindria (-) tal que para todo
par de elementos a,b € L, as equagbes a-x = b e y-a = b tém solugdes tnicas, para
quaisquer x,y € L, e existe um elemento neutro 1 € L tal que 1-x = x-1 = x para
todo x € L. Grupos sdo exatamente loops associativos, e muitos dos resultados que
sdo consolidados em teoria de grupos ndo sdo validos para loops em geral, como por
exemplo o teorema de Lagrange, o teorema de Cauchy e os teoremas de Sylow. No

entanto o teorema do homomorfismo é valido para a categoria de loops.

A teoria de loops é relativamente jovem, tendo seu desenvolvimento ocorrido nos
altimos oitenta anos. De fato, podemos dizer que o surgimento da teoria de loops
se deu com a publicagdo de dois papers que por sua vez definiram duas importantes
classes de loops que sdo conhecidas como "loops de Moufang" e "loops de Bol": Zur
Struktur von Alternativ Koerpern por Ruth Moufang [Mou3s], em 1935, e Gewebe und
Gruppen por Gerrit Bol [Bol37], em 1937. Juntos esses dois papers marcaram o inicio
formal da teoria de loops. Um loop de Moufang é um loop que satisfaz uma identidade
que é uma aproximacdo da lei associativa: (xy)(zx) = x((yz)x) a qual chamamos hoje de
"identidade de Moufang". Ruth Moufang provou neste mesmo paper que esses loops

sdo diassociativos, isto é, quaisquer dois elementos geram um subloop associativo.

Seja L um loop. Considere a bijecdo R, : L — L, dada por x — xa, chamada translagdo
a direita por a e, analogamente, L, : L — L, dada por x — ax, a transla¢do a esquerda
por a. Definimos o grupo das multiplicacdes de L, denotado por MIt(L), como sendo
o grupo das permutagdes MIt(L) = (R;, Ls;a € L). O grupo das aplicagdes internas,
denotado por Inn(L), é o subgrupo de MIt(L) que consiste das aplicagdes f € MIt(L)
tais que f(1) = 1. Dizemos que L é um loop automdrfico se toda aplica¢do interna de L
é um automorfismo de L, ou seja, Inn(L) é um subgrupo do grupo Aut(L), o grupo
dos automorfismos de L. Convém ressaltar que grupos sdo loops automorficos mas a

reciproca ndo é verdadeira.
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Os loops automorficos (ou A-loops na notagdo de Bruck) foram definidos por Bruck e
Paige em [BP56], onde eles mostraram que todo A-loop é potencialmente associativo, ou
seja, cada elemento gera um grupo ciclico. Nesse mesmo artigo eles ainda conjecturaram
que todo A-loop diassociativo é um loop de Moufang, fato que foi provado em 2002

[KKPo2] com o uso de ferramentas computacionais.

Uma questdo que aparece naturalmente é se loops automorficos tém uma expressdo
geral que os identifica. Loops automérficos de ordem p ou p? sdo grupos, onde p é um
ndmero primo, porém existem loops automérficos nao associativos de ordem p3 com
nucleo trivial e expoente p. Em [KKPV16] os autores construiram uma classe de A-loops
ndo associativos partindo de um grupo abeliano finito G e um automorfismo a de G
generalizando a construgdo do grupo diedral e que tem ordem 2|G|. Para esta classe
deram o nome de loop automdérfico diedral e denotaram por Dih(m, G, «). Esta classe tem
uma caracteristica importante, ela responde de certa forma um dos questionamentos:
todo A-loop ndo associativo de ordem 2p, onde p é um ntmero primo é um loop
automorfico diedral.

Um half-isomorfismo de loops é uma bijegdo f entre os loops (L, %) e (L', -) onde, para
cada par de elementos x,y € L, temos f(x*y) € {f(x)- f(v), f(y) - f(x)}. Dizemos que
um half-isomorfismo é trivial se ele é isomorfismo ou anti-isomorfismo (de maneira
similar definimos half-isomorfismo ndo trivial). Em 1957 Scott [Sco57] provou que para

grupos todo half-isomomorfismo é um isomorfismo ou anti-isomorfismo.

Em teoria de grupos, o estudo de determinante de grupo levou Frobenius a desenvolver
sua teoria de caracteres. Posteriormente, E. Formanek e D. Sibley [Forg1] provaram que
um grupo finito é unicamente determinado pelo seu determinante. Isso foi feito usando
o fato de que existe um half-isomorfismo entre dois grupos que possuem o mesmo
determinante de grupo. Este fato junto com o resultado de Scott mostrou que dois
grupos tendo determinantes equivalentes tém que ser isomorfos. Muitos especialistas
em teoria de loops tem trabalhado na linha de investigagdo de half-isomorfismos, com
o objetivo de identificar para quais categorias de loops o resultado de Scott pode
ser estendido, este é o caso para loops de Moufang de ordem impar, provado por
Giuliani e Gagola em [GG12]. Em caso de existéncia de half-automorfismo néo trivial
em uma classe de loops, é importante verificar se é possivel identificar seu grupo de

half-automorfismos.

O objetivo deste trabalho é investigar half-isomorfismos na classe de loops automor-

ticos diedrais Dih(m, G, a). Inicialmente descrevemos por completo os loops diedrais
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Dih(m,Cp, ), onde & : C,, — Cp € um automorfismo do grupo ciclico de ordem p, com
p primo maior ou igual a 2. Apresentamos dois casos particulares: os loops diedrais
Dih(4,Cp, &) e Dih(6, Cp, &) com a descricao de seus half-isomorfismos. Por fim generali-
zamos os resultados obtidos nesses casos particulares descrevendo os half-isomorfismos
dos loops automorficos diedrais Dih(m, Cp, a), para todo m par, positivo, e todo p primo
maior ou igual a 2.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo introduzimos
as defini¢des e resultados bésicos sobre loops, subloops, half-isomorfismos de loops e
suas propriedades mais conhecidas. O segundo capitulo estabelece o conceito de loops
automorficos, além de resultados basicos relacionados a esse conceito, de forma geral.

No terceiro capitulo damos inicio a investigacdo dos loops automoérficos diedrais
Dih(m, Cp, «). Descrevemos todos os half-isomorfismos entre os loops diedrais Dih(4, Cy, «)
e Dih(4,C,, B) e entre Dih(6,Cp, &) e Dih(6,C,, ), onde p é um ntimero primo maior ou
igual a 2. Além disso demonstramos que todos esses half-isomorfismos sdo ndo triviais.

No quarto capitulo apresentamos o caso geral Dih(m, Cp, «), para m inteiro par maior
ou igual a 2. Descrevemos completamente os half-isomorfismos para essa classe de
loops, determinamos as ordens dos elementos e a quantidade exata de half-isomorfismos
para cada m e p dados. Mostramos também que todos os half-isomorfismos entre os
loops Dih(m,Cp, &) e Dih(m, Cy, B) sdo ndo triviais quando « # B, onde a e  sdo iguais

1

a I, a funcao identidade I(x) = x, ou J, a funcdo inversdo [(x) = x~'. No entanto,

mostramos que todos os half-automorfismos dos loops Dih(m, Cp, ]) sdo triviais.






LOOPS: CONCEITOS
PRELIMINARES

Comecaremos formalizando o conceito de loop, dando os primeiros exemplos e
estabelecendo resultados basicos. Vamos omitir algumas demonstragdes, pois muitas
delas sdo fatos bem consolidados e podem ser encontradas na bibliografia citada para

cada caso.

1.1 LOOPS

Definicao 1.1. Um loop é um conjunto L, ndo vazio, dotado de uma operagio bindria (-), fechada
em L, tal que dados a,b € L existem inicos x,y € L taisquea-x =bey-a =0b, e com um

elemento neutrol € L tal que 1-x = x-1 = x, para todo x € L.

Denotamos o loop L com sua operacdo por (L, -). Caso nédo seja necessdrio identificar

a operacdo diremos apenas "o loop L" e vamos escrever ab no lugar de a - b.
No caso em que a operagdo de um loop L é associativa, temos que L é um grupo.

Uma consequéncia dessa defini¢do é que vale a lei do cancelamento para a operacao,
ou seja, dados a,b € L, ax = bx ou xa = xb se, e somente se, a = b, Vx € L. A lei do
cancelamento é fundamental para a demonstracdo de varias propriedades de loops.
A defini¢do junto com a lei do cancelamento nos garante que se conhecemos dois
elementos na igualdade ab = ¢, com a,b,c € L, entdo o terceiro elemento é unicamente

determinado.

Exemplo 1.2. O conjunto L = {1,2,3,4,5} é um loop com a operagio dada pela tabela
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Observe que temos o elemento identidade 1 € L e que cada elemento comparece apenas
uma vez em cada coluna e em cada linha da tabela, garantindo a existéncia e a unicidade
das solucoes x,y € L de ax = b e ya = b para todo a,b € L. Além disso L é um loop
ndo associativo e ndo comutativo, pois temos, por exemplo, que 3-(3-4) = 3-2 =5, mas
(3:3)-4=1-4=4¢3-4=2#5=4-3.

Seguem mais algumas defini¢oes:

Definicao 1.3. Sejam L um loop e a € L. Definimos a translagido a direita por a € L,
R, : L — L, dada por ()R, = xa. Analogamente, definimos a translagio a esquerda por a € L,

L, : L — L, dada por (x)L, = ax. Decorre da defini¢do de loops que essas fungdes sio bijetoras.

Definicao 1.4. Um loop (L, -) é dito potencialmente associativo quando o conjunto gerado por

qualquer elemento de L é um grupo ciclico, ou seja, ((x) ,-) é associativo para todo x € L.

Definicao 1.5. Um loop (L, -) é dito diassociativo quando o conjunto gerado por quaisquer dois

elementos de L é um grupo, ou seja, ({x,y) , -) é associativo para todo par de elementos x,y € L.

E simples verificar que um loop L ser diassociativo implica que L é potencialmente
associativo.

Seja L um loop e a € L. Como consequéncia da defini¢do de loops, existem tnicos
x,y € L tais que xa =1 e ay = 1. Esses elementos x e y sdo chamados, respectivamente,
inverso a esquerda e inverso a direita de a e sao denotados por x* e x°. No caso em que
x* = xf, esse elemento é chamado inverso bilateral de a e denotado por x~ 1.

Uma consequéncia imediata da defini¢do (1.4), devido ao fato de ({x), -) ser grupo,
Vx € L, é que se L é um loop potencialmente associativo, entdo todo elemento de L

possui inverso bilateral.

Definicao 1.6. Sejam (L, -) um loop e x € L. Definimos as poténcias de x por

=1 e x™'=x".x, para n niimero natural.
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No caso em que todo elemento de L possui inverso bilateral, podemos definir as poténcias
negativas de cada elemento de x por x ™" = (x*)~1.

Definicao 1.7. Um loop L é chamado loop com propriedade inversa a esquerda, quando dado
a € L, existe a* € L tal que a*(ax) = x, Vx € L. Denotamos esses loops por LIP-loops.
Analogamente L é dito loop com propriedade inversa a direita, quando dado a € L, existe a° € L

tal que (xa)a® = x, Vx € L. Denotamos esses loops por RIP-loops.

Definicao 1.8. Um loop L é chamado loop com propriedade inversa, ou IP-loop, quando ele é

um LIP-loop e um RIP-loop.

Os loops que sdo abordados nesta tese sdo potencialmente associativos, mas ndo
sdo IP-loops. Concluiremos a se¢do com um teorema que estabelece propriedades de

IP-loops.
Teorema 1.9. ([Pflgo], Teorema 1.4.1) Seja L um 1P-loop, entdo temos os segquintes resultados:
(@) (@M =a e (") =a;
(b) ax =b e ya = b tem solugoes a‘b e baP, respectivamente;
(c) (ab)* = bPaf e (ab)f = bra’;
(d) R;'=Rp e Ly =L,
(e) sendo |, e Jode L em L dadas por J)(x) = e Jo(x) = xP, temos que
JARa]o = Ly,
JoRaJr = Lar,
JaLaJo =R, e
JoLaJx = R

Note que a defini¢do de loop garante a unicidade de x* e de x°, mas ndo neces-
sariamente a igualdade. No exemplo (1.2) temos que x-x = 1, V x € L, entdo
x° =x}=x, Vx €L Porém, (2-3)-3#2 e 2-(2-3) #3. Logo, L ndo é IP-loop.
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1.2 SUBLOOPS

Definic¢ao 1.10. Um subconjunto nio vazio H de um loop (L, -) é um subloop de L se (H, -)

também é um loop.

O resultado a seguir nos dd uma condigdo necessdria e suficiente para que um

subconjunto de um loop L seja subloop de L.

Proposicao 1.11. ([G/M96]) Seja H um subconjunto de um loop L, entdo H é subloop de L se,

e somente se as seguintes condigdes se verificam:
(a) se x e y pertencem a H, entdo xy pertence a H;
(b) se x e z pertencem a H e xy = z, entdo y pertencea H e
(c) sey ez pertencem a H e xy = z, entdo x pertence a H.

Assim como na teoria de grupos alguns subloops se destacam quando pretendemos

estudar as propriedades de um dado loop L.

Definicdo 1.12. Sejam a e b elementos de um loop L. O comutador de a e b é o iinico elemento
(a,b) € L que satisfaz ab = (ba)(a, b).

Definicdo 1.13. Sejam a, b e c elementos de um loop L. O associador de a, b e ¢ é o inico
elemento (a, b, c) € L que satisfaz a(bc) = {(ab)c}(a, b, c).

Podemos entdo denotar por (X, Y, Z) e (X, Y) o conjunto dos associadores da forma
(x,y,z) e dos comutadores da forma (x,y), respectivamente. Com essa notacdo descreve-

mos os seguintes conjuntos, que sdo subloops.

Defini¢do 1.14. (i) O conjunto D(L) = ((L, L, L), (L, L)) é o associador-comutador de um
loop L.

(i)) O conjunto Nx(L)y={a € L | (a,x,y) =1, Vx,y € L} é o niicleo a esquerda de um loop
L.

(iii) O conjunto Ny(L)={a € L | (x,y,a) =1, Vx,y € L} é o niicleo a direita de um loop L.
(iv) O conjunto Ny(L)={a € L | (x,a,y) =1, Vx,y € L} é o niicleo central de um loop L.

(v) O conjunto N(L) = N) (N, N Ny, € o niicleo de um loop L.
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(vi) O conjunto Z(L) = {a € N(L) | (a,x) =1, Vx € L} é o centro de um loop L.

Proposicdo 1.15. ([Pfloo]). Todo niicleo de um loop é um subloop associativo e, portanto, um

grupo. O centro do loop é um grupo abeliano.

Definic¢ao 1.16. Sejam L um loop e S um subconjunto nio vazio de L. Seja T o conjunto de

todos os subloops H de L tais que S C H, entio o conjunto ﬂ H é chamado subloop gerado

HeT
por S. Denotaremos esse conjunto por (S).

Sabemos que o teorema de Lagrange ndo vale para loops em geral. Vejamos um

exemplo.

Exemplo 1.17. O conjunto L = {1,2,3,4,5,6,7} é um loop com a operagio dada pela tabela

102]3l4al5]6]7
1[1]2]3lal5]6]7
2 2l4al1]7]6]5]3
3l3l1]5]6|7]2]4
44al6|7)2/1]3]|5]
505|761 ]3]4]2
6lle|3]a]5]2]7]1
70715213416

Veja que L é um loop de ordem 7 que tem um subloop, H = {1,6,7}, de ordem 3.

Alguns conceitos de teoria de grupos se traduzem de maneira similar no contexto de

loops, como é o caso de classes laterais.

Definicao 1.18. Sejam L um loop, H subloop de L e K C L, entdo K é uma classe lateral a
esquerda de H (respectivamente a direita) quando K = aH (respectivamente K = Ha) para algum
ac L.

Dizemos que L tem uma decomposicdo em classes laterais a direita (a esquerda)
modulo H se o conjunto de todas as classes laterais a direita (a esquerda) de H for uma
particdo de L. Ou seja, L é a unido de todas as classes laterais a direita (a esquerda) de
H e a intersecdo entre duas classes laterias de H distintas é vazia.

Mas, naturalmente, dado um subloop H qualquer, ndo garantimos a existéncia da

decomposicdo em classes laterais de H, como ocorre com o loop do exemplo (1.2). Note
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que, naquele exemplo, H = {1,2} é subloop do loop L, 1H = {1,2} =2H, 3H = {3,5},
4H = {3,4} e 5H = {4,5}. Logo, o conjunto formado por essas classes ndo formam uma
particdo de L, pois, por exemplo, 3H N4H # @ e assim 3H # 4H.

Precisamos entdo da seguinte proposigao.

Proposicao 1.19. ([Pfloo], Teorema 1.2.12) Sejam L um loop e H um subloop de L, entdo L
tem uma decomposigdo em classes laterais a esquerda (respectivamente a direita) médulo H se, e

somente se, (a - h)H = aH, (respectivamente H(h - a) = Ha) para todo h € H e todo a € L.
Aqui é importante introduzir as seguintes defini¢oes.

Definicdo 1.20. Sejam L um loop finito e H subloop de L. Dizemos que H é tipo-Lagrange
quando |H| divide |L|, ou seja, a ordem de H divide a ordem de L.

Definicdo 1.21. Seja L um loop finito. Dizemos que L satisfaz a propriedade fraca de Lagrange

quando todo subloop H de L é tipo-Lagrange.

Definicdo 1.22. Seja L um loop finito. Dizemos que L satisfaz a propriedade forte de Lagrange

quando todo subloop H de L satisfaz a propriedade fraca de Lagrange.

E natural que possamos ter um loop que satisfaz a propriedade fraca de Lagrange
sem satisfazer a propriedade forte de Lagrange. Esse é o caso no loop L do exemplo

abaixo.

Exemplo 1.23. O conjunto L = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} é um loop com a operagio dada pela
tabela

1,23 /4,56 |7]8]|9]10
112 (3|4|5]|6)|7 9 |10
2021|4537 ]8|9]10]6
313|512 ,4|8]9|10,6]7
4 143|512 ,9|10]6 |78
51514231106 7|89
6 (6|7 |8|9|10/1|2|3]4]5
70718191062 |1, 4|53
81 819 |10 7135|124
91 9 |10 8 143|512
10 10 | 6 915142 |31




1.2 SUBLOOPS

De fato, nesse exemplo temos um loop L, contendo subloops H = {1,2} e K ={1,2,3,4,5},
tais que H é subloop de K e ambos sdo subloops de L, onde |L|= 10, |H|= 2 e |K|= 5. Assim, as
ordens de H e K dividem a ordem de L, mas |H|= 2 nio divide |K|= 5.

Por fim, o resultado que mais nos aproxima do teorema de Lagrange nesse contexto é

0 seguinte.

Teorema 1.24. ([Pfloo], Teorema 1.2.16) Sejam L um loop finito e H subloop de L. Se L tem
uma decomposicio em classes laterais a esquerda (respectivamente a direita) médulo H, entdo H

é tipo-Lagrange.

Definicdo 1.25. Um loop L é um loop de Moufang se satisfaz uma das sequintes identidades
equivalentes:

(i) ((xy)x)z = x(y(xz)), a identidade de Moufang a esquerda,
(ii) ((xy)z)y = x(y(zy)), a identidade de Moufang a direita,
(iii) (xy)(zx) = (x(yz))x, a identidade de Moufang central.

A equivaléncia dessas identidades pode ser vista em [G]Mog6].

Convém destacar que o teorema de Lagrange vale para a classe dos loops de Moufang.
Este resultado foi provado por A. Grishkov e A. Zavarnitsine em [GZo4].

Concluimos a se¢do com as defini¢des importantes de subloops normais e subloops

caracteristicos.

Definicao 1.26. Seja H um subloop de L, tal que L tenha uma decomposicdo (a direita e a

esquerda) modulo H, entido H é chamado um subloop normal de L quando
xH =Hx, (xH)y =x(Hy) e x(yH) = (xy)H,
para todo x,y € L.

Observacao 1.27. No capitulo 2 vamos estabelecer uma condigdo necessdria e suficiente para

que um subloop seja normal.

Definicao 1.28. Sejam os loops (Ly,-) e (Lp, *¥) e f : Ly — Ly uma fungdo. Diremos que f é
um homomorfismo de loops quando f(x - y) = f(x) * f(y), para todo x,y € L.

De maneira inteiramente andloga a teoria de grupos definimos isomorfismos e endo-

morfismos de loops.

11
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Definicao 1.29. Sejam L um loop e f : L — L uma fungdo bijetora. Diremos que f é um
automomorfismo de L quando f(xy) = f(x)f(y), para todo x,y € L.

O conjunto dos automorfismos de L sera denotado por Aut(L).

Definicao 1.30. Seja H um subloop de L. Diremos que H é subloop caracteristico de L quando
¢(H) = H, para todo ¢ € Aut(L).

1.3 HALF-ISOMORFISMOS DE LOOPS

Introduziremos aqui o conceito de half-isomorfismo de loops destacando suas principais

propriedades.

Defini¢do 1.31. Sejam (L,-) e (L', *) loops. Um half-isomorfismo de L em L' é uma fungdo

bijetora f tal que f(x-y) = f(x)* f(y) ou f(x-y) = f(y) * f(x), para todos os elementos
x,y € L.

No caso em que L = L' e f é um half-isomorfismo, diremos que f é um half-
automorfismo.

Se f(x-y) = f(x)* f(y), para todo x,y € L, entdo temos um isomorfismo e se
f(x-y) = f(y) * f(x), para todo x,y € L, entdo temos um anti-isomorfismo. No caso
em que o half-isomorfismo é isomorfismo ou anti-isomorfismo diremos que ele é um
half-isomorfismo trivial. Para grupos, todos os half-isomorfismos sdo triviais como
foi mostrado por Scott [Sco57]. Em geral, para loops a situagdo é diferente: existem
loops de Moufang com half-isomorfismos que ndo sdo nem isomorfismos nem anti-
isomorfismos. No entanto o resultado de Scott foi extendido para a classe de loops
de Moufang finitos de ordem impar. Em 2013 Giuliani e Gagola mostraram que nessa

classe todos os half-isomorfismos sdo triviais [GG13].

Exemplo 1.32. Consideremos novamente o loop L descrito no exemplo (1.17). Considerenos
também a funcio inversdo | : L — L, definida por J(x) = x~!, Vx € L. Podemos verificar,

usando o GAP ([Gro]), por exemplo, que | é um half-automorfismo de L. Observe entdo que

J2-4)=]7)=]@-JQ2)=67]2)-J4) =7

JG-6)=]#) =](5)-J(6) =5F](6)-](5) =3.
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Logo, | é um half-automorfismo de L que ndo é isomorfismo e ndo é anti-isomorfismo, portanto é
um half-automorfismo ndo trivial.

As proposicoes a seguir estabelecem resultados fundamentais para a categoria de
A-loops, que definiremos formalmente no préximo capitulo. Devido a importancia

nesse trabalho decidimos incluir as demonstra¢des de algumas dessas proposigdes.

Proposi¢do 1.33. ([dA18]) Sejam f : L — L' um half-isomorfismo de loops, onde 1) € L e

17 € L' sio os elementos identidades, e K subloop de L'. Entdo
(a) f(lp) =1y ;
(b) f~Y(K) é subloop de L;
(c) se K é comutativo, entdo f~1(K) é comutativo e f~1(K) ¥ K;
(d) se K é grupo abeliano, entdo f~'(K) é grupo abeliano;
(e) se L' é comutativo, entdo L = L'.
Demonstracido. Demonstraremos os itens (a) e (b).
(a) Temos f(1r) = f(1r - 1) = f(11) * f(11). Logo, f(1L) =1y
(b) Considere x,y € f~1(K), entdao f(x), f(y) € K. Logo,
{fGx-y), fly- 0} S {f0) = fy), fy) = f()} S K.
Assim, x -y € f~1(K).

Agora sejam z,w € L taisquez-x =y e x-w =y, entdo

f@) = fx-w) € {f(x) * f(w), f(w) * f(x)}

f) = f(z-x) € {f(2) * f(x), f(x) % f(2)}.

Como f(x), f(y) € K, temos que f(z), f(w) € K também. Assim, z,w € f’l(K).
Portanto, pela proposicéo (1.11), f ~1(K) é subloop de L.

]

Proposi¢do 1.34. ([dA18], Proposigdo 3.2.10) Sejam f : L — L' um half-isomorfismo e H
subloop de L. Suponha que f~' : L' — L também seja half-isomorfismo. Entdo

13
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(a) f(H) é subloop de L' ;

(b) se H é comutativo, entdo f(H) é comutativo e f(H) é isomorfo a H;
(c) se H é grupo abeliano, entdo f(H) é grupo abeliano;

(d) se L é comutativo, entdo L é isomorfoa L'.

Proposi¢do 1.35. ([dA18]) Seja f : L — L' um half-isomorfismo de loops tal que todo

elemento de L' tem inverso bilateral. Entdo todo elemento x € L tem inverso bilateral

x = F(F) .

Demonstragdo. Considere x € L, visto que f(x) € L’ temos que f(x)~! € L'. Como

{fe-p), fly- )} S @)+ fW), fW) * f(0)}, Vo y €L,

temos que
{f FTHEE™ U™ -0 C{F@) = (FeN ™ (Fa) ™+ f(0} = {1}

Logo, f(x- f~H(f(x)™) = F(fF U (f(x))™) - x) = 1,. Como f é bijetora, pelo item (a)
da proposigao (1.33), x - F Y (f(x)~1) = 1. Portanto, x~! = f~1((f(x))™1). ]

Proposic¢do 1.36. ([dA18]) Seja f : L — L' um half-isomorfismo de loops e L' potencialmente

associativo. Entdo

(a) f(x™) = (f(x)", para todo x € L e todon € Z,;

(b) L é potencialmente associativo;

(c) se x € L é tal que a ordem de f(x), o(f(x)), é finita, entdo o(f(x)) = o(x).
Demonstracdo. Demonstraremos os itens (a) e (c).

(a) Seja x € L. Pelo item (a) da proposigao (1.33), f(x°) = (f(x))

Suponha f(x") = (f(x))" para algum 7 natural, entdo

FOY = f( - x) € {(FO))" * f(x), () = (F)"} = {(F)™},
pois L’ é potencialmente associativo. Assim, f(x"*!) = (f(x))"*!, logo f(x") =
(f(x))", para todo n natural.

Agora, como L' é potencialmente associativo temos que (y) C L' é um grupo para

todo y € L. Logo, todo elemento de L’ tem inverso bilateral, entdo, da proposigdo
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(1.35), temos que todo elemento de L também tem inverso bilateral. Portanto, para

n natural, temos
=T = ).
Logo, f((x)™™) = (f(x™) ! = (f(x))") ! = (f(x)) ™. Isso mostra que f(x") = (f(x))",

para todo n inteiro.
(c) Seja x € L com o(f(x)) finita, entdo, do item (a), temos que
f(x0(f(X))) — (f(x))o(f(x)) =1;.

Como f é bijetora x°U @) = 1; . Assim, o(x) < of f(x)).

Por outro lado, usando novamente o item (a), temos que (f (x))°®) = f (x°™)) =
f(1r) = 1. Logo, o(f(x)) < o(x). Portanto, o(f(x)) = o(x).

]

O item (c) da proposicdo (1.36) serd muito util para os estudos dos loops automorficos
diedrais dos capitulos (3) e (4).
Concluimos destacando algumas propriedades da composi¢do de half-isomorfismos

de loops.

Proposi¢do 1.37. ([dA18], Proposicdes 3.2.13 e 3.2.14) Sejam (L, *), (L',-) e (L”, @) loops e
f:L—Leg:L — L" half-isomorfismos, entdo

(a) a composigio go f : L' — L" é um half-isomorfismo;
(b) se f e g sdo isomorfismos, entdo a composi¢do g o f é um isomorfismo;
(c) se f e g sdo anti-isomorfismos, entido a composicio g o f é um isomorfismo;

(d) se f é um isomorfismos e § é um anti-isomorfismos, entdo a composicio g o f é um

anti-isomorfismo;

(e) se f é um anti-isomorfismos e § é um isomorfismos, entdo a composigio g o f é um

anti-isomorfismo;

(f) se f é um half-isomorfismos ndo trivial e § é um half-isomorfismos trivial, entdo a

composicdo g o f é um half-isomorfismo ndo trivial;

(g) se f é um half-isomorfismos trivial e g é um half-isomorfismos ndo trivial, entio a

composi¢ido g o f é um half-isomorfismo ndo trivial.

15
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A partir dessa proposicdo, podemos obter importantes conclusdes sobre o conjuntos
dos half-automorfismos de L, denotado por Half(L), e dos half-automorfismos trivais de
L, denotado por Half(L).

Proposicdo 1.38. Seja L um loop. Entdo Halfr(L) é um grupo e Aut(L) é um subgrupo normal
de Halfr(L).

Demonstragio. Da proposicado (1.37) temos que Half(L) e Half;(L) sdo fechados para
a composicdo. Além disso, é facil ver que a funcdo inversa de um automorfismo é
também um automorfismo e que a funcédo inversa de anti-automorfismo é também um
anti-automorfismo. Dessa forma Half;(L) é também fechado para inversos, logo é um
grupo.

Temos também da proposigdo (1.37) que sendo f automorfismo e g anti-automorfismo,
¢ 'o fogéum automorfismo e assim ¢ ' Aut(L)p C Aut(L), para todo ¢ € Hal fr(L).
Portanto, Aut(L) é subgrupo normal de Half(L). O

Proposicdo 1.39. Seja L um loop. O conjunto Half(L) é um grupo se, e somente se para todo

half-automorfismo f : L — L, temos que f~' : L — L é também half-automorfismo.

Demonstragio. Primeiro vamos supor que Half(L) é um grupo. Entdo é imediato que
toda inversa de um half-automorfismo de L pertence também a Half(L), ou seja, toda
inversa de um half-automorfismo de L é também um half-automorfismo.

Para demonstrarmos a reciproca, observe que, pela proposi¢do (1.37), temos que
Half(L) é fechado para a composigdo. Logo, se toda inversa de um half-automorfismo
de L é também um half-automorfismo, entdo Half(L) é também fechado para a inversao

de seus elementos, portanto é um grupo. O
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Neste capitulo introduzimos os conceitos e propriedades fundamentais de loops
automorficos. Os resultados aqui apresentados sdo consolidados e alguns deles serdo
demonstrados, para outros colocaremos apenas as referéncias.

Definimos anteriormente as transla¢des R, e L,. Desde que R, e L, sdo permutagdes
em L, podemos considera-las como elementos do grupo simétrico S(L), o grupo das
permutagdes de L. O conjunto de todas as L, e suas inversas L, ! geram um subgrupo de
S(L). Analogamente, o conjunto de todas as R, e suas inversas R; ! geram um subgrupo
de S(L). Esses grupos sdao chamados, respectivamente, de grupo das multiplica¢des a
esquerda e a direita de L. Naturalmente, o grupo gerado por todas as multiplica¢gdes
a esquerda e a direita e suas inversas é chamado grupo das multiplica¢des de L e
denotado por MIt(L).

Note que consideramos o conjunto "gerado" pelas multiplica¢des, pois, no caso de
loops, o produto de duas transla¢des ndo é necessariamente uma translacdo, mas para
grupos temos (x)R;R; = (xa)b = x(ab) = (x)R,, como consequéncia da associatividade.
Ou seja, o produto de translagdes em grupos é novamente uma translagdo. Definimos o
grupo das aplicacoes internas de L e denotamos por Inn(L) como sendo o subgrupo de
MIt(L) das fungdes que fixam o elemento identidade 1.

Bruck provou em [Bruy1] que em qualquer loop L

Inn(L) = <R(x,y)/ L(x,y)/ T(x) | X,y e L> ’

onde

— -1 _ —1 _ —1
R(x,y) = Rnyny , L(x,y) = LxLyLyx e T(x) = RxLx ,

para todo x,y € L
Como dissemos na observacdo (1.27), vamos provar que um subloop é normal se ele

é invariante por qualquer aplicagdo interna.

Proposicdo 2.1. Seja H um subloop de L, entdo H é normal se, e somente se (H)¢ = H para
todo ¢ € Inn(L).
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Demonstragio. Vamos supor H subloop normal de L e mostrar que (H)R ;) = H. Como

H é normal, dado h; € H, temos

hiR(xy) = hinRyR;yl = ((hix)y)R;yl - (hj(xy))R;yl = hj,

para algum ; € H. Logo (H)R,) = H.
De maneira andloga podemos mostrar que (H)L(,) = H e (H)T(y) = H. Como H é
invariante para os geradores de Inn(L), entdo H é invariante para todo ¢ € Inn(L).
Reciprocamente, assuma que (H)¢ = H, entdo, de (H)T(,y) = H, segue-se (H)R, =
(H)Ly, ou seja, Hx = xH. De (H)R,) = H, temos (H)RnyR;y1 = H, ou seja, (Hx)y =
H(xy). De (H)L,) = H temos (H)L,CLyLy_x1 = H, ou seja, y(xH) = (xy)H. Combinando

esses trés resultados temos
(xH)y = (Hx)y = H(xy) = (xy)H = x(yH) = x(Hy).
Portanto, H é subloop normal de L. O
Seguiremos com a principal defini¢do desse capitulo.

Definicdo 2.2. Um loop L é dito loop automorfico, ou simplesmente um A-Loop, quando toda

aplicagdo interna de L é um automorfismo. Ou seja, quando temos Inn(L) C Aut(L).

Assim, como [nn(L) é gerado por Ry ), L(xy) € T(x), temos que L é A-loop se, e

somente se

R(X,y) = RnyR;yl, L(x/]/) = LxLyL;xl e T(x) = RXL;1
sdo automorfismos de L para todo x,y € L.

Exemplo 2.3. Seja L = {1,2,3,4,5,6} e x a operacio dada pela sequinte tabela:

*x(11]1213]4]|5]|6
1(11]2/3[4]|5]|6
2231|645
31/13|/1]2|5]|6/4]|
4114/5/6(1/3]|2
515/614/2|1]3
6645|321
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O loop (L, *) é o A-loop ndo associativo de menor ordem possivel, e este é 1inico a menos de

isomorfismo.

Definicdo 2.4. Seja L um loop. Diremos que L tem a propriedade inversa antiautomdrfica

quando ele tem inverso bilateral e satisfaz a equagdo
(xy) ™' = y~1x~! para todo x,y € L.
Nesse caso diremos que L é um AAIP-loop.
Lema 2.5. ([KKPV16], Proposigio 2.5) Todo loop automdrfico é A AIP-loop.

As proposig¢des a seguir resumem as rela¢des entre A-loops e seus subloops além de

estabelecer propriedades dos A-loops.
Proposicdo 2.6. ([BP56]) Seja L um A-loop, entio
(a) se H é subloop de L, temos que H é A-loop;
(b) se H é subloop normal de L, entdo L/H é A-loop;
(c) L é potencialmente associativo;
(d) L tem a propriedade flexivel, ou seja, x(yx) = (xy)x, para todo x,y € L;
(e) se H é subloop caracteristico de L, entdo H é subloop normal de L;
(f) Ny(L) 2 Ni(L) e Ny(L) 2 N(L).
Demonstracdo. Vamos demonstrar os itens (a) e (e).

(a) Seja H um subloop de L. Como os geradores de Inn(L), Ry ), Lxy) € T(x), s@0
automorfismos internos de L, restritos a H, para x,y € H, sdo os geradores dos au-
tomorfismos internos de H, Inn(H). Portanto, Inn(H) consiste de automorfismos
de H. Logo H é A-loop.

(e) Seja H subloop caracteristico de L, entdo (H)¢ = H, para todo ¢ € Inn(L) C

Aut(L), entdo, pela proposigdo (2.1), H é subloop normal de L.
O]

Corolério 2.7. Seja L um A-loop, entio os niicleos N)(L), Ny(L), N, (L) e N(L) sdo subloops
normais de L.

19
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Demonstragido. Vamos demonstrar primeiro a inclusdao N,(L) € ¢(N,(L)), para todo
¢ € Aut(L). Considere a € N)(L), ou seja, a(xy) = (ax)y, para todo x,y € L. Como ¢ é
bijetora, existe b € L tal que a = ¢(b). Precisamos mostrar que b € N,(L). Sabemos que

¢ Ya)=beque ¢! € Aut(L). Temos entdo, V x,y € L,
¢~ (a(xy) = ¢~ (ax)y),

¢ @ () = 9@ () e
¢ @@ (e W) = (¢ @ (e V).
Logo, b = ¢~ (a) € Ny(L). Portanto, a € ¢(N,(L)) e assim N (L) C ¢(Ny(L)).

Por outro lado, considerando novamente a € N, (L), temos, V x,y € L,

p(a(xy)) = ¢((ax)y) e assim @(a)p(xy) = ¢(ax)p(y).

Dessa forma,
P@)(@(x)p(y)) = (p(@)p(x)p(y).

Portanto, ¢(a) € N)(L) e temos a outra inclusdo, ¢(N, (L)) € N,(L).

Demonstramos assim que N, (L) = ¢(N,(L)), ou seja, N (L) é subloop caracteristico
de L. Pelo item (e) da proposigdo (2.6), Ny(L) é subloop normal de L.

As demonstragdes de que Ny(L) e Ny (L) também sdo subloops normais de L sédo
analogas.

Por fim, ndo é dificil mostrar, que a intersecdo de subloops normais também é um

subloop normal. Logo, N(L) também é um subloop normal de L. O
Proposicdo 2.8. ([KKPV16]) Seja L um A-loop, entio

(a) (ax)b = a(xb), para todo a,b € Ny(L) e para todo x € L;

(b) NA(L) = No(L) = N(L),

(c) Inn(L) = (Lixy), Tx | X,y € L);

(d) (Teorema de Lagrange) se a ordem de L é impar e H é subloop de L, entdo |H| | |L|;

(e) (Teorema de Cauchy) se a ordem de L é impar e p é um primo que divide a ordem de L,

entdo existe x € L tal que o(x) = p.

Demonstracido. Vamos demonstrar o item (b).
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(b) Pelo lema (2.5), L é AAIP-loop. Logo, a condicdo ax -y = a - xy é equivalente a

ylox el =yl gl

entdo Ny (L) = Ny(L).

A outra igualdade é consequéncia direta do item (f) da proposicdo anterior (2.6),
pois se Ny (L) 2 Ny(L) e Ny(L) 2 Ny(L) com Ny (L) = Ny(L), entdo

N(L) N Np(L) N Nyi(L) = N(L) = Ni(L) = Np(L).
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HALF-ISOMORFISMOS ENTRE OS
A-LOOPS DIEDRAIS Dih(m,Cp,zx):
CASOS m=4 E m=26

Iniciamos com a defini¢do dos loops diedrais Dih(m, G, a).

Definicao 3.1. Sejam m € Z, m > 1, G um grupo abeliano e « : G — G um automorfismo.

Considere o conjunto Z,, x G com a operagio * definida por

(i, u) % (j, 0) = (i +], @V o)l

ondeu,v € Gei,j € Zy. Vamos denotar esse conjunto munido da operagdo x por Dih(m, G, a).

Vojtéchovsky, et alii, mostraram que Dih(m, G, ) é um loop automérfico ([KKPV16]).

O Teorema abaixo amplia a discussdo sobre o loop Dih(m, G, «) e fornece condi¢des

para que este seja um loop automorfico.

Teorema 3.2. ([[Abo14]], Teorema 3.13) Sejam m > 1 um niimero inteiro, G um grupo abeliano

e o um automorfismo de G. Seja Q = Dih(m, G, a) definido em (3.1).
(i) Se m =2, entdo Q é um loop automdrfico.

(ii) Se m > 2 é par, entdo Q é um loop automérfico se, e somente se, a? =1, onde I representa

o automorfismo identidade.

(iii) Se m > 2 é impar, entdo Q é um loop automorfico se, e somente se, « = I e 2(G) = 0, neste

caso Q é um grupo.

Além disso, Mouna Aboras e Petr Vojtéchovsky, em ([AbVo16]), mostraram que o
loop diedral Dih(m, G, «) é um grupo se, e somente se, & = I.
Tendo em vista a defini¢do (3.1) e o Teorema (3.2), podemos estabelecer formalmente

a definicdo dos loops que serdo os principais objetos do nosso estudo.

Definicdo 3.3. Sejam Cy, o grupo ciclico de ordem p, tal que p > 2 é um niimero primo, m um

inteiro par positivo e a : Cp — Cp um automorfismo. Considere o conjunto Zy x Cp com a
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operagdo * definida por

(i, u) % (j,0) = (i + ], @V o)alh),

onde u,v € Cpei,j € Zy. Esse conjunto munido da operagio x é um loop automérfico diedral

e vamos denotd-lo por Dih(m, Cp, ).

As proposigOes a seguir sdo fatos conhecidos, mas sdo de importancia fundamental

no desenvolvimento deste trabalho. Assim, decidimos incluir as demonstragoes.

Proposicao 3.4. Seja G um grupo ciclico de ordem par, entdo G tem apenas um elemento de

ordem dois.

2

Demonstragio. Seja G = (a) = {e,a,a?,---,a™ '} um grupo ciclico de ordem par m = 2k,

onde k é um inteiro positivo. Sabemos que a™ = e. Sabemos também que g = a* # ¢,

pois 0 < k < m. Porém ¢? = a%

=a" = e. Logo, g tem ordem 2.

Suponha agora h € G, h #a*eh # e, entio h = a/ # ¢, j # k onde j é um inteiro
positivo. Temos portanto dois casos a considerar.

Caso 1: 0 < j < k. Logo, 0 < 2j < 2k = m e assim h? = a®) #e. Logo, h = a/ ndo tem
ordem 2.

Caso 2: k < j < m. Dessa forma, m = 2k < 2j < 2m, assim 0 < 2j —m < m e
h? =a% = a™a? =" = g?=" £ e. Logo, h = @/ ndo tem ordem 2.

k

Portanto, ¢ = a* é o tnico elemento de ordem 2. O]

Proposicdo 3.5. Seja C, um grupo ciclico de ordem p, onde p é um niimero primo. Entdo o

grupo de automorfismos de C,, Aut(Cp), é isomorfo ao grupo ciclico C,,_1 de ordem p — 1.

Demonstragio. Seja G = C, = (x). Sabemos que x¥ = e e que todo elemento de G,
diferente de ¢, é gerador de G.

Se ¢ € Aut(G), entdo ¢ deve levar x em outro gerador de G. Ou seja ¢(x) = x¥, com
1 <k < p—1. E ainda note que ¢(x"") = ¢"(x).

Podemos entdo enumerar os elementos de Aut(G) por ¢;, onde @;(x) = x!, com
1<i<p-—1. Logo, |[Aut(G)|=p —1.

Mostremos que Aut(G) é abeliano. Sejam ¢;, ¢; € Aut(G). Temos ¢;(x) = x' e
@j(x) = x/. Logo, ¢; o ¢j(x) = q)i(xj) =yt = ¥l = @;j o @i(x).

Falta mostrar que Aut(G) é ciclico. Para isso, mostraremos que Aut(G) é isomorfo ao
conjunto Z; com a multiplicagdo. Como Z, € corpo, (Z;;, -) é ciclico e assim Aut(G) é
ciclico.
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Considere ¢;, ¢; € Aut(G), ¢i(x) = x' e @j(x) = x/. Temos @i o @j(x) = xi = @ij-
Podemos definir 7 : Aut(G) — Z;, dada por t(¢,,) = m. Dessa forma

T(Pm © Pk) = T(Puk) = mk = Tk = T(@m)T(@p).

Além disso, T estd bem definida, pois se m # kem Z*, com 1 < m, k < p — 1, entdo
®m # k. A sobrejetividade decorre diretamente da definicéo e se 717 = k entdo ¢y, = ¢,
logo T é injetora, portanto T é bijetora.

Concluimos que ¢ é um isomorfismo. O

Segue imediatamente do Teorema (3.2) que, para o loop diedral Dih(m,C)y, a) ser
automoérfico, o automorfismo «, na definicio (3.3), deve ser tal que a? = I.

Em vista das proposigdes (3.4) e (3.5) temos apenas dois automorfismos de C, a ser
considerados daqui para frente. Sdo eles « = [ e « = ], onde | é a fung¢do inversdo, dada
por J(x) = x~ .

Nas proximas sec¢oes serdo abordados os loops diedrais tomandom =4em =6. A
andlise desses casos fornecerd subsidios para a obtencdo dos resultados no caso geral,

quando m é um inteiro par positivo.

3.1 0S A-LOOPS DIEDRAIS Dih(4,C,,a) E Dih(6,Cy, &)

Vamos descrever aqui os loops automorficos diedrais Dih(4, Cp, &) e Dih(6, Cp, ).
Agora consideraremos as notagdes C, = {e, 1, u?,...,uP=1}, 7, =40,1,2,3} e Zg =

{0,1,2,3,4,5} e teremos os conjuntos
Zyx Cp={(0,e),(0,u),0,u?),...,0,uP1),1e), 1 u),du?,. .. 01u"",

2,€),2,u),2,12),...,2,u"""),(3,0),3,u),3,1),..., 3 u"""}

Ze % Cp=1{(0,e),(0,u),0,u?),...,0,uP 1), e), 1 u),du?,. .. 01u"",
2,e),(2,u),2,u%),...,2,u""1,3,e), 3, u),3 u?),..., 03 u",
4,¢),(4,u), (4 u?),..., 4 uP™Y),5,e),65,u),5,u?),..., 05 uP"H].

No que segue

Lj representara o loop Dih(m,Cy, I)
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Ly representara o loop Dih(m,C,, ),

onde tomaremos convenientemente m = 4 ou m = 6 e quando ndo especificarmos
estaremos considerando a discussdo para ambos.

Sera natural no decorrer do texto escrevermos (i, 1)(j, v) no lugar de (i, u) * (j, v).

E imediato notar que em ambos, L e Ly, 0((0,¢)) = 1, ndo importando o valor de m.
Além disso, o(x) = p para todo x € Cp, x # e. Como consequéncia da definigdo segue
que o conjunto (0,Cp) = {(0,x) | x € C,} é isomorfo a Cy.

Continuaremos descrevendo as ordens dos elementos de L; e L nas proximas propo-

si¢des destacando as diferencas e semelhancas para os casos m =4 e m = 6.

Proposicao 3.6. Seja (2,C;,) = {(2,x) | x € Cp}, subconjunto de Z, x Cp. Entio o((2,e)) = 2

e os elementos (2, x) € (2,Cy), tais que x # e, tém ordem 2p em ambos, Ly e L.

Demonstragio. Primeiro veja que (2,¢)(2,e) = (0, e), ou seja, 0((2, €)) = 2. Agora considere

(2,x) € (2,Cp), x #e. Veja que, tanto em L; como em Lj,
2,%)(2,x) = (0,x%), (0,x*)(2,x)=(2,x°),

2,232, x) = (0,x%), e (0, xH(2,x) = (2, x°).

Como p é impar, temos (2, x)F = (0, xP=D)2,x) = (2,x) = (2,¢). Dessa forma, como
x" #e, paratodon € {1,2,---,p—1} e 0((2,¢)) = 2, temos que (2, x)P = (2,¢) implica
que 0((2, x)) = 2p. O

Proposicdo 3.7. Seja (3,Cp) = {(3,x) | x € Cp}, subconjunto de Z x C,. Entdo todos os

elementos de (3, Cy) tém ordem 2 em ambos, Ly e Lj.

Demonstragdo. De fato, dado (3,x) € (3,Cp), temos (3, x)(3,x) = (0, (x~Ix)al) = (0,e),
para ambos, « = [ ou & = J. Ou seja, 0((3, x)) = 2, para todo (3, x) € (3,Cp). O

Proposicao 3.8. Sejam
(1,Cp)={(L,x) | x € Cp} e (3,Cp) ={(B,x) | x € Cp},

subconjuntos de Z4 x Cy,. Entdo os elementos de (1,Cy) e (3, Cp) tém ordem 4 em ambos L; e
Ly.
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Demonstragio. Veja que em ambos os loops, Lj e Lj,
(1,01, x) =2, x %) =2,¢) e (3,%)(3,x) =(2,¢), para todo x € Cp.

Como 0((2,e)) =2, (2,e)(1,x) = (3,x) #(0,e) e (2,e)(3,x) = (1,x) # (0, ¢), temos o((1, x)) =
0((3, x)) = 4. O

Proposicao 3.9. Sejam
(1,Cp)={(L,x) | x€Cp} e (5,Cp)={(5,x) | x € Cp},

subconjuntos de Ze x Cy. Entdo os elementos de (1,C,) e (5, Cp) tém ordem 6 em ambos L; e
Ly.

Demonstragio. Veja que em ambos os loops, L e Lj,

(1,x)(1,x) = (2,x 'x) = (2,¢), logo (1,x)°=(2,e)(1,x)=(3,x) para todo x € Cp

(5,%)(5,x) = (4, x 1x) = (4,¢), logo (5 x)°=(4,e)(5, x) = (3,x) para todo x € Cp.

Como, pela proposicdo (3.7), 0((3, x)) = 2, temos 0((1, x)) = 6 e o((5, x)) = 6, para todo
x € Cp. O

Dessa forma, para m = 4 e m = 6, temos em ambos os loops L; e L; um elemento de

ordem 1, o par (0, ¢), e temos p — 1 elementos de ordem p, que sdo os pares
0,u),(0,u%), -+, (0,ul™).

No entanto para m = 4 temos um elemento de ordem 2, que é o par (2,e), p — 1

elementos de ordem 2p, que sdo os pares
@), 2u?), -, QuP™,
e 2p elementos de ordem 4, que sdo os pares
1,e),(Lu), -, 1,uP") e 3e), @G u), -, Gu).

Diferentemente para m = 6, temos exatamente p elementos de ordem 2, que sao os
pares
(3/ e)/ (3/ u)/ (3/ uz)/ Tty (3/ up_l)/
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e, de forma semelhante ao caso m = 4, temos 2p elementos de ordem 6, que sdo os pares
1), u),---,(1,uP~Y) e (5,e),5,u), --,6ult).

Agora, considerando que os half-isomorfismos f : L — L; preservam as ordens
dos elementos (pela proposicdo 1.36), podemos comecar a investigacdo desses half-

isomorfismos, que é o objetivo principal da préxima secdo.

3.2 HALF-ISOMORFISMOS: PARA OS CASOS m = 4

Em=6
Nesta secdo vamos considerar as seguintes notagdes:
Ly representara o loop Dih(m, Cp, «) e

Lg representard o loop Dih(m, Cp, B),

param=4oum=6,ondex =1ouna=]e, igualmente, B=Ioup=].
Na primeira se¢do desse capitulo observamos que, para m = 4 e m = 6, em ambos os

loops, Lj e Lj, o elemento de ordem 1 e os elementos de ordem p aparecem em

Porém, no caso em que m = 6, os conjuntos (2,Cp) e (4,Cy) possuem elementos de
ordem 3. Assim, no caso em que p = 3 os elementos de ordem p ndo estdo somente em
(0, Cp), como acontece para m = 4. No entanto, vale ressaltar que se f:Ly — Lﬁ' com

« # B, € um half-isomorfismo, entdao temos apenas duas possibilidades

f((1,x)=1Q,y) ou f((1,x))=(5,y), parax,y € Cp-

Sendo assim,

f((zr 6)) = f((lr X)(l, X)) = f((ll X))f((l, JC)) = (11 y)(l, y) = (2/ 6), 1080 f((4'/ 6)) = (4/ e)/

ou

f((zr 6)) = f((lr X)(l, .’JC)) = f((ll X))f((l, X)) = (51 y)(5, y) = (4/ 6), 10g0 f((4'/ 6)) =(2,e).
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Mais ainda,

L@ )= 1Ly)o),
((3,x)) = f((1,x)(2,e =3, y),
J(Go) = JL 0@ e) = {fa>vmx»-aaaw &9)
FLOGD) = LGy,
4 = 1,x)(3 = = (4,
ﬂ(m“mx)”){f3)m1m—@waw &0
e
AL = (Ly)de),
((5,x)) = f((1,x)4,e)) = =05,y),
£(5,2)) = F(1, 1)(4,0)) = { e ey =6
Além disso, fixamos f((1,e)) = (1, y) e temos

f(2,%) = f(1,e)(1,x)) = { FLf(, ), _ { Ly, b), _ { 2,y 'b),

(L x)f((1,e)), (1, b)(L, y), 2,67'y),

onde consideramos f(1, x) = (1, b).

Por fim, fixamos f((1,e)) = (5, y) e temos

f@m»amLmLm={fmﬂVmﬂM :{@wﬁd,z{my”&

(L, x)f((,e)), (5,05, y), 4, y),

onde consideramos f(1, x) = (1, ¢).
No caso em que m = 4 o elemento (2,¢) tem ordem 2 e os outros elementos do
conjunto
2,Cp) = {2 | x€Cy)

tém ordem 2p. No entanto, no caso em que m = 6, temos que todos os elementos do

conjunto
(3,Cp) ={(B,x) | x € Cp}

tém ordem 2 e esses sdo os tinicos com essa ordem.
A partir da discussdo acima, juntamente com as proposic¢oes (1.34) e (1.36), podemos

enunciar os seguintes lemas.

Lema 3.10. Dado um half-isomorfismo f : Ly — Lg, temos que f((i,Cp)) = (i,Cp) para
i=0€Zyeparam=i € Zy.

Lema 3.11. Dado um half-isomorfismo f : Ly — Lg, temos que f((i,Cp)) = (i,Cp) para
i=0€Zgeparai=3 € Ze.
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Podemos apresentar também a defini¢do a seguir que é vélida para ambos os casos,

m=4em==6.

Defini¢do 3.12. Seja f : Ly — Lg um half-isomorfismo, entio definimos a seguinte fungio
bijetora: f': Cp — Cp, dada por x — f'(x), tal que f((0, x)) = (0, f'(x)).

Observe que f' estd bem definida, pois se f'(x) =y e f'(x) = z, entdo f(0,x) = (0,y) =
(0,z2), logo y = z. O fato de f’ ser bijetora é consequéncia do fato de que f também é

bijetora.

Note também que (0, f'(xy)) = f(0,xy) = f((0,x) * (0,y)) = f(0,x)f(0,y) = (0, f'(x)) *
O, f'(y) = O, f'(x)f'(v)), logo f'(xy) = f'(x)f'(y), ou seja, f' é um automorfismo de C,.
Consequentemente temos p — 1 possibilidades para f’.

Considere agora o seguinte lema, valido para m = 4.

Lema 3.13. Sejam m =4 e f : Ly — Lg um half-isomorfismo. Entdo f((2,x)) = (2, f'(x)), para
todo x € Cp.

Demonstragio. Veja quesei #0ei+i=0em Zy entdoi =2ese x #e, entdo x" #¢,
para todo x € Cp e 0 < n < p. Dessa forma (2, e) € o tinico elemento de ordem dois em
ambos, Lj e L;. Consequentemente f((2,¢)) = (2,¢) = (2, f'(e)), pois f'(e) = e, visto que

f' é automorfismo de C,. Considere (2, x) € (2,C,) com x # ¢, entdo
£(2,)(2,%) = £((0,x%) = (0, £ (%) = (0, (' (x))?).
Por outro lado, fagamos f((2, x)) = (2, a) e teremos
F(2, 02, %) = f((2, ) f((2,x)) = (2,a)(2,a) = (0,a°).

Dessa forma, (0, (f'(x))?) = (0,4?). Logo, (f'(x))* = a> € C,. Portanto, f'(x) = a e assim
f((2,%) = (2,a) = (2, f'(x)). O

De maneira andloga ao que foi feito para m = 4 vamos estabelecer os resultados para

m = 6.

Lema 3.14. Sejam m =6 e f : Ly — Lg um half-isomorfismo. Entdo f((2,x)) = (2, fl(x)) e
f((4,x)) =4, f'(x) ou f((2,x)) = 4, f'(x)) e f((4,x)) = (2, f'(x)), para todo x € Cp.
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Demonstragio. Observemos primeiro que (2,¢e)(4,¢e) = (4,¢)(2,¢e) = (0, e). Assim,

f(2,0)f((4,0) = (0,e),
f((4,0)f((2,0)) = (0,e).

Dessa forma f((2,e)) = (2,e) e f((4,e)) = (4,e) ou f((2,e)) = (4,¢e) e f((4,¢)) = (2,0).
Portanto, tomando f((2,¢)) = (2,¢) e f((4,¢)) = (4, e), temos

ﬂ@m:ﬂ@@@m:{

f((2,e)f((0,x)) = (2,€)(0, f'(x)) = (2, f'(x)),
2,x)) = f((2,e)0, x)) =
J(& =102 {ﬂ@mm@m:(mmm@a:afm»
f((4,e)f((0,x) = (4,e)0, f'(x)) =4 f(x)),
f(O,x)f((4,0) = (0, f'(x))(4 ) = (4, f'(x)).
Agora tomando f((2,e)) = (4,¢) e f((4,¢)) = (2,¢), temos

,miw=ﬂ%@@mp{

f(2,0)f((0,x)) = (4,6)(0, f'(x)) = 4 f'(x)),
WO, x)f(2,0)) = (0, f(x))(4 ) = (4 f'(x)),

f((4,0)f((0,x)) = (2,0)(0, f'(x)) = (2, f'(x)),

f((2,%) = f((2,¢)(0,x)) = {
{ f((ol X))f((4, e)) = (0, f/(X))(Z, e) = (2, f/(x))

f((4,x) = f((4,0)(0,x)) =
[l

Para concluirmos as caracterizagdes dos half-isomorfismos f : Ly — Lg precisamos
do seguinte lema, que demonstraremos inicialmente para o caso m = 4.

No que segue a é um elemento de C, arbitrario porém fixado.

Lema 3.15. Sejam m =4, g3 : Ly — Lg e g3 : Ly — Lg dadas por

O, f'(x)), sei=0, O, f'(x)), sei=0,

Lo ) @ f ), sei=2, L, . ] (2,f(x), sei=2,
8a(lt,)) = 1,af'(x%), sei=1, $allt, ) = G,af'(xh), sei=1,
(3,af'(x"), sei=3, (1,af'(x%), sei=3,

onde s e t sdo inteiros distintos, 0 <s <p—-1e0<t<p-—1

Entdo, para cada a € Cp, g5 € 5 nilo sio half-isomorfismos de Ly em Lg.

Demonstracdo. (i) Temos

(1, )3, %)) = g2((0, (x 'x)a’)) = g4((0,€)) = (0, ¢), para todo x € Cp.
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Porém,
(1, %))8a((3, %)) = (1, af'(x*))3, af'(x") = (0, (a~ ' f'(x)af'(x"))p°) =
_ { O, f'()f'a), { O, f/(x1)),
O, f'(x=Hf'(x)). O, f'(x'9)).
Além disso,

8a((3,)ga((1, %) = B,af (XN, af () = (0, (™' f'(x Naf'(x*)p%) =

_ { O, f/()f'a), { O, f'(x1)),
O fHFE). | O FE).

Logo, g% : Ly — Lgndo é half-isomorfismo.

#(0,e), sex fees #t.

#(0,e), sex £ees #t.

(ii) Temos
82((1,0)3, %)) = g7((0, (x'x)a%)) = g3((0,¢)) = (0, ¢), para todo x € Cp.
Porém,
&2((1,20)82((3, %)) = B, af (X)L, af' (x*) = (0, (@~ f'(x Naf'(x*)B°) =
_ { O, f/f ), _ { (0, f/(x'=9)),
O, f'(x9)f'(x*)). 0, f'(x°)).
Além disso,

§2((3,%))g2((1, ) = (1, af'(x*))3, af'(x") = (0, (a” ' f'(x af' (x*))p°) =

_ { O, f'f ), _ { (O, f/(x'=5)),
O, f ). | O FE).

Logo, g2 : L; — Lj ndo ¢é half-isomorfismo.

#(0,e), sex £eet #s.

#(0,e), sex eet #s.

Para o caso m = 6 temos o seguinte lema.

Lema 3.16. Sejam m =6, gL : L, — Lg e §2 Ly — Lg dadas por
[0, f'(x)), sei=0, [0, f'(x)), sei=0,
2, fl(x)), sei=2, 4, f'(x)), sei=2,
Lors s 4, f'(x)), sei=4, Lo _ 2, f'(x)), sei=4,
$alli 1)) = 1,af'(x"), sei=1, $alli,x)) = 5,af'(xh), sei=1,
(3, af'(x%), sei=3, (3,af'(x%), sei=3,
(5,af'(x")), sei=5, \ (1,af'(x"), sei=5,
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coma € Cyer,s et inteiros, dois a dois distintos, e 0 <r,5,t < p—1.

Entdo, para cada a € Cp, g% e g2 ndo sio half-isomorfismos de Ly em Lg.
Demonstracdo. (i) Temos

8a((L, x)(5, x)) = 82((0, (x'1)a%)) = g4((0,€)) = (0,¢), para todo x € Cp.
Porém,

8a((1,0)8a((5, ) = (L af ()G, af (&) = (O, (@ f (x Naf (<)P) =

_ { O, f'CDf ), _ { 0, f'(" 1),
(Olf/(x_t)f/(xr)). (O,f’(xt_r)),

Além disso,

#(0,e), sex Feer #t.

8a((5,2)84((1, %)) = (5,af (xN(L, af (") = (0, (™' f'(x af'(x")p°) =

_ { O, f'(x '), _ { O, f'(x"1)),
O, fHFE). | O FE).

Logo, g} : Ly — Lg néo € half-isomorfismo.

#(0,e), sex £eer #t.

(ii) Temos
82((1,2)(5, %)) = g2((0, (x"'x)a”) = g2((0,€)) = (0,¢), para todo x € Cp.
Porém,
8a((L, x)g2((5, 1)) = 5, af (XN, af'(x) = (0, @~ f'(x af (x"))p%) =

{ O, f/(x N ("), { ©, f/(x'7),
0, f'(x"1)).

#(0,e), sex £eet #r.

O, f'™")f' ().

Além disso,
§2((5,%))ga((1, ) = (1, af ()G, af'(x) = (0, (a ' f'(x "af'(x")p°) =

_ O @), [ O£,
= { O, F/(x~")f'(x")). - { O, f'(x"1)). #(0,e), sex £eet #r.

Logo, ¢2: L; — Lj ndo ¢é half-isomorfismo.

Os casos r # s e s # t sdo andlogos aos dois casos apresentados aqui.

33



34

HALF-ISOMORFISMOS ENTRE 0S A-LOOPS DIEDRAIS Dih(m, Cp, n): CASOSm=4Em=6

Observacio 3.17. E importante ressaltar que os lemas 3.15 e 3.16 estabelecem uma condigdo

necessdria para a descri¢io dos half-isomorfismo que queremos apresentar.

Agora podemos dar um passo significativo na diregdo de caracterizar todos os half-
isomorfismos de L, em Lﬁ' para m = 4 e m = 6, e mostrar que todos sdo ndo triviais,
quando a # B.

(1) No caso m = 4:

Teorema 3.18. Sejam m =4 e f : Ly — Lg um half-isomorfismo. Entdo existe a € Cp tal que:

¢

0, f'(x)), sei=0,
, _ 2, f'(x)), sei=2,
f2) = (1,af'(x%)), sei=1ed, € {1,—1},
(3,af'(x%)), sei=3ed, € {1,—1}
ou
(0, f'(x)), sei=0,
o 2, f'(x)), sei=2,
flx) = (3,af'(x%)), sei=1ed, € {1,—1},
| (Laf/(x%)) sei=3ed, €{1,—1}.

Demonstragio. Pelo lema 3.13 e pela defini¢do de f’, temos que

fO,%)=0,f'(x)) e f(2,2) =2, f(x),

qualquer que seja x € Cp.
Sabemos também, pela ordem dos elementos, que

f(,e)=(1,a) ou f(1,e)=(3,a),

para alguma € Cp = {e,u,u?,-- -, uP~1}.
Entao, vamos dividir a demonstracdo da existéncia de 2 em dois casos.
(i) Fixemos primeiro f(1,e) = (1,a), para algum a € Cp.

Temos entdo
f(1,x) = f((1,e) % (0,x)) € {f((1,)f((0,x)), f((0, x))f(1, ) } =

={@,a)(0, f'(x)), 0, f' ()1, a)} =
= {@,af @), (L, af (x" )}
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fB,x) = f((Le) x(2,x) € {f((1,)f((2, %)), f(2, )f((L,e)} =
= {1, D)@ f'(x)), 2 f )N, a)} =
={B,af'(x), 3, af' =" ")}
(i) Fixemos agora f(1,e) = (3, a).
Teremos entao

fQ,x) = f(1,e) (0, x)) € {f((1,))f((0, %)), f((0, x))f((1, )} =

= {B,0)(0, f (), (0, f ()3, 0)} =
= {B,af' (), 3, af'(x" )}

e
fB,x) = f((Le) x(2,x) € {f((1,)f((2, %)), f(2,)f((1,e)} =
={G, a2 f'(x), 2 f'(x)3,a)} =
= {1, af' (), (1, af' (x")}
Dessa forma, tendo em vista o lema (3.15), concluimos a demonstracao. O

(2) No caso m = 6:

Teorema 3.19. Sejam m =6 e f : Ly — Lg um half-isomorfismo. Entdo existe a € Cp tal que:

0, f'(x)), sei=0,

2, f'(x)), sei=2,

. 4, f'(x)), sei=4,
f(G ) = (1,af'(x%)), sei=1ed, € {1,—1},
(3,af'(x%)), sei=3ed, € {1,—1},
\ (5,af'(x%)), sei=5ed, € {1,—1},

ou

0, f'(x)), sei=0,

4, f'(x)), sei=2,

. 2, f'(x)), sei=4,
f(G20) = (5,af'(x%)), sei=1ed, € {1,—1},
(3,af'(x%)), sei=3ed, € {1,—1},
\ (1,af'(x%)), sei=5eé, € {1,—1}.
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Demonstragdo. Pelo lema 3.14 e pela defini¢do de f’, temos

£0,x) = (0, f'(x))

f@220)=@2 f(x) e f(4,x) =4 f(x))
ou

f@x) =@ fi@) e fl4,x) =2 f &),
qualquer que seja x € Cp.

Sabemos também, pela ordem dos elementos, que

fB,e)=(3,a) e f(1,e)=(1,a) ou f(1,e)=(5,a),

para alguma € Cp = {e,u,u?,-- -, uP~1}.
Entdo, vamos dividir a demonstragdo da existéncia de a em trés casos.
(i) Fixemos primeiro f(3, ) = (3,a), para algum a € Cp.

Temos entao
f3,x)=f((B,e) x(0,x)) € {f((3,)f((0,x)), £((0, x))f((3, )}

={3,a)(0, f'(x)), (0, f'(x))(3,a)} =
= {B,af (), B,af (x ).
(i) Fixemos f(1,e) = (1, a).
Neste caso temos,

f1,x) = f((1,e) (0, x)) € {f((1,e)f((0,)), £((0,x))f((1, )}

={@,a)(0, f'(x)), (0, f(x)(1,a)} =
= {@,af @), (L, af (x" )}

fG5,x) = f((1L,e) x4 x)) € {f((1L,e))f(4 %)), f(4 ) f((1,e)} =
={1, 0@ f'(0), @& f ()1, a)} =
={(,af'(x)), 5, af' (x"")}
(iii) Fixemos agora f(1,e) = (5, a).

Assim,

f1,x) = f((1,e) % (0, x)) € {f((1,))f((0, %)), f((0, x))f((1,€))} =
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= {5, a), f'(x), O, f'(x))(5,a)} =
={(,af'(x)), G5 af' (x))}

e
fG5,x) = f((1,0) x (4 x)) € {f((1, ) f (4, %)), f(4, x)f((1, )} =
={(,0)2, f'(x)), 2, f(x)G,a)} =
= {1 af'(x), (Laf' =)}
Dessa forma, tendo em vista o lema (3.16), concluimos a demonstracao. ]

Até aqui, independentemente do valor de m, se f : Ly — Lg € um half-isomorfismo,
entdo, pelas proposicoes (1.34), (1.36) e da definicdo de f/, temos f((0,¢)) = (0,¢) e
f((0,x)) = (0, f'(x)), para todo x € C,. Além disso, para m = 4, f((2,e)) = (2,e), pois (2,¢)
é 0 unico elemento de ordem 2, (2, x) = (2, f'(x)), pelo lema (3.13), e do Teorema (3.18),

temos que se

f1,x) =@, af' (x*)),

entao
£(3,%) = (3,af'(x%)),com 6, € {1, -1},
e se
f(1,x) = GB,af'(x™),
entao

f(3,x) = (1,af'(x)),com &, € {1, -1},

para cada a € C, e para todo x € Cp.

Por outro lado, para m = 6, do lema (3.14) temos que f((2,x)) = (2, f'(x)) e f((4,x)) =
(4, f'(x)) ou f((2,x)) = (4, f'(x)) e f((4,x)) = (2, f'(x)), para todo x € Cp. Além disso, do
Teorema (3.19), temos f(3, x) = (3,af’(x)). Ainda mais, se

f1,x) =@, af'(x™)),

entao
£(5,%) = (5,af'(x°)),com &, € {1, -1}
e se
f1,x) = (5,af'(x™)),
entao

£(5,%) = (1,af'(x%)),com 6, € {1, -1},
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para cada a € C e para todo x € Cp.

Concluimos entdo que, para ambos os casos m = 4 e m = 6, descrevemos

2x2x(p-—1)xp=4p—-TDp

possibilidades para os half-isomorfismos. De fato, temos p — 1 possibilidades para f'.
Temos ainda dois valores possiveis para §,, duas sentengas que definem f e a pode ser

qualquer um dos p elementos de Cy.

Sendo assim, podemos melhorar a notagdo identificando as 4 x (p — 1) X p possibili-

dades de f em quatro familias com (p — 1) X p half-isomorfismos cada, pelas seguintes

expressoes.

(1) Para m = 4:
O, f'(x)), sei=0, ([ 0,f'(x)), sei=0,
Lo o) @ f(x), sei=2, Ui = 2, f'(x), sei=2,
Jeallly20) = (1,af'(x)), sei=1, Sl ) (1,af'(x71), sei=1,
(3,af'(x)), sei=3. L 3, af'(x71), sei=3.
O, f(x)), sei=0, ([ (0, f'(x), sei=0,
o) @ f(), sei=2, s o) @ f(), sei=2,
(1, 2)) = 3,af'(x)), sei=1, fra@ )= G,af'(x71), sei=1,
(1,af'(x)), sei=3. [ (1,af'(x7Y), sei=3.

(2) Para m = 6:
(0, f'(x)), sei=0, O, f'(x)), sei=0,
(2, f'(x)), sei=2, 2, f'(x), sei=2,
Vi on_ ) G f(x), sei=4, L) @), sei=4,
Jeally ) = 1,af'(x)), sei=1, Sl ) = 1,af' (x7Y), sei=1,
(3,af'(x)), sei=3, (3,af'(x7 1), sei=3,
| G,af'(x)), sei=5. | 6 af'(x~1)), sei=>5.
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(0, f'(x)), sei=0, (0, f(x), sei=0,

4, f'(x)), sei=2, 4, f'(x), sei=2,

2 /0 ) @ fl(x), sei=4, 5 ygs _ 2, f'(x)), sei=4,
ral{l2)) = 5 5,af'(x)), sei=1, frallix)) = G,af'(x71), sei=1,
(3,af'(x)), sei=3, (3,af'(x~1), sei=3,

\ (1,af'(x)), sei=>5. \ (1,af'(x71)), sei=5.

De fato, em ambos os casos, sdo quatro familias com (p — 1)p fungdes, pois a pode
assumir um dos p valores de Cp, e f' é um dos p — 1 automorfismos de C,. Logo, temos
(p — 1)p half-isomorfismos em cada uma das familias de fungdes fl,, f1,, f2, e f2,.

Podemos entdo enunciar o principal resultado dessa se¢do, para ambos os casos m = 4

em=6.

Teorema 3.20. Seja f' : C, — C, um automorfismo. Entio, para cada a € Cp,
floiLi=Ly, floiLi—L;, f2:Li—=Lje f:Li—L

sdo half-isomorfismo ndo triviais.

Demonstragio. Vamos demonstrar para o caso em que m = 4, 0 caso em que m = 6 é
analogo com as devidas adaptacdes.
Provaremos caso a caso.

(i) Para a familia de fungoes fl,.

Considere j € {0,2}.

Sei=0o0ui=2, entdo temos:
fra(G,u)(,0)) = fL(G+],uv) = (i +], fWo) = G+, f(u)f (v) =
= (i, f'W)(j, ' (v)) = fLa(G, W) fL.((G,0)).

Ou seja,
FralGw)(i,0)) = fra(Gw) fa((,0)).
Agora, se i =1 ou i = 3, entdo temos:

fra(,w)(j, 0) = fL(G +j,uv)) = (i +j,af (uwv)) = (i +,af' () f(v)) =
= (i, af W), £ (v) = fLa(G, w) fLa((f, 0)).
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Ou seja,
Fral@, 1), 0)) = fralli, ) fra((G, 0))-
Considere agora j € {1,3}.

Sei=0o0ui=2, entdo temos:
frGw(,0) = fl(+j,u o) = (i +j,af (u  0) = (i+],af () f (V) =
= (i, f/(W)(j, af' (v)) = fLa(G, w) f((f, ).

Ou seja,
FraG ), 0) = £ W) fLa((, 0)-
Sei=1oui=23, entdo temos:
fra(@w)(j,0) = fla(G@+j,u" o) = (i +j, f(u'0) = (i +], f (") f (v)).

Por outro lado,

Fra(G, o) Lol w) = Goaf @), af (W) = (i+j, (@ f (0 Daf' w)]) = G+, f ) f (v)).

Logo, diferentemente dos casos anteriores, temos

fra((, ), 0)) = fL(G, ) fLa(G, w)).

Assim, estd demonstrado que f}, é uma familia com (p — 1)p half-isomorfismos ndo
triviais.

Para as demais familias as demonstra¢des sdo andlogas, seguiremos analisando caso
a caso.

(ii) Para a familia de funcdes f1,.

Considere j € {0,2}.

Sei=0o0ui=2, entdo temos:
FLaG,u)(j,0)) = fLa((+f,u0) = (i +], f'(uo) = (i + ], f W) f (v)) =
= (i, /W), f'©) = fL.(Gu)fLa((, o).

Ou seja,

FLa((G,w)(j,0)) = 140G, ) fL4((, ).
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Sei=1oui=3, entdo temos:

fLa(w) G, 0) = 1o +j,u0) = (i +f,af (07 u™h) = ([ +j,af (@ Hf ™).

Por outro lado,
FLalGroNfLallw) = G, f @), af'(u™h) =
=(i+j, f'@ Daf' @) =G+jaf @ f @)
Assim, temos
FLalE )G, 0) = Fral, 0D fra(E, ).
Considere j € {1,3}.
Sei=0o0ui=2, entdo temos:

fLGuwG,0) = LG +j,u o) =G +],af @0 u) = G +j,af (0N f ().

Por outro lado,

FLa((, o) fLa(G w) = (G af @G, f/(w) = (i +],af @ 1) (w)).
Temos entdo
fLa((G,w)(j, ) = fLa((, 0) fLa(G, w)).
Sei=1oui=23, entdo temos:
FLal, ), o) = fLol+j,u0) =G +j, fw o) =G +j, f ) f (o).
Por outro lado,
FLalGu) LG 0) = Goaf )G af (0) =
= (@i +j, @ ' @af 0N = G+], f ) @)

Portanto, diferentemente dos dois ultimos casos,

FLa((i,w)(j,0)) = fLa(G, ) fL4((, ).

Concluimos assim a demonstracdo de que f!, também é uma familia com (p — 1)p

half-isomorfismos nao triviais.

Para as familias de fungdes f2, e f2, usaremos as seguintes notacdes:

i:/j=4—l, sei+j=1,
7:4—1, sei=1,

j=4—1, sej=1,
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ondel/=1o0ul=3.

(iii) Para a familia de fungdes f2,
Considere j € {0,2}.

Sei=0o0ui=2, entdo temos:
F2G,w)(j, 0) = fA((i +],uv) = (i +], f (w0)) = (i + ], f (W) f'(0)) =
= (i, f' W), f'(0) = f2,(G, ) f2,((j, 0).

Ou seja,
f22(G,u)(j, 0)) = f2,(G, W) f1,((, 0)).

Fazendo agora i =1 ou i = 3 temos
F2(G, ), 0) = f2 (i +j,uv)) = ((+],af (w)) = (i + ], af () f' (V).

Por outro lado,

Frali )20 0) = G af @), F/@) = (+j,af (W)f o),
pois, nesse caso, i +j = l/:/]
Logo, temos
faali,w)(G,0) = f2a(( W) f2a((G ).
Considere j € {1,3}.

Sei=0o0ui=2, entdo temos:

F2(G, w0, 0) = f2 (G +j,u o) = (+],af " 0) = (i +],af (™ )f (0)).

Por outro lado,

FA(Gu) 2., 0) = G, f W), af'(©) = G +],af ) f (0)),

pois, nesse caso, i +] =1+].
Novamente temos

fra(G,w)(j, ) = f14(G, ) f2,((, 0)).

Sei=1oui=23, entdo temos:

fra(Gu)(,0) = fL(+j,u™ ) = (4], /(™ 0) = i+, £ ) f ().
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Por outro lado,

F2G, 0N w) = (oaf @) af W) = [+, @ f/ @ Naf )]) = i+, f ) f (),

pois, nesse caso, i+ =1+].

Logo, nesses casos, diferentemente dos casos anteriores, temos

fra(G,w)(j, ) = f1a(G,0)) f2((, w)).

Demonstramos entdo que f2, é uma familia com (p — 1)p half-isomorfismos que sido
nao triviais.

(iv) Para a familia de fungdes f2,
Considere j € {0,2}.

Sei=0o0ui=2, entdo temos:
F2a(G,u)(j,0)) = f2o((+f,u0) = (i +], f'(uo) = (i + ], f W) f (v)) =
= (i, f (W)(j, f'(©)) = £2,(G, 1) f2((j, v)).

Ou seja,
F2a(G ), 0)) = 24, ) f24(G, 0))-
Sei=1oui=3, entdo temos:
£ W), 0) = f2o((i+],u0) = (+],af (0 'u) = @ +j,af @ )f ).
Por outro lado,
F2a(Goo)) f2 oG w)) = Gy /@) G af () =
=@ +j,af' @ f' ™) =G+jaf @ ™).
Assim,
F2al(E, ), 0)) = f2a((, 0)) fra((E, ).
Considere j € {1,3}.

Sei=0o0ui=2, entdo temos:

F2G, ), 0) = f2 (G +j,u ) = ((+],af (07 w) = (+],af @ ) f (u)).

Por outro lado,

F2a((, o) 2ol w) = Graf @ NG, f/w) = (i +],af @ 1) W) = (i +],af @ 1) f (w).
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Logo,
F2al( ), 0) = £22((, ) f2 (1)
Sei=1oui=3, entdo temos:
F2alGw)(,0) = 2+ j,u" o) = (4], f' (™ 0) = (+], £ (™) f' ().
Por outro lado,
P2l 0)f24(G,0) = Gaf ()G af' (0 h) =
=i+, @ fwaf' @ N =G +], f @ f @)
Portanto,
F2alG ), 0)) = f24(G, ) f2 (G, 0).
Demonstramos assim que f2, é uma familia com (p — 1)p half-isomorfismos nao
triviais.
Assim concluimos a demonstracao. O
E importante observar que no Teorema (3.20) tomamos as fungdes de L; em L;, mas

o resultado também ¢é véalido se tomarmos as fungdes, definidas pelas mesmas leis de

formagédo, de L; em Lj, com uma demonstragdo totalmente analoga.

3.3 HALF-AUTOMORFISMOS: PARA OS CASOS

m=4Em=6

Os procedimentos para a caracterizagdo dos half-automorfismos do loop diedral L; =
Dih(m, Cp, ]), nos casos em que m = 4 e m = 6, sdo totalmente andlogos aos realizados
para caracterizar os half-isomorfismos de L, = Dih(m,Cp, a) em Lg = Dih(m, C,, B) na
secdo anterior. Consequentemente vamos obter as mesmas leis de formacédo fia, fla,
f2, e f2,, dadas tanto para m = 4 como para m = 6. Entretanto, nesse caso, vamos
demonstrar que todos os half-automorfismos de L; sdo triviais.

Podemos entdo enunciar o principal resultado dessa secéo.

Teorema 3.21. Seja f' : C, — C, um automorfismo. Entdo, para cada a € C,
fia:L]—>L], flaZL]—>L], fza:L]—>L] e fEaZL]—>L]

siio half-automorfismo triviais de L;.
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Vamos demonstrar para o caso m = 6.

Demonstracdo. Provaremos caso a caso.
(i) Para a familia de fungoes fl,.
Considere j € {0,2,4}.

Sejam i =0oui=2oui =4, entdo temos:
Frali, 1), 0) = fla((i+j,u0)) = (i +], f'(w0) = (i +], f (W) (v)) =
= (i, f')(, () = fLa((G, ) f1a((, ).

Ou seja,
fralls ), ) = FrallE, ) f1a((, 0)):
Agora, sejam i =1oui =3 oui=5, entdo temos:

fra(G,u)(j,0)) = fL(G+],u0)) = (i +],af' (uwv)) = (i +j,af (w)f (v) =
= (i, af W), £ (v) = fLa((G, w) fLa((f, ).

Ou seja,
fra(G,w)(j,0) = fL.(G, ) L, o).

Considere entdo j € {1,3,5}.

Sejami=0oui=2oui =4, entdo temos:
fral@ 1), 0) = fra((i+j,u" o) = (i +],af (u™0) = (i +j,af (™) (0) =
= (i, f )G, af @) = fLa(G, W) f1a((f, 0))-

Ou seja,
fral, 1), 0)) = fralli ) fra((G, 0)):
Por fim, sejam i =1 oui =3 ou i = 5, entdo temos:
fra(Gw)(j,0) = fL(G+], ) = fL(G+],0  w) =
=(@+j, f'0w) =G+j,f @ )f ().

Por outro lado,

FealG ) f1a((,0) = Goaf )G, af' (@) = (+], @ f' @™ Daf' @)]) = @+, f' @) W).
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Logo, temos
Fral ), 0) = £, w) f1a((f, 0))-

Dessa forma demonstramos que f}, é uma familia com (p — 1)p isomorfismos de L J-
(ii) Para a familia de funcdes f1 .
Considere j € {0,2,4}.

Sejam i =0oui=2oui =4, entdo temos:
FLallG ), 0) = fLa(( +j,u0) = i+, f'(w0)) = (i +, f () f'(0)) =
= (i, f @), @) = Lol )20 0) = FLa(( ) f2a ().

Ou seja,
fLalli, 0, 0)) = fLa((G, 020l ).
Sejami=1oui=3oui=>5, entdo temos:

fLa((u) (G, 0) = fLo((+j,u0)) = (i +],af 0 'u™) =G +j,af @ ) f (™).

Por outro lado,
FLaG oD fLalGw) = G, f @) af ™) =
=(i+j, f'@ Naf @) =G +j,af @) ™).
Assim, temos
FLalG, ), 0)) = fra((, 0) fla((E, ).
Agora, considere j € {1,3,5}.

Sejam i = 0 ou i = 2 ou i = 4, entdo temos:
FLalGw)G,0) = fLa( +j,u" o) = (i +j,af (0 w) = (i +j,af (@) f ).
Por outro lado,
FLaG o fLal(w) = Goaf' @G, £ @) = G+ j,af (07 f W),

Temos entdao
FLal(G, ), 0) = fa((, 0) fLa(G, 0)).

Sejam, por fim, i =1oui=3oui =5, entdo temos:

fLaG,u)(j,0) = LG +j, @ o)) = fL (G +j, 0 u) =
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=@+, fo ) =G +j, /@) f ).
Por outro lado,
FLaGooNfLaG w) = Graf @ )G af' () =
=(i+j,@ ' f@af @ )]) =G +] f© )f (W)
Portanto, temos
FLa(GGw)(G, 0) = FLa(G, 0 Lo, 1)

Concluimos entdo que f!, é uma familia com (p — 1)p anti-isomorfismos.

Para as proximas familias de fungdes usaremos as seguintes notagdes:

i+j=6—1, sei+j=1,
7=6—l, sei=1,
7:6—1, sej=1,

onde / é um inteiro entre 0 e 5.

Vale observar que para todos os possiveis valores de i e j temos que i + j=i+j.

(iii) Para a familia de fungdes f2,
Considere j € {0,2,4}.

Sejami=0oui=2oui =4, entdo temos:
F2(G,u)(j,0) = f2,(G +j,uv)) = (i + ], f'(u0)) = (i + ], f (W) f'(v)) =
= (0, fW)(, f/©) = f2.(G,w) f2,((, ).

Ou seja,
fealli ), 0) = il ) fra((G 0))-
Agora, sejai=1oui=3oui=>5, entdo temos:

£, W), 0) = f2( +j,u0)) = (i +j,af (w0)) = (i +j,af W) f' V),
Por outro lado,
F2(G,u) 2, 0) = G af' )G, £ ©) = G+, af () f'(©)).

Logo,
fra(G,w)(j, ) = f14(G, ) f2,((, 0)).
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Considere j € {1,3,5}.

Sejai=0o0ui=2oui=4, entdo temos:
FalGw)(Goo) = fol(+ju™"0) = (+,af @ 10) = (4o af (@) f ().

Por outro lado,

FE(Gu) 2, 0) = G, f )G, af @) = G +],af (™) f (0)).
Entao, temos
fra(G,w)(j, ) = f14(G, ) f2,((, 0).
Por fim, sejam i =1oui =3 oui =5, entdo temos:
F2(G, )G, 0)) = f2(G+], T o)]) = f2(G +], 0 w) =
=@+, f'(0 ) = (i +], f 0 N f (W)

Por outro lado,

P2, u) f2(G, o) = Gaf )G af (@) = G+, @ L' w Daf ©)]) = G+, f @ ) f (w).

Logo, nesse caso temos ffa((i, u)(j,v)) = ffa((i, u))ffa((j, ))

Novamente, como no caso de f1,, demonstramos que f2, é uma familia com (p — 1)p

isomorfismos.

(iv) Para a familia de fungoes f2,
Considere j € {0,2,4}.

Sejami=0oui=2oui =4, entdo temos:
F2aG, )G, 0) = f2 oG+, u0)) = (i + ], f'(u) = ([ + ], f (W) f (0)) =
=@, f W), f/©) = 226G, u) 2o, 0) = F2 (G, o) f2a(G, ).

Ou seja,
F2a(G,w)(j,0) = 240G, ) f2 o, w)).

Sejam agorai=1oui=3oui=>5, entdo temos:

F2alGw)(,0) = frolG+],u0) = (+j,af @ u ) = +j,af (0 ) f (™).
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Por outro lado,

F2a(G N f2a(G,w) = G, f @) af (™) =
= (1+],af (v~ l)f (u ) = (z+],af (v~ l)f (u

Assim, temos
£, w)(j,0)) = 240G, ) f2 (G, ).
Considere j € {1,3,5}.

Sejam i =0oui=2oui =4, entdo temos:

F2, ), 0) = (G +j,u ) = (i +],af 07 w) = (+],af @ ) f (u)).

Por outro lado,

PG N fPalGw) = Goaf @ D), Fw) = (+,af (0 Y W) = G +j,af (0 ) f ().
Dessa vez temos
F2a(G, 1), 0) = f2,((, 0) f2,(G, w)).-

Por fim, sejam i =1 oui =3, oui =5, entdo temos:
F2u(G,w)(G,0) = Fo(G+], o)) = f2,(G+],0 ) =

= (i+], f' (0 w) = (+], f 0 )f w).
Por outro lado,
F2 oG oNf2 oG w) = Graf (0 NGaf () =
= (i+], (@ f@af @ N = G +j, f'© ) w).
Portanto,
F2a(G, ), 0) = £2.0((, ) f2 0, 1)

Novamente, como no caso de f!,, demonstramos que f2, é uma familia com (p — 1)p

anti-isomorfismos. O

Obtivemos assim a caracterizacdo de todos os half-automorfismos de L;, que sdo
apenas esses 4 X (p — 1) x p descritos no Teorema (3.21). Além disso, demonstramos

nessa secao que todos sdo half-automorfismos triviais de L;.
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3.4 0S A-LOOPS DIEDRAIS Dih(4,Cs,a) E Dih(6,Cs, a)

Até o momento foram caracterizados todos os half-isomorfismos para os loops
Dih(m,Cp, &), com m = 4 ou m = 6. A seguir analisaremos, como exemplos, dois
casos particulares quando p = 3. Serdo apresentados todos os half-isomorfismos entre
Dih(4, C3,«) e Dih(4, C3, B) e também entre Dih(6, C3, «) e Dih(6,Cs, B).

Fixando as notagdes C3 = {e, u, u?}, Z4 = {0,1,2,3} e Z¢ = {0,1,2,3,4,5} teremos o0s

conjuntos

Z4 x C3={(0,¢),(0,u), (0,u?),(1,e),(1,u),1,u?),Q2e), 2 u),2,u%,3,e), 3 u), 3 u*}

Zs x C3 = {(0,e),(0,u), (0,u?),(1,e),(1,u),(1,u?),2e), 12 u),2 u%,3,e),3, u), 3 u),

(4,e),(4,u), (4, u?),(5,e),(5,u), (5 u?}.

Nessa secao

L representara o loop Dih(m, C3,I)

Lj representard o loop Dih(m,Cs, ]),

param =4 oum = 6.
Vamos entdo descrever as tabelas de multiplicagao dos loops L; e Lj, para m = 4.
Tendo em vista diminuir um pouco as dimensdes das tabelas de multiplicacdo desses

loops, faremos uma adaptagdo da notagdo usada até aqui. Usaremos a notagdo
Z4yxC3={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12},
de forma que os elementos
0,e),(0,u),0,u%),...,3,u),(3,u?

vao ser substituidos por 1,2, 3,...,11, 12, respectivamente.
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1| 2[(3|4|5|6|7|8|9]10]11]12

1 1| 2/3|4|5|6|7]|8]9]|10]|11]12
2| 2|3|1|6|4|5|8|9]|7|12]|10]11
313|1]|2|5|6|4]|9]|7]| 8 |11]|12]|10
41 4|56 |7 |8|9g 1011|121 | 2| 3
51/15|6|4|9 |7 |8 |11|12|10| 3 | 1] 2
LoopLi: | 61| 6| 4|5|8| 9|7 |12|10/11| 2|31
7107 |8 ]9 |10|11|12| 1|2 |3 |4 |5]|6
88| 9|7 |12|10|/11| 2 |3 |1 |6/ 4]S5
91 9|7 |8 |11|12|10| 3 | 1|2 |5]|6]4
10|10 |11 |12 1 | 2 4|56 | 78|09
11| 11|12 |10| 3 | 1 5116|4978
1212|1011 | 2 | 3| 1|6 |4 |5]|8|9]|7
1|23 |4|5 |6 7|89 |10]11]12

1 1| 2|3|4|5|6|7|8|9]|10]11]12
2 2]13|1|6|4|5|8|9]|7]|12]|10]11
3(3|1|2|5|6|4|9|7|8]11]12]10
41 4|56 |79 |8 |10[/11|12| 1| 3|2
5(5|6|4|8|7|9|11|12|10| 2 | 1| 3
LoopLi:| 6| 6|4 |5|9 |8 |7 |12|10/11|3 |21
77|89 |10/11|12| 1| 2|3 | 4|56
88| 9 |7 |12|10[11| 2|3 | 1| 6| 4]|T5
9|l9|7 |8 |11|12|10[ 3 | 1| 2|5/ |6]|4
10/10[11|12| 1 |3 |2 |4 |5|6]|7|9]38
11|11 (12|10 2 | 1 |3 |5 | 6|4 |8 |79
12|12 |10 |11 | 3 | 2 6 | 4| 5|9 |8]|7

Observando as tabelas acima é imediato notar que temos em ambos os loops apenas
um elemento de ordem 1, o par (0, €), e apenas um de ordem 2, que é o par (2, e). Temos
dois elementos de ordem 3, correspondentes aos pares (0,u) e (0,u?), confirmando
que (0,C3) = {(0, x)|x € C3}, em L e Ly, sdo isomorfos a C3. Existem seis elementos
de ordem 4, correspondentes aos pares (1,¢),(1,u), (1, u?),(3,e),(3,u) e (3,u?), e dois

elementos de ordem 6, que sido os pares (2,u) e (2, u?).
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Como a classificagdo dos grupos de ordem 12 é conhecida, concluimos, pelas ordens
dos elementos, que L; é isomorfo ao grupo Z4 X Z3, o produto semidireto de Z4 por
Zs3.

Agora, por tudo que foi estabelecido na secdo (3.1) temos que se f : L — L; é um
half-isomorfismo, entdo f((0,e)) = ((0,¢)), pois (0, e) é o tinico elemento de ordem 1, e
f((2,e)) = ((2,e)), pois (2,e) é o tnico elemento de ordem 2. Da defini¢do de f’ e da
demonstragdo do lema (3.13) temos que f((0, x)) = (0, f'(x)) e f((2,x)) = (2, f(x)), para
todo x € C3, com f': C3 — Cs, sendo f' = ou f’ = ], dadas por I(x) = x e J(x) = x~ 1.

Além disso, do Teorema (3.18), temos que se

f(1,x) = (L, af'(x)),

entao
£(3,x) = (3,af'(x°)),com &, € {1, -1},
e se
f1,x) = @B,af'(x™),
entao

f(3,%) = (1, af'(x%)),com 6, € {1, -1},

para cada a € Cs.
Considerando ainda o lema (3.15), podemos entdo descrever todos os half-isomorfismos

f em quatro familias com 6 half-isomorfismos cada, pelas seguintes expressdes:

©, f'(x)), sei=0, O, f'(x)), sei=0,

Lo ) @ f(), sei=2, o o ) (2,f(x), sei=2,
Fralli ) = 1,af'(x)), sei=1, Joall ) = 1,af'(x71), sei=1,
(3,af'(x)), sei=3. (3,af'(x7 1), sei=3.

0, f'(x)), sei=0, 0, f'(x)), sei=0,

2oL ) @), sei=2, 2o ) @), sei=2,
Jrallt:) 3,af'(x)), sei=1, SZallt:) G,af'(x7Y), sei=1,
(1,af'(x)), sei=23. (1,af'(x71)), sei=3.

De fato, sdo 6 half-isomorfismos para cada uma das familias de fungdes f1,, f1,, f2, e f2,,
totalizando 24 half-isomorfismos, pois temos duas possibilidades para f ', Iou ], etemos
trés possibilidades para a, pois a pode ser qualquer um dos elementos em Cs.

A proposicgdo abaixo é similar ao Teorema (3.20) com as devidas adaptagdes.
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Proposigdo 3.22. Seja f': C3 — Ca, f' = I ou f' = ], dadas por I(x) = x e J(x) = x~ 1. Entdo,

para cada a € Cs, temos que
f-}a:LI_>L]/ flaiL[%L], fEaIL[—)L] e fEuIL[%L]
sdo half-isomorfismos ndo triviais.

Por fim listamos todos os half-isomorfismos descritos até agora usando a notagdo

classica de permutagdes.

(i) Para f1,.
Fixando f’ = I temos,

e paraa=e, f1 = (1), é a funcdo identidade em Z, x Cs;
o paraa=1u, f, = (45 6)(10 11 12);
e paraa=u?, f3=(465)(10 12 11).
Fixando f’ = | temos,
e paraa=e, f1=(23)89),;
e paraa=1u, f5 = (2 3)(89)(4 5 6)(10 11 12);
e paraa =u?, fo=(23)(89)(465)(10 12 11).

(i) Para f1,.

Fixando f’ = I temos,
o paraa=ce, fy = (56)(11 12);
e paraa=u, fg = (4 5)(10 11);
e paraa =u?, fo = (4 6)(10 12).
Fixando f’ = | temos,
e paraa=e, fip = (2 3)(8 9)(5 6)(11 12);
o paraa=1u, fi1 = (2 3)(8 9)(4 5)(10 11);

e paraa = u?, fio = (2 3)(8 9)(4 6)(10 12).
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(iii) Para f2,.

Fixando f" = I temos,
e paraa =e, fi3 = (4 10)(5 11)(6 12);
e paraa=1u, f14=(4116 10 5 12);
e paraa=u? fi5= (4125106 11).

Fixando f" = | temos,
e paraa=e, fig = (2 3)(8 9)(4 10)(5 11)(6 12);
e paraa=1u, fiy = (23)(89)(4 11 6 10 5 12);
e paraa =u?, fig=(23)(89)(4 12510 6 11).

(iv) Para f2,.

Fixando f" = I temos,
e paraa=e, fig = (4 10)(5 12)(6 11);
e paraa =1, fy = (4 11)(5 10)(6 12);
e paraa = u?, fy = (4 12)(5 11)(6 10).
Fixando f’ = ] temos,
e paraa =e, f = (2 3)(8 9)(4 10)(5 12)(6 11);
e paraa =1, fo3 = (2 3)(8 9)(4 11)(5 10)(6 12);
e paraa = u?, fo4 = (2 3)(8 9)(4 12)(5 11)(6 10).

Analisando esses half-isomorfismos é simples verificar que eles formam um grupo
com a operagao composicao.
Temos entdo um grupo com 24 elementos onde f; é a identidade, logo tem ordem 1.

Além disso, f e f3 tém ordem 3. Os elementos

fa, f7. f8, fo, fr0, f11, f12, f13, fi6, f19, f20, f21, f22, f23 € foa

tém ordem 2 e os elementos

15, fe, f14, f15, f17 € fis
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tém ordem 6. Pelas ordens dos elementos, vemos que esse grupo é isomorfo ao grupo
Cr X Cy X S3.

Ao obtermos esses half-isomorfismos temos que as fungdes f; ' : L; — L, para
todo i, 1 < i < 24, sdo os half-isomorfismos de L; em L;. Portanto o grupo desses
half-isomorfismos é o mesmo descrito acima.

Concluimos observando que, por consideragdes totalmente andlogas as que foram

feitas nas se¢des anteriores, podemos enunciar uma proposigdo similar ao Teorema

(3.21).
Proposi¢do 3.23. Seja f' : C3 — Cs um automorfismo e a € Cs, entio
fiuIL]—>L], flaiL]—>L], fEQIL]%LI e fEa:L]—>L]

sdo half-automorfismo triviais para todo a € Cs. Além disso f1, e f2, determinam 6 isomorfismos

cada, enquanto que f1, e f2, determinam 6 anti-isomorfismos cada.

Por fim vale ressaltar que as leis de formagado dos half-isomorfismos de f : Ly — Lg,
no caso em que L, = Dih(4,C3,a) e Lg= Dih(4, C3, B), onde naturalmente x = [ ou o = |

e B =1ou B =1, sdo exatamente as que estdo descritas nessa segao.

Vamos tratar agora o caso m = 6. Relembremos o conjunto
Z6 X C3 = {(0/ 6), (0/ Ll), (O/ uz)/ (1/ 6), (1/ u)/ (1/ MZ), (2/ 6), (2/ M), (2/ uz)/ (3/ 6), (3/ I/l), (3/ MZ),

(4,e), (4,u), (4,u?),(5,¢),5,u), (5, u?)}.

Novamente faremos uma adaptagdo da notagdo usada até aqui, escrevendo
Z¢x C3={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14,14,15,16,17,18},
de forma que os elementos
0,¢),(0,u),(0,u%),(1,e),...,(5,¢),(5u) e (5u?)

vao ser substituidos por 1,2, 3,...,17, 18, respectivamente.
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Loop L;:
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Das tabelas dos loops L; e Lj, é imediato notar que 0((0,¢)) =1 e 0((3,¢)) = o((3, u)) =

0((3,u?)) = 2. Além disso, o conjunto
{(0,x) | x € C3}, que vamos indicar por (0, Cs),

é isomorfo a Cs.

Note também que, em ambos os loops Lj e Lj, os elementos dos conjuntos (1, C3) =
{1, x)|x € C3} e (5,C3) = {(5,x)|x € C3} tém ordem 6 e os elementos dos conjuntos
(2,C3) ={(2,x)|x € C3} e (4,C3) ={(4, x)|x € C3} tétm ordem 3.

Como a classificagdo dos grupos de ordem 18 é conhecida, concluimos, pelas ordens
dos elementos, que L; é isomorfo ao grupo Csz x S3.

Agora, observemos que se f : L; — L;j € um half-isomorfismo, entdo f((0, e)) = ((0, ¢)),
da defini¢do de f’' e da demonstra¢do do lema (3.13), temos que f((0,x)) = (0, f'(x)),
f(2,2) = 2, f'(x) e f(4,x) = 4 f'(x)) ou f((2,x)) = 4 f'(x)) e f(4x)) = 2, f (),
para todo x € C3, com f': C3 — C3,sendo f' =T ou f' =7].

Além disso, do Teorema (3.19), temos que f((3,x)) = (3,af'(x)) e se

f(1,x) = (L, af'(x),

entao
£(5,x) = (5,af'(x°)),com &, € {1, -1},
e se
f(L,x) = G, af'(x),
entdao

£(5,x) = (1,af'(x°)),com &, € {1, -1},

para cada a € Cs.
Observe entdo que isso também resume a descri¢do de 8 x 3 = 24 possibilidades para
os half-isomorfismos que estamos procurando e que podemos identificar as possibili-

dades de f em quatro familias com 6 half-isomorfismos cada, pelas seguintes expressoes:

(0, f'(x), sei=0, (0, f'(x), sei=0,

2, fl(x)), sei=2, 2, f'(x)), sei=2,

Lo ) @ f(x), sei=4, 1 rer 4, f'(x)), sei=4,
Fralli)) = 1,af'(x)), sei=1, Jrall ) = 1,af'(x71), sei=1,
(3,af'(x)), sei=3, (3,af'(x 1), sei=3,

| G,af'(x)), sei=5. | G af'(x~1)), sei=>5.
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(0, f'(x)), sei=0, (0, f(x), sei=0,

2, fl(x)), sei=4, 2, f'(x)), sei=4,

2o ) G f(x), sei=2, 2 oL ) G F), sei=2,
frall ) = 5,af'(x)), sei=1, fra@) = G,af'(x7 1), sei=1,
(3,af'(x)), sei=3, (3,af'(x~ 1), sei=3,

\ (1,af'(x)), sei=>5. \ (1,af'(x71)), sei=5.

De fato, sdo quatro familias com 6 fungdes cada, pois a2 pode assumir um dos trés
valores de Cs, e, u ou u? e f’ pode ser igual a I ou J, logo temos 3 x 2 = 6 possibilidaddes
para cada uma das familias de funcoes fl,, 1, f2, e f%,.

A proposigdo abaixo é similar ao Teorema (3.20) com as devidas adaptagdes.
Proposi¢do 3.24. Sejam f' : C3 — Cs um automorfismo e a € Cs, entio
flatLi—1L;, flaoiLi—1L;, fa:Li—Lje f2,:Li— L
sdo half-isomorfismos ndo triviais para todo a € Cs.

Por fim listamos todos os half-isomorfismos descritos no caso em que m = 6 usando a

notagdo cléssica de permutagdes.

(i) Para f1,.
Fixando f’ = I temos,

e paraa=e, f1 = (1), é a funcdo identidade em Z¢ x C3;
o paraa=u, f>= (45 6)(10 11 12)(16 17 18);
o paraa =12 f3 = (4 65)(10 12 11)(16 18 17).
Fixando f" = | temos,
o paraa=e, fi=(23)(89)(14 15)(5 6)(11 12)(17 18);
o para a = u, f5 = (2 3)(8 9)(14 15)(4 5)(10 11)(16 17);
o para a =12, fg = (2 3)(8 9)(14 15)(4 6)(10 12)(16 18).

(i) Para f1,.

Fixando f’ = I temos,

e paraa=e, fy = (56)(11 12)(17 18);
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e paraa=u, fg = (4 5)(10 11)(16 17);
e paraa = u?, fo = (4 6)(10 12)(16 18).
Fixando f’ = ] temos,
e paraa=e, fio = (2 3)(8 9)(14 15);
e paraa=u, fi; = (2 3)(8 9)(14 15)(4 5 6)(10 11 12)(16 17 18);
o paraa =12, fi, = (2 3)(8 9)(14 15)(4 6 5)(10 12 11)(16 18 17).

(iii) Para f2,.

Fixando f" = I temos,
o paraa =e, f13 = (4 16)(5 17)(6 18)(7 13)(8 14)(9 15);
e paraa=1u, fiy = (417 6 16 5 18)(10 11 12)(7 13)(8 14)(9 15);
e paraa=u?, fi5= (418516 6 17)(10 12 11)(7 13)(8 14)(9 15).
Fixando f" = | temos,
e paraa=e, fi = (2 3)(7 13)(8 15)(9 14)(4 16)(5 18)(6 17)(11 12);
e paraa =u, fi7 = (2 3)(7 13)(8 15)(9 14)(4 17)(5 16)(6 18)(10 11);
e para a = u?, fig = (2 3)(7 13)(8 15)(9 14)(4 18)(5 17)(6 16)(10 12).

(iv) Para f2,.

Fixando f’ = I temos,
e paraa=e, fio = (7 13)(8 14)(9 15)(4 16)(5 18)(6 17)(11 12);
e paraa =1, fr = (7 13)(8 14)(9 15)(4 17)(5 16)(6 18)(10 11);
e paraa = u?, fo; = (7 13)(8 14)(9 15)(4 18)(5 17)(6 16)(10 12).
Fixando f’ = | temos,
e paraa=e, fo = (23)(14 15)(8 9);
e paraa=1u, fr3 = (23)(7 13)(8 15)(9 14)(10 11 12)(4 17 6 16 5 18);

o para a =12, frs = (2 3)(7 13)(8 15)(9 14)(10 12 11)(4 18 5 16 6 17).
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Analisando esses half-isomorfismos é simples verificar que eles formam um grupo
com a operagao composicao.
Temos entdo um grupo com 24 elementos onde f; é a identidade, logo tem ordem 1.

Além disso, f, e f3 tétm ordem 3. Os elementos

far f5, fo, f7, f8, fo, f10, f13, fi6, f17, f18, f19, f20, f21 € fo2

tém ordem 2 e os elementos

f11, f12, fia, f15, f23 € foa

tém ordem 6. Novamente, pelas ordens dos elementos, vemos que esse grupo é isomorfo
ao grupo Cy x C x S3.

Anéalogo ao que observamos para o loop Dih(4,C3z,«), ao obtermos esses half-
isomorfismos temos que as fungdes fi_1 : Lj — L, para todo i, 1 < i < 24, sdo
os half-isomorfismos de L; em L;. Portanto o grupo desses half-isomorfismos é o
mesmo descrito acima.

Concluimos observando que, por consideragdes totalmente analogas as que foram
feitas nas se¢des anteriores, podemos enunciar, também para esse loop, uma proposicao

similar ao Teorema (3.21).
Proposicdo 3.25. Seja f' : C3 — C3 um automorfismo e a € Cs, entio
f_'l_aZL]—>L], flaIL]—>L], f_,z_a:L]—>L] e fEaIL]—>L]

sdo half-automorfismo triviais para todo a € Cs. Além disso f1, e f2, determinam 6 isomorfismos

cada, enquanto que f1, e f2, determinam 6 anti-isomorfismos cada.

Por fim, também vale ressaltar que as leis de formacdo dos half-isomorfismos de
f:Ly— Lg, no caso em que L, = Dih(6,Cs, ) e Lg= Dih(6, C3, B), onde naturalmente

a=Iloua=]ep=1oup =1, sdo exatamente as que estdo descritas nessa secdo.
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HALF-ISOMORFISMOS ENTRE OS
A-LOOPS DIEDRAIS Dih(m,C,,a): O
CASO GERAL

Neste capitulo vamos generalizar os resultados obtidos no capitulo 3. Consideraremos
os loops Dih(m,C,,a), onde p > 2 é um ntimero primo e m é um inteiro par maior ou

igual a 2.

4.1 LOOPS AUTOMORFICOS DIEDRAIS Dih(m, Cy, &)

Iniciaremos reapresentando a defini¢do (3.3).

Definicao 4.1. Sejam C, o grupo ciclico de ordem p, tal que p > 2 é primo, m um inteiro
par positivo e a : Cp — Cp, um automorfismo. Definimos o loop diedral Dih(m,C,, &) com a

operagiio * sobre Zy, X Cp, dada por

G, u) * (j, 0) = (i +j, @DV o)ad),
ondeu,v € Cpei,j€ L.

Como observamos no inicio do capitulo 3, os automorfismos de C, a serem conside-
rados sdo apenas « = [ e « = |, onde I é a fungdo identidade e J(x) = x~1 é a funcao
inversao.

Agora consideraremos as notagdes C, = {e, u, u?,...,ub1}eZ,={0,1,2,..., m—1}

e teremos o conjunto
Zm X CP = {(0/ 6), (O/ u)/ (O/ 1/[2), sty (O/ up_l)/ (1/ e)l (1/ u)l (1/ uz)/ cecv (1/ up_l)/ ctt

o m=2,uPY), m—1,e),(m—1,u), (m—1,u3),...,(m—1,uP"H}.

Nessa secao

Lj representara o loop Dih(m,Cy, I)
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Lj representara o loop Dih(m,C,, ]).

E imediato notar que em ambos, L; e Lj, 0((0,¢)) = 1 e como (%,e) (%Z,e) = (0,¢),

temos o ((%,¢)) =2.

Além disso o(x) = p, para todo x € Cp, x # ¢, e assim 0((0, x)) = o(x) = p para todo
(0,x) € (0,Cp), (0,x) # (0,¢). Logo, o conjunto (0,Cp) = {(0,x) | x € C,} ¢é isomorfo a
Cp-

Doravante as proximas proposi¢des seguirdo estabelecendo mais informagdes sobre

as ordens dos elementos de L e L.

Proposi¢do 4.2. Seja (%,Cp) = {(%,x) | x € Cp}, subconjunto de Z,, x Cp. Entiio em
ambos, Ly e Ly, os elementos (%, x), tais que x # e, tém ordem 2p quando % for par e tém

ordem 2 quando % for impar.

Demonstragio. Considere (%,x) € (%,Cp), x #e. Veja que, tanto em L; como em Lj, se

(53) (30) - 0

m
5 for par, temos

m .
ese - for impar, temos

(3) (39 -0x =00

Dessa forma a ordem de (%, x) é 2, para % impar, Vx € Cp.

m , . .
Para 5 par, vamos provar que a ordem de (%, x), x #e, é 2p. Provaremos primeiro

que
m A A ) ,
(E' x) = (0,x"), se A é um ntimero natural par,
e
m A m.- i ) , ;
(E' x> = (E' X > , se A é um namero natural impar.

Faremos por inducédo sobre A. Temos

(3= (3 (3 -0

Suponhamos
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para A nimero natural par maior do que 2. Temos entdo:
m m
0, x* (—,x) _ (—,x/\”)
e assim

(2) = () ($2) =0

Isso demonstra o que queriamos para A par.

Vejamos agora que
e que
Suponhamos que

para A nimero natural impar maior do que 3. Temos entdo:
moNML_me N om0
(37) =(537) (3x) =0

() w00 (%) - (12).

Isso demonstra o que queriamos para A impar.

e assim

m A

. A m - . 2
Concluimos que (7, x) =(0,e), se 5 e A sdo ambos pares e x* = e. Assim, como p é

primo, o menor valor de A que satisfaz essas condi¢des é A = 2p, pois x* # e para todo A

talque 1 <A < poup+1 <A <2p. Portanto a ordem de (%, x) é 2p, para % par. [

Lema 4.3. Sejam (i, x) e (m — i, x), com i # 0, elementos de Dih(m, C,, a). Entdo, em ambos,

Lye Lj, temos que
e seiéimpar,

G,x)" = (Ai,e) e (m—i,x)*=(m—Aie), quando A > 2 é um inteiro par;

G,x)) =(Ai,x) e (m—i,x)"=(m—Aix), quando A > 3 é um inteiro impar;

e seiépar,

(G, )" = (Ai, xY) e (m—i,x)" = (m—Ai, xM), quando A > 3 é um inteiro positivo qualquer.
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Demonstragdo. (i) Para i impar vamos mostrar que

(1, x)A = (Ai,e), se A é par,

(i, x)* = (M, x), se A é impar.

Faremos por inducao sobre A. Vejamos que se A =2,
(G, %)% = (i, x)(i,x) = (2, x " 'x) = (2i, e).
Suponhamos (i, x)* = (Aiye), para A um ntmero par maior do que 2. Como
1, )M = (A, e)(i, x) = (Ai +1,x),

temos
(G, )2 = (Ai+1, %), x) = (Ai +2i,e) = (A +2)i, e).

Isso demonstra o que queriamos para A par.
Observemos agora que se A = 1, entdo (i, ) =(1-i,x). Suponhamos (i, x)* = (A, x),

para A nimero impar maior do que 1. Como
G, )M = (Ai, x)(i, x) = (Ai+1,¢e),

temos
(1, x)/\+2 (Ai+i,e)(i,x)=(Ai+2i,x)=((A+2)i,x).

Isso demonstra o que queriamos para A impar.
Note que se i é impar, entdo m — i também é impar. Portanto, do que foi demonstrado

até aqui, temos que

(m —i,x)" = (A\(m —i),e) = (m — Ai,e), se A é par,

(m —i,x)" = (A\(m — i), x) = (m — Ai,x), se A é impar.

(i1) Para i par vamos mostrar que (i, x)* = (Ai, x). Faremos também por indugédo
sobre A. Vejamos que se A = 1, (i, x)! = (1-i,x!). Suponhamos (i, x)* = (Ai, x"), para A

ndmero natural maior do que 1. Logo, como

(G, )M = (A, MG, x) = (A +1, M),
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temos
(G, )2 = (i +1, XM, x) = (i + 21, xM2) = (A +2)i, xM2).

Isso demonstra o que queriamos para i par.

Por fim temos que (m — i,x)" = (m — Ai, x"), pois m — i é par quando i é par. O
Proposicdo 4.4. Para cadai € Z,,, i # 0, consideremos os subconjuntos de Z,;, x Cp,
(i,Cp)={G,x) | x€Cp} e (m—1i,Cp)={(m—1i,x)|xe€Cp}.

Entdo, em ambos, Ly e Lj, os elementos (i, x) € (i, Cp) e (m —1i,x) € (m —1i,Cp), tém as mesmas
ordens.

Demonstragio. (i) Consideremos primeiro i impar. Pelo lema (4.3), temos que A = o((7, x))

é par, pois se A fosse impar terfamos
(i)' =i, x) e (m—ix)"=(m—Aix)

e assim (Ai, x) # (0,e) e (m — Ai, x) # (0,¢), visto que se Ai é impar e m é par, entdo
Ai Z 0 (mod m).
Logo, o((i, x)) = o((m — i, x)) é o menor nimero A par tal que Ai = 0 (mod m). O fato

de ser o menor nimero com essa propriedade garante a unicidade de A.

(i1) Consideremos agora i par. Novamente pelo lema (4.3), temos que se A = o((i, x)),
entdo (Ai, x1) = (0,¢) e se A = o((m — i, x)), entdo (m — Ai,x*) = (0,¢). Portanto, basta

que tenhamos Ai = 0 (mod m), pois dessa forma teremos que x*

= e. Novamente,
A =0((i, x)) = o((m — i, x)) € o menor nimero natural positivo, portanto o tinico, tal que

Al = 0 (mod m). ]
Corolario 4.5. As ordens dos elementos (1, x) e (m — 1, x), para x € Cp, sdo iguais a m.

Demonstracio. Pelo lema 4.3, se A = o((1, x)), devemos ter (1, x)* = (A, e) = (0,e). Ou seja,
devemos ter que A é o menor natural positivo tal que A = 0 (mod m). Logo, A = m. Pela

proposicdo anterior temos o resultado. O

Teorema 4.6. Sejam o((i, x)), a ordem do elemento (i, x) em Dih(m,C,, a), e 0(i), a ordem do
elemento i em Z.,,. Entio,

e 0((i,e)) =o(i), Vi € Zy,;
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e se i é impar, temos que

o((i, x)) = o(i) é um miimero natural par;

e e se i é par temos que

o((i, x)) = 0(i), Vi #0, quando p divide m,

o((i, x)) = 0(i) - p, ¥ x # e, quando p ndo divide m.

Demonstragio. Inicialmente observemos que, devido ao lema 4.3, (i, eyt = (A, e), para
qualquer namero natural A. Dessa forma, se A = 0((i, x)), entdo Ai = 0 (mod m), logo
A =o0((i, x)) = o(i).
Consideremos a seguir os outros dois casos.
Caso (i): i é impar.
Considerando novamente o lema 4.3, para A > 2 par, temos que se A = o((i, x)), entdo
(i, x)* = (Ai,e) = (0,e), ou seja, temos que Ai = 0 (mod m), mas isso significa exatamente
que A = o(i). Portanto, A = 0((i, x)) = 0(7) ¢ um ntimero natural par.

Agora se A > 3 também é impar, teriamos (i, x)* = (Ai,x). Logo, se A = o((i, x))
terfamos (A7, x) = (0, ¢) e novamente Ai = 0 (mod m), mas isso nado é possivel para m par

e A e i impares.

Caso (i7): i é par.
Consideremos que p divide m. Se i # 0, temos que (i, x)A = (A, xA). Dessa forma, se

A = o((i, x)), devemos ter (Ai, x*) = (0, e), ou seja, devemos ter Ai = 0 (mod m) e x*

=e.
Note entdo que o(i)i = 0 (mod 1) e, como p divide m, temos x°® = x = k¥ = ¢, onde
k é um ntmero natural. Portanto, A = o((i, x)) = o(i).

Consideremos agora que p ndo divide m. Suponhamos x #e e i #0. Se A = o((i, x)),

temos

(i, x)* = (Ai, x™) = (0, e),

ou seja, devemos ter Ai = 0 (mod m) e x = e. Mas, se 0 < A < o(i), temos que
Ai £ 0 (mod m) ese 0 < A < p, temos que x* # e. Portanto, como p nao divide m, o

menor inteiro A tal que Ai = 0 (mod m) e x* = ¢ é A = o((i, x)) = 0(i) - p. [
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4.2 HALF-ISOMORFISMOS ENTRE OS LOOPS AUTO-
MORFICOS DIEDRAIS Dih(m,C,, )

Como ja fizemos anteriormente, vamos considerar as seguintes notacdes:
L, representaré o loop Dih(m, Cy, a),

Lg representard o loop Dih(m, Cp, B),

ondea =] ouna = | e, igualmente, =T ou p =].
Convém ressaltar que L é grupo e que Scott, em ([Sco57]), mostrou que todos os
half-automorfismos de grupos sdo triviais.

Na primeira se¢do do capitulo observamos que em ambos os loops, L e Lj,
(0,Cp) ={(0,x) | x € Cp}

¢ isomorfo a Cp. Além disso, se 7 for impar, em

(2:0)=1(3%) Ixe Gy

todos os elementos tem ordem 2. No entanto, para o caso em que 7 é par, (%, e) tem

m
27

O lema a seguir é consequéncia desses fatos e da proposicdo (1.36).

ordem 2, mas os outros elementos em (%,C,) tém ordem 2p.

Lema 4.7. Dado um half-isomorfismo f : Ly — Lg, temos que f((n,Cp)) = (n,Cp) para
n=0€Zyeparan="% € Zy.

Considerando esse lema, podemos apresentar a defini¢do a seguir, andloga a defini¢do

(3.12), porém vélida para o caso geral.

Definicdo 4.8. Seja f : Ly — Lg um half-isomorfismo, entdo definimos a seguinte fungio
bijetora: f': Cp — Cp, dada por x — f'(x), tal que f((0, x)) = (0, f'(x)).

Os fatos de que f’ estd bem definida, é bijetora e é um automorfismo de C, verificam-
se de forma totalmente analoga ao que foi feito para a definicdo (3.12).

Comegaremos destacando uma peculiaridade do caso em que 75 ¢é par.

Lema 4.9. Seja f : Ly — Lg um half-isomorfismo, se % é par, entdo f ((%,x)) = (%, f'(x)),
para todo x € Cp.
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Demonstragio. Considere (%,x) € (%,C,), entdo,

m m

F((5%) (5:%)) = f0.53 = 0, £ = O (F' 0.

Por outro lado, devido ao lema (4.7) podemos fazer f ((%,x)) = (%,b),comb € Cp, e

teremos

() (22)) = () £ () = () (28) =09

Dessa forma, (0, (f'(x))?) = (0, b%). Logo, (f'(x))* = b* € Cp. Portanto, f'(x) = b e assim
f((3:x) =(3,b) = (3, f' (). O

Na préxima proposi¢do vamos definir os half-isomorfismos f : Ly — Lﬁ por
G, u) = (f1(0), f2(i, u)).
Observe que, se f(i, e) = (j, v), entdo temos

(i, )00, f'()) = (j, o (w),
©, £/ @), ) = G, (f @) V'),

Note que f; ndo depende de u. Dessa forma f; estd bem definida em consequéncia de

S, u) = f((e)(0, u ))—{

f ser um half-isomorfismo.

Segue entdo a proposicdo:

Proposicdo 4.10. Seja f : Ly — Lg um half-isomorfismo dado por f((i, u)) = (f1(?), f2(i, u)).

Entdo f1 : Zy — Zy é um automorfismo.
Demonstragdo. Por definicao
F(Gu)G0)) = £+ f, @ o)) = (fali + ), foli +, (1D o)),
Além disso,
(@ u)(j,0)) = f((Eu)f((j, v)) (1)
ou
f(Gw)(j, ) = f((, ) f((E, u)) (2)
Assim, em (1), temos

f(G@w)(j,0) = £ ) f((,0) = (6, f2(, W), f2(, 0) =
= (F1() + f(), (Fo(i, )"V £y(5, 0)) pLDADYY),
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logo fi(i+]) = f1(i) + f(j)-
Em (2) temos
F(G,w)G0)) = FG NG W) = (AG), 20, 0)(1), foli, w) =
= (f1G) + 1), (2, 0) V" o, w)) pHDADY),

e novamente f1(i +j) = f1(i) + f1(j)-
O fato de f; ser bijetora decorre do fato de f ser bijetora. O

O préximo Teorema caracteriza f((i, x)), onde f : Ly — Lg € um half-isomorfismo,

para o caso em que i é par.

Teorema 4.11. Seja f : Ly — Lg um half-isomorfismo, entdo, para todo x € C) e para todo i
par, f((i,x)) = (f1(Q), f'(x)), onde f1 : Zy — Z é um automorfismo.

Demonstragio. Do lema (4.9), quando (%) é par, temos que f (%, x) = (%, f'(x)) para

todo x € Cp. Entdo considere i = % +k, onde k é um inteiro par. Logo, (i, x) = (% +k, x).

fi = (2 02)) 7 (20) 00).

Facamos entdao

Teremos entdao
fax)=f((5:%)) fltee) = (5.£@) (10, e) =

= (A1(3) +A®0, £ @) = (G, F @),

ou entdo teremos,
G0 =f (ko) f((5%)) = (hire) (3£ @) =

m .
= (A (F) + A0, F@) = (A, F ).
O
Para concluirmos as caracterizagdes dos half-isomorfismos f : Ly — Lg precisamos

do préximo lema.

Daqui para frente a representa um elemento de C, arbitrario, porém fixado.

71



72

HALF-ISOMORFISMOS ENTRE 0S A-LOOPS DIEDRAIS Dih(m,Cy,a): O CASO GERAL

Lema 4.12. Seja gq : Lo — Lpg definida por

(f1(0), f'(x)), se i é par,

(f1(i), af'(x%)), seiéum niimero impare s, € {1, -1},

8a((i, X)) = {
entdo, se g4((i, x)) = (f1(i), af'(x)) e a((G, ) = (1(), af'(y~1)), onde i # j sdo impares, temos
que gq ndo ¢ half-isomorfismo de Ly em Lg, para qualquer a € Cp.

Demonstragiio. Mostraremos para o caso em que 3 = ], o caso em que B = I é anédlogo.

Vejamos primeiro que

8a((i, )G, ¥)) = &a((i +j, (x"'Y])) = gal(i +j,y ™' %) = (G +)), f' ("))

Por outro lado,
8a((i, )8a((, ) = (AW, af ) (A1G), af (v 1) = (G +)), @ (x Daf'(y))) =
= (G + ), f ) f () = (G +]), f (yx))

8a((j, ¥N8a((i, ) = ((), af (v~ N(f1(x), af' () = (1 +)), @ f'(af (X)) =

= (fii+), O ) = (AG+)), fxtyh).

Dessa forma, se g.((i,x)(j,y)) = £a((i, ))ga((j,y)), entdo f'(y~'x) = f'(yx) e assim
f'y™") = f'(y), logo y~! = y. Outrossim, se gu((i, ¥)(j, y)) = ga((j, ¥))ga((i, x)), entdo
flylx) = f'(y~'x71) e assim f'(x) = f'(x~1), logo x = x~!. Portanto, basta tomar
x,y € Cp tal que x #e ouy #e. Logo, gs : Ly — Lg néo € half-isomorfismo. O

Agora podemos dar um passo significativo na dire¢do de caracterizar todos os half-

isomorfismos de L, em Lﬁ, com « # fB, e mostrar que todos sdo ndo triviais.

Teorema 4.13. Sejam f : Ly — Lg um half-isomorfismo denotado por f(i,u) = (f1(i), f2(u))

onde f1 : Zy — Zn é um automorfismo. Entdo existe a € Cy, tal que:

(f1(0), f'(x)), se i é par,

J= { (fa(d), af'(x™)), seiéimpare sy € {1,~1}.

Demonstragio. Pelo Teorema (4.11) temos que

f(G,x)) = (f(0), f'(x)), sei é par,
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qualquer que seja x € Cy.
Segundo a proposicdo (4.10), podemos considerar f(i,e) = (f1(i), a) para algum a €
Cp={eu, uz, ... ,up_l}.

Sendo assim, para i impar, temos
f, x) = f((i,e)0,x)) € {f((i,e))f((0,x)), f((0, x))f((i, )} =

= {(fi@, )0, f'(x)), O, f N (f1(0), 2)} =
= {(A@), af' (), (@), af (=" 1)}.

Tendo em vista o lema (4.12), concluimos a demonstracao. O

Com a finalidade de descrever todos os half-isomorfismos entre L, e Lg faz-se
necessdrio destacar alguns fatos. Note que |Aut Z,|= ¢(m), onde ¢(m) é a funcado
de Euler que nos da a quantidade de ntmeros inteiros relativamente primos com m
e menores do que m. Além disso, temos ¢(p) = p — 1 valores de f’, 2 valores de &,
e p valores de 4, que sdo os elementos de C,. Dessa forma, a quantidade total de

half-isomorfismos entre os loops automorficos diedrais L, e Lﬁ é

2% p(p)  pm) x p = 2¢p(m)(p — Dp.

Podemos portanto melhorar a notagao identificando as possibilidades de f, em 2 familias

com ¢(m)(p — 1)p half-isomorfismos cada, pelas seguintes expressoes:

fralli,2)) = { (O F(), - el é par
(fi(@),af'(x)), seiéimpar,
(f1(0), f'(x)), se i é par,
(fi(i), af'(x71)), seié impar.

Chegamos entdo ao principal resultado dessa secdo.

f-a((i, X)) = {

Teorema 4.14. Sejam f': Cp — Cp e f1 : Zy — Zy automorfismos. Entio
f+a:leﬁLﬁ e f_a:L‘x_>Lﬁ

sdo half-isomorfismos nio triviais para cada a € Cp, quando x # p.
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Demonstracdo. Provaremos caso a caso.
(i) Para a familia de fungdes f.,.
Considere j par.

Se i também é par, entdo temos:
fral(,w)(j,0)) = fra((i +j,u0)) = (i +]), f'(w0)) =
= (f1@), f'@)(G), f(©) = fra((E, 1)) fra(j, 0)),

ou seja,
fra((i,1)(j, 0)) = fra((E, ) f+a(j, 0))-
Agora, considere i impar, entdo temos:

fra(i,1)(j, 0)) = fra((i +j, u0)) = (fi(i + ), af (uv)) =
= (@), af W)(H(), £ ©) = feal(E, 1)) f1a(f, 0)

ou seja

f+a((i/ u)(j/ v)) = f+a((i/ u))f+a(j/ 0))

Considere agora j impar.

Se i é par, entdo temos:
fra(,0)(G, 0)) = faal(i+j,u™"0)) = (fili+)), af (') = (A0 + f1(), af ) f () =
= (), f W)AG), af (©) = fral(G, 1)) fra((, V).

Ou seja,
S+l w)(j,0)) = fra((E, w)) f1a((f, ).
Se i é também impar, para o caso L; — L;, temos
Ffeal(i,1)(j, 0) = fra((i +j, 0™ 0)) = (fili+ ), f'(u™0)) = (@) + A1(), f' @D f () =
= (A + f(), @ f @ Daf W))) = (L), af @)1, af @) = fra((j, ) fra((E, w).
Para o caso L; — Lj, temos

fraE,w)(j,0)) = fral(i+j, ™ 0)D) = (A +)), f@7 ) = (LG + A(), f/ @ Df W) =
= (L()+ A1), a7 '@ Daf @) = (LG), af' @) (@), af @) = fral(G, 0))fra((E, u))
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Logo, diferentemente dos casos anteriores, temos

f+a((i/ u)(j/ 0)) = f+a((jz v))f+a((i/ u)).

Assim, estd demonstrado que f;; é uma familia com ¢(m)(p — 1)p half-isomorfismos
ndo triviais.

(ii) Para a familia de fungdes f_,.
Considere j par.

Se i também é par, entdo temos:
f=a((i,1)(, 0) = f=a((i + ], u0)) = (fa(i + ), f'(uo)) = (@) + /(). f W) f' (v)) =
= (A0), f W)AG), (@) = f-a((E, 1) f-a((f, 0)).

Ou seja,
f-a(@,u)(j,0)) = f-al(i, ) f-a((j, 0))-
Se i é impar, entdo temos:
f=alG, ), 0)) = fa((i+j,u0)) = (fili+)),af' 0" u™h) = (RO + A1(), af @ Hf ™) =
= (1), f @)@, af ™) = f-a((j, ) f-a((i, 1)-
Assim, diferente do caso em que i é par, temos

f-a(i,1)(j, 0)) = f-a((j, 0)) f-a((i, w))-

Considere j impar.

Se i é par, entdo temos
feal(i,u)(j,0) = f-alG+j,u""0)) = (fili +)), af (0 'w) = (AG) + f1(), af (0 ) f (w) =
= (1(), af' @ NG), W) = f-al(G, ) f-a((G, 1))

Temos entdao
f=a((@, u)(j, 0)) = f=a((j, 0)) f-a((i, u)).
Se i também ¢é impar, entdo, para L; — Lj, temos

feal(i,1)(j,0)) = foa((i +j,u"10) = (fa(i + ), f/(u""0)) =
= (1) + f1(), f/ W N f'(0) = (A() + 1), @ f (0 Yaf w)]) =
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= (LG, af @)@, af W) = f-a((f, 0))f-a((i, w).

Para Ly — L temos
fealG,1)(j,0) = f-a((i + ], ™ O)]) = fa(+], 07 ) =

= (fili +), f'w™'0) = (@ + HG), f1 @ ©) = (L6) + [(), @ f0™af w)]) =
= (f1(), af @) (@), af () = f-a((j, 0) f-al(i, ).

Portanto,
f=a((@, u)(j, 0)) = f-a((j, 0)) f=a((i, 1)).

Concluimos a demonstracdo de que f_, também é uma familia com ¢(m)(p — 1)p
half-isomorfismos nao triviais.
Demonstramos assim que ambas as familias tém ¢(m)(p — 1)p half-isomorfismos nao

triviais quando a # . O

4.3 HALF-AUTOMORFISMOS ENTRE OS LOOPS AU-
TOMORFICOS DIEDRAIS Dih(m,C,, a)

Se o = I, entdo L, é grupo e portanto todo half-isomorfismo é trivial. Os procedimen-
tos para a caracterizagdo dos half-automorfismos de um loop diedral, L; = Dih(m, C,, ])
no caso geral, também sao totalmente andlogos aos praticados para caracterizar os
half-isomorfismos de L, = Dih(m, Cp, ) em Lg= Dih(4,Cy, B), com a # B, consequente-
mente vamos obter as mesmas leis de formagéo fm e f,a. Entretanto, nesse caso, vamos
demonstrar que todos os half-automorfismos de L; sdo triviais.

Vale relembrar que

cw ) (aG), f'(x), seiénpar,
f+a((1/ x)) - { (fl (1)/ af/(X)), seié impar,

. ) (A6, f'(x),  seiépar,
Jalli = { (f1(i),af'(x7 1)), seié impar.

Podemos entdo enunciar o principal resultado dessa segéo.
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Proposi¢ao 4.15. Sejam f': C, — Cp e f1 : Zy — Zy, automorfismos. Entdo
f_,.a:L]—)L] e f_a:L]—>L]
so half-isomorfismos triviais para cada a € Cp.

Demonstracdo. Provaremos caso a caso.
(i) Para a familia de fungdes f.,.
Considere j par.

Se i é par, entdo temos:
fra(i, w)(j, 0)) = fra((( + ), uv)) = (f1(i + ), f'(w0)) = (f1() + f1(), f' (W) f'(0)) =
= (f1(0), f @) (1(), f/(©)) = fral(, ) fra((f, 0)).

Ou seja,
fra((i, u)(j, 0)) = fra((i, u)) f+a((f, 0)).
Agora, considere i impar, entdo temos:

fea((i,1)(j, ) = fra((i+j,u0)) = (fiE +)), af (wo)) = (@) + (), af @) f' () =
= (i@, af W)(F(), f'(©) = fra((E, 1)) f+a((f, 0))-

Ou seja,

fa((@, 1)(j, 0)) = fra((i, w)) f4a((j, ©))-

Considere entdo j impar.

Seja i par, entdo temos:
fral,w)(j,0) = fral(i+j,u ) = (il + ), af (™ '0)) = (@) + f1(G), af (™) f' (v) =
= (@), f )F(), af (@) = fral(f1@), 1)) foa((f1()), 0))-

Ou seja,
fra((i, u)(j, 0)) = fra((i, u)) f+a((f, 0)).
Por fim, considere i também impar, entdo temos

fra(i, w)(j,0)) = fra(i+j, ™ 0)])) = fral(i+j, 0 ) =

= (il +)), f'@ w) = (L) + (), f' ) f (W) =
= (1), af' )F(), af'(©)) = fral(i, 1)) fra((G, V).
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Logo, temos
fra((@, u)(j,0)) = fra((@, ) f+a((j, ©))-

Dessa forma demonstramos que f,, € uma familia com ¢(m)(p — 1)p isomorfismos
de L;.

(ii) Para a familia de fungdes f_;.
Considere j par.

Seja i também par, entdo temos:
fal(@,u)(j,0)) = fa((i + ], uv)) = (i +)), f' (o)) = (A + f1(), f (W) f (v)) =
= (1@, f'@)AG), f/©) = f-al(E ) f-a((, 0)) = f-a((fr ) f-a((E, w)-

Ou seja,
f-a((t,1)(j,0)) = f-a((j, 0)) f-al(i, ).
Considere agora i impar, entdo temos:

f-alli, ), 0) = foa((i +j,u0)) = (fili+)),af' 0™ u™h) = (O + A1(), af @ Hf ™) =
=, f'@)G,af' () = f-a((G, 0)) f=al(i, ).

Assim, temos

f-a((@, u)(j, 0)) = f-a((j, ) f-a((i, u)).

Agora, considere j impar.

Se i é par, entdo temos:
Feali, u)(j,0)) = foal(i+], u" ) = (f1G)+ A1), af @~ ) = (f1G) + f1(), af @™ V) f'(w)) =
= (1(), af' @ NG), W) = f-a((G, ) f-al((G, 1))

Temos entdo
foa((i, 1)(j,0)) = f-a((G, 0)) fLa((G, 1))
Seja, por fim, i também impar, entdo temos

fal(Gu)(j, 0)) = foallE+, ™ O)]) = fa((i+j, 07 0)) =

= (fili+)), f'@ w) = (L@ + (), f' ") f (W) =
= (LG), af' @ NG, af @) = f-a((, 0)f-al(i, w)-



4.3 HALF-AUTOMORFISMOS ENTRE OS LOOPS AUTOMORFICOS DIEDRAIS Dih(m,C,, a) 79

Portanto, temos
f=a((i, u)(j, 0)) = f=a((j, 0)) f=a((i, w)).

Concluimos que f_; é uma familia com ¢(m)(p — 1)p anti-isomorfismos de L.
Demonstramos entdo que ambas as familias descrevem ¢(m)(p — 1)p half-automorfismos
triviais de Lj.
O
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