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RESUMO

Em 1980, assumindo o Axioma de Martin, van Douwen construiu um grupo booleano
enumeravelmente compacto sem sequéncias ndo triviais convergentes e mostrou (em
ZFC) que um tal grupo possui dois subgrupos enumeravelmente compactos cujo
produto ndo é enumeravelmente compacto. Nas décadas seguintes, assumindo hipéteses
adicionais a ZFC, muitas outras construgdes de grupos enumeravelmente compactos
sem sequéncias ndo triviais convergentes foram apresentadas, até que, em 2020, Hrusak
et al. obtiveram um tal grupo em ZFC, resolvendo um dos principais problemas em
aberto da drea. Nesta dissertagdo, comegamos estudando o trabalho de van Douwen e
seguimos explorando outras construgdes de grupos enumeravelmente compactos sem
sequéncias ndo triviais convergentes que assumem hipoéteses cada vez mais fracas, até,

finalmente, apresentarmos a construgdo em ZFC.

Palavras-chave: compacidade enumeravel; grupos topolégicos; Axioma de Martin;

ultrafiltros seletivos; ZFC
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ABSTRACT

In 1980, assuming Martin’s Axiom, van Douwen constructed a countably compact
Boolean group without non-trivial convergent sequences and showed (in ZFC) that
such a group has two countably compact subgroups whose product is not countably
compact. In the following decades, assuming additional hypotheses to ZFC, many
other constructions of countably compact groups without non-trivial convergent se-
quences were presented, until, in 2020, Hrusak et al. obtained such a group in ZFC,
solving one of the main open problems in the area. In this dissertation, we start by
studying van Douwen’s work and continue exploring other constructions of countably
compact groups without non-trivial convergent sequences that assume increasingly

weak hypotheses, until, finally, we present the construction in ZFC.

Keywords: countably compactness; topological groups; Martin’s Axiom; selective
ultrafilters; ZFC
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INTRODUCAO

Um dos resultados mais célebres da Topologia Geral é o Teorema de Tychonoff, que
estabelece a produtividade da compacidade no ambito dos espagos topolégicos. Uma
pergunta que surge naturalmente é se outras nogdes de compacidade, como a compaci-
dade enumeravel e a pseudocompacidade, também sdo preservadas por produtos.

Em 1952, Terasaka [21], seguido por Novék [18] em 1953 construiram dois espagos
topoldgicos enumeravelmente compactos cujo produto ndo é pseudocompacto.” Todavia,
em 1966, Comfort e Ross [4] mostraram que um produto qualquer de grupos topolégicos

pseudocompactos é pseudocompacto. Isto motivou Comfort [3] a perguntar:

Pergunta 1. Existem dois grupos topoldgicos enumeravelmente compactos cujo produto nio é

enumeravelmente compacto?

A primeira resposta para essa pergunta foi dada por van Douwen [5] em 1980. Ele

fez isso em duas etapas:

* Em ZFC, ele mostrou que todo grupo booleano enumeravelmente compacto sem
sequéncias ndo triviais convergentes contém dois subgrupos enumeravelmente

compactos cujo produto ndo é enumeravelmente compacto.

¢ Usando o Axioma de Martin (MA), ele construiu um subgrupo enumeravelmente

compacto de 2° sem sequéncias ndo triviais convergentes.
Neste sentido, surge a seguinte pergunta:

Pergunta 2. Existe, em ZFC, um grupo topoldgico enumeravelmente compacto sem sequéncias

ndo triviais convergentes?

O Teorema de Ivanovskij-Kuz'minov [15] diz que todo grupo topolégico compacto é
um espaco diddico (a saber, imagem por uma aplicagdo continua de 2* para algum cardi-
nal «) e disto segue que todo grupo topolégico compacto infinito possui uma sequéncia
ndo trivial convergente. Em 1969, Sirota [20] estabeleceu (em ZFC) a existéncia de um

grupo topoldgico pseudocompacto infinito sem sequéncias ndo triviais convergentes.

1 Dizemos que um espago topolégico X é pseudocompacto se toda fungdo continua f : X — R é limitada.



INTRODUCAO

O primeiro exemplo de grupo topolégico enumeravelmente compacto sem sequéncias
ndo triviais convergentes foi construido por Hajnal e Juhdsz [8] em 1976 assumindo CH.
Ao assumir MA para ordens parciais enumerdveis, Hart e van Mill [9] e Tomita [23]
obtiveram, respectivamente, um grupo topolégico enumeravelmente compacto (com
sequéncias ndo triviais convergentes) cujo quadrado ndo é enumeravelmente compacto
e um grupo topolédgico cujo quadrado é enumeravelmente compacto, mas o cubo nao.
Essas construgdes melhoram o exemplo obtido por van Douwen [5] sob MA.

Em 2000, ainda assumindo MA para ordens parciais enumeréveis, Koszmider, Tomita
e Watson [12] mostraram que é possivel munir o grupo abeliano livre de tamanho ¢
de uma topologia que o torna um grupo topolégico enumeravelmente compacto sem
sequeéncias ndo triviais convergentes.

Em 2005, Garcia-Ferreira, Tomita e Watson [7] assumiram a existéncia de um ultrafiltro
seletivo p sobre w para construir um grupo topolégico p-compacto (e, consequentemente,
enumeravelmente compacto) sem sequéncias nao triviais convergentes.

Muitos outros resultados foram obtidos nas tltimas décadas até que, em 2020, Hrusak
et al. [11] construiram em ZFC um subgrupo infinito de 2¢, enumeravelmente compacto
e sem sequéncias ndo triviais convergentes e, usando o resultado de van Douwen,
obtiveram dois grupos topoldgicos enumeravelmente compactos cujo produto nédo é
enumeravelmente compacto.

Nesta dissertagdo, comegamos estudando o trabalho de van Douwen e seguimos
explorando outras construcdes de grupos enumeravelmente compactos sem sequéncias
ndo triviais convergentes que assumem hipoéteses cada vez mais fracas, até, finalmente,
apresentarmos a construcdao em ZFC.

Este trabalho é composto por seis capitulos. O primeiro deles é destinado a estabelecer
notagdes e resultados preliminares utilizados no decorrer do texto. No segundo,
explicamos como van Douwen [5] obteve dois grupos topolégicos enumeravelmente
compactos cujo produto ndo é enumeravelmente compacto a partir de um grupo
booleano enumeravelmente compacto sem sequéncias nao triviais convergentes. No
terceiro capitulo apresentamos as constru¢des de van Douwen [5] e de Koszmider,
Tomita e Watson [12], as quais dependem de alguma versdo do Axioma de Martin. No
quarto capitulo estudamos a construcdo proposta por Garcia-Ferreira, Tomita e Watson
[7], assumindo a existéncia de um ultrafiltro seletivo. No quinto capitulo exploramos a
recente construgdo em ZFC proposta por Hrusak et al. [11]. Por fim, o sexto capitulo

traz as consideragdes finais deste trabalho.



NOTACOES E RESULTADOS
PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo é apresentar definicdes que auxiliem a leitura do texto, bem
como enunciar resultados que serdo utilizados adiante e firmar algumas notagdes. As

principais referéncias sdo [27], [6], [10] e [13].

1.1 TEORIA DOS CONJUNTOS

Denotaremos a cardinalidade do continuo por ¢ ou, ainda, por 2¢.

Dado um conjunto S, escrevemos
[SI<“ = {ICS:|I| <w} e [S]¥={ICS:|I|=w}

Definicido 1.1. Dizemos que uma familia infinita A de subconjuntos infinitos de w é uma

familia quase disjunta se A N B é finito, quaisquer que sejam A, B € A distintos.
Proposicao 1.2. Existe uma familia quase disjunta de tamanho c.

Demonstragio. Basta exibirmos uma familia .4 de subconjuntos infinitos de 2<“ que tem
cardinalidade ¢ e é tal que a interseccdo de quaisquer dois elementos distintos de A é
finita.

Para cada f € 2¥, seja Af = {f[, : n € w}. Se f,g € 2% sdo diferentes, entdo existe
n € w tal que f(n) # g(n) e, portanto, se m € w é tal que f[,, = gl,,, entdo m < n.
Logo, Ay N Ay é finito. Assim, {Ay: f € 2¥} é uma familia de subconjuntos infinitos
de 25 que tem cardinalidade ¢ e é tal que Af N A, ¢ finito para quaisquer f,g € 2¢
distintos. [

Definicao 1.3. Dizemos que uma familia de conjuntos A forma um A-sistema se existe um
conjunto R (denominado a raiz do A-sistema) tal que AN B = R, quaisquer que sejam A, B € A

distintos.

A seguinte proposicdo é conhecida como Lema do A-sistema.
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Proposicdo 1.4. Se A é uma familia ndo enumerduvel de conjuntos finitos, entdo existe B C A

ndo enumerdvel que forma um A-sistema.

Demonstragio. Como |A| > w, podemos supor sem perda de generalidade que existe
n € w tal que |A| = n para cada A € A. Vamos provar o resultado por inducdo em .

No caso em que n = 1, perceba que dados A, B € A tais que A # Bentdo ANB =0
e, portanto, temos o resultado para A = @.

Agora, suponha que o resultado vale para n — 1 e mostremos que vale para n. Vamos
considerar dois casos:

Caso 1: Existe Ap € A tal que {A € A: AgN A # D} é ndo enumerdvel.

Neste caso, existe a € Ap tal que A, = {A € A:a € A} é ndo enumerdvel. Em
particular, temos que A} = {A\ {a} : A € A,} é uma familia de conjuntos nédo
enumeréaveis de tamanho n — 1 e, por hip6tese de inducdo, contém um A-sistema ndo
enumeravel G de raiz A. Dessa forma, B ={G U {a}: G € G} forma um A-sistema de
raiz AU {a}.

Caso 2: Para cada A € A o conjunto S4 = {B € A: ANB # @} é no maximo
enumeréavel.

Neste caso, vamos construir, por indugdo transfinita, uma sequéncia injetora {Ag, :
a < wi} de subconjuntos de A dois a dois disjuntos. Dado a € Ay, note que existe
§ < wi tal que a ¢ A, para todo 77 > . Repetindo esse processo, como Ay é finito,
existe §o < wy tal que AgN Ay = @ para todo 17 > ¢p. Por um argumento andlogo, existe
¢1 < wy tal que Az N Ay = @ para todo 77 > ¢1. De modo geral, para « < w; ordinal
limite, definimos ¢, = sup Bea ¢p < w1 e, no caso de um ordinal sucessor, repetimos o

processo anterior. Perceba que isso pode ser feito pois para cada ¢ < w; o conjunto

{B€e A:BNA; #Q paraalgum { <} = U Sa;
g<g
é no maximo enumeravel. Dessa forma, B = {Ag, : &« < w1} é um A-sistema de raiz
A=0Q. O
Agora, iremos definir as no¢oes de filtro e ultrafiltro que aparecem nos Capitulos 4 e

5.

Definicdo 1.5. Seja X um conjunto ndo vazio. Dizemos que F C (X)) é um filtro sobre X se

as seguintes condigoes estdo satisfeitas:

(1) Xe Fe® & F;



1.2 TOPOLOGIA GERAL

(2) se A,B € F,entio ANB € F;

(3) se A € FeB C X sio tais que A C B, entido B € F.

Exemplo 1.6. (i) Se X é um conjunto ndo vazioea € X, entio F ={A C X:a¢€ A} é
um filtro sobre X.

(i) Se X é um conjunto infinito, entdo Fr = {A C X : X\ A é finito} é um filtro sobre X,
denominado filtro cofinito (ou, ainda, filtro de Fréchet).
Defini¢do 1.7. Dizemos que uma familia A de subconjuntos de um conjunto X possui a

propriedade da interseccdo finita se, para qualquer A C A finito e ndo vazio, temos que

NA#Q.

Note que toda familia de subconjuntos de um conjunto X que goza da propriedade da
intersecgdo finita gera um filtro sobre X — a saber, se .4 é uma familia de subconjuntos

de X com esta propriedade, temos que

F = {A C X : existe A C A finito e ndo vazio tal que NAC A}
é o filtro gerado por A.
Definigao 1.8. Sejam X um conjunto nio vazio e F um filtro sobre X.

(1) Dizemos que F é livre se (| F = . Caso contrdrio, dizemos que F é principal.

(2) Dizemos que F é um ultrafiltro se F ndo estd contido propriamente num outro filtro sobre
X — ou, equivalentemente, se para cada A C X, ou A € Fou X\ A € F.

Um ultrafiltro sobre X é principal se, e somente se, é da forma F, para algum a € X.
Além disso, um ultrafiltro sobre X é livre se, e somente se, contém o filtro cofinito.

Segue do Lema de Kuratowski-Zorn que todo filtro pode ser estendido a um ultrafil-
tro.

Denotaremos por w* a cole¢do dos ultrafiltros livres sobre w.

1.2 TOPOLOGIA GERAL

No que segue, cometeremos, muitas vezes, o abuso de notacdo de escrever simplesmente
X, ao invés de (X, T), para denotar o espago topoldgico constituido do conjunto X e da

topologia 7.
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Definicao 1.9. Dizemos que um espago topoldgico X é Ty se, para quaisquer x € X ey € X
distintos, existem U C X e V. C X abertos taisque x e U,y € V,x ¢ Vey ¢ U.

Proposicdo 1.10. Seja X um espago topolégico. Entdo X é Ty se, e somente se, {x} é fechado

em X, qualquer que seja x € X.

Definicao 1.11. Dizemos que um espago topolégico X é de Hausdorff, ou Ty, se, para quaisquer
x € X ey € Xdistintos, existem U C X eV C X abertos taisquex € U,y € VelUNV =Q.

Definicao 1.12. Seja X um espago topologico. Dizemos que X é T3 se, para cada x € X e para
cada F C X fechado tais que x ¢ F, existem U C X e V C X abertos disjuntos tais que x € U
e F C V. Ainda, dizemos que um espago topoldgico X é regular se X é T; e T3.

Proposic¢do 1.13. Seja X um espago topoldgico. Entio X é Tz se, e somente se, para todo x € X

e para toda vizinhanga aberta U de x, existe V vizinhanga aberta de x tal que x € V C vV Cdu.

Definicao 1.14. Seja X um espago topolégico. Dizemos que X é compacto se toda cobertura
aberta de X possui uma subcobertura finita, onde por cobertura aberta de X deve-se entender
uma colegio {U, : « € A} de subconjuntos abertos de X tais que X = Jyca Un € por possui

subcobertura finita deve-se entender que existe A C A finito tal que X = U, 5 Ua.
Proposicdo 1.15. Se X é um espago topologico, entdo as sequintes condiges sio equivalentes:
(1) X é compacto;

(2) se F é uma familia de subconjuntos fechados de X que satisfaz a propriedade da intersecgio
finita, entdo (F # @.

Definicdo 1.16. Sejam X um espago topoldgico, (xy)ncw uma sequéncia de pontos de X e
ACX.

(1) Dizemos que x € X é um ponto de acumulac¢do da sequéncia (x;)ncw Se, para cada

vizinhanga aberta U de x, {m € w : x,, € U} € infinito.

(2) Dizemos que x € X é um limite da sequéncia (x)new (ou, ainda, que (x;)nc, converge

para x) se para cada vizinhanga aberta U de x o conjunto {m € w : x,, € U} é cofinito.

(3) Dizemos que x € X é um ponto de acumulacgdo de A se, para cada vizinhanga aberta U
dex, AN(U\ {x}) #@.

(4) Dizemos que x € X é um w-ponto de acumulacdo de A se, para cada vizinhanga aberta
Udex, |[ANU| > w.



1.2 TOPOLOGIA GERAL

Definicdo 1.17. Dizemos que um espago topolégico X é enumeravelmente compacto se

alguma das seguintes condicoes equivalentes vale:

(1) Toda cobertura aberta enumerdvel de X admite subcobertura finita.
(2) Toda sequéncia de pontos de X possui um ponto de acumulagio.
(3) Todo subconjunto infinito de X possui um w-ponto de acumulagdo.

Note que, se X é Ty, entdo X é enumeravelmente compacto se, e somente se, todo

subconjunto infinito de X possui um ponto de acumulagéo.
Proposicao 1.18. Se X é um espago topoldgico, entdo as sequintes condigdes sdo equivalentes:
(i) X é enumeravelmente compacto;

(ii) se {F, :n € w} é uma familia de subconjuntos fechados de X que satisfaz a propriedade

da intersecgdo finita, entdo (,c, Fn # .

Proposicdo 1.19. Se X é um espago topolégico enumeravelmente compacto, entdo todo subcon-

junto fechado de X é enumeravelmente compacto.

A seguinte definicdo foi introduzida em [1] e estd fortemente ligada a nogdo de

compacidade enumeréavel.

Definic¢do 1.20. Sejam p um ultrafiltro sobre w e (xy)new uUma sequéncia de pontos de um
espago topologico X. Dizemos que x € X é p-limite de (x,)new Se para cada vizinhanga aberta

Udex, {ne€w:x, €U} € p. Neste caso, escrevemos x = p-lim{x, : n € w}.

Observe que, se p é o ultrafiltro principal gerado por m, ouseja, p={A Cw:m € A},
entdo x é p-limite da sequéncia (x,)ncw Se, € somente se, toda vizinhanca aberta U de
x contém o ponto x,,. Em particular, se X é T7, entdo x,, é o inico p-limite de (x;)ncw.
Isso faz com que a definicdo de p-limite se torne mais interessante se consideramos p
livre, j& que neste caso, se x é limite da sequéncia (x;),cw, entdo x também é p-limite
de (xy)new-

Ainda, é importante ressaltar que, se X é de Hausdorff, entdo toda sequéncia de

pontos de X tem no maximo um p-limite.

Proposicdo 1.21. Se p € w* e {X; : i € I} é uma familia de espagos topolégicos, entdo
v = (Yiier € LierX; € p-limite da sequeéncia ((x})ic)ncw C ic1X; se, e somente se, y; = p-

Lim{x} :n € w} para todoi € I.
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Demonstragdo. Suponha que y = p-lim{(x);er : n € w} e considere j € I. Se V; é uma
vizinhanga de y; em X;, entdo {n € w : xi € Vit ={n € w: () € V}, onde
V =1li;Vi e Vi = X; para todo i € I'\ {j}. Logo, y; = p-lim{x} : n € w}.
Reciprocamente, suponha que y; = p-lim{x} : n € w} paratodoi € I. Seja V =TTV}
um aberto béasico nao trivial de I1;¢;X; tal que y = (y;)ic; € V. Note que o conjunto
F={ieI:V;#X;} é um subconjunto finito de I e, portanto, {n € w : (x})ic; € V} =
Nicpin € w:x' € Vi} € p. O

Proposicao 1.22. Sejam X um espago topoldgico, (Xn)new uma sequéncia de pontos de X e
x € X. Temos que x é ponto de acumulagio de (x,)new Se, e somente se, existe p € w* tal que

x = p-lim{x, : n € w}.

Demonstragio. Se x é ponto de acumulagdo de (x;),ew, entdo para cada vizinhanga
aberta U de x, o conjunto Ay = {m € w : x,, € U} é infinito e a familia F = {Ay :
U é uma vizinhanga aberta de x} é tal que se U e V sdo vizinhangas abertas de x, entdo
Ay N Ay = Aynv e, consequentemente, estd contida em algum ultrafiltro p € w™.
Portanto, x = p-lim{x, : n € w}.

Reciprocamente, se existe p € w* tal que x = p-lim{x, : n € w}, temos que para cada
vizinhanca aberta U de x o conjunto {m € w : x,, € U} € p e, portanto, é infinito. Logo,

x é ponto de acumulagdo de (x;)ncw- O

O seguinte resultado decorre imediatamente da Defini¢do 1.17 e da Proposi¢do 1.22.

Corolario 1.23. Um espago topoldgico X é enumeravelmente compacto se, e somente se, toda

sequéncia de pontos de X possui p-limite, para algum p € w*.

Definicdo 1.24. Seja p € w*. Um espago topoldgico X é dito p-compacto se toda sequéncia de

pontos de X possui p-limite.

E imediato que todo espago p-compacto é enumeravelmente compacto. No entanto,
como pode ser visto em [25], a reciproca dessa afirmagdo ndo é verdadeira, uma vez
que a p-compacidade é preservada sob produtos arbitrarios, e 0 mesmo ndo ocorre com
a compacidade enumeravel. Consequentemente, existem espacos enumeravelmente

compactos que ndo sdo p-compactos para nenhum p € w*.
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1.3 GRUPOS TOPOLOGICOS

Defini¢ao 1.25. Um grupo é uma quddrupla (G, -,_1,6), sendo G um conjunto, - uma
operagio bindria sobre G, ~' uma operacio undria sobre G e e € G, satisfazendo, para quaisquer

x,Y,z € G, as sequintes condiges:

1. (x-y)-z=x-(y-2);

Dizemos que G é um grupo abeliano quando x -y = y - x para quaisquer x,y € G.
Ainda, dizemos que G é um grupo booleano se todo x € G é de ordem 2, isto é, x - x = e.
Note que se G é booleano, entdo G é abeliano.

No que segue, cometeremos o abuso de nota¢do de escrever, simplesmente, G para
denotar o grupo (G, 1 ,€). Além disso, quando o grupo considerado for abeliano,
representaremos por + a sua operagao bindria, por — a sua operagdo undria e por o0 o
seu elemento neutro ¢, além de abreviar x + (—y) por x — y. Por fim, gostariamos de

ressaltar que a operacgdo - serd frequentemente omitida deste ponto em diante.

Definicao 1.26. Um grupo topoldgico é um grupo G munido de uma topologia que torna

continuas tanto a sua operagdo bindria (x,y) — x - y quanto a sua operagdo undria x —» x~ L,

Exemplo 1.27.  ® 2 ={0,1} munido da operagio0+0=0,0+1=1,1+0=1e1+1=0

e da topologia discreta é um grupo topolégico;

* R munido da adigdo e topologia usuais, bem como seu subgrupo Z munido da topologia de

subespacgo, sdo exemplos de grupos topologicos;

e T ={z € C: |z| =1} munido da multiplicacio e com a topologia herdada de C é um

grupo topoldgico;

* 0 grupo quociente R /Z munido da topologia quociente também é um grupo topoldgico, o

qual é topologicamente isomorfo a T munido da multiplicagdo e topologia usuais.
Nao é dificil demonstrar os seguintes resultados.

Proposicao 1.28. Todo subgrupo de um grupo topolégico munido da topologia induzida é um

grupo topoldgico.
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Proposigdo 1.29. Sejam G um grupo e {H; : i € I} uma familia de grupos topoldgicos. Para
cadai € 1, seja ¢; : G — H; um homomorfismo de grupos. Temos que a topologia fraca induzida
pela familia {¢; : i € 1} (isto é, a topologia gerada pelos conjuntos da forma ¢; NAlondei eI
e A é um subconjunto aberto de H;) torna G um grupo topoldgico. Ainda, se cada H; é de
Hausdorff e para cada g € G existe i € I tal que ¢;i(g) # e; (onde e; é o elemento neutro de H;),

entdo a topologia em questdo é de Hausdorff.

Como caso particular da proposi¢do anterior, temos que o produto de grupos topo-
l6gicos é um grupo topolégico com a topologia produto. Em particular, dados a« um
ordinal e G um grupo topolégico, o grupo G* munido da topologia produto é um grupo
topologico.

Dado um grupo topolégico G, para cada elemento ¢ € G definimos a translagio a
esquerda associada ao elemento ¢ como a fungdo te : G — G dada por t¢(x) = gx para todo
x € G. Note que t, € continua e que a translagdo a esquerda t,-1 € a inversa de t,. Logo,

t; € um homeomorfismo. De forma analoga, podemos definir translacdes a direita.

Proposicdo 1.30. Se G é um grupo topolégico, entido G é homogéneo (isto é, dados x,y € G

existe um homeomotrfismo f : G — G tal que f(x) = y).

Demonstragdo. Sendo t, a translacdo a esquerda de G com g = yx~!, temos que t4(x) =

yx Hx=y@x"x)=ye=y. O

Dados G um grupo topolégico, x € G e U C G, denotaremos o conjunto t,[U] por
xU. Perceba que, se U é aberto em G, entdo xU é aberto para cada x € G.

Além disso, se A e B sdo subconjuntos de G, escreveremos AB para denotar o conjunto
{ab:a € Aeb € B} e A~! para denotar o conjunto {a~1 : a € A}. Ainda, abreviaremos
AA por AZ.

O seguinte resultado nos permite concluir que, na classe dos grupos topolégicos, a

propriedade T; implica regularidade.

Proposi¢do 1.31. Sejam G um grupo topoldgico e e o elemento neutro de G. Se {e} é fechado

em G, entdo G é regular.

Demonstragido. Como as translagdes a esquerda sdo homeomorfismos, temos que G é Tj.
Ainda, como G é homogéneo, para concluir que G é T3 basta verificar que, dada uma
vizinhanga aberta de e, é possivel encontrar uma segunda vizinhanga aberta de e cujo

fecho estd contido na primeira.
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Para tanto, seja U uma vizinhanga aberta de e em G. Pela continuidade da multiplica-
cdo, existe V uma vizinhanga aberta de e em G tal que V> C U. Temos que W = VN V!
é uma vizinhanca aberta de e tal que W = W1, Vamos mostrar que W C U. De fato,
seja x € W. Como xW é uma vizinhanca aberta de x, temos que xW N'W # @. Escolha
a,b € Wtal que xa=benotequex=ba ' € WN 1=W2CV2CU. O

Lema 1.32. Se G é um grupo topoldgico e x € G é um ponto isolado (isto é, {x} é aberto em G),

entdo G é discreto.

Demonstragio. Seja x € G um ponto isolado. Pela Proposicdo 1.30, dado qualquer y € G
existe um homeomorfismo f : G — G tal que f(x) = y. Dessa forma, y é um ponto

isolado e, portanto, G é discreto. O

Proposicao 1.33. Sejam G um grupo topolégico e p € w*. Se (Xn)new € (Yn)new SA0 sequéncias
de pontos de G e x,y € G sio tais que x = p-lim{x, : n € w} ey = p-lim{y, : n € w}, entio
x-y=plim{x, -y, :n € w}.

Demonstragio. Seja V uma vizinhanga aberta de x -y em G. Como - : GX G — G
é continua, temos que ~1[V] é aberto em G x G. Assim, existem abertos Vi e Vy
de G tais que x € Vi, y € Vy e Vy XV, C V] e, portanto, Vy -V, C V. Como
x = p-lim{x, : n € w}ey=plim{y, :n € w}, temos que Ay ={n € w:x, € Vi} e
Ay ={n € w:y, € Vy} sdo elementos de p. Disto segue que {n € w: x, -y, € V} 2
new:x,-y, € Vi - Vy} D AN A, € pe, portanto, x -y = p-lim{x, -y, : n € w}. O
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A TECNICA DE VAN DOUWEN

Neste capitulo apresentaremos a técnica proposta por van Douwen [5] para obter dois
grupos topolégicos enumeravelmente compactos cujo produto ndo é enumeravelmente
compacto. Essa técnica pressupde a existéncia de um grupo infinito, booleano, enume-
ravelmente compacto e sem sequéncias ndo triviais convergentes, isto é, um grupo de
van Douwen.

Nos préximos capitulos iremos descrever algumas das construgdes de grupos de van
Douwen que surgiram nas tltimas décadas. No entanto, dado o objetivo deste capitulo,

iremos assumir a partir de agora a existéncia de um tal grupo.

Lema 2.1. Se E é um grupo topolégico infinito, reqular’ e enumeravelmente compacto, entdo
|E| >«

Demonstragio. Sendo E infinito, existem xg, yo € E tais que xg # yo. Como E é regular,
existem Uy, U; C E abertos tais que xg € Uy, x1 € Uj e UgNUy = Q.

Tanto Uy quanto U; possuem pelo menos dois pontos distintos, pois caso contrario o
grupo E possuiria um ponto isolado e, pelo Lema 1.32, E seria discreto, uma contradi¢do
com o fato de que E é enumeravelmente compacto e infinito.

Podemos repetir, para os abertos Uy e U, 0 mesmo argumento apresentado acima e
obter Uy, Up; C Uy e Uyg, Uyy C U; abertos em E tais que Uy N Ugy = @, Uyg N Uy =
@, Ugo UUgr C Up e UpU Uy C Us.

Note que repetindo, recursivamente, os mesmos argumentos obtemos 2¢ cadeias de
fechados E 2 u_f1 D..D U_fn D ..,onde f,:n— {0,1} paracadan € w\ {0} e, para
m <n, fm = fuln-

Como E é enumeravelmente compacto temos, pela Proposicdo 1.18, que cada uma

dessas cadeias tem intersec¢do ndo vazia. Tomando um ponto em cada uma dessas

Estamos assumindo que todos os espagos topolégicos considerados neste texto sdo de Hausdorff.
Logo, segue da Proposicdo 1.31 que todos os grupos topolégicos considerados neste texto sdo regulares.
Optamos por incluir explicitamente esta hip6tese no enunciado para destacar o seu papel na demonstracdo

desse resultado.
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interse¢des temos, por construgdo, que esses pontos sdo dois a dois distintos. Logo,

existem pelo menos ¢ pontos em E. O

Lema 2.2. Se E é um grupo topoldgico infinito, regular, enumeravelmente compacto e sem
sequéncias ndo triviais convergentes, entdo todo subconjunto infinito enumerdvel de E admite

pelo menos ¢ pontos de acumulagao.

Demonstragdo. Seja X = {x, : n € w} um subconjunto infinito enumeravel de E indexado
injetivamente. Como E é enumeravelmente compacto, temos que X possui pelo menos
um ponto de acumulagdo em E. Se este ponto de acumulacdo fosse tnico, teriamos
uma sequéncia ndo trivial convergente em E, contradizendo a hipoétese.”

Dessa forma, X possui pelo menos dois pontos de acumulagdo distintos em E. Usando
a regularidade de E, podemos separar esses pontos por abertos disjuntos Uy e U; de
modo que seus fechos ainda sejam disjuntos. Cada um desses abertos determina um
subconjunto infinito enumeravel de X dado por (X \ {xo}) N U;, onde i < 2.

Note que cada um desses subconjuntos possui, pelos mesmos argumentos apresen-
tados acima, ao menos dois pontos de acumulagdo distintos e, portanto, podemos
tomar Ujy, U;j; C U; abertos em X tais que Ujp N U =@, (X \ {xo, x1 ) NU; N Ujp e (X\
{x0,x1}) N U; N Uj;; sdo infinitos.

Repetindo, recursivamente, os mesmos argumentos, para cada s € 2 en € w \ {0}

podemos definir X;; = (X \ {xo,...,x,-1}) N Us;, N...N U}, . Como E é enumeravel-

mente compacto, temos que (e, o} Xs|, 7 ©- Fixemos ys € Nyewn {0y Xs1,, que € um
ponto de acumulagdo de X.
Iremos mostrar que se 7,s € 2% sdo distintos, entdo y, # ys. De fato, se s # r, existe

m € w\ {0} tal que s(m) # r(m). Tome o menor m com essa propriedade. Por construgao,

temos que Us;  NU, . =@. Dessa forma, y, # ys. Portanto, X admite pelo menos ¢

m+1

pontos de acumulagéo. O
Procederemos a apresentacdo da técnica citada acima.

Lema 2.3. Se E é um grupo de van Douwen, entdo existem subgrupos enumeravelmente
compactos Eg e E1 de E tais que |Eg N E1| = w.

Se x € E fosse o tinico ponto de acumulagdo de X, entdo a sequéncia (x,),e, convergiria para x. De
fato, se (xn)new Ndo convergisse para x, existiria uma vizinhanga aberta U de x tal que, para cada N € w,
seria possivel encontrar ny > N de modo que x;,, ¢ U. Considere Y = {an :N € w} C X.Como E é
enumeravelmente compacto, ¥ admite um ponto de acumulagdo y € E. Note que y # x, pois x nédo é

ponto de acumulagdo de Y. Portanto, X teria pelo menos dois pontos de acumulagdo — a saber, x e y.
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Demonstragio. Defina recursivamente a seguinte cole¢do {0, : « < ¢} de ordinais:

w,sea=0
Ou =\ 0p+|og|, sea =pB+1

sup,_, 0a, se a é ordinal limite.

Note que, se & < ¢, entdo 0, < ¢ e 0 = ¢. Dado que o = ¢ = U, 0x, podemos tomar
uma enumeracdo {I, : « < ¢} do conjunto [c]* tal que, para cada a < ¢, I C 0,.

Vamos construir duas sequéncias transfinitas estritamentes crescentes {Egp, : & <
¢} e {E1q : & < ¢} de subgrupos de E. Indexaremos cada E; , como E;, = {y;z : ¢ < 0u},

e garantiremos que as seguintes condi¢des sejam satisfeitas:
(1) se§ <1 <oy, entdo Yz #Yiy (i <2, <¢);

(2) Eon ME1n=Eoo (¥ <¢);

(3) {¥i¢: ¢ € Iy} possui um ponto de acumulagdo em E; 4.1.

Para o caso em que a = 0, fixemos Ey um subgrupo infinito enumerével de E e
tacamos Epg = Eg = Ejp. Dessa forma, podemos indexar injetivamente E;, como
Eip = {yi¢ : ¢ < 0o}, 0 que assegura (1). Além disso, a condigao (2) é claramente
satisfeita e ndo precisamos cuidar de (3) neste caso.

No caso em que & < ¢ é um ordinal limite, tomamos E;, = ), Eix. Como 0, =
sup, _, 0x podemos indexar injetivamente E; , como E;, = {y;¢ : ¢ < 0y}, assegurando
(1). Como (2) estd, por hipbtese, estabelecida para cada A < a temos que E; , satisfaz (2)
e novamente ndo precisamos cuidar de (3) neste caso.

Consideraremos agora o caso em que « é um ordinal sucessor, isto é, x = p +1 para
algum B < ¢. Suponha E; g conhecido. Para i < 2 escolha um ponto de acumulagéo
cide {yiz: ¢ € Ig} tal que co ¢ Egp+Eypect & {0,co} +Egp+Eqp. Note que isto
é possivel pois |og| < ¢ e, sendo {y;s : § € Ig} infinito pela condigao (1), o Lema 2.2

garante que este conjunto possui pelo menos ¢ pontos de acumulagdo. Definimos
Eipi1=10,ci} +Eip (i <2).

Como |E; g| = |og| e ¢; ¢ E; g, temos que

|Eipr1— Eipl = |og| (i <2)

15
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e dessa forma podemos indexar injetivamente E; g,1 — E; g por {vie: 0 < ¢ < (7/3+1}, e
isso assegura (1).

Agora, para mostrar que E; g1 satifaz a condigdo (2), note que (co + Egg) NE1 5 =@
(pois co ¢ Eop+E1p) € Egpi1 N (Eyp+c1) =@ (pois c1 ¢ Egpi1 + Eq1p). Isto, aliado ao

fato de que E; g41 = {0,¢;} + E;p para i < 2, nos permite concluir que

Eog+1 M Eqge1 = Eopi1 M E1p = EgpMEqpg = Eop.

Por fim, pela maneira como escolhemos c; para i < 2, temos que {y;¢ : { € Ig} possui
um ponto de acumulagdo em E; g,1. Logo, a condicdo (3) é satisfeita.

Agora, defina Ey como Eg e E; como E; . e observe que |[Eg N Eq| = |EgNE1 | =w,
por (2). Resta mostrar que Ej e E; sdo enumeravelmente compactos. Para tanto, seja
X; um subconjunto infinito enumeravel de E;. Tome ¢ < ¢ tal que X; = {x;¢: ¢ € Is}.
A condicdo (3) garante que esse conjunto possui um ponto de acumulagdo em E; 5.1.

Como E; . = Uy« Ei o, concluimos que X; possui um ponto de acumulacdo em E;. [

Teorema 2.4. Se E é um grupo de van Douwen, entdo existem subgrupos enumeravelmente

compactos Eg e Eq de E tais que Ey x Eq ndo é enumeravelmente compacto.

Demonstragio. Seja E um grupo de van Douwen. De acordo com o Lema 2.3, existem
Ey e E; subgrupos enumeravelmente compactos de E tais que |Eg N E;| = w. Vamos
mostrar que Ey X Eq ndo é enumeravelmente compacto. Suponha, por contradigéo, que

Ey x E; seja enumeravelmente compacto. Considere o seguinte subgrupo de Eg X Ej:
A={(x,y) € EgxEy:x=y}={(x,x):x € EgNE}.

Note que A é fechado (pois E é de Hausdorff) e infinito enumerével (pois |Eg N Eq| = w).
Como a propriedade de ser enumeravelmente compacto é hereditaria para subconjuntos
fechados, temos que A é enumeravelmente compacto. Isto, contudo, contradiz o Lema

2.1. Logo, Ep X Eq1 ndo pode ser enumeravelmente compacto. O



CONSTRUCOES ASSUMINDO
ALCUMA VERSAO DE MA

No capitulo anterior apresentamos a técnica de van Douwen para exibir dois grupos
enumeravelmente compactos cujo produto ndo é enumeravelmente compacto. A cons-
trucdo apresentada é feita em ZFC, mas pressupde a existéncia de um grupo de van
Douwen. Neste capitulo, apresentaremos algumas maneiras de se obter grupos topolé-
gicos enumeravelmente compactos sem sequéncias ndo triviais convergentes (booleanos

ou nao) assumindo diferentes versdes do Axioma de Martin.

3.1 O AXIOMA DE MARTIN

Conforme mencionamos acima, as constru¢des apresentadas nas Segdes 3.2 e 3.3 de-
penderdo, num dado momento, de alguma versdo do Axioma de Martin e, para

conseguirmos enuncid-lo, precisaremos das definicdes que se seguem.

Definicao 3.1. Seja (IP, <) uma ordem parcial. Dizemos que A C P é uma anticadeia em P
se para quaisquer p,q € A distintos ndo existe r € P tal que v < p e r < q. Dizemos que P

satisfaz a countable chain condition (ccc) se toda anticadeia em P é enumerdvel.

Definicao 3.2. Seja (P, <) uma ordem parcial. Dizemos que D C IP é denso em P se, para
todo p € P, existe d € D tal que d < p.

Definicado 3.3. Seja (IP, <) uma ordem parcial. Dizemos que F C P é um filtro se
e F£Q;
* para quaisquer p,q € F, exister € Ftal quer < per <g;
e seqc Fep € Psdo tais que q < p, entdo p € F.

Definicao 3.4. Sejam (IP, <) uma ordem parcial e D uma familia de subconjuntos densos de IP.

Dizemos que um filtro F sobre IP é D-genérico se, para todo D € D, temos que F N D # @.

17
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Definicdo 3.5. Seja x um cardinal infinito. Denotamos por MA(x) a afirmagio

para toda ordem parcial (IP, <) ccc e toda familia D de subconjuntos densos

de P tal que |D| < «, existe um filtro D-genérico sobre P.
Chamamos de Axioma de Martin (MA) a afirmagio
para todo x < ¢ vale MA(xk).

A seguinte proposi¢do, também conhecida como Lema de Rasiowa-Sikorski, mostra
que quando a familia de densos D é enumeravel podemos garantir a existéncia de filtros

D-genéricos. Desta forma, MA(w) vale trivialmente (nem precisamos supor IP ccc).

Proposigao 3.6. Seja (IP, <) um conjunto parcialmente ordenado. Se D é uma familia enumerd-

vel de subconjuntos densos de P, entdo existe um filtro ‘D-genérico em IP.

Demonstragio. Seja D = {D, : n € w} uma familia enumerével de densos em IP.
Considere pg um elemento arbitrdrio de Dy. Seja n < w \ {0} e suponha que para cada
i < n, p; € D; foi escolhido de forma que p,—1 < py—2 < ... < p; < po. Como D, é
denso em P, existe p, € D, tal que p, < p,—1.

Considere E = {p, :n € w} edefina F={p € P: 3gq € E tal que 4 < p}. Temos que

F é um filtro D-genérico sobre . O

Agora, iremos demonstrar que ndo vale MA(c).
Sejam X e Y conjuntos. Denotaremos por Fn(X, Y) o conjunto das fungdes finitas cujo

dominio estd contido em X e cuja imagem estd contida em Y.

Proposic¢do 3.7. Se X e Y sdo conjuntos infinitos, entdo |Fn(X, Y)| = max{|X|, |Y|}.

Demonstragio. Como Fn(X,Y) C [X x Y]<“ e |[X x Y]=¥| = |X x Y|, temos que |[Fn(X, Y)| <

|X x Y| = max{|X]|,|Y|}. Vamos considerar o caso em que |X| > |Y| e 0 caso em que
Y| > |X|. No primeiro caso, se considerarmos y € Y fixado e definirmos fy = {(x, y)}
para cada x € X, vemos que |Fn(X,Y)| > |X| = |X x Y|. No segundo caso, se con-
siderarmos x € X fixado e definirmos f, = {(x,y)} para cada y € Y, vemos que
IFn(X,Y)| > |Y| = |X x Y|. Logo, |Fn(X, Y)| = max{|X|, |Y|}. O

Dadas f, g € Fn(X, Y), escreveremos f < g para denotar f 2 g. Note que (Fn(X, Y), <)

é uma ordem parcial. De fato,

o < é reflexiva, pois para cada f € Fn(X,Y) temos que f O f. Logo, f < f.
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o < é antissimétrica, pois se f,g € Psdotaisque f < geg < f,entdo f D ge g D f.
Logo, f = g.

o < é transitiva, pois se f,g,h € Psdotaisque f < geg<h,entdo f D geg Dh,
donde concluimos que f O h. Logo, f < h.

Lema 3.8. Sejam X e Y conjuntos tais que X é infinitoe |Y| > 2. Sex € Xef: X —» Y ¢

uma fungdo, entdo os conjuntos

Dy={pe(X,Y):x € domp}

Ef={p € Fn(X,Y) : Ja € dom p tal que p(a) # f(a)}
sdo densos em Fn(X,Y).

Demonstragio. Seja p € Fn(X,Y). Se x € domp, entdo p € D,. Caso contrério, g =
pU{(x,y)} paraalgumy € Y étalqueg € Dyeqg < p.

Seja a € X \ dom p. Como |Y| > 2, é possivel tomar y € Y tal que y # f(a). Perceba
queg=pU{(ay)}étalqueq € Efeq <p. O
Proposicao 3.9. Nao vale MA(c).

Demonstragio. Primeiramente, note que (Fn(w, 2), <) é ccc, ja que Fn(w, 2) é enumeravel.

Suponha que vale MA(c). Entdo existe G filtro D-genérico sobre Fn(w, 2), onde

D={Dy:necwjU{E;: fe2“}

e Dy, e Ef seguem a notagdo do Lema 3.8.

Seja ¢ = UG. Temos que ¢ é uma funcdo. De fato, sejam gp, g1 € G e seja x €
dom(go) N dom(g1). Como G é filtro, existe h € G tal que h < gg e h < g1. Logo, h D go
e h O g1. Em particular, x € dom(h) e go(x) = h(x) = g1(x). Além disso, dado n € w,
como GN D, #©, temos que n € dom(g). Assim, g € 2. Mas dada f € 2% qualquer,
como G N Ef # @, temos que ¢ # f, uma contradigdo. O

3.2 A CONSTRUQAO DE VAN DOUWEN

Com o auxilio de MA, van Douwen [5] construiu um subgrupo de 2° enumeravelmente

compacto e sem sequéncias ndo triviais convergentes. Antes de adentrar na construcao
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de van Douwen iremos apresentar alguns resultados sobre grupos booleanos que serdo
importantes para o desenvolvimento desta segdo.

Primeiramente, note que se E é um grupo booleano (e, portanto, abeliano), temos que
se A, B sdo subgrupos de G, entdao (AU B) = A+ B.

Os resultados a seguir mostram como é possivel estender homomorfismos em grupos

booleanos.

Lema 3.10. Sejam G e H grupos booleanos, A e B subgruposde Gep: A —+ Heq:B — H
homomorfismos. Se p| ang = q| anp, entio existe um homomorfismo r : A+ B — H que estende
peq.

Demonstragido. Considere v : A+ B — H definida por r(a + b) = p(a) + q(b) onde a € A
e b € B. Vamos mostrar que r estd bem definida. Para tanto, suponha que a,c € A e
b,d € B sdo taisque a+b =c+d. Nestecasoa+c=b+d € ANB e assim p(a+c) =
g(b +d). Como p e g sdao homomorfismos temos que p(a) + p(c) = q(b) + q(d). Dado que
H é booleano, p(a) + q(b) = p(c) +q(d), isto é, r(a + b) = r(c + d) e, portanto, r estd bem

definida. Claramente r é um homomorfismo que estende p e 4. O

Coroldrio 3.11. Sejam G e H grupos booleanos. Se A é um subgrupode Geq: A — H é um
homomorfismo, entio para cada y € G\ A e b € H existe um homomorfismo p : {0,y} + A —
H que estende q e é tal que p(y) = b.

Demonstragido. Considere o subgrupo B = {0,y} de G, e definar: B — H por r(y) = b
e r(0) = Oy. Temos que r é um homomorfismo e ANB = {0}. Pelo Lema 3.10,

existe um homomorfismo p : B+ A = {0,y} + A — H que estende g e r tal que
p(y) = ply+0)=ry)+4q(0)=b+0=0. O

O préximo lema é essencial para a construgdo proposta.

Lema 3.12. Assuma MA. Sejam H um grupo booleano, I € [H]¥ e K C [H]“. Se |H| < ce

|KC| < ¢, entdo existe um homomotfismo h : H — 2 tal que:
1. [INh{i}]| =wparai < 2;
2. KNh7H{0}] # @ para K € K.

Demonstragio. Seja Z uma colecdo infinita de subconjuntos infinitos de I dois a dois
disjuntos e considere £ = Z U K. E suficiente encontrar um homomorfismo h : H — 2
tal que paracada L € Lei € {0,1}, LNk~ ![{i}] # @. Considere o conjunto

P = {p: existe um subgrupo finito A de H tal que p : A — 2 é um homomorfismo}
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munido da seguinte ordem parcial: dados p,q € P,
psq <= p=2q4

Se F C P é um filtro, entdo S = Uper dom(p) é um subgrupo de H. De fato, dados
x,y €S, tome p,q € F tais que x € dom(p) e y € dom(g). Como F é filtro, existe r € F
tal que r < p,q. Assim, x,y € dom(r) e disso segue que x —y € dom(r) C S, pois
dom(r) é subgrupo de H. Portanto S é subgrupo de H.

Note também que UJF : S — 2 é um homomorfismo. De fato, dados x,y € S,
existem p,q € F tal que x € dom(p) e y € dom(g). Novamente, como F é filtro,
existe r € F tal que v < p,q e, portanto, x,y € dom(r). Dessa forma temos que
UF(x+y) = r(x +y) e como r é um homomorfismo temos que r(x +y) = r(x) + r(y). Logo,
UFx+y)=r(x+y) =r(x)+r(y) = UF(x)+UF(@y).

Sejam
D={Dy:xcH}eE={E ;:LeLeic{0,1}}
onde
Dy={peP:xecdom(p)}e
E;;={p € P:3y € LNndom(p) tal que p(y) =i}.
Note que:

o P satisfaz a ccc: Seja Q C P ndo enumerével. Temos que encontrar p,q € Q e
r € P taisquer < p,q. Para cada A € [H =% existe apenas uma quantidade finita
de fungdes de A em 2, e disto temos que {dom(p) : p € Q} é ndo enumeravel.
Segue do lema do A-sistema que existem Q' C Q ndo enumeréavel e B € [H]<¢
satisfazendo que dom(p) N dom(q) = B para quaisquer p, g € Q’ distintos. Como
existe s6 um numero finito de fun¢des de B em 2, existem p,q € Q' distintos tais
que plp = q[p. Pelo Lema 3.10, existe um homomorfismo r : dom(p) + dom(g) — 2
que estende p e g. Note que r € P, logo p,q € Q' C Q sdo compativeis e, portanto,

Q ndo é uma anticadeia.

* Cada membro de D é denso: Sejam q € P e y € H arbitrdrios. Temos que
encontrar p € IP tal que p < g ey € dom(p). Se y € dom(g), tome p = 4. Se
y ¢ dom(yg), pelo Corolério 3.11 existe um homomorfismo p : {0, y} + dom(g) — 2

que estende g, ou seja, Dy, é denso.
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* Cada membro de £ é denso: Sejam g € IP, L € £ e i < 2 arbitrdrios. Temos que
encontrar p € P tal que p < g e p(y) = i para algum y € L Ndom(p). Como L
é infinito e dom(g) é finito, podemos tomar y € L\ dom(g). Pelo Corolario 3.11
existe um homomorfismo p : {0,y} + dom(q) — 2 que estende g tal que p(y) = i.

Logo, E; ; é denso em P.

Observe que |[DUE| < |D|+|€] = |[H|+2|K| < ¢. De MA segue que existe um filtro
F que intersecta todo membro da familia DU E. Como F N Dy # @ para todo x € H
temos que S = Uper dom(p) = H. Além disso, paratodo L € Lei <2, FNEy; # .
Logo existe y € L satisfazendo |J F(y) = i. Assim, o homomorfismo h:=JF: H —2¢é
tal que paracada L € Lei <2, LNh[{i}] #®. O

Agora, procederemos a construgao do grupo desejado.

Teorema 3.13. Assumindo MA, existe um subgrupo E de 2° enumeravelmente compacto e sem

sequéncias ndo triviais convergentes.

Demonstragio. Para obter E, vamos construir subgrupos E, de 2* para « € [w, c] e fazer
E = E.. Para cada a € [w,c], E; serd indexado como E, = {x,¢ : { < 0} onde os

ordinais ¢, sdo dados da seguinte forma:

w, sew=w
Oau =4 0g+|og|, sea =B +1

SUP <1<, OA, S€ & € ordinal limite.

Temos que 0, < ¢ para a < ¢, e 0 = ¢. Enumeramos [¢] como {Ig rw < ¢ <c}de
forma que Iz C 0z onde ¢ € [w, ¢[.

A construcdo devera respeitar as seguintes condicdes:
(1) se & <1 < 0oy entdo Xz # Xy (W < & <o)
(2) se § < oy, entdo x,¢ C xpe (W <a < p <o)
(3) se ¢, 1,C < oy satisfazem xy g + X0y = Xy, g, €080 Xg g+ Xp = Xp 7 (W < < B < ¢);

(4) se ¢ € [w,a[, entdo existe Az < 0g4q tal que X\, € ponto de acumulacido de
{7 € It} (w < <0);

(5) {7 € I : xgu,y(@ = i} =w parai <2 (w < & < o).
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As trés primeiras condi¢des garantem, respectivamente, que os E;’s serdo sempre
infinitos, que as aproximacdes serdo cada vez melhores e que a estrutura de grupo sera
mantida. Ainda, as duas tltimas irdo garantir que E serd enumeravelmente compacto e
sem sequéncias nao triviais convergentes.

Faremos a construgdo por recursdo em a. Primeiramente, seja E, um subgrupo
infinito enumerével de 2% indexado como E, = {x, : 1 < w}, de forma que Xy #
Xw,m para m,n € w distintos. Perceba que, neste caso, basta cuidar para que (1) seja
atendida.

Seja 4 € Jw,c]. Suponha que E, ja foi definido para cada a € [w,d[ de modo a
respeitar as condig¢des (1)-(5). Temos dois casos a considerar:

Caso 1: 6 é um ordinal limite.

Neste caso temos que 05 = sup,,, s 0« € assim, para cada § < 0; existe & < ¢ tal que

¢ < 0y. Desta forma, a condigdo (2) nos leva a definir para cada ¢ < o5
X5,,;:U{xa,§:w§a<5e§<cra}.

Vejamos que E; := {x;7: { < 0.} atende as condigdes (1) - (4).

(1) Suponha ¢ < 17 < 05 e tome & < § de modo que 17 < 0,. Pela hipétese de indugdo,
Xo,¢ 7 Xa- Portanto, existe t < a de forma que x, #(t) # x,,5(t). Por construgdo temos
que x;¢(t) # x5,4(t). Logo, xs5.¢ # X5,-

(2) Sew < a < J e < oy da definigdo de x5 segue que x, ¢ C X5z

(3) Suponha que w < a < ¢ e {, 1,0 < 0, s@0 tais que X,z + Xy = Xu7. Seja
t < 4. Temos que mostrar que x;(f) + x5 ,(f) = x5¢(f). Note que para v < 0, temos
X5vlye = Xau. LoOgo, basta considerar o caso em que t € [&,[. Como ¢ é limite,
podemos tomar 6 < ¢ tal que t < 0, e pela hipotese de indugdo xg¢z +x9, = Xg,
donde temos x4 #(t) + xg,,(t) = xg,¢(f). Pela defini¢do dos x5, com p < 0, temos que
x5,z () + x5, (£) = x5 7 (£).

(4) Seja ¢ € [w,d]. Tome L € [§]<“. Temos que encontrar 17 € Iz de forma que
X5y F X50; € X5\ 'L C x5,,- Como ¢ € limite, existe 7 satisfazendo w < 7y < ¢ tal que
L € v e A < 0y. Pela hipétese de indugdo, x,,), € ponto de acumula¢do da sequéncia
{xq,y : 7 € Iz} C 27. Disto, temos que existe € I tal que x,,, # Xy € Xy . L © X
Como Xyx: © X5,0, temos que x; # X510 € X5 0, 1 = Xy 'L € Xq,y € x5, Logo, X5,z €
ponto de acumulagéo de {x;, : 77 € Iz}

Perceba que, pela forma como (5) foi enunciada, ndo precisamos tratd-la neste caso.

Caso 2: 6 é um ordinal sucessor.
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Suponha que 6 = v + 1. Para definir Es C 2° vamos inicialmente “duplicar” E, C 27
e depois estender todas essas fungdes a vy + 1. Pela condigdo (1), temos que o conjunto
{xy,y : 1 € Iy} é infinito. Logo, existe ¢ € 27 tal que ¢ é ponto de acumulacao de
{xq,; : 1 € I, } ja que 27 é compacto. Tome ¢’ € 27\ E,, com ¢’ =csec ¢ E, e seja
H={0,c'} + E,. Como E, N (¢ + Ey) = @, podemos indexar H \ E, injetivamente como
{xy,6 109 <& < 0yi1}. Seja Ay determinado por x, ), = c. Da defini¢do de A, e da
hipétese de indugao temos que se w < ¢ < y entdo x,, A; € um ponto de acumulacgao de
{xq,y 11 € Ig}.

Agora que ja “duplicamos” E,, temos que estender todas as fungbesde Ha y+1, e
é justamente neste ponto onde recorremos ao Axioma de Martin. A ideia é encontrar
h : H — 2 que permita definir para cada elemento de H sua y-ésima coordenada. Uma

tal funcado h deve satisfazer as seguintes condicdes:
(a) h é homomorfismo;

(b) se w < ¢ < 1, entdo x,,), € um ponto de acumulagdo de
{0,y 111 € Iz e h(xq,y) = h(x0.) };

(c) {n € Iy : h(x,,) =i}| = w parai < 2.

E conveniente substituir (b) por uma condigio mais simples de se trabalhar. Para

tanto, se w < ¢ < «y defina

Agora, seja
K=UJ{{x2 +K:KeKe}rw <G <7}

Temos que (b) é equivalente a seguinte condicao:
(b") VK € I, 3x € K tal que h(x) = 0.

Iremos mostrar agora que (b) e (b’) sdo equivalentes.

(b) = (b'): Seja M € K. Entdo M = x, ), + K para algum K € K¢ e algum ¢ € [w, 7].
Pela definicdo de K¢, existe L € [y]~“ tal que K = {xy,y : 77 € Iz, Xyy # Xy 2, € Xy 0. [ C
Xy, }- Pela condicdo (D), x,,), € ponto de acumulagdo de Bz = {x,,, : 17 € Iz e h(x,) =
h(x%)\é)}. Considere a vizinhangca bdsica de x5, dada por Uy, = {xe€27: Xoa:lL © x}.
Entédo existe 17 € I¢ tal que x,,, € Bz N Uj, onde 17 # Az Note que x,, € K € K. Logo
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X = Xyp + Xy € Me h(x) = h(xw\g +Xq ) = h(x%,\é) + (X)) = h(xq,y) + h(xy,4) =0,
pois o contradominio de / é um grupo booleano.

(b)) = (b): Seja L € [y]<“ e sejam Br e U, como acima. Seja Ap, = {x,, : 7 €
Ie} N (UL \ {x,1,}). Note que Ap € K¢. Considere agora x,,5, + AL € K. Pela condi¢do
(V') existe x € Xy, + Ar tal que h(x) = 0, ou seja, existe 17 € Iz tal que hi(xy z, +Xyp) =
h(xq,:) +h(xq,4) = 0, isto &, h(x,,5,) = h(xy,,). Note que x,,, € Bz N (UL \ {xwé}), logo
Xq,1; € ponto de acumulagdo de Be.

Pela definicdo de x, )., para cada L € [y]=* temos que o conjunto {x,, : 77 € Iz, X, #
Xyaz € XA L € Xy} € infinito. Logo, cada elemento de K é infinito. Podemos, entdo,
aplicar o Lema 3.12 considerando I = {x,, : 7 € I} e K = U{{x) ), +K: K € K¢} :
w < ¢ < v} cuja cardinalidade é |y| < c.

Obtemos entdo um homomorfismo h : H — 2 tal que:
e {xyyinmelyeh(xy,) =i} =wVi<2;
e VK € K,3x € K tal que h(x) = 0.

Portanto, h satisfaz as condig¢des (a), (b") e (c).
Definimos entédo
Eyi1={x"h(x):x € H}

e 0 indexamos como E, .1 = {Xy41¢ : ¢ < 01} onde X1, ¢ [4= Xz € Xou1 () = (X ¢).
Vejamos que E., 1 satisfaz as condigdes (1)-(5).
Pela maneira como E., foi construido, é imediato que as condigdes (1) e (2) estdo

satisfeitas. Agora, se ¢,77,( < 0, sdo tais que Xy, &+ Xy = Xy £, t€mMOS

Xops1,2(Y) + Xi1,(7)
= h(xq,g) + h(xq,y)

= Xy g+ xq,)

= h(xyz)

= Xp1,0(7)-

(xfy+1,(’,‘ + x'y+1,17)(’)’)

Como Xy11ly = Xz, X1,y = Xop € Xoy17], = Xq g, temos que Xoiq¢ + X4,y =
Xq+1,¢- Assim, concluimos que E, ;1 satisfaz a condigao (3).

Considere ¢ € [w, Y + 1[. Mostraremos que X1, Ae é ponto de acumulagdo de {x7+1,17 :
n € Iz}. Tome L € [y+1]°“. Suponha, primeiramente, que v ¢ L. Dado que
XA, € ponto de acumulagao de {x,, : 7 € Iz}, o conjunto {xy, : 17 € Iz, xy, #
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Xy € Xy L € Xy} € infinito. Para cada 7 temos que X1, = X4, h(x,,4), 0 que
implica que o conjunto {X.41, : 7 € Iz, Xys1,4 7 Xys1; € Xqa10, L © Xy41, ) € infinito.
Agora, suponha que y € L. Pela condigao (b) sabemos que x,, A; € ponto de acumulagéo
de {xy, : 7 € Iz e h(xy,) = h(xy,)}. Logo, o conjunto {xys1, : 17 € g, Xpu1y #
Xyl Ap € X1 A 1 C x7+1,,7} também é infinito. Portanto, Xy, Ag é ponto de acumulagdo
de {x,41, : 7 € Iz}, ou seja, E, 41 satisfaz a condigao (4).

Por fim, seja i € {0,1}. Note que para cada 7 € Iy, xy41,(7) = h(x,,,). Logo,
H{n € Iy xpu1,4(7) = i}|= {n € I : h(x,,,) = i}|= w, pois & satisfaz (c). Disto segue que
E., 1 satisfaz a condigéo (5).

Isto completa a construgdo indutiva.

Resta mostrar que E = E; € um grupo de van Douwen.

Observe que E é enumeravelmente compacto e ndo possui sequéncias nao triviais
convergentes, pois todo subconjunto infinito enumerével de E possui dois pontos de
acumulagdo. De fato, se A € [E], entdo existe { < ¢ tal que A = {x, : 77 € Iz}. Agora,
vamos particionar Iz em dois conjuntos Iz e Iz 1, onde Izo = {1 € Iz : xg41,,(§) =0} e
Ir1= {n € Iz xg41,4(8) = 1}. Note que Iz o e Iz estdo em [c] pela condigdo (5). Dessa
maneira, temos que Iz o = Iz, e Iz 1 = Iz, para certos (o, {1 € [w, ¢[. Assim a condigdo (4)
nos diz que x Az, serd ponto de acumulacao de {x,:6 € I;;} e Xe,q, serd ponto de
acumulacdo de {x,4 : 6 € Iz, }. Mas cada um destes é subconjunto de {x., : 17 € I¢}.

Logo, E é um grupo de van Douwen. O

3.3 A CONSTRUQAO DE KOSZMIDER, TOMITA E WAT-
SON

Nesta secdo, exibiremos a construgdo proposta por Koszmider, Tomita e Watson [12] que
mostra que é possivel munir o grupo abeliano livre de tamanho ¢ de uma topologia que
o torna um grupo enumeravelmente compacto sem sequéncias ndo triviais convergentes

assumindo MA para ordens parciais enumeréaveis."

Dado um grupo abeliano G, dizemos que X C G é uma base para G se X é linearmente independente
(ou seja, para quaisquer x1, Xy, ..., X, € X distintos e quaisquer ny,ny,..., 1y € Z, se n1x1 +naxp + ... +
X, =0, entdo ny =ny = ... = ny =0) e G = (X) (isto é, G é o grupo gerado pelo conjunto X). Um
grupo abeliano é dito abeliano livre se possui uma base. Note que um grupo abeliano possui uma base

ndo vazia se, e somente se, ¢ uma soma direta de grupos ciclicos infinitos.
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Nosso objetivo serd construir um subconjunto linearmente independente X = {x¢ :
¢ < ¢} de T° de modo que o subgrupo G de T* gerado por X, munido da topologia
de subespaco, seja enumeravelmente compacto e ndo possua sequéncias ndo triviais
convergentes.

Note que cada elemento de G = (X) pode ser escrito como uma combinagéo linear

tinita de elementos de X com coeficientes inteiros e, portanto, é possivel associar cada
g€ G\ {0} aumaje€Fn(,Z\ {0})\ {@} de modo que

8= Z J(p)x .
pedom(j)

Fixemos uma indexagdo {jz : w < ¢ < ¢} de Fn(c,Z\ {0}) \ {@} satisfazendo
dom(jz) € ¢ para todo ¢ € [w,c[.* Observe que X seréd linearmente independente
s€ Yyedom(y) Je(#)Xy # 0 € T¢ para todo & € [w, ¢[ e, para que isto ocorra, € suficiente
garantir que )., cdomj;) Je(#)Xu(C) # 0 € T qualquer que seja ¢ € [w, ¢[.

Podemos, ainda, associar a cada subconjunto infinito enumerédvel de G que ndo
contém 0, digamos {y, : n € w}, uma funcdo injetora i : w — Fn(c,Z \ {0}) \ {@} de

modo que, para cada n € w,

Yn = Z h(n)(p)xy.
pedom(h(m))
Fixemos uma indexagdo { : w < ¢ < ¢} do conjunto de todas as fungdes injetoras
h:w — Fn(c, Z\ {0}) \ {@} satisfazendo U, ¢, dom(hg(n)) € ¢.5 A fim de que G tenha
as propriedades desejadas, asseguraremos que, para cada ¢ € [w, ¢[, xz serd um ponto
de acumulagdo de {Zyedom(hg(n)) he(n)(u)x, : n € w}. Dessa maneira, todo subconjunto
infinito enumerével de G tera ¢ pontos de acumulacdo e G serd enumeravelmente

compacto sem sequéncias nao triviais convergentes.

Como [Fn(c, Z \ {0})| = ¢, podemos considerar uma indexagdo {jz : w < & < ¢} de Fn(c, Z \ {0}) tal
que, para cada j € Fn(c,Z\ {0}), o conjunto A; = {¢ € [w,¢c[:] = je} tenha cardinalidade ¢. Fixemos
j € Fn(c, Z\ {0}). Como dom(j) C ¢, cf(c) > w e |dom(j)| < w, existe & < ¢ tal que dom(j) C «. Seja
g € Aj. Se¢ < w, fagamos jz = {(0,1)}. Se { > a, fagcamos jz = Je- Temos que {jz : w < ¢ < ¢} é uma
indexagao de Fn(c, Z \ {0}) tal que dom(jz) C ¢ para todo ¢ € [w, ¢[.

Denotemos por H o conjunto de todas as fungdes injetoras de w em Fn(c,Z \ {0}). Como |H| = ¢,
podemos considerar uma indexagdo {ﬁg tw < § < ¢} de H tal que, para cada h € H, o conjunto
Ap={¢€lw,:h= fzg} tenha cardinalidade ¢. Fixemos h € H. Como U,,c,, dom(h(n)) C ¢, cf(c) > w e
|Unew dom(h(n))| < w, existe « < ¢ tal que Uy e, dom(h(n)) C a. Seja ¢ € Ay. Se ¢ < a, fagcamos hg = g,
onde g(n) = {(§,n+1)} para cada n € w. Note que ¢ € H. Se { > «, fagamos hz = ﬁg. Temos que
{hg : w < ¢ < ¢} é uma indexacdo de H tal que J,¢,, dom(hg(n)) C ¢ para todo ¢ € [w, .
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O préximo lema é essencial para a demonstragdo do principal resultado desta segéo.
No que se segue, B denotard uma base enumeravel de T consistindo de arcos abertos

ndo vazios e, por conveniéncia, contendo T.

Lema 3.14. Sejam I um conjunto de indices e h : w — Fn(c,Z \ {0}) \ {@} uma fungdo.
Sejam U um subconjunto aberto de T, A € [w]¥ e f : I — B tal que {i € I : f(i) # T} é finito.
Entdo existem m € A e g : 1 — B tais que (i) C f(i) paratodoi € I, {i € I : g(i) # T} é
finito e ¥ icqom(n(my) H(m)(1)g (@) < U.

Demonstragido. Como |J,c4 dom(h(n)) pode ser infinito ou finito, temos dois casos a

considerar.

Caso 1: Existe Ay C A infinito tal que dom(h(k)) # dom(h(n)) quaisquer que sejam
k,n € A; distintos.

Neste caso, existem m € Aj e y € I tais que p € dom(h(m))\ {i € I: f(i) # T}.
Seja D = dom(h(m))U{i € I : f(i) # T}. Para cada i € D\ {u} fixe a; € f(i).
Tome ay, € T tal que Y icqom(umy) M(m)(i)a; € U. Pela continuidade da soma (e
lembrando que T é regular), para cada i € D existe U; € B tal que a; € U,
U; C f(i) € Licdom(n(my h(m)(@)U; € U. Defina g(i) = U; para cadai € D e g(i) =T
para cadai € I\ D.

Caso 2: Existem A; C A infinito e D € [I]<% tal que dom(h(n)) = D para todo n € Aj.

Como h é injetora, existe y € D tal que {h(n)(u) : n € Ay} C Z é infinito (e,
portanto, ilimitado em Z). Assim, podemos tomar m € A, tal que h(m)(u)f(u) = T.
Para cada i € D\ {u}, fixe a; € f(i). Tome a, € f(u) tal que Y ;cp h(m)(i)a; € U.
Como no caso anterior, para cada i € D existe U; € B tal que a; € U;, U; C f(i) e
Yicdom(h(my) H(m)()U; € U. Defina ¢(i) = U; para cada i € D e g(i) = T para cada
ieI\D. O

Vamos agora enunciar e demonstrar o principal resultado desta secdo.

Teorema 3.15. Assumindo MA para ordens parciais enumerdveis, é possivel munir o grupo
abeliano livre de tamanho ¢ de uma topologia que o torna um grupo topoldgico enumeravelmente

compacto sem sequéncias ndo triviais convergentes.

Demonstragido. Conforme haviamos dito, construiremos um subconjunto linearmente

independente X = {xz : { < ¢} de T* por recursdo em ¢ de modo que G = (X), munido
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da topologia de subespaco, seja enumeravelmente compacto e ndo possua sequéncias
ndo triviais convergentes. Para cada n € w, definimos x, [, € T arbitrariamente. Seja

B € [w, ¢[ e suponha que, para cada a < B, as seguintes condi¢des estdo satisfeitas:
(1) xz[, € T" estd definido para cada § < a e, se { <7 < a, entdo xz [, C xz[,;

(2) Eyedom(jg) ]é(ﬂ)xy [a(é) ?/ 0eT para cada é c [(U,DC[,’
(3) x¢l, € um ponto de acumulagdo de
Z he(m)(u)xuly:n € w
pedom(hg(n))

para cada ¢ € [w, «f.
Vamos obter {xz[g:¢ < B} C T# de modo que:
(1) se ¢ <1 < B, entdo xg[, € xzlg;

(2) Lyedom(y) Je()xylp(¢) # 0 € T para cada ¢ € [w, B[;

(3) xzlp € um ponto de acumulagédo de

{ Z he(m)(u)xy [g:1n € w}

pedom(hg(n))
para cada ¢ € [w, BI.

Temos dois casos a considerar.
Caso 1: B é um ordinal limite.

Neste caso, para cada ¢ < 8, definimos

xelg= U xela
ac] Bl
o que assegura (1). Seja ¢ € [w, B[. Como B é limite, existe & € [w, B[ tal que ¢ < a.

Logo,
Y dexz e @ = ). jewrz @) FO0ET

nedom(jz) puedom(jg)
por hipétese. Para mostrar que (3) também esta satisfeita, considere ¢ € [w, B[. Quere-

mos mostrar que xg fﬁ é ponto de acumulagdo de {Zyedom(hg(n)) he(n)(u)xy, [5 'n € wh.
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Para tanto, considere V uma vizinhanga aberta de x; [ﬂ em TP tal que V =TI,V
com {y < B:V, #T} finito. Como f ¢é limite, existe « < p tal que V,, = T para todo
v € [a, B[. Note que U =[], -, Vy é uma vizinhanga x¢[, em T*. Como, por hipotese,
xe[, € ponto de acumulagdo de {Zyedom(h,—;(n)) he(n)(u)xul, : 1 € w} temos que, para
cada ¢ € [w, «f, ({Z‘,yedom(hg(n)) he(m)()xuly :n € w}\ {x¢[,}) NU # D, o que implica
que ({Zygdom(hg(n)) he(m)(u)xulp:n € wh\ {xzlg}) NV # D (pela forma como tomamos
).

Caso 2: B é um ordinal sucessor, isto é, f = a + 1 para algum a < c.

Primeiramente, definimos x,[, € T* como sendo um ponto de acumulagdo do
conjunto

{ Y ham(xul,in e w} .
pedom(fa (1)

Note que isso é possivel, pois T* é compacto.

Para conciliar as condigdes (2) e (3), estenderemos os xz [,€ T* a xz [g€ TP em
duas etapas: primeiro, trabalharemos com os ¢’s que estdo diretamente relacionados
a dom(j,); depois, cuidaremos dos demais. Para tanto, definimos recursivamente os

seguintes conjuntos:
S(n)
5(6)

w,seneEw, e

{SYulU{s(w) : p € |J dom(hz(m))},se ¢ € [w, <.

new

Se F C ¢, escreveremos S(F) = Ugcr S(¢). Note que S(¢) € enumerével para todo ¢ < ce,
se i € 5(¢) \ w, entdo U, ¢, dom(h,(n)) € S(5).*

Agora, lancaremos mado de MA para ordens parciais enumerdveis para obter uma
funcao @ : S(dom(jy)) — T, a qual sera utilizada para definir x; fﬁ(zx) para todo
¢ € S(dom(jn)).

Seja

P = {f € En(S(dom(j,)), B) : dom(jo) C dom(f) e 0 ¢ 3. ;@(u)f(m} .

pedom(ja)

A demonstracdo se dd por indugdo em ¢. Para cada n € w, S(n) = w é enumerdvel e a segunda
afirmacdo é satisfeita por vacuidade. Seja ¢ € [w, ¢[ e suponha que, para cada y < ¢, S() é enumerével.
Como dom(hg(n)) € finito para cada n € w, temos que U, ¢, dom(hg(n)) € enumerével. Logo, S(¢) =
{SYUU{S() : u € Uper dom(hg(n))} é também enumeravel. Por fim, seja u € S(¢). Por definicdo de S(§),
temos que p = ¢ ou p € S(v) para algum v € ¢, dom(hg(n)). Se u = ¢ temos que Uy, dom(hy(n)) C
S(¢) = Une dom(hz(n)). No segundo caso, temos que v < ¢ pois v € Uye, dom(hz(n)) C ¢. Como
# € S(v), temos por hipétese de indugao que U, ¢, dom(hy (1)) C S(v) € S(3).
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Dados f, g € IP, escreveremos f < g exatamente quando dom(g) C dom(f) e, para cada
1 € dom(g), f(u) = g(u) ou f(u) C g(u). Note que (IP, <) é uma ordem parcial. De fato,

o < ¢ reflexiva, pois para cada f € P, temos que dom(f) C dom(f) e, para cada
u € dom(f), temos que f(u) = f(u). Logo, f < f.

o < ¢ antissimétrica, pois se f,g € IP sdo tais que f < ge g < f, entdo dom(f) =
dom(g). Além disso, para cada y € dom(g) = dom(f), temos duas possibilidades:
f(u) = g(u), ou f(u) € g(p) e g(u)  f(p), donde concluimos que f(y) = g(k).
Logo, f = g.

o < étransitiva, poisse f, g, h € P sdo taisque f < ge g < h, entdo dom(g) C dom(f)
e dom(h) € dom(g), donde concluimos que dom() C dom(f). Seja 4 € dom(h).
Como f < g, temos que f(i) = g(u), ou f(u) C g(y). Analogamente, como g < h,
temos que g(i) = h(u), ou g(u) C h(u). Disto segue que f(u) = h(u), ou f(u) C h(w).
Logo, f < h.

Para cada F C « finito, n € w e v € S(dom(jy,)), seja

Y. hu(m)(p)xula(8) — xu[4(6)

pedom(fy (m))

E(v,F,n) = {m cw:V0eF

< 1
n+1

Afirmagio 3.16. Para quaisquer F € [a]<%,n, k € w e v € S(dom(j)), 0 conjunto

onde || || é a norma usual em R? restrita a T.5

D= {g € P:3m € E(v, F,n)\ k, dom(h,(m)) C dom(g),

Y (g C g(v) e diam(gw)) < L}

e domhy (m)) n+l

é denso em P.

5 Lembre-se de que x,[, € um ponto de acumulagdo do conjunto {Eyedom(hv(n)) hy(m)(u)xyl, : 1 € w}.
Assim, ao considerar uma vizinhanca bésica de x,[,, V = H7<“ V,, sabemos que F = {y <a:V, #T}

é finito. Se, para cada 6 € F, tomarmos Vy como sendo o arco centrado em x,[,(0) de diametro

1

menor que i

o conjunto E(v, F, n) ficard responsével por guardar os indices dos pontos do conjunto

{ X edom(hy (my) Bv(M)()xy [y : 1 € w} que caem dentro de V.
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Demonstragio. Precisamos mostrar que dada f € IP é possivel encontrar g € D tal que
g < f. Faremos isso com o auxilio do Lema 3.14.
Tome I =¢, h=hy,, A=E(v,F n)\ kel um aberto de T definido da seguinte forma:
se v € dom(f) e f(v) # T, entdo U serd igual a um arco centrado no centro de f(v) com
1

diametro menor que -5 e cujo fecho continua contido em f(v); caso contrario, tomamos
1

U como sendo um arco qualquer com diametro menor que ;5.

Considere f : I — B dada por

o ) f(G), sel € dom(f)
€)= { T, se¢ ¢ dom(f)

Perceba que Bf~ ={Cel: f(é) # T} C dom(f) e, portanto, é finito. Segue do
Lema 3.14 que existem m € Ae §: 1 — B tais que §(§) C f(C) paratodo ¢ € I,
By = {& € I: §() # T} & finito e Lycqomuomy Hm)(g() C UL.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que §(¢) = T para ¢ ¢ S(dom(j,)), pois
dom(h,(m)) C S(dom(ju)) (j& que v € S(dom(j,))) e, além disso, dom(f) C S(dom(ju)), o
que significa que fora de S(dom(j,)) ndo exigimos nada de §. Portanto, B C S(dom(jy)).

Podemos supor também que §(v) = U porque, como dom(h,(m)) C v, §(v) ndo
interfere nas condigdes satisfeitas previamente por § e, além disso, U C f(v).

Seja, portanto, ¢ : B; Udom(f) — B dada por g(¢) = §(¢). Note que dom(g) = Bg U
dom(f) C S(domy(j,)) é finito e im(g) € B. Como f € PP temos que dom(j,) C dom(f) C

dom(g) e, ainda, 0 ¢ Lyedom(j) fa(1)f (1) 2 Eyedomi Ja(HIZ(1), pois &) < f(u) para
todo p € dom(ju). Portanto, 0 ¢ }_,,cdom(j,) ja(#)g(1), donde concluimos que g € IP.

O préximo passo € mostrar que ¢ € D. Perceba que dom(h,(m)) C B € dom(g),
pois se pg € dom(h,(m)) fosse tal que po ¢ Bg, terfamos que (z0) = T e, portanto,
Y jedom(iy (m)) hy(m)(1)§(1) = T ndo estaria contido em U. Como g(v) = §(v) = U, temos
que ¥edom(h(my IvMGDZH) = Cuedomi oy v (m)(p)g(u) € gv) e diam(g(v)) < 74
Portanto, g € D.

Por fim, como dom(f) C dom(g) e vale que @ C f (C) para todo ¢ € I, temos que
g§<f. O

Seja D a colegdo dos subconjuntos densos de P dados pela Afirmagdo 3.16. Dado
que PP é enumeravel e |D| < max{|a|,w} < ¢, MA para ordens parciais enumeraveis
garante a existéncia de um filtro D-genérico G sobre IP.

Seja v € S(dom(j,)). Note que ﬂfeG,vedom(f)m # @. De fato, sejam f,g € G tais
que v € dom(f) Ndom(g). Como G é filtro, existe r € G tal que r < f,g. Logo,
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r(v) € f(v)Ng(v). Assim, temos que f(v)Ng(v) # @ e, portanto, f(v) N gv) # @.
Como T é compacto, segue que (\rcg vedom(f) f(v) # @. Dessa maneira, para cada v €
S(dom(j,)) podemos escolher ®(v) € feG,vedom(f) f(v), obtendo assim uma aplicagdo
@ : S(dom(jy)) — T.

Definimos, para cada ¢ € S(dom(jx)), xz[g(a) = ®(G). Como a condicdo (2) esta
satisfeita para todo ¢ < &, basta mostrar que a mesma é vélida para { =«a. Dada f € G

temos que

Y. mwxdp@= Y, uw@mwe Y. juwfG S Y, e f ().

pedom(jy) pnedom(jy) puedom(jy) pedom(jy)

Pela definicao de P, 0 ¢ Y-, cqom(j,) Ja(#) f (1), donde concluimos que

Yo Ja()xulp@) #0.
pedom(ju)
Assim, a condicdo (2) é satisfeita no passo .

Vamos, agora, definir recursivamente x¢ [ﬁ(uc) para cada ¢ € B\ S(dom(j,)). Seja
& € B\ S(dom(jy)) e suponha que, para todo 7 € S(dom(ja)) UG, x; [g(e) esteja definido
de modo a respeitar as condigdes (1)-(3).

Por hipétese, x¢[, € ponto de acumulagdo de {Zyedom(hg(n)) he(n)(w)xyl, :n € w} e
Xy [ﬁ(oc) ja foi definido para cada y € U, ¢, dom(hg(n)) € ¢. Considere o subconjunto
infinito de T dado por {¥,cdom(nz(n) (M ()xulp() : n € w}. Como T é compacto,
existe a € T ponto de acumulagao de tal conjunto, donde segue que o ponto xz[,"a é

um ponto de acumulacédo de

{ Y. hem)()xul,in € w} { Yo hem)()xy g (@) :n € w} .
uedom(iiz(n) pedom(liz(n)

Assim, fazendo x¢ [ﬁ(oc) = a, temos que a condigdo (1) vale para todo § < e a condigdo
(3) vale para todo ¢ € [w, B[.

Ao fim do processo indutivo, para cada ¢ < ¢ define-se xz = U, cje o Xz [y-

Note que se X = {xz : { < ¢} e G = (X), entdo a condigdo (2) garante que X é
linearmente independente, e disto segue que G é algebricamente isomorfo ao grupo
abeliano livre de tamanho ¢ .

Observe também que G, visto como subespago de T*, é enumeravelmente compacto

e sem sequéncias ndo triviais convergentes. De fato, sabemos que cada subconjunto
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infinito enumeravel S de G (que ndo contém o 0) é “codificado” por uma fungdo injetora
h:w — Fn(c,Z\ {0})\ {O} e que [{¢ € [w,c[: hz = h}|= ¢. Da condigdo (3) segue
que xz é ponto de acumulagao de {ZVEdOIn(h;:(H)) he(n)(u)x, :n € w} e do fato de X ser
linearmente independente segue que {xz : { < ¢} é uma enumeragio injetora de X.
Logo, cada subconjunto infinito enumeravel de G possui ¢ pontos de acumulagdo em
G e, portanto, G é um grupo enumeravelmente compacto sem sequéncias nao triviais

convergentes. ]



CONSTRUCAO ASSUMINDO A
EXISTENCIA DE UM ULTRAFILTRO
SELETIVO

Neste capitulo, apresentaremos uma construgdo de um grupo de van Douwen, proposta
por Garcia-Ferreira, Tomita e Watson [7], assumindo a existéncia de um ultrafiltro

seletivo.

4.1 ULTRAPRODUTOS

Os ultraprodutos foram introduzidos por Los em 1955. Essa estrutura surgiu inicial-
mente na teoria de modelos, mas forneceu motiva¢do para que um conceito similar fosse
definido em topologia geral. Foi demonstrado que essa construgdo preserva muitas
propriedades conhecidas de topologia (como Hausdorff e completamente regular) mas
também falha em preservar muitas outras (como normalidade e compacidade).

Sejam G um grupo e p € w*. Dadas f, g € G“, escrevemos
frgeincw: fin)=gm;}ep.
Note que ~ é uma relacdo de equivaléncia no conjunto G*:
e ~éreflexiva: {n e w: f(n) = f(n)} =w € p.
e ~ ésimétrica: se f ~ g, entdo {n € w:g(n) = f(n)} ={n € w: f(n) = gn)} € p.
Logo, g ~ f.
e ~ étransitiva: se f ~geg~hentdio {n € w: f(n)=gn)} e pe{n e w:gn) =

h(n)}. Perceba que {n € w : f(n) = gm)}N{n € w:gmn) =h(n)} C {n e w:
f(n) = h(n)} e, portanto, temos que {n € w: f(n) = h(n)} € p. Logo, f ~ h.
A classe de equivaléncia de f, [f],, é o conjunto {g € G : ¢ ~ f}. Denote por ult,(G)

o conjunto G¥/~ de todas as classes de equivaléncia determinadas por ~ em G%. O

conjunto ult,(G) é denominado o ultraproduto de G associado ao ultrafiltro p.
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Neste capitulo, trabalharemos com o ultraproduto ultp([c]<“’), onde [¢]<% estd munido

da operagdo de diferenca simétrica.

Proposicdo 4.1. Seja p € w*. O conjunto ult,([c]~*) munido da operagio

[f1pAlgly = [fAg]y
onde
(fAg)(n) = f(n)Ag(n) para todo n € w

é um grupo booleano (e, portanto, é um espago vetorial sobre 2).

Demonstragio. Sejam f1, f2, 81,82 € ([c]~“)* e suponha que [f1], = [f2]; e [$1]y = [$2]-
Queremos mostrar que [f1Ag1]y = [2A82]p- Seja k € [f1Ag1]y; neste caso A = {new:
k(n) = fi(n)Ag1(n)} € p. Como [f1lp = [f2]p, temos que B = {n € w: fi(n) = fo(n)} € p.
Note que C = {n € w : k(n) = fr(n)Ag1(n)} € p, pois C O ANB € p. Ainda,
como [g1], = [g2]p, temos que D = {n € w : g1(n) = g2(n)} € p. Disto segue que
CND C {n € w: kn) = fL(n)Ag2(n)}. Logo, {n € w : k(n) = fo(n)Ag(n)} € p,
concluimos disto que k € [f2Ag2]p. Como duas classes de equivaléncia sdo iguais ou
disjuntas, temos o resultado.

Como a diferenca simétrica é associativa e comutativa, concluimos que A é uma
operagao associativa e comutativa definida em ult,([c]<“). Considere 0 a funcdo cons-
tante definida por O(n) = @ para cada n € w. Assim, para cada f € ([c]<“)¥ e
n € w, fAO(n) = f(n)AO(n) = f(M)AD = f(n). Logo, {n € w : fAO(n) = f(n)} € p
e, portanto, [ an]p = [fly = [0A flp. Portanto, [6];, é o elemento neutro da opera-
¢do A. Ainda, se f € ([c]<%)%, temos que f(n)Af(n) = @ para cada n € w. Logo,
[f1pALf]p = [fAfly = [6]p. Portanto, [f], é o elemento inverso de [f],. H

O espago vetorial acima satisfaz as propriedades listadas na proposicdo a seguir.
Proposicao 4.2. Se A = {[ga]p : & € I} C ult,([c]~?) é uma indexagio injetora, entio:

(i) A é linearmente independente se, e somente se, para cada F € [I]<% temos que {n € w :
Auer8a(n) # D} € p;
(i) A gera ultp([c]<“’) se, e somente se, para cada ¢ € ([c]<“)¥ existe F € [I]<% tal que
{n € w:g(n) = Dyerga(n)} € p.
Demonstragido. (i) A familia A é linearmente independente se, e somente se, Aycr[ga] #

[0] para cada F € [I]<“. Perceba que se isto é satisfeito se, e somente se, A = {n €
w : Nyergu(n) # D} € p.
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(ii) A familia A gera ulty([c]<“) se, e somente se, para cada g € ([c]~“)“, existe
F € [I]=“\ {@} tal que [g]y = Ancrlgulp. Perceba que isto é satisfeito se, e somente
se, A={n € w:gn)=~N7Mecrga(n)} € p. O

4.2 ULTRAFILTROS SELETIVOS

Definicao 4.3. Um ultrafiltro p € w™ é dito seletivo se para cada f : w — w existe A € p tal

que f| 4 é constante ou injetora.
Proposicao 4.4. Seja p € w*. As sequintes condigoes sio equivalentes:
(i) Paracada f : w — w existe A € p tal que f[ 4 é constante ou injetora.

(ii) Se {Py : n € w} é uma particdo de w, entdo existe m € w tal que P, € p ou existe B € p

tal que |[BN P,| < 1 para todo n € w.

(iii) Paracada g : [w]* — {0, 1} existe C € p tal que C é g-homogéneo (isto é, existe j € {0,1}
tal que g({a, b}) = j para todo {a, b} € [C]?).

(iv) Para cada particio {Py, Py} de [w]? existem D € pej € {0,1} tais que [D]*> C P;.

Demonstragio. (i) = (ii): Seja { P, : n € w} uma partigdo de w e consideremos f : w — w
dada por f(x) = n se, e somente se, x € P,. Por hipétese, existe A € p tal que f[, é
constante ou injetora. No primeiro caso temos que existe n € w tal que P, € p. No
segundo, temos que |A N P,| <1 para todo n € w.

(il) = (i): Seja f : w — w e consideremos {P, : n € w} a particdo de w definida
pela seguinte relagdo de equivaléncia em w: n ~ m se, e somente se, f(n) = f(m). Por
hipotese, existe m € w tal que Py, € p ou existe B € p tal que |[BN P,| < 1 para todo
n € w. No primeiro caso, se considerarmos A = Py, temos que f| 4 é constante. No
segundo, se considerarmos A = B, temos que f[ 4 é injetora.

(ii) = (iii): Seja ¢ : [w]> — {0,1}. Definamos XJ = {n € w\ {0} : g({n,0}) =0} e
XV ={new\{0}:g({n,0})=1}. Temos que w \ {0} = XJU XY e XJN X? = @. Como
w\ {0} € p, existe i € {0,1} tal que XY € p. Facamos Ag =XV ey =1i. Sejam € w e

suponhamos definidos Ay, € p e I, € {0,1}. Consideremos X" = {n € A, \ (m+1):

g({n,m+1}) =0} e Xi"*! = {n € Ay \ (m+1): g({n,m+1}) = 1}. Novamente, existe
i €{0,1} tal que Xf”*l € p. Facamos A1 = XZ’-71+1 el =1
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Observamos que Ag 2 A1 2 ... D Ay O ... Sejam Py = w \ Ag e Py = An \ A1
para cada n € w. Temos que {P, : n € w} é uma parti¢do de w tal que P, ¢ p, qualquer
que seja n € w. De (iii) segue que existe A € p tal que |A N P,| < 1 para todo n € w.

Fixemos um tal A e consideremos f : w — w dada por f(0) =0e

f(n+1) = max{f(n), max(A\ Agu)} +1

para cada n € w. Uma vez que f é estritamente crescente e f(0) = 0, temos que
{l[f(n), fn+1)[ : n € w} é uma parti¢do de w. Como cada elemento dessa parti¢do é
um subconjunto finito de w, nenhum deles pertence a p. De (iii) segue que existe B € p
tal que |BN[f(n), f(n+1)[| <1 para todo n € w. Note que ANB € p.

Sejam {x, : n € w} uma enumeragdo crescente de ANB, Yo = {x2, : n € w} e
Y1 = {x2441 : n € w}. Tomemos i € {0,1} tal que Y; € p e fagamos D =Y;. Afirmamos
que se m,n € D e m < n, entdo n € Ay,,. De fato, da definicdo de D segue que existe
k € w tal que

m< f(k) < flk+1)<n

e, portanto, n > max(A \ A fk)- Como n € A, temos que n € Agg. Contudo,
Am 2 Af) uma vez que m < f(k). Logo, n € Ap.

Sejam Dy={ne€D:1,=0},Dy={neD:l,=1}ei € {0,1} tais que D; € p. Temos
que C = D; é g-homogeéneo. De fato, se {m,n} € [C]*> e m < n, entdo g({m,n}) =1, =1,
uma vez que n € Ay,.

(iii) = (ii): Seja {P, : n € w} uma parti¢do de w. Suponhamos que P, ¢ p, para cada
n € w. Definamos g : [w]* — {0,1} da seguinte forma: g({x,y}) = 0se {x,y} C P,
para algum n € w e g({x,y}) = 1, caso contrério. Por hipétese, existe A € p tal que g é
constante em [A]%2. Como estamos supondo que P, ¢ p, para cada n € w, temos que
|ANP,|<1, para cada n € w.

(iii) = (iv): Seja { Py, P;} uma particdo de [w]?. Consideremos g : [w]?> — {0,1} dada
por g({x,y})=0se {x,y} € Py e g({x,y}) =1se {x,y} € P;. Por hipétese, existe C € p
tal que C ¢ g-homogeéneo e, portanto, existe j € {0,1} tal que [C]* C P;.

(iv) = (iii): Seja ¢ : [w]* — {0,1}. Consideremos {Py, P} a seguinte particio de [w]*:
{x,y} € Py se, e somente se, g({x,y}) = 0. Por hipétese, existem D € pej € {0,1} tais
que [D]J? C P;. Logo, D é g-homogéneo. O

Defini¢do 4.5. Um ultrafiltro p € w* é dito um P-ponto se para cada sequéncia {A, : n € w}
de elementos de p existe A € p tal que A\ Ay, é finito para todo n € w.
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Lema 4.6. Todo ultrafiltro seletivo é um P-ponto.

Demonstragio. Seja {A, : n € w} uma sequéncia de elementos de p. Defina By = w e
By =jcn An paracadan € w\ {0}. Noteque B 2 B; 2..2OB, 2 ..equeB, €p
para cada n € w. Isto induz uma parti¢do em w dada pelos conjuntos C, = B, \ By41,
onde n € w. Como B;1 € p, temos que C, ¢ p para cada n € w. Como p é seletivo, do
item (ii) da Proposicao 4.4 segue que existe A € p tal que |[ANC,|< 1 para cada n € w.
Assim, A\ A, C Ucni1(ANCy) é finito para todo n € w. O

A existéncia de ultrafiltros seletivos é independente de ZFC. Assumindo CH ou MA,
é possivel mostrar que existem 2°¢ ultrafiltros seletivos. Por outro lado, Kunen [14]

mostrou que existe um modelo de ZFC no qual ndo hé ultrafiltros seletivos.

4.3 A CONSTRUCAO DE GARCIA-FERREIRA, TOMITA

E WATSON

Nesta secdo, apresentaremos a construgdo de Garcia-Ferreira, Tomita e Watson [7] de
um grupo de van Douwen, assumindo a existéncia de um ultrafiltro seletivo.

Fixado um ultrafiltro seletivo p, nosso objetivo serd construir um subconjunto line-
armente independente X = {xz : ¢ < ¢} de 2° de modo que o grupo G = (X) seja
p-compacto e sem sequéncias nao triviais convergentes.

Para alcangar nosso objetivo, faremos uso de algumas propriedades do ultraproduto
ult,([c]=“). Da seletividade de p segue que esse ultraproduto serd constituido das classes
de funcdes injetoras e das classes de fun¢des constantes de w em [¢]<“. Selacionaremos
uma familia de fungdes injetoras {fz : ¢ < ¢} C ([c]~“)“ que, além de representar
convenientemente certas subsequéncias de sequéncias injetoras de elementos de [c]<¢,
é tal que {[fz],: & < c}U {[Bl, : B < ¢} é uma base para ult,([c]<“).

Por fim, para cada & < ¢, construiremos um homomorfismo de grupos ®, : [c]<“ — 2
satisfazendo @, ({¢}) = p-im{Py(fz(n)) : n € w} e tal que ®y(F,) =1, onde {Fr: G < ¢}
¢ uma enumeragao de [c]<“ \ {@}. Ao definir, para cada ¢ < ¢, xz por xg(a) = Po({C})
teremos que X = {x¢ : § < c} serd linearmente independente e G = (X) serd p-compacto

e sem sequeéncias nao triviais convergentes.
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No que se segue, se {xz: § < ¢} C2°e F € [c]~, escreveremos X = } zcp Xz. Além
disso, a fungdo constante f € ([¢]<“)* dada por f(n) = F para todo n € w serd denotada

por F. Por fim, se « < ¢ é um ordinal, entdo {a} serd denotado por &.

Lema 4.7. Se p € w* é um ultrafiltro seletivo, entio
ult,([c]=¢) = {[f], : f € ([c]°“)“ é injetora} U {[f]p :F e [c]“}.

Demonstragido. Dada g € ([c]~“)%, como im(g) é enumeravel, existe uma funcdo injetora
h :im(g) — w. A seletividade de p nos diz que existe A € p tal que a restricdo da
funcdo ho g:w — w a A é constante ou injetora. Logo, g[ 4 é constante ou injetora.

No caso em que g[ 4 € constante, isto ¢, g(n) = F € [¢]<“ para todo n € A, note que
[81y = [F1,, pois {n € w: f(n) = g(m)} D A € p.

No caso em que g[ 4 é injetora, estendemos g[ 4 a uma fungdo f : w — [c
Note que [g], = [f],, pois {n € w: f(n) = g(n)} 2 A € p. O

]<¢ injetora.

Vamos selecionar as sequéncias de [¢]<“ que serdo invocadas na construgdo dos

homomorfismos.

Proposicdo 4.8. Se p € w™* é um ultrafiltro seletivo, entdo existe uma familia de fungdes

injetoras {fz : ¢ < ¢} C ([c]~“)“ indexada injetivamente tal que:
(1) Up<w fe(n) € max{w, ¢}, para todo & < ¢;
(2) {[felp: € < ¢} U{IBly: B < ¢} é uma base para ult,([c]<*);

(3) para cada g € ([c]<“) injetora, existem (p, {1 < c distintos e duas sequéncias crescentes
de inteiros positivos (ng)k@, e (n,l)k«u tais que f.(k) = g(n;;), quaisquer que sejam k <
wei <2

Demonstragiio. Seja {gz : ¢ < ¢} uma enumeracado de {g € ([¢]~“)“ : g é injetora} de
modo que cada elemento deste conjunto é listado pelo menos duas vezes e tal que

Unew 8e(n) € max{w, ¢}, paracada ¢ <c.’

Como |([¢]<“)“|= ¢, podemos considerar uma indexagdo {gz : § < ¢} de {g € ([c]~*)¥ : g é injetora}
tal que, para cada g neste conjunto, o conjunto Ag = {¢ < ¢: g = g7} tenha cardinalidade ¢. Fixemos g
um elemento de {g € ([c]<“)¥ : g é injetora}. Como U,c,, g(1) C ¢, cf(c) > w e |Upcw §)|< w, existe
a < ctal que Uye, 8(n) C a. Seja ¢ € Ag. Se ¢ < &, facamos gz = f, onde f(n) = {n} para cada n € w.
Note que f € {g € ([c]~“)¥ : g é injetora}. Se { > a, facamos gz = Jz. Temos que {gz : § < ¢} é uma
indexacdo de {g € ([c]<“)% : g é injetora} de modo que cada elemento deste conjunto ¢ listado ¢ vezes e

tal que Upey g2(n) € max{w, ¢}, para cada ¢ < c.
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A demonstragdo serd feita por recursdo transfinita. Seja « < ¢ e suponha que, para

cada ¢ < a, tenhamos definido uma fungéo injetora f : w — [¢]<% tal que:
(i) para cada m < w existe n < w tal que fz(m) = gz(n);
(i) {[felp:C< U {[Blp : B < ¢} é linearmente independente;

(iii) se {[f7]p : ¢ < & U{lgelp} U{IBly : B < ¢} é linearmente independente, entdo
fe=8c

Se {[felp: ¢ <a}U{lglp}U {[E]p : B < ¢} é linearmente independente, definamos
f x = 8u-

Vamos supor que {[f¢ly : & < a} U{[galp} U {[ﬁ]p : B < ¢} ndo seja linearmente
independente. Seja {A, : y < ¢} uma familia quase disjunta de subconjuntos infinitos

de w. Para cada y < ¢, seja hy : w — A, uma bijegdo. Considere

Hoy:w — [

n = ga(hyu(n))

Note que se y < v < ¢, entdo {n € w : hyu(n) = hy,y(n)} é finito (pois g, é injetora e
{A, : p < ¢} é quase disjunta). Consequentemente, {[/14,,]p : p < ¢} é uma indexagdo
injetora. Desta forma, podemos encontrar y, < ¢ tal que [hy ]y & ({[felp : ¢ <
at U {[B]p : B < max{w,a}}). Definamos f, = hy y,. Claramente, as condigdes (i) e (iii)
estdo satisfeitas para a. Temos que mostrar que a condigdo (ii) vale. De fato, sabemos
que {[felp: ¢ < a}U {[ﬁ]p : B < max{w, a}} é linearmente independente pela forma
como definimos f,. Como U, fe(1) € max{w,a} para cada ¢ < &, temos também
que {[fzlp : & < a}U{[Bly : B < c} é linearmente independente, o que mostra que a
condicdo (ii) esta satisfeita.

Afirmamos que a familia {fz : { < ¢} satisfaz as condicdes (1)-(3). De fato, é imediato
que (1) é satisfeita. Além disso, a construgao acima mostra que {[f¢]p : ¢ < ¢} U {[ﬁ]p :
B < c¢}} € uma base para ult,([¢c]<%).

Resta mostrar que vale a condigdo (3). Para tanto, seja g € ([c]<“)% injetora e sejam
C0,01 < c tais que {p < {1 e g = gz, = §,- O item (i) nos diz que para cada k < w
existe ni < w tal que fg,(k) = g7,(n}) = g(ni), onde i < 2. Como f;, é injetora, temos
que (n;'()k<w é uma sequéncia injetora de inteiros positivos e, portanto, possui uma

subsequéncia crescente. Dessa forma, o item (3) é satisfeito. O
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No que segue, fixamos um ultrafiltro seletivo p € w*, uma familia de fun¢des injetoras
{fe:¢ < ¢} C ([c]=“) satisfazendo as condigdes da Proposi¢do 4.8 e uma enumeragio
{Fy:a < c} de[c]~Y\{D}.

Mostraremos agora que se formos capazes de obter os homomorfismos que definirdo
as coordenadas dos elementos de X da maneira que planejamos, entdo de fato teremos
que X serd um subconjunto linearmente independente de 2° e o grupo G = (X) serd

p-compacto e sem sequéncias nao triviais convergentes.

Proposicdo 4.9. Suponha que para cada « < c¢ exista um homomorfismo de grupos @ : [c]<“ — 2

tal que:
(1) ©({C}) = p-im{Dy(fz(n)) : n € w}, para todo & < ¢;
(2) ®,(F,) =1.

Para cada ¢ < ¢, definimos xg € 2° por xg(x) = ®4({C}) para cada & < ¢. Entdo, o conjunto
X = {xg : ¢ < c} é linearmente independente e G = (X) é um grupo p-compacto sem sequéncias

ndo triviais convergentes.

Demonstragdo. Seja {Qo, ..., Gk} € [c]=“ de modo que §; # {j se i #j. Tome & < ¢ tal que
Fy = {&o, ..., Cx}. Do item (2) segue que

(xgy + o+ Xz ) () = xp (@) + ... + xg (@) = P ({C0}) + ... + Pu({Ck}) = Pu(Fa) = 1

0 que mostra que {xg : § < ¢} é linearmente independente em 2°.
Mostraremos agora que G = (X) é p-compacto. Primeiro, note que pelo item (1) e

pelo Lema 1.21 temos que

xe=plimS Y x,inmewp = p-lim{xf,;) : n € w}, paratodo ¢ <.
e fe(n)

Seja (an)n<w uma sequéncia de elementos de G e seja g € ([c]~“)“ tal que a, = xg(n)
para todo n € w. Como p é seletivo, existe A € p tal que g[4 é constante ou injetora.
No caso em que g[4 é constante, existe F € [¢c]~“ tal que {n € w : x4y = xF} €
p. Logo, xp = p-lim{xg,) : n € w}. Se g[, € injetora, podemos supor que existe
h € ([c]<“)* injetora tal que g4 = hl4. Como {[fel, : & < JU{[Bl, : B < ¢} é
uma base para ult,([c]~?), existem p, ..., Gx < ¢ distintos e E € [c]~“ tal que [h], =
(Ai<klfz1p) A (Ducklfilp). Consequentemente, podemos encontrar B € p tal que B C A e
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h(n) = (Ai<kfe,(n)) A E para todo n € B. Segue, entdo, que Xj,) = Y.<k Xf;.(n) T XE, para
todo n € B. O Lema 1.33 nos permite concluir que

Y xg +xp = p-lim{xpg) : n € w},

i<k
0 que mostra que G é p-compacto.

Por fim, seja (yu)n<w uma sequéncia nao trivial de elementos de G. Se o conjunto
{yn : n € w} for finito, do fato dessa sequéncia ser ndo trivial segue que pelo menos
dois de seus termos ocorrem infinitas vezes. Logo, (1)<« possui duas subsequéncias
constantes e, portanto, dois pontos de acumulagdo distintos. Neste caso, (¥u)n<w
ndo é convergente. Se o conjunto {y, : n € w} for infinito, conseguimos encontrar
uma subsequéncia injetora dessa sequéncia e, portanto, podemos supor sem perda de
generalidade que existe ¢ € ([¢c]~“)® injetora tal que y, = x4, para cada n € w. O item
(3) da Proposicdo 4.8 nos permite tomar (o, {; < ¢ distintos e duas sequéncias crescentes
de inteiros positivos (”g)kew e (n,l()kew tais que f7 (k) = g(n;'(), quaisquer que sejam k < w
sl k € w} = p-
lim{yn;-( : k € w}, temos que xg, e x7, sdo ambos pontos de acumulagdo do conjunto

ei < 2. Uma vez que xg; = p-lim{xy ) : k € w} = p-lim{x

{yn :n € w} e, portanto, a sequéncia (y,)n<, N30 é convergente. O

O resultado a seguir é bastante técnico e serd usado para mostrar que, de fato, conse-

guimos construir homomorfismos de grupos satisfazendo as condi¢des da Proposicao
4.9.

Lema 4.10. Para cada Eg € [c]<% \ {@} existem {b; : i < w} € pe{E;: 0 <i < w} C [¢]<¥
tais que:

(1) w € Uicw Ei;

(2) E;U [Ugek, fe(bi)] € Ein, para todo i < w;

(3) {fe(b;): ¢ € E;} U{{u} : u € E;} é linearmente independente, para todo i < w.

Demonstragio. Considere Fy = Eg e Fyp1 = nUFy U [Uzer, Um<n fe(m)] para n € w.
Como {[f¢lp: ¢ <c}U {[ﬁ]p : B < ¢} é linearmente independente, temos que

Ap={kecw:{fek):¢ € F,} U{{pu} : u € F,} é linearmente independente} € p

para todo n € w. Com efeito, sendo {[fz], : ¢ < ¢} U {[Bl, : B < c} linearmente
independente, a Proposi¢do 4.2 nos diz que para cada F, € [¢]<“ o conjunto {k € w :
A{fek): ¢ € B,y U{{pu} : u € Fu}) # @} € p. Dessa forma, concluimos que A, € p.
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Como p é seletivo, podemos encontrar A = {a, : n < w} € p tal que m < a,, < ay
e a, € A, quaisquer que sejam m < n < w. De fato, como p é um P-ponto (pois é
seletivo), existe D € p tal que D \ A, é finito para todo n € w. Fixe h : w = w uma
funcédo crescente tal que D \ A, C h(n) para todo n € w. Note que h define uma partigdo
em w: {[0,h(1)]} U{[h(n)+1,h(n+1)] : n > 1}. Como p é seletivo, da Proposi¢do 4.4
segue que existe C € p tal que |[0,1(1)]NC|=1e |[i(n)+ 1, h(n +1)] N C|=1 para cada
n > 1. Considere A = (CN D)\ ([0,#(1)]NC). Temos que ANh(1) =0, ACD,Aecpe
[[h(n)+1,h(n+1)]N A|< 1 para cada n € w. Considere {a, : n < w} uma enumeragao
crescente de A. Temos que a, > h(n), n < a, e a, € A, (pois D\ A, C h(n)).

Definamos P = Py U P; uma particdo de [w]? da seguinte maneira:
{a,b} € Py se, esomentese, a < b,a,bc A,a=ay,,b=a,eay, <n.

Como p é seletivo, decorre da Proposicdo 4.4 que existe B € p tal que B C A e [B]*> C Py
ou [B]> C P;. Tome I € [w]“ tal que B = {a, : n € I} e seja {ix : k < w} uma
enumeracio crescente de I. Suponha que [B]*> C P;. Neste caso, {ai,, a; } € P para
cada k € w e, portanto, a;, > i} para cada k € [1,w[, o que é absurdo.

Portanto, [B]?> C P,. Consequentemente, temos que i < a;, < ixyq € disto segue que
FEulU fe@)| cR, 0 U U fim| €F,

para todo k < w. Note que, para cada k < w,

{fe(ay): ¢ € By U{{pu}:n€F}

é linearmente independente, pois a; € A;,.
Entdo, para cada k € [1, w[, definamos E; = F;, e, para cada k < w, fagamos by = a;, .
Observe que {by : k € w} = B € p e, pelo que foi visto anteriormente, as condicdes (2) e

(3) estdo satisfeitas. Por fim, note que Eg C F;; e

wC |JFR=F=UE O

n<w k<w k<w

Teorema 4.11. Para cada « < c, existe um homomorfismo de grupos @, : [¢]<Y — 2 tal que:

(1) ®({C}) = p-im{Dy(fz(n)) : n € w}, para todo & < ¢;

(2) Dn(Fy) =1.
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Demonstragio. Seja « < ¢. Aplicando o Lema 4.10 a Eg = F,, obtemos {b; :i < w} € pe

{E;: 0 < i< w} C[e]<¥ satisfazendo as seguintes condi¢des:
* wC Ui<wEis
* E;UUgcek, fe(bi) C Eiyq, para todo i < w;
o {fe(b;):¢ € E;i} U{{p}: u € E;} é linearmente independente, para todo i < w.

Primeiro, definiremos ®, em [E]<“ por recursdo. Comecamos fixando u € Ej e
definindo ®,({¢}) =0se & € Eg \ {i} e ®u({u}) = 1. Como F, = E, a condicdo (2) estd
satisfeita. Usando o fato de que {{¢} : ¢ € Ey} é uma base para [Eg]<“ estendemos
®, a um homomorfismo de [Ep]<“ em 2. Como o conjunto {f#(bo) : ¢ € Eo} U {{C} :
& € Eo} é linearmente independente, podemos definir ®,(fz(bo)) = Pu({{}) para cada
¢ € Ep. Agora, seja i < w. Suponha que P, ji tenha sido definida em [E;]<“ e que
tenhamos ®,(fz(b;)) = ®u({{}) para cada ¢ € E;. Como E; UUgep, fz(bi) € Eiyq e
{fe(biz1) : ¢ € Egn U {{p} : p € Ejq} é linearmente independente, podemos estender
®, a um homomorfismo de [E;;;]=“ em 2 e pedir que ®u(fz(bis1)) = Pu({G}) para
todo ¢ € E;;1. Dessa forma, definimos ®, em [E]~“, onde E = {J;c,, E;. Note que
{n < w:®u(fe(n)) = Pu({C})} € pparacadad € E.

O proximo passo é estender @, a [¢]<“. Faremos isso por recursdo transfinita em
v € ¢\ E. Seja ¥ € ¢\ E e suponha que @, ja tenha sido definida em [E U y]<“. Como
fo(n) C v para todo n < w, ®u({u}) ja foi definido para cada u < ye {{y}} U {{u}:
i < v}} é linearmente independente, @, pode ser estendida a [E U (y + 1)]<“ de modo
que Py ({7}) = p-im{ D, (f,(n)) : n € w}.

Claramente, ®, : [¢]~“ — 2 satisfaz (1) e (2). [






CONSTRUCAO EM ZFC

Neste capitulo, apresentaremos a constru¢do em ZFC de um grupo de van Douwen
proposta por Hrusak et al. [11].
Nosso objetivo serd munir o grupo booleano ([¢]<%“, A), onde A denota a operacdo de

diferenca simétrica entre conjuntos, de uma topologia que o torna um grupo topolégico

de Hausdorff, enumeravelmente compacto e sem sequéncias ndo triviais convergentes.

Comegaremos selecionando uma familia de fungdes injetoras { fy : & € [w, ¢[} C ([¢]<¥)¥
de forma que algumas condi¢des convenientes sejam satisfeitas. Em seguida, faremos
uso de um filtro “esperto” para gerar uma familia de ultrafiltros {p, : @ < ¢} C w* com
boas propriedades. Apo6s isso, definiremos uma topologia sobre [¢]<“ e mostraremos
que ela possui as propriedades desejadas.

O préximo resultado é responsavel por selecionar as sequéncias de [¢]<“ que serdo

utilizadas no decorrer da construcéo.
Proposicdo 5.1. Existe uma familia de fungdes injetoras {fy : « € [w, [} C ([c]“)Y tal que:
(1) para cada X C [c]<% infinito, existe « € [w, ¢[ tal que im(f,) C X;
(2) im(fy) é um subconjunto linearmente independente de [¢]<%, para todo a € [w, ;
(3) im(fy) C [a]<Y, para todo « € [w, c[.
Demonstragio. Seja {fy : « € [w, [} uma enumeracdo de
{g € ([c]¥)¥: g ¢é injetora e {g(n) : n € w} é linearmente independente}

tal que im(fy) C [¢]< para todo & € [w, c[.”

Denotemos por A o conjunto {g € ([c]<“)¥ : g é injetora e {g(n) : n € w} é linearmente independente}.
Como |A| = ¢, podemos considerar uma indexagdo {$x : @ € [w, [} de A tal que, para cada g € A,
o conjunto Ay = {a € [w,c[: g = §x} tenha cardinalidade ¢. Fixemos um elemento g de A. Como
Unew 8(1) C ¢, cf(c) > w e |Upee §(1)| < w, existe ¢ < ¢ tal que Uy, §(n) C G. Sejaa € Ag. Seaw < ¢,
facamos f, = f, onde f(n) = {n} para cadan € w. Se « > ¢, fagamos f, = 3». Temos que {fy : & < c} é
uma indexacdo de A tal que cada elemento desse conjunto é listado ¢ vezes e tal que U, ¢, fa(n) C a (e,

consequentemente, im(f,) C [a]<%“) para todo a < .
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Note que as condi¢des (2) e (3) estdo satisfeitas. Mostraremos agora que (1) também
estd satisfeita. Para tanto, seja X um subconjunto infinito de [¢]<“. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que X é infinito e indexa-lo injetivamente por X = {A, : n € w}.
Exibiremos {By : k € w} C [¢]<“ linearmente independente tal que, para cada k € w,
By = A, para algum n € w. Facamos By = Aj. Agora, suponha que, fixado k € w, ja
estdo construidos B; com i < k de forma que Bj; \ Uo<j<i Bj # @. Seja a = max{n €
w:existei € {0,...,k} tal que A, = B;}. Como U,,c., A € infinito (pois, do contrario,
a indexagdo de X ndo seria injetora), temos que U, e, An \ Up<q An # @. Dessa forma,
existe b € w tal que Ap \ U<y An # @. Fagamos By,1 = Ap. Da forma como construimos
{By : k € w}, temos que esse é um conjunto linearmente independente contido em X.
Por fim, da maneira como construimos { f : & € [w, [}, temos que existe a € [w, ¢[ tal
que {By : k € w} = {fu(k) : k € w}, donde concluimos que im(f,) C X. O

O seguinte resultado, retirado de [24], é um fato de algebra linear que ird nos auxiliar

com o que deve ser demonstrado nos resultados seguintes.

Lema 5.2. Sejam A, B e C subconjuntos de um espago vetorial. Suponha que A seja finito e
que AU C e BU C sejam linearmente independentes. Entdo existe B’ C B tal que |B'| < |A| e
AUCU B\ B') é linearmente independente.

Demonstragido. A demonstragdo do resultado se da por indugdo em |A|. Primeiramente,
suponha que |A| =1, isto é, o conjunto A é formado por um dnico elemento a # 0. Se
A UBUC for linearmente independente, tomamos B’ = @. Caso contrério, existe uma
combinagdo linear ndo trivial de elementos em A UB U C que é igual a 0. Como AUC
e BU C sdo linearmente independentes, temos que a e algum elemento de B devem

aparecer nessa combinacdo linear. Assim,
a = CI(C); + CI(B);

para CI(B); # 0 e CI(C); combinagdes lineares de elementos de B e de C, respectivamente.
Escolha b € B que aparece em CI(B);. Afirmamos que AUC U (B \ {b}) é linearmente
independente. Do contrério,

a = CIl(C), + CI(B),

para CI(B); # 0 e CI(C), combinacdes lineares de elementos de B \ {b} e de C, respecti-
vamente. Mas isso ndo pode acontecer, uma vez que B U C é linearmente independente
e CI(B); # CI(B);. Portanto, tomando B’ = {b}, provamos o resultado para |A| = 1.
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Agora, suponha que o resultado seja valido para conjuntos de tamanho n € w,
e que A possua tamanho n +1. Neste caso, tomando a € A, podemos aplicar o
resultado aos conjuntos A \ {a}, B e C. Entdo, encontramos By C B tal que |By| <ne
(A\{a})UCU (B Ap) é linearmente independente. Agora, aplique o resultado para
o caso de conjuntos com um elemento para os conjuntos {a}, B\ By e (A\ {a})UC.
Neste caso, encontramos b € B\ By tal que {a} U((A\ {a}) UC)U((B\ By) \ {b}) é

linearmente independente. Tomando B’ = By U {b} temos o resultado. O

Corolario 5.3. Sejam A e B subconjuntos linearmente independentes de um espago vetorial,
com A finito. Entdo existe B C B tal que |B'| < |A| e AU (B \ B') é linearmente independente.

Demonstragio. Basta aplicar o lema anterior para C = @. O

No resultado seguinte apresentaremos a construgdo da familia de ultrafiltros {p, :

a < ¢} C w* mencionada anteriormente.

Proposicdo 5.4. Existe {p, : « < ¢} C w* tal que, para cada D € [c]¥ e cada familia de
fungdes injetoras {fy : « € D} C ([c]<“) tal que, para cada « € D, im(f,) é linearmente

independente, existe {U, : « € D} satisfazendo:

(1) {Uy : « € D} é uma familia de subconjuntos de w dois a dois disjuntos;

(2) Uy € pa, para todo a € D;

(3) {fa(n):a € Den € Uy} é um subconjunto linearmente independente de [c]<%.

Demonstragido. Considere a familia {I, : n € w} de subconjuntos de w construida

recursivamente da seguinte maneira: Iy = {0} e, para cada n € w,

(l+1)+(n+1)'2m§n |Im|

In = U {Z}

i=l+1

onde ! = max <, In. Note que {I, : n € w} é uma particdo de w tal que

m<n
Seja
B={BCw:|I,\B| < Y || paratodo n € w}.
m<n

Observe que a interseccdo de toda subfamilia finita de B é infinita. De fato, sejam

{By, ..., By} € B. Vamos mostrar que ﬂi-‘zo B; é infinita. Para tanto, basta mostrar que
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("o Bi) NI, # @ para cada n > k, pois {I, : n € w} é uma particio de w e I, # D para
cada n € w. Fixe n > k e note que, como |I,| > n- Y ,,u|Im| € |In \ Bi| < ¥ nenlln| para
cadai € {0,..., k}, temos que |B;NI,| > (n—1)-Y,,-,|Im|. Dessa forma, como n > k,
temos que (ﬂ;‘zo B))N1, #®. Logo, o filtro F gerado por B sera livre.

Ainda, se A C w é infinito temos que |F N (Uyen In)| = w, para cada F € F. De fato,
seja F € F. Como |U,ca In| = w, temos que |F N U,ca In] < w. Vamos mostrar que
F N Upea In € infinito e disto seguird que |F N U,eca In| = w. Como F € F, existem
By, ..., By € B tais que ;< B; € F. Do que vimos anteriormente, segue que ([;<x B;) N
I, # @ para cada n > k. Como A é infinito, temos que A \ {0, ..., k} ainda é infinito,
assim (Ni<x Bi) N (Unea\(o,...x} In) € infinito, uma vez que {I, : n € w} é uma partigdo
de w. Logo, F N (U,,ca In) é infinito.

Seja {Ay : @ < ¢} uma familia quase disjunta de subconjuntos infinitos de w e seja,

para cada & < ¢, py € w* que contém o conjunto
{Pm U In:Fe]-"}.Z
neAy

Vamos mostrar que a familia de ultrafiltros {p, : « < ¢} assim definida satisfaz o que é
desejado.

Para tanto, fixemos D = {a, : n € w} € [c]Y e {fa : @« € D} C ([¢(]<“)¥ familia de
fungdes injetoras tal que {fy(n) : n € w} é linearmente independente, para todo & € D.

Seja {B, : n € w} a particdo de w definida recursivamente da seguinte forma:

Byi1 = (An,,, U{n+1}) \ Uicy41B;, para cadan € w.

Note que B, =* A,, paracadan € w.’
Para cada k € w, seja ny definido por k € B,,. Vamos construir {Cy : k € w}

satisfazendo, para cada k € w:
1) G € I

2) |Ck| < Zm<k|1m|;

Note cada A, é infinito e |[F N Uyea,In| = w, assim o conjunto {F N Uyeca, I, : F € F} satisfaz a

propriedade da interseccdo finita forte, isto €, toda subfamilia finita e ndo vazia de F possui intersecgdo
infinita.
Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A C* B se A\ B é finito. Ainda, dizemos que A =* Bse A C* Be
B C* A
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3) focnO[IO \ Co] U fan1 [L\C]U...U fank[lk \ Cx] é linearmente independente.

Seja Cyp = @. Dado N > 0, suponha que os conjuntos Cy,...,Cn_1 ja foram cons-
truidos satisfazendo as condi¢gdes acima. Como f,[In] e fzan[IO] U f,xn1 [\ C]U...U
f,ani1 [In-1\ Cn-1] sdo linearmente independentes, do Coroldrio 5.3 segue que existe
Cn C Iy tal que

Cnl < ) [

m<N

Jang [ 101U fo, [\ C11U ..U fo, [IN\ CN]

é linearmente independente. Portanto, existe uma familia {Cy : k € w} satisfazendo as
condic¢des anteriores.

Consequentemente, o conjunto

B =Uew(ll\ Cp)
satisfaz as seguintes condicdes:
i) I C B;
ii) |;\ B| =|Ci| < ¥cilIm| para todo I € w;
iii) {fa, (m):k € w,m e BNI,I € By} élinearmente independente.

De fato, note que i) e ii) sdo imediatas. Para mostrar que o item iii) estd satisfeito,

perceba que o conjunto
{fanl(m) : k e w/m E BﬂIl,l G Bk}

também pode ser escrito como

U U fa,[h\Cil

kew l€By
Vamos mostrar que todo subconjunto finito desse conjunto é linearmente independente,
o que garante, por definicdo, que ele é linearmente independente. De fato, seja G um
subconjunto finito de Ukew Urep, fuy, L] \ C;]. Perceba que G estd contido em uma unido
finita de conjuntos da forma f,, [I; \ C] para | em algum By com k € w. Assim, G
estd contido em algum conjunto que satisfaz a condicdo 3) e, por estar contido em um

conjunto linearmente independente, temos que G é linearmente independente.
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Do item ii) segue que B € B C F. Definindo, para cada n € w,

U,=Bn J I
leBy,
temos que {U, : n € w} é uma familia de subconjuntos de w dois a dois disjuntos e,
portanto, (1) estd satisfeita. Além disso, como B, =* A,, e B € F segue que U, € pq,,.
Finalmente, por iii),

{fa,(m) :n € w,me Uy,}

é linearmente independente. O

Seja {fy : &« € [w, [} C ([c]~¥)% uma familia de fun¢des dada pela Proposicado
5.1 e seja {pa : & < ¢} C w* uma familia de ultrafiltros dada pela Proposigdo 5.4.
Defina recursivamente, para cada homomorfismo & : [w]=% — 2, 0 homomorfismo

@ : []<“ — 2 que estende D e ¢é tal que
d({a}) = pu-lim{D(fy(n)) : n € w} para todo a € [w, [.

Seja T a topologia fraca induzida pela familia {® : ® € Hom([w]<%“,2)}, onde
Hom([w]<%,2) denota o conjunto dos homomorfismos de [w]<“ em 2. Note que

T tem como base a colecdo de todas as interse¢des finitas dos conjuntos
(@ '[U]: U C2ed® e Hom([w]<¥,2)}
Assim, para cada « € [w, ¢[, temos que

{a} = po-lim{fa(n) : n € w}.

De fato, seja V € T tal que {a} € Vesejamk € w, Uy,..., Uy C2e Dy,,..., Dy €
Hom([w]<¥, 2) tais que {a} € ﬂi-‘zl c1>7j1[u1-] C V. Como cada U; é vizinhanca aberta
de ®({a;}) e ®({a;}) = pa- Um{D(fy, (1)) : n € w}, temos que {n € w : D(f,(n)) € U;} €
Pa, € disto concluimos que {n € w : fu(n) € q)_,xi_l[ll,-]} € pq para cada i € {0, ..., k}.
Como ﬂie{oln_,k}5fl(ui) C V, temos que {n € w : fo(n) € V} € p,, donde segue o
resultado.

Como {fy : & € [w, [} C ([c(]<¥)¥ é tal que, para cada X C [c]<“ infinito, existe
a € [w, [ satisfazendo im(f,) C X, temos que {a} é um ponto de acumulagéo de X,
uma vez que {a} = p,-lim{f,(n) : n € w}. Portanto, ([¢]<¥, T) é enumeravelmente
compacto.

A seguinte nogao sera introduzida para que, por meio da Proposic¢do 5.8, sejamos

capazes de concluir que ([c]<%, T) ndo possui sequéncias ndo triviais convergentes.
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Definicao 5.5. Dizemos que D € [¢]* é convenientemente fechadose w C D e J,,¢c., fa(n) C
D para todo « € D \ w.

Lema 5.6. Sejam D € [c]¥ convenientemente fechado, Dy € [D]<“ e F : Dy — 2 uma fungdo.
Entdo existe um homomorfismo ¥ : [D]<% — 2 tal que, para cada « € D \ w, as sequintes

condigdes estiio satisfeitas:

(1) Y({a}) = pe-lim{¥(fu(n)) : 1 € w};

(2) |{n € w: ¥(fu(n)) = i}| = w, para cada i < 2;
(3) Y({d}) = E(d), para cada d € D,

Demonstragdo. Enumere D \ w como {a, : n € w}, de modo que {ay,...,ar} = Dy Nw.
Seja Do \ w = {dy, ..., d;}. Da Proposicdo 5.4 obtemos {U, : « € D\ w} tal que:

I) {Uy:a € D\ w} é uma familia de subconjuntos de w dois a dois disjuntos;
II) Uy € pa, paratodoa € D\ w;

) {fa(n) : « € D\ w en € Uy} é um subconjunto linearmente independente de

[c]<w.

Tomando
Eo={{do}, . {di}; U {{ao}, ..., {ar}} Ui fu, () :m € {0,..., 1} em € U, }
definimos um homomorfismo ¥y : (Eg) — 2 tal que, para cada j € {0, ..., 1},
Yo({d;}) = F(d))

e paracadai € {0,...,r},
Yo({ai}) = F(a),

Fo({ai}) = pa- B {Fo(f (1) : 1 € w}

[{n € w: ¥o(fo,(n)) =0} = {n € w : ¥o(fo,(m) = 1}| = w.

Isso pode ser feito, pois

{{do}, . {di}} U {{ao}, .., {ar }}
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{fu,(n):me{0,...,rtenecU,,}

sdo linearmente independentes, e, portanto, pelo Coroldrio 5.3, existe Ry C {f,,, (1) :
me{0,...,r}en €U, } talque |Ro| <r+l+2e

{{do}, ... {d;}} U {{ao}, ... {ar} } U { fo,,(n) :m € {0,...,r} en € Uy, } \ Ro)

é linearmente independente. Note que, ao fazer {f,,(n) : n € Uy} \ Ro, estamos
retirando, para cada i € {0,...r}, um subconjunto finito G; de {f,,(n) : n € Uy, }. Seja
EFi={n € Uy, : fo,(n) € G;}. Como U, \ F; € pa,, podemos particionar esse conjunto
em dois subconjuntos infinitos C; e D; tais que C; € p,,. Estipulamos, entdo, que
Yo({a;}) = F(a;). Depois, definimos ¥(fy,(n)) = Yo({a;}) para todo n € C;. Como
Ci € pu;, temos que Yo({a;}) = po,-im{¥(fs;(n)) : n € w}. Observe que temos liberdade
para definir Yo(fs,(n)) para n € D;, e usaremos essa liberdade para assegurar que a
condi¢do (2) do enunciado serd satisfeita. Mais precisamente, particionamos D; em
dois conjuntos infinitos D;y e D;;, e estipulamos que Yo(fy,(n)) = 0sen € D;g e
Yo(fa;(n)) =1sen € D;q.

Definiremos agora, de forma recursiva, homomorfismos
Y (EgU{fa,(n):r<m<r+kenc U, }U{{a;}:r<i<r+k}) —2
satisfazendo, para cada k € w, as seguintes condicdes:
1) Yo é o homomorfismo definido anteriormente;
2) Yi{arik}) = pa, M { Yy (fo,, (1) 11 € Uy, };
3) {n € w:¥o(fu,, (1) =0} = {n € w: ¥o(fa,, (m) =1}| = w;
4) Yy, estende Y.

Suponha que, para N € w, tenhamos definido homomorfismos ¥y, ..., ¥y satisfazendo

as condicgdes 1) a 4). Vamos definir
Yni1: (EoU{fa,(n):r<m<r+N+lenecly,,}U{{a;}:r<i<r+N+1}) —2.
Considerando os conjuntos

A={{do},... {d;}} U {{ao}, ..., {arin} ],
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B = {f“r+N+1 (7’1) tne u‘xr+N+1}

C={fa,():0<m<r+NenecUy,},

temos que B U C é linearmente independente por III) e conseguimos encontrar C C C
de forma que A U C ¢é linearmente independente e (AU C) = (AU C). Assim, aplicando
o Lema 5.2 aos conjuntos A, B e C, existe um subconjunto finito Ry, de { fa,,.,(1) :

n € Uy,,y,, | tal que

({{do}, ... {di}} U {{ao}, o {arin} U {fa,,(n) : 0 <m <r+NemneclUy,,})
m<{flxr+N+l(n) ‘ne uﬂér+N+1} \ RN+1> = {@}

Portanto, definimos ¥ 1 como sendo igual a ¥y em

({{do}, - {di}} U {{ao}, o {aran} U {fa,,(n) : 0 <m <r+Nen € Uy,,})

e de modo a satisfazer

YN ({@rene1}) = Payoner- IM{E N1 (fa, 0, (1)) 111 € W}

’{1’1 cw: TO(fD‘N+1+r(n)) = O}| = ’{7’1 cw: TO(fD‘NHH(n)) = 1}| = CL).4

Provamos que existem homomorfismos ¥y satisfazendo 1), 2), 3) e 4) para cada k € w.
Se ¥ : [D]<“ — 2 é um homomorfismo que estende [Ji¢,, ¥, entdo as condigdes (1), (2)

e (3) estdo satisfeitas. H
Proposicéo 5.7. ([c]<%, T) é de Hausdorff.

Demonstragio. Sejam X,Y € [c]<“ \ {D} e seja D € [c] um conjunto convenientemente
fechado tal que XUY C D. Considerando Dy = XUY e F: Dy — 2 dada por F(B)=1e
F() =0 para todo ¥ € Dy \ {B}, 0 Lema 5.6 garante a existéncia de um homomorfismo
Y : [D]<“ — 2 satisfazendo Y({a}) = pu-lim{¥(fa(n)) : n € w} para todoa € D\ w
e tal que ¥(X) = F(X) =1 e Y(Y) = F(Y) = 0. Consequentemente, se ® = ¥[,j<w, 0
homomorfismo @ : [¢]<“ — 2 é tal que ®(X) = 1 e ®(Y) = 0, pois 5[[D]<w =Y, donde

temos o resultado. O

4 Ajustificativa de que é possivel fazer isso é andloga a feita para mostrar que ¥ possui as propriedades

desejadas.
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Proposigdo 5.8. Se para cada D € [¢]<“ convenientemente fechado e x € D \ w existe um
homomorfismo ¥ : [D]<%“ — 2 tal que

(1) Y({B}) = pp-lim{¥(fp(n)) : n € w}, paratodo p € D\ w
(2) |{n € w:¥(fa(n)) =i}|=w para cadai < 2
entdo ([¢]<%, T) ndo possui sequéncias ndo triviais convergentes.

Demonstragio. Seja (Xp)n< uma sequéncia ndo trivial de pontos de [¢]<“. Se o conjunto
X = {x, : n € w} for finito, do fato dessa sequéncia ser ndo trivial segue que pelo
menos dois de seus termos ocorrem infinitas vezes. Logo, (x,),<» ndo é convergente,
pois ([c]<%, T) é de Hausdorff.

Se o conjunto X = {x, : n € w} for infinito, existe &« € [w, ¢[ tal que im(f,) C X.

Defina, recursivamente, a seguinte colegdo de conjuntos:
D,=w, sen € w

De = {&}UU{Du e U fem)} se g € [w, <]

new
Note que, w C Dg paracadad < ce D,; é convenientemente fechado para cada ¢ < ¢.”
Considere D = D,, e seja ¥ o homomorfismo dado pelo enunciado. Por (1), temos que,
se @ for definido por ® = ¥ [, j<w, entdo ¥ = 5[[1)]@. Logo, (xn)new ndo é convergente,
pois im(f,) C X e ® assume tanto o valor 0 quanto o valor 1 infinitas vezes no conjunto

{fa(n) : n € w}. O
Reunimos no seguinte resultado o que foi discutido anteriormente.

Teorema 5.9. Existe um grupo topolégico booleano de Hausdorff, enumeravelmente compacto e

sem sequéncias ndo triviais convergentes.

Demonstragido. Do que foi discutido anteriormente, concluimos que ([¢]<%,T) é um
grupo topolégico de Hausdorff, enumeravelmente compacto e sem sequéncias ndo

triviais convergentes. O

5 A demonstracdo de tal fato é andloga a demonstragdo apresentada na Secdo 3.3 para os conjuntos 5(¢).
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Neste breve capitulo, faremos alguns comentarios sobre o contetido deste trabalho.

Apresentamos, no Capitulo 2, a técnica proposta por van Douwen [5] para obter
dois grupos topolégicos cujo produto ndo é enumeravelmente compacto. Como vimos
anteriormente, essa técnica pressupde a existéncia de um grupo de van Douwen. Dado
que tal grupo é booleano, é natural questionar se existe um resultado similar para grupos
ndo booleanos. E a resposta, neste caso, é positiva, j4 que Tomita [22] mostrou, em ZFC,
que a existéncia de um grupo abeliano enumeravelmente compacto sem sequéncias
ndo triviais convergentes implica a existéncia de um grupo enumeravelmente compacto
cujo quadrado ndo é enumeravelmente compacto, melhorando o resultado de van
Douwen e tornando ainda mais interessante a construgao de grupos abelianos (ndo
necessariamente booleanos) enumeravelmente compactos sem sequéncias ndo triviais

convergentes.

Com o objetivo de conhecer ténicas variadas de construcdo de grupos de van Douwen,
optamos por estudar resultados que assumem diferentes hipéteses adicionais a ZFC.
Na Secdo 3.2, mostramos como obter um grupo de van Douwen assumindo o Axioma
de Martin e, no Capitulo 4, vimos que é suficiente assumir a existéncia de um ultrafiltro
seletivo para obter um tal grupo. Por fim, no Capitulo 5, apresentamos a construgdo de

um grupo de van Douwen em ZFC.

Optamos, ainda, por apresentar um exemplo de grupo topolégico enumeravelmente
compacto sem sequéncias ndo triviais convergentes que fosse de ndo torgado, pois, por
exemplo, nesse tipo de grupo é possivel construir o que é conhecido por semigrupo
de Wallace. Uma breve contextualizacdo: Numakura [17] mostrou, em 1952, que todo
semigrupo cancelativo (a direita e a esquerda) compacto é um grupo topolégico. Trés
anos mais tarde, Wallace [26] perguntou se todo semigrupo cancelativo enumeravel-
mente compacto €, necessariamente, um grupo topolégico. Um contraexemplo para
a pergunta de Wallace é denominado um semigrupo de Wallace. Em 1996, Robbie e

Svetlichny [19] responderam negativamente a pergunta de Wallace assumindo CH. Em
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2007, Madariaga-Garcia e Tomita [16] construiram um semigrupo de Wallace assumindo
a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos (dois a dois incomparaveis segundo a ordem
de Rudin-Keisler em w*). Em 2019, Boero, Castro-Pereira e Tomita [2] obtiveram um
semigrupo de Wallace assumindo a existéncia de um tnico ultrafiltro seletivo. Observa-
mos que todos os exemplos mencionados sdo semigrupos de um grupo abeliano livre
enumeravelmente compacto sem sequéncias ndo triviais convergentes.

Outra motivagdo para o estudo da construgdo apresentada na Segdo 3.3 é que a nogdo
de conjunto convenientemente fechado, introduzida explicitamente na Definigdo 5.5,
j& aparecia nesta constru¢do, mesmo sem que um nome lhe fosse atribuido em um
primeiro momento.

Por fim, gostariamos de enfatizar que o problema abaixo ainda se encontra em aberto:

Problema. Existe, em ZFC, um grupo de ndo torcdo, enumeravelmente compacto e sem sequén-

cias ndo triviais convergentes?
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