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RESUMO

Neste trabalho estudamos generalizagdes do Método de Melnikov para sistemas
descontinuos no plano. Neste sentido, inicialmente abordamos esse problema como uma
variacdo do estudo [1] onde um campo Hamiltoniano que admite um ciclo heteroclinico,
cujo interior é folheado de 6rbitas periddicas, é perturbado por um campo Hamiltoniano
ndo autonomo. Neste trabalho estendemos esse resultado para perturbagdes mais
gerais (ndo conservativas) e apresentamos fun¢des de Melnikov nesse novo contexto.
Finalmente, abordamos o problema mais geral, relativo a perturbacdo de campos nao

conservativos, onde a funcao de Melnikov, associada a 6rbita heteroclinica, é obtida.

Palavras-chave: Sistemas Descontinuos; Sistemas Hamiltonianos Descontinuos; Fun¢oes
de Melnikov

vii






ABSTRACT

In this work we study generalizations of Melnikov’s method to planar discontinuous
dynamical system. Initially we study this problem as a variation of the work [1] where
a Hamiltonian vector field that admits an heteroclinic cycle with its interior foliated by
a family of periodic orbits is perturbed by a Hamiltonian perturbation. In this work we
extended the results to more general perturbation (non conservative) and we show the
Melnikov’s functions in this new context. Finally, we approach a more general problem
related to a perturbation of the non-conservative vector field where we obtained the

Melnikov’s function that is associated with a heteroclinic orbit.

Keywords:Discontinuous System. Hamiltonian Discontinuous System; Melnikov’s

Function
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INTRODUCAO

Nos ultimos anos, a drea de Sistemas Dindmicos Descontinuos tem tido marcante
desenvolvimento. O grande ntimero de fendmenos que podem ser modelados usando
esses sistemas e a presenca de comportamentos que ndo ocorrem em sistemas continuos
sdo alguns dos motivos para essa drea ter atraido a atencdo de engenheiros, fisicos e

matematicos. Isso pode ser visto no livro [8].

Como grande parte das pesquisas em sistemas dinamicos foram feitas para sistemas
continuos, é natural que exista uma grande variedade de métodos para estudar esses
sistemas. Uma maneira de se desenvolver ferramentas para a andlise dos sistemas
descontinuos é generalizar técnicas titeis no caso continuo para o caso descontinuo. O

método no qual faremos tal generalizacdo é o denominado método de Melnikov [4].

Considere um sistema dinamico dado pela equacdo 4 = f(q) +¢(q, ), onde g € R?,
f,g sdo continuamente diferencidveis e g é T-periddica na varidvel t. Suponha, ainda,
que o sistema ndo perturbado 4 = f(q) possua dois pontos de equilibrio hiperbdlico do
tipo sela e que suas variedades estdvel e instavel tenham interse¢do ndo vazia, dando
origem a duas conexdes hetoriclinicas. Suponha, ainda, que a regido compreendida
entre esse "loop"heteroclinico é folheada por 6rbitas periddicas, (como, por exemplo, o
péndulo simples (Figura (4)). Nessas condi¢des, podemos nos perguntar: quando as

conexdes heteroclinicas e as 6rbitas periddicas persistem no sistema 4 = f(g) +eg(q, t)?

Este trabalho propde adaptar a teoria das fun¢des de Melnikov no caso continuo para o
caso descontinuo. O caso em que o sistema dinamico e a perturbagdo sdo Hamiltonianos
é tratado no trabalho [1]. Fortemente inspirados em tal trabalho, iremos propor uma
generalizagdo do mesmo, através do relaxamento de duas hipoteses: a necessidade
da perturbagdo ser Hamiltoniana e a necessidade do sistema a ser perturbado ser
Hamiltoniano. No primeiro caso, conseguimos adaptar as técnicas desenvolvidas em
[1], tanto para o estudo da continuacdo de 6rbitas periédicas quanto para o estudo da
persisténcia da conexao heteroclinica. Na segunda situagdo, conseguimos modificar o

método para o caso das conexdes heteroclinicas.



INTRODUGCAO

Esse trabalho sera dividido da seguinte maneira: no capitulo 2, iremos dar uma
visdo geral de sistemas dinamicos continuos. Incluiremos nele uma breve discussao
sobre os teorema cldssicos que usaremos, sobre sistemas Hamiltonianos e sobre as
tfun¢des de Melnikov classicas; no capitulo 3, falaremos um pouco sobre Sistemas
Dinamicos Descontinuos; no capitulo 4, desenvolveremos o método de Melnikov para
um sistema dindmico descontinuo satisfazendo certas hip6teses. No final do capitulo
4, apresentaremos um exemplo onde calculamos explicitamente a fungdo de Melnikov
subharmonica para um sistema Hamiltoniano descontinuo perturbado; no capitulo 5,
apresentaremos a teoria das fun¢des de Melnikov no caso heteroclinico para sistemas

dindmicos quaisquer.



SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS

2.1 PRELIMINARES

O estudo classico de sistemas dindmicos estd baseado no estudo do comportamento

qualitativo das solugdes de dois tipo de equagdes

q(t) = f(q(t),t, 1), (1)

q(n+1) = g(q(n), n, n), (2)

onde'::%,f:U><I><V—>]R’71,g:Ll><]N><V—>1R’71comLIC]R’71,IC]ReVC]R’72
abertos.

Chamaremos (1) de sistema dindmico continuo no tempo e (2) de sistema dindmico discreto
no tempo. Os abertos U e V serdo chamados, respectivamente, de espago de fase e espago

de pardmetros.
Exemplo 2.1.0.1. Péndulo Simples.

Usaremos o modelo do péndulo simples durante esse capitulo, para exemplificar os
conceitos introduzidos. Vale dizer que quando dissermos péndulo simples, estaremos nos
referindo ao modelo matematico, e idealizado de um péndulo real. Vamos considerar
um corpo de massa m sustentado por uma haste rigida de massa desprezivel, de
comprimento /. Consideramos, ainda, que o movimento do péndulo esta restrito a um
plano no espaco. Além disso, o péndulo estard sob a acdo de uma tinica forga externa, a
forca peso.

Esse sistema é completamente descrito usando uma tnica varidvel, a saber, o desloca-
mento angular 0. O Lagrangiano com relagdo a essa varidvel é dado por

1

L(8, ) 2ml292 +mgl cos (6).
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Fig. 1: Esquema do péndulo simples.

Pela equacgdo de Euler-Lagrange, teremos
é:—§anwy
Que também pode ser escrito como
0 =w,

w:-%muw

(3)

Veja que estamos considerando o comprimento / da haste como um parametro. Assim,

usando a notacdo que introduzimos anteriormente, o espaco de fase é dado por U = R?

e 0 espago de parametros é dado por V = (0, ). Além disso, o campo de vetores f serd

f: UxV —R?

0 w,1) — fO wl) = (cu,-%isnn(9)>

Os resultados que apresentaremos sobre sistemas dindmicos possuem versdes simi-

lares para (1) e (2). Como na maior parte deste trabalho iremos tratar de equagdes

diferenciais do tipo (1), que apresentam descontinuidades na varidvel x, vamos apresen-

tar apenas os teoremas para essas equagoes.

O primeiro resultado que apresentaremos é fundamental no estudo de sistemas

dindmicos.



2.1 PRELIMINARES

Teorema 2.1. (Existéncia e Unicidade) Seja f : U X I x V — R continuamente diferencid-
vel e |f(q,t, u)|< M para todos (q,t, ) € U x I x V. Para qualquer (qo, to, po) € U X I X V
existe inica solugdo da equagio

q=f(q,tmn),

passando pelo ponto qo € U no instante ty € 1, tomando um pardmetro yg € V. O ponto

(90, to, Ho) serd chamado de condigdo inicial.

Denotaremos por ¢(t; qo, to, 1o) a tnica solu¢do dada pelo Teorema 2.1 com condicdo

inicial (to, g0, Ho)- Isso significa que

(P(t, ‘70/ tO/ VO) = f(‘P(t/ ‘70; tO/ VO)/ t/ ,MO)/
¢(to; qo, to, Ho) = qo-

Geometricamente ¢(t; qo, to, #o) sdo curvas em U, onde o vetor velocidade dessa curva
é dado por f(¢(t;q0,to, po), t, po). Essas curvas preenchem completamente - folheam - o

espaco de fase U.

Durante todo o texto iremos nos concentrar no caso de sistemas dindmicos planares,

portanto fixemos 71 = 2.

E natural considerarmos campo de vetores que ndo dependem explicitamente da
variavel temporal. Estes sistemas serdo chamados de sistemas dindmicos autonomos e

podemos escrevé-los como

q= £, ),
onde f ndo depende explicitamente da variavel ¢.

Fixado um paradmetro y € V, pretendemos descrever algumas propriedades do sis-
tema x = f(x, yp). Para ndo carregarmos a notagdo, ndo explicitaremos y e escreveremos

apenas

q=f@- (4)

Algumas 6rbitas do sistema (4) desempenham papel fundamental na descrigao do
retrato de fase, ou seja, na representacdo geométrica das Orbitas ¢(t; o, tp) no espaco de

fase. Essas orbitas sdo as 6rbitas estaciondrias, periddicas e heteroclinicas.
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2.2 ORBITAS ESTACIONARIAS

Seja 7 € U, tal que
f(@)=0.

O ponto 7 serd chamado de ponto de equilibrio e a 6rbita ¢(t; g, tp) é chamada de
orbita estaciondria. Como o nome sugere, se evoluirmos no tempo a 6rbita ¢(t; 7, tp) ela
permanecerd parada no ponto 7 ja que ¢(t; 4, ty) = 0.

Diremos que um ponto de equilibrio § é hiperbdlico se a matrix D f(7) ndo possui

autovalores com parte real igual a zero.

Para pontos hiperbdlicos, temos uma maneira simples de descrever o comportamento
local de érbitas que passam préximas a ele. Para isso, precisamos do conceito de

conjugacdo entre sistemas dindmicos.

Sejam dois campos vetoriais continuos ¢; : U’ — R? e ¢5 : U” — R? e considere os
) p 1

sistemas dindmicos

g1 = §1(q1), (5)

72 = §2(92)- (6)

Vamos supor que (5) e (6) possuem cada um ponto de equilibrio, denotado respec-
tivamente por 7; e §», do tipo hiperbdlico. Diremos que eles tém qualitativamente a
mesma estrutura proximo a gy e g, ou topologicamente conjugados préximo a Gy e g, se existir
abertos O C U’ e O € U”, um homeomorfismo #H : O/ — ), tal que H(§1) = §2 e que

H aplique trajetérias de (5) em trajetorias de (6), preservando a orientacdo e o tempo.

Uma maneira de descrever o comportamento proximo a pontos estaciondrios do
sistema (4), serd descrever o comportamento de um ponto estaciondrio de um sistema
mais simples (em geral uma linearizagdo do sistema original) e dai mostrar que os
sistemas tém qualitativamente a mesma estrutura préximo a seus respectivos pontos
estaciondrios. O préximo teorema nos fornece a justifica necessdria para realizarmos

€5ses passos.

Teorema 2.2. Teorema de Hartman-Grobman. Seja § € U um ponto de equilibrio hiperbélico
do sistema (). Entdo, os sistemas (1) e § = D f(7)(§ — q) sio topologicamente conjugados numa

vizinhanga de J.



2.2 ORBITAS ESTACIONARIAS

A demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em [5]. Esse teorema simplifica
muito a descricdo do comportamento préximo a pontos hiperbdlicos. Basta classificar-
mos todos os possiveis comportamentos préximos a pontos hiperbdlicos do sistema

linear 4 = Ag, onde A é uma matriz 2 X 2. Essa classificagdo pode ser vista em [6].

Os pontos de equilibrio que mais trabalharemos sdo dos tipos:

e pontos de sela: Um ponto de equilibrio § € U é chamado de ponto de sela se os

autovalores da matriz D f(§) sdo reais e de sinais opostos.

e centros: Um ponto de equilibrio § € U é chamado centro se existe uma vizinhanca
() de g, tal que qualquer 6rbita da equacgdo (4) passando por q; € () é uma 6rbita

periddica e § estd contido no interior da 4rea delimitada por essa 6rbita.

“‘ \*\ WA\ O\ \\

N
SO

‘\ | ‘A/‘ f /

M A o/

Wy, ///

" 77~

Fig. 2: A origem representa Fig. 3: A origem representa
um ponto de sela. um centro.

Exemplo 2.2.0.2. Voltando ao péndulo simples.

Vamos procurar quais sdo os pontos de equilibrio da equacéo (3). Para isso, vamos

procurar (0, w) € U, tal que

£(0,w,1) = (w, —% sin (9)) - (0,0).

Portanto, os pontos de equilibrio sdo p, := (0,n7) paran € Z.
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Vamos agora estudar de qual tipo sdo os pontos de equilibrio. Para isso, precisamos

calcular a matriz Jacobiana de f com relagdo a (6, w)

0 8 cos (0)
D(Q,w)f(gr w, l) = 1 ! 0 . (7)

Os autovalores da matriz (7) calculada nos pontos de equilibrio p, dependem apenas
g
i
Por essa razdo, esses pontos sdo hiperbdlicos do tipo sela. Quando n for par, a matriz
3
T

possuird autovalores com parte real igual a zero. Isso significa que nao sdo hiperbdlicos.

se n € impar ou par. Se n for impar, entdo Dy ) f(pn, ) possuird dois autovalores +

D(g,)f (pn, 1) possuira autovalores da forma =+i Portanto, se n for par a matriz (7)

Mais adiante, mostraremos que esses sdo pontos de equilibrio do tipo centro. [

2.3 ORBITAS PERIODICAS

Diremos que uma O6rbita ¢(t; g0, tp) do sistema (4) é uma orbita periddica se existir
T € R*, tal que
¢(t; g0, to) = ¢(t + T; qo, to),

para todo t € I. Definiremos o periodo de uma Orbita peridédica como o menor T que

satisfaz a igualdade acima.

2.4 ORBITAS HETEROCLINICAS

Seja § € U um ponto de equilibrio hiperbodlico da equagdo (4). As variedades estdvel

W?(3) e instdvel W"(q) sdo definidas, respectivamente, como

W2@) = {p € U; lim ¢(t; p, to) = 4},
Wi @) = {p e U; tgr_noo¢(t, prto) =7}



2.4 ORBITAS HETEROCLINICAS

Sejam 71, 7> € U dois pontos de equilibrio hiperbodlicos do sistema (4). Diremos que

uma Orbita ¢(t; g, tp) é uma 6rbita heteroclinica se

tll)r—noo (P(tl ‘7/ tO) = ‘71/
gg¢wmhﬂ=m-

Quando 7; = 4, diremos que a 6rbita ¢(t; g, to) é uma 6rbita homoclinica.

A existéncia de 6rbitas heteroclinicas esta ligada a presenga de intersec¢des das va-
riedades W°(71) e W*(32). Assim, se W*(71) N W*(32) # @, entdo existird uma o6rbita
heteroclinica ligando os pontos §; e 2. Os pontos p € W*(7;) N W?(32) serdo chama-
dos de pontos heteroclinicos. Se num ponto heteroclinico as variedades se encontram
transversalmente, chamaremos esse ponto de ponto heteroclinico transversal.

Daremos agora uma descricdo melhor das variedades estével e instavel de um ponto
de sela § € U do sistema (4).

Um subconjunto C C U é dito subconjunto invariante do sistema (4) se, para qualquer
qgo € C, temos {¢(t; g0, t), t € I} C C.

Como estamos considerando apenas sistemas planares e § é um ponto de equilibrio
hiperbdlico podemos tomar os autovalores a5 e a, da matriz Df(7) de tal forma que
as < 0eay, > 0. A esses autovalores, podemos associar respectivamente os autovetores
vs e vy. Definimos E; = [vs] e E;, = [v,] e chamamos, respectivamente, de subespaco

estavel e subespago instavel do ponto § com relagdo a equacao linear
q=Df(@F —q).

Podemos mostrar que os subespacos E; e E, sdo invariantes com relagdo a equagao
acima. Além disso, 6rbitas comecando em E; se aproximam de X assintoticamente a uma
taxa exponencial quando t — oo e 6rbitas come¢ando no subespaco E, se aproximam

de x assintoticamente a um taxa exponencial quando t — —oco.
Exemplo 2.4.0.3. Cdlculo dos espagos estdvel e instdvel.

Vamos estudar a equacdo linear
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1
0 -2
origem como tnico ponto de equilibrio. Como a matriz A tem autovalores iguais a

Veja que essa equacgdo é do tipo j = Agq, onde A =

] . Essa equacdo tem a

a; = —2 e a, = 1 com respectivos autovetores vs = (0,1) e v, = (1,0), garantimos que a
origem é um ponto hiperbélico. Além disso, Es = [(0,1)] e E,, = [(1,0)].

E facil ver que a solucio de (8) é dada por

t—to —2(t—t0))'

(P(tl X0, Y0, tO) = (xoe s Yoe

Entdo, uma 6rbita comecando num ponto na variedade estavel é dada por (0, yge~2¢~*0)).
Veja que essa solugdo se aproxima da origem exponencialmente quando t — co. Com-
portamento andlogo ocorre quando t — —oo para Orbitas comecando na variedade
instavel L.

Procuramos estabelecer uma relagdo entre a variedade estavel (resp. instavel) de
pontos hiperbélicos de um sistema dindmico qualquer e o espaco estével (resp. instével)

de sua respectiva linearizagdo. O préximo teorema estabelece esse vinculo.

Teorema 2.3. Teorema da Variedade Estdvel/Instdvel Seja § um ponto de sela da equagio
(4). Entdo,

o W?(4) é uma variedade suave e é tangente ao espago estdvel Es no ponto 4.
o W¥(3) é uma variedade suave e é tangente ao espago instdvel E, no ponto g.

Além disso, érbitas comegando em W*(q) se aproximam de q assintoticamente a uma taxa
exponencial quando t — oo. Analogamente, érbitas comecando em W (7) se aproximam de

assintoticamente a uma taxa exponencial quando t — —oo.

A demonstragdo desse teorema pode ser vista em [5].

2.5 SISTEMAS HAMILTONIANOS

Considere um aberto () C R?’ e uma fungdo H : Q) — R pelo menos de classe C%(Q)).

Um sistema da forma

q=].VH(g), (9)

10
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1
onde | = 0 é chamado de sistema Hamiltoniano com 7 graus de liberdade e a

funcdo H é chamada de Hamiltoniano do sistema (9). Como falamos anteriormente,
estamos interessados em sistemas planares e, portanto, 77 = 1.

Sistemas Hamiltonianos aparecem naturalmente em modelos mecanicos quando a
perda de energia devido ao atrito ndo é considerada. No contexto da mecanica cldssica,
podemos interpretar o Hamiltoniano como sendo a energia total do sistema. O préximo

teorema resume o que dissemos.

Teorema 2.4. (Conservagdo de Energia) O Hamiltoniano H(q) se mantém constante ao longo

das trajetorias do sistema (9).

Um consequéncia importante desse teorema é que se § é um ponto de equilibrio
hiperbélico, entdo suas variedades estavel e instavel estio no mesmo nivel de energia,
ou seja, se ¢ := H({), entdo para qualquer v € W/*(7) teremos H(v) = c.

De fato, pela continuidade de H e por tlim ¢(t; tp, v) = 4, teremos
——00
tlim H(¢(t; tg,v)) = H(G) = c.
——00

Pelo teorema 2.4 o Hamiltoniano calculado em cima de uma solugdo de (9) é uma
fungdo constante. Segue que H(¢(t;to, v)) = c. Em particular, H(v) = H(¢(to; to, v)) = c.
Uma propriedade importante de sistemas Hamiltonianos é que div(J.VH(g)) = 0.
Quando um sistema dindmico apresenta tal propriedade, dizemos que esse sistema
preserva drea.
Usando esse fato, podemos mostrar que num sistema Hamiltoniano os pontos de

equilibrio s6 podem ser de dois tipos: do tipo sela e centro.

Teorema 2.5. Um ponto de equilibrio de um sistema Hamiltoniano no plano ou é um ponto de

sela ou um centro.
As demonstragdes dos dois ultimos teoremas podem ser vistas em [7].
Exemplo 2.5.0.4. Mais uma vez o Péndulo Simples.

As equagdes para o modelo do péndulo simples formam um sistema Hamiltoniano
com Hamiltoniano
w* g
H,w) = - — g cos (0). (10)
Sabendo disso, pelo teorema 2.5 podemos agora dizer que os pontos p, com n par

sdo pontos de equilibrio do tipo centro.
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Fig. 4: Retrato de fase de (3). Os pontos p; e p2 sdo pontos de equilibrio hiperbélicos
do tipo sela e p3 é um centro.

2.6 FUNCAO DE MELNIKOV

Como ja dissemos, em mecanica cldssica, quando o atrito é desprezado é comum que
as equagdes do modelo matematico de um fenoméno mecanico formem um sistema
Hamiltoniano. Essa idealiza¢do fornece, além de um sistema dinamico, que é, em geral,
mais simples de ser analisado, um sistema onde varios fendmenos antecipados na teoria

concordam com a experiéncia.

Acontece que o sistema Hamiltoniano advindo dessa idealizagdo apresenta alguns
comportamentos que nao verificamos na pratica. Como no caso do péndulo, onde o

péndulo real, diferente do péndulo simples, pode ndo apresentar érbitas periddicas.

Seria possivel extrairmos mais informacdo sobre o comportamento do modelo fisico

usando o Hamiltoniano ja conhecido?

Para discutirmos uma possivel resposta a essa pergunta, vamos fazer algumas hipéte-

ses sobre o sistema (9):
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2.6 FUNCAO DE MELNIKOV

(H1) Existem dois pontos do tipo sela g1 e g2 e duas Orbitas heteroclinicas ®*(t) e
o (t), onde

lim ®7(t) = lim & (¢) = q1,
t——o0 t—ro0

lim ®*(t) = lim @ () = gp.
t—o00 t——o0

Além disso, as variedades W*®(g1) e W(g2) se interceptam ao longo de uma 6rbita, assim

como as variedade W*(q1) e W*(q2).
(H2) Seja © = {®*(t); t € R}U{D (t); t € R} U{g1,92}. Denotaremos por © a

regido do plano delimitada por ©. Assumiremos que © é folheado por uma familia
continua de érbitas periddicas e a denotaremos por A. Diante disso, pelo teorema 2.4,
se ¢ := H(q1) = H(q2), para cada a € (0, c) existe tinica A, € A, tal que, Vv € A,, temos
H(v) = a.

(H3) Indicaremos por T, o periodo da 6rbita periddica A, € A. Assumiremos que
T, é uma fungdo crescente e continuamente diferencidvel com respeito a a no intervalo
©,0).

Essas hipoteses implicam na existéncia de um ponto de equilibrio p3 do tipo centro
em O.

O péndulo simples é um exemplo de sistema dindmico que satisfaz as hipdteses (H1),
(H2) e (H3).

Tomemos agora uma fungdo continuamente diferenciavel

g: UxI — R?
(q.8) &g, 1),

e T-periddica na variavel ¢.

Para ¢ > 0 chamaremos a equagdo

q=].VH(q) +eg(q,1), (11)

de sistema perturbado.

Nosso objetivo agora é obter informagdes sobre o sistema (11) através das hip6teses
feitas sobre o sistema (9). Observe que a equagdo (11) ndo é uma equagao autdbnoma.

Isso implica que o seu espacgo de fase néao é mais um subconjunto de R?. Na verdade, o
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espago de fase de (11) é dado por U x (0, T], onde os extremos de (0, T] sdo identificados.

Por isso, escreveremos o espaco de fase de (11) como U x S!, onde S' = R/T.

Levando em conta o que foi dito, podemos reescrever (11) como

q=].VH(q)+e3(q, 9),
¢=1
onde p € S',ge Uee>0.

Lembrando que se tomarmos ¢ = 0 na equagdo (11), teremos

q=].VH(g), (12)
¢=1.

No sistema (12), as 6rbitas estaciondrias 413 do sistema (9) tornam-se 6rbitas T-
periédicas dadas por g123(¢) := (91,23, ¢). Também temos que © x S! forma um toro

s6lido folheado pelos toros Ay x S com a € (0, ¢).

7z~ x §!

Fig. 5: Esquema da situagdo descrita acima. Veja que estamos considerando que esses
cilindros tém as suas pontas identificadas.
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Fixado to € S!, definimos a secgdo Xy do espago U x S! como
Zo =U X {t()}.
Para estudarmos (11) definimos a aplicagdo de Poincaré

P : 20 — 20
(q,t0) +— (P(to+T;q,to,€), to).

Se ndo houver a necessidade de explicitarmos ty, vamos denotar P:(qg, tg) apenas por
P¢(gq). Quando ¢ = 0 a aplicagdo Py possui dois pontos fixos hiperboélicos do tipo sela

q12(t0) = (91,2, to) e suas variedades instavel/estavel sdo dadas por

W"/5(q12(to)) = W*/5(q1,0) % {to}-

A préxima proposi¢do nos dé a primeira propriedade que podemos demonstrar do

sistema (11).

Proposicdo 2.6. Se qi(to) sdo pontos fixos hiperbélicos da aplicagido Py, entdo a aplicagio
P, possuird dois pontos fixos hiperbolicos qi2(to,€) do mesmo tipo de qqo(tg). Além disso,

q1,2(to, 0) = g1,2(to)-

Demonstragdo: A demonstracdo que daremos serve para qualquer ponto fixo hiper-
bolico. Por isso, durante a demonstracdo, para ndo carregar a notagdo, vamos tomar um
ponto fixo hiperbélico § € U da aplicagdo Py.

Primeiro vamos mostrar que o ponto fixo 7 persiste sob a acdo de uma perturbagdo
de ordem ¢ da forma g(g, t). Observe que Py(7) — 7 = 0 e por conta da hiperbolicidade

de § a matriz DPy(7) ndo possui autovalores no circulo unitdrio. Assim
det (D(Po(q) — ) = det(DPo(q) — I) # 0,

onde I representa a matriz identidade.

Pelo Teorema da Fungdo Implicita existe €1 > 0, tal que, Ve € (0, 1) existe inico
g(e) € U onde P:(q(¢)) = 4(¢) e g(e) é tao diferencidvel com relagdo a € quanto o fluxo
¢(t; g, to, €).

Falta mostrar que j(¢) é hiperbdlico e do mesmo tipo que §. Como durante o

texto iremos considerar apenas pontos hiperbdélicos do tipo sela, vamos pedir que os
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autovalores a; e a, da matriz DPy(7) satisfacam as desigualdades a; < 1 e a, > 1.
E importante observar que os autovalores sdo simples, ou seja, sua multiplicidade
algébrica é igual a um.

Para calcularmos os autovalores da matriz D P¢(j(¢)) precisamos resolver a equagao
det (DP:(g(¢)) — A.I) = 0.

Veja que se e =0 e A =a,/, temos det(DPy(7) — a,/s-I) = 0. Como os autovalores 4,/

sdo simples, % det (DPo(q) — ay/s-1) #0.
Pelo Teorema da Funcdo Implicita, existe e > 0, tal que, para cada € € (0, e3) os
autovalores de §(¢) sdo dados por 4, (¢), onde ag,,(0) = 4 ,,.
Por continuidade, podemos tomar e3 > 0, tal que, a5(¢) < 1 e a,(e) > 1. Com isso, mos-
tramos que podemos tomar ¢ pequeno o suficiente para que j(¢) seja um ponto fixo hiper-

bélico do mesmo tipo que 4. O

Pela proposicdo anterior podemos tomar g »(to, €) pontos fixos do tipo sela da aplica-
¢do P, assim como suas respectivas variedades estavel e instavel W/s (91,2(t0, €)).

Quando ¢ = 0 as variedades W/ (91,2(to, 0)) se encontram, respectivamente, ao longo
de uma 6rbita, com as variedades W%/ “(q1,2(to,0)). Mas quando € > 0 as variedades
podem coincidir, se separar ou se cruzar. Na verdade, a situagdo que nos interessa é
quando as variedade se cruzam. Para que fique claro o porqué esse comportamento é
importante, vamos fazer algumas definic¢oes.

Vamos comecar tomando um conjunto fechado e invariante 7 C U do sistema
dindmico (4). Diremos que F é topologicamente transitivo com relagdo ao fluxo ¢(t; qo, to) se
para quaisquer abertos (), (), C F (considerando a topologia induzida por U) existe
um tempo f > to, tal que ¢(f; 21, t)) N # D.

Diremos que um fluxo ¢(t; qo, to) possui sensibilidade com relagio as condigdes iniciais
em F se existe € > 0, tal que, para todo qo € F e para qualquer vizinhanga V C F do
ponto qo, existe g1 € V e t > ty, tal que, |¢(; g0, to) — ¢(£; g1, to)|> €.

Um conjunto F C U fechado e invariante com relacado ao fluxo ¢(t; g0, to) é dito cadtico

se:
e O conjunto F é topologicamente transitivo com relagdo a ¢(t; g0, to).

e O fluxo ¢(t; g0, to) possui sensibilidade com rela¢do as condi¢des iniciais em F.
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A presenga de conjuntos invariantes e cadticos foi primeiro observada pelo matematico
Henri Poincaré, enquanto estudava perturbacdes de sistemas Hamiltonianos. Mas a
completa compreensdo de como esses conjuntos se formam s6 foi possivel através do
famoso teorema de Smale-Birkhoff, que garante a existéncia de um conjunto invariante
e cadtico numa vizinhanga de um ponto heteroclinico transversal.

O método de Melnikov [4] nos fornece uma ferramenta analitica para detectarmos
a presenca de intersec¢Oes transversais em sistemas Hamiltonianos perturbados. O

método consiste, primeiramente, em tomar a fun¢do de Melnikov

M: (0,T] - R (13)
b M) = / T (VH, g) (@), t+ to)dt,

onde ®(t) é uma solugdo heteroclinica do sistema (9). Depois de "calculada"a fungdo
de Melnikov, procuramos zeros simples dessa fun¢do. Os zeros simples dessa fungao

implicam na existéncia de pontos heteroclinicos transversais.

Teorema 2.7. Se M(tg) tem um zero simples, entdo, para ¢ > 0 suficientemente pequeno,

W?(q1(e)) e W"(g2(¢)) se intersectam transversalmente.

Uma alteracdo desse método pode ser feita para analisarmos a persisténcia das 6rbitas
periddicas, dadas pela hipétese (H2), sob a acdo de uma perturbagao g(g, t). Para isso,

tome m, n € IN com mdc(m, n) =1 e definimos a fun¢do de Melnikov sub-harmonica

M™ . (0,T] — R (14)
nT
by s MM (ty) = / (VH, ¢)(Aa(t), t + to)dt,
0
nT

onde A,(t) é uma parametrizagdo da orbita peridédica A, de periodo T(«x) = o do

sistema (12). Andlogo ao caso heteroclinico temos

Teorema 2.8. Se M"""(t) tem um zero simples, entdo, para € pequeno o suficiente, o sistema

(11) tem uma Orbita periddica de periodo nT.

As demonstragdes dos teoremas (2.7) e (2.8) podem ser encontradadas em [4].
Ressaltamos que, em geral, a obtengdo das fungdes (13) e (14) ndo podem ser feita
analiticamente. Entdo, o cdlculo e a andlise dessas fungdes é feita tanto de maneira ana-

litica quanto numérica. Por isso, os sistemas dindmicos em que podemos realizar todos
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os cdlculos analiticamente sdo dificeis de encontrar e, por consequéncia, interessantes

de se apresentar.
Exemplo 2.6.0.5. Equagdo de Duffing.
Um exemplo de sistema dindmico onde podemos achar analiticamente a fungao de

Melnikov (13) é

X=y, (15)

y:x—x3+scos(t).

Note que se € = 0, (15) torna-se

X =y, (16)
y=x— x3,
que é um sistema Hamiltoniano com
2 2 L4
vy oxt x
H = — —+—
=5 5%y

A perturbacdo do sistema (16) é a fungdo cos (t) que é 27t-periddica. O sistema nado
perturbado possui a origem como um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo sela e
outros dois pontos de equilibrio p;, = (£1,0) do tipo centro.

Como podemos ver na figura (6) o sistema (16) possui duas conexdes homoclinicas Y,
Essas variedades sdo dadas implicitamente por H(x,y) = 0. Como a anélise posterior
é analoga para as conexdes Y* e Y™, vamos estudar apenas a primeira conexdo. Uma

parametrizacdo de Y* é dada por
vt () = (vV/2sech(t), —v/2sech(f)tanh(t)).

Sabendo a parametrizagdo da conexdo homoclinica, podemos calcular a funcdo de
Melnikov (13)
Mto) = V2 / sech(f — fo)tanh(f — fo) cos ()dt.

Ap6s alguns célculos utilizando residuos obtemos,

M(tg) = V2msech <§> sin (().
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No intervalo (0, 27t] a fungdo M(tp) possui zeros simples, a saber, 7T e 271. Portanto,

pelo teorema (2.7) o sistema dindmico (15) possui um ponto homoclinico tranversal.

Fig. 6: Retrato de fase da equagdo (16). A origem é um ponto de sela. Os pontos p; e p2
sdo pontos de equilibrio do tipo centro.
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Sistemas dindmicos descontinuos sdo sistemas do tipo (4) onde o campo vetorial f(g)
apresenta descontinuidade. Esses sistemas aparecem naturalmente em modelos onde

ocorre impactos, atrito, intermiténcia de vinculos, dentre outros.

Vamos pedir que o conjunto dos pontos de descontinuidade X da fungdo f seja uma
variedade diferencigvel. Portanto, existe uma funcdo h : U — R de classe C!, tal que
¥ = h~1(0). Nestas condi¢des, chamaremos ¥. de variedade de descontinuidade do campo f.

A variedade X divide o conjunto U em dois abertos disjuntos 5™ e S—, onde
S*:={q € U;h(g) > 0}, (17)

S™:={q € U;h(g) < 0}.

Podemos reescrever o sistema (4) como

f*(q) se h(q) >0,
f(q) se h(g) <0,

onde f*: U — R" sejam de classe C2.

A presenca da variedade de descontinuidade nos impde o desafio de definir o fluxo
de 6rbitas comegando em S* (resp. S™) que encontram em tempo finito a variedade X.
Para tratarmos esse problema vamos comegar classificando de que maneira um campo

vetorial encontra a variedade X.

Seja F : U — IR? um campo vetorial C2. Definimos indutivamente a derivada de Lie de

ordem j do campo F com relagdo a h (ou a variedade ) como

Fh: U - R
g — (F(q), VFh(p),
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onde

Fh: U —- R
q — (F(q), Vh(q)).

Primeiro agruparemos os pontos em X da seguinte maneira:

e Ponto regular. Um ponto g € X é chamado de ponto regular com relacio a F se

Fh(g) # 0. Nesses pontos o campo vetorial cruza X.

e Ponto de dobra. Um ponto g € £ é chamado de ponto de dobra com relagio a F se
Fh(g) = 0 e F?h(q) # 0. Nesses pontos o campo F tangéncia quadraticamente ¥ no
ponto g.

e Ponto de cispide. Um ponto q € X é chamado de ponto de ciispide com relagdo a
F se Fh(q) = 0, F?h(q) = 0 e F3h(g) # 0 e o conjunto { DFh(x), DF?h(x), DF3h(x)} é

linearmente independente.

Os pontos de dobra ainda podem ser divididos em:

e Visivel. Um ponto de dobra q € X com relacdo a F é dito ponto de dobra visivel
quando F?h(q) > 0.

e Invisivel. Um ponto de dobra g € £ com relacdo a F é dito ponto de dobra invisivel
quando F?h(q) < 0.

Quando estamos tomando um campo vetorial descontinuo f(g), a maneira como ele
encontra a variedade X depende de qual "lado"estamos olhando. Vamos nos concentrar

no caso em que g € ¥ é um ponto regular para f*, ou seja, f*h(q) #0.

e Regido de Costura. Um subconjunto M; C X é dito ser uma regido de costura se

para todo g € M;
fTh(q).fh(q) > 0.

e Regido de Escape. Um subconjunto M, C X é dito ser uma regido de escape se para
todo g € M»

fTh(g) >0,
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)

Fig. 7: A origem representa Fig. 8: A origem representa
uma dobra dupla vi- uma dobra dupla in-
sivel. visivel.

e
fh(g) <0.

e Regido de Deslize. Um subconjunto M3 C X é dito ser uma regido de deslize se

para todo g € M3

fTh(g) <0,

f~h(g) > 0.

Na regido de costura M; ndo temos problema em definir as 6rbitas que passam por
pontos de M;. De fato, suponha que uma 6rbita comegando em S~ alcanga ¥ num
ponto § € M; no instante fy € I. Concatenamos essa 6rbita com a solugdo do sistema
4 = f*(gq) passando por 4 no instante t.

Quando uma o6rbita alcanga uma regido de deslize (resp. escape), precisamos de
um formalismo para descrever qual a dinamica futura (resp. passada) dessa 6rbita na
variedade .

Para isso usaremos o formalismo desenvolvido por Filipov [2]. Esse consiste em, num

ponto g € M (resp. M3), considerar um vetor F;(q) (resp. F.(g)), combinagdo linear dos
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NN
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NN
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Fig. 9: Regido de Costura Fig. 10: Regido de Escape Fig. 11: Regido de Deslize
M;. M. Ms.

vetores f(q) e f(g), onde F;(q) (resp. F.(7)) também seja tangente a variedade X no

pontos g, ou seja,

Fi(q) = 1 — a(q))fT(q) + a(@)f (9), (18)
onde, o)
_ "hig

R S TOX o)

O campo vetorial F;(gq) é chamado de campo de deslize. Definimos o campo escape por

Fe(q) := —(—F)4(q) e por essa dualidade é suficiente analisarmos apenas o campo F;(g).

Se um ponto p € £ é um ponto de dobra com relagdo a f* e a f~, entdo dizemos que

ele é um ponto de dobra duplo ou uma 2-dobra.
Exemplo 3.0.0.6.

Vamos considerar h(x,y) = x, f*(x,y) = (y,1) e f(x,y) = (1,1). Assim, X coincidird

com 0 eixo y em R?. Portanto, os conjuntos dados em (17) serdo

ST={(x,y) € R?, x > 0},
S™ ={(x,y) € R% x < 0}.

A equacdo diferencial que queremos analisar serd

(x) {f*(x, y)=(y,1)sex >0,
] = (20)
y f~(x,y)=(1,1)sex <O0.
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Primeiro, vamos identificar cada uma das regides sob a variedade . Como

(f"hC, ) h(x,y) =y,
temos duas regides, uma de costura e outra de deslize, a saber

M;={0,y) e X; y >0},
M;={0,y) €X; y <O0}.

Como ja vimos anteriormente, podemos definir o campo deslize sob a regido Mz. Por
(18) e (19) temos
Fi(x,y) =(0,1).

A origem é um ponto de dobra visivel com relagdo ao campo f*. De fato, como

frh(x,y)=ye fl_h(x, y) =1, entdo,

f*h(0,0) =0,
(f1)?h(0,0) =1 > 0.

Com relacdo a f~, a origem é um ponto regular.
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|

Fig. 12: Retrato de fase da equagdo (20). O origem é um ponto de dobra visivel com
relagdo a f* e um ponto regular com relagdo a f~. A semireta acima da origem
¢ uma regido de costura M; e a semireta abaixo da origem é uma regido de
deslize M.

N
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FUNCOES DE MELNIKOV EM SISTEMAS
HAMILTONIANOS DESCONTINUOS

4.1 INTRODUCAO

Sistemas dindmicos descontinuos aparecem frequentemente em modelos matematicos.
Fendmenos com mudangas repentinas, como sistemas envolvendo atrito, colisdes,
vinculos intermitentes ou processo em que ocorrem trocas repentinas de estado podem
ser modelados usando tais sistemas dindmicos.

Um desses fendmenos é o movimento de estruturas feitas pelo homem (prédios, silos,
caldeiras, etc) sob a acdo de um terremoto. O modelo que motivou o trabalho comegou
a ser estudado por Hausner [3]. Ndo é de se estranhar, dada a natureza do problema,
que o trabalho desse autor tenha sido publicado no Bulletin of the Seismological Society of
America.

Apbs o terremoto de 2011 no Japdo, e por consequéncia o acidente nuclear de
Fukushima, podemos ver que essa preocupagdo é procedente, ja que estruturas seguindo

padrdes rigidos de construgdo podem colapsar sob a acdo de tremores.

4.1.1 O modelo Rocking Block

Considere um paralelepipedo de massa m, rigido, homogéneo de largura I, altura [, e
profundidade ;. Esse bloco estd apoiado numa superficie plana ¢ e com um coeficiente

de atrito grande o suficiente para que o bloco ndo deslize.

O centro de massa, CM, esta localizado na intersec¢do das diagonais AD’, A’D, BC' e
B’C. Vamos tomar a origem do sistema de coordenadas em CM. Os eixos ¥, y e z serdo
a reta passando por CM e, respectivamente, perpendicular a face AA’CC’, a AA’BB’
e a ABCD. Vamos supor que a superficie esteja sujeita a uma aceleracdo horizontal
ap(T) = (a3,(7),0,0).

Note que o bloco s6 pode oscilar em torno das arestas O = CC' e O’ = DD/, paralelas

ao eixo z. Vamos comegcar analisando o primeiro caso, representado na figura (14).
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Fig. 13: Esquema do modelo "rocking block".

CM

. P
o’ ag(t) O

Fig. 14: Visdo frontal da figura (13).
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Seja (x(7),0,0) o vetor que descreve o deslocamento da aresta O. Note que ¥(7) =
at;(T). O deslocamento angular serd denotado por af(7), com 6(t) > 0 se o bloco gira
em torno de O e 6(7) < 0 se gira em torno de O’. Portanto, se r(7) for o vetor que

descreve o movimento do centro de massa ao longo do tempo, teremos
w(T) = (x(7) — Rsin (« — ab(7)), R cos (« — ab6(7)), 0) . (21)

O momento de inércia de um paralelepipedo girando em torno do eixo z é dado por

mR?

Jcm = 3

Como estamos considerando um corpo rigido, a energia total do sistema mecanico

serd dada por

K="2 o) |2 +7M i)y, (22)
Substituindo (21) em (22), teremos
K = 2 (#(1))? + mRax(1)f(T) — 00(D) + 2O (ab(1)?
=5 cos (a — ab(7)) + > (a8(7))", (23)

4
onde Jo = Jom + mR? = ngZ é o momento de inércia devido a rotacao do bloco em

torno da aresta O.

A energia potencial do centro de massa serd

!
P=ngkawm—amny—%. (24)
Com as expressdes da energia cinética (23) e potencial (24) podemos escrever o

Lagrangiano como

L=K—-P=
%uuﬁ+mRmﬁwuymﬂw—wu»+%?mmﬂf—nngﬂw—ww»+%.

A equagdo do movimento é dada pela relacdo dd_r% = % Apbs realizarmos alguns
calculos, obteremos

af(T) + iax (T) cos (&« — aB(T)) + 38 sin (&« —ab(7)) =0 (25)

4R 4R - >
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Vamos tomar a aceleragdo horizontal da forma
at;(T) = eag cos (7). (26)
Substituindo essa tltima na equacgao (25), teremos

af(T) + Z_Ig{ sin (0 — af(7)) + sai—i cos (1) cos (x — af(T)) = 0.

Se fizermos a mudanca de variavel t = Qt, onde, Q? = i—i, obteremos
af(t) + sin (« — aB(t)) + ex cos (wt) cos (v — af(t)) = 0, (27)

Q
onde, w = 0 e 6(t) > 0. Se fizermos as contas para o caso em que 6(t) < 0 obteremos

af(t) — sin (a + aB(t)) + ea cos (wt) cos (a + ab(t)) = 0. (28)

Se dispormos as equagdes (27) e (28) juntas, teremos
af + sign(0) sin (a(1 — sign(0)0)) = —ae cos (a(1 — sign(0)0)) cos (wt), (29)

para 0 # 0.

Iremos ainda considerar uma constante 0 < r < 1 para representar a perda de energia
em cada choque do bloco com o chado. Mais tarde daremos o nome dessa constante de

coeficiente de restituicdo. Contando com 7, teremos o seguinte sistema dindmico

af + sign(0) sin (a(1 — sign(6)0)) = —ae cos (a(1 — sign(0)0)) cos (wt), (30)
0(th) = r0(tz) se 6 =0, (31)

onde t}, e t; sdo, respectivamente, os tempos antes e depois do impacto. Vamos supor

que o tempo de impacto seja instantaneo, ou seja, t}; = t.

Esse modelo apresenta vinculos que se alternam com o tempo. Quando o bloco esta
pendendo para a direita, o centro de massa se comporta como um péndulo invertido
com origem em O. Quando estd pendendo para a esquerda, o centro de massa também

se comporta como um péndulo invertido, mas agora com relacdo & origem O'.
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4.1 INTRODUGCAO

Fig. 15: Retrato de fase do sistema (33).

Para um bloco delgado, ou seja, « pequeno, é razoavel considerar que a linearizacdo
com respeito a & da equagdo (30) pode fornecer uma boa aproximacdo do sistema (30) .

Essa linearizacdo sera dada por
6—0+ sign(0) = —ecos (wt). (32)

Para analisarmos essa equagdo, procederemos como na teoria cldssica de perturbagdes,
ou seja, vamos descrever propriedades do sistema ndo perturbado (e = 0) e procurar

quais propriedades sdo preservadas para o sistema perturbado (¢ > 0).

Quando ¢ = 0, a equagdo (32) serd
0—6+ sign(0) = 0. (33)

Se considerarmos o formalismo de Filippov, podemos mostrar que a equagio (33)
satisfaz hipoteses andlogas, no caso descontinuo, as hipéteses que garantem a validade
dos teoremas (2.7) e 2.8. Seria possivel adaptarmos esses teoremas para estudarmos

equagdes descontinuas do tipo 32?7 Responderemos afirmativamente a essa pergunta.
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4.2 DEFINICOES GERAIS

Inicialmente, dividiremos o plano em duas regides

S* = {(x,y) € R2[x > 0},
S™ = {(x,y) € R?|x < O} ,

separados por = = h~1(0), onde h(x,y) = x.
Sejam V* € C*(R) com V*(0) = V~(0). Definimos H(x, y) por

2
. B 2 Vi) H*(x,y) := y? +V*(x)sex >0,

(x,y) = 5 +V(x) = - 2 - (34)
H™(x,y) = 3+V (x)se x <0,

e associado a H(x, y), definimos o campo de vetores

X y) = X*(x,y):=]JVH"(x,y)sex > 0, (35)
' X (x,y)=]VH (x,y)se x <0,

0 1
onde, | = ( ) 0) . Vale ressaltarmos que X (x, y) possui X como conjunto de desconti-

nuidade. A partir de (35) definimos o sistema dindmico descontinuo

(’?) = X(x,y) = {x Y , (36)
y y=-V'(x),

d
I _
onde, ' = I

Vamos fazer algumas hip6teses com respeito ao sistema (36) para que o seu retrato

de fase seja topologicamente equivalente ao mostrado na figura (16).

(H1) A origem (0,0) é um ponto de dobra dupla invisivel. Assim, devemos ter
X*(0,0) =0,

(X)?h(0,0) < 0, (37)
(X7)?h(0,0) > 0. (38)
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4.2 DEFINIGOES GERAIS

Wh%(z™) = Wezh

Weo{z7) W*(z™)

N

Fig. 16: Retrato de fase de um sistema dindmico descontinuo que satisfaz as hip6teses
dadas a seguir. Essa figura foi retirada do artigo [1].

Podemos dividir a variedade X da seguinte forma
r=X"UX"U{0,0)},

onde,
DI {(x,y) cR*x=0,y > O},
p o {(x,y) eRYx=0,y < 0} .

Além disso, >+ sdo regides de costura.
Usando que o campo de vetores X restrito a S* é Hamiltoniano e que H*(0,y) =

H™(0,y) podemos mostrar um teorema andlogo ao teorema (2.4).

Teorema 4.1. A fungio (34) se mantém constante ao longo das trajetérias do sistema (36).
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Por conta desse teorema, e da maneira que definimos X (x, y), diremos que (36) é um

sistema Hamiltoniano descontinuo e H(x, y) é o seu Hamiltoniano.

Substituindo as expressdes de X*(x,y) e h(x,y) em (37) teremos

(V*Y(0) > 0,

(V) (0) < 0.

(H2) Existem dois pontos de equilibrio do tipo sela, z* = (x*,0) € S*, ambos

pertencendo ao nivel de energia H~1(cy), isto &,

zt € {(x,y) c R%L H(x,y) =c1 > 0} :

Por isso temos que
H(zF) = VE().

Entdo, temos ¢; = V¥ (x*) além de (V*)/(xT) = 0.

Sejam

At =

0 1
—(Vi)”(xi) 0 /

as linearizagdes da equacdo (36) calculadas em z*. Para que z*

sejam pontos de
sela, o polindmio caracteristico p=(A) = det(A* — AI) deve ter raizes reais distintas,

diferentes de zero e de sinais opostos. Como p*(A) = A? + (V*)"(xF), suas raizes sdo

Ali,Z = +/—(VE)'(x*). Portanto, devemos ter

(VE)"(xF) < 0. (39)

(H3) Sejam WH/5(z7) as variedades estével e instavel do ponto z~ restritasa ST UX e
WH/5(z*) as variedades estavel e instavel do ponto z* restritas a S* U 2. Assumiremos

que essas variedades formem duas conexdes heteroclinicas, ou seja,

WHE)NE =W NE" ={(0,y+)},
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Wiz )NZ™ =WH*zHNZ™ ={0,y-)}.

Nessas condic¢des, y+. > 0 e y— < 0. Por consequéncia do teorema (4.1) temos
WH/5(z%) € {(x,y); Hi (x,y) = c1}, assim

H(QO,y+)=HO,y-) = 1.

Portanto, y™ = 1/2c1 ey~ = —/2c;.

(Hg) A regido compreendida entre as duas 6rbitas heteroclinicas é folheada por uma
familia de solugdes periddicas A.. Esta familia pode ser parametrizada pelo nivel de

energia c, isto é, para cada 0 < c < ¢y,

A= {(x,y)|H(x,y) = C}'

Veja que A intercepta X. nos pontos (0, +yo) € =%, onde yy = v/2c. Dependendo do

contexto, também denotaremos A, por Ay,

(Hs) O periodo T'(c) das solugdes periddicas A, é uma funcido C! e crescente com

AT 1
relagdo a c, ou seja, %(c) > 0 para todo 0 < ¢ < ¢1. Além disso, Ch_}rrgl I'(c) = ch—>I{)1+ m =

+00. Dependendo do contexto, também denotaremos T'(c) por I'(yg), onde o = v/2c.

Chamaremos de I'"(yp) o tempo necessario para a érbita Ay, ir de &* até ¥~ Defini-

mos de maneira analoga I'" (yp). Portanto,

T'(yo) = T (yo) + T~ (o).

O préximo passo é considerarmos duas fungdes

g : R2xS! - R?
(x,y,t) — gi(x, y,t),
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ambas de classe C! e T-periédicas em t. Definimos a perturbagio

g (x,y,t)sex >0
g(x: Y, t) = (40)
g (x,y,t)sex <0

Vamos estudar a persisténcia da conexdo heteroclinica, dada na hipétese (H3) e das

Orbitas periddicas, dadas por (Hg), para o sistema

(;) = X(x,y)+eg(x,y, ). (41)

4.3 APLICACAO DE POINCARE

Para estudarmos o sistema (41) precisamos definir uma aplica¢do de Poincaré. Vamos
considerar o retrato de fase estendido R? x S!: duas varidveis para designar o espaco e

outra para o tempo (f = 1). No espaco de fase estendido, definimos a se¢do de Poincaré

S = {(o,y,to) ER?x(0,T]|0<y< \/201}.

O dominio da aplicagdo de Poincaré nao sera todo o X*, mas sim um aberto U*(¢)

que ndo contém a conexdo heteroclinica quando ¢ = 0. A aplicagdo de Poincaré
P.:U*(e) C ZF — X,

serd definida pela composicdo de duas outras aplicagdes, como veremos a seguir.

Primeiro, usando a se¢édo
57 :={0,y,t) € R* x R|—+/2c; <y < 0},
definimos a aplicacdo

Pf:Uf(e) c Xt — 27
(O/ ]/0/ t()) b— (O/ Hy(¢+(t1/ O/ yO/ t()/ 8)), tl)/



4.3 APLICAGAO DE POINCARE

onde ¢*(t;0, yo, to, €) € solucdo de (41) passando pelo ponto (0, yp) no instante ¢, restrito
a §*, Il e I, sdo as projegdes sobre os eixos x e y, respectivamente, e t; > tg é o menor

valor de ¢, tal que
L (¢ (t1;0, yo, to, €)) = 0.

O proximo lema nos garante a existéncia de t; para € pequeno o suficiente.

Lema 4.2. Para € ~ 0, existe t1 que satisfaz a equagio
HX(¢+(t1; O/ }/0, tOI 8)) =0.

Demonstracao: A prova é baseada no Teorema da Funcdo Implicita. Note que

e Parae=0et=T"(yy) é verdade que TT,(¢*(T*(y0); 0, yo, to, 0)) = 0, onde yo = v/2c.

d
L EHX((P-‘—(tI x/ y/ tO/ 8))|(F+(y0),'0,y0,f0,0): yO ?/ 0

Assim, pelo Teorema da Fungdo Implicita, para € >~ 0 existe t(¢), tal que #(0) = I'"(yp) e

I (9" (t(e); 0, yo, to, €)) = 0.

De maneira similar, vamos considerar

Pr:U (gCcx” — 7
O,y1,t1) +— (0,1L)(¢™ (t2;0,y1,t1,€)), t2),

onde U™ (¢) C £~ é um aberto de ¥~ que ndo contém a conecgdo heteroclinica,
¢ (t;0,y1,t1,€) é solugdo de (36), passando pelo ponto (0,y;) no instante t; restrito

a S~ ety > t; € o menor valor de t satisfazendo a condicéo.
IT(¢p~ (t2;0,y1,t1,€) = 0.

Um lema andlogo ao Lema (4.2) garante a existéncia de t, para ¢ suficientemente

pequeno.

Lema 4.3. Para € >~ 0 existe t; satisfazendo a equagio

[1(¢p~ (t2;0,y1,t1,€) = 0.
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A aplicagdo de Poincaré P; é definida pela seguinte composicdo:

P.:U*(e) cZ¥ — X7
O, Yo, to) — Pgi o P:(O, Yo, to).

4.4 COEFICIENTE DE RESTITUIQAO

Quando lidamos com sistemas mecanicos onde ocorrem impacto, a energia antes e
depois do impacto ndo é a mesma. Na verdade, a energia depois do impacto é menor
que antes. Podemos pensar no impacto de uma bola eldstica contra uma superficie
plana, ignorando o atrito com o ar. A bola ird quicar na superficie, perder energia com
sua deformacdo e voltar com uma velocidade menor do que quando chegou. Entéo, a

perda de energia é traduzida na perda de velocidade.

Mais precisamente, se a trajetdria cruza a variedade X num ponto (0, y,, t;), esse estado
é substituido por (0, ry,, t,), onde r € (0,1]. O parametro r é chamado de coeficiente de
restituicdo. Como dissemos antes, vamos assumir que o impacto seja instantaneo, ou
seja, t, = tp.

Considere a aplicagdo

R,:Y — X% (42)

(0/ Yo, tO) b— (0/ Yo, tO)

Entdo, a aplicacdo de Poincaré para o caso perturbado (¢ > 0) e ndo conservativo
(r <1),serad
158,7’(0/ }/0/ tO) = (Ri’ o Pgi o RI" o Pg+)(0/ ]/0/ tO)

Veja que P, é tdo suave quanto o fluxo restrito a ST, jd que P, , é uma composicéo de
aplicagdes suaves.

Definiremos ¢(t; xo, Yo, to, €, ) a solugdo do sistema (41) com condigdo inicial (xo, yo, to).
Veja que ¢ é a concatenacdo das solugdes ¢* e ¢, ou seja, se xg > 0 (resp. x¢ < 0)
aplicamos ¢ (resp. ¢ ) até a trajetéria encontrar ¥, dai aplicamos R, e continuamos
o processo. Se xg = 0 procedemos de maneira similar, mas agora dependendo do

sinal de yo. Assim, se yp > 0 (resp. yo < 0) aplicamos ¢* (resp. ¢~). Iremos
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utilizar frequentemente pontos iniciais do tipo (0, yo, tg), portanto, o sinal de vy sera

determinante para sabermos a direcdo da trajetéria.

4.5 SEQUENCIA DE IMPACTOS
Dado (0,0, to) € £* definiremos a sequéncia de impactos (y ,, t. .) como sendo

Oty Ry o Py (yo 1t 1) se il <0,
erster): R. o PHyi=1 fi-1 i-1 <
r O L (ys,r rter ) se ys,r >0,

onde (12, 2,) = (yo, to). Veja que a sequéncia seré finita caso o fluxo encontre ¥ apenas
um numero finito de vezes, ou seja, a partir de um momento o fluxo permanece em S*
ouS™.

Por exemplo, para o caso ndo perturbado (¢ = 0), r < 1 e (0, yo, to) € " teremos que

a sequéncia de impacto serd

. 1 e i . _

(yi i )= (rlyo, tf),r +I (-7 y0)> seiéparei > 2,
0,7'/ 0,1" _1,«1 tZ_l +F+( i—1 o, . > 1
Yoty , r"yp)) seiéimparei > 1.

Uma vez definidos os impactos, (yér, té/r) podemos escrever de maneira mais rigorosa
o que é uma solugio ¢ do sistema perturbado (41) com condicio inicial (0, yo, tg) € &+

¢r(t0,y2, 12, e) se t3 <t < tEH

er 7
$(t;0,y0, to, &, 1) := . . ‘ o
(P_(t; O,y21+1 t21+1 8) se tg,l;'l S t < t21+2

gEr ey 7 gr 7

para i > 1. Caso o nimero de impacto seja finito tomamos o tdltimo té’r = o0,
Chamaremos de parte 2i da 6rbita ¢(t; 0, yo, to, €,7) & Orbita ¢*(£0,y%,, 12, ¢). Analoga-

mente, chamaremos de parte 2i + 1 da 6rbita ¢(t;0, o, to, €, 1) & Orbita ¢~ (10, Y2+, 1211 ¢).

46 ORBITAS PERIODICAS

No préximo lema apresentaremos uma maneira de calcular o periodo I'(c).
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Lema 4.4. Dado c € (0, c1), o periodo I'(c) das orbitas periddicas A, é dado por

1(C
! du) : (43)

(V)
I'(c)=2 (/0 \/m / 2(c — V—(u))

Demonstragdo: Vamos denotar a solugdo periddica A, por A, = (Agl)(t), Agz)(t)). Para

0 <t <TI*(c), A satisfaz as seguintes equagdes

AV @) = AP,
AP = —(vry D)), (44)
AD©0) =0,A2(0) = v/2c.

d

onde = T

Para essa curva, também é valido

HoA (1), A2(1) = ¢ = A2(1) = =\/2(c — v+ D(n)). (45)

Sabemos que a curva /A, cruza o eixo x, assim, existe f € (0,I"*(c)) tal que A‘(;Z)(f) =0.

Por (45) temos que V+(/\((;1)(f)) = ¢, entdo podemos escrever Agl)(f) = (V") o).

Para t € (0, f) temos

3 (1)
Afz)(t) -1= / & AD@)dt = F = / AD bt = F =
A& 0 At \/2 V+(A<1>(t)))
PG 1 B (VH ) 1 _
= / du=*%= / du =t,
A0 v2(c — V+(u)) 0 2(c — V+(u))

onde na pentltima implicagdo consideramos a mudanca de varidvel u = )'\gl)(t). Resu-

_ (Ve 1
t:/ du
0 2(c — V*(u))

Podemos fazer calculos andlogos para t € (£, a*(y)), dai teremos

_ (V7o) 1
I(c)—f= / du
0 2(c — V*+(u))

mindo,
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Portanto,

(Vo) 1
T*(c) =2 / du
0 2(c — V*(uw))

Seguindo um argumento parecido, obtemos

IR )
o= 2/0 e v

Lema 4.5. Qualquer orbita periddica do sistema (41) tem periodo nT para algum n € IN.

Demonstragao: Seja y(t) uma solugdo periddica do sistema (41) de periodo 7. Nos

basearemos em duas igualdades: y(t) = y(t + T) e ¥(t) = ¥(t + 7).

Como (t) e y(t + T) sdo solugdes de (41), segue que

() = J.VH(y(1)) + eg1(7(1), 1),
Tt +71) = J.VH(y(})) + eg1(v(b), t + 7).

Dai,
gl(’)’(t)/ t) = gl(’)’(t)/ t+ T)‘

Como g1 tem periodo T, segue que existe n € N tal que 7 = nT.

Dado um ponto (0,7o,f) € U'(e) C X*, pelo Lema 4.5 uma 6rbita periddica
¢(t;0, 70, to, €, 1) tem periodo nT para algum n € IN. Assim, existe m > 1, tal que

Pg . .. PS_,E = STn_,_ = _’_ .
o...0 Pe(o, to) = PY" (o, to) = (Wo, to + nT) (46)

m vezes

Tomaremos o menor m que satisfaz (46). Uma orbita que satisfaz a condi¢do anterior
é chamada de (m, n)-drbita periédica. Note que este tipo de 6rbita pode ser visto como

uma solugdo que cruza 2m vezes a variedade de descontinuidade X e de periodo nT.

Quando ¢ = 0, dizer que uma 6rbita A, é uma (m, n)-6rbitas periddicas é equivalente

a dizer que T(yp) = %
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Reescrevendo (46), usando a sequéncia de impactos (yé/r, té,r) de uma (m, n)-6rbita

periddica, teremos

v —yo =0, (47)
t2" —tg—nT = 0.

Observe que podemos utilizar os niveis de H para parametrizar ©*. Desta forma, se

H(0, yé’ﬁ) — H(yo) = 0, entdo ygrf —yp = 0. Assim, podemos substituir a condigdo (47)
por

H(O,y2") — H(0,0) =0, (48)

12" —tg—nT = 0.

47 FUNCAO DE MELNIKOV

Como estamos lidando com um problema de perturbagdo, vamos frequentemente
expandir expressdes em séries de Taylor em torno de ¢ = 0. Serd o caso de (48). Mas
antes, para que tenhamos uma férmula sucinta para tal expansao, definimos a seguinte

integral

2

/ " (VH, g)(@(5:0,y0, to, &, 1), t)dt :=

to

i=0

f%i+1

L (TH 8@ (0,2, 120, e,1), it + (49)

2i+1
er

12i+2 . .
/t (VH™,g )¢~ (50,25, 1254 e, 1), t)dt) .

Os préximos dois lemas nos dardo a expressao de (48) em torno de € = 0.
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Lema 4.6. Sejam m,n > 1 com mdc(m,n) =1, (0, o, to) € Yt e (0, yé/r, té,r) a sequéncia de

impactos de uma (m, n)-6rbita periddica. Entio,

th

H(O,y27) — HO,y0) = 1 [e /t "(VH, ) (¢(t:0,0, to, &, 1), )t + (50)

0

+ 2;;1 (H <0,yé/r> —H (0, @))] .

Demonstragdo: Para qualquer (x*,y*) € STUXE t>tree >0 temos

d

g (HE@ Gy £, 0)) = e(VHS, g5) (@™ (Ex" y", £ 0), 1), (51)

Se ¢(t;0, yo, to, &, ) é uma (m, n)-6rbita periddica do sistema (41) teremos que as partes

2i e 2i +1 da 6rbita ¢ irdo satisfazer, respectivamente

% (H'@* (0,42, 2, 0) ) = e(VH", g*)(¢" (50,52, 121, 9, ), (52)

d o . . o _ . .
= (H @ G0,y 25, 0)) =e(VH, g )@ BOyE 20,0, (3)

Integrando as expressdes (52) e (53) em seus intervalos de defini¢do e levando em
conta a igualdade

H(O/ ]/E,T) = VZH(QD(I%TI O/ ]/0/ tO/ g, 7’)),

teremos

2i+1
tS r

J;

i
&

2 d
€<VH+,g+>((P+(t} O, Yo, tO/ €), t)dt = /tZi % (H+(¢+(t,‘ x*/y*’ t*, g))) dt =

2i+1
= H"(¢" (10,50, to, ©)) — H* (9" (20,0, to,€)) = H (o, fer ) —H (0,y2)

i B2 g
L €(VH 809 G0y 0,00 = [, 5 (H (@7 "y ' o) dt =

2 gin dt

, , , y2i+2 )
= H_(Gb_(t%,l:z/ 0/ yOI tO/ 8)) - H_(¢_(t%,l:1101 ]/0/ tO/ 8)) =H (0/ 8;:’ ) —H (O/ ygj;:H) .
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Somando as duas expressdes anteriores chegamos a igualdade

t21+1

£ 2 ( / T VHY, g (50,2, 12 e 1), Hdt) + (54)

t21+1

t§/1+2
/ (VH™, g7 )¢50,y 125, ,r),t)dt)> =

T (1 (02) ot )+ (o (02) - 0)

i=0

Usando (49) podemos reescrever (54) como

2 2m—1
/to (VH, )(@(£0, yo, to, &, 1), )dt = _20 ( ( y”) H(O, y”))
L (1 o) -0,

Portanto,

th

H(O,yé’f) — H@O,yp) = r* [ / (VH, g)(¢(t;0,y0, to, €, 1), H)dt +

+ 2?;01 (H (o, yé/,) _H (0, @))

Lema 4.7. Sejam m,n > 1, (0,90,f) € £ e (0,y.,,t.,) a sequéncia de impactos de uma

O

(m, n)-6rbita periddica. Entdo, para € >~ 0 a expansdo de Taylor da expressio (4.6) é dada por:

2
HO, y2) — H(O,y0) = 2 (1" ~ 1) +£G" (o, o) + O() + Oelr ~ ),

onde

nT
Gm(y()/ tO) = /0 <VH/ g> (¢(t/ 01 Yo, O/ O/ 1)/ t+ tO)dt

Demonstragdo: O termo constante da expansdo de Taylor para € ~ 0, da expressdo
(50), é obtida calculando H(O, y%ff) — H(0,yp). Pelo Lema 4.6

2m71 , i
HQO,y5?) — HO,yo) =1* Y (H(Ofyé,r) —H (0‘1/%» : (55)

i=0
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Acontece que

. yi+1
H(O,yh,) = H (0, Or ) .

r

Portanto

H(O. 127 _ 2! i Yor\\ _ 2 om—1 Yo _
O —HOy) = Y [HOyh)—H (0,2 ) | = (HOu3 -1 (0,2)) =

i=0
(56)
2..4m

(o 0.%) <11 (0)) -2 (57 - ) ey

Para encontrarmos a parte linear em ¢ da expangdo em Taylor, precisamos calcular

% (H(o, yer) — H(, yo’) L:o ’

Faremos esse célculo derivando as duas parcelas dadas na expressado (50). Primeiro

d £ 2
% (8 /t (VH, g)(¢(t;0, Y0, to, &, 1), t)dt> = /t (VH, g)(¢(t;0,y0, to, 0, 7), t)dt.
0 =0 0
(57)
d 2m—1 ) yi
Agora, precisamos calcular I H(0, yé’,) —H1O0, % . Como
=0 e=0
Ver| 1 i
H (0, T) = }’_ZH <0’y8 7‘) ,
temos
4 2m=1 ] i d2m=1,2_14
o (H(o, v — H (o%)) ==Y SH (o) - 68
=0 e=0 =1 e=0
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Por (50), (57) e (58) teremos

d o
L (H(O,yi’f)—H(O,yo)) _ 2 / " (VH, §)(¢(50, yo, to, 0, 7), )dt+
de =0 )

e=

2m—1

NG S ()

i=1

e=0

d
Vamos agora expandir % (H(0, y2") — H(0, o))

para r proximo de 1. Assim,
e=0

2m

= /t "(VH, g)(@(t0, Yo, t0,0,1), dt + O(r — 1. (59)

E:O 0

& (1,2~ HO,y0))

Como ¢(t;0,y0, to,0,1) é solugdo de um sistema autonomo, tem-se:
¢(t/ 0/ yO/ tO/ O/ 1) = (P(t - tO/ 0/ yO/ 01 O/ 1)

Além disso,

t5 = to+nT.

Portanto,

$2m to+nT
/t "IV H, ¢) (@50, yo, to, 0, 1), £)dt = /t " VH, 950, o, t0,0,1), dt = (60)
0 0

nT nT
= [ (VH,)(@(t:0,40,0,0,1),t + to)dt = /O (VH, §)(@(t0,40,0,0, 1), t + to)dt.
0

Definimos
nT
Gm(y()/ tO) = /0 <VH/ g>(¢(t/ O/ Yo, 0/ O/ 1)/t+ tO)dt (61)

Segue de (56), (59), (60) e (61), que

2
H(0, y2™) — H(0, yo) = 22 ( am _ 1) +e(G™(yo, to) + O(r — 1)) + O(e2) =

D[S ™

(#m _ 1) +eG™(yo, to) + O(e2) + O(e(r — 1)),

como queriamos mostrar. [
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Fixados m,n € N e (0,7) € £*, chamaremos de fungdo de Melnikov subharmonica a
fungao
M™. 0,T] — R (62)
nT
to 1 — / (VH, g)(¢(t;0,10,0,0,1), t + to)dt.
0

4.8 EXISTENCIA DE (m,n)-ORBITAS PERIODICAS

4.8.1 O caso conservativo, r =1

Teorema 4.8. Considere o sistema definido em (36) satisfazendo as hipdteses H1 - H5 quando
e = 0. Seja (0, 1o, fy) € X+ onde Fy é zero simples da fungio de Melnikov subhamonica M™"(to)
e ¢(t;0, o, o, 0, 1) é a (m, n)-6rbita periddica do sistema nio perturbado (¢ = 0) que passa pelo
ponto (0, Fo, to).

Entdo, existe gq tal que para todo 0 < e < eg, podemos encontrar yo(e) e to(e) onde

¢(t;0,yo(e), to(e), €) é uma (m, n)-6rbita periddica de (41).

Demonstragiao: Fixemos m e n primos entre si. Como j4 tinhamos dito anteriormente,

para mostrarmos a existéncia de uma Orbita peridédica precisamos resolver a equagdo

H(O/ ygﬁq) = H(O/ yO)/

- (63)
ts,l =tfo+ nT.

Pelo Lema 4.7 e usando r = 1, podemos reescrever (63) como
eG™(yo, to) + O(e?) = 0,
t21 — tg — nT = 0.

Para nos auxiliar, considere a funcdo

G"(yo, to) + O(e) ) |

len(o,yo, tO, 8) =
12 —tg —nT
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_ 0
e Veja que Fy;,4(0, 7o, to, 0) = (O) Primeiro, temos que

_ nT 7
t%f’f:t0+mz:t0+nT:>t%f’11—to—”T=0- (64)

Depois M"™"(ty) = G™(ijo, to) e, por hipotese, fy é zero de M™"(tj), portanto
G™ (i, fo) = 0.

e Seja I'(yo) definido na hipétese (Hs). Entao,

W 0t 20, o)
_ oy Yorto) = os to dr _ aG™
det(DFm,n(O,yo,to,O))= ay%r dto :_md_(gO)aT(gOItO)_T/O'
m e =(0) 0 Yo 0
0

De fato, por (Hs) temos que ;—r(y'o) # 0. Além disso, fy é zero simples da fun¢do
mmn 70 oG™

BT (to) = a—to(y_o, to) # 0.

Pelo Teorema da Fungdo Implicita, existe g > 0, tal que para cada 0 < & < g existem

de Melnikov, assim

tinicos y,(¢) e ty(e) , onde Fy (0, yy(e), ty(e), €) = 0, ou seja,

eG"(yy(e), ty()) + O(e?) = 0,
tg"f — to(e) —nT =0.

Portanto, a 6rbita ¢(t;0, yo(e), to(€), €, 1) é uma (m, n)-6rbita periddica para o sistema
(41). O

Com o que fizemos até agora, podemos descrever uma técnica para encontrarmos
Orbitas periddicas do sistema dinamico (41).

Fixados m,n € IN primos entre si, pelo Lema 4.4 podemos achar (0, 7p) € £7, tal que

Ay, seja uma (m, n)-Orbita periddica. Portanto,

= = =1 (0],

n
m m

Apos encontrar a 6rbita ¢(t;0,7,0,0,1) podemos calcular a fungdo de Melnikov
subharmoénica M™"(ty). Nos resta procurar g € (0, T], tal que M"" () = 0. Cada zero

da fungdo M™"(tg) representa uma (m, n)-6rbita periddica do sistema (41).

48
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4.8.2 O caso dissipativo, r < 1

Nesta se¢do nos preocuparemos com o caso em que o coeficiente de restitui¢do r é
considerado. Mostraremos que neste cendrio continuaremos garantindo condi¢des para
a persisténcia da (m, n)-6rbita periddica.

Como na demonstragdo do Teorema 4.8, queremos garantir que a equacdo

P, fo) = (Fo, to +nT) (65)

tenha solucdo parae >0e 0 <7 < 1.

Para isso, usaremos a mesma estratégia. Resolvendo

H(0,y2™) — H(yo) =0, (66)

12—ty —nT = 0.

garantimos a existéncia de solugdo de (65).

Teorema 4.9. Sejam m,n € IN primos entre si, (0, o, fp) € ¥*, onde Fy é um zero simples
da funcdo de Melnikov subharmonica M"™"(to). Entdo, existe p > 0 tal que, dado &7 > 0
satisfazendo 0 < ; < pexiste by > 0, tal que, see = &5 er =1 — 76, entdo para todo 0 < § < Jy
existe (yy, ty) € 2o, onde ¢(t;0,y*,t*, ¢,r) é uma (m, n)-6rbita periddica de (41).

Mostraremos que as equagdes (66) admitem solug¢des periddicas parae ~0er ~ 1.

Sejag, 7 > 0e d > 0 definimos

e(d) = & (67)
1) =1—75

Por (4.7) e (67) temos

H(O/ y%gjl—?é) - H(O/ yO)

y% _ ms\dm Z5Mm 2
2 ((1 76) 1) +25G™ (o, to) + O(?).
Segue do bindmio de Newton que

(1 — 7)Y =1 — 4mré + O(5?).
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Portanto,

H(O, y23) 1s) — H(0,y0) = —2mPy56 +esM™ " (tg) + O(5%).

Defina agora,

—2mry3 +EG™(yo, to) + O(0) )

E, (0,0, to, 0) =
n,m(0, Yo, to, 6) <t§,’ﬁ—t0—nT

m,n m,n
M (fo) # 0. Suponha que M
dto dtO

(fo) < 0 é andlogo. Por continuidade, existe A > 0 tal que

Observe que G™ (o, fg) = M"™"(fp) =0 e (to) > 0.

mn

dto

O caso em que

m,n

|t()—f0|<)\:> (t())>0.
dty
Definimos agora
_ M™ (g + A)
T 2my?
Para 0 < g < p, existira o € [0, T] tal que
2mri;3

M"™"(fo) =

E facil ver que
Fi’l,m(ol yOI fO/ O) =0.

Falta mostrar que det (DF,, 1))(o, fo, 0) # 0. Mas,

Y [ L oG™
~ R _47717’]/0 +& ) (]/O/ tO) T(]/O/ tO) dar oGm .
DEy, 1) W0, f0,0) = /0 0 = —m—— (o) 3 (7o, fo).
! ar dyo dto
md—yo(]/o) 0

AMn
dtg

m
Por hipétese, d—r(y'o) #0e ai(yOI fo) =
d]/o 8

; (fo) # 0. Portanto, é verdade que
0
det (DP(yo,fo))(y_O/ tO/ 0) ?'[ 0.
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4.9 CONEXOES HETEROCLINICAS

Pelo Teorema da Funcdo Implicita, existe Jy, tal que, para todo 0 < § < Jp existem
Yo(d) e t,(d), onde E, (0, Yo(9),t,(6),0) = 0 e assim a Orbita ¢(t;0,y0(9), to(6), (d), 7(d)) é

uma (m, n)-6rbita periddica para o sistema (41).

4.9 CONEXOES HETEROCLINICAS

Sabemos que pela hipotese (H3) feita relativamente ao sistema (36), existem duas
orbitas heteroclinicas conectando os pontos de sela z* = (x*,0). Caso r < 1, a origem
serd um atrator global. Queremos estudar a persisténcia das 6rbitas heteroclinicas no
sistema perturbado (¢ > 0) nos casos r =1 e r < 1. Mostraremos que nos dois casos tais
Orbitas existem.

Quando consideramos sistemas dindmicos continuos, o estudo da persisténcia de
Orbitas heteroclinicas pode ser feito usando o ja conhecido método de Melnikov.

Nesta se¢do, modificaremos o método classico de Melnikov e provaremos sua validade
para sistemas descontinuos do tipo (41).

Sabemos que se estendermos separadamente os sistemas X *(x, y) + g™ (x, y, t) para
todo R? x S! teremos dois sistemas dindmicos continuos, onde podemos aplicar a

+

teoria classica de perturbagdes. Como z™* sdo pontos de equilibrio hiperbélicos, para

¢ > 0 suficientemente pequeno existem duas 6rbitas T-periédicas hiperbélicas AF =
{zF(1); T € (0, T]} com variedades estaveis e instaveis W*/*(AF) de dimensio 2.

Para um ty € (0, T] fixemos a se¢do de Poincaré
o = {(x,y,to), (x,y) € R*}.
Consideremos ainda a aplicagdo

Hto 12Xy — X
(x,y,t0) '— ¢to+T;x,y,to,&7),
onde ¢(t; x*,y*,t*,¢,r) é solugdo dos sistema (41) e (42) que passa pelo ponto (x*, y*, t*).
Essa aplicagdo tem zE(ty) como pontos de sela com variedades estdveis e instaveis

WS (zE(to)). Para respondermos as perguntas feitas no inicio da secdo, estudaremos

a intersecdo de W¥*(zF(to)) com X. No caso nao perturbado (e = 0 e r = 1) W¥#(zF) e
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W5(zF) intersectam X transversalmente nos pontos (0, ) e (0, y_). Vamos nos concen-
trar na persisténcia da conexdo (0,y+). Quando consideramos o sistema perturbado
para e proéximo de zero, as variedades W"(z; (fg)) e W*(z; (fp)) cruzam X nos pontos
(0, y¥(to)) e (0, ya(to)). Lembrando qual o efeito do parametro r definido na segao (1.3),

as variedades W*"(z (tp)) e W°(z{ (tp)) irdo se intersectar quando

1y (to) = ya(to),

para algum fo € (0, T]. Como antes, usaremos o Hamiltoniano H para medir a distancia

entre os pontos (0, y¥(to)) e (0, yi(tp)). Definimos
A(to, &,7) = H(O, 1y (to)) — H(0, y3(t)) = r*H(0, ¥ (t0)) — H(0, y:(t0)). (68)

Entdo, teremos o seguinte resultado

Teorema g.10. Considere o sistema (41), (42) e (0,y1) = W*(z") N E. Defina a fungio de

Melnikov como
M) = [ (VH,g) @(t:0,y0,t,0,1), B, 69)
onde

¢~ (t;0,v0,t0,0,1) se t < tg,
¢(tl 0/ Yo, tO/ 0/ 1) =
¢t (t;0,y0,t0,0,1) se t > to,

é uma 6rbita heteroclinica do caso ndo perturbado. Se ty > 0 é zero simples da fungdo M(ty),

entdo as seguintes afirmagoes sio verdadeiras

(a) Ser =1, existe g > 0, tal que para todo 0 < & < gy podemos achar um zero simples
t(e) = to+ O(e) da funcgio (68). Portanto, as curvas W"(z; (£(e))) e W5(zf (E(e))) se
interseptam transversalmente no ponto (0,yy) € X, e-proximo ao ponto (0,y.). Além

disso, ¢(t,0,yy,, F(€), &, 1) é a 6rbita heteroclinica que liga as 6rbitas periddicas AE.

(b) Ser < 1, existe p > 0, tal que §,7 > 0e 0 < g < p podemos achar 5y > 0, tal
que, se €(0) = &0 er(0) =1 —76 com 0 < & < &y, existe (9), zero simples da fungdo
(68). Assim, as curvas W"(z; (£(5))) e W*(z£ (£(0))) interseptam X transversalmente
respectivamente nos pontos (0, y?f) € X satisfazendo ry, = y;, tal que, ¢(t,0,y;,¢,7) éa

Grbita heteroclinica que liga AF.
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Demonstrag¢do: Vamos comecar definindo

P—(T/ 8) = H_(¢_(T; O/ y?(tﬂ)/ fo, €, 1)) - H_(¢_(T; Ze_(tO)l to, €, 1)) seT < to,
P+(T/ S) = H+((P+(T; 0, yi(tO)/ to, €, 1)) - H+((P+(T; Z:(tO)/ to, €, 1)) se T > fy.

Quando T = t( teremos

F (to,e) =H (¢ (to; 0,y (to), to, &, 1)) — H (¢~ (to; z¢ (to), to,&,1)) = (70)
= H (0, y; (tp)) — H (z; (to)),

F+(t0/ S) = H+(§b+(t0; O/ yz(tO)l fo, €, 1)) - H+(¢+(t0; Z;(tﬂ)/ to, €, 1)) = (71)
= H"(0, y;(to)) — H"(z{ (to))-

Reescrevendo (68) usando (70) e (71) teremos

Alto,€,1) = r*F_(to, €) — Fi(to, €) + " H (z; (to)) — H (2 (to)). (72)

Acontece que

H*(zE(t)) = HE(2F) +¢ <VHi(xi,0>, (axg: (to)
—— N e’ de

(5] 0

,o) > + O = 1 + O().
e=0

Portanto, (72) se escreve como

Aty &, 1) = *F_(to, €) — Fi(to, €) + (* — 1)cy + O(?).

Vamos encontrar uma expressdo para F_(t, €) e Fi(to, €). Primeiro, veja que

aair('f' e)=e(VH, g7 ) (¢~ (T;0,yt (o), to, &, 1) — ¢~ (T; 2¢ (fo), to, €, 1), T),
oF,

ot (T/ 8) =€ <VH+’ g+> ((P+(T; 0, yi(tO)/ to, €, 1) - ¢+(T; Z:(tO)/ to, €, 1)/ T)'
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Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos

F_(tg,€) — F_(T"¢) = (73)
to

= /Tu & <VH7, g7> ((Pi(rr O/ y?(tO)l tO/ g 1) - (Pi(T/' Z; (t()), tO/ g, 1)/ T)dTI

Fi(tg,€) — Fo(T%, €) = (74)

TS
= — / e (VH', ¢") (97 (7;0,y3(t0), to, &, 1) — ¢ (T; 27 (o), to, €, 1), T)dT.
fo

Pelo Teorema da Variavel Estével/Instavel (2.3), as 6rbitas em ws/ AT convergem
exponencialmente para AZ quando t — oo (resp. t — —o0). Ou seja, existem constante

k, A e 1, tal que,

‘4’7(1'} O/ y?(tO)l tO/ g, 1) - (Pi(T/' Z;(tO)/ tO/ &, 1)| < keiAT se T < 10,
9™ (T;0, ¥3(to), to, &, 1) — ™ (T3 28 (to), o, &, 1)| < ke T se T > 1.

Portanto, também existem k', A’ e 7 tal que

|H= (¢ (%;0,y"(to), to, &, 1)) — H™ (¢~ (T; 27 (o), to, &, 1))| < Ke ™" se T < T,
|H™(¢™(1;0,y5(to), to, &, 1)) — H (¢ (T; 2¢ (to), to, €, 1))| < KeMTser> 7.

Pela afirmagdo acima, teremos
F (T";e) = H (¢~ (T";0,y¢(to), to, &, 1)) — H™ (¢~ (T"; z (to), to, &, 1)).

Portanto,
lim F (T%e&) =0

T ——00

Também

F(T%, &) = H (¢ (T%;0,y5(to), to, &, 1)) — H (¢~ (T%; 21 (to), to, €, 1)).
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E assim,
lim F.(T%¢) =0.
TS =00

Além disso,

/T to e(VH™,g7) (¢~ (1;0,y(to), to, &, 1) — ¢~ (T3 2= (to), to, €, 1), T)AT =

= H (¢~ (to; 0, y¢ (to), to, &, 1)) — H™ (¢~ (T*; 0, y¢ (to), to, &, 1)) —

H™ (¢ (to; z: (to), to, &, 1)) + H (¢~ (T"; z (to), to, e, 1)) =

= H™(0,y:(to)) — H (¢~ (T";0,y¢ (to), to, &, 1)) —

H™ (3 (t0),0)+ H (™ (T x; (t0),0, o, &, 1) ———— H (2 (t0) — H™ (0,y(to))

De maneira anéloga

TS
/ € <VH+I g+> (¢+(T/ O/ ]/z(to)/ tO/ g, 1) - (P+(T; Z:(tO)I tO/ g, 1)/ T)dT T—>
to 5—o00

— H(0,y:(to)) — H' (2 (fo)).

TS —o0

Portanto, as integrais convergem e por (73) e (74) temos

fo
T (to,¢) = / e (VH ) @ (@0, yE ) o6, 1) — ¢ (T (to) o8, 1), DT,

F+(t0/ S) = /i’ € <VH+I g+> (¢+(TI 0/ yz(tO)/ tO/ g 1) - ¢+(T; Z:(tO)/ tO/ g 1)/ T)dT'
0

Expandindo F; em série de Taylor em torno de ¢ = 0

to
F (tye) = ¢ /_ (VHT,87) (@7 (@0,y0,t0,0,1), DT+ O(E), (75)

Fo(to,c) = ¢ /t T VHY, g% (6710, v0, to, 0, 1), )T + O(ED).
Substituindo (75) em (72)
Aty e, 1) = (> — 1)F_(to, €) — eM(ty) + (> — 1)cq + O(€?). (76)

A partir daqui dividiremos o estudo em dois casos: quando 7 =1 e quando 0 < r < 1.
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Caso (a): r=1.

Por (76), teremos
Aty €,1) = —eM(to) + O(£?).

Se existir t* € R e e > 0, tal que A(t*,¢,1) = 0, entdo as variedades WS/t (zE (1)) se
interseptam.

Para nos auxiliar, definimos a fun¢do
A(to, €) = M(to) + O(e). (77)

Veja que At g, 1) = eA(to, €). A expressdo (77) satisfaz as proximas duas igualdades,

pois por hipétese fj é zero simples da fun¢do M(t).
e A(fp,0) = 0.
oA

_ oM _
a—to(to, 0) = a—to(fo) #0.

Pelo Teorema da Fungdo Implicita, existe gy > 0, tal que para cada 0 < & < g existe
unico fy(e) € (0, T], com £y(0) = £y e

A(t(e),€) = 0.

Portanto, A(f(e), ) = 0 e, assim, podemos concluir que para 0 < & < gy as Orbitas
heteroclinicas sdo persistentes no sistema (41).

Caso (b): r<1.

Sejam £,7> 0,0 >0e

e(d) = &9,
r(6) =1—76.

Substituindo as tltimas igualdade em (76)
A(to, 0) = & (76 — 27)(F_(tg, 8) + c1) + EM(tp) + O(0)) .

~ 1
Vamos estudar a funcao A(ty, d) = EA(tO' 0).
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Como £ é zero simples da fun¢do M(tg) definida em (69), entao [fl—tM(fo) # 0. Suponha,
0

sem perda de generalidade, que c;—tM(fo) > 0. Por continuidade, existe A > 0 tal que
0
, aM
[to — Fo| < A = ——(tp) > 0.
dto

Defina _
0= M(tg+ A)

2C1

e tome 7, &€ > 0 tais que 0 < - < p. Entéo,

o

27 i
M%%@%I<M%+M,

N - N 2cq7
Mais uma vez, por continuidade existe ty € (o, fo + A) tal que M(tg) = i

Pelo Teorema da Fungdo Implicita, existe p > 0 tal que, para todo 0 < § < Jy existem
tnicos #(9) e 7(d) com (0) = £y, 7(0) = 7o e A(£(9), 7(9)) = 0. O

4.10 EXEMPLO
Considere a equagdo diferencial descontinua e linear por partes, dada em (33)

=y, (78)
Y = x — sign(x).

Descreveremos o ultimo sistema em termos da nota¢do do capitulo anterior. Note que o

sistema acima é Hamiltoniano, com fun¢do Hamiltoniana dada por

2

H(x,y) = %+ V(x), (79)
onde 5
V(x) = —% + x|

Consideramos o sistema perturbado
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xX=y,
Y = x —sign(x) — eg(x, y, t).

Definimos também o campo vetorial descontinuo X (x,y) = (y, x — sign(x)). Como
esse é um sistema linear por partes, podemos obter explicitamente as expressdes, em
termos de funcdes elementares, das solucdes de (78) passando por (xo, o) € R? \ & num

instante ty € R. As solucdes sédo

xE(t) = c1 el + cf “t41, (80)
yE(t) =cfel —cre !,
onde
;= %me_to, (81)
c; = sl AL go Tl

Vamos mostrar que o sistema (78) satisfaz as cinco hip6teses dadas na secado (4.2).

(H1) Como V" (x) = —1 < 0 por (39), os pontos de equilibrio z* = (£1, 0) sdo pontos
de sela. Definimos ¢ := H(1,0) = 5

(H2) Note que (V*)'(0) > 0e (V) (0) < 0. Assim a origem é uma 2-dobra invisivel.
(H3) Considere as curvas

T:—t(t) = (1 - et/ _eit)/
lIj;—(t) = (1 - e_t/ e_t)/

Y, ()= —1,¢),
Y.t =("'-1,-e".
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Veja que essas sdo solugdes heteroclinicas com

WH(z*) = {¥;(t);t € (—o0,0)},
We(z") = {¥:(t);t € (0,00)}.

Também,

WH(z7) = {¥, ();t € (—c0,0)},
Wi(z7) = {¥; (t);t € (0,9)}.

Note que, ¥;(0) = ¥, (0) = (0,—-1) e ¥3(0) = ¥, (0) = (0,1). Entdo, W?(z")NX™ =
WtzHNE™ ={0, -1} e Wz )NZr =Wz NZ* ={(0,1)}.

(Hg) Sejac € (0,c1) e yo := v/2¢. Queremos mostrar que a solugdo ¢(t;0,10,0,0,1) é
uma orbita periddica.

Veja que o Hamiltoniano (79) satistaz H(x,y) = H(—x,y) e H(x,y) = H(x, —y). Por-
tanto, as o6rbitas do sistema (78) sdo simétricas com relagdo aos eixos x e y. Por essas
duas simetrias concluimos que uma condicdo suficiente para que uma 6rbita seja

periddica é que ela cruze o eixo x e y.

Como as solucdes do sistema (78) sdo concatenacdes de rbitas em ST é suficiente
mostrarmos que dado (0,yp) € Y*te tp € S!, entdo ¢*(t;0,y0,t0,0,1) cruza o eixo x.
Isso ocorre pois ¢*(t;0,yo, to,0,1) € um ramo de hipérbole que tem as retas y = x — 1
e y = 1 — x como assintotas. Assim, em algum momento ¢*(t;0, vy, to,0,1) volta a
encontrar o eixo y. Como a origem € o tinico ponto de dobra, a solugdo ¢*(t;0, yo, fo,0, 1)

tem que cruzar o eixo x.

(Hs) Pelas simetrias ja mencionadas, o periodo T'(yo) € igual a 4, onde f é o tempo
necessdrio para que a 6rbita ¢*(¢;0, 9,0, 0, 1) alcance o eixo x. Usando as solugdes (80)
teremos que f é raiz da equagédo

vo—-1, —yw-1_
5 e — e ' =0.

~_1 1+yo .
Segue que t = > In < 1 yo)' Assim,

_ 1+y0
T(yo) = 2In (1 _yo). (82)
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Essa é uma fungdo continuamente diferencidvel e crescente para 0 < yp < 1.
Como valem todas as hipéteses, podemos aplicar os teoremas (4.8) e (4.10) .

Sejam m,n € N e I'(p) = % Por (82) temos

Jo=T"" <ﬂ> :e%—l

nT *
m e +1

Definimos g.(t) := ¢(t; 0, 70, 0,0, 1), ou seja, a 6rbita periédica do sistema nédo perturbado,

passando pelo ponto (0, 7p) no instante zero.

Veja que

q(lf(t) = (x*(), yT () se 0 < t < %,

ge(t) = 2 _ nT B - T . (83)

qc(t): (x (t_%)/y (t—m)) Seﬁgt<W

Definimos
Qc(t) := G0 =gl (£ 5T) se BT <1 < G,
c = ‘ . ' |
q%Hz(t) = 5]% (t — %) se % <t< (l+21721nT.

A 6rbita Q.(t) percorre a mesma trajetoria que a 6rbita g.(t) um ntimero m de vezes.

Podemos agora calcular a fungdo de Melnikov subharmoénica (62)

nT
M (k) /O (VH, §)(Qe(t), t + to)dt =

nT
/0 I1,(Qe()-g(Qelt), £ + to)dt.
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Por definicdo
(21+1)nT . .

M™" (ko) Z T Tyt (g (@Rt (b), £+ o)t + (84)

0 T

1) nT

@i+1)nT y(LIcHZ(t))g(ngz(t), t+ to)dt =

2m

nT .
*x v [om inT
) / (g 0)g (q%<t>,t+to+7) dt +
i=0
ﬂ
2m

+ A (% (t+%))g(q%(t+%>,t+to+%>dt:
ol nT
ZO / H?(Qc(t ( (qc(t) t+t0+17) -

g (b e+ ),

onde em (%) fizemos uma mudanca de varidvel do tipo s = t — o para a primeira
2i+ 1)nT
@i+ nT para a segunda integral. Para ndo

integral e uma mudanca do tipo s =t — >
m
carregar na notacdo, mantivemos a variavel de integragdo igual a t em vez de s

Além disso, por (80), (81) e (83) temos

I, (q&(t) = cre' —cpe™, (85)
e
_Yyo—1 _—Yo—1
1= 2 ; 2= > .
k
Vamos considerar a perturbacdo dada por g(x,y,t) = Zcos (jwt). Observe que a
j=1

fungdo g tem periodo T igual a 2Z. Substituindo a expressdo de g em (84) e usando (85)

m—1 k nr
M =5y / " fere! = cae™) St i

i=0 j=1

obteremos
(86)

onde

S(t, to,i,]) = cos (jw (t +to+ %)) — Cos (]w (t +to + %)) (87)
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Veja que (87) satisfaz o seguinte problema de valor inicial

S(t, to, i, j) = —(jw)*S(t, to, i, J),
S(—to, to,1,]) = cos <]Zw ) — cos <M>,
S(—to, to,1,7) = —(jw) (sm (ﬂmT> sin (%)) .

Assim, podemos reescrever (87) como

S(t, to,1,]) = S(—to, to, 1, ]) cos (jw(t + ty)) — S(—to, to, i, j)sin (jw(t + tg)).

Usando a integracdo por partes, a integral (86) ficara

- km=l 7 cre o .
M™ (tO) = Z Z (1+(]w)2) (S(t,to,l,])—S(t,tQ, ’

nT
2m

_t ]
= (ﬁw) (S(t, to, i, ) + S(t, to, i, )

0

Para que tenhamos uma expressao concisa, definimos

_ c1e
A= TGy

et
B(t) : T (],w)z,

e
A(t) = A(B)(S(t, to, i, ) + jwS(t, to, 1, /) + BU)(S(E, to, 1, ) — jwS(t, to, i, ),
B(t) = A(t)(—S(t, tO/ i/ ]) + ]CUS(t, tO/ il ])) + B(t)(—S(t, tOI i/ ]) - ](JJS(t, tO/ l/]))
Portanto,
nT
k m—1 2m
M"™"(ty) = Z A(t) cos (jw(t + tg)) + B(t) sin (jw(t + to)
j=1 i=0 0
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Simplificando a tltima expressdo teremos,

j=1 i=0
-1

N sin (—(21' *nli’f””> sin (jwto>> ,

i=0

k m—1 ; ;
M (tg) = 4ZC(j). (Z cos (W) cos (jwtp)—

onde C(j) = sin (] > (]wyo cos (ﬂ;) —sin ( 2{;)) Veja que se n for par, entdo C(j) =
0. Por isso, a partir de agora s6 consideraremos n impar.

Vamos nos concentrar agora nas somas

m— in <(21 + 1)]n7T) ’

=0 m

= <(2i+1)jn7r)‘

i=0 m

'M

Para somas finitas de senos e cossenos temos as formulas

m-1 3 "y _18 sin (—B>
gsm(A+z )—sm( + 5 >

m—1 _
Y cos (A +iB) = cos <.A+ m—1

i=0
desde que B # 2um, onde u € IN. No caso em que estamos interessados A = I°r

B- 2jnr

m
que m ndo divive j. Note que

. Podemos usar as férmulas acima se m ndo divide j. Vamos comecar supondo

Z_: ((21+1)]n7'() _ sin (jn7) sin (]nrc) _0,
" sin %T)

m—1 .
os ((21+1)]n7r sin (jnr)
in

- ) = COS (jnn)w =0.

Quando m divide j, existird o € IN, tal que j = om. Entao,
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m_lsin(M) mi: n((2i+1)jonm) =0,

i=0

g

i=0

m—1 . ; m—1 of ’
Y cos (W) Z cos ((2i + 1)onm) = Z cos (ojnm) = mee oot pat

i=0 i=0 —m se ¢ for impar.

Se o for par, entdo C(j) = C(om) = 0. Se ¢ for impar, entdo C(j) = C(om) = —1. Assim,

4dm

M= e

Y~ cos(jwh). (90)
1<j<k
j=om
o impar
Para explicitar a dependéncia da fung¢do (90) com rela¢do ao parametro k € IN, vamos
denota-la por M,"" (to).
Fixemos alguns valores para m,n,k € IN e busquemos os zeros da fungdo (90).

Comecamos com m =k =1e n =1, teremos

4 cos (wtp)

Mfll(tO) T T 1t w2

~ : . w37 )
Essa funcdo tem dois zeros simples, a saber, — e —. Portanto, o sistema perturbado

2w 2w
tem duas (1, 1)-6rbitas periddicas.
Casom=k=2en=1,(90) sera

8 cos (2wty)

M (tg) = ——

2 (fo) = =7
~ 2,1 ‘ . nm T
A funcdo M5 (to) terd 4 zeros simples da forma 2w 1w com 1 <7 <4, cada um

representando uma (2, 1)-6rbita periddica diferente.
Na verdade, se fixarmos k = m e n impar, tal que mdc(m, n) = 1, teremos que a funcdo

de Melnikov subharmonica seré

4m cos (mwtg)
M (to) =
- : nmwoom :
Essa funcdo terd 2m zeros simples da forma ~— — ,com 1 <7y < 2m. Com isso,
2w 2mw

garantimos a existéncia de 2m diferentes (m, n)-6rbitas periddicas.



FUNCAO DE MELNIKOV PARA
SISTEMAS NAO CONSERVATIVOS

Durante todo o capitulo anterior, assumimos que o campo de vetores do sistema
ndo perturbado era Hamiltoniano. No caso do estudo da persisténcia da conexdo
heteroclinica podemos relaxar essa hip6tese e obter um resultado anédlogo ao teorema

(4.10) para campo de vetores mais gerais.
Mantendo a notagdo introduzida no dltimo capitulo, vamos tomar um campo
fT(q) se g €S*,
f@=49"_ B
f(q) se g€ S,

onde g = (x,y) € Ue f*: U — R? sdo de classe C!. Vamos exigir que o campo f

satisfaca as seguintes hipoteses:

(H1) Cada campo f*|g+ possui um ponto de equilibrio hiperbélico do tipo sela

denotado por z*.

(H2) As variedades W"(z7) e W*(z*) cruzam ¥ transversalmente e formam uma

conexdo heteroclinica, ou seja,

W'z )NZ = W) N E = {(0,7)}.

Da mesma maneira que fizemos na sec¢do (4.9), queremos garantir a persisténcia da

conexdo, dada em (Hz2), para a equagdo

q=f(q)+egq,1), (92)

onde, g(g,t) esta definida em (40).
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Yelto) preomm *
S W)
(to) 2 (to)
W3zt (¢t
Wz (t) LN

e Ve (to)
/“
- Wz, (to))

)

Fig. 17: Retrato de fase de um sistema dindmico que satisfaz as condi¢des descritas
neste capitulo.

A equagdo diferencial (92) ndo é autdnoma, assim, podemos reescrevé-la tomando o

tempo ¢ como uma variavel

q=f(q) +eg(q, 9),

(93)
p=1
Relembrando que o espaco de fase de (93) é dado por R? x S!, em que S' = R/T.
Se tomarmos ¢ = 0 na equacgdo (93), teremos
q=f@),
(94)
p=1

Pelas hipéteses (H1) e (H2), esse sistema possuird duas 6rbitas T-periddicas, hiperbolicas

do tipo sela z*(¢p) = (z*, ¢), com ¢ € S'.

Fixado ty € S', definimos a secdo de Poincaré

202 U x {to}
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e, associado a Xy, definimos a aplicacdo de Poincaré

P:Yy — X (95)
(g,to) +—— (P(to+T;q,to,8),to),

onde, ¢(t; g, tp, €) é a solugdo do sistema (93) com condicdo inicial (g, tp) € Xo.

Veja que a aplicacdo Py possuird dois pontos fixos hiperbélicos do tipo sela z*(to).

Assim, definimos

{(0,7,t0)} == W¥(z" (t0)) N (E x {to}) = W*(z"(to)) N (Z % {to}).

Ja vimos que para ¢ > 0 suficientemente pequeno a aplicagdo P; continuara tendo
dois pontos fixos hiperbélicos do tipo sela zZ(t), onde, zat(to) = z%(tp). Como zF(ty)
depende de ¢ de maneira continuamente diferencidvel, podemos ainda tomar ¢ > 0
pequeno de tal maneira que as variedades W*(z; (tg)) e W*(z{ (t9)) continuem cruzando

Y. X {tp} transversalmente. Assim, definimos

10, y¢ (o), to) } = W"(z, (t0)) N (X x {to}),
{(0,y:(to), to) } == W*(z¢ (t0)) N (X x {to}).

Observe que se y¢(tg) = y:(tp), entdo teremos uma conexdo heteroclinica para o
sistema (92). Daremos uma condigdo suficiente afim de que para € > 0 suficientemente

pequeno, exista ty € S!, tal que a igualdade seja verdadeira.

Comecaremos fazendo algumas defini¢des. Denotaremos a solugdo heteroclinica do

sistema ndo perturbado (94) por

O (t,tg) :=¢ (0,7, ty) se t < tg,
Ot 1) = (t, to) = ¢~ (£0,7, to) 0
D*(t, tg) := p*(; 0,7, tg) se t > ty.

Definimos também

D (t, to,€) == ¢~ (£;0,y¢ (fo), to, ©),
q)+(t, to, 8) = (P+(f,' 0, yz(to), to, 8).
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yz(to)
A_(tOI tO/ 8)

0,7
7(to) f0,9)

A-‘-(tO/ tO/ 8) Z+(t )
0

vt
z~ (to) yetto

Fig. 18: O paralelogramo definido pelos vetores f*(0, %) e (0, yi(to) — ) tem drea igual
ao médulo do vetor A*(t, ty, €). Comportamento andlogo ocorre com o parale-
logramo definido pelos vetores f (0, 7) e (0, y¢(to) — 7).

Se expandirmos CIDi(t, to, €) em série de Taylor em torno de ¢ = 0 teremos

od+
q)i(t/ tO/ 8) = (I)i(t/ tO) +& _(tl tO/ O) +O(€2) = (96)
NN
=D (t,to)

DE(t, t) + eDT(t, to) + O(e?).

E facil ver que
D=(t, g, €) = DF(H, to) + eDT(E, to) + O(E?).

Por outro lado,

DE(t tg,e) = fE(@E(L, to,€) + g (PE(L to, €), 1)

FE@E(E, b)) + e(DFE(DE(E, 1)) DY (L, to) + §(DT(t, to), 1) + O(E?).

Comparando as duas ultimas igualdades, podemos mostrar que <I>1i(t, tp) satisfaz a
equagao
D7 (t to) = DFF(PT(E, to)) Py (£ to) + (P (t, t0), 1), (97)
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Agora, vamos definir os campos de vetores

A+(t, to, 8) = (f+(q)+(t, tO))/ t— tO) A (q)+(t/ to, 8) - CD+(t, tO)) (98)
Ai(tl to, 8) = _(fi(q)i(tl tO))/ t— tO) A (q)i(t/ tO) - q)i(t/ to, 8))/ (99)

onde A representa o produto vetorial.
O interessante desses dois vetores é que se tomarmos t = tj, por exemplo em

A*(t, ty, €), obteremos

A*(to, to, €) = (f7(0,7),0) A (D7 (to, to, &) — P (t, t0)) = (f7(0,7),0) A (0, y(to) — 7, 0).

Portanto,
A*(to, to, &) =l £7(0,9) || [yi(to) — Flsin (07) 77, (100)

onde 6" é o angulo formado entre f*(0,7) e (0,1) e 7, ¢ 0 vetor unitario, perpendicular
aos pontos (1,0,0) e (0,1, 0) com direcdo definida pela regra da mao direita, ou seja, 7+
é igual ao vetor (0,0,1) se yi(tg) > e 7+ é igual ao vetor (0,0, —1) se yz(to) < 7.

De maneira anéloga, temos

A~ (to, to,€) =|| 7O, ) || |y*(to) — Flsin(67) 7 _, (101)

onde 0~ é o angulo formado entre f~(0,7) e (0,1) e 7 _ é 0 vetor unitério, perpendicular

aos pontos (1,0,0) e (0,1,0) com direcdo definida pela regra da méo direita, ou seja,

W é igual ao vetor (0,0,1) se y¥(tp) > 7 e w6 igual ao vetor (0,0, —1) se y¥(tg) < 7.
Desta maneira se

yito) — 7| 7+ = [y(t)) — 9| W —, (102)

entdo, yi(to) = y¥ (tp), obtendo assim uma conexao heteroclinica para a equagao (92).
Por (100), (101) e (102) podemos dizer que uma condigdo suficiente para que ocorra

um conexdo heteroclinica na equacao perturbadada é

A" (to, to, €) _ A (to, to, €)
[ £+0,9) | sin(6*) || f~(0,9) [ sin(6~)’

1
Se kT =
T TIFO,) [[sin (%)

a igualdade acima podera ser reescrita da forma

k*A*(tog, to, €) =k~ A~ (to, to, €).
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Vamos agora expandir A*(ty, t, €) em série de Taylor em torno de e = 0. Comegaremos

substituindo (96) em (98) e (99) para obtermos

N*(t to, €) = € f1(D(t, to) A DT (t, t) +O(e%), (103)
=:A¥6€,t0)
A (t to,€) = —e (= (f (P (¢, 1)) A DY (£ 1)) +O(?). (104)
=:A7 (t,to)

Derivando Aj(t, ty) com relacdo a t teremos
AT (t to) = DFF(P(t, to) f (@7 (¢, t0)) A P (t o) + (DT (t, t)) A DT (, t0).  (105)
Se substituirmos em (105) a equagdo (97) teremos a seguinte equacao diferencial
At to) = tr(DfF(PT(t, to)AT(t, to) + fH(PRT(, o) AGT(P(t, 1), 1), (106)

onde tr(x) denota o traco de *.

A solugao de (106) sera

t + (P
Af(t, tg) = ¢l TS @ (u'tO))du(Air(tol to) + (107)

t u +(P+
N . Ji, r(DFF(P (s t0))ds FHD (u, to)) A g7 (P (u, to), t))du.

fo

Fazendo contas analogas para A (t, tp) chegaremos na equagao

A1_(1-1 to) = —’[I‘(Df_(qD_(t, tO))Al_(tl to) — f_(q)_(t/ to)) A g_(q)_(t/ to), 1), (108)
que tem solugdo dada por

t _ _
AT (tg) = eli"PF @iy 1) + (109)

t
+ [°AP“W“¢@@WV(@(m%»Ag(@(mm»mmL

Por contade lim f H@E(t 1)) =0e <I>1i(t, tp) serem limitadas, temos lim Ali(t, to) =
t—+oo t—Fo0

0. Esse fato junto com as solugdes (107) e (109) obtemos

Ato, t)) = — / o DS @D e oty 10y A o (D (u, to), D),
fo
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k o
Ajloto) = — [ ekt TN @O @, 1) A g (@ (u 1), )i

—00

Vamos definir a fun¢do de Melnikov por

M(ty) = k"Af(to, to) + k™ Af (to, to) =
— / effﬁ”‘Df+@+(5't0’)dsf+(q>+(u,to))A (D (u, to), H)du —  (110)
fo

t P
—k~ / L el DF @IS (@ (u, 1)) A g (@ (1, ), B)du.
Assim, se
D(to, €) := k*A*(to, to, &) — k™A™ (to, to, ) = eM(ko) + O(€?), (111)

e se para cada ¢ > 0 pequeno o suficiente existir um zero simple t; € S! da funcio
D(tg,e) = 0, entdo W"(z. (tp)) e W*(z$ (to)) se econtram transversalmente num ponto
(0, y¢(t0)), onde y¢(to) == yi(to) = y£(to). Portanto, é suficiente mostrarmos que D(ty, ¢) =
0.

Teorema 5.1. Suponha que M(ty) possua um zero simples fy € S'. Entdo, existira eg > 0, tal

que, Ve € (0, gg) existe fo(e) = to + O(€) zero simples de D(ty, €).

Demonstragdo: Primeiro, definimos D(ty, ) := M(tg) + O(¢), onde D(ty, €) = €.D(ty, €).
_ oD _ oD
Veja que D(tp,0)=0e

g(to, 0) = g(fo) # 0. Pelo Teorema da fungdo implicita, existe
0 0 _
eop > 0, onde Ve € (0, gg), existe f(e) = to+ O(e), tal que, fo(e) zero simples de D(ty, €).

Portanto, f(e) também ¢é zero simple de D(ty, )
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CONSIDERACOES FINAIS

Comecamos este trabalho generalizando o método de Melnikov para sistemas des-
continuos com perturbag¢des ndo Hamiltonianas, adaptando as técnicas apresentadas
em [1].

Para nos certificarmos da importancia do método trabalhado, apresentamos o modelo
“Rocking block”. Para esse modelo derivamos as suas equac¢des de movimento e

mostramos que satisfaz as hipéteses do teorema (4.8). Depois o perturbamos por uma
. ; T .
fun¢do na forma de uma soma finita de cossenos de periodo — com1 <j<kek € N

e calculamos a func¢do de Melnikov subhamonica (62). Mostramos também que se dados
m,n € N com mdc(m, n) =1 e k = m o sistema perturbado apresenta, pelo menos, 2m
(m, n)-6rbitas periddicas. Talvez aqui seja interessante futuramente estudarmos o que
ocorre quando m # k para que tenhamos uma descri¢do completa da persisténcia das
(m, n)-6rbitas periédicas com relagdo ao parametro k.

Por fim, mostramos que no caso do estudo das conexdes heteroclinicas podemos tomar
os campos a serem perturbados tanto Hamiltonianos quanto ndo Hamiltonianos. Para
este tltimo adequamos as idéias apresentadas no contexto continuo em [4]. Futuramente
iremos adaptar também a fun¢do de Melnikov subharmonica para o caso em que o

sistema dinamico ndo perturbado possa ser ndo Hamiltoniano.
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