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RESUMO

Neste trabalho determinamos condições necessárias e suficientes para que algumas

famílias de curvas algébricas planas de Fermat generalizadas estudadas por [4] sejam

Frobenius não clássicas em relação ao sistema linear de retas e ao sistema linear de

cônicas. Tendo como base abordagens desenvolvidas em trabalhos posteriores ao

surgimento da teoria de Stöhr-Voloch, usamos métodos que podem facilmente ser

realizados sem a necessidade de recursos computacionais.

Palavras-chave: Stöhr-Voloch, Curvas Algébricas, Frobenius Classicalidade
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ABSTRACT

In this paper we give necessary and sufficient conditions for some families of generalized

Fermat algebraic plane curves introduced in [4] to be Frobenius non-classical with

respect to the linear system of lines and the linear system of conics. Based on approaches

developed in papers after the emergence of the Stöhr-Voloch theory, we use methods

that can easily be performed without the need for computational resources.

Keywords: Stöhr-Voloch, Algebraic Curves, Frobenius Classicality
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INTRODUÇÃO

Considere Fq um corpo finito com q = ph elementos e F uma curva algébrica irredutível

de gênero g e grau n definida sobre Fq com N(F) pontos racionais. Em [17, Theorem

5.2.3] temos que:

∣N(F)− (q − 1)∣ ≤ 2gq
1
2 . (1)

No caso em que F é uma curva algébrica plana não-singular de grau n, (1) pode ser

rescrita como:

∣N(F)− (q − 1)∣ ≤ (n − 1)(n − 2)q
1
2 . (2)

A expressão (1) é comunente chamada de cota de Hasse-Weil e, desde o seu surgimento,

muitos matemáticos vêm descobrindo novas maneiras para aprimorá-la quando possível.

Podemos citar os trabalhos de Serre, Stark e Ihara dentro deste campo [15, 16, 17].

É justificável tais esforços em determinar cotas cada vez melhores para N(F), pois

podemos encontrar algumas aplicações envolvendo a quantidade de pontos racionais

de uma curva algébrica em outras áreas, tais como o problema de Waring sobre corpos

finitos [9], somas exponenciais [7], entre outros.

Em 1985, Stöhr e Voloch [18] introduziram o conceito de curvas Frobenius não-

clássicas que não só corroboram os resultados obtidos por Hasse-Weil, Serre e Stark,

mas abrem novos caminhos para melhorar a cota (1).

Dado um inteiro s ∈ {1, . . . , n − 1} considere ∑s o sistema linear das curvas de grau

s em P2(Fq). Considerando M = (s+2
2 ) − 1, é demonstrado em [18, Proposition 2.1]

que existe uma sequência de inteiros 0 = ν0 < . . . < νM−1 chamada de sequência de

Fq-Frobenius de ordem de F em relação à ∑s. No caso em que νi = i, i = 0, 1, . . . , M − 1.

a curva é dita Fq-Frobenius clássica em relação à ∑s, caso contrário é chamada de

Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑s .

Nas condições de [18, Theorem 2.13] temos o Teorema de Stöhr-Voloch:

N(F) ≤ ((ν1 + . . . + νM−1)(2g − 2)+ (q +M)d)/M (3)

Observe que no caso em que F é Fq-Frobenius clássica em relação à ∑s, (3) pode ser

rescrita como:

N(F) ≤ (M(M − 1)(g − 1)+ (q +M)d)/M

1



2 conteúdo

Há muitas outras variações equivalentes para escrevermos o Teorema de Stöhr-Voloch

que podem ser usadas dependendo da abordagem que iremos usar [3, 5, 9].

Um refinamento da cota, dado por [6, Theorem 2.2] com base em [18] é:

N(F) ≤
(ν1 + ⋅ ⋅ ⋅ + νM−1)(2g − 2)+ (q +M)d −∑A(Q)

M
, (4)

sendo

A(Q) =
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

∑
M
i=1(ji(Q)− νi−1)−M, para Q ∈ F(Fq)

∑
M−1
i=0 (ji(Q)− νi), nos demais casos.

De acordo com [11] determinar quando uma curva é não clássica pode ser um trabalho

difícil, por isso muitos matemáticos têm buscado condições para determinar quando

uma certa família de curvas é clássica [2, 3, 5, 8, 9]. Ao caracterizar tais curvas, temos

uma outra família de curvas que seriam então as curvas Frobenius não clássicas. Essa

classificação nos permite obter um resultado que serve a dois própositos importantes

como é explicado por [3, 5]. As curvas Fq-Frobenius clássicas são aquelas que possuem

uma melhor cota para a quantidade de pontos racionais. Por outro lado, as curvas

Fq-Frobenius não clássicas são aquelas para as quais potencialmente existem muitos

pontos racionais.

Considerando a curva de Fermat F ∶ axn + byn = 1, em [9, Theorem 2, Theorem 3]

temos um estudo sobre as condições para as quais essa curva é Fq-Frobenius não clássica

em relação à ∑1 e à ∑2. Em [3, Theorem 1.2] temos as condições para os quais essa

curva é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑3. É importante ainda mencionar que

em [3, Appendix B] é demonstrado um caso omitido por [9] considerando ∑2.

Tomando como base as generalizações das curvas de Fermat sobre corpos finitos

feitas por [4, Theorem 5.1], neste trabalho iremos estudar as condições para as quais

as curvas axn + bym = 1, a, b ∈ F∗q , m, n inteiros positivos e axnym + bxn + cym = 1, a, b, c ∈

Fq, c ≠ − a
b , a ≠ 0, m, n inteiros positivos são Fq-Frobenius não clássicas em relação à ∑1

e à ∑2.

Inicialmente, no capítulo 1, enunciaremos os conceitos necessários para que tenhamos

todos os pré-requisitos para realizar as demontrações. Grande parte deste capítulo

estará baseado no artigo de Stöhr-Voloch [18] e na classificação das curvas planas de

Fermat Fq-Frobenius não clássicas em relação à ∑1 e ∑2 feitas por [3, 8, 9, 10, 14].

No capítulo 2 faremos um estudo completo sobre a curva axn + bym = 1, a, b ∈ F∗q , m, n ∈

Z∗+ determinando condições para que a mesma seja Fq-Frobenius não clássica em relação

à ∑1 ou ∑2. Neste capítulo ainda determinamos a quantidade de pontos Fq-racionais



conteúdo 3

para os casos da Fq-Frobenius não classicalidade. Obtemos ainda uma cota melhor para

os casos em que F é Fq-Frobenius clássica.

No capítulo 3 faremos um estudo completo sobre a curva axnym + bxn + cym = 1, a, b, c ∈

Fq, c ≠ − a
b , a ≠ 0e m, n ∈Z∗+ determinando condições para que a mesma seja Fq-Frobenius

não clássica em relação à ∑1 ou ∑2. Neste capítulo também determinamos a quantidade

de pontos Fq-racionais para o os casos de Fq-Frobenius não classicalidade. Obtemos

ainda uma cota melhor para os casos em que F é Fq-Frobenius clássica.

Ao longo deste trabalho usaremos as seguintes notações:

• Fq é o corpo finito de q = ph elementos, sendo h ≥ 1, p primo (característíca do

corpo Fq);

• Fq é o fecho algébrico de Fq;

• N(F) é quantidade de pontos Fq-racionais da curva F ;

• H(F) é o corpo de funções de F sobre H, sendo F uma curva irredutível sobre

Fq e H uma extensão algébrica de Fq;

• ∑s é o sistema linear de todas as curvas de grau s em P2(Fq);

• vP é a valoração discreta em P para um ponto não singular P ∈ F ;

• I(P, C ∩D) é a multiplicidade de intersecção das curvas planas C e D em um

ponto P;

• D(r)t f é a r-ésima derivada de Hasse de f ∈ Fq(F) em relação à variável separante

t de Fq(F);

• An
K

é o espaço afim de dimensão n sobre um corpo algebricamente fechado K;

• Pn(K) é o espaço projetivo de dimensão n sobre um corpo algebricamente fechado

K.





1 PREL IMINARES

Neste capítulo iremos relembrar alguns conceitos básicos de curvas algébricas planas,

faremos um apanhado geral sobre a teoria de Stöhr-Voloch e os principais resultados

sobre a Fq-classicalidade e Fq-Frobenius classicalidade de uma curva algébrica plana de

Fermat em relação ao sistema linear de retas e em relação ao sistema linear de cônicas.

1.1 curvas algébricas planas

A maior parte dos resultados desta seção estão baseados em [11], [12] e [19]. As

demonstrações aqui serão omitidas, visto que podem não só serem encontradas nas

referências citadas, bem como na maioria de outros materiais deste assunto.

Sendo K um corpo algebricamente fechado e f ∈K[x, y] um polinômio não constante,

uma curva algébrica plana afim é o conjunto dado por:

F = V( f ) = {(x, y) ∈ A2
K ∣ f (x, y) = 0}.

Dizemos que o grau da curva F é o grau do polinômio f , indicado por deg (F).

As componentes irredutíveis da curva F = V( f ) são V( f1), . . . , V( fr) tais que

f = f m1
1 ⋅ . . . ⋅ f mr

r é a decomposição de f em fatores irredutíveis ( fi ∈ K[x, y] e mi ∈ Z+).

No caso particular em que f é irredutível dizemos que a curva é irredutível.

Sejam F uma curva plana afim de grau n e ℓ ∶ ax + by + c = 0 uma reta contendo o

ponto P = (x0, y0) ∈ F . Temos que para algum t ∈K:

f (x0 + bt, y0 − at) = g(t) = g0 + g1t + . . . + gntn = gmtm + . . . + gntn. (5)

tal que gm ≠ 0 e gn ≠ 0.

Sendo ℓ uma reta que não é componente de F , o inteiro m de (5) é a multiplicidade

de intersecção de ℓ e F em P e é indicada por I(P, ℓ ∩F).

Dado ainda um ponto P ∈ F , definimos a multiplicidade de F em P por:

5
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mP(F) = min{(I(P, ℓ ∩F)},∀ℓ tal que P ∈ ℓ. (6)

No caso em que mP(F) = 1 dizemos que P é um ponto simples ou um ponto não

singular, caso contrário dizemos que P é um ponto múltiplo ou um ponto singular.

Uma curva é dita não singular se possui apenas pontos não singulares, caso contrário

é chamada de singular.

Dizemos ainda que uma reta ℓ é tangente a F em P quando I(P, ℓ ∩F) > mP(F).

Sendo P um ponto não singular de F e ℓP a reta tangente à F por P, se P é um ponto

de inflexão então I(P, ℓP ∩F) ≥ 3.

Sendo f ∈ K[x, y] um polinômio não constante de grau n, associamos o polinômio

homogêneo dado por F(X, Y, Z) = Zn f (X
Z , Y

Z). Analogamente para todo polinômio

homogêneo F(X, Y, Z) associamos o polinômio f ∈K[x, y] dado por F(x, y, 1) = f (x, y).

Sendo F(X, Y, Z) ∈K[X, Y, Z] um polinômio homogêneo não constante, uma curva

algébrica plana projetiva é o conjunto dado por:

F = V(F) = {(X0 ∶ Y0 ∶ Z0) ∈ P2(K) ∣ F(X0, Y0, Z0) = 0}.

Dizemos que um ponto no infinito é um ponto da forma P∞ = (X ∶ Y ∶ 0), e assim

podemos dizer que uma curva algébrica plana projetiva é o união do conjunto dos

pontos afins com os pontos no infinitos pertecentes a esta curva.

As definições já feitas para o caso afim se estendem de modo natural ao caso projetivo.

Como iremos tratar apenas de curvas planas neste trabalho, para simplificar a lingua-

gem, muitas vezes usaremos apenas o termo curva ao invés de curva algébrica plana

afim. Analogamente charemos a curva algébrica plana projetiva simplesmente de curva

projetiva.

Iremos ainda, por abuso de linguagem, nos referir a uma curva F definida pelo

polinômio f por F ∶ f = 0.

Teorema 1.1.1. (Bézout) Dadas as curvas planas projetivas F e G sem componentes em comum,

temos que

∑
P∈F∩G

I(P,F ∩G) = deg(F) ⋅ deg(G).

Considerando Fxixj =
∂2F

∂Fxi ∂Fxj
, se o determinante

H(X, Y, Z) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

FXX FXY FXZ

FYX FYY FYZ

FZX FZY FZZ

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
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é não nulo, então a curva projetiva dada por H ∶ H(X, Y, Z) = 0 é a curva Hessiana de

F .

Teorema 1.1.2. Se n ≡ 1(modp), então a curva Hessiana é nula.

Teorema 1.1.3. Supondo que H é não nula.

• Seja p ≠ 2. Um ponto não singular de F é de inflexão se, e somente se, é um ponto comum

de F e H.

• Todo ponto singular de F pertence a H.

1.2 teoria de stöhr-voloch

Nesta seção iremos resumir alguns resultados que são explanados em [3], [9] e [18].

Assim como na seção anterior, não iremos realizar as demonstrações, visto que as

mesmas podem ser encontradas detalhadamente nas referências citadas.

Dada uma curva projetiva irredutível e não singular F ∶ f = 0 de grau n sobre

Fq, considere o sistema linear ∑s de todas as curvas projetivas de grau s, tal que

s ∈ {1, . . . , n − 1}.

Sendo P ∈ F , um inteiro j(P) é chamado de um (∑s, P)-ordem se existe uma curva

C de grau s, tal que I(P,F ∩ C) = j(P). Indicando ji ∶= ji(P), em [18, section 1] vemos

que existem exatamente M + 1 (∑s, P)-ordens tais que j0 < j1 < . . . < JM. Pelos resultados

encontrados em [11, Chapter 6] e [12, Aula 10] e nas condições da curva F , temos

que M = (s+2
2 ) − 1, j0 = 0 e j1 = 1. A sequência de inteiros (j0, j1, . . . , jM) é chamada de

sequência de (∑s, P)-ordens.

Temos ainda dos resultados obtidos em [18, Theorem 1] que existe uma única curva

HP de grau s, chamada de curva s-osculante de F em P, tal que I(P,F ∩HP) = jM.

Seja φ ∶ F → PM(Fq) o morfismo associado a ∑s dado por φ = (φ0, . . . , φM), tal que

φi ∈ Fq(F) e t uma variável separante de Fq(F). Temos por [18, Corollary 1.3] que:

HP ∶ det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

X0 ⋯ Xn

(D(j0)t φ0)(P) ⋯ (D(j0)t φn)(P)

⋮ ⋱ ⋮

(D(jn−1)
t φ0)(P) ⋯ (D(jn−1)

t φn)(P)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 0 (7)
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De acordo com [18, Proposition 1.4 e Theorem 1.1] existe uma sequência de inteiros

ε0 < ε1 < . . . < εM escolhida minimamente na ordem lexicográfica tal que o wronskiano

det (D(εi)
t φj)i,j=0,...,M

(8)

é não nulo.

Um inteiro nas condições de (8) é chamado de ∑s- ordem de F e a sequência de

inteiros (ε0, . . . , εM) é a sequência de ordem de F em relação à ∑s.

Para quase todo ponto P temos que (j0, . . . , jM) = (ε0, . . . , εM) e tais pontos são

chamados de ∑s-ordinários. Os pontos para os quais (j0, . . . , jM) ≠ (ε0, . . . , εM) são

chamados de ∑s-Weierstrass.

Se εi = i para todo i = 0, 1, . . . , M a curva F é chamada de clássica. Caso contrário é

chamada de não-clássica.

De [18, Corollary 1.7] temos um resultado importante que nos ajuda a encontrar

condições para os quais uma curva é clásica.

Proposição 1.2.1. Seja P ∈ F e j0, . . . , jM a sequência de (∑s, P)-ordens. Se o inteiro:

∏
i>k

ji − jk
i − k

não é divisível por p então F é clássica em relação à ∑s.

Temos ainda de [18, Corollary 1.9] o seguinte resultado:

Proposição 1.2.2. Seja ε um ∑s-ordem e µ um inteiro tal que

(
ε

µ
) ≢ 0 (mod.p)

então µ é também um ∑s-ordem. Em particular se ε < p, então εi = i, para i = 0, 1, . . . , ε−1.

Usando as mesmas notações já utilizadas, vamos agora definir uma nova sequência

de inteiros (ν0, ν1, . . . , νM−1) que será de extrema importância para este trabalho.

Considere o determinante:

det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

φ
q
0 ⋯ φ

q
n

(D(v0)
t φ0) ⋯ (D(v0)

t φn)

⋮ ⋱ ⋮

(D(vn−1)
t φ0) ⋯ (D(vn−1)

t φn)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (9)
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Por [18, Proposition 2.1] existem inteiros ν0, . . . , νM−1, com ν0 < . . . < νM−1 escolhi-

dos minimamente na ordem lexicográfica tal que (9) é não nulo. Temos ainda que

(ν0, . . . , νM−1) = (ε0, . . . , εM)∖ {ε I}, para algum I ∈ {1 . . . , M}.

A sequência de inteiros (ν0, . . . , νM−1) é chamada de sequência Fq-Frobenius de

ordem de F em relação à ∑s. Se νi = i, para todo i = 0, . . . , M − 1 dizemos que a curva F

é Fq-Frobenius clássica em relação à ∑s e caso contrário chamamos F de Fq-Frobenius

não clássica em relação à ∑s.

Vamos definir φq ∶ F → F , dado por φq = (xq, yq, zq) como o morfismo de Frobenius.

Por fim, é importante ressaltar que por [11] temos:

Proposição 1.2.3. Seja p > M. Supondo que F é Fq-Frobenius não clássica em relação à

∑s, então F é não clássica em relação à ∑s.

1.3 curvas de fermat e classicalidade

Sendo n um inteiro que não é divisível por p, a curva F ∶ axn + byn = 1 é a curva de

Fermat de grau n.

Nesta seção iremos enunciar primeiramente os principais resultados da não classicali-

dade e Fq-Frobenius não classicalidade de F em relação à ∑1 e ∑2.

Inicialmente vamos enunciar o caso da não classicalidade de F em relação à ∑1,

desenvolvido por [14] .

Proposição 1.3.1. Sendo p ≠ 2, F é não clássica em relação à ∑1 se, e somente se,

n ≡ 1 (mod.p).

E de acordo com [9, Theorem 2] e [5], temos o seguinte resultado em relação à

Fq-Frobenius não classicalidade de F em relação à ∑1.

Teorema 1.3.2. F é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑1, se e somente se,

n =
q − 1
pr − 1

para algum inteiro r < h, r ∣ h e a, b ∈ Fpr .

Em [8, section 1] e por [5], temos ainda que dada uma curva F ∶ axn + byr = 1, (p ∤ rn),

obtemos o seguinte resultado:



10 preliminares

Teorema 1.3.3. F é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑1 se, e somente se,

n = r =
q − 1
ps − 1

para algum inteiro s < h, s ∣ h e a, b ∈ F∗ps .

Agora vamos relembrar os resultados para o sistema linear das cônicas (∑2).

Por [10, Theorem 3] temos:

Proposição 1.3.4. Sendo p ≥ 7, F é não clássica em relação à ∑2 se, e somente se,

p ∣ (n − 1)(n − 2)(n + 1)(2n − 1).

E em relação a Fq-Frobenius não classicalidade temos por [9, Theorem 3] e por [3,

Appendix B]:

Teorema 1.3.5. Sendo p ≥ 7, F é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑2 exatamente em um

dos casos a seguir:

(1) Se p ∣ (n − 1);

(2) Se p ∣ (n − 2) e n = 2(q−1)
pr−1 com r < h , r ∣ h e a, b ∈ Fpr ;

(3) Se p ∣ (2n − 1) e n = q−1
2(pr−1) com r < h , r ∣ h e a2, b2 ∈ Fpr ;

(4) Se q = n + 1 e a + b = 1.

Para finalizar vamos usar o principal resultado de [4] para introduzir duas famílias

de curvas que serão estudadas nos capítulos 2 e 3.

Inicialmente vamos considerar uma curva F irredutível definida sobre Fq de caracte-

rística p > 2 satisfazendo a seguinte propriedade (P):

(P) O grupo de Fq-automorfismos de F contém um subgrupo G = Cn ×Cm, sendo

Ci um grupo cíclico de ordem i primo com p, tal que max{n, m} > 2 e ambas as

curvas quocientes F/Cn e F/Cm são racionais.

Dizemos que uma curva F é uma curva de Fermat generalizada quando m = n e as

G-órbitas curtas são Fq-racionais.

De [4, Theorem 5.1] podemos extrair o seguinte resultado:
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Proposição 1.3.6. Seja F uma curva definida sobre Fq satisfazendo a propriedade (P).

Suponha que cada órbita curta de G é preservada pela aplicação de Frobenius e m e n

dividem q − 1, então F é Fq-birracionalmente equivalente a uma das seguintes curvas:

(a) axn + bym = 1 com a, b ∈ F∗q ;

(b) axnym + bxn + cym = 1 com a, b, c ∈ Fq e c ≠ − a
b e a ≠ 0.





2 CURVA F ∶ a x n + b y m = 1

Considere a curva F ∶ axn + bym = 1 definida sobre o corpo finito Fq tal que a, b ∈ F∗q e

m, n ∈ Z∗+. Vamos supor ainda que p > 2 daqui em diante e que n ≥ m, sem perda de

generalidade. Como a classicalidade da curva é uma propriedade geométrica, para as

seções 2.1 e 2.3 vamos considerar que a = b = 1.

2.1 classicalidade de F em relação à ∑1

Apesar dos resultados da proposição e do teorema seguinte serem já conhecidos

(Teorema 1.3.3), vamos desenvolver uma outra demonstração para o caso específico que

estamos trabalhando.

Inicialmente iremos determinar sobre quais condições a curva F é não clássica em

relação à ∑1.

Proposição 2.1.1. A curva F definida sobre Fq é não clássica em relação à ∑1 se, e

somente se, m ≡ 1 (mod p) e n ≡ 1(mod p).

Demonstração. Temos que p ∤ n, logo x é uma variável separante. De acordo com [18] a

não classicalidade de F é equivalente a D(2)x y = 0.

Temos que D(1)x (xn + ym) = 0 ⇐⇒ nxn−1 +mym−1D(1)x y = 0 e assim

D(1)x y = −
nxn−1

mym−1 (10)

Derivando novamente em relação à x temos que

D(1)x (nxn−1 +mym−1D(1)x y) = 0 ⇐⇒

n(n − 1)xn−2 +D(1)x (mym−1)D(1)x y +mym−1D(1)x (D
(1)
x y) = 0 ⇐⇒

n(n − 1)xn−2 +m(m − 1)ym−2 (D(1)x y)
2
+ 2mym−1D(2)x y = 0. (11)

13
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Usando o fato que D(2)x y = 0 e substituindo a equação (10) em (11) obtemos:

n(n − 1)xn−2 +m(m − 1)ym−2 n2x2n−2

m2y2m−2 = 0.

Nas condições dadas temos que p ∤ n e p ∤ m, portanto:

m(n − 1)xn−2 + n(m − 1)x2n−2y−m = 0 ⇐⇒ m(n − 1)ym + n(m − 1)xn = 0 ⇐⇒

mn(ym + xn)−mym − nxn = 0.

Relembrando que a equação da curva é dada por F ∶ xn + ym = 1 e substituindo na

expressão acima, temos:

mn −m(1− xn)− nxn = 0 ⇐⇒ m(n − 1)+ (m − n)xn = 0. (12)

Como x é transcendente, em (12) temos m(n − 1) = 0 e m − n = 0. Da nossa hipótese

inicial, vem que p ∤ m, assim p∣(n − 1) e p∣(m − n) e, portanto, p ∣ (n − 1) e p ∣ (m − 1), ou

seja, m ≡ 1 (mod p) e n ≡ 1 (mod p).

Se n = m temos o caso já estudado por [14] e obtemos n ≡ m ≡ 1(mod p).

A nossa demonstração é uma simplificação do caso geral apresentado por [8, Theorem

1].

Podemos escrever a curva como F ∶ ym = f (x) com f (x) = 1− xn e, usando [8, Theorem

1] vem que m ≡ 1(mod p) e f ′′(x) = 0 ⇐⇒ n(n − 1)xn−2 = 0 ⇐⇒ n ≡ 1(mod p).

Note ainda que se assumirmos m ≡ 1 (mod p) e n ≡ 1 (mod p), em (11) obtemos

2mym−1D(2)x y = 0 e como p ∤ m vem que D(2)x y = 0 e , consequentemente a curva F é

não clássica em relação à ∑1.

2.2 Fq -frobenius classicalidade de F em re-

lação à ∑1

É fácil verificar que a sequência de ordem de F em relação à ∑1 é dada por (0, 1, ε).

Para a curva ser não clássica temos que ε ≠ 2 e, pela proposição 2.1.1, temos que

m ≡ 1(mod p) e n ≡ 1(mod p).

Vamos inicialmente enunciar um lema conhecido sobre polinômios que será de grande

utilidade pra simplificar alguns cálculos.

Lema 2.2.1. [2, Lemma 4.2] Seja K um corpo arbitrário. Considere dois polinômios não

constantes b1(x), b2(x) ∈ K[x] e sejam l e m inteiros positivos. Então:

yl − b1(x)divide ym − b2(x)
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se, e somente se:

l ∣ m e b2(x) = b1(x)
m
l .

Teorema 2.2.2. A curva F definida sobre Fq é Fq-Frobenius não clássica se, e somente se,

m = n = q−1
pr−1 para algum inteiro r < h, r ∣ h e a, b ∈ Fpr

Demonstração. De acordo com [18], para a curva ser Fq-Frobenius não clássica devemos

ter necessariamente

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 xq yq

1 x y

0 1 D(1)x y

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

= 0 ⇐⇒
RRRRRRRRRRRR

xq − x yq − y

1 D(1)x y

RRRRRRRRRRRR

= 0 ⇐⇒ (xq − x)D(1)x y − (yq − y) = 0 (13)

Temos ainda que derivando a equação da curva em relação à x, obtemos:

D(1)x y = −
anxn−1

bmym−1 (14)

De acordo com 2.1.1 temos que m ≡ 1(mod p) e n ≡ 1(mod p) e assim susbtituindo em

(14) temos que tal expressão pode ser reescrita como

D(1)x y = −
axn−1

bym−1 (15)

Substituindo (15) em (13) temos:

(xq − x)(−axn−1)− (yq − y)bym−1 = 0 ⇐⇒ −axn+q−1 − bym+q−1 + axn + bym = 0 ⇐⇒

axn+q−1 + bym+q−1 = 1. (16)

Observe que podemos reescrever (16) como:

ym+q−1 − (
1
b
−

a
b

xn+q−1) = 0.

E podemos ainda reescrever a equação de F como:

ym − (
1
b
−

a
b

xn) = 0.

Por [3, Proposition 2.6] temos que ym − (1
b −

a
b xn) divide ym+q−1 − (1

b −
a
b xn+q−1) e por

2.2.1 vem que m ∣ m + q − 1 e, portanto, m∣q − 1, ou seja, q − 1 = mt, para algum inteiro t.

Usando (16) obtemos:

bym+q−1 = 1− axn+q−1. (17)
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Por outro lado, pela equação de F :

bym+q−1 = bym+mt = bym(1+t) = (1− axn)1+t/bt. (18)

Assim de (17) e (18) vem que

1− axn+q−1 = (1− axn)1+t/bt. (19)

Comparando os graus de ambos os termos de (19) obtemos:

n + q − 1 = n(1+ t) ⇐⇒ nt = q − 1 ⇐⇒ nt = mt ⇐⇒ n = m.

Agora basta usar o Teorema 1.3.2 para concluir o resultado. A recíproca é imediata

não necessitando de cálculos mais detalhados.

2.3 classicalidade de F em relação à ∑2

Proposição 2.3.1. Se p > 5 e a curva F definida sobre Fq é não clássica em relação à ∑2,

então

p ∣ (2n − 1)(n + 1)(n − 2)(n − 1) e p ∣ (2m − 1)(m + 1)(m − 2)(m − 1).

Demonstração. Por motivos que ficarão claros ao longo desta demonstração, dividiremos

esse resultado em dois casos:

(1) Supor p ∤ (n − 1)

Recordando que n ≥ m e homogeinizando a equação de F obtemos Xn +Zn−mYm −

Zn = 0.

Vamos determinar os pontos de inflexão de F !

A Hessiana de F é dada por:

H ∶ H(X, Y, Z) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

FXX FXY FXZ

FYX FYY FYZ

FZX FZY FZZ

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

= 0.

E temos que FXY = FYX = FXZ = FZX = 0, FXX = n(n − 1)Xn−2,

FYY = m(m − 1)Ym−2Zn−m, FYZ = m(n −m)Zn−m−1Ym−1 e

FZZ = (n −m)(n −m − 1)ymZn−m−2 − n(n − 1)Zn−2.
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Assim, desomogeinizando a equação da Hessiana, obtemos

H ∶ H(X, Y, 1) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

n(n − 1)xn−2 0 0

0 m(m − 1)ym−2 m(n −m)ym−1

0 m(n −m)ym−1 ym(n −m)(n −m − 1)− n(n − 1)

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

= 0 ⇐⇒

H ∶ H(x, y) = mn(n−1)

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

xn−2 0 0

0 (m − 1)ym−2 (n −m)ym−1

0 m(n −m)ym−1 ym(n −m)(n −m − 1)− n(n − 1)

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

= 0 ⇐⇒

H ∶ mn(n−1)[(m−1)xn−2ym−2(ym(n−m)(n−m−1)−n(n−1))−m(n−m)2xn−2y2m−2] = 0 ⇐⇒

H ∶ mn(n−1)xn−2ym−2[ym(n−m)((m−1)(n−m−1)−m(n−m))−n(n−1)(m−1)] = 0 ⇐⇒

H ∶ mn(n − 1)xn−2ym−2[ym(n −m)(1− n)− n(n − 1)(m − 1)] = 0 ⇐⇒

H ∶ mn(n − 1)2xn−2ym−2(ym(m − n)− n(m − 1)) = 0.

Usando o fato que p ∤ (n − 1), podemos escrever a equação da Hessiana por:

H ∶ xn−2ym−2(ym(m − n)− n(m − 1)) = 0. (20)

De acordo com o Teorema 1.1.3, como o único ponto singular de F é (0 ∶ 1 ∶ 0),

temos que os pontos de inflexão são dados pela solução do sistema:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

xn−2ym−2(ym(m − n)− n(m − 1)) = 0

xn + ym = 1

Resolvendo o sistema, obtemos os pontos de inflexão Pξ = (0, ξ), sendo ξ uma

raiz m-ésima da unidade; Pρ = (ρ, 0), sendo ρ uma raiz n-ésima da unidade e

Pα,β = (α, β), sendo β a raíz m-ésima de n(m−1)
m−n e α a raiz n-ésima de m(1−n)

m−n tal que

p ∤ (m − n).

Em seguida vamos calcular a multiplicidade de cada um destes pontos em relação

à F com as respectivas retas tangentes em tais pontos

● Pξ = (0, ξ)

Uma equação da reta tangente é dada por ℓξ ∶ mξm−1(y − ξ) = 0 ⇐⇒

ℓξ ∶ y − ξ = 0. Uma parametrização é dada por y = ξ e x = t e assim temos que

f (t, ξ) = tn + ξm − 1 ⇐⇒ f (t, ξ) = tn e portanto I(Pξ , ℓξ ∩F) = n.
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● Pρ = (ρ, 0)

Uma equação da reta tangente é dada por ℓρ ∶ nρn−1(x − ρ) = 0 ⇐⇒

ℓρ ∶ x − ρ = 0. Uma parametrização é dada por y = t e x = ρ e assim temos que

f (ρ, t) = ρm + tm − 1 ⇐⇒ f (ρ, t) = tm e portanto I(Pρ, ℓρ ∩F) = m.

● Pα,β = (α, β)

Uma equação da reta tangente é dada por ℓα,β ∶ nαn−1(x − α)+mβm−1(y − β) =

0 ⇐⇒ ℓα,β ∶ nαn−1x − nαn +mβm−1y −mβm = 0 ⇐⇒ ℓα,β ∶ nαn−1x + βm−1y −

mn = 0. Uma parametrização é dada por y = β−nαn−1t e x = α+mβm−1t e assim

temos que f (α +mβm−1t, β − nαn−1t) = (α +mβm−1t)n + (β − nαn−1t)m − 1 = αn +

βm − 1+ tm(nmαm(n−1) + f (t)) ⇐⇒ f (α +mβm−1t, β − nαn−1t) = tm(nmαm(n−1) +

f (t)), e portanto I(Pα,β, ℓα,β ∩F) = m.

Olhando apenas para os casos de ponto de inflexão, temos que a sequência de

(∑1, Pξ)-ordem é dada por (0, 1, n), n ≥ 3 e consequentemente a sequência de

(∑2, Pξ)-ordem é dada por (0, 1, 2, n, n + 1, 2n). Analogamente usando Pρ obtemos

que a sequência de (∑2, Pρ)-ordem é dada por (0, 1, 2, m, m + 1, 2m). O mesmo

resultado se aplica ao calcularmos a sequência de (∑2, Pα,β)-ordem.

Usando a proposição 1.2.1 segue que se F é não clássica em relação à ∑2, então

p ∣ (2n − 1)(n − 2)(n + 1) e p∣(2m − 1)(m − 2)(m + 1)(m − 1).

(2) Supor p∣(n − 1).

Note que supondo p∣n − 1, a Hessiana se anula. Para este caso, vamos usar as

ideias apresentadas no capítulo 1 e a equação (8).

Temos que p ∤ n, logo x é uma variável separante. Um morfismo associado ao

sistema linear dado por ∑2 é φ = (1 ∶ x ∶ y ∶ xy ∶ x2 ∶ y2).

Analisaremos o determinante

A = det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 x y xy x2 y2

0 1 D(1)x y xD(1)x y + y 2x 2yD(1)x y

0 0 D(2)x y xD(2)x y +D(1)x y 2 (D(1)x y)2 + 2yD(2)x y

0 0 D(3)x y xD(3)x y +D(2)x y 0 2D(1)x yD(2)x y + 2yD(3)x y

0 0 D(4)x y xD(4)x y +D(3)x y 0 2D(1)x yD(3)x y + (D(2)x y)2 + 2yD(4)x y

0 0 D(5)x y xD(5)x +D(4)x y 0 2D(2)x yD(3)x y + 2D(4)x yD(1)x y + 2yD(5)x y

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
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Note que tal determinante, após operações elementares sobre as colunas, pode ser

reescrito como:

A = det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 x y 0 0 y2

0 1 D(1)x y y x 0

0 0 D(2)x y D(1)x y 2 (D(1)x y)2

0 0 D(3)x y D(2)x y 0 2D(1)x yD(2)x y

0 0 D(4)x y D(3)x y 0 2D(1)x yD(3)x y + (D(2)x y)2

0 0 D(5)x y D(4)x y 0 2D(2)x yD(3)x y + 2D(4)x yD(1)x y

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Desenvolvendo o determinante por Chió temos

A = det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 D(1)x y y x 0

0 D(2)x y D(1)x y 2 (D(1)x y)2

0 D(3)x y D(2)x y 0 2D(1)x yD(2)x y

0 D(4)x y D(3)x y 0 2D(1)x yD(3)x y + (D(2)x y)2

0 D(5)x y D(4)x y 0 2D(2)x yD(3)x y + 2D(4)x yD(1)x y

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Desenvolvendo novamente por Chió, obtemos:

A = det

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

D(2)x y D(1)x y 2 (D(1)x y)2

D(3)x y D(2)x y 0 2D(1)x yD(2)x y

D(4)x y D(3)x y 0 2D(1)x yD(3)x y + (D(2)x y)2

D(5)x y D(4)x y 0 2D(2)x yD(3)x y + 2D(4)x yD(1)x y

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

E aplicando Laplace na terceira coluna obtemos

A = 2det
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

D(3)x y D(2)x y 2D(1)x yD(2)x y

D(4)x y D(3)x y 2D(1)x yD(3)x y + (D(2)x y)2

D(5)x y D(4)x y 2D(2)x yD(3)x y + 2D(4)x yD(1)x y

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Aplicando mais uma operação elementar na coluna obtemos:

A = 2det
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

D(3)x y D(2)x y 0

D(4)x y D(3)x y (D(2)x y)2

D(5)x y D(4)x y 2D(2)x yD(3)x y

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Por fim, desenvolvendo tal determinante de ordem 3 obtemos:

A = 2D(2)x y (D(3)x y)
3
+D(5)x y (D(2)x y)

3
− 3D(4)x yD(3)x y (D(2)x y)

2
⇐⇒

A = D(2)x y (2 (D(3)x y)
3
+D(5)x y (D(2)x y)

2
− 3D(4)x yD(3)x yD(2)x y) (21)

Usando o fato que p∣n − 1 vem que:
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D(1)x y = − xn−1

mym−1 , D(2)x y = −(m−1)x2n−2

2m2y2m−1 , D(3)x y = −(2m−1)(m−1)x3n−3

6m3y3m−1 , D(4)x y = −(3m−1)(2m−1)(m−1)x4n−4

24m4y4m−1

e D(5)x y = −(4m−1)(3m−1)(2m−1)(m−1)x5n−5

120m5y5m−1 .

Substituindo as expressões acima em (21), temos que A = 0 ⇐⇒ m − 1 = 0 ou

2m − 1 = 0 ou m − 2 = 0 ou m + 1 = 0.

É importante notar que se p∣(n − 1) e p∣(m − 1), F é não-clássica em relação à ∑1 e,

portanto, será não clássica em relação à ∑2.

De fato, suponha que (0, 1, ε), ε ≥ 3 seja a sequência de ordem de F em relação

à ∑1. Considerando todas as cônicas geradas pela união de duas dessas retas

obtemos a sequência de ordem (0, 1, 2, ε, ε + 1, 2ε) e como ε > 3 ela é formada de 6

elementos distintos e será então a sequência de ordem de F em relação à ∑2 e,

portanto não clássica.

Pela Proposição 2.1.1, segue que F é não clássica em relação à ∑1, e portanto não

clássica em relação à ∑2.

Assim, juntando os casos (1) e (2), concluímos que se p > 5 e a curva F definida

sobre Fq é não clássica em relação à ∑2, então p ∣ (2n − 1)(n + 1)(n − 2)(n − 1) e

p ∣ (2m − 1)(m + 1)(m − 2)(m − 1).

Para concluir o caso da não classicalidade de F em relação à ∑2, iremos demonstrar

o lema abaixo que é uma adaptação de [3, Lemma 3.4] para o nosso caso de cônicas.

Lema 2.3.2. Assuma p > 5. Seja Fq(x, y) o corpo de funções de F , e P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F

um ponto genérico. Suponha que exista um polinômio G(X, Y) = ∑ aij(x, y)pXiY j ∈

Fq[x, y][X, Y] de grau d ≥ 2 tal que G(x, y) = 0. Para GP(X, Y) ∶= ∑ aij(u, v)pXiY j ∈

Fq[X, Y], é válido o seguinte:

(a) Se GP(X, Y) é irredutível de grau d = 2, então F é não clássica em relação à ∑2 e a

curva GP ∶ GP(X, Y) = 0 é a cônica osculante de F em P.

(b) Se a curva GP ∶ GP(X, Y) = 0 é tal que I(P,GP ∩ C) < p para toda cônica C, então F

é clássica em relação à ∑2.

Demonstração. Nas condições de um ponto genérico e supondo que F é clássica em

relação à ∑1, podemos afirmar que a sequência de ordem de F em relação à ∑2 é dada

por (0, 1, 2, 3, 4, ε).
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Seja GP a curva definida por GP ∶ GP(X, Y) = 0, temos:

GP(x, y) = GP(x, y)−G(x, y) =∑(aij(u, v)− aij(x, y))pxiyj,

Como a quantidade de pólos e zeros é finita, para um ponto genérico segue que

vP(GP(x, y)) ≥ p, ou seja,

I(P,F ∩GP) ≥ p > 5. (22)

Como Gp é uma cônica concluímos que ε > 5 e portanto F é não clássica em relação à

∑2.

Seja HP a cônica osculante de F em P. Pelo hipótese de (a) temos que deg(GP) = 2 e a

desigualdade (22) implica que I(P,F ∩HP) ≥ p, e por [3, Lemma 3.3] temos:

I(P,Hp ∩GP) ≥ p > 4 = deg(HP) ⋅ deg(GP)

Como GP é irredutível, pelo Teorema de Bézout 1.1.1 , GP e HP devem ser a mesma curva,

e como P é um ponto genérico o resultado segue. Afirmação (b) segue diretamente de

[3, Lemma 3.3] e do fato que a não classicalidade de F em relação à ∑2 implica que

I(P,F ∩HP) ≥ p conforme a proposição 1.2.2.

Observação 2.3.3. Note que se Gp é irredutível de grau d, com 2 < d < p/2, então, pelo

Teorema de Bézout 1.1.1, as condições do Lema 2.3.2(b) são satisfeitas, isto é, F é clássica

em relação à ∑2.

Lema 2.3.4. Considerando p > 2, são irredutíveis sobre Fq as seguintes curvas projetivas:

(a) F1 ∶ X2 +Y2 −Z2 = 0;

(b) F2 ∶ XZ +YZ −XY = 0;

(c) F3 ∶ X2 +Y2 +Z2 − 2XY − 2XZ − 2YZ = 0;

(d) F4 ∶ ZY −X2 + 2XZ −Z2 = 0;

(e) F5 ∶ XZ +Y2 −Z2 = 0;

(f) F6 ∶ XY −YZ +Z2 = 0;

(g) F7 ∶ XY2 −Z3 + 2YZ2 −Y2Z = 0;

(h) F8 ∶ X2Y −YZ2 +Z3 = 0;
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(i) F9 ∶ XZ3 −Y4 + 2Y2Z2 −Z4 = 0.

Demonstração. Para os itens (a) a (f) basta observar que as cônicas são não singulares e

portanto irredutíveis.

De acordo com [19] se uma cúbica tem uma única singularidade que é um nó, então

ela é irredutível. Para os itens (g) e (h) basta verificar que isto ocorre. Por exemplo, para

o item (g) o único ponto singular de F1 é (1 ∶ 0 ∶ 0) e é fácil verificar que tal ponto é um

nó. Para a outra curva, o cálculo é análogo.

Para o item (i) basta observar que a quártica possui um único ponto singular de

multiplicidade 3 e portanto é irredutível.

Proposição 2.3.5. Supondo p > 5, a curva F é clássica em relação à ∑2, nos casos:

(a) p∣(2n − 1) e p∣(m + 1);

(b) p∣(2m − 1) e p∣(n + 1);

(c) p∣(2n − 1) e p∣(m − 2);

(d) p∣(2m − 1) e p∣(n − 2);

(e) p∣(m + 1) e p∣(n − 2);

(f) p∣(n + 1) e p∣(m − 2);

Demonstração. (a) Considere inteiros r, s, k, l tais que 2n = prk + 1 e m = psl − 1, p ∤ k,

p ∤ l. Sem perda de generalidade vamos supor que r ≥ s ⇐⇒ r = s + d para algum

inteiro d e assim 2n = (pdk)ps + 1 = wps + 1. Temos que:

(xn + ym − 1)(xn − ym + 1) = 0 ⇐⇒ x2n − y2m + 2ym − 1 = 0

⇐⇒ (xw)ps
x − ((yl)2)ps

y−2 + 2(yl)ps
y−1 − 1 = 0. (23)

Considerando P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F um ponto genérico e α = (uw)ps
e β = (vl)ps

, por

(23) obtemos a cúbica projetiva G7 ∶ αXY2 − β2Z3 + 2βYZ2 −Y2Z = 0. Como G7 é

projetivamente equivalente a F7 ∶ XY2 − Z3 + 2YZ2 −Y2Z = 0, que é irredutível,

segue do Lema 2.3.2 e da observação 2.3.3 que F é clássica em relação à ∑2.

(b) Com um raciocínio análogo ao item anterior e fazendo a transformação projetiva

(X ∶ Y ∶ Z) ↦ (Y ∶ X ∶ Z), obtemos a cúbica projetiva irredutível F7 ∶ XY2 − Z3 +

2YZ2 −Y2Z = 0 e, portanto F é clássica em relação à ∑2.
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(c) Considere inteiros r, s, k, l tais que 2n = prk + 1 e m = psl + 2, p ∤ k, p ∤ l. Sem perda

de generalidade vamos supor que r ≥ s ⇐⇒ r = s + d para algum inteiro d e assim

2n = (pdk)ps + 1 = wps + 1. Temos que:

(xn + ym − 1)(xn − ym + 1) = 0 ⇐⇒ x2n − y2m + 2ym − 1 = 0

⇐⇒ (xw)ps
x − ((yl)2)ps

y4 + 2(yl)ps
y2 − 1 = 0. (24)

Considerando P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F um ponto genérico e α = (uw)ps
e β = (vl)ps

, por

(24) obtemos a quártica projetiva G9 ∶ αXZ3 − β2Y4 + 2βY2Z2 − Z4 = 0. Como G9

é projetivamente equivalente a F9 ∶ XZ3 −Y4 + 2Y2Z2 − Z4 = 0, que é irredutível,

segue do Lema 2.3.2 e da observação 2.3.3 que F é clássica em relação à ∑2 para

p > 7.

Vamos analisar separadamente o caso p = 7.

Temos que o ponto Q = (2 ∶ s ∶ 1), s2 = −2 é um ponto de inflexão da curva F9 e

sendo ℓQ a reta tangente à F9 pelo ponto Q, temos que ℓQ ∶ X − 2sY +Z = 0. É fácil

provar ainda que I(Q,F9 ∩ ℓQ) = 3.

Considerando a cônica C1 ∶= (ℓQ)2 e como ℓQ não é componente de F9, temos que

I(Q,F9 ∩ C1) = 6.

Considerando uma cônica C ≠ C1 que contenha ℓQ como componente, temos que

C ∶= ℓQ ⋅ ℓ e, portanto, I(Q,F9 ∩ C) = I(Q,F9 ∩ ℓQ)+ I(Q,F9 ∩ ℓ) ≤ 3+ 3 < 7.

Já no caso das cônicas que não possuem ℓQ como componente, usando [3, Lema

3.3] e o Teorema de Bézout 1.1.1 temos I(Q,F9 ∩ C) < 7.

Portanto, I(Q,F9 ∩ C) < 7 para todas as cônicas e, consequentemente, F é clássica

em relação à ∑2.

(d) Com um raciocínio análogo ao item anterior e fazendo a transformação projetiva

(X ∶ Y ∶ Z)↦ (Y ∶ X ∶ Z), obtemos F9 ∶ XZ3 −Y4 + 2Y2Z2 −Z4 = 0 e concluímos que

F é clássica em relação à ∑2.

(e) Considere inteiros r, s, k, l tais que n = prk + 2 e m = psl − 1, p ∤ k, p ∤ l. Sem perda

de generalidade vamos supor que r ≥ s ⇐⇒ r = s + d para algum inteiro d e assim

n = (pdk)ps + 2 = wps + 2. Temos que:

xn + ym − 1 = 0 ⇐⇒ (xw)ps
x2 + (yl)psy−1 − 1 = 0. (25)
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Considerando P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F um ponto genérico e α = (uw)ps
e β = (vl)ps

, por

(25) obtemos a cúbica projetiva G8 ∶ αX2Y −YZ2 + βZ3 = 0. Como G8 é projetiva-

mente equivalente a F8 ∶ X2Y −YZ2 + Z3 = 0, que é irredutível, segue do Lema

2.3.2 e da observação 2.3.3 que F é clássica em relação à ∑2.

(f) Com um raciocínio análogo ao caso anterior e fazendo a transformação projetiva

(X ∶ Y ∶ Z) ↦ (Y ∶ X ∶ Z), obtemos a cúbica projetiva irredutível F8 ∶ X2Y −YZ2 −

Z3 = 0 e portanto F é clássica em relação à ∑2.

Proposição 2.3.6. Supondo p > 5 a curva F é não clássica em relação à ∑2, nos casos:

(a) p∣(m − 2) e p∣(n − 2);

(b) p∣(m + 1) e p∣(n + 1);

(c) p∣(2m − 1) e p∣(2n − 1);

(d) p∣(m − 1) e p∣(n − 1);

(e) p∣(2m − 1) e p∣(n − 1);

(f) p∣(m − 1) e p∣(2n − 1);

(g) p∣(m − 2) e p∣(n − 1);

(h) p∣(m − 1) e p∣(n − 2);

(i) p∣(m + 1) e p∣(n − 1);

(j) p∣(m − 1) e p∣(n + 1).

Demonstração. (a) Considere inteiros r, s, k, l tais que n = prk + 2 e m = psl + 2, p ∤ k,

p ∤ l. Sem perda de generalidade vamos supor que r ≥ s ⇐⇒ r = s + d para algum

inteiro d e assim n = (pdk)ps + 2 = wps + 2. Temos que:

xn + ym − 1 = 0 ⇐⇒ (xw)ps
x2 + (yl)ps

y2 − 1 = 0. (26)

Considerando P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F um ponto genérico e α = (uw)ps
e β = (vl)ps

, por

(26) obtemos a cônica projetiva G1 ∶ αX2 + βY2 −Z2 = 0. Como G1 é projetivamente

equivalente a F1 ∶ X2 +Y2 −Z2 = 0, que é irredutível, segue do Lema 2.3.2 (a) que

F é não clássica em relação à ∑2.
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(b) Considere inteiros r, s, k, l tais que n = prk − 1 e m = psl − 1, p ∤ k, p ∤ l. Sem perda

de generalidade vamos supor que r ≥ s ⇐⇒ r = s + d para algum inteiro d e assim

n = (pdk)ps − 1 = wps − 1. Temos que:

(xn + ym − 1)(xy) = 0 ⇐⇒ (xw)ps
y + (yl)ps

x − xy = 0. (27)

Considerando P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F um ponto genérico e α = (uw)ps
e β = (vl)ps

, por

(27) obtemos a cônica projetiva G2 ∶ αYZ+ βXZ−XY = 0. Como G2 é projetivamente

equivalente a F2 ∶ XZ +YZ −XY = 0, que é irredutível, segue do Lema 2.3.2 (a) que

F é não clássica em relação à ∑2.

(c) Considere inteiros r, s, k, l tais que 2n = prk + 1 e 2m = psl + 1, p ∤ k, p ∤ l. Sem

perda de generalidade vamos supor que r ≥ s ⇐⇒ r = s + d para algum inteiro d e

assim 2n = (pdk)ps + 1 = wps + 1. Temos que:

(xn + ym)2 = 1Ô⇒

x2n + 2xnym + y2m = 1Ô⇒

(x2n + y2m − 1)2 = (2xnym)2Ô⇒

x4n + y4m + 1− 2x2ny2m − 2x2n − 2y2m = 0Ô⇒

((xw)ps
)2x2 + ((yl)ps

)2y2 + 1− 2(xw)ps
(yl)ps

xy − 2(xw)ps
x − 2(yl)ps

y = 0.

(28)

Considerando P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F um ponto genérico e α = (uw)ps
e β = (vl)ps

, por

(28) obtemos a cônica projetiva G3 ∶ α2X2 + β2Y2 + Z2 − 2αβXY − 2αXZ − 2βYZ = 0.

Como G3 é projetivamente equivalente a F3 ∶ X2 +Y2 +Z2 − 2XY − 2XZ − 2YZ = 0,

que é irredutível, segue do Lema 2.3.2 (a) que F é não clássica em relação à ∑2.

(d) Note que neste caso F é não clássica em relação à ∑1 e, portanto, não clássica em

relação à ∑2.

(e) Considere inteiros r, s, k, l tais que n = prk + 1 e 2m = psl + 1, p ∤ k, p ∤ l. Sem perda

de generalidade vamos supor que r ≥ s ⇐⇒ r = s + d para algum inteiro d e assim

n = (pdk)ps + 1 = wps + 1. Temos que:

(xn + ym − 1)(−xn + ym + 1) = 0 ⇐⇒ y2m − x2n + 2xn − 1− 0

⇐⇒ (yl)ps
y − (x2w)ps

x2 + 2(xk)ps
x − 1 = 0. (29)

Considerando P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F um ponto genérico e α = (uw)ps
e β = (vl)ps

, por

(29) obtemos a cônica projetiva G4 ∶ βYZ − α2X2 + 2αXZ −Z2 = 0.
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Como G4 é projetivamente equivalente a F4 ∶ ZY − X2 + 2XZ − Z2 = 0, que é

irredutível, segue do Lema 2.3.2 (a) que F é não clássica em relação à ∑2.

(f) Com um raciocínio análogo ao item anterior e fazendo a transformação projetiva

(X ∶ Y ∶ Z) ↦ (Y ∶ X ∶ Z), obtemos a cônica projetiva F4 ∶ ZY −X2 + 2XZ −Z2 = 0 e

concluímos que F é não clássica em relação à ∑2.

(g) Considere inteiros r, s, k, l tais que n = prk + 1 e m = psl + 2, p ∤ k, p ∤ l. Sem perda

de generalidade vamos supor que r ≥ s ⇐⇒ r = s + d para algum inteiro d e assim

n = (pdk)ps + 1 = wps + 1. Temos que:

(xn + ym − 1) = 0 ⇐⇒ (xw)ps
x1 + (yl)ps

y2 − 1 = 0; (30)

Considerando P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F um ponto genérico e α = (uw)ps
e β = (vl)ps

, por

(30) obtemos a cônica projetiva G5 ∶ αXZ + βY2 −Z2 = 0.

Como G5 é projetivamente equivalente a F5 ∶ XZ +Y2 − Z2 = 0, que é irredutível,

segue do Lema 2.3.2 (a) que F é não clássica em relação à ∑2.

(h) Com um raciocínio análogo ao item anterior e fazendo a transformação projetiva

(X ∶ Y ∶ Z) ↦ (Y ∶ X ∶ Z), obtemos a cônica projetiva F5 ∶ XZ +Y2 − Z2 = 0 e

concluímos que F é não clássica em relação à ∑2.

(i) Considere inteiros r, s, k, l tais que n = prk + 1 e m = psl − 1, p ∤ k, p ∤ l. Sem perda

de generalidade vamos supor que r ≥ s ⇐⇒ r = s + d para algum inteiro d e assim

n = (pdk)ps + 1 = wps + 1. Temos que:

(xn + ym − 1) = 0 ⇐⇒ (xw)ps
x + (yl)ps

y−1 − 1 = 0 ⇐⇒ (xw)ps
xy + (yl)ps

− y = 0 (31)

Considerando P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F um ponto genérico e α = (uw)ps
e β = (vl)ps

, por

(35) obtemos a cônica projetiva G6 ∶ αXY + βZ2 −YZ = 0.

Como G6 é projetivamente equivalente a F6 ∶ XY −YZ +Z2 = 0, que é irredutível,

segue do Lema 2.3.2 (a) que F é não clássica em relação à ∑2.

(j) Com um raciocínio análogo ao item anterior e fazendo a transformação projetiva

(X ∶ Y ∶ Z) ↦ (Y ∶ X ∶ Z), obtemos a cônica projetiva F6 ∶ XY −YZ + Z2 = 0 e

concluímos que F é não clássica em relação à ∑2.
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Teorema 2.3.7. Supondo p > 5, a curva F é não clássica em relação à ∑2 se, e somente se, umas

das condições é válida:

(a) p∣(m − 2) e p∣(n − 2);

(b) p∣(m + 1) e p∣(n + 1);

(c) p∣(2m − 1) e p∣(2n − 1);

(d) p∣(m − 1) e p∣(n − 1)(n − 2)(2n − 1)(n + 1);

(e) p∣(n − 1) e p∣(m + 1)(m − 2)(2m − 1).

Demonstração. A demonstração segue diretamente das proposições 2.3.1, 2.3.5 e 2.3.6.

2.4 Fq -frobenius classicalidade de F em re-

lação à ∑2

Nesta seção iremos considerar p > 5 e HP irá denotar a cônica osculante de F em P.

Para a nossa demonstração vamos adaptar de [3] as próximas duas proposições para

o nosso caso das cônicas.

Proposição 2.4.1. Suponha p > 5, F clássica em relação à ∑1 e não clássica em relação à

∑2. Para P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F , uv ≠ 0, a cônica osculante HP de F em P é a curva projetiva

irredutível HP(X, Y, Z), tal que:

HP(X, Y, Z) ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

aun−2X2 + bvm−2Y2 −Z2 = 0, se p ∣ (m − 2) e p∣(n − 2);

aun+1YZ + bvm+1XZ −XY = 0, se p ∣ (m + 1) e p∣(n + 1);

a4u(4n−2)X2 + b4v(4m−2)Y2 +Z2 − 2a2b2u(2n−1)v(2m−1)XY − 2a2u(2n−1)XZ−

2b2v(2m−1)YZ = 0, se p ∣ (2m − 1) e p∣(2n − 1);

b2v2m−1YZ − a2u2n−2X2 + 2aun−1XZ −Z2 = 0, se p ∣ (2m − 1) e p∣(n − 1);

aun−1XY + bvm+1Z2 −YZ = 0, se p∣(m + 1) e p∣(n − 1);

aun−1XZ + bvm−2Y2 −Z2 = 0, se p∣(m − 2) e p∣(n − 1);

aun−2X2 + bvm−1YZ −Z2 = 0, se p∣(m − 1) e p∣(n − 2);

a2u2n−1XZ − b2v2m−2Y2 + 2bvm−1YZ −Z2 = 0, se p∣(m − 1) e p∣(2n − 1);

bvm−1YX + aun+1Z2 −XZ = 0, se p∣(m − 1) e p∣(n + 1).
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Demonstração. A demonstração é análoga a feita na proposição 2.3.6 para todos os

itens.

Proposição 2.4.2. Se F é clássica em relação à ∑1 e não clássica em relação à ∑2, então

as seguintes afirmações são válidas:

(a) A sequência de ordens de F em relação à ∑2 é (0, 1, 2, 3, 4, pr), para algum r > 0.

(b) A curva F é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑2 se, e somente se, φq(P) ∈ HP

para infinitos pontos P ∈ F .

Demonstração. Suponha que (ε0, ε1, ε2, ε3, ε4, ε5) seja a sequência de ordem de F em

relação à ∑2 e que ε4 > 4. Assim temos que ε4 ≥ p e portanto ε5 > p. Considere P ∈ F ,

tal que ji(P) = εi para todo i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Considere agora uma cônica CP tal que

I(P,F ∩ CP) = ε4 ≥ p e seja HP a cônica osculante de F em P. Como HP ≠ CP, por [3,

Lemma 3.3] temos que I(P,HP ∩ CP) > p > 4 = deg(HP) ⋅ deg(CP).

Assim pelo Teorema de Bézout HP e CP possuem uma componente em comum. Porém

pela proposição 2.4.1 a cônica osculante é irredutível. Assim, HP = CP, o que é uma

contradição. Portanto ε4 = 4 e assim εi = i para 0 ≤ i ≤ 4. Agora segue de [10, Proposition

2] e da proposição 2.4.1 que ε5 = pr para algum r > 0. A segunda afirmação segue de (a)

e de (7).

Proposição 2.4.3. Seja p > 5 e suponha que p∣(n−2) e p∣(m−2). Então, a curva F definida

sobre Fq é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑2 se, e somente se, m = n = 2(q−1)
pr−1

com r < h tal que r∣h e a, b ∈ Fpr .

Demonstração. Pelas proposições 2.4.1 e 2.4.2(b) temos que se F é Fq-Frobenius não

clássica então

axn−2+2q + bym−2+2q − 1 = 0 ⇐⇒ bym−2+2q = 1− axn−2+2q. (32)

Observe que podemos reescrever (32) como:

ym−2+2q − (
1
b
−

a
b

xn−2+2q) = 0.

E podemos ainda reescrever a equação de F como:

ym − (
1
b
−

a
b

xn) = 0.
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Usando 2.4.2 (b) temos que ym − (1
b −

a
b xn) divide ym−2+2q − (1

b −
a
b xn−2+2q) e por 2.2.1 vem

que m ∣ m − 2+ 2q e, portanto, m∣2q − 2, ou seja, 2q − 2 = mt, para algum inteiro t.

Note agora que:

bym−2+2q = bym+mt = bym(1+t).

Assim, usando a equação de F , obtemos:

bym(1+t) = (1− axn)(1+t)/bt. (33)

Portanto de (32) e (33) temos que:

1− axn−2+2q = (1− axn)(1+t)/bt.

Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:

n − 2+ 2q = n(1+ t) ⇐⇒ −2+ 2q = nt ⇐⇒ mt = nt ⇐⇒ m = n.

Agora basta usar o Teorema 1.3.5 para concluir a demonstração.

Proposição 2.4.4. Seja p > 5 e suponha que p∣(n + 1) e p∣(m + 1). Então, a curva F

definida sobre Fq é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑2 se, e somente se, m = n,

q = n + 1 e a + b = 1.

Demonstração. Pelas proposições 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é Fq-Frobenius não

clássica então

axn+1yq + bym+1xq − xqyq = 0. (34)

Vamos inicialmente supor que n + 1− q < 0, neste caso podemos reescrever (34) como

axn+1yq + bym+1xq − xqyq = 0 ⇐⇒ ayq−m−1 + bxq−n−1 − xq−n−1yq−m−1 = 0.

Usando a proposição 2.4.2 (b) temos que axn + bym − 1 divide ayq−m−1 + bxq−n−1 −

xq−n−1yq−m−1, ou seja,

ayq−m−1 + bxq−n−1 − xq−n−1yq−m−1 = (axn + bym − 1)h(x, y) (35)

para algum h(x, y) ∈ Fq[x, y]∖ {0}. Substituindo x = 0 em (35) temos que

ayq−m−1 = (bym − 1)h(0, y)

o que é contradição.
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Assim podemos supor que n + 1− q ≥ 0 e podemos reescrever (34) como

axn+1yq + bym+1xq − xqyq = 0 ⇐⇒ bym+1−q = 1− axn+1−q. (36)

Observe que podemos então reescrever (36) como:

ym+1−q − (
1
b
−

a
b

xn+1−q) = 0.

E podemos ainda reescrever a equação de F como:

ym − (
1
b
−

a
b

xn) = 0.

Usando novamente a proposição 2.4.2 (b) temos que ym − (1
b −

a
b xn) divide ym+1−q −

(1
b −

a
b xn+1−q) e pelo Lema 2.2.1 vem que m ∣ m + 1 − q e, portanto, m∣1 − q, ou seja,

1− q = mt, para algum inteiro t.

Note agora que:

bym+1−q = bym+mt = bym(1+t).

Assim, usando a equação de F , obtemos:

bym(1+t) = (1− axn)(1+t)/bt. (37)

Portanto de (36) e (37) temos que:

1− axn+1−q = (1− axn)(1+t)/bt.

Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:

n + 1− q = n(1+ t) ⇐⇒ −1− q = nt ⇐⇒ mt = nt ⇐⇒ n = m.

Usando o Teorema 1.3.5 vamos supor que p∣(n − 1) e usar o fato que p∣(n + 1), logo

concluímos que p∣(2n) e assim temos que p∣n, o que é uma contradição com as hipóteses

iniciais. Usando os casos (2) e (3) do Teorema 1.3.5 chegamos, de maneira análoga,

também a uma contradição. Note porém que podemos ter o caso t = 1 e portanto q = n+1

e a + b = 1 que satisfaz todas as condições, e assim concluímos a demonstração.

Proposição 2.4.5. Seja p > 5 e suponha que p∣(2n − 1) e p∣(2m − 1). Então, a curva

F definida sobre Fq é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑2 se, e somente se,

m = n = q−1
2(pr−1) com r < h tal que r ∣ h e a2, b2 ∈ Fpr ;



2.4 Fq -frobenius classicalidade de F em relação à ∑2 31

Demonstração. Pelas proposições 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é Fq-Frobenius não

clássica então

a4x4n−2+2q + b4y4m−2+2q + 1− 2a2b2x2n−1+qy2m−1+q − 2a2x2n−1+q − 2b2y2m−1+q = 0 ⇐⇒

b4y4m−2+2q = −a4x4n−2+2q − 1+ 2a2b2x2n−1+qy2m−1+q + 2a2x2n−1+q + 2b2y2m−1+q ⇐⇒

b4y4m−2+2q = −a4x4n−2+2q − 1+ y2m−1+q(2a2b2x2n−1+q + 2b2)+ 2a2x2n−1+q. (38)

Usando a proposição 2.4.2 (b) temos que axn + bym − 1 divide a4x4n−2+2q + b4y4m−2+2q +

1− 2a2b2x2n−1+qy2m−1+q − 2a2x2n−1+q − 2b2y2m−1+q, ou seja,

(b2y2m−1+q − 1)2 + (a4x4n−2+2q − 2a2b2x2n−1+qy2m−1+q − 2a2x2n−1+q) = (axn + bym − 1)h(x, y),

(39)

para algum h(x, y) ∈ Fq[x, y]∖ {0}. Subsituindo x = 0 em (39) temos que

(b2y2m−1+q − 1)
2
= (bym − 1)h(0, y)

e consequentemente m ∣ 2m − 1+ q, logo m∣q − 1, ou seja, q − 1 = mt, para algum inteiro t.

Utilizando a equação da curva, podemos escrever:

y2m−1+q = (ym)2+t = (1− axn)2+t/b2+t.

Substituindo a expressão anterior em (38), obtemos:

b4y4m−2+2q = −a4x4n−2+2q − 1+ ((1− axn)2+t/b2+t)(2a2b2x2n−1+q + 2b2)+ 2a2x2n−1+q. (40)

As opções para o grau no 2º membro de (40) são: 4n − 2 + 2q = 4n + 2(q − 1) ou

n(2+ t)+ 2n − 1+ q = 4n + q − 1+ nt.

Observe que na hipótese que fizemos no início do capítulo, sem perda de generalidade,

obtemos n ≥ m ⇐⇒ nt ≥ mt ⇐⇒ nt ≥ q − 1 ⇐⇒ 4n + q − 1+ nt ≥ 4n + 2(q − 1). Assim, o

grau do 2º membro de (40) será 4n + q − 1+ nt.

Note agora que:

b4y4m−2+2q = b4y4m+2mt = b4ym(4+2t).

Usando a equação de F , obtemos:

b4ym(4+2t) = (1− axn)(4+2t)/b2t. (41)

Portanto de (40) e (41) temos que:

−a4x4n−2+2q − 1+ ((1− axn)2+t/b2+t)(2a2b2x2n−1+q + 2b2)+ 2a2x2n−1+q = (1− axn)(4+2t)/b2t.
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Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:

4n + q − 1+ nt = n(4+ 2t) ⇐⇒ q − 1 = nt ⇐⇒ n =
q − 1

t
⇐⇒ n = m.

Agora basta usar o Teorema 1.3.5 para concluir a demonstração.

Proposição 2.4.6. Seja p > 5 e suponha que p∣(n−1) e p∣(m−1). Então, a curva F definida

sobre Fq é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑2 se, e somente se, m = n = q−1
pr−1 para

algum inteiro r < h e a, b ∈ Fpr .

Demonstração. A demonstração segue diretamente do Teorema 2.2.2 e do fato explicado

na demonstração da proposição 2.3.1.

Proposição 2.4.7. Seja p > 5 e suponha que p∣(n−2) e p∣(m−1). Então, a curva F definida

sobre Fq é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑2 se, e somente se, n = 2m = 2(q−1)
pr−1

com r < h tal que r ∣ h e a, b ∈ Fpr .

Demonstração. Pelas proposições 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é Fq-Frobenius não

clássica então

axn−2+2q + bym−1+q − 1 = 0 ⇐⇒ bym−1+q = 1− axn−2+2q. (42)

Observe que podemos reescrever (42) como:

ym−1+q − (
1
b
−

a
b

xn−2+2q) = 0.

E podemos ainda reescrever a equação de F como:

ym − (
1
b
−

a
b

xn) = 0.

Usando a proposição 2.4.2 (b) temos que ym − (1
b −

axn

b ) divide ym−1+q − (1
b −

axn−2+2q

b ) e

pelo Lema 2.2.1 vem que m ∣ m − 1+ q e, portanto, m∣q − 1, ou seja, q − 1 = mt, para algum

inteiro t.

Note agora que:

bym−1+q = bym+mt = bym(1+t).

Assim, usando a equação de F , obtemos:

bym(1+t) = (1− axn)(1+t)/bt. (43)
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Portanto de (42) e (43) temos que:

1− axn−2+2q = (1− axn)(1+t)/bt.

Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:

n − 2+ 2q = n(1+ t) ⇐⇒ −2+ 2q = nt ⇐⇒ 2mt = nt ⇐⇒ n = 2m.

Sendo n = 2m e usando novamente o lema 2.2.1 temos que m∣(m − 1+ q) e

(
1
b
−

a
b

xn−2+2q) = (
1
b
−

a
b

xn)

m−1+q
m
Ô⇒ (

1
b
−

a
b

x2m−2+2q) = (
1
b
−

a
b

x2m)
1+−1+q

m
. (44)

Note que (44) implica que q−1
m = pr −1 para algum r > 0 e, consequentemente (pr −1)∣q−1.

Nas condições dadas temos que r < h, r∣h e podemos escrever n = 2m = 2(q−1)
pr−1 . Observe

ainda que de (44) concluímos que a, b ∈ Fpr .

Observe que a recíproca pode facilmente ser observada, pois m + q − 1 = m +mt =

m(1+ t), assim m∣(m + q − 1). Note ainda que nas condições dadas:

(
1
b
−

a
b

xn)
1+ q−1

m
= (

1
b
−

a
b

xn)
pr

=
1
b
−

a
b

xnpr
=

1
b
−

a
b

xn+2q−2Ô⇒ (
1
b
−

a
b

xn+2q−2) = (
1
b
−

a
b

xn)

m−1+q
m

.

Assim usando o Lema 2.2.1 concluímos que a recíproca também é válida.

Proposição 2.4.8. Seja p > 5 e suponha que p∣(2n − 1) e p∣(m − 1). Então a curva F

definida sobre Fq é Fq-Frobenius clássica em relação à ∑2.

Demonstração. Pelas proposições 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é Fq-Frobenius não

clássica então

a2x2n−1+q − b2y2m−2+2q + 2bym−1+q − 1 = 0 ⇐⇒ a2x2n−1+q = b2y2m−2+2q − 2bym−1+q + 1. (45)

Observe que podemos reescrever (45) como:

x2n−1+q − (
bym−1+q − 1

a
)

2

= 0.

E podemos ainda reescrever a equação de F como:

xn − (
1
a
−

b
a

ym) = 0.
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Usando a proposição 2.4.2 (b) temos que xn − (1
a −

b
a ym) divide x2n−1+q − (

bym−1+q−1
a )

2
e

pelo Lema 2.2.1 vem que n ∣ 2n − 1+ q e, portanto, n∣q − 1, ou seja, q − 1 = nt, para algum

inteiro t.

Assim usando a equação de F , obtemos:

a2x2n−1+q = a2xn(2+t) = (1− bym)2+t/at. (46)

Portanto, de (45) e (46) temos que:

b2y2m−2+2q − 2bym−1+q + 1 = (1− bym)2+t/at.

Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:

2m − 2+ 2q = m(2+ t) ⇐⇒ 2(q − 1) = mt ⇐⇒ 2n = m.

Como estamos supondo que n ≥ m, temos uma contradição.

Proposição 2.4.9. Seja p > 5 e suponha ainda que p∣(n + 1) e p∣(m − 1). Então, a curva F

definida sobre Fq é Fq-Frobenius clássica em relação à ∑2.

Demonstração. Pelas proposições 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é Fq-Frobenius não

clássica então

bym−1+qxq + axn+1 − xq = 0 (47)

Vamos inicialmente supor que n + 1− q < 0, neste caso podemos reescrever (47) como

bym−1+qxq + axn+1 − xq = 0 ⇐⇒ bym−1+qxq−n−1 + a − xq−n−1 = 0

Usando a proposição 2.4.2 (b) temos que axn + bym −1 divide bym−1+qxq−n−1 + a− xq−n−1,

ou seja,

bym−1+qxq−n−1 + a − xq−n−1 = (axn + bym − 1)h(x, y) (48)

para algum h(x, y) ∈ Fq[x, y]∖ {0}.

Substituindo x = 0 em (48) temos que

a = (bym − 1)h(0, y)

o que é uma contradição.

Assim podemos supor que n + 1− q ≥ 0 e podemos reescrever (47) como
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bym−1+qxq + axn+1 − xq = 0 ⇐⇒ bym−1+q = 1− axn+1−q (49)

Observe que podemos reescrever (49) como:

ym−1+q − (
1
b
−

a
b

xn+1−q) = 0.

E podemos ainda reescrever a equação de F como:

ym − (
1
b
−

a
b

xn) = 0.

Usando a proposição 2.4.2 (b) temos que ym − (1
b −

a
b xn) divide ym−1+q − (1

b −
a
b xn+q−1) e

pelo Lema 2.2.1 vem que m ∣ m − 1+ q e, portanto, m∣q − 1, ou seja, q − 1 = mt, para algum

inteiro t.

Assim usando a equação de F , obtemos:

bym−1+q = bym(1+t) = (1− axn)1+t/bt. (50)

Portanto, de (49) e (50) temos que:

1− axn+1−q = (1− axn)1+t/bt.

Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:

n + 1− q = n(1+ t) ⇐⇒ 1− q = nt ⇐⇒ n = −m.

Como estamos supondo que n ≥ m, temos uma contradição.

Proposição 2.4.10. Seja p > 5 e suponha ainda que p∣(n − 1) e p∣(2m − 1). Então, a curva

F definida sobre Fq é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑2 se, e somente se,

2m = n = q−1
pr−1 com r < h tal que r∣h e a, b ∈ Fpr .

Demonstração. Pelas proposições 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é Fq-Frobenius não

clássica então

b2y2m−1+q − a2x2n−2+2q + 2axn−1+q − 1 = 0 ⇐⇒ b2y2m−1+q = a2x2n−2+2q − 2axn−1+q + 1. (51)

Observe que podemos reescrever (51) como:

y2m−1+q − (
axn−1+q − 1

b
)

2

= 0.
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E podemos ainda reescrever a equação de F como:

ym − (
1
b
−

a
b

xn) = 0.

Usando a proposição 2.4.2 (b) temos que ym − (1
b −

a
b xn) divide y2m−1+q − ( axn−1+q−1

b )
2

e pelo Lema 2.2.1 vem que m ∣ 2m − 1 + q e, portanto, m∣q − 1, ou seja, q − 1 = mt, para

algum inteiro t.

Assim usando a equação de F , obtemos:

b2y2m−1+q = b2ym(2+t) = (1− axn)2+t/bt. (52)

Portanto, de (51) e (52) temos que:

a2x2n−2+2q − 2axn−1+q + 1 = (1− axn)2+t/bt.

Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:

2n − 2+ 2q = n(2+ t) ⇐⇒ 2(q − 1) = nt ⇐⇒ n = 2m.

Sendo n = 2m e usando novamente o Lema 2.2.1 temos que m∣(2m − 1+ q) e

(
1
b
−

a
b

xn−1+q)
2
= (

1
b
−

a
b

xn)

2m−1+q
m
Ô⇒ (

1
b
−

a
b

xn−1+q) = (
1
b
−

a
b

xn)
1+−1+q

n
. (53)

Note que (53) implica que q−1
n = pr −1 para algum r > 0 e, consequentemente (pr −1)∣q−1.

Nas condições dadas temos que r < h, r∣h e podemos escrever 2m = n = q−1
pr−1 . Observe

ainda que de (53) concluímos que a, b ∈ Fpr .

Observe que a recíproca pode facilmente ser observada, pois 2m + q − 1 = 2m +mt =

m(2+ t), assim m∣(2m + q − 1). Note ainda que nas condições dadas:

(
1
b
−

a
b

xn)
1+ 1+q

n
= (

1
b
−

a
b

xn)
pr

=
1
b
−

a
b

xnpr
=

1
b
−

a
b

xn−1+q Ô⇒ (
1
b
−

a
b

xn−1+q)
2
= (

1
b
−

a
b

xn)

2m−1+q
m

.

Assim usando o Lema 2.2.1 concluímos que a recíproca também é válida.

Proposição 2.4.11. Seja p > 5 e suponha ainda que p∣(n − 1) e p∣(m − 2). Então, a curva

F definida sobre Fq é Fq-Frobenius clássica.

Demonstração. Pelas proposições 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é Fq-Frobenius não

clássica então

axn−1+q + bym−2+2q − 1 = 0 ⇐⇒ bym−2+2q = 1− axn−1+q. (54)
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Observe que podemos reescrever (54) como:

ym−2+2q − (
1
b
−

a
b

xn−1+q) = 0.

E podemos ainda reescrever a equação de F como:

ym − (
1
b
−

a
b

xn) = 0.

Usando a proposição 2.4.2 (b) temos que ym − (1
b −

a
b xn) divide ym−2+2q − (1

b −
a
b xn−1+q)

e pelo Lema 2.2.1 vem que m ∣ m − 2+ 2q e, portanto, m∣2q − 2, ou seja, 2q − 2 = mt, para

algum inteiro t.

Assim usando a equação de F , obtemos:

bym−2+2q = bym(1+t) = (1− axn)1+t/bt. (55)

Portanto, de (54) e (55) temos que:

1− axn−1+q = (1− axn)1+t/bt.

Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:

n − 1+ q = n(1+ t) ⇐⇒ m = 2n.

Como estamos supondo que n ≥ m, temos uma contradição.

Proposição 2.4.12. Seja p > 5 e suponha ainda que p∣(n − 1) e p∣(m + 1). Então, a curva

F definida sobre Fq é Fq-Frobenius clássica em relação à ∑2.

Demonstração. Pelas proposições 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é Fq-Frobenius não

clássica então

axn−1+qyq + bym+1 − yq = 0. (56)

Vamos inicialmente supor que m + 1− q < 0, neste caso podemos reescrever (56) como

axn−1+qyq + bym+1 − yq = 0 ⇐⇒ axn−1+qyq−m−1 + b − yq−m−1 = 0.

Usando a proposição 2.4.2 (b) temos que axn + bym −1 divide axn−1+qyq−m−1+ b−yq−m−1,

ou seja,

axn−1+qyq−m−1 + b − yq−m−1 = (axn + bym − 1)h(x, y) (57)

para algum h(x, y) ∈ Fq[x, y]∖ {0}.
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Substituindo y = 0 em (57) temos que

b = (axn − 1)h(x, 0)

o que é uma contradição.

Assim podemos supor que m + 1− q ≥ 0 e podemos reescrever (56) como

axn−1+qyq + bym+1 − yq = 0 ⇐⇒ bym+1−q = 1− axn−1+q (58)

Observe que podemos assim reescrever (58) como:

ym+1−q − (
1
b
−

a
b

xn−1+q) = 0.

E podemos ainda reescrever a equação de F como:

ym − (
1
b
−

a
b

xn) = 0.

Usando a proposição 2.4.2 (b) temos que ym − (1
b −

a
b xn) divide ym+1−q − (1

b −
a
b xn−1+q) e

pelo Lema 2.2.1 vem que m ∣ m + 1− q e, portanto, m∣1− q, ou seja, 1− q = mt, para algum

inteiro t.

Assim usando a equação de F , obtemos:

bym+1−q = bym(1+t) = (1− axn)1+t/bt. (59)

Portanto, de (58) e (59) temos que:

1− axn−1+q = (1− axn)1+t/bt.

Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:

n − 1+ q = n(1+ t) ⇐⇒ n = −m.

Assim temos que tal condição é uma contradição e portanto concluímos a demonstra-

ção.

Teorema 2.4.13. Suponha p > 5 e q = ph. A curva F definida sobre Fq é Fq-Frobenius não

clássica em relação à ∑2 se, e somente se, uma das condições é válida:

(a) p∣(n − 1) e m = n = q−1
pr−1 com r < h e a, b ∈ Fpr ;

(b) p∣(n − 2) e m = n = 2(q−1)
pr−1 com r < h tal que r ∣ h e a, b ∈ Fpr ;
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(c) p∣(2n − 1) e m = n = q−1
2(pr−1) com r < h tal que r ∣ h e a2, b2 ∈ Fpr ;

(d) p∣(n + 1) e q = n + 1 = m + 1 e a + b = 1;

(e) p∣(n − 1) e n = 2m = q−1
pr−1com r < h tal que r ∣ h e a, b ∈ Fpr ;

(f) p∣(n − 2) e n = 2m = 2(q−1)
pr−1 com r < h tal que r ∣ h e a, b ∈ Fpr .

Demonstração. Segue diretamente das proposições 2.4.3, 2.4.4, 2.4.5, 2.4.6, 2.4.7, 2.4.8,

2.4.9, 2.4.10, 2.4.11 e 2.4.12.

2.5 a quantidade de pontos racionais

Vamos determinar N(F) para os casos dados pelo Teorema 2.4.13. Os casos (a), (b) e (c)

podem ser encontrados em [9] e aqui nos limitaremos apenas a enunciá-los. Para os

casos (d), (e) e ( f ) iremos fazer a demonstração.

Teorema 2.5.1. Seja n = m = q−1
pr−1 com r < h, r ∣ h e a, b ∈ Fpr , então

N(F) = n(q − n + 2).

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [9, 2.(vi)].

Teorema 2.5.2. Seja n = m = 2(q−1)
pr−1 com r < h, tal que r ∣ h e a, b ∈ Fpr . Considere ainda

ψ(α) = 1 se α é um quadrado e ψ(α) = 0 caso contrário. Então

N(F) =
n2

4
(pr + 1− 2(ψ(a)+ψ(b)+ψ(−ab)))+ n(ψ(a)+ψ(b)+ψ(−ab)).

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [9, 2.(viii)]

Teorema 2.5.3. Seja n = m = q−1
2(pr−1) com r < h, tal que r ∣ h e a2, b2 ∈ Fpr , então

N(F) = n2(pr − 2)+ 3n.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [9, 2.(vii)].

Teorema 2.5.4. Seja q = n + 1 = m + 1 e a + b = 1, então

N(F) = (q − 1)2.
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Demonstração. Considere a curva de Fermat F ∶ axq−1 + (1 − a)yq−1 = 1. Note que tal

curva não possui pontos no infinito, assim, supondo α e β racionais não nulos temos

que aαq−1 + (1− a)βq−1 = a + (1− a) = 1. Como há q − 1 pontos racionais em F∗q temos que

N(F) = (q − 1)2.

Para a demonstração dos dois últimos casos, vamos definir o conceito de transforma-

ção geométrica e dois teoremas cuja demonstração pode ser encontrada em [11].

Definição 2.5.5. A transformação geométrica na curva G ∶ g(x, y) = 0 com um ponto de

multiplicidade r na origem é a curva G′ ∶ g′(x, y) = 0 tal que

g′(x, y) = g(x, xy)/xr.

Teorema 2.5.6. Se O = (0, 0) é um ponto singular ordinário na curva G ∶ g(x, y) = 0 de

multiplicidade r, então:

(i) O é o centro de exatamente r ramos de G;

(ii) os r ramos são todos lineares.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [11, Theorem 4.45].

Teorema 2.5.7. Seja P ∈ P2(Fq) um ponto singular de uma curva irredutível G definida sobre

Fq. Se γ é um ramo linear de G com centro P e ℓ é a reta tangente comum em P de G e γ, então

γ é Fq-Racional se, e somente se, ℓ está definida sobre Fq.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [11, Theorem 8.10].

Teorema 2.5.8. Seja n = 2m = q−1
pr−1 com r < h, tal que r ∣ h e a, b ∈ Fpr . Então

N(F) =
n2

2
(pr − 2)+ 2n

Demonstração. Considerando a curva projetiva F ∶ aXn + bY
n
2 Z

n
2 = Zn o seu único ponto

singular é P = (0 ∶ 1 ∶ 0).

Como a função norma é sobrejetiva, temos que a = αn para algum α ∈ Fq e assim o

número de pontos racionais de F sobre Fq é igual ao número de pontos racionais da

curva projetiva D ∶ Xn + bY
n
2 Z

n
2 = Zn também sobre Fq. Note que como D é singular

precisamos determinar quantos pontos racionais temos para a equação de D, e nesse

caso, precisamos ainda determinar a quantidade de ramos de grau 1 de D centrados em

P.
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Inicialmente vamos analisar o caso para os pontos de D que são não singulares. Neste

caso a curva é singular e, portanto, basta contar os pontos racionais de D.

Considerando a situação acima, no caso em que XYZ = 0 a quantidade de pontos

pontos racionais é n + n
2 =

3n
2 .

Desomogeinizando com Z = 1, considere agora (x, y) com xy ≠ 0 um ponto racional

de F , ou seja, xn + by
n
2 = 1 ⇐⇒ by

n
2 = 1 − xn e, portanto, y

n
2 ∈ Fpr . Neste caso há

n ⋅ n
2(p

r − 2) = n2

2 (p
r − 2) pontos racionais e assim, a quantidade de pontos racionais na

condição dos pontos não singulares, é dada por n2

2 (p
r − 2)+ 3n

2 .

Vamos agora determinar quantos ramos racionais de D centrados em P temos.

Desomogeinizando D em relação à variável Y obtemos xn + bz
n
2 − zn = 0, que é equi-

valente a bzm + x2m − z2m = 0. Como mP(D) = m, fazendo a transformação geométrica

obtemos g′(x, z) = bzm + xm − xmz2m. Note que g′m = bzm + xm e assim mP(D′) = m, sendo

P um ponto singular ordinário. Note ainda que todas as m retas tangentes estão defi-

nidas sobre Fq e portanto pelos Teoremas 2.5.6 e 2.5.7 temos exatamente m = n
2 ramos

centrados em P, todos eles são lineares e racionais.

Portanto, N(F) = n2

2 (p
r − 2)+ 3n

2 +
n
2 ⇐⇒ N(F) = n2

2 (p
r − 2)+ 2n.

Teorema 2.5.9. Seja n = 2m = 2(q−1)
pr−1 com r < h, tal que r ∣ h e a, b ∈ Fpr . Então

N(F) =
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

m2(pr − 3)+ 4m, se a é quadrado

m2(pr − 1)+ 2m, se a não é quadrado
.

Demonstração. Considerando a curva projetiva F ∶ aX2m + bYmZm = Z2m o seu único

ponto singular é P = (0 ∶ 1 ∶ 0).

Suponha que a seja um quadrado em Fpr . Como a função norma é sobrejetiva, temos

que a = α2m e b = βm para algum α, β ∈ Fq e assim, o número de pontos racionais de F

sobre Fq é igual ao número de pontos racionais da curva projetiva D ∶ X2m +YmZm = Z2m

também sobre Fq.

Caso a não seja um quadrado, considere apenas b = βn para algum β ∈ Fq, e assim o

número de pontos racionais de F sobre Fq é igual ao número de pontos racionais da

curva D ∶ aX2m +YmZm = Z2m também sobre Fq.

Vamos usar os mesmos argumentos do Teorema anterior neste caso.

Inicialmente vamos analisar o caso para os pontos de D que são não singulares, para

ambos os casos acima.

Considerando esta situação e analisando o caso XYZ = 0, a quantidade de pontos

racionais é m + 2m = 3m se a é um quadrado e m se a não é quadrado.
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Desomogeinizando com Z = 1, considere agora (x, y) com xy ≠ 0 um ponto racional de

F , ou seja, x2m + ym = 1 se a é quadrado e ax2m + ym = 1 se a não é quadrado. Neste caso

há m ⋅m(pr − 3) = m2(pr − 3) pontos racionais no caso em que a é quadrado e (pr − 1)m2

no caso em que a não é quadrado assim, supondo todas as condições anteriores, a

quantidade de pontos racionais é dada por
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

m2(pr − 3)+ 3m, se a é quadrado

m2(pr − 1)+m, se a não é quadrado
.

Vamos agora determinar a quantidade de ramos de grau 1 de D centrados em P.

Desomogeinizando a curva D em relação a variável Y obtemos ax2m + zm − z2m = 0 e

note que mP(D) = m. Fazendo a transformação geométrica obtemos g′(x, z) = axm + zm −

xmz2m e g′m = axm + zm e assim mP(D′) = m, sendo P um ponto singular ordinário. Note

ainda que todas as m retas tangentes estão definidas sobre Fq e portanto por 2.5.6 e

2.5.7 temos exatamente m = n
2 ramos centrados em P, todos eles são lineares e racionais.

Portanto

N(F) =
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

m2(pr − 3)+ 4m, se a é quadrado

m2(pr − 1)+ 2m, se a não é quadrado
.

Vamos agora determinar uma cota para N(F) nos casos em que F é Fq-Frobenius

clássica.

Com as notações anteriores e as definições feitas na introdução deste trabalho, temos

as seguintes expressões:

A(Pξ) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

4n − 10, se Pξ ∈ Γ(Fq)

2n − 6, caso contrário

A(Pρ) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

4m − 10, se Pρ ∈ Γ(Fq)

2m − 6, caso contrário

Sendo α e β a quantidade de raízes em Fq dos polinômios Tn − a−1 e Tm − b−1 e, por

[4] o gênero da curva expresso por g = mn−m−n−mdc(m,n)+2
2 , uma cota melhor é dada por:

N(F) ≤
2(mn −m − n −mdc(m, n))+ (q + 5)n

5
−

α(4n − 10)+ (n − α)(2n − 6)+ β(4m − 10)
5

−
(m − β)(2m − 6)

5
.



2.5 a quantidade de pontos racionais 43

Corolário 2.5.10. Dada a curva projetiva F ∶ aXn + bYmZn−m = Zn definida sobre Fq tal

que a, b, ∈ F∗q e m e n inteiros positivos. Supondo p > 5 e F clássica em relação à ∑1 uma

das condições a seguir é válida:

(i) Se n = m = q−1
pr−1 com r < h, r ∣ h e a, b ∈ Fpr , então

N(F) = n(q − n + 2);

(ii) Se n = m = q−1
2(pr−1) com r < h, tal que r ∣ h e a2, b2 ∈ Fpr , então N(F) = n2(pr − 2)+ 3n;

(iii) Se n = m = q−1
2(pr−1) com r < h, tal que r ∣ h e a2, b2 ∈ Fpr , então N(F) = n2(pr − 2)+ 3n;

(iv) Se q = n + 1 = m + 1 e a + b = 1, então N(F) = (q − 1)2;

(v) Se n = 2m = q−1
pr−1 com r < h, tal que r ∣ h e a, b ∈ Fpr , então N(F) = n2

2 (p
r − 2)+ 2n;

(vi) Se n = 2m = 2(q−1)
pr−1 com r < h, tal que r ∣ h e a, b ∈ Fpr , então

N(F) =
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

m2(pr − 3)+ 4m, se a é quadrado

m2(pr − 1)+ 2m, se a não é quadrado
;

(vii) Em todos os demais casos, uma cota para N(F) é dada por:

N(F) ≤
2(mn −m − n −mdc(m, n))+ (q + 5)n

5
−

α(4n − 10)+ (n − α)(2n − 6)+ β(4m − 10)
5

−
(m − β)(2m − 6)

5
.

Sendo α e β a quantidade de raízes em Fq dos polinômios Tn − a−1 e Tm − b−1.





3 CURVA F ∶ a x n y m + b x n + c y m = 1

Considere a curva F ∶ axnym + bxn + cym = 1 definida sobre o corpo finito Fq tal que

a, b, c ∈ Fq, c ≠ − a
b , a ≠ 0 e m, n inteiros positivos. Vamos supor ainda que p > 2 daqui em

diante e que n ≥ m, sem perda de generalidade. Como a classicalidade da curva é uma

propriedade geométrica, para as seções 3.1 e 3.3 vamos considerar que b = c = 1. Note

ainda que a ≠ −1, pois caso contrário a curva F ∶ −xnym+ xn+ym−1 = (ym−1)(−xn+1) = 0

e, portanto, redutível.

3.1 classicalidade de F em relação à ∑1

Vamos determinar sobre quais condições a curva F é não clássica em relação à ∑1.

Proposição 3.1.1. Para todo m, n inteiros positivos, a curva F definida sobre Fq é clássica

em relação à ∑1.

Demonstração. Temos que p ∤ n, logo x é uma variável separante. De acordo com [18] a

não classicalidade de F é equivalente a D(2)x y = 0.

Derivando, obtemos:

D(1)x (axnym + xn + ym) = 0 ⇐⇒ nx−1(axnym + xn)+my−1D(1)x y(aymxn + ym) = 0 ⇐⇒

nx−1(1− ym)+my−1D(1)x y(1− xn) = 0 ⇐⇒ ny(1− ym)+mxD(1)x y(1− xn) = 0

Assim, temos:

D(1)x y =
ny(1− ym)

mx(xn − 1)
. (60)

Derivando novamente vem que:

D(1)x (ny(1− ym)+mxD(1)x y(1− xn)) = 0 ⇐⇒

D(1)x (ny − nym+1 +mxD(1)x y −mxn+1D(1)x y) = 0 ⇐⇒

nD(1)x y − n(m + 1)ymD(1)x y +mD(1)x y + 2mxD(2)x y −m(n + 1)xnD(1)x y − 2mxn+1D(2)x y = 0 ⇐⇒

D(1)x y[n − n(m + 1)ym +m −m(n + 1)xn]+ 2mxD(2)x y[1− xn] = 0 (61)

45
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Usando o fato que D(2)x y = 0, temos:

D(1)x y[n − n(m + 1)ym +m −m(n + 1)xn] = 0

Note que D(1)x y não é nulo, assim temos que ter necessariamente para todos os pontos

nos quais a curva se anula que:

n − n(m + 1)ym +m −m(n + 1)xn = 0 (62)

Substituindo o ponto P = (1, 0) ∈ F em (62) temos que n −mn = 0 ⇐⇒ n = 0 ou m = 1.

Como p ∤ n vem que m ≡ 1 (mod p).

Substituindo agora o ponto Q = (0, 1) ∈ F em (62) temos que −nm +m = 0 ⇐⇒ m =

0 ou n = 1. Como p ∤ m vem que n ≡ 1 (mod p).

Note porém que se supormos m ≡ 1 (mod p) e n ≡ 1 (mod p) não garantimos que

D(2)x y = 0.

Substituindo tal hipótese em (61) temos que:

2D(1)x y[1− xm − ym]+ 2xD(2)x y[1− xn] = 0

axnymD(1)x + xD(2)x y[1− xn] = 0

D(2)x y = −
axnymD(1)x y

x(1− xn)

Substituindo (60) na expressão acima obtemos:

D(2)x y =
axn−2ym+1(1− ym)

(xn − 1)2
≠ 0. (63)

Assim, concluímos que F é sempre clássica em relação à ∑1.

3.2 Fq -frobenius classicalidade de F em re-

lação à ∑1

De acordo com a proposição 3.1.1 a curva F é clássica para todo m, n inteiros. Assim

podemos concluir diretamente o Teorema abaixo.

Teorema 3.2.1. Supondo p > 5, a curva F definida sobre Fq é Fq-Frobenius clássica em relação

à ∑1 para todo m, n inteiros.
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3.3 classicalidade de F em relação à ∑2

Para facilitar os cálculos desenvolvidos nessa seção iremos usar uma adaptação de [1,

Proposizione 3.3].

Proposição 3.3.1. Dada a curva projetiva F ∶ aXnYm+bXnZm+ cYmZn−Zm+n = 0 definida

sobre Fq tal que a, b, c ∈ Fq, c ≠ − a
b , a ≠ 0 e m, n inteiros positivos. Supondo p > 5, e F

clássica em relação à ∑1, temos:

(a) F é geometricamente irredutível;

(b) O gênero de F é (n − 1)(m − 1);

(c) Os únicos pontos singulares de F são P = (1 ∶ 0 ∶ 0) e Q = (0 ∶ 1 ∶ 0), sendo

que mP(F) = m e mQ(F) = n. Além disso, as retas tangentes a F em P e Q são

dadas pelas equações afins y = α e x = β, respectivamente, sendo αm = −ba−1 e

βn = −ca−1, e essas retas tangentes interceptam F nos pontos correspondentes com

multiplicidade m + n;

(d) A multiplicidade de interseção de um ramo de centrado em P ou Q com a sua

reta tangente é m + 1 e n + 1, respectivamente;

(e) Os pontos Pξ = (0 ∶ ξ ∶ 1) e Pρ = (ρ ∶ 0 ∶ 1), com ξm = c−1 e ρn = b−1 são pontos

de inflexão de F . Além disso, as retas tangentes a F em Pξ e Pρ são dadas

pelas equações y = ξ e x = ρ, respectivamente, e estas retas interceptam F com

multiplicidades n e m, respectivamente.

Proposição 3.3.2. Se p > 5 e a curva F definida sobre Fq é não clássica em relação à ∑2,

então

p ∣ (n + 1)(n − 1) e p ∣ (m + 1)(m − 1).

Demonstração. Olhando apenas para os casos de ponto de inflexão, temos que a sequên-

cia de (∑1, Pξ)-ordem é dada por (0, 1, n), n ≥ 3 e consequentemente a sequência de

(∑2, Pξ)-ordem é dada por (0, 1, 2, n, n + 1, 2n). Analogamente usando Pρ obtemos que a

sequência de (∑2, Pρ)-ordem é dada por (0, 1, 2, m, m + 1, 2m).

Usando a proposição 1.2.1 segue que se F é não clássica em relação à ∑2, então

p ∣ (2n − 1)(n − 2)(n + 1)(n − 1) e p∣(2m − 1)(m − 2)(m + 1)(m − 1). (64)
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Vamos considerar agora Γ um modelo não singular de F e Pγ ∈ Γ um ramo γ de

F centrado em P. Pela proposição 3.6.1 a sequência de (∑1, P)-ordem é dada por

(0, 1, m + 1) e consequentemente a sequência de (∑2, P)-ordem é dada por (0, 1, 2, m +

1, m + 2, 2m + 2). Analogamente para o ponto Q obtemos a sequência de (∑2, Q)-ordem

dada por (0, 1, 2, n + 1, n + 2, 2n + 2).

Usando novamente a proposição 1.2.1 segue que se F é não clássica em relação à ∑2,

então

p ∣ (n + 1)(n − 1)(n + 2)(2n + 1) e p∣(m + 1)(m − 1)(m + 2)(2m + 1). (65)

Usando (64) e (65) concluímos que p ∣ (n + 1)(n − 1) e p ∣ (m + 1)(m − 1).

Para conlcluir o caso da não classicalidade de F em relação à ∑2 vamos novamente

usar o Lema 2.3.2 juntamente com a observação 2.3.3.

Lema 3.3.3. Considerando p > 2 e a ≠ −1 são irredutíveis sobre Fq as seguintes curvas

projetivas:

(a) F1 ∶ aXY +XZ +YZ −Z2 = 0;

(b) F2 ∶ aXZ +XY +Z2 −YZ = 0;

(c) F3 ∶ aYZ +XY +Z2 −XZ = 0;

(d) F4 ∶ aZ2 +YZ +XZ −XY = 0;

Demonstração. Para todos os itens basta observar que as cônicas são não singulares e

portanto irredutíveis.

Proposição 3.3.4. Supondo p > 5 e a ≠ −1 a curva F é não clássica em relação à ∑2, nos

casos:

(a) p ∣ (n − 1) e p ∣ (m − 1);

(b) p ∣ (n − 1) e p ∣ (m + 1);

(c) p ∣ (m − 1) e p ∣ (n + 1);

(d) p ∣ (n + 1) e p ∣ (m + 1).
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Demonstração. (a) Considere inteiros r, s, k, l tais que n = prk + 1 e m = psl + 1, p ∤ k,

p ∤ l. Sem perda de generalidade vamos supor que r ≥ s ⇐⇒ r = s + d para algum

inteiro d e assim n = (pdk)ps + 1 = wps + 1. Temos que:

axnym + xn + ym − 1 = 0 ⇐⇒ a(xw)ps
x(yl)ps

y + (xw)ps
x + (yl)ps

y − 1 = 0. (66)

Considerando P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F um ponto genérico e α = (uw)ps
e β = (vl)ps

, por

(66) obtemos a cônica projetiva G1 ∶ aαβXY + αXZ + βYZ −Z2 = 0.

Como G1 é projetivamente equivalente a F1 ∶ aXY +XZ +YZ −Z2 = 0 com a ≠ −1,

que é irredutível, segue do Lema 2.3.2 (a) que F é não clássica em relação à ∑2.

(b) Considere inteiros r, s, k, l tais que n = prk + 1 e m = psl − 1, p ∤ k, p ∤ l. Sem perda

de generalidade vamos supor que r ≥ s ⇐⇒ r = s + d para algum inteiro d e assim

n = (pdk)ps + 1 = wps + 1. Temos que:

axnym + xn + ym − 1 = 0 ⇐⇒ a(xw)ps
x(yl)ps

y−1 + (xw)ps
x + (yl)ps

y−1 − 1 = 0. (67)

Considerando P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F um ponto genérico e α = (uw)ps
e β = (vl)ps

, por

(67) obtemos a cônica projetiva G2 ∶ aαβXZ + αXY + βZ2 −YZ = 0.

Como G2 é projetivamente equivalente a F2 ∶ aXZ +XY +Z2 −YZ = 0 com a ≠ −1,

que é irredutível, segue do Lema 2.3.2 (a) que F é não clássica em relação à ∑2 .

(c) Com um raciocínio análogo ao caso anterior e fazendo a transformação projetiva

(X ∶ Y ∶ Z) ↦ (Y ∶ X ∶ Z), obtemos a cônica projetiva irredutível F3 ∶ aYZ +XY +

Z2 −XZ = 0 com a ≠ −1 e, portanto, F é não clássica em relação à ∑2.

(d) Considere inteiros r, s, k, l tais que n = prk − 1 e m = psl − 1, p ∤ k, p ∤ l. Sem perda

de generalidade vamos supor que r ≥ s ⇐⇒ r = s + d para algum inteiro d e assim

n = (pdk)ps − 1 = wps − 1. Temos que:

axnym + xn +ym −1 = 0 ⇐⇒ a(xw)ps
x−1(yl)ps

y−1+(xw)ps
x−1+(yl)ps

y−1−1 = 0. (68)

Considerando P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F um ponto genérico e α = (uw)ps
e β = (vl)ps

, por

(68) obtemos a cônica projetiva G3 ∶ aαβZ2 + αYZ + βXZ −XY = 0.

Como G3 é projetivamente equivalente a F4 ∶ aZ2 +YZ +XZ −XY = 0 com a ≠ −1,

que é irredutível, segue do Lema 2.3.2(a) que F é não clássica em relação à ∑2 .
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Teorema 3.3.5. Supondo p > 5 e a ≠ −1, a curva F é não clássica em relação à ∑2 se, e somente

se, umas das condições é válida:

(a) p ∣ (n − 1) e p ∣ (m − 1);

(b) p ∣ (n − 1) e p ∣ (m + 1);

(c) p ∣ (m − 1) e p ∣ (n + 1);

(d) p ∣ (n + 1) e p ∣ (m + 1).

Demonstração. A demonstração segue diretamente das proposições 3.3.2 e 3.3.4.

3.4 Fq -frobenius classicalidade de F em re-

lação à ∑2

Nesta seção iremos considerar HP a cônica osculante de F em P.

É importante relembrar a proposição 2.4.2, além da seguinte proposição de fácil

demonstração:

Proposição 3.4.1. Suponha p > 5, F clássica em relação à ∑1 e não clássica em relação

à ∑2. Temos que para P = (u ∶ v ∶ 1) ∈ F , uv ≠ 0, a cônica osculante HP de F em P é a

curva projetiva irredutível HP(X, Y, Z), tal que:

HP(X, Y, Z) ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

aun−1vm−1XY + bun−1XZ + cvm−1YZ −Z2 = 0, se p ∣ (n − 1) e p∣(m − 1);

aun−1vm+1XZ + bun−1XY + cvm+1Z2 −YZ = 0, se p ∣ (n − 1) e p∣(m + 1);

aun+1vm−1YZ + bun+1Z2 + cvm−1XY −XZ = 0, se p ∣ (n + 1) e p∣(m − 1);

aun+1vm+1Z2 + bun+1YZ + cvm+1XZ −XY = 0, se p ∣ (n + 1) e p∣(m + 1).

Demonstração. A demonstração é análoga a feita na proposição 3.3.4 para todos os

itens.

Proposição 3.4.2. Seja p > 5 e suponha que p ∣ (n − 1) e p ∣ (m − 1). Então a curva

F definida sobre Fq é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑2 se, e somente se,

m = n = q−1
pr−1 com r < h tal que r ∣ h e a, b, c ∈ Fpr .
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Demonstração. Pelas proposições 3.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é Fq-Frobenius não

clássica então

axn−1+qym−1+q + bxn−1+q + cym−1+q − 1 = 0. (69)

Note que a condição acima é equivalente a dizer que:

axn−1+qym−1+q + bxn−1+q + cym−1+q − 1 = (axnym + bxn + cym − 1)h(x, y). (70)

para algum h(x, y) ∈ Fq[x, y]∖ {0}. Analisando (70) em x = 0 obtemos:

cym−1+q − 1 = (cym − 1)h(0, y).

e portanto cym − 1 ∣ cym−1+q − 1. Usando o Lema 2.2.1 vem que m ∣ m − 1+ q e, portanto,

m ∣ q − 1, ou seja, q − 1 = mt para algum inteiro t.

Observe que podemos reescrever (69) como:

ym−1+q(axn−1+q + c) = 1− bxn−1+q ⇐⇒ ym(1+t) =
1− bxn−1+q

c + axn−1+q . (71)

E podemos ainda reescrever a equação de F como:

ym(axn + c) = 1− bxn ⇐⇒ ym(1+t) =
(1− bxn)1+t

(c + axn)1+t . (72)

Portanto de (71) e (72) temos que:

1− bxn−1+q

c + axn−1+q =
(1− bxn)1+t

(c + axn)1+t . (73)

Note que a condição acima ocorre se, e somente se, 1+ t = pr.

Como mt = q − 1, vem que m = q−1
pr−1 para algum r > 0 e, como pr − 1 ∣ ph − 1, podemos

concluir que r < h, r ∣ h.

Note ainda que de (73) obtemos n − 1+ q = n + nt ⇐⇒ nt = q − 1 ⇐⇒ n = m.

Por (73) concluímos ainda que a, b, c ∈ Fpr .

Observe ainda que a recíproca é facilmente observada substituindo as condições

dadas em (73).

Proposição 3.4.3. Seja p > 5 e suponha que p ∣ (n − 1) e p ∣ (m + 1). Então a curva F

definida sobra Fq é Fq-Frobnenius clássica em relação à ∑2 .

Demonstração. Pelas proposições 3.4.1 e 2.4.2 (b) e, supondo que m+ 1− q > 0, temos que

se F é Fq-Frobenius não clássica então

axn−1ym+1xq + bxn−1xqyq + cym+1 − yq = 0 ⇐⇒ axn−1+qym+1−q + bxn−1+q + cym+1−q − 1 = 0.

(74)
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Note que a condição acima é equivalente a dizer que:

axn−1+qym+1−q + bxn−1+q + cym+1−q − 1 = (axnym + bxn + cym − 1)h(x, y). (75)

para algum h(x, y) ∈ Fq[x, y]∖ {0}. Analisando (75) em x = 0 obtemos:

cym+1−q − 1 = (cym − 1)h(0, y).

e portanto cym − 1 ∣ cym+1−q − 1. Usando o Lema 2.2.1 vem que m ∣ m + 1− q e, portanto,

m ∣ 1− q, ou seja, 1− q = mt para algum inteiro t.

Observe que podemos reescrever (74) como:

ym+1−q(c + axn−1+q) = 1− bxn−1+q ⇐⇒ ym(1+t) =
1− bxn−1+q

c + axn−1+q . (76)

E podemos ainda reescrever a equação de F como:

ym(c + axn) = 1− bxn ⇐⇒ ym(1+t) =
(1− bxn)(1+t)

(c + axn)(1+t) . (77)

Portanto de (76) e (77) temos que:

1− bxn−1+q

c + axn−1+q =
(1− bxn)(1+t)

(c + axn)(1+t) .

Note que a condição acima ocorre se, e somente se, 1+ t = pr.

Como mt = 1− q, vem que m = 1−q
pr−1 para algum r > 0 e, como pr − 1 ∣ ph − 1, podemos

concluir que r < h, r ∣ h.

Observe que neste caso obtemos m < 0 e, portanto, uma contradição. Supondo agora

que m + 1 − q < 0 e com um raciocínio análogo obtemos a mesma condição e, assim,

concluímos a demonstração.

Proposição 3.4.4. Seja p > 5 e suponha que p ∣ (n + 1) e p ∣ (m − 1). Então a curva F

definida sobre Fq é Fq-Frobenius clássica em relação à ∑2.

Demonstração. Pelas proposições 3.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é Fq-Frobenius não

clássica então

axn+1ym−1yq + bxn+1 + cym−1xqyq − xq = 0 (78)

Vamos inicialmente supor que n + 1− q < 0, neste caso podemos reescrever (78) como

axn+1ym−1yq + bxn+1 + cym−1xqyq − xq = 0 ⇐⇒ aym−1+q + b + cym−1+qxq−n−1 − xq−n−1 = 0.

(79)
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Note que a condição acima é equivalente a dizer que:

aym−1+q + b + cym−1+qxq−n−1 − xq−n−1 = (axnym + bxn + cym − 1)h(x, y). (80)

para algum h(x, y) ∈ Fq[x, y]∖ {0}. Analisando (80) em y = 0 obtemos:

b − xq−n−1 = (bxn − 1)h(x, 0).

e, portanto, bxn − 1 ∣ b − xq−n−1. Usando o Lema 2.2.1 vem que n ∣ q − n − 1 e, portanto,

n ∣ q − 1, ou seja, q − 1 = nt para algum inteiro t.

Observe que podemos reescrever (79) como

xq−n−1(1− cym−1+q) = b + aym−1+q ⇐⇒ xn(t−1) =
b + aym−1+q

1− cm−1+q . (81)

E podemos ainda reescrever a equação de F como:

xn(b + aym) = 1− cym ⇐⇒ xn(t−1) =
(1− cym)(t−1)

(b + aym)(t−1) . (82)

Portanto de (81) e (82) temos que:

b + aym−1+q

1− cym−1+q =
(1− cym)(t−1)

(b + aym)(t−1) . (83)

Note que a condição acima ocorre se, e somente se, t − 1 = −pr.

Como nt = q − 1, vem que n = q−1
1−pr , e consequentemente, n < 0, o que é uma contradi-

ção.

Assim podemos supor que n + 1− q ≥ 0.

Com um raciocínio análogo ao anterior, concluímos novamente que n < 0 e como

temos uma contradição também para este caso , concluímos a demonstração.

Proposição 3.4.5. Seja p > 5 e suponha que p ∣ (n + 1) e p ∣ (m + 1). Então a curva

F definida sobre Fq é Fq-Frobenius não-clássica em relação à ∑2 se, e somente se

m = n = q−1
pr+1 para algum r > 0, r < h tal que 2r ∣ h com n + 1 − q < 0, acpr

= −b,

apr+1 = 1, abpr
= −c e a, b e c ∈ Fp2r .

Demonstração. (i) Vamos inicialmente supor o caso n + 1− q ≥ 0 e m + 1− q ≥ 0.

Pelas proposições 3.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é Fq-Frobenius não clássica então

axn+1ym+1+bxn+1yq+ cym+1xq− xqyq = 0 ⇐⇒ axn+1−qym+1−q+bxn+1−q+ cym+1−q−1 = 0.

(84)
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Note que a condição acima é equivalente a dizer que:

axn+1−qym+1−q + bxn+1−q + cym+1−q − 1 = (axnym + bxn + cym − 1)h(x, y). (85)

para algum h(x, y) ∈ Fq[x, y]∖ {0}.

Analisando (85) em x = 0 obtemos:

cym+1−q − 1 = (cym − 1)h(0, y).

e portanto cym − 1 ∣ cym+1−q − 1. Usando o Lema 2.2.1 vem que m ∣ m + 1 − q e,

portanto, m ∣ 1− q, ou seja, 1− q = mt para algum inteiro t.

Observe que podemos reescrever (84) como:

ym+1−q(c + axn+1−q) = 1− bxn+1−q ⇐⇒ ym(1+t) =
1− bxn+1−q

c + axn+1−q . (86)

E podemos ainda reescrever a equação de F como:

ym(c + axn) = 1− bxn ⇐⇒ ym(1+t) =
(1− bxn)(1+t)

(c + axn)(1+t) . (87)

Portanto de (86) e (87) temos que:

1− bxn+1−q

c + axn+1−q =
(1− bxn)(1+t)

(c + axn)(1+t) . (88)

Note que a condição acima ocorre se, e somente se, 1+ t = pr.

Como mt = 1− q, vem que m = 1−q
pr−1 para algum r > 0 e, como pr −1 ∣ ph −1, podemos

concluir que r < h.

Observe que neste caso obtemos m < 0 e portanto, uma contradição. Podemos

complementar ainda e observar que neste caso teríamos

n + 1− q = n(1+ t) ⇐⇒ n =
1− q
pr − 1

e, consequentemente, n < 0.

(ii) Vamos supor agora o caso n + 1− q ≥ 0 e m + 1− q < 0.

Pelas proposições 3.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é Fq-Frobenius não clássica então

axn+1ym+1+bxn+1yq+ cym+1xq− xqyq = 0 ⇐⇒ axn+1−q+bxn+1−qyq−m−1+ c−yq−m−1 = 0.

Usando um raciocínio análogo ao caso (i) concluímos que m < 0 e n > 0, o que é

uma contradição.
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(iii) Vamos supor o caso n + 1− q < 0 e m + 1− q ≥ 0 Pelas proposições 3.4.1 e 2.4.2 (b)

temos que se F é Fq-Frobenius não clássica então

axn+1ym+1+bxn+1yq+ cym+1xq− xqyq = 0 ⇐⇒ aym+1−q+b+ cym+1−qxq−n−1− xq−n−1 = 0.

Usando um raciocínio análogo ao caso (i) concluímos que m > 0 e n < 0, o que é

uma contradição.

(iv) Por fim, vamos supor o caso n + 1− q < 0 e m + 1− q < 0.

axn+1ym+1+bxn+1yq+ cym+1xq− xqyq = 0 ⇐⇒ a+byq−m−1+ cxq−n−1− xq−n−1yq−m−1 = 0.

Usando um raciocínio análogo ao caso (i) obtemos as expressões

a + byq−m−1

yq−m−1 − c
=
(1− cym)t−1

(b + aym)t−1 ⇐⇒ (a + byq−m−1)(b + aym)t−1 = (1− cym)t−1(yq−m−1 − c).

(89)

e

a + cxq−n−1

xq−n−1 − b
=
(1− bxn)t

′−1

(axn + c)t′−1 ⇐⇒ (a + cxq−n−1)(axn + c)t
′−1 = (1− bxn)t

′−1(xq−n−1 − b).

(90)

Observe que de (89) podemos concluir que t − 1 = pr e como nt = q − 1, vem que

n = q−1
pr+1 para algum r > 0 e como pr + 1 ∣ ph − 1, podemos concluir que r < h e ainda

que 2r ∣ h.

Temos ainda que q −m − 1 = m(t − 1) ⇐⇒ nt = mt ⇐⇒ m = n.

Note agora que por (89) e (90) concluímos que acpr
= −b, abpr

= −c e apr+1 = 1.

Podemos ainda concluir que apr+1 = 1 ⇐⇒ ap2r−1 = 1 ⇐⇒ ap2r
= a e, portanto,

a ∈ Fp2r .

Observe ainda que das condições obtidas vem que a(acpr
)(p

r
= b ⇐⇒ cp2r

= c, logo

c ∈ Fp2r .

Analogamente podemos concluir que b ∈ Fp2r.

O resultado obtido complementa a Proposição [1, Proposiozione 5.4] que os autores

deixaram passar na demonstração.

Teorema 3.4.6. Suponha p > 5 e q = ph. A curva F definida sobre Fq é Fq-Frobenius não

clássica em relação à ∑2 se, e somente se, uma das condições é válida:
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(i) p ∣ (n − 1) e m = n = q−1
pr−1 com r < h tal que r ∣ h e a, b e c ∈ Fpr ;

(ii) p ∣ (n + 1) e m = n = q−1
pr+1 com r < h tal que 2r ∣ h, n + 1 − q < 0, acpr

= −b, apr+1 =

1, abpr
= −c e a, b e c ∈ Fp2r .

Demonstração. A demonstração segue diretamente das proposições 3.4.2, 3.4.3, 3.4.4 e

3.4.5.

3.5 a quantidade de pontos racionais

Vamos determinar N(F) para o caso dado pelo Teorema 3.4.6. Para simplificar os

cálculos no item (i) vamos considerar b = c = 1 e, no caso, (ii) vamos considerar a = 1,

b = −c = tpr+1 sendo < t >= Fp2r . No caso geral, podemos aplicar o mesmo raciocínio.

Teorema 3.5.1. Seja n = m = q−1
pr−1 com r < h, r ∣ h e a, b, c ∈ Fpr , então:

N(F) = n2(pr − 3)+ 4n.

Demonstração. Considerando a curva projetiva F ∶ aXnYn +XnZn +YnZn = Z2n os únicos

pontos singulares são P = (0 ∶ 1 ∶ 0) e Q = (1 ∶ 0 ∶ 0).

Inicialmente vamos determinar quantos ramos racionais de F centrados em P temos.

Desomogeinizando F em relação a variável Y obtemos G ∶ axn + xnzn + zn − z2n = 0.

Observe que O = (0, 0) é um ponto singular ordinário de multiplicidade n e que todas

as n retas tangentes estão definidas sobre Fq e, portanto, pelos Teoremas 2.5.6 e 2.5.7

temos exatamente n ramos centrados em P, todos eles sendo lineares e racionais.

Usando um argumento análogo, concluímos que temos exatamente n ramos centrados

em Q, todos eles sendo lineares e racionais.

Vamos agora analisar o caso para os pontos da curva F que são não singulares. Nesta

caso a curva é singular e, portanto, basta contar os pontos racionais de F . Considerando

a situação acima, no caso em que XYZ = 0 a quantidade de pontos racionais é n+ n = 2n.

Desomogeinizando com Z = 1, considere agora (x, y) com xy ≠ 0 um ponto racional

de F , ou seja, axnyn + xn + yn = 1 ⇐⇒ xn(ayn + 1) = 1 − yn. Neste caso há n ⋅ n(pr − 3)

pontos racionais e assim, a quantidade de pontos racionais na condição dos pontos não

singulares, é dada por n2(pr − 3)+ 2n.

Portanto, N(F) = n2(pr − 3)+ 2n + 2n ⇐⇒ N(F) = n2(pr − 3)+ 4n.
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Teorema 3.5.2. Seja m = n = q−1
pr+1 com r < h tal que 2r ∣ h, n + 1 − q < 0, acpr

= −b,

apr+1 = 1, abpr
= −c e a, b e c ∈ Fp2r , então:

N(F) = (
q − 1

p2r − 1
)

2

{Np2r(C)− 2}+ 2n,

sendo C ∶ xpr−1ypr−1 + tpr+1xpr−1 − tpr+1ypr−1 − 1 = 0 a curva definida sobre Fp2r .

Demonstração. Considerando a curva projetiva F ∶ XnYn + tpr+1XnZn − tpr+1YnZn = Z2n

os únicos pontos singulares são P = (0 ∶ 1 ∶ 0) e Q = (1 ∶ 0 ∶ 0).

Inicialmente vamos determinar quantos ramos racionais de F centrados em P temos.

Desomogeinizando F em relação a variável Y obtemos G ∶ xn + tpr+1xnzn − tpr+1zn −

z2n = 0. Observe que O = (0, 0) é um ponto singular ordinário de multiplicidade n e que

todas as n retas tangentes estão definidas sobre Fq e, portanto, pelos Teoremas 2.5.6 e

2.5.7 temos exatamente n ramos centrados em P, todos eles sendo lineares e racionais.

Usando um argumento análogo, concluímos que temos exatamente n ramos centrados

em Q, todos eles sendo lineares e racionais.

Vamos agora analisar o caso para os pontos da curva F que são não singulares. Nesta

caso a curva é singular e, portanto, basta contar os pontos racionais de F . Considerando

a situação acima, no caso em que XYZ = 0 não há pontos racionais.

Desomogeinizando com Z = 1, considere agora (x, y) com xy ≠ 0 um ponto racional

de F , ou seja, xnyn + tpr+1xn − tpr+1yn = 1.

Sendo e = q−1
p2r−1 , temos que a aplicação norma Fq → Fp2r é dada por x ↦ xe, que é

sobrejetiva.

Note ainda que nas condições temos n = e(pr − 1) e, portanto, temos a curva

xe(pr−1)ye(pr−1) + tpr+1xe(pr−1) − tpr+1ye(pr−1) = 1.

Assim N(F) = e2{Np2r(C)− 2}+ 2n, sendo C ∶ xpr−1ypr−1 + tpr+1xpr−1 − tpr+1ypr−1 − 1 = 0

a curva definida sobre Fp2r .

Assim como no capítulo anterior, vamos determinar uma cota para N(F) levando em

consideração apenas as inflexões.

Com as notações anteriores e as definições feitas na introdução deste trabalho, temos

as seguintes expressões:

A(Pξ) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

4n − 10, se Pξ ∈ Γ(Fq)

2n − 6, caso contrário
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A(Pρ) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

4m − 10, se Pρ ∈ Γ(Fq)

2m − 6, caso contrário

Sendo α e β a quantidade de raízes em Fq dos polinômios Tm − c−1 e Tn − b−1 e, por
[4] o gênero da curva expresso por g = (n − 1)(m − 1), uma cota melhor é dada por:

N(F) ≤ 2(n − 1)(m − 1)+ (q + 5)n
5

− α(4n − 10)+ (n − α)(2n − 6)+ β(4m − 10)− (m − β)(2m − 6)
5

.

Corolário 3.5.3. Dada a curva projetiva F ∶ aXnYm + bXnZm + cYmZn −Zm+n = 0 definida

sobre Fq tal que a, b, c ∈ Fq, c ≠ − a
b , a ≠ 0 e m, n inteiros positivos. Supondo p > 5, m e n

dividem q − 1 e F clássica em relação à ∑1, uma das condições é válida:

(i) Se n = m = q−1
pr−1 com r < h, r ∣ h e a, b, c ∈ Fpr , então:

N(F) = n2(pr − 3)+ 4n;

(ii) Se m = n = q−1
pr+1 com r < h tal que 2r ∣ h, n + 1− q < 0, acpr

= −b, apr+1 = 1, abpr
= −c

e a, b e c ∈ Fp2r , então:

N(F) = (
q − 1

p2r − 1
)

2

{Np2r(C)− 2}+ 2n,

sendo C ∶ xpr−1ypr−1 + tpr+1xpr−1 − tpr+1ypr−1 − 1 = 0 a curva definida sobre Fp2r ;

(iii) Em todos os demais casos, uma cota para N(F) é dada por:

N(F) ≤ 2(n − 1)(m − 1)+ (q + 5)n
5

− α(4n − 10)+ (n − α)(2n − 6)+ β(4m − 10)− (m − β)(2m − 6)
5

.

Sendo α e β a quantidade de raízes em Fq dos polinômios Tm − c−1 e Tn − b−1.

3.6 ∑2 passando pelos pontos singulares de

F

Para esta seção vamos supor que F é clássica em relação à ∑1 e p > 5. Iremos ainda nos

referir ao sistema de cônicas passando pelo pontos singulares de F por∑′2. Relembrando

que os pontos singulares de F são dados por (0 ∶ 1 ∶ 0) e (1 ∶ 0 ∶ 0), tais cônicas projetivas

possuem uma expressão da forma aXY + bXZ + cYZ + dZ2 = 0.
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Inicialmente vamos provar que a Fq-Frobenius classicalidade de F em relação à ∑2 é

equivalente à Fq-Frobenius não classicalidade de F em relação à ∑′2 . Para isto, vamos

primeiramente demonstrar a proposição seguinte.

Proposição 3.6.1. A curva projetiva F é não clássica em relação à ∑2 se, e somente se, é

não clássica em relação à ∑′2 .

Demonstração. Se F é não clássica em relação à ∑′2, dado um ponto genérico P ∈ F ,

existe uma cônica C ∈ ∑′2 tal que I(P,F ∩ C) > p e consequentemente F é não clássica em

relação à ∑2 .

Se F é não clássica em relação à ∑2, pela proposição 3.4.1 todas as possíveis cônicas

osculantes estão em ∑′2 e, consequentemente, F é não clássica em relação à ∑′2 .

Teorema 3.6.2. A curva projetiva F é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑2 se, e somente

se, é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑′2 .

Demonstração. Se F é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑′2, temos que a cônica

osculante H′p satisfaz a propriedade φq(P) ∈ H′p para infinitos pontos P ∈ F e, conse-

quentemente, F é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑2 .

Se F é Fq-Frobenius não clássica com relação à ∑2, pelo Teorema 3.4.6 temos que

n = q−1
pr−1 com r < h tal que r ∣ h e a

b ∈ Fpr . Temos ainda que ϕq(P) ∈ HP para infinitos

pontos P ∈ F . Como Hp ∈ ∑
′
2, vem que F é Fq-Frobenius não clássica em relação à

∑
′
2 .

De acordo com o Teorema 3.4.6 temos que se m = n = q−1
pr−1 com r < h e a

b ∈ Fpr ou

m = n = q−1
pr+1 com r < h tal que 2r ∣ h, n + 1 − q < 0, acpr

= −b, apr+1 = 1, abpr
= −c e a, b

e c ∈ Fp2r , F é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑2 e, consequentemente, pelo

Teorema 3.5.2, F é Fq-Frobenius não clássica em relação à ∑′2. Neste caso a quantidade

de pontos racionais é dada por 3.5.1 e 3.5.2.

Para todos os demais casos, F é sempre Fq-Frobenius clássica em relação à ∑2

(consequentemente Fq-Frobenius clássica em relação à ∑′2) e iremos determinar uma

cota para N(F).

Por [4] temos que g = mn −m − n + 1 e por [11] d = (m + n). Temos ainda que em

relação à ∑′2, por [6] M = 3 e, portanto, usando (3) vem que:

N(F) ≤ 2(mn −m − n)+
(m + n)(q + 3)

3
. (91)

Usando as ideias presentes ainda em [18] podemos melhorar essa cota.
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A demonstração a seguir é uma generalização da demonstração feita por [6] usando

a curva F nas condições já enunciadas.

Inicialmente vamos reunir algumas informações já obtidas ao longo deste capítulo

que irão auxiliar a demonstração.

Proposição 3.6.3. Denotando por D′2 a série linear livre de ponto base obtida a partir de

∑
′
2 da curva F e Γ um modelo não singular de F são válidas as afirmações:

(a) D′2 tem grau m + n;

(b) A sequência de (∑′2, Pξ)-ordem é dada por (0, 1, n, n + 1) e a sequência de (∑′2, Pρ)-

ordem é dada por (0, 1, m, m + 1).

(c) Para Pγ ∈ Γ correspondendo a um ramo γ de F centrado em P a sequência de

(∑
′
2, P)-ordem é dada por (0, 1, m, m+ 1) e para Qγ ∈ Γ correspondendo a um ramo

γ de F centrado em Q a sequência de (∑′2, Q)-ordem é dada por (0, 1, n, n + 1).

Demonstração. (a) Considere D2 = {C ⋅F ∶ C ∈ ∑2} a série linear gerada pela intersecção

de F pelo sistema linear ∑2 . Pelo Teorema 1.1.1, vem que D2 tem grau 2(m+ n). A

base Locus de D2 (que é a soma de todos os divisores da série linear que aparecem

no suporte com seu respectivo peso) é o divisor

ℓ∞ ⋅F = P1 + ⋅ ⋅ ⋅ + Pn +Q1 + ⋅ ⋅ ⋅ +Qm

de grau m + n e sendo Pi (i = 1,⋯, n) todos os pontos distintos de Γ para os quais

os correspondentes ramos estão centrados em P. Analogamente para Qj (j =

1,⋯, m). Assim, para obtermos a nossa série linear D′2, livre de ponto base nas

condições de [18] temos, D′2 = D2 − ℓ∞ ⋅F ∶= {D − ℓ∞ ⋅F ∣D ∈ D2}, que possui grau

2(m + n)− (m + n) = m + n.

(b) Considere as retas ℓP = PPξ e ℓQ = QPξ e note que nenhuma destas retas é igual a

ℓ∞. Observe ainda que uma destas retas é a reta tangente a F em Pξ . Portanto,

pela proposição 3.6.1, a sequência de (∑1, Pξ)-ordem é dada por (0, 1, n). Assim,

considerando as cônicas redutíveis dadas pela união de 2 retas escolhidas do

conjunto {ℓP, ℓQ, ℓ∞}, a sequência de (∑′2, Pξ)-ordem é dada por (0, 1, n, n + 1).

Analogamente, considerando o ponto Pρ obtemos a sequência de (∑′2, Pρ)-ordem

dada por (0, 1, m, m + 1).
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(c) Considere Pγ ∈ Γ um ramo γ de F centrado em P. Pela proposição 3.6.1 a sequência

de (∑1, P)-ordem é dada por (0, 1, m + 1). Assim, considerando as cônicas redutí-

veis passando por P e Q e dadas pela união de 2 retas, vem que a sequência de

(∑
′
2, P)-ordem é dada por (0, 1, m, m + 1). Analogamente para o ponto Q obtemos

a sequência de (∑′2, Q)-ordem dada por (0, 1, n, n + 1).

Teorema 3.6.4. Nas condições dadas temos que a cota pode ser dada por:

N(F) ≤ 2(mn −m − n)+
(m + n)(q + 3)

3
−
(n − 2)(2m +m1 + n1)

3
−
(m − 2)(2n +m2 + n2)

3
,

(92)

sendo m1, n1, m2 e n2 a quantidade de raízes em Fq dos polinômios Tm − c−1, Tm + ba−1, Tn − b−1

e Tn + ca−1, respectivamente.

Demonstração. Com as notações anteriores e as definições feitas na introdução deste

trabalho, temos as seguintes expressões:

A(Pξ) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

2n − 4, se Pξ ∈ Γ(Fq)

n − 2, caso contrário

A(Pρ) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

2m − 4, se Pρ ∈ Γ(Fq)

m − 2, caso contrário

A(Pγ) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

2n − 4, se Pγ ∈ Γ(Fq)

n − 2, caso contrário

A(Qγ) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

2m − 4, se Qγ ∈ Γ(Fq)

m − 2, caso contrário
.

Sendo m1, n1, m2 e n2 a quantidade de raízes em Fq dos polinômios Tm − c−1, Tm +

ba−1, Tn − b−1 e Tn + ca−1, respectivamente, temos que:

N(F) ≤2(mn −m − n)+
(m + n)(q + 3)

3
−

m1(2n − 4)+ (m −m1)(n − 2)+m2(2m − 4)
3

−

−
(n −m2)(m − 2)+ n1(2n − 4)+ (m − n1)(n − 2)+ n2(2m − 4)+ (n − n2)(m − 2)

3
,

Assim, concluímos que:

N(F) ≤ 2(mn −m − n)+
(m + n)(q + 3)

3
−
(n − 2)(2m +m1 + n1)

3
−
(m − 2)(2n +m2 + n2)

3
.
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Podemos assim enunciar o seguinte corolário:

Corolário 3.6.5. Dada a curva projetiva F ∶ aXnYm + bXnZm + cYmZn −Zm+n = 0 definida

sobre Fq tal que a, b, c ∈ Fq, c ≠ − a
b , a ≠ 0 e m, n inteiros positivos. Supondo p > 5, m e n

dividem q − 1 e F clássica em relação à ∑1 umas das condições a seguir é válida:

(i) Se m = n = q−1
pr−1 com r < h e a

b ∈ Fpr ,temos que N(F) é dada por:

N(F) = n2(pr − 3)+ 4n.

(ii) Se m = n = q−1
pr+1 com r < h tal que 2r ∣ h, n + 1− q < 0, acpr

= −b, apr+1 = 1, abpr
= −c

e a, b e c ∈ Fp2r , então:

N(F) = (
q − 1

p2r − 1
)

2

{Np2r(C)− 2}+ 2n,

sendo C ∶ xpr−1ypr−1 + tpr+1xpr−1 − tpr+1ypr−1 − 1 = 0 a curva definida sobre Fp2r .

(iii) Para os demais caso, uma cota para N(F) é dada por:

N(F) ≤ 2(mn−m−n)+
(m + n)(q + 3)

3
−
(n − 2)(2m +m1 + n1)

3
−
(m − 2)(2n +m2 + n2)

3
.

Considere agora o caso particular da curva projetiva plana G ∶ a′XnYn −XnZn −YnZn +

b′Z2n = 0 com a′b′ ∉ {0, 1} que foi objeto de estudo por [6].

Note que se considerarmos a nossa curva projetiva F e supormos m = n e b = c temos

F ∶ aXnYn + bXnZn + cynZn −Z2n = 0 ⇐⇒ F ∶ − a
b XnYn −XnZn −YnZn + 1

b Z2n = 0.

Assim basta considerar a′ = − a
b e b′ = 1

b e obtemos uma curva equivalente à curva

projetiva G.

Note que nas condições do Teorema 3.6.4 temos n1 = n2 = r é a quantidade de raízes

em Fq do polinômio Tn − b−1 = Tn − b′ e m1 = m2 = s é a quantidade de raízes em Fq do

polinômio Tn − ba−1 = Tn − a′−1.

Usando o Corolário 3.6.5, nas condições atuais, obtemos o resultado demonstrado

por [6, Corollary 3.3] para o nosso caso das cônicas, que é dado por:

N(G) ≤ 2(n2 − 2n)+
2n(q + 3)

3
−

2(n − 2)(2n + r + s)
3

.

sendo r e s a quantidade de raízes em Fq dos polinômios Tn − b′ e Tn − a′−1, respectiva-

mente.

Podemos reescrever o Corolário 3.6.5, neste caso particular, da seguinte forma:
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Corolário 3.6.6. Dada a curva projetiva G ∶ a′XnYn − XnZn − YnZn + b′Z2n = 0 com

a′b′ ∉ {0, 1}. Supondo p > 5, n divide q − 1 e G é clássica em relação à ∑1 uma das

condições a seguir é válida:

(i) Se n = q−1
pr−1 com r < h e a

b ∈ Fpr , temos que N(G) é dada por:

N(G) = n2(pr − 3)+ 4n.

(ii) Se m = n = q−1
pr+1 com r < h tal que 2r ∣ h, n + 1− q < 0, acpr

= −b, apr+1 = 1, abpr
= −c

e a, b e c ∈ Fp2r , temos que N(G) é dada por:

N(G) = (
q − 1

p2r − 1
)

2

{Np2r(C)− 2}+ 2n,

(iii) Se n ≠ q−1
pr−1 com r < h e a

b ∈ Fpr , uma cota para N(G) é dada por:

N(G) ≤ 2(n2 − 2n)+
2n(q + 3)

3
−

2(n − 2)(2n + r + s)
3

.

Sendo r e s a quantidade de raízes em Fq dos polinômios Tn − b′ e Tn − a′−1,

respectivamente.
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