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RESUMO

Neste trabalho determinamos condi¢gdes necessdrias e suficientes para que algumas
familias de curvas algébricas planas de Fermat generalizadas estudadas por [4] sejam
Frobenius ndo classicas em relagdo ao sistema linear de retas e ao sistema linear de
conicas. Tendo como base abordagens desenvolvidas em trabalhos posteriores ao
surgimento da teoria de Stohr-Voloch, usamos métodos que podem facilmente ser

realizados sem a necessidade de recursos computacionais.

Palavras-chave: Stohr-Voloch, Curvas Algébricas, Frobenius Classicalidade
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ABSTRACT

In this paper we give necessary and sufficient conditions for some families of generalized
Fermat algebraic plane curves introduced in [4] to be Frobenius non-classical with
respect to the linear system of lines and the linear system of conics. Based on approaches
developed in papers after the emergence of the Stohr-Voloch theory, we use methods

that can easily be performed without the need for computational resources.

Keywords: Stohr-Voloch, Algebraic Curves, Frobenius Classicality
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INTRODUCAO

Considere F; um corpo finito com g = p elementos e F uma curva algébrica irredutivel
de género g e grau n definida sobre IF; com N(F) pontos racionais. Em [17, Theorem
5.2.3] temos que:
IN(F) - (g-1)| < 2892 @)

No caso em que F é uma curva algébrica plana ndo-singular de grau n, (1) pode ser
rescrita como:

IN(F) = (g-D)| < (n-1)(n-2)g2. @)
A expressdo (1) é comunente chamada de cota de Hasse-Weil e, desde o seu surgimento,
muitos matemadticos vém descobrindo novas maneiras para aprimora-la quando possivel.
Podemos citar os trabalhos de Serre, Stark e Thara dentro deste campo [15, 16, 17].

E justificavel tais esfor¢os em determinar cotas cada vez melhores para N(F), pois
podemos encontrar algumas aplica¢des envolvendo a quantidade de pontos racionais
de uma curva algébrica em outras areas, tais como o problema de Waring sobre corpos
finitos [9], somas exponenciais [7], entre outros.

Em 1985, Stohr e Voloch [18] introduziram o conceito de curvas Frobenius ndo-
classicas que ndo s6 corroboram os resultados obtidos por Hasse-Weil, Serre e Stark,
mas abrem novos caminhos para melhorar a cota (1).

Dado um inteiro s € {1,...,n -1} considere }; o sistema linear das curvas de grau
s em P2(F,). Considerando M = (*}*) -1, é demonstrado em [18, Proposition 2.1]
que existe uma sequéncia de inteiros 0 = 1y < ... < vp_1 chamada de sequéncia de
IF;-Frobenius de ordem de F em relagéo a }>;. No caso em que v; =1,i=0,1,..., M- 1.
a curva ¢é dita IF;,-Frobenius classica em relagdo a Y, caso contrario é chamada de
IF4-Frobenius néo cldssica em relagdo a ¥, .

Nas condigdes de [18, Theorem 2.13] temos o Teorema de Stohr-Voloch:
N(F) < (1 +...+vpm-1)(28-2) + (g + M)d) /M (3)

Observe que no caso em que F é IF,-Frobenius classica em relagao a ), (3) pode ser
rescrita como:
N(F) < (M(M-1)(g-1) +(q9+ M)d)/M
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Ha muitas outras variagdes equivalentes para escrevermos o Teorema de Stohr-Voloch
que podem ser usadas dependendo da abordagem que iremos usar [3, 5, 9].

Um refinamento da cota, dado por [6, Theorem 2.2] com base em [18] é:

N(F) < (1/1+---+1/M1)(2g—]2\/)1+(q+M)d—ZA(Q)’ @

sendo
A(Q) = le'g(].z‘(Q)—Vi—l)_Mr paraQe}"(qu)
Zf\fo_l (ji(Q) —v;), nos demais casos.

De acordo com [11] determinar quando uma curva é ndo classica pode ser um trabalho
dificil, por isso muitos matematicos tém buscado condi¢des para determinar quando
uma certa familia de curvas é cléssica [2, 3, 5, 8, 9]. Ao caracterizar tais curvas, temos
uma outra familia de curvas que seriam entdo as curvas Frobenius nao classicas. Essa
classificagdo nos permite obter um resultado que serve a dois prépositos importantes
como € explicado por [3, 5]. As curvas IF;-Frobenius cléssicas sdo aquelas que possuem
uma melhor cota para a quantidade de pontos racionais. Por outro lado, as curvas
IF,-Frobenius néo classicas sdo aquelas para as quais potencialmente existem muitos
pontos racionais.

Considerando a curva de Fermat F : ax” + by" = 1, em [9, Theorem 2, Theorem 3]
temos um estudo sobre as condi¢Oes para as quais essa curva é IF;-Frobenius néo classica
em relacdo a Y1 e a }». Em [3, Theorem 1.2] temos as condi¢des para os quais essa
curva € [F;-Frobenius nédo cldssica em relagdo a 33. E importante ainda mencionar que
em [3, Appendix B] é demonstrado um caso omitido por [9] considerando },.

Tomando como base as generaliza¢des das curvas de Fermat sobre corpos finitos
feitas por [4, Theorem 5.1], neste trabalho iremos estudar as condi¢des para as quais
as curvas ax" +by™ =1, a,b e IF;, m,n inteiros positivos e ax"y™ + bx"+cy™=1,a,b,ce
Fy, c# —%, a #0, m,n inteiros positivos sdo IF;-Frobenius nédo classicas em relagdo a 3y
ea,.

Inicialmente, no capitulo 1, enunciaremos os conceitos necessérios para que tenhamos
todos os pré-requisitos para realizar as demontragdes. Grande parte deste capitulo
estard baseado no artigo de Stohr-Voloch [18] e na classificagdo das curvas planas de
Fermat IF;-Frobenius néo classicas em relacdo a }3; e ¥, feitas por [3, 8, 9, 10, 14].

No capitulo 2 faremos um estudo completo sobre a curva ax” +by™ =1, a,b € Fg, m,ne
Z’; determinando condig¢des para que a mesma seja IF;-Frobenius néo cldssica em relagao

a Y31 ou Y. Neste capitulo ainda determinamos a quantidade de pontos [F,-racionais
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para os casos da IF;-Frobenius néo classicalidade. Obtemos ainda uma cota melhor para
os casos em que JF € IF;-Frobenius classica.

No capitulo 3 faremos um estudo completo sobre a curva ax"y™ + bx" +cy™ =1, a,b,c €
Fy, c# -4, a#0em,n e Z; determinando condi¢des para que a mesma seja IF;-Frobenius
ndo classica em relagdo a ) 1 ou Y,. Neste capitulo também determinamos a quantidade
de pontos [F;-racionais para o os casos de [F;-Frobenius néo classicalidade. Obtemos
ainda uma cota melhor para os casos em que F € IF;,-Frobenius cléssica.

Ao longo deste trabalho usaremos as seguintes notagdes:

* IF, é o corpo finito de q = p" elementos, sendo h > 1, p primo (caracteristica do

corpo Fy);
o F, é o fecho algébrico de Fy;
* N(F) é quantidade de pontos [F;-racionais da curva F;

e H(F) é o corpo de fung¢des de F sobre H, sendo F uma curva irredutivel sobre

IF; e H uma extensdo algébrica de Fy;
e Y, é o sistema linear de todas as curvas de grau s em P2 (Fq) ;
* vp é a valoragdo discreta em P para um ponto ndo singular P € F;

e [(P,CnD) é a multiplicidade de intersec¢dao das curvas planas C e D em um

ponto P;

. Dt(r) f é a r-ésima derivada de Hasse de f ¢ IF;(F) em relagdo a variével separante
t de Fy(F);

* Al € 0 espago afim de dimensdo n sobre um corpo algebricamente fechado K;

* P"(IK) é o espago projetivo de dimensdo n sobre um corpo algebricamente fechado
K.






PRELIMINARES

Neste capitulo iremos relembrar alguns conceitos bésicos de curvas algébricas planas,
faremos um apanhado geral sobre a teoria de Stohr-Voloch e os principais resultados
sobre a IF;-classicalidade e IF;-Frobenius classicalidade de uma curva algébrica plana de

Fermat em relagdo ao sistema linear de retas e em relagdo ao sistema linear de conicas.

1.1 CURVAS ALGEBRICAS PLANAS

A maior parte dos resultados desta se¢do estdo baseados em [11], [12] e [19]. As
demonstra¢des aqui serdo omitidas, visto que podem nao s6 serem encontradas nas
referéncias citadas, bem como na maioria de outros materiais deste assunto.

Sendo K um corpo algebricamente fechado e f € K[x, y] um polindmio ndo constante,

uma curva algébrica plana afim é o conjunto dado por:

F=V(f)={(xy) e A% | f(x,)=0}.

Dizemos que o grau da curva F é o grau do polindmio f, indicado por deg (F).

As componentes irredutiveis da curva F = V(f) sao V(f1),...,V(fr) tais que
f= f{”l ... f{"" é a decomposicdo de f em fatores irredutiveis (f; € K[x,y] e m; € Z.).
No caso particular em que f é irredutivel dizemos que a curva € irredutivel.

Sejam F uma curva plana afim de grau n e £ : ax + by + ¢ = 0 uma reta contendo o

ponto P = (xg,Yo) € F. Temos que para algum t € K:

f(xo+bt,yo—at)=g(t)=go+git+...+gnt" = gmt" +... + gut". (5)

tal que g, #0 e g, #0.
Sendo ¢ uma reta que ndo é componente de F, o inteiro m de (5) é a multiplicidade
de interseccdo de / e F em P e é indicada por I(P,{n F).

Dado ainda um ponto P ¢ F, definimos a multiplicidade de F em P por:
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mp(F) =min{(I(P,£nF)},Vltal queP € {. (6)

No caso em que mp(F) =1 dizemos que P é um ponto simples ou um ponto nio
singular, caso contrario dizemos que P é um ponto miltiplo ou um ponto singular.

Uma curva é dita ndo singular se possui apenas pontos ndo singulares, caso contrdrio
é chamada de singular.

Dizemos ainda que uma reta ¢ é tangente a ¥ em P quando I(P,{nF) > mp(F).
Sendo P um ponto ndo singular de F e /p a reta tangente a F por P, se P é um ponto
de inflexdo entdo I(P,{pnF) > 3.

Sendo f € K[x,y] um polindmio ndo constante de grau 7, associamos o polindmio
homogéneo dado por F(X,Y,Z) = Z""f (%, %) Analogamente para todo polinémio
homogéneo F(X,Y,Z) associamos o polindmio f € K[x,y] dado por F(x,y,1) = f(x,y).

Sendo F(X,Y, Z) e K[X,Y,Z] um polindbmio homogéneo ndo constante, uma curva

algébrica plana projetiva é o conjunto dado por:
F=V(F)={(Xo:Yy:Zg) e P*(K) | F(Xo, Yo, Zo) = 0}.

Dizemos que um ponto no infinito é um ponto da forma P, = (X : Y : 0), e assim
podemos dizer que uma curva algébrica plana projetiva é o unido do conjunto dos
pontos afins com os pontos no infinitos pertecentes a esta curva.

As definicoes ja feitas para o caso afim se estendem de modo natural ao caso projetivo.

Como iremos tratar apenas de curvas planas neste trabalho, para simplificar a lingua-
gem, muitas vezes usaremos apenas o termo curva ao invés de curva algébrica plana
afim. Analogamente charemos a curva algébrica plana projetiva simplesmente de curva
projetiva.

Iremos ainda, por abuso de linguagem, nos referir a uma curva F definida pelo
polinémio f por F: f = 0.
Teorema 1.1.1. (Bézout) Dadas as curvas planas projetivas F e G sem componentes em comum,

temos que

> I(P,FnG)=deg(F)-deg(G).
PeFnG

. _J*F .
Considerando inx]. = AF se 0 determinante

Fxx Fxy Fxz
H(X,Y,Z)=|Fyx Fyy Fyz

Fzx Fzy Fzz
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é ndo nulo, entdo a curva projetiva dada por % : H(X,Y,Z) =0 é a curva Hessiana de
F.

Teorema 1.1.2. Se n = 1(modp), entdo a curva Hessiana é nula.
Teorema 1.1.3. Supondo que H é nio nula.

* Seja p + 2. Um ponto ndo singular de F é de inflexdo se, e somente se, é um ponto comum
de F e H.

* Todo ponto singular de F pertence a H.

1.2 TEORIA DE STOHR-VOLOCH

Nesta se¢do iremos resumir alguns resultados que sdo explanados em [3], [9] e [18].
Assim como na sec¢do anterior, ndo iremos realizar as demonstragdes, visto que as
mesmas podem ser encontradas detalhadamente nas referéncias citadas.

Dada uma curva projetiva irredutivel e ndo singular F : f = 0 de grau n sobre
IF;, considere o sistema linear }; de todas as curvas projetivas de grau s, tal que
se{l,...,n-1}.

Sendo P € F, um inteiro j(P) é chamado de um (};, P)-ordem se existe uma curva
C de grau s, tal que I(P,FnC) = j(P). Indicando j; := j;(P), em [18, section 1] vemos
que existem exatamente M +1 (3, P)-ordens tais que jp < j1 < ... < Jp. Pelos resultados
encontrados em [11, Chapter 6] e [12, Aula 10] e nas condi¢des da curva F, temos
que M = (55?) -1, jo=0e j; = 1. A sequéncia de inteiros (jo,j1,.-.,jm) é chamada de
sequéncia de (Y ;, P)-ordens.

Temos ainda dos resultados obtidos em [18, Theorem 1] que existe uma tinica curva
Hp de grau s, chamada de curva s-osculante de F em P, tal que I(P,FnHp) = jum-

Seja ¢ : F -~ PM(IF;) o morfismo associado a s dado por ¢ = (¢, ..., ¢um), tal que
@; € F;(F) e t uma varidvel separante de R,(}" )- Temos por [18, Corollary 1.3] que:

Xo X,

(jo) (jo)
| PP 0P | o

(DU gp)(P) - (DI, )(P)
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De acordo com [18, Proposition 1.4 e Theorem 1.1] existe uma sequéncia de inteiros
g0 < €1 < ... < gy escolhida minimamente na ordem lexicografica tal que o wronskiano

w(ol%0), ., ®

é ndo nulo.

Um inteiro nas condi¢des de (8) é chamado de } ;- ordem de F e a sequéncia de
inteiros (go,...,ep) € a sequéncia de ordem de F em relagdo a Y.

Para quase todo ponto P temos que (jo,...,jm) = (€o0,.-.,€pm) € tais pontos sdo
chamados de Y ;-ordindrios. Os pontos para os quais (jo,...,jm) # (€0,.-.,€pm) S0
chamados de Y ;-Weierstrass.

Seegj=iparatodoi=0,1,...,M acurva F é chamada de classica. Caso contrério é
chamada de nao-classica.

De [18, Corollary 1.7] temos um resultado importante que nos ajuda a encontrar

condi¢des para os quais uma curva é clasica.

Proposicdo 1.2.1. Seja P e F e jo,...,jpm a sequéncia de (Y, P)-ordens. Se o inteiro:
H Ji —Jk
ik b k

ndo é divisivel por p entdo F é cldssica em relagdo a ;.

Temos ainda de [18, Corollary 1.9] o seguinte resultado:

Proposicdo 1.2.2. Seja € um ) ;-ordem e y um inteiro tal que

(;) £ 0 (mod.p)

entdo y é também um ) ;-ordem. Em particular se e < p, entdo ¢; =i, parai=0,1,...,e-1.

Usando as mesmas notagdes ja utilizadas, vamos agora definir uma nova sequéncia
de inteiros (vp,v1,...,Vpm-1) que serd de extrema importancia para este trabalho.

Considere o determinante:

o 4l

(v0) (v0)
D . (D
det| (P 90) = (Do) | ©

(ngn—l)q)o) (van—l)q)n)
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Por [18, Proposition 2.1] existem inteiros vy, ..., vp-1, com vy < ... < vps_1 escolhi-
dos minimamente na ordem lexicografica tal que (9) é ndo nulo. Temos ainda que
(vo,-.-,vm-1) = (€0,--.,€m) N {€1}, para algum [ e {1..., M}.

A sequéncia de inteiros (vp,...,vpm-1) € chamada de sequéncia IF;-Frobenius de
ordem de F em relacdo a ) ;. Se v; =i, para todoi=0,..., M -1 dizemos que a curva F
¢ IF;-Frobenius classica em relagdo a ) ; e caso contrdrio chamamos F de IF;-Frobenius
nao classica em relagao a ).

Vamos definir ¢, : 7 - F, dado por ¢, = (x7,19,27) como o morfismo de Frobenius.

Por fim, é importante ressaltar que por [11] temos:

Proposigao 1.2.3. Seja p > M. Supondo que F é [F,;-Frobenius néo cldssica em relagéo a

Y5, entdo F é ndo classica em relagdo a > .

1.3 CURVAS DE FERMAT E CLASSICALIDADE

Sendo n um inteiro que nao é divisivel por p, a curva F : ax" +by" =1 é a curva de
Fermat de grau n.

Nesta se¢do iremos enunciar primeiramente os principais resultados da nado classicali-
dade e [F;-Frobenius néo classicalidade de F em relagdo a }; e X».

Inicialmente vamos enunciar o caso da néo classicalidade de F em relacdo a >,

desenvolvido por [14] .

Proposicao 1.3.1. Sendo p # 2, F é ndo cldssica em relagdo a }; se, e somente se,

n =1 (mod.p).

E de acordo com [9, Theorem 2] e [5], temos o seguinte resultado em relagdo a

IF,-Frobenius néo classicalidade de F em relagao a };.

Teorema 1.3.2. F é qu—Probenius ndo cldssica em relacdo a y.,, se e somente se,

para algum inteiror <h, r |hea,b € Fpr.

Em [8, section 1] e por [5], temos ainda que dada uma curva F : ax” +by" =1, (p + rn),

obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 1.3.3. F é IF;-Frobenius ndo cldssica em relagio a }q se, e somente se,

para algum inteiros <h, s |hea,b e ]F;S.

Agora vamos relembrar os resultados para o sistema linear das conicas (3.,).

Por [10, Theorem 3] temos:

Proposic¢do 1.3.4. Sendo p > 7, F é ndo cldssica em relagdo a ), se, e somente se,
pl(n-1)(n-2)(n+1)(2n-1).

E em relacdo a IF;-Frobenius néo classicalidade temos por [9, Theorem 3] e por [3,

Appendix B]:

Teorema 1.3.5. Sendo p >7, F é F4-Frobenius ndo cldssica em relagdo a 3, exatamente em um

dos casos a seguir:

(1) Sep|(n-1);

(2) Sep|(n-2)en= ;(ﬂ D comr<h,r|hea, beFy;
(3) Sep|(2n-1)en= 2(p, 1)comr<h rlhea?b?elFy;
(4) Seq=n+lea+b=1.

Para finalizar vamos usar o principal resultado de [4] para introduzir duas familias
de curvas que serdo estudadas nos capitulos 2 e 3.

Inicialmente vamos considerar uma curva F irredutivel definida sobre IF, de caracte-

ristica p > 2 satisfazendo a seguinte propriedade (P):

(P) O grupo de Fj-automorfismos de F contém um subgrupo G = C, x Cy,, sendo
C; um grupo ciclico de ordem i primo com p, tal que max{n,m} >2 e ambas as

curvas quocientes F/C, e F/Cy, sdo racionais.

Dizemos que uma curva J é uma curva de Fermat generalizada quando m =n e as

G-6rbitas curtas sdo IF*q—racionais.

De [4, Theorem 5.1] podemos extrair o seguinte resultado:
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Proposi¢do 1.3.6. Seja 7 uma curva definida sobre [F; satisfazendo a propriedade (P).

Suponha que cada 6rbita curta de G é preservada pela aplicagdo de Frobenius e m e n

dividem q -1, entdo F € IF -birracionalmente equivalente a uma das seguintes curvas:
(@) ax™+by™ =1 com a,b e Fy;

(b) ax™y™+bx" +cy™ =1coma,b,ceFec+-yeaz0.

11






CURVA F:ax"+bym=1

Considere a curva F : ax" + by™ = 1 definida sobre o corpo finito IF; tal que a,b € IFj e
m,n € Z;. Vamos supor ainda que p > 2 daqui em diante e que n > m, sem perda de
generalidade. Como a classicalidade da curva é uma propriedade geométrica, para as

se¢des 2.1 e 2.3 vamos considerar que a =b = 1.

2.1 CLASSICALIDADE DE F EM RELACAO A Y4

Apesar dos resultados da proposicdo e do teorema seguinte serem ja conhecidos
(Teorema 1.3.3), vamos desenvolver uma outra demonstracdo para o caso especifico que
estamos trabalhando.

Inicialmente iremos determinar sobre quais condi¢des a curva F é ndo cldssica em

relagcdo a > ;.

Proposigdo 2.1.1. A curva F definida sobre IF; é ndo cldssica em relagdo a }’; se, e

somente se, m =1 (mod p) e n = 1(mod p).

Demonstragio. Temos que p + 1, logo x é uma variavel separante. De acordo com [18] a
ndo classicalidade de F é equivalente a D,(Cz)y =0.

Temos que DD (xn + y") =0 < nx" 1+ mym‘lDJ(Cl)y =0 e assim

nxn—l

(M, _
D:’y = _mym—l

(10)
Derivando novamente em relagdo a x temos que

p{M (nx”‘1 + mym‘ng(Cl)y) =0 —

n(n- 1)x”‘2 + D,(Cl)(mym‘l)D,(cl)y + mym‘lDJ(Cl) (D,(Cl)y> =0

2
n(n-1)x"2+m(m-1)y" 2 (D,(Cl)y) + Zmym‘lD,(cz)y =0. (11)

13
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Usando o fato que D,(Cz)y =0 e substituindo a equacgdo (10) em (11) obtemos:

2.2n-2

n(n-1)x"2+m(m-1)ym2 gz = 0-

Nas condi¢des dadas temos que p + n e p + m, portanto:
m(n-1)x"2+n(m-1)x?"2y " =0 < m(n-y"+n(m-1)x"=0 <

mn(y™ +x") —my™ —nx" = 0.
Relembrando que a equagdo da curva é dada por F : x" + y™ =1 e substituindo na

expressao acima, temos:
mn-m(l-x")-nx"=0 < m(n-1)+(m-n)x" =0. (12)

Como x é transcendente, em (12) temos m(n—-1) =0 e m—-n = 0. Da nossa hip6tese
inicial, vem que p + m, assim p|(n—1) e p|(m -n) e, portanto, p | (n-1) e p | (m—-1), ou
seja, m=1(modp) e n =1 (mod p).

Se n = m temos o caso ja estudado por [14] e obtemos n = m = 1(mod p).

A nossa demonstragdo é uma simplificagdo do caso geral apresentado por [8, Theorem
1].

Podemos escrever a curva como F : y™ = f(x) com f(x) =1-x" e, usando [8, Theorem
1] vem que m = 1(mod p) e f"(x) =0 < n(n-1)x"2=0 < n=1(mod p).

Note ainda que se assumirmos m = 1 (mod p) e n = 1 (mod p), em (11) obtemos
2my™-1 DJ(CZ)]/ =0 e como p + m vem que Dg(cz)y = (0 e, consequentemente a curva F é

ndo classica em relacdo a ;. O

2.2 ]Fq—FROBENIUS CLASSICALIDADE DE F EM RE-
LACAO A Y4

E facil verificar que a sequéncia de ordem de F em relacdo a ¥; é dada por (0,1, ¢).
Para a curva ser ndo cldssica temos que ¢ # 2 e, pela proposicdo 2.1.1, temos que
m = 1(mod p) e n = 1(mod p).

Vamos inicialmente enunciar um lema conhecido sobre polindmios que serd de grande

utilidade pra simplificar alguns calculos.

Lema 2.2.1. [2, Lemma 4.2] Seja K um corpo arbitrario. Considere dois polindmios ndo

constantes by (x), by(x) € K[x] e sejam | e m inteiros positivos. Entao:

v — by (x) divide y™ - by(x)
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se, e somente se:
| meby(x)=by(x)T.

Teorema 2.2.2. A curva F definida sobre I, é Fs-Frobenius ndo cldssica se, e somente se,

1 .y
I— para algum inteiror <h, r |hea,beTF,

m=n=
p

Demonstragdo. De acordo com [18], para a curva ser IF;-Frobenius néo cléssica devemos

ter necessariamente

1 q q
e X1 -x Y-y

1
: Dgcny=0=><xq—x)D§)y—<yQ—y>=o (13)

1 x y |=0 <=
0 1 DWy

Temos ainda que derivando a equagdo da curva em relagdo a x, obtemos:

1 anx-1
Dy =~ (14)

De acordo com 2.1.1 temos que m = 1(mod p) e n = 1(mod p) e assim susbtituindo em

(14) temos que tal expressdo pode ser reescrita como

axn—l

bym—l

DMy = - (15)

Substituindo (15) em (13) temos:

(x7 = x)(~ax" 1) = (yT - y)by™ 1 =0 = —ax™ T —by™ I 4 ax" 1 by" =0 —

ax"+a-1 4 bym“"l =1. (16)

Observe que podemos reescrever (16) como:

ym+q—1 . (% _ %xnm—l) =0.

E podemos ainda reescrever a equacdo de F como:

ym—(%—%x”) =0.

Por [3, Proposition 2.6] temos que y" - (3 - #x") divide y"+7-1 - (} - x™+9-1) e por

2.2.1 vem que m | m+q -1 e, portanto, m|q -1, ou seja, g — 1 = mt, para algum inteiro f.

Usando (16) obtemos:

bym+q—1 =1—gx"91 (17)

15
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Por outro lado, pela equacdo de F:
by +1L = pymemt = pym(D 2 (1 - gy pt, (18)
Assim de (17) e (18) vem que
1—ax™971 = (1-ax™)1* /bt (19)
Comparando os graus de ambos os termos de (19) obtemos:
n+g-l=n(l+t) < nt=g-1 < nt=mt < n=m.

Agora basta usar o Teorema 1.3.2 para concluir o resultado. A reciproca é imediata

nao necessitando de célculos mais detalhados. O

2.3 CLASSICALIDADE DE F EM RELACAO A Y,

Proposicdo 2.3.1. Se p >5 e a curva F definida sobre IF; é ndo classica em relagdo a 3,

entao
pl@n-1)(n+1)(n-2)(n-1)ep|(2m-1)(m+1)(m-2)(m-1).

Demonstragio. Por motivos que ficardo claros ao longo desta demonstragdo, dividiremos
esse resultado em dois casos:
(1) Supor p + (n-1)

Recordando que n > m e homogeinizando a equagdo de F obtemos X" + Z"-"Y™ —
z" = 0.

Vamos determinar os pontos de inflexdo de F!

A Hessiana de F é dada por:

Fxx Fxy Fxz
H:H(X,Y,Z)=|Fyx Fyy Fyz|=0.

Fzx Fzy Fzz
E temos que Fxy = Fyx = Fxz =Fzx =0, Fxx = n(n- 1)Xn_2,
Fyy =m(m-1)Y"=2Zn=m Fy o =m(n-m)Zr-m-1ym-le
Fzz=m-m)(n-m-1)y"Z"m2-n(n-1)Z"2.
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Assim, desomogeinizando a equacdo da Hessiana, obtemos

n(n-1)x"2 0 0
H H(XIYll) = 0 m(m_l)ym_z m(n—m)ym‘l =0 —
0 m(n-m)y™ 1 y"(n-m)(n-m-1)-n(n-1)
xn—z 0 0
HiH(xy)=mn(n-1)| 0 (m-1)yn-2 (- )y 0 —

0 mln—my"t y(n—m)(n—m-1)-n(n-1)
Homn(n-1)[(m-1)x"2y"2(y" (n-m)(n-m-1)-n(n-1)) -m(n-m)*x"2y>"2]= 0 <
Hemn(n=1)x""2y"2[y" (n-m)((m-1)(n-m-1)-m(n-m))-n(n-1)(m-1)] = 0 <
H:mn(n-1)x"2y"2[y"(n-m)(1-n)-n(n-1)(m-1)] =0 <
H:mn(n-1)%x"2y"2(y"(m-n)-n(m-1)) =0.

Usando o fato que p + (n - 1), podemos escrever a equagdo da Hessiana por:

H: X2y 2y (m - )~ n(m - 1)) = . (20)

De acordo com o Teorema 1.1.3, como o tnico ponto singular de 7 é (0:1:0),

temos que os pontos de inflexdo sdo dados pela solucdo do sistema:

X2y (y"(m—n) -n(m-1)) =0

xt+ym=1

Resolvendo o sistema, obtemos os pontos de inflexdo P; = (0,&), sendo § uma
raiz m-ésima da unidade; P, = (p,0), sendo p uma raiz n-ésima da unidade e

-1 L 1-
n0n=1) o & a raiz n-ésima de U=

Py = (a,pB), sendo B a raiz m-ésima de —, m—n

p+ (m-n).

tal que

Em seguida vamos calcular a multiplicidade de cada um destes pontos em relagdo

a F com as respectivas retas tangentes em tais pontos

e Pr=(0,%)
Uma equacdo da reta tangente é dada por Eg :mEm-1 (y-¢)=0 —
lz :y—¢ =0. Uma parametrizagdo ¢ dada por y = ¢ e x = t e assim temos que
f(t,8) =t"+5" -1 < f(t,§) = t" e portanto I(Pz, lz N F) = n.
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(2)

* Py =(p,0)

Uma equacéo da reta tangente é dada por £, : np"1(x-p) =0 <—
£y :x~p=0. Uma parametrizagdo é dada por y =t e x = p e assim temos que
f(o,t) =p"+t" -1 <= f(p,t) =t" e portanto (P, lp N F) =m.

® Lyp= ((X’AB)

Uma equagéo da reta tangente é dada por £, g : na"~1(x - a) + mp™-1(y - p) =
0 <= Lypg:na™lx—na + mpm-ly-—mpm =0 <= Lyp: na"lx+pm-ly -
mn = 0. Uma parametrizagdo é dada por y = B—na 1t e x = a + mp" 1t e assim
temos que f(a+mp™ 1, B—na ) = (a + mB"1t)" + (B—na™ )" -1 =a" +
B —1+tm(nmam(n-1) 4 £(+)) <= f(a+mpmn-1t,B-na"1t) = tn(nmam(n-1) 4

f(t)), e portanto [(Py g, lypnF) =m.

Olhando apenas para os casos de ponto de inflexdo, temos que a sequéncia de
(X1, Pr)-ordem ¢é dada por (0,1,1),n > 3 e consequentemente a sequéncia de
(X2, Pg)-ordem é dada por (0,1,2,n,n+1,2n). Analogamente usando P, obtemos
que a sequéncia de (X5, P,)-ordem ¢é dada por (0,1,2,m,m +1,2m). O mesmo

resultado se aplica ao calcularmos a sequéncia de (3,, P, g)-ordem.

Usando a proposic¢do 1.2.1 segue que se F é ndo classica em relacdo a ', entdo

pl(2n-1)(n-2)(n+1)ep|2m-1)(m-2)(m+1)(m-1).

Supor p|(n-1).

Note que supondo p|n -1, a Hessiana se anula. Para este caso, vamos usar as

ideias apresentadas no capitulo 1 e a equacao (8).

Temos que p + n, logo x é uma varidvel separante. Um morfismo associado ao

sistema linear dado por Y, é ¢ = (1:x:y:xy: x%:y?).

Analisaremos o determinante

1 x vy Xy x2 y?
01 DMy xDWy+y 2« 2yDMy
o qe|0 0 DYy xDPyDy 2 (DYy)? +2yDy
o 0 D®y D@y iD®y 0o s pDyp@y 4 2yp®
x Y XDy y+Dy7y x YPx Yty 'y
0 0 Dy xDPy+DPy 0 2DVyDPy + (DPy)? + 2yDMy
0 0 Dy xDP+DWy 0 20PyDPy+2DByDMy 4 2yDP)y
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Note que tal determinante, apds operacdes elementares sobre as colunas, pode ser

reescrito como:

1 x vy 0 0 y?
01 chl)y y X 0
|0 0 D&y Dy 2 (DY y)?
1o 0 p®y DPy 0 2DMyDP
x Y x’Y x YPUxY
0 0 Dy D o 2D{yDPy+(DPy)?
0 0 Dy DMy 0 2DPyDPy+2DPyDMy

Desenvolvendo o determinante por Chié temos

1 chl)y y X 0

0 DPy Dy 2 (D{y)?
A=det]0 D,(f)y D}({z)y 0 2D,(Cl)yD§2)y

o Dy Dy 0 2D{yDPy+ (D)

0 Dy Dy 0 20PyDPy+2DyDMy
Desenvolvendo novamente por Chid, obtemos:

Dy Dy 2 (D{y)?

Dy DPy 0 2D{yD{y

Dy Dy 0 2DyDPy + (DPy)?
Dy DMy 0 20PyDPy +2DPyDMy
E aplicando Laplace na terceira coluna obtemos
Dy DPy 2D{yD{Py
A=2det| D'y Dy 2DyDPy + (DPy)?
Dy DMy 2DPyDPy+2DP YDy
Aplicando mais uma operacdo elementar na coluna obtemos:
Py by 0
A=2det| Dy DPy  (DPy)?
Dy DMy 2DPyDPy

Por fim, desenvolvendo tal determinante de ordem 3 obtemos:

3 3 2
A=2Dy(Dy) + DYy (Dy) 3D yDyy (DYy) =
3 2
A D,(f)y(Z(Df’)y) . D§5)y(D§2)y) —3D§4)yD§3)yD§2)y) (21)

Usando o fato que p|n -1 vem que:

19
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1 n-1 2 _ 2n-2 3 _ _ 3n-3 4 _ _ _ 4n—4
Da(c )y = _njcym—ll Da(c ly=- (Zimzly)zxmf , Da(c )]/ = - 61n)1(31;13n117)1x , Da(c )y = - {om 1)(224’:14]1}17(1?1 Lz
e Dy((5)]/ __ (4m—1)(3m1—210)n(1257;15;117)1(m—1)x5n75 '

Substituindo as expressdes acima em (21), temos que A =0 < m-1=0 ou

2m—-1=0oum-2=0oum+1=0.

E importante notar que se p|(n 1) e p|(m 1), F é ndo-classica em relagio a ¥; e,

portanto, serd ndo cldssica em relacdo a 5.

De fato, suponha que (0,1,¢), € > 3 seja a sequéncia de ordem de F em relagao
a y1. Considerando todas as conicas geradas pela unido de duas dessas retas
obtemos a sequéncia de ordem (0,1,2,¢,¢+1,2¢) e como ¢ > 3 ela é formada de 6
elementos distintos e serd entdo a sequéncia de ordem de F em relacdo a ), e,

portanto ndo classica.

Pela Proposicdo 2.1.1, segue que F é ndo classica em relagdo a }’1, e portanto ndo

classica em relagdo a ).

Assim, juntando os casos (1) e (2), concluimos que se p >5 e a curva F definida
sobre IF; é ndo classica em relagdo a }», entdo p | (2n-1)(n+1)(n-2)(n-1)e
pl(2m-1)(m+1)(m-2)(m-1). O

Para concluir o caso da ndo classicalidade de F em relacdo a )5, iremos demonstrar

o lema abaixo que é uma adaptacdo de [3, Lemma 3.4] para o nosso caso de conicas.

Lema 2.3.2. Assuma p > 5. Seja [F;(x,y) o corpo de fungdes de F, e P=(u:v:1) e F
um ponto genérico. Suponha que exista um polindmio G(X,Y) = ¥ a;;(x,y)PX'Y/ €
F,[x,y][X,Y] de grau d > 2 tal que G(x,y) = 0. Para Gp(X,Y) := Zaij(u,v)F’Xin €
F,[X,Y], é valido o seguinte:

(@) Se Gp(X,Y) é irredutivel de grau d = 2, entdo F é ndo classica em relagdoa Y, e a

curva Gp : Gp(X,Y) =0 é a conica osculante de F em P.

(b) Se a curva Gp: Gp(X,Y) =0 é tal que I(P,GpnC) < p para toda conica C, entdo F

é classica em relagdo a 5.

Demonstragio. Nas condi¢des de um ponto genérico e supondo que F é classica em
relagdo a )1, podemos afirmar que a sequéncia de ordem de F em relagdo a ), é dada
por (0,1,2,3,4,¢).
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Seja Gp a curva definida por Gp : Gp(X,Y) =0, temos:

Gp(x,y) = Gp(x,y) - G(x,y) = Y. (a;(u,0) - a;i(x,y))Px'y/,

Como a quantidade de polos e zeros é finita, para um ponto genérico segue que
vp(Gp(x,y)) > p, ou seja,
I(P,Fngp)>p>>5. (22)

Como Gj, € uma cOnica concluimos que ¢ > 5 e portanto F € ndo cldssica em relacdo a

20
Seja Hp a conica osculante de F em P. Pelo hipétese de (a) temos que deg(Gp) =2 e a

desigualdade (22) implica que I(P, F nHp) > p, e por [3, Lemma 3.3] temos:
I(P,HynGp)>p>4=deg(Hp)-deg(Gp)

Como Gp é irredutivel, pelo Teorema de Bézout 1.1.1, Gp e Hp devem ser a mesma curva,
e como P é um ponto genérico o resultado segue. Afirmacao (b) segue diretamente de
[3, Lemma 3.3] e do fato que a ndo classicalidade de F em relacdo a ), implica que

I(P,Fn*Hp) > p conforme a proposigdo 1.2.2. O

Observacdo 2.3.3. Note que se G, é irredutivel de grau d, com 2 < d < p/2, entdo, pelo
Teorema de Bézout 1.1.1, as condi¢des do Lema 2.3.2(b) sdo satisfeitas, isto €, F é classica

em relacdo a ) ,.
Lema 2.3.4. Considerando p > 2, sdo irredutiveis sobre [, as seguintes curvas projetivas:
(@) F1: X2+Y2-72=0;
(b) Fo:XZ+YZ-XY =0
(c) F3:X2+Y?2+272-2XY -2XZ-2YZ=0;
(d) Fy:ZY -X?2+2XZ-72=0;
() F5:XZ+Y2-72=0;
(f) Fe: XY-YZ+Z?=0;
(g) Fr:XY2-Z3+2YZ2-Y?Z=0;

(h) Fg: X2Y-YZ2+Z3=0;

21
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(i) Fo:XZ3-Y4+2Y272-74=0.

Demonstragio. Para os itens (a) a (f) basta observar que as conicas sdo ndo singulares e
portanto irredutiveis.

De acordo com [19] se uma ctbica tem uma tnica singularidade que é um né, entdo
ela é irredutivel. Para os itens (g) e (h) basta verificar que isto ocorre. Por exemplo, para
o item (g) o tnico ponto singular de F; é (1:0:0) e é facil verificar que tal ponto é um
no. Para a outra curva, o calculo é andlogo.

Para o item (i) basta observar que a qudrtica possui um tnico ponto singular de

multiplicidade 3 e portanto é irredutivel. O
Proposic¢do 2.3.5. Supondo p > 5, a curva F é cldssica em relagdo a },, nos casos:

(@) pl(2n-1) e p|(m+1);

(b) pl(2m-1) e p|(n+1);

() pl(2n-1) e p|(m-2);

(d) pl(2m=1) e p|(n-2);

(€ pl(m+1) e pl(n-2);

(®) pl(n+1) e p|(m-2);

Demonstragido.  (a) Considere inteiros r,s,k,I tais que 2n = p’k+1em =p’l-1, p + k,
p +1. Sem perda de generalidade vamos supor que r >s <= r =s+d para algum

inteiro d e assim 2n = (pk)p® + 1 = wp® + 1. Temos que:
(xn +ym_1)(xn_ym+1) =0 — x2n_y2m+2ym_1 =0
= () x- () y 2y -1=0 (23)

Considerando P = (u:v: 1) € F um ponto genérico e a = (u®)?" e B = (v!)’, por
(23) obtemos a ctbica projetiva Gy : aXY? - 273 +28YZ%2-Y?Z = 0. Como Gy é
projetivamente equivalente a F; : XY? - Z3+2YZ2 -Y?Z = 0, que é irredutivel,

segue do Lema 2.3.2 e da observagdo 2.3.3 que F é cldssica em relacdo a ).

(b) Com um raciocinio andlogo ao item anterior e fazendo a transformagéao projetiva
(X:Y:Z)~» (Y:X:Z), obtemos a cubica projetiva irredutivel F; : XY2 - 73 +

2YZ%2-Y?7Z =0 e, portanto F é classica em relagdo a 3.



(©)

(d)

(e)

2.3 CLASSICALIDADE DE F EM RELAGAO A ),

Considere inteiros 7,s, k, [ tais que 2n = p’k+1em=p°l+2, p + k, p + . Sem perda
de generalidade vamos supor que r >s <= r =s+d para algum inteiro d e assim

2n = (pPk)p* +1 = wp® + 1. Temos que:
(xn+ym_1)(xn_ym+1) () — x2n_y2m+2ym_1 =0
= ()W x- ()P + 20y -1=0. (24)

Considerando P = (u:v:1) € F um ponto genérico e « = (u?)?" e B = (v/)V’, por
(24) obtemos a quértica projetiva Gy : €« XZ3 - B2Y* +28Y?72 - 7% = 0. Como Gy
é projetivamente equivalente a Fg : XZ3 - Y4 +2Y272 - 74 = 0, que é irredutivel,
segue do Lema 2.3.2 e da observagdo 2.3.3 que F é classica em relagdo a ), para

p>7.
Vamos analisar separadamente o caso p =7.

Temos que o ponto Q = (2:5:1), s2 = -2 é um ponto de inflexdo da curva Fy e
sendo /g a reta tangente a Jy pelo ponto Q, temos que o : X —2sY + Z = 0. E facil
provar ainda que 1(Q, Fon{g) = 3.

Considerando a conica C; := (£;)? e como £ ndo é componente de Fy, temos que
1(Q,FonCy) =6.
Considerando uma conica C # C; que contenha /o como componente, temos que

C:=Lg-Le, portanto, I(Q,FonC) = I(Q,Fonlg) +1(Q,Fonl) <3+3<7.

Ja no caso das conicas que ndo possuem /o como componente, usando [3, Lema

3.3] e 0 Teorema de Bézout 1.1.1 temos I(Q,FonC) < 7.

Portanto, I(Q,F9nC) < 7 para todas as cOnicas e, consequentemente, F é cldssica

em relacdo a ) ,.

Com um raciocinio andlogo ao item anterior e fazendo a transformacao projetiva
(X:Y:Z)r (Y:X:Z), obtemos Fg: XZ3 - Y*+2Y2Z? - 74 = 0 e concluimos que

F é classica em relacdao a Y ,.

Considere inteiros 7,s,k,[ tais que n = p’k+2em=p’l -1, p +t k, p + I. Sem perda
de generalidade vamos supor que r >s <= r =s+d para algum inteiro d e assim

n = (p?k)p® +2 = wp® + 2. Temos que:

x"+y"-1=0 < (xw)psx2+(yl)psy‘1—1 =0. (25)
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Considerando P = (u:v:1) € F um ponto genérico e « = (u?)?" e B = (v!)V’, por
(25) obtemos a cubica projetiva Gg : aX?Y - YZ2 + BZ3 = 0. Como Gg é projetiva-
mente equivalente a Fg : X2Y - YZ? + Z3 = 0, que é irredutivel, segue do Lema

2.3.2 e da observagdo 2.3.3 que F é classica em relacdo a > ,.

(f) Com um raciocinio analogo ao caso anterior e fazendo a transformagao projetiva
(X:Y:Z)w (Y:X:Z), obtemos a cubica projetiva irredutivel Fg: X2Y - YZ? -

Z3 =0 e portanto F é classica em relagdo a 3.
O

Proposi¢do 2.3.6. Supondo p > 5 a curva F é ndo classica em relacdo a ¥, nos casos:
(@) pl(m-2) e p|(n-2);
(b) pl(m+1) e pl(n+1);
(© pl(2m-1) e p|(2n-1);
(d) pl(m-1) e pl(n-1);
(e) pl(2m-1) e p|(n-1);
(®) pl(m-1) e pl(2n-1);
() pl(m-2)epl(n-1);
(h) pl(m-1) e pl(n-2);
(i) pl(m+1) e pl(n-1);
() pl(m-1) e p[(n+1).

Demonstragido. (a) Considere inteiros r,s,k, [ tais que n = p'k+2 e m = p’1+2, p t+ k,
p + [. Sem perda de generalidade vamos supor que r >s <= r =s+d para algum

inteiro d e assim n = (pk)p® +2 = wp® + 2. Temos que:
Ny -1=0 = (O 2+ )P y*-1=0. (26)

Considerando P = (u:v: 1) € F um ponto genérico e a = (u®)?" e = (v!)7°, por
(26) obtemos a cOnica projetiva G : aX? + fY2 - Z? = 0. Como G; é projetivamente
equivalente a 7 : X? +Y? - Z2 = 0, que é irredutivel, segue do Lema 2.3.2 (a) que

F é nao cléssica em relagdo a Y 5.



(b)

()

(d)

(e)

2.3 CLASSICALIDADE DE F EM RELAGAO A ),

Considere inteiros r,s,k,[ tais que n = p’k-1em=pl -1, p + k, p + . Sem perda
de generalidade vamos supor que r >s <= r =s+d para algum inteiro d e assim

n=(pik)p® -1 =wp* - 1. Temos que:
(2" +y" 1) (xy) =0 = () y+(y) x-xy=0. (27)

Considerando P = (u:v: 1) € F um ponto genérico e a = (u®)?" e B = (v!)7°, por
(27) obtemos a conica projetiva G, : aYZ + BXZ - XY = 0. Como G, é projetivamente
equivalente a 7, : XZ +YZ - XY =0, que é irredutivel, segue do Lema 2.3.2 (a) que

F é ndo cléssica em relagao a 5.

Considere inteiros r,s,k,| tais que 2n = p’k+1 e 2m = p’l+1, p + k, p + . Sem
perda de generalidade vamos supor que r >s <= r =s+d para algum inteiro d e
assim 2n = (p?k)p* + 1 = wp’ + 1. Temos que:

m)2=1=>

(" +y
X214 2y P = ] =

(22 + 2" - 1)% = (2x"yY")? = (28)
x4n + y4m +1- 2x2ny2m . 2x2n _ 2y2m -0 —

()P )2+ ()P )2y? +1-2(x°) (v xy = 2(x*)P x - 2(y' )P y = 0.
Considerando P = (u:v:1) € F um ponto genérico e a = (u?)?" e B = (v!)V’, por
(28) obtemos a cdnica projetiva Gz : a?X? + 2Y2 + Z? - 2afXY -20XZ -2BYZ = 0.
Como §s é projetivamente equivalente a F3 : X2+ Y2+ 272 -2XY -2XZ -2YZ =0,

que é irredutivel, segue do Lema 2.3.2 (a) que F é ndo clédssica em relagdo a ) ».

Note que neste caso F é ndo cldssica em relagdo a )1 e, portanto, ndo cldssica em

relagdo a >,.

Considere inteiros 7,s, k, [ tais que n = p’k+1e2m=psl+1, p + k, p + . Sem perda
de generalidade vamos supor que r >s <= r =s+d para algum inteiro d e assim

n=(pik)p® +1=wp* + 1. Temos que:
(X" +y" = 1) (~x"+y" +1) =0 = 2" —x2"+2x"-1-0
— ()W y- (2P 22 +2(x)Px-1=0. (29)

Considerando P = (u:v:1) € F um ponto genérico e « = (u?)?" e p = (v!)V’, por
(29) obtemos a cOnica projetiva G : BYZ - a?X? +2aXZ - 72 = 0.
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(f)

(8)

(h)

(i)

()

2

Como Gy é projetivamente equivalente a Fy : ZY - X?+2XZ - Z? = 0, que é

irredutivel, segue do Lema 2.3.2 (a) que F é ndo cldssica em relagdo a ) ,.

Com um raciocinio andlogo ao item anterior e fazendo a transformacao projetiva
(X:Y:Z)~ (Y:X:Z), obtemos a cdnica projetiva Fy: ZY - X2 +2XZ -Z?=0e

concluimos que F é ndo cldssica em relagdo a ).

Considere inteiros 7,s,k,[ tais que n = p’k+1em=p1+2, p + k, p + I. Sem perda
de generalidade vamos supor que r >s <= r =s+d para algum inteiro d e assim

n=(p?k)p* +1 = wp® + 1. Temos que:

(A +y"-1)=0 = () xl+ ()P -1=0; (30)

Considerando P = (u:v:1) € F um ponto genérico e « = (u?)?" e B = (v/)V’, por

(30) obtemos a conica projetiva Gs : aXZ + pY? - Z2 = 0.

Como G5 é projetivamente equivalente a F5 : XZ + Y? - Z2 = 0, que é irredutivel,

segue do Lema 2.3.2 (a) que F é ndo cldssica em relagdo a Y.

Com um raciocinio andlogo ao item anterior e fazendo a transformacgdo projetiva
(X:Y:Z)w» (Y:X:Z), obtemos a cOnica projetiva F5 : XZ+Y2-Z2=0¢e

concluimos que F é ndo cldssica em relagdo a ).

Considere inteiros ,s,k, tais que n = p’k+1em=p’l-1, p + k, p + . Sem perda
de generalidade vamos supor que r >s <= r =s+d para algum inteiro d e assim

n=(pk)p* +1 = wp® + 1. Temos que:

(X" +y"-1)=0 <= ()W x+ )Wy l1-1=0 <= ) xy+(y)" -y=0 (31)

Considerando P = (u:v: 1) € F um ponto genérico e a = (u®)?" e B = (v!)7°, por

(35) obtemos a cOnica projetiva Gg : a XY + BZ%-YZ = 0.

Como Gg é projetivamente equivalente a Fg : XY - YZ + Z? = 0, que é irredutivel,

segue do Lema 2.3.2 (a) que F é ndo cldssica em relagdo a ) ».

Com um raciocinio andlogo ao item anterior e fazendo a transformacao projetiva
(X:Y:Z)w (Y:X:Z), obtemos a conica projetiva Fg : XY -YZ+Z2=0¢e
concluimos que F é ndo cldssica em relagdo a ).

O
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Teorema 2.3.7. Supondo p > 5, a curva F é nio cldssica em relaciio a Y., se, e somente se, umas

das condicoes ¢ vilida:
(a) pl(m=2)epl(n-2);
(b) pl(m+1)ep|(n+1);
(c) pl(2m-1) e p|(2n-1);
(d) pl(m-1)epl(n-1)(n-2)(2n-1)(n+1);
(e) pl(n—1)ep|(m+1)(m-2)(2m-1).

Demonstragio. A demonstracdo segue diretamente das proposi¢des 2.3.1, 2.3.5e2.3.6. [

2.4 IFq—FROBENIUS CLASSICALIDADE DE F EM RE-

LACAO A Y,

Nesta sec¢do iremos considerar p > 5 e Hp ird denotar a conica osculante de F em P.
Para a nossa demonstragdo vamos adaptar de [3] as proximas duas proposi¢des para

0 nosso caso das conicas.

Proposicdo 2.4.1. Suponha p > 5, F classica em relacdo a )1 e ndo cldssica em relagdo a

Y. Para P=(u:v:1)eF,uv #0, a conica osculante Hp de F em P é a curva projetiva

irredutivel Hp(X, Y, Z), tal que:

au"2X2 +bom2Y2-72=0,sep| (m-2)ep|(n-2);

au™1YZ + bom1X7 - XY =0,sep | (m+1)ep|(n+1);

a4y (4n-2)x2 | pAp(dm-2)y2 | 72 _ 9,212,,(2n-1) 5 (2m-1) Xy _ 2424, (2n-1) X 7 _
2020(2m-1)Y7 = 0,sep | (2m-1) e p|(2n-1);

Ho(X,Y,Z): b202m=1YZ — a?u?=2X2 + 2qu"-1XZ - 72 =0,sep | 2m-1)ep|(n-1);

au" XY +bom 172 -YZ =0, se p|(m+1) e p|(n-1);

au"1XZ + bom=2Y2 - 72 =0, se p|(m-2) e p|(n-1);

au"2X2 +bom1YZ - 72 =0,se p|(m-1) e p|(n -2);

a2u?1X7 - b202m-2Y2 4 2pom-1YZ - 72 =0, se p|(m - 1) e p|(2n - 1);

bo" Y X +au™172 - X7 =0, sep|(m-1)ep|(n+1).
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Demonstragido. A demonstracdo é andloga a feita na proposigdo 2.3.6 para todos os

itens. O

Proposicdo 2.4.2. Se F é classica em relacdo a )1 e ndo cldssica em relagdo a ), entdo

as seguintes afirmacdes sdo vélidas:
(a) A sequéncia de ordens de F em relagdo a Y, é (0,1,2,3,4,p"), para algum r > 0.

(b) A curva F ¢é IF;-Frobenius ndo cldssica em relagéo a ¥, se, e somente se, ¢,(P) € Hp

para infinitos pontos P € F.

Demonstragdo. Suponha que (gg,€1,€2,€3,€4,€5) seja a sequéncia de ordem de F em
relacdo a Y, e que g4 > 4. Assim temos que ¢4 > p e portanto €5 > p. Considere P € F,
tal que j;(P) = ¢; para todo 7 € {0,1,2,3,4,5}. Considere agora uma conica Cp tal que
I(P,FnCp) =¢€4 > p eseja Hp a conica osculante de F em P. Como Hp # Cp, por [3,
Lemma 3.3] temos que I(P,HpnCp) > p >4 =deg(Hp)-deg(Cp).

Assim pelo Teorema de Bézout Hp e Cp possuem uma componente em comum. Porém
pela proposicdo 2.4.1 a conica osculante é irredutivel. Assim, Hp = Cp, 0 que é uma
contradi¢do. Portanto ¢4 = 4 e assim ¢; =7 para 0 <i < 4. Agora segue de [10, Proposition
2] e da proposicdo 2.4.1 que &5 = p” para algum r > 0. A segunda afirmagdo segue de (a)
e de (7). H

Proposicdo 2.4.3. Seja p > 5 e suponha que p|(n-2) e p|(m—2). Entdo, a curva F definida

. . AL ond X 2(q-1
sobre IF; é IF;-Frobenius ndo cldssica em relacdo a ¥, se, e somente se, m =n = %

comr<htal querlheabelF,.

Demonstragdo. Pelas proposicdes 2.4.1 e 2.4.2(b) temos que se F é F;-Frobenius nédo

classica entao
axn—2+2q n bym—2+2q —1=0 bym—2+2q =1- axn—2+2q. (32)

Observe que podemos reescrever (32) como:

ym—2+2q _ (% _ %xn—2+2q) =0.

E podemos ainda reescrever a equagdo de F como:
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Usando 2.4.2 (b) temos que y" — (7 — 4x") divide y™ 221 - (} — $x"-2+21) e por 2.2.1 vem

que m | m -2 +2q e, portanto, m|2q - 2, ou seja, 2q — 2 = mt, para algum inteiro .

Note agora que:

bym—2+2q _ bym+mt _ bym(1+t).
Assim, usando a equagdo de F, obtemos:
bym(1+t) _ (1 _ ax”)(l”)/bt. (33)

Portanto de (32) e (33) temos que:
1—ax"2+29 = (1 - ax™) (1) Jpt,
Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:
n-2+2qg=n(l+t) < -2+2q=nt < mt=nt < m=n.
Agora basta usar o Teorema 1.3.5 para concluir a demonstracéo. O

Proposicido 2.4.4. Seja p > 5 e suponha que p|(n+1) e p|(m+1). Entdo, a curva F
definida sobre IF; é IF;-Frobenius ndo classica em relagdo a ), se, e somente se, m =1,

g=n+lea+b=1.

Demonstragdo. Pelas proposigdes 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F ¢é [F,-Frobenius nado

cléssica entdo

ax™ Ly 4 byl — xlyf = 0. (34)

Vamos inicialmente supor que 7 +1 - g < 0, neste caso podemos reescrever (34) como
ax™ T+ by™ I - xTyl = 0 <= ayT "4 pxd L xdonlygemel o

Usando a proposicdo 2.4.2 (b) temos que ax™ + by — 1 divide ay? "1 + bx7-"-1 -

x971y1m=1 ou seja,

ayT M= 4 pxd==1 87 n=lydmm=l o (gt by™ — 1) h(x,y) (35)

para algum h(x,y) € F;[x,y] ~ {0}. Substituindo x = 0 em (35) temos que

ayt™"1 = (by™ - 1)h(0,y)

o que é contradigdo.
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Assim podemos supor que 1 +1-g >0 e podemos reescrever (34) como

axn+1yq n bym+1xq —xiyl =0 <> bym+1—q e (36)

Observe que podemos entdo reescrever (36) como:

ym+1—q . (% _ %xnﬂ—q) =0.

E podemos ainda reescrever a equagdo de F como:

Usando novamente a proposi¢do 2.4.2 (b) temos que y™ — (% - %x”) divide y™+1-9 -
(% - %x””*‘?) e pelo Lema 2.2.1 vem que m | m+1-q e, portanto, m|l —g, ou seja,
1-g = mt, para algum inteiro .

Note agora que:

bym+1—q _ bym+mt _ bym(1+t).
Assim, usando a equagdo de F, obtemos:
bym(1+t) _ (1 _ Elxn)(1+t)/bt. (37)

Portanto de (36) e (37) temos que:
1—ax™ 170 = (1= ax™) 1+ Jpt.
Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:
n+l-qg=n(l+t) < -1-g=nt < mt=nt < n=m.

Usando o Teorema 1.3.5 vamos supor que p|(n —1) e usar o fato que p|(n+1), logo
concluimos que p|(2n) e assim temos que p|n, o que é uma contradi¢do com as hipéteses
iniciais. Usando os casos (2) e (3) do Teorema 1.3.5 chegamos, de maneira andloga,
também a uma contradi¢do. Note porém que podemos ter o caso f =1 e portanto g =n +1

e a+b =1 que satisfaz todas as condic¢des, e assim concluimos a demonstragao. ]

Proposicdo 2.4.5. Seja p > 5 e suponha que p|(2n-1) e p|(2m -1). Entdo, a curva
F definida sobre IF, é F,;-Frobenius nédo classica em relagdo a ), se, e somente se,

m:n:%comr<htalquer|hea2,b2e]Fpr;
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Demonstragio. Pelas proposigdes 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é F;-Frobenius néo

classica entdo
atyin-2+2q 4 b4y4m—2+2q +1- 2a2b2x2n—1+qy2m—1+q — g% x2n=l+q _ 2b2y2m—1+q =0
b4y4m—2+2q = —ghyin-2+29 _ 1 4 2a2b2x2n—1+qy2m—1+q +2a2x2n=1+q o 2b2y2m—1+q
b4y4m72+2q _ _a4x4n72+2q 1+ y2m71+q (2a2b2x2n71+q + 2b2) n 2a2x2n71+q. (38)

Usando a proposigdo 2.4.2 (b) temos que ax” + by™ — 1 divide a*x4"=2+20 + pryAm-2+2q 4
1= 2a2b2x2n—1+qy2m—1+q —2g2x2n-1+g _ 2b2y2m—1+q’ ou seja,

(b2y2m—1+q _ 1)2 + (a4x4n—2+2q _ 2a2b2x2n—1+qy2m—1+q _ 2a2x2n—1+q) — (len + bym _ 1)h(x,y),
(39)
para algum h(x,y) € F;[x,y] \ {0}. Subsituindo x = 0 em (39) temos que
(B2y?141 ~ 1) = (by™ - 1)h(0,y)

e consequentemente m | 2m -1+ ¢, logo m|qg -1, ou seja, g - 1 = mt, para algum inteiro f.

Utilizando a equacdo da curva, podemos escrever:
2L o (Y24 2 (] - g4 2
Substituindo a expressdo anterior em (38), obtemos:
Dy o gy dn=220 1 4 (1 - ax™)2 B2 (202622140 4 22) + 20222014 (40)

As opgoes para o grau no 2° membro de (40) sdo: 4n-2+2q = 4n+2(g-1) ou
n2+t)+2n-1+g=4n+q-1+nt.

Observe que na hipétese que fizemos no inicio do capitulo, sem perda de generalidade,
obtemosn>m <= nt>mt < nt>q-1 < 4dn+q-1+nt>4n+2(q-1). Assim, o
grau do 2° membro de (40) serd 4n +q -1+ nt.

Note agora que:

b4y4m—2+2q _ b4y4m+2mt _ b4ym(4+2t).
Usando a equagdo de F, obtemos:
b4ym(4+2t) _ (1 _ llxn)(4+2t)/b2t. (41)

Portanto de (40) e (41) temos que:

_a4x4n—2+2q ~1+ ((1 _ axn)2+t/b2+t)(2a2b2x2n—1+q 4 2b2) 4 2a2x2n—1+q _ (1 _ ax”)(4+2t)/b2t.
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Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:
g-1
dn+q-l+nt=n(4+2t) <= g-1l=nt < n= o e n=m

Agora basta usar o Teorema 1.3.5 para concluir a demonstragéo. O

Proposi¢do 2.4.6. Seja p > 5 e suponha que p|(n-1) e p|(m-1). Entdo, a curva F definida

-1
I para

sobre IF; é IF;-Frobenius nao classica em relagdo a }’, se, e somente se, m =n = o7

algum inteiro r <h e a,b € [Fpr.

Demonstragio. A demonstracdo segue diretamente do Teorema 2.2.2 e do fato explicado

na demonstragdo da proposi¢do 2.3.1. O

Proposi¢do 2.4.7. Seja p > 5 e suponha que p|(n-2) e p|(m—-1). Entdo, a curva F definida

2(g-1)

sobre F; é IF,-Frobenius ndo cldssica em relagdo a }, se, e somente se, n = 2m = T

comr<htalquer|heabelF,.

Demonstragio. Pelas proposigdes 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é F;-Frobenius néo
classica entdo
axn—2+2q + bym—l+q —1=0 < bym—l+q =1- axn—2+2q. (42)

Observe que podemos reescrever (42) como:

ym71+q _ (% _ %xn2+2q) -0.

E podemos ainda reescrever a equagdo de F como:

Usando a proposigdo 2.4.2 (b) temos que y™ — (% - %) divide y™-1+7 - (% - “xn;Mq) e
pelo Lema 2.2.1 vem que m | m -1+ g e, portanto, m|q -1, ou seja, g — 1 = mt, para algum
inteiro t.

Note agora que:

bym—1+q _ bym+mt _ bym(1+t)'

Assim, usando a equagdo de F, obtemos:

bym(1+t) _ (1 _ ax”)(l”)/bt. (43)
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Portanto de (42) e (43) temos que:
1 - ax" 229 = (1 _ axn)(1+t)/bt_

Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:

n-2+2qg=n(l+t) < -2+2q=nt < 2mt =nt < n=2m.
Sendo n = 2m e usando novamente o lema 2.2.1 temos que m|(m—-1+¢q) e

m=1+q 14214
1 a n—2+2q)_(1 a n) " (1 a 2m—2+2q)_(1 a Zm) "

(b b 78" — " BVAR SCY
Note que (44) implica que % = p" -1 para algum r > 0 e, consequentemente (p" -1)|g-1.
Nas condi¢des dadas temos que r < h, r|h e podemos escrever n = 2m = 2;?:} ). Observe
ainda que de (44) concluimos que a,b € [Fr.

Observe que a reciproca pode facilmente ser observada, pois m+g-1=m+mt =
m(1+t), assim m|(m+g—-1). Note ainda que nas condi¢des dadas:

1 a \"% 1 4\ 1 a 1 a 1 a 1 a N5
| m: | _ - _Yonp’ _ 2% on+2q-2 St one2g2Y _ (2 _ %o "
(b bx) (b bx) b b b b :(b b )(b bx)
Assim usando o Lema 2.2.1 concluimos que a reciproca também é valida. O

Proposicdo 2.4.8. Seja p > 5 e suponha que p|(2n-1) e p|(m—-1). Entdo a curva F

definida sobre IF; é IF;-Frobenius cldssica em relagdo a ¥,.

Demonstragio. Pelas proposigdes 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é [F,-Frobenius nado

classica entdo
a2x2n71+q _ b2y2m72+2q n zbymflﬂi -1=0 a2x2n71+q _ b2y2m72+2q _ zbymflﬂi +1. (45)

Observe que podemos reescrever (45) como:

_ 2
x2n—1+q _ (bym g — 1) -0.
a

E podemos ainda reescrever a equagdo de F como:

a (1 b\
(5 ar)-o
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m—1+ 2
Usando a proposigao 2.4.2 (b) temos que x" - (1 - bym) divide x2-1+4 - (byai) e

pelo Lema 2.2.1 vem que n | 2n - 1+ g e, portanto, n|q -1, ou seja, g — 1 = nt, para algum
inteiro t.

Assim usando a equagdo de F, obtemos:
a2x 21140 = g2xn(24) _ (1~ pym)2t gt (46)
Portanto, de (45) e (46) temos que:
b2y2m=2+24 _ bym=140 11 = (1 - by™)2/at.
Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:
2m-2+2g=m(2+t) < 2(q-1)=mt < 2n=m.
Como estamos supondo que 1 > m, temos uma contradicao. [

Proposicdo 2.4.9. Seja p > 5 e suponha ainda que p|(n+1) e p|(m-1). Entdo, a curva F

definida sobre IF; é IF;-Frobenius cldssica em relagdo a ;.

Demonstragdo. Pelas proposigdes 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F ¢é [F,-Frobenius nédo
classica entdo
by x4 gx™ - x7 =0 (47)

Vamos inicialmente supor que n +1 - g < 0, neste caso podemos reescrever (47) como

by" Wyl 4 ax™ —x1 =0 = by Myl gy 2
Usando a proposi¢do 2.4.2 (b) temos que ax” + by™ -1 divide by 1+1x7-"~1 + g — x7-1-1,
ou seja,
by Wyl gy = (ax 4 by™ —1)h(x, y) (48)

para algum h(x,y) € Fy[x,y] \ {0}.

Substituindo x = 0 em (48) temos que

a=(by" -1)h(0,y)

0 que é uma contradicdo.

Assim podemos supor que 1 +1-g >0 e podemos reescrever (47) como
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by" Wyl 4 gx™ —x1 =0 — by 11 =1 - ax"t17 (49)
Observe que podemos reescrever (49) como:

ym71+q _ (% _ %xn+1q) =0.

E podemos ainda reescrever a equagdo de F como:

y" - (% - %x”) =0.
Usando a proposigao 2.4.2 (b) temos que y™ - (% — 2x") divide y"~ 1+ - (% —axmti-1) e
pelo Lema 2.2.1 vem que m | m —1+q e, portanto, m|q -1, ou seja, 4 — 1 = mt, para algum

inteiro t.

Assim usando a equagdo de F, obtemos:
by 1+ = by (141) = (1 - ax™) 1+ /bt (50)
Portanto, de (49) e (50) temos que:
1—ax™171 = (1 - ax") 1+ /bt
Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:
n+l-g=n(l+t) < 1l-g=nt <= n=-m.
Como estamos supondo que n > m, temos uma contradicéo. O

Proposic¢do 2.4.10. Seja p > 5 e suponha ainda que p|(n-1) e p|(2m —1). Entdo, a curva

F definida sobre IF; é IF;-Frobenius nao classica em relagdo a 3, se, e somente se,

2m=n:gr—_llcomr<htalquer|hea,be]Fpr.

Demonstragdo. Pelas proposigdes 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F ¢é [F,-Frobenius nédo

classica entdo
b2y2m—1+q — @2 2242q L g1t = 0 beZm—1+q = g2 x2=242q _ gy t=14q 4 1 (51)
Observe que podemos reescrever (51) como:

“1+g _1\2
yZm_Hq_(ax” b“i 1) o,
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E podemos ainda reescrever a equacdo de F como:

m (1 a_,\_
- (5-5) -

n-lvg_1\2
Usando a proposicdo 2.4.2 (b) temos que y" - (% - %x”) divide y?"-1+4 - (axl%)

e pelo Lema 2.2.1 vem que m | 2m -1+ 4 e, portanto, m|g—1, ou seja, g — 1 = mt, para
algum inteiro f.

Assim usando a equagdo de F, obtemos:
p2y2m=1+0 = p2ym2+h) - (1 - gxm)2+ bt (52)
Portanto, de (51) e (52) temos que:
Q22220 a1+ 1 1 = (1 - ax™)2H b,
Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:
2n-2+29=n(2+t) < 2(q-1) =nt < n=2m.

Sendo n = 2m e usando novamente o Lema 2.2.1 temos que m|(2m—-1+¢q) e

1 a 2 1 a N 1 a 1 a \*
Z_Zn-l+g) _[Z_Z.n " —_ton-lg\_(Z_Z.n §

G ) -Ge) " =G T e
Note que (53) implica que # = p" -1 para algum r > 0 e, consequentemente (p" —1)|g-1.
Nas condi¢des dadas temos que r < h, r|h e podemos escrever 2m = n = ;’%_11. Observe

ainda que de (53) concluimos que 4,b € IFr.
Observe que a reciproca pode facilmente ser observada, pois 2m +q -1 =2m + mt =

m(2+t), assim m|(2m +q—1). Note ainda que nas condi¢des dadas:

1+q r
1 oa_ \"7" (1 a )\ 1 Ay 1 a ., 1 an_1+q2_1 a )\ "
(E_Ex) _(E_Ex) b b b b :(E_Ex )_(E_Ex)

Assim usando o Lema 2.2.1 concluimos que a reciproca também é valida. O

Proposicdo 2.4.11. Seja p > 5 e suponha ainda que p|(n-1) e p|(m -2). Entdo, a curva

F definida sobre IFq é IFq-Frobenius classica.

Demonstragdo. Pelas proposigdes 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F ¢é [F,-Frobenius nédo

cléssica entdo

ax" I by 22 1 20 = by 242 =] - gy, (54)
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Observe que podemos reescrever (54) como:

ym—2+2q . (% . %xn—lm) =0.

E podemos ainda reescrever a equacdo de F como:

Usando a proposigdo 2.4.2 (b) temos que y™ — (3 - #x") divide y"2+21 — (} - Zx"-1+7)
e pelo Lema 2.2.1 vem que m | m —2 +24 e, portanto, m|2q - 2, ou seja, 2q -2 = mt, para
algum inteiro f.

Assim usando a equagdo de F, obtemos:
by"=2+20 = pym(1+t) = (1 - qx) 1+ /bt (55)
Portanto, de (54) e (55) temos que:
1—ax" 140 = (1 - ax") 1+ 1t
Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:
n-1l+g=n(l+t) < m=2n.
Como estamos supondo que 1 > m, temos uma contradicao. O

Proposic¢do 2.4.12. Seja p > 5 e suponha ainda que p|(n-1) e p|(m+1). Entdo, a curva

F definida sobre F; é IF,-Frobenius classica em relagdo a },.

Demonstragdo. Pelas proposigdes 2.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é [F,-Frobenius nédo
classica entao
ax" Myl 4 byt 1 = 0, (56)

Vamos inicialmente supor que m +1 - g < 0, neste caso podemos reescrever (56) como
axn—1+qu + bym+1 _yq =0 axn—1+qu—m—1 +b _yq—m—l =0.

Usando a proposi¢do 2.4.2 (b) temos que ax" + by™ — 1 divide ax"~1*qy4-m-1 + p —y4-m-1,
ou seja,
ax" Ay g -yt < (ax + by™ - 1)h(x, ) (57)

para algum h(x,y) € F4[x,y] ~ {0}.
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Substituindo y = 0 em (57) temos que
b= (ax"-1)h(x,0)
o que é uma contradicao.
Assim podemos supor que m +1 -4 >0 e podemos reescrever (56) como

m+l-q _

tlxn_1+qu " bym+1 _yq =0 <= by 1—ax" 149 (58)

Observe que podemos assim reescrever (58) como:

ym+l—q _ (% _ %xn—lﬂy) =0.

E podemos ainda reescrever a equagdo de F como:

1 a
m n
-|--=x"|=0.
v=(5-5)
Usando a proposicado 2.4.2 (b) temos que y™ — (% - %x”) divide y™+1-9 - (% - %x”‘“q) e
pelo Lema 2.2.1 vem que m | m+1-q e, portanto, m|1 - g, ou seja, 1 - g = mt, para algum
inteiro ¢.

Assim usando a equagdo de F, obtemos:
by™+10 = pym () = (1 - gx) L+t . (59)
Portanto, de (58) e (59) temos que:
1—ax™ 140 = (1 - ax") 1+,
Comparando o grau de ambos os lados, obtemos:
n-l+g=n(l+t) < n=-m.

Assim temos que tal condi¢do é uma contradic¢do e portanto concluimos a demonstra-

cao. ]

Teorema 2.4.13. Suponha p >5 e q = p". A curva F definida sobre F, é F,-Frobenius nio

cldssica em relacdo a Y, se, e somente se, uma das condicoes é vdlida:

(@) p(n-1)em=n-= ;gr—l comr<heabelFy;

(b) p|(n-2)em=n-= 2;7:}) comr<htal quer|heabelF,y,;
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(c) p\(2n—1)em:n:%comr<htalquer\hea2,bze]Fpr;
(d) pl(n+1l)eq=n+l=m+lea+b=1;
(e) p|(n—1)en:2m:g,;_llcomrditalquer|hea,be]Fpr;

(f) pl(n-2)en=2m= Z;L’]j) comr<htal quer|hea,belF,.

Demonstragido. Segue diretamente das proposi¢des 2.4.3, 2.4.4, 2.4.5, 2.4.6, 2.4.7, 2.4.8,

2.4.9, 2.4.10, 2.4.11 € 2.4.12. [

2.5 A QUANTIDADE DE PONTOS RACIONAIS

Vamos determinar N(F) para os casos dados pelo Teorema 2.4.13. Os casos (a), (b) e (c)
podem ser encontrados em [9] e aqui nos limitaremos apenas a enuncia-los. Para os

casos (d), (e) e (f) iremos fazer a demonstragao.

. -1 ~
Teorema 2.5.1. Sejan =m = % comr<h,r|hea,belF,, entio

N(F)=n(g-n+2).

Demonstragio. A demonstracdo pode ser encontrada em [9, 2.(vi)]. O

2(g-1)
p-1

Teorema 2.5.2. Sejan =m = comr < h, tal quer|hea,belF,. Considereainda

P(a) =1 se a é um quadrado e P(a) = 0 caso contrdrio. Entio

N(F) = nzz(Pr +1-2(p(a) +¢(b) + p(-ab))) + n(p(a) + P (b) + p(-ab)).
Demonstragido. A demonstracdo pode ser encontrada em [9, 2.(viii)] O
Teorema 2.5.3. Sejan =m = % comr<h,tal quer|hea®b*e IF,r, entdo

N(F) =n?(p"-2) +3n.
Demonstragio. A demonstra¢do pode ser encontrada em [9, 2.(vii)]. O
Teorema 2.5.4. Sejag=n+1=m+1ea+b=1,entdo

N(F)= (-1
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Demonstragio. Considere a curva de Fermat F : ax7 !+ (1-a)y7 ! = 1. Note que tal
curva nao possui pontos no infinito, assim, supondo « e B racionais ndo nulos temos
que aa® + (1-a)p7™ =a+(1-a) = 1. Como hé q -1 pontos racionais em F; temos que
N(F)=(g-1)2 O

Para a demonstragao dos dois tltimos casos, vamos definir o conceito de transforma-

¢do geométrica e dois teoremas cuja demonstracdo pode ser encontrada em [11].

Definicdo 2.5.5. A transformacdo geométrica na curva G : g(x,y) = 0 com um ponto de

multiplicidade 7 na origem ¢é a curva G’ : g’(x,y) = 0 tal que

8'(x,y) =8(x, xy)/x".

Teorema 2.5.6. Se O = (0,0) é um ponto singular ordindrio na curva G : g(x,y) = 0 de

multiplicidade r, entdo:
(i) O é o centro de exatamente r ramos de G;
(i) os r ramos sdo todos lineares.
Demonstragio. A demonstracdo pode ser encontrada em [11, Theorem 4.45]. O

Teorema 2.5.7. Seja P € P2(IF,) um ponto singular de uma curva irredutivel G definida sobre
IF,. Se «y é um ramo linear de G com centro P e £ é a reta tangente comum em P de G e vy, entio

7 € IFy-Racional se, e somente se, { estd definida sobre IF,.

Demonstragido. A demonstracdo pode ser encontrada em [11, Theorem 8.10]. H

Teorema 2.5.8. Seja n =2m = ;’,__11 comr<h, tal quer|hea,be IFyr. Entio

N(F) = %z(pr—2)+2n

Demonstragio. Considerando a curva projetiva F : aX" + bY2Z2 = Z" 0 seu tnico ponto
singular é P=(0:1:0).

Como a fungdo norma é sobrejetiva, temos que a = a" para algum « € IF; e assim o
ntimero de pontos racionais de JF sobre [F; é igual ao namero de pontos racionais da
curva projetiva D : X" + bY2Z2 = Z" também sobre IF;. Note que como D é singular
precisamos determinar quantos pontos racionais temos para a equagdo de D, e nesse
caso, precisamos ainda determinar a quantidade de ramos de grau 1 de D centrados em
p.
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Inicialmente vamos analisar o caso para os pontos de D que sdo ndo singulares. Neste
caso a curva € singular e, portanto, basta contar os pontos racionais de D.

Considerando a situac¢do acima, no caso em que XYZ = 0 a quantidade de pontos
pontos racionais é n + 5 = 37”

Desomogeinizando com Z = 1, considere agora (x,y) com xy # 0 um ponto racional
de F, ou seja, X" +byz =1 <= by? = 1-x" e, portanto, y2 ¢ IF,r. Neste caso ha
n-5(p'-2)= "72( p’ - 2) pontos racionais e assim, a quantidade de pontos racionais na
condigdo dos pontos ndo singulares, é dada por ”72( pr-2)+ 3L,

Vamos agora determinar quantos ramos racionais de D centrados em P temos.

Desomogeinizando D em relagio a variavel Y obtemos x" + bz —z" = 0, que é equi-
valente a bz™ + x?™ — z2" = 0. Como mp(D) = m, fazendo a transformacdo geométrica
obtemos ¢’(x,z) = bz™ + x™ — x™z?". Note que gj, = bz™ + x™ e assim mp(D’) = m, sendo
P um ponto singular ordinario. Note ainda que todas as m retas tangentes estdo defi-
nidas sobre ]Fq e portanto pelos Teoremas 2.5.6 e 2.5.7 temos exatamente m = % ramos
centrados em P, todos eles sdo lineares e racionais.

Portanto, N(F) = ”2—2(pr ~2)+3%+ 1 = N(F)= ”72(pr -2)+2n. O

Teorema 2.5.9. Sejan =2m = 2;’11) comr <h,tal quer|hea,belF,. Entdo

m?(p" - 3) +4m, se a é quadrado
N(F) =
m2(p" - 1) +2m, se a nio é quadrado
Demonstragio. Considerando a curva projetiva F : aX?™ + bY™Z™ = Z2™ o seu Unico
ponto singular é P = (0:1:0).

Suponha que a seja um quadrado em IF,r. Como a fungdo norma é sobrejetiva, temos
que a = a>" e b = B para algum «, § € IF; e assim, o niumero de pontos racionais de F
sobre IF, é igual ao ntimero de pontos racionais da curva projetiva D : X2 + YmZm = 72m
também sobre IF,.

Caso a ndo seja um quadrado, considere apenas b = " para algum f € IF;, e assim o
ntimero de pontos racionais de F sobre IF; é igual ao nimero de pontos racionais da
curva D : aX?" +YMZM = 72" também sobre [F,.

Vamos usar os mesmos argumentos do Teorema anterior neste caso.

Inicialmente vamos analisar o caso para os pontos de D que sdo ndo singulares, para
ambos 0s casos acima.

Considerando esta situacdo e analisando o caso XYZ = 0, a quantidade de pontos

racionais é m +2m = 3m se a é um quadrado e m se a ndo é quadrado.
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Desomogeinizando com Z =1, considere agora (x,y) com xy # 0 um ponto racional de
F, ou seja, x> +y™ =1 se a é quadrado e ax?" +y™ =1 se a ndo é quadrado. Neste caso
h& m-m(p" -3) = m?(p" - 3) pontos racionais no caso em que a4 é quadrado e (p" - 1)m?
no caso em que a4 ndo é quadrado assim, supondo todas as condi¢des anteriores, a

: . m?(p" —3) +3m, se a é quadrado
quantidade de pontos racionais é dada por

m?(p" - 1) +m, se a ndo é quadrado
Vamos agora determinar a quantidade de ramos de grau 1 de D centrados em P.
Desomogeinizando a curva D em relagdo a varidvel Y obtemos ax?" +z" -z?m =0 e
note que mp(D) = m. Fazendo a transformacdo geométrica obtemos g’(x,z) = ax™ +z" -
x"z2m e gy, = ax™ +z™ e assim mp(D’) = m, sendo P um ponto singular ordinario. Note
ainda que todas as m retas tangentes estdo definidas sobre IF; e portanto por 2.5.6 e
2.5.7 temos exatamente m = 7 ramos centrados em P, todos eles sdo lineares e racionais.

Portanto

m2(p" -3) +4m, se a é quadrado
N(F) - (pr-3) q
m?(p" - 1) +2m, se a ndo é quadrado

]

Vamos agora determinar uma cota para N(F) nos casos em que F é [F;-Frobenius
classica.
Com as notagdes anteriores e as defini¢des feitas na introducdo deste trabalho, temos

as seguintes expressoes:

4n-10, se Pz eI(IF;)
A(Pg) = .
2n -6, caso contrario

4m-10, se P, eI'(IF,)
’ p q

A(Pp) = )

2m-6, caso contrario

Sendo « e B a quantidade de raizes em F, dos polindmios T" —a~l e T™ -b~1 e, por
q q p p
mn—m—-n—mdc(m,n)+2

[4] o género da curva expresso por g = , uma cota melhor é dada por:

2(mn-m-n-mdc(m,n))+(q+5)n «a(4n-10)+(n-a)(2n-6) + p(4m-10)
5 5

N(F) <
_(m-p)(2m-6)
s :
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Corolario 2.5.10. Dada a curva projetiva F : aX" + bY™Z"" = Z" definida sobre IF; tal
que a,b,€ F; e m e n inteiros positivos. Supondo p >5 e F cldssica em relagdo a 371 uma

das condig¢des a seguir é vélida:

(i) Sen=m= ;],__11 comr<h,r|hea,belF,, entao

N(F)=n(g-n+2);

(i) Sen=m= 2( . 1) com r <h, tal que r | h e a%,b? € Fr, entdo N(F) = n?(p" -2) +3n;

(iif) Sen =m =5 rll) com r <h, tal que r | h e a%,b? € Fr, entdo N(F) = n?(p" -2) +3n;

(iv) Segq=n+1l=m+1lea+b=1,entdo N(F) =(q-1)%

;7,;_11 comr<h,tal quer|hea,belF,, entdio N(F) = %Z(pr—2)+2n;

(q)

(v) Sen=2m =
(vi) Se n=2m = comr<h, talquer|hea,belF,, entdo

m2(p" -3) +4m, se a é quadrado
Nm_{ (v -3) q |

m?(p" - 1) +2m, se a ndo é quadrado
(vii) Em todos os demais casos, uma cota para N(F) é dada por:

N(F) <

2(mn-m-n-mdc(m,n))+(q+5)n «a(4n-10)+(n-a)(2n-6)+p(4m-10)

5 5
_ (m-p)(2m-6)
5 :

Sendo « e § a quantidade de raizes em F; dos polindmios T" —a~1 e T" - b~1.
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Considere a curva F : ax"y™ + bx" + cy™ = 1 definida sobre o corpo finito IF; tal que
a,b,ceFy, c+ -3, a#0em,n inteiros positivos. Vamos supor ainda que p > 2 daqui em
diante e que n > m, sem perda de generalidade. Como a classicalidade da curva é uma
propriedade geométrica, para as se¢des 3.1 e 3.3 vamos considerar que b = c = 1. Note
ainda que a # -1, pois caso contrdrio a curva F : —x"y" + x"+y" -1 = (y"-1)(-x"+1) =0

e, portanto, redutivel.

3.1 CLASSICALIDADE DE F EM RELACAO A Y4

Vamos determinar sobre quais condi¢des a curva F é ndo cldssica em relagdo a ) ;.

Proposicdo 3.1.1. Para todo m, n inteiros positivos, a curva F definida sobre IF; é classica

em relacdo a Y ;.

Demonstragido. Temos que p + n, logo x é uma varidvel separante. De acordo com [18] a
nao classicalidade de F é equivalente a chz)y =0.
Derivando, obtemos:
D,(Cl)(ax”ym +x"+y"™) =0 = nx H(ax"y" + x") + my’lD,(Cl)y(aymx” +yY") =0 =
nx N 1-y™)+ my‘lD,(Cl)y(l -x") =0 = ny(1-y")+ me,(cl)y(l -x")=0
Assim, temos:

1y, _ ny(d-y™)
Dx Comx(xt-1) (60)

Derivando novamente vem que:
D,(Cl)(ny(l -y + me,(cl)y(l -x"))=0 <=
DJ(Cl) (ny - ny™1 + me,(Cl)y - mx””D,(cl)y) =0 —

nD,(Cl)y -n(m+ 1)ymD,(Cl)y + mD,(Cl)y + 2me,(C2)y -m(n+ 1)x”D,(Cl)y - 2mx”+1D§2)y =0 <

D,(Cl)y[n —n(m+)y" +m-m(n+1)x"]+ 2me,(cz)y[1 -x"]1=0 (61)
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(2)
X

Usando o fato que Dy"’y = 0, temos:

D,(Cl)y[n -n(m+1)y"+m-m(n+1)x"]=0

1 < 4 . .
Note que D,(C ) y ndo é nulo, assim temos que ter necessariamente para todos os pontos

nos quais a curva se anula que:
n-n(m+1)y"+m-m(n+1)x" =0 (62)

Substituindo o ponto P = (1,0) € F em (62) temos que n—-mn=0 < n=0oum =1.
Como p + n vem que m = 1 (mod p).

Substituindo agora o ponto Q = (0,1) € F em (62) temos que ~-nm+m =0 < m =
Ooun=1.Como p + m vem que n =1 (mod p).

Note porém que se supormos m = 1 (mod p) e n = 1(mod p) ndo garantimos que
Dy - o.

Substituindo tal hipétese em (61) temos que:
ZD,(Cl)y[l -x" -y + 2xD,(C2)y[1 -x"]=0
ax”yng(Cl) + xDJ(CZ)y[l -x"]1=0

_ax”y’”D,(cl)y

(), _
bxy = x(1—xm)

Substituindo (60) na expressdo acima obtemos:

n-2 m+1(1 _ m)
D@y 7 o 6
X y (xn _ 1)2 ( 3)
Assim, concluimos que F é sempre cldssica em relagdo a ;. ]

3.2 IFq—FROBENIUS CLASSICALIDADE DE F EM RE-
LACAO A Y4

De acordo com a proposi¢do 3.1.1 a curva F é cldssica para todo m, n inteiros. Assim

podemos concluir diretamente o Teorema abaixo.

Teorema 3.2.1. Supondo p > 5, a curva F definida sobre IF; é IF,-Frobenius cldssica em relagio

a Y1 para todo m,n inteiros.



3.3 CLASSICALIDADE DE F EM RELAGAO A ),

3.3 CLASSICALIDADE DE F EM RELAQAO Ao,

Para facilitar os cdlculos desenvolvidos nessa se¢do iremos usar uma adaptagdo de [1,

Proposizione 3.3].

Proposicdo 3.3.1. Dada a curva projetiva F : aX"Y" + bX"Z" + Y™ Z" — Z"+" = () definida
sobre IF; tal que a,b,c € Fy, ¢ # -7, a # 0 e m,n inteiros positivos. Supondo p > 5, e F

classica em relacdo a )1, temos:
(a) F é geometricamente irredutivel;
(b) O génerode F é (n—-1)(m-1);

(c) Os tinicos pontos singulares de F sdao P = (1:0:0) e Q = (0:1:0), sendo
que mp(F) =m e mg(F) = n. Além disso, as retas tangentes a  em P e Q sdo
dadas pelas equagoes afins y = a e x = B, respectivamente, sendo a™ = -ba~! e
B" = —ca1, e essas retas tangentes interceptam F nos pontos correspondentes com

multiplicidade m +n;

(d) A multiplicidade de interse¢do de um ramo de centrado em P ou Q com a sua

reta tangente é m +1 e n +1, respectivamente;

(e) Os pontos Pr = (0:5:1) e Py=(p:0:1), com " = c! e p" = b~! sdo pontos
de inflexdo de F. Além disso, as retas tangentes a F em P e P, sdo dadas
pelas equagdes y = ¢ e x = p, respectivamente, e estas retas interceptam F com

multiplicidades n e m, respectivamente.

Proposicdo 3.3.2. Se p >5 e a curva F definida sobre IF; é ndo classica em relagdo a 3,
entao
pl(n+1l)(n-1)ep|(m+1)(m-1).

Demonstragio. Olhando apenas para os casos de ponto de inflexdo, temos que a sequén-
cia de (X1, Pz)-ordem ¢é dada por (0,1,n), n > 3 e consequentemente a sequéncia de
(X2, Pz)-ordem ¢é dada por (0,1,2,n,n+1,2n). Analogamente usando P, obtemos que a
sequéncia de (X5, Py)-ordem é dada por (0,1,2,m,m +1,2m).

Usando a proposigdo 1.2.1 segue que se F é ndo cldssica em relagdo a ) ,, entdo

pl@n-1)(n-2)(n+1)(n-1)ep|(2m-1)(m-2)(m+1)(m-1). (64)
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Vamos considerar agora I' um modelo nao singular de F e P, ¢ I' um ramo 7y de
F centrado em P. Pela proposi¢do 3.6.1 a sequéncia de (31, P)-ordem é dada por
(0,1,m+1) e consequentemente a sequéncia de (3 ,, P)-ordem é dada por (0,1,2,m +
1,m+2,2m+2). Analogamente para o ponto Q obtemos a sequéncia de (},, Q)-ordem
dada por (0,1,2,n+1,n+2,2n+2).

Usando novamente a proposicdo 1.2.1 segue que se F é ndo cldssica em relagdo a Yy,
entao

pl(n+1)(n-1)(n+2)(2n+1)ep|(m+1)(m-1)(m+2)(2m+1). (65)

Usando (64) e (65) concluimos que p | (n+1)(n-1)ep|(m+1)(m-1).
[

Para conlcluir o caso da ndo classicalidade de F em relagdo a ), vamos novamente

usar o Lema 2.3.2 juntamente com a observagao 2.3.3.

Lema 3.3.3. Considerando p > 2 e a # -1 sdo irredutiveis sobre Fq as seguintes curvas

projetivas:
(@) Fr:aXY+XZ+YZ-Z72%=0;
b) Fp:aXZ+XY+72-YZ =0;
() F3:aYZ+ XY +Z%2-XZ =0;
(d) Fy:aZ2+YZ+XZ-XY =0;

Demonstragio. Para todos os itens basta observar que as conicas sdo ndo singulares e

portanto irredutiveis.
O

Proposicdo 3.3.4. Supondo p>5ea# -1 a curva F é ndo cldssica em relagdo a ) », nos

casos:
@ pl(n-1)ep|(m-1);
b) p[(n-1)ep|(m+1);
© pl(m-1)epl(n+1);

d) pl(n+1)ep|(m+1).
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Demonstragido. (a) Considere inteiros r,s,k,| tais que n = p'k+1 e m = p’l+1, p t+ k,

(b)

(©)

(d)

p + [. Sem perda de generalidade vamos supor que r >s <= r =s+d para algum

inteiro d e assim n = (p?k)p* + 1 = wp® + 1. Temos que:

ax"y" + x" " -1=0 < a(x*) x(y ) y+ (@) x+ () y-1=0.  (66)
Considerando P = (u:v: 1) € F um ponto genérico e a = (u®)?" e = (v!)7°, por
(66) obtemos a conica projetiva Gy : aaXY +aXZ + BYZ - 722 = 0.

Como G é projetivamente equivalente a F; : aXY + XZ+YZ-Z?=0com a # -1,

que é irredutivel, segue do Lema 2.3.2 (a) que F é ndo cldssica em relagdo a ) ,.

Considere inteiros 7,s,k, tais que n = p’k+1em=p’l -1, p + k, p + . Sem perda
de generalidade vamos supor que r > s <= r =s+d para algum inteiro d e assim

n = (pik)p* +1 = wps + 1. Temos que:

ax"y" X1y -1=0 <= a(x*)V 2y + () x+ (Y)Y -1=0. (67)
Considerando P = (u:v:1) € F um ponto genérico e « = (u?)?" e B = (v/)V’, por
(67) obtemos a cOnica projetiva G, : anXZ +aXY + BZ2-YZ = 0.

Como G, é projetivamente equivalente a F, : aXZ + XY +Z?-YZ =0coma # -1,

que é irredutivel, segue do Lema 2.3.2 (a) que F é ndo clédssica em relacdo a ), .

Com um raciocinio andlogo ao caso anterior e fazendo a transformacao projetiva
(X:Y:Z)~ (Y:X:Z), obtemos a conica projetiva irredutivel F3 : aYZ + XY +

7Z?-XZ =0 com a # -1 e, portanto, F é ndo classica em relagdo a 3.

Considere inteiros 7,s,k,l taisque n=p’k-1em=p’l-1, p + k, p + . Sem perda
de generalidade vamos supor que r >s <= r =s+d para algum inteiro d e assim

n = (pik)p* -1 =wp’ - 1. Temos que:

ax"y"+xt+y"-1=0 = a(xw)”sx_1 (yl)psy‘1 + (xw)psx‘1 + (yl)f’sy‘1 -1=0. (68)
Considerando P = (u:v:1) € F um ponto genérico e « = (u?)?" e B = (v!)V’, por
(68) obtemos a cOnica projetiva Gz : anfZ? +aYZ + BXZ - XY = 0.

Como §3 é projetivamente equivalente a Fy:aZ?+YZ + XZ - XY =0coma # -1,
que é irredutivel, segue do Lema 2.3.2(a) que F é ndo clédssica em relacdo a ), .
O]
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Teorema 3.3.5. Supondo p >5 e a + -1, a curva F é ndo cldssica em relagdo a Y, se, e somente

se, umas das condicdes ¢ vilida:
(@) pl(n-1)ep|(m-1);
() pl(n-1)ep|(m+1);
© pl(m=-1)ep|(n+1);
d) pl(n+1)ep|(m+1).

Demonstragido. A demonstracdo segue diretamente das proposi¢des 3.3.2 € 3.3.4. [

3.4 ]Fq—FROBENIUS CLASSICALIDADE DE F EM RE-

LACAO A Y,

Nesta secdo iremos considerar #p a conica osculante de F em P.
E importante relembrar a proposigdo 2.4.2, além da seguinte proposicao de facil

demonstracao:

Proposicao 3.4.1. Suponha p > 5, F cléssica em relagdo a ) ; e ndo classica em relagdo
a Y,. Temos que para P = (u:v:1) e F,uv #0, a conica osculante Hp de F em P é a
curva projetiva irredutivel #p(X,Y,Z), tal que:

au o 1XY + bu"1XZ + comIYZ - 72 =0,sep | (n-1)ep|(m-1);

au 1o A X7 + by 1XY + com 172 -YZ =0,sep | (n-1)ep|(m+1);
Hp(X,Y,Z):
au™lom=1Y 7 + bunt172 + com-1XY - XZ =0,sep | (n+1) e p|(m-1);

au™ lom 72 4 pym Y7 + com1XZ - XY =0, sep | (n+1)ep|(m+1).

Demonstragido. A demonstragdo é andloga a feita na proposi¢do 3.3.4 para todos os

itens. O

Proposicido 3.4.2. Seja p > 5 e suponha que p | (n—-1) e p | (m-1). Entdo a curva

F definida sobre IF, é IF;-Frobenius ndo cldssica em relacdo a ., se, e somente se,

m=n:ﬂcomr<htalquer|hea,b,ce]Fpr.
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Demonstragio. Pelas proposigdes 3.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é F;-Frobenius néo
classica entdo
axn—1+qym—1+q + bxn—1+q + Cym—1+q ~-1=0. (69)

Note que a condicdo acima é equivalente a dizer que:
ax" Ay pyt =1 ey ] = (axy™ + b+ cy™ - 1)R(x, y). (70)
para algum h(x,y) € F5[x,y] ~ {0}. Analisando (70) em x = 0 obtemos:
cy™ M0 —1 = (cy™ - 1)h(0,y).

e portanto cy™ - 1| cy™ %7 - 1. Usando o Lema 2.2.1 vem que m | m -1 + g e, portanto,
m|q-1, ouseja, g—1=mt para algum inteiro ¢.

Observe que podemos reescrever (69) como:

m71+q(ﬂx”71+q +c)=1- b1+ s qm(14h) - 1=bm b (71)
4 - Y Cctaxn1tg’ 7
E podemos ainda reescrever a equagdo de F como:
1= bxhn)1+t

y"ax"+c)=1-bx" <— ym(1+t) = —EC " ax”;“t. (72)

Portanto de (71) e (72) temos que:
1= bx"1+q 1 = b))+t
| ) (73)

c+ax™ 1+ (c+axn)lt
Note que a condicdo acima ocorre se, e somente se, 1 +t = p’.
Como mt =q-1, vem que m = p,;}l para algum r >0 e, como p" - 1| p/ -1, podemos
concluir que r<h, r|h.
Note ainda que de (73) obtemos n-1+qg=n+nt < nt=q-1 < n=m.
Por (73) concluimos ainda que a,b,c € IFP,_
Observe ainda que a reciproca é facilmente observada substituindo as condic¢oes

dadas em (73). [

Proposicdo 3.4.3. Seja p > 5 e suponha que p | (n-1) e p | (m+1). Entdo a curva F

definida sobra IF; € IF;-Frobnenius cldssica em relacdo a 3, .

Demonstragio. Pelas proposi¢des 3.4.1 e 2.4.2 (b) e, supondo que m +1-q >0, temos que

se F é IFq—Frobenius nao cléssica entdo

axn—lymﬂxq + bxn—lquq + Cym+1 _yq =0 — axn—1+qym+1—q + bxn—1+q + Cym+1—q -1=0.

(74)
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Note que a condicdo acima é equivalente a dizer que:
ax" 1y pyt =1 ey ] = (axy™ + b+ cy™ - 1) (x, y). (75)
para algum h(x,y) € F;[x,y] \ {0}. Analisando (75) em x = 0 obtemos:
cy™ 170 -1 = (cy™ - 1)h(0,y).

e portanto cy™ - 1| cy™*1-9-1. Usando o Lema 2.2.1 vem que m | m + 1 - g e, portanto,
m|1-gq, ouseja, 1 -g =mt para algum inteiro ¢.

Observe que podemos reescrever (74) como:

m+1-q n=1+qy _ 1 _ py"—1+4 m(1+t) _ 1—bx"1+g 6
YU (e axt 1) = 1yt s ) - (76)
E podemos ainda reescrever a equacgdo de F como:
_ hyh)(1+t)
ym(c+axn) =1-bx" — ym(1+t) _ (1 bx ) (77)

(c+ax®)(1+D)’
Portanto de (76) e (77) temos que:

1- bxn—1+q (1 _ bxn)(1+t)
c+ax™ 1+ (c+axn)(1+t) )

Note que a condi¢do acima ocorre se, e somente se, 1+ = p".

Como mt =1-¢, vem que m = ;;ql para algum r >0 e, como p" - 1| p" -1, podemos
concluir que r < h, r | h.

Observe que neste caso obtemos m < 0 e, portanto, uma contradi¢do. Supondo agora
que m+1-4 <0 e com um raciocinio andlogo obtemos a mesma condigdo e, assim,

concluimos a demonstragéao. O

Proposicdo 3.4.4. Seja p > 5 e suponha que p | (n+1) e p| (m—1). Entdo a curva F

definida sobre IF; é IF;-Frobenius cldssica em relagdo a ;.

Demonstragdo. Pelas proposigdes 3.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F ¢é [F;-Frobenius nédo

classica entdao

n+1, m-1 n+1

ax™ Ly =yl 4 pxl g ey xdyd - x7 = 0 (78)

Vamos inicialmente supor que n +1 -q <0, neste caso podemos reescrever (78) como
ax™ ym=1,4 L pyt+l m-=1,4,,9 _ 4 _ m=1+q . p m-1+g ,g-n-1 _ ,.g-n-1 _
Yy y T+ bx™ T ey T x Y —x1 =0 = ay +b+cy X X =0.

(79)
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Note que a condicdo acima é equivalente a dizer que:
ay™ 1 4 oy Il 7L o (™ 4 b v cy™ — 1) h(x, ). (80)
para algum h(x,y) € F;[x,y] ~ {0}. Analisando (80) em y = 0 obtemos:
b-x17"1 = (bx" - 1)h(x,0).

e, portanto, bx" -1 | b-x77"-1. Usando o Lema 2.2.1 vem que n | g—n -1 e, portanto,
n|g-1, ou seja, g -1 = nt para algum inteiro .

Observe que podemos reescrever (79) como

b m-1+g

xq—n—l(l _ Cym—1+q) b+ aym—1+q xn(t—l) _ 1+_acym_1+q ) (81)

E podemos ainda reescrever a equagdo de F como:

_ (+-1)
n my _ 1 _ M n(t-1) _ (1 Cym)
XM(b+ay")=1-cy" <= x —(b+aym)(t‘1)‘ (82)
Portanto de (81) e (82) temos que:
b+ aym-1+4 1 = cy™)(t-1)

y" (A -cy™) (83)

1- Cym—1+q h (b + aym)(t—l) )

Note que a condi¢do acima ocorre se, e somente se, t -1 = —p”.

Como nt =g-1, vem que n = 1‘7_;;“ e consequentemente, 1 < 0, 0 que é uma contradi-
¢ao.

Assim podemos supor que n+1-g> 0.

Com um raciocinio analogo ao anterior, concluimos novamente que n < 0 e como

temos uma contradi¢do também para este caso , concluimos a demonstragao. []

Proposicdo 3.4.5. Seja p > 5 e suponha que p | (n+1) e p | (m+1). Entdo a curva
F definida sobre F; é F,-Frobenius nao-classica em relagdo a }, se, e somente se

g-1

m=mn = g7 para algum r > 0, r < h tal que 2r | h com n+1-4q < 0, ac? = -b,

aP'+1=1, ab?’ = —ceabece ]FPZr-

Demonstragdo. (i) Vamos inicialmente supor ocason+1-g>0em+1-4>0.

Pelas proposigoes 3.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F € IF;-Frobenius néo cléssica entao

axn+1ym+1 + bxn+1yq + Cym+1xq _ quq =0 < axn+1—qym+1—q + by 1-a 4 Cym+1—q -1=0.
(84)
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Note que a condicdo acima é equivalente a dizer que:
ax™ 10y pyt 1o oy ] = (axy™ 4 b 4 cy™ - 1)h(x, ). (85)
para algum h(x,y) € Fy[x,y] \ {0}.
Analisando (85) em x = 0 obtemos:
cy™ 10 -1 = (cy™ - 1)h(0,y).

e portanto cy™ -1 | cy™1-9-1. Usando o Lema 2.2.1 vem que m | m+1-gq e,

portanto, m | 1 -g, ou seja, 1 — g = mt para algum inteiro ¢.

Observe que podemos reescrever (84) como:

m+l-q n+l-qy _ 1 _ pon+l—g m(1+t) _ L — bxm+1a
y (c+ax )=1-bx =y T (86)
E podemos ainda reescrever a equagdo de F como:
Y (c+ax") =1-bx" — y"(+h) - Ei;gi—:;gig. (87)
Portanto de (86) e (87) temos que:
1-bx™ 14 (1 bxn)(1+) )

c+ax™1=1 (¢4 axn) 1+

Note que a condi¢do acima ocorre se, e somente se, 1+t = p’.

11’11 para algum r > 0e, como p" -1 | ph -1, podemos

Como mt =1-¢q, vem que m = o

concluir que r < h.
Observe que neste caso obtemos m < 0 e portanto, uma contradi¢do. Podemos
complementar ainda e observar que neste caso teriamos

1-q

n+l-g=n(l+t) < n:pr_—l

e, consequentemente, 7 < 0.

(i) Vamos supor agoraocason+1-g>0em+1-4g<0.

Pelas proposigoes 3.4.1 e 2.4.2 (b) temos que se F é IF;-Frobenius néo classica entéo

n+1 m+1+bxn+1 m+1

ax™ 1y n+1fqu7m71

Yl +cy™ Iyl —xTy1 =0 <= ax""19+bx +e-yim =,

Usando um raciocinio andlogo ao caso (i) concluimos que m <0 e n >0, o que é

uma contradicdo.
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(iii) Vamos supor o cason+1-qg<0e m+1-q >0 Pelas proposi¢des 3.4.1 e 2.4.2 (b)

temos que se F € IF;-Frobenius néo classica entdo

n+1 m+1+bxn+l m+1

ax"y XT—xTy1 =0 <= ay™ 194 p+cy™ I-Txd 1 i1 2,

yl+cy

Usando um raciocinio analogo ao caso (i) concluimos que m >0e n <0, o que é

uma contradicdo.

(iv) Por fim, vamos supor ocason+1-g<0em+1-4<0.

n+1 m+1+bxn+1 m+1

ax" "y X1 —xTy1 =0 <= a+byt"™ Ly cxd™ -t yi-n=lyg-m=1_ o,

yT+ey
Usando um raciocinio andlogo ao caso (i) obtemos as expressoes

a+byt ™t (1-cym)t-!
yq—m—l —c (b + aym)t—l

— (a+ byq—m—l)(b + aym)t—l ~(1- cym)t‘l (yq—m—l o
(89)
e

a+cxd "l (1-bx)t-1

x4-1_p  (ax"+c)-1 <= (a+cxT" 1) (ax" +c)' 1 = (1-bx")" (27771 - ).

(90)
Observe que de (89) podemos concluir que t -1 = p" e como nt = -1, vem que
n= ;]r;fl para algum r > 0 e como p” + 1| p" -1, podemos concluir que r < h e ainda

que 2r | h.
Temos ainda que g-m-1=m(t-1) < nt=mt < m=n.
Note agora que por (89) e (90) concluimos que ac?" = -b, ab?’ = —ce a?*1 = 1.

: : r 2r 2r
Podemos ainda concluir que a? *1 =1 <= a?" "1 =1 < aP" =a e, portanto,

ace lezr.

Observe ainda que das condi¢des obtidas vem que a(acf’r)(Pr b = P = ¢, logo

celF .
Analogamente podemos concluir que b € Fp?'.

O

O resultado obtido complementa a Proposigdo [1, Proposiozione 5.4] que os autores

deixaram passar na demonstracéo.

Teorema 3.4.6. Suponha p >5 e q = p". A curva F definida sobre F, é F,-Frobenius nio

cldssica em relacdo a Y, se, e somente se, uma das condigoes é vdlida:
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(1) p\(n—l)em:n:g,;_llcomr<htalquer!hea,beceley,-

(ii) p|(n+1)em:n:;],;Jrllcomr<htulqu62r|h,n+1—q<0, ac?’ = -b, al'+l =

1, ab? = —ceabece ]szr.

Demonstragido. A demonstracdo segue diretamente das proposigdes 3.4.2, 3.4.3, 3.4.4 €

3.4.5. [

3.5 A QUANTIDADE DE PONTOS RACIONAIS

Vamos determinar N(F) para o caso dado pelo Teorema 3.4.6. Para simplificar os
calculos no item (i) vamos considerar b = ¢ = 1 e, no caso, (ii) vamos considerar a =1,

r . . .
b=-c=tF*lsendo <t >= IF 2. No caso geral, podemos aplicar o mesmo raciocinio.

Teorema 3.5.1. Sejan =m = ﬁ comr<h,r|hea,b,celF,, entio:

N(F) =n?(p" -3) +4n.

Demonstragio. Considerando a curva projetiva F : aX"Y" + X"Z" + Y'Z" = Z2" 0s tnicos
pontos singulares sdo P=(0:1:0) e Q=(1:0:0).

Inicialmente vamos determinar quantos ramos racionais de F centrados em P temos.

Desomogeinizando F em relacdo a variavel Y obtemos G : ax” + x"z" + z" — 22" = (.
Observe que O = (0,0) é um ponto singular ordindrio de multiplicidade #n e que todas
as n retas tangentes estdo definidas sobre IF; e, portanto, pelos Teoremas 2.5.6 e 2.5.7
temos exatamente n ramos centrados em P, todos eles sendo lineares e racionais.

Usando um argumento andlogo, concluimos que temos exatamente n ramos centrados
em Q, todos eles sendo lineares e racionais.

Vamos agora analisar o caso para os pontos da curva F que sdo ndo singulares. Nesta
caso a curva € singular e, portanto, basta contar os pontos racionais de F. Considerando
a situagdo acima, no caso em que XYZ = 0 a quantidade de pontos racionais é n +n = 2n.

Desomogeinizando com Z =1, considere agora (x,y) com xy # 0 um ponto racional
de F, ou seja, ax"y" +x"+y" =1 < x"(ay"+1) =1-y". Neste caso hd n-n(p"-3)
pontos racionais e assim, a quantidade de pontos racionais na condi¢do dos pontos nado
singulares, é dada por n?(p" - 3) +2n.

Portanto, N(F) = n?(p" -3) +2n+2n < N(F) =n?(p" -3) +4n. O
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;%11 comr < h tal que 2r | h, n+1-g < 0, ac?’ = —b,

aP’+1=1, ab? = —cea,bece IF 2, entdo:

Teorema 3.5.2. Seja m = n =

1 \?
N(F) = (h) (N (C) -2} +2n,

sendo C : xP'~1yP =14 P11 — 7"+ 1yp' =L 1 = 0 a curva definida sobre IF ,zr.

Demonstragio. Considerando a curva projetiva F : XY™ + tP' *1Xnzn — tp'+1ynzn - 72n
os tnicos pontos singulares sdo P=(0:1:0) e Q =(1:0:0).

Inicialmente vamos determinar quantos ramos racionais de F centrados em P temos.

Desomogeinizando F em relacdo a varidvel Y obtemos G : x" + P Hlyngn _yp"+lon
z?" = 0. Observe que O = (0,0) é um ponto singular ordinédrio de multiplicidade n e que
todas as n retas tangentes estdo definidas sobre IF; e, portanto, pelos Teoremas 2.5.6 e
2.5.7 temos exatamente n ramos centrados em P, todos eles sendo lineares e racionais.

Usando um argumento andlogo, concluimos que temos exatamente 7 ramos centrados
em Q, todos eles sendo lineares e racionais.

Vamos agora analisar o caso para os pontos da curva F que sdo ndo singulares. Nesta
caso a curva € singular e, portanto, basta contar os pontos racionais de F. Considerando
a situagdo acima, no caso em que XYZ = 0 ndo héd pontos racionais.

Desomogeinizando com Z = 1, considere agora (x,y) com xy # 0 um ponto racional
de F, ou seja, X"y + V' +lym — ¢ +lyn = 1,

Sendo e = pq%_ll, temos que a aplicagdo norma F; - IF», € dada por x ~ x¢, que é
sobrejetiva.

Note ainda que nas condi¢bes temos n = e(p” —1) e, portanto, temos a curva
xe(P' =D ye(p'=1) 4 pp"+1ye(p" 1) _ pp"+1ye(p’-1) = 1,

Assim N(F) = e*{N,(C) -2} +2n, sendo C : DY N L I L VA Y

a curva definida sobre ]szr. 0

Assim como no capitulo anterior, vamos determinar uma cota para N(F) levando em
consideragdo apenas as inflexdes.
Com as notagdes anteriores e as defini¢des feitas na introducdo deste trabalho, temos

as seguintes expressoes:

4n-10, se Pz eI'(IF;)
A(Pg) =
2n-6, caso contrario
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4m-10, se P, eI'(IF
A(Pp)—{ peTE)

2m—-6, caso contrario

Sendo « e B a quantidade de raizes em IF, dos polindmios T —c~1 e T" - b1 e, por
[4] o género da curva expresso por g = (1 —-1)(m -1), uma cota melhor é dada por:

2(n-1)(m-1)+(q+5)n a(4n-10)+(n-a)(2n-6) +p(4m-10) - (m - p)(2m -6)
5 5 )

Coroldrio 3.5.3. Dada a curva projetiva F : aX"Y™ + bX"Z™ + cY™Z" — Z"*" = ( definida

sobre IF, tal que a,b,c € [Fy, ¢ # -3, a # 0 e m, n inteiros positivos. Supondo p>5, men

N(F) <

dividem g -1 e F classica em relagcdo a )1, uma das condic¢des é valida:

(i) Sen=m=1

o Com 7 < h,r|hea,b,celF,, entdo:

N(F) =n?(p" -3) +4n;

(ii) Sem:n:;’r;flcomr<htalque2r]h,n+1—q<0,acpr:—b, aP'+1=1, ab?" = —¢

eabece ]Fp2r, entdo:
g-1\’
N(F) = (p%_l) {NPZr(C) -2} +2n,

sendo C: xP ~lyP' =14 tp"+1xp" =1 _p"+1yp"~1 _1 = 0 a curva definida sobre Fpor;

(iii) Em todos os demais casos, uma cota para N(F) é dada por:

2(n-1)(m-1)+(q+5)n a(4n-10)+(n-a)(2n-6) + p(4m-10) - (m - p)(2m -6)

N(F) < - -

Sendo « e B a quantidade de raizes em FF,; dos polindmios T" —c~1 e T" - b~1.

3.6 Y, PASSANDO PELOS PONTOS SINGULARES DE
F

Para esta se¢do vamos supor que F é classica em relagdo a )1 e p > 5. Iremos ainda nos
referir ao sistema de conicas passando pelo pontos singulares de F por ¥'5. Relembrando
que os pontos singulares de F sdo dados por (0:1:0) e (1:0:0), tais cOnicas projetivas

possuem uma expressdo da forma aXY +bXZ +cYZ +dZ? = 0.
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Inicialmente vamos provar que a IF;-Frobenius classicalidade de F em relagdo a 3, é
equivalente a IF,-Frobenius ndo classicalidade de F em relagdo a Y5 . Para isto, vamos

primeiramente demonstrar a proposi¢do seguinte.

Proposicao 3.6.1. A curva projetiva F é ndo cldssica em relagdo a ), se, e somente se, é

~ z . ~ N !/
ndo classica em relagdo a ) 5.

Demonstragio. Se F é ndo classica em relagdo a Y5, dado um ponto genérico P € F,
existe uma conica C € 35 tal que I(P, FnC) > p e consequentemente F é ndo cldssica em
relacdoa >,.

Se F é ndo classica em relacdo a ),, pela proposicdo 3.4.1 todas as possiveis conicas

osculantes estdo em Y5 e, consequentemente, F ¢ ndo classica em relagdo a 35 [

Teorema 3.6.2. A curva projetiva F é IF,-Frobenius ndo cldssica em relagiio a 3>, se, e somente

se, é IF,-Frobenius ndo cldssica em relagio 4 Y5 .

Demonstragio. Se F é IF,-Frobenius ndo classica em relagdo a Y5, temos que a conica
osculante ), satisfaz a propriedade ¢4(P) € H,, para infinitos pontos P € F e, conse-
quentemente, F é IF;-Frobenius ndo classica em relagdo a 3>, .

Se F ¢é IF;-Frobenius nédo cldssica com relagdo a ), pelo Teorema 3.4.6 temos que

n == comr<htal quer|hejelF,. Temos ainda que ¢;(P) € Hp para infinitos

pontos P € F. Como H, € Y3, vem que F é FF,-Frobenius ndo cléssica em relagdo a
5. O

-1
De acordo com o Teorema 3.4.6 temos que se m = n = % comr<heyelF,ou

m=mn-= % comr<htalque2r|h n+1-g<0, acP = -b, a?’*1=1, ab? = -cea,b
ece ]FPZr, F é qu-Frobenius ndo classica em relagdo a ), e, consequentemente, pelo
Teorema 3.5.2, F é IF,-Frobenius néo cléssica em relagdo a 3. Neste caso a quantidade
de pontos racionais é dada por 3.5.1 e 3.5.2.

Para todos os demais casos, F é sempre [F,-Frobenius classica em relagdao a
(consequentemente IF,-Frobenius classica em relagdo a Y') e iremos determinar uma
cota para N(F).

Por [4] temos que ¢ = mn-m-n+1e por [11] d = (m+n). Temos ainda que em

relagdo a ¥, por [6] M = 3 e, portanto, usando (3) vem que:

(m+n)(qg+3)
—s
Usando as ideias presentes ainda em [18] podemos melhorar essa cota.

N(F)<2(mn-m-n)+ (91)
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A demonstracdo a seguir é uma generalizagdo da demonstragdo feita por [6] usando

a curva F nas condicOes ja enunciadas.

Inicialmente vamos reunir algumas informacoes ja obtidas ao longo deste capitulo

que irdo auxiliar a demonstracao.

Proposigao 3.6.3. Denotando por D; a série linear livre de ponto base obtida a partir de

Y5 da curva F e I' um modelo ndo singular de F sdo validas as afirmacdes:

(a)
(b)

(©)

/ .
D, tem grau m +1;

A sequéncia de (X, Pr)-ordem é dada por (0,1,1,1+1) e a sequéncia de (¥, P,)-

ordem é dada por (0,1,m,m+1).

Para P, € I' correspondendo a um ramo <y de F centrado em P a sequéncia de
(X5, P)-ordem é dada por (0,1,m,m+1) e para Q, €I correspondendo a um ramo

v de F centrado em Q a sequéncia de (35, Q)-ordem ¢ dada por (0,1,n,n+1).

Demonstragio. (a) Considere D, = {C-F :C €5} a série linear gerada pela intersec¢do

(b)

de F pelo sistema linear ), . Pelo Teorema 1.1.1, vem que D, tem grau 2(m +n). A
base Locus de D, (que é a soma de todos os divisores da série linear que aparecem

no suporte com seu respectivo peso) é o divisor
lboo  F=Pi+-+P;+Q1+-+Qp

de grau m+n e sendo P; (i =1,---,n) todos os pontos distintos de I' para os quais
os correspondentes ramos estdo centrados em P. Analogamente para Q; (j =
1,---,m). Assim, para obtermos a nossa série linear D), livre de ponto base nas
condigdes de [18] temos, D) = Dy — oo - F := {D — Lo - F|D € D>}, que possui grau

2(m+n)—(m+n)=m+n.

Considere as retas {p = PP; e £ = QP; e note que nenhuma destas retas ¢ igual a
{«. Observe ainda que uma destas retas € a reta tangente a 7 em Pg. Portanto,
pela proposicdo 3.6.1, a sequéncia de (Y1, Pr)-ordem é dada por (0,1,1). Assim,
considerando as conicas redutiveis dadas pela unido de 2 retas escolhidas do
conjunto {{p, o, l=}, a sequéncia de (5, Pg)-ordem é dada por (0,1,n,n+1).
Analogamente, considerando o ponto P, obtemos a sequéncia de (Y, P,)-ordem

dada por (0,1,m,m+1).
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(c) Considere P, € I' um ramo 7 de F centrado em P. Pela proposigdo 3.6.1 a sequéncia
de (31, P)-ordem é dada por (0,1, m +1). Assim, considerando as conicas reduti-
veis passando por P e Q e dadas pela unido de 2 retas, vem que a sequéncia de
(X5, P)-ordem ¢é dada por (0,1,m,m +1). Analogamente para o ponto Q obtemos
a sequéncia de (¥, Q)-ordem dada por (0,1,1,1 +1).

O]

Teorema 3.6.4. Nas condigoes dadas temos que a cota pode ser dada por:

(m+n)(g+3) (n-2)2m+my+ny) (m-2)(2n+my+ny)
3 3 3 ’
(92)
sendo mq, n1, my e ny a quantidade de raizes em Fy dos polinomios T™ —c~t, T" + ba~1, T" - b1

N(F)<2(mn-m-n)+

e T" + ca™1, respectivamente.

Demonstracdo. Com as notacgdes anteriores e as defini¢des feitas na introducdo deste

trabalho, temos as seguintes expressoes:

2n-4, se PreI(IF,)

n-2, caso contrario

A(Pr) ={

2m-4, se P, eI'(F,)
4 P q

A(Pp) = .

m-2, caso contrario

2n-4, se P, eI(F;)
A(Pv) = .

n-2, caso contrario

A(Q'y) = L
m-—2, caso contrario

Sendo my,nq, my e ny a quantidade de raizes em IF; dos polindmios T™ - cl, Tm 4+

ba=l, T —b~1 e T" + ca~!, respectivamente, temos que:

N(F) L2(mn-m-n) + (m+n;(q+3) _ m1(2n—4)+(m—m13)(n—2)+m2(2m_4)_

(n-mp)(m-2)+n1(2n-4) + (m-n1)(n-2) + np(2m —-4) + (n —np)(m -2)
3 ,

Assim, concluimos que:

(m+n)(g+3) (m-2)2m+my+ny) (m—2)(2n+m2+n2).

N(F)<2(mn-m-n)+ 3 3 3

O
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Podemos assim enunciar o seguinte corolario:

Coroldrio 3.6.5. Dada a curva projetiva F : aX"Y™ + bX"Z™ + cY™Z" — Z"*" = ( definida
sobre IF, tal que a,b,c € [F;, c # -7, a # 0 e m, n inteiros positivos. Supondo p>5, m e n

dividem g -1 e F cladssica em relacdo a }’; umas das condic¢Oes a seguir é valida:

(i) Sem=n-= % com r < h e ; € [Fyr,temos que N(F) é dada por:

N(F) =n?(p" -3) +4n.

(ii) Sem:n:;]%llcomr<htalque2r|h,n+1—q<0,acPr:—b, al'+1 =1, ab?" = —¢

ea,becelezr, entdo:
g-1\
N(]—"):(er_l) {szr(C)—2}+2n,

sendo C: xP'~1yp' =1 4 P+ 1yp'=1 "+ 1yr’=1 1 = 0 a curva definida sobre F .

(iii) Para os demais caso, uma cota para N(F) é dada por:

(m+n)(g+3) (n-2)2m+my+ny) (m—2)(2n+m2+n2).

N 2 -m-
(F)<2(mn-m-n)+ 3 3 3

Considere agora o caso particular da curva projetiva plana G : a’ X"Y" - X"Z" - Y" 7" +
b'Z?" =0 com a'b’ ¢ {0,1} que foi objeto de estudo por [6].

Note que se considerarmos a nossa curva projetiva F e supormos m =n e b = ¢ temos
F:aXY" + bX"ZM + ey Zn - 72 =0 = F:-0X"Y" - X"Z"-Y"Z" + 172" = 0.

Assim basta considerar a’ = -7 e b’ = % e obtemos uma curva equivalente a curva
projetiva G.

Note que nas condi¢des do Teorema 3.6.4 temos 11 = np = r é a quantidade de raizes
em FF, do polindmio T" - b~! = T" — b’ e my = my = s é a quantidade de raizes em FF, do
polindmio T" —ba~t = T" - g'~1,

Usando o Coroléario 3.6.5, nas condi¢des atuais, obtemos o resultado demonstrado

por [6, Corollary 3.3] para o nosso caso das conicas, que é dado por:

N 2n(g+3) 2(n-2)(2n+r+s)
3 3 '
sendo 7 e s a quantidade de raizes em F; dos polindmios T" - b’ e T" —a'~1, respectiva-

N(G) <2(n?-2n)

mente.

Podemos reescrever o Coroldrio 3.6.5, neste caso particular, da seguinte forma:
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Corolério 3.6.6. Dada a curva projetiva G : a’X"Y" - X"Z" - Y"Z" + b'Z?" = 0 com
a'b’ ¢ {0,1}. Supondo p > 5, n divide g—-1 e G é classica em relagdo a Y; uma das

condigdes a seguir é valida:
(i) Sen= gr;_ll com r <h e ; €Fpr, temos que N(G) é dada por:
N(G) = n*(p" - 3) +4n.

(ii) Semznz%comr<htalque27|h,n+1—q<0,acpr=—b, aP' 1 =1, ab?" = —

ea,becelF ,, temos que N(G) ¢ dada por:
7-1)
N(g) = (W) {NPZr(C) —2} +21’l,

(iii) Se n + ;’r;}l com r < h e g € Fpr, uma cota para N(G) é dada por:

2n(g+3) 2(n-2)(2n+r+s)

N(G) <2(n®-2n) + 3 3

Sendo r e s a quantidade de raizes em F; dos polinémios T" -b" e T" - a'"!,

respectivamente.
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