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RESUMO

Neste trabalho, procuramos compreender um pouco mais sobre movimentacdo animal.
Uma das formas de se estudar movimentac¢do animal é a partir de modelos de equacdo
de reacdo-difusdo, na qual a parte reativa representa a dindmica populacional e parte
difusiva a dispersdo aleatéria da populacdo. Existem mecanismos que influenciam essa
dispersao como por exemplo, a memoria espacial, que induz um movimento direcional
na populagdo. Assim, nosso modelo apresenta um termo de advecgdo induzida pela
memoria dos individuos a qual se recordam dos locais visitados recentemente e pre-
tendem evitd-los, um termo de dispersdo aleatéria e um termo reativo, para o qual
consideramos quatro fun¢des de crescimento populacional sdo elas: (i) Exponencial; (ii)
Logistica; (iii) Efeito Allee Fraco e (iv) Efeito Allee Forte. Logo, nosso modelo é dado
por um sistema de duas equagdes diferenciais acopladas ndo-lineares: uma que descreve
a dinamica da memdria e outra para a populacdo. Neste trabalho, apresentamos estudos
analiticos da velocidade de onda viajante para as diferentes dindmicas populacionais
e os estudos numéricos das solugdes do espaco unidimensional, estudamos o alcance
populacional para compreendermos numericamente o efeito que os pardmetros consid-
erados tém na dispersdo dos individuos. Nossos resultados mostram que as velocidades
de onda minimas para o crescimento exponencial e logistico sdo iguais independente
da presenca de memoria e que a dispersdo populacional é dependente das taxas de
memoria, de crescimento, capacidade de suporte e limiar dessa populagdo; ou seja, a
combinagdo destes pardmetros alteram os comportamentos dispersivos da populagéao,

podendo ser sub-difusivo, difusivo ou super-difusivo.

Palavras-chave: movimentacdo animal, memoria espacial, dindmica populacional,
modelo matematico, equacdo da reacdo-difusdo-advecgdo, difusdo normal, difusdo
andmala, crescimento exponencial, crescimento logistico, efeito Allee fraco, efeito Allee

forte
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ABSTRACT

The reaction-diffusion equation is one of the possible ways for modeling animal move-
ment, where the reactive part stands for the population growth and the diffusive part
for random dispersal of the population. There are some mechanisms that affect the
movement, such as spatial memory, which results in a bias for one direction of dispersal.
Thus a spatial memory can be modelled as an advective term on a population movement
dynamics. Our model is composed of a coupled partial differential equation system
with two equations, one for the population dynamics and the other for the memory
density distribution. The population is modelled by a reaction-diffusion-advection
equation where the diffusive term is the population random movement, the advective
term is due to spatial memory and the reactive term is one of the following growth
functions: (i) Exponential; (ii) Logistic; (iii) Weak Allee Effect and (iv) Strong Allee
Effect. In the analytic studies of the system, we have obtained the travelling wave speed
for each case above. We show that the travelling wave speeds of the exponential and
logistic growth are the same with or without memory. In the numerical analysis, we
have studied how the reach of the population is affected by different values of the
parameters: memory, growth rate, carrying capacity and threshold. The combination
of these parameters causes the population to have normal or anomalous diffusion:

subdiffusion and supperdiffusion.

Keywords: animal movement, spatial memory, population dynamics, mathematical
model, reaction-diffusion-advection equation, normal diffusion, anomalous diffusion,

exponential growth, logistic growth, weak Allee effect, strong Allee effect
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INTRODUCAO

Ferramentas matemadticas sdo frequentemente utilizadas para responderem problemas
biolégicos: por exemplo, crescimento de populagdes [1—3], dindmicas entre presas
e predadores [4-6], epidemiologia [7—9]. Estes modelos matematicos aplicados em
biologia mesmo quando desconsideram o espago como um fator importante podem
ter diversos temas e considerar relagdes intra e inter-especificas distintas. Logo, ao
considerarmos a importancia do espago nas relacdes bioldgicas outras formas de resolver
estes problemas podem ser necessarias de acordo com o que se quer estudar [10-13].

Modelos que incluem a movimentagdo de individuos em sua dindmica sdo importan-
tes ferramentas nos estudos ecolégicos de invasdo ou migracgdo, por exemplo [14-16].
Partindo de modelos continuos para movimentacdo animal, o método mais usual de
modelagem é dado pela equacdo de reagdo-difusdo, na qual a parte reativa é referente
as dindmicas populacionais consideradas e a parte difusiva modela a dispersdo aleatéria
desta populagdo pelo espaco definido.

Sabemos que existem mecanismos que influenciam a movimentagdo de uma popu-
lagdo como é o caso, por exemplo, da memdria espacial, que induz um movimento
direcional na popula¢do. Em nosso trabalho, consideramos a memoéria dos individuos,
que se recordam de locais que visitaram recentemente e pretendem evité-los.

Por exemplo, pode-se explorar a dindmica de recursos ja que a memoria pode
ser compreendida como tempo para um patch tornar-se atrativo novamente. Isso é
interessante em temas de conservacdo e comunidades ecolégicas [17,18].

Nota-se que ao introduzirmos a memdria espacial em nosso modelo, a dindmica da
populacdo apresenta também um termo advectivo. Sendo assim, o modelo apresenta
um termo de advecc¢do induzida pela memoria dos individuos, um termo de dispersao
aleatéria e um termo reativo, para o qual consideramos dindmicas de crescimento
populacional, sdo elas crescimento exponencial, logistico e o Efeito Allee; na qual,
consideramos tanto o Fraco quanto Forte.

Esta dissertacdo estd organizada como segue: no Capitulo 1, estudamos as fun¢des de
crescimento que trabalharemos nesta dissertagdo, modelos de movimenta¢do animal

e 0 modelo proposto bem como suas adimensionaliza¢®es para as solugdes analiticas
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e numéricas. No Capitulo 2, estudamos nosso modelo e encontramos pontos de es-
tabilidade e a existéncia de onda viajante, bem como casos em que podemos definir
uma expressdo de velocidade de onda viajante minima. Apresentamos no Capitulo 3
os resultados numéricos obtidos por meio de implementacdes para diversos casos e
comportamentos esperados para os parametros escolhidos no modelo proposto. Ja no
Capitulo 4, discutimos as principais conclusdes obtidas neste trabalho, vinculando re-
sultados analiticos e numéricos. Nos Apéndices, reunimos resultados pré-estabelecidos
que sdo parte crucial das discussdes desta dissertacdo e, portanto, muito importantes

para serem omitidas.



MODELOS DE MOVIMENTACAO
POPULACIONAL

Modelos populacionais sdo ferramentas tteis para descrever comportamentos relativos
a uma populacdo que se deseja estudar. Questdes como crescimento, movimentagdo e os
estimulos para tal populagdo se mover podem ser incluidas nestes estudos populacionais.
Considerando modelos com movimentacdo da populacdo pelo espaco, nesta dissertagdo
descrevemos como certas particularidades dos individuos afetam a dispersdo desta
populagao.

Assim, neste capitulo apresentamos algumas formas de responder as questdes so-
bre o crescimento da populagdo, sua movimentagao e o estimulo que consideramos
para a populacdo se movimentar mais pelo espago. Isto é, comegamos apresentando
as diferentes dindmicas populacionais trabalhadas nesta disserta¢do e inserimos a
movimentagdo aleatéria dos individuos como apresentados nas equagdes difusdo e
reacao-difusdao [19—23].

Contudo, a movimentagao aleatéria ndo é a tnica observada na natureza; afinal,
existem intimeros fatores que influenciam na movimentacédo e crescimento dos indi-
viduos como por exemplo, sazonalidade de recursos [24-27], heterogeneidade do
espago [28-31], presenga de predadores [32—34], auséncia de recursos [35—40], o fato
desses animais serem migratérios [41—43] e até mesmo memoria espacial [414—50].

Por fim, apresentamos o modelo de movimentac¢do animal que inclui dindmica de

crescimento populacional e memdria espacial como proposta em [51, 52].

1.1 DINAMICA POPULACIONAL

Estudos de crescimento populacional analisam as relagdes entre os individuos de uma
populacdo, sendo importante conhecer algumas caracteristicas desta populagao, como
seu tamanho (nimero de individuos), taxa de crescimento, fecundidade, mortalidade e,

se for relevante para o estudo, a estruturagdo em machos e fémeas ou em faixas etdrias,
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tilhotes-adultos-idosos, por exemplo. Além disso, estudos de varia¢des populacionais
no tempo com equagdes diferenciais tém pelo menos 200 anos: o modelo proposto por
Malthus data de 1798 e ainda hoje é apresentado aos estudantes como uma ferramenta

possivel e utilizado na construgdo de modelos [1,2].

1.1.1 Crescimento Exponencial ou Modelo de Malthus

O crescimento malthusiano considera que a populagdo cresce exponencialmente ao
longo do tempo; ou seja, consideramos a existéncia de somente uma taxa de crescimento
para que esta populacdo cresca e supomos que ndo ha nenhuma limitagdo ambiental

neste crescimento. Esta dindmica populacional é representada pela Eq.(1).

d
O=ru, ™

onde de r é a taxa de crescimento da populacdo, e a solugdo desta equacdo diferencial
ordindria (EDO) dada a condigdo inicial ug é u(t) = ugpe’’. Repare que quando temos r > 0
a populagdo cresce indefinidamente; ou seja, sem atingir um valor maximo; quando
r < 0 esta populagdo decresce a partir de um tempo t, > 0 e, quando r = 0, a populagdo
permanece constante, pois ndo ha variacdo populacional. Essas conclusdes sobre o

crescimento exponencial podem ser verificadas nas solu¢des numéricas apresentadas na

Fig. 1.
6 : = : . = :
—r=-0,5 |
5H" I'=0,0 A
---r=0,25 i

Fig. 1: Solugdes numéricas para Eq.(1) com condigéo inicial ug = 1 em que verificamos as condicdes de

crescimento populacional de r.
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Note que é um bom modelo para curtos intervalos de tempo, como em estdgios
iniciais de populagdo de bactérias. Todavia, se existir qualquer restricdo ao crescimento
desta populagdo, como satura¢des da populagdo no ambiente é mais conveniente a
utilizacdo de outros modelos, como por exemplo o modelo logistico que apresentamos

a seguir.

1.1.2  Crescimento Logistico ou Modelo de Verhulst

Um dos principais problemas do crescimento exponencial é a suposicdo de que o
crescimento desta populacdo € ilimitado. Todavia, ao considerarmos que existe uma
capacidade de suporte do ambiente, K; ou seja, que existe uma quantidade limite desta
populacdo que o ambiente suporta, a populagdo ndo cresce indefinidamente, por esta

limitagdo ambiental.

A suposicdo de que existe uma quantidade de individuos da populacdo que o
ambiente suporta surgiu com o modelo de Verhulst (1838) ou modelo logistico, que

apresentamos na Eq.(2).

Z—?(t) — ru (1 . %) ; (2)

r é taxa de crescimento igual a definida para o crescimento exponencial e precisamos
que K #0, sempre. Além disso, podemos calcular a solugdo da EDO em (2), que é da

forma

Ku()
Ug + (K — uo)e_” ’

u(t) =

em que up é a condicdo inicial da populacdo. Note que quando u(t) = K; ou seja, o
tamanho da populagdo é igual ao tamanho méximo que o ambiente suporta de tal
populacdo, ndo hé variagdo populacional e o sistema atinge seu estado estaciondrio. A
relagdo mais importante para o modelo logistico é a do tamanho da populagdo com
a capacidade de suporte. Isto é, se u(t) < K, a populacdo cresce até a capacidade de
suporte; se u(t) > K ocorre decréscimo populacional até atingir a capacidade de suporte

e se u(t) = K, ndo hd variagdo populacional. Verificamos tais condi¢oes de u(t) na Fig.2.
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2.5f ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .

.
e

u(t)

_u0=1,5
__.uO=2,O
-—=u_ =25
15 \ \ \ 0]
0 2 4 6 8 10 12
t

Fig. 2: Solug¢des numéricas para a Eq.(2) em que consideramos r = 0,5; K = 2,0 e diferentes condicdes

iniciais para verificarmos se o proposto para u(t) se aplica.

1.1.3 Efeito Allee

O Efeito Allee, ou Efeito de Allee, ocorre principalmente em popula¢des com baixo
indice populacional ou em casos em que os individuos estdo muito dispersos no
ambiente [3,53-55]. Isto é, populagdes em que a dificuldade de se encontrar um parceiro
é maior, seja por conta de baixa densidade populacional como um todo ou desequilibrio

na quantidade de machos e fémeas, por exemplo.

Sendo assim, a maior contribui¢do de Allee é a consideragdo de que baixas popula¢des
influenciam o crescimento da populagdo tanto quanto a competigdo intra-especifica. Por
exemplo, Allee provou que peixinhos dourados (Carassius auratus) atingem os niveis

quimicos 6timos para viverem em um aqudrio quando estdo em maior nimero [56].

Além disso, separamos o Efeito Allee em dois casos: Efeito Allee Forte e Efeito Allee
Fraco, cuja principal diferenca estd no fato que existe uma populacdo minima para que
haja crescimento populacional no Efeito Allee Forte, um limiar. Ndo havendo este limiar,

o Efeito Allee é do tipo Fraco.

Existem intimeras fung¢des de crescimento do tipo Efeito Allee [57]. Assim, em vez de
apresentarmos versdes generalizadas para os Efeitos Allee Fraco e Forte, apresentamos
diretamente a forma que utilizamos ao longo deste trabalho. Logo, apresentamos na

Eq.3 o Efeito Allee Fraco e na Eq.4 o Efeito Allee Forte.
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du T, u .

E(t) = Eu <1 — E) ,  Efeito Allee Fraco; (3)
du u u .
E(t) =ru (Z - 1) (1 - E) ,  Efeito Allee Forte. (4)

E importante observar que r, K, L # 0 onde r é a taxa de crescimento, K a capacidade de
suporte e L o limiar desta populagdo; a condicdo L < K é extremamente importante
e biologicamente significa que o tamanho minimo de uma populagdo ndo pode ser
superior a quantidade suportada pelo ambiente de individuos da populacao.
Condigoes similares as obtidas para o crescimento logistico sdo verificadas para o
Efeito Allee Fraco, por ser dependente de sua capacidade de suporte e ndo possuir limiar.
Para o Efeito Allee Forte temos que considerar o limiar, L, em nossos estudos. Isto &, se
L < u(t) < K, a populagédo cresce, se u(t) < L ou u(t) > K havera decréscimo populaci-
onal e se u(t) = L ou u(t) = K ndo teremos variagdes populacionais. Apresentamos as

solugdes numéricas para as Egs.(3) e (4) nas Figs.3a e 3b, respectivamente.

2.5}
\

—Uu,=1.5 —
\ _ R
". __-L.IO—2,0 .,.’ YT
_ / T
' - U =25 7 U=t
hY 1.5r N u.=0,50| 1
., ! 0
— \.5 Sea. .’! =T U0:0,55
= e —————TLTrama E J =
S 2 - s | y ——-u,=2,00| |
L —U,=2,10
05::_: ...................................................................
15 ‘ ‘ . | 0 ‘ il TR
0 2 4 6 8 0 5 10 15
t t
(a) Efeito Allee Fraco (b) Efeito Allee Forte

Fig. 3: Solucdes numéricas para o Efeito Allee, para r = 0,5 e K = 2,0. Em (a) consideramos a Eq.(3)
para diferentes condig¢des iniciais. O comportamento é parecido com o crescimento logistico.
Em (b), consideramos a Eq.(4) com L = 0,5 para diferentes condi¢des iniciais. Note que para
ug = 0,45 < L, a populagdo é extinta.

Note que na Fig.3b que se a populagdo ndo for maior que o limiar, ela eventualmente
serd extinta. Biologicamente, isso acontece, por exemplo, pela dificuldade de encontrar

parceiros para a reprodugdo [58-60].



MODELOS DE MOVIMENTA(;AO POPULACIONAL

Estas func¢des de crescimento apresentadas ndo levam em consideragdo o espago
de maneira explicita. Para o estudo de movimentacdo é preciso incluir o espago
explicitamente. A forma mais simples de se inserir a componente espacial em um
modelo é considerarmos que esta populacdo se movimenta de maneira aleatéria e,
assim, trabalhamos com uma equacgdo diferencial parcial (EDP): a equagao da difusao

ou de calor.

1.2 DINAMICA ESPACIAL

Modelos sobre a movimentacdo de individuos pelo espaco sdo necessdrios para a
compreensdo de mecanismos de movimenta¢do. E um tema recorrente em estudos de

invasodes ecoldgicas ou migragdes [61,62].

Para uma movimentacdo essencialmente aleatéria utiliza-se a equacdo da difusdo. Se
existe um sentido preferencial nesta movimentagdo, acrescenta-se o termo da adveccdo
e obtém-se a chamada equacdo da advecgdo-difusdo ou conveccao-difusdo. Existem dois
métodos de se obter a derivacdo da equagdo da difusdo: por passeios aleatérios [63,64]
ou por fluxos [65], como apresentado no Apéndice A. Ressaltamos que os cédlculos sdao
feitos para uma dimensdo espacial para simplificar a obten¢do; contudo, se alterar
alguns aspectos da manipulacéo algébrica, pode-se trabalhar com mais dimensdes. As

equagdes da Difusdo e a da Advecgdo-Difusdo (ou Convecgao Difusdo) sdo:

ou(x,t) . 0%u(x,t) . e
. D 52 Equacio da Difusao; (5)
ou(x,t)  _*u(x,t) .du(x,t) . e rer
Y D 2 ] o Equacao da Adveccao-Difusao. (6)

Assim, na constru¢do de modelos espaciais, nota-se que o argumento de passeio
aleatério funciona bem para particulas ou muitas situagdes de movimentagao animal
(como o cldssico exemplo do inseto passeando de planta em planta [63] ou um animal
em busca de alimento [66]) [21,67]. A equagdo de difusdo obtida a partir de fluxos é
frequentemente associada ao movimento de moléculas, fluidos ou elementos quimicos;
assim, tem seu uso em aplica¢des para quimica ou fisica [68,69], por exemplo. Note que

existem exemplos de uso da equacdo de difusdo nas ciéncias humanas [70,71].
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1.3 MODELOS COM DINAMICAS ESPACIAIS E POPU-

LACIONAIS

Para uma populacdo que se move pelo espaco e cresce ao longo do tempo usam-se

modelos chamados de equagdes de reacdo-difusdo (7),

ou ou
= =D(z5)+ flu,x,t), (7)
ot ox N——
~ ~———" dinamica de
variagao difusio crescimento
no tempo

onde D é a constante de difusao’.

Historicamente, um dos primeiros modelos biol6gicos a considerar o movimento
difusivo (ou o que alguns autores chamam de equagdo fickiana) e uma dindmica
populacional foi o modelo de Fisher-Kolmogorov-Piskunov-Petrovskii, Fisher-KPP,
(1937) [22,23]. Skellam (1951) utilizou esta equagdo no estudo de ecologia [19,72]; além
disso, pode-se aplicar o efeito de Allee em equagdes de reacdo difusdo [65].

Destacamos dois trabalhos importantes, de Fisher e de Skellam. Em The Wave
of advance of advantageous genes (1937) [22], Fisher foca seus estudos em um habitat
linear, como a orla do mar. Seu trabalho em genética estudou a propagagdo de um
gene vantajoso utilizando as ondas viajantes - cuja vantagem é a maior chance de
sobrevivéncia do individuo que possui tal gene, cujo modelo é descrito na Eq.(8):

ou 0%u

EZDw-FT’u(l—H); (8)

note o crescimento populacional dado pelo modelo logistico como proposto em 1.1.2.

Em Random Dispersal in Theoretical Populations (1951) [19], Skellam estabeleceu uma
relacdo entre o passeio aleatério e a movimenta¢do dos individuos de uma populacédo e
considerou a difusdo como uma descrigdo da dispersdo pelo ambiente desta populacao,
apresentando a solu¢do fundamental da equagdo de difusdo em coordenadas polares.
Ele também apresentou um exemplo sobre a dispersdo do crescimento dos carvalhos
pos era do gelo.

O modelo de Skellam, Eq.(9), considera o crescimento exponencial, apresentado em
1.1.1, pelo fato que se uma populagdo for muito pequena ou mostrar tendéncia a decair
este crescimento populacional pode ser utilizado.

ou 0u

gsz'Fru. (9)

Ressaltamos que em algumas situagdes D ndo é uma constante.
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No caso do Efeito Allee, exemplos que trabalham esta dindmica populacional podem

ser encontradas em [73—75], entre outros casos.

1.4 MODELO PROPOSTO

Com todo o apresentado nas se¢des 1.1, 1.2 e 1.3, descrevemos o problema tratado nesta
dissertacao.

A movimentacdo aleatéria pelo espago ndo € a tinica forma de movimento que um
individuo ou populagdo pode apresentar. Podemos verificar que inimeros mecanismos
vao influenciar em como ocorre esta movimentagdo e, assim, como o modelo serd
descrito, [76—79]. Em se tratando da movimentacdo de uma populacdo animal, os
mecanismos de movimentag¢do individuais da populagao influenciam a movimentagdo
da populagdo. Os tipos de mecanismos de movimentagdo individual, de acordo com
Mueller (2008) [80] sdo:

e Orientados, que assumem taxia e a existéncia de sugestdes perceptuais;

e Nao-orientados, que sdo baseados na movimentacdo aleatéria e processos difusi-

VOs;

e Dependentes da Memdria, que assumem conhecimento prévio do ambiente pela

populacéo.

Nosso modelo descreve a redistribuicdo espacial de uma populacdo com crescimento
populacional e memodria espacial através de um sistema com duas equagdes diferenciais
parciais acopladas: uma equacdo para a populacdo e outra para a memoria. Este
modelo é baseado no proposto por Berbert e Lewis [51, 52], na qual consideramos
que o crescimento da populagdo também altera o comportamento da redistribui¢do
populacional.

Assim, propomos um modelo em que um grupo de individuos se movimenta pelo
espago considerando a memoria de locais visitados recentemente evitando retornar
a esses locais, e que possui variagdo no numero de individuos. Isto é, partindo dos
passeios aleatérios com memoria, define-se uma equacdo de advecgdo-difusdo em
que acoplamos termos de crescimento populacional. No caso do modelo proposto,

desejamos verificar como a memdria espacial e as fungdes de crescimento populacionais
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apresentadas na Se¢do 1.1 influenciam na movimentacao da populagdo. Apresentamos

a seguir nosso modelo em que consideramos u(x, t) a densidade populacional em x no

tempo t e w(x, t) é a distribuigdo de memoria em x no tempo t.

( Ow w
)= —w) =

termo
reativo

Jd 0 d aZ
_u(x, t)= —s— |u | 2My=—log(1 — w) — M, +M2_u + f(u,x,t) .
ot ox ox 2
~ ~~ - h\/"d
\ adveccdo induzida pela memoria difusdo

(10)

Onde « é taxa de criagdo de memoria, u é a taxa de decaimento da memoria, M;

representa a preferéncia por uma dire¢do e Mj, o coeficiente de difusdo; por ter retorno

negativo, log(1 — w) representa que os individuos saem dos locais de alta memoria para

os de baixa memoria, e f(u, x, t) é uma das seguintes fun¢des de crescimento:

fu,x,t)=ru Crescimento Exponencial;

f(u,x,t)=ru (1 — %)

fu,x,t) = %uZ <1 — %)

fu,x,t)=ru (1 — %) (% — 1)

Crescimento Logistico;
Efeito Allee Fraco;

Efeito Allee Forte.

Estudamos a Eq.(10) de forma analitica e numérica. Uma das formas para facilitar

nossos estudos serd adimensionalizando o modelo para cada diferente funcdo de

crescimento considerada [81].

As dimensdes do modelo na Eq.(10), temos [t] = tempo, [x] = espago, [u] =

[w] = sem dimensdo, com parametros possuem as seguintes dimensdes

espaco
individuos-tempo’

espaco
tempo”’

[a] =

[1] = tempo, [M;] = [Mp] =

onde cabe, as fun¢des de crescimento possuem as seguintes dimensdes [r] =

[K] = [L] = Individuos,

espago?

tempo

individuos
espaco

. Além disso,

1
tempo’

Pelo fato que a existéncia de preferéncia na diregdo encobriria os efeitos da adveccdo

induzidos pela memoria que estamos estudando, consideramos que M; = 0 na Eq.(10).

Ou seja, a populagdo ndo possui qualquer preferéncia de sentido em sua redistribuicao.

7
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1.4.1 Adimensionalizacdo para a Solucdo Analitica

Propomos as mudancas de varidveis apresentadas na Eq.(11) para adimensionalizar a
Eq.(10). Pela dependéncia de f(u, x, t), faros estes estudos separadamente.
22

=%y v= "y, i = yau (11)
M T Mt T

1.4.1.1 Sem crescimento populacional

Desconsiderando qualquer crescimento populacional; isto é, trabalhando com o modelo

proposto em [51,52] e fazendo as substitui¢des de varidveis da Eq.(11), temos:

My My 1 9%i1

1 0ii M2 x 0 /] Mzﬁé 0
M3 % apox?’

(Xﬂaf_ 062 Mzax @MZ gl (1_W)]+

que rearranjamos e simplificamos de forma que:

aow 1,
M2 at ﬁ(u(l—ZU)—ZU) ’
o1l 0 0 0%
FIARErT: [ T3z Og“—w)] tom
Definimos:
_ v
€= M, (12)

note que € é dependente das taxas de memoria, « e i, e do coeficiente de difusdo
de (10), My. Logo, o modelo adimensionalizado para uma populagdo que ndo possui

crescimento populacional é:

ow

eg =u(l—w)—w,

8 d 0 82 =
U _ u

Notamos que para facilitar a visualiza¢do, os termos da Eq.(13) sdo adimensionais,

t=fx=%eu=1il.
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1.4.1.2 Crescimento Exponencial

Considerando o crescimento exponencial, Subsec¢do 1.1.1, no modelo da Eq.(10), fazemos

a mudanca de varidveis da Eq.(11):

LaCC NN
M, of  apu u’

100 My @A Mud ] MalMy 1P My 0
ap oF T a2 Mpox |ap Mp OF & M2 a2 oy ap o | a2 ap’
a partir do qual reorganizamos os termos e obtemos:
a? ow 1
1—
My ol ~ @) —w)
E)u 8 8 82 rMy _

Considerando a expressdo para € proposta na Eq.(12) e definimos a taxa de cresci-
mento adimensionalizada como sendo:
TMZ
/
r=—. 1
2 (14)
note que ' é dependente da taxa de criacdo de memoria, «, e do coeficiente de difusao,

M. O modelo da Eq.(10) para o crescimento exponencial é escrito como:

aw
€5 = =u(l —w)—

0 0 0 0? 5)
u u

T 28_ {ua— log(1 — w)} S TTu.

Note que os pardmetros da Eq.(15) sdo ndo-dimensionais; ou seja, t =K x =%, u =i e

r=r.

1.4.1.3  Crescimento Logistico

Dado nosso modelo proposto na Eq.(10) e a fungdo de crescimento logistica discutida

em 1.1.2 e a mudanca de varidveis proposta em (11), temos o seguinte sistema de EDP’s:

a? ow 3 w

Mot T Ty

1 0il My 9 [ il Mpx 9 Ma* 1 9% rMy @ i

— = 2o 2 og(l — w) | + 2 St — (1= —— ] .
ap ot 02M, 0% |ap M, 0% Mja? ap X a% ap auK

13
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Rearranjamos e simplificamos os termos:

a2 ow 1,

Eg—ﬁ(u(l—w)—w) ;

9il d .0 %ii  rM, _ ii

g = —2$ {uglog(l —ZU):| +ﬁ+?u (1 — (X;,[_K> .

Em que consideramos os valores de € e ¥ como propostos nas Eqgs.(12) e (14), respecti-

vamente e definimos a capacidade de suporte ndo-dimensional como sendo:
K =aukK . (16)

Note que a capacidade de suporte possui a mesma adimensionaliza¢do que a u,
Eq.(11).
Considerandox =% t=fLu=d;r=r e K=K/, apresentamos a adimensionaliza¢do

para o crescimento logistico a seguir:

ea—w:u(l—w)—w,

ot

2 (17)

ou 0 0 u
o = 2o [“al"g“‘wﬂ P (1o g)
1.4.1.4 Efeito Allee Fraco

O Efeito Allee Fraco, como o apresentado na Subsecdo 1.1.3, e 0 modelo descrito em

(10), fazemos a substituigdo de varidveis como propostas na Eq.(11) obtendo

(a? dw  « w
L a1 —w) - Y
M, of ocyu( w) ’

. . M242 1 924
1oon_ —2@1 T Moa 9 (1—w)] § 2 La_le
ay ot a?Mp 0% [ap My OX M5a? xp 0%

~ 2 ~
RN 1% )
\ Ko \ ap auK

9 i rMy , ii
2 gt 20 Mo (1 8
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Dados os parametros adimensionais para €, r e K propostos nas Eqs.(12), (14) e (16)

apresentamos o modelo ndo-dimensional para o Efeito Allee Fraco a seguir:

ow
ea—u(l—w)—w,
2 (18)
ou 0 0 ou r 4 u
g = —25 [ualog(l —ZU):| +w+iu <1 — E) .

Todos os termos apresentados ndo possuem dimensdo, mas simplificamos a notagdo

para facilitar a compreensdo do modelo prposto.

1.4.1.5 Efeito Allee Forte

Consideramos o modelo dimensional da Eq.(10) e o crescimento populacional do tipo
Allee Forte, apresentado na Eq.(4) da Subsecédo 1.1.3, para realizarmos a adimensionali-

zagdo dependente das varidveis propostas na Eq.(11).

(0w _ a0 oy ¥
M; of  ap T
1o My 9 [ @ M M3a? 9%
ap OF zocZMz 0x Lcy M, 0% log(1 w)} ’ M3a3y 0%2
M, il o i
| et (- a) ()

A reorganizacdo dos termos nos da o seguinte sistema:

a2 ow 1,
Eﬁ—ﬁ(u(l—w)—w) ;
o1l d

_d 9?0 M, _ i i

Definimos € como na Eq.(12), ¥ como na Eq.(14) e K como na Eq.(16), também

definimos:

L' =aul . (19)

Note que assim como a capacidade de suporte e a densidade populacional, o limiar

também é dependente das taxas de cria¢do e decaimento da memoria, a e . Conside-

15
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rando que x, t, u,e, v, K e L sdo termos adimensionais, o modelo ndo-dimensional

para o Efeito Allee Forte é:

aw

at =u(l—w)—
) (20)
ou d 0 o“u r u\ [u
o~ Zox [“alog“‘w)]*wW” (1-%) (T-1)-

1.4.2 Adimensionalizacdo para a Solucdo Numérica

Queremos definir uma forma ndo-dimensional para as solugdes numéricas do modelo
proposto em (10). A partir do modelo dimensional e das dimensdes descritas, propomos
a seguinte mudanca de varidveis que adimensionalizam o sistema:
S X N
t=—,; %= ; U= +/Mouu . (21)
M v Mg

Destas mudangas de varidveis que adimensionalizam o modelo da Eq.(10), separamos

nossos estudos em casos diferentes para f(u, x,t) = 0 e todas as fun¢des de crescimento
que apresentamos na Segdo 1.1.
1.4.2.1 Sem crescimento

Desconsiderando o crescimento populacional no modelo proposto, fazemos a mudanca

de variaveis proposta na Eq.(21) no sistema descrito em (10).

W B gy B,

ot sz U

1 oa_ , p 9| 1 log(l—w) ,Mop 1 021l
/Moy of /Moy 0% | /Mo 1/M2 oF Moy /My 032

Reorganizamos e simplificamos o sistema:

ow U

— = | au01 = w) —

T Mztxu( w)

il 0 24

0
5 _28_ [ 3% log(1 — w)]

Definimos o pardmetro 3, que chamaremos de taxa de variagio de memdria,

p= (22)

2
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que é dependente das taxas de memoria « e y e do coeficiente de difusdo, M,. O modelo
para esta adimensionalizagdo é:

a_w =pu(l —w) —w,
) (23)

ou d d
E = —25 |:ug log(l — '(/U):| + —=

1.4.2.2  Crescimento Exponencial

Para uma populagdo que cresce exponencialmente, nosso modelo proposto na Eq. (10)
possui f(u,x,t) como descrita em (1). Dada a substitui¢do de varidveis proposta em

(21), obtemos:

W _ M g gy M
ot sz U
1 %__2 w0 il 10(1 ) — M sz 1 82”
Mop oF \/Mop 0% \/W\/Wax & " Mo /M 022
+ ruu ;
Mz]l

que simplificamos para a seguinte forma:

ow [T
of \ M;Z”‘”(1 —w -
Miu 021l

8u d _
+ + Uil .

.0

Considerando 8 como proposto na Eq.(22) e definimos a taxa de crescimento adimen-

sionalizada:
r=rp; (24)
ou seja, a taxa de crescimento adimensionalizada é dependente somente da taxa de

decaimento da memoria, y. Logo, o modelo é da forma:

aw = Bu(l — w) —

0 0 0 %u 23)

u

g——Za [ P log(l—w)l St
X

Em que escrevemos u = ii; x = %; t =fer =1 para snnphflcar a notagdo do modelo.

17
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1.4.2.3  Crescimento Logistico

Dado o crescimento logistico, Eq.(2) no modelo dimensional descrito em (10), as substi-

tuicdes de varidveis propostas em (21), nos apresentam o sistema de EDP’s:

( dw o pw
— = il —w) — —;
ot \/Mz}i U
1 %z—Z U i /] My ilog(l—w) +M2y 1 8217[+
/Moy ot VMop 0% | /Moy /Moy 0% Mz}/l’/szafz
N rut 1_ 1
\ v/ Moy / MouK .

A partir disto, reorganizamos os termos e obtemos uma versdo simplificada deste
modelo ndo-dimensional:
%—L; = N%zxﬁ(l—w)—w;
J J J 9%l i
— = —2=— |25 log(1 — = i1 —F—= .
3 o {” ax 8l w)} Tow T ( K«/—M2y>

Utilizamos os parametros  da Eq.(22) e r, Eq.(24) e definimos a capacidade de suporte

-

ndo dimensional como sendo:
K' =\/MyuK . (26)
Repare que a capacidade de suporte da Eq.(26) é dependente do coeficiente de difusado

e da taxa de decaimento da memoria, assim como proposto para x e u na Eq.(21). O

modelo adimensional é escrito como:

ow

g—ﬁu(l—w)—w,

5 ) ) (27)
u

d ou u
g——za {ualog(l—uﬂ} +$+7’M <1—E> .
Para facilitar a compreensdo do modelo, removemos os sinais de tilde e apostrofe dos

parametros da Eq.(27), mas os termos deste sistema de equag¢des sdo ndo-dimensionais.

1.4.2.4 Efeito Allee Fraco

modelo em (10) e o Efeito Allee Fraco, (3) fica da seguinte forma quando consideramos

as novas varidveis da Eq.(21):
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(90 _ B i ) P
af le,{ !
1 oi oo il sz 1 82u
—=-2 - log(l w)| + >+
My ot /M ax /Mo /MZ ox Moy /Moy 0%

Reorganizamos e simplificamos:

ow T
ﬁ = Mz[xu(l — ZU)
dil

0 0 021l Tu il
=22 |1 21— ——— .
of P [ oz o8l w)} TR T KMo ( K M2y>
Utilizamos os parametros B, r e K como propostos nas Eqgs.(22), (24) e (26) respectiva-

mente, obtemos o modelo adimensional para o Efeito Allee Fraco:

a_w = Bu(l —w) —

: 28)
ou 0 0 ou r 4 u
" Zox [“a—l‘)g“— )] Pt (- g)

Omitimos os sinais de pontuacdo nos termos ndo-dimensionais para facilitar a com-

preensdo do modelo.

1.4.2.5 Efeito Allee Forte

Por fim, tomamos o Efeito Allee Forte, Eq.(4), como a f(u, x, t) de (10). A mudanga de

variaveis de (21) fica:

I L
ot szl U

1L on_ _, ¢ a[ il Moy 1 %1

log(1 —
N TR NI TYEE Mmaxf’g( )] Mot \/Mggi 02

=

19
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Simplificamos o sistema adimensional proposto da seguinte forma:

ow [ u
- = —ll 1 — — ;
o Mthu( w)—w;

%——21 ﬁilo (1—-w)— My +azﬁ+r i|1l-— n ﬁ
of - “ox "oz 8 S| T T K/Mopi ] \ /Mo |

Utilizamos os parametros definidos anteriormente g, Eq.(22), 7, Eq.(24), e K, Eq.(26),

e definimos o limiar adimensional como sendo:

L'=/MopulL; (29)

Note que na Eq.(29), o limiar é dependente do coeficiente de difusdo, M, e da taxa de
decaimento da memoria, y, resultado que verificamos para x, u e K. Disto, apresentamos
seu modelo ndo-dimensional:

ow
ﬁ—ﬁu(l—w)—w,

d d d 02 (50
u u u u
ot = %ox [“al"gﬂ—w)} roa (- g) (1)

Repare que os parametros da Eq.(30) sdo todos adimensionais.

1.4.3 Relacdo entre as adimensionalizac8es

As adimensionaliza¢des em 1.4.1 e 1.4.2 apresentam diferentes termos para a equagao
da memoria, € e B. Para estabelecermos relagdes entre nossos estudos analiticos e
numéricos, devemos encontrar alguma relagdo entre os pardmeros, como apresentado a

seguir:
(31)

Desta relacdo, as mudangas de varidveis apresentadas para nossa abordagem analitica
podem ser escritas em fungdo de f; isto é, dadas as mudangas de variaveis
w2 o rMo

f=—t; f=—x; d=pau; e=p>; r' = ; K'=auK e L' =auL ; 2
MZ ]\42 ;’l IB “2 ]’l ]’l (3 )
note que a # 0.

O proposto em (32) mostra que somente € é dependente taxa de variagdo de memoria,

B, sendo que os outros parametros sdo dependentes das taxas de criacdo e decaimento



1.4 MODELO PROPOSTO

da memoria, a e u respectivamente. Logo, podemos esperar influéncia da taxa de
memoria em nossos estudos tanto analiticos quanto numéricos, resultado importante

para a correlagdo entre nossas abordagens.

21






ABORDAGENS ANALITICAS

Neste Capitulo, apresentamos estudos analiticos baseados nas adimensionaliza¢des
propostas em 1.4.1. Em que nosso modelo apresenta um termo de advecgdo induzida
pela memoria dos individuos, um termo de movimentacdo aleatéria e um termo reativo,

que representa as dindmicas de crescimento populacional que reescrevemos na Eq.(33).

Jw

ea—u(l—w)—w,

) S 2 (33)
u u

E = —2$ |:u£ log(l — ZU):| + —axz +f(1/l, X, t) .

Note que f(u, x, t) representa qualquer uma das fun¢des de crescimento populacional

apresentadas no Capitulo 1. Para facilitar a leitura, reapresentamos tais fung¢des a seguir:

fu,x,t)=ru Crescimento Exponencial; (34)
fu,x,t)=ru (1 — %) Crescimento Logistico; (35)
ek : .
flu,x,t) = Ku (1 K) Efeito Allee Fraco; (36)

u\ [u .
fu,x,t)=ru (1 — I_<) <f — 1) Efeito Allee Forte. (37)

Relembramos que r é a taxa de crescimento da densidade populacional; K, a capaci-
dade de suporte do sistema, presente tanto no crescimento logistico como nas dindmicas
do tipo Efeito Allee e L é o limiar de crescimento, que é um termo especifico para o
Efeito Allee Forte, que é definido como o minimo necessério de densidade populacional
para que a populagdo cresga.

A condigdo de que 0 # L < K deve ser sempre satisfeita, pois a populagdo s6 cresce
quando estd acima deste limiar e nenhuma populagdo cresce acima de sua capacidade
de suporte conforme discutido em 1.1.3. Portanto, para fazer sentido bioldgico, o limiar
deve ser menor que a capacidade de suporte, para o Efeito Allee Forte.

A seguir, apresentamos defini¢des e teoremas de estabilidade para sistemas lineares e

equagdes diferenciais ordindrias, usadas em nosso estudo das ondas viajantes [82-84].
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Definicao 1. Dado um sistema linear x' = Ax, caso possua pontos criticos, também chamados
de pontos de equilibrio, eles sdo encontrados considerando x' = 0, em que x e x' € R"" com
n € IN.

Definicdo 2. Dados x € R" e f : R" — IR", a matriz jacobiana pode ser escrita como:

oh oA

ox;  0xy
J=1: DU

b o

ox;  0xy

Considerando os pontos criticos de um sistema linear e a defini¢do da matriz jacobiana,

define-se o polindmio caracteristico, para os pontos criticos de nosso sistema.
Definicdo 3. Dado um sistema de equacoes da forma:
/
x = Ax,

em que x = (x1,...,xn) e A € M,(R)*, define-se seu polinémio caracteristico de ordem n

como sendo da forma:

p(\) = det(A — AI),

onde I é a matriz identidade n x n.
Além disso, uma raiz Ay, de multiplicidade m de p(A) é chamada de raiz caracteristica da

matriz A com multiplicidade m.

A seguir, apresentamos teoremas de estabilidade que justificam os estudos analiticos

que realizamos.

Teorema 2.1. Suponha que o polindmio caracteristico possua coeficientes reais e raizes Ay reais
distintas com multiplicidades my, com k = 1, ..., e pares conjugados distintos para as raizes
complexas Ay = ay +iby, Ayy1 = ay — iby, com multiplicidade my, k = n, ..., s. Entdo as fungdes
reais:

treM, comk=1,..,]

t'e" cos(bit), t'e" sin(bit), comk=mn,...,s;

comr=0,1,..., mg — 1, sdo um sistema fundamental de solucoes deste sistema linear.

1 IR"é o espago n-dimensional dos ntimeros reais.
2 M;(IR) é o espago das matrizes n x n reais.
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Teorema 2.2. Se todas as raizes do polindmio caracteristico do sistema x' = Ax tem partes reais

negativas para qualquer solugdo ¢(t) existem a, M reais positivos tais que:
lp(t)|< Me™™,t > 0.
Ou seja, tlgg|<p(t)|= 0.

Demonstragio. Sejam Ay, = ay +iby, com m =1, ..., n raizes de p(A), tais que a,, < 0.

Assim, encontramos um valor « > 0 tal que para todo m € {1,...,.n} a,+a < 0. A
solucdo de Ay, é da forma ¢y, (t) = tretmt pelo Teorema 2.1, em que r é a multiplicidade
de Ay, — 1. Assim, limy_so0 |y, (£)| vai a zero.

Portanto, existe M, > 0 tal que para t > 0, | (t)e™| < My,; ou seja, |¢m(H)| < Mye ™,
para todo t > 0.

Pelo fato que toda solugdo ¢(t) de x’ = Ax pode ser escrita como combinagao linear

de outras solucdes, escrevemos:

o) = Y cmzm(t),
m=1

em que ¢, sdo constantes. Definimos My = maXxy|c,| e M = M Y.-1 Mi, entdo,

teremos parat > 0:

lp(t)| < Z|Cm||¢m(t)|§ My Z|4’m(t)|§ My (Z Mi) e~ = Me™4t,

m=1 m=1 m=1

]

Teorema 2.3. Se as raizes do polindmio caracteristico com multiplicidade maior que um da
matriz do sistema linear possuirem parte real negativa e as raizes de multiplicidade 1 tiverem

partes reais ndo positivas, entdo todas as solucdes do sistema sio limitadas.

Demonstragio. Separamos em casos as raizes; ou seja, dado que k é a multiplicidade da

raiz Ay do polindmio caracteristico p(A) :

e k=1:

Assim, escrevemos Ay = ai +ib,, em que a; < 0, na qual podemos definir a
solugdo ¢ (t) como sendo ¢y (t) = t'eMt = e@tibt = otit (cos(bit) +isin(byt)) ; em
que |¢e(t)|= /(e cos(byt))? + (e sin(byt))? = e < 1, para t > 0.
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Portanto, como vale para uma raiz de multiplicidade 1 qualquer, vale para todas.
Logo, podemos concluir que raizes de multiplicidade 1 com partes reais ndo

positivas sdo limitadas.

e k>1:
Escrevemos Ay = ay +iby, na qual a; < 0.

Pelo teorema anterior, sabemos que a solugdo ¢(t) é limitada. Além disso, como é
um resultado para uma raiz qualquer de p(A) com multiplicidade maior que 1,

vale para todas as raizes cujo k > 1 que obedecem parte real negativa.

Assim, sabemos que as raizes como definidas neste teorema sdo limitadas.
O

Definimos a estabilidade desses pontos criticos no sistema linear, a partir dos teoremas

apresentados anteriormente, temos o seguinte Teorema:

Teorema 2.4. Todas as solucdes do sistema linear x' = Ax sio estdveis se, e somente se, sdo
limitadas

Considerando os resultados que enunciamos, a seguinte classificacdo da estabili-
dade das raizes de um polindmio caracteristico, principalmente os teoremas 2.3 e 2.4,

apresentamos na Defini¢do 4 como discutido em [1,2].

Definic¢do 4. Seja o polindmio caracteristico p(A) no ponto de equilibrio x do sistema x' = Ax,
em que A € Mp(IR) como sendo:

p(A) =ap+mA + ar\?,

e sejam Ay e Ay raizes deste polindmio. Assim, conclui-se que o ponto de equilibrio x é da forma:

e Se A, Ay € R, temos que:
— Se A < Ap <0, entdo x é um no estdvel;
- A1 <0 < Ay, entdo x é um ponto de sela que é instdvel;
- 0 < Ay < Ay, entdo x é um né instdvel.

e Caso A1, Ay € C, entdo essas raizes sio tais que Ay = a+bi e Ay =a — bi. No estudo da

estabilidade do ponto x é verificada pela parte real desses autovalores de A. Assim,
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- Sea < 0, entdo x é uma espiral (ou foco) estdvel;
— Sea =0, entdo x é um centro;

— Sea > 0, entdo x é uma espiral (ou foco) instdvel.
Yy
(b) {
x X
¥
(e)

X X X

(a) y (c) ¥

=

Fig. 4: Representa¢do do comportamento das raizes do polindmio caracteristico como analisado anteri-
ormente. Em que (a) é um né instdvel; (b) é um ponto de sela; (c) é um né estavel; (d) é uma

espiral instdvel; (e) é um centro; por fim, (e) é uma espiral estavel. Fonte: [1].

Estudar EDP’s pode ser um processo cansativo e complicado, por ndo ser sempre
possivel determinar uma solucdo este tipo de equacao. Logo, métodos em que obtém-se
informagdes sobre estas equagdes se tornam necessarios e um destas técnicas é estudar
a formagdo de padrdes [85-88]. Exemplos desta utilizacdo pode ser encontrada para as
equagdes de difusdo, Segdo 1.2, e reagdo-difusdo, Secdo 1.3, [89—91].

Biologicamente, sabemos da existéncia de populagdes que se auto-organizam, obtendo
padrdes espaco-temporais complexos como as verificadas, por exemplo em colonias de
bactérias e fungos [92—94] ou comportamento de presas e predadores [95,96]; contudo,
existem vdrias formas de pensarmos em padrdes na natureza. Um exemplo de padrdes
é a embriogénese, processo em que individuo que comeca a partir de uma célula tem
sua produgdo celular diferenciada na localizagdo no corpo, para a formacado de todas as

partes de seu corpo [97,98]. Outras formas de percebermos a formagdo de padrdes é
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pelo comportamento sensorial de matilhas que usam o cheiro para demarcar o territério
e se movimentam dentro do ambiente previamente delimitado quando saudaveis [99]°
ou como a formacgdo de padrdes ocorre em ambientes heterogéneos [101]. Ainda hd a
formacdo de um padréo tinico do individuo de uma espécie, como manchas ou pintas,
que podemos notar em animais e insetos conforme apresentado na Fig.5. Todos estes
argumentos que podem ser comprovados empiricamente fazem parte do estudo da

formacao de padrdes, cuja ocorréncia ainda estd em aberto.

Fig. 5: Fotografias da minha tartaruga de orelha-vermelha, Hermione e uma mariposa no Campus SA
da UFABC. Note que os desenhos nas asas da mariposa e no rosto e corpo da tartaruga formam

padrdes especificos.

Formas de descrever matematicamente a formacao de padrdes foram desenvolvidas
ao longo dos anos, sendo o Mecanismo de Turing um dos mais utilizados [102-106].

Um método de formagdo de padrdes para EDP’s é a onda viajante [107,108], na qual se
propde que esta frente de onda é uma solugdo para a EDP estudada. A seguir, definimos

a onda viajante:

Definicao 5. Dada uma equagdo diferencial parcial envolvendo as varidveis x e t reais, uma
solugdo da forma:

u(x,t) = v(x — ct)

é chamada de onda viajante em que c é definida como a velocidade de onda e v o perfil da onda.

Na Fig.6, apresentamos uma representacdo da onda viajante em uma dimensao.

3 Existem estudos que explicitam que doengas como a raiva alteram a percepcao de espago de raposas, por

exemplo [100].
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Fig. 6: Representagao do comportamento da onda viajante pelo espago unidimensional ao longo de um

intervalo do tempo para o modelo de Fisher-KPP.

Considerando todos os teoremas e defini¢des propostos, apresentamos no Apéndice B
estudos sobre a velocidade de onda viajante para casos sem memoria; isto €, modelos
de equacdo de reagdo-difusdo [11,109-114].

Além disso, trabalhamos com somente uma EDP no lugar de um sistema com duas
equagOes. Através da aproximacdo adiabatica apresentada no Apéndice C, supomos
€ ~ 0 na Eq.(33). Considerando a defini¢do de € proposta na Eq.(12), estamos admitindo
que a’y =~ 0; contudo, definimos anteriormente que &« e u # 0. Portanto, a validade
desta aproximacéo depende de a?> < 1 e u < 1; isto é, para que possamos ter € ~ 0 as
taxas de criagdo e decaimento de memoria devem ser muito pequenas.

A equagdo da memoria na Eq.(33) é escrita como u(1 — w) — w ~ 0. Disto,

. wo 1 B
Tw—-1  w-1

Reescrevemos a equagdo anterior em fungdo de w e obtemos:

w(x,t) = 1 (38)
Substituimos a Eq.(38) na equagdo da populagdo do modelo da Eq.(33):
ou d 0 1 0u
g——2£ {ualog <u+1>} * 32 + f(u,x,t). (39)

Considerando a EDP proposta na Eq.(39), estudamos a existéncia de onda viajante
a partir da substituicdo de varidveis u(x,t) = v(x — ct) e calculamos as derivadas em

funcdo de x e t, apresentadas a seguir:
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du(x,t) ,
5 -

azu(x, f) '
axz =0 (40)

ou 9o 1 —(@* + )" — 'V
—-—log =
0x 0x u+1 (v+1)2

Substituimos as derivadas da Eq.(40) na Eq.(39) e obtemos:

g U [e@+1)2+20] + (0+ 1) f(0)
vE T 302 +40v+1 (41)

Dada a EDO de segunda ordem néo-linear da Eq.(41), estudamos a velocidade de
onda viajante para as distintas fung¢des f(v) que consideramos nesta dissertagdo e

apresentadas na Secdo 1.1.

2.1 SEM CRESCIMENTO POPULACIONAL

Sem crescimento na populacdo, ou seja, f(v) =0, a Eq.(41) pode ser escrita como:

g0 [c(v+1)% +20/] (42)
B 302 +4v+1 7 4

da qual propomos a seguinte mudanca de varidveis considerando a Eq.(42):
v =2z,
z [c(v + 1) +2z]
302 +4v+1

I _

Os pontos criticos deste sistema sdo escritos como (v,z) = (v;,0), onde v; € R,.

Considerando a defini¢do de matriz jacobiana apresentada na Defini¢do 2, obtemos:

0 1
J(,2) = | 2z(c(v +1)? + z(6v +4)) —c(v+1)> —4z |,
(302 + 40 +1)2 302 +40+1




2.2 CRESCIMENTO EXPONENCIAL

que aplicamos no ponto critico (v, z) = (v;, 0) arbitrario, temos:

0 1
J(©;,0) = 0 —c(wi+1)?% | ;
3v? +4v; + 1

cujo polindmio caracteristico é
(A) = A2+ _0i* Di (43)
P 307 +4v; + 1 B
As raizes deste sio Ay =0e Ay = —%. Pelo fato de A1 = 0, ndo podemos afirmar
nada sobre a estabilidade do ponto dle equilibrio (v;,0) [1,2]. Todavia, note que A, é
um autovalor negativo quando ¢ > 0, pois %(Iflev);l > 0, para todo valor v; € R;; ou

seja, concluimos que a velocidade de onda viajante existe, mesmo que ndo possamos

encontrar uma expressao c,,;, para este caso.

2.2 CRESCIMENTO EXPONENCIAL

Considerando o crescimento exponencial, como proposto na Eq.(34) e a EDO escrita na

Eq.(41), temos
, oz [c+1)?+2z] +ro(v + 1)

vET 302 +4v+1 ' (44)

Propomos a seguinte mudanca de variaveis:

/

v =2z,
. zle(+1)?+2z] —ro(v+ 1)
- 302 + 40 +1
A matriz jacobiana para este caso é
0 1
J(©,2) = | 2z(c(v + 1)? + z(6v + 4)) — r(v + 1)2(v@Bv+2) +1) —clv+1)%2 —4z |
(302 +4v +1)? 302 +4v+1

Aplicamos a matriz jacobiana no ponto critico, (v,z) = (0,0), do sistema de EDO’s

](0,0)=[0 1],

—r —c

apresentado e obtemos:

31



32

ABORDAGENS ANALITICAS

com polinémio caracteristico
p(A) = A2+ cA+7. (45)

As raizes deste polinomio sdo da forma:

assim, como r > 0, notamos que o tnico ponto critico do sistema é um né estavel se
¢ > 24/r e é um foco estavel se ¢ < 2,/r; disto, concluimos que a velocidade minima
da onda viajante para o modelo adimensionalizado é ¢, = 2/r. Considerando as
mudangas de varidveis propostas na Subsecdo 1.4.3, Eq.(32), temos a seguinte expressdo

para ¢, com parametros dimensionais:

2
Cmin = ; V "My ; (46)

ou seja, a velocidade é dependente da taxa de crescimento da populagdo, como o
modelo de Skellam [19], do coeficiente de difusdo, M, e da taxa de criacdo de memoria,
a # 0, definido na Segdo 1.4. A quantidade memoria criada influencia indiretamente
na velocidade da redistribuicdo populacional, pelo fato que admitimos neste estudo de

onda viajante que para que € ~ 0 deve-se ter au ~ 0, veja Eq.(12); disto, & < 1.

2.3 CRESCIMENTO LOGISTICO

Dado o crescimento logistico, Eq.(35), para f(v), a EDO da Eq.(41) se torna

1/ 1

Sl (v’ [c(v +1)? +Zv’} +10 <1 — %) (v+ 1)2) : (47)

Propomos a seguinte mudanga de variaveis:

1 v
z = e Sy <z [c(v+1)*+2z] +r0 (1 — E) (v+1)2> .

E obtemos a matriz jacobiana

0 1
J(v,z) = 2z r(K@v*+20+1) — 2030 +3v+1))  42°(Bv+2z) —c(v+1)* —4z
(Bu +1)2 K(Bv +1)? B2 +4v+1)2 3v2+4v+1

Assim, aplicamos nos pontos criticos na matriz jacobiana:



2.3 CRESCIMENTO LOGISTICO

e Para (v,z) = (0,0), a matriz jacobiana é:

I(0,0)=[0 1];

—r —c
cujo polindmio caracteristico encontrado é o mesmo que o encontrado para o o

crescimento exponencial, Eq.(45), e cujas raizes sdo:

como r > 0 por definigdo; entdo (v,z) = (0,0) é um no estavel quando ¢ > 2\/r e
um foco estavel se ¢ < 2,/r. Temos como velocidade de onda minima c,,;,, = 2+/7,
semelhante a obtida para o modelo de Fisher-KPP. A velocidade minima de onda
viajante é:
— 2 /

Cmin = /T My . (48)
Note que a Eq.(48) é dependente da taxa de criacdo de memoria, resultado
semelhante ao obtido para o crescimento exponencial, como mostramos na Eq.(46);
isto é, nota-se a influéncia inversa da taxa de criagdo de memoria em c,,;,, explicada
pela defini¢do de a ja discutida quando apresentamos a velocidade minima de

onda para o crescimento exponencial na Secédo 2.2.

Para (v, z) = (K, 0), a matriz jacobiana é:

0 1
J(0,0) = | (K+1) c(K+1)|
(BK+1)2  3K+1

cujo polindmio caracteristico é:

,» c(K+1)

p(A) = A2 + po HExD

3K+1 " (BK+172 (49)

em que as raizes deste polindmio séo:

1 C(K+1)i\/<c(K+1))2 4r(K +1)

Mp =

2| 3K+1 3K +1 (3K +1)?

2 2
Pelo fato de termos r, K > 0, entdo (%Eﬁ:?) + gl((ﬁiz) > (gﬁ:?) ; logo, teremos
que as raizes de A e A, sdo tais que A1 < 0 < Ap; ou seja, o ponto (v,z) = (K, 0) é

um ponto de sela e, portanto, instavel.
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Apesar de ndo existir uma expressio para a velocidade minima, c,,;,,, para este
min
ponto de equilibrio, sabemos que existe uma trajetéria deste ponto para o ponto

de equilibrio estavel, (v, z) = (0, 0), similar ao que foi apresentado em [111].

Sendo assim, para a dindmica com crescimento logistico, a velocidade de onda minima
é igual a obtida para o crescimento exponencial, Eqgs.(46) e (48). Este resultado é similar
ao obtido para os modelos de Fisher-KPP e Skellam, como mostrado no Apéndice B
e apresentado em [11, 115]. Também ressaltamos que a velocidade minima de onda
viajante é dependente da taxa de criacdo de memoria. Isto mostra a dependéncia que a
redistribuigdo populacional possui dos termos de memoria.

A seguir, estudamos o casos de pequenas populagdes ou seja, o Efeito Allee.

2.4 EFEITO ALLEE FRACO

Considerando a EDO escrita na Eq. (41), e f(v) como a fungdo proposta do Efeito Allee
Fraco, Eq.(36), a EDO é escrita como:

1 r v
"no_ / 2 / T2 _ Y 2
= —37}2+4v+1<v [C(U+1) +ZU]+KU <1 K)(v+1)> . (50)
Logo, propomos a seguinte mudanga de variaveis:

=z,
, 1

| (z [c(v +1)* +22] L2 <1 — %) (v+1)2> .

K

Os pontos criticos deste sistema sdo (v1,z1) = (0,0) e (v2,22) = (K, 0). Nossa matriz

jacobiana para este sistema é

0 1
J(v,z) = 2cz ro(2K(Bv* +30+1) — 0(90% + 100 + 3)) .\ 42°Bo+2)  —c(v+1)? -4z
(Bv+1)? K2(3v +1)? B2 +4v+1)2  302+4v+1

O polinémio caracteristico da matriz jacobiana nos pontos criticos é:

e Para (v, z) = (0,0), obtemos a matriz jacobiana:

0 1
J0,0) = [O _C],



2.5 EFEITO ALLEE FORTE

com polindmio caracteristico:
p(A) = A2 +cA, (51)

onde obtemos as seguintes raizes: A; = 0, A, = —c. Como o apresentado na
Secdo 2.1, ndo podemos afirmar nada sobre a estabilidade deste ponto critico.

Contudo, para que A, < 0, precisamos que ¢ > 0.
e Para (v, z) = (K, 0), substituimos na matriz jacobiana e obtemos:

0 1
JK0)=|rK+1) c(K+1)|~
3K+1 3K+1

cujo polindmio caracteristico tem a forma:

c(K+1)A_r(K+1)
3K+1 3K+1"'

(52)

p(A) =A%+

com raizes

Lol [ ek [ ek ) 2+4r(K+1)
1275 3K+1 3K+1 3K+1 |-

cK+1)\? 4r(K+1) o(K+1)
Note que <3K+1) T 3K+ 1 3K+ 1
ponto de equilibrio é ponto de sela, instavel.

2
) , pois r,K > 0. Portanto, este

Sendo assim, por ndo apresentar um ponto de equilibrio claramente estével, ndo pode-
mos afirmar nada sobre a velocidade minima de onda para esta funcdo de crescimento
populacional do tipo Allee Fraca. Contudo, considerando o encontrado para o ponto
critico (v, z) = (0, 0), sabemos que c > 0. Isto é, garantimos que existe uma onda viajante
para esta fungdo de crescimento, porém ndo podemos determinar uma expressao para

sua velocidade minima.

2.5 EFEITO ALLEE FORTE

Dado f(v) como o Efeito Allee Forte, Eq.(37), a EDO da Eq.(41) tem a forma:

o = —m (v’ [c(v+ 1)2+27J/} + 10 (1 — %) (% — 1) (v+1)2> . (53)
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Propomos a seguinte mudanga de varidveis, criando um sistema:
v =2z,
1

z' = 3Tl <z [c(v+1)%+2z] +rv (1—%) (%—1) (v+1)2> .

Os pontos criticos deste sistema sdo (v1,z1) = (0,0), (v2,22) = (K, 0) e (v3,23) = (L,0),

onde {0, K, L} sdo as raizes da Eq.(37). A partir disto, temos a matriz jacobiana:

0 1
J(v,2) = —c(v+1)? —4z|
302+ 4v+1
onde
2cz r(L(K(3v? + 20 + 1) — 20(30% + 30 + 1)))
P2v = + -
(Bu+1)?2 KL(3v +1)2
_ v(2K(30* + 30 + 1) — v(90* + 100 + 3)) .\ 4z°(3v +2)
KL3v +1)2 (Bv2 +4v+1)%

Aplicando os pontos criticos na matriz jacobiana, temos:

e Para (v1,z1) = (0,0), substituimos na matriz jacobiana

J(0,0) = [O ! ];
r —C

da qual obtemos o polindmio caracteristico

pA)=A+cA —r. (54)

As raizes do polindmio caracteristico sdo da forma:

Ap = % [—c:l:\/c2+4r};

como r > 0, entdo sabemos que este ponto de equilibrio é um ponto de sela, i.e.
A1 <0 < Ay, que é instavel.

e Para (v2,27) = (K, 0), aplicamos na matriz jacobiana proposta

0 1
J(K,0) = | rK(—~L+3K2+4K+1) —c(K+1)|>
L(3K +1)2 3K+1




2.5 EFEITO ALLEE FORTE

da qual obtemos o polindmio caracteristico:

_ 42, (K+1) rK(=L+3K*+4K+1)
PV = A"+ S LBK + 1) ’ (55)

cujas raizes sao

AMp =

| K+ c(K+1)\? 4rK(—L+3K2+4K+1)
2| 3K+1 3K +1 LK + 1)

Como 7, K, L > 0; para que este ponto critico seja estavel, precisamos que:

4rK(—L +3K?+4K +1)

0;
LBK+1)7 <

isto é,
—L+3K2+4K+1<0

3K2+4K+1 < L
BK+1)(K+1) < L; (56)

porém, L é definido de modo que L < K e (3K+1) > 1e K > 0; assim, seu
produto serd maior que (3K +1) e (K + 1). Portanto, este ponto critico ndo é estavel,

pois é um ponto de sela.

Para (v3,z3) = (L,0), calculamos a matriz jacobiana e obtemos

0 1
HL0)=[ﬂL+1XL—K) —dL+1)]
KBL+1) 3L+1 °

O polindmio caracteristico é definido como

oL+1). rL+1)K—L)
3L+l T T K@GL+1) (57)

p(A) =A%+
com raizes:
U G o(L+1)\*  4r(L+1)(K— L)
L2721 3L+1 3L+1 KGBL+1) ‘
Note que este ponto de equilibrio s6 sera instavel se tivermos

4r(L+1)(K — L)
~ K@BL+1)

> 0;
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o que ocorre somente quando tivermos K — L < 0 pelo fato que r,K,L > 0.
Contudo, foi previamente definido como condi¢do do Efeito Allee Forte que
L < K; assim, K > L sempree K—L > 0.

Logo, o ponto de equilibrio (v3,z3) = (L,0) é estavel e assim encontramos uma

expressdo de velocidade minima:

A(L+12% 4r(L+1)(K—-1L)

GL+12  KGL+1) 0
o
iy
[N

Assim, a velocidade minima de onda é obtida da Eq.(58), cujos parametros sdo
dependentes do coeficiente de difusdo, M», das taxas de criagdo e decaimento de
memoria, x e ji, e seus proprios parametros dimensionais. Para os parametros

/ . s . ,
ré\fz; K =auK' e L =aul’, a velocidade minima é:

2 "My , 2 (apuK' —1)
Crmin = E\/OC“I/IK/ [304}41( _3_W . (59)

dimensionais r =

A dependéncia da Eq.(59) pelas taxas de criacdo e decaimento da memoria mostra
que assim como nos casos exponencial e logistico, discutido com maior profundi-
dade na Secdo 2.2, como & e u se aproximam de zero esta dependéncia inversa é

justificada.

Se considerarmos que L < 1 e K > 1 na Eq.(59), a velocidade minima de onda
é igual a obtida para os crescimentos exponencial e logistico, Egs.(46) e (48). Ou
seja, em um ambiente com capacidade de suporte muito grande e quantidade
minima para que esta populacdo cresca muito baixa, a fun¢do de crescimento do
tipo Efeito Allee Forte se torna similar ao crescimento exponencial. Sua velocidade

minima se torna c,,;;,, = % r'My .

Nossos estudos analiticos mostram que todas as formas propostas para o modelo na
Eq.(33) possuem velocidade de onda viajante, mesmo que ndo possamos afirmar qual

é sua expressdao de velocidade minima, os casos: (i) ndo hd crescimento populacional,
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Secdo 2.1 e (i) o Efeito Allee Fraco, Eq.(36) apresentado na Secdo 2.4. As fung¢des
de crescimento exponencial e logistico (Apéndice B) possuem a mesma velocidade
minima de onda, este resultado também é verificado para nosso modelo, Egs.(46) e
(48). Verificamos, além disso, que a memoria é um fator importante na redistribuigdo
populacional no modelo proposto.

Para o Efeito Allee Forte, ndo s6 garantimos a existéncia da velocidade minima de

onda como sua expressao é:

2 /7 2 (apuK —1
Cinin = — r M2 30(}/[.[(/ —3—- —(06]/[ )

a\ apuK’ apul’ +1

7

em que mostramos a dependéncia com o coeficiente de difusdo M; e com as taxas de
criagdo e decaimento de memoria, & e y. A dependéncia com a taxa de decaimento
de memoria, p, é uma diferenca notdvel dos estudos para o crescimento exponen-
cial, Se¢do 2.2, e o logistico, Se¢do 2.3, cujo ¢, foi possivel encontrar. Ressaltamos que
em ambientes com grande capacidade de suporte e um limiar pequeno a velocidade
minima de onda é igual a obtida para os crescimentos exponencial e logistico, resultado

semelhante ao apresentado no Apéndice B para os casos sem memoria.
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ABORDAGENS NUMERICAS

Estudos de equacdes diferenciais aplicados precisam de solu¢gdes numéricas para que
verifiquemos que os comportamentos propostos em nossas solugdes analiticas se man-
tém ou se a verificacdo experimental pode ser justificada por nossos estudos. Existem
inimeros estudos somente numéricos de equagdes diferenciais com os mais diversos

objetivos de estudo [116-120].

Em nosso trabalho, usamos o estudo das solugdes numéricas para o modelo proposto
na Eq.(10) para verificarmos o comportamento dispersivo para as diferentes dinamicas

de crescimento apresentadas na Secdo 1.1.

Para que nossa solu¢do numérica faga sentido, definimos uma condigao de contorno
em que o espago é tdo grande que ndo hd densidade populacional nas fronteiras, garan-
tindo que toda populacdo permaneca no espaco definido. Biologicamente, significaria
que os individuos podem escapar do espaco delimitado, ndo sendo mais considerados

na area.

A seguir, reescrevemos o modelo ndo dimensional que encontramos em 1.4.2:

ow
E_,f:iu(l—w)—w,
) (60)
ou d 0 o“u
g = —Za {ua log(l — ZU):| + _axz +f(1/l, X, t)/

onde as fun¢des de crescimento, f(u, x,t) sdo as propostas em 1.1 ou f(u, x,t) = 0.

Nossas implementa¢des numéricas foram realizadas com a ferramenta pdepe do
software Matlab que utiliza o Método de Linhas para resolver equagdes diferenciais
parciais, que explicamos a seguir. As andlises dos dados obtidos em nossos algoritmos,

como ajustes de curva, foram realizadas no software Origin.
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3.1 METODO DE LINHAS

Existem intimeros métodos de anélise solu¢do de EDO'’s; logo, a utilizagdo de métodos
de aproximagdo de uma ou mais EDP’s para EDO’s considerando somente uma das
varidveis independentes é uma forma de facilitar sua solu¢gdo numérica [121]. Tais
aproximagdes podem ser feitas por diferencas finitas, elementos finitos, métodos de
colocagdo ou séries de Fourier, por exemplo [122].

O método de linhas, MOL (do inglés, Method of Lines), ¢ um método numérico de
diferencas finitas especial bem-estabelecido e muito utilizado por ser mais eficaz com
relacdo a precisdo e tempo computacional que o método de diferencas finitas tradicional,
além de possuir estabilidade numérica e menor esfor¢o de programagao, o que é uma
caracteristica importante para usudrios que ndo tém muita habilidade em computacdo
e precisam apresentar solu¢des numéricas de uma EDP [122,123]. De maneira geral,
o processo envolve discretizar a EDP em uma ou mais dimensdes enquanto usamos
uma solugdo analitica na varidvel restante. A EDP deve ser um problema de Cauchy,
bem-posto com condig¢des iniciais definidas, em pelo menos uma das dimensdes, pois
os métodos numéricos de resolugdo de EDO’s numericamente precisam das condigdes
iniciais para funcionarem corretamente.

A seguir, apresentamos o0s passos para a implementagdo do método de linhas, apli-

cando no modelo proposto na Eq. (60).

Passos do Método de Linhas

Seguimos 0s passos propostos em [123] para aplicarmos os método de linhas em nosso
modelo. No caso de nossas implementacdes, consideramos um espago unidimensional
centrado na origem, x = [—15,15], com intervalo Ax = 0,005 e tempo, t = [0, 1], com

incremento At = 0, 01 e transformamos a Eq.(60) no seguinte sistema de EDO’s:

dw

E—ﬁu(l—'z/())—w,

du 2u u

at = 1w a2 T

Em nossas solugdes, consideramos as condigdes iniciais sdo apresentadas nas Eqgs.(61)
e (62). O comportamento inicial da densidade populacional esta na Fig.7. Mantemos a

densidade populacional inicial igual a 1; ou seja, a integral da curva na Fig.7 é 1.
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10, se x € [—0, 05,0, 05]
u(x,0) = (61)
0, caso contrario.

w(x,0)=0 (62)

u(x,t)

. . . . L . . . L
[-]1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 0.6 08 1
x

Fig. 7: Densidade populacional, u(x, t) pelo espago unidimensional x, com as condigdes inciais apresen-

tadas nas Eq.(61).

Calculamos as solug¢des numéricas para diferentes taxas de variagdo de memoria,
crescimento, capacidade de suporte e limiar no estudo de como estes parametros
influenciam a redistribuicdo da populacdo. Portanto, consideramos para a taxa de
memoria o intervalo f = [0,100], com AB = 5. Para os parametros de f(u), a taxa de
crescimento r = [2,10] e Ar = 2; a capacidade de suporte K =[0,1;0,7] com AK=0,1e
limiar L = [0,01;0,05] com AL =0, 01.

Dadas as solugdes numéricas para a Eq.(33), estudamos como os parametros influen-
ciam no comportamento da redistribui¢do. Nossos estudos focam nas curvas de alcance

populacional que apresentamos a seguir.

3.2 ALCANCE DA POPULACGAO, x,(t)

Definimos alcance da populagéo x, como a posi¢do do espaco com uma densidade po-

pulacional minima. Na Fig.8a, utilizamos u(x,(t), t) = 0,05 em que os pontos marcados
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sdo este valor de u(x,(t), t) obtido, os valores considerados de x sdo positivos (x > 0)
pelo fato que assumimos simetria na distribui¢do da populacdo pelo espaco. Para nossos
estudos, caso ndo seja dito o contrario estamos considerando u(x,(t),t) =1 104, Além

disso, expressamos o alcance da populagdo como sendo o conjunto descrito a seguir:

Xp(k) = {(t,x) € Ry x R:u(x, t) < k}.
0.55 —-
o5+ NN o t:0:2_ 1007_
---t=0,4
I -—1t=0,6||
0.4 0.3 —~
---t=1.0 LT
= 0.3 it 1% ] P
I A Q
l::'0.25- 1 =
0.2t ] : 1 3 10°3
0.1f 1
0.05 10! |
) 10" 10°
Tempo (t)
(a) (b)

Fig. 8: Em (a): temos a solugdo numérica para u(x, t) quando f(u) =0 e f = 35. Em (b): temos a curva

de alcance que obtemos considerando u(x, t) = 0,05. A curva de alcance estd em escala log-log.

Baseamos nosso estudo do comportamento da redistribui¢do populacional a partir
das curvas de alcance x,(t), no movimento Browniano e no fato de que em processos
difusivos a redistribuigdo é obtida pela distribuicdo de Gauss [124,125]. Dada a solugdo
fundamental da equacdo de difusdo que apresentamos no Apéndice A e o Teorema do
Limite Central (TLC), que estabelece que a soma das varidveis aleatérias com varidncia

finita converge para a distribui¢do normal (gaussiana), obtemos a relagdo a seguir:

2
u(x, t) = /8 ;
Vit
i.e., 0 deslocamento quadratico médio, <x2(t)> , é proporcional ao tempo, (x2(t)) o t [126].

Podemos concluir que [125]:
(x3(t)) <tV . (63)

Todavia, trabalhamos em nossas solug¢des numéricas com o deslocamento desta

populagédo, (x(t)), ndo seu deslocamento quadratico médio, sendo necessario estabelecer
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uma relagdo de proporcionalidade para (x(t)). Logo, a partir da Eq.(63) obtemos a

seguinte relacdo de proporcionalidade:

(x(t)) o< t™; (64)

chamamos m de expoente caracteristico.
Note que para o processo difusivo m = 0,5. Nos casos em que a dispersdo de uma
populacdo ndo pode ser descrita pela difusdo, assumimos a existéncia da difusio anomala.

De modo que:

e Se m < 0,5, temos um processo sub-difusivo, que é obtido quando a dispersao é
mais lenta que a de um processo difusivo; por exemplo, se a populagdo prefere

revisitar locais que ja esteve;

e Se m > 0,5, temos um processo super-difusivo que significa que a dispersdo
é mais rapida que a difusdo normal; como ocorre em distribuicdes que nédo
obedecem o TLC (como voos de Lévy [127-129]) ou processos ndo-markovianos

(como memoria [130-132])

Avaliamos nossas solugdes numéricas através de x,(t) e de seu expoente caracteristico

m para 0s casos sem e com crescimento populacional.

3.2.1 Sem Dinamica Populacional

Em alguns casos ndo consideramos qualquer crescimento populacional, pelo fato de o
tempo entre geragdes ser superior ao considerado ou que apesar de existirem multiplas
geracOes neste intervalo a populagdo permanece essencialmente constante '. Consi-

derando o modelo proposto na Eq.(60) e que f(u, x,t) = 0, escrevemos nosso modelo:

ow

E —ﬁl/l(l—uJ)—w,

; ; ) (65)
u

0 u
§ = —2£ |:1/l$ log(l — ZU):| + a—xz .

Da Eq.(65), estudamos a influéncia da variagdo de memoria, caracterizada pelo
parametro B. Na Fig. 9, verificamos que o aumento de p altera o espalhamento pelo
espago; isto é, 0 aumento nos valores de f aumentam a densidade de memoria espacial,
w(x,t) e se a populacdo tiver maior memoria associada ao espago em que previamente

esteve, melhor ela se redistribui pelo espaco sendo mais eficiente em evitar tais locais.

1 Note que se u(x,t) =k, k € R, entdo d;u = 0.
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Fig. 9: Solugao numérica de u(x, t) em fungdo de x para diferentes valores de f e de tempo ¢.

Na Fig.9, note que quando B = 0 s6 ocorre um pico de dispersdo; neste caso, esta
curva € a solugdo numérica fundamental da equagdo da difusao simples. Quando  # 0

em nossas solugdes, ocorre a formacgdo de dois picos nas margens de densidade popu-
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lacional que se dispersam pelo espago, com maior espagamento entre picos conforme
consideramos maiores valores de . Esta é, portanto, a influéncia do termo de memoria

espacial em nosso modelo.

Dadas as solugdes apresentadas na Fig.9, obtemos o alcance da populagdo, x,(t).

Verificamos que o aumento do valor de f aumenta o alcance x,. Note que o transiente

inicial é essencialmente o mesmo para todos os valores de B apresentados; afinal, para

valores de t proximos as condigdes iniciais hd pouca ou nenhuma influéncia da memoria.

Biologicamente, significa que nos instantes iniciais na drea delimitada a populacédo esta

concentrada; logo, os individuos ainda nao se dispersaram o suficiente pelo espaco.
Na Fig.10, mostramos o comportamento dos alcances x,(t) para distintos valores de

B que consideramos em nossas implementagdes. Na Fig. 11, mostramos como varia a

inclinagdo destas curvas, dada pelos expoentes caracteristicos ().

10’ — .

Alcance (xp)

—
o
(=}

10 10" 10
Tempo (t)

Fig. 10: Alcance da populagao x,(t) em funcio do tempo, para diferentes valores de .

Quando consideramos o maior valor admitido de S em nossas simulagdes (8 = 100)
ndo ha uma grande diferenca no valor de expoente caracteristico obtido se comparado
com valores também altos de 3, apesar de possuir 0 maior alcance x,(t) apresentado
na Fig.10, onde temos que conforme a memoria aumenta, o valor final de alcance x(t)
também aumenta. Isto faz sentido bioldgico, pois um individuo que possui uma melhor
memoria sobre onde ja esteve evitando este lugar se redistribui pelo espago de maneira
mais eficiente.

Da Fig.10, vemos que o alcance da populac¢do segue uma lei de poténcias no tempo

apresentada em (64); ou seja,
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xp(t) o< ", (66)

em que m € [0,5;0, 6), conforme mostra a Fig.11. Note que o acréscimo de f no modelo
faz com que a dispersdo desta populacdo deixe de ser difusiva (m = 0, 5) e passe a ser

super-difusiva, m > 0, 5. Isto significa que ao acrescentarmos a memoria espacial na

movimentacdo desta populacdo, ela se redistribuird mais pelo espago.

m 0,57

0,56-‘
0,55-‘
0,54-‘
0,53-‘
0,52-‘

0,51 1

0,50

Fig. 11: Expoentes Caracteristicos () em funcdo de f. Veja que o aumento de f aumenta m. Note que

para < 50 o aumento no valor de m é mais expressivo.

Encontramos uma curva que se ajusta a estes valores de expoente caracteristico,

Eq.(67), na qual todos os termos sdo ndo-negativos.

)=+ (1-ep (<2, (©7)

onde my = 0,5 é o expoente caracteristico para difusdo; ag = 0,064 é a sensibilidade do
quanto as mudangcas nas taxas de memoria influenciam no valor de m(p); ou seja, no
alcance e By = 0,035 é um fator de escala para Eq.(67).

Ao reescrevermos a Eq.(66) considerando o que foi proposto na Eq.(67), obtemos a

seguinte relacdo de proporcionalidade:

xp o trorao(1=exp(=p/po)) (68)

Interpretamos a Eq.(68) da seguinte forma:
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¢ Quando B = 0, temos que a9 (1 —exp (—pB/Bo)) = 0; assim, x, o t"0; ou seja, a
redistribuicdo da populacdo é dada pela difusdo normal, como verificamos na

Fig.9g em que B =0;

e Quando B < By, temos B/Bo < 1; logo, (1 — exp(—pB/Bo)) — 0. Disso, temos que

xp o t"0; ou seja, a populagdo se dispersa sobretudo pela difusdo comum;

e Quando B ~ By, entdo temos que m(B) ~ mg + ag(1 — (1/e)); ou seja, a Eq.(68) fica
Xp tmotao(1=exp(—1)) Neste caso, a dispersdo depende da sensibilidade podendo

ser difusdo comum ou super-difuséo;

e Quando B > By, entdo temos que a expressdo ap(1 — exp(—pB/Bo)) ~ ao Logo,
temos x, o t"0™% e a dispersdo da populagdo é super-difusiva pelo fato que
ag > 0.

Assim, considerando a Fig.11 e os valores obtidos de ag e By no ajuste nos mostra que
a redistribuicdo neste caso sem crescimento populacional sdo super-difusivas quando
consideramos B > Bo. Ou seja, 0 aumento de memoria acima deste ponto faz com que a
redistribui¢do da populagdo seja mais rédpida.

O efeito de memoria na redistribuicdo espacial das solugdes numéricas é explicada
pela relagdo apresentada na Eq.(68), em que o aumento de  faz com que a dispersao
seja mais dependente da sensibilidade, fator que pode caracterizar uma populacdo. Isto
comprova o que foi visto na Fig.10 em que x,(t) € mais inclinada conforme se aumenta

os valores de memdria.

Contudo, verificamos analiticamente que a redistribuicdo populacional também
depende da dindmica de crescimento da populacdo. Disto, estudamos a seguir como

fung¢des de crescimento populacional alteram a redistribui¢do espacial da populacéo.

3.2.2 Com Dinamica Populacional

Existem intimeros fatores para a variagdo populacional. Considerando as fun¢des de
crescimento apresentadas em 1.1, estudamos como o comportamento da redistribuicao
é alterada de acordo com as fungdes de crescimento propostas.

Como mostramos no Apéndice B e no Capitulo 2, a expressdo de velocidade mi-
nima de onda viajante, c,,;,, sdo iguais para os crescimentos exponencial e logistico,

considerando ou ndo o efeito da memoria espacial.
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Para a validagdo numérica, esperamos que os alcances x,(t) encontrados para essas
dindmicas sejam coincidentes, pois isto indicaria que suas velocidades de onda sdo
iguais. Se as curvas de alcance, xp(t), coincidirem, sua coincidéncia implicaria na mesma
expressdo para velocidade minima.

Os alcances populacionais x,(t) para os modelos de Skellam [19] e Fisher-KPP [22,23]
(isto é, sem memoria) e o modelo proposto na Eq.(60) com efeitos de memoéria (no
caso, B = 50) sdo apresentados nas Figs. 12a e 12b, respectivamente. Ressaltamos que
a condicdo inicial para todas as solu¢des numéricas é sempre a apresentada na Fig.7.
Também afirmamos que neste caso consideramos uma densidade populacional pequena

para nossas curvas de alcance, u(xy(t),t) =1- 10712,

10| — cresc@me nto exgor)encial ; —cresc?mento exponencial

--- crescimento logistico 10" | -~ crescimento logistico
Aﬂ —-—
X X

S
0
g g
5 &
L L
< 10° + "’f i < 100 L ”” B
,”’ .-"”
"”” /”"
b r”
10° 107 0’ 10° 10° 107 0" 10°

- tempo (t)1 tempo (t)1

(a) Sem meméria, 5 = 0. (b) Com meméria, g = 50.

Fig. 12: xp(t) x t. O alcance xy(t) foi calculado considerando u(x,t) = 1- 10712, em que v = 10,0 e
K=0,4.

Note que consideramos um valor arbitrdrio de  nesta verificacdo de coincidéncia
das curvas de alcance. Assim, concluimos sua validade para quaisquer valores de S
admitidos.

Com isso, confirmamos o resultado analitico que propde que a velocidade entre os
crescimentos exponencial e logistico é a mesma independente da presenca da memoria.
Por este resultado, encontramos a mesma curva de alcance em fungdo do tempo para as
duas dinamicas populacionais distintas.

A seguir, avaliamos todo comportamento do alcance para as diferentes dindmicas de

crescimento.



3.2 ALCANCE DA POPULAGAO, xp(t)

3.2.2.1 Crescimento Exponencial

O crescimento exponencial é uma dindmica populacional que considera quantos in-
dividuos uma populacdo consegue produzir, sem qualquer limitagdo ambiental para
este crescimento. Logo, considerando a adimensionalizagdo apresentada em 1.4.2 e 0

modelo proposto em (60), analisamos numericamente o sistema de equagdes a seguir:

ow

E—,Bu(l—w)—w,

; ) X (69)
u

0 o“u
5 —25 {ualog(l —w)} +$+ru.

Lembramos que B e r sdo taxas adimensionais apresentadas na Subsecdo 1.4.2.

Na Fig. 13, mostramos solu¢gdes numéricas u(x, t) em funcdo de x para diferentes va-
lores de B e um valor definido de r. Repare que o aumento de B altera o comportamento

da densidade populacional do modelo em (69).

Note que a populagdo estd aumentando tanto em tamanho quanto em espago ex-
plorado a medida que o tempo evolui. Novamente ocorrem dois picos de densidade
populacional nas margens das solugdes e estes picos sdo derivados da memoria mesmo
que de maneira mais sutil que para o caso em que ndo temos dindmica populacional,

Subsecado 3.2.1.

Concluimos que hé influéncia da memoria na redistribuigdo espacial desta populacéo,
que explicamos pela defini¢do de r e B apresentada em 1.4.2, sendo as duas taxas
dependem diretamente da taxa de decaimento de memoria, y, como apresentamos na

Secdo 2.2.

51



-

ABORDAGENS NUMERICAS

52

o
-~NTO®O A
cCooOo—
monnnni
LLRLLN
" - - 1] ]
i
v,
.\.\\L 0
LS
R Ry
7 \-v "
s e 4
&
u\ u\
VoL {o
L.
NN ES<T
AN T
N, AL s,
S
a.tl.f...
/I. S
,. 1
A

20

(b) p

(@) p=0

10

-
s
-5

(d) p =60

=40

(©B

25

=)
-
— AN oo
[ef=RaNals
L1 L [ | A B L
X = 4
I . = 1
pioi i .h\
7L+
SR
R4 4
.\ \u.“
R
Ry s
RN A
__\ _—\ ..._—
1]
[ &=
L W
N N
™ N
NN Y
AN |
AR AN
A
/m.¢_.n.u
W\
1y
\
Y
; ; o
N 0 e v =y
— o
(x)n
I T T T 0
=
— N © 0O
[=J=R=R=10
Lowwnn
TR 4
I = = 1 .
i 1 .h_\
R
|- .\ho g 5
s S
R4
R
E A
EA A -
n\ -_\ : ; /
I i kLA =
Moo\ &N
SN
b T
N, /_ A
~
./»/M.
i L% B
W,
-‘4
\
; A o
n ™~ 0 tE n oY
[aN] - o
(x)n

=100

() p

=80

(e) p

Fig. 13: u(x,t) em fungdo de x para diferentes valores de e r = 2,0. Repare que o aumento de f

aumenta a redistribuicdo espacial da populacao.
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Conforme apresentado na Subsegdo 3.2.1, a dispersdo populacional é diretamente
influenciada pelo valor de B considerado. Verificamos que o alcance x,(f) aumenta de

acordo com a taxa de variagdo de memoria dado o crescimento exponencial na Fig. 14.

10

Alcance (xp)

(=]

N
o

ig. 14: Alcance x, em funcdo do tempo considerando as solugdes apresentadas na Fig.13. Note que o
F Al p em fungdo do temp derand lug p tad Fig.13. Note q
aumento dos valores de B fazem com que x,(t) seja mais ingreme. Isto mostra que  também

auxilia na redistribui¢do de uma populagdo com crescimento exponencial.

A Fig.14 mostra que o alcance x,(t) aumenta de acordo com o aumento de 8 e que o
transiente inicial de todas as curvas na Fig.14 é o mesmo, que ocorre porque todas as
solugdes numéricas possuem a mesma condic¢do inicial, Fig. 7, e nos instantes iniciais
hé pouca influéncia da memoria ou crescimento populacional na redistribui¢do da
populacéo.

O crescimento populacional influencia diretamente na dispersdo da populagdo, como
proposto no Apéndice B. Além disso, quando aumentamos os valores considerados da
taxa de crescimento temos velocidade minima de onda viajante maior resultando em
uma redistribuicdo maior. Biologicamente, a populacgdo cresce mais e, por ser maior,
se espalha mais pelo espago conforme o tempo evolui; ou seja, esta populacdo explora

mais o espago considerado.

Apresentamos os expoentes caracteristicos em fungao de B para os valores de r que

consideramos nas solu¢des numéricas. Os resultados estdo na Fig.15.
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Fig. 15: Expoente Caracteristico em funcdo da taxa de variagdo de memoria. O aumento de f aumenta

o valor de m; além disso, nota-se que o aumento de r também aumenta m.

Maiores valores de m sdo resultado de curvas para x, x t mais ingremes. Como a
Fig.15 indica, a influéncia da taxa de crescimento no alcance populacional é maior que
a influéncia da memoria, pois note que os valores de m para p = 0 aumentam conforme

0 aumento de 7.

Ajustamos os dados da Fig.9 considerando a Eq.(67). O comportamento dispersivo é

como se segue:

Xp o t", m e [0,5;0,8). (70)

Note que a Eq.(67) se ajusta bem para os valores de m apresentados; além disso, repare
que os valores de mg sdo tais que my > 0,5, o que implica que o comportamento da
redistribui¢do da populacdo é super-difusivo, resultado que confirma a lei de poténcias

proposta em (70). Apresentamos o ajuste de curvas para a Eq.(67) na Tabela 1.
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r mo ag Bo
2,0 0,498 0,073 0,035
4,0 0,522 0,087 0,040
6,0 0,542 0,103 0,053
80 0,563 0,117 0,076

10,0 0,582 0,131 0,113

Tabela 1: Valores considerados no ajuste de curvas considerando a Eq.(67) e os valores de m apresenta-

dos na Fig.

15.

Quando nédo hé efeito de memoria, sabemos que héa influéncia da taxa de cresci-

mento na dispersdo, Apéndice B. Estudamos o comportamento de m em fungdo de r e

verificamos o efeito conjunto que r e B possuem na redistribui¢do da populacéo.

De fato, se consideramos uma populagdo com crescimento ilimitado em um ambiente

qualquer, em que além deste crescimento esta populacdo também evita os lugares em

que previamente esteve, a populacdo se espalha pelo espago de maneira mais eficiente.

Considerando g = {0,100} e variando r, obtemos a Fig. 16 em que o aumento de r

influencia no alcance populacional obtido de maneira direta.
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Fig. 16: Alcance xp em fungdo do tempo ¢ para (a) p = 0 e (b) f = 100 com diferentes valores de .

O aumento de r aumenta o alcance x,(t), mantendo o mesmo transiente inicial. inset: regido

ampliada.

Ressaltamos que os transientes iniciais da Fig.16 sdo iguais independente das taxas

de crescimento, pois nos instantes iniciais ndo hé influéncia dos valores de r no espa-

55



56

ABORDAGENS NUMERICAS

lhamento espacial da populagdo, que permanece concentrada préxima das condi¢des
iniciais.

Os expoentes caracteristicos em fungdo de r sdo mostrados na Fig.17 em que m
aumenta conforme 8 e r aumentam. Omitimos os valores obtidos para § = 80 por serem
muito préximos aos obtidos para B = 100 e indiscerniveis na figura.

A influéncia da memoria é menos perceptivel para casos maiores de r, pois a popula-
¢do cresce rapido mesmo que permaneca muito concentrada, hd maior dificuldade em

diferenciar os valores de m encontrados na Fig.17.

m o072 -

070 -
0,68 -
0,66 -
0,64 -
062
0,60 -
058 -

0,56
p=0
B=20
p=40
p=60
p=100

0,54
0,52

vdhbon

0,50

Fig. 17: Expoentes Caracteristicos em funcdo da taxa de crescimento. O aumento de r aumenta m
enquanto que o aumento de B pouco influencia no aumento de m, como obtido do ajuste de

curva m X .

Definimos a equacgdo de ajuste da Fig.17. Considerando o apresentado na Eq.(70),

temos a seguinte equacao:

mi—mf

. , (71)
1+exp (kr (r— k—o))

onde m; € o expoente caracteristico quando r = 0, dependente de §, m; = m;(B); ms € o

m(r) = mg+

expoente caracteristico para o valor maximo de r considerado, também dependente de
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B :myg=mg(p), ro € o ponto de inflexdo e k, € um fator de escala para a curva obtida
pela Eq.(71). Assim, reescrevemos a Eq.(70) como sendo:
m077ﬂf

" e (b (- 2))

Xp o t (72)

e interpretamos a Eq.(72) da forma:
e Ser =0, entdo m(r) = w onde teremos um processo difusivo ou super-difusivo

dependente do valor de 8 considerado.

* Ser < g2, temos que exp <kr (r — 2—2)) — 1em(r) ~ mi;mf , garantindo que sua
dispersdo seja super-difusiva e dependente de f;

e Ser~ ,r(—‘;, entdo temos que a Eq.(72) é aproximadamente x, « t", dependendo de

m;(p) para sua dispersdo ser normal ou super-difusiva;

e Ser> ;—‘3, entdo consideramos que exp (kr (r — ;—‘3)) ~ exp(k;r) e, assim, m(r) =

mg+ 1_7:1;)(—:({7), cuja redistribuigdo é sempre super-difusiva e dependente de B.

Os valores do ajuste apresentado na Fig. 17 com a Eq.(71) sdo apresentados na tabela

a seguir:

B m; mg ky ro

0 0315 0,632 0,163 0,0
20 0,452 0,822 0,240 1,730
40 0,420 0,837 0,200 1,545
60 0,403 0,84 0,18 0,908
100 0,369 0,833 0,163 0,614

Tabela 2: Valores dos parametros do ajuste de curvas para a Eq.(71) considerando os valores de expoente

caracteristico apresentados na Fig.17.

O ajuste dado pela Eq.(71) mostra que existe uma mudanca de comportamento na
populagdo a partir de uma taxa de crescimento r > r. r¢ define um valor de crossover
(cruzamento) a partir do qual a populagao super-difunde mesmo para baixos valores de
B. Consideramos que existe um valor de r em que o crescimento de uma populagdo é

tdo grande que ndo ha grande influéncia da memoria na dispersdo desta populagao”.

2 Quando tomamos r = 10 significa que uma popula¢do que em um tempo ¢ tenha densidade populacional
u(x,t) =1terd u(t+1,x) = 10.
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A Fig. 18 mostra como o aumento de e r influenciam o alcance da populacdo. Na
Fig.18a temos que ao variar tanto » quanto j, a curva que atinge o maior alcance é uma
curva em que temos um valor elevado de r combinado com um valor ndo-nulo de B.
Este resultado confirma que a memoria tem sua parcela de influéncia na dispersao do
modelo da Eq.(69). Por mais que uma populagdo explore o ambiente de acordo com seu
crescimento, o fato desta populagdo possuir alguma memaoria como a que propomos
aqui faz com que sua redistribui¢do seja maior. O transiente inicial continua igual ndo
importando os valores de p e r considerados.

10"t
“a =
x X
[] [
e 2
g (a) 8
< 2 o) g
10° 2~ (c)
o -+=(d)
/’,,p ..... (e)
o | -=-(0) | |
107 10" 10° 107 10" 10°
Tempo (t) Tempo (t)

(a) (b)

Fig. 18: Alcance xp em fungdo de ¢ para diferentes valores de e r. Em (a): (a) r=10e =0, (b) r = 8,0
ef=20,(c)r=60epB=40,(d)r=40e=60,(e)r=2,0e=80e(f)r=0e B =100. Em
(b):(a)r=0,e=0,(b)r=2,0ep=20,(c)r=40ef=40,(d)r=60eB=60()r=8,0e
B=80¢e(f)r=10,0e B =100.

Enquanto ambos os pardmetros sdo importantes no alcance da populagdo x,(t), r
possui maior influéncia que B para a dispersao da populacdo do modelo em (69). Repare
que é necessdrio a existéncia da memoria (f # 0) vinculado a um valor de r para que
haja maior exploragao.

Quando combinando os parametros méaximos de r e B, temos as curvas de alcance
mais ingremes, como mostra a Fig.18b. Observe também que a curva (a) da Fig.18b por
desconsiderar taxas de memoria e crescimento indica o alcance populacional para a
equagdo de difusdo. Ou seja, a populacdo se redistribui melhor quando possui termos
advectivos e reativos.

Discutimos no Capitulo 1 que existem casos em que o crescimento exponencial ndo

é a dinadmica populacional mais indicada, seja a auséncia de um fator limitante no
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crescimento da populacdo. Isto é, para algumas populagdes é necessario considerarmos

alguma limitacdo deste ambiente.

A seguir, apresentamos as dinamicas populacionais que utilizam limita¢des no ambi-

ente, por exemplo o crescimento logistico.

3.2.2.2 Crescimento Logistico

Dada uma limitagdo para o crescimento da populagdo, admitimos a existéncia de
uma capacidade de suporte, K, no crescimento de uma populacdo. Das dindmicas
populacionais que se utilizam da capacidade de suporte, comecamos com o crescimento
logistico (descrito na Secdo 1.1.2, Eq.(2)). Apresentamos a seguir o modelo em que

f(u, x,t) é o crescimento logistico na Eq.(73):

dw
g—ﬁu(l—w)—w,

) (73)

ou 0 0 o0-u u
g——za {ualog(l—uﬁ} +a—x2+7’u (1—E> .

Quando uma populagdo atinge sua capacidade de suporte, ela permanece neste valor?.
Assim, temos que as ondas viajantes ndo possuem um pico de densidade populacional,
afinal ela se manterd na capacidade de suporte. Isto é, hd a formagdo de platos de u(x, t)

pelo espago conforme o tempo evolui.

Na Fig. 19, apresentamos solu¢des numéricas do modelo em (73) com K = 0,5;
r = 10,0 e diferentes valores de B. O acréscimo de memoria cria picos de densidade
populacional nas margens que sdo mais discretos que os obtidos quando consideramos
f(u) =0, fato que verificamos para o crescimento exponencial na Subsubsegdo 3.2.2.1.
Como as solugdes estdo em um espaco unidimensional, verificamos a influéncia de  no
alcance da populagdo, assim como verificamos para o crescimento exponencial e sem

dinamica populacional.

3 Lembre-se que u = K é um ponto de equilibrio possivel para o crescimento logistico, Subse¢do 1.1.2.
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Fig. 19: Solugdes numéricas de (73) com K = 0,5 e r = 10,0. Note que o aumento de f aumenta o

dispersdo da populagdo no espaco.
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Apresentamos na Fig. 20 0 alcance da populacdo para diferentes valores de 8, em que

o aumento da memoria garantem curvas de alcance, x,(t), mais ingremes.
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Fig. 20: Dadas as solugoes da Fig.19 temos o alcance x, em fungdo do tempo ¢ aumenta de acordo com

0 aumento de B.

A partir disso, encontramos o0s expoentes caracteristicos, m, em fungéo da taxa de

variagdo de memoria, 3, considerando diferentes valores de r e K obtemos a Fig.21.

m

Adpon
= =

oo T
oo Ty

Fig. 21: Expoentes Caracteristicos em fungéo da Taxa de Variagdo de Memoria para diferentes valores
dereK,onde: (a)r=2,0e K=0,6;(b)r=4,0e K=0,5(c)r=6,0e K=0,3;(d)r=8,0e
K=0,2,e(e)r=10,0e K=0,4.
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Para os diferentes parametros considerados vemos que novamente x,(t) segue a lei

de poténcia da Eq.(64)

xp o< t", com m € [0,49;0,7) (74)

Frisamos que o comportamento da dispersdo pode ser uma difusdo comum ou ano-
mala, super-difusiva, dependendo principalmente da taxa de crescimento e capacidades
de suporte consideradas. O ajuste de curvas apresentado na Fig.21 é feito considerando

a Eq.(67). Apresentamos na Tabela 3 os valores de ajuste para m(p) da Fig.21.

Repare que o ajuste com a Eq.(67) ndo é possivel para o crescimento logistico Isto
significa que a Eq.(67) ndo é uma boa func¢do para o comportamento de m(p) para o

crescimento logistico.

mo ap Bo
r=2,0eK=0,6 0,493 40,776 0,068
r=40eK=0,5 0,515 68,412 0,076
r=6,0e K=0,3 0,534 303,097 0,141
r=8,0eK=0,2 0,551 300,0 0,07215
r=10,0e K=0,4 0,569 350,0 0,155

Tabela 3: Valores considerados no ajuste de curvas considerando a Eq.(67) e os valores de m apresenta-

dos na Fig.21.

Como B ndo é o tnico parametro que influencia na dispersao da populagdo, varia-
mos os valores r e K, inicialmente em estudos separados para a taxa de crescimento
e capacidade de suporte em que determinamos a influéncia de cada parametro na

redistribuicao.

Comegamos com a taxa de crescimento na Fig. 22, considerando B = {0,100} e
diferentes capacidade de suporte, K = {0,4;0,7}. Note que as diferencas nos alcances
populacionais sdo mais perceptiveis na Fig.22a, mas também ocorrem na Fig.22b.
Sabemos que os maiores valores considerados de r apresentam curvas de alcance

xp(t) mais ingremes.
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Fig. 22: Variacdo do alcance x, para diferentes valores de r. Vemos nesta figura a influéncia da taxa
de crescimento. Em (a), temos p =0 e K =0,4. Em (b), consideramos =100 e K =0, 7. inset:

regido amplificada.

Apresentamos os expoentes caracteristicos para as curvas de alcance em funcdo

da taxa de crescimento na Fig.23, que mostra como os valores de m se comportam

considerando B e K distintos. Apesar de existir influéncia de B e K nos expoentes

caracteristicos encontrados, a dispersdo da populagdo é mais dependente do valor de r

que admitimos.Para os valores elevados de r, os m(r) encontrados sdo muito préximos.
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Fig. 23: Expoentes Caracteristicos em fungdo da taxa de crescimento. Em que temos: (a) f=0e K =0,6;
(b) =40eK=0,3,(c) f=80eK=0,5(d) p=100e K=0,2;(e) f=20e K=0,4;e (f) =60

eK=0,1.
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Concluimos a validade do ajuste de curvas para a Eq. (71), em que mostramos que a
dispersao da populacdo pode ser tanto a difusdo comum quanto a anémala (no caso,

super-difusiva). Os parametros da Eq. (71) sdo apresentados na Tabela 4.

m mp ky 70

p=0eK=0,6 0,295 0,644 0,136 0
f=40eK=0,3 0,492 0,605 0,32205 2,326
p=80eK=05 10,393 0,675 0,114 0,516
p=100eK=0,2 0,481 0,629 0,194 1,275
B=20eK=0,4 0,500 0,626 0,205 1,309

B=60eK=0,1 0,408 0,651 0,158 0

Tabela 4: Valores de ajuste de curvas considerando a Eq.(71) e a Fig.23.

Realizamos estudos de alcance populacional focando principalmente no efeito que a
capacidade de suporte causa, pois este é o motivo de existéncia do crescimento logistico.
Uma populagdo cuja dindmica é logistica cresce conforme sua capacidade de suporte
permite, assim, o alcance populacional xp(t) também é influenciado por tal pardmetro.
Apresentamos na Fig.24 curvas de alcance populacional para diferentes valores de K,
considerando B = {0,100} e r = {6,0;8,0}.

o
o

Alcance (x
Alcance (x

10" 10°
Tempo (t) Tempo (t)

(a) (b)
Fig. 24: Alcance populacional em funcéo do tempo para distintos valores de K. Vemos nestas figuras a

influéncia do aumento da capacidade de suporte neste alcance. Em (a), f =0 e r =6,0. Em (b),
B=0er=6,0.

Na Fig.24, verificamos que a capacidade de suporte influencia diretamente o alcance

da populagdo. Quando consideramos B = 0%, ndo ha influéncia da capacidade de suporte,

4 Ou seja, quando trabalhamos em um modelo de Fisher-Kolmogorov.
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que é um resultado importante apresentado no Apéndice B e discutido em [111] que
justifica o resultado obtido na Fig. 24a. Assim, apresentamos na Fig. 25 o expoente

caracteristico em funcdo da capacidade de suporte considerando diferentes valores de f3

er.
0,60 -
0,58 -
|
0,56 -
E 0,54 -
B (a)
0,52 -
® (b)
A (o)
0,50 4 v (d)
4 (e)
1 ¥ T s T L T L) T . T L T
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

K

Fig. 25: Expoentes Caracteristicos em fung¢do da capacidade de suporte. Em que temos os seguintes
valores: (a) f=40er=10,0;(b) =80er=4,0;,(c) p=100er=6,0;(d) p=20er=2,0e (e)
B=60er=38,0.

Considerando a lei de poténcia apresentada na Eq.(74), apresentamos na Fig.25 um
ajuste de curva valido para o expoente caracteristico em fungdo da capacidade de
suporte. Obtemos:

m(K) = m; +agK’, (75)

onde m; é o expoente caracteristico dependente de 8 e r, ou seja m; = m;(B,r), ax a

sensibilidade da redistribuigdo para os valores de K e bk é poténcia de K. Ressaltamos

que m;, ag, bx > 0. Reescrevemos a lei de poténcias apresentada em (74) considerando a

Eq.(75) a seguir:

xp o ¢mitaKKE (76)

Interpretamos a Eq.(76):

e Se ag =0, entdo x,(t) « t", em que m;(B, r). Portanto, dependemos de § e r para

definir o comportamento desta redistribuicao;

e Se bx ~ (0 entdo teremos que x, « t""K; ou seja, ha a dependéncia no valor de ag

para o comportamento dispersivo se difusivo ou super-difusivo;

e Se bx ~ 1, entdo, m(K) = m; + agK. A redistribuicdo pode ser difusiva ou super-

difusiva para este caso;
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e Se bx > 1, hd maior dependéncia de K para compreendermos a redistribuicdo

populacional:

- Se 0 < K <1 temos que K¢ — 0 e, assim, m(K) ~ m;(B,r). Logo, ha grande

importancia nos valores de 8 e r na dispersao;

- Se K > 1 temos que KU’k — oo; i.e., uma redistribuicdo super-difusiva.

Na Tabela 5, temos o ajuste de curvas para a Eq.(75) para os valores de expoente

caracteristicos apresentados na Fig.25.

m; ag bk
B=40er=10,0 0,569 0,0457 1,24
B=80er=4,0 0,0 0,585 0,047
g=100er=6,0 0,408 0,205 0,184
B=20er=2,0 0,0 0,526 0,028
B=60er=80 0,540 0,078 0,730

Tabela 5: Parametros obtidos considerando o ajuste de curvas da Fig. 25e a Eq. (75).

Para o crescimento logistico, ha maior influéncia de r do que K e 8 nos alcances
populacionais e, assim, no expoente caracteristico que indica o comportamento da
redistribui¢do da populagdo. Quando = 0 os alcances populacionais x,(t) dependem
de maneira exclusiva de r, como nos mostra a Fig.24, pela pouca influéncia de K, que é

um resultado obtido maneira analitica no Apéndice B.

Considerando a existéncia de memoria (ou seja, B # 0), verificamos o comportamento
do alcance populacional para distintos valores de r e K como apresentamos na Fig.26,
em que temos B = 100; quando B = 0 as curvas de alcance x,(t) sdo influenciadas

somente por r.

Conforme aumentamos os parametros de r e K, obtemos curvas de alcance mais
ingremes; ou seja, a taxa de crescimento e a capacidade de suporte influenciam o

expoente caracteristico de maneira direta, aumentando a redistribui¢do desta populacéo.
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Fig. 26: Alcance em fungéo do tempo, considerando § = 100 para diferentes valores de r e K. Em (a),

consideramos (a)r =10,0e K=0,2;, (b)r=8,0e K=0,3;,(c)r=6,0e K=0,4,(d)r=4,0e
K=0,5e(e)r=2,0e K=0,6. Em (b), temos (a)r = 10,0 e K =0,6; (b)r =8,0e K =0,5; (c)
r=6,0eK=0,4,(d)r=40eK=0,3e(e)r=2,0e K=0,2.

Admitimos que trés parametros sdo alterados: r, K e B nas solu¢des numéricas.

Estudamos na Fig.27 as diferencas no alcance populacional quando esses trés parametros
sdo alterados.

10 ¢

Alcance (xp)

N
(=]

=]
T

Alcance (xp)

10" 10°
Tempo (t)

(a) (b)

Fig. 27: Alcance populacional x, em fun¢do do tempo para diferentes parametros de r, K e f. Em (a),

consideramos (a) B = 20,y =6,0e K =0,4; (b) p=40,r =2,0e K=0,6; (c) p=60,r =4,0
eK=0,2(d)B=80,r=80eK=0,5()p=100r=0ef)p=0r=10eK=0,3. Em
(b), temos (a) B=0er=0;(b) p=20,r=2,0e K=0,2;(c) p =40,r =4,0e K =0,3; (d)
B=60,r=60eK=0,4(e) f=80,r=8,0eK=0,5e(f) =100, =10,0e K=0,6.
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Como verificado na Subsubsecdo 3.2.2.1, a taxa de crescimento populacional é o fator
que mais influencia na inclina¢do da curva de alcance populacional para o modelo
proposto em (73). Isto é, r é o fator mais influente no comportamento da redistribuicdo
desta populagdo. Porém, ndo € correto desconsiderar os efeitos de K e  nas curvas x,(t),
pois r é somente o fator mais eficaz na dispersao ndo o tinico, pois nossos resultados
nos garantem que o aumento de §,r e K influenciam diretamente no alcance encontrado;

logo, o aumento desses parametros aumentam os valores de m obtidos, Fig.27b.

3.2.2.3 Efeito Allee

Pelo discutido na Subsecéo 1.1.3, sabemos que existem casos em que as dindmicas popu-
lacionais exponencial e logistica ndo sdo muito eficientes principalmente em pequenas
populagdes, pois dada uma populagdo muito pequena, os recursos disponiveis seriam
em comparagdo abundantes. Assim, ocorre uma explosdo populacional, o que pode
ndo acontecer. Exemplos de dindmicas populacionais levando em consideracdo o Efeito
Allee podem ser verificadas em [15,57,74,133-135]. No Efeito Allee consideramos ainda
mais a ocorréncia da cooperagdo intra-especifica e seus beneficios para a populagao.
Existem duas formas de Efeito Allee e ja as apresentamos em 1.1.3. Comegamos nossos

estudos do Efeito Allee com o Fraco pela auséncia do limiar.

3.2.2.3.1 EFEITO ALLEE FRACO  Definimos como Efeito Allee Fraco a dindmica
populacional em que a interagdo entre os individuos de uma mesma espécie é benéfica
para esta populagdo e ndo hd a existéncia de um limiar associado a esta dindmica
populacional [16,73]. Assim, dado o modelo proposto na Eq.(60) com a fungdo de
crescimento definida em 1.1.3, Eq.(3), com a adimensionalizacdo proposta em 1.4.2,

temos a equacao a seguir:

ow
E—[Su(l—w)—w,

5 ] ) (77)
u

0 ou r 4 u

g = —25 {uglog(l—w)} +w+iu (1 — E) .
Apresentamos as solugdes numéricas para u(x, t) e diferentes valores de  na Fig. 28,
onde o aumento de S cria picos de densidade populacional nas bordas, representando o

efeito da memoria na dispersdo da populagdo como verificamos em estudos anteriores.
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Fig. 28: Solugdes numéricas de u(x, t) em funcdo de x para (77) em que consideramos r = 10, 0; K

e diferentes valores de S.
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A partir das condigdes iniciais apresentadas na Fig.7, hd diminui¢do no tamanho da
populagdo que cresce em seguida. A Fig.28 mostra que o aumento de  aumenta a
redistribuicdo pelo espaco unidimensional. O alcance populacional também aumenta;
afinal, pela forma que a densidade de memoria é considerada neste trabalho, ela
estimula a investigacdo do espacgo pela populagdo, entdo temos uma maior dispersdo
em casos que desconsiderem a memoria.

Também verificamos que para os parametros r e K considerados na Fig.28 a redistribui-
¢do desta populagdo é mais eficiente que a obtida para a difusdo comum. Apresentamos

o alcance populacional, x,(t), para os valores de B, r e K da Fig.28 na Fig.29.

/ . ot . -’ ; ‘:’;
[ et '::; o -"'"“ d\’. “’s"s;v,
AQ_ \;- - .’o"’ ‘f"‘ | ’s'ﬁ
X | - ol —"“ /l \ 3
8 \;4""’ / ﬁ. ‘.5
€ N //y,v}’ =0
O ~ e -=-=20
= P ;
10° ,.’"’ == p=40 {
w,»"’ B=60
’.,,y S B=80
- | T e B=100
107 10" 10°
Tempo (t)

Fig. 29: Alcance populacional x,(t) para os valores de f das solugdes apresentadas na Fig.28.

Temos que o transiente inicial ¢ 0 mesmo para os diferentes valores de 8 considerados
na Fig.29. Considerando a Eq.(67) proposta na Secdo 3.2.1, verificamos se ocorre o ajuste
para o Efeito Allee Fraco dados distintos valores de r e K para o expoente caracteristico
em funcdo de B. Mostramos que ocorre um aumento nos valores obtidos de m em
decorréncia do aumento de B que admitimos, pois isso indicaria que as curvas dos
alcances populacionais x,(t) sdo mais ingremes, fato verificado na Fig.29. Em resumo,
haveria maior redistribui¢do considerando valores mais elevados de B, pelo que foi
discutido nas se¢des anteriores deste capitulo. Os expoentes caracteristicos em funcdo
da taxa de variacdo de memoria, dados os valores admitidos de r e K sdo apresentados

na Fig.30.
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Fig. 30: Expoentes Caracteristicos em funcéo da taxa de variacdo de memoria para diferentes valores
dereK.Onde: (a)r=2,0eK=0,4,(b)r=4,0e K=0,6;(c)r=6,0eK=0,2,(d)r=8,0e
K=0,3e(e)r=10,0e K=0,5.

Consideramos que a lei de poténcias proposta na Eq.(64). Pelos valores de m obtidos,

temos:

xp o t™,m € [0,45;0,6). (78)

Apresentamos os valores de ajuste utilizados na Tabela 6 considerando a Fig.30.

Mg ap Bo
r=2,0eK=0,4 0,46335 0,07406 51,59857
r=4,0eK=0,6 0,4665 0,07587 45,09425
r=6,0e K=0,2 0,46251 0,08414 107,67469
r=80eK=0,3 0,46686 0,08817 83,1449
r=10,0e K=0,5 0,47082 0,08822 53,84163

Tabela 6: Valores dos parametros da Eq.(67) considerando os expoentes caracteristicos apresentados na

Fig.3o0.

Note na Fig.30 que a equagdo proposta na Eq.(67) se adapta muito bem para os valores
de m apresentados. Ressaltamos que a dispersdo de uma populacdo com crescimento
populacional do tipo Allee Fraco pode ser tanto baseada na difusdo comum quanto na
difusdo andmala e que para todos os valores de r e K taxas baixas de memoria, < 40,

fazem com que sua redistribuic¢do seja sub-difusiva.
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Similar as dindmicas apresentadas em sec¢des anteriores deste capitulo, nota-se uma
clara influéncia dos parametros r e K nos alcances populacionais. Estudamos estes
parametros considerando o modelo proposto na Eq.(77); ou seja, verificamos como sua

variagdo influencia o alcance, primeiro separadamente e depois considerando os fatores
em conjunto.

Apresentamos alcances para diferentes valores de 7, considerando 8 = {0,100} e
K ={0,3;0,5} na Fig.31. As figuras inset mostram mais claramente a influéncia dos
maiores valores de r no alcance, similar ao obtido para os crescimentos exponencial e
logistico; porém, ndo sdo valores tdo expressivos quando consideramos a curva xp(t),

sendo quase impossivel de se diferenciar as curvas mesmo considerando valores tdo
distintos de 7.

> -y
/ 2PN K=0,3 ‘
’—‘ ‘.-"'\ I/
AQ. ! ”’ ""“'" ‘ ’/ —
» - pantiet ,/ ><°-
g w7 8
c g g
o Vo r=2,0 o
< 10°; > 40 | <
P -=r=6,0
/‘ ..... r=810
L’ ---r=10,0
> =] 0 ) ‘_1 0
10 10 10 10 10 10
Tempo (t) Tempo (t)

(a) (b)

Fig. 31: Alcance populacional em funcdo do tempo para diferentes valores de e K. Em (a), K=0,3 e
B=0. Em (b), K=0,5e  =100. inset: Regides ampliadas.

Logo, os expoentes caracteristicos para as curvas sdo préximos, o que é corroborado
pelo proposto na lei de poténcias em (78), pois o valor do intervalo de expoente
caracteristico € bem menor que os apresentados em 3.2.2.1 e 3.2.2.2. Apresentamos na
Fig.32 o comportamento de m em fungdo de r para o Efeito Allee Fraco considerando o

ajuste proposto pela Eq.(71). Repare que os valores de 8 e K influenciam no valor de m

conforme aumentamos os valores de r considerados.
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Fig. 32: Expoentes Caracteristicos em funcéo da taxa de crescimento, considerando diferentes valores de
Ke 5. Osvaloressdo: (a) f=0eK=0,7;(b) f=20e K=0,3;(c) p=40e K=0,6;(d) p=60e
K=0,2,(e)p=80eK=0,4e(f) p=100e K=0,5.

Apresentamos os valores de ajuste na Tabela 7.

m; my k, 70
f=0eK=0,7 0,4661 0,47523 0,46844 3,78082
p=20eK=0,3 0,48156 0,49152 0,76232 6,49281
f=40eK=0,6 0,49699 0,50928 0,90357 7,61607
B=60eK=0,2 0,51075 0,52688 0,61977 5,56236
p=80eK=0,4 0,52121 0,53828 0,6817 5,6638
p=100e K=0,5 0,52792 0,55866 0,37154 3,46482

Tabela 7: Valores para o ajuste de curvas apresentado na Fig.32 considerando a Eq.(71).

Como no caso anterior, verificamos a influéncia direta de » nos expoentes caracte-
risticos m. Logo, estudamos na Fig.33 o efeito da K no alcance populacional x,(t);
em que os alcances sdo semelhantes para todos os K e que as curvas de alcance x,(t)
mais inclinadas estdo relacionadas aos maiores valores admitidos de K, como esperado

considerando o apresentado na Subsubsecdo 3.2.2.2.
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Fig. 33: Alcance populacional em fungdo do tempo para diferentes valores de K e considerando distintos
Ber.Em(a),r=6,0e=0. Em (b), r=10,0e 5 =100.

Apresentamos os expoentes caracteristicos em fun¢do da capacidade de suporte na
Fig.34. Note que o acréscimo de  aumenta os valores de m, mas para = 0 0 aumento

da capacidade de suporte pouco influencia nos valores de m obtidos.

B (a)

e (b

A (o)

v (d)

4 (e)

: . . . . b (f)
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K

Fig. 34: Expoente Caracteristico em func¢do da Capacidade de Suporte. Em que (a) f=0er=6,0 (b)
B=20er=8,0,(c) f=40er=10,0;(d) f=60er=2,0;,(e) f=80er=4,0e(f)f=100e

r=26,0.

Considerando a lei de poténcias de (78) e a Eq.(75) verificamos o ajuste de curvas,

cujos valores de ajuste sdo apresentados na Tabela 8. Para valores elevados de B ndo

obtemos bons ajustes para a Eq.(75). E interessante que para os valores mais baixos

de B a redistribuicdo seja sub-difusiva; assim como o obtido para K = 0,1 todos os
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expoentes caracteristicos sejam menores do que 0, 5. Isto mostra que a sub-difusividade

é dependente da capacidade de suporte.

m; ag bk
B=0er=6,0 0,42688 0,04375 0,12796
B=20er=8,0 0,44561 0,06347 0,3828
B=40er=10,0 0,41703 0,11805 0,24487
B=60er=2,0 0 0,53401 0,04413
f=80er=4,0 0 0,54251 0,0455
p=100er=6,0 0 0,55072  0,0444

Tabela 8: Ajuste de curva da Eq.(75) considerando os valores de expoente caracteristico apresentados

na Fig.33.

Quando comparamos com o crescimento logistico estudado em 3.2.2.2, notamos
maior influéncia de K nos valores de m obtidos no Efeito Allee Fraco. Isso ocorre pela
forma que a dindmica populacional, Eq.(3), é definida pois K possui maior for¢a para
crescimentos do tipo Allee Fraco. Temos também que maiores valores de capacidade
de suporte nos apresentam maiores valores de expoente caracteristico, indicando a

influéncia direta de K na redistribui¢do da populacéo.

Verificamos que as conclusdes obtidas anteriormente com relagdo aos parametros
B,r e K e os alcances populacionais se aplicam de fato. Por exemplo, sabemos que
os parametros quando aumentados, aumentam os valores de expoente caracteristico
encontrados. Temos por hipétese que a influéncia no alcance de ,r e K é direta com
relacdo a m, fato comprovado pelos estudos de m(B), m(r) e m(K). Tais resultados sdao

apresentados na Fig.35.

Na Fig.35a, repare que os valores méximos considerados de K apresentam curvas de
alcance mais ingremes, sendo menos importante o valor considerado de r, diferente do
obtido para o crescimento exponencial e logistico em 3.2.2.1 e 3.2.2.2, respectivamente.
Na Fig.35b, os maiores parametros entregam curvas de alcance populacional maiores,
corroborando com o verificado nos estudos de expoente caracteristico, indicando assim
um efeito direto dos parametros r e K no alcance e, assim, na solu¢gdo numérica do

modelo.
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Fig. 35: Alcance populacional em fun¢do do tempo, com B = 100. Em (a), (a) r = 2,0 e K = 0,5; (b)
r=4,0eK=0,3()r=60eK=0,2,(d)r=8,0eK=0,6;e(e)r=10,0e K=0,4. Em (b), (a)
r=20eK=02(0b)r=40eK=0,3,(c)r=60eK=0,4,(d)r=8,0e K=0,5e, por fim, (e)
r=10,0e K=0,6.

Assim, a Fig.35 comprova que tanto a taxa de crescimento quanto a capacidade de
suporte influenciam de maneira direta no alcance populacional, além de mostrar que
K possui maior influéncia no alcance que o crescimento logistico. Estudamos curvas
de alcance x,(t) variando os parametros §, r e K na verificagdo do comportamento do

alcance ¢ alterado por todos os parametros, apresentado na Fig.36.
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Fig. 36: Alcance populacional em func¢do do tempo. Em (a), temos (a) r = 2,0; K = 0,5 e B = 40 (b)
r=4,0,K=0,3e=20(c)r=6,00K=0,2ep=0;,(d)r=8,0,K=0,6e =60;e (e) r=10,0;
K =0,4ep=280. Em (b), consideramos (a) r =2,0, K=0,2e §=0; (b)r =4,0, K=0,3 e 5 = 20;
(c)r=6,0,K=0,4eB=40;(d)r=8,00K=0,5e f=060; e, por fim, () r =10,0, K=0,6 ¢
B = 80.
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Na Fig.36a que o maior valor de alcance x,(t) estd relacionado com o maior valor
considerado de K; comprovando a influéncia que o aumento da capacidade de suporte
possui na redistribui¢do dado o Efeito Allee Fraco. Ja a Fig.36b exemplifica o fato de
que o aumento nos valores de todos os pardmetros entregam maiores alcances. Ou seja,
comprovamos a existéncia de influéncia direta de B,7 e K para o Efeito Allee Fraco.
Além disso, quando comparado com o crescimento logistico, o Efeito Allee Fraco mostra
ter valores de m menores, o que se deve ao fato que ha maior influéncia da capacidade

de suporte nesta dindmica populacional que ha no crescimento logistico.

Concluimos que ha menor influéncia nos valores considerados separadamente de
B,r e K que nos parametros alterados em conjunto. Ressaltamos que a influéncia
destes valores é direta; isto é, o0 aumento de tais taxas aumentam a curva de alcance
populacional, sendo necessario reafirmar que os valores de expoente caracteristico para
o modelo em (77) possuem desde dispersdo sub-difusiva m < 0,5 até super-difusiva
m > 0,5.

3.2.2.3.2 EFEITO ALLEE FORTE  Assim como no crescimento populacional do tipo
Fraco, o Efeito Allee Forte é uma dinamica de crescimento cuja interagdo intra-especifica
é benéfica para a populacdo e que consideramos a existéncia de um limiar para esta
populagdo; ou seja, uma limitagdo natural no crescimento da populagdo, que pode
ocorrer por varios motivos [55,136-138]. Considerando o modelo proposto na Eq.(60) e

a Eq.(4) apresentada em 1.1.3, temos:

ow
g—ﬁu(l—w)—w,

R (79)

%:—2% {uaa—xlog(l—w)} +37L21+ru <1_IE<> <%—1> .

Apresentamos as solugdes numéricas de u(x,t) na Fig.37. Note que os picos nas
margens referentes ao efeito de memoria que eram facilmente identificaveis para as
outras dindmicas populacionais sdo pouco perceptiveis para valores como = 20 ou
40, por exemplo. Apesar disto, é facil notar que o aumento dos valores de  aumenta a

redistribui¢do da populagao.
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Fig. 37: Soluc¢des numéricas de u(x, t) em fungdo de x. Note que o aumento de B, considerando como

dinamica populacional o Efeito Allee Forte com r = 10,0; K = 0,4 e L = 0,02 aumenta o

espalhamento de u(x, t) pelo eixo x.
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Estudamos o alcance populacional x,(t) considerando as solugoes da Fig.37, onde
compreendemos qual a influéncia da variagdo de  nas curvas de alcance, para valores
admitidos de r, K e L. Temos um comportamento semelhante ao do Efeito Allee Fraco
porém mais pronunciado, com o aumento de 8 garantindo maiores valores finais de

alcance, que apresentamos na Fig.38.
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Fig. 38: Alcance da populagéo em fungdo do tempo, na qual r = 10,0; K = 0,4; L = 0,02 e os valores de

B considerados na Fig.37.

Dados os distintos valores de r, K e L, estudamos o comportamento do expoente
caracteristico, m, em funcdo de taxa de variacdo de memoria, B, a partir da Fig.39.
Verificamos como os parametros influenciam na redistribuicdo da populagio e o ajuste
da Eq.(67).

Afirmamos a lei de poténcias como foi apresentada na Eq.(64):
Xp t",m e (0,3;0,8). (80)

Note que os valores de m obtidos indicam tanto difusdo comum quanto difusdo anémala
e verificamos a ocorréncia de sub-difusdo e super-difusdo, resultado obtido para o Efeito
Allee Fraco. O que significa que a redistribuicdo espacial da populagdo para Eq.(79)
pode ser: (i) mais lenta que a da difusdo quando m indicar sub-difusividade, m < 0, 5;
(ii) igual aos processos difusivos quando m = 0, 5; e (iii) mais rapida quando m for super-
difusivo, m > 0,5. Os valores apresentados na Tabela 9 sdo os obtidos considerando a

Fig.39 e Eq.(67).
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Fig. 39: Expoentes Caracteristicos em fun¢do da memoria, com os seguintes valores: (a) r = 2,0;K =
0,2,L=0,05()r=4,0,K=0,6;L=0,02(c)r=6,0K=0,4,L=0,01;(d)r=8,0,K=0,5L =
0,04e(e)r=10,0,K=0,3,L=0,03.

M ag Bo
r=2,0,K=0,2eL=0,05 0,428 0,078 82,148
r=4,0,K=0,6e L=0,02 0,609 0,194 80,921
r=6,0,K=0,4eL=0,01 0,704 0,128 146,630
r=8,0,K=05eL=0,04 0,567 0,203 70,891
r=10,0,K=0,3eL=0,03 0,562 0,182 88,306

Tabela 9: Parametros da Eq.(67) considerando os valores de expoente caracteristico apresentado na

Fig.39. O ajuste obtido mostra que tal equagdo é uma bom ajuste para os parametros.

Como apresentado para outras fungdes de crescimento, estudamos o comportamento
do alcance populacional, x,(t), quando variamos os parametros da Eq.(79) 7, K, e L no
estudo de efeitos na redistribuigdo da populacdo. Comegamos esses estudos a partir
da taxas de crescimento na Fig.40, em que verificamos como as taxas de crescimento
influenciam as curvas de alcance populacional para diferentes valores considerados de
B, KelL.

Note que as diferengas nas curvas de alcance x,(f) sdo mais perceptiveis quando
B =0, Fig. 40a; porém, as curvas para os diferentes valores de r também sdo discerniveis
em Fig.4ob. Repare que o aumento nos valores de r garantem curvas de alcance
mais ingremes, como foi verificado em todas as outras dinamicas de crescimento
populacional. Sendo assim, propomos que r possui influéncia direta na dispersdo da

populacdo considerando dindmicas do tipo Allee Forte.
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Fig. 40: Alcance populacional em funcdo do tempo para os valores de . Em (a), K = 0,6;L = 0,03 e

f=0.Em(b), K=0,4,L=0,02e p =100.

Na Fig.41, estudamos o expoente caracteristico em funcdo da taxa de crescimento

para B, K e L diferentes. Verificamos que a taxa de crescimento influencia diretamente

no espalhamento da populagdo. Apresentamos a Fig.41 em que o aumento de r de fato

aumenta os valores obtidos de m. Ou seja, populagdes com maiores taxas de crescimento

se espalham mais pelo espaco.

m

0,80
0,75-‘
0,70-‘
0,65-‘
0,60-‘
0,55 ‘

H

0,50 -~

0,45

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

Adpon

6
r

Fig. 41: Expoentes Caracteristicos em fungdo da taxa de crescimento. Em que (a)K = 0,4; L = 0,05; 8 =0
(b)K =0,2,L =0,04;8 =20 (c)K =0,6;L =0,02;8 =40 (d)K =0,5L =0,01;,8 =80 (¢)K =

0,3;L=0,03; 6 =100
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Dada a Fig.41, note que os parametros atuam em conjunto na dispersdo da populagdao,
capacidades de suporte baixas com um altos limiares fazem com que a redistribui¢do
desta populacdo se redistribua menos, comprovando a influéncia que estes dois valores
possuem em conjunto, como obtido analiticamente no Capitulo 2. O ajuste apresentado

na Fig.41 e a Eq.(71) para os valores de m(r) lembrando da lei de poténcias proposta na
Eq.(80), temos a Tabela 10.

m; mg ky 0
K=0,4,L=0,05e5=0 0,439 0,540 0,482 3,531
K=0,2,L=0,04e5=20 0,444 0,496 0,959 7,143
K=0,6;L=0,02e =40 0,533 0,774 0,352 0,945
K=0,5L=0,01ep=80 0,613 0,805 0,479 0,935
K=0,3,L=0,03e =100 0,52127 0,678 0,990 3,522

Tabela 10: Dada a Eq.(71), apresentamos os pardmetros que ajustamos esta equagdo para os valores de
m(r) na Fig.41.

O alcance populacional é diretamente influenciado pelo valor considerado de K; ou
seja, ambientes com maiores capacidade de suporte para uma dada populagdo estimu-
lam mais seu espalhamento. Apresentamos na Fig.42 o alcance x,(t) para diferentes
valores de K que admitimos e 8, r e L distintos.
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Fig. 42: Alcance da populagdo em funcdo do tempo, x,(t). Em (a), r = 10,0;L = 0,02 e f = 0. Em (b),
consideramos v = 4,0, L = 0,04 e 8 = 100.

Note que na Fig.42 hd maior influéncia do valor da capacidade de suporte nas curvas

de alcance populacional encontrado quando consideramos um processo reativo-difusivo

(B =0).
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Estudamos os expoentes caracteristicos obtidos dadas as curvas do alcance popula-
cional, x,(t), em que definimos como a capacidade de suporte altera a redistribuicao
espacial da populagdo. Apresentamos na Fig.43 os expoentes caracteristicos em fungdo
da capacidade de suporte para verificarmos esta influéncia.

Os resultados obtidos mostram que o aumento de K aumenta os valores de m,
como era esperado por ter sido verificado nas dindmicas populacionais trabalhadas
anteriormente. Biologicamente, isto significa que uma populacdo com um melhor
ambiente cresce mais e explora de maneira mais eficiente o espago unidimensional.

Além disso, note que a Eq.(75) ndo é um bom ajuste para os valores de m(K) apresen-

tados na Fig.13. Os parametros destes ajustes sdo apresentados na Tabela 10.

m
0,80
0,75 -
0.70 -
0,65 -
0.60 -
0,55 -
0,50 u (a)
e (b)
0,45 A (c)
v (d)
0,40 : : : : : : < @)
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 07
K

Fig. 43: Expoentes Caracteristicos em fungdo da Capacidade de Suporte para o Efeito Allee Forte.
Onde (a) r =2,0,L =0,03;4 =40 (b) r =4,0;L = 0,01, =60 (c) r =6,0;L =0,02; 8 = 80 (d)
r=28,0,L=0,058=20(e) r=10,0; L =0,04; B = 100

m; ag bk
r=2,0,L=003eB8=40 0,37623 0,33663 0,7502
r=4,0,L=0,01epB=60 0,0 0,836 0,182
r=6,0,L=0,02e =80 0,0 0,848 0,218
r=8,0;L=0,05e =20 0,0 0,730 0,314
r=10,0,L=0,04 e =100 0,0 0,842 0,209

Tabela 11: Valores do ajuste de curvas da Fig.43 considerando a Eq.(75).
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Repare na inexisténcia de expoente caracteristico para alguns valores de L quando
consideramos K = 0, 1, na Fig.13. E um resultado que decorre do fato que os valores da
capacidade de suporte e do limiar estdo muito proximos; ou seja, a populacido entra em
extin¢do ao longo do tempo. Este resultado numérico mostra os resultados analiticos
discutidos no Capitulo 2 sobre 0 # L < K.

Comprovamos a influéncia direta que o aumento nos valores de 3, r e K possuem na
redistribui¢do da populacdo considerando a dindmica do tipo Allee Forte. Isto significa
que esses maiores valores de expoente caracteristico fazem com que o espalhamento
pelo espago seja mais eficiente. Finalizamos o estudo da influéncia dos parametros

considerados no modelo (79) com o ultimo pardmetro a estudar: o limiar.

Em todos os estudos do expoente caracteristico em funcdo dos outros parametros,
verificamos que o aumento no valor de limiar diminui a dispersdo desta populagao. Isto
é, verificamos a influéncia inversa no alcance da populagdo e maiores valores de limiar

geram curvas de alcance populacional x,(t) menos inclinadas.

Pensando no sentido biolégico desta influéncia inversa de L, temos que maior um
valor de limiar, mais dificil se torna para uma populacdo prevalecer no ambiente em
que vive. Interpretando de maneira contrdria, ambientes com menores valores de limiar
indicam maior facilidade para os individuos da populagdo sobreviver e se espalhar pelo

espago definido.

Na Fig.44, apresentamos o alcance populacional em funcdo do tempo para todos
os valores admitidos de L e B, r e K como descritos nas legendas, verificamos que os

menores valores de L apresentam as curvas mais ingremes de alcance populacional.
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Fig. 44: Alcance da populacdo x,(t) em que variamos os valores de L. Em (a), r = 6,0;K=0,4 e = 0.
Em (b), r=4,0;K=0,2e B =100.

Pelo que foi apresentado na Fig.44, sabemos que maiores valores de limiar de fato

apresentam curvas de alcance menos ingremes; assim, m diminui de acordo com o

aumento de L. Note também que os maiores valores de L da Fig.44b apresentam curvas

de alcance populacional x,(t) com inflexdes; as solu¢des numéricas mostram a extingdo

da populagdo para estes parametros. Apresentamos na Fig.45 resultados obtidos para

m(L).

0,81
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Fig. 45: Expoentes Caracteristicos do Efeito Allee Forte em fung¢do do limiar de uma populagdo. Em
que: (@) r=2,00K=0,3;=60(b)r=40K=0,2,=80(c)r =6,0;K=0,5p8 =40 (d)
r=8,0;K=0,4,6=20(e) r=10,0,K =0, 6; 8 = 100.
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Considerando a Fig.45, propomos uma fungdo que considere a lei de poténcias que

propomos na Eq.(80) e os valores encontrados de m(L), temos:

m(L) = m; + ap exp (—;) ; (81)
L

uma curva de decaimento exponencial em que m;(K) é um valor dependente de K, o
valor 61, é o fator de escala e a; a amplitude da curva, a ou sensibilidade da Eq.(81).

Como ¢ valido que Eq.(80), entdo, escrevemos:
xp oc "R () (82)
Interpretamos a Eq.(82) da forma:
e Se a; =0, entdo temos que x,, « t"; logo, sua redistribuicdo é dependente de K;

~ darel
e Se L ~ 4, entdo teremos que x, « t"i™¢ . Disso, dependeremos do valor de ay,
para sabermos qual o processo de dispersdo desta populac¢do: difusdo normal ou

andmala e, se for o caso, sub-difusiva ou super-difusiva;

e Se L < 41, o comportamento da dispersdo é dependente do valor considerado de

ar,

e Se L > /1, hd a dependéncia no valor de 4y, para definir o comportamento da

dispersdo populacional.

Considerando o ajuste de curvas na Fig.45, dada a Eq.(81), apresentamos a Tabela 12.

m; ar, §L
r=2,0,K=03ep=60 0,45292 0,26944 0,02334
r=4,0,K=0,2ep=80 0,277 0,449 0,051
r=6,00K=05e=40 0,593 0,267 0,021
r=8,0,K=04ep=20 0,522 0,352 0,0232
r=10,0K=0,6e =100 0,744 0,099 0,019

Tabela 12: Considerando o decaimento exponencial proposto na Eq.(81) e os valores de expoente

caracteristico apresentados na Fig.45.

A Fig.45 mostra que valores maiores de limiar fazem com que a redistribuicdo da

populacgdo ocorra de maneira mais lenta, tornando a dispersdo sub-difusiva. Quando
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pensamos na velocidade de onda viajante do Efeito Allee Forte apresentados no Capitulo

2, arelacdo L < K é um fator muito importante para a velocidade minima encontrada.

Por fim, estudamos o alcance x,(t) quando variamos os valores de 7, K e L para algum

B e, verificamos que maiores taxas de crescimento e capacidade de suporte com menores
valores considerados de limiar obtém, na Fig.46.
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Fig. 46: Alcance da populagio em funcio do tempo. Em (a), temos: (a) r =2,0;K=0,6 e L = 0,05; (b)
r=40,K=0,5eL=001,(c)r=60,K=0,2eL=003,(d)r=80,K=0,4eL=0,04e
(€ r=10,0,L=0,3eL =0,02. Em (b), (@) 7 = 2,0;K = 0,2 ¢ L = 0,01; (b) 7 = 4,0;K = 0,4 e
L=0,02()r=6,0K=05eL=0,03(d)r=80K=0,6eL=004e(e)r=10,0,K=0,3
el =0,05Em (0, @) r = 2,0;K = 0,2 e L = 0,05 (b) r = 4,0,;K = 0,3 e L = 0,04 (c)
r=6,0,K=0,4eL=0,03,(d)r=8,0,K=0,5eL=0,02e(e) r=10,0,K=0,6 e L=0,01.

Estudamos como o alcance da populacédo é influenciado todos os fatores diferentes
para mostrar como estes parametros alteram e muito a dispersdo pelo espago da

populagdo ao longo do tempo.
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Fig. 47: Alcance para variados valores de 7, K, L e B. Em (a), (a)8 = 20;7 =2,0;K=0,2e L =0,01; (b)B =
40;,r =4,00K=0,3e L =0,02; (c)g =60;r =6,0,K=0,4e L =0,03; (d)f =80;,r=8,0,K=0,5
el =0,04e (e)f = 100;r = 10,K = 0,6 e L = 0,05. Em (b), ()8 = 20;7 = 2,0;K = 0,2
e L =0,05 (b)g =40;r =4,0;K=0,3e L =0,04 (c)f =60;r =6,0K=0,4eL =0,03;
(d)p=80;r=8,0,K=0,5eL=0,02;,e(e) p=100;,r =10,0,K=0,6 e L =0,01. Em (c), (a)p =
20;r=10,0,K=0,6 e L =0,01; (b)p =40;r=8,00K=0,5e L=0,02; (c)p =60;r=6,0,K=0,4
eL=0,03(d)p=80,r=4,0K=0,3e L=0,04;e (e)f =100;r=2,0;K=0,2e L =0, 05.

Verificamos que, apesar de possuir efeito inverso para o alcance o limiar ndo afeta tdo
bruscamente as curvas de deslocamento, Fig.47b. Além disso, parametros similares de
K e L fazem com que as curvas de alcance populacional sejam semelhantes, Fig.47c.

Todos os parametros diferentes considerados em nossas solu¢des numéricas influen-
ciam na redistribuicdo espacial da populacdo, sendo que B, r e K conforme aumentadas
aumentam a redistribui¢do populacional. Entretanto, quando aumentamos L obtemos
uma reducdo nos valores de expoente caracteristico, m. Ademais, tais conclusdes sao

biologicamente coerentes. Ressaltamos que o transiente inicial continua o mesmo para
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todas as curvas de alcance, o que é possivel pelas solu¢des possuirem a mesma condicdo

inicial, Fig.7.

Assim, concluimos como cada parametro esta relacionado com o comportamento
dispersivo da populagdo. Ou seja, apresentamos na Fig.48 como ¢ a redistribui¢do de

cada dinamica populacional que consideramos neste trabalho.

@b—difusﬁo Difusao  Super-difusao

Sem crescimento .

Crescimento exponencial

Crescimento logistico .

Efeito Allee .

Fig. 48: Resumo dos resultados obtidos em nossas solugdes numéricas sobre a dispersdo populacional
dadas as nossas fungdes de crescimento. Note que a auséncia de crescimento e os crescimentos
exponencial e logistico sempre apresentam dispersdo de difusiva a super-difusiva, m > 0, 5.

Para os Efeito Allee também pode ocorrer sub-difusao.

Além disso, quando estudamos os efeitos que cada pardmetro de fato teve nestes
resultados da dispersdo da populagdo, apresentamos a Fig.19, em que focamos na
influéncia que os parametros possuem na redistribuicdo. Isto €, tudo o que verificamos
sobre o comportamento do expoente caracteristico em funcdo dos parametros que
variamos em nossas solug¢des numéricas e as conclusdes obtidas em todos os casos
trabalhados, comprovando que o aumento das taxas de memoria, de crescimento e da

capacidade de suporte aumentam o valor obtido de m assim como a diminuigdo de L.
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Sub-difusao  Difusao Super-difusao

K >
L <

Fig. 49: Estudo considerando os parametros. Note que para 8, r e K 0 aumento destes pardmetros
aumentam o valor de expoente caracteristico, e assim da dispersdo; porém o aumento de L

diminui os valores obtidos de m e, por isso, apresentamos o sentido invertido.



CONCLUSOES

Utilizamos modelos matemadticos para descrever populagdes de animais. Modelos para
movimentacdo animal considerando equacgdes diferenciais parciais (EDP’s) podem se
basear na equacdo da difusédo e representam a movimentacado aleatdria pelo espaco. No
Capitulo 1, apresentamos estimulos que alteram como uma populagdo se movimenta pelo
espaco, sendo um destes fatores a memoria espacial da populacdo. Nesta dissertagao,
consideramos que a populagdo se recorda dos locais em que previamente esteve e deseja

evitar estes locais.

Assim, propomos um modelo de movimenta¢do animal em que consideramos a exis-
téncia de crescimento desta populacdo e que a memoria espacial é um fator importante
para a redistribuicdo pelo espago, apresentamos em nosso modelo um sistema de duas
EDP’s acopladas para representar esta redistribuicdo populacional onde consideramos
distintos casos para o crescimento populacional: (1) ndo ha crescimento, f(u, x,t) = 0;
(2) Crescimento Exponencial, 1.1.1; (3) Crescimento Logistico, 1.1.2 e do tipo Efeito
Allee, 1.1.3, em que separamos em: (4) Fraco e (5) Forte. As diferentes expressdes para
o crescimento populacional garantem uma gama de casos e possibilidades bioldgicas

para aplicarmos nosso modelo.

Focamos nossos estudos do modelo proposto de duas formas: (i) analitica e (ii) numé-
rica. Para cada estudo, propomos uma mudanga nas varidveis que facilite a abordagem.
Considerando as adimensionaliza¢des propostas em 1.4.1 para a abordagem analitica
e em 1.4.2 para a numérica; além disso, apresentamos em 1.4.3 uma relagdo entre as
diferentes adimensionaliza¢gdes. No Capitulo 2, apresentamos estes estudos analiticos
em que estudamos a existéncia da velocidade de onda viajante e comportamento dos
pontos criticos para todas as fungdes f(u, x, t) que consideramos nesta dissertagdo. Nu-
mericamente, calculamos solu¢des para uma dimensdo e o alcance da populagdo em
que, para os valores dos parametros que consideramos em nossas solugdes numéricas

no Capitulo 3, verificamos o comportamento da dispersdo desta populacdo e, a partir
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disso, caracterizamos como cada parametro influencia na redistribui¢do da populagao

pelo espaco.

Estudando as velocidades de onda viajante para o modelo proposto, ressaltamos que
nos casos em que ndo ha memoria espacial associada, nosso sistema de EDP’s se torna
a equacdo de reagdo-difusdo, cuja velocidade de onda minima dos modelos de Skellam
(1951), com crescimento exponencial, e de Fisher-KPP (1937), crescimento logistico,
possuem a mesma expressdo. Quando consideramos o termo advectivo influenciado
pela memoria que trabalhamos nesta dissertagdo, obtemos a mesma expressdo para
os crescimentos exponencial e logistico, na qual considerando a adimensionaliza¢do
proposta em 1.4.1, esta velocidade minima é dependente da taxa de crescimento da
populagdo, do coeficiente de difusdo, M, e da taxa de criagdo de memoria, . Quando
estudamos a auséncia de crescimento populacional e a fun¢do do tipo Allee Fraco
proposta, ndo foi possivel encontrar uma expressdo de velocidade minima de onda
viajante; contudo, verificamos que estas ondas viajantes de fato existem para os casos
propostos. Quanto ao Efeito Allee Forte, ndo s6 foi possivel encontrar uma expressao
para sua velocidade minima de onda quanto esta expressdo propde que em casos com
grandes valores de capacidade de suporte e pequenos limiares, esta populagdo apresenta
velocidade minima igual a apresentada nos casos para os crescimentos exponencial e
logistico; ou seja, em ambientes mais propensos em desenvolver esta populacdo em
que a limitagdo natural é muito pequena a exploragdo do espago ocorre de maneira
mais veloz; além disso, é importante que ressaltamos que a velocidade minima de onda
para o Efeito Allee Forte considerado precisa da garantia 0 # L < K, que era um fator

biologicamente importante e cuja discussdo sem encontra em 1.1.3.

Com relagao as solugdes numéricas, definimos que todas as solugdes possuissem a
mesma condigdo inicial, descrita nas Eqgs.(61) e (62). Isso faz com que quando estudamos
o alcance populacional, x,(t), temos que o transiente inicial das curvas de alcance da
populacdo em fungdo do tempo seja 0 mesmo para todos os conjuntos de parametros.
As curvas de alcance populacional x,(t) sdo também importantes para estudarmos como
seu expoente caracteristico, o chamado expoente caracteristico, se comporta para os

distintos parametros trabalhados numericamente.

Discutimos em nossos estudos numéricos como o expoente caracteristico, m, descreve
como é o comportamento da dispersdo da populagdo dependente de m, onde: (i) quando
m < 0,5 o comportamento é sub-difusivo e, assim, mais lento que o processo difusivo

comum; (ii) quando m = 0,5 a redistribuicdo é determinada somente pela difusdo; e
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(iii) quando m > 0,5 possui comportamento super-difusivo, em que a populagdo se
espalha mais rapidamente pelo espago. Nossos resultados numéricos comprovam que
m sofre influéncia direta da memoria, B, da taxa de crescimento, r, e capacidade de
suporte, K, para todas as fungdes f(u, x, t). Isto significa que o aumento dos valores
admitidos destes parametros aumentam a redistribuicdo da populagdo. Contudo, o
limiar, L, possui influéncia inversa para o expoente caracteristico; ou seja, o0 aumento
de L reduz o valor de m. Isto ocorre pelo fato que maior o limiar mais uma populacao
precisa crescer para ndo entrar em extin¢do; assim, o aumento de L pode representar a
extin¢do desta populacdo, de modo que ndo ocorre dispersdo para se estudar.

Ressaltamos que, pela adimensionaliza¢do proposta em 1.4.2, todos os pardmetros
sdo dependentes da taxa de decaimento da memoria, y, e B, K, e L também sdo
dependentes do coeficiente de difusdo, M;. Além disso, p ainda é dependente da taxa
de criagdo de memoria, &; resultado importante pois quando relacionamos as duas
adimensionaliza¢®es propostas verificamos que para a mudancga de varidveis proposta
em 1.4.1  pode ser escrito como um produto entre as taxas de criagdo e decaimento da
memoria.

Considerando o efeito da meméria nas solugdes obtidas, verificamos que em vez de
um pico tnico de densidade populacional como visto para solugdes das equagdes de
difusdo e reagdo-difusdo, ocorrem multiplos picos de densidade populacional em nosso
modelo, o que mostra a necessidade da populacdo em evitar os locais que ja esteve; tal
necessidade aumenta conforme aumentamos a taxa de variagdo de memoéria, como foi
discutido no Capitulo 3.

Além disso, em todas as fungdes f(u, x, t) ndo-nulas consideradas nota-se que a taxa
de crescimento r possui mais influéncia nos valores de alcance populacional x,(t) que os
outros parametros, muito semelhante as velocidade minima de onda que apresentamos
em nosso estudo analitico que dependem deste pardmetro. Entretanto, ndo podemos
afirmar que somente este pardmetro aumenta a redistribui¢do da populagdo, pois no
Capitulo 3 mostramos e discutimos como cada parametro afeta de maneiras distintas
o expoente caracteristico e, assim, a dispersdo populacional em todos os casos que
estudamos em nosso modelo.

Logo, verificamos nesta dissertacdo que os fatores propostos em nosso modelo
influenciam na dispersdo de uma populagdo sendo dependente dos valores de memoria

e das funcdes de crescimento consideradas.
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A DERIVACAO DA EQUACAO DA DIFUSAO

Existem pelo menos duas formas de obtermos a equagdo da difusdo: (i) passeios
aleatérios ou (ii) fluxos. Neste apéndice, apresentamos a deriva¢do da equagdo da
difusdo por estes dois métodos. Ressaltamos que todos os estudos serdo feitos em
uma dimensdo para simplificar as contas, mas que o resultado se mantém quando

consideramos IR”.

A.1 Passeios Aleatérios

Podemos definir passeios aleatérios da seguinte forma

Definicdo 6. Um passeio aleatorio é um processo estocdstico em que dada uma particula em
Z"", localizada no ponto m € Z" no tempo t, ela pode se mover para os pontos m — 1, m +1 ou

permanecer onde estd em t + 1.

Na Fig.1, apresentamos uma implementa¢do numérica do passeio aleatério em duas
dimensdes para diferentes tamanhos de passo e cujo ponto (0, 0) é condigdo inicial para
esta implementacdo. Note que o aumento de passos aumenta a exploragao pela édrea e

que ndo hd uma preferéncia nesta movimentacéo.

1 Z"=7Z X ... x Z e é denominado como o corpo dos inteiros n-dimensional.
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Posigdo wersus tempo em 20

Posizioam Y
fa

N=10
N=50
N=100

Posicio em X

Fig. 1: Exemplos de passeio aleatorio em duas dimensdes com 10, 50 e 100 intera¢des para a mesma

condigdo inicial.

Considerando o exemplo apresentado em [63], seja uma abelha em um campo de
flores organizado em uma linha e que, ao deixar a flor em que estd durante o tempo
At, esta abelha s6 pode se mover para esquerda ou direita a uma distancia Ax ou ainda

permanecer nesta flor. Estas condi¢des de movimentacédo estdo representadas na Fig.2.

Fig. 2: Tlustracdo dos possiveis comportamentos da abelha em seu campo linear de flores. Notamos que

este campo linear é uma forma de definirmos a exploragdo do espaco unidimensional.

Além disso, temos que kA na Fig.2 é o parametro que representa a probabilidade de
movimento; disso, podemos concluir que kAt € [0,1/2]. Note que ao considerarmos
kAt = 1/2, nossa abelha néo terd a op¢do de permanecer na flor que estd no campo linear
de flores; ou seja, o inseto tem que se movimentar pelo espago. Este é um processo de

passeio aleatério classico. Em contrapartida, ao considerarmos kAt < 1/2, esta abelha
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pode permanecer parada na mesma flor por um tempo At e, assim, temos o chamado
de passeio aleatério com pausas bébadas.

Com isso, considerando que pode ser uma possibilidade a pausa em alguma flor, a
probabilidade do inseto se encontrar na posi¢do x e no tempo ¢, p(x, t), é escrita pela

Equacdo Mestra [139] apresentada na Eq.(A.1).

p(x, t+At) = kAtp(x — Ax, t) + (1 — 2kAt)p(x, t) + kAtp(x + Ax, t) . (A1)
ir para ;gsquerda ficar ;);rado ir para‘ardireita

Agrupamos os termos dependentes de kAt da Eq.(A.1) em que obtemos
p(x,t+At) — p(x, t) = kAtp(x — Ax, t) — 2kAtp(x, t) + kAtp(x + Ax, t) . (A.2)

Em seguida, dividimos os dois lados da Eq.(A.2) por At para obtermos uma expressao
que se assemelha com a defini¢do de derivada em funcdo de t na Eq.(A.3)

p(x, t+At) — p(x,t)  kAtp(x — Ax,t) — 2kAtp(x, t) + kAtp(x + Ax, t)
At - At ’

p(x, t+At) — p(x,t)
At B

Além disso, dividimos os dois lados da Eq.(A.3) por Ax?. Assim, na Eq.(A.4) obtemos

k(p(x — Ax, t) — 2p(x, t) + p(x + Ax, 1)) . (A.3)

uma expressdo similar a obtida para a segunda derivada em funcédo de x.

p(x,t+At) —p(x,t)  k(p(x — Ax,t) —2p(x, t) + p(x + Ax, t))
AtAx? - Ax? '

(A4)

p(x,t+At) — p(x, t) s [(p(x —Ax, t) = 2p(x, t) + p(x + Ax, t)
= kAx .
At Ax?

Assim, consideramos que o intervalos de tempo e espago, At e Ax respectivamente, sdo
muito pequenos. Isto é, queremos verificar como a Eq.A. 4 fica quando tomamos limites

em que consideraremos At — 0 e Ax — 0. Ou seja,

ligg POAEHAD = p(h) a2 (PO A D —2p(x D+ p(r+Ax, 1)
420 At  Ax0 Ax—0 Ax2
za—p apz

Assim, podemos concluir que quando consideramos os limites At — 0 e Ax — 0 na
Eq.(A.1) obtemos a Equacdo da Difusdo como d
2

dp .. 20°p
31 = Am kartes (25)
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em que, para uma apresentacdo mais cldssica, consideramos D = AlimO kAx?. Além
X—

disso, D é conhecido como taxa de difusio ou difusividade em que, caso seja constante,

também pode ser chamado de coeficiente de difusdo. Apresentamos em (A.6) a Equagdo

da Difusao,

ap 82;9

Ressaltamos que, inicialmente, t e x sdo varidveis discretas que sdo substituidas por
variaveis t e x continuas. Ou seja, é como se tivéssemos um ntumero tdo grande de
flores em nosso campo linear que a distancia entre tais plantas se torna praticamente
zero e assim o tempo de uma planta a outra também se torna infinitesimal, acabando
assim com a defini¢do discreta, fato possivel pela forma em que o problema foi tratado

considerando os limites Ax — 0 e At — 0.

Acréscimo da adveccdo

Inicialmente, desconsideramos a possibilidade de nosso passeio aleatério possuir pausas
bébadas e introduzimos um sentido preferencial de movimentacao; ou seja, nossa abelha
tem maior chance de escolher um dos lados no campo unidimensional de flores. Essa
preferéncia de sentido é chamada de termo advectivo, ou convectivo, da equagdo de

difusdo-adveccao.

Considerando as probabilidades do movimento ocorrer para esquerda como g e para
direita como 1 — g; em que exigimos que g4 # 1/2, pois isso nos da probabilidades
diferentes para os sentidos de movimento e, assim, teremos garantias de que existe
um sentido preferencial para a abelha se mover [65], um exemplo desta preferéncia
de sentido na natureza pode ser insetos que se movem na dire¢do de algum estimulo
externo. Na Fig.3, representamos estas diferentes probabilidades de movimentacdo

entre flores de nossa abelha.
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Ax ’ Ax

Fig. 3: Representagdo dos possiveis comportamentos do inseto em seu campo de flores unidimensionais.

Logo, podemos definir a movimentacdo de nossa abelha da seguinte forma

p(x, t+At) = gp(x — Ax, tz +£1 —q)p(x +Ax,t) . (A7)

-~

ir para a esquerda ir para a direita

Assim, considerando a = % — g e rearranjamos os termos da Eq.(A.7), temos:

p(x, t+At) — p(x,t) = %[p(x +Ax,t) = 2p(x, t) + p(x — Ax, t)]—

—2ua[p(x + Ax, t) — p(x — Ax, t)] . (A.8)

Como desejamos obter expressdes similares a definicdo de derivada, dividimos os

dois lados por At e Ax?, como mostramos na equagao a seguir

p(x, t+At) — p(x, 1) _ Ax? (p(x +Ax,t) —2p(x,t) + p(x — Ax, t)) B

At 2t Ax?
2aAx? [ p(x+Ax, t) — p(x — Ax, t)
— . (A
AtAX ( Ax ) (A.9)

Disso, calculamos o limite da Eq.(A.9) quando At — 0 e Ax — 0, como apresentamos
na Eq.(A.10).

_ 2 B B
g PEEHAD —ple ) . AxT (p(x+Ax, t) —2p(x, t) + p(x — Ax, t)) B
At—0 At At 2At Ax—0 Ax2
~ lim 20Ax lim (p(x+Ax, ) — p(x — Ax, t)) . (Au0)
ﬁi:% t Ax—0 Ax

99



100

APENDICES

3 L — 1i Ax? N B —2aAx
A partir da Eq.(A.10), definimos D = llti% AF €] = %135 A
Ax—0 Ax—0

Eq.(A.10), obtemos a equagdo da difusdo-adveccdo ou difusdo-convecgao:

, reescrevendo a

of  “ox2 Jox’

em que, mais uma vez, D é o coeficiente de difusdo. Definimos j como o coeficiente de

2
a—P = Da p_;9p (A.11)

advecg¢do e notamos que ao considerarmos g = 1/2, isto é, nossa abelha no campo de
flores linear ndo possui preferéncia de sentido em sua movimentagdo, obtemos « = 0;

por consequéncia, temos j = 0 retornando a equagdo da difusdo, Eq.(A.6).

A.2  Fluxos

Outra forma de derivar a equagdo de difusdo é a partir do conceito de fluxos. Primeiro,
dado que a equacdo de conservacdo esta relacionada com a mudanca na concentragao
espacial de particulas para seu fluxo, desconsideramos a possivel presenga de fontes e
sumidouros; segundo, uma lei conectando fluxo de particulas para seus gradientes de
concentracao.

Assim, escrevemos uma equagdo de equilibrio em termos do ntimero de particulas

como a apresentada na Fig.4 e descrita na Eq.(A.12).

Ax Ax <),

Fig. 4: Representagdo do fluxo de x em um comprimento A.

taxa de mudanga em (x, x + A) por tempo = total em x + totalem (x +A), (A.12)

em que o numero total de particulas em (x,x + A) é produto da concentracdo de
particulas, u(x, t), e o comprimento do intervalo, A. Tais quantidades sdo chamadas de

fluxos, J(x,t), e sdo definidas como a taxa de particulas que atravessam x no sentido
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positivo (da esquerda para a direita) menos a taxa de particulas que atravessam x no

sentido negativa (da direita para a esquerda), reescrevemos a Eq.(A.12) e obtemos

% (u(x+A,HA) = J(x, 1) — J(x + A, 1) . (A.13)

Note que ndo afeta o resultado considerarmos u(x,t) em vez de u(x + A, t). Além

disso, tomamos o limite quando A — 0, resultado que apresentamos na Eq.(A.14).

u(x, t)/\) = )1\137([) ](x/ t) - ](x + A/ t) ’

J(x+ A, t) — J(x,t)
_ 1 )

lim —
Al—% at(

2 () = lim

5 (A.14)

Considerando a Eq.(A.14), obtemos a equagdo de equilibrio unidimensional, Eq.(A.15),

que desconsidera a presenca de fontes ou sumidouros.

Ju  9J(x,t)
% ox (A.15)

Relacionando o fluxo com mudanga espacial da concentracdo da particula. Para tanto,

apresentamos a Primeira Lei de Fick [140]:

Definicdo 7. A Primeira Lei de Fick, também chamada de Difusdo em Estados Estaciondrios,
diz que se a diferenca de concentragio for suficientemente pequena, a densidade de fluxo js é
linearmente proporcional negativa ao gradiente de concentragio:

, aC

]S = - g ’ (A16)

em que D é a constante de difusdo, em que D > 0.

Utilizando a Primeira Lei de Fick e a Eq.(A.15), obtemos a Eq.(A.17). Note que se D
for constante, a Eq.(A.17) é a equagdo da difusdo simples, Eq.(A.18)

ou 0 ou
A {—Da} p (A.17)
ou 9%u

Acréscimo da adveccdo

Ja foi dito que a principal diferenca entre as equag¢des de adveccao-difusdo e difusdo é a

preferéncia no sentido de movimentagdo que existe na equacdo de advecgdo-difusdo
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e ndo existente na difusdo comum; afinal, consideramos que a particula se moveria
tanto para a esquerda quanto para a direita. Assim, uma particula pode se mover numa
direcdo preferencial; como por exemplo, a 4gua de um rio que segue seu curso ou um
animal que se move em direcdo de seu alimento. Assim, dado que o fluxo total é escrito

comao:

. ou
q—]u—Dg.

Ao derivarmos os dois lados por x, temos

g 0 (. ou
5 - 9r (]u — Da) . (A.19)
Como sabemos que %—'; = —g—?{, obtemos a Eq.(A.20).
ou Jd [. u dju d u
g— —a |:]M—D$:| ——§+$ (Da) . (A.ZO)

Considerando j e D constantes, temos aa—‘t‘ como um termo de acumulacéo; jg—z,

. 2 e
advecgdo e, por fim, DSTZ‘ termo de difusdo.

ou .du ou

E +]$ = W (A.ZI)

A.3 Solucdo das Equactes

As solugdes fundamentais para as equagdes da difusdo simples e difusdo-adveccdo
podem ser encontradas facilmente em livros de Equagdes Diferenciais Parciais [84], de
forma que aqui apresentamos somente estes resultados. Assim, a partir das Eqgs.(A.6) e
(A.18) para D constante, apresentamos na Eq.(A.22), a chamada Solugdo Fundamental da

Equacgdo da Difusdo.
2

u(x, t) = { (4nDt)2 P ( 4Dt
0 ,set <0

) ,set >0
(A.22)

Apresentamos na Fig.5 o comportamento da Eq.(A.22) conforme hd o aumento nos

valores de t para valores fixados de b, n e D; é perceptivel que os maiores valores de ¢
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tazem com que u(x, t) fique mais espalhado por x; ou seja, o aumento de t aumenta a

dispersao de u(x, t).

0.35 T T T T T T T T -
—t=1

———t=3

——-t=5

0.3r

0.251

0.21

u(x,t)

0.151

011

0.051

Fig. 5: Considerando D = b = n = 1 e variando ¢, temos em uma dimensao o seguinte

comportamento para a solu¢do fundamental (A.22).

Considerando agora a equagdo da difusdo-adveccdo, como apresentadas nas Eqs.(A.11)

e (A.21), possui a seguinte Solugio Fundamental, Eq.(A.23).

—it)?
u(x, t) = { (4Dmnt)2 4tD
0
Dada a solugdo apresentada na Eq.(A.23), fixamos os valores de j, b e D para estudar-

mos como f e n alteram as curvas obtidas. Note que na Fig.6, hd um deslocamento das

(A.23)
,set <0

curvas para a esquerda conforme aumentamos os valores de ¢.

0.35
——t=1
0.3r —t=31
”\ ..... t:5
0.25¢ [ 1
i\
[
= 02- P ]
L3 P
S 0.15¢ T 1
H
0.1r ! 1
i
0.05- ] “, 1
1 .,
A~ S
-%O -10 0 10 20

Fig. 6: Em que D = b =1ej = 1,7 variando t temos em uma dimensdo o seguinte

comportamento para a solugdo apresentada em (A.23).
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Existem grandes diferencas entre duas solugdes principalmente quando verificamos
seus resultados numéricos. Enquanto a equacdo da difusdo simples se dispersa pelo
espacgo sem preferéncia, a equagdo da adveccdo-difusdo nédo se difunde tanto e possui

sentido de movimentagéao.
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B ONDA VIAJANTE PARA EQUACAO DE REACAO-DI-

FUSAO

Se desconsiderarmos a componente da memoria espacial do nosso modelo proposto em
(10); isto é, considerando que w(x, t) = a = 0. Nosso modelo se torna uma equagdo de

reagdo-difusdo que pode ser escrito como sendo:

ou 9%u
i Mzﬁ +f(u,x,t), (B.1)

onde M; é seu coeficiente de difusdo e f(u, x,t), seu termo reativo, uma funcdo de
crescimento populacional; ou seja, teremos modelos propostos por Skellam (1951) [19] e
Fisher-Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov (1937) [22,23]. Lembramos que as fung¢des que
apresentamos em 1.1 sd30 0s termos reativos que estudaremos neste apéndice. Assim,
analisamos a equacdo, estudando a existéncia de onda viajante para as fun¢des de
crescimento populacional previamente apresentadas. Considerando u(x, t) = v(x — ct) e,
para relacionarmos mais facilmente com os resultados propostos no Capitulo 2, Mp =1,

reescrevemos o modelo como da forma:
—cv' =0"+ f(v) = v = — (cv' + f(v)) . (B.2)

020, fazemos a seguinte substituicdo de variaveis, ondez=7v" e z' = — ,
L f te substit d dez=7"eZ cz+ f(v

reescrevemos o modelo como um sistema

v =2z,

/= —(cz+ f(v)) ;

(B.3)

além disso, podemos definir o conjunto das raizes de f(v) como S, que pode ser expresso

matematicamente como:

S={v; € Ry : f(v;) =0},

em que os pontos criticos de (B.3) sdo definidos como (S, 0); afinal, qualquer ponto
s € S é solucdo de equilibrio para este sistema. Apresentamos a matriz Jacobiana com

relagdo as varidveis v e z da Eq.(B.3):

0 1
Joz) = [—f'(v) —c] '
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Calculando o polindmio caracteristico desta matriz jacobiana para os pontos de

equilibrio, obtemos a Eq.(B.4) em que consideramos v; € S.

A2+ A+ fl(vy), (B.4)

cujas raizes que sdo definidas como A1, = % (—cj: \/@Tf’(vl» . Em que para
estudarmos suas raizes, focamos em \/CZTf’(UZ'), de onde obtemos nossas conclusoes
relativas aos pontos de equilibrio. Assim, estudamos a velocidade de onda viajante, c,
para qualquer fung¢do f(v) de tal forma que sendo v; € S e (v;, 0) um ponto de equilibrio

qualquer para o sistema da Eq.(B.3):

e Se 0 < ¢ <2,/f(v;), entdo o ponto de equilibrio considerado é um foco estavel;

pelo fato que A1, serdo autovalores complexos com parte real negativa;

e Se c > 2,/f'(v;), entdo o ponto de equilibrio serd um né estavel, pois os dois

autovalores serdo reais negativos;

e Se2,/f'(v;) <0, entdo teremos dois autovalores reais de sinais opostos e, portanto,

teremos um ponto de sela, que é instdvel em (v;, 0).

Resta agora apresentarmos uma expressao de velocidade minima para a onda viajante

do sistema apresentado, que representamos na Eq.(B.5) considerando que v; € S:

Cinin = 2 V f/(vi)- (B'5)

Verificamos o resultado apresentado na Eq.(B.5), através dos cdlculos para ondas
viajantes das dindmicas populacionais consideradas em nosso modelo, pois alguns
resultados bem-estabelecidos para tais fun¢des de crescimento como equagdes de reagdo-
difusdo podem ser encontrados em literatura [110,111,115], por exemplo; porém, por

uma questdo de coesdo no texto, apresentamos estes resultados.

B.1 Crescimento Exponencial

Considerando o crescimento exponencial que, como apresentada aqui é o modelo de
Skellam [19], escrevemos sua expressdo de crescimento como sendo f(v) = rv. Por ser
um polindmio de grau 1, sabemos que s6 possui uma raiz que é encontrada quando

v = 0; assim, apresentamos a derivada em fun¢do de v do crescimento exponencial é
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f'(v) = r. Disso, fazemos a analise de estabilidade para v = 0 considerando o polindmio

caracteristico apresentado na Eq.(B.1), cujas raizes sdo da forma:

Ao = % (—ci vV c? —4r> ,

note que quando ¢ < 24/7, 0 ponto de equilibrio é um foco estavel e quando ¢ > 24/7,
€ um né estavel. Além disso, concluimos que v = 0 é um ponto de equilibrio estavel.

Além disso, podemos concluir que a expressdo apresentada na Eq.(B.5) é da forma:

le'n = 2\/;, (B6)

como desejado.

B.2 Crescimento Logistico

Outro modelo famoso de equacdo de reacgdo-difusdo considerando uma dindmica
populacional é o modelo conhecido como de Fisher-Kolmogorov [22,23] que se utiliza

do crescimento logistico:
v
fv)=rv <1 — R> ,

que é um polindmio de grau 2 e, portanto, sabemos possuir no maximo duas raizes reais;
no caso, v = 0 e v = K; ou seja, nosso conjunto S = {0, K}. Além disso, sua derivada é
v
I( —
v)=r (1 — 2—) .
f K
Resta agora fazermos uma andlise de estabilidade dos pontos de equilibrio em S

considerando a Eq.(B.4):

e Quando v = 0, temos que f'(v) = r; na qual obtemos A1, = 1 (—c +Vc2 - 4r> ,
exatamente como temos para o crescimento exponencial; portanto, podemos

concluir que u = 0 é um ponto de equilibrio estavel.
e Quando v = K, as raizes da Eq.(B.4) podem ser escritas da seguinte forma:

Ap = % (—c:l:\/c2+4r) ,

logo, pelo fato que ¢ < V¢? +4r, entdo v = K, é um ponto de equilibrio em que

A1 < 0 < Ay, ou seja, um ponto de sela e, portanto, instavel.
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Calculamos para o ponto de equilibrio estédvel de S, v = 0, a velocidade de onda
minima. Note que desconsideramos a velocidade para o ponto (K, 0), pois este ponto

de equilibrio é instdvel por ser ponto de sela.

Cmin = 24/ f(0) = 2\/;- (B.7)

Igual a obtida para o crescimento exponencial; que sdo valores que sabemos ser verdade

pois foram verificados extensivamente na literatura.

B.3 Efeito Allee Fraco

Considerando a fungdo de crescimento referente ao Efeito Allee Fraco, escrevemos a

fungdo f(v) a seguir:
r v
for= 112,

sendo um polindmio de grau 3, sabemos que f(v) tem no méximo 3 raizes que apresen-

: : . 3v

tamos no conjunto S = {0, K}; cuja derivada f'(v) = ¢ | 2 — i3
Considerando as raizes do polindmio caracteristico apresentado na Eq.(B.4), cal-
culamos a estabilidade dos dois pontos do conjunto S. Sendo assim, separamos em

Casos:

e v=0:

A =0;
Rrer=!
)\2=—C.

Que ndo podemos afirmar nada sobre sua estabilidade.

e v=K:

M= (—es VeTear) ;
AMrcA+f(K)y= A +cA—r = 7
Ay = > <—c—\/02+4r) )

Assim, este ponto é de sela; ou seja, é instavel.



B ONDA VIAJANTE PARA EQUACAO DE REACAO-DIFUSAO

B.4 Efeito Allee Forte

Por fim, apresentamos o Efeito Allee Forte como uma fungdo possivel para o nosso

modelo sem memdria - equacdo de reagdo-difusdo,

v\ [V

fo=ro(1-¢) (1 -1).
O conjunto de raizes para esta fungdo é S = {0,K,L}. A derivada de f(v) é f'(v) =
r (20 < % + %) — 312’—2 — 1) . Estudando a estabilidade e calculando a velocidade de onda

viajante para esta f(v) para o ponto de equilibrio que seja estavel, utilizando.

e Quando v = 0, temos as seguintes raizes para Eq.(B.4):

1
A=—<—+ 2+4>;
1 > c c r

Ap =
Ay =—c—Vc2+4r

(—ci \/M) =

NI

Pelo fato que r > 0, entdo ¢ +4r > c2, para qualquer valor de c. Com isso,

concluimos que o ponto de equilibrio # = 0 é um ponto de sela, instavel.

e Quando v = K, temos:

K 1 K
2 —_ — = — —_ 2 _ —_ —
A +C/\+r(1 L):>A1’2 2( ci\/c 4r<1 L))

Podemos estabelecer que a estabilidade, dependente de ¢* — 4r (1 — %) , mais

precisamente queremos que 1 — % > 0; ou seja, teremos:

— N6 Estavel se L > K;

— Ponto de Selase L < K.

Como previamente definimos que L < K, entdo o ponto v = K é ponto de sela e,

portanto, instavel.

e v=1_L:

)

NI =

L
/\2+cA+r(1—E> = Ao =
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Com isso, estudamos a estabilidade deste ponto de equilibrio; ou seja, estudamos

como garantir que —4r (1 — %) < 0, o que significa que desejamos 1 — % > 0;

portanto v = L sera:
— N6 Estavel se K > L;

— Ponto de Sela se K < L.

Sabemos que, por defini¢do, K > L, assim, o ponto v = L é estavel.

Dada a Eq.(B.5), temos que a velocidade dado o ponto de equilibrio v = L é da

forma

L
Coin = 24 [ T (1 — E) , (B.8)

quando consideramos L < K, podemos dizer que a velocidade de onda, ¢, é

igual a proposta para o crescimento exponencial e o logistico:

Cmin = 2\/; .
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C APROXIMACAO ADIABATICA

Comecaremos este apéndice com um exemplo: considere uma bexiga * colocada dentro
de uma garrafa vazia, de tal forma que o gargalo da garrafa esteja protegido com o
bocal da bexiga. Ao soprarmos para inflar esta bexiga, ela ndo podera ser inflada e,
tentarmos enché-la com 4gua ndo conseguiremos.

Nao importa quanto ar ou dgua seja introduzido, ela ndo mudaré até fazermos
um furo nesta garrafa para igualarmos as pressdes do sistema. Apresentamos uma
representacdo deste experimento com pressao atmosférica na Fig.1.

Note que ndo importa o esforgo feito, a bexiga nédo infla dentro da garrafa. Logo, a
forma de manipula¢do de um sistema importa para que ele seja mantido em condi¢des
similares as anteriores a manipula¢do. Assim, um processo adiabatico é um processo
analitico que considera que a alteragdo nas condi¢des de um sistema ndo ocorre de
maneira gradual. Ressaltamos que ha dois tempos importantes a serem considerados
neste processo: o tempo interno (t;), o do sistema em seu estado inicial, e o tempo externo

(tg), em que as alteracdes externas ja foram realizadas no sistema [141-144].

(a) Bexiga dentro de uma garrafa. (b) Tentativa de inflar a bexiga.

Fig. 1: Representacdo do experimento apresentado.

2 Também chamado de bal3o.
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Assim, concluimos que em um processo adiabatico temos que tg > tj, pelo represen-
tado na Fig.1.

Um bom método para resolvermos aproximacdes adiabdticas é inicialmente fixarmos
os parametros externos; ou seja, definirmos condi¢des iniciais de nosso sistema, para
depois permitirmos o calculo das variagdes provenientes dessas altera¢des que o sistema
sofre.

Existem intimeros exemplos de aproximagdes adiabaticas sobretudo em Mecanica
Quantica, afinal a aproximacdo de Born-Oppenheimer [145-147] é uma aproximagao adi-
abdtica e este método é utilizado na resolugdo da equacdo de Schrodinger; porém, temos

exemplos de aproximagdes adiabaticas em modelagem de sistemas biolégicos [148-150].
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