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RESUMO

Neste trabalho estudamos cédigos ciclicos modulares sobre corpos finitos utilizando
técnicas de dlgebras de grupo e alguma andlise combinatéria. Oferecemos uma
abordagem para tratar os c6digos modulares de comprimento p” que nos permite obter
novos resultados sobre suas distribui¢cdes de pesos. Para os cédigos de comprimento

p"m, com p { m, obtemos informagdes sobre estrutura e pesos os vendo como c6digos

sobre anéis de cadeia e os relacionando com cédigos semissimples de comprimento 1.

Palavras-chave: Teoria de Cédigos, Algebras de Grupo, Cédigos Ciclicos, Cédigos

Modulares
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ABSTRACT

In this thesis we use group algebra techniques and some combinatorics to study
modular cyclic codes over finite fields. We introduce an approach to deal with codes
of length p" that gives us new results on their weight distributions. We look at codes
of length p"m, p 1 m, as codes over chain rings, and by relating them to semisimple

codes of length m we obtain information on their structure and weight.

Keywords: Coding Theory, Group Algebras, Cyclic Codes, Modular Codes
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INTRODUCAO

Codigos ciclicos foram introduzidos em 1957 por E. Prange [Pra57] e, mais adiante, D.
S. Berman [Ber67] e F. J. Mac Williams [Macyo0] estenderam o conceito, definindo os

codigos de grupos em geral.

No ja citado artigo [Ber6y], Berman estuda cédigos de comprimento p" sobre corpos
de caracteristica p, determinando suas estruturas e pesos. Uma classe de cédigos
de Reed-Muller configura um caso particular dos c6digos tratados por Berman. Um
tratamento recente dos cédigos de Reed-Muller como c6digos em uma &lgebra de
grupo modular pode ser encontrado em [AR17]. Cédigos ciclicos modulares sao
abordados usando técnicas polinomiais e anéis de galois em [DPoy] e alguns c6digos
abelianos modulares com base visivel (i. e., uma base que contém um elemento de

peso minimo) sdo obtidos em [Han17].

Os avangos na teoria entretanto, sobretudo através do tratamento algébrico, sdo muito
mais numerosos para cédigos cujos comprimentos ndo sdo multiplos da caracteristica
do corpo (ou anel) sobre o qual sao construidos. Em particular, Ferraz e Polcino Milies
deram em [FPo7] inicio a uma série de resultados obtidos usando técnicas de dlgebras

de grupos.

Descobertas recentes de que bons c6digos bindrios nado lineares estdo relacionados
com codigos lineares sobre o anel dos inteiros médulo 4 [Cal+93] tem motivado o
estudo de c6digos sobre anéis em geral. Como uma extensdo natural desse anel de
coeficientes, Carlderbank e Sloane [CSg5] determinaram a estrutura de cédigos ciclicos
sobre o anel de inteiros médulo p” e Wan em [Wan11] estendeu esses resultados para
coédigos ciclicos sobre anéis de Galois. Em 1999, Norton e Salagean-Mandache [NSoo]

ampliaram ainda estes resultados para c6digos ciclicos sobre anéis de cadeia finitos e,
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mais adiante, Dinh e Lépez-Permouth [DLo4] demonstraram os mesmos resultados de
uma maneira diferente. Recentemente, A. T. da Silva obteve os mesmos resultados,
de forma bem mais simples, usando técnicas de dlgebras de grupo, que permitiram
inclusive calcular dimensdes e pesos de todos os cédigos ciclicos sobre anéis de cadeia
sob certas hipoteses naturais [Sil12].

Neste trabalho tratamos cédigos ciclicos modulares usando algebras de grupo. Para
isso, consideramos primeiro os cédigos de comprimento p" sob um nova perspectiva
que nos permite ndo somente obter uma nova prova para as férmulas dadas em [Ber67]
para o peso desses cédigos, como também determinar toda a distribui¢do de pesos
para parte deles. Em seguida estudamos c6digos de comprimento p"m tratando-os
como c6digos sobre anéis de cadeia e mostrando que muitas informagdes sobre suas
estruturas e pesos podem ser obtidas a partir de cédigos semissimples associados.

Apbs a apresentagdo de resultados preliminares sobre anéis, ideais, dlgebras de grupo
e codigos no capitulo 2, apresentamos no capitulo 3 alguns interessantes resultados
sobre relagdes entre niimeros de polindmios e de suas raizes e sobre combinatdria em
caracteristica finita que serdo usados nos capitulos seguintes.

Os capitulos 4 e 5 trazem nosso tratamento para cédigos propriamente dito. O pri-
meiro deles trata do comprimento p" e o segundo, do comprimento p"m. Finalmente,
o capitulo 6 traz exemplos adicionais de c6digos modulares, entre os quais figuram
muitos coédigos 6timos.

Na conclusdo, capitulo 7, além de uma breve andlise dos resultados obtidos, apre-
sentamos algumas dire¢des em que este trabalho pode ser continuado.

Os pesos de alguns dos c6digos dados como exemplos foram obtidos computacio-
nalmente, por isso, na segao 1 do apéndice incluimos a listagem da rotina usada para

esse proposito.
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2.1 ANEIS FINITOS E IDEAIS

Nesta secdo apresentamos defini¢des e resultados sobre anéis e ideais, em particular,
definimos e caracterizamos anéis de cadeia. Todos os anéis tratados sdo anéis asso-
ciativos com unidade, fato que assumiremos tacitamente nas defini¢des e resultados.
Demonstra¢des e um tratamento mais detalhado para o contetido desta se¢ao podem

ser encontrados em [Jacoga], [Jacogb], [Sil12] e [Vil14].

Notagdo. Utilizaremos as notagdes IF; para representar o corpo finito com g elementos

e Zy, para o anel Z/mZ de inteiros médulo m.

Definicdo 2.1. Sejam R um anel comutativo e r € R um elemento ndo nulo.

(i) r é uma UNIDADE se é inversivel, i. e., se existe s € R tal que rs = 1.
(ii) r € um DIVISOR DE ZERO se eXiste s # 0 em R tal que rs = 0.

(iii) r é NILPOTENTE se existe um inteiro m > 0 tal que ™ = 0 (0 menor m com essa

propriedade é chamado de INDICE DE NILPOTENCIA de 7)

Definicdo 2.2. O conjunto das unidades de um anel R forma um grupo com a operagdo
de multiplicacdo do anel chamado GrRUPO DE UNIDADES de R que denotaremos por

U (R).

Definicdo 2.3. Seja I um ideal lateral de um anel R. I é chamado NIL se para todo
x € I, existe um inteiro n, que depende de x, tal que x" = 0. I é dito NILPOTENTE se
existe um inteiro positivo n tal que I" = (0), onde I"" é o conjunto de todas as somas

finitas de produtos de n elementos de I.
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Defini¢do 2.4. Um anel R é chamado LocAL se o conjunto I de ndo-unidades de R

forma um ideal.

Note-se que o ideal I na defini¢do acima € o tinico ideal maximal de R, pois todo
elemento fora de I é inversivel. Por outro lado, se um anel R possui um tnico ideal
maximal I, entdo R deve ser local, pois todo elemento a € R\ I ndo pertence a nenhum

ideal préprio e, portanto, Ra = R, ou seja, a é uma unidade.

Defini¢do 2.5. Um anel R é chamado ANEL DE CADEIA, ou UNISERIAL, se 0 conjunto de

todos os seus ideais forma uma cadeia com a relacdo de inclusao.

Exemplo 2.6. Dado um inteiro primo p, é facil ver que o anel Z,n dos inteiros médulo
p™ é anel de cadeia com ideais R D Rp D Rp? D -+ D Rp™~! D (0) e que todos os

elementos fora do ideal maximal Rp sdo inversiveis.

Teorema 2.7 ([Vil14], Teorema 1.7). Para um anel comutativo R as sequintes condigdes sio

equivalentes:
(i) R é um anel local e o ideal maximal M de R é principal.
(ii) R é um anel local de ideais principais.

(iii) R é um anel de cadeia.

Definicdo 2.8. Um elemento e de um anel R é dito IDEMPOTENTE se e? = e. Dois

idempotentes e; e ex sdo chamados ORTOGONATIS se eje; = 0. Um idempotente e é dito
CENTRAL se er = re para todo r € R e é dito PRIMITIVO se sempre que se puder escrever

e =ej + ey, com e e ep ortogonais, entdo e; =0 ouep =0.

Proposicao 2.9. Se Iy, ..., I sio ideais de um anel R tais que R = I) ® - - - @ I, entdo existem

idempotentes ortogonais eq, ..., es taisque e; +---+es =1leeR =1, 1 <k <s.

Defini¢do 2.10. Um ideal I de um anel R é chamado um SOMANDO DIRETO se existir um
ideal ] tal que I @& J = R. R é dito SEMISSIMPLES se todos os seus ideais sdo somandos

diretos.
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2.2 ALGEBRAS DE GRUPO

Nesta segdo apresentamos defini¢des e resultados relacionados a dlgebras de grupo.
As demonstragdes desses resultados e um tratamento mais completo podem ser

encontrados em [PSo2].

Defini¢do 2.11. Dado um anel R e um grupo G, definimos 0 ANEL DE GRUPO de G

sobre R como o conjunto

RG = { Y g ‘ g € R, &g = 0 exceto um numero finito de Vezes}
g€G

munido das operagdes

(Z vcgg) +| Yo Beg | = Y (wg+Bo)g

geG geG geG
<Z “g8> | LB’ = (Z “hﬁk) 8
g€eG geG 8€G \lhk=g

M Y agg | =) (Aag)g, A €R
geG geG

Se o anel R for comutativo (e. g. um corpo) RG também é chamado de ALGEBRA DE

GRuUPO de G sobre R.

Defini¢do 2.12. Definimos o SUPORTE de um elemento x = } . ag¢ € RG e denotamos
por supp(x) como o conjunto dos elementos de G que comparecem com coeficiente

nido nulo em x, i. e.,

supp(x) = {g € G | ag #0}.
Lema 2.13. Sejam G e H grupos e R um anel comutativo. Entdo R(G x H) = (RG)H.
Definicao 2.14. O homomorfismo

¢:RG— R

) g i ) ag

geG geG
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é chamado FUNCAO DE AUMENTO de RG e seu nucleo, ker(e), é chamado de IDEAL DE

AUMENTO de RG e denotado por A(G).

Proposigdo 2.15 ([PSo2], Proposition 3.2.10). O conjunto {g—1|g€ G, g #1} é uma

base de A(G) sobre R. Assim, podemos escrever

AG) =< Y ag(g—1)|ageR
geG

871
As condicdes para que um anel de grupo seja semissimples sdo dadas pelo Teorema

de Maschke, enunciado a seguir.

Teorema 2.16 (MASCHKE — [PSo2], Theorem 3.4.7). Seja G um grupo. O anel de grupo RG

é simissimples se e somente se as sequintes condigoes forem satisfeitas:
(i) R é um anel semissimples;
(i) G é finito;
(iii) |G| é inverstvel em R.

Corolario 2.17. Seja G um grupo finito e K um corpo. Entdo KG é semissimples se e somente

se car(K) 1 |G|.
Definigao 2.18. Um 4algebra ndo semissimples é dita MODULAR.

Proposicao 2.19 ([Jacogb], Proposition 7.14). Seja R um anel, N um ideal nil em R e
i = u+ N um idempotente de R = R/N. Entdo existe um idempotente e € R tal que ¢ = 1.

Além disso, e é iinico se R é comutativo.

Teorema 2.20 (COLEMAN — [PSoz2], Theorem 6.3.1). Seja K um corpo de caracteristica p > 0
e G um grupo arbitrdrio. Entdo o ideal de aumento A(G) de KG é nilpotente se e somente se

p > 0e G éum p-grupo finito.

Teorema 2.21. Seja R um anel de cadeia e M seu ideal maximal. Entdo

RG _ (R
W‘<M)G'
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2.3 CcODIGOS

As definic¢oes e resultados deste capitulo podem ser encontradas em referéncias sobre
teoria de c6digos como [Romgz], [MS77] e [Ling8].

Seja A um conjunto finito, que chamaremos de ALFABETO , e denotemos por g seu
nimero de elementos. Um cODIGO g-ARIO C DE COMPRIMENTO 1, serd um subconjunto
qualquer de A" (chamado de EsPAGo AMBIENTE ). Chamaremos, naturalmente, os
elementos do alfabeto .4 de LETRAS e os elementos de C de raLAaVRAS do cédigo e
denotaremos estes tltimos como n-uplas ordenadas, como de costume para elementos
de um produto cartesiano, ou pela simples justaposicdo das letras que o formam, i. e,

(x1, xX2,..., Xp) OU X1X2 ... Xy.

Definicdo 2.22. Dados dois elementos x = x1x2...x, € Yy = y1y2 ...y, de A", chama-se
DISTANCIA DE HAMMING de x a y ao namero letras em que estes elementos diferem,

1. e.,

dH(x/ y) = |{l | Xi 7'[%'/ 1 < i < n}| .

A fungdo apresentada acima de fato confere ao conjunto A" uma estrutura de espago
métrico com as usuais defini¢cdes de bolas e esferas.

Se no alfabeto A existe um elemento nulo, podemos fazer a seguinte definigdo.
Definic¢do 2.23. Dado x = x1x3...x, € A", o nimero
wy(x)=|{i|x; #0,1 <i<mn}
chama-se PEso bDE HAMMING de x. E claro que wy(x) = dy(x, 0).

Utilizam-se também outras defini¢des de distdncia e peso em teoria de cédigos
como, por exemplo, a distancia e o peso de Lee. Pares de func¢des distancia d e peso
w devem sempre satisfazer a relagdo w(x) = d(x, 0). Neste texto sempre utilizaremos
distancia e peso de Hamming, por isso omitiremos a qualificacdo “de Hamming” e

denotaremos simplesmente por d e w.
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Defini¢do 2.24. Dado um cédigo C C A" e fungdes distancia d e peso w, chama-se

DISTANCIA MINIMA de C o nimero
d(C) =min{d(x, y) [x, y €C, x ¥y}
e chama-se PEsO MINIMO de C, ou simplesmente PEso de C, o niimero
w(C) = min{w(x) | x € C, x #0}.

Os resultados a seguir lidam com a capacidade de detecgdo e correcdo de erros em

codigos.
Proposigdo 2.25. Todas as esferas de raio r em A" possuem o mesmo niimero de elementos.
Teorema 2.26. Seja C um cédigo com distdncia minima d e seja
d—1
K=|—f%—]|.
2
Entdo é possivel detectar até d — 1 erros e corrigir até k erros.

Corolario 2.27. Um cédigo C pode corrigir até k erros se e somente se sua distdncia minima

d(C) verifica a desigualdade
d(C) > 2k + 1.

Defini¢do 2.28. Dado um c6digo C com distancia minima 4, o nimero
. d—1
L2

Um c6digo g-ario de comprimento n, com M = |C| palavras e distdncia minima d

chama-se a cAPACIDADE de C.

diz-se um (n, M, d)-cODIGO .

Deve parecer claro nesse ponto que é desejavel que a distdncia minima de um cédigo
seja a maior possivel para que sua capacidade de detecgdo e corregdo também o seja.
Por outro lado, é também desejavel que o niimero de palavras no cédigo seja o maior

possivel para que se possa transmitir a maior densidade de informacgao possivel. Ocorre
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que esses objetivos sdo conflitantes pois uma vez definido o alfabeto e o comprimento
das palavras, aumentando-se o ntimero de palavras no c6digo, diminui-se a distancia
minima entre elas. A questdo de encontrar valores satisfatérios para esses parametros
é conhecida como 0 PROBLEMA PRINCIPAL DA TEORIA DE CODIGOS e o cldssico resultado

a seguir nos oferece um primeiro limite.

Teorema 2.29 (Cota DE HAMMING ). Dado um (n, M, d)-cédigo, tem-se que

qn
M < .
~ Yo (- 1)

A defini¢do a seguir trata do maximo aproveitamento de um cédigo.

Definic¢do 2.30. Um cédigo C C A" com distancia minima d e capacidade « diz-se

PERFEITO se

U B(x, k) = A,

xeC

onde B(x, k) = {y € A" | d(x, y) < «}.

Proposicao 2.31. Um (n, M, d)-cédigo C é perfeito se e somente se tem-se que
K n ;
My (Da-v| -
=0 \!f

2.3.1 Cédigos lineares

De modo a dar mais estrutura algébrica a c6digos, consideremos como alfabeto .A um

corpo (ou anel) finito.

Definicdo 2.32. Um subespago vetorial C de dimenséo k do espago ambiente IF; diz-se
um (1, k)-CODIGO LINEAR sobre [F; e, se sua distancia minima d é conhecida, diz-se

também um (1, k, d)-CODIGO LINEAR sobre IF,.

Caso o alfabeto seja um anel, podemos estender essa defini¢cdo da seguinte forma:
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Definic¢do 2.33. Seja R um anel finito. Um cODIGO LINEAR de comprimento n sobre R
é um submoédulo de R”. Em particular, um cODIGO LINEAR LIVRE sobre R é um c6digo

linear sobre R que possui uma R-base.

A estrutura de espaco vetorial (ou médulo) dos cédigos lineares nos oferece relagdes
entre uma funcgdo distdncia d e sua correspondente fun¢do peso w além da ja citada
w(x) = d(x, 0). Dados elementos x e y de um c6digo linear, uma relagdo equivalente a

esta tltima é

d(x, y) = w(x —y).

De fato, é bastante comum definir peso a partir de distancia ou vice-versa. Ha ainda
outra importante e facilmente verificdvel relacdo entre peso e distancia para cédigos
lineares, a saber, que distancia minima e peso minimo de um cédigo linear coincidem,

i. e,
d(C) = w(C).

Voltando ao problema principal da Teoria de Cédigos, fixado g, entre c6digos de
mesma dimensao, os de maior peso serdo considerados melhores e entre cédigos de
mesmo peso, melhores serdo os de maior dimensao. A seguir introduzimos uma
medida para comparar cédigos ainda que estes difiram tanto na dimensdo quanto no

peso.
Defini¢do 2.34. [MM13] Definimos a CONVENIENCIA de um c6digo C por
conv(C) = w(C) - dim(C)

Além da estrutura de espago vetorial ou médulo, podem-se obter importantes resul-
tados acrescentando ainda mais estrutura. Em particular, de importantes propriedade

préticas e algébricas é a classe de codigos lineares definida a seguir.

Defini¢do 2.35. Um cédigo linear C de comprimento n é dito cicLico se sempre que

cocq - - . Cy—1 pertencer a C, sua permutacdo ciclica ¢, —1cocy . .. c,—p também pertencer.



2.3 CODIGOS

Tomando o grupo ciclico G = (g | ¢" = 1), através da associa¢do

¢:C — RG

COCL -+ Cp1 ' —> Co+Cra+--+cy_qa™ !

é facil ver que c6digos ciclicos de comprimento n sobre R correspondem aos ideais da

algebra de grupo RG.

Defini¢do 2.36. Um cédigo linear C de comprimento n é dito QuAsI-cicLICO ou
r-QUASI-CICLICO se sempre que cocy...c,—1 pertencer a C, sua permutacdo ciclica

Crn—rCpn—r+1 " " * Cn—1€0C1 - . . C—r—1 também pertencer.

2.3.2 Codificacdo e decodificacio

Nesta se¢do C sera sempre um (n, m)-cédigo linear sobre um corpo (ou anel comuta-

tivo) que denotaremos por K.

Definic¢do 2.37. Uma matriz G de dimensdo m X n cujas linhas formam um conjunto
de geradores minimal para C é chamada uma MATRIZ GERADORA OU MATRIZ DE CODIFI-

cAacAo de C.

Nessas condigdes, as palavras de C sdo combinagdes lineares das linhas de G, o
que oferece um método de codificagdo da informagdo de entrada: dado um vetor de
informagdo u, a palavra correspondente seré ¢ = uG.

Como C é um subespago (ou submodulo) de K", pode-se determinar uma fungao
linear sobrejetora 7t : K" — K"~ cujo ntcleo seja o cédigo C. A partir disso, podemos

fazer a seguinte definigéo.

Defini¢do 2.38. Uma matriz H de dimensdo n x (n —m) que representa nas bases
canodnicas uma transformacdo linear 77 : K" — K"~ tal que ker(rr) = C é chamada

uma matriz de verificagdo do cédigo C.

Pela defini¢do anterior, o c6digo C é precisamente o conjunto dos vetores y € K" tais

que yH = 0, de modo que multiplicar pela matriz H é uma maneira de verificar se um

11
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dado vetor é ou ndo uma palavra do cédigo. Assim, dentro dos limites do c6digo,
essa matriz pode ser usada para detectar erros em uma mensagem recebida, i. e., um
vetor y € K" recebido contém erros se yH # 0. A expressdo yH é uma funcdo de y que

definimos abaixo.

Definicdo 2.39. Seja H a matriz de verificagdo de C. Dado um vetor y € K", o vetor

5(y) =yH
é chamado de SINDROME de y.

Caso erros sejam detectados em um vetor recebido y e considerando-se que a
quantidade de erros ndo supere a capacidade do c6digo, uma maneira de corrigir
esses erros é procurar a palavra ¢ do c6digo mais préxima de y. Isso pode ser feito
encontrando-se o vetor de menor peso na classe lateral y + C. Esse vetor é chamado
de LIDER DA CLASSE e corresponde exatamente a0 VETOR ERRO e = — c. Logicamente,
conhecido o vetor erro recupera-se a palavra enviada fazendo ¢ = y — e. O método que
acabamos de descrever é chamado de DECODIFICACAO POR DISTANCIA MINIMA.

Além da detecgdo e correcdo de erros o processo de decodificagdo consiste ainda
de recuperar o vetor de informagdo correspondente a palavra do cédigo recebida
(e corrigida). Essa etapa, que se poderia chamar de decodificacdo propriamente
dita (i. e., desfazer a codificacdo) pode ser um problema bastante dificil de tratar de
maneira geral. Uma das maneiras de resolvé-lo na pratica, desde que o cédigo ndo
seja demasiado grande, é simplesmente ter uma tabela de correspondéncia entre os

vetores de informagdo e as palavras do cédigo.



CONTAGEM E COMBINATORIA

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre contagem de polindmios e suas

raizes e algumas identidades combinatoriais que serdo usadas nos capitulos seguintes.

3.1 POLINOMIOS E RAIZES

Nos resultados a seguir K denota um corpo finito de caracteristica p e g4 = |K|. Em
primeiro lugar vamos analisar o nimero maximo de raizes que um polindmio em
vdrias varidveis com certas limita¢cdes de grau pode ter, informagdo que serd usada na

determinagdo do peso de cédigos p-drios de comprimento p" no capitulo 4.

Proposicao 3.1. Seja f € K[xo,..., xx_1] um polindmio ndo nulo em k varidveis com

coeficientes em K tal que d; = deg, (f) < ¢q,0 < i < k—1. Entdo f pode ter no mdximo

k—1
g — T —dy). (1)
=0

raizes distintas (ag, ..., ax_1) € KX. Ademais, esse niimero é atingido pelos polindmios da

forma

k—1 [d;i—1
fooos 2 = A1 (H(xi - Oéz',j)) ,
i=0 \ j=0
onde A € K¥, ajj € Kew; Fojpsej#L

Demonstragido. Vamos provar por inducdo em k. Para k = 1, f é um polindmio de grau
dp < g em apenas uma varidvel, logo pode ter no maximo dy raizes distintas, o que

coincide com a expressdo (1).
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Agora, vamos assumir que o resultado vale para até k — 1 varidveis. Temos, para k

variaveis,
di
f(xo, .., xk—1) = fo(xo, ., Xe—2) + fi(xo, .+ o) Xg—)Xpeq + - - + fg, (X0, ., Xp—2) X,

Considerando todas as (k — 1)-uplas (xp, ..., ax_2) € K*=1 denotemos por N o nimero
das que sdo simultaneamente raizes de fy, ..., f;,. Entdo, tomando essas (k — 1)-uplas
e todos os Bx_1 € K, temos Ng raizes (wg, ..., &x_o, Px_1) de f. Para cada uma das
g*~! — N outras (k — 1)-uplas, f(ao, ..., ax_2, Xx_1) € um polindmio ndo nulo de grau
menor ou igual a dy_1; < g na variavel x;_1, podendo ter entdo, no méximo, dy_,
raizes distintas. Assim, f pode ter até Ng + (E;k’1 — N)dx_1 =N —dy_1)+ qk’ldk_l
raizes. Como dy_1 < g, esse ntimero serd maximo quando N for maximo, e, supondo
que fo, ..., fs, tenham as mesmas raizes, pela hipétese de N pode ser, no maximo,

- Hi.‘:_oz(q —d;). Dessa forma, o nimero méaximo de raizes distintas de f serd

k-2
N(q — dx—1) +q" g = (q"‘l ~T1@a- di)) (9 — di1) + 4" e =
i=0

=
=7 -] —dy.
i=0

Por fim, dados A € K* e a;; € K satisfazendo a;; # a; ¢ se j # ¢,

k-1 [di—1
flxo,..., x—1) = A H <H(xi — Oéi,j))

i=0 \ j=0
tem por raizes as k-uplas By, ..., fx_1 que tenha B; = a; ; para algum par i, j. Em outras
palavras, as k-uplas que ndo sdo raizes de tal f devem ter cada B; distinto de todas as
d; raizes a; ; de f;, logo, o nimero de tais k-uplas ¢ trivialmente (9 — do) - - - (9 — d_1) e

o resultado segue. O

De forma complementar ao resultado anterior, nos resultados a seguir determinare-
mos o nimero de polindmios, novamente com certa limita¢do de grau, que possuem
um dado ntiimero de raizes. Esse resultado serd usado também no capitulo 4 para
determinar a distribui¢do de pesos todos os cédigos p-drios de comprimento p e de

parte dos de comprimento p" se n > 1.
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Teorema 3.2. Denotemos por Ni(t) o niimero de polinomios de grau k em K[x] que tenham

exatamente t raizes distintas. Entio
Nk = (T) g =1
K (k) r (-1,

Ni(t) = (‘Z) (g —1)g" — i (;) Ni(i), fork <t < g.

i=t+1

Demonstragio. E claro que Ni(k) = ({)(q —1).

Dado g(x) € K[x], denotemos por Ag(x) 0 conjunto das raizes de g(x) em K. Dados
dois subconjuntos de K de mesma cardinalidade A = {ay,..., at} e B={B1,..., B¢},
o numero de polindmios g1 € K[x] de grau k tais que Ag () = A € 0 mesmo que 0
numero de polindmios g, € K[x] de grau k tais que A, () = B. Como esse nimero ndo
depende especificamente dos elementos de A e B, vamos denita-lo por n(t). Agora,
o conjunto de todos os polindmios de grau k in K[x] que tém exatamente ¢ raizes
distintas é a unido disjunta dos conjuntos de polindmios de grau k que tenham como

raizes cada um dos subconjuntos de K de cardinalidade t. Entdao

Ni(h) = (Z) m(®) @)

Dado um conjunto A = {ay,..., a;} C K de cardinalidade f, os polindmios g(x) €

K[x] de grau k para os quais A C Ag(y) tém a forma
g(x) = (x —ay) - (x —ar) - g1(%),

onde g;(x) é um polindmio de grau k — t em K[x]. Como existem (g — 1)g*~* polindmios
de grau k — f, o numero de polindbmios g(x) € K[x] de grau k tais que A C Ag(y) €
precisamente (g — 1)qk’t. De modo a computar ni(t) devemos entdo subtrair de
(g — 1)qk_t o ntumero de polindmios de grau k que tenham i raizes, t+1 < i < k,
dentre as quais igurem todos os elementos de A. Existem (‘Z:tt) subconjuntos de K de

cardinalidade i contendo A, logo

k —
0 =q-07' = 1 (17 )mo,

i=t+1
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entdo, tendo em vista a equacgdo (2),

ko1t
N = (1) [(q—l)qk‘f— » (l(q;)Nku)].

i=t+1 \i

Mas
(5D @-nr g o _ ()
M “G-plg—ot g B ()

entao

]

Corolario 3.3. Definindo N(t) como o niimero de polindmios de grau menor ou igual a d em

K[x] que tém exatamente t raizes distintas, temos

Nl = (1) ' - - iil ()~

Demonstragdo. E claro que Né(t) = Zﬁzt Ni(t). Assim,

NGy =) [(Z) @-1 - ) C) Nku)] =

p i=t+1
-(Na-vEe-r y ()mo-

d
Otk &€
(o= B |()fe)-
- (D' - lé (;)vo

O

Observagio 3.4. Estaremos interessados nas raizes de polindbmios em K[x, ..., xx_1] (ou
K[x]) que estejam em lF’r‘, C K* (ou [Fy). A adaptacdo das demonstragdes dos ultimos

resutados a esse caso é imediata, nos dando a expressao

k—1
=TT —d
=0
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para o nimero méaximo de raizes e as férmulas

no= (7)o~ 1 (Do

i=t+1

doy _ (P (d—ts1 _ & (N v
Nt =, )@ NEY ; JNO@)

i=t+1

para os nimeros de polindmios com dado ntimero de raizes.

3.2 COMBINATORIA

Nesta secdo apresentamos alguns resultados relacionados a coeficientes e expansodes
binomiais em caracteristica prima. Em tudo que segue p denota um inteiro primo.
Iniciaremos apresentando uma definigao e introduzindo uma notagdo de que faremos

uso extensivo tanto aqui quanto nos capitulos que seguem.

Definicdo 3.5. Dados inteiros a e n tais que p" > a4, a pode ser escrito de maneira tnica

na forma
— 2 n—1
a=ap+mp+ap +---+a,p 7,

com 0 < ag, ay,..., a,_1 < p — 1. Tal expressdo é chamada de REPRESENTAGAO p-ARIA
Ou EXPANSAO p-ARIA de a e 0s nimeros 4y, ay, ..., 4,—1 S0 chamados de COEFICIENTES

p-ARr1Os de a.

Notagiio. Dado um inteiro a, denotaremos por ap; o coeficiente de p' na expansio p-dria

dea,i.e,a= 2;7;01 a[i]pi.

O teorema a seguir é bastante conhecido em Combinatéria (v. [Camg4]) e por isso,
embora tenha demonstracdo razoavelmente simples, ndo a incluiremos aqui.
Teorema 3.6 (Lucas). Sejam a e b inteiros tais que 0 < a < p" —1e0 < b < p" — 1. Entdo

a\ n—1 a[i]
(b) =11 (b[i]> (mod p).

i=0

17
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Lema 3.7. Dados um primo p e um inteiro positivo n, para quaisquer inteiros a e b, vale a

)= (54 e

Demonstragdo. De fato,
b () u—bH?=b+1i _ H?zbﬂ(—i) _
- (b) -y (a—b)!  (a—Db)

I i) _ (p"—1-b
~ (a—-)D)! pt—1—a

congruéncia

) (mod p),

Coroldrio 3.8. Sejam t e n inteiros tais que t < p". Entdo

(x—1) = i (ZZ::';)xk (mod p).
k=0

Observagio 3.9. Com respeito ao Tridngulo de Pascal, o corolario 3.8 mostra que os
coeficientes da expansao de (x — 1)! em caracteristica p podem ser lidos diretamente

na coluna p" — 1 — t do tridngulo, como ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.10. Nos arranjos abaixo temos, a esquerda, um Tridngulo de Pascal até
a linha 6 e, a direita, um triangulo cujas colunas sdo formadas, da esquerda para a
direita, pelos coeficientes de (x — 16, (x —1)°,..., (x —1)°. E facil ver que 0s numeros

nos dois arranjos sdo respectivamente congruentes médulo 7.

1 1

1 1 —6 1

1 2 1 15 -5 1

1 3 3 1 -20 10 -4 1

1 4 6 4 1 15 -10 6 -3 1

1 5 10 10 5 1 —6 5 -4 3 -2 1

1 6 15 20 15 6 1 1 -1 =i i =il
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Lema 3.11. Seja a um inteiro tal que 0 < a < p" — 1. Entdo

(p" —1—a)[k] =p—1—ap.

Demonstracdo. De fato,

(P =D —a=(p-D)A+p+---+p") —ag —app — - —ap_yp" ' =

=(p—1—ag)+(p—1—ap)p+--+(p—1—ap_p" "

]

Aplicando o Teorema de Lucas aos ultimos resultados, obtemos o seguinte coroldrio.

Corolario 3.12. Sejam t e n inteiros tais que t < p". Entdo

n—1 )
(x— 1) = i (H <p -1 k[f1>> xF (mod p). (3)
i=0

k=0 p—1—t

Por fim, podemos determinar o namero de coeficientes ndo nulos (ou seja, o peso)

de (x — 1)! em caracteristica p.

Corolario 3.13. Sejam t e n inteiros tais que t < p". Entdo o niimero de coeficientes nio

nulos, médulo p, na expansdo de (x — 1) é igual ao produto (trop + Dty +1) - - - by + 1).

Demonstracio. O coeficiente de x* na expressdo (3) serd nulo se e somente se para
algum i, p —1—ty > p—1—kp, i. e, se kjjp > t;). Entdo essa expressdo pode ser
reescrita na forma
Go=y 3 rfl ( 1"‘”)] * (mod p)
Ko=0km=0  kpuq=0 Li=0 \P 1=t ’
onde incluimos apenas os coeficientes ndo nulos e ha (to + 1)(tpy; +1) - - - (t—17 + 1)

parcelas. O
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CODIGOS PURAMENTE MODULARES

Neste capitulo estudamos a estrutura e a distribui¢do de pesos de c6digos de compri-
mento p" sobre um corpo K de caracteristica p. Em todo o capitulo G = (a | a?" =1) é
o grupo ciclico de ordem p" e g = |K|.

Como o comprimento desses cddigos é multiplo da caracteristica do corpo, a dlgebra
de grupo KG é modular, por isso esses sdo ditos cODIGOS MODULARES. Os cédigos no
capitulo 5 tém um quociente semissimples do qual extrairemos muita informagéo, usa-
mos a expressao “puramente modulares” para o presente capitulo em oposigdo a essa
condic¢do, em verdade os c6digos aqui apresentados sdo modulares indecomponiveis.

Vamos comegar analisando o ideal de aumento A(G). Sabemos pela proposicao
2.15 que {a* — 1|1 < k < p" — 1} é base de A(G) e entdo, considerando a igualdade
Ak —1=@—1)@*1+---+a+1), decorre imediatamente que A(G) = KG(a —1).

Além disso, (a — 1)V =a?" —1 =0, logo A(G) é nilpotente e para todo elemento
m € A(G) temos mP" = 0. Tomemos entdo x € KG \ A(G). E claro que x =¢(x) #0 e

definindo m = x — a temos que m € A(G), logo
= (w+m)P =af" +mP" = o € K,

portanto x é inversivel e entdo A(G) contém todos os elementos nado inversiveis de KG.
Assim, KG é anel local com ideal maximal principal A = A(G) = KG(a — 1) e entéo,

pelo teorema 2.7, é anel de cadeia. Abaixo a cadeia de ideais de KG:
KGOADAD - DA T 5 AP =(0).

Com isso temos a seguinte caracterizagdo para os cédigos ciclicos de comprimento

p" sobre K.

21
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Proposicio 4.1. Todo cédigo ciclico de comprimento p" sobre K é da forma A, onde A é o

ideal de aumento da dlgebra do grupo ciclico G sobre Ke1 < ¢ < p" — 1.

E claro que B = {(a — DE:v <k < p" — 1} é uma base de A!, entdo, usando os
corolarios 3.8 e 3.12, podemos construir a matriz geradora (7;;)(yn—¢xpn desse codigo,

cujos elementos sdo dados por

n ; n—1 :
o p-—] _ p =i
K (pn—f—z) =11 (p—(£+i>m)‘ @

r=

Exemplo 4.2. Para A3 C FF;Cy, a matriz (4) assume a forma

§ @ & G o o o 6341000

? G & G G 0 0| [1363100

® 0 6O Q6O Q@ o 6543210]

© ® © 60 @ © O 1111111

enquanto para A* C IF3Co, temos a matriz geradora

OO OO O OO O o 0 0 0 120210000
©0 @O DD OO @O Q) 0 0 0 222111000
20 Q6 QO 0O D 6 @ 0 0 [=]100100100
DO OO D6 O O D6 O O o 210210210
©© @0 @6 ©0 O @6 @ 6 O 111111111



4.1 NOVA VISAO SOBRE ESTRUTURA E CODIFICAQAO

4.1 ESTRUTURA E CODIFICACAO

A seguir apresentamos outra maneira de obter os elementos de A’ que nos oferecera
uma forma de codifica¢do alternativa e permitird deduzir distribui¢des de pesos para

parte desses codigos.
Proposicdo 4.3. Dado ¢, 0 < £ < p" — 1, seja r o maior indice tal que £}, # p — 1. Todo

elemento x € A é da forma

p'—1
x= 3 flkpy k- kppat,
k=0

onde f(xo,..., xy) é um polindmio em r + 1 varidveis cujos graus dy, ..., d, em xq, ..., Xy,

respectivamente, satisfazem a desigualdade
do+dip+---+dyp <p'—1-1.
Demonstragio. Temos que
x=Aa =1 + Ap@a— D) 4+ A (@ — 1P,

com A; € K, ¢ <j<p"—1. Cada poténcia de (2 — 1) tem a forma

@-1=Y (,]() ab(—1)F =

k=0

iofpn 1 _
3572(70 ! k.)ak:
k=0

: (P—l—km>(P—1—km>,”<P—1—hmﬂ)f_
o \P =1 =jo/ \P—1—ju P—1=jm

Note-se que o coeficiente de cada a* na expansao acima se escreve como um produto

de fatores da forma
(P —1- k[i]) _ (=T —k)(p =2 —kpip) -~ Gpag — kg + 1)
p—1—ji (P —1—jip)!

onde f;; e um polindmio de grau p — 1 — ji; (o coeficiente de k” ~1=Ji é 41). Logo, o

= f;,ilkp),

coeficiente de a* em (2 — 1)/ é um produto

fiotko)fia(kr) - -+ fin—1(kn-1).

23
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. . A . e
Agora, quando j variar de ¢ a p" — 1, teremos mondmios kg - - - ki" com expoentes

e, - .., ey satisfazendo
ept+ep+---+ep <pt—1-—14

e o coeficiente de a* em x sera f(ko, ..., k), onde f é o polindbmio em r + 1 variaveis,
independente de k,

pr-l
fGxo, - x) = ) Ajfio(xo) -+ fir(xr)-

=

]

Coroldrio 4.4. Seja ¢ nas condigdes da proposicio 4.3. Consideremos o espago de polindmios

lXtGK}.

em r + 1 varidveis

pt—-1-4 ; ;
V=< Y apg”eoxl
=0

A fungdo

:V A
pr-1 ) (5)
f — Z f(k[o], ceey k[r])a
k=0

é um isomorfismo de K-espagos vetoriais e, portanto, uma funcdo de codificagio para A’

Demonstragio. Basta ver que os monomios fjo(xo) - - - fj(xr) na demonstragéo da pro-

posicao 4.3 geram o espaco V. [

Corolario 4.5. A matriz (y;j)pn )= pn cujas entradas sdo dadas por

r .
. (i-1)
vi =TG-y ™ (6)
k=0

é uma matriz geradora para A’

Demonstragio. Seja B = {xgol x| 0 < t< p"—1— (). Entdo B é uma base de V e,

considerando a ordem dada por

tio t S10 S
e <0l = <, (7)
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construimos as linhas da matriz (7y;;) a partir das imagens (usando a base canonica de
KG) pelo homomorfismo I dos elementos de B. Em mais detalhes, o elemento v;;, serd
a avaliacdo do i-ésimo elemento de B, ou seja, xg_l)[ol X xgi_l)m nos r + 1 primeiros
coeficientes p-drios do expoente do j-ésimo elemento da base canodnica de KG, i. e,

a1 0

Observagio 4.6. Para n = 1 a matriz (6) se reduz a

1 1 1 1

0 1 2 p—1

0? 12 22 (p—1)2
op—1-¢ 1p—1-L op-1-C ... (p _ 1)p—1—€

Exemplo 4.7. Retomando o exemplo 4.2, para A* C F;C; a matriz (6) assume a forma

1 1 1 1 1 1 1 1111111
01 23 45 6| |0123456
2 122 32 2526| |lo142241]|
03 13 23 3% 43 5% 68 0116166
e para A* C F3C,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 111111111
o 1 2 o0 1 2 0 1 2 012012012
0> 12 22 0* 12 22 (0> 12 22 |=(01101101°1
o o o 1 1 1 2 2 2 000111222
0-0 1-0 2.0 0-11-1 2-10-21-2 2-2 000012021
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4.2 PESO E CONVENIENCIA

O peso dos c6digos A’ foi determinado por Berman em [Ber67]. Nesta sessdao daremos
uma nova prova para esse resutado usando os resultados das se¢des 3.1 e 4.1, relacio-
naremos o peso desses codigos com os dos geradores candnicos e analisaremos suas

conveniéncias.

Teorema 4.8. O peso do ideal minimal AP"~1 é p". Dado £, 0 < { < p"* — 2, seja r 0 maior

indice tal que {j,) # p — 1. Entdo

b+ Dp" 17, seligi=---=L,_11=0;
w(ah) = (U +1)p [0] [r—1]

(U +2)p" 17, caso contrdrio.

Demonstragiio. A primeira parte é imediata, pois A?" ~! ¢ o ideal unidimensional gerado
por (@a— 1" "t=1+a+---+aP 1=Cp.
Seja x € AY. Entdo, pela proposicdo 4.3, x = Z,io_l fkoys - --s k[r])ak, onde f(xg,..., xr)
tem graus dy, ..., dr em xo, ..., X;, respectivamente, satisfazendo as relagdes
0 S dOIdll“‘l di’ S P_l
8)
d0+d1p+--'+drpr < pn—l—f
pr+1 +oeee k[n—l]Pn_ll o

E claro que para cada k = kjoj +kpyp + - +kpp" +kpa
k) € ]F;jl for raiz de f,

]
ki

coeficiente de a* em x serd nulo se e somente se (kpop, - - -
independentemente dos n — 1 — r coeficientes restantes kj,.1}, ..., kj,—15. Logo, se f

tiver exatamente t raizes distintas em lF;,”, o peso de x serd

pn . pn—l—rt. (9)

Assim, o peso minimo que um elemento x € A’ pode assumir esta relacionado ao
namero maximo de raizes distintas que um polindmio f(xy, ..., x;) nas condi¢des

descritas pode ter.
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Pela proposicdo 3.1 (v. também a observagdo 3.4), esse nimero é

P =TI —d) (10)
=0

e sO nos resta analisar o mdximo valor que essa expressdo, condicionada as relacoes

(8), pode assumir. Pelo lema 3.11, sabemos que p" —1—£=(p—1—{jo))+---+(p —

1-/

(i)

(ii)

[r))p" e devemos considerar dois casos:

Se {jo1 = - -+ = {11 = 0, a restrigdo (8) assume a forma

OSdOIdll"'ldT—l Sp_l
Ogdrgp—l—ﬁ[r]

e obtemos imediatamente que o maximo valor que (10) pode assumir é
1
pr+ — (K[r] + 1).
Agora, substituindo ¢ na equagdo (9) pela expressdo acima, obtemos

W(AZ) — pn i pn—l—r(pr+1 . (E[r] + 1) — pn—l—r(g[r] + 1)

Se para algum j, 0 < j < r —1, ocorrer E[]'] # 0, entdo (8) continua impondo
0<d, <p—-1- E[r], mas a restri¢do sobre os outros graus depende do valor que

d, assuma:

Ogdl‘ Sp—l—g[i],OSiST’—l, sedr:p—l—é[r];
Ong,dl,...,dr_lgp—l, sedr<p—1—£[,].
E claro que 0 méaximo valor para a expressao (10) ainda virad dos maximos valores
que os graus d, . .., d, puderem assumir. Resta entdo apenas comparar as duas

situagdes acima com os maximos valores de dy, ..., d, em cada. Na primeira

situagdo teremos d; =p —1 — E[i] para0<i<re

[T —an =11+,
i=0 i=0
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enquanto na segunda, do =d;=---=d,_1=p—led,=p—-2— /e

,
H(p — dl) = g[r] + 2.
i=0
Como por hipétese £|j # 0 para pelo menos um j entre 0 e r — 1, temos
r
H(E[i] + 1) > (f[]'] + 1)(5[7] + 1) > 2(5[71 + 1) = 25[7] +2 > g[r] + 2.
i=0

Note-se que em cada uma das trés desigualdades acima pode valer a igualdade

se apenas /[ e {|,] forem ndo nulos, se {[;; = 1 e se ;] = 0, respectivamente.

Logo, o maximo valor que (10) pode assumir é
P = U +2)
e, da mesma forma que no caso (i),

w(A") = p" 1 (U + 2).
O

A seguir mostramos que o peso desses codigos é determinado por seu gerador

(como ideal) e pelos de seus subcédigos.

Proposicao 4.9. O peso de Al éo igual ao peso do mais leve entre os geradores (a — 1),

(<t<p'—1.

Demonstragio. Mostramos no corolério a 3.13 que w((a — 1)!) = (toy+1) - (=17 + 1).
Assim, definindo r como no teorema 4.8 e procedendo da mesma forma que na anélise
do valor méximo da expressdo (10) em sua demonstragdo, concluimos que

U+ Dp" 177, seligy=---=Lj_11=0;

min wi((@— 1)) = [r] P [0] [r—1]

I<t<pi—1 - ‘.
ftsp (U +2)p" 1=r " caso contrério.
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Exemplo 4.10. A tabela a seguir ilustra a proposigao 4.9 para os coédigos em F5Cps.

Na coluna contendo o peso dos geradores, marcamos em vermelho aqueles que

determinam os pesos dos cédigos que os contém.

Tabela 1. Relagio entre pesos de ideais e de seus geradores.

¢ | wh | w(@-1) ¢ | wh | w(a-1))
1 2 2 13 4 12
2 2 3 14 4 15
3 2 4 15 4 4
4 2 5 16 5 8
5 2 2 17 5 12
6 3 4 18 5 16
7 3 6 19 5 20
8 3 8 20 5 5
9 3 10 21 | 10 10
10 3 3 22 | 15 15
11 4 6 23 | 20 20
12 4 9 24 | 25 25

A seguir vamos analisar a conveniéncia dos c6digos A’ e determinar os cédigos de
maxima conveniéncia para dados p e n. O exemplo 4.12 ilustra bem a andlise feita na
demonstragdo da proposicado a seguir para determinar o c6digo mais conveniente para

dados p e n.

Proposi¢do 4.11. Dado £,0 < ¢ < p" — 1, seja r o maior indice tal que £} # p — 1. Entdo

L+ D(p — ), selip=---=4,_11=0;
conv(Al) = P+ D(p — ) [0] [r—1]

p" (U + 2)(p" — 0, caso contrdrio.
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2 . A ., L. *
Além disso, se p # 2, a conveniéncia é mdxima em A onde

E* =1+ (—p;?)) Pn_ll

CONVpax = (pzl) ((P;'?)) pn—1_1> )

Para p = 2, a conveniéncia é mdxima em A e vale

e vale

COanaX = 2(2” - 1).

Demonstragido. Em primeiro lugar, é facil ver que

=Ly +Lp+- -+ p"+ (0" = ™)
Assim, se ljo) = - -+ = I[,_1] = 0, temos £ = l;,1p" + (p" — p™*1) e entdo dim(Af) = p" — £ =
Pt —lp” = p'(p — 41)- Logo,

conv(AY) = p" (U + 1) P (p — Upy) =

= p" ey + D(p — L)

Note-se que essa expressdo ¢ independente de . Se nado ocorre ljg; = - - =I,_11 =0,

nao desaparece a dependéncia de r e temos
conv(AY) = p" 1T (U + 2)(p" — 0).

De modo a determinar a maxima conveniéncia vamos analisar os dois casos. No
primeiro caso, a conveniéncia é uma expressdao quadratica em f},; e para p # 2
determinamos facilmente que seu méaximo ocorre para ¢,; = (p — 1)/2 e vale

2
convmax(Ag) = p”fl (PTH) . (11)

Para p = 2, substituicdo direta de £,; por 0 e por 1 mostra que em ambos os casos

conv(Af) = 2",
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Considerando agora o segundo caso, o peso continua dependendo apenas de r
e /1, enquanto a dimensdo serd maxima para o minimo valor de /, ou seja, para
boy=lelp =+ =I,_1 = 0. Assim, teremos ¢ = 1+ {j,p" + (p" — p'*') e entdo

dim(A?) = pt— {1qp" — 1. Dessa forma,
conv(AY) = p" 1T (U +2) - (" — fpp” — 1)
— (6[1’] +2)(pn . g[r]pnfl . pnflfr). (12)

Vale observar que estamos procurando o valor de ¢ que oferece maxima conveniéncia
e é importante perceber que 7 e /[,; podem ser escolhidos independentemente. Com
isso em vista, é claro que a expressdo (12) é méxima para r = n — 1, o que nos da
=1+ E[n_l]p"_l e conv(A!) = -1y +2)(p" — K[n_l]p”_l — 1), que novamente é uma
expressdo quadratica em /[,_1j e terd seu valor méximo no inteiro mais préximo de

(p" —2p" 1 —1)/(2p" ). Mas

p _an—l_l B pn—l_l ~ p_3
an—l 2p”—1 )
e
pn_zpnfl_l +Pn71+1 ~ P—l
zpn—l an—l o2
logo
p—=3 p'=2p"'-1 p-1
2 < 2pn—1 < 2

e a cota inferior é a mais proxima. Assim, para p # 2, devemos tomar £[,_1; = (p — 3)/2,

oqueconduza/l=1+ (pT_g)p”*1 e

CONVmax = (PT+1> ((p;?)) p”_l — 1) . (13)

Para p = 2 novamente é mais simples substituir os dois valores possiveis para £[,_1], 0

que nos mostra que a maxima conveniéncia é 2(2" — 1) e ocorre em ¢ = 1.
Comparando as expressdes (11) e (13), vemos que para p # 2 a conveniéncia maxima

ocorre para { =1+ (’77_3);7”’1 e é dada pela expressdo (13). Comparando também os

dois casos para p = 2, temos que a maxima conveniéncia é 2(2" — 1) e ocorre para

(=1. O
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Exemplo 4.12. Aplicando as férmulas demonstradas na proposigdo 4.11 para p = 11
e n = 2 obtemos /* = 45 e convmax = 456. A dimensao e o peso do ideal de méxima
conveniéncia sio dim(A*) = 76 e w(A*®) = 6.

A seguir apresentamos um grafico da conveniéncia de A’ em fungao de £ para esses

valores de p e n.

_Coanax:456"""""":::“‘.;" - T
] - ey *
" P L 8,
1 } 'o‘ ! "i' .i‘ U .
. * I * ' L I
400 1 R T A A .
Ty, 4 L . m - m
1 i‘ + ko
*, LA A
* * .
L] L] - . - L]
L
*
L}
] 'l,'. q .i.
*ay LI

300 - . b .

1 Y

'
.
'R
™ '
i:.,ﬂ‘ o. . - -
H +
200 - ; "
h *
] i *
+
*
L]
L]

3 L] L]

100 +
| £ =45

11 22 33 44 55 66 77 88 99 110 121

Os quadrados verdes correspondem ao caso £o; = - - - = {,_1; = 0 enquanto os circulos

1

vermelhos marcam os pontos para os quais £ = 1+ /,_q)p"". Os losangos azuis

contém todos os outros casos. A pardbola tracejada passando pelos circulos vermelhos

corresponde a expressdo quadratica (£[,_1)+2)(p" — €[n_1]p”’1 —-1)= (If"_’ll +2)(p" —0).

4.3 DISTRIBUICAO DE PESOS

A distribuicdo de pesos dos cédigos de comprimento p e de parte dos cédigos de

comprimento p”" é dada nesta secdo. Os pesos presentes em cada cédigo serdo de
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terminados e o nimero de palavras de cada peso sera calculado utilizando os resultados

da secao 3.1.

Teorema 4.13. Seja £, p" —p < ¢ < p" — 1. Entdo A’ tem somente palavras de pesos
0eup"1, com lgy+1 < u < p, e o mimero de palavras de cada peso ndo nulo é dado

recursivamente por

N+ 0p" = (, 7))@=

u—1

n—1y _ P u—Llio) _ 1) _ P —1 . n—1
N(up"™ ) <u) (q 1) i:é%+1 (u B i) N(@ip"™"), para u > lo + 1.

Demonstragdo. Em primeiro lugar, para ¢ na faixa considerada, £ = {jgj+p" —p e
temos r = 0 e w(A!) = (o1 + 1)p”_1. Como r = 0, os coeficientes das palavras desse
c6digo vém de polindmios em apenas uma varidvel com grau menor ou igual a
p — 1 — {|g]- Mais especificamente, o coeficiente de a* em uma dada palavra x ¢ da
forma f(kjo;) e independe de kyyy, ..., kj,—1), logo, se f tiver t raizes distintas em IF),
x terd tp"~! coeficientes nulos, ou seja, terd peso p" — tp" ! = (p — t)p" ! e como
0 < deg(f) <p—1—{, temos {[j+1 < p—t < p e 0s pesos possiveis sdo da forma
enunciada.

Para ver quantas palavras de peso up"~! existem, basta ver quantos polindmios em
K de grau menor ou igual a p — 1 — {|p] tém exatamente p — u raizes distintas em IF.
Usando o corolério 3.3 e a observacdo 3.4, temos entdo que o ntimero de palavras de

peso up"~! ¢ dado por

N(upnfl) — prlfﬁ[o](p _ Ll) —

p—l—f[()]

— p )( M*f[O] . 1) - ( ] )Nplf[o] (Z) —
(P —u 7 i=p§l+1 p—u
u—1 :
_ p)( u—f[o]_ _ (p_l> p—l—éo 1\ —
= q 1) NF=0(p =) =
(u i:é%ﬂ p—u
u—1 s
(oo (s
i=€[0]+1
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A seguir aplicamos as féormulas dadas no teorema 4.13 para dois cédigos, um de

comprimento 7 e um de comprimento 5°.

Exemplo 4.14. Novamente tomando A3 C [F;Cy, temos w(A%) = 4 e hé palavras de

pesos 4, 5, 6 e 7 que ocorrem nas seguintes quantidades:

N@4) = (Z) (7 — 1) = 210;

72 -1) — (; B :) N(4) = 378;

N(6) = (7) 7 —-1)— <Z B i) N@4) — <Z B ?) N(5) = 1008;

. 74 7-5 7-6 ~
74— 1) — (7_ 4) N@) — <7_ 5) N(5) — (7_ 6) N(6) = 804.

Tomando agora A?! C F5Cps, temos w(A?!') = 10 e h4 palavras de pesos 10, 15, 20 e

25 ocorrendo nas seguintes quantidades:

N(10) = )(5 —1) = 40;

(52— 1) — (2 ~ ;) N(10) = 120;

(
9

N@o) = (3)6 -1 - (3 73)Na0 - (373 nas) 260
(5

4-2 4-3

*—1)— (g B g) N(10) — (; B g) N(15) — <§ B j) N(20) = 204.



DECOMPOSICAO DE CODIGOS
MODULARES

Trataremos neste capitulo de c6digos de comprimento p"m sobre corpos de carac-
teristica p. Como antes, K serd sempre um corpo finito de caracteristica p. Sejam
Cpr = (a | aP" =1) o grupo ciclico de ordem p" e C,, = (g | g™ = 1) o grupo ciclico de

ordem m, onde p 1 m.

Vamos considerar a algebra de grupo K(Cy» x Cyy) = (KCpn)Cyyy (Iema 2.13). O anel
de coeficientes dessa élgebra, KCyn, foi o objeto de estudo do capitulo 4 e sabemos
tratar-se de um anel de cadeia com ideal maximal A gerado por (a2 — 1). De modo a

simplificar a notagdo vamos denotar R = KCyn.

Observe-se que um coédigo C C RCy;, é um R-moédulo, mas também um K-espaco
vetorial e é nesse ponto de vista que estamos interessados, pois desejamos ver C como
um cédigo de comprimento p"m sobre K, ndo como um de comprimento m sobre
R. Comegaremos, entretanto, considerando nossos c6digos vistos sobre R e depois
mostraremos como o que se sabe sobre R nos oferece muitas informagdes para o cédigo
visto sobre K. Onde uma distingdo for necessdria, indicaremos explicitamente sobre
que estrutura estamos trabalhando, e. g., wk indicard o peso visto sobre K enquanto

Wg, sobre R.

5.1 CODIGOS SOBRE ANEIS DE CADEIA

Nesta secdo aplicaremos uma série de resultados mostrados por Silva em [Sil12]

considerando a algebra de grupo RC;, = (KCyn)Cy, descrita acima.
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Em primeiro lugar, sabemos pelo teorema 2.21 que RC,,/AC,, = RC,,, onde R =
R/M. Note-se que em NoOSsO caso R = K, mas como KC,, C RC,,, fato que explorare-
mos na segdo 5.2, utilizaremos a notagdo R de modo a claramente diferenciar o que
ocorre em RC;; do que ocorre no quociente.

Pelo Teorema de Maschke (teorema 2.16 e corolério 2.17), sabemos que RC,, é

semissimples, entdo existem idempotentes primitivos ortogonais ¢y, . .., & tais que

Sejam ey, ..., es os idempotentes de RC,, correspondentes a ey, . .., &, respectivamente
(v. prop 2.19). Silva mostrou que estes sdo os idempotentes primitivos ortogonais de

RC,, e entdo

Além disso, cada componente RCye;, 1 < i < m, é um anel de cadeia com ideais
RCpe; O ACpe; O A2Cpe; O - -- D AP"~1Ce; O (0) e todo ideal I de RC,, é da forma
I=Iy® - --® I, onde
Il' = <(Ll — 1)£i61‘> = Agicmei, com 0 < Zi < pn’ 1 < i <s.
Com isso, uma vez conhecida a decomposi¢do de RC,,, conhecemos a estrutura dos

c6digos em RC,,. Considerando o tamanho desses c6digos, dado C = ((a — 1)/1e1) @

-~ @ ((a — 1)%es), o ntmero de palavras de C é
C|= |R|E= "=
onde 7; = dimz(RCy,&)).

Notagdo. Usaremos a notagdo () apenas para ideais de RCy, i. ., () indica sempre

RC,,u.

Os idempotentes primitivos de RC;;, podem ser obtidos a partir de férmulas para os
idempotentes de RC,, dadas por Ferraz e Polcino Milies em [FPo7]. Essas formulas

utilizam apenas a estrutura de subgrupos de C;;, e contemplam dois casos:
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(i) Para m = ¢q°, onde g € um primo distinto de p e o(p) = ¢(q°) em U(Z4:), onde ¢ é

a funcao de Euler;

(ii) Para p impar e m = 24°, onde g é um primo impar distinto de p e o(p) = ¢(4°) em

U(Zoage)-

Além disso, o peso dos c6digos nesses casos podem ser determinados a partir das
ordens dos subgrupos de C,. A seguir apresentamos alguns desses resultados,

particularizados a nossos c6digos.

Notagdo. Dado um grupo G, denotamos G = ﬁ Y ¢eG 8-

5.1.1 Comprimento g4°

Consideremos primeiro o caso m = q°, onde q é um primo distinto de p e o(p) = $(¢°)

em U(Zgs).

Teorema 5.1. Seja Cyy = Go O Gy D --- D Gs =1 a cadeia de subgrupos de Cy,. Entdo o

conjunto dos idempotentes primitivos de RCy, é dado por

A

60=G0 e €i=éi—Gl’_1,1§i§S.

Teorema 5.2. Seja [ = lp @ L & -+ ® [, com0 < j<s—1,ondel; = ((a— 1)€fe]->, com
0< 6] < Pn — 1. Entao WR(I) = |G]|

Teorema 5.3. Sejam I; = ((a — 1)576]'), com0<{; <p"—1Sel=1 & DI, jk < jrs1,
paral <k <rcom {ji,...,jr} € {0,1,..., jr}, entdo w(I) = 2|G]~

r|'

5.1.2 Comprimento 24°

Agora o caso p impar e m = 24°, com g um primo impar distinto de p e o(p) = ¢(4°) em

U(Zoage)-
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Teorema 5.4. Escrevamos C,, = B X G, onde G é um p-subgrupo de Sylow e B = {1, t} ¢é
um 2-subgrupo de Sylow. Sejam e;, 0 < i <'s, os idempotentes primitivos de RG. Entdo os

idempotentes primitivos de RC,, sdo dados por

1+t 1-—t .
Tei e —e¢;, 0<i<s.

Teorema 5.5. Seju C = ((a — 1)60(%)6()) @ ((a — 1)51(%)61) @D ((a— 1)67(1%1)@),
onde 0 < {; < p" —1,0 <j <r, entiow(C) = 2|G,|.

Teorema 5.6. Seja C = ((a — 1)41’1(%)61-1} DD ((a— 1)£ir(%)eir>, onde 0 < Ei]. < pt—
1,1<j<red{ir...,iy} €{0,1,...,i,}, entdo w(C) = 4|Gj,|.

Observagio 5.7. Nos dois tltimos resultados também se pode substituir todos os %ei
por %ei. Resultados para c6digos nos quais comparecem idempotentes de ambas as

formas também sdo tratados por Silva, para mais detalhes v. [Sil12].

Os resultados apresentados nesta secdo nos ddo informagdes sobre cédigos ciclicos
vistos sobre R. A secdo seguinte é dedicada a analisar esses codigos como cédigos

modulares sobre K.

5.2 QUOCIENTE COMO SUBANEL E PESOS SOBRE K

Vamos explorar nesta segéo o fato de o quociente RC,, ser isomorfo a KC,,, um subanel
de RC,,.
Antes de mais nada, K C R é uma transversal natural para R, o que tem algumas

consequéncias imediatas.

Lema 5.8. Seja i1 = &g + &g+ -+ - + &p_18™ 1 um idempotente de RCy,. Entio, tomando
representantes o, ..., &y, 1 € K, temos que e = ag + a1g+ -+ - + txm,lgm*1 é o idempotente

de RCy, tal que € = . Ademais, se il é primitivo, entdo e também o é.
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Demonstragio. A primeira parte é trivial, pois e é idempotente em KC;, C RC,. Para
a segunda parte, basta ver que se i é primitivo, mas e = e; + e em RCy,, entdo &} = il
ou &, = #1. Suponhamos que ¢; = i, entdo e; € A sendo, portanto, nilpotente, logo

€2=0. O

Observagio 5.9. Em geral ndo existe uma transversal que permita levantar a expressao
de um idempotente, ou seja, levantar os coeficientes &;, como mostra o exemplo 5.10 a

seguir.

Exemplo 5.10. Consideremos o grupo C, = (a) e os anéis de cadeia [F,C,, cujo ideal
méximal é A = (a — 1) e Zy, cujo ideal maximal é M = 2Z,. Em ambos os casos o
corpo de residuos tem dois elementos, i. e., (F2Cp)/A = Zy/M = F,.

Tomando agora o grupo Co = (g), temos que os idempotentes primitivos de IF,Cq

sdo dados por (v. teorema 5.1)

eo=1+9+?+g3+g*+°+¢%+¢" +4%
e1=8+8°+8 +8°+g +g%
62:g3+g6.

Entdo, de forma natural, as mesmas expressdes nos ddo os idempotentes primitivos de

(F2C)Co. Em Z4Co, entretanto, os idempotentes primitivos sdo dados por

up=T1+g+g%+P+g*+¢°+5%+¢"+ 4%
uy =2+3g+3¢%+2¢% +3¢* +3¢° +2¢° + 397 + 3¢%;

up =2+g%+g°.

O resultado a seguir nos permite obter K-bases para os cédigos em RCy, a partir de

bases das componentes simples de KCp,.
Proposicao 5.11. Sejam ey, ..., es 0s idempotentes primitivos de RCy, e sejam By, ..., Bs
bases para KCyey, ..., KCyes, respectivamente. Denotemos B; = {b;1, bia,..., by}, 1 <

i <s. Entido,paral <i <s,
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(i) B; é um conjunto de geradores minimal para o R-médulo (e;);

(ii) postog({e;)) = dimg(KCye;) = 1;.

Além disso, dado C = @5_{(a — 1)%e;), temos

(iii) O conjunto

Be={(a—1lib; | 6; <t; <p"—1,1<i<s,1<j;<r;}

é uma base para C como espago vetorial sobre K;

(iv) dimg(C) = Y;_1(p" — li)r;.

Demonstracio.

(i) Seja x € (e;). Entdo x = (Z]."ial ocjgj)ei, com a; € R, ou seja, aj = Z,f:al ajxat,

(ii)
(iii)

(iv)

k

com aj; € K. Logo, x = ¥;(XCy ajxa’g))e; = Y(X; ajxg’)eia* e, denotando By =
Y ocj,kgj, temos que By € KCy,, portanto, Bye; = 2?;1 Br tbi 1, com By, € K. Assim,
x = Y 3(Xy Brsbi)a* = LYk Brsa)b; s € como Yy By ;a¥) € R, B; gera (e;) como
R-médulo. Para ver que esse conjunto de geradores é minimal, basta ver que
se se omite algum elemento, o médulo gerado, quando projetado em RC,, ndo

pode produzir todo o espago vetorial RCy,e; = KCppe;.
Segue imediatamente de (i);

Temos que B¢ = Ui_; B¢, onde Be, = {(a —1)'b;j | (; <t <p"—1,1<j<r}e
a unido é disjunta. Basta entdo mostrar que B¢, é uma K-base de C; = ((a — 1)4 e).
De fato, dado x € C;, temos que x = fe; = Z]r-il 5]-b1~,]~, onde B1,..., By, € Al ou
seja, cada B; = Zf;: ! vji(a— 1), com 7Yjt € K. Dessa forma, x = Z;;l Zf:t}i ¥ia—
1)'b; ; e mostramos que B, gera C;. Da K-independéncia linear entre os elementos
b;; € B; e entre as distintas poténcias de (a — 1), segue facilmente que B, é

linearmente independente sobre K.

Segue imediatamente de (iii). L
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Exemplo 5.12. Usando a algebra de grupo F,Cig = (IF2C,)Cy do exemplo 5.10, temos

que

Bo={l+g+g*+8°+g*+g° +g°+¢" +¢°},
Bi={g+8*+8'+8+g +8° 1+g°+g+g +g°+¢°},
By={g’+g%¢" +5",8+8% 1+8%g+¢,8*+3%}

sdo bases de F,Coep, F2Coe1 e IFyCoep sobre K, e (eg), (e1) e (ep) tem postos 1,2 e 6,

respectivamente.

Entdo o cédigo C = (e1) @ ((a — 1)ep) tem K-base

Be={g+g’+g'+8°+g" +3°,
1+g2+g3+g5+g6+g8,
(a— 1)(g+g2+g4+g5+g7+g8),
(@a-1)1+g*+g>+8 +8°+g°),
(a1’ +8% (-1 +8"), @ - +g),
(@ =11 +g%,(a—1)(g+g"), (a—1)g"+g°)}

e dimensdao 2—-0)-2+(2—1)-6 =10.

A partir de agora, vamos analisar as relagdes entre pesos sobre R e sobre K.

Lemas5.13. Seja x = Ag+ A g+---+ Am_lgm_l € RCy,. Entdo wi(x) = Z]."ial WK(Aj). Em

particular, dados A € R e x € KCy,, temos que wg(Ax) = wi(A) - wi(x).

Demonstragio. Basta ver que cada A; € da forma Ajo+-- -+ Aj,pn,lap_l, entdo o coefici-
ente de a'g/ em x ¢ dado por A ;, ou seja, wi(x) = [{(i, j) | Aj; #0}|= Zj"i51|{j | Aji #
0}[= %" wi(A). m

Lema 5.14. Seja C = (e) um cédigo em RCy,, onde e é um idempotente nio necessariamente

primitivo e seja C a projegdo de C em RC,y,. Entio wg(C) = wr(C) = w(C).
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Demonstracio. E claro que w(C) < wgr(C) < wg(C). Seja entdo ¥ = Zﬁal Ecigi uma
palavra de peso minimo em R. Entdo tomando representantes ay,..., &,_1 € K e
definindo x = Zﬁal le-gi € C, temos wg(C) < wg(C) < wk(x) = w(x) = w() e o

resultado segue. O

A seguir mostramos que todos os coeficientes ndo nulos de uma palavra que tenha
peso sobre R minimo vem da mesma camada A’ \ A“*! de R, o que nos permitira obter

fortes conclusdes sobre os pesos de nossos c6digos.

Lema 5.15. Seja C um cédigo em RCy,. Se x € C é uma palavra de peso sobre R minimo,
ou seja, se Wr(x) = wgr(C), entdo existe um iinico { entre 0 e p" — 1 tal que x = (a —

1)¢ Zﬁal o gi, onde cada um dos coeficientes wy, ..., &y,—1 € R deve ser inversivel ou nulo.

Demonstracio. Seja x = Bo+ p1g+ -+ + Bm_18""}, com Bo,..., Bu—1 € R. E claro
que se pode escrever cada coeficiente nao nulo em x na forma 8; = (a — 1)’a;, com
a; € UR) e 0 < ¢; < p" —1. Devemos entdo provar que os expoentes ¢; sdo todos
iguais. Suponhamos que existam indices i e j tais que B;, B; # 0 e {; < {;. Tomando
y = (a —1)"" ~Yix, temos que o coeficiente de g’ em y é a;(a —1)P =% # 0 e que
o coeficiente de ¢/ ¢ aj(a — )" = 0, logo y é uma palavra nao nula de C tal que

wr(y) < wr(x), o que contraria a hip6tese de minimalidade do peso de x. O

Lema 5.16. Seja x uma palavra de peso minimo (sobre R) de um cédigo C C (e), onde e

¢é um idempotente em RCy,, ndo necessariamente minimal. Entdo existe y € KCye tal que
WR(X) = Wr(Y) = wi(y).

Demonstracio. Seja I = {i | 0 < i < m—1, ¢ € supp(x)}. Ja vimos que podemos
escrever x = (a — 1) Yicreig', com a; € U(R) e 0 < £ < m — 1. Note-se que como
a; € U(R), entdo ; = y;+6;, com 0 # 7; € Ke §; € A. Seja entdo ¥ = (a — 1)p"-1-¢,
Temos que ¥ = (@ — 1)V "1 i a8’ = (@ — 1P 1 Y1 7i¢’ e que ¥ € (e) e definimos
Y = Y78 € KCy. E claro que wi(y) = wr(y) = |I|= wr(x) e resta apenas ver
que y € KGe. Suponha que y # (e), entdo podemos escrever y = yie + y2(1 —e), com
Y1, y2 € KCy;, jd que tanto y quanto e e (1 — e) tém todos os seus coeficientes em K (v.
lema 5.8). Mas ¥ = (a — 1)?" 1y = (a — 1)"" “lyje + (a — 1)P" “1yp(1 — e) e como ¥ € {e),

deve ocorrer > = 0, logo y € KCye. O
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Teorema 5.17. Seja I um subconjunto nio vaziode {0, 1,..., s}. Dado C = @;c;((a — 1)ie;),
com 0 < ¢; < p" —1 para todo i € I, sejam Lmin € {max 05 valores minimo e mdximo de

{¢; | i € I} e definamos os cédigos
C = @Pi(@—1)mne;) = ((a— 1)mine);
C =@ — 1)) = ((a—1)me).
onde e = Y ;. e;. Entdo
(i) wr(€) = wr(C) = wr(C) = wr({e));
(ii) wi(AMmin) - wi(C) < wi(C) < wi(Am) - wg(C),

Demonstragdo. Em primeiro lugar, é claro que (¢) D € D C O C e entdo w((e)) <
w(C) < w(C) < w(C), tanto sobre R como sobre K.

O lema 5.16 mostra que existe y € KCy,e tal que wr(y) = wr({e)), entdo i = (a —
1)fmay € C e wr(f) = wr(y), logo wr(C) < wr(if) = wr((e)) e isso prova (i).

Conforme a proposicdo 4.9, sejam t; e tp tais que lpin < t; < p" —1 € lpax <
to < p" — 1 satisfazendo wi((a — 1)) = wi(Afmin) e wi((a — 1)2) = wi(Amx). Con-
sideremos o mesmo elemento y € KCy,e para demonstrar (ii). Primeiro, (a — 1)1y é
uma palavra de peso sobre R minimo em C e todos os seus coeficientes nao nulos
tém peso minimo sobre K, logo wi(Afminywg(C) = WK(é) < wg(C) e isso prova a pri-
meira desigualdade. Para a segunda desigualdade basta ver que (a — 1)2y € C, logo

wi(€) < wi(C) < w((a — 1)?y) = wr(A™)wr(Y) = wr(A™>)wr(C). [
O colorério a seguir é imediato.

Corolario 5.18. Seja C = ((a — 1)’e) um cédigo em RCy, onde e é um idempotente nio

necessariamente primitivo. Entdo

wi(C) = wi(AY) - wr(C).

Observagio 5.19. Vale ressaltar a importancia de KG C RG nesses resultados. Sem isso
nao poderiamos localizar os coeficientes da maneira como fizemos, de modo que se R

fosse um anel de cadeia comutativo geral, ndo terfamos resultados tdo fortes.
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E claro que as cotas para wg(C) dadas pelo teorema 5.17 sdo justas ja que os proprios
codigos C e C atingem, respectivamente, a inferior e a superior. Em verdade ambas as
cotas sdo atingidas também por cédigos heterogéneos no que se refere aos expoentes

de (a — 1) em cada componente, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 5.20. Continuando os exemplos 5.10 e 5.12, temos que wr({e1) & (e2)) = 2,

entdo para o codigo C = (e1) @ ((a — 1)ep) podemos afirmar que wr(C) =2 e
2 = wi(A")wr(C) < wk(C) < wr(AYWR(C) = 4.

De fato, determinamos computacionalmente que wg(C) = 4 e esse é um dos c6édigos
6timos listados na sec¢do 6.1 (exemplo 6.3).

Considerando agora o cédigo C' = ((a — 1)e1) @ (ez), de dimensédo 14, novamente
temos wr(C') = 2 e 2 < wg(C') < 4, mas como e; = ¢>+¢° € C/, agora temos
wi(C) = 2.

Tanto para C como para C’ o peso sobre K concide com o peso de uma das com-
ponentes, a saber, wg(C) = wi({((a — 1)ez)) e wi(C') = wk({ep)). Para finalizar essa
ilustracdo da variedade de pesos que se podem encontrar nesses coédigos, mesmo
em comprimentos baixos, consideremos C” = (ep) & C. Suas componentes tem pesos

wi({eg)) =9, wi((e1)) = 6 e wg({(a — 1)ez)) = 4, mas wg(C") = 2.

53 CODIGOS NAO CICLICOS

Embora as se¢des anteriores tenham tratado especificamente de c6digos ciclicos, os
resultados da segdo 5.2 podem ser aplicados a coédigos mais gerais, a saber, cddigos em
KCynG onde a tnica hipotese sobre G € que sua ordem néo seja multipla de p. Tais
cédigos fogem do escopo deste trabalho e por isso ndo lhes daremos um tratameto

tedrico, mas apresentamos um exemplo ilustrativo a seguir.
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Exemplo 5.21. Consideremos o grupo nao abeliano
G=(x,y,s|x*=yP=5s>=1,s=xyx" 1y, sx = xs, sy = ys).

G tem ordem 27, logo [F,G é semissimples. Taufer mostrou em [Taui8] que essa
algebra tem seis componentes simples, das quais uma é ndo comutativa, de dimensao
18 e gerada por e = s+ s2. Exibiu também a forma dos idempotentes ndo centrais
nessa componente e tomando em particular u = (1 +x + x?)(1 + y)e obteve um c6digo
(@ esquerda) 6timo F,Gu, de dimensdo 6 e peso 12. Além dessa componente ndo
comutativa, consideremos a componente unidimensional gerada por G, que claramente
tem peso 27. O c6digo FrGG @ FoGu tem peso 11.

Trazendo para nosso contexto, consideremos os c6digos gerados por (2 — 1)¢G e
(a — 1)’u em FoCy x G ¥ (F2C4)G, para os quais obtivemos os pesos, considerados
sobre K, computacionalmente. Note-se que, exceto pelos quatro da forma ((a — 1)¢G),
que sdo bilaterais, todos os codigos apresentados nesse exemplo sdo cédigos a esquerda.

Os c6digos da forma ((a — 1)’¢G) tem pesos 27, 54, 54 e 108 e os da forma ((a — 1)/ u),
pesos 12, 24, 24 e 48, como previsto pelo corolario 5.18, para expoentes 0, 1, 2 e 3,
respectivamente.

A tabela a seguir mostra os pesos dos c6digos da forma ((a — 1)’¢G) @ ((a — 1)%u),
com 0 < /4, £, < 3. Novamente, os c6digos na diagonal, i. e., aqueles com £ = £,
tem pesos como prevé o coroldrio 5.18. Para os cédigos com /s # £,, indicamos o peso

entre as cotas dadas pelo teorema 5.17, como apresentadas no item (ii).
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EXEMPLOS

6.1 CcODIGOS CICLICOS OTIMOS

Esta secdo contém exemplos de cédigos ciclicos modulares 6timos. Os pesos foram
determinados computacionalmente utilizando a rotina mostrada na se¢do 1.1 do
apéndice.

Incluimos apenas coédigos que atingem a Upper Bound da tabela de cédigos em
http://www.codetables.de/ [Graoy] e para os quais, apesar de constarem nessa tabela
coédigos lineares com 0s mesmos parametros, ndo hd construgdes ciclicas. Ainda assim,
nem todos os c6digos nessas condi¢des que encontramos foram inclusos.

Todos os exemplos se baseiam na decomposigao KCpuy, = (KCpn)Cypy, onde Cpn = (a)

e Cy = (g).

6.1.1 Cédigos binarios

Exemplo 6.1. ]F2C12 = (]F2C4)C3

Idempotentes:

61:g+g2

62:1+g+g2

Tabela 3. Cddigo bindrio de comprimento 12.

Codigo Dimensdo | Peso | Conveniéncia

((@—1e1) @ ((a —1)%;) 7 4 28
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Exemplo 6.2. IF‘2C14 = (]F'2C2)C7

Idempotentes:

61:1+g+g2+g4

62:1+g3+g5+g6

63=1+g+g2+g3+g4+g5+g6

Tabela 4. Cddigos bindrios de comprimento 14.

Codigo Dimensdo | Peso | Conveniéncia
(@ = 1)er) @ (e3)
5 6 30
((a = Dea) @ (e3)

Exemplo 6.3. FoCig = (IF2C2)Co

Idempotentes:

€1 =g3+g6

er=g+g*+g*+¢°+g +¢°

63:1+g+g2+g3+g4+g5+g6+g7+g8

Tabela 5. Cddigo bindrio de comprimento 18.

Codigo

Dimensao

Peso

Conveniéncia

{((a—1)e1) ® (ep) 10

4

40

Exemplo 6.4. IF2C20 = (]F2C4)C5

Idempotentes:

e1=g+g°+g +g*

e2:1+g+g2+g3’+g4




Tabela 6. Cddigo bindrio de comprimento 20.

6.1 cODIGOS cicLICOS OTIMOS

Codigo Dimensao | Peso | Conveniéncia
(2 —Der) @ ((a — 1)) 13 4 52
Exemplo 6.5. FoCyy = (F2Cg)Cs
Idempotentes:
e1=g+g’
ep=1+g+ gz

Tabela 7. Cddigo bindrio de comprimento 24.

Codigo Dimensao

Peso

Conveniéncia

{(a—1)er) @ {(a — 1)°ey)

17

4

68

Exemplo 6.6. ]Fzng = (]F2C4)C7

Idempotentes:

61=1+g+g2+g4

62:1+g3+g5+g6

63:1+g+g2+g3+g4+g5+g6

Tabela 8. Cddigos bindrios de comprimento 28.

{(a—T)er) @ {ex) @ {(a — 1)3e3)

Codigo Dimensdo | Peso | Conveniéncia
((@=1%) @ ((a - Dea)
12 8 96
(@ —Der) & ((a —1)e2)
(e1) ® (@ — Dez) ® ((a — 1)%es)
22 4 88
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Exemplo 6.7. F2C3p = (F2C2)Cy5
Idempotentes:
e1=g+?+0+gt+ 0+ 8+ ¢ + g2
er=g+?+gt+ P+ g7+ g8+ o104 gl 4 o134 old
3=+ +3+ gt + g0+ g7+ g8+ %+ gl + 124 g13 4 o4
1=+ g0+ g7+ + g+ g2+ o134 gl
e5=1+g+92+ 3+ g  + P+ g0 +¢7 + g8+ g7+ g0+ g1l 4 g12 4 o134 o4

Tabela 9. Cddigos bindrios de comprimento 30.

Codigo Dimensédo | Peso | Conveniéncia
(@ —1)es) @ (e5)
6 14 84
((a —Der) @ (e5)
((a —T)ez) @ ((@ —1)e3) @ (ea)
14 8 112
(e1) @ {(a — Dea) © ((@ —1)es)

(e1) ® (e2) @ ((a — D)ez) ® ((a — 1)es)
((a—1)e1) @ (e2) @ (e3) & ((a — 1)es) 17 6 102
(e2) © (e3) @ ((a — 1)es) ® ((a — 1es)

Exemplo 6.8. [Fy,Cs3y = (F2C)Cr7

Idempotentes:
31=g3+g5+g6+g7+g10+g11+g12+g14
er=g+P+gtrgdrd+ P+ g0+ glf
e3=l+g+g’+g +g 48 +8 g g 4 g g gl + gt g gt g gl

Tabela 10. Cédigos bindrios de comprimento 34.

Codigo Dimenséao | Peso | Conveniéncia
{e1) @ ((a —1ez)
(@ —1)e1) @ (e2)

24 4 96
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Exemplo 6.9. ]F2C36 = (]F2C4)C9

Idempotentes:
e = g3 + g6
er=g+g +g +g +g +g"
(33:1+g+g2+g3+g4+g5+g6+g7+g8
Tabela 11. Cédigo bindrio de comprimento 36.
Codigo Dimensdo | Peso | Conveniéncia
(@ —=TDer) © (e2) ® ((@ — 1)%3) 27 4 108

Exemplo 6.10. IF2C40 = (IFZCS)C5

Idempotentes:

e1=g+g°+g +g*

62:1+g+g2+g3’+g4

Tabela 12. Cddigo bindrio de comprimento 4o0.

Codigo Dimensédo | Peso | Conveniéncia

(@-De)@(@-1be) | 30 | 4
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Exemplo 6.11. ]F2C42 = (]FzCz)Czl

Idempotentes:

el:g+g2+g4+g7+g8+gll+g14+g16
ez:1+g+g2+g4+g7+g8+g9+g11+g14+g15+g16+g18
63:g+g2+g4+g5+g7+g8+g10+g11+g13+g14+g16+g17+g19+g20
64=1+83+g5+g6+g7+g10+g12+813+814+g17+g19+820
65=g5+g7+g10+g13+g14+g17+g19+g20
e6:1+g+g2+g3+g4+85+g6+g7+g8+g9+g10+g11+g12+g13+g14+

g15 +g16 +g17 +g18 +g19 +g20

Tabela 13. Cddigos bindrios de comprimento 42.

Codigo Dimensédo | Peso | Conveniéncia
((a =1)er) © (e2) © (e5)
(e1) © (eq) @ ((a — )es)

24 8 192

6.1.2 Codigos ternarios

Exemplo 6.12. ]F3C12 = (]F3C3)C4

Idempotentes:

61:2+g2
62:1+g+g2+g3

e3=1+2g9+¢*+2¢°
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Tabela 14. Cddigos terndrios de comprimento 12.

OTIMOS

Codigo Dimensédo | Peso | Conveniéncia
((a —1)%1) & ((a — Des)
4 6 24
((@—1)%) & ((a - Dea)
((@—1)e1) @ (e2)
7 4 28
(@ —T)ey) ® {e3)
(@=De)& (@ =10e) @ (e) |
3 24
((a —T)er) & (e2) & ((a —1)%3)

Exemplo 6.13. [F3Cps = (F3C3)Cg

Idempotentes:

e1 :1+2g2+g4+2g6
ep_=2+g+2g2+g3+2g4+g5+2g6+g7
e3=1+29+2¢° +2¢* +¢° +¢’
64:1+g+g3+2g4+2g5+2g7

es=2+2g+2g° +2¢° +2g* +2¢° +2¢° +2¢7
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Tabela 15. Cddigos terndrios de comprimento 24.

Codigo

Dimensao

Peso

Conveniéncia

(a—1)ex) @ ((a — 1)%e3
(a—1)ez) @ ((a — 1)%e4
(a—1)%3) @ ((a—1)es
(a—1)%e4) @ ((a — 1)es

)
)
)
)

15

60

(a—1ez) ® (e3) D ((a — 1)ey)
(@ —1)ez2) & ((a — Des) B (es)
e3) @ ((a —1es) ® ((a — Des)
(@ —1)es) B (eq) ® ((a — 1)es)

o~ o~ o~ —~—

18

72

(e1) @ ((a — Des) @ (es) @ (e5)
(e1) © (e3) @ ((a — )es) @ (es)
(e1) ® (@ —1ez) © (@ — 1)%e3) @ (eq) D (es)
(e1) @ ((a — 1)ez) ® (e3) ® ((a — 1)%es) ® (es)
(e1) © (e2) © (e3) @ ((a — 1)%eq)  ((@ — L)es)
((a—1)%e2) @ (e3) @ ((a — 1)es) © (@ — 1)es)
@ (e2) @ ((a —1)%e3) © (ea) @ ((a — )es)
(e1) @ ((a —1)%e2) @ ((a — 1)es) @ (ea) ® {(a — es)
(e1) ® ((a — De2) © ((a — 1)es) ® (e4) ® ((a — 1)%e5)
(e1) ® ((a —1)ea) @ (e3) © (@ — )ea) @ ((a — 1)%e5)
) )
) ® 4)

(e1) @
(e1) @

(e1) ® (e2) @ (e3) © ((a — T)eq
{e1) @ (e2) @ ((@ —1)e3) © (e

19

57
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6.1.3 Codigos sobre FF5 e Fy

Exemplo 6.14. ]F5C10 = (IF5C5)C2

Idempotentes:

e1 =3+2g
ey =3+3¢

Tabela 16. Cédigos quindrios de comprimento 1o0.

Codigo Dimensdo | Peso | Conveniéncia
(@) e (@-De) |
4 24
(@ —Der) & ((a —1)e2)
{(a—1)%) & ((a —1)e2)
7 3 e
((@—Der) ® (@ —1)%)

Exemplo 6.15. ]F‘5C15 = (]F5C5)C3

Idempotentes:
eq = 2+2¢+2¢°
ey = 4+3¢+3¢°
Tabela 17. Codigo quindrio de comprimento 15.
Codigo Dimensdo | Peso | Conveniéncia
(@—1Pe) @ (@—1es) | 120 | 4 40

Exemplo 6.16. [F;C14 = (F;Cy)Cy
Idempotentes:
el =4+3g

e2=4+4g
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6.1.4 Cédigos sobre [Fy

Nos exemplos a seguir consideramos [F4 = IF>({), onde { é uma raiz ctbica primitiva

Tabela 18. Cddigos septdrios de comprimento 14.

Dimensdo | Peso | Conveniéncia
@ ((a — 1)ep)
10 4 40
< a— 1 2>
(a—1)%e1) @ ((a—1)ep) . ; 1
@ ((a —1)%e)

da unidade e satisfaz *>+ 7 +1 = 0.

Os c6digos apresentados sdo ciclicos sobre [F4, mas também podem ser vistos como

cédigos sobre [F; através da transformagdo

ondea;, b € F,,1 <i<n. E claro que ¥ é um homomorfismo de [F»-espagos vetoriais

e leva um (n, k)-cédigo ciclico sobre [F4 em um (21, 2k)-c6digo 2-quasi-ciclico sobre FFs.

(a1+b1§, a2+b2§,...,

 : Fj — F3"

Exemplo 6.17. [F4C1p = (F4Cy4)C3

Idempotentes:

e1=1+(+1)g+{g”

er=1+g+(C+1)g?

e3:1+g+g2

al’l + bl’lg) — (al, bl/ ﬂ2, bZI ceey a}’l/ bl’l)/
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Tabela 19. Cédigo de comprimento 12 sobre IFy.

Codigo Dimensao | Peso | Conveniéncia

((a—1)er) @ ((a — Dea) & ((a — 1)e3) 7 4 28

Considerado sobre IF; esse c6digo tem comprimento 24, dimensdo 14 e peso 4.

Exemplo 6.18. ]F4C14 = (IF4C2)C7
Idempotentes:
e1 :1+g+g2+g4
62:1+g3+g5+g6

63:1+g+g2+g3+g4+g5+g6

Tabela 20. Cddigos de comprimento 14 sobre FFy.

Codigo Dimensdo | Peso | Conveniéncia
(e1) @ ((a — 1)ea)
((a = Der) @ (e)

9 4 36

Considerados sobre F; esses c6digos sdo de comprimento 28, dimensdo 18 e peso 4.






CONCLUSAO

A obtencdo de uma grande quantidade de exemplos de cédigos ciclicos 6timos que,
mesmo em comprimentos baixos, ndo constam nas tabelas online ([Graoy]) corrobora
a idéia de que cédigos modulares sdo ainda relativamente pouco explorados. Os
resultados apresentados no capitulo 5 oferecem um método simples para obter c6digos
modulares para os quais se se conhece a dimenséo e se tem boas cotas para os pesos a
partir de c6digos semissimples. Vale comentar novamente que, embora aqui usados
quase exclusivamente para cédigos ciclicos, esses resultados podem ser usados para
cédigos semissimples mais gerais.

Além de aplicar as idéias e resultados desenvolvidos a classes mais gerais de c6digos,
uma dire¢do natural de continuidade desse trabalho é procurar generalizar as férmulas
para N e N dadas na secdo 3.1 para polindmios com mais do que uma variavel, o
que consequentemente elimina, ou a0 menos afrouxa, a restri¢do na faixa de cédigos
para os quais conhecemos toda a distribuicdo de pesos (v. teorema 4.13). Ha ainda
em [Sil12] uma série de resultados sobre cédigos duais e auto-duais que podem ser

naturalmente revisitados usando a abordagem aqui introduzida.
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5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

APENDICE

1 LISTAGENS DE PROGRAMAS

1.1 Distribuicdo de Pesos

As rotinas a seguir, escritas em linguagem C, foram usadas para computar a distribui-
¢do de pesos dos exemplos apresentados no capitulo 6.

A funcéo wdp retorna a distribui¢do de pesos e o niimero de palavras computadas
de um c6digo de comprimento 7 e dimensao k sobre um corpo primo IF,, enquanto
a fungdo wde é usada para codigos sobre uma extensdo IF,c e retorna também a
distribuicdo de pesos do c6digo visto como tendo comprimento 7 - e sobre IF,. Além
dos parametros p, n e k, deve-se fornecer uma le-base (ou IFpe-base) B para o codigo.
O parametro min inclui um critério de parada: se esse parametro for positivo a rotina
retorna ao encontrar a primeira palavra (ndo nula) de peso menor que min.

A rotina free_memory libera memoria alocada por wdp e wde.

#include <stdlib. h>

int *d = NULL;

int xwdp(int p, int n, int k, int *B, int *cO, int min)
{

int xc, *a, *s;

int i, j, w;

// Weight distribution and number of words computed

d = (intx)malloc((n + 2) * sizeof(int));

for (j =0; j <=n+ 1; j++)
dljl = ©;
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53
54
55
56
57
58
59
60
61

62
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// Codewords computed
c = (intx)malloc(n * sizeof(int
for (j = 0; j < n; j++)

cljl = cO[jI;

));

// Coefficient and upward/downward vectors

a = (intx)malloc(k * sizeof(int
s = (int*)malloc(k * sizeof(int
for (j =0; j < k; j++) {

aljl = o;

slil = o;
}
i=0;
while (i < k) {

w=0;

for (j = 0; j < n; j++)
if ((cl[jl % p) !=0)
WH+;
dlw]++;
dln+1]++;

if (min & w > 0 & w < min
break;

while (i < k) {
if (s[i] && a[i] > 0) {

alil--;
for (j =0; j < n;
cljl = (cljl -
i=0;
break;
}
else if (!s[i] && alil
ali]++;
for (j =0; j < n;
cljl = (cljl +
i=0;
break;
}
else {
s[i] = Is[i];
i++;
}

));
));

)

j++)
Blixn + j1);
<((p-1){
j++)

B[ixn + j1);



63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
8o
81

82

103
104
105
106
107
108

109

int

1 LISTAGENS DE PROGRAMAS

free(s);
free(a);
free(c);

return d;

*wde(int p, int e, int n, int k, int *B, int *cO, int min)

int *c, *xa, xs;
int i, j, wp, we, z, ne;

if (n % e !=0)
return NULL;
ne = n/e;

// Weight distribution and number of words computed

d = (intx)malloc((ne + n + 3) * sizeof(int));

for (j =0; j <= ne +n + 2; j++)
dljl = 0;

// Codewords computed
c = (intx)malloc(n * sizeof(int));
for (j = 0; j < n; j++)

cljl = cO[jI;

// Coefficient and upward/downward vectors

a = (intx)malloc(k * sizeof(int));
s = (intx)malloc(k * sizeof(int));
for (j = 0; j < k; j++) {

aljl = o;

s[jl = 0;
¥
i=0;

while (i < k) {
wp =we =2z =0;

for (j = 0; j <n; j++) {
if ((cl[jl % p) !'=0) {
wp++;
z =1;
}
if ((j +1) e ==0) {
we += z;
z =0;
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}

dlwe]++;

dine + 1 + wpl++;
dine + n + 2]++;

if (min && we > 0 && we < min)

break;

while (i < k) {
if (s[i] && ali] > 0) {

alil--;
for (j =0; j <n;
clil = (cljl -
i=20;
break;
}
else if (!s[i] && ali]
alil++;
for (j =0; j <n;
clil = (cljl +
i=0;
break;
}
else {
s[i] = !s[i];
i++;
}
}
}
free(s);
free(a);
free(c);
return d;

void free_memory()

{

if (d !'= NULL) {
free(d);
d = NULL;

j++)
BLixn + 31);

< (p-1)) A

j++)
Blixn + j1);
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