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RESUMO

Seja x : M — R™! uma imersdo de uma variedade n-dimensional orientdvel M no espago
euclidiano R"*!. A condigdo que x tem curvatura média constante ndo-nula H = Hy é conhecida
ser equivalente ao fato que x é um ponto critico de um problema variacional. Um procedimento
padrdo de encontrar pontos criticos de tais problemas ¢, andlogo ao método dos multiplicadores
de Lagrange, olhar para os pontos criticos de um certo operador definido em termos dos
funcionais variacionais. Resulta dessas consideracdes que a defini¢do de estabilidade para
imersdes com curvatura média constante ndo-nula deve exigir que a segunda varia¢do para tal
operador seja ndo-negativa, para variacdes com suporte compacto que satisfagam a condicdo
de média nula. Assim, o objetivo desse trabalho é estudar as imersdes estaveis compactas com
curvatura média constante ndo-nula — resultado apresentado como o Teorema de Barbosa-

Carmo.

Palavras-chave: Geometria diferencial, hipersuperficies, curvatura média, curvatura média

constante, estabilidade
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ABSTRACT

Let x : M — R"*! be an immersion of an orientable n-dimensional manifold M into the euclidian
space R"*1. The condition that x has nonzero constant mean curvature H = Hy is known to be
equivalent to the fact that x is a critical point of a variational problem. A standard proceduce of
finding the critical points of such a problem is, in analogy to the Lagrange multipliers method, to
look for the critical of points of an operator defined in terms of variational functionals. It follows
from the above considerations that the definition of stability for immersions with nonzero
constant mean curvature should require that such operator be nonnegative, for compactly
supported variations that satisfy the zero mean condition. Thus, the objective of this work is to
study the compact stable immersions with nonzero constant mean curvature — result presented

as the Barbosa and Carmo’s theorem.

Keywords: Differential geometry, hypersurfaces, mean curvature, constant mean curvature,

stability
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INTRODUCAO

Os pré-requisitos a leitura do texto sdo:

1. Conhecimento de elementos essenciais de Geometria Diferencial das superficies. Os
Capitulos 2 (2.1 € 2.4), 3 (3.2 € 3.3) e 4 (4.1 e 4.6) do livro de Manfredo do Carmo [dC1] sdo

suficientes.

2. Uma certa familiaridade com as defini¢des bésicas de variedades diferenciais e formas,
além de conceitos elementares e resultados tteis de Geometria Riemanniana. Se o leitor

for familiar com tais nog¢des, podera omitir inteiramente o Capitulo 1 do texto.

Seja x : M" — R™! uma imersdo de uma variedade n-dimensional orientdvel M" no espago
euclidiano R"*!. A condicdo que x tem curvatura média constante ndo-nula H = Hy é conhecida
ser equivalente ao fato que x é um ponto critico de um problema variacional (cf. Teorema 2.1.8).
Mais precisamente, x tem curvatura média constante ndo-nula se, e somente se, x é um ponto
critico do funcional drea A(t) para quaisquer variacdes x; de x com suporte compacto, onde
t € (—¢,¢€) e xp = x, que deixam constante o volume V(t) de x;, isto é, V(t) = V(0) para t € (—¢,¢€).

Problemas variacionais deste tipo sdo conhecidos como problemas isoperimétricos. Um
procedimento padrdo para encontrar pontos criticos de tais problemas é, em analogia ao método
dos multiplicadores de Lagrange, olhar para os pontos criticos do operador de estabilidade
definido por

J(t) = A(t) + AV (1), AeER,

para variagdes x; com suporte compacto, sem restrigdes ao volume. Neste caso, quando A = nHy,
0s pontos criticos para ambos os problemas sdo os mesmos (cf. Teorema 2.1.9).

Quando se trata da segunda variacdo, no entanto, os dois problemas nao sdo mais equivalentes.
Isto foi apontado na literatura cldssica de Célculo de Varia¢oes (Bolza prova em [Bol], pags.
472-473). Prova-se (Teorema 2.1.14) que a segunda variagdo A”(0), para variagdes com suporte
compacto que deixam o volume V/(f) constante, é ndo negativa se, e somente se, J”(0) é também

ndo negativa, para variagdes com suporte compacto que satisfazem a seguinte condigdo adicional

/M FAM =0, (0.1)

onde f é a componente normal do campo variacional de x;.



Contetido

Resulta dessas consideragdes que a definigdo de estabilidade para imersdes x : M" — R"*1
com curvatura média constante ndo-nula determina que a segunda variagdo J”(0) seja néo-
negativa, para variagdes com suporte compacto e que satisfagam a condigdo (0.1) de média nula
(Corolario 2.1.15). Com essa defini¢do, verificamos que as n-esferas sdo estdveis (Teorema 2.2.5)

Entretanto, caso definissemos a estabilidade de uma imersao sob a tinica condi¢do de que
J"(0) > 0 para variagdes de suporte compacto, entdo as esferas nio seriam estaveis (Observagdo
2.2.6), e o limite de estabilidade de um cilindro circular seria a metade do valor esperado (cf.
Exemplo 2.7 de [BAC]).

Surge, naturalmente, a questdo: quais sio as imersdes estdveis completas x : M" — R™! com
curvatura média constante ndo-nula? Para o caso em que M" é compacta, o artigo de J. Lucas

Barbosa e M. do Carmo [BdC] d& uma resposta:

Teorema (Barbosa—do Carmo). Seja M" compacta, orientdvel, e seja x : M" — R"*! uma imersio
com curvatura média constante ndo-nula. Entdo x é estdvel se, e somente se, x(M) C R"! é uma esfera
redonda S* C R™1,

No caso em que n = 2, o teorema acima estd relacionado a questdo levantada por Heinz
Hopf, em 1951, que conjectura se a esfera é a tnica superficie imersa em R®> que tem curvatura
média constante (cf. [Hop]). O Teorema de Barbosa—do Carmo, entdo, diz que uma superficie
ndo esférica compacta imersa em R® com curvatura média constante ndo é estavel, o que,
em termos fisicos, significa que ndo pode ser produzida experimentalmente. A partir disso,
exemplos de imersdes ndo esféricas x : M" — R™!, n > 2, com curvatura média constante
foram encontrados por Hsiang, Teng e Yu em [HTY] e, pelo teorema acima, foram classificados
como hipersuperficies ndo estaveis.

O texto estd organizado como se segue. O leitor deve interpretar o Capitulo 1 como uma breve
revisdo de conceitos da geometria intrinseca das subvariedades e uma maneira de se familiarizar
com a notagdo e resultados que servem de base para o capitulo seguinte. O Capitulo 2 condensa
todo o nosso estudo de estabilidade em hipersuperficies com curvatura média constante nao-
nula. A Segdo 2.1 apresenta os fatos basicos dos problemas variacionais mencionados acima,
bem como as provas dos resultados que seguem daf. E finalizada com a definicio da nogio de
estabilidade de uma imersdo. Por fim, reservamos as Sec¢des 2.2 e 2.3 para apresentar a prova
completa do Teorema de Barbosa—do Carmo, passando pelo estudo do espectro do Laplaciano
de uma funcdo, alguns lemas que serdo usados na prova e um resultado sobre hipersuperficies

totalmente umbilicas compactas.
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Este capitulo contém uma breve revisao de conceitos de Geometria Diferencial e Rieman-
niana para o estudo de hipersuperficies. A ideia principal aqui é estabelecer notagdes e dar
referéncia aos resultados que embasardo o estudo do préximo capitulo. A maioria dos conceitos

apresentados aqui encontram-se nos livros [dC2], [Lee] e [Spi4].

1.1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Muitas importantes aplicagdes de variedades (possivelmente a maioria) envolvem o célculo.
Aplicagdes a geometria, por exemplo, envolvem o estudo de propriedades como volume e
curvatura. Tipicamente, os volumes sdo calculados por integracao, e as curvaturas sao calculadas
atraves de féormulas envolvendo derivadas de segunda ordem. Portanto, para estender essas
ideias as variedades, devemos obter algum meio de dar sentido & diferenciagdo e integracdo em
uma variedade. Nessa se¢do, introduziremos a nogdo de variedades topolégicas, o tipo mais

bésico de variedades.

Defini¢ao 1.1.1. Uma variedade topoldgica de dimensdo n é um espago topolégico M que possui

as seguintes propriedades:

1. M é um espaco de Hausdorff: para cada par de pontos p,q € M, existem subconjuntos
abertos disjuntos U,V C M taisquepc Uegc V.

2. M satisfaz o sequndo axioma de enumerabilidade: existe uma base enumeréavel para a topologia
de M.

3. M é localmente euclidiano de dimensdo n: todo ponto de M tem uma vizinhanga que é

homeomorfa a um aberto de R"*!,

A propriedade 3 significa, mais especificamente, que para cada p € M, podemos encontrar: um

aberto U C M contendo p e um aberto U C R"*! tais que ¢ : U — U é um homeomorfismo.

Exigir que variedades compartilhem das propriedades acima nos ajuda a garantir que as
variedades se comportem da maneira que esperamos a partir da experiéncia com espagos

euclidianos. Uma discussdo mais detalhada deste fato pode ser encontrada em [Lee] (p. 1—4)
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Defini¢ao 1.1.2. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é uma variedade topolégica’ M com

uma familia de aplicac¢des bijetoras ¢, : Uy C R” — M de abertos U, de R" em M tais que:
1. U @a(Uy) = M.
o

2. Para todo par &, 8, com @.(Uy) N @p(Ug) = W # @, os conjuntos P (W) e (pgl(W) sao

abertos em IR" e as aplicagdes qogl o ¢, sdo diferencidveis.
3. A familia {(U,, ¢«)} é maximal relativamente as condicdes 1 e 2.

Seja M uma variedade diferencidavel com dimensao n. O par (Uy, ¢,) é chamado uma carta
coordenada (ou sistema de coordenadas) e a aplicagdo ¢, é chamada uma parametrizagio de M em p,
onde p € ¢,(Uy). Desse modo, ¢,(Uy,) é chamada uma vizinhanga coordenada em p. Além disso,

as fungdes componentes (x1, ..., x;,) de qo;l, definidas por

@x ' (p) = (1(p), - .., xa(p)) ,

sdo chamadas coordenadas locais em @, (U,). Uma familia {(Uy,, @)} satisfazendo as condi¢des 1
e 2 é chamada uma estrutura diferencidvel em M.
O exemplo mais trivial de variedade diferenciavel é o espaco euclidiano IR”, com a estrutura

diferencidvel dada por R" e pela aplicacdo identidade.

Defini¢do 1.1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M é orientdvel se admite uma

estrutura diferencidvel {(U,, ¢.)} tal que

(i) para todo par a, B, com @,(Us) N @g(Ug) = W # @, a aplicagao diferencial da mudanga de

coordenadas ¢p o ¢, ! tem determinante positivo.

Caso contrdrio, dizemos que M é nio-orientdvel. Se M é orientdvel, a escolha de uma estrutura
diferencidvel satisfazendo (i) é chamada orientacio de M e entdo M é orientada. Duas estruturas

diferencidveis que satisfazem (i) determinam a mesma orientagio se a unido delas ainda satisfaz (i).

Convém explorar um pouco mais as consequéncias da Defini¢do 1.1.2. De agora em diante,
quando escrevermos uma variedade M", o indice superior n indicard a dimensdo de M. A

seguir, estenderemos a nogado de diferenciabilidade as aplicagdes entre variedades.

E possivel definir uma variedade diferencidvel usando apenas a hipétese de M ser um conjunto arbitrario e, dai,
extrair de M uma topologia que segue a Definicdo 1.1.1, de variedade topoldgica. Porém, fizemos a escolha
apresentada para enfatizar que toda variedade diferencidvel que tratarmos aqui é Hausdorff e satisfaz o segundo
axioma de enumerabilidade.
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Defini¢do 1.1.4. Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicagdo f : M — N é
diferencidvel em p € M se, dada uma parametrizagdo ¢ : V C R" — N em f(p), existe uma

parametrizagdo ¢ : U C R™ — M tal que f(¢(U)) C (V) e a aplicagdo
plofop:UCR" —R"
¢ diferenciavel em ¢~!(p). Denotamos por C®(M) o conjunto das fungdes de M diferencidveis em p.

Defini¢do 1.1.5. Sejam M uma variedade diferencidvel e um ponto p € M. Uma aplicacdo

linear X, : C*°(M) — R é chamada uma derivagio em p se satisfaz (a regra do produto)

Xp(f9) = f(P)Xp(8) + 8(P)Xp(f) (1.1)

para quaisquer f,g € C*(M). O conjunto de todas as deriva¢des de C*(M) em p é um espago
vetorial chamado espago tangente a M em p, e é denotado por T,M. Um elemento de T,M ¢
chamado um vetor tangente em p, e frequentemente omitiremos o ponto p em X, escrevendo

apenas X € T, M.

Se M é uma variedade diferencidvel n-dimensional, para todo p € M, o conjunto TyM, com

as operagdes usuais de fungdes,

X+YVf = Xf+Yf,
(eX)f = cX(f),

forma um espago vetorial de dimensdo n. Além disso, a escolha de uma parametrizagdo

¢ : U — M, com fung¢des coordenadas (x1, ..., x,), determina uma base associada

{axi J

para T, M, cuja estrutura linear em T, M assim definida ndo depende da parametrizagéo ¢.

d

R axn

p

Defini¢ado 1.1.6. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma curva (diferencidvel) em M é uma
aplicacdo diferenciavel o : (—¢,¢) — M. Dado p € M, suponha que «(0) = p. O vetor tangente a
curva w em t = 0 é a fungdo a/(0) : C*(M) — R dada por

d
&'(0)f = 7 t_o(foﬁé) ,

para todo f € C®(M). Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva

«:(—e€e) — Mcom a(0) = p.
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Sejam M™ e N" variedades diferencidveis e seja f : M — N uma aplicagdo diferencidvel. Para
cada p € M e cada v € T,M, escolha uma curva diferenciavel « : (—¢,&) -+ M com x(0) = p e

«’(0) = v. Faga B = f oa. A aplicagdo
dfp : TpM — Tf(p)N

dada por df,(v) = p'(0) é uma aplicagdo linear que ndo depende da escolha de a. Além disso,

df, é chamada diferencial de f em p.

Nas mesmas condi¢des acima, dizemos que uma aplicacdo f : M; — My é um difeomorfismo
se ela é diferenciavel, bijetora, e a sua inversa f~! é diferencidvel. A aplicacdo f é um difeo-
morfismo local em p € M se existem vizinhangas U de p e V de f(p) taisque f : U — V é um

difeomorfismo.

Defini¢do 1.1.7. Sejam M e N variedades diferencidveis. Uma aplicagdo diferenciavel f : M — N
é uma imersio se a diferencial d fp : TyM — Tf(p)N é injetora para todo p € M. Se, além disto,
f é um homeomorfismo sobre f(M) C N, onde f(M) tem a topologia induzida por N, diz-se
que f é um mergulho. Se M C N e a inclusdo i : M — N é um mergulho, diz-se que M é uma
subvariedade de N.

Observe que se f : M — N" é uma imersdo, entdo m < n. A diferenca n —m é chamada a

codimensdo da imersao f.
Na maior parte das questdes puramente locais de geometria é indiferente tratar com imersoes
ou mergulhos. Isto provém da seguinte proposicdo (cuja demonstragdo encontra-se em [dC2]),

que mostra que toda imersao local (em certo sentido) é um mergulho.

Proposicdo 1.1.8. Seja f : M™ — N", com m < n, uma imersio da variedade M na variedade N. Para

todo ponto p € M, existe uma vizinhanga V. .C M de p tal que a restri¢io f|y: V — N é um mergulho.

Para qualquer variedade diferencidvel M, definimos o fibrado tangente de M, denotado por

TM, pela unido disjunta dos espagos tangentes em todos os pontos de M,

T™™= ] T,M.
pEM

Escrevemos um elemento desta unido disjunta como um par ordenado (p, X), onde p € M e
X € T,M. O fibrado tangente, munido de uma aplicagdo projegao 77 : TM — M, definida por

nt(p, X) = p, fornece uma estrutura diferencidvel (de dimensédo 2n), sendo portanto um exemplo

nao-trivial e bastante importante de variedade diferenciével.
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Defini¢ao 1.1.9. Um campo vetorial X em uma variedade diferencidvel M é uma segio da aplicagdo
7t : TM — M. Mais precisamente, um campo vetorial X é uma aplicacdo continua X : M — TM,

que associa p — X, com a propriedade
moX=1d M

ou equivalentemente, X, € T,M, para todo p € M. Um campo vetorial é diferencidvel se a
aplicacdo X : M — TM é diferencidvel. Indicaremos por X' (M) o conjunto de todos os campos

vetoriais em M.

7

Em termos de coordenadas, considerando uma parametrizacdo ¢ : U C R" — M" é possivel

escrever um campo X : M — TM por

Z )
X(p) = Zﬂi(P)* , (1.2)
— axi
i=1 p
onde cada 4; : U — R é uma fungdo em U e {% ‘p } é a base associada a ¢, comi=1,...,n.
1

Desse modo, X é diferencidvel se e s6 se as fungdes a; sdo diferencidveis para alguma (e, portanto,
para qualquer) parametrizagao.

As vezes é conveniente utilizar a ideia sugerida pela expressio (1.2) e pensar em um campo
vetorial como uma aplicagdo X : C*°(M) — F, do conjunto C*°(M) das fungdes diferencidveis em

M no conjunto F das fun¢des em M, definida do seguinte modo
0
XP) = L) oL 7). (1)

onde f indica, por abuso de notagdo, a expressao de f na parametrizacao ¢. Pode-se verificar
que a funcdo Xf obtida em (1.3) ndo depende da escolha da parametrizacdo ¢, e que X é
diferencidvel se e s6 se X : C*(M) — C®(M), isto é, Xf € C*(M) para todo f € C*(M).

Em outras palavras, um campo vetorial diferencidvel X € X (M) define uma aplicagdo de
C*(M) em si mesmo dada por f — Xf, que é linear sobre RR, e satisfaz a regra do produto (1.1)

em derivagdes para campos vetoriais:

X(f8) = fX(g)+8X(f) (1.4)

para quaisquer f, g € C*(M). Mostra-se que deriva¢oes de C*°(M) podem ser identificadas com
campos vetoriais diferenciaveis (cf. Proposition 4.7, [Lee]).

A interpretacdo do campo diferencidavel X com um operador em C*°(M) permite-nos considerar
os iterados de X. Por exemplo, se X e Y sdo campos diferencidveisem M e f : M — R é uma

funcdo diferencidvel, podemos aplicar X a f e obter outra func¢do diferenciavel X(f). Aplicando
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Y a essa fungdo, obtemos a fungdo Y(Xf), que serd ainda diferencidvel. Em geral, a operagdo
f — Y(Xf) ndo satisfaz a regra do produto (1.4) e portanto ndo pode ser um campo vetorial.
Entretanto, podemos aplicar os mesmos campos vetorias em ordem oposta obtendo uma
funcdo Y(Xf). Aplicando esses dois operadores para f e subtraindo, obtemos um operador
[X,Y]:C®(M) — C*(M), chamado o colchete de Lie dos campos X e Y, definido por

[X,Y1f = X(Yf) = Y(Xf) . (1.5)

Lema 1.1.10. O colchete de Lie de quaisquer dois pares de campos vetoriais diferencidveis é um campo

vetorial diferencidvel.

Demonstragio. Basta mostrar que [X, Y] é uma derivagdo de C*(M). Dados f, g € C*°(M), temos

[X,YI(fg)

X(Y(fg) — Y(X(fg))

= X(fY(Q)+8Y(f) — Y(fX(8) +gX(f))

= fX(Yg)+Y(X(f)+gX(Yf)+Y(f)X(g)
—fY(Xg) — X(g)Y(f) — gY(Xf) — X(f)Y(Q)

= fX(YQ) — fY(Xg)+gX(Yf) — gY(X/)

= fIX, YIg+glX, Y]f .

O]

Proposicdo 1.1.11 (Propriedades dos colchetes). Se X,Y e Z sio campos diferencidveis em M, a, b

sdo nimeros reais, e f, g sdo fungoes diferencidveis, entdo valem as sequintes identidades:
(i) [X,Y]=-[Y, X] (anticomutatividade),

(ii) [aX +bY,Z] =al[X,Z]+D[Y, Z], (bilinearidade)
[X,aY +bZ] =a[X, Y] +b[X, Z]

(i) [[X, Y], Z)+[[Y,Z], X]+[[Z,X],Y] =0 (identidade de Jacobi),
(iv) [fX,8Y]=fgIX, Y]+ fX(Q)Y —gY(H)X.

Demonstragio. Os itens (i) e (ii) seguem da defini¢do de colchete e da expressdo dos campos em

coordenadas, como em (1.3). Para demonstrar o item (iii), note que, por um lado,

([X,Y),Z] =[XY =YX, Z] = XYZ — YXZ — ZXY + ZYX
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e, por outro lado,

Y, 2], X] +[[Z, X1, Y]

(X[, Z]] + [Y, [Z, X]]
XYZ —XZY —YZX+ZYX+YZX — YXZ — ZXY + XZY
XYZ—-YXZ - ZXY+ZYX .

Finalmente, para demonstrar (iv), calculamos

[fX,gY]

fX(@Y) —gY(fX)
f8XY + fX(Q)Y — gfYX —gY(f)X
f8IX, YT+ fX(Q)Y —gY(fH)X .

O]

Dada uma variedade diferenciavel M, dizemos que uma familia de abertos V, C M com
Ux Vo = M localmente finita se todo ponto p € M possui uma vizinhanga U tal que UNV, # D
apenas para um numero finito de indices. O suporte de uma fungdo f : M — R é o fecho do

conjunto dos pontos onde f é diferente de zero.

Defini¢do 1.1.12. Dizemos que uma familia f, de fung¢des diferencidveis f, : M — R é uma

particdo diferencidvel da unidade se:

1. Para todo «, temos que f, > 0 e o suporte de f, estd contido em uma vizinhanga

coordenada V, = ¢,(U,) de uma estrutura diferencidvel {(Uﬁ, 905)} de M.
2. A familia {V,} é localmente finita.

3. ) fa(p) = 1, para todo p € M (esta condicdo faz sentido, pois em cada p, fo(p) # 0 para

apenas um numero finito de indices).

Costuma-se dizer que a particdo { f, } da unidade esta subordinada a cobertura {V,}.

1.2 METRICA RIEMANNIANA

Agora, em uma variedade diferencidvel, introduziremos em cada ponto uma maneira de

medir comprimentos de vetores tangentes que varia diferenciavelmente com o ponto.

Defini¢ao 1.2.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) ¢ em uma variedade

diferencidvel M é uma familia diferencidvel de produtos internos no espaco tangente de M.
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Mais precisamente, ¢ associa a cada ponto p € M uma uma forma bilinear simétrica positiva
definida em T, M,
gp: TyMXT,M— R,

e a condicdo de diferenciabilidade em g se refere ao fato que a fungdo
pEM—= g(Xp, Yp) €R

deve ser localmente diferencidvel para quaisquer campos vetoriais diferenciaveis X, Y € X' (M).
Uma variedade Riemanniana é um par (M, g), onde M é uma variedade diferencidvel e g é uma

métrica Riemanniana em M.

Faremos uso da notagido (X, Y), para indicar o ntimero g,(X, Y) para quaisquer X, Y € T, M.
Também omitiremos o indice p em (, ), sempre que ndo houver possibilidade de confuséo.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Se (U, ¢ = (x1,...,x,)) é uma carta de M, uma
expressdo para § pode ser dada como se segue. Sejam {%, ceey %} 0s campos vetoriais
coordenados, e sejam {dxi,...,dx,} as suas respectivas 1-formas duais. Para quaisquer p € M

eu,v € TyM, escrevemos

)
u= ;uzaixl

0
e U:Zu]g .
p j Jp

Entdo, pela bilinearidade de g,

Jd 0
gp(u,v) = Zuiufg”<axi’ébcj> =Y gij(puju;,

ij i

onde denotamos as fung¢des
(p) = 0 9
8ij\P 8p axi’ ax]_ ’
e dizemos que s@o a expressio da métrica Riemanniana (ou “os g;; da métrica”) no sistema de

coordenadas ¢. Esta definicdao ndo depende da escolha do sistema de coordenadas, e gij = gji-

Agora vamos estabelecer uma nogdo de equivaléncia para a estrutura acima.

Defini¢do 1.2.2. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — N é

chamado uma isometria se
<u/ Z)>]!7 = <dfp(u)/ dflﬂ(v)>f(p) (16)
paratodop € M,eu,v € T,M.

Defini¢ao 1.2.3. Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma isometria local em p € M é

uma aplicagdo diferencidvel f : M — N tal que existe uma vizinhanca U C M de p tal que
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f:U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo (1.6). E usual dizer que a variedade Riemanniana
M é localmente isométrica & variedade Riemanniana N se para todo p em M existe uma vizinhanca

U de p em M e uma isometria local f : U — f(U) C N.
A seguir, exibimos um exemplo néo trivial de isometria local.

Exemplo 1.2.4. Variedades imersas. Seja f : M" — N"™** uma imersao. Se N tem uma estrutura
Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por (u,v), = <d fp(u),d fp(v)> f(p) PATA
u,v € T,M. Como a diferencial df, é injetora, o produto interno (, ), é positivo definido. A

métrica de M é chamada a métrica induzida por f, e f é uma imersdo isométrica.

Um caso particular importante surge quando temos uma funcao diferencidvel h : M™** — N*
e g € N é um valor regular de h, ou seja, quando dh, : T,M — T,(p)N é sobrejetora para todo
p € h=1(q). Sabemos entdo que h~1(q) C M é uma subvariedade de M de dimensao 1. Logo,

podemos dar-lhe a métrica induzida pela incluséo.

Exemplo 1.2.5. Esfera unitiria. Seja h: R" — R dada por h(xy,...,x,) = Y/t x> — 1. Entdo 0
¢ valor regular de he h™}(0) = {x € R" : x3 + -+ - +x2 = 1} = §""! ¢ a esfera unitdria do R". A

métrica induzida por R” em $"~! é chamada a métrica candnica de S" 1.

Outra importante ferramenta em variedades Riemannianas sdo os referenciais ortonormais.
Se (M, g) é uma variedade Riemanniana n-dimensional, definimos um referencial ortonormal
para M sendo um referencial local {ey,...,e,} definido em algum aberto U C M tal que
{eilp,...,en|p} é uma base ortonormal para T,M em cada ponto p € U, ou equivalentemente,
tal que <€l‘,e]'>g = (Sl]

A proposigdo a seguir garante a existéncia para métricas Riemannianas em uma variedade
diferencidvel qualquer (Hausdorff e com base enumeravel). Esse resultado serd ttil para os

calculos em variedades que faremos no capitulo 2.
Proposicdo 1.2.6. Toda variedade diferencidvel M possui uma métrica Riemanniana.

Demonstragdo. Seja |J, U, uma cobertura de M por cartas coordenadas (Uy, ¢,). Para cada «,
considere uma métrica Riemanniana g, em U, cuja expressao local (.);; € a matriz identidade.

Seja { f» } uma parti¢do diferenciavel da unidade de M subordinada a cobertura {U,}, e defina
8= fugn-
o

Como a familia de suportes de f, é localmente finita, a soma acima é localmente finita. Logo g
estd bem definida, é diferencidvel, bilinear e simétrica em cada ponto. Como f, > 0 para todo «

e ), fa =1, segue que g é positiva definida, e portanto g € uma métrica Riemanniana em M. [

11
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Para concluir essa se¢do, mostraremos como a métrica Riemanniana permite definir uma
nogao de volume em uma variedade Riemanniana orientada M".

Sejam p € M e uma parametrizacdo ¢ : U C R" — M, com p € ¢(U), na orientagdo
de M (dizemos que tal parametrizagdo é positiva). Considere uma base ortonormal positiva

{e1,...,en} em T,M e escreva
d
Xi(p) = aTcz-(p)
na base {e;} por X;(p) = } ajje;. Entdo
ij
Sik(p) = (Xi, Xi)(p) = Y _ajjan (e, er) = ) ajjayj -
jl j

Como o volume vol(Xi(p), ..., Xu(p)) do paralelepipedo formado pelos vetores Xi(p), ..., Xu(p)

em T,M é igual a vol(ey, ..., e,) = 1 multiplicado pelo determinante da matriz (4;;), temos que

VOl(Xl(p), ey Xn(p)) = det(al-]-) = det(glj)(p) .

Observe que, se ¢ : V C R" — M é uma outra parametriza¢do positiva em torno de p, com

d
Yi(p) = Ty(p) e hij(p) = (Y, Y;)(p), teremos

det(gij)(p) = vol(Xi(p),..., Xu(p))
= Jvol(Yi(p),..., Yu(p))
= J/det(hij)(p) ,

onde

ax]‘

J = det (Wl) = det (dyp " ode)(p) > 0
é o determinante da diferencial da mudanca de coordenadas.

Seja agora R C M uma regido (conjunto aberto e conexo) cujo fecho é compacto. Nesse caso,
dizemos que R é (uma variedade) relativamente compacta. Assumimos que R estd contida em uma
vizinhanca coordenada ¢(U) de uma parametrizagdo ¢ : U — M positiva, e que a fronteira de
¢ Y(R) C U tem medida nula em R” (note que a nogéo de medida nula em R" é invariante por

difeomorfismos). Definiremos o volume vol(R) em R pela integral em IR"

Vol(R) = /w ! [det(gi)dx, . .. dx, . (1.7)

A expressdo acima estd bem definida. De fato, se o conjunto R estd contido em outra

vizinhanga coordenada (V) de uma parametrizagdo positiva ¢ : V.C R" — M, teremos com as
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notagdes acima e pela férmula de mudanca de varidveis em integrais multiplas (cf. p. 386 de

[ljee]),
det i'dx...dxn——/ dthl"d cod n——V()lR,
/4’1( )\/ e(g]) 1 1 )\/ et( ]) sl Y (R)

0 que mostra que a defini¢do (1.7) ndo depende do sistema de coordenadas escolhido (aqui,

usamos a hipétese da orientabilidade de M, para evitar que vol(R) troque de sinal).

Observacgado 1.2.7. Note que o integrando de (1.7) é uma forma diferencial positiva de grau
n, chamado usualmente a forma volume v de M. Para definir o volume da regido compacta R,
que ndo estad contida em alguma vizinhanga coordenada basta considerar uma partigdo {&;} da

unidade subordinada a uma cobertura (finita) de R por vizinhangas coordenadas ¢(U;) e tomar

vol(R) = ¥ /go e

A expressdo acima ndo depende da escolha da parti¢do da unidade.

Observagdo 1.2.8. Pelo que acabamos de ver, basta a existéncia de uma forma diferencial
positiva de grau n (elemento de volume) para que se possa definir uma nog¢ao de volume em
uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana é apenas uma das maneiras pela qual

se obtém um elemento de volume.

1.3 CONEXAO AFIM; CONEXAO RIEMANNIANA

Embora possamos munir uma variedade M com uma nogdo de derivada de aplica¢des
diferencidveis, ndo ha uma maneira canonica de estabelecer uma diferenciacdo para campos
vetoriais em M. Resolvemos esse problema considerando todas as formas possiveis de definir
derivadas de campos vetoriais. Uma escolha desse tipo é chamada de conexdo. O nome segue
do fato de que, pelo menos ao longo de uma dada curva, uma conexdo fornece uma maneira de
identificar espagos tangentes de M em pontos diferentes; esta é a ideia do transporte paralelo ao
longo da curva. A principal consequéncia da teoria das conexdes para a geometria Riemanniana
é que uma métrica Riemanniana em M determina unicamente uma conexdo em M, chamada

conexao Levi-Civita.

Defini¢ao 1.3.1. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicagdo
V:X(M)x X(M) = X(M)

denotada por V(X,Y) = VxY e que tem as seguintes propriedades:

13
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() VixigyZ = fVxZ+gVyZ,
(i) Vx(Y+2)=VxY+VxZ,
(i) Vx(fY)=fVxY+X(f)Y, (regra de Leibniz)
para quaisquer X,Y,Z € X(M) e f,g € C*(M).

E possivel provar que, dada uma variedade diferencidvel M com uma conexdo afim V, existe
uma Unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva diferencidvel
¢ : I — M um outro campo vetorial % ao longo de c. Denominamos essa correspondéncia de

derivada covariante de V ao longo de ¢, que tem as seguintes propriedades:
() B(v+w)=5+ 20
. d
i) D(fv)y=9v+for.
(iii) Se V ¢é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) = Y(c(t)), entdo
BY =VaY.
dt

Nos itens (i) e (ii), W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma fungdo diferencidvel em I.

Lé-se o simbolo VxY na Defini¢do 1.3.1 como a derivada covariante de Y na direcio de X.

Defini¢ao 1.3.2. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexdo afim V. Um campo

vetorial V ao longo de uma curva c : I — M é chamado paralelo quando

DV
ar =0

para todo t € I.
Uma demonstra¢do para o resultado a seguir encontra-se em [dC2], p. 58.

Proposicdo 1.3.3. Sejam M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Sejam também
c: I — M uma curva diferencidvel em M e Vo um vetor tangente a M em c(ty), to € I, isto é,

Vo € Tey)M . Entdo existe um iinico campo de vetores paralelo V ao longo de c, tal que V (tg) = Vp.

Defini¢do 1.3.4. O campo de vetores V(t) acima (Proposi¢do 1.3.3) é chamado o transporte

paralelo de V(tp) ao longo de c.

Defini¢do 1.3.5. Sejam M uma variedade diferencidvel e uma métrica Riemanniana (, ) de
M. Uma conexio Riemanniana (ou conexdo de Levi—Civita) de M é uma conexao afim V em M

satisfazendo as condicoes:
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1. 'V é simétrica (ou livre de torsdo), isto é, quando
VxY —-VyX=[X,Y]

para quaisquer X,Y € X(M).

2. 'V é compativel com a métrica Riemanniana ( , ), isto é, quando para toda curva diferencidvel
¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao longo de c tivermos (P, P) =k,

onde k é constante. Ou seja,
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ),

para quaisquer X, Y, Z € X(M).
Em um sistema de coordenadas, o fato de V ser simétrica implica que para todoi,j=1,...,n,

0

VxXj— VxXi=[Xi, Xj] =0, Xi=5-.
1

Teorema 1.3.6 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica conexdo Rieman-
niana V em M.

Demonstragdo. Primeiro, suponha a existéncia de uma tal conexdo Riemannina V. Entdo, pela

compatibilidade de V com a métrica,

X<Y,Z> = <VxY,Z> + <Y, sz> , (1.8)
Y(Z,X) = (VyZ X)+(Z,VyX), (1.9)
Z(X,Y) = (VzX,V)+(X,VzY). (1.10)

Somando (1.8) e (1.9) e subtraindo (1.10), e usando a simetria de V, temos que
XY, Z)+Y{(Z,X)—Z(X,Y) = ([X,ZL,Y)+([Z, Y], X)+([X,Y],Z) +2(Z,VyX) .
Portanto, temos a seguinte expressdo (conhecida como férmula de Koszul)

(Z,VyX) = %{X(Y,Z> FY(Z,X) - Z(X,Y)
_<[Xr Z]/ Y> - <[Z/ Y]/ X> - <[X/ Y]r Z>} ’

que implica que V estd unicamente determinada pela métrica (, ). Portanto, caso exista, ela
serd tnica. Para mostrar a existéncia, defina V pela férmula de Koszul e basta mostrar que V

estd bem definida e satisfaz as condi¢oes de ser métrica Riemanniana. O

15
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Defini¢ao 1.3.7. Sejam M" uma variedade Riemanniana e p € M. Dada uma vizinhanca U C M
de p, uma familia {e;}, i =1,...,n, de campos de vetores ey, ..., e, € X(U), ortonormais em
cada ponto de U, tais que, em p,

Veei(p) =0,

é chamada referencial (local) geodésico em p.

1.4 CURVATURAS

Quando Riemann introduziu a nogdo de métrica em variedades, ele precisava mostrar que
elas ndo eram localmente isométricas ao espaco euclidiano. Para provar isso, ele introduziu
a nogdo de curvatura (cf. Defini¢do 1.4.1), que, nesse sentido, mede o quanto uma variedade
Riemanniana deixa de ser euclidiana. Ainda nesta se¢do, mostraremos que a curvatura seccional

(cf. Defini¢do 1.4.4) se relaciona com as demais curvaturas de uma superficie (cf. Proposi¢do

1.4.5).

Defini¢do 1.4.1. A curvatura R (de Riemann) de uma variedade Riemanniana M é uma corres-
pondéncia que associa cada par X, Y € X(M) a uma aplicagdo R(X,Y) : X(M) — X (M) dada

por
R(X, Y)Z = VXVYZ - VYVXZ - VIX,y]Z ’ (1.11)

para todo Z € X (M), e V é a conexdo Riemanniana de M.

Alguns autores, tais como M. do Carmo em [dC2], definem a curvatura R com o sinal oposto
na expressdo (1.11). A maioria, entretanto, define como acima. A motivagdo dessa definigdo vem

da observacdo a seguir.

Note que, se M = R" com a métrica usual, entdo R(X, Y)Z = 0 para quaisquer X, Y, Z € X (R").
Com efeito, considere {ey,...,e,} a base canonica de R" e, dados X,Y,Z € X(R"), podemos

escrever
n n n
X:ZXz-ei, Y:EYiei, e ZZZZiEZ‘.
=1 i=1 i=1

Entdo, pela regra de Leibniz,

VyZ=Vy < ZZi€i> =Y ZiVyei+) Y(Z)ei =) Y(Zei,
i=1 i=1 iz1

i=1
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pois, sendo ¢; um campo constante, a sua derivada covariante na dire¢do de qualquer campo é

nula; em particular, Vye; = 0. Aplicando novamente a regra de Leibniz, temos que

VxVyZ

Vx ( i Y(Zi)€i>

i=1

Y(Z;))Vxei + iX(Y(Zi))ei
i1

'M: EM:

-
]
—

X(Y(Z))e; .

Analogamente,

VYVXZ = iY[X(Z,)]EZ .
i=1

Portanto,

VxVyZ - VyVxZ

N

X(Y(Zi))ei — ) Y (X(Zi))ei
i=1

= Zn: {X(Y(Zi)ei — Y(X(Z))} ei
=

n
= Z[XrY](Zz)ez
i1
n n
= Y X, YI(Z)ei+)_ ZiVix yiei
i1 iz1
= VinZ-

Segue-se que,
0=VxVyZ-VyVxZ - VxyZ=R(X,Y)Z.

As demonstragdes dos resultados a seguir, as Proposicdo 1.4.2 e Proposicdo 1.4.3, seguem
diretamente da defini¢do de curvatura e das propriedades de conexdo Riemanniana, e podem

ser encontradas nas paginas 100-103 de [dC2].

Proposigao 1.4.2 (Propriedades da curvatura R). A curvatura R de uma variedade Riemanniana tem

as sequintes propriedades:

(i) R é bilinear em X (M) x X (M), isto é,

R(fX1+gX2, Y1)
R(X1, fY1+gY2)

fR(X1, Y1) +gR(X2, Y1),
fR(X1, Y1) +gR(X1, Y2),

com f,g € C*(M)e X1,X2,Y1,Yr € X(M).

17
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(ii) Para todo par X,Y € X (M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X (M), é linear, isto é,

R(X,Y)(Z + W)
R(X,Y)(f2)

R(X,Y)Z+R(X, Y)W,
fRIX,Z,

comf,g € C*(M)eZ, W € X(M).

(iii) Quaisquer X, Y, Z € X (M) satisfazem a Primeira Identidade de Bianchi,

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0.
Proposicdo 1.4.3. Em uma variedade Riemanniana (M, g), para quaisquer X,Y,Z, T € X(M), a
curvatura R tem as sequintes propriedades:
(i) (R(X,Y)Z,T)+(R(Y,2)X,T) + (R(Z,X)Y,T) =0
(ii) (R(X,Y)Z,T)=—(R(Y,X)Z,T)
(iii) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z)
(iv) (R(X,Y)Z,T) =(R(Z, T)X,Y)
Relacionado com o operador curvatura estd a curvatura seccional, que passamos a definir.

Defini¢do 1.4.4. Dado um ponto p € M, seja o C T, M um subespago bi-dimensional do espago
tangente T, M. O ntimero real K(x,y) = K(¢), definido por

(x,y,x,9)

R YT

onde [|x Ay|?>= /[Ix]?[ly]|>—(x,y)? e {x,y} é uma base qualquer de o, é chamado curvatura

seccional de ¢ em p.

Prova-se que o nimero K(¢) ndo depende da escolha da base de ¢ (Proposigdo 3.1 de [dC2]).
Agora, seja x = z, um vetor unitario em T, M. Tomemos uma base ortonormal {z1,...,z,_1}

do hiperplano T, M ortogonal a x. Considere as seguintes médias:

, 1 .
Ricy(x) = — ;(R(x, Z))X, 2}, i=12,...,n—1, (1.12)

1 ) 1 .
S(p) = - ;RICP(Z]‘) = o) §<R(zi,zj)zi,zj> ,  j=1,...,n. (1.13)
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As expressdes acima, (1.12) e (1.13), sdo chamadas curvatura de Ricci na dire¢do x e curvatura
escalar em p, respectivamente. E possivel mostrar ainda que tais expressdes ndo dependem da

escolha das correspondentes bases ortonormais (cf. p. 108 de [dCz2]).

Variedades Riemannianas que possuem curvatura seccional constante desempenham papel
fundamental na Geometria Riemanniana. A seguinte proposi¢do relaciona uma curvatura
seccional constante com as curvaturas R, de Ricci e escalar. Pode-se consultar uma demonstracgéo

para esse resultado em [Bie], paginas 130 e 131.

Proposicdo 1.4.5. Sejam M uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante Ko € R e

métrica Riemanniana §. Entdo as curvaturas de M sdo dadas pelas formulas

R(X,Y)Z Ko[{Y,Z)X — (X, Z)Y],
(RX,NZW) = Kol(X, W)Y, Z) — (X, Z)(Y,W)],
Ric = (n—1)Kog,
S = n(n—1)Kp.

1.5 A SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

Seja f : M — M uma imersdo de uma variedade diferencidvel M de dimensdo 7 em uma
variedade M de dimenséo k = n + m. O nosso objetivo aqui é generalizar a no¢do de segunda

forma fundamental em superficies para f.

Para cada p € M, existe uma vizinhanga U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade
de M. Isto quer dizer que existe uma vizinhanca U C M de f(p) e existe um difeomeorfismo
@:U — V C RF em um aberto V do RR¥, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um
aberto do subespago R" C RF. Para simplificar a notagio, identificaremos U com f(U) e cada

vetor v € TyM, q € U, com df,(v) € TrqM.

O produto interno em T,M o decompde na soma direta
i L

para cada p € M, onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Assim, para cada
p € M, se v € T,M, podemos escrever

v=0v'+v",
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N

com v’ € T,M e vN € (T,M)*. Denominamos v a componente tangencial de v e vN a componente

normal de v. Tal decomposigdo ¢ diferenciavel no sentido que as aplicagdes de TM em TM dadas

por
(o) = (p,o") e  (p,v)— (p,oV)

sdo diferencidveis.

A conexdo Riemanniana de M ser4 indicada por V. Dados X e Y, campos locais de vetores

em M, e X e Y extensdes locais a M, definimos

VY = (V)"

E possivel verificar que esta é a conexdo Riemanniana relativa a métrica induzida de M.

Para definir a segunda forma fundamental da imersdo f : M — M, convém introduzir

previamente a seguinte definicdo. Se X e Y sdo campos locais em M, entdo
B(X,Y)=VxY — VyY (1.14)

¢ um campo local em M normal a M. O campo B(X, Y) ndo depende das extensdes X e Y.
Portanto B(X,Y) estd bem definida. Além disso, a aplicacdo B : X'(U) x X(U) — X(U)* dada
pela expressdo (1.14) é bilinear e simétrica, para quaisquer X,Y € X(U). Como B é bilinear,
exprimindo B em um sistema de coordenadas, concluimos que o valor de B(X, Y)(p) depende

apenas de X(p) e Y(p).
Sejamp e Meny € (TPM)i. A aplicagdo by, : TyM x Ty,M — R definida por

by(x,y) = (B(x,y), 1) ,

onde x,y € T,M, é uma forma bilinear simétrica.

Defini¢do 1.5.1. A forma quadrética II;, definida em T, M por
IT; (x) = by(x, x)

é chamada a sequnda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 7.

Associamos a aplicagdo bilinear b, uma aplicacdo linear autoadjunta S, : T,M — T, M,

também conhecida como o operador forma, dada por

(Sy(x),y) = by(x,y) = (B(x,y),7) -
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Consideremos o caso particular em que a codimensédo da imersdo f é 1, ou seja, f : M" — M
Entdo a imagem f(M) C M é denominada hipersuperficie. De agora em diante, imersdes
isométricas de codimenséo 1 serdo chamadas de hipersuperficies.

Sejam p € M e 7 € (T,M)*, com |/||= 1. Como a aplicagdo S, : T,M — T,M é simétrica,
existe uma base ortonormal de autovetores {ey, ..., e, } de T, M com autovalores reais Aq,..., Ay,
isto €,

Syler) = Aeei, 1<i<n. (1.15)

Se ambas M e M sdo orientédveis e estdo orientadas, entdo o vetor 7 fica univocamente determi-
nado se exigirmos que, sendo {ey, ..., e, } uma base na orientagdo de M, {ey, ..., e, 11} seja uma
base na orientacdo de M. Nesse caso, denominamos os e; por diregdes principais e os A; = k; como
as curvaturas principais de f.

As fungdes simétricas de _1,...,_n sdo invariantes da imersdo. Assim, para todo p € M,

podemos definir a curvatura de Gauss—Kronecker K por

K(p) = det(Sy) = ki(p) - ka(p) - . .. - kn(p) , (1.16)

e a curvatura média H é definida por

H(p) = %tr(Sq) = %(kl(p) +...+ku(p)) . (1.17)

Definicdo 1.5.2. Seja M uma hipersuperficie de R"*! e p € M. Dizemos que p é um ponto

umbilico de M se as curvaturas principais coincidem em p.

Definigdo 1.5.3. Dizemos que uma hipersuperficie M de R"*! é uma hipersuperficie umbilica se

todo ponto p € M é umbilico.

Agora, vamos considerar o caso quando M = R"*!. Com efeito, podemos dar uma interpre-
tagdo geométrica interessante de S,. Inicialmente, seja v uma extensédo local de 7, unitéria e
normal a M. Seja a esfera unitdria S? = {x € R"*! : ||x||= 1}, e defina a aplicagio normal de Gauss,
N : M" — §", transladando a origem do campo v para a origem do R"*! e fazendo N(p) ser o
ponto final do transladado de v(p). Como T, M e Ty ,)(S") s@o paralelos, podemos identificé-los,
e vemos que dN, : T,M — T,M ¢é dada por

d _ _
dN,(x) = ﬁ(v oc(t)) e V= (Vi)' = =5, (x),

onde ¢ : (—¢,€) — M é uma curva com ¢(0) = p, ¢’(0) = x, e usamos o fato que (v,v) = 1 para

garantir que Vv = (V,v)T. Logo, segue que —S, é a derivada da aplicacdo normal de Gauss.
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Defini¢do 1.5.4. Uma imersdo f : M — M é minima se para todo p € M e todo 17 € (T,M)*

tem-se que o trago de S, = 0, isto é, quando a curvatura média H é nula.

A razdo da palavra minima neste contexto é que tais imersdes minimizam o volume da métrica
induzida. Mais precisamente, se M C M é uma subvariedade minima e D C M um dominio
suficientemente pequeno de M com bordo dD regular, entdo o volume de D na métrica induzida

¢ menor ou igual ao volume de qualquer outra subvariedade de M com o mesmo bordo.

1.6 OPERADORES DIFERENCIAIS DE UMA HIPERSUPERFICIE

Comecamos introduzindo os conceitos de gradiente de uma funcdo diferencidvel em M,
de divergeéncia de um campo de vetores tangente a uma hipersuperficie M" C R"!, e de
Laplaciano de uma fungdo diferencidvel sobre M, estabelecendo entdao uma versao do Teorema
da Divergéncia que sera suficiente para os nossos propositos. Por fim, definimos ainda o
hessiano de uma fungdo diferencidvel. Relacionando o trago do hessiano ao Laplaciano de uma
fungdo suave, provamos a chamada Primeira Férmula de Minkowski, cuja utilidade aqui deve-se

a aplicacdo na demonstragdo do principal teorema dessa dissertacao.

O gradiente de uma funcio

Lembre-se que, dada uma variedade M" e um sistema de coordenadas local ¢ : V. C R" — M",
definimos na Se¢do 1.2 uma métrica Riemanniana g. Denotaremos por g = (8;7) a matriz da

métrica no sistema de coordenadas ¢ e sua inversa sera denotada por g~! = (¢').

Sejam ¢ : V C R" — M" um sistema de coordenadas na variedade Riemanniana M" e

f: M" — R uma funcdo diferenciavel. Entdo temos o seguinte:

Defini¢do 1.6.1. Para toda funcdo f € C*(M) e todo X € X' (M), o gradiente de f, denotado por

gradf, é o campo vetorial diferencidvel sobre M definido por
(gradf, X) = X(f) .
Valem para quaisquer f1, f» € C*(M) que

grad(fi + fo) = gradf; +gradf,,
grad(fif2) = figradfs+f> gradf; .
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De fato, pela linearidade de X como derivacado, temos

(grad(fi + f2), X)

X(fi+f2) = X(f1)+X(f2)
(gradfi, X) + (grad fz, X)
(gradf + gradf, X) ;

e, da regra do produto para campos, temos

(grad(fif2), X) X(fif2) = fiX(f2) + f2X(f1)
fi(gradfy, X) + fo(gradfi, X)

(f1 gradf, + f» gradfi, X) .

Proposic¢do 1.6.2. Dados f : M" — R uma fungdo diferencidvel e {e1, . .., e, } um referencial ortonormal

em uma vizinhanga U C M, entido

gradf =) ei(f)e; .
i=1

n
Demonstragdo. Seja gradf = Zaiez-. Para qualquer j em {1,...,n} fixado, temos que
i=1

n n n
(gradf, €]> = < Zuiei, €]> = Zﬂi<€i, €]> = Zaiéij = (lj .
i=1 i=1 i=1
Isto é, (gradf,e;) = a; paratodoi=1,...,n. Portanto, pela defini¢do de gradiente,
n

gradf = iaiei = Z(gradf,ei>ei = iei(f)ei .
i=1 i=1

i=1

Em coordenadas, temos a seguinte expressdo para o gradiente de f:

=~ jof of
= 7 .
gradf i;g ax; ox; .
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A divergéncia de um campo vetorial

Defini¢do 1.6.3. Seja X um campo vetorial diferencidvel em M". A divergéncia do campo X,

denotada por divX, para todo v € T,M, ¢é a fungédo diferenciavel divX : M" — R definida por

(divX)(p)

onde {e, ...,

tr{v — V,X

()}
i(VEiX, €i> P

i=1

en } € um referencial ortonormal em M, e V,X e V,, X sdo as derivadas covariantes

de X nas direcdes v e ¢;, respectivamente.

A divergéncia verifica as seguintes propriedades, para quaisquer X,Y € X(M) e f € C*(M):

(i) div(X +Y)

div(X +Y)

(ii) div(fX) = fdivX + X(f)

Leibniz para conexdes,

div(fX)

Proposigdo 1.6.4. Seja X um campo vetorial diferencidvel em M" e considere {ey, . ..,

M:

:WM:
—_

= divX + divY, pois, das defini¢des de div e de conexdo afim,

) (Ve(X+Y),e) = Y (Ve X+V.Y,e)
i=1

1=

<Vel-X,ei> + <v€IY €1>

divX +divY .

[
Il
—_

|"[\1: EMm

i

= fdivX + (gradf, X), pois, pela defini¢do de div e pela regra de

(Ve,(fX) ej) = Z(fveiX+ei(f)X,ei>
i=1

-~
I
—_

f (Ve X, ei) +Zn: (ei(NHX, e;)
i=1

fz Ve X, e +< el(f)ei,X>
i=1 i=1
fdivX + (gradf, X) .

ey } um referencial

n
ortonormal em uma vizinhanca U C M. Se X = Eaiei em U, entdo

divX = i (ei(ai) — <
i=1

i=1

Ve,.ei, X>) .
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Demonstragio. Note que, pela compatibilidade de V com a métrica Riemanniana,

n n n
Zei<X,ei) = Z<Ve,»X,€ +Z (X, Veei),
i=1

i=1 i=1

n
e, por outro lado, como X = Za]-ej ,
j=1

n n
Z (X, ei) = Z Z"J"J' Z ei(a;dij) Zel
i1 i-1 i-1

i,j=1

Logo,

n

Z<VEiX/e Ze (a;) — Z X veiei> ’

i=1 i=1

e, portanto, pela definicdo de divergéncia, obtemos

divX = Zn: (61'(01') - <Vg’-ei, X>) .

i=1

Em coordenadas, temos a seguinte expressdo para a divergéncia de X:

divX = V/det(9)a;) -

\/det( 21

O Laplaciano de uma fungio

Em particular, quando X = gradf é o gradiente de uma fungdo diferenciavel f € C*(M) na

Defini¢do 1.6.3, definimos a divergéncia de gradf como o Laplaciano de f, e o denotamos por Af.

Isto é, Af € C*(M) é a fungdo definida por

Af =div(gradf) .

Dessa maneira, o Laplaciano define um operador A : C*(M) — C*(M) que tem as seguintes

propriedades, para quaisquer f,g € C*(M)e A € R:
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(i) A(f+8) =Af+Ag, pois

A(f+9) div(grad(f +g)) = div(gradf + gradg)
div(gradf) + div(gradg)

Af +Ag .

(ii) A(Af) = AAf, pois A(Af) = div(grad(Af)) = div(Agradf) = Adiv(gradf) = AAf .

(iii) A(fgQ) = fAg+gAf +2(gradf, gradg) , pois

Afg) = div(grad(fg)) = div(f gradg +g gradf)
div(f gradg) + div(g gradf)
fdiv(gradg) + (gradf, gradg) + gdiv(gradf) + (gradg, gradf)

fAg +gAf +2(gradf, gradg) .

Proposig¢do 1.6.5. Dados f : M" — R uma fungio diferencidvel e {ey, . .., e, } um referencial ortonormal

em uma vizinhanga U C M, entio

n

AF =Y (eilei(P) — (Vo) -

i=1

n

Demonstragiio. Pela Proposigdo 1.6.2, temos que gradf = ) _e;(f)e; em U. Assim, pela defini¢do
i=1

de Laplaciano de uma fungdo f e da Proposigdo 1.6.4, temos

Af = i (ei(ei(f)) = (Veei, VL)) = i (ei(ei(f)) — (Vee)f) -

i=1 i=1

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U (cf. Defini¢do 1.3.7), temos

M) = Y eileiF)(p) -
i=1

Em coordenadas, temos a seguinte expressao:

__ L y 9 i Of
Af = o) 112:1 sz-(‘/det(g)g]axj)'
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Teorema da Divergéncia

Suponha conhecido o Teorema de Stokes, cuja demonstragdo ndo faremos aqui, mas pode ser

consultada em [Lee], p. 359.

Teorema 1.6.6 (Teorema de Stokes). Seja M" uma variedade Riemanniana suave orientada com bordo.

Seja também w uma (n — 1)-forma em M com suporte compacto. Entio

/dw= w .
M oM

Gostarfamos de generalizar o Teorema da Divergéncia para subvariedades n-dimensionais

com bordo. Vamos comegar com algumas definicdes.

Defini¢do 1.6.7. Sejam M" uma variedade Riemanniana orientada, o vetor v € TPM e w uma

n-forma diferencial em T,M. Definimos a contragio v w como a (n — 1)-forma
(vaw)(vy,...,0p-1) = w(v,01,...,04-1), (1.18)

onde v,v1,...,0,_1 € T,M sdo linearmente independentes. Em outras palavras, v w é obtida a
partir de w inserindo v na primeira coordenada. Mais ainda, se X é um campo vetorial em M e

w é uma n-forma em M, definimos a (n — 1)-forma X w por

(X w)(p) = X(p)= w(p) - (1.19)

Em alguns casos, as férmulas (1.18) e (1.19) sdo chamadas de produto interior e, nesse caso, as

notagdes i,w e i(X)w sdo indicadas, respectivamente (cf. p. 95 de [dC2] e p. 227-228 de [Spi1]).

Ainda em [Spi1], mostra-se que a contragdo . verifica as seguintes propriedades:

(i) vu(wo w)=—wi (vaw),

(ii) Se v4,...,v, é uma base de TpM, com base dual ¢y, ..., ¢,, entdo

0 sejFi,, Vi
v ((Pl'l/\"'/\(nbik): 1 - ]'#'a “
(=1~ P, Ao NP, N NPy, se =1y

(iii) Para quaisquer w; € Qk(TpM) ew, €Y (TPM), temos
vl (w1 Awp) = (01 wi) ANwy + (—1)kw1 A (vl wy)

(iV) X (w1 A wz) = (X_l wl) N wy + (—1)kw1 N (XJ an)
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Observe que, para os vetores linearmente independentes v, vy, ...,v,-1 € TPM em (1.18), a

n-forma w pode ser definida do seguinte modo:

det ({03, 17))

vol. orient. {v,v1,...,0,-1},

w(v,v1,...,0,-1)(p)

com p € M. Nesse caso, o volume orientado tem sinal + ou — conforme a base {v,v1,...,v,-1}
pertenca a orientacdo de M ou ndo, e a n-forma w pode ser considerada como o elemento de

volume de M.

Considerando o que acabamos de discutir, apresentamos uma defini¢do alternativa para a

divergéncia de um campo vetorial, usando a nogdo de contragao.

Lema 1.6.8. Seja M" uma variedade Riemanniana orientada, com elemento de volume dV . Entdo para

todo campo vetorial X em M temos

d(X dV) = div(X)dV . (1.20)

Demonstragio. Se a expressdo (1.20) vale para X; e X5, entdo vale para X; + X;. Além disso, se

(1.20) ainda vale para X, entdo

d(fXodV) = d(f(X5dV))
df A(XsdV)+ fd(Xo dV)

df A(XsdV)+ fdivXdV .

Como df é uma 1-forma e df(X) = X(f), pela propriedade (iv) de contragdo, temos

0 = XoWdfAdV) = (Xudf)AdV —df A(XodV)

X(f)dV —df A(XsdV),

e entdo, pela propriedade (ii) da divergéncia (cf. p. 24), a nossa férmula vira

A(fX_ dV)

X(f)dV + fdivXdV
div(fX)dV .

Portanto, a férmula (1.20) é também verdadeira para fX.

Agora, seja X, ..., X, um referencial ortonormal orientado positivamente, com formas duais

6L,..., 0", tais que dV = LA ... A0". Pelo que consideramos no pardgrafo anterior, é suficiente



1.6 OPERADORES DIFERENCIAIS DE UMA HIPERSUPERFICIE

provar que a expressdo (1.20) vale quando X é algum X;. Tomando entdo X = Xj, pela

propriedade (ii) de contragdo, vemos que

XiodV=Xi3O0"'A...ANO)=0PA...AO".

Entdo
n . .
dX10dV) = d@>A...A0") = Y (—1Y* A AdO AL NG
j=2
n ) n . )
= =Y (AN <Zw§/\91> A NO"
j=2 i=1
n . .
= =Y (PPN A@ AN A
j=2
n . ~
= =Y (YW AT AL A AL A"
j=2
Mas ; ;
wp = Y wi(Xe) 0 = Y (Vi Xy, X;)0" .
k=1 k=1
Assim, obtemos
n
d(Xi2dV) = Y (Vx Xy, X0 AL A0"

j=2
= (divXy)dV .

Como um corolédrio do lema acima, obtemos o teorema geral desejado.

Teorema 1.6.9 (Teorema da Divergéncia). Seja M" uma variedade Riemanniana compacta orientada
com bordo, com normal unitdrio v ao longo de oM. Denote o elemento de volume de M por dV,,, e o de

OM por dV,,_1. Dado X um campo vetorial em M, entdo
/ divXdV, = / (X, 1)dV,_; .
M oM
Demonstragio. Pelo Lema 1.6.8 e pelo Teorema de Stokes (Teorema 1.6.6), temos

/ divXdV, = / d(X, dV,) = / X, dv, .
M M oM
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Se (vy, €2, ...,e;) é uma base ortonormal orientada de TyM para x € dM, entdo

(X_I an)x(eZ, ceoy Bn)

dVVl(X/ €2,..., eﬂ)

<X/ V>x(dvn)x(vxr €,...,6n)
(X, v)x(XLdVy)x(ea, ... en) .

Ou seja, X dV, coincide com (X, v)dV,_; em dM, e portanto temos as integrais desejadas. [

A seguinte aplicacdo do Teorema da Divergéncia serd de grande utilidade para as principais

demonstrag¢des do nosso trabalho.

Corolario 1.6.10. Se M" é uma variedade Riemanniana compacta orientada, sem bordo, e X é um campo
vetorial qualquer em M, entdo

/ divXdV, =0 .

JM

Em particular, para toda fungido f € C®°(M),

AfdV, =0.
Ju®

O hessiano de uma funcio

Defini¢ao 1.6.11. Seja f : M — R uma fungdo suave. O hessiano de uma fungdo f, denotado

por Hess ou V2, é um campo de operadores lineares definido por

(V*f)p: T,M — T,M
v = (V) = (Vo VAp),

onde V; é a conexdo Riemanniana de M na direcdo de v e Vf é o gradiente de f.

Segue das propriedades de conexdo Riemanniana que, se X é qualquer extensdo de v a uma
vizinhanga de p em M, entdo

(V2f)p(@) = (VxV(p) .

Proposicdo 1.6.12. Se f : M — R é uma fungio suave e p € M, entio temos que (V2f), : T,M —

Ty M é um operador autoadjunto.

Demonstragio. Sejam v,w € T,M, e V e W extensdes de v e w, respectivamente, a campos
definidos em uma vizinhanga de p € M. Entéo, pela simetria e compatibilidade de V com a
métrica (, ), temos que

VyW = VyV =[V,W]



Assim,

(V2f)p(), w)
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V(VE,W) = (VyVf, W)+ (Vf, VyW).

VvV, W),
V (VW) (p) — (Vf, VyW),
VW) (p) = (V, YV + [V, W),

W) (p) = (Vf,VwV),
(V2f)p(w), v)

Proposicdo 1.6.13. Se f : M — R é uma fungdo suave, entdo

Af = tr(V2f) .

<
(
(
= (W) (p)+ IV, WIA(P) = (Vf, VwV + [V, W]),
(
{

Demonstragdo. Para cada p € M, seja U C M uma vizinhanga de p onde esteja definido um

referencial ortonormal mével {ey, ..

tr(V2f),

™=

.,en}. Entao

<(V2f)p(ei)r €i>

1

Il
—_

=

<V6ivf/ ei>

~
—_

div(V£)(p)
Af(p) -

Proposicao 1.6.14. Sejam M uma variedade Riemanniana e V a sua conexdo Riemanniana. Entdo

V2F(X,Y) = (VxVFf,Y), (1.21)

onde V f é o campo vetorial identificado com a 1-forma V f.

A partir daqui, dada uma hipersuperficie x : M" — R"*!, denotaremos por V e V as conexdes

de M e R™1, respectivamente, como também vamos denotar os mesmos simbolos para a

derivada covariante de uma fungdo (ou o gradiente) definida em M e para uma funcdo definida

. . , =2 .
em ]R”*l, respectivamente. Nestas Condlgoes, denotaremos também por V2 e V'’ o hessiano e
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por A e A o Laplaciano de uma fungdo definida em M e em R"*!, respectivamente. O significado

de cada um desses simbolos ficard claro no contexto.

Seja F uma fungao diferencidvel definida sobre um aberto U C R"*! e M C U uma hipersuper-
ficie de R"*!. Associe a p € M uma base ortonormal {ey, ...,e,, N} de R"*!, onde 7 € (T,,M)L.
Considerando uma fungéo f = F|,,, como f é suave, temos que V f coincide com a componente

tangencial do campo Vf. Ou seja, para cada p € M, temos

V£(p) = VFE(p) — (VE(p), n(p))n(p) - (1.22)

Entédo, pela definigdo de hessiano e pela equagéo (1.21), para quaisquer X, Y € T, M obtemos

V2f(X,Y) (VxVF£,Y)
= (VxVEY) —(Vx(VEn)n,Y)
= VR, Y) = (XUVE 7))y + (VE ) Vx,Y)

= YVOR(X,Y)+ (VE ) (S,(X),Y) . (1.23)

Na pendltima igualdade usamos o fato de X, Y serem normais a 7 e que
<S,7(X), Y> = <B(X, Y),17> = <VXY — ny,ﬂ> = —<ﬁx17,¥> .
Exemplo 1.6.15. Considere a funcao diferencidvel F : R"*! — R dada por

Fw) = lly—cl?,

para um certo ponto fixo ¢ € R"*!. Note que, para quaisquer y, v, w € R"*!,

VE(y)
YV F(w, v)

y—c, e

o(VF(w)) — V(Vyw) = (w,0) .

Seja x : M" — R"*! e considere f : M — R dada por

Fp) = Flug) = 5 lx — <P

Aqui, estamos identificando M com x(M) e x com x(p) € R™!, ou seja, f(p) = F(x(p)). Pelas

equagdes (1.22) e (1.23), obtemos

x—o—(x—cmyp=@x—0, e
(X,Y)+ (x—c, ) (Sy(X),Y),

V£(x)
V2£(X,Y)



1.6 OPERADORES DIFERENCIAIS DE UMA HIPERSUPERFICIE

para quaisquer X,Y € T, M.

Para finalizar essa segdo, apresentamos uma cldssica férmula integral para hipersuperficies
compactas em R"*! que, como muitas férmulas integrais interessantes em Geometria Diferencial,

é obtida a partir de uma aplicagdo do Teorema da Divergéncia.

Teorema 1.6.16 (Primeira Férmula de Minkowski). Seja x : M — R"™! uma hipersuperficie

mergulhada, compacta e orientada. Se H é a curvatura média de x e N é um campo normal a M, entdo

/M(1 T+ H{x, N)dM = 0. (1.24)

Demonstragio. Considere uma fungdo f : M — R dada por

f) = 5 (PP

e uma base de dire¢des principais {ej,...,e,} em TyM. Entdo, pelo Exemplo 1.6.15 e da

igualdade (1.15) para o operador forma, para todo p € M, temos
V%f(ei,e)) = (e, e)+ (Sy(e), ei)(x,N) = 1+ (kie;,e;)(x,N) = 1+ki(x,N),

em que k; sdo as curvaturas principais de M em p. Pelo Corolario 1.6.10, basta mostrar que

Af =1+ H(x, N). Com efeito, mostremos que Af = n(1 + H(x, N)). Pela Proposi¢do 1.6.13,

tr(V2f)
= fa +ki(x,N))

i=1

n

= n+) ki(x,N)
i=1

= n+nH(x,N)

= n(l+H(x,N)).

Af

O]

Observagio 1.6.17. O produto interno g = (x, N) serd chamado a fungio suporte da hipersuper-

ficie x. Com isso, a Primeira Férmula de Minkowski na expressdo (1.24), vira

/(1+Hg)dM:0,
M

isto é,

/ Hng:—/ M .
M M
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HIPERSUPERFICIES COM CURVATURA MEDIA
CONSTANTE

O principal objetivo desse capitulo — e também dessa dissertagdo — é apresentar todas as
ferramentas em Andlise Geométrica para demonstrar o teorema de Jodo Lucas Barbosa e

Manfredo Perdigdo do Carmo (Cf. Teorema 3.1, [BAC]), o qual enunciamos a seguir.

Teorema (Barbosa—do Carmo). Seja M" compacta, orientdvel, e seja x : M — R™ uma imersio com
curvatura média constante ndo-nula. Entdo x é estdvel se, e somente se, x(M) C R"™ ¢ uma esfera
redonda S" C R"™1.

Apresentamos resultados em hipersuperficies com curvatura média constante com bordo na
Secdo 2.1 Tais hipersuperficies surgirdo como solugdes de um problema variacional associado
aos funcionais 4rea e volume, e devemos relacionds-la com o problema isoperimétrico classico.
Em seguida, apresentamos a primeira e a segunda férmulas de variacdo para a drea, e damos a

nogdo de estabilidade de uma hipersuperficie com curvatura média constante.

Nas se¢Oes seguintes, 2.2 e 2.3, em duas partes, faremos a demonstra¢do do teorema acima.

2.1 CARACTERIZACAO DE HIPERSUPERFICIES ESTAVEIS

Seja M uma variedade n-dimensional diferencidvel e orientavel. Seja também x : M" — R"*!
uma imersdo de M" no espago euclidiano R"*!. Neste caso, dizemos que M" estd imersa em
R"1 e é uma hipersuperficie. Se p € M, escrevemos p em vez de x(p), ou simplesmente, x.
Representamos ainda por N : M" — 5" a aplica¢do normal de Gauss (ou uma orientacdo de M),

onde §" denota a esfera redonda de R"*!.

Daqui em diante, sempre que considerarmos um conjunto D C M", quando ndo mencionado,
estaremos supondo que D é relativamente compacto (isto é, o seu fecho Dé compacto), com
bordo dD suave possivelmente ndo-vazio. O Lema 1.11 em [Lee] garante que toda variedade

diferencidvel possui uma base enumerével de vizinhangas coordenadas relativamente compactas.
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A Proposicdo 1.2.6 nos garante a existéncia de uma métrica Riemanniana em M. Dotamos
D C M" com a métrica ( , ) induzida pela imersdo x : D — R™1. Para uma tal imersao,

denotamos por Ap(x) a n-drea de D, definida por

ADuﬁiédMy (2.1)

onde dM denota o elemento de n-drea de M induzido pela imerséo x.

No fim da Secédo 1.2, vimos que uma métrica Riemanniana possibilita definir uma nogéo de
volume em uma variedade orientada. Calculamos entdo o volume “orientado”, Vp(x), envolvido
pela superficie imersa x(M). Para isso, dada MﬂH(C) uma variedade Riemanniana MﬂH(C)
com curvatura seccional ¢, seja x : D — H’Hl(c) uma imersdo definida no dominio D C M"

relativamente compacto. Definimos o volume Vp(x) de D associado a imersao x por
%m=/yﬂa (2.2)
D

onde dM é o elemento de volume na variedade M (c) e X*dM é o pull-back da forma volume
de M para D. Em particular, quando M"H(c) = R"*!, temos que o volume de D C M" associado

a imersdo x : D — R™*! ¢ dado por

Vp(x)

/l dx1 . dxn+1
D

1

n+1
1

n+1 Jsp

/D div(x161 +...+ xn+1en+1)dx1 ce dxn+1

(x, N)dM ,

donde a tltima linha resulta de uma aplica¢gdo do Teorema da Divergéncia (Teorema 1.6.9), N
é 0 campo vetorial normal unitdrio determinado pela orientacdo de M e dM é o elemento de
volume na métrica induzida por x.

Assim, se x : D — R"! é uma imersdo de uma variedade com dominio relativamente
compacto D C M" com bordo suave, o volume (algébrico) de x com respeito a orientagdo N é

definido por
1
%m_ajémmmm (2.3)

Quando 0D é ndo-vazio, o numero |Vp(x)| mede o volume determinado pela superficie x(D) no

cone formado com vértice na origem de R"*!.

Defini¢do 2.1.1. Seja D C M" um dominio relativamente compacto com bordo dD suave. Uma
variagio de uma imersdo x : D — R é uma aplicacdo diferenciavel X : (—¢, &) x D — R"*! tal

que, para cada p € D, temos que



2.1 CARACTERIZA(;AO DE HIPERSUPERFICIES ESTAVEIS

1. para t € (—¢,¢), as aplicagdes x; : D — R™*! dadas por x,(p) = X(t, p) sdo imersdes, e
2. para t =0, temos x,(p) = x(p).

O campo variacional de uma variacdo x,, definida nas condi¢des acima, para todo p € D, é

dado por
9

¢(p) = 3.

X(t, p) -

A variagao x; é dita ser normal se, para todo p € D, o seu campo variacional pode ser escrito na

forma

&(p) = f(PIN(p) ,

para alguma funcéo f : D — R suave, onde N(p) denota o vetor normal de xo(D) em xo(p).

Defini¢do 2.1.2. Dizemos que uma variagéo x; : D — R"*1 fixa o bordo de x se x;(p) = x(p), para

todo p € dD e todo t € (—¢,¢). Em particular, { = 0 em dD.

Dada uma variagdo x; : D — R™*! de uma imersdo x em D C M" relativamente compacto,
pelas férmulas (2.1) e (2.3), temos que o funcional drea Ap(x;) := Ap(t) de D associado a variagdo
x; é a aplicagdo

Ap) = [ am;, (2.4)

e o funcional volume Vp(x;) := Vp(t) de D associado a variacdo x; é a aplicagdo

Vi (t) = ﬁ /D (x, N)AM; , (2.5)

onde dM; e N; representam o elemento de volume de M induzido por x; e 0 campo normal
unitdrio de x;, respectivamente. Em particular, Ap(0) e Vp(0) sdo a drea e o volume da imersao
inicial x.

Definicdo 2.1.3. Dizemos que uma variagdo x; : D — R™*! preserva o volume de x se Vp(t) = Vp(0),

para todo t € (—¢,¢).

Tendo definidos os funcionais drea Ap(t) e volume Vp(t), podemos obter as suas respectivas

férmulas para a primeira variagdo em ¢ = 0.

Proposicio 2.1.4 (Primeira variagdo para a drea). Se X : (—¢,€) x D — R™! é uma variagio da
imersio x, que fixa o bordo, entdo o funcional drea Ap(t) é diferencidvel em t = 0 e primeira variagio para
a drea é dada por

AL(0) = — /D nHfdM , (2.6)

onde H é a curvatura média da imersio x e f = ({, N).
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Demonstragio. Ver Apéndice A. O

Dizemos que M é uma hipersuperficie com curvatura média constante se a funcdo H é constante.
Pela Definicdo 1.5.4, quando H = 0 em M, dizemos que M é uma hipersuperficie minima.

Da Proposigdo 2.1.4, obtemos a seguinte caracterizagdo para uma hipersuperficie minima.

Teorema 2.1.5. Seja x : D — R"™ uma imersao de um dominio relativamente compacto D C M" com
bordo oD suave. Entilo a imersio é minima se, e somente se, A,(0) = 0 para qualquer variagdo que fixa o

bordo de x.

Demonstragio. Se H = 0, entdo (2.6) nos dd imediatamente que A7,(0) = 0. Por outro lado, seja
f € C®(D) uma fungdo com f > 0 no interior int(D) do conjunto D, e f = 0 em dD. Defina a
variagdo

xt(p) = x(p) +tf(P)H(p)N(p) ,

que fixa o bordo. Note que, em (2.6), temos
Ap(0) = — /D nH(Z,N)dM ,

e dai, tomando o campo variacional de x; por ¢(p) = f(p)H(p)N(p), obtemos
0= A (0) = —n/DszdM .

Como f é positiva em int(M), segue-se que H =0 em D. O

Esse teorema estabelece que uma hipersuperficie compacta é minima se, e somente se, ela é um ponto
critico da drea para qualquer variagio que fixa o bordo. Como uma consequéncia, se D é um dominio
fechado e M é uma hipersuperficie de menor drea dentre todas as hipersuperficies abrangidas
em D, entdo M é uma hipersuperficie minima, pois para qualquer variagdo de M o funcional
Ap(t) tem um minimo em ¢ = 0, portanto, A},(0) = 0.

A reciproca ndo se mantém, em geral, e existem hipersuperficies minimas compactas que ndo
sdo minimizantes. Um caso especial é estudado na Proposicdo 2.1.8 do livro [Lop] (Cf. p. 20).
Lopéz afirma que um gréafico minimo sobre um dominio convexo minimiza a drea entre todas

as superficies compactas com o mesmo bordo mas apenas de forma local.

Proposi¢do 2.1.6 (Primeira variagdo para o volume). Se X : (—¢,€) X D — R™1 ¢ uma variagdo da
imersio x, que fixa o bordo, entdo o funcional volume Vp(t) é diferencidvel em t = 0 e a primeira variagio

para o volume é dada por
Vb= | fim, @)

onde f = (§,N).



2.1 CARACTERIZA(;AO DE HIPERSUPERFICIES ESTAVEIS

Demonstragio. Dada uma variagdo x; = X(t, p) da imersdo x, pela defini¢do de volume em (2.2),

podemos identificar o volume de D associado a variacdo X pela fungdo Vp : (—¢,€) — R definida

por
V() = / X*dM . (2.8)
[0,t]xD

Fixe um ponto p € D e considere {ey, ..., e, } um referencial ortonormal em uma vizinhanga U

de x(p). Como X*dM é uma forma volume, existe uma funcéo a : (—¢,¢€) x D — R satisfazendo
X*dM = a(t, p)dt NdM ,

onde

a(t, p) X*dM(;t,el, ) ..,en>

dM(?:,dxtel, ) ..,dxten>

0X
vol (at’ dxieq, ..., dxten>

0X
(G erNGp),

e N; é um vetor unitario normal & imersdo x;. Pelo Teorema de Fubbini temos que

/ at, p)dt AdM = / ( / alt, p)dt/\dM> .
[0,t]xD [0,t] D

Portanto, derivando em ¢ = 0 a férmula (2.8) do funcional volume, temos

d ' —
ViO) = © / X*dM>
b(®) dt( [0,A1xD -0

ljt|:/[0,t] (/Da(t,p)thdMﬂ

/D at, p)dM

t=0

t=0

0X
[RGB
/D FiM

onde f = (¢, N). O

t=0

Uma vez obtidas as férmulas para as primeiras variagdes de drea e volume, temos condigdes

de estabelecer uma boa caracterizagdo para uma hipersuperficie com curvatura média constante.

Note que em uma variagdo x; : D C M" — R"*! que preserva o volume, o funcional Vp(t) é
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constante, e assim V},(t) = 0. Comparando com a prova do Teorema 2.1.5 para hipersuperficies
minimas e observando a integral (2.7), temos que f = 0 em dD nao ¢é suficiente para que
uma hipersuperficie tenha curvatura média constante. Por essa razdo, precisamos do seguinte

resultado.

Lema 2.1.7. Seja x : D — R™! uma imersio de um dominio relativamente compacto D C M e seja
f: D — R uma fungio suave por partes tal que [, fdM = 0. Entdo existe uma variagio normal que
preserva o volume de x cujo campo variacional é da forma & = fN. Além disso, se f = 0 em 0D, entdo

podemos assumir que a variagdo fixa o bordo de x.

Demonstragio. Seja ¢ uma fungéo diferenciavel em D tal que g = 0 em dD e [, gdM # 0. Se
I = (—¢,¢), defina a aplicagdo X : D x [ x [ — R™! por

X(p, t,8) = x(p)+ (tf(p) +sg(p))N(p) -

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, a fungdo X pode ser vista como uma variagdo de x, fixando
s out, com X(p,0,0) = x(p). Seja Vp(t,s) o volume da hipersuperficie X(—,t,s) : D — R™1 e
considere a equagdo Vp(t,s) = ¢, onde c € uma constante. Pela férmula da primeira variagdo de
volume (2.7),

2VD(t, s)

s =/ngMsc’0.

(t,5)=(0,0)
O Teorema da Funcgdo Implicita garante a existéncia de um difeomorfismo ¢ : [; — I, onde
I; e I sdo intervalos abertos centrados em 0, tal que ¢(0) = 0 e Vp(t, ¢(t)) = c para todo t € I;.
Isso nos permite considerar a variagdo de x que preserva volume dada por x:(p) = X(p, t, ¢(t)).
Vamos mostrar que ¢ = fN. Da derivada de Vp(t, ¢(t)) = c com respeito a t obtemos

vV, 1OV ' '
0= SP0.0+9052 = [ (f+90g)M = ¢©) [ gim.

Logo, ¢'(0) = 0. Assim,

¢p) = ;t x(p) = (f(p)+¢'(0)g(p))N(p) = f(pN(p).

t=0

No caso particular em que f = 0 em dD, como g = 0 em 9D, temos que x;(p) = x(p) ao longo

de 9D e assim a variagdo fixa o bordo. O

Teorema 2.1.8. Seja x : D — R™! uma imersio de um dominio relativamente compacto D C M".
Entdo a imersdo x tem curvatura média constante se, e somente se, A'(0) = 0 para qualquer variagdo que

fixa bordo e que preserva o volume de x.



2.1 CARACTERIZA(;AO DE HIPERSUPERFICIES ESTAVEIS

Demonstragio. Suponha que a curvatura média H de x é constante. Para uma variagdo de x que
preserva o volume, temos V/,(t) = 0. Além disso, se a variagdo fixa o bordo de x, entdo { = 0 em
dD. Como H é constante, sendo f : D — R uma funcdo suave por partes tal que f = (¢, N), a

expressdo (2.6) para a primeira variacdo da drea nos da
5(0) = —nH/ (¢, NYdM = —nHV](0) = 0.
D

Por outro lado, suponha que x é um ponto critico da area para uma variacdo qualquer que fixa

bordo e que preserva o volume. Seja

1
Ho= / HAM , (2.9)
0/JD

onde Ay denota a area inicial Ap(0) de D C M". Defina a fungdo f = H — Hy. Observe que H
é constante se, e somente se, f = 0. Suponha, por absurdo, que f # 0 em um ponto interior.
Como [, fdM =0, os conjuntos D* e D~, dados por

D* ={p €int(D): f(p) >0},

D™ ={peint(D): f(p) <0},

sdo ndo-vazios. Fixe os pontos p* € D* e p~ € D™, e considere as correspondentes fungdes
¢*, ¢~ : D — R, tais que sdo suaves ndo-negativas com supp(¢*) C D*, supp(¢~) C D™ e
¢"(p") = ¢ (p~) = 1. Em particular, ¢*, ¢~ = 0 em dD. Sejam

zx+=/ ¢* fdM > 0
D

T = “fdM <0
x /D(pf <

e A > 0 o namero real tal que a™ + Ao~ = 0. Defina ¢ = ¢* + A¢p~. Essa fungdo ndo-nula satisfaz

@ > 0 em int(D), com ¢ =0em 9D, e

/qufdM = /D+ (P+fdM+/\/D, pfdM = 0. (2.10)

Pelo Lema 2.1.7, existe uma variagdo que fixa o bordo e preserva o volume de x, cujo campo
variacional é § = (¢f)N. Assim, pela férmula (2.6) para a primeira variagdo de 4rea e por (2.10),

temos

0 = AL(0) = —n/DH(pfdM - —n/D(H—Ho)(pfdM - —n/D<pf2dM.
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Logo, ¢f?> = 0 em D. Assim, em um ponto p*, temos que (¢f2)(p*) = f(p*)*> > 0, uma
contradi¢do. Segue que H = Hy em D. O

Outra caracterizacdo variacional para uma hipersuperficie com curvatura média constante faz
uso do método dos multiplicadores de Lagrange. Dados uma variagdo x que fixa o bordo (que

ndo necessariamente preserva o volume) e A € IR, definimos o funcional Jp : (—¢,¢) = R por
Jp(t) = Ap(t) + nAVp(t) , (2.11)
Pelas férmulas (2.6) e (2.7), para as primeiras variagdes de drea e volume, temos

Jp(0)

p(0) +1AV(0)
—/DandM " n/\/DfdM

—n/D(H—A)fdM.

Isto é, a primeira variagio para o operador Jp em t = 0 é dada por
Th(0) = —n / (H—A)fdM . (2.12)
D

Teorema 2.1.9. Seja x : D — R™! uma imersio de um dominio relativamente compacto D C M".
Entdo a hipersuperficie x tem curvatura média constante se, e somente se, J;,(0) = 0 para qualquer

variagdo de x que fixa o bordo, para um certo A € R.

Demonstragido. Suponha que x tem curvatura média constante H. Tomando A = H em (2.12),
segue-se imediatamente que J;,(0) = 0. Reciprocamente, assuma que exista A € R tal que
J5(0) = 0 para uma variagdo que fixa o bordo qualquer. Em particular, isso é valido para
qualquer variagdo x; que, além de fixar o bordo, também preserva o volume. Dai, como A é
constante, temos

0 = Jp(0) = Ap(0)+nAVp(0) = Ap(0) .

Portanto A,(0) = 0 para qualquer variagdo que fixa o bordo e que preserva o volume. Pelo

Teorema 2.1.8, concluimos que H é constante. L]

Entre todos os pontos criticos do funcional drea, considere aqueles que sdo minimos locais.
E natural, portanto, estudar a segunda variagdo da area pois, nesse caso, uma hipersuperficie
de 4rea minima tem a segunda derivada A)(0) ndo-negativa. Como uma hipersuperficie com
curvatura média constante é caracterizada em termos variacionais pelos Teoremas 2.1.8 e 2.1.9,

existem duas diferentes nogdes de estabilidade.
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Definigdo 2.1.10. Seja D C M" um dominio relativamente compacto e seja x : D — R"*! uma

imersdo com curvatura média constante H. Dizemos que:

1. A imersdo (ou hipersuperficie) x é dita estdvel se A7 (0) > 0, para toda variacdo que fixa o

bordo e que preserva o volume.

2. A imersdo (ou hipersuperficie) x é dita fortemente estivel se J{;(0) > 0, para toda variagdo

que fixa o bordo.

Com relagdo a primeira defini¢do, alguns autores preferem usar o termo “estavel que preserva

o volume” ao invés de “estavel”.

Proposi¢ao 2.1.11 (Segunda varia¢do para a area). Seja D C M" um dominio relativamente compacto
e seja x : D — R™! uma imersio com curvatura média constante H. Se x; é uma variagdo de x que fixa

0 bordo e preserva o volume, com f = (N, ), entdo

b =~ [ F(af+BIEfaM, @13)

onde A denota o operador Laplaciano na métrica induzida em M, e |B||*= ¥, k? é o quadrado da norma

da segunda forma fundamental B de x e ky, . .., ky sdo as curvaturas principais de x (Cf. Segdo 1.5).

Observagio 2.1.12. O termo nos parénteses de (2.13), denotado por L(f) = Af + ||B||*f, é

chamado de operador de Jacobida imersao.

Analogamente, a férmula para a sequnda variagio do operador |p é

IBOXN = [ (= Fof = IBIEF)am, (214)
para toda variagdo que fixa o bordo da imersdo. Aqui, a fungdo f satisfaz f = 0 apenas em dD.
Lema 2.1.13. Na formula (2.14), J,(0)(f) depende apenas de f.

Seja Fp o conjunto de todas as fungdes suaves por partes f : D — R que satisfazem ambas as

condigoes:
(i) f=0emaD, e
(i) [, fdM=0.
Dizemos que uma fungdo f satisfazendo (i) e (ii) tem condigdo de média nula.

Teorema 2.1.14. A})(0) > 0 para toda variagdo que fixa o bordo e preserva o volume se, e somente se,
J50)(f) > 0 para toda fungio f € Fp.
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Demonstragiio. Suponha que J/5(0)(f) > 0 para toda funcdo f em Fp. Seja x; : D — R"! uma
variagdo que fixa o bordo e preserva o volume, e seja fN a componente normal do campo
variacional de x. Claramente, f = 0 em 9D e, pela férmula (2.7) da primeira variagdo de volume,

temos

/Dfsz Vi) =0.

Assim f € Fp. Como x; preserva o volume de x,
TpO)(f) = Ap(0) + nHoVp(0) = Ap(0) (2.15)

onde Hj é tomado como em (2.9). Pela férmula (2.14), da segunda variagdo de Jp, temos que
15(0) depende apenas de f e, por hipétese, J”(0)(f) > 0. Portanto, A},(0) > 0 para a variagdo x;.
Por outro lado, suponha que A},(0) > 0 para toda varia¢do que fixa o bordo e preserva o
volume de D. Seja f € Fp e seja y; : D — R"! a variagdo normal que preserva o volume no

Lema 2.1.7. Para essa variacdo, V};(0) = 0 em (2.15) e portanto

IpO)(f) = AB(0) >0,

como queriamos demonstrar. Ul

Corolario 2.1.15. A imersio x : D — R™! ¢ estdvel se, e somente se, J50)(f) > 0 para toda f € Fp.

2.2 A ESFERA REDONDA E ESTAVEL

Tendo definido o conceito de estabilidade de uma hipersuperficie, a Definigdo 2.1.10, podemos
demonstrar que uma esfera redonda §"” C R"*! é estavel. Esse resultado é a implicagdo direta
do Teorema de Barbosa—do Carmo (enunciado na p. 35). Para uma demonstracdo desse fato,
faremos primeiro uma revisao do estudo do espectro do operador Laplaciano de uma fungéo.
A maioria das defini¢des e resultados apresentados aqui encontram-se nos livros [Agm], [Ali],
[BGM], [Heb] e [Spig].

2.2.1 Estudo do espectro do Laplaciano

O objetivo final dessa revisdo é apresentar uma estimativa geométrica para o primeiro auto-
valor do Laplaciano de uma hipersuperficie compacta em R"*!. Para isso, devemos introduzir

algumas propriedades sobre o espectro do Laplaciano.
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Seja M" C R"! uma variedade regular e compacta, e A : C*(M) — C*(M) o seu operador
Laplaciano, que é linear sobre C*(M) e associa cada fung¢do f € C*(M) a fungdo Af € C*(M),
bem como definimos na Segdo 1.6, p. 25. Além disso, como consequéncia do Teorema da
Divergéncia em M (Teorema 1.6.9), temos que A é autoadjunto com respeito ao produto escalar

de fungdes dado por

(F,9= [ fPsp)p . (2.16)

Com efeito, o produto (2.16) estd definido em geral sobre o espago L%(M) de fun¢des mensuraveis

f sobre M que verificam

2 (o.¢]
| f@Pdp < +oo.

Evidentemente, C*(M) C L?(M). Se f,g € C®(M), e V f e Vg indicam os gradientes das fungdes

f e g, entdo, pelas propriedades de divergéncia exibidas na Secéo 1.6, p. 24, temos

div(fVg —gVf) div(fVg) — div(gVf)
(Vf,Vg)+fdiv(Vg) — (Vg, Vf) — g div(Vf)

fAg —gAf,

e integrando essa igualdade sobre M, pelo Corolério 1.6.10, temos que

(F.89)= [ foIdgpip = [ spIAfpp = (6f,8)
provando, assim, que A é autoadjunto com respeito ao produto (, ).

Defini¢do 2.2.1. Dizemos que um ntimero real A é um autovalor * de A se existe alguma fungdo
f € C®°(M) ndo-nula tal que
Af+Af=0. (2.17)

Pela linearidade de A, resulta que se A é um autovalor de A entdo o conjunto V), de solugdes
da equacgdo (2.17), incluindo a solugdo trivial f = 0, é um subespago vetorial de C*(M). Nesse
caso, se f € V) dizemos que f é uma autofungio associada ao autovalor A.

Por exemplo, estd claro que A = 0 é sempre um autovalor do Laplaciano, para qualquer
hipersuperficie compacta M, e que toda fungdo constante é uma autofungdo de A = 0. O seguinte
resultado elementar, devido a Hopf, nos diz que de fato as fun¢des constantes sdo as tinicas

autofungdes associadas ao autovalor A = 0. Com isso, a dimensdo do subespaco Vj é igual a 1.

Lema 2.2.2 (Teorema de E. Hopf). Seja M" C R™*! uma variedade regular e compacta. Se uma fungdo

f € C®(M) verifica Af(p) > 0 para todo ponto p € M, entdo deve ser necessariamente constante (e,

1 Nao confundir esse A com a notagdo utilizada na se¢ao anterior para o método dos multiplicadores de Lagrange.
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portanto, Af = 0). Em particular, as iinicas autofuncoes associadas ao autovalor A = 0 sio as fungoes

constantes.

Demonstragido. A demonstragdo segue da aplicacdo do Teorema da Divergéncia em M, o Corola-

rio 1.6.10. Com efeito, como Af > 0em M e

| Arpp =0,

devemos ter necessariamente Af = 0. Mas entdo, pela propriedade (ii) da divergéncia na p. 24,

div(fVf) = [IVFIP+fAf = | VfI* .

Aplicando novamente o Corolério 1.6.10 temos que

[ I f@)IPap = [ div(Fv A =0.
M M
Isso implica que V f(p) = 0 em todo p € M e, portanto, f é constante. O

Por outro lado, se A # 0 é outro autovalor de A, entdo deve ser necessariamente positivo.
Com efeito, suponhamos que f # 0 é uma autofungdo associada ao autovalor A # 0. Pelo que
acabamos de provar, f ndo pode ser uma fungdo constante. Fazendo f = ¢ na propriedade (iii)

do Laplaciano na p. 25, Secdo 1.6, temos

%Afz = FAFH|VFIR= A2 +|VF2,

donde Af = Af, por (2.17). Integrando essa igualdade sobre M temos que [,, Af?dM = 0, pelo

Corolério 1.6.10, e portanto

2
JullV£2dp
= >0,
Ju FAp)dp
visto que f ndo é constante. Nesse sentido, uma das propriedades bésicas do Laplaciano é que o
conjunto dos seus autovalores estd formado por uma sucessdo mondétona crescente de ntimeros
reais

AM=0< <. <A<, lim Ay = +o0, (2.18)

k—00
e a dimensao de cada um dos subespagos de autofungdes associadas € finita, m; = dim V), < +co
onde k = 0,1,... (com mp = 1, como provamos no lema anterior). Além disso, o primeiro

autovalor positivo A; admite a seguinte caracterizacdo

Jull VFIdp

A < ,
LS Py

(2.19)
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para toda fungdo f # 0 que verifica a condi¢ao

/Mf(p)dp =0,

sendo, portanto o infimo da sequéncia em (2.18). A igualdade em (2.19) segue se, e s6 se, f é
uma autofungdo de A;. Para uma demonstragdo de todos esses resultados pode-se consultar o

Theorem 14.6. em [Agm].

Demonstraremos agora que o primeiro autovalor do Laplaciano, A1, na esfera euclidiana S", é

igual a n. Para isso, utilizamos o seguinte teorema (cf. uma demonstragdo em [Heb], p. 229.)

Teorema 2.2.3 (Lichnerowicz). Seja M" uma variedade Riemanniana compacta e g a sua métrica

Riemanniana. Se a curvatura de Ricci de M satisfaz Ric > k, em que k > 0, entdo

nk

A > .
|

Pela Proposicdo 1.4.5, tem-se que a curvatura de Ricci na esfera Euclidiana (5%, ), em que a

curvatura seccional Ky da esfera é igual a 1 e § é a métrica candnica, é dada por
Ric=(n—1DKpd=n—-1)§5>n—-1.

Assim, do Teorema de Lichnerowicz, conclui-se que

n(n—l):n

A
! n—1

v

Utilizando-se este fato, obtém-se o seguinte teorema:

Teorema 2.2.4. Seja A1(S") := Ay o primeiro autovalor do Laplaciano na esfera (S",9), onde 6 é sua a

métrica candnica. Entido A = n.

Demonstragio. Considere sobre a esfera §" as coordenadas polares (r,0), em que 0 € gn-1

fornecidas pelo seguinte difeomorfismo:

G:(0,m)x8" 1 — & cCRxR"
(r,0) — G(r,0) = (cos(r),0sin(r)) .

Assim, a métrica 6 tem as seguintes expressoes:

57’1’ = ]. ’ 579 = 0 e (599 = Sinzr .
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Note que, como 0 = (6y,...,0,) € S"1 tem-se
1=602+...+62,

logo,
0=d®?+---+62)=2(01d6; + - - - +6,d6,) .

Segue-se que
n . .
o = dt2+ E (5i]-dxldx]
ij=1

(d cos(r))* + Z 8;d(8; sin(r))d (6; sin(r))
i,j=1

n
= sin*(r)dr’ + Y 6;j(6; cos(r)dr + sin(r)d6;) (6; cos(r)dr + sin(r)do;) .
ij=1

Fazendo o produto tensorial das 1-formas do; e d6;, encontra-se

n n
5 = sin®(r)dr? + Z 5;i0;0, cos?(r)dr? + Z 8;j0; cos(r) sin(r)drdf)
ij=1 ij=1
n n
+ Y 8;0; cos(r) sin(r)df;dr + Y 6;; sin®(r)d6;do;
i,j=1 i,j=1
n n
= sin*(r)dr? + cos*(r)dr® Y 5;0;0; + sin*(r) Y _ 6;;d0,d0;
ij=1 ij=1
n n
+ cos(r) sin(r)dr Y 0;d6; + cos(r) sin(r)dr } _ 6;d6;
i=1 i=1
dr? +sin®(r) (d65 +- - - d632) .

Como (d6% + - - - d62) restrita a esfera S" ! é exatamente a métrica candnica da mesma, segue-se

a afirmacdo. Portanto, nesta carta local, a métrica de 5"~ é representada pela matriz
f Portant t ta local trica de "1 tada pel t

1 0 . 0 |
0 sin®(r) --- 0
... 1 2
10 0 sin(r) | e
Escolhendo a fungdo ¢(x) = — cos(r) e usando a férmula em coordenadas para o Laplaciano

(cf. p. 26) tem-se

Asg = %n sin"~1(r) cos(r) = n cos(r) .
sin” " (r)
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Portanto, A1 = n, visto que Ay > n e n é um autovalor de A;. O

2.2.2 Demonstracio do Teorema 2.2.5

Com o que apresentamos até aqui, estamos preparados para exibir a primeira parte da prova

do Teorema de Barbosa-do Carmo, que enunciamos a seguir.
Teorema 2.2.5. A esfera redonda S" C R™*! ¢ estivel.

Demonstragido. Por simplicidade, vamos assumir que a esfera §" tem raio 1, e seja D C 5" um
)

dominio relativamente compacto em S".

Seja também f € Fp, uma fungdo com condi¢do de média nula. Isto é, f : D — R é suave por

partes e verifica

f=0 em oD e /DfdM =0. (2.20)

Tomemos uma extensédo de f, uma fungdo f : $" — R suave por partes tal que f =0 em S" — D.
Agora, seja A1(S") o primeiro autovalor do problema Ag +Ag = 0 com g € C*(S"). E sabido
do Teorema 2.2.4 que A1(5") = n. Além disso, pela desigualdade (2.19), temos
[ Ivglpam > s [ gam, (221)
Sn SH
para toda fungdo g : 8" — R que satisfaz [, gdM = 0. Aqui, Vg denota o gradiente de ¢ na
métrica induzida pela inclusdo S" C R"*L.

Usando agora o Teorema da Divergéncia (Teorema 1.6.9) na férmula (2.14), da segunda
variagdo do operador Jp, e o fato de que |B||? = n (cf. Proposicdo 2.1.11), para a f acima (2.20),

temos

Tp©)(f)

[ (= af = BI2)am
= [ (IVFP=div(fV ) - nf?)dm
L UVFIE-nf)am,

sendo a ultima igualdade decorrida do Corolério 1.6.10.
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Como a desigualdade (2.21) vale para a extensdo f, que também satisfaz a condigio de média

nula, concluimos que

TpO)(f)

L U9FIP=nf?)dm
/DHVfHZdM—n/DdeM
> 26" /D F2AM —n /D F2dM

(M) —n) [ fam
= 0,

para toda f € Fp. Portanto J5(0)(f) > 0 e, pelo Coroldrio 2.1.15, a esfera S” C R"*! é estavel. [

Observacgdo 2.2.6. Perceba que, se tivéssemos definido a estabilidade de um dominio D C M"
exigindo apenas que J}5(0) > 0 para variagdes que fixam o bordo mas que ndo preservam o
volume, a esfera §" C R"*! nio seria estavel. Com efeito, escolha um dominio D C §" contendo
o0 hemisfério de $" e tome f : D — R como a primeira autofuncdo para o Laplaciano em D (isto
é, f = 0 em 0D). Como o autovalor correspondente A{(D) satisfaz A1(D) < n, obtemos, por

argumento analogo ao acima, que

THO)(f) = (M(S") — n) /D PdM <0,

e isso prova o que afirmamos.

2.3 UMA IMERSAO ESTAVEL E UMA ESFERA REDONDA

Seja x : M" — R™! uma imersdo. Escolha um ponto p € M e uma base ortonormal
{e1,...,e,} em um espaco tangente T,M de M em p. Estenda essa base a um referencial, em
uma vizinhanga adequada V C M de p, por transporte paralelo (cf. Defini¢do 1.3.4) de cada ¢;,
comi=1,...,n, a0 longo de geodésicas provenientes de p. Esse referencial geodésico com tal
extensdo a uma vizinhanga x(p) em R"™*! serd novamente denotado por {e1,...,en}.

Denote ainda por V a conexdo de R"*! e por V a conexdo induzida em M. Note que

Veei(p)=0 e [e,el(p)=0,
para quaisquer i,j=1,...,n.

Lema 2.3.1. Com a notagdo acima, vale a sequinte identidade
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(D) ) (VyV,N,N) = —||BJ|>.
1
Assuma que a curvatura média H de x é constante. Entdo

(ii) Y (V,V,N,e)(p)=0,paratodok=1,...,n.
i

Demonstragio. (i) Como (N, N) =1, temos que <7€iN, N) =0. Assim,
Z <v€i (vt’iN)’ N> = Z <veiN’V€iN>
i

i _ —IZ<Z<VeiN’ej> ¢, ;<V€iN,€k> ek>

j
- (TN
L]
= —|BJ?,

o que prova (i).

(i)) Como (N, e,) = 0, temos

e consequentemente

(Vo.(VeN), &) +(V,.N,V,e)=—(V,N,V,e) — (N, V,(V,e)) .

1 1 1

Como veiN é um vetor tangente e a componente tangente de veiek(p) é zero, obtemos

<vei (ve,vN)/ek> (P) = - <N/vei (ve,vek» (p) = - <N/ vei(vekei» (P) .

Como R"*! é plano, temos que
v@,‘ (vﬁkel)(p) = vek (velel)(p) *

Assim,

i i

¥ (9, (TN ) () = — XN, (F,00) () = — <N,vek(zve,.ei) > 0.

Por outro lado, (N,}; V,¢;) = nH, com H constante. Entdo

izsal {5
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e, finalmente,

L3000 = (T8 £ T,e) ) -0.

i

Isso completa a prova. O

Proposigdo 2.3.2. Sejam x : M" — R™! uma imersio com curvatura média constante e v um vetor

fixo unitdrio em R™. Entdo a fungio f = (v, N) satisfaz
Af+|B|*f=0. (2.22)

Demonstragio. Dado p € M, considere um referencial geodésico ey, ...,e, ao redor de p. Da

Proposigdo 1.6.5, temos que o Laplaciano de f em p de tal referencial é dado por

Af(p) =) ei(e(H))(p) -
i=1

Assim, pelo Lema 2.3.1, temos

Af(p) = Y ei(e((o,N)(p)
i=1
= Z <v’v‘3i (ﬁeiN)> (P)
i=1
= —(uN)|BI*(p)
= —|BI*f(p) -
Como p € arbitrdrio, a funcado f satisfaz (2.22). O

Lema 2.3.3. Seja x : M" — R uma imersao com curvatura média H. Entdo
IB]|*> nH?,

e vale a igualdade em um ponto p € M se, e somente se, p é umbilico.

n
Demonstragio. Sejam ky, ..., k, as curvaturas principais de x em p € M. Entéo |B||*= ) _k7, e
i=1

IB|>~n*H* = =2 ) "kik; ,

i<j

parai,j=1,...,n. Porinducdo, temos que

Z(k%+k]2)=(n—1)2k%.

i<j
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Assim,
Y (ki—k)* = (n=1}) ki —2) ki
i<j i i<j
= (n=D|B|*+ ||B|*~n*H?
= n(||B|I*~nH?)
> 0

Segue entdo que ||B||*> nH?, valendo a igualdade apenas quando k; = k; para quaisquer

i,j=1,...,n,isto é quando p é umbilico. ]

Lema 2.3.4. Seja ¢ = (x, N) a fungdo suporte de x. Assuma que x : M" — R"™! tem curvatura média

constante H = Hy. Entdo a fungio suporte g de x satisfaz
Ag=—nHy — [|B|’g . (2:23)

Demonstragio. Seja p € M e considere um referencial geodésico ao redor de p como na Proposi-

30 2.3.2. Como V, x = ¢; e além disso (¢;, N) = 0, entdo

Ag(p) Z{eiei<x1 N)}(p)
Z le; {(Vo,x,N) +(x,V,N) }] (p)
ZK@»EN )+ (%, Ve Ve N) } (p)

—Z Ve, N) (p)+2 V. V.N)(p).

Segue do Lema 2.3.1 e da defini¢do de H que

Ag(p) = —nHo(p) — ||B|*s(p) ,

como queriamos demonstrar. OJ
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2.3.1 Hipersuperficies totalmente umbilicas

Defini¢do 2.3.5. Sejam N"*! uma variedade com métrica Riemanniana e V a sua conexao
Riemanniana. Diz-se que uma imersdo x : M" — N"*! é (totalmente) umbilica se para todo

p € M, a segunda forma fundamental B (cf. Secdo 1.5) de x em p satisfaz

(BX,Y), 1) (p) = Mp)(X,Y) , (2:24)
com A(p) € R, para todo par X,Y € X(M) e todo campo unitdrio # normal a x(M). Aqui
estamos usando (, ) para indicar a métrica g em N e a métrica induzida por x em M.

Sejam T, X, Y € X(M). Da condigdo (2.24) resulta que
—(Vx, V) =AXY) e —(V,Y)=MTLY).
Derivando a primeira equagdo em relagdo a T e a segunda em rela¢do a X, temos, para todo Y,
(ViVxn = VxViig, Y) = = (TW)X = XMT + Vg, Y)

Supondo agora que N "1 tem curvatura seccional constante, concluimos que T(1)X — X(A)T = 0.
Como T e X podem ser escolhidos linearmente independentes, isso significa que X(A) = 0, para

todo X € X (M), donde A é constante. Isso prova que:

Lema 2.3.6. Nas condicdes acima, dada uma imersio x : M" — N™' umbilica, se N"*' tem curvatura

seccional constante, entdo A nio depende de p.

Na proposicio a seguir, vamos mostrar que tomando N"*! = R"*! com a métrica euclidiana

na Definicdo 2.3.5, uma hipersuperficie umbilica deve ser um n-plano ou uma n-esfera.

Proposigdo 2.3.7. Se a imersio x : M" — R é umbilica, entdo x(M) estd contida em um n-plano ou

em uma n-esfera de R"*1.

Demonstragio. Pelo Lema 2.3.6, A é constante. Se A = 0, temos (Vy#,Y) = 0 para quaisquer
X,Y € X(M) e todo 7 € X(M)*. Decorre dai que x(M) estd contido em um n-plano afim de
R"*!. Agora, se A # 0, considere a aplicacdo y : M" — R"*! dada por

v =xp) - B2 pem.

Sejam T,Y € X(M). Observe que

1

(Vry, Y) =(T,Y) =+ (V1,Y) =0.
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Resulta dai que y(M) reduz-se a um ponto, digamos x,, e que x satisfaz

1
Ix(p) = xolI* = 73 -

isto é, x(M) estd contida em uma esfera de centro x, e raio 1/A. O

2.3.2 Demonstracdo do Teorema 2.3.8

Agora, finalmente, apresentamos a segunda parte da demonstracdo do Teorema de Barbosa—do

Carmo, o que conclui a prova.

Teorema 2.3.8. Sejam M" uma variedade compacta orientdvel, e x : M" — R"™! uma imersio com

curvatura constante ndo nula. Se x é estdvel, entdo x(M) C R"*! é uma esfera redonda S" C R"*1.

Demonstragdo. Como M é compacta, sabemos que a fungdo suporte g de x satisfaz a Primeira

Férmula Integral de Minkowski (cf. Teorema 1.6.16 e Observagado 1.6.17),
/ HgdM = —/ aM . (2.25)
M M

Como H = H, é constante, integrando a expressdo (2.23) sobre M e novamente usando o

Corolério 1.6.10, temos
[ agam = [ (~nHy ~ |BIFg)M =0,
M M
o que resulta, multiplicando por Hy em ambos os lados da igualdade, em
. / IB||>g Hyd M = / nH2AM , (2.26)
M M
Tome f = Hyg + 1. Pela férmula (2.25), temos

/(H0g+1)dM=/ Hong+/ sz—/ dM+/ AM =0 .
M M M M M

Isto ¢, [,, fdM = 0, e podemos considerar uma variagdo de M cuja componente normal do

campo variacional é fN e calculamos

T O)(f) = /M<— FAF — ||BRf2)dM .
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Pelo Lema 2.3.4, verificamos que

—fAf = |IBIPf* = —(Hog+1)A(Hog +1) — || B|*(Hog + 1)
= —(Hog +1)HoAg — ||B|*(H3g” +2Hpg +1)
= (Hog+1)Hy(nHy +||B|1*g) — || B *(H3g* + 2Hog +1)
= nHgg+nH§ — ||B||*Hog — ||B|?
= nHj(Hyg+1) — || B||*(Hog +1)
= nHf — ||BJI*f .

Segue que
JHO) = [ (HEf — [BI2NaM = ~ [ B (Hog + 1am. 2-27)

Por hipétese, x é estavel e entdo J},(0)(f) > 0. Dai, por (2.27), temos que
~ [ I1BIPHygdm > [ B2 .
M M

Logo, a partir de (2.26), temos da desigualdade acima e do Lema 2.3.3 que

/nH%dM:—/ HBH2HOng2/ HBHZsz/ nH2AM .
M M M M

Segue que ||B||?>= nH3 e, ainda pelo Lema 2.3.3, todos os pontos de M sdo umbilicos. Pela
compacidade de M e pela Proposigio 2.3.7, concluimos que x(M) C R"*! é uma n-esfera, como

queriamos provar. ]



APENDICE

A PRIMEIRA VARIACAO PARA A AREA

Aqui, demonstramos a férmula (2.6) para a primeira variagdo da drea A.
Lembremos que o funcional 4rea associado a uma variagdo X : (—¢, &) x D — R"!, com ¢ > 0,
é a aplicagao

Ap(b) = /D ds; , (A1)

onde dS; é o elemento de n-drea de M" na métrica induzida pela imersao x;.

Para facilitar a leitura, abandonaremos a notacéo de Einstein e ao invés de usar g'/, escrevere-
mos g;; para as componentes da métrica. Denotaremos ainda por g’ a métrica em M" induzida
por x;. Isto &,

(Y, Z) = (dx,Y,dx,Z) , (A.2)

onde Y,Z € X(D)e (, ) é a métrica usual de R"*!.

Considere {3871' e, %
n

respectiva base dual. Assim, a expressdo local do elemento de n-drea de M" na métrica g’ é

ds; = /det(gfj)dul A ANduy, . (A.3)

A primeira variacdo de drea serd obtida a partir dos seguintes lemas.

} uma base em uma vizinhanga de p € M e {duy,...,du,} sua

dada por

Lema A.1. Sejam X : (—¢,€) x M" — R™! uma variagio da imersio x : M" — R™?, {el*, ... e}
uma base de T, M na métrica gl eE = % numa vizinhanga coordenada de (—e, €) X M. Entio [ef“,f] =0,

paratodoi=1,...,n.

Demonstragio. Seja f : (—¢,&) x M — R suave. Queremos calcular [efo,f]( f). Tomeg e Me
considere y : W C R" — M uma parametrizacdo de M em g, onde y = (y1,...,y»). Considere
ainda

V:(—¢ge) x W = (—¢,e) x M"

a parametrizacdo de (—¢, &) x M" em (t,q), definida por y(t, p) = (t,y(q)). Aqui identificamos
Tit,q(—€,€) X M com T; M. Assim,

n p) .
eto(t, q) = Z;ai(q)a—yi e E =
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Portanto, se f : (—¢, &) x M — R é diferenciével, entdo

e (E(f) — E(e2(f))
- #(3) - t(Ew0)

B n a n ‘ af
- Loy b~ (Lawpt)

i=1
0.

e, E1(f)

~ t P . .
Observe que a escolha da notacdo e, como campo em X' (M) é feita unicamente para concordar

com a notacdo do lema a seguir.

Além disso, note que, se

— 0
E=dX-E=a—JtC e ei=dxtef°,

entdo [¢;, E] =0 para todoi=1,...,n, pois

[eil E] = dX[@fO,E] .

Lema A.2. A derivada do elemento de n-drea com respeito a t é dada por

d

n
gp| A5t =—nHyfi(p)dSy, + Y ei(Tiy, ) (to,4Sts
t=tgy i=1

onde ty € (—¢,€), p € M" e Ty, é um vetor tangente a M" em (to, p).

Demonstragido. Considere um sistema de coordenadas de vetores ortonormais em p € M",

definido em uma vizinhanga V C M" de p, com respeito a métrica g'o.

Derivando a expressdo (A.3), temos

d

| 5=

t=ty

\ /det(gfj)dul A ANduy, .

t=ty

9
ot

Precisamos entdo calcular o lado direito da igualdade.
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Temos que

[det(g})]®

t=ty

det(})

t=ty

|

det(g!)
t=tg
det(g;7(p))

1

Q

t

1
2

2ot

t=t,

det(gj))

0

_ 1 () - 2 t
= 5(det)(gi(p)- 5, t:to(gij)

= 1tr 2
-2 \ot
£

pois gl]‘?(p) = Id e a derivada da funcdo determinante aplicado a matriz identidade resulta no

(gfjxp)) ,

t=tg

funcional linear traco.

Para calcular os elementos da matriz

a t
<at tzto(gi») ,
9

. t . . . t t Z
considere eio = 5, 0s vetores coordenados da vizinhanga normal em p. Assim, {elo, 60} é
1
L , . t .
uma base ortonormal de T,M na métrica ¢ e, além disso, V ;€' = 0. Denotemos ainda
p g,O ]
1

e =dx; - efo eE=dx- % = aa—f. Assim, pela expressdo (A.2),

o (dx; -ef-”,dxt -e§°> )

t=ty

0
By _

t=tp

Usando a compatibilidade da conexdo com a métrica, temos

<ei,e]-> = <VE€1', €]> + (ei,VEeﬁ , (A4)

0
(dx; -efo,dxt . e;o) = —
t=tg

ot

onde V é a conexdo Riemanniana em R"*! associada a métrica (, ).
Como (—¢,€) x M" tem estrutura diferencial de produto, pelo lema anterior, temos que

[ej, E]= V,E—¢iVE=0,
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paratodoi=1,...,

t
5| @)

t=ty

Dessa forma,

n. Aplicando a equacdo acima em (A.4), obtemos

(Vei ej) + (ei, Vie;)

<ﬁ3iE’ ej>

<vel. <8x

ot

ox
,e]' + g

€, VE]'

(&)

1 /9
9 T 3
il v = ge(5] )
189
= =Y —| @
250t |, O
n
= Z v&‘ <?>,€1> .
i=1 t (to,p)

Além disso, temos que

x
at

= fi(p)Ni(p) + Tr(p) ,

onde Ty(p) é um vetor tangente &8 M" em (t, p) e Ni, é um vetor normal a M" com relagdo a

métrica g'. Segue que

ot

- Tm= ey EM=

/det(s)

t=tg

Sabendo-se que

TlHto

o

ei(f)(N,

ot

B
(to.p)

n
e o) + 3 fo (P (Ve N, €i) 0, p)
i=1

<V61T e; >(t0 p)

n

ffo(p)<v€/N el>(t0 pt Z<v€1T el>(t0 p) -

i=1

(A.5)

l
—

tr(SNtO)
n

2(51\1,0 (e)N, e;) (t,p)

i=1

n p—
Z<veiNtor ei)(fo,p) ’
i=1
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no primeiro somatoério de (A.5), obtemos

fto(P)Z Ve Niy, €i)to,p) = —1Hiy fio(P) - (A.6)

i=1

Com o termo do segundo somatoério de (A.5), ficamos com

(VeTei)am = €ilTiei)op — (Ttor Veli)ito,p
ei{Tty, i) (to,p) » (A7)

pois Ve.ei(p) = (Vee)N(p). Assim, usando (A.6) e (A.7), a equacdo (A.5) se iguala a

det(g;;) = nHy, ft, + €i(Tty, €i) (to,p) -

ot

t=tg

Portanto,

b=t ot

2
gl
I

\/ det(gfj)dsto

n
—nHy, fio(p)dSt, + Y _ €i(Thy, €1) 40,5 dSt, -
in1

t=tg

Enfim, a férmula para a primeira variacdo da drea.

Teorema A.3. Se X : (—¢,¢) x D — R™! ¢ uma variagiio da imersdo x, que preserva o bordo, entio a

primeira variagdo da drea quando t = 0 é dada por
AL(0) = —n /D FHAS, (A8)

onde f = <aa)t<(0' p),N> .

Demonstragio. Tome to € (—¢, €) fixo. Pelo Lema A.2, vale que

ds; = /
tt/ '7 Jpdt

A (to)

as;

t=ty

—/DnHtofto(p)dSto"'/ 23i<<Tto/ei>(t0/P))d5t0

n
_ /D nHy, fio(P)dSs, + / (Z( 1Ty, €30 pydiis A .. /\dui/\.../\dun>,
i=1
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onde du; significa que o termo du; estd omitido na soma. Segue entdo do Teorema de Stokes que

Anlto) = — /D 1, fio ()ASty + ) /a 1 (T g A Adii A Adity
i=1

- /DnHtoffo(p)dSto :

A 1ltima igualdade decorre do fato que T;, = 0 em 9D, devido X ser uma variacdo que fixa o

bordo. Em particular, para ¢ty = 0,

1 (0) = —n/DHde.
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B SEGUNDA VARIAQAO PARA O OPERADOR J

Aqui, pretendemos demonstrar a férmula (2.14) para a segunda variagdo do operador |, para
variacdes (ndo necessariamente normais) x; : M — R que fixam o bordo dM. Usaremos
a notacdo da Segdo 2.1, visto que serd conveniente denotar a variacdo x;(p) por X(p,t), e
introduziremos as seguintes notacdes adicionais.

Fixamos p € M e sejam (uy,...,u,) as coordenadas em uma vizinhanga de p em M. Para

encurtar as féormulas, usaremos as seguintes notacgoes

_oX e _aX 9N
g_gl C]_au]-' x]_au]-’ N]_au]-'

Identificaremos o produto exterior vy,...,v, de n vetores v; € R™, i =1,...,n, com um
vetor positivamente orientado v € R"*! normal ao hiperplano gerado por vy, ..., v, e tal que

|o]|= |1 A ... Avyl|. Em particular,

N KA AX,
X0 A A Xy

Como Nj ¢ um vetor tangente, escrevemos
Nj=2aijk, k=1,...,n. (BI)
Finalmente, temos que
gij=(XiXe), @N=@) ", g=det(g)=[XiA.. AX|*.

Proposicdo B.1. Valem as sequintes identidades:

(nH)* = Y (ajja — ajax)) = || B||? (B.2)
5
j
oN '
j j jk

onde f = (¢, N).

Na proposi¢do acima e em todo o texto,
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significa que V se encontra na j-ésima posigéo.

Demonstragio. Para provar (B.2), usamos (B.1) e obtemos que os coeficientes B;; da segunda

forma fundamental B sdo dados por

(Nj, X1)

= (kX X))
Yo ap (X, Xi)
;ajkgkl ;

consequentemente,

£ (pen) (o)

ik N
IBJI* .

) ajay
jk

Logo, segue que

Y (ajiap — apay)) = (nH)* — ||B|* .
kj

Para provar (B.3), primeiro, note que

N 9 XiA...AX,
ot Ot|XiA...AX,

j
1 A~~~
Y XiA A G ALLAX,
i

X1 A~ A X

+ parte normal .

Assim, como . 3
Af=— ( ggf") :
V8 % Ve o),
obtemos, denotando com um sobrescrito, digamos j, a derivada em u;
j

ON B
Z<Xl/\.../\at/\.../\Xn,N> =—2<X1/\.../\ N /\.../\Xn,at>‘
]

i i i
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j j

~ = 1

= — XiN AN N ALAX, XIA A Ao ANX

Z{ (™ (N,EV (X AL AKX Xy, X X X)}
= — , G AN AKX, XA AKX A A

UK A A X[ ] S k "
= _Z{\/ggjk<N/é‘k>}‘

ik !
= VB L {VES L)}

jk
onde, como usual, )A(]- significa que o termo X; estd omitido. Isso prova (B.3). O

Finalmente, vamos a demonstracdo da férmula da segunda variagdo de J. Para isso, comega-

mos a partir da férmula da primeira variagdo de J, vista na equagéo (2.12),

Ui = —/ n(H — Ho)f|| X1 A+ .. A Xol|dus . .. duy -
dt M

Note que o integrando ndo depende do sistema de coordenadas e faz sentido integrar em M.

Como H = Hp em t = 0, temos que

J'0) =~ [ & {n(a — Ho)}fay

onde dMy = | X1 A ... A Xy ||duy ... du,. Portanto, devemos calcular a derivada sob o sinal da

integral na expressao acima. Como Hj é constante, segue que

]
—gnH

0
—g(nH — nHp)

j

d 1 =~
= — XiA...ANi A...AX
at;HXm...Axn||< 1A AN A A X N)
1 \ o
=
= XiA. A A...ANNi A...ANX,, N
Hxl/\/\XnH{]%( 1 gk Ji N Ky )
j
]

n ON: n ~ =~ oON
XiA. A =LA AX, N XiA...A'N;i A... —
+]_:1<1A N A A X, >+]§<1A A N; A /\Xn,at>}

k j
1

= Py
XA A X Y AXa A A G A AKX, Xi AL AXy) (XA A N] AL A Xy, N
=
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Como ambos N; e N /ot sdo vetores tangentes, a terceira soma da expressdo acima se anula.

Desse modo, a tltima soma pode ser escrita como

k
1 ~ N
nHY (Xi A A & A AXy, N) .
XA Ax L S w N
Segue que
0 1 - /\j
~
——(nH —nHy) = Xy Ao A& AN NG AL AX, N
5 ("H — o) |\X1A.../\Xn||{j§];< : ¢ j w N
k j
— Y (XiAAN & AN N ALLAXg AL A Xy, N)
j#A
j#

k
~ ~ =
— Y AX4A... A & A AN AL A Xy, N)

j#k
k ]
= ~ N
— Y AX4gA AT E ALATNG A A X, NE)
j#k
]
~=~
N

k
— Z<X1/\ A Xje A /\/\.../\Xn,N>
; ot
j#k
j
_ Z<X1/\.../\at/\.../\Xn,Nj>+nHZ<X1/\.../\ & Ao A X, N)g
j k
k j
~ ~ =~
— nHY (XyA...A & A A Xjg Ao A Xy, N)

7k
k
=
— nHY (XiA...A ¢ /\.../\Xn,Nk>}.
k

As 2%,37,6% e 9" somas da expressdo acima se anulam, pois cada um desses termos tem um

correspondente com sinal oposto. Cada termo na 7% soma é igual a zero. Usando (B.1), obtemos

na 4” soma

Y (@jiane — apar) 1 Xa A A X |
e
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e a ultima soma fica
—?Hf| X1 A A X

Segue que, usando (B.2),

d < o
——(nH — nH, = XiNAN...NA AN...N N AN..ANX,, N
op M —nHo) = s /\Xn||{;< ! ¢ j w N

+

j j

- HBHzf}-

Agora, usando (B.3) e notando que os integrandos abaixo ndo dependem do sistema de

coordenadas, obtemos

J'0 = [ (Faf = [BlAdMy
k j
= A~ N
/le A& AN N] AL A Xy, N)fdu - duy,
M
k
=
—nHO/ Y Xy A AT E AL A Xy, N)ifduy .. duy
M

N /M % (9 /Z (N, &) fdus ... duy

Como ¢ = 0 em dM, pelo Teorema de Stokes, temos que as trés tltimas integrais sdo zero. Isso

completa a prova.

8 N
Z<X1/\.../\ T /\.../\XH,N> +nHY (Xy AN & A A Xy, N
k
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