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RESUMO

Seja x : M → Rn+1 uma imersão de uma variedade n-dimensional orientável M no espaço

euclidiano Rn+1. A condição que x tem curvatura média constante não-nula H = H0 é conhecida

ser equivalente ao fato que x é um ponto crítico de um problema variacional. Um procedimento

padrão de encontrar pontos críticos de tais problemas é, análogo ao método dos multiplicadores

de Lagrange, olhar para os pontos críticos de um certo operador definido em termos dos

funcionais variacionais. Resulta dessas considerações que a definição de estabilidade para

imersões com curvatura média constante não-nula deve exigir que a segunda variação para tal

operador seja não-negativa, para variações com suporte compacto que satisfaçam a condição

de média nula. Assim, o objetivo desse trabalho é estudar as imersões estáveis compactas com

curvatura média constante não-nula — resultado apresentado como o Teorema de Barbosa–

Carmo.

Palavras-chave: Geometria diferencial, hipersuperfícies, curvatura média, curvatura média

constante, estabilidade
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ABSTRACT

Let x : M→ Rn+1 be an immersion of an orientable n-dimensional manifold M into the euclidian

space Rn+1. The condition that x has nonzero constant mean curvature H = H0 is known to be

equivalent to the fact that x is a critical point of a variational problem. A standard proceduce of

finding the critical points of such a problem is, in analogy to the Lagrange multipliers method, to

look for the critical of points of an operator defined in terms of variational functionals. It follows

from the above considerations that the definition of stability for immersions with nonzero

constant mean curvature should require that such operator be nonnegative, for compactly

supported variations that satisfy the zero mean condition. Thus, the objective of this work is to

study the compact stable immersions with nonzero constant mean curvature — result presented

as the Barbosa and Carmo’s theorem.

Keywords: Differential geometry, hypersurfaces, mean curvature, constant mean curvature,

stability
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I NTRODUÇÃO

Os pré-requisitos à leitura do texto são:

1. Conhecimento de elementos essenciais de Geometria Diferencial das superfícies. Os

Capítulos 2 (2.1 e 2.4), 3 (3.2 e 3.3) e 4 (4.1 e 4.6) do livro de Manfredo do Carmo [dC1] são

suficientes.

2. Uma certa familiaridade com as definições básicas de variedades diferenciais e formas,

além de conceitos elementares e resultados úteis de Geometria Riemanniana. Se o leitor

for familiar com tais noções, poderá omitir inteiramente o Capítulo 1 do texto.

Seja x : Mn → Rn+1 uma imersão de uma variedade n-dimensional orientável Mn no espaço

euclidiano Rn+1. A condição que x tem curvatura média constante não-nula H = H0 é conhecida

ser equivalente ao fato que x é um ponto crítico de um problema variacional (cf. Teorema 2.1.8).

Mais precisamente, x tem curvatura média constante não-nula se, e somente se, x é um ponto

crítico do funcional área A(t) para quaisquer variações xt de x com suporte compacto, onde

t ∈ (−ε, ε) e x0 = x, que deixam constante o volume V(t) de xt, isto é, V(t) = V(0) para t ∈ (−ε, ε).

Problemas variacionais deste tipo são conhecidos como problemas isoperimétricos. Um

procedimento padrão para encontrar pontos críticos de tais problemas é, em analogia ao método

dos multiplicadores de Lagrange, olhar para os pontos críticos do operador de estabilidade

definido por

J(t) = A(t) + λV(t), λ ∈ R ,

para variações xt com suporte compacto, sem restrições ao volume. Neste caso, quando λ = nH0,

os pontos críticos para ambos os problemas são os mesmos (cf. Teorema 2.1.9).

Quando se trata da segunda variação, no entanto, os dois problemas não são mais equivalentes.

Isto foi apontado na literatura clássica de Cálculo de Variações (Bolza prova em [Bol], págs.

472–473). Prova-se (Teorema 2.1.14) que a segunda variação A′′(0), para variações com suporte

compacto que deixam o volume V(t) constante, é não negativa se, e somente se, J′′(0) é também

não negativa, para variações com suporte compacto que satisfazem a seguinte condição adicional

∫
M

f dM = 0 , (0.1)

onde f é a componente normal do campo variacional de xt.
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2 Conteúdo

Resulta dessas considerações que a definição de estabilidade para imersões x : Mn → Rn+1

com curvatura média constante não-nula determina que a segunda variação J′′(0) seja não-

negativa, para variações com suporte compacto e que satisfaçam a condição (0.1) de média nula

(Corolário 2.1.15). Com essa definição, verificamos que as n-esferas são estáveis (Teorema 2.2.5)

Entretanto, caso definíssemos a estabilidade de uma imersão sob a única condição de que

J′′(0) ≥ 0 para variações de suporte compacto, então as esferas não seriam estáveis (Observação

2.2.6), e o limite de estabilidade de um cilindro circular seria a metade do valor esperado (cf.

Exemplo 2.7 de [BdC]).

Surge, naturalmente, a questão: quais são as imersões estáveis completas x : Mn → Rn+1 com

curvatura média constante não-nula? Para o caso em que Mn é compacta, o artigo de J. Lucas

Barbosa e M. do Carmo [BdC] dá uma resposta:

Teorema (Barbosa–do Carmo). Seja Mn compacta, orientável, e seja x : Mn → Rn+1 uma imersão

com curvatura média constante não-nula. Então x é estável se, e somente se, x(M) ⊆ Rn+1 é uma esfera

redonda Sn ⊂ Rn+1.

No caso em que n = 2, o teorema acima está relacionado à questão levantada por Heinz

Hopf, em 1951, que conjectura se a esfera é a única superfície imersa em R3 que tem curvatura

média constante (cf. [Hop]). O Teorema de Barbosa–do Carmo, então, diz que uma superfície

não esférica compacta imersa em R3 com curvatura média constante não é estável, o que,

em termos físicos, significa que não pode ser produzida experimentalmente. A partir disso,

exemplos de imersões não esféricas x : Mn → Rn+1, n > 2, com curvatura média constante

foram encontrados por Hsiang, Teng e Yu em [HTY] e, pelo teorema acima, foram classificados

como hipersuperfícies não estáveis.

O texto está organizado como se segue. O leitor deve interpretar o Capítulo 1 como uma breve

revisão de conceitos da geometria intrínseca das subvariedades e uma maneira de se familiarizar

com a notação e resultados que servem de base para o capítulo seguinte. O Capítulo 2 condensa

todo o nosso estudo de estabilidade em hipersuperfícies com curvatura média constante não-

nula. A Seção 2.1 apresenta os fatos básicos dos problemas variacionais mencionados acima,

bem como as provas dos resultados que seguem daí. É finalizada com a definição da noção de

estabilidade de uma imersão. Por fim, reservamos as Seções 2.2 e 2.3 para apresentar a prova

completa do Teorema de Barbosa–do Carmo, passando pelo estudo do espectro do Laplaciano

de uma função, alguns lemas que serão usados na prova e um resultado sobre hipersuperfícies

totalmente umbílicas compactas.



1 PREL IM INARES

Este capítulo contém uma breve revisão de conceitos de Geometria Diferencial e Rieman-

niana para o estudo de hipersuperfícies. A ideia principal aqui é estabelecer notações e dar

referência aos resultados que embasarão o estudo do próximo capítulo. A maioria dos conceitos

apresentados aqui encontram-se nos livros [dC2], [Lee] e [Spi4].

1.1 variedades diferenciáveis

Muitas importantes aplicações de variedades (possivelmente a maioria) envolvem o cálculo.

Aplicações à geometria, por exemplo, envolvem o estudo de propriedades como volume e

curvatura. Tipicamente, os volumes são calculados por integração, e as curvaturas são calculadas

atráves de fórmulas envolvendo derivadas de segunda ordem. Portanto, para estender essas

ideias às variedades, devemos obter algum meio de dar sentido à diferenciação e integração em

uma variedade. Nessa seção, introduziremos a noção de variedades topológicas, o tipo mais

básico de variedades.

Definição 1.1.1. Uma variedade topológica de dimensão n é um espaço topológico M que possui

as seguintes propriedades:

1. M é um espaço de Hausdorff: para cada par de pontos p, q ∈ M, existem subconjuntos

abertos disjuntos U, V ⊂ M tais que p ∈ U e q ∈ V.

2. M satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade: existe uma base enumerável para a topologia

de M.

3. M é localmente euclidiano de dimensão n: todo ponto de M tem uma vizinhança que é

homeomorfa a um aberto de Rn+1.

A propriedade 3 significa, mais especificamente, que para cada p ∈ M, podemos encontrar: um

aberto U ⊂ M contendo p e um aberto Ũ ⊂ Rn+1 tais que ϕ : U → Ũ é um homeomorfismo.

Exigir que variedades compartilhem das propriedades acima nos ajuda a garantir que as

variedades se comportem da maneira que esperamos a partir da experiência com espaços

euclidianos. Uma discussão mais detalhada deste fato pode ser encontrada em [Lee] (p. 1–4)
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4 preliminares

Definição 1.1.2. Uma variedade diferenciável de dimensão n é uma variedade topológica1 M com

uma família de aplicações bijetoras ϕα : Uα ⊂ Rn → M de abertos Uα de Rn em M tais que:

1.
⋃
α

ϕα(Uα) = M.

2. Para todo par α, β, com ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos ϕ−1
α (W) e ϕ−1

β (W) são

abertos em Rn e as aplicações ϕ−1
β ◦ ϕα são diferenciáveis.

3. A família {(Uα, ϕα)} é maximal relativamente às condições 1 e 2.

Seja M uma variedade diferenciável com dimensão n. O par (Uα, ϕα) é chamado uma carta

coordenada (ou sistema de coordenadas) e a aplicação ϕα é chamada uma parametrização de M em p,

onde p ∈ ϕα(Uα). Desse modo, ϕα(Uα) é chamada uma vizinhança coordenada em p. Além disso,

as funções componentes (x1, . . . , xn) de ϕ−1
α , definidas por

ϕ−1
α (p) = (x1(p), . . . , xn(p)) ,

são chamadas coordenadas locais em ϕα(Uα). Uma família {(Uα, ϕα)} satisfazendo as condições 1

e 2 é chamada uma estrutura diferenciável em M.

O exemplo mais trivial de variedade diferenciável é o espaço euclidiano Rn, com a estrutura

diferenciável dada por Rn e pela aplicação identidade.

Definição 1.1.3. Seja M uma variedade diferenciável. Diz-se que M é orientável se admite uma

estrutura diferenciável {(Uα, ϕα)} tal que

(i) para todo par α, β, com ϕα(Uα)∩ ϕβ(Uβ) = W 6= ∅, a aplicação diferencial da mudança de

coordenadas ϕβ ◦ ϕ−1
α tem determinante positivo.

Caso contrário, dizemos que M é não-orientável. Se M é orientável, a escolha de uma estrutura

diferenciável satisfazendo (i) é chamada orientação de M e então M é orientada. Duas estruturas

diferenciáveis que satisfazem (i) determinam a mesma orientação se a união delas ainda satisfaz (i).

Convém explorar um pouco mais as consequências da Definição 1.1.2. De agora em diante,

quando escrevermos uma variedade Mn, o índice superior n indicará a dimensão de M. A

seguir, estenderemos a noção de diferenciabilidade às aplicações entre variedades.

1 É possível definir uma variedade diferenciável usando apenas a hipótese de M ser um conjunto arbitrário e, daí,
extrair de M uma topologia que segue a Definição 1.1.1, de variedade topológica. Porém, fizemos a escolha
apresentada para enfatizar que toda variedade diferenciável que tratarmos aqui é Hausdorff e satisfaz o segundo
axioma de enumerabilidade.
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Definição 1.1.4. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação f : M → N é

diferenciável em p ∈ M se, dada uma parametrização ψ : V ⊂ Rn → N em f (p), existe uma

parametrização ϕ : U ⊂ Rm → M tal que f (ϕ(U)) ⊂ ψ(V) e a aplicação

ψ−1 ◦ f ◦ ϕ : U ⊂ Rm → Rn

é diferenciável em ϕ−1(p). Denotamos por C∞(M) o conjunto das funções de M diferenciáveis em p.

Definição 1.1.5. Sejam M uma variedade diferenciável e um ponto p ∈ M. Uma aplicação

linear Xp : C∞(M)→ R é chamada uma derivação em p se satisfaz (a regra do produto)

Xp( f g) = f (p)Xp(g) + g(p)Xp( f ) , (1.1)

para quaisquer f , g ∈ C∞(M). O conjunto de todas as derivações de C∞(M) em p é um espaço

vetorial chamado espaço tangente a M em p, e é denotado por Tp M. Um elemento de Tp M é

chamado um vetor tangente em p, e frequentemente omitiremos o ponto p em Xp, escrevendo

apenas X ∈ Tp M.

Se M é uma variedade diferenciável n-dimensional, para todo p ∈ M, o conjunto Tp M, com

as operações usuais de funções,

(X + Y) f = X f + Y f ,

(cX) f = cX( f ) ,

forma um espaço vetorial de dimensão n. Além disso, a escolha de uma parametrização

ϕ : U → M, com funções coordenadas (x1, . . . , xn), determina uma base associada{
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

}

para Tp M, cuja estrutura linear em Tp M assim definida não depende da parametrização ϕ.

Definição 1.1.6. Seja M uma variedade diferenciável. Uma curva (diferenciável) em M é uma

aplicação diferenciável α : (−ε, ε)→ M. Dado p ∈ M, suponha que α(0) = p. O vetor tangente à

curva α em t = 0 é a função α′(0) : C∞(M)→ R dada por

α′(0) f =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

( f ◦ α) ,

para todo f ∈ C∞(M). Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva

α : (−ε, ε)→ M com α(0) = p.
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Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis e seja f : M→ N uma aplicação diferenciável. Para

cada p ∈ M e cada v ∈ Tp M, escolha uma curva diferenciável α : (−ε, ε) → M com α(0) = p e

α′(0) = v. Faça β = f ◦ α. A aplicação

d fp : Tp M→ Tf (p)N

dada por d fp(v) = β′(0) é uma aplicação linear que não depende da escolha de α. Além disso,

d fp é chamada diferencial de f em p.

Nas mesmas condições acima, dizemos que uma aplicação f : M1 → M2 é um difeomorfismo

se ela é diferenciável, bijetora, e a sua inversa f−1 é diferenciável. A aplicação f é um difeo-

morfismo local em p ∈ M se existem vizinhanças U de p e V de f (p) tais que f : U → V é um

difeomorfismo.

Definição 1.1.7. Sejam M e N variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável f : M→ N

é uma imersão se a diferencial d fp : Tp M → Tf (p)N é injetora para todo p ∈ M. Se, além disto,

f é um homeomorfismo sobre f (M) ⊂ N, onde f (M) tem a topologia induzida por N, diz-se

que f é um mergulho. Se M ⊂ N e a inclusão i : M ↪→ N é um mergulho, diz-se que M é uma

subvariedade de N.

Observe que se f : Mm → Nn é uma imersão, então m ≤ n. A diferença n−m é chamada a

codimensão da imersão f .

Na maior parte das questões puramente locais de geometria é indiferente tratar com imersões

ou mergulhos. Isto provém da seguinte proposição (cuja demonstração encontra-se em [dC2]),

que mostra que toda imersão local (em certo sentido) é um mergulho.

Proposição 1.1.8. Seja f : Mm → Nn, com m ≤ n, uma imersão da variedade M na variedade N. Para

todo ponto p ∈ M, existe uma vizinhança V ⊂ M de p tal que a restrição f |V : V → N é um mergulho.

Para qualquer variedade diferenciável M, definimos o fibrado tangente de M, denotado por

TM, pela união disjunta dos espaços tangentes em todos os pontos de M,

TM =
⋃

p∈M

Tp M .

Escrevemos um elemento desta união disjunta como um par ordenado (p, X), onde p ∈ M e

X ∈ Tp M. O fibrado tangente, munido de uma aplicação projeção π : TM→ M, definida por

π(p, X) = p, fornece uma estrutura diferenciável (de dimensão 2n), sendo portanto um exemplo

não-trivial e bastante importante de variedade diferenciável.
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Definição 1.1.9. Um campo vetorial X em uma variedade diferenciável M é uma seção da aplicação

π : TM→ M. Mais precisamente, um campo vetorial X é uma aplicação contínua X : M→ TM,

que associa p 7→ Xp, com a propriedade

π ◦ X = IdM ,

ou equivalentemente, Xp ∈ Tp M, para todo p ∈ M. Um campo vetorial é diferenciável se a

aplicação X : M → TM é diferenciável. Indicaremos por X (M) o conjunto de todos os campos

vetoriais em M.

Em termos de coordenadas, considerando uma parametrização ϕ : U ⊂ Rn → Mn é possível

escrever um campo X : M→ TM por

X(p) =
n

∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

, (1.2)

onde cada ai : U → R é uma função em U e { ∂
∂xi

∣∣p } é a base associada a ϕ, com i = 1, . . . , n.

Desse modo, X é diferenciável se e só se as funções ai são diferenciáveis para alguma (e, portanto,

para qualquer) parametrização.

Às vezes é conveniente utilizar a ideia sugerida pela expressão (1.2) e pensar em um campo

vetorial como uma aplicação X : C∞(M)→ F , do conjunto C∞(M) das funções diferenciáveis em

M no conjunto F das funções em M, definida do seguinte modo

(X f )(p) = ∑
i

ai(p)
∂ f
∂xi

(p) , (1.3)

onde f indica, por abuso de notação, a expressão de f na parametrização ϕ. Pode-se verificar

que a função X f obtida em (1.3) não depende da escolha da parametrização ϕ, e que X é

diferenciável se e só se X : C∞(M)→ C∞(M), isto é, X f ∈ C∞(M) para todo f ∈ C∞(M).

Em outras palavras, um campo vetorial diferenciável X ∈ X (M) define uma aplicação de

C∞(M) em si mesmo dada por f 7→ X f , que é linear sobre R, e satisfaz a regra do produto (1.1)

em derivações para campos vetoriais:

X( f g) = f X(g) + gX( f ) , (1.4)

para quaisquer f , g ∈ C∞(M). Mostra-se que derivações de C∞(M) podem ser identificadas com

campos vetoriais diferenciáveis (cf. Proposition 4.7, [Lee]).

A interpretação do campo diferenciável X com um operador em C∞(M) permite-nos considerar

os iterados de X. Por exemplo, se X e Y são campos diferenciáveis em M e f : M→ R é uma

função diferenciável, podemos aplicar X a f e obter outra função diferenciável X( f ). Aplicando
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Y a essa função, obtemos a função Y(X f ), que será ainda diferenciável. Em geral, a operação

f 7→ Y(X f ) não satisfaz a regra do produto (1.4) e portanto não pode ser um campo vetorial.

Entretanto, podemos aplicar os mesmos campos vetorias em ordem oposta obtendo uma

função Y(X f ). Aplicando esses dois operadores para f e subtraindo, obtemos um operador

[X, Y] : C∞(M)→ C∞(M), chamado o colchete de Lie dos campos X e Y, definido por

[X, Y] f = X(Y f )−Y(X f ) . (1.5)

Lema 1.1.10. O colchete de Lie de quaisquer dois pares de campos vetoriais diferenciáveis é um campo

vetorial diferenciável.

Demonstração. Basta mostrar que [X, Y] é uma derivação de C∞(M). Dados f , g ∈ C∞(M), temos

[X, Y]( f g) = X(Y( f g))−Y(X( f g))

= X( f Y(g) + gY( f ))−Y( f X(g) + gX( f ))

= f X(Yg) + Y(g)X( f ) + gX(Y f ) + Y( f )X(g)

− f Y(Xg)− X(g)Y( f )− gY(X f )− X( f )Y(g)

= f X(Yg)− f Y(Xg) + gX(Y f )− gY(X f )

= f [X, Y]g + g[X, Y] f .

Proposição 1.1.11 (Propriedades dos colchetes). Se X, Y e Z são campos diferenciáveis em M, a, b

são números reais, e f , g são funções diferenciáveis, então valem as seguintes identidades:

(i) [X, Y] = −[Y, X] (anticomutatividade),

(ii) [aX + bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z] , (bilinearidade)

[X, aY + bZ] = a[X, Y] + b[X, Z]

(iii) [[X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi),

(iv) [ f X, gY] = f g[X, Y] + f X(g)Y− gY( f )X .

Demonstração. Os ítens (i) e (ii) seguem da definição de colchete e da expressão dos campos em

coordenadas, como em (1.3). Para demonstrar o ítem (iii), note que, por um lado,

[[X, Y], Z] = [XY−YX, Z] = XYZ−YXZ− ZXY + ZYX
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e, por outro lado,

[[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]]

= XYZ− XZY−YZX + ZYX + YZX−YXZ− ZXY + XZY

= XYZ−YXZ− ZXY + ZYX .

Finalmente, para demonstrar (iv), calculamos

[ f X, gY] = f X(gY)− gY( f X)

= f gXY + f X(g)Y− g f YX− gY( f )X

= f g[X, Y] + f X(g)Y− gY( f )X .

Dada uma variedade diferenciável M, dizemos que uma família de abertos Vα ⊂ M com⋃
α Vα = M localmente finita se todo ponto p ∈ M possui uma vizinhança U tal que U ∩Vα 6= ∅

apenas para um número finito de índices. O suporte de uma função f : M → R é o fecho do

conjunto dos pontos onde f é diferente de zero.

Definição 1.1.12. Dizemos que uma família fα de funções diferenciáveis fα : M → R é uma

partição diferenciável da unidade se:

1. Para todo α, temos que fα ≥ 0 e o suporte de fα está contido em uma vizinhança

coordenada Vα = ϕα(Uα) de uma estrutura diferenciável {(Uβ, ϕβ)} de M.

2. A família {Vα} é localmente finita.

3. ∑
α

fα(p) = 1, para todo p ∈ M (esta condição faz sentido, pois em cada p, fα(p) 6= 0 para

apenas um número finito de índices).

Costuma-se dizer que a partição { fα} da unidade está subordinada à cobertura {Vα}.

1.2 métrica riemanniana

Agora, em uma variedade diferenciável, introduziremos em cada ponto uma maneira de

medir comprimentos de vetores tangentes que varia diferenciavelmente com o ponto.

Definição 1.2.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) g em uma variedade

diferenciável M é uma família diferenciável de produtos internos no espaço tangente de M.
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Mais precisamente, g associa a cada ponto p ∈ M uma uma forma bilinear simétrica positiva

definida em Tp M,

gp : Tp M× Tp M→ R ,

e a condição de diferenciabilidade em g se refere ao fato que a função

p ∈ M→ gp(Xp, Yp) ∈ R

deve ser localmente diferenciável para quaisquer campos vetoriais diferenciáveis X, Y ∈ X (M).

Uma variedade Riemanniana é um par (M, g), onde M é uma variedade diferenciável e g é uma

métrica Riemanniana em M.

Faremos uso da notação 〈X, Y〉p para indicar o número gp(X, Y) para quaisquer X, Y ∈ Tp M.

Também omitiremos o índice p em 〈 , 〉p sempre que não houver possibilidade de confusão.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Se (U, ϕ = (x1, . . . , xn)) é uma carta de M, uma

expressão para g pode ser dada como se segue. Sejam { ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn
} os campos vetoriais

coordenados, e sejam {dx1, . . . , dxn} as suas respectivas 1-formas duais. Para quaisquer p ∈ M

e u, v ∈ Tp M, escrevemos

u = ∑
i

ui
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

e v = ∑
j

uj
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

.

Então, pela bilinearidade de g,

gp(u, v) = ∑
i,j

uiujgp

(
∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
= ∑

i,j
gij(p)uiuj ,

onde denotamos as funções

gij(p) = gp

(
∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
,

e dizemos que são a expressão da métrica Riemanniana (ou “os gij da métrica”) no sistema de

coordenadas ϕ. Esta definição não depende da escolha do sistema de coordenadas, e gij = gji.

Agora vamos estabelecer uma noção de equivalência para a estrutura acima.

Definição 1.2.2. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M → N é

chamado uma isometria se

〈u, v〉p =
〈
d fp(u), d fp(v)

〉
f (p) (1.6)

para todo p ∈ M, e u, v ∈ Tp M.

Definição 1.2.3. Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma isometria local em p ∈ M é

uma aplicação diferenciável f : M → N tal que existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que
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f : U → f (U) é um difeomorfismo satisfazendo (1.6). É usual dizer que a variedade Riemanniana

M é localmente isométrica à variedade Riemanniana N se para todo p em M existe uma vizinhança

U de p em M e uma isometria local f : U → f (U) ⊂ N.

A seguir, exibimos um exemplo não trivial de isometria local.

Exemplo 1.2.4. Variedades imersas. Seja f : Mn → Nn+k uma imersão. Se N tem uma estrutura

Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por 〈u, v〉p =
〈
d fp(u), d fp(v)

〉
f (p) para

u, v ∈ Tp M. Como a diferencial d fp é injetora, o produto interno 〈 , 〉p é positivo definido. A

métrica de M é chamada a métrica induzida por f , e f é uma imersão isométrica.

Um caso particular importante surge quando temos uma função diferenciável h : Mn+k → Nk

e q ∈ N é um valor regular de h, ou seja, quando dhp : Tp M→ Th(p)N é sobrejetora para todo

p ∈ h−1(q). Sabemos então que h−1(q) ⊂ M é uma subvariedade de M de dimensão n. Logo,

podemos dar-lhe a métrica induzida pela inclusão.

Exemplo 1.2.5. Esfera unitária. Seja h : Rn → R dada por h(x1, . . . , xn) = ∑n
i=1 x2

i − 1. Então 0

é valor regular de h e h−1(0) = {x ∈ Rn : x2
1 + · · · + x2

n = 1} = Sn−1 é a esfera unitária do Rn. A

métrica induzida por Rn em Sn−1 é chamada a métrica canônica de Sn−1.

Outra importante ferramenta em variedades Riemannianas são os referenciais ortonormais.

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana n-dimensional, definimos um referencial ortonormal

para M sendo um referencial local {e1, . . . , en} definido em algum aberto U ⊂ M tal que

{e1|p, . . . , en|p} é uma base ortonormal para Tp M em cada ponto p ∈ U, ou equivalentemente,

tal que 〈ei, ej〉g = δij.

A proposição a seguir garante a existência para métricas Riemannianas em uma variedade

diferenciável qualquer (Hausdorff e com base enumerável). Esse resultado será útil para os

cálculos em variedades que faremos no capítulo 2.

Proposição 1.2.6. Toda variedade diferenciável M possui uma métrica Riemanniana.

Demonstração. Seja
⋃

α Uα uma cobertura de M por cartas coordenadas (Uα, ϕα). Para cada α,

considere uma métrica Riemanniana gα em Uα cuja expressão local (gα)ij é a matriz identidade.

Seja { fα} uma partição diferenciável da unidade de M subordinada à cobertura {Uα}, e defina

g = ∑
α

fαgα .

Como a família de suportes de fα é localmente finita, a soma acima é localmente finita. Logo g

está bem definida, é diferenciável, bilinear e simétrica em cada ponto. Como fα ≥ 0 para todo α

e ∑α fα = 1, segue que g é positiva definida, e portanto g é uma métrica Riemanniana em M.
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Para concluir essa seção, mostraremos como a métrica Riemanniana permite definir uma

noção de volume em uma variedade Riemanniana orientada Mn.

Sejam p ∈ M e uma parametrização ϕ : U ⊂ Rn → M, com p ∈ ϕ(U), na orientação

de M (dizemos que tal parametrização é positiva). Considere uma base ortonormal positiva

{e1, . . . , en} em Tp M e escreva

Xi(p) =
∂

∂xi
(p)

na base {ei} por Xi(p) = ∑
ij

aijej. Então

gik(p) = 〈Xi, Xk〉(p) = ∑
jl

aijakl〈ej, el〉 = ∑
j

aijakj .

Como o volume vol(X1(p), . . . , Xn(p)) do paralelepípedo formado pelos vetores X1(p), . . . , Xn(p)

em Tp M é igual a vol(e1, . . . , en) = 1 multiplicado pelo determinante da matriz (aij), temos que

vol(X1(p), . . . , Xn(p)) = det(aij) =
√

det(gij)(p) .

Observe que, se ψ : V ⊂ Rn → M é uma outra parametrização positiva em torno de p, com

Yi(p) =
∂

∂yi
(p) e hij(p) = 〈Yi, Yj〉(p), teremos

√
det(gij)(p) = vol(X1(p), . . . , Xn(p))

= Jvol(Y1(p), . . . , Yn(p))

= J
√

det(hij)(p) ,

onde

J = det
(

∂yi

∂xj

)
= det (dψ−1 ◦ dϕ)(p) > 0

é o determinante da diferencial da mudança de coordenadas.

Seja agora R ⊂ M uma região (conjunto aberto e conexo) cujo fecho é compacto. Nesse caso,

dizemos que R é (uma variedade) relativamente compacta. Assumimos que R está contida em uma

vizinhança coordenada ϕ(U) de uma parametrização ϕ : U → M positiva, e que a fronteira de

ϕ−1(R) ⊂ U tem medida nula em Rn (note que a noção de medida nula em Rn é invariante por

difeomorfismos). Definiremos o volume vol(R) em R pela integral em Rn

vol(R) =
∫

ϕ−1(R)

√
det(gij)dx1 . . . dxn . (1.7)

A expressão acima está bem definida. De fato, se o conjunto R está contido em outra

vizinhança coordenada ψ(V) de uma parametrização positiva ψ : V ⊂ Rn → M, teremos com as
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notações acima e pela fórmula de mudança de variáveis em integrais múltiplas (cf. p. 386 de

[Lee]), ∫
ϕ−1(R)

√
det(gij)dx1 . . . dxn =

∫
ψ−1(R)

√
det(hij)dy1 . . . dyn = vol(R) ,

o que mostra que a definição (1.7) não depende do sistema de coordenadas escolhido (aqui,

usamos a hipótese da orientabilidade de M, para evitar que vol(R) troque de sinal).

Observação 1.2.7. Note que o integrando de (1.7) é uma forma diferencial positiva de grau

n, chamado usualmente a forma volume v de M. Para definir o volume da região compacta R,

que não está contida em alguma vizinhança coordenada basta considerar uma partição {ξi} da

unidade subordinada a uma cobertura (finita) de R por vizinhanças coordenadas ϕ(Ui) e tomar

vol(R) = ∑
i

∫
ϕ−1(R)

ξiv .

A expressão acima não depende da escolha da partição da unidade.

Observação 1.2.8. Pelo que acabamos de ver, basta a existência de uma forma diferencial

positiva de grau n (elemento de volume) para que se possa definir uma noção de volume em

uma variedade diferenciável. Uma métrica Riemanniana é apenas uma das maneiras pela qual

se obtém um elemento de volume.

1.3 conexão afim; conexão riemanniana

Embora possamos munir uma variedade M com uma noção de derivada de aplicações

diferenciáveis, não há uma maneira canônica de estabelecer uma diferenciação para campos

vetoriais em M. Resolvemos esse problema considerando todas as formas possíveis de definir

derivadas de campos vetoriais. Uma escolha desse tipo é chamada de conexão. O nome segue

do fato de que, pelo menos ao longo de uma dada curva, uma conexão fornece uma maneira de

identificar espaços tangentes de M em pontos diferentes; esta é a ideia do transporte paralelo ao

longo da curva. A principal consequência da teoria das conexões para a geometria Riemanniana

é que uma métrica Riemanniana em M determina unicamente uma conexão em M, chamada

conexão Levi–Civita.

Definição 1.3.1. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X (M)×X (M)→ X (M)

denotada por ∇(X, Y) = ∇XY e que tem as seguintes propriedades:
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(i) ∇ f X+gYZ = f∇XZ + g∇YZ ,

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ ,

(iii) ∇X( f Y) = f∇XY + X( f )Y , (regra de Leibniz)

para quaisquer X, Y, Z ∈ X (M) e f , g ∈ C∞(M).

É possível provar que, dada uma variedade diferenciável M com uma conexão afim ∇, existe

uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ao longo da curva diferenciável

c : I → M um outro campo vetorial DV
dt ao longo de c. Denominamos essa correspondência de

derivada covariante de V ao longo de c, que tem as seguintes propriedades:

(i) D
dt (V + W) = DV

dt + DW
dt .

(ii) D
dt ( f V) = d f

dt V + f DV
dt .

(iii) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X (M), isto é, V(t) = Y(c(t)), então
DV
dt = ∇ dc

dt
Y.

Nos ítens (i) e (ii), W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma função diferenciável em I.

Lê-se o símbolo ∇XY na Definição 1.3.1 como a derivada covariante de Y na direção de X.

Definição 1.3.2. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Um campo

vetorial V ao longo de uma curva c : I → M é chamado paralelo quando

DV
dt

= 0 ,

para todo t ∈ I.

Uma demonstração para o resultado a seguir encontra-se em [dC2], p. 58.

Proposição 1.3.3. Sejam M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Sejam também

c : I → M uma curva diferenciável em M e V0 um vetor tangente a M em c(t0), t0 ∈ I, isto é,

V0 ∈ Tc(t0)M . Então existe um único campo de vetores paralelo V ao longo de c, tal que V(t0) = V0.

Definição 1.3.4. O campo de vetores V(t) acima (Proposição 1.3.3) é chamado o transporte

paralelo de V(t0) ao longo de c.

Definição 1.3.5. Sejam M uma variedade diferenciável e uma métrica Riemanniana 〈 , 〉 de

M. Uma conexão Riemanniana (ou conexão de Levi–Civita) de M é uma conexão afim ∇ em M

satisfazendo as condições:
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1. ∇ é simétrica (ou livre de torsão), isto é, quando

∇XY−∇YX = [X, Y]

para quaisquer X, Y ∈ X (M).

2. ∇ é compatível com a métrica Riemanniana 〈 , 〉, isto é, quando para toda curva diferenciável

c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P′ ao longo de c tivermos 〈P, P〉 = k,

onde k é constante. Ou seja,

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉 + 〈Y,∇XZ〉 ,

para quaisquer X, Y, Z ∈ X (M).

Em um sistema de coordenadas, o fato de ∇ ser simétrica implica que para todo i, j = 1, . . . , n,

∇Xi Xj −∇Xj Xi = [Xi, Xj] = 0 , Xi =
∂

∂xi
.

Teorema 1.3.6 (Levi–Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma única conexão Rieman-

niana ∇ em M.

Demonstração. Primeiro, suponha a existência de uma tal conexão Riemannina ∇. Então, pela

compatibilidade de ∇ com a métrica,

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉 + 〈Y,∇XZ〉 , (1.8)

Y〈Z, X〉 = 〈∇YZ, X〉 + 〈Z,∇YX〉 , (1.9)

Z〈X, Y〉 = 〈∇ZX, Y〉 + 〈X,∇ZY〉 . (1.10)

Somando (1.8) e (1.9) e subtraindo (1.10), e usando a simetria de ∇, temos que

X〈Y, Z〉 + Y〈Z, X〉 − Z〈X, Y〉 = 〈[X, Z], Y〉 + 〈[Z, Y], X〉 + 〈[X, Y], Z〉 + 2〈Z,∇YX〉 .

Portanto, temos a seguinte expressão (conhecida como fórmula de Koszul)

〈Z,∇YX〉 =
1
2
{X〈Y, Z〉 + Y〈Z, X〉 − Z〈X, Y〉

−〈[X, Z], Y〉 − 〈[Z, Y], X〉 − 〈[X, Y], Z〉} ,

que implica que ∇ está unicamente determinada pela métrica 〈 , 〉. Portanto, caso exista, ela

será única. Para mostrar a existência, defina ∇ pela fórmula de Koszul e basta mostrar que ∇
está bem definida e satisfaz às condições de ser métrica Riemanniana.
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Definição 1.3.7. Sejam Mn uma variedade Riemanniana e p ∈ M. Dada uma vizinhança U ⊂ M

de p, uma família {ei}, i = 1, . . . , n, de campos de vetores e1, . . . , en ∈ X (U), ortonormais em

cada ponto de U, tais que, em p,

∇ei ej(p) = 0 ,

é chamada referencial (local) geodésico em p.

1.4 curvaturas

Quando Riemann introduziu a noção de métrica em variedades, ele precisava mostrar que

elas não eram localmente isométricas ao espaço euclidiano. Para provar isso, ele introduziu

a noção de curvatura (cf. Definição 1.4.1), que, nesse sentido, mede o quanto uma variedade

Riemanniana deixa de ser euclidiana. Ainda nesta seção, mostraremos que a curvatura seccional

(cf. Definição 1.4.4) se relaciona com as demais curvaturas de uma superfície (cf. Proposição

1.4.5).

Definição 1.4.1. A curvatura R (de Riemann) de uma variedade Riemanniana M é uma corres-

pondência que associa cada par X, Y ∈ X (M) a uma aplicação R(X, Y) : X (M)→ X (M) dada

por

R(X, Y)Z = ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z , (1.11)

para todo Z ∈ X (M), e ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Alguns autores, tais como M. do Carmo em [dC2], definem a curvatura R com o sinal oposto

na expressão (1.11). A maioria, entretanto, define como acima. A motivação dessa definição vem

da observação a seguir.

Note que, se M = Rn com a métrica usual, então R(X, Y)Z = 0 para quaisquer X, Y, Z ∈ X (Rn).

Com efeito, considere {e1, . . . , en} a base canônica de Rn e, dados X, Y, Z ∈ X (Rn), podemos

escrever

X =
n

∑
i=1

Xiei , Y =
n

∑
i=1

Yiei , e Z =
n

∑
i=1

Ziei .

Então, pela regra de Leibniz,

∇YZ = ∇Y

( n

∑
i=1

Ziei

)
=

n

∑
i=1

Zi∇Yei +
n

∑
i=1

Y(Zi)ei =
n

∑
i=1

Y(Zi)ei ,
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pois, sendo ei um campo constante, a sua derivada covariante na direção de qualquer campo é

nula; em particular, ∇Yei = 0. Aplicando novamente a regra de Leibniz, temos que

∇X∇YZ = ∇X

( n

∑
i=1

Y(Zi)ei

)
=

n

∑
i=1

Y(Zi)∇Xei +
n

∑
i=1

X(Y(Zi))ei

=
n

∑
i=1

X(Y(Zi))ei .

Analogamente,

∇Y∇XZ =
n

∑
i=1

Y[X(Zi)]ei .

Portanto,

∇X∇YZ−∇Y∇XZ =
n

∑
i=1

X(Y(Zi))ei −
n

∑
i=1

Y(X(Zi))ei

=
n

∑
i=1
{X(Y(Zi))ei −Y(X(Zi))} ei

=
n

∑
i=1

[X, Y](Zi)ei

=
n

∑
i=1

[X, Y](Zi)ei +
n

∑
i=1

Zi∇[X,Y]ei

= ∇[X,Y]Z .

Segue-se que,

0 = ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z = R(X, Y)Z .

As demonstrações dos resultados a seguir, as Proposição 1.4.2 e Proposição 1.4.3, seguem

diretamente da definição de curvatura e das propriedades de conexão Riemanniana, e podem

ser encontradas nas páginas 100–103 de [dC2].

Proposição 1.4.2 (Propriedades da curvatura R). A curvatura R de uma variedade Riemanniana tem

as seguintes propriedades:

(i) R é bilinear em X (M)×X (M), isto é,

R( f X1 + gX2, Y1) = f R(X1, Y1) + gR(X2, Y1) ,

R(X1, f Y1 + gY2) = f R(X1, Y1) + gR(X1, Y2) ,

com f , g ∈ C∞(M) e X1, X2, Y1, Y2 ∈ X (M).
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(ii) Para todo par X, Y ∈ X (M), o operador curvatura R(X, Y) : X (M)→ X (M), é linear, isto é,

R(X, Y)(Z + W) = R(X, Y)Z + R(X, Y)W ,

R(X, Y)( f Z) = f R(X, Y)Z ,

com f , g ∈ C∞(M) e Z, W ∈ X (M).

(iii) Quaisquer X, Y, Z ∈ X (M) satisfazem a Primeira Identidade de Bianchi,

R(X, Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y = 0 .

Proposição 1.4.3. Em uma variedade Riemanniana (M, g), para quaisquer X, Y, Z, T ∈ X (M), a

curvatura R tem as seguintes propriedades:

(i) 〈R(X, Y)Z, T〉 + 〈R(Y, Z)X, T〉 + 〈R(Z, X)Y, T〉 = 0

(ii) 〈R(X, Y)Z, T〉 = −〈R(Y, X)Z, T〉

(iii) 〈R(X, Y)Z, T〉 = −〈R(X, Y)T, Z〉

(iv) 〈R(X, Y)Z, T〉 = 〈R(Z, T)X, Y〉

Relacionado com o operador curvatura está a curvatura seccional, que passamos a definir.

Definição 1.4.4. Dado um ponto p ∈ M, seja σ ⊂ Tp M um subespaço bi-dimensional do espaço

tangente Tp M. O número real K(x, y) = K(σ), definido por

K(x, y) =
(x, y, x, y)
‖x ∧ y‖2 ,

onde ‖x ∧ y‖2=
√
‖x‖2‖y‖2−〈x, y〉2 e {x, y} é uma base qualquer de σ, é chamado curvatura

seccional de σ em p.

Prova-se que o número K(σ) não depende da escolha da base de σ (Proposição 3.1 de [dC2]).

Agora, seja x = zn um vetor unitário em Tp M. Tomemos uma base ortonormal {z1, . . . , zn−1}
do hiperplano Tp M ortogonal a x. Considere as seguintes médias:

Ricp(x) =
1

n− 1 ∑
i
〈R(x, zi)x, zi〉 , i = 1, 2, . . . , n− 1 , (1.12)

e

S(p) =
1
n ∑

j
Ricp(zj) =

1
n(n− 1) ∑

i,j
〈R(zi, zj)zi, zj〉 , j = 1, . . . , n . (1.13)



1.5 a segunda forma fundamental 19

As expressões acima, (1.12) e (1.13), são chamadas curvatura de Ricci na direção x e curvatura

escalar em p, respectivamente. É possível mostrar ainda que tais expressões não dependem da

escolha das correspondentes bases ortonormais (cf. p. 108 de [dC2]).

Variedades Riemannianas que possuem curvatura seccional constante desempenham papel

fundamental na Geometria Riemanniana. A seguinte proposição relaciona uma curvatura

seccional constante com as curvaturas R, de Ricci e escalar. Pode-se consultar uma demonstração

para esse resultado em [Bie], páginas 130 e 131.

Proposição 1.4.5. Sejam M uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante K0 ∈ R e

métrica Riemanniana g. Então as curvaturas de M são dadas pelas fórmulas

R(X, Y)Z = K0[〈Y, Z〉X− 〈X, Z〉Y] ,

〈R(X, Y)Z, W〉 = K0[〈X, W〉〈Y, Z〉 − 〈X, Z〉〈Y, W〉] ,

Ric = (n− 1)K0g ,

S = n(n− 1)K0 .

1.5 a segunda forma fundamental

Seja f : M → M uma imersão de uma variedade diferenciável M de dimensão n em uma

variedade M de dimensão k = n + m. O nosso objetivo aqui é generalizar a noção de segunda

forma fundamental em superfícies para f .

Para cada p ∈ M, existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que f (U) ⊂ M é uma subvariedade

de M. Isto quer dizer que existe uma vizinhança U ⊂ M de f (p) e existe um difeomeorfismo

ϕ : U → V ⊂ Rk em um aberto V do Rk, tais que ϕ aplica difeomorficamente f (U)∩U em um

aberto do subespaço Rn ⊂ Rk. Para simplificar a notação, identificaremos U com f (U) e cada

vetor v ∈ Tq M, q ∈ U, com d fp(v) ∈ Tf (q)M.

O produto interno em Tp M o decompõe na soma direta

Tp M = Tp M⊕ (Tp M)⊥

para cada p ∈ M, onde (Tp M)⊥ é o complemento ortogonal de Tp M em Tp M. Assim, para cada

p ∈ M, se v ∈ Tp M, podemos escrever

v = vT + vN ,
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com vT ∈ Tp M e vN ∈ (Tp M)⊥. Denominamos vT a componente tangencial de v e vN a componente

normal de v. Tal decomposição é diferenciável no sentido que as aplicações de TM em TM dadas

por

(p, v)→ (p, vT) e (p, v)→ (p, vN)

são diferenciáveis.

A conexão Riemanniana de M será indicada por ∇. Dados X e Y, campos locais de vetores

em M, e X e Y extensões locais a M, definimos

∇XY = (∇XY)T .

É possível verificar que esta é a conexão Riemanniana relativa à métrica induzida de M.

Para definir a segunda forma fundamental da imersão f : M → M, convém introduzir

previamente a seguinte definição. Se X e Y são campos locais em M, então

B(X, Y) = ∇XY−∇XY (1.14)

é um campo local em M normal a M. O campo B(X, Y) não depende das extensões X e Y.

Portanto B(X, Y) está bem definida. Além disso, a aplicação B : X (U)×X (U)→ X (U)⊥ dada

pela expressão (1.14) é bilinear e simétrica, para quaisquer X, Y ∈ X (U). Como B é bilinear,

exprimindo B em um sistema de coordenadas, concluímos que o valor de B(X, Y)(p) depende

apenas de X(p) e Y(p).

Sejam p ∈ M e η ∈ (Tp M)⊥. A aplicação bη : Tp M× Tp M→ R definida por

bη(x, y) = 〈B(x, y), η〉 ,

onde x, y ∈ Tp M, é uma forma bilinear simétrica.

Definição 1.5.1. A forma quadrática IIη definida em Tp M por

IIη(x) = bη(x, x)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal η.

Associamos à aplicação bilinear bη uma aplicação linear autoadjunta Sη : Tp M → Tp M,

também conhecida como o operador forma, dada por

〈Sη(x), y〉 = bη(x, y) = 〈B(x, y), η〉 .
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Consideremos o caso particular em que a codimensão da imersão f é 1, ou seja, f : Mn → Mn+1.

Então a imagem f (M) ⊂ M é denominada hipersuperfície. De agora em diante, imersões

isométricas de codimensão 1 serão chamadas de hipersuperfícies.

Sejam p ∈ M e η ∈ (Tp M)⊥, com ‖η‖= 1. Como a aplicação Sη : Tp M → Tp M é simétrica,

existe uma base ortonormal de autovetores {e1, . . . , en} de Tp M com autovalores reais λ1, . . . , λn,

isto é,

Sη(ei) = λei ei, 1 ≤ i ≤ n . (1.15)

Se ambas M e M são orientáveis e estão orientadas, então o vetor η fica univocamente determi-

nado se exigirmos que, sendo {e1, . . . , en} uma base na orientação de M, {e1, . . . , en, η} seja uma

base na orientação de M. Nesse caso, denominamos os ei por direções principais e os λi = ki como

as curvaturas principais de f .

As funções simétricas de _̨1, . . . , _̨n são invariantes da imersão. Assim, para todo p ∈ M,

podemos definir a curvatura de Gauss–Kronecker K por

K(p) = det(Sη) = k1(p) · k2(p) · . . . · kn(p) , (1.16)

e a curvatura média H é definida por

H(p) =
1
n

tr(Sη) =
1
n
(k1(p) + . . . + kn(p)) . (1.17)

Definição 1.5.2. Seja M uma hipersuperfície de Rn+1 e p ∈ M. Dizemos que p é um ponto

umbílico de M se as curvaturas principais coincidem em p.

Definição 1.5.3. Dizemos que uma hipersuperfície M de Rn+1 é uma hipersuperfície umbílica se

todo ponto p ∈ M é umbílico.

Agora, vamos considerar o caso quando M = Rn+1. Com efeito, podemos dar uma interpre-

tação geométrica interessante de Sη . Inicialmente, seja ν uma extensão local de η, unitária e

normal a M. Seja a esfera unitária Sn
1 = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖= 1}, e defina a aplicação normal de Gauss,

N : Mn → Sn, transladando a origem do campo ν para a origem do Rn+1 e fazendo N(p) ser o

ponto final do transladado de ν(p). Como Tp M e TN(p)(Sn) são paralelos, podemos identificá-los,

e vemos que dNp : Tp M→ Tp M é dada por

dNp(x) =
d
dt
(ν ◦ c(t))

∣∣∣∣
t=0

= ∇xν = (∇xν)T = −Sη(x) ,

onde c : (−ε, ε) → M é uma curva com c(0) = p, c′(0) = x, e usamos o fato que 〈ν, ν〉 = 1 para

garantir que ∇xν = (∇xν)T. Logo, segue que −Sη é a derivada da aplicação normal de Gauss.
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Definição 1.5.4. Uma imersão f : M → M é mínima se para todo p ∈ M e todo η ∈ (Tp M)⊥

tem-se que o traço de Sη = 0, isto é, quando a curvatura média H é nula.

A razão da palavra mínima neste contexto é que tais imersões minimizam o volume da métrica

induzida. Mais precisamente, se M ⊂ M é uma subvariedade mínima e D ⊂ M um domínio

suficientemente pequeno de M com bordo ∂D regular, então o volume de D na métrica induzida

é menor ou igual ao volume de qualquer outra subvariedade de M com o mesmo bordo.

1.6 operadores diferenciais de uma hipersuperfície

Começamos introduzindo os conceitos de gradiente de uma função diferenciável em M,

de divergência de um campo de vetores tangente a uma hipersuperfície Mn ⊂ Rn+1, e de

Laplaciano de uma função diferenciável sobre M, estabelecendo então uma versão do Teorema

da Divergência que será suficiente para os nossos propósitos. Por fim, definimos ainda o

hessiano de uma função diferenciável. Relacionando o traço do hessiano ao Laplaciano de uma

função suave, provamos a chamada Primeira Fórmula de Minkowski, cuja utilidade aqui deve-se

à aplicação na demonstração do principal teorema dessa dissertação.

O gradiente de uma função

Lembre-se que, dada uma variedade Mn e um sistema de coordenadas local φ : V ⊂ Rn → Mn,

definimos na Seção 1.2 uma métrica Riemanniana g. Denotaremos por g = (gij) a matriz da

métrica no sistema de coordenadas φ e sua inversa será denotada por g−1 = (gij).

Sejam φ : V ⊂ Rn → Mn um sistema de coordenadas na variedade Riemanniana Mn e

f : Mn → R uma função diferenciável. Então temos o seguinte:

Definição 1.6.1. Para toda função f ∈ C∞(M) e todo X ∈ X (M), o gradiente de f , denotado por

grad f , é o campo vetorial diferenciável sobre M definido por

〈grad f , X〉 = X( f ) .

Valem para quaisquer f1, f2 ∈ C∞(M) que

grad( f1 + f2) = grad f1 + grad f2 ,

grad( f1 f2) = f1 grad f2 + f2 grad f1 .
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De fato, pela linearidade de X como derivação, temos

〈grad( f1 + f2), X〉 = X( f1 + f2) = X( f1) + X( f2)

= 〈grad f1, X〉 + 〈grad f2, X〉

= 〈grad f1 + grad f2, X〉 ;

e, da regra do produto para campos, temos

〈grad( f1 f2), X〉 = X( f1 f2) = f1X( f2) + f2X( f1)

= f1〈grad f2, X〉 + f2〈grad f1, X〉

= 〈 f1 grad f2 + f2 grad f1, X〉 .

Proposição 1.6.2. Dados f : Mn → R uma função diferenciável e {e1, . . . , en} um referencial ortonormal

em uma vizinhança U ⊂ M, então

grad f =
n

∑
i=1

ei( f )ei .

Demonstração. Seja grad f =
n

∑
i=1

aiei. Para qualquer j em {1, . . . , n} fixado, temos que

〈grad f , ej〉 =
〈 n

∑
i=1

aiei, ej

〉
=

n

∑
i=1

ai〈ei, ej〉 =
n

∑
i=1

aiδij = aj .

Isto é, 〈grad f , ei〉 = ai para todo i = 1, . . . , n. Portanto, pela definição de gradiente,

grad f =
n

∑
i=1

aiei =
n

∑
i=1
〈grad f , ei〉ei =

n

∑
i=1

ei( f )ei .

Em coordenadas, temos a seguinte expressão para o gradiente de f :

grad f =
n

∑
i,j=1

gij ∂ f
∂xj
· ∂ f

∂xi
.
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A divergência de um campo vetorial

Definição 1.6.3. Seja X um campo vetorial diferenciável em Mn. A divergência do campo X,

denotada por divX, para todo v ∈ Tp M, é a função diferenciável divX : Mn → R definida por

(divX)(p) = tr {v 7→ ∇vX(p)}

=
n

∑
i=1
〈∇ei X, ei〉 ,

onde {e1, . . . , en} é um referencial ortonormal em M, e ∇vX e ∇ei X são as derivadas covariantes

de X nas direções v e ei, respectivamente.

A divergência verifica as seguintes propriedades, para quaisquer X, Y ∈ X (M) e f ∈ C∞(M):

(i) div(X + Y) = divX + divY, pois, das definições de div e de conexão afim,

div(X + Y) =
n

∑
i=1
〈∇ei (X + Y), ei〉 =

n

∑
i=1
〈∇ei X +∇eiY, ei〉

=
n

∑
i=1
〈∇ei X, ei〉 +

n

∑
i=1
〈∇eiY, ei〉

= divX + divY .

(ii) div( f X) = f divX + X( f ) = f divX + 〈grad f , X〉, pois, pela definição de div e pela regra de

Leibniz para conexões,

div( f X) =
n

∑
i=1
〈∇ei ( f X), ei〉 =

n

∑
i=1
〈 f∇ei X + ei( f )X, ei〉

= f
n

∑
i=1
〈∇ei X, ei〉 +

n

∑
i=1
〈ei( f )X, ei〉

= f
n

∑
i=1
〈∇ei X, ei〉 +

〈 n

∑
i=1

ei( f )ei, X
〉

= f divX + 〈grad f , X〉 .

Proposição 1.6.4. Seja X um campo vetorial diferenciável em Mn e considere {e1, . . . , en} um referencial

ortonormal em uma vizinhança U ⊂ M. Se X =
n

∑
i=1

aiei em U, então

divX =
n

∑
i=1

(ei(ai)− 〈∇ei ei, X〉) .
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Demonstração. Note que, pela compatibilidade de ∇ com a métrica Riemanniana,

n

∑
i=1

ei〈X, ei〉 =
n

∑
i=1
〈∇ei X, ei〉 +

n

∑
i=1
〈X,∇ei ei〉 ,

e, por outro lado, como X =
n

∑
j=1

ajej ,

n

∑
i=1

ei〈X, ei〉 =
n

∑
i=1

ei〈
n

∑
j=1

ajej, ei〉 =
n

∑
i,j=1

ei(ajδij) =
n

∑
i=1

ei(ai) .

Logo,
n

∑
i=1
〈∇ei X, ei〉 =

n

∑
i=1

ei(ai)−
n

∑
i=1
〈X,∇ei ei〉 ,

e, portanto, pela definição de divergência, obtemos

divX =
n

∑
i=1

(ei(ai)− 〈∇ei ei, X〉) .

Em coordenadas, temos a seguinte expressão para a divergência de X:

divX =
1√

det(g)

n

∑
i=1

∂

∂xi
(
√

det(g)ai) .

O Laplaciano de uma função

Em particular, quando X = grad f é o gradiente de uma função diferenciável f ∈ C∞(M) na

Definição 1.6.3, definimos a divergência de grad f como o Laplaciano de f , e o denotamos por ∆ f .

Isto é, ∆ f ∈ C∞(M) é a função definida por

∆ f = div(grad f ) .

Dessa maneira, o Laplaciano define um operador ∆ : C∞(M)→ C∞(M) que tem as seguintes

propriedades, para quaisquer f , g ∈ C∞(M) e λ ∈ R:
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(i) ∆( f + g) = ∆ f + ∆g , pois

∆( f + g) = div(grad( f + g)) = div(grad f + gradg)

= div(grad f ) + div(gradg)

= ∆ f + ∆g .

(ii) ∆(λ f ) = λ∆ f , pois ∆(λ f ) = div(grad(λ f )) = div(λgrad f ) = λdiv(grad f ) = λ∆ f .

(iii) ∆( f g) = f ∆g + g∆ f + 2〈grad f , gradg〉 , pois

∆( f g) = div(grad( f g)) = div( f gradg + g grad f )

= div( f gradg) + div(g grad f )

= f div(gradg) + 〈grad f , gradg〉 + gdiv(grad f ) + 〈gradg, grad f 〉

= f ∆g + g∆ f + 2〈grad f , gradg〉 .

Proposição 1.6.5. Dados f : Mn → R uma função diferenciável e {e1, . . . , en} um referencial ortonormal

em uma vizinhança U ⊂ M, então

∆ f =
n

∑
i=1

(ei(ei( f ))− (∇ei ei) f ) .

Demonstração. Pela Proposição 1.6.2, temos que grad f =
n

∑
i=1

ei( f )ei em U. Assim, pela definição

de Laplaciano de uma função f e da Proposição 1.6.4, temos

∆ f =
n

∑
i=1

(ei(ei( f ))− 〈∇ei ei,∇ f 〉) =
n

∑
i=1

(ei(ei( f ))− (∇ei ei) f ) .

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U (cf. Definição 1.3.7), temos

∆ f (p) =
n

∑
i=1

ei(ei( f ))(p) .

Em coordenadas, temos a seguinte expressão:

∆ f =
1√

det(g)

n

∑
i,j=1

∂

∂xi

(√
det(g)gij ∂ f

∂xj

)
.
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Teorema da Divergência

Suponha conhecido o Teorema de Stokes, cuja demonstração não faremos aqui, mas pode ser

consultada em [Lee], p. 359.

Teorema 1.6.6 (Teorema de Stokes). Seja Mn uma variedade Riemanniana suave orientada com bordo.

Seja também ω uma (n− 1)-forma em M com suporte compacto. Então∫
M

dω =
∫

∂M
ω .

Gostaríamos de generalizar o Teorema da Divergência para subvariedades n-dimensionais

com bordo. Vamos começar com algumas definições.

Definição 1.6.7. Sejam Mn uma variedade Riemanniana orientada, o vetor v ∈ Tp M e ω uma

n-forma diferencial em Tp M. Definimos a contração vy ω como a (n− 1)-forma

(vy ω)(v1, . . . , vn−1) = ω(v, v1, . . . , vn−1) , (1.18)

onde v, v1, . . . , vn−1 ∈ Tp M são linearmente independentes. Em outras palavras, vy ω é obtida a

partir de ω inserindo v na primeira coordenada. Mais ainda, se X é um campo vetorial em M e

ω é uma n-forma em M, definimos a (n− 1)-forma Xy ω por

(Xy ω)(p) = X(p)y ω(p) . (1.19)

Em alguns casos, as fórmulas (1.18) e (1.19) são chamadas de produto interior e, nesse caso, as

notações ivω e i(X)ω são indicadas, respectivamente (cf. p. 95 de [dC2] e p. 227–228 de [Spi1]).

Ainda em [Spi1], mostra-se que a contração y verifica as seguintes propriedades:

(i) vy (wy ω) = −wy (vy ω) ,

(ii) Se v1, . . . , vn é uma base de Tp M, com base dual φ1, . . . , φn, então

vjy (φi1 ∧ . . . ∧ φik ) =

{
0 se j 6= iα , ∀iα

(−1)α−1φi1 ∧ . . . ∧ φ̂iα
∧ . . . ∧ φik se j = iα .

(iii) Para quaisquer ω1 ∈ Ωk(Tp M) e ω2 ∈ Ωl(Tp M), temos

vy (ω1 ∧ω2) = (vy ω1)∧ω2 + (−1)kω1 ∧ (vy ω2)

(iv) Xy (ω1 ∧ω2) = (Xy ω1)∧ω2 + (−1)kω1 ∧ (Xy ω2)
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Observe que, para os vetores linearmente independentes v, v1, . . . , vn−1 ∈ Tp M em (1.18), a

n-forma ω pode ser definida do seguinte modo:

ω(v, v1, . . . , vn−1)(p) =
√

det
(〈

vi, vj
〉)

= vol. orient. {v, v1, . . . , vn−1} ,

com p ∈ M. Nesse caso, o volume orientado tem sinal + ou − conforme a base {v, v1, . . . , vn−1}
pertença à orientação de M ou não, e a n-forma ω pode ser considerada como o elemento de

volume de M.

Considerando o que acabamos de discutir, apresentamos uma definição alternativa para a

divergência de um campo vetorial, usando a noção de contração.

Lema 1.6.8. Seja Mn uma variedade Riemanniana orientada, com elemento de volume dV. Então para

todo campo vetorial X em M temos

d(Xy dV) = div(X)dV . (1.20)

Demonstração. Se a expressão (1.20) vale para X1 e X2, então vale para X1 + X2. Além disso, se

(1.20) ainda vale para X, então

d( f Xy dV) = d( f (Xy dV))

= d f ∧ (Xy dV) + f d(Xy dV)

= d f ∧ (Xy dV) + f divXdV .

Como d f é uma 1-forma e d f (X) = X( f ), pela propriedade (iv) de contração, temos

0 = Xy (d f ∧ dV) = (Xy d f )∧ dV − d f ∧ (Xy dV)

= X( f )dV − d f ∧ (Xy dV) ,

e então, pela propriedade (ii) da divergência (cf. p. 24), a nossa fórmula vira

d( f Xy dV) = X( f )dV + f divXdV

= div( f X)dV .

Portanto, a fórmula (1.20) é também verdadeira para f X.

Agora, seja X1, . . . , Xn um referencial ortonormal orientado positivamente, com formas duais

θ1, . . . , θn, tais que dV = θ1 ∧ . . . ∧ θn. Pelo que consideramos no parágrafo anterior, é suficiente
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provar que a expressão (1.20) vale quando X é algum Xi. Tomando então X = X1, pela

propriedade (ii) de contração, vemos que

X1y dV = X1y (θ1 ∧ . . . ∧ θn) = θ2 ∧ . . . ∧ θn .

Então

d(X1y dV) = d(θ2 ∧ . . . ∧ θn) =
n

∑
j=2

(−1)jθ2 ∧ . . . ∧ dθ j ∧ . . . ∧ θn

= −
n

∑
j=2

(−1)jθ2 ∧ . . . ∧
( n

∑
i=1

wj
i ∧ θi

)
∧ . . . ∧ θn

= −
n

∑
j=2

(−1)jθ2 ∧ . . . ∧ (wj
1 ∧ θ1) ∧ . . . ∧ θn

= −
n

∑
j=2

(−1)jwj
1 ∧ θ1 ∧ . . . ∧ θ̂ j ∧ . . . ∧ θn

Mas

wj
1 =

n

∑
k=1

wj
1(Xk) · θk =

n

∑
k=1
〈∇Xk X1, Xj〉θk .

Assim, obtemos

d(X1y dV) =
n

∑
j=2
〈∇Xj X1, Xj〉θ1 ∧ . . . ∧ θn

= (divX1)dV .

Como um corolário do lema acima, obtemos o teorema geral desejado.

Teorema 1.6.9 (Teorema da Divergência). Seja Mn uma variedade Riemanniana compacta orientada

com bordo, com normal unitário ν ao longo de ∂M. Denote o elemento de volume de M por dVn, e o de

∂M por dVn−1. Dado X um campo vetorial em M, então∫
M

divXdVn =
∫

∂M
〈X, ν〉dVn−1 .

Demonstração. Pelo Lema 1.6.8 e pelo Teorema de Stokes (Teorema 1.6.6), temos∫
M

divXdVn =
∫

M
d(Xy dVn) =

∫
∂M

Xy dVn .
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Se (νx, e2, . . . , en) é uma base ortonormal orientada de Tx M para x ∈ ∂M, então

(Xy dVn)x(e2, . . . , en) = dVn(X, e2, . . . , en)

= 〈X, ν〉x(dVn)x(νx, e2, . . . , en)

= 〈X, ν〉x(Xy dVn)x(e2, . . . , en) .

Ou seja, Xy dVn coincide com 〈X, ν〉dVn−1 em ∂M, e portanto temos as integrais desejadas.

A seguinte aplicação do Teorema da Divergência será de grande utilidade para as principais

demonstrações do nosso trabalho.

Corolário 1.6.10. Se Mn é uma variedade Riemanniana compacta orientada, sem bordo, e X é um campo

vetorial qualquer em M, então ∫
M

divXdVn = 0 .

Em particular, para toda função f ∈ C∞(M),∫
M

∆ f dVn = 0 .

O hessiano de uma função

Definição 1.6.11. Seja f : M → R uma função suave. O hessiano de uma função f , denotado

por Hess ou ∇2, é um campo de operadores lineares definido por

(∇2 f )p : Tp M → Tp M

v 7→ (∇2 f )p(v) = (∇v∇ f )(p) ,

onde ∇v é a conexão Riemanniana de M na direção de v e ∇ f é o gradiente de f .

Segue das propriedades de conexão Riemanniana que, se X é qualquer extensão de v a uma

vizinhança de p em M, então

(∇2 f )p(v) = (∇X∇ f )(p) .

Proposição 1.6.12. Se f : M → R é uma função suave e p ∈ M, então temos que (∇2 f )p : Tp M →
Tp M é um operador autoadjunto.

Demonstração. Sejam v, w ∈ Tp M, e V e W extensões de v e w, respectivamente, a campos

definidos em uma vizinhança de p ∈ M. Então, pela simetria e compatibilidade de ∇ com a

métrica 〈 , 〉, temos que

∇VW −∇WV = [V, W]
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V〈∇ f , W〉 = 〈∇V∇ f , W〉 + 〈∇ f ,∇VW〉 .

Assim,

〈
(∇2 f )p(v), w

〉
= 〈∇V∇ f , W〉p
= (V 〈∇ f , W〉) (p)− 〈∇ f ,∇VW〉p
= (V(W f )) (p)− 〈∇ f ,∇WV + [V, W]〉p
= (W(V f )) (p) + ([V, W] f )(p)− 〈∇ f ,∇WV + [V, W]〉p
= (W(V f )) (p)− 〈∇ f ,∇WV〉p
=
〈
(∇2 f )p(w), v

〉

Proposição 1.6.13. Se f : M→ R é uma função suave, então

∆ f = tr(∇2 f ) .

Demonstração. Para cada p ∈ M, seja U ⊂ M uma vizinhança de p onde esteja definido um

referencial ortonormal móvel {e1, . . . , en}. Então

tr(∇2 f )p =
n

∑
i=1

〈
(∇2 f )p(ei), ei

〉
=

n

∑
i=1
〈∇ei∇ f , ei〉

= div(∇ f )(p)

= ∆ f (p) .

Proposição 1.6.14. Sejam M uma variedade Riemanniana e ∇ a sua conexão Riemanniana. Então

∇2 f (X, Y) = 〈∇X∇ f , Y〉 , (1.21)

onde ∇ f é o campo vetorial identificado com a 1-forma ∇ f .

A partir daqui, dada uma hipersuperfície x : Mn → Rn+1, denotaremos por ∇ e ∇ as conexões

de M e Rn+1, respectivamente, como também vamos denotar os mesmos símbolos para a

derivada covariante de uma função (ou o gradiente) definida em M e para uma função definida

em Rn+1, respectivamente. Nestas condições, denotaremos também por ∇2 e ∇2
o hessiano e
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por ∆ e ∆ o Laplaciano de uma função definida em M e em Rn+1, respectivamente. O significado

de cada um desses símbolos ficará claro no contexto.

Seja F uma função diferenciável definida sobre um aberto U ⊂ Rn+1 e M ⊂ U uma hipersuper-

fície de Rn+1. Associe a p ∈ M uma base ortonormal {e1, . . . , en, N} de Rn+1, onde η ∈ (Tp M)⊥.

Considerando uma função f = F|M, como f é suave, temos que ∇ f coincide com a componente

tangencial do campo ∇ f . Ou seja, para cada p ∈ M, temos

∇ f (p) = ∇F(p)− 〈∇F(p), η(p)〉η(p) . (1.22)

Então, pela definição de hessiano e pela equação (1.21), para quaisquer X, Y ∈ Tp M obtemos

∇2 f (X, Y) = 〈∇X∇ f , Y〉

= 〈∇X∇F, Y〉 − 〈∇X〈∇F, η〉η, Y〉

= ∇2
F(X, Y)− 〈X(〈∇F, η〉)η + 〈∇F, η〉∇Xη, Y〉

= ∇2
F(X, Y) + 〈∇F, η〉〈Sη(X), Y〉 . (1.23)

Na penúltima igualdade usamos o fato de X, Y serem normais a η e que

〈Sη(X), Y〉 = 〈B(X, Y), η〉 = 〈∇XY−∇XY, η〉 = −〈∇Xη, Y〉 .

Exemplo 1.6.15. Considere a função diferenciável F : Rn+1 → R dada por

F(y) =
1
2
‖y− c‖2 ,

para um certo ponto fixo c ∈ Rn+1. Note que, para quaisquer y, v, w ∈ Rn+1,

∇F(y) = y− c , e

∇2
F(w, v) = v(∇F(w))−∇(∇vw) = 〈w, v〉 .

Seja x : Mn → Rn+1 e considere f : M→ R dada por

f (p) = F|M(x) =
1
2
‖x− c‖2 .

Aqui, estamos identificando M com x(M) e x com x(p) ∈ Rn+1, ou seja, f (p) = F(x(p)). Pelas

equações (1.22) e (1.23), obtemos

∇ f (x) = (x− c)− 〈x− c, η〉η = (x− c)T , e

∇2 f (X, Y) = 〈X, Y〉 + 〈x− c, η〉〈Sη(X), Y〉 ,
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para quaisquer X, Y ∈ Tp M.

Para finalizar essa seção, apresentamos uma clássica fórmula integral para hipersuperfícies

compactas em Rn+1 que, como muitas fórmulas integrais interessantes em Geometria Diferencial,

é obtida a partir de uma aplicação do Teorema da Divergência.

Teorema 1.6.16 (Primeira Fórmula de Minkowski). Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície

mergulhada, compacta e orientada. Se H é a curvatura média de x e N é um campo normal a M, então∫
M

(1 + H〈x, N〉)dM = 0 . (1.24)

Demonstração. Considere uma função f : M→ R dada por

f (p) =
1
2
‖x(p)‖2

e uma base de direções principais {e1, . . . , en} em Tp M. Então, pelo Exemplo 1.6.15 e da

igualdade (1.15) para o operador forma, para todo p ∈ M, temos

∇2 f (ei, ei) = 〈ei, ei〉 + 〈Sη(ei), ei〉〈x, N〉 = 1 + 〈kiei, ei〉〈x, N〉 = 1 + ki〈x, N〉 ,

em que ki são as curvaturas principais de M em p. Pelo Corolário 1.6.10, basta mostrar que

∆ f = 1 + H〈x, N〉. Com efeito, mostremos que ∆ f = n(1 + H〈x, N〉). Pela Proposição 1.6.13,

∆ f = tr(∇2 f )

=
n

∑
i=1

(1 + ki〈x, N〉)

= n +
n

∑
i=1

ki〈x, N〉

= n + nH〈x, N〉

= n(1 + H〈x, N〉) .

Observação 1.6.17. O produto interno g = 〈x, N〉 será chamado a função suporte da hipersuper-

fície x. Com isso, a Primeira Fórmula de Minkowski na expressão (1.24), vira∫
M

(1 + Hg)dM = 0 ,

isto é, ∫
M

HgdM = −
∫

M
dM .





2 H IPERSUPERF ÍC IES COM CURVATURA MÉD IA

CONSTANTE

O principal objetivo desse capítulo – e também dessa dissertação – é apresentar todas as

ferramentas em Análise Geométrica para demonstrar o teorema de João Lucas Barbosa e

Manfredo Perdigão do Carmo (Cf. Teorema 3.1, [BdC]), o qual enunciamos a seguir.

Teorema (Barbosa–do Carmo). Seja Mn compacta, orientável, e seja x : M→ Rn+1 uma imersão com

curvatura média constante não-nula. Então x é estável se, e somente se, x(M) ⊆ Rn+1 é uma esfera

redonda Sn ⊂ Rn+1.

Apresentamos resultados em hipersuperfícies com curvatura média constante com bordo na

Seção 2.1 Tais hipersuperfícies surgirão como soluções de um problema variacional associado

aos funcionais área e volume, e devemos relacionás-la com o problema isoperimétrico clássico.

Em seguida, apresentamos a primeira e a segunda fórmulas de variação para a área, e damos a

noção de estabilidade de uma hipersuperfície com curvatura média constante.

Nas seções seguintes, 2.2 e 2.3, em duas partes, faremos a demonstração do teorema acima.

2.1 caracterização de hipersuperfícies estáveis

Seja M uma variedade n-dimensional diferenciável e orientável. Seja também x : Mn → Rn+1

uma imersão de Mn no espaço euclidiano Rn+1. Neste caso, dizemos que Mn está imersa em

Rn+1 e é uma hipersuperfície. Se p ∈ M, escrevemos p em vez de x(p), ou simplesmente, x.

Representamos ainda por N : Mn → Sn a aplicação normal de Gauss (ou uma orientação de M),

onde Sn denota a esfera redonda de Rn+1.

Daqui em diante, sempre que considerarmos um conjunto D ⊂ Mn, quando não mencionado,

estaremos supondo que D é relativamente compacto (isto é, o seu fecho D é compacto), com

bordo ∂D suave possivelmente não-vazio. O Lema 1.11 em [Lee] garante que toda variedade

diferenciável possui uma base enumerável de vizinhanças coordenadas relativamente compactas.

35
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A Proposição 1.2.6 nos garante a existência de uma métrica Riemanniana em M. Dotamos

D ⊂ Mn com a métrica 〈 , 〉 induzida pela imersão x : D → Rn+1. Para uma tal imersão,

denotamos por AD(x) a n-área de D, definida por

AD(x) =
∫

D
dM , (2.1)

onde dM denota o elemento de n-área de M induzido pela imersão x.

No fim da Seção 1.2, vimos que uma métrica Riemanniana possibilita definir uma noção de

volume em uma variedade orientada. Calculamos então o volume “orientado”, VD(x), envolvido

pela superfície imersa x(M). Para isso, dada Mn+1(c) uma variedade Riemanniana Mn+1(c)

com curvatura seccional c, seja x : D → Mn+1(c) uma imersão definida no domínio D ⊂ Mn

relativamente compacto. Definimos o volume VD(x) de D associado à imersão x por

VD(x) =
∫

D
X∗dM , (2.2)

onde dM é o elemento de volume na variedade Mn+1(c) e X∗dM é o pull-back da forma volume

de M para D. Em particular, quando Mn+1(c) = Rn+1, temos que o volume de D ⊂ Mn associado

à imersão x : D → Rn+1 é dado por

VD(x) =
∫

D
dx1 . . . dxn+1

=
1

n + 1

∫
D

div(x1e1 + . . . + xn+1en+1)dx1 . . . dxn+1

=
1

n + 1

∫
∂D
〈x, N〉dM ,

donde a última linha resulta de uma aplicação do Teorema da Divergência (Teorema 1.6.9), N

é o campo vetorial normal unitário determinado pela orientação de M e dM é o elemento de

volume na métrica induzida por x.

Assim, se x : D → Rn+1 é uma imersão de uma variedade com domínio relativamente

compacto D ⊂ Mn com bordo suave, o volume (algébrico) de x com respeito à orientação N é

definido por

VD(x) =
1

n + 1

∫
D
〈x, N〉dM . (2.3)

Quando ∂D é não-vazio, o número |VD(x)| mede o volume determinado pela superfície x(D) no

cone formado com vértice na origem de Rn+1.

Definição 2.1.1. Seja D ⊂ Mn um domínio relativamente compacto com bordo ∂D suave. Uma

variação de uma imersão x : D → Rn+1 é uma aplicação diferenciável X : (−ε, ε)× D → Rn+1 tal

que, para cada p ∈ D, temos que
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1. para t ∈ (−ε, ε), as aplicações xt : D → Rn+1 dadas por xt(p) = X(t, p) são imersões, e

2. para t = 0, temos x0(p) = x(p).

O campo variacional de uma variação xt, definida nas condições acima, para todo p ∈ D, é

dado por

ξ(p) =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

X(t, p) .

A variação xt é dita ser normal se, para todo p ∈ D, o seu campo variacional pode ser escrito na

forma

ξ(p) = f (p)N(p) ,

para alguma função f : D → R suave, onde N(p) denota o vetor normal de x0(D) em x0(p).

Definição 2.1.2. Dizemos que uma variação xt : D → Rn+1 fixa o bordo de x se xt(p) = x(p), para

todo p ∈ ∂D e todo t ∈ (−ε, ε). Em particular, ξ ≡ 0 em ∂D.

Dada uma variação xt : D → Rn+1 de uma imersão x em D ⊂ Mn relativamente compacto,

pelas fórmulas (2.1) e (2.3), temos que o funcional área AD(xt) := AD(t) de D associado à variação

xt é a aplicação

AD(t) =
∫

D
dMt , (2.4)

e o funcional volume VD(xt) := VD(t) de D associado à variação xt é a aplicação

VD(t) =
1

n + 1

∫
D
〈xt, Nt〉dMt , (2.5)

onde dMt e Nt representam o elemento de volume de M induzido por xt e o campo normal

unitário de xt, respectivamente. Em particular, AD(0) e VD(0) são a área e o volume da imersão

inicial x.

Definição 2.1.3. Dizemos que uma variação xt : D → Rn+1 preserva o volume de x se VD(t) = VD(0),

para todo t ∈ (−ε, ε).

Tendo definidos os funcionais área AD(t) e volume VD(t), podemos obter as suas respectivas

fórmulas para a primeira variação em t = 0.

Proposição 2.1.4 (Primeira variação para a área). Se X : (−ε, ε)× D → Rn+1 é uma variação da

imersão x, que fixa o bordo, então o funcional área AD(t) é diferenciável em t = 0 e primeira variação para

a área é dada por

A′D(0) = −
∫

D
nH f dM , (2.6)

onde H é a curvatura média da imersão x e f = 〈ξ , N〉.
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Demonstração. Ver Apêndice A.

Dizemos que M é uma hipersuperfície com curvatura média constante se a função H é constante.

Pela Definição 1.5.4, quando H ≡ 0 em M, dizemos que M é uma hipersuperfície mínima.

Da Proposição 2.1.4, obtemos a seguinte caracterização para uma hipersuperfície mínima.

Teorema 2.1.5. Seja x : D → Rn+1 uma imersão de um domínio relativamente compacto D ⊂ Mn com

bordo ∂D suave. Então a imersão é mínima se, e somente se, A′D(0) = 0 para qualquer variação que fixa o

bordo de x.

Demonstração. Se H ≡ 0, então (2.6) nos dá imediatamente que A′D(0) = 0. Por outro lado, seja

f ∈ C∞(D) uma função com f > 0 no interior int(D) do conjunto D, e f ≡ 0 em ∂D. Defina a

variação

xt(p) = x(p) + t f (p)H(p)N(p) ,

que fixa o bordo. Note que, em (2.6), temos

A′D(0) = −
∫

D
nH〈ξ , N〉dM ,

e daí, tomando o campo variacional de xt por ξ(p) = f (p)H(p)N(p), obtemos

0 = A′D(0) = −n
∫

D
f H2dM .

Como f é positiva em int(M), segue-se que H ≡ 0 em D.

Esse teorema estabelece que uma hipersuperfície compacta é mínima se, e somente se, ela é um ponto

crítico da área para qualquer variação que fixa o bordo. Como uma consequência, se D é um domínio

fechado e M é uma hipersuperfície de menor área dentre todas as hipersuperfícies abrangidas

em D, então M é uma hipersuperfície mínima, pois para qualquer variação de M o funcional

AD(t) tem um mínimo em t = 0, portanto, A′D(0) = 0.

A recíproca não se mantém, em geral, e existem hipersuperfícies mínimas compactas que não

são minimizantes. Um caso especial é estudado na Proposição 2.1.8 do livro [Lop] (Cf. p. 20).

Lopéz afirma que um gráfico mínimo sobre um domínio convexo minimiza a área entre todas

as superfícies compactas com o mesmo bordo mas apenas de forma local.

Proposição 2.1.6 (Primeira variação para o volume). Se X : (−ε, ε)× D → Rn+1 é uma variação da

imersão x, que fixa o bordo, então o funcional volume VD(t) é diferenciável em t = 0 e a primeira variação

para o volume é dada por

V ′D(0) =
∫

D
f dM , (2.7)

onde f = 〈ξ , N〉.
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Demonstração. Dada uma variação xt = X(t, p) da imersão x, pela definição de volume em (2.2),

podemos identificar o volume de D associado à variação X pela função VD : (−ε, ε)→ R definida

por

VD(t) =
∫

[0,t]×D
X∗dM . (2.8)

Fixe um ponto p ∈ D e considere {e1, . . . , en} um referencial ortonormal em uma vizinhança U

de x(p). Como X∗dM é uma forma volume, existe uma função a : (−ε, ε)× D → R satisfazendo

X∗dM = a(t, p)dt ∧ dM ,

onde

a(t, p) = X∗dM
(

∂

∂t
, e1, . . . , en

)
= dM

(
∂X
∂t

, dxte1, . . . , dxten

)
= vol

(
∂X
∂t

, dxte1, . . . , dxten

)
=
〈

∂X
∂t

(t, p), Nt(t, p)
〉

,

e Nt é um vetor unitário normal à imersão xt. Pelo Teorema de Fubbini temos que

∫
[0,t]×D

a(t, p)dt ∧ dM =
∫

[0,t]

( ∫
D

a(t, p)dt ∧ dM
)

.

Portanto, derivando em t = 0 a fórmula (2.8) do funcional volume, temos

V ′D(0) =
d
dt

( ∫
[0,t]×D

X∗dM
)∣∣∣∣

t=0

=
d
dt

[ ∫
[0,t]

( ∫
D

a(t, p)dt ∧ dM
)]∣∣∣∣

t=0

=
∫

D
a(t, p)dM

∣∣∣∣
t=0

=
∫

D

〈
∂X
∂t

(t, p), Nt(t, p)
〉

dM
∣∣∣∣
t=0

=
∫

D
f dM ,

onde f = 〈ξ , N〉.

Uma vez obtidas as fórmulas para as primeiras variações de área e volume, temos condições

de estabelecer uma boa caracterização para uma hipersuperfície com curvatura média constante.

Note que em uma variação xt : D ⊂ Mn → Rn+1 que preserva o volume, o funcional VD(t) é
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constante, e assim V ′D(t) = 0. Comparando com a prova do Teorema 2.1.5 para hipersuperfícies

mínimas e observando a integral (2.7), temos que f ≡ 0 em ∂D não é suficiente para que

uma hipersuperfície tenha curvatura média constante. Por essa razão, precisamos do seguinte

resultado.

Lema 2.1.7. Seja x : D → Rn+1 uma imersão de um domínio relativamente compacto D ⊂ M e seja

f : D → R uma função suave por partes tal que
∫

D f dM = 0. Então existe uma variação normal que

preserva o volume de x cujo campo variacional é da forma ξ = f N. Além disso, se f ≡ 0 em ∂D, então

podemos assumir que a variação fixa o bordo de x.

Demonstração. Seja g uma função diferenciável em D tal que g ≡ 0 em ∂D e
∫

D gdM 6= 0. Se

I = (−ε, ε), defina a aplicação X : D× I × I → Rn+1 por

X(p, t, s) = x(p) + (t f (p) + sg(p))N(p) .

Para ε > 0 suficientemente pequeno, a função X pode ser vista como uma variação de x, fixando

s ou t, com X(p, 0, 0) = x(p). Seja VD(t, s) o volume da hipersuperfície X(−, t, s) : D → Rn+1 e

considere a equação VD(t, s) = c, onde c é uma constante. Pela fórmula da primeira variação de

volume (2.7),
∂

∂s
VD(t, s)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=
∫

D
gdM 6= 0 .

O Teorema da Função Implícita garante a existência de um difeomorfismo ϕ : I1 → I2, onde

I1 e I2 são intervalos abertos centrados em 0, tal que ϕ(0) = 0 e VD(t, ϕ(t)) = c para todo t ∈ I1.

Isso nos permite considerar a variação de x que preserva volume dada por xt(p) = X(p, t, ϕ(t)).

Vamos mostrar que ξ = f N. Da derivada de VD(t, ϕ(t)) = c com respeito a t obtemos

0 =
∂VD

∂t
(0, 0) + ϕ′(0)

∂VD

∂s
=
∫

D
( f + ϕ′(0)g)dM = ϕ′(0)

∫
D

gdM .

Logo, ϕ′(0) = 0. Assim,

ξ(p) =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

xt(p) = ( f (p) + ϕ′(0)g(p))N(p) = f (p)N(p) .

No caso particular em que f ≡ 0 em ∂D, como g ≡ 0 em ∂D, temos que xt(p) = x(p) ao longo

de ∂D e assim a variação fixa o bordo.

Teorema 2.1.8. Seja x : D → Rn+1 uma imersão de um domínio relativamente compacto D ⊂ Mn.

Então a imersão x tem curvatura média constante se, e somente se, A′(0) = 0 para qualquer variação que

fixa bordo e que preserva o volume de x.
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Demonstração. Suponha que a curvatura média H de x é constante. Para uma variação de x que

preserva o volume, temos V ′D(t) = 0. Além disso, se a variação fixa o bordo de x, então ξ ≡ 0 em

∂D. Como H é constante, sendo f : D → R uma função suave por partes tal que f = 〈ξ , N〉, a

expressão (2.6) para a primeira variação da área nos dá

A′D(0) = −nH
∫

D
〈ξ , N〉dM = −nHV ′D(0) = 0.

Por outro lado, suponha que x é um ponto crítico da área para uma variação qualquer que fixa

bordo e que preserva o volume. Seja

H0 =
1

A0

∫
D

HdM , (2.9)

onde A0 denota a área inicial AD(0) de D ⊂ Mn. Defina a função f = H − H0. Observe que H

é constante se, e somente se, f ≡ 0. Suponha, por absurdo, que f 6= 0 em um ponto interior.

Como
∫

D f dM = 0, os conjuntos D+ e D−, dados por

D+ = {p ∈ int(D) : f (p) > 0} ,

D− = {p ∈ int(D) : f (p) < 0} ,

são não-vazios. Fixe os pontos p+ ∈ D+ e p− ∈ D−, e considere as correspondentes funções

ϕ+, ϕ− : D → R, tais que são suaves não-negativas com supp(ϕ+) ⊂ D+, supp(ϕ−) ⊂ D− e

ϕ+(p+) = ϕ−(p−) = 1. Em particular, ϕ+, ϕ− ≡ 0 em ∂D. Sejam

α+ =
∫

D
ϕ+ f dM > 0

α− =
∫

D
ϕ− f dM < 0

e λ > 0 o número real tal que α+ + λα− = 0. Defina ϕ = ϕ+ + λϕ−. Essa função não-nula satisfaz

ϕ ≥ 0 em int(D), com ϕ ≡ 0 em ∂D, e∫
D

ϕ f dM =
∫

D+
ϕ+ f dM + λ

∫
D−

ϕ f dM = 0 . (2.10)

Pelo Lema 2.1.7, existe uma variação que fixa o bordo e preserva o volume de x, cujo campo

variacional é ξ = (ϕ f )N. Assim, pela fórmula (2.6) para a primeira variação de área e por (2.10),

temos

0 = A′D(0) = −n
∫

D
Hϕ f dM = −n

∫
D

(H − H0)ϕ f dM = −n
∫

D
ϕ f 2dM .
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Logo, ϕ f 2 ≡ 0 em D. Assim, em um ponto p+, temos que (ϕ f 2)(p+) = f (p+)2 > 0, uma

contradição. Segue que H = H0 em D.

Outra caracterização variacional para uma hipersuperfície com curvatura média constante faz

uso do método dos multiplicadores de Lagrange. Dados uma variação x que fixa o bordo (que

não necessariamente preserva o volume) e λ ∈ R, definimos o funcional JD : (−ε, ε)→ R por

JD(t) = AD(t) + nλVD(t) , (2.11)

Pelas fórmulas (2.6) e (2.7), para as primeiras variações de área e volume, temos

J′D(0) = A′D(0) + nλV ′D(0)

= −
∫

D
nH f dM + nλ

∫
D

f dM

= −n
∫

D
(H − λ) f dM .

Isto é, a primeira variação para o operador JD em t = 0 é dada por

J′D(0) = −n
∫

D
(H − λ) f dM . (2.12)

Teorema 2.1.9. Seja x : D → Rn+1 uma imersão de um domínio relativamente compacto D ⊂ Mn.

Então a hipersuperfície x tem curvatura média constante se, e somente se, J′D(0) = 0 para qualquer

variação de x que fixa o bordo, para um certo λ ∈ R.

Demonstração. Suponha que x tem curvatura média constante H. Tomando λ = H em (2.12),

segue-se imediatamente que J′D(0) = 0. Reciprocamente, assuma que exista λ ∈ R tal que

J′D(0) = 0 para uma variação que fixa o bordo qualquer. Em particular, isso é válido para

qualquer variação xt que, além de fixar o bordo, também preserva o volume. Daí, como λ é

constante, temos

0 = J′D(0) = A′D(0) + nλV ′D(0) = A′D(0) .

Portanto A′D(0) = 0 para qualquer variação que fixa o bordo e que preserva o volume. Pelo

Teorema 2.1.8, concluímos que H é constante.

Entre todos os pontos críticos do funcional área, considere aqueles que são mínimos locais.

É natural, portanto, estudar a segunda variação da área pois, nesse caso, uma hipersuperfície

de área mínima tem a segunda derivada A′′D(0) não-negativa. Como uma hipersuperfície com

curvatura média constante é caracterizada em termos variacionais pelos Teoremas 2.1.8 e 2.1.9,

existem duas diferentes noções de estabilidade.
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Definição 2.1.10. Seja D ⊆ Mn um domínio relativamente compacto e seja x : D → Rn+1 uma

imersão com curvatura média constante H. Dizemos que:

1. A imersão (ou hipersuperfície) x é dita estável se A′′D(0) ≥ 0, para toda variação que fixa o

bordo e que preserva o volume.

2. A imersão (ou hipersuperfície) x é dita fortemente estável se J′′D(0) ≥ 0, para toda variação

que fixa o bordo.

Com relação à primeira definição, alguns autores preferem usar o termo “estável que preserva

o volume” ao invés de “estável”.

Proposição 2.1.11 (Segunda variação para a área). Seja D ⊂ Mn um domínio relativamente compacto

e seja x : D → Rn+1 uma imersão com curvatura média constante H. Se xt é uma variação de x que fixa

o bordo e preserva o volume, com f = 〈N, ξ〉, então

A′′D(0) = −
∫

D
f (∆ f + ‖B‖2 f )dM , (2.13)

onde ∆ denota o operador Laplaciano na métrica induzida em M, e ‖B‖2= ∑i k2
i é o quadrado da norma

da segunda forma fundamental B de x e k1, . . . , kn são as curvaturas principais de x (Cf. Seção 1.5).

Observação 2.1.12. O termo nos parênteses de (2.13), denotado por L( f ) = ∆ f + ‖B‖2 f , é

chamado de operador de Jacobida imersão.

Analogamente, a fórmula para a segunda variação do operador JD é

J′′D(0)( f ) =
∫

D
(− f ∆ f − ‖B‖2 f 2)dM , (2.14)

para toda variação que fixa o bordo da imersão. Aqui, a função f satisfaz f ≡ 0 apenas em ∂D.

Lema 2.1.13. Na fórmula (2.14), J′′D(0)( f ) depende apenas de f .

Seja FD o conjunto de todas as funções suaves por partes f : D → R que satisfazem ambas as

condições:

(i) f ≡ 0 em ∂D, e

(ii)
∫

D f dM = 0.

Dizemos que uma função f satisfazendo (i) e (ii) tem condição de média nula.

Teorema 2.1.14. A′′D(0) ≥ 0 para toda variação que fixa o bordo e preserva o volume se, e somente se,

J′′D(0)( f ) ≥ 0 para toda função f ∈ FD.
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Demonstração. Suponha que J′′D(0)( f ) ≥ 0 para toda função f em FD. Seja xt : D → Rn+1 uma

variação que fixa o bordo e preserva o volume, e seja f N a componente normal do campo

variacional de x. Claramente, f ≡ 0 em ∂D e, pela fórmula (2.7) da primeira variação de volume,

temos ∫
D

f dM = V ′D(0) = 0 .

Assim f ∈ FD. Como xt preserva o volume de x,

J′′D(0)( f ) = A′′D(0) + nH0V ′′D(0) = A′′D(0) , (2.15)

onde H0 é tomado como em (2.9). Pela fórmula (2.14), da segunda variação de JD, temos que

J′′D(0) depende apenas de f e, por hipótese, J′′(0)( f ) ≥ 0. Portanto, A′′D(0) ≥ 0 para a variação xt.

Por outro lado, suponha que A′′D(0) ≥ 0 para toda variação que fixa o bordo e preserva o

volume de D. Seja f ∈ FD e seja yt : D → Rn+1 a variação normal que preserva o volume no

Lema 2.1.7. Para essa variação, V ′′D(0) = 0 em (2.15) e portanto

J′′D(0)( f ) = A′′D(0) ≥ 0 ,

como queríamos demonstrar.

Corolário 2.1.15. A imersão x : D → Rn+1 é estável se, e somente se, J′′D(0)( f ) ≥ 0 para toda f ∈ FD.

2.2 a esfera redonda é estável

Tendo definido o conceito de estabilidade de uma hipersuperfície, a Definição 2.1.10, podemos

demonstrar que uma esfera redonda Sn ⊂ Rn+1 é estável. Esse resultado é a implicação direta

do Teorema de Barbosa–do Carmo (enunciado na p. 35). Para uma demonstração desse fato,

faremos primeiro uma revisão do estudo do espectro do operador Laplaciano de uma função.

A maioria das definições e resultados apresentados aqui encontram-se nos livros [Agm], [Ali],

[BGM], [Heb] e [Spi4].

2.2.1 Estudo do espectro do Laplaciano

O objetivo final dessa revisão é apresentar uma estimativa geométrica para o primeiro auto-

valor do Laplaciano de uma hipersuperfície compacta em Rn+1. Para isso, devemos introduzir

algumas propriedades sobre o espectro do Laplaciano.
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Seja Mn ⊂ Rn+1 uma variedade regular e compacta, e ∆ : C∞(M) → C∞(M) o seu operador

Laplaciano, que é linear sobre C∞(M) e associa cada função f ∈ C∞(M) à função ∆ f ∈ C∞(M),

bem como definimos na Seção 1.6, p. 25. Além disso, como consequência do Teorema da

Divergência em M (Teorema 1.6.9), temos que ∆ é autoadjunto com respeito ao produto escalar

de funções dado por

( f , g) =
∫

M
f (p)g(p)dp . (2.16)

Com efeito, o produto (2.16) está definido em geral sobre o espaço L2(M) de funções mensuráveis

f sobre M que verificam ∫
M

f (p)2dp < +∞ .

Evidentemente, C∞(M) ⊂ L2(M). Se f , g ∈ C∞(M), e ∇ f e ∇g indicam os gradientes das funções

f e g, então, pelas propriedades de divergência exibidas na Seção 1.6, p. 24, temos

div( f∇g− g∇ f ) = div( f∇g)− div(g∇ f )

= 〈∇ f ,∇g〉 + f div(∇g)− 〈∇g,∇ f 〉 − g div(∇ f )

= f ∆g− g∆ f ,

e integrando essa igualdade sobre M, pelo Corolário 1.6.10, temos que

( f , ∆g) =
∫

M
f (p)∆g(p)dp =

∫
M

g(p)∆ f (p)dp = (∆ f , g) ,

provando, assim, que ∆ é autoadjunto com respeito ao produto ( , ).

Definição 2.2.1. Dizemos que um número real λ é um autovalor 1 de ∆ se existe alguma função

f ∈ C∞(M) não-nula tal que

∆ f + λ f = 0 . (2.17)

Pela linearidade de ∆, resulta que se λ é um autovalor de ∆ então o conjunto Vλ de soluções

da equação (2.17), incluindo a solução trivial f = 0, é um subespaço vetorial de C∞(M). Nesse

caso, se f ∈ Vλ dizemos que f é uma autofunção associada ao autovalor λ.

Por exemplo, está claro que λ = 0 é sempre um autovalor do Laplaciano, para qualquer

hipersuperfície compacta M, e que toda função constante é uma autofunção de λ = 0. O seguinte

resultado elementar, devido a Hopf, nos diz que de fato as funções constantes são as únicas

autofunções associadas ao autovalor λ = 0. Com isso, a dimensão do subespaço V0 é igual a 1.

Lema 2.2.2 (Teorema de E. Hopf). Seja Mn ⊂ Rn+1 uma variedade regular e compacta. Se uma função

f ∈ C∞(M) verifica ∆ f (p) ≥ 0 para todo ponto p ∈ M, então deve ser necessariamente constante (e,

1 Não confundir esse λ com a notação utilizada na seção anterior para o método dos multiplicadores de Lagrange.
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portanto, ∆ f = 0). Em particular, as únicas autofunções associadas ao autovalor λ = 0 são as funções

constantes.

Demonstração. A demonstração segue da aplicação do Teorema da Divergência em M, o Corolá-

rio 1.6.10. Com efeito, como ∆ f ≥ 0 em M e∫
M

∆ f (p)dp = 0 ,

devemos ter necessariamente ∆ f = 0. Mas então, pela propriedade (ii) da divergência na p. 24,

div( f∇ f ) = ‖∇ f ‖2+ f ∆ f = ‖∇ f ‖2 .

Aplicando novamente o Corolário 1.6.10 temos que∫
M
‖∇ f (p)‖2dp =

∫
M

div( f∇ f )(p)dp = 0 .

Isso implica que ∇ f (p) = 0 em todo p ∈ M e, portanto, f é constante.

Por outro lado, se λ 6= 0 é outro autovalor de ∆, então deve ser necessariamente positivo.

Com efeito, suponhamos que f 6= 0 é uma autofunção associada ao autovalor λ 6= 0. Pelo que

acabamos de provar, f não pode ser uma função constante. Fazendo f = g na propriedade (iii)

do Laplaciano na p. 25, Seção 1.6, temos

1
2

∆ f 2 = f ∆ f + ‖∇ f ‖2 = λ f 2 + ‖∇ f ‖2 ,

donde ∆ f = λ f , por (2.17). Integrando essa igualdade sobre M temos que
∫

M ∆ f 2dM = 0, pelo

Corolário 1.6.10, e portanto

λ =

∫
M‖∇ f ‖2dp∫
M f 2(p)dp

> 0 ,

visto que f não é constante. Nesse sentido, uma das propriedades básicas do Laplaciano é que o

conjunto dos seus autovalores está formado por uma sucessão monótona crescente de números

reais

λ0 = 0 < λ1 < . . . < λk < . . . , lim
k→∞

λk = +∞ , (2.18)

e a dimensão de cada um dos subespaços de autofunções associadas é finita, mk = dim Vλk < +∞

onde k = 0, 1, . . . (com m0 = 1, como provamos no lema anterior). Além disso, o primeiro

autovalor positivo λ1 admite a seguinte caracterização

λ1 ≤
∫

M‖∇ f ‖2dp∫
M f 2(p)dp

, (2.19)
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para toda função f 6= 0 que verifica a condição∫
M

f (p)dp = 0 ,

sendo, portanto o ínfimo da sequência em (2.18). A igualdade em (2.19) segue se, e só se, f é

uma autofunção de λ1. Para uma demonstração de todos esses resultados pode-se consultar o

Theorem 14.6. em [Agm].

Demonstraremos agora que o primeiro autovalor do Laplaciano, λ1, na esfera euclidiana Sn, é

igual a n. Para isso, utilizamos o seguinte teorema (cf. uma demonstração em [Heb], p. 229.)

Teorema 2.2.3 (Lichnerowicz). Seja Mn uma variedade Riemanniana compacta e g a sua métrica

Riemanniana. Se a curvatura de Ricci de M satisfaz Ric ≥ k, em que k ≥ 0, então

λ1 ≥
nk

n− 1
.

Pela Proposição 1.4.5, tem-se que a curvatura de Ricci na esfera Euclidiana (Sn, δ), em que a

curvatura seccional K0 da esfera é igual a 1 e δ é a métrica canônica, é dada por

Ric = (n− 1)K0δ = (n− 1)δ ≥ n− 1 .

Assim, do Teorema de Lichnerowicz, conclui-se que

λ1 ≥
n(n− 1)

n− 1
= n .

Utilizando-se este fato, obtém-se o seguinte teorema:

Teorema 2.2.4. Seja λ1(Sn) := λ1 o primeiro autovalor do Laplaciano na esfera (Sn, δ), onde δ é sua a

métrica canônica. Então λ1 = n.

Demonstração. Considere sobre a esfera Sn as coordenadas polares (r, θ), em que θ ∈ Sn−1,

fornecidas pelo seguinte difeomorfismo:

G : (0, π)× Sn−1 → Sn ⊂ R×Rn

(r, θ) 7→ G(r, θ) = ( cos(r), θ sin(r)) .

Assim, a métrica δ tem as seguintes expressões:

δrr = 1 , δrθ = 0 e δθθ = sin2 r .
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Note que, como θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Sn−1, tem-se

1 = θ2
1 + . . . + θ2

n ,

logo,

0 = d(θ2
1 + · · · + θ2

n) = 2(θ1dθ1 + · · · + θndθn) .

Segue-se que

δ = dt2 +
n

∑
i,j=1

δijdxidxj

= (d cos(r))2 +
n

∑
i,j=1

δijd(θi sin(r))d(θj sin(r))

= sin2(r)dr2 +
n

∑
i,j=1

δij(θi cos(r)dr + sin(r)dθi)(θj cos(r)dr + sin(r)dθj) .

Fazendo o produto tensorial das 1-formas dθi e dθj, encontra-se

δ = sin2(r)dr2 +
n

∑
i,j=1

δijθiθj cos2(r)dr2 +
n

∑
i,j=1

δijθi cos(r) sin(r)drdθj

+
n

∑
i,j=1

δijθj cos(r) sin(r)dθidr +
n

∑
i,j=1

δij sin2(r)dθidθj

= sin2(r)dr2 + cos2(r)dr2
n

∑
i,j=1

δijθiθj + sin2(r)
n

∑
i,j=1

δijdθidθj

+ cos(r) sin(r)dr
n

∑
i=1

θidθi + cos(r) sin(r)dr
n

∑
i=1

θidθi

= dr2 + sin2(r)
(
dθ2

1 + · · · dθ2
n
)

.

Como (dθ2
1 + · · · dθ2

n) restrita à esfera Sn−1 é exatamente a métrica canônica da mesma, segue-se

a afirmação. Portanto, nesta carta local, a métrica de Sn−1 é representada pela matriz
1 0 · · · 0

0 sin2(r) · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · sin2(r)


n×n

Escolhendo a função ϕ(x) = − cos(r) e usando a fórmula em coordenadas para o Laplaciano

(cf. p. 26) tem-se

∆δ ϕ =
1

sinn−1(r)
n sinn−1(r) cos(r) = n cos(r) .
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Portanto, λ1 = n, visto que λ1 ≥ n e n é um autovalor de ∆δ.

2.2.2 Demonstração do Teorema 2.2.5

Com o que apresentamos até aqui, estamos preparados para exibir a primeira parte da prova

do Teorema de Barbosa–do Carmo, que enunciamos a seguir.

Teorema 2.2.5. A esfera redonda Sn ⊂ Rn+1 é estável.

Demonstração. Por simplicidade, vamos assumir que a esfera Sn tem raio 1, e seja D ⊂ Sn um

domínio relativamente compacto em Sn.

Seja também f ∈ FD, uma função com condição de média nula. Isto é, f : D → R é suave por

partes e verifica

f ≡ 0 em ∂D e
∫

D
f dM = 0 . (2.20)

Tomemos uma extensão de f , uma função f : Sn → R suave por partes tal que f ≡ 0 em Sn − D.

Agora, seja λ1(Sn) o primeiro autovalor do problema ∆g + λg = 0 com g ∈ C∞(Sn). É sabido

do Teorema 2.2.4 que λ1(Sn) = n. Além disso, pela desigualdade (2.19), temos∫
Sn
‖∇g‖2dM ≥ λ1(Sn)

∫
Sn

g2dM , (2.21)

para toda função g : Sn → R que satisfaz
∫

Sn gdM = 0. Aqui, ∇g denota o gradiente de g na

métrica induzida pela inclusão Sn ⊂ Rn+1.

Usando agora o Teorema da Divergência (Teorema 1.6.9) na fórmula (2.14), da segunda

variação do operador JD, e o fato de que ‖B‖2 = n (cf. Proposição 2.1.11), para a f acima (2.20),

temos

J′′D(0)( f ) =
∫

D
(− f ∆ f − ‖B‖2 f 2)dM

=
∫

D
(‖∇ f ‖2−div( f∇ f )− n f 2)dM

=
∫

D
(‖∇ f ‖2−n f 2)dM ,

sendo a última igualdade decorrida do Corolário 1.6.10.
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Como a desigualdade (2.21) vale para a extensão f , que também satisfaz a condição de média

nula, concluímos que

J′′D(0)( f ) =
∫

D
(‖∇ f ‖2−n f 2)dM

=
∫

D
‖∇ f ‖2dM− n

∫
D

f 2dM

≥ λ1(Sn)
∫

D
f 2dM− n

∫
D

f 2dM

= (λ1(Sn)− n)
∫

D
f 2dM

= 0 ,

para toda f ∈ FD. Portanto J′′D(0)( f ) ≥ 0 e, pelo Corolário 2.1.15, a esfera Sn ⊂ Rn+1 é estável.

Observação 2.2.6. Perceba que, se tivéssemos definido a estabilidade de um domínio D ⊂ Mn

exigindo apenas que J′′D(0) ≥ 0 para variações que fixam o bordo mas que não preservam o

volume, a esfera Sn ⊂ Rn+1 não seria estável. Com efeito, escolha um domínio D ⊂ Sn contendo

o hemisfério de Sn e tome f : D → R como a primeira autofunção para o Laplaciano em D (isto

é, f ≡ 0 em ∂D). Como o autovalor correspondente λ1(D) satisfaz λ1(D) < n, obtemos, por

argumento análogo ao acima, que

J′′D(0)( f ) = (λ1(Sn)− n)
∫

D
f 2dM < 0 ,

e isso prova o que afirmamos.

2.3 uma imersão estável é uma esfera redonda

Seja x : Mn → Rn+1 uma imersão. Escolha um ponto p ∈ M e uma base ortonormal

{e1, . . . , en} em um espaço tangente Tp M de M em p. Estenda essa base a um referencial, em

uma vizinhança adequada V ⊂ M de p, por transporte paralelo (cf. Definição 1.3.4) de cada ei,

com i = 1, . . . , n, ao longo de geodésicas provenientes de p. Esse referencial geodésico com tal

extensão a uma vizinhança x(p) em Rn+1 será novamente denotado por {e1, . . . , en}.
Denote ainda por ∇ a conexão de Rn+1 e por ∇ a conexão induzida em M. Note que

∇ei ej(p) = 0 e [ei, ej](p) = 0 ,

para quaisquer i, j = 1, . . . , n.

Lema 2.3.1. Com a notação acima, vale a seguinte identidade
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(i) ∑
i

〈
∇ei
∇ei

N, N
〉

= −‖B‖2 .

Assuma que a curvatura média H de x é constante. Então

(ii) ∑
i

〈
∇ei
∇ei

N, ek
〉

(p) = 0 , para todo k = 1, . . . , n .

Demonstração. (i) Como 〈N, N〉 = 1, temos que
〈
∇ei

N, N
〉

= 0. Assim,

∑
i

〈
∇ei

(∇ei
N), N

〉
= −∑

i

〈
∇ei

N,∇ei
N
〉

= −∑
i

〈
∑

j

〈
∇ei

N, ej
〉

ej , ∑
k

〈
∇ei

N, ek
〉

ek

〉
= −∑

i,j

〈
∇ei

N, ej

〉2

= −‖B‖2 ,

o que prova (i).

(ii) Como 〈N, ek〉 = 0, temos 〈
∇ei

N, ek
〉

= −
〈

N,∇ei
ek
〉

,

e consequentemente

〈
∇ei

(∇ei
N), ek

〉
+
〈
∇ei

N,∇ei
ek
〉

= −
〈
∇ei

N,∇ei
ek
〉
−
〈

N,∇ei
(∇ei

ek)
〉

.

Como ∇ei
N é um vetor tangente e a componente tangente de ∇ei

ek(p) é zero, obtemos

〈
∇ei

(∇ei
N), ek

〉
(p) = −

〈
N,∇ei

(∇ei
ek)
〉

(p) = −
〈

N,∇ei
(∇ek

ei)
〉

(p) .

Como Rn+1 é plano, temos que

∇ei
(∇ek

ei)(p) = ∇ek
(∇ei

ei)(p) .

Assim,

∑
i

〈
∇ei

(∇ei
N), ek

〉
(p) = −∑

i

〈
N,∇ek

(∇ei
ei)
〉

(p) = −
〈

N,∇ek

(
∑

i
∇ei

ei

)〉
(p) .

Por outro lado,
〈

N, ∑i∇ei
ei
〉

= nH, com H constante. Então〈
∇ek

N, ∑
i
∇ei

ei

〉
= −

〈
N,∇ek

(
∑

i
∇ei

ei

)〉
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e, finalmente,

∑
i

〈
∇ei

(∇ei
N), ek

〉
(p) =

〈
∇ek

N, ∑
i
∇ei

ei

〉
(p) = 0 .

Isso completa a prova.

Proposição 2.3.2. Sejam x : Mn → Rn+1 uma imersão com curvatura média constante e v um vetor

fixo unitário em Rn+1. Então a função f = 〈v, N〉 satisfaz

∆ f + ‖B‖2 f = 0 . (2.22)

Demonstração. Dado p ∈ M, considere um referencial geodésico e1, . . . , en ao redor de p. Da

Proposição 1.6.5, temos que o Laplaciano de f em p de tal referencial é dado por

∆ f (p) =
n

∑
i=1

ei(ei( f ))(p) .

Assim, pelo Lema 2.3.1, temos

∆ f (p) =
n

∑
i=1

ei(ei(〈v, N〉))(p)

=
n

∑
i=1

〈
v,∇ei

(∇ei
N)
〉

(p)

= −〈v, N〉‖B‖2(p)

= −‖B‖2 f (p) .

Como p é arbitrário, a função f satisfaz (2.22).

Lema 2.3.3. Seja x : Mn → Rn+1 uma imersão com curvatura média H. Então

‖B‖2≥ nH2 ,

e vale a igualdade em um ponto p ∈ M se, e somente se, p é umbílico.

Demonstração. Sejam k1, . . . , kn as curvaturas principais de x em p ∈ M. Então ‖B‖2=
n

∑
i=1

k2
i , e

‖B‖2−n2H2 = −2 ∑
i<j

kik j ,

para i, j = 1, . . . , n. Por indução, temos que

∑
i<j

(k2
i + k2

j ) = (n− 1) ∑
i

k2
i .
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Assim,

∑
i<j

(ki − k j)
2 = (n− 1) ∑

i
k2

i − 2 ∑
i<j

kik j

= (n− 1)‖B‖2 + ‖B‖2−n2H2

= n(‖B‖2−nH2)

≥ 0

Segue então que ‖B‖2≥ nH2, valendo a igualdade apenas quando ki = k j para quaisquer

i, j = 1, . . . , n, isto é, quando p é umbílico.

Lema 2.3.4. Seja g = 〈x, N〉 a função suporte de x. Assuma que x : Mn → Rn+1 tem curvatura média

constante H = H0. Então a função suporte g de x satisfaz

∆g = −nH0 − ‖B‖2g . (2.23)

Demonstração. Seja p ∈ M e considere um referencial geodésico ao redor de p como na Proposi-

ção 2.3.2. Como ∇ei
x = ei e além disso 〈ei, N〉 = 0, então

∆g(p) = ∑
i
{eiei〈x, N〉} (p)

= ∑
i

[
ei
{〈
∇ei

x, N
〉

+
〈

x,∇ei
N
〉}]

(p)

= ∑
i

{〈
ei,∇ei

N
〉

+
〈

x,∇ei
∇ei

N
〉}

(p)

= −∑
i

〈
∇ei

ei, N
〉

(p) + ∑
i

〈
x,∇ei

∇ei
N
〉

(p) .

Segue do Lema 2.3.1 e da definição de H que

∆g(p) = −nH0(p)− ‖B‖2g(p) ,

como queríamos demonstrar.
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2.3.1 Hipersuperfícies totalmente umbílicas

Definição 2.3.5. Sejam Nn+1 uma variedade com métrica Riemanniana e ∇ a sua conexão

Riemanniana. Diz-se que uma imersão x : Mn → Nn+1 é (totalmente) umbílica se para todo

p ∈ M, a segunda forma fundamental B (cf. Seção 1.5) de x em p satisfaz

〈B(X, Y), η〉(p) = λ(p)〈X, Y〉 , (2.24)

com λ(p) ∈ R, para todo par X, Y ∈ X (M) e todo campo unitário η normal a x(M). Aqui

estamos usando 〈 , 〉 para indicar a métrica g em N e a métrica induzida por x em M.

Sejam T, X, Y ∈ X (M). Da condição (2.24) resulta que

− 〈∇Xη, Y〉 = λ〈X, Y〉 e − 〈∇Tη, Y〉 = λ〈T, Y〉 .

Derivando a primeira equação em relação a T e a segunda em relação a X, temos, para todo Y,

〈∇T∇Xη −∇X∇Tη, Y〉 = −
〈

T(λ)X− X(λ)T +∇[T,X]η, Y
〉

.

Supondo agora que Nn+1 tem curvatura seccional constante, concluímos que T(λ)X− X(λ)T = 0.

Como T e X podem ser escolhidos linearmente independentes, isso significa que X(λ) = 0, para

todo X ∈ X (M), donde λ é constante. Isso prova que:

Lema 2.3.6. Nas condições acima, dada uma imersão x : Mn → Nn+1 umbílica, se Nn+1 tem curvatura

seccional constante, então λ não depende de p.

Na proposição a seguir, vamos mostrar que tomando Nn+1 = Rn+1 com a métrica euclidiana

na Definição 2.3.5, uma hipersuperfície umbílica deve ser um n-plano ou uma n-esfera.

Proposição 2.3.7. Se a imersão x : Mn → Rn+1 é umbílica, então x(M) está contida em um n-plano ou

em uma n-esfera de Rn+1.

Demonstração. Pelo Lema 2.3.6, λ é constante. Se λ = 0, temos 〈∇Xη, Y〉 = 0 para quaisquer

X, Y ∈ X (M) e todo η ∈ X (M)⊥. Decorre daí que x(M) está contido em um n-plano afim de

Rn+1. Agora, se λ 6= 0, considere a aplicação y : Mn → Rn+1 dada por

y(p) = x(p)− η(p)
λ

, p ∈ M .

Sejam T, Y ∈ X (M). Observe que

〈∇Ty, Y〉 = 〈T, Y〉 − 1
λ
〈∇Tη, Y〉 = 0 .
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Resulta daí que y(M) reduz-se a um ponto, digamos x0, e que x satisfaz

‖x(p)− x0‖2 =
1

λ2 ,

isto é, x(M) está contida em uma esfera de centro x0 e raio 1/λ.

2.3.2 Demonstração do Teorema 2.3.8

Agora, finalmente, apresentamos a segunda parte da demonstração do Teorema de Barbosa–do

Carmo, o que conclui a prova.

Teorema 2.3.8. Sejam Mn uma variedade compacta orientável, e x : Mn → Rn+1 uma imersão com

curvatura constante não nula. Se x é estável, então x(M) ⊂ Rn+1 é uma esfera redonda Sn ⊂ Rn+1.

Demonstração. Como M é compacta, sabemos que a função suporte g de x satisfaz a Primeira

Fórmula Integral de Minkowski (cf. Teorema 1.6.16 e Observação 1.6.17),∫
M

HgdM = −
∫

M
dM . (2.25)

Como H = H0 é constante, integrando a expressão (2.23) sobre M e novamente usando o

Corolário 1.6.10, temos ∫
M

∆gdM =
∫

M
(−nH0 − ‖B‖2g)dM = 0 ,

o que resulta, multiplicando por H0 em ambos os lados da igualdade, em

−
∫

M
‖B‖2gH0dM =

∫
M

nH2
0 dM , (2.26)

Tome f = H0g + 1. Pela fórmula (2.25), temos∫
M

(H0g + 1)dM =
∫

M
H0gdM +

∫
M

dM = −
∫

M
dM +

∫
M

dM = 0 .

Isto é,
∫

M f dM = 0, e podemos considerar uma variação de M cuja componente normal do

campo variacional é f N e calculamos

J′′M(0)( f ) =
∫

M
(− f ∆ f − ‖B‖2 f 2)dM .
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Pelo Lema 2.3.4, verificamos que

− f ∆ f − ‖B‖2 f 2 = −(H0g + 1)∆(H0g + 1)− ‖B‖2(H0g + 1)2

= −(H0g + 1)H0∆g− ‖B‖2(H2
0 g2 + 2H0g + 1)

= (H0g + 1)H0(nH0 + ‖B‖2g)− ‖B‖2(H2
0 g2 + 2H0g + 1)

= nH3
0 g + nH2

0 − ‖B‖2H0g− ‖B‖2

= nH2
0(H0g + 1)− ‖B‖2(H0g + 1)

= nH2
0 f − ‖B‖2 f .

Segue que

J′′M(0)( f ) =
∫

M
(nH2

0 f − ‖B‖2 f )dM = −
∫

M
‖B‖2(H0g + 1)dM . (2.27)

Por hipótese, x é estável e então J′′M(0)( f ) ≥ 0. Daí, por (2.27), temos que

−
∫

M
‖B‖2H0gdM ≥

∫
M
‖B‖2dM .

Logo, a partir de (2.26), temos da desigualdade acima e do Lema 2.3.3 que∫
M

nH2
0 dM = −

∫
M
‖B‖2H0gdM ≥

∫
M
‖B‖2dM ≥

∫
M

nH2
0 dM .

Segue que ‖B‖2= nH2
0 e, ainda pelo Lema 2.3.3, todos os pontos de M são umbílicos. Pela

compacidade de M e pela Proposição 2.3.7, concluímos que x(M) ⊂ Rn+1 é uma n-esfera, como

queríamos provar.



APÊND ICE

a primeira variação para a área

Aqui, demonstramos a fórmula (2.6) para a primeira variação da área A.

Lembremos que o funcional área associado a uma variação X : (−ε, ε)×D → Rn+1, com ε > 0,

é a aplicação

AD(t) =
∫

D
dSt , (A.1)

onde dSt é o elemento de n-área de Mn na métrica induzida pela imersão xt.

Para facilitar a leitura, abandonaremos a notação de Einstein e ao invés de usar gij, escrevere-

mos gij para as componentes da métrica. Denotaremos ainda por gt a métrica em Mn induzida

por xt. Isto é,

gt(Y, Z) = 〈dxtY, dxtZ〉 , (A.2)

onde Y, Z ∈ X (D) e 〈 , 〉 é a métrica usual de Rn+1.

Considere { ∂
∂u1

, . . . , ∂
∂un
} uma base em uma vizinhança de p ∈ M e {du1, . . . , dun} sua

respectiva base dual. Assim, a expressão local do elemento de n-área de Mn na métrica gt é

dada por

dSt =
√

det(gt
ij)du1 ∧ . . . ∧ dun . (A.3)

A primeira variação de área será obtida a partir dos seguintes lemas.

Lema A.1. Sejam X : (−ε, ε)×Mn → Rn+1 uma variação da imersão x : Mn → Rn+1, {et0
1 , . . . , et0

n }
uma base de Tp M na métrica gt0 e E = ∂

∂t numa vizinhança coordenada de (−ε, ε)×M. Então [et0
i , E] = 0,

para todo i = 1, . . . , n.

Demonstração. Seja f : (−ε, ε)× M → R suave. Queremos calcular [et0
i , E]( f ). Tome q ∈ M e

considere y : W ⊂ Rn → M uma parametrização de M em q, onde y = (y1, . . . , yn). Considere

ainda

ỹ : (−ε, ε)×W → (−ε, ε)×Mn

a parametrização de (−ε, ε)×Mn em (t, q), definida por ỹ(t, p) = (t, y(q)). Aqui identificamos

T(t,q)(−ε, ε)×M com Tq M. Assim,

et0(t, q) =
n

∑
i=1

ai(q)
∂

∂yi
e E =

∂

∂t
.

57
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Portanto, se f : (−ε, ε)×M→ R é diferenciável, então

[et0
i , E]( f ) = et0

i (E( f ))− E(et0
i ( f ))

= et0
i

(
∂ f
∂t

)
− E

( n

∑
i=1

ai(q)
∂ f
∂yi

)
=

n

∑
i=1

ai(q)
∂2 f

∂yi∂t
− ∂

∂t

( n

∑
i=1

ai(q)
∂ f
∂yi

)
= 0 .

Observe que a escolha da notação et0
i como campo em X (M) é feita unicamente para concordar

com a notação do lema a seguir.

Além disso, note que, se

E = dX · E =
∂x
∂t

e ei = dxte
t0
i ,

então [ei, E] = 0 para todo i = 1, . . . , n, pois

[ei, E] = dX[et0
i , E] .

Lema A.2. A derivada do elemento de n-área com respeito a t é dada por

d
dt

∣∣∣∣
t=t0

dSt = −nHt0 ft0(p)dSt0 +
n

∑
i=1

ei〈Tt0 , ei〉(t0,p)dSt0 ,

onde t0 ∈ (−ε, ε), p ∈ Mn e Tt0 é um vetor tangente à Mn em (t0, p).

Demonstração. Considere um sistema de coordenadas de vetores ortonormais em p ∈ Mn,

definido em uma vizinhança V ⊂ Mn de p, com respeito à métrica gt0 .

Derivando a expressão (A.3), temos

d
dt

∣∣∣∣
t=t0

dSt =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

√
det(gt

ij)du1 ∧ . . . ∧ dun .

Precisamos então calcular o lado direito da igualdade.
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Temos que

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

√
det(gt

ij) =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

[det(gt
ij)]

1
2

=
1
2

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

det(gt
ij)√

det(gt0
ij (p))︸ ︷︷ ︸

1

=
1
2

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

det(gt
ij)

=
1
2
(det )′(gt0

ij (p)) · ∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

(gt
ij)

=
1
2

tr
(

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

(gt
ij)(p)

)
,

pois gt0
ij (p) = Id e a derivada da função determinante aplicado à matriz identidade resulta no

funcional linear traço.

Para calcular os elementos da matriz (
∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

(gt
ij)
)

,

considere et0
i = ∂

∂ui
os vetores coordenados da vizinhança normal em p. Assim, {et0

1 , . . . , et0
n } é

uma base ortonormal de Tp M na métrica gt0 e, além disso, ∇
et0

i
et0

j (p) = 0. Denotemos ainda

ei = dxt · et0
i e E = dx · ∂

∂t = ∂x
∂t . Assim, pela expressão (A.2),

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

(gt
ij) =

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

〈dxt · et0
i , dxt · et0

j 〉 .

Usando a compatibilidade da conexão com a métrica, temos

〈dxt · et0
i , dxt · et0

j 〉 =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

〈ei, ej〉 = 〈∇Eei, ej〉 + 〈ei,∇Eej〉 , (A.4)

onde ∇ é a conexão Riemanniana em Rn+1 associada à métrica 〈 , 〉.

Como (−ε, ε)×Mn tem estrutura diferencial de produto, pelo lema anterior, temos que

[ei, E] = ∇ei E− ei∇E = 0 ,
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para todo i = 1, . . . , n. Aplicando a equação acima em (A.4), obtemos

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

(gt
ij) = 〈∇Eei, ej〉 + 〈ei,∇Eej〉

= 〈∇ei E, ej〉 + 〈ei,∇ej E〉

=
〈
∇ei

(
∂x
∂t

)
, ej

〉
+
〈

ei,∇ej

(
∂x
∂t

)〉
.

Dessa forma,

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

√
det(gt

ij) =
1
2

tr
(

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

(gt
ij)(p)

)
=

1
2

n

∑
i=1

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

(gt
ii)(p)

=
n

∑
i=1

〈
∇ei

(
∂x
∂t

)
, ei

〉
(t0,p)

.

Além disso, temos que
∂x
∂t

(p) = ft(p)Nt(p) + Tt(p) ,

onde Tt(p) é um vetor tangente à Mn em (t, p) e Nt0 é um vetor normal à Mn com relação à

métrica gt0 . Segue que

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

√
det(gt

ij) =
n

∑
i=1

〈
∇ei

(
∂x
∂t

)
, ei

〉
(t0 ,p)

=
n

∑
i=1

ei( f )〈N, ei〉(t0 ,p) +
n

∑
i=1

ft0(p)〈∇ei N, ei〉(t0,p)

+
n

∑
i=1
〈∇ei T, ei〉(t0 ,p)

=
n

∑
i=1

ft0(p)〈∇ei N, ei〉(t0,p) +
n

∑
i=1
〈∇ei T, ei〉(t0 ,p) . (A.5)

Sabendo-se que

nHt0 = tr(SNt0
)

=
n

∑
i=1
〈SNt0

(ei)N, ei〉(t0,p)

=
n

∑
i=1
〈∇ei Nt0 , ei〉(t0 ,p) ,
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no primeiro somatório de (A.5), obtemos

ft0(p)
n

∑
i=1
〈∇ei Nt0 , ei〉(t0 ,p) = −nHt0 ft0(p) . (A.6)

Com o termo do segundo somatório de (A.5), ficamos com

〈∇ei T, ei〉(t0 ,p) = ei〈Tt0 , ei〉(t0,p) − 〈Tt0 ,∇ei ei〉(t0,p)

= ei〈Tt0 , ei〉(t0,p) , (A.7)

pois ∇ei ei(p) = (∇ei ei)N(p). Assim, usando (A.6) e (A.7), a equação (A.5) se iguala a

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

√
det(gt

ij) = nHt0 ft0 + ei〈Tt0 , ei〉(t0 ,p) .

Portanto,

d
dt

∣∣∣∣
t=t0

dSt =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

√
det(gt

ij)dSt0

= −nHt0 ft0(p)dSt0 +
n

∑
i=1

ei〈Tt0 , ei〉(t0 ,p)dSt0 .

Enfim, a fórmula para a primeira variação da área.

Teorema A.3. Se X : (−ε, ε)× D → Rn+1 é uma variação da imersão x, que preserva o bordo, então a

primeira variação da área quando t = 0 é dada por

A′D(0) = −n
∫

D
f HdS , (A.8)

onde f =
〈

∂X
∂t

(0, p), N
〉

.

Demonstração. Tome t0 ∈ (−ε, ε) fixo. Pelo Lema A.2, vale que

A′D(t0) =
d
dt

∣∣∣∣
t=t0

∫
D

dSt =
∫

D

d
dt

∣∣∣∣
t=t0

dSt

= −
∫

D
nHt0 ft0(p)dSt0 +

∫
D

n

∑
i=1

ei(〈Tt0 , ei〉(t0 ,p))dSt0

= −
∫

D
nHt0 ft0(p)dSt0 +

∫
D

d
( n

∑
i=1

(−1)i+1〈Tt0 , ei〉(t0 ,p)du1 ∧ . . . ∧ d̂ui ∧ . . . ∧ dun

)
,
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onde d̂ui significa que o termo dui está omitido na soma. Segue então do Teorema de Stokes que

A′D(t0) = −
∫

D
nHt0 ft0(p)dSt0 +

n

∑
i=1

∫
∂D

(−1)i+1〈Tt0 , ei〉(t0 ,p)du1 ∧ . . . ∧ d̂ui ∧ . . . ∧ dun

= −
∫

D
nHt0 ft0(p)dSt0 .

A última igualdade decorre do fato que Tt0 ≡ 0 em ∂D, devido X ser uma variação que fixa o

bordo. Em particular, para t0 = 0,

A′D(0) = −n
∫

D
H f dS .
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b segunda variação para o operador j

Aqui, pretendemos demonstrar a fórmula (2.14) para a segunda variação do operador J, para

variações (não necessariamente normais) xt : M → Rn+1 que fixam o bordo ∂M. Usaremos

a notação da Seção 2.1, visto que será conveniente denotar a variação xt(p) por X(p, t), e

introduziremos as seguintes notações adicionais.

Fixamos p ∈ M e sejam (u1, . . . , un) as coordenadas em uma vizinhança de p em M. Para

encurtar as fórmulas, usaremos as seguintes notações

ξ =
∂X
∂t

, ξ j =
∂ξ

∂uj
, xj =

∂X
∂uj

, Nj =
∂N
∂uj

.

Identificaremos o produto exterior v1, . . . , vn de n vetores vi ∈ Rn+1, i = 1, . . . , n, com um

vetor positivamente orientado v ∈ Rn+1 normal ao hiperplano gerado por v1, . . . , vn e tal que

‖v‖= ‖v1 ∧ . . . ∧ vn‖. Em particular,

N =
X1 ∧ . . . ∧ Xn

‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖
.

Como Nj é um vetor tangente, escrevemos

Nj = ∑ ajkXk , k = 1, . . . , n . (B.1)

Finalmente, temos que

gij = 〈Xi, Xk〉 , (gij) = (gij)−1 , g = det(gij) = ‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖2 .

Proposição B.1. Valem as seguintes identidades:

(nH)2 −∑
kj

(ajjakk − ajkakj) = ‖B‖2 (B.2)

∑
j

〈
X1 ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
∂N
∂t
∧ . . . ∧ Xn

〉
j

=
√

g∆ f + ∑
jk
{gjk√g〈Nk, ξ〉}j , (B.3)

onde f = 〈ξ , N〉.

Na proposição acima e em todo o texto,

X1 ∧ . . . ∧
j︷︸︸︷

V ∧ . . . ∧ Xn
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significa que V se encontra na j-ésima posição.

Demonstração. Para provar (B.2), usamos (B.1) e obtemos que os coeficientes Bij da segunda

forma fundamental B são dados por

Bjl = 〈Nj, Xl〉

=
〈
∑ ajkXk, Xl

〉
= ∑ ajk〈Xk, Xl〉

= ∑
k

ajkgkl ;

consequentemente,

∑
jk

ajkakj = ∑
jk

(
∑

l
gjl Blk

)(
∑
m

gjmBmk

)
= ‖B‖2 .

Logo, segue que

∑
kj

(ajjakk − ajkakj) = (nH)2 − ‖B‖2 .

Para provar (B.3), primeiro, note que

∂N
∂t

=
∂

∂t
X1 ∧ . . . ∧ Xn

‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖

=
1

‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖∑
j

X1 ∧ . . . ∧
j︷︸︸︷

ξ j ∧ . . . ∧ Xn

+ parte normal .

Assim, como

∆ f =
1
√

g ∑
jk

(
√

ggjk ∂ f
∂uk

)
j

,

obtemos, denotando com um sobrescrito, digamos j, a derivada em uj

∑
j

〈
X1 ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
∂N
∂t
∧ . . . ∧ Xn, N

〉
j

= −∑
j

〈
X1 ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
N ∧ . . . ∧ Xn,

∂N
∂t

〉
j
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= −∑
jk

{
〈X1 ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
N ∧ . . . ∧ Xn, X1 ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
ξk ∧ . . . ∧ Xn〉

1
‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖

}
j

= −∑
jk

{
(−1)j+k

‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖
〈N, ξk〉〈X1 ∧ . . . ∧ X̂j ∧ . . . ∧ Xn, X1 ∧ . . . ∧ X̂k ∧ . . . ∧ Xn〉

}
j

= −∑
jk

{√
ggjk〈N, ξk〉

}
j

= −√g∆ f + ∑
jk

{√
ggjk〈Nk, ξ〉

}
j

,

onde, como usual, X̂j significa que o termo Xj está omitido. Isso prova (B.3).

Finalmente, vamos à demonstração da fórmula da segunda variação de J. Para isso, começa-

mos a partir da fórmula da primeira variação de J, vista na equação (2.12),

dJ
dt

(t) = −
∫

M
n(H − H0) f ‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖du1 . . . dun .

Note que o integrando não depende do sistema de coordenadas e faz sentido integrar em M.

Como H = H0 em t = 0, temos que

J′′(0) = −
∫

M

∂

∂t
{n(H − H0)} f dM0 ,

onde dM0 = ‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖du1 . . . dun. Portanto, devemos calcular a derivada sob o sinal da

integral na expressão acima. Como H0 é constante, segue que

− ∂

∂t
(nH − nH0) = − ∂

∂t
nH

=
∂

∂t ∑
j

1
‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖

〈X1 ∧ . . . ∧
j︷︸︸︷

Nj ∧ . . . ∧ Xn, N〉

=
1

‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖

{
∑
j 6=k
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξk ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
Nj ∧ . . . ∧ Xn, N〉

+
n

∑
j=1

〈
X1 ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
∂Nj

∂t
∧ . . . ∧ Xn, N

〉
+

n

∑
j=1

〈
X1 ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
Nj ∧ . . . ∧ Xn,

∂N
∂t

〉}

− 1
‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖∑

kj
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξk ∧ . . . ∧ Xn, X1 ∧ . . . ∧ Xn〉 · 〈X1 ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
Nj ∧ . . . ∧ Xn, N〉 .
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Como ambos Nj e ∂N/∂t são vetores tangentes, a terceira soma da expressão acima se anula.

Desse modo, a última soma pode ser escrita como

1
‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖

nH ∑
k
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξk ∧ . . . ∧ Xn, N〉 .

Segue que

− ∂

∂t
(nH − nH0) =

1
‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖

{
∑
j 6=k
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξ ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
Nj ∧ . . . ∧ Xn, N〉k

− ∑
j 6=k 6=l

j 6=l

〈X1 ∧ . . . ∧
k︷︸︸︷
ξ ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
Nj ∧ . . . ∧ Xlk ∧ . . . ∧ Xn, N〉

− ∑
j 6=k
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξ ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
Nkj ∧ . . . ∧ Xn, N〉

− ∑
j 6=k
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξ ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
Nj ∧ . . . ∧ Xn, Nk〉

+ ∑
j

〈
X1 ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
∂N
∂t
∧ . . . ∧ Xn, N

〉
j

− ∑
j 6=k

〈
X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
Xjk ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
∂N
∂t
∧ . . . ∧ Xn, N

〉

− ∑
j

〈
X1 ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
∂N
∂t
∧ . . . ∧ Xn, Nj

〉
+ nH ∑

k
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξ ∧ . . . ∧ Xn, N〉k

− nH ∑
j 6=k
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξ ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
Xjk ∧ . . . ∧ Xn, N〉

− nH ∑
k
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξ ∧ . . . ∧ Xn, Nk〉

}
.

As 2a, 3a, 6a e 9a somas da expressão acima se anulam, pois cada um desses termos tem um

correspondente com sinal oposto. Cada termo na 7a soma é igual a zero. Usando (B.1), obtemos

na 4a soma

∑
j 6=k

(ajjakk − ajkakj) f ‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖
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e a última soma fica

−n2H2 f ‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖ .

Segue que, usando (B.2),

− ∂

∂t
(nH − nH0) =

1
‖X1 ∧ . . . ∧ Xn‖

{
∑
j 6=k
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξ ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
Nj ∧ . . . ∧ Xn, N〉k

+ ∑
j

〈
X1 ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
∂N
∂t
∧ . . . ∧ Xn, N

〉
j
+ nH ∑

k
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξ ∧ . . . ∧ Xn, N〉k

− ‖B‖2 f

}
.

Agora, usando (B.3) e notando que os integrandos abaixo não dependem do sistema de

coordenadas, obtemos

J′′(0) =
∫

M
(− f ∆ f − ‖B‖ f 2)dM0

+
∫

M
∑
j 6=k
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξ ∧ . . . ∧

j︷︸︸︷
Nj ∧ . . . ∧ Xn, N〉k f du1 . . . dun

− nH0

∫
M

∑
k
〈X1 ∧ . . . ∧

k︷︸︸︷
ξ ∧ . . . ∧ Xn, N〉k f du1 . . . dun

+
∫

M
∑
jk
[gjk√g〈Nk, ξ〉]j f du1 . . . dun .

Como ξ = 0 em ∂M, pelo Teorema de Stokes, temos que as três últimas integrais são zero. Isso

completa a prova.
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