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Resumo

Esta tese tem por objetivo central investigar o espectro de operadores laplacianos,
generalizagdes e similares, indexados por um pardmetro G-invariante e definidos sobre
espacos homogeéneos continuos ou discretos. Em cada contexto, determinamos a
configuragdo espectral genérica para os autoespagos. Dados um grupo de Lie G e certos
operadores laplacianos generalizados agindo em se¢des de fibrados vetoriais homogéneos,
determinamos um grupo mais geral de simetrias G contendo G e um critério algébrico
descrevendo a G-simplicidade do espectro para uma métrica invariante a esquerda genérica.
Similarmente, para um dado espaco homogéneo normal M = G/K, encontramos um
conjunto de simetrias generalizadas G contendo @ e satisfazendo a CNJ-simplicidade do
espectro. Finalmente, sobre um grafo de Cayley com conjunto de vértices dado por um
grupo finito G, estabelecemos um critério para determinar quando o espectro do laplaciano

discreto associado a um peso invariante a esquerda genérico é G-simples.

Palavras-chave: Laplaciano, espectro G-simples, propriedades genéricas, espagos
homogéneos, grupos de Lie, espagos simétricos, representacdes, grafos homogéneos, grafos

de Cayley.






Abstract

In this thesis we investigate the spectrum of Laplacian operators, of their generalizations
and of other similar operators, indexed by a G-invariant parameter. They are defined on
continuous or discrete homogeneous spaces. In each specific context, we establish the
generic spectral setting for the eigenspaces. Given a Lie group G and certain generalized
Laplacian operators acting on sections of homogeneous vector bundles, we determine a
more general group of symmetries G containing G and an algebraic criterion describing the
G-simplicity of the spectrum for a generic left-invariant metric. Similarly, for a given normal
homogeneous space M = G /K, we find a set of generalized symmetries G containing G and
satisfying the CNJ-simplicity of the spectrum. Finally, on a Cayley graph with a vertex set
given by a finite group G, we establish a criterion for determining when the spectrum of the

discrete Laplacian associated with a generic left-invariant weight is G-simple.

Keywords: Laplace operator, G-simple spectrum, generic properties, homogeneous
spaces, Lie groups, symmetric spaces, representation theory, homogeneous graphs, Cayley

graphs.






Como ler este material

Este material é destinado a estudantes e pesquisadores que possuam um conhecimento
s6lido em cursos base tipicos dos programas de graduacao e pés-graduagdo em matematica.

Para um melhor acompanhamento, eis alguns direcionamentos:

Pré-requisitos

Assumimos um conhecimento prévio em variedades diferencidveis e geometria
riemanniana, permeando o calculo diferencial de fun¢des e campos tensoriais. Em especial,
abrangendo o estudo das formas diferenciais. Eis algumas referéncias: [ ,

, : 1

Precisaremos ainda do conhecimento de propriedades espectrais elementares de
operadores laplacianos em variedades compactas, as quais podem ser encontradas em
[ , .

Assumimos também aspectos da teoria de representagdes de grupos e algebras
de Lie, apresentada em | , .  Aprofundando-se
um pouco mais na teoria de Lie, desejaremos ter posse de nogdes sobre espagos
homogéneos, com especial atengdo para os espagos simétricos e suas descrigdes via
algebras de Lie ortogonais involutivas. O apéndice engloba o essencial referente a
esta parte. Referéncias auxiliares: [ , ,

) , , , 1
O apéndice deste material contempla ainda o conhecimento necessdrio acerca de

operadores em grafos, especialmente os de Cayley e de Schreier. Referéncias auxiliares:



Referéncias centrais

As principais ideias, inspirac¢des e focos de investigagdo deste projeto sdo origindrias de

[ , ]. Adjacentemente, mencionamos
[ , , , ,
p , ] por também conterem ideias centrais

complementares.

Divisao dos capitulos

A Introducgido contém a linha de raciocinio discutida neste trabalho, focando nas ideias
intuitivas e questionamentos relevantes para entender o que estamos nos propondo a
investigar. Ela conta com um breve histérico do problema principal e uma coletanea
resumida dos principais avangos conquistados nesta tese.

O Capitulo 1 (Abordagens e resultados modernos) retine entdo os principais resultados
modernos e ferramentas desenvolvidas nos artigos das referéncias centrais, as quais foram
listadas hé pouco.

A partir dai, estamos prontos para formalizar e esmiugar as investigagdes deste projeto no
Capitulo 2 (Avangos e contribuicdes). Este capitulo contribui com uma série de resultados,
andlises e questdes inovadoras, propiciando um avango no conhecimento da area de
pesquisa, aqui estudada. Trabalharemos propriedades preliminares e técnicas que nos
permitam caminhar na direcdo do entendimento dos problemas abordados.

Sempre que necessdrio, o leitor poderd recorrer ao Apéndice A, o qual retine, de
maneira condensada, o basico e essencial para o entendimento da pesquisa, englobando
diversas dreas matemdticas importantes de maneira interdisciplinar. Aborda-se os seguintes

conceitos de teorias cldssicas: grupos e dlgebras de Lie; espagos homogéneos; espagos



simétricos; autoespacos de operadores laplacianos; e versdes discretizadas analogas aos
conceitos anteriores, por meio dos grafos de Cayley e de Schreier. Assim, o leitor pode
decidir pular ou nédo este capitulo a depender de seu conhecimento prévio nos assuntos
tratados. ATENCAO: o apéndice é extremamente denso, reunindo o contetido de vérias
teorias extensas. Ele ndo tem a finalidade de ser didético, apenas de compilar a parte
essencial dos pré-requisitos num tinico espago. Assim, seu desenvolvimento serve apenas
como um lembrete para especialistas, ou ainda como um material de apoio minimo para
aqueles que ndo possuem todos os pré-requisitos mas que desejam acompanhar esta tese.
Cada capitulo contém uma introducdo prépria onde direcionamos o estudo com
motivacdes, intui¢cdes e as principais ideias. Estas introdug¢des, por capitulo, articulam-
se muito bem com o capitulo introdutério desta tese, sendo importantissimas para o

desenvolvimento da compreensdao como um todo.

Guia de definicoes rapidas e notacoes usuais

Lista de definigdes rdpidas e notagdes usuais 1.

e G é um grupo de Lie contendo K como subgrupo fechado; g e ¢ sdo suas algebras de Lie, resp.

Fixamos t uma subdlgebra abeliana maximal em g. B é a forma de Killing de g.

» g© denota a complexificacdo de g e U(g®) sua 4lgebra de Lie universal envelopante, identificada a

partir dos operadores diferenciais invariantes a esquerda.

e M = G/K é o espago homogéneo expresso pelo par algébrico (G,K). Consideramos ainda
decomposi¢des ortogonais g = t dmet = ar § a, onde m ~ T, M e a é um subespaco de m,
abeliano maximal (fixado), induzidas por métricas G-invariantes. Se g© semi-simples e (G, K) um

par simétrico, entdo (t, Ry) e (a, Ry ¢) sdo os sistemas de raizes de G e G/ K, respectivamente.

e G := G(G/K;S) é o grafo homogéneo (de Schreier) com conjunto de vértices dado pelo G-espaco

G/K e conjunto gerador S C G.

e A, denota um operador laplaciano com pardmetro geométrico x. O conjunto A, denota o A-

autoespaco do operador A, |4 (sempre que esta restrigao fizer sentido).




Lista de definigdes rdpidas e notagdes usuais 2.

* Rep(G,K) denota um conjunto completo de representantes de classes de G-moédulos
(representacdes), com escalares em K, da forma (II, V'), onde I é o homomorfismo (ou agéo linear)
sobre o espaco vetorial V. Dada (II, V) € Rep(G,C), denotamos por II. ou 7 (ou ainda dIl.) o

homomorfismo definido em g*, complexificado, induzido por II.

¢ Irr(G,K) denota o subconjunto de Rep(G,K) dos G-mddulos (representagdes) irredutiveis, com

escalares em K.

e Re L (ou RX e L¥) sdo as representagdes induzidas pelas translagdes a direita e a esquerda,

respectivamente, sobre o espago L?(G, C) (ou L*(G/K, C)).
e VK .={veV;VkeK, k-v=0v}, paracada G-médulo V e K C G.

e Gdenotao subconjunto de Irr(G, C) dos G-médulos irredutiveis que admitem um produto interno
hermitiano G-invariante (quando G é compacto, G = Irr(G, C)). Denotamos G*, G~ e G° como
sendo os subconjuntos de @ formado pelas representacdes irredutiveis de tipos real, quaternionico
e complexo, respectivamente. Gk éo subconjunto das representac¢des V' € G tais que dim VE > 0.

Gy =GxNGt, Gy =GrNG eGY :=Gx NGO

¢ Fixada uma G-representagdo (X,U) e dada V € G, denotamos sua componente V-isotipica por

Isots (V') ou Isoty (V).

o CYG,K;U) := ndSU = {f € CYG,U); Vk € K,z € G, f(zk) = k™ 'f(z)} é o G-
moédulo induzido pelo K-médulo U (fixada uma regularidade de classe C* — em geral £ = o0).
Podemos ainda trocar C* por L? nos casos em que esteja subentendido os produtos internos e
completamentos envolvidos, possibilitando-nos considerar Ind$, U como L2(G, K;U), assumindo

esse contexto de “ regularidade L?”.
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Introducao

Por que estudar operadores laplacianos e similares?

Operadores como o de Laplace-Beltrami A := — divV(:), ou o hodge-laplaciano
A = (d + d*)* e similares (como, por exemplo, os hamiltonianos e o operador de
Dirac) se relacionam a muitas aplicagdes como: sistemas fisicos cldssicos ou quanticos; a
difusdo de calor numa dada superficie; propagacdes de virus, tumores e outras doengas;
a evolucdo de uma rede neural; processamento de dados; etc [ ,

, , ]. Especialmente em
fisica, tais operadores possibilitam o estudo de dindmica e de fendmenos fisicos em
diversas dreas como fisica quantica, mecanica newtoniana, relatividade geral, astronomia,
ondulatéria, mecédnica de fluidos, teoria das cordas, apenas para citar algumas delas
[ , , , ]. Em matematica pura, tais

operadores ajudam a descrever a geometria e a topologia da variedade, por exemplo.

Por que estudar espacos homogéneos?

Espacos homogéneos formam uma importante classe de exemplos na teoria de
variedades. Um espaco homogéneo é uma G-variedade onde o grupo de Lie G age
transitivamente em M. Neste caso, M pode ser identificada como uma variedade quociente
da forma G/ K, onde o subgrupo K pode ser tomado como o subgrupo de isotropia de G

de qualquer ponto base fixado p € M. Tais espagos generalizam a classe dos grupos de Lie,
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0s quais sdo protétipos para estudar uma vasta gama de modelos envolvendo simetrias e

outras transformagdes geométricas ou até mesmo topoldgicas.

A origem dos grupos de Lie, por exemplo, é devida a Sophus Lie e seu interesse na
conexdo da teoria de grupos com solugdes de equacgdes diferenciais tipicas de modelos
envolvendo dindmicas diversas. Paralelamente, Felix Klein aplicou os grupos de Lie como
grupos de transformagdes agindo sobre um determinado objeto geométrico e usou essa
abordagem para entrar na seguinte questdo fundamental: “o que afinal é uma geometria?”
[ ]. Os grupos de Lie também generalizam a teoria algébrica matricial,
estendendo-se para diversos segmentos como ciéncias da computagdo aplicadas a diversas

aplica¢des interdisciplinares.

Outra subclasse importante dos espagos homogéneos ¢é a classe dos espagos simétricos,
descrevendo importantes modelos no universo e em geometria diferencial pura.
Especialmente em relatividade geral, é comum estudar os espagos simétricos lorentzianos,
os quais incluem exemplos como os espacos de Minkowski, De Sitter and anti-de Sitter
[ . E possivel também aplicar os espacos simétricos em alguns topicos
relacionados a algoritmos e andlise numérica como, por exemplo, decomposi¢des polares
matriciais, métodos de decomposicdo para o cdlculo de exponenciais de matrizes,
composi¢do de integradores numéricos auto-adjuntos e sistemas dindmicos temporais
simétricos [ ]. Finalmente, podemos mencionar a importancia
destes espagos para a teoria de matrizes aleatérias e seus desdobramentos em sistemas
desordenados, problemas de transportamento quantico, o estudo de matéria condensada

e cromo-dindmica qudntica, mostrando a vastiddo de assuntos de pesquisa relacionados

O estudo dos espacos homogéneos estd intimamente relacionado a um importante
ramo da matemdtica: a teoria de Lie. Este ramo se conecta a outras tematicas
importante em matemdtica como geometria algébrica, geometria diferencial, algebra

de operadores, equagdes diferenciais parciais, teoria dos ntimeros e fisica matematica

[ I.
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Por que estudar a teoria espectral?

O espectro de operadores laplacianos fornece informagdes sobre as estruturas nas quais
estes operadores sdo definidos. Em diversas aplicacdes em fisica, os autovalores medem
dados relevantes como niveis e estados de energia em mecanica quantica, frequéncias
especiais em ondulatéria e quantias escalares importantes em outros tipos de sistemas. Na
teoria de variedades, eles ndo somente fornecem informagdes geométricas, como também
permitem andlise harmonica e deteccdo de invariantes topolégicos como 0s que aparecem
nos estudos de homologia ou co-homologia.

O espectro de um dado laplaciano também mede a presenga de simetrias geométricas
em algum sentido, por exemplo, a presenca de isometrias na variedade dada. Esta
observacdo se deve ao fato de que tal operador comuta com as isometrias por pullback
e, reciprocamente, cada difeomorfismo comutando com o mesmo operador é na verdade
uma isometria [ , ]. Por exemplo, se o espectro
do operador de Laplace-Beltrami A := —div V(-) é simples, entdo ndo ha uma presenca
significante de simetrias geométricas. Esta simplicidade do espectro foi demonstrada para
uma métrica riemanniana genérica numa variedade compacta e conexa [ I
Aqui, a palavra “genérica” remete a ideia de validade para a maioria das métricas no sentido
topolégico de conjuntos de segunda categoria de Baire, isto é, existe um subconjunto residual
(complementar de um subconjunto magro) no espago total de métricas riemannianas tal que,
para cada métrica neste subconjunto, o espectro é simples. Estas consideragdes fazem com
que a presenca de simetrias na variedade em questdo, munida de uma métrica arbitréria,
seja um comportamento especial e raro.

O comportamento descrito no pardgrafo anterior é muito préximo ao que acontece
com operadores hamiltonianos em um sistema quantico, onde a configuracdo genérica
reflete o fato de que o hamiltoniano efetivo ndo tem nenhuma degenerescéncia. Por
outro lado, a presenca de simetrias estd relacionada a existéncia de degenerescéncias
no sistema. Além disso, existem simetrias relacionadas a certas degenerescéncias nao

6bvias que ndo sdo aparentes na estrutura geométrica original do sistema num primeiro
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momento. Estas simetrias sdo denominadas como simetrias ocultas latentes no contexto
do artigo [ ]. Degenerescéncias induzidas por simetrias latentes podem
ser preservadas mesmo sob uma quebra da simetria rotacional ou outras pertubagées na
estrutura geométrica original. A presenga de degenerescéncias advindas de simetrias 6bvias
e ndo 6bvias podem inclusive determinar a propriedade de integrabilidade de um sistema

dindmico em certos modelos fisicos [ ].

O analogo do trabalho de Uhlenbeck para o hodge-laplaciano A = (d + d*)? ndo é 6bvio e
seu panorama genérico demanda hipéteses adicionais e adaptagdes. Existem alguns avangos
e respostas parciais sobre variedades fechadas de dimensdes 3 e 5, conforme estudado por

Enciso e Peralta-Salas | ], e também por Gier [ 1.

No problema espectral de um operador laplaciano, quando a variedade A admite
um grupo prescrito de isometrias G agindo sobre ela, os auto-espagos necessariamente
devem ser G-médulos para cada métrica G-invariante. Assim, a configuragdo espectral
minima que podemos esperar é que cada auto-espaco seja um G-moédulo irredutivel
ao menos, e a multiplicidade do autovalor correspondente depende do grau deste G-
modulo irredutivel. Portanto, no espago restringido de métricas G-invariantes em A, ndo
podemos esperar que o espectro seja simples na configuracdo genérica. Ao invés disso,
devemos nos perguntar se o espectro é G-simples (real ou complexo), ou seja, se os auto-
espagos sdo G-moédulos irredutiveis (reais ou complexos) para uma métrica G-invariante
genérica. Os G-moédulos organizam as simetrias geométricas dadas pelas isometrias em
G. Se existir transformagdes ndo Obvias (ocultas num primeiro momento) deixando o
espectro invariante, na configuracdo genérica, isto significa que o espectro ndo pode ser
G-simples para uma métrica G-invariante genérica. No contexto dos hamiltonianos em
sistemas fisicos, ndo ter um espectro G-simples genérico pode significar que, na maior parte
dos casos, existem degenerescéncias que ndo sdo induzidas pelas simetrias geométricas
do grupo prescrito G. Assim, o problema espectral pode ter simetrias importantes ndo
6bvias desempenhando um papel essencial na organizacdo dos auto-espagos no panorama

genérico. As degenerescéncias associadas a um auto-espago, neste contexto, podem
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ser classificadas como normais ou acidentais, caso este auto-espago seja um G-moédulo

irredutivel ou ndo, respectivamente [ ]

Ao colecionarmos todas as simetrias dadas por G e por outras possiveis simetrias ndo
6bvias que deixem o espectro invariante para uma métrica G-invariante genérica, estamos
aptos a encontrar um conjunto mais geral de simetrias generalizadas @G, com certa estrutura
matematica, descrevendo o problema espectral mais adequadamente. As simetrias de &7
que ndo pertencem a G' podem ser interpretadas como simetrias ocultas para o espectro no

panorama genérico.

A pergunta sobre a G-simplicidade real do espectro do operador de Laplace-Beltrami
associado a uma métrica G-invariante genérica numa G-variedade M foi formulada dentro
do problema 42 na lista de problemas abertos de Yau | ]. Vale mencionar que
Yau, décadas atrds em sua formulacdo, ja estava ciente de possiveis transformag¢des ndo
6bvias (ocultas, a primeira vista), fora do grupo prescrito de isometrias GG, comutando com

o laplaciano e deixando seus auto-espagos invariantes.

Alguns avangos surgiram desde a formulagdo do problema de Yau. Zelditch
[ ] provou que G-variedades, com G um grupo finito de isometrias cujos
graus de suas representacdes irredutiveis sdo majoradas pela dimensdo de M, possuem a
propriedade genérica do espectro G-simples. Resultados na mesma diregdo também podem
ser encontrados em [ , ], onde os autores, junto
com outras propriedades, mostram que os auto-espacos sdo representagdes irredutiveis
do grupo prescrito de simetrias G para uma métrica G-invariante genérica. Schueth
[ ] provou o problema para uma métrica invariante a esquerda genérica em
certos grupos de Lie compactos G envolvendo produtos de SU(2) e de toros. Apos isso,
Petrecca and Roser [ ] provaram a G-simplicidade do espectro para
um espacgo simétrico compacto de rank 1, da forma M = G/K, e também provaram que o

mesmo resultado ndo é valido para para espagos simétricos irredutiveis de rank > 2.

A resposta negativa da G-simplicidade genérica do espectro para espagos simétricos

de rank > 2 abre caminho para investigarmos possiveis simetrias ocultas (ndo 6bvias)
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responsdveis por explicar ndo G-simplicidade genérica do espectro para estas variedades
altamente simétricas e, mais geralmente, para espacos homogéneos arbitrarios.

Uma outra possivel rota de investigacdo é considerar o mesmo problema formulado por
Yau, porém para generaliza¢des do operador de Laplace-Beltrami e para outros operadores
com caracteristicas similares. Podemos mencionar alguns resultados adjacentes. Para o
hodge-laplaciano, por exemplo, Ikeda e Taniguchi [ ] ja tinham
estabelecido um ferramental algébrico, em 1978, para lidar com os auto-espagos usando a
teoria de representacdes, embora eles tivessem outros interesses especificos. Recentemente,
Semmelmann and Weingart [ ] consideraram a classe dos
standard Laplace operators, e Casarino, Ciatti and Martini [ ] estudaram os
operadores de Grushin.

Em algum sentido, os operadores generalizados desta pesquisa tem caracteristicas
similares as dos operadores mencionados no paragrafo precedente, especialmente a nivel
algébrico abstrato da teoria de representacdes. Sob certas circunstancias e parametros,
tais operadores generalizam os operadores de Laplace-Beltrami e de Hodge-Laplace, e até

mesmo operadores de Casimir.

O que seria “simetria” para nossos propositos?

Nossa pesquisa tem como investigacdo principal o estudo do espectro de operadores
laplacianos, generaliza¢des e similares, sob a presenca de simetrias. Em geral, tais
operadores serdo definidos sobre espagos homogéneos compactos (continuos ou discretos).

Cabe mencionar que a palavra simetria é amplamente usada na matemaética. Por exemplo,
em geometria costumamos usa-la para expressar aplicagdes que preservam determinada
estrutura geométrica (no contexto da geometria riemanniana, isto nos leva a nogao de
isometria). Em alguns tépicos de 4lgebra, simetria é algum tipo de aplicacdo preservando
certa estrutura algébrica. Simetria pode ser ainda um conjunto de aplicagdes que agem sobre

uma determinada funcdo ou operador, preservando alguma propriedade de interesse. E por
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ai vai...

No nosso contexto, uma simetria é qualquer aplicagdo ou transformacdo definida sobre
a variedade dada ou sobre suas estruturas adjacentes responsdveis por deixar os auto-
espacos do operador de interesse invariantes. Para uma métrica G-invariante, o grupo G é
usualmente um conjunto natural de simetrias de natureza geométrica para os auto-espagos.
Neste contexto, podemos considerar o termo simetria oculta como qualquer uma destas
simetrias que ndo sejam 6bvias ou aparentes num primeiro momento, ndo pertencentes a
G, e mesmo assim desempenhando um papel fundamental na descri¢do dos auto-espagos

para uma métrica G-invariante genérica.

Como decidir se existem simetrias ocultas na configuracdo genérica do problema espectral
dado e como encontramos estas transformagdes ndo aparentes? Para motivar e ilustrar
esta questdo, é interessante comentarmos um pouco sobre o grupo de simetrias SO(4) no
problema do dtomo de hidrogénio, o qual se relaciona também ao problema de Kepler
tridimensional e ao problema espectral do laplaciano [ , Ch.9]. No problema
de Kepler, por exemplo, nés esperamos, numa primeira vista, que a conservacdo de certos
niveis de energia sejam descritas apenas pelas simetrias do grupo SO(3), ja que SO(3) é
o grupo conexo natural de isometrias do espaco euclidiano tridimensional. Porém, pode
ser mostrado que existem certos movimentos ndo ébvios em R® que também conservam
estes niveis de energia e que, sob a proje¢do estereografica da esfera S* sem o polo norte,
correspondem a isometrias do grupo SO(4) (o qual tem uma ag¢do padrao sobre S?). Assim,
as transformagdes destes movimentos ndo ébvios podem ser consideradas simetrias ocultas

para este problema fisico.

A busca por simetrias ocultas depende do contexto e de caracteristicas especificas do

problema.
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O problema principal

Pelas discussoes e andlises prévias, podemos formular o seguinte problema geral de
investigacdo, inspirado na formulagdo feita por Yau dentro do problema 42 em sua lista

de problemas em aberto:

Problema Principal: Seja M uma G-variedade conexa fechada, com G agindo
isometricamente sobre ). Considere um operador laplaciano ou algum outro
operador com propriedades similares, indexado por uma métrica G-invariante g e
denote-o por A,. E verdade que, para uma métrica G-invariante genérica g, os auto-
espacos de A, sdo representagdes irredutiveis de G? Caso contrario, existe alguma
estrutura matematica (7 englobando G e possiveis simetrias ocultas descrevendo a
situacdo genérica, dentro do espago das métricas G-invariantes, de modo que o
espectro apresente a menor configuracdo possivel para os auto-espagos em termos

deste conjunto de simetrias generalizado G?

Esta tese pode ser vista como uma sequéncia da evolugdo histérica do problema de Yau
discorrida ha pouco, neste capitulo introdutério. Daremos continuidade especialmente
as investigagdes sobre espacos homogéneos como as que foram feitas nos trabalhos de
[ le] ], cujos principais resultados sdo abordados no

Capitulo 1. Os avangos propriamente ditos sdo tema para o Capitulo 2.

Generalizacoes do laplaciano consideradas nesta
pesquisa

Seja g uma métrica (G x K)-invariante em G correspondendo a uma métrica G-invariante
em um espa¢o homogéneo compacto e conexo M = G/K, e (1,U) uma K-representacdao U
com K-agdo 7. Para uma base g-ortonormal {Y}}, o elemento quadratico ), Y7 pertence a

dlgebra universal envelopante U(g®).
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Pretendemos construir operadores A, 1+, no G-médulo
C%(G, K;U*) = {f € C¥(G,U") | Va € G, Yk € K. f(ak) = 7 (k™) f ()}

usando as ag¢des induzidas pelas representagdes regulares a esquerda e a direita em

elementos da forma ) . Y7 € U (g%). Também assumiremos que U* admite uma forma real

Ug e que o operador complexo que construiremos A, i« admitird uma versdo real A, p:.
Mas especificamente, na Sec¢do 2.3, definiremos, para um grupo de Lie conexo e compacto

G' com métrica invariante a esquerda g, os operadores

Ague ==Y R.(Y;)?: C®(G,U") = C®(G;U"),
J

Aguz ==Y R.(Y})?: C®(G,U;) = C*(G; Ug) ,
J

onde R, : U(g®%) — End (C>*(G;U*))é a extensdo a algebra universal envelopante U(g®) da
representacdo de algebras de Lie induzida pela representagdo regular a direita R : G —
GL (C*(G;U")), meramente tomada como a derivada de R no elemento neutro do grupo G.

Similarmente, ainda na Secdo 2.3, para um espaco homogéneo compacto e conexo M =
G/K com métrica G-invariante normal g, faremos uma leve adaptagdo nos operadores,

definindo-0s como

Ague ==Y L(Y;)?: C¥(G, K;U*) = C¥(G, K; U"),
J

Agus ==Y L(Y;)?: C(G, K; Up) — C*(G, K Up),
J

onde L, é induzido pela representacdo regular a esquerda.

Em ambos o0s casos, quando tomamos U* = C, entdo A, y- coincide com a versdo
complexa do operador de Laplace-Beltrami, a menos de identificagdes. Similarmente, Ay«
corresponde a versao real do mesmo operador.

Para os espacos homogéneos normais, compactos e conexos, podemos considerar a
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decomposicdo g = ¢ & m induzida pelo quociente M = G/K, com representagdo de
isotropia m, e a representacdo p-exterior complexificada U* = A? m*C. Neste caso, conforme
demonstrado em [ 1, Ay~ serd o operador de Casimir e coincidird
com o hodge-laplaciano de M agindo em p-formas diferenciais complexas (a menos de
identificagdes). Similarmente, A, - serd a versao real deste hodge-laplaciano.

A fim de verificarmos que A, - : C(G, K;U*) — C*(G, K;U*) esteja bem definido,
precisamos necessariamente que A,y-f € C®(G,K;U*) para toda f € C®(G,K;U").
Tal condicdo necessdria representa o fato de que A, « comuta com a 7*(K)-acdo em U*
em algum sentido. Assim,a representacdo U* por si s6 produzird certas simetrias ocultas
estruturais comutando com o operador A, y-. Isto deve ter um impacto na configuragao
final dos auto-espacos.

Com isto, o panorama genérico esperado no espago das métricas G-invariantes é que os
auto-espacos de A ;- sejam descritos pelas simetrias geométricas do grupo prescrito G, pela
estrutura algébrica adjacente a representacdo U* e possivelmente outras simetrias ocultas
induzidas por condi¢des inerentes ao problema espectral neste contexto.

A ideia principal a fim de estabelecer o panorama genérico para o espectro de A, -
é controlar as multiplicidades dos autovalores dentro de cada submoédulo irredutivel de
C>(G, K;U*), de modo a serem as menores possiveis. Além disso, é de suma importancia
garantir que G-submoédulos irredutiveis ndo equivalentes do espaco C*°(G, K;U*) ndo
compartilhem autovalores em comum, a menos que eles estejam relacionados por certas

simetrias ocultas nas estruturas adjacentes dos objetos considerados no problema espectral.

Avancos e contribuicoes presentes nesta tese

As grandes contribuicbes desta pesquisa estdo relacionados as perguntas e questdes
adjacentes apresentadas dentro do problema 42 da lista de problemas em aberto de
Yau. Durante as andlises, decidimos a situagdo genérica dos auto-espagos dos operadores

de interesse, organizando-os a partir das simetrias naturais do problema espectral e
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outras possiveis estruturas englobando simetrias ocultas, ndo tdo aparentes num primeiro

momento.

Boa parte dos avancgos histéricos para o problema de Yau, mencionados anteriormente,
foram obtidos para a versdo real do laplaciano. Contudo, por conveniéncia da teoria de
representacdes, vale a pena considerar sua complexificagdo. Acontece que as representagdes
com escalares complexos englobam representac¢des de tipos real, quaternidnico e complexo
puro. A soma direta de uma representacdo de tipo complexo puro com sua dual é também
uma representacdo quaternidnica. O tipo quaternionico estd intimamente relacionado a
categoria das representa¢des com escalares quaternidonicos. Neste contexto, ha uma agdo
padrdo do grupo de quatérnios ()3 sobre o anel quaternionico H. Esta agdo também comuta
com o laplaciano complexificado. Assim, as transformagdes ()s podem ser consideradas
simetrias ocultas neste contexto. Dai, a configuracdo minima para os auto-espacos em um
espaco homogéneo M = G/K com métrica riemanniana G-invariante é que eles sejam ao
menos (Qs x G)-representagdes irredutiveis, sempre que existirem representagdes de tipo
complexo puro ou de tipo quaternidnico. Isso mostra que considerar apenas o grupo G
é insuficiente para organizar todas as simetrias de interesse para os autoespacgos, neste
cendrio. A descri¢do das propriedades enunciadas ha pouco e do procedimento em questao

é a primeira contribui¢do deste trabalho e é apresentada na Segao 2.1.

Nossa segunda contribuigdo reside no estudo do laplaciano em espagos simétricos com
rank arbitrario (e, mais geralmente, sobre espagos homogéneos normais). Na Secdo 2.2,
exibimos um cendrio de configuracdo minima para os auto-espacos do laplaciano destes
espacgos, indexados por métricas G-invariantes. Para isso, buscamos simetrias, até entdo
ndo estudadas, nos reticulados construidos sobre os sistemas de raizes. De certa forma,
esta abordagem se assemelha aquela do artigo [ ], uma vez que os
autores buscam as simetrias ocultas latentes também em reticulados, porém envolvendo
configuragdes quanticas de particulas no contexto deles. Mostramos que estas simetrias
ocultas dos sistemas de raizes podem ser organizadas pela agdo transitiva de certos grupos

combinatérios de transformacgdes ortogonais deslocadas agindo sobre os pesos maiores de
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representacdes irredutiveis com um mesmo autovalor de Casimir.

As contribui¢des que obtemos na sequéncia, nas Segdes 2.3, 2.4 e 2.5, tratam
essencialmente de adaptar as técnicas e métodos obtidos nos resultados anteriores e na
literatura moderna para os operadores generalizados da forma A« e A, 7+, mencionados
anteriormente, incluindo inclusive generaliza¢ées do operador hodge-laplaciano associado
a métricas normais. A fim de obter a configuracdo minima dos autoespagos nestes
novos cendrios para uma métrica G-invariante genérica também precisamos investigar
e organizar novos formatos de simetrias ocultas até entdo ndo considerados, além claro
de organizar as simetrias ocultas j4 mapeadas, como aquelas provenientes do grupo de
quatérnions ()3 ou entdo aquelas presentes nos sistemas de raizes. Cabe chamar uma atencao
especial para a contribui¢do desenvolvida na Sec¢do 2.5, motivada pela necessidade de se
considerar simetrias de naturezas cada vez mais distintas para organizar os autoespacos
dos operadores de interesse. Isto nos leva automaticamente a necessidade de generalizar o
proprio conceito de representagdo. Passa a ser indispensavel criar uma teoria para englobar
representacdes de categorias distintas responsdveis por colecionar todas as simetrias
relevantes e multifacetadas presentes no problema espectral.

Um dltimo conjunto de resultados desenvolvidos em nossa pesquisa é a Segdo 2.6, onde
obtemos analogos do problema principal, até entdo estudados em geometria riemanniana,
porém agora para espagos discretos como os grafos de Cayley ou grafos homogéneos, em
geral.

Cabe mencionar ainda que a forma de interpretarmos, analisarmos e abordarmos os
problemas, além de formular os questionamentos principais e adjacentes, forma por si s6
uma contribuicdo que possibilita diversos pontos de vistas diferenciados para absorver e
alavancar a teoria, fomentando ideias e motiva¢des para dar continuidade em pesquisas
futuras.

Todos os teoremas, corolarios e exemplos do Capitulo 2 foram desenvolvidos pelo autor,

com a devida orientacdo.! A Secdo 2.6 foi desenvolvida de forma colaborativa.’

1Orientageio pelo Prof. Dr. Marcus A.M. Marrocos.
ZA Secdo 2.6 teve colaboracao de Marcus A.M. Marrocos, Lucas R. de Lima e Cristian F. Coletti.



1 Abordagens e resultados modernos

Convengido 1. Todos os grupos de Lie (denotados em geral por G) e espagos homogéneos,
denotados em geral por M = G/K e via de regra com K subgrupo de Lie fechado em G, sdo
assumidos como sendo variedades compactas, conexas e com G-acdo induzida pelas translagoes

a esquerda de (G, a menos de mengdo contraria, ao longo deste capitulo.

Introducao

Estamos interessados no problema espectral de operadores laplacianos e similares,
isto é, a descricdo de seus autoespacos. Laplacianos, em geral, tém a propriedade de
comutar com a a¢do de cada isometria por pullback. Tal a¢do, sobre um dado autovetor
deste tipo de operador, acarreta na produgdo de possiveis novos autovetores, podendo
influir na multiplicidade do autovalor correspondente. Isso faz com que os autoespacos
se organizem em representagdes dos grupos de isometrias referentes aos parametros
geométricos considerados. Se estas representa¢des forem irredutiveis, isto significa que
cada autovalor ndo possui multiplicidades além do que as influenciadas pelas simetrias de
natureza geométrica advindas das isometrias em questéo.

Veremos como expressar laplacianos definidos sobre certas variedades, com parametro
geométrico G-invariante, em termos de representa¢des regulares induzidas por transla¢des
de G. Isto nos permitira estudar a restricdo do operador a cada componente V-isotipica,
com V uma representacdo irredutivel de G, a qual é um espaco vetorial de dimensdo finita.
Deste modo, o problema espectral recai em &lgebra linear de dimensao finita, via estudo

de polindmios caracteristicos. No fim das contas, precisamos apenas colecionar todas estas

13
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restri¢ces e ver a “cara” final de cada autoespaco. Dito de outra forma, o problema espectral
recaird na andlise comparativa entre a decomposi¢do L? em autoespacos do laplaciano e a
decomposi¢do L? das componentes isotipicas das representagdes irredutiveis do grupo de
interesse. A primeira decomposi¢do mencionada é obtida por andlise funcional usual e a
segunda é obtida pela constru¢do do Teorema de Peter-Weyl.

Diversos trabalhos tém caminhado na direcido da abordagem descrita acima.
[ ] expressa o operador de Laplace-Beltrami A,, para uma métrica invariante
a esquerda g num dado grupo de Lie compacto G, em termos da representacdo regular
induzida pelas translacdes a direita R : G — GL(L*(G,C)). No caso, verificamos a

identidade

para uma dada base g-ortonormal {Y;} C g. Como consequéncia, A, pode ser estudado
isoladamente em cada componente (II, V)-isotipica de L?*(G, C), bastando apenas analisar o

espectro de operadores da forma

[ ] apresentam uma generalizagdo da construgdo acima para
espagos homogéneos da forma M = G/K, munidos de métricas G-invariantes. A
diferenca essencial é que devemos analisar as componentes isotipicas de L*(G/K,C) ao
invés de L*(G,C). Contudo, é bem conhecido que L*(G/K,C) se identifica como uma
sub-representacdo de L*(G, C) e as componentes isotipicas que devem ser consideradas sdo
aquelas provenientes das representagoes irredutiveis esféricas, isto €, representagoes (II, V)
tais que o subespago VX := {v € V | k-v = v, Vk € K} é ndo trivial. Sendo assim,
a construgdo de [ | se transfere de maneira muito bem comportada para este

contexto. Aqui, a andlise espectral recai no estudo de operadores da forma

Ay == Y (L) VRS vE

j>dim K
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onde {Y;},. 4, x € uma base ortonormal de m expressa por restricdo de uma base ortonormal
{Y;}{Im¢ de g, na decomposicdo g = ¢ @ m induzida pelo par algébrico (G, K) a partir de
uma métrica G-invariante.

Quando as métricas consideradas tém natureza bi-invariante entdo o operador de
Laplace-Beltrami se manifesta, em cada uma das constru¢es precedentes, como um
elemento de Casimir. Este, por sua vez, possui autovalor com férmula explicita sobre cada
representacdo irredutivel, dependendo apenas do peso maior correspondente — a famosa
formula de Freudenthal.

As ideias discutidas anteriormente sdo essencialmente o contetido da Segéo 1.1.

Na mesma linha de raciocinio sobre a descricio de operadores por meio de
representac¢des algébricas, quando tomamos A, como o hodge-laplaciano podemos citar
[ lel ]. Nestes trabalhos, A, é expresso em termos
de elementos de Casimir agindo sobre formas diferenciais em certos espagcos homogéneos.

Exploraremos esta temadtica na Se¢do 1.2.

1.1 Laplaciano em espacos homogéneos com métricas

G-invariantes

Nesta secdo, seguiremos de perto a constru¢cdo dos operadores de Laplace-Beltrami
considerados por [ ] (0s quais referiremos nesta se¢do simplesmente
por “laplacianos”). A organizacdo tedrica deste artigo generaliza o critério para
grupos de Lie estabelecido por [ ], porém para uma classe maior de
variedades: espacos homogéneos com métricas G-invariantes. A diferenca crucial dos
trabalhos citados estd no conjunto de exemplos que os autores se propdem a investigar:
[ ] considera grupos de Lie compactos munidos de métricas invariantes a
esquerda; [ ], por outro lado, aplica o critério a espagos simétricos,
considerando métricas com natureza bi-invariante, em esséncia.

O principal resultado desta se¢do é o Teorema 1.1.17 (e suas aplicagdes).
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Expressando o laplaciano em termos de representacoes

translacionais

Seja M = G /K um espago homogéneo conexo e compacto (com G compacto), munido da
(G-agdo induzida pelas transla¢des a esquerda e de uma métrica G-invariante g.

Sabemos que ¢ corresponde a um produto interno Adg-invariante (-,-) definido
sobre g (estendendo-se unicamente a um produto interno hermitiano na &lgebra de Lie
complexificada g®). Este produto interno induz uma decomposicdo ortogonal g = ¢ & m
(isto é, m = £+).!

Sabemos ainda, pela construgdo da reciprocidade de Frobenius, que C*(G/K,C) se
identifica como o G-médulo C®(G, K;C) = Ind$. C, com agdo induzida pelas translacdes
a esquerda.’

Dai, a menos de isomorfismos candnicos, o operador de Laplace-Beltrami A, para M, é
um operador que age sobre C>(G, K'; C) (ou, se preferir, ele age sobre L?(G, K'; C), usando
completamentos e andlise funcional usual). Nesta situac¢do, o laplaciano pode ser expresso
em termos da representagdo regular a direita R : G — GL(L?*(G,C)). Visto de outra 6tica,
podemos vé-lo a partir da representacdo induzida R. : g — gl(L*(G, C)) (ou ainda, usando
outro formato, em termos da extensdo R, : U(g®) — gl(L*(G,C)) a algebra de Lie universal

envelopante U(g®)), conforme resultado seguinte:

Proposicao 1.1.1. * Seja M = G/K com métrica G-invariante g correspondente a produto interno
Ad(K)-invariante (-,-) para g (conforme pardgrafos precedentes) e decomposicio ortogonal g = ¢ & m.
Suponha que {}/j};h:niG é uma base ortonormal de g, de modo que o subconjunto {Y;};>dim x é uma
base ortonormal para m. Entdo, a menos de identificagdes canonicas, o operador de Laplace-Beltrami (ou
simplesmente laplaciano) A4 satisfaz, para toda f € C*>(G, K;C),

d2
Nf== D -3

j>dim K

Rl ()7

Ver Segdo A.2, para o contetido deste pardgrafo.
2Aqui, enxergamos C como a K-representacdo trivial. Para mais detalhes, ver Secdo A.3.
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Ou ainda, A, : C*°(M,C) — C*°(M, C) se identifica como o operador

Ag=— Y (RY;)*:C™(G,K;C) - C™(G,K;C)

j>dim K

Ver [ ,Sec.1] e [ , Sec.2].

Seja G um conjunto completo de representagdes irredutiveis de G, duas a duas ndo
equivalentes. Denote por Gk o subconjunto das representagdes de G que sdo esféricas com
respeito ao par (G, K) (isto é, formada pelas V' € G tais que dim VE > 0).

E bem conhecido que L*(G,K;C) =~ L*(G/K,C) define uma sub-representacio de
L*(G,C) (com a acdo L induzida pelas translagoes a esquerda L). Além disso, pelos
teoremas de Peter-Weyl e de reciprocidade de Frobenius, sabe-se que L*(G, K, C) admite

uma decomposi¢do em soma de Hilbert da forma

onde a componente V*-isotipica Isot,(V*) de L*(G, K;C) é isomorfaa VX @ V*.2
Aliando esta decomposigdo a Proposigdo 1.1.1, temos um indicio de que o laplaciano
A, pode ser descrito em termos dos operadores (IL.(Y;))?, para as representacgoes (II,V)

variando no conjunto G'x. Esta ideia nos motiva a definir os seguintes operadores:

Definicao 1.1.2. Seja (I, V) € Rep(G,C) e {Y;} uma base de g como na Proposicdo 1.1.1.
Definimos:
AY == (L) : V=V
J
e a restricdo AV = AV lyx.

Pelas consideragdes e condigdes apresentadas hd pouco, veremos que é possivel descrever
o operador de Laplace-Beltrami A, em cada componente isotipica, relacionando-o aos

operadores da Defini¢do 1.1.2, conforme contetido do préximo resultado.

3Ver Secdo A.3. Neste caso, VX @ V* tem a G-acdo tensorial, onde a G-agdo de VX é trivial e a G-acdo de V*
é adual a G-acdode V.
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Proposicao 1.1.3. ? Considere as mesmas condigdes da Proposicdo 1.1.1 e Isotr(V*) a componente

(IT*, V*)-isotipica do espaco L*(G, K; C), munido da agdo induzida pelas translacdes a esquerda. Entdo

1. Ag(Isotr,(V*)) C Isot, (V*) e imAY™ < VK. Em particular, os operadores

Ag : Isotp (V™) — Isotp (V™)

A;/K VE S K

estdo bem definidos.

2. O isomorfismo Isot; (V*) ~ VE @ V* induz a sequinte identificagio de operadores:

Aglrsot, (v=) = A;/K id: VEoVv* s vEgv*.

3. Paratodan e (V*)Kev e VK, (Agv*)Kn)(v) = n(A};Kv).

Wer [ , Sec.1] (compare também com [ , Sec.2]).

A ultima proposicdo acarretard em algumas consequéncias interessantes sobre o espectro
de Ay, numa anélise que basicamente recai em &dlgebra linear elementar. Primeiramente,
notamos que A, nada mais é do que uma disposi¢do de blocos (numa “diagonal infinita”)
correspondentes as componentes isotipicas de L?(G, K;C). Dai, o espectro de A, restrito
ao “bloco” VF @ V* depende apenas do espectro de A;/K. Mais especificamente, se A
é um autovalor de A;/K, com multiplicidade m,, entdo A é um autovalor de Ao, (v+) €
este tltimo possui A-autoespago isomorfo a (V*)®"*. Discorremos mais sobre este tipo de

problematica adiante.

Decidindo se uma dada métrica G-invariante é G-simples

Novamente consideraremos M = G/K compacto conexo, com G-agdo induzida pelas
translagdes a esquerda de G. Fixe uma métrica G-invariante g e, por um abuso de notagao,
denote também pelo mesmo simbolo g seu produto interno Ad x-invariante correspondente

em g. Assim g induz uma decomposic¢do ortogonal g = ¢ @ m.
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Definicao 1.1.4. Dizemos que um operador linear, definido sobre uma G-representacdo V, é
G-simples (ou, se preferir, que tem espectro G-simples) se seus autoespagos sdo sub-representagdes
irredutiveis de V.

Diremos que a métrica g (ou que o laplaciano A,) é G-simples complexa(o) (resp. G-simples real)

se A4, visto como operador sobre C*°(G, K; C) (resp. sobre C*°(G, K;R)), é G-simples.”

"Note que C*® (G, K;R) := C=(G, K;C) N C*(G,R). Note também que ndo faz qualquer diferenca trocar “C>” por “L2”
nesta defini¢ao, visto que as autofungdes de A, sdo sempre suaves, de qualquer maneira.

Colecionando os autoespacos de todos os operadores Agliot, (v+), para V* € Gk,
poderemos estabelecer um critério para determinar a G-simplicidade da métrica g. Pelo
contetido da Proposicdo 1.1.3, este estudo recai na determinacdo do espectro dos operadores

A;’K. Eis alguns desdobramentos:

Proposicio 1.1.5. “ Seja V € G . Valem:

1. X é autovalor de Ag|er, (v+) se, e somente se, A é autovalor de A;/K. Mais ainda, se \ tem
multiplicidade m(\) com respeito ao operador A;/K, entdo o autoespago Isot,(V*), para o operador

Alfsot, (v, € isomorfo a (V*)@m),
2. Aglgsot, (v+) tem espectro G-simples se, e somente se, A;/K tem espectro simples.

s\ K
3. A‘;K e Aév ) possuem mesmos autovalores e multiplicidades.

P .y o ~ 1%
4. Se V é de tipo quaternionico, com aplicagdo de estrutura J, entiio os autoespagos do operador A

~ . . K . ~
sio J-invariantes. Consequentemente, cada autovalor de A} tem dimensio par.

Ver [ , Sec.1] (compare também com [ , Sec.2]). Os trés primeiros itens podem ser obtidos em
termos da Proposigdo 1.1.3 da seguinte forma: os dois primeiros itens sdo consequéncias imediatas do fato de que Ag|isor(v*)
se identifica como A;’K ® id; o terceiro item segue do fato que para toda n € (V*)¥, vale que AX*T]\VK =mno Ag|vK.

O quarto item tem a ver com as propriedades algébricas das representacdes de tipo quaternidnico, as quais se identificam,

categorialmente, como representagdes com escalares em H, dobrando a dimensédo quando vistas sobre C (lembramos ainda que

J é G-equivariante anti-linear).

O dltimo item da proposigdo precedente também vale para uma V' € Rep(G, C) de tipo

quaternidnico qualquer e seu argumento reside no lema seguinte:



Diego Sousa de Oliveira 20

Lema 1.1.6. Sejam V € Rep(G, C) e j a aplicagio de estrutura de V @ V. Entio
K vk N vas N el
1. v e V\* se, e somentese, v € V' . Deste modo, (V* @V )\, =V*®V,.

KoK . —K —=K - .o .
2. AV"EV comutacom j: VK @V = VE @V eseus autoespagos sdo j-invariantes.

Demonstragio. (1) Por construcdo, lembramos que V e V coincidem como conjuntos e sdo isomorfos
vetorialmente. Um dado produto interno unitario de V, induz um G-isomorfismo musical da forma

b:V — V*cominverso f: V* — V. Por [ , Sec.1], temos
*\ K K K
AV (o) =bvo AY" =bh(AY " v)

(a tltima igualdade é simplesmente pelo fato do operador ser hermitiano). Deste modo, compondo
com f a esquerda, temos que o operador A;/K : VE — VK ¢ essencialmente identificado, a menos de
isomorfismos, como o operador
vE DK =K =K
AV =AYV T SV
0 que prova o primeiro item.

(2) Seja A um autovalor arbitrario de A;/K etomeu € VEewv € Vf\(. E bem conhecido que a

aplicacdo de estrutura em V &V pode ser tomada de modo a satisfazer j(u,v) = (—v,u) parau,v € V

arbitrérios (ver [ , Sec.I1.6]). Assim,
AV ) = (~AY 0, AT )
= A—v,u)
= /\](U,’U)
— 0w, )

=AY, AT )

. KoK
= JA, Y (u,0)
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Corolario 1.1.7. * Se (G, K) admite alguma representacio V. € G de tipo complexo ou de tipo

quaternionico, entdo g nio é G-simples complexa.

Wer [ , Sec.1] (compare também com [ , Sec.2]). Este resultado pode ser facilmente lido, a
partir da Proposicdo 1.1.5 da seguinte forma: se V é de tipo complexo, entdo as componentes isotipicas de V' e V* sdo ortogonais,

. - < K . ~
porém produzem os mesmos autovalores para Ag; se V é de tipo quaternidnico entdo cada autovalor de A} tem dimens&o
par e, portanto, multiplicidade > 2.

O corolério precedente nos mostra que a existéncia representa¢des de tipo complexo ou
quaternidnico forma uma obstrucao para G-simplicidade complexa da métrica G-invariante
g. Esse tipo de obstrugdo ndo existe para o estudo da G-simplicidade real, conforme
comentaremos um pouco no paragrafo seguinte, ainda de forma intuitiva num primeiro
momento.

Sabemos que, em ambos os casos, a soma direta V' & V* é a complexificacdo de
um tnico G-médulo irredutivel U com escalares reais.* Assim, se intersectamos cada
subespago de C(G, K;C) com C*(G, R), em cada etapa da construgdo, entdo o G-médulo
Isot. (V) @ Isot,(V*) recai em uma unica componente isotipica Isot,(U) com escalares
reais, em C*(G, K;R). Isso faz com que as multiplicidades pares dos autovalores nas
componentes isotipicas de representacdes de tipo quaternionico caiam pela metade, ao
efetuar a passagem para escalares reais. Similarmente, para o caso de tipo complexo,
as componentes isotipicas ortogonais de V e V*, que produzem mesmos autovalores,
recaem em apenas uma componente isotipica, na passagem para escalares reais. Logo,
os empecilhos que ocorriam para G-simplicidade complexa no Corolédrio 1.1.7 ndo sdo
empecilhos para a G-simplicidade real da métrica g.

Diante das circunstancias, voltaremos nossa atencdo para a obtencdo de um critério que
decida a G-simplicidade real da métrica G-invariante g. Pelos comentdrios feitos hd pouco,
é desejavel considerarmos as componentes isotipicas de uma dada representacdo V' e de sua

dual V*, simultaneamente, motivando-nos a seguinte definicdo:

“Ver Proposicdo A.1.18.
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Defini¢ao 1.1.8. Dados Vi,...,V} € G, denotamos por Isotr(V*,..., V) o G-submoédulo

k
Isot, (V") de C*°(G, K; C) (munido da agéo linear L). Definimos ainda
j=1

Isoty (Vi*, ..., Vi) :=TIsotr (V{',..., V) N C®(G,R) ,

visto como G-mddulo com escalares reais.

Observagio 1.1.9. Note que, dada V' € Gk,

Isotz,(V*), se V é de tipo real ou quaternionico
Isot; (V,V*) =

Isotr,(V*) @ Isotr,(V), se V é de tipo complexo

e, além disso, Isot, (V, V*) é a complexificagdo de Isot} (V, V*).

A passagem para o estudo da G-simplicidade real de g estd contida, essencialmente, no

contetido da préxima proposicao:

Proposicao 1.1.10. * Seja V € Gk. Defina &y := Isots (V,V*). Entdo Ay(Ev) C Ey. Além disso,
Agle, tem espectro G-simples real se, e somente se, para todo autovalor A de A‘Q/K, com multiplicidade
m(\), vale que

1, se V' éde tipo real ou complexo

m(A) =
2,se 'V é de tipo quaternidnico

Ver [ , Sec.1].

A partir daqui, obtemos o seguinte critério:
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Proposicao 1.1.11. * A métrica G-invariante g, de M = G /K, é G-simples real se, e somente, sio as

satisfeitas as sequintes condicdes simultaneamente:

~ K K
1. Para todas V1, Vo € Gk, com Vi 2 Vo, V', vale que os operadores A;fl e AXQ ndo compartilham

nenhum autovalor.
2. ParatodaV € G, de tipo real ou complexo, A;’K tem espectro simples.

3. Paratoda V € G, de tipo quaternionico, cada autovalor de A};K tem multiplicidade 2.

Wer [ , Sec.1] (compare também com [ , Sec.3]).

Na préxima etapa do texto, enunciaremos um critério similar, porém levando em conta a

situacdo genérica dentro do espago de métricas G-invariantes.

Decidindo a situacao genérica para a G-simplicidade do espectro

Seja M = GG/ K compacto conexo, com G-agdo induzida pelas transla¢des a esquerda de G.
Fixemos gy um produto interno Adg-invariante em g e tome a decomposic¢do go-ortonormal
g = £® m, ou seja, m = £ com respeito a go. Em particular o produto interno gy, restrito a
m, é Adg-invariante. Fixemos ainda uma base {Y;} go-ortonormal para g tal que {Y;};>dim i
é base de m.

E bem conhecido que as métricas G-invariantes de M estio em correspondéncia com os
operadores x € GL(m) que satisfazem: (i) x é Adg-equivariante; (ii) x é go-simétrico com
autovalores positivos. Mais especificamente, dado x € GL(m) satisfazendo (i) e (ii), temos
que o produto interno g,, := go(k'(+), - ), definido sobre m, corresponde a uma tinica métrica

G-invariante sobre M, também denotada por g, (usando um pequeno abuso de notagéo).’

Definic¢ao 1.1.12. Consideramos os seguintes subespagos topolégicos de GL(m):

sym, (m) := {xk € GL(m); xk é Adg-equivariante simétrico}

sym};(m) := {k € sym,(m); todos os autovalores de x sdo positivos}

5As correspondéncias desse pardgrafo podem ser consultadas no Teorema A.2.2.



Diego Sousa de Oliveira 24

Escrevemos A, := A, , AY = Ag}; e AZK = A;/;K, para todo x € sym};(m).
Considere (x;;) a matriz de x na base gp-ortonormal {Y}};>dimx. Dados k € sym, (m) e

(IL, V) € Rep(G, C), definimos

DV(k):=— Y kLY Y;): VK 5 VE,
i,j>dim K
enxergando IT, como o homomorfismo estendido I, : U(g®) — gl(V). “
Tais operadores induzem uma aplicagdo DV (:) : sym,(m) — End(VX). A partir desta,
definimos também a aplicagdo py : sym,(m) > x — py(x) € C[t], tal que py (k) é o polindmio

caracteristico de D" (k).

?Nessas condigdes, vale que 1, (Y; - Y;) = IL. (Yi)IL. (Y5).

Note que, por construgado, para todos x € sym}.(m)e V' € Gk, temos DY (k) = AV".
Identificando o conjunto das métricas G-invariantes de M = G/K como sendo
sym;.(m), podemos definir formalmente o que queremos dizer com a frase “o laplaciano

é genericamente G-simples”.

Definic¢ao 1.1.13. Dizemos que o laplaciano é genericamente G-simples real (resp. complexo) se
o subconjunto {x € symj(m); A, é G-simples real (resp. complexo)} é residual em sym}; (m).

Neste caso, dizemos que M possui métrica G-simples real (resp. complexa) genérica.

Lema 1.1.14. * Existe uma aplicagdo, denominada resultante e denotada por res : C[t] x C[t] — C, tal

que para quaisquer polindmios complexos p,q € Clt], vale que

1. res(p,q) =0 < pe q possuem algum zero em comum.

2. res é uma aplicagdo polinomial, isto é, cada escalar res(p, q) é um polindmio (em vdrias varidveis)

nos coeficientes de p e q.

3. (V¢ >1) res (p, %p) =0 <& padmitealgum zero de multiplicidade > ¢ 4 1.

Ver [ , Sec.3] ou [ , Sec.1].
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Defini¢ao 1.1.15. Tomemos res : C[t] x C[t] — C como no Lema 1.1.14. A partir desta, dadas
UV € @, construimos ainda aplicagdes ay,y,by,cy : sym, (m) — C, definidas para cada

K € sym . (m) por:

avy (k) = res(pu(k),pv(K))

by (k) = res (pv(ﬁz), %pv(lﬁl))

cv (k) res (py (x), fzpy (x) )

+ ot A+ + x - : +
e ajry, by, oy symj.(m) — C sdo as restricdes de ay,y, by e cy ao conjunto symj; (m),

respectivamente.

Neste viés, o critério estabelecido pela Proposigdo 1.1.11 pode ser relido por:

Proposi¢do 1.1.16. * Dado € sym}.(m), entdo A, é G-simples real se, e somente se, sdo satisfeitas as

seguintes condigdes simultaneamente:

1. Para todas U,V € @K, comU 2 V,V*, vale que ay v (k) # 0.
2. Para toda V € Gy, de tipo real ou complexo, vale que by (k) # 0.

3. Paratoda V € G, de tipo quaternionico, vale que cy () # 0.

Ver [ , Sec.1] (compare também com [ , Sec.3]).

. . ~ + + + ~ P .
Assim, os zeros das aplicagdes a; ,, by, ou ¢y, representam obstrugdes para que as métricas
correspondentes sejam G-simples reais.
. + ’ . ~ ,
Observamos que o conjunto symj:(m) é um aberto de sym,.(m). Como a aplicagdo ay.yv é
polinomial, entdo ela é identicamente nula se, e somente se, sua restri¢do ao aberto sym;; (m)
¢é identicamente nula, isto é, se, e somente se, a;}_v é identicamente nula. Em particular, se
existir & € sym,.(m) tal que ayy (k) # 0, entdo af;,, ndo pode ser identicamente nula. Um
efeito totalmente andlogo ocorre para as aplica¢des by e cy.
Pelas consideragdes precedentes e pelo fato de Gk ser no maximo enumerdvel, temos que
os itens 1, 2 e 3 da Proposigdo 1.1.16 podem “falhar” no maximo na unido enumeravel de

zeros polinomiais.
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A fim de estabelecer a situacdo genérica, a ideia é garantir que as aplicagdes a;;y, by,
e c‘J; ndo sejam identicamente nulas (o que equivale a dizer que ayy, by e ¢y ndo sdo
identicamente nulas), notando que os possiveis enumeraveis zeros polinomiais violando
algum dos itens do critério formam um subconjunto magro A/, em sym/; (m) (logo, magro em
sym, (m)). Deste modo, o complementar sym/.(m) — A serd residual e fornecera exatamente

as métricas onde a G-simplicidade dada pelo critério funciona.

Juntando todas as anélises, chegamos a um critério mais robusto:

Teorema 1.1.17. * Existe uma métrica G-simples real para M se, e somente se, 0s seguintes itens sio

simultaneamente satisfeitos:

1. Para todas U,V € CA}K, com U 2V, V*, vale que ay,y nio é identicamente nulo.
2. ParatodaV € G K, de tipo real ou complexo, vale que by nio é identicamente nulo..

3. Paratoda V € G, de tipo quaternionico, vale que vale que cy ndo é identicamente nulo.

Mais ainda, a existéncia de tal métrica equivale a dizer que o operador de Laplace-Beltrami em M é

genericamente G-simples real.

Wer [ , Sec.1] (compare também com [ , Sec.3]).

Note que os itens 1, 2 e 3 do teorema enunciado ha pouco sdo mais flexiveis do que os itens
1, 2 e 3 da Proposigdo 1.1.16. De fato, no teorema, temos um conjunto maior (em relacdo a
proposigdo) que podemos por o critério a prova — o conjunto sym,.(m) — enquanto que, na
proposicdo, a verificacdo do critério fica restrita ao aberto sym;.(m).

A seguir, vemos que o critério apresentado pelo teorema se adapta facilmente ao cendrio
em que consideramos quocientes por subgrupos discretos centrais no espago homogéneo

em questao.
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Lema 1.1.18. ? Seja ' um subgrupo discreto de Z(G). Defina G' := G/T, K' := K/(KNT)e
considere o espago homogéneo M' := G’ /K'. Se o laplaciano em M é genericamente G-simples real entio

o laplaciano em M' é genericamente G'-simples real.

Wer [ , Sec.1] (compare também com [ , Sec.4]).

Aplicacoes do Teorema 1.1.17

A seguir, veremos algumas aplica¢des do Teorema 1.1.17, verificadas recentemente.

Aplicacao 1: métricas invariantes a esquerda em certos grupos de Lie

compactos
[ ] verificou o critério dado pelo Teorema 1.1.17 para certos grupos de

Lie compactos G munidos da G-agdo induzida pelas translagdes a esquerda, ou seja,

considerando o universo das métricas invariantes a esquerda, conforme enunciado a seguir:

Teorema 1.1.19 ([ ). * Considere G um grupo de Lie compacto munido da G-agio
transitiva induzida pelas translagdes a esquerda. Entdo o laplaciano é genericamente G-simples real para

grupos da forma

(SU(2) x ---x SU(2) xT") T,

onde I' é um subgrupo discreto central. Em particular, para uma métrica invariante a esquerda genérica

g, 0 laplaciano A4 é G-simples real para G € {SU(2),T",SO(3),U(2), SO(4)}, por exemplo.

TVer [ , Sec.4].

Aplicacao 2: espacos simétricos compactos

[ ] aplicaram o critério do Teorema 1.1.17 sobre espagos simétricos
compactos dividindo a andlise em dois casos, essencialmente: (i) espagos simétricos de

rank igual a 1 (e produtos destes) ; (ii) espagos simétricos de rank > 2 (que ndo podem ser
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expressos como produtos de espagos simétricos de rank 1). O critério d4 um retorno positivo

para os espagos da classe (i) e um retorno negativo para os espagos da classe (ii), conforme:

Teorema 1.1.20 ([ ). ? Seja M = G/K um espago simétrico compacto.

1. Suponha que M é irredutivel como espago simétrico. Entdo o laplaciano em M é genericamente
G-simples real se, e somente se, rank(M) = 1. Em particular, os tinicos grupos de Lie simples e

compactos G que admitem métrica bi-invariante (G x G)-simples real genérica sio os de rank 1.

2. Se M pode ser expresso como um produto cartesiano de espagos simétricos compactos de rank1,

entdo o laplaciano em M é genericamente G-simples real.

3. Para M = G ~ G/{e}, munido de uma métrica bi-invariante g arbitrdria e da G-agdo transitiva

bilateral, vale que A, nio é G-simples real.

Ver [ , Intro e Sec.2].

E curioso que existam exemplos de variedades compactas com simetrias prescritas por um
grupo G que, mesmo apoés organizadas em G-representagdes irredutiveis, o laplaciano ndo
seja genericamente G-simples real. Exploraremos, por exemplo, onde estd a “falha” que faz
com que critério dé um retorno negativo na situacdo descrita pelo item 3 e também no caso
dos espagos simétricos compactos irredutiveis de rank > 2 (este tltimo caso se relaciona,
essencialmente, com uma manifestacdo direta de propriedades algébricas inerentes aos

sistemas de raizes correspondentes).

Aplicacao 2A: entendendo a “falha” em espacos simétricos

irredutiveis de rank > 2

Assuma M = G/K espago simétrico irredutivel, simplesmente conexo, compacto e com
rank > 2. Suponha que (a, Ry;) é o sistema de raizes de m e (t, R;) é o sistema de raizes de
g (ver Definicdo A.2.7 e Teorema A.2.8). Os detalhes da argumentacdo a seguir podem ser
consultadas em |[ , Sec.2].

Lembramos que g estd munida de um produto interno Adg-invariante g, que induz
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decomposicdes ortogonais g = ¢t @ me t = a; @ a. Denote V# a representagdo com peso

maior p. Nesta configuragdo, segue do teorema de Cartan-Helgason que cada operador
1\ K ~

Afﬂw ) ,com V* € G, é a restricdo do elemento de Casimir de V* a (V#)X, com autovalor

de Casimir dado por

Cp = €k - gO(:u + 257 /“L) )

onde J é a meia soma de raizes positivas de R, e e, é um escalar real positivo. Note que,
definindo

a, = go(p+ 6, p+ )"/

temos que a, = a, se, e somente se, ¢, = c,. Caso existam V*, V? € Gg,com V# 2V (VF)*,
tais que a, = a,, entdo temos automaticamente que o primeiro item do Teorema 1.1.17 falha.

De fato, é justamente isso que acontece em rank > 2, conforme proposigdo seguinte:

Proposicao 1.1.21. “ Nas condigdes descritas anteriormente, vale que:

1. Se rank(M) > 3, entdo existem VF VP € G K e uma go-isometria linear do sistema de raizes
¢ :a — atais que: (i) V* 2 VP (VP)*; (ii) se § é a componente go-ortogonal de & sobre m, entdo

G(6) = &; (i) p(u) = pea, = a, (ou seja, c, = c,).

2. Se rank(M) = 2, entio existem VF, VP € Gk, com V¥ 22 VP (VP)* tais que a,, = a, (ou seja,
cu = ¢p) e, neste caso, 0s pesos maiores |1 e p ndo necessariamente estdo relacionadas por uma

isometria ¢ : a — a do sistema de raizes.

7 L . .
Ver [ , Sec.2]. Para o primeiro item, os autores fornecem um argumento geral, enquanto o segundo item é
feito caso a caso, usando a teoria de classificagdo de espacos simétricos de rank 2.

Aplicacao 2B: entendendo por que, sobre G, nenhuma métrica

bi-invariante pode ser G-simples real

Considere a agdo bilateral G x G > (z,y) — 7,1 0 {,(y) € G (assuma, por hora, que
Z(G) = 0 a fim de que esta agdo seja efetiva, apenas para simplificar as ideias expostas a
seguir). Entdo as métricas G-invariantes, com respeito a esta acdo, s precisam prescrever

como simetrias os difeomorfismo da forma r,-1 o ¢,, os quais devem comutar com o
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laplaciano, considerando a agdo por pullback de Diff(G).

Porém, toda métrica G-invariante, neste contexto, é também (G x G)-invariante (bi-
invariante), o que implica que os difeomorfismos da forma r,-1 of,, com z,y € G arbitrarios,
também comutam com o laplaciano. Ou seja, usando G para prescrever as simetrias,
automaticamente ganhamos um grupo maior G x G de simetrias existentes. Deste modo, as
representac¢des de GG ndo sdo suficientes para organizar todas as simetrias que comutam com
laplaciano para as métricas de interesse. Por esta andlise, devemos considerar entdo pelo

menos (G x G)-representagoes.

Suponha que G = (G x G)/AG é um grupo de Lie compacto simples. Pelo Teorema 1.1.20,
s0 podemos esperar que uma métrica (G x G)-invariante genérica seja (G x G)-simples real,

caso rank(G) = 1.

Assuma rank(G) = 1, G’ :== G x G e K’ := AG. Entdo CT’;, —{V*eV: Ve G}
(isto decorre imediatamente do fato que (Vi ® V)X ~ Homg(V}, V3), junto ao lema de
Schur). Dai as componentes isotipicas da agdo de G’ que aparecem na decomposi¢do
de Peter-Weyl em L?*(G,C) sdo (a menos de equivaléncias) da forma V* ® V, com
V € G. Para métricas bi-invariantes, o laplaciano em cada uma dessas componentes
isotipicas é expresso como o elemento de Casimir da representagdo correspondente e,
portanto, possui um tnico autovalor. Ou seja, garantindo que componentes isotipicas
distintas fornecam autovalores distintos, entdo cada autoespago corresponde exatamente
a uma dessas componentes isotipicas. Assim, ao final do processo, teremos o laplaciano
genericamente (G x G)-simples real. Isso é sempre verdade nesta configuracdo, conforme as

andlises de [ ].

Por outro lado, visto como G-mdédulo (agdo bilateral), cada componente isotipica (a qual
corresponde a um autoespago de uma dada métrica G-invariante arbitradria) da forma V*®V
nunca € irredutivel e, portanto, ndo podemos esperar, de modo algum, que o laplaciano seja

G-simples real.
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1.2 Laplacianos mais gerais com métricas G-invariantes

Uma das perguntas que norteiam esta tese é a seguinte: dado um operador laplaciano
mais geral (como o hodge-laplaciano, por exemplo), indexado por métricas G-invariantes
em espacos homogéneos da forma G/ K, existe um critério andlogo ao do Teorema 1.1.17?

Nesta se¢do, estudaremos tais operadores bem como suas propriedades algébricas basicas
e possiveis relagdes com a teoria de representa¢des, similares as que obtivemos na Segdo
1.1 para o operador de Laplace-Beltrami. Tal estudo serd ttil para abordarmos a questdo
enunciada ha pouco, no capitulo seguinte.

Essencialmente, seguiremos as abordagens presentes em [ I
[ lel ]. Assuma M = (/K um espago homogéneo conexo, com
G compacto semi-simples (a menos de mengdes contrérias). Fixemos entdo uma métrica
riemanniana G-invariante arbitrdria ¢ em M. Entdo g corresponde a um produto interno
Adg-invariante em g, o qual, por um pequeno abuso de notagdo, também denotamos por g.

Assim, g induz uma decomposigdo ortogonal g = £ @ m.

Operadores em secoes de fibrados da forma £/ = G xx U

Suponha U € Rep(K,C) munido de um produto interno (hermitiano) K-invariante (-, -).

Construindo a K-agdo a direita sobre G x U, dada por
(z,u) - k= (zk, k7" u),

para todos k € K e (z,u) € G x U, entdao obtemos o espaco de érbitas G x x U. Um elemento
de G x g U é uma K-6rbita de um dado elemento (z,u) € G x U, a qual é denotada por
[z, u]. Podemos entdo construir um fibrado com espaco total G x x U, espago base M = G/K

e fibras unitariamente isomorfas a K-representacdo U, dado pela projecdo

pr: G xgU>[z,ul— 2K € G/K
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(a qual é uma submersdo para uma tinica estrutura diferencidvel sobre G x i U). Este fibrado
é denotado simplesmente por £ = G' xx U e o espago de suas se¢des (suaves) é denotado
por I'°(E).

Revisando a Defini¢do A.3.3 e o Teorema A.3.4, podemos definir uma G-a¢do dada por
(Ly - 8)(yK) == - s(z7'yK)

para todos z,y € G e s € I'°(E), de modo que o espago de se¢des ['°(E) é equivalente
ao G-médulo Ind%(U) = C=(G, K; U) (com G-agio induzida pelas translacdes a esquerda).

Esta equivaléncia é dada pela associagdo

C*(G,K;U)> frspeI™(E)

onde s¢(zK) := [z, f(z)], para todo x € G.
Como cada fibra E,x em E é unitariamente equivalente a U, entdo usaremos a mesma

notagdo (-, -) (de U) para o produto interno de E,x. Assim temos um produto interno em

C>(G, K; U) definido por

i, fo) e = /G (@), fola)dz 5,

para todas fi, fo € C*°(G, K;U), induzindo o completamento L*(G, K; U).
Sabemos que C*(G, K;U) é um G-submoédulo de C*°(G,U) com a agdo L induzida pelas
transla¢des a esquerda. Se consideramos a a¢do R, induzida pelas translag¢des a direita, entdo

temos G-moédulos equivalentes, via
T:(L,C®(G,U))> f+ foinv € (R,C*(G,U)) 7 (7)

O homomorfismo L : G — GL(C*(G,U)) induz um homomorfismo de édlgebras de Lie

L,:g— gl(C>*(G,U)), o qual se estende a um homomorfismo de dlgebras associativas com

® [(-)dx é a integral de Haar bi-invariante de G (normalizada para ter volume total unitério).
7inv:G 3z 27! € G éaaplicagdo de inversdo de G.
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unidade L, : U(g®) — End(C>(G, U)) satisfazendo

L(Y)f = —| L(exp(tY))f

paratodos Y € ge f € C°(G,U). De maneira totalmente andloga, temos o homomorfismo
R, : U(g") — gl(C=(G,U)).

Lembramos que a &lgebra universal envelopante U(g) pode ser identificada como a
algebra dos operadores diferenciais invariantes a esquerda (de todas as ordens), agindo

sobre C* (G, U).

Defini¢ao 1.2.1. Seja {Y;} uma base ortonormal (com respeito a alguma métrica invariante

dada) de g. Para cada f € C*°(G, U), consideramos
CYi,..., Yama)f == > _Y7f,
J

enxergando cada sz como um operador derivador, invariante a esquerda, de ordem 2 e,

associado a um G-submodulo (I, V'), de C*° (G, U), temos

IL(C(Y1,.... Yama)) = — ) _TL(Y;)*:V =V,
J

usando a agdo estendida de II & 4lgebra universal envelopante U (g®).

Proposicdo 1.2.2. “
Seja (I1, V') uma sub-representagio de C*°(G,U). Suponha que {Y;} é uma base ortonormal de g, com

respeito a uma métrica bi-invariante correspondente, tal que

C(ifla “e 7YdimG) - C

(isto é, coincide com o elemento de Casimir correspondente). Entdo para toda f € V. C C*>°(G,U), vale
que

ILC)f =Cf
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Em particular, para V- = C>(G, K; U), vale que para toda f € C>*(G, K;U)

L) f=Cf

Wer [ , Sec.2]

O hodge-laplaciano como elemento de Casimir

Tomemos U = AP(m%)* e consideremos (M, g) um espaco homogéneo M = G/K, com
métrica g correspondendo a uma métrica bi-invariante sobre . E possivel verificar que, a
luz da identificacao

OP(M,C) = C=(G, K; AP (m®)")

temos que o hodge-laplaciano A,, agindo em Q”(M, C) se identifica como o Casimir em
C> (G, K; AP(m®)*), com base ortonormal de g construida a partir da métrica riemanniana
(G x G)-invariante g. Ou seja, se {Y;} é uma base ortonormal de g tal que {Y };~aim x € base

ortonormal de m, com C(Y7, ..., Yaimg) = C, entdo:

Teorema 1.2.3. * Nas condigdes precedentes, vale que

¢

Ay QP(M,C) — QP(M,C) =~ L,(C) :C®G, K;A\(m%)*) — C>®(G, K; \P(mC)*)

12

C :C%®G,K;NP(mE)*) = C=(G, K; A\P(m©)*)

Ver [ , Sec.2].

O teorema recém-enunciado pode ser util em nossa pesquisa no seguinte sentido: o
hodge-laplaciano em certas configura¢des, sobre M, se comporta de maneira algébrica
muito similar ao laplaciano A, : C*(G,K;C) — (C*(G,K;C) estudado por
[ ]. Podemos entdo tentar estabelecer um paralelo entre estas

construgodes.



2 Avancos e contribuicoes

Convengio 2. Todos os grupos de Lie (denotados em geral por G) e espagos homogéneos,
denotados em geral por M = G/K e via de regra com K subgrupo de Lie fechado em G, sdo
assumidos como sendo variedades compactas, conexas e com G-acdo induzida pelas translagoes
a esquerda de (G, a menos de mengédo contraria, ao longo deste capitulo. Similarmente, na se¢do

de discretizac¢des, consideramos apenas grafos homogéneos G, finitos e conexos, munidos de

agoes efetivas de um dado grupo finito G.

Introducao

O objetivo central deste capitulo é apresentar questdes, resultados (juntamente as suas
demonstra¢des) e andlises das investigagdes centrais que nos propusemos a fazer na
pesquisa desta tese de doutorado, dando nossa contribui¢do autoral.

Mas qual seria o contetido desta pesquisa? Resumidamente, nosso objetivo central é
desenvolver um avango cientifico-matematico da Sec¢do 1.1, para além das fronteiras do que
é conhecido atualmente na bibliografia mundo afora.

Lembramos que o ntcleo central da Secdo 1.1 era apresentado pelo Teorema 1.1.17, o
qual nada mais era do que um critério para decidir quando um dado espago homogéneo
(conexo e compacto) M = G/K admitia uma métrica G-invariante tal que o operador de
Laplace-beltrami tivesse espectro GG-simples real, a partir da verificagdo de trés identidades
polinomiais. Mais ainda, analisdvamos se esta propriedade era genérica no espago das

métricas G-invariantes. Algumas das aplica¢des deste resultado foram desenvolvidas em

[ , 1.

35
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O avango cientifico-matematico mencionado surgird dos seguintes questionamentos:

Q1. Existe um critério de irredutibilidade para os autoespacos complexos do operador de Laplace-
Beltrami complexificado, indexado por métricas G-invariantes sobre M = G/K, andlogo ao

Teorema 1.1.177?

Q2. Sabemos que o Teorema 1.1.17 se aplica bem para os espagos simétricos de rank 1. Como obter
avangos e descri¢gdes mais precisas da configuracdo dos autoespagos do operador de Laplace-

Beltrami para os espagos simétricos de rank arbitrario?

Q3. Considerando outros tipos de operadores laplacianos e suas generalizagdes sobre certos
espagos homogéneos, tanto na versdo real quanto na complexificada, serd que podemos obter
um critério andlogo de irredutibilidade para seus autoespacos, similar ao Teorema 1.1.177?

Quais adaptagdes seriam necessérias?

Q4. Podemos aplicar a questdo Q3 sobre laplacianos agindo sobre o espaco de p-formas
diferencidveis, para um grau p fixado sobre M, ou mais geralmente sobre o espaco total de

formas diferenciveis sobre M?

Q5. Todas as simetrias ou aplicagdes que influenciam na organizacdo dos autoespagos de
operadores laplacianos e suas generaliza¢cdes, munidos de métricas G-invariantes sobre um
dado espaco homogéneo M = G/K, sdo descritas por categorias de grupos? Serd que em
alguns casos precisamos organizar simetrias generalizadas provenientes de outras categorias
como as de dlgebras ou de semi-grupos, por exemplo? Como organiza-las num tinico conceito

de representagdo que permita discutir a irredutibilidade dos autoespacgos a partir delas?

Q6. Sera que podemos desenvolver uma teoria andloga a Se¢do 1.1 para estruturas homogéneas
discretas, com paradmetros invariantes pela acdo de determinado grupo, como grafos de Cayley

ou, mais geralmente, de Schreier?

Cada segdo deste capitulo responde a uma das questdes acima. Todos os teoremas,
corolarios e exemplos deste capitulo sdo inovagdes autorais desta tese.
Na Secdo 2.1 abordamos a questdo Q1. A resposta passa por propriedades algébricas

da categoria das representacdes com escalares complexos, sobre o grupo analisado. Ha
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um resultado que afirma que tal categoria engloba a categoria das representagdes com
escalares reais e também a categoria das representagdes com escalares quaternidnicos.
Devido a esta configura¢do, naturalmente surge uma agdo do grupo de quatérnios (s
induzido pelas aplica¢Ges de estrutura das representacdes irredutiveis de tipo quaternidnico
ou representagdes ndo irredutiveis da forma H® V ~ V @ V para V de tipo complexo puro.
Assim, sempre que existirem representagdes de tipo complexo ou de tipo quaternidnico na
descricdo dos autoespagos do operador de Laplace-Beltrami complexificado, deve-se levar
em conta a acdo adicional do grupo (5. Mais especificamente, métricas GG-simples reais, na
versdo real do operador, estardo associadas a métricas (s x G)-simples complexas, para a

versdo complexa, neste cendrio.

Na Sec¢do 2.2 abordamos a questdo Q2. Veremos que nos espacos simétricos irredutiveis de
rank maior que 1 sempre hd representacdes ndo isomorfas associadas a um mesmo autovalor.
Isto serd devido a certos tipos de simetrias presentes nos sistemas de raizes associados.
Assim, a situagdo genérica para a configuragdo dos autoespagos do laplaciano deve levar
em conta o papel destas simetrias. Veremos que os pesos maiores correspondentes as
representagdes que contribuem para um mesmo autoespago estdo também relacionados por
uma agdo transitiva de um certo grupo formado por tais simetrias. Neste cendrio, vemos a
necessidade de organizar os autoespacos do laplaciano com métricas G-invariante a partir
de simetrias de naturezas distintas: (i) as simetrias geométricas provenientes do grupo de
isometrias prescrito; (ii) simetrias de natureza algébrica presentes no sistema de raizes a
nivel da teoria de dlgebras de Lie. Juntando estes dois tipos de simetrias distintos, temos

uma descrigdo espectral nova.

Na Secdo 2.3 abordamos a questdo Q3. Até entdo, estdivamos estudando o laplaciano
agindo em fungdes a valores reais ou complexos sobre M = G/K. Veremos como
encontrar “laplacianos generalizados” agindo sobre fun¢des U*-valoradas, onde U* é uma
K-representacdo dada. Este novo cendrio exige incorporar um pouco da teoria de fibrados
vetoriais homogéneos e a propria representacdo U* induz por si s simetrias para os

autoespacos que ndo enxergdvamos antes. Estas novas simetrias sdo decodificadas por
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grupos ortogonais formados a partir de U* e algumas varia¢gdes. Para U* = C, Temos
o grupo ortogonal O(C) que age em C de forma trivial como a agdo escalar complexa,
ou seja, ndo ganhamos nada de novo visto que ja tinhamos a estrutura vetorial desde o
inicio. Para U* arbitrario obtemos respostas andlogas as questdes Q1 e Q2, porém devemos
considerar adicionalmente as a¢des destes grupos ortogonais induzidos pela presenca de U*
no contradominio das fun¢des U*-valoradas, sobre as quais os “laplacianos generalizados”

agem.

Na Secao 2.4 abordamos a questao Q4, a qual é um caso particular da temética da questao
Q3 discutida no paragrafo anterior, tomando U* := APm** (para analisar p-formas, com p
fixado) ou entdo U~ := P, APm* C (para analisar o espago total de formas). Além disso, como
é de se esperar, veremos que a partir de alguns isomorfismos, os operadores considerados

sdo na verdade hodge-laplacianos ou generaliza¢des destes, em certos contextos.

Na Segdo 2.5 abordamos a questdo Q5. Esta secdo busca sintetizar todas as simetrias ou
aplicacdes que impactem na organizagdo espectral dos operadores e espagos homogéneos
estudados nas questdes anteriores. Conforme comentamos brevemente, estas simetrias
podem ter diversas naturezas, podendo estar presentes no grupo de isometrias, em
estruturas algébricas sobre os sistemas de raizes, em certos grupos ortogonais relacionados
as fungdes U*-valoradas sobre as quais os operadores agem, podendo inclusive existirem
diversas outras tipos a depender do contexto considerado. Inclusive, veremos que tais
simetrias ou aplicagdes que influenciam na descricdo dos autoespagos dos laplacianos
considerados podem nem sequer serem invertiveis. Sendo assim, a organizagdo de
simetrias de diversas facetas demanda diferentes no¢des de representa¢des, cada qual
associada a uma categoria diferente. Com isto, pretendemos generalizar a prépria nogdo
de representacdo para incorporar todas as simetrias presentes em nosso estudo espectral
numa s6 teoria, discutindo o que seria a irredutibilidade dos autoespagos nesta visao
multifacetada. Recorremos a teoria de categorias para tal andlise, produzindo um novo
estudo que pode produzir insights para pesquisadores que trabalham com mais de uma

nocao de representagdo no mesmo problema.
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Por fim, na Se¢do 2.6 abordamos a questdo Q6, na qual discorremos sobre o laplaciano
discreto A, de um dado grafo homogéneo da forma G/K, com G um grupo finito e w
um peso G-invariante. Note que o item 4 do Teorema A.6.3 nos d4 um indicio de que A,
também pode ser estudado em termos da representagado regular induzida pelas transla¢des
a direita. A partir dai e de algumas adaptagdes entre geometria diferencial de variedades e
espagos discretos, conseguiremos estabelecer uma teoria para grafos homogéneos analoga
a Secdo 1.1, a fim de decidir se, genericamente, os autoespagos do laplaciano discreto sdo
irredutiveis para uma familia de pesos G-invariantes sobre o grafo homogéneo considerado.
Como é de se esperar, neste novo contexto a nogdo de irredutibilidade para os autoespagos

se relacionard com as representacoes irredutiveis do grupo G.

2.1 O critério de irredutibilidade para as autofuncoes

complexas

Para o desenvolvimento da atual secdo, recomendamos relembrar a Segdo 1.1 e fazer
uma breve revisdo das propriedades envolvendo as representacdes de tipo real, complexo
e quaternionico (a qual pode ser feita combinando o Apéndice A com a referéncia
[ , Sec.IL.6]).

No Teorema 1.1.17, estabelecemos um critério para decidir quando um dado espaco
homogéneo (conexo e compacto) M admitia uma métrica G-simples real, a partir da
verificacdo de trés identidades polinomiais. A primeira delas tinha a ver com separar
os autovalores em componentes isotipicas distintas (salvo pares de componentes de
representa¢des duais ndo isomorfas, as quais produzem os mesmos autovalores de qualquer
forma). A segunda e a terceira se relacionavam ao fato de confinar, dentro de cada
componente, as multiplicidades de cada autovalor como sendo as menores possiveis, diante
de cada tipo de representacdo (real, complexa ou quaternidnica).

Tal critério serve apenas para a andlise das autofungdes reais, pois no contexto das

autofungdes complexas, hd obstrugdes claras: a existéncia de representacdes de tipo
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complexo ou quaternidnico automaticamente impede a existéncia de um laplaciano com

espectro G-simples complexo. Basicamente, isto se da pois

* no caso de existir alguma V irredutivel de tipo complexo, hd pelo menos duas representacdes
irredutiveis ndo-isomorfas que contribuem para o mesmo autoespago: V e V* (quando

restringimos a andlise as autofungdes reais, isto ndo é uma obstrugdo, visto que V & V* é a

complexificagdo de uma tnica representagdo irredutivel real);

® ja para uma V irredutivel de tipo quaternioénico, cada autoespaco acaba sendo “dobrado” da
forma "V @ V” (quando restringimos a analise as autofungdes reais, isto também nao é um
problema, visto que V' @ V' é a complexificacdo de uma tinica representacao irredutivel real, o

que elimina este efeito “em dobro”).

Ainda assim, a mesma questdo cabe para o estudo das autofun¢des complexas:

Questdo 2.1.1. Dentro do espago de métricas G-invariantes sobre M = G/K, existe uma
situagio genérica que estabelece os autoespacos complexos do laplaciano como representacoes
irredutiveis? Em outras palavras, existe uma configuragdo em que, para uma métrica genérica g,
cada autoespaco do operador A, : L*(G, K;C) — L*(G, K; C) é G-simples para algum grupo ou
estrutura algébrica G que organize as simetrias (geométricas e estruturais) do problema espectral

com isometrias prescritas por G?

A resposta para a pergunta acima é sim e a justificativa reside na seguinte ideia:
ao prescrever as isometrias a partir G e estudar representagdes com escalares em C,
automaticamente ganhamos simetrias algébricas dadas pelo grupo de quatérnions (s,
comutando com o laplaciano. Dai, o correto é ndo esperar G-simplicidade complexa, mas
sim G-simplicidade complexa, para G := Qg x G (veremos como se d4 esse processo).

O laplaciano age em L*(G,K;C) (munido da agdo a esquerda L). A agdo de Qs
que comutard com o laplaciano serd construida a partir de aplicacdes de estrutura J
dentro de espacos da forma Isot,(V,V) (lembramos que este espagco é a soma das

componentes isotipicas de V e V, em L*(G, K;C)). A partir dai, teremos o grupo
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Qs := {£id, +iid,+J, +iJ} agindo nas componentes isotipicas de L*(G, K, C), contendo

as seguintes propriedades:
—K
¢ para V de tipo complexo, Qs relaciona as autofungdes de A;/K ede A} ;

* para V de tipo quaternidnico, existe um subespaco U(K) responsdvel por decompor o

operador A;/K como o operador “dobrado” Ag(K) @ Ag(K) UK)pUK) - UK)aU(K),

com U(K) e U(K) isomorfos vetorialmente e relacionados pela agdo de Qg (justificando a

obstrucdo do “dobro” dos autoespagos, neste tipo de representagao).

Ao final da anédlise, nossa pesquisa obterd como resultado:

Teorema 2.1.2. Uma métrica G-invariante g sobre M = G /K é G-simples real se, e somente se,
1. g é G-simples complexa, caso Gx contenha apenas representagoes de tipo real.

2. g é (Qs x G)-simples complexa, caso Gx contenha alguma representacio de tipo complexo ou

quaternionico.

Daqui para o final desta se¢do, faremos a prova do resultado precedente, quebrando-a em

alguns resultados secundarios.

Demonstrando o Teorema 2.1.2

Consideramos A := @ V¥ ® V, identificando-o como a decomposigdo de Peter-Weyl
VG@K
do espago L*(G,K;C) ~ L*(M,C). Em particular, o laplaciano A,, para uma métrica G-

invariante g, se identifica como

Ay~ P A widg: P ViRV P ViV

VE@K VE@K VE@K
Na proposi¢do e no lema seguintes ndo hd nada que mereca grandes verificagdes.

Contudo, sdo importantes para organizar as ideias envolvidas:
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Proposicio 2.1.3. “ Seja V € G. Entio:

5 _ w5®dimg VE . . A
VE @V ~ V7T se V éde tipo real ou quaternionico

Isot,(V,V) ~ . o
VERV)e (V' @V)~ (Ve V)2dme V™ sV ¢ de tipo complexo

2. SeV éde tipo complexo, entiio V & V é de tipo quaternionico e é isomorfaa H® V.

3. A representagio fiel de Qg em H, com escalares complexos, é irredutivel de grau 2 e as demais
representagdes irredutiveis (com escalares complexos) de Qg sido unidimensionais. Em particular,

V@V ~H®V éuma representagio irredutivel de Qg x G.

?J4 vimos o primeiro item na Segdo 1.1. Para o segundo item, veja [ , Sec.IL6]. O terceiro item é um
resultado clédssico de representagdes de grupos finitos e pode ser consultado em [ lel 1.

Lema 2.1.4. “ Seja V' € Rep(G, C) de tipo quaternionico. Entdo:

1. V se identifica como uma representaciio com escalares em H. Além disso, a multiplicacdo por j,
neste espacgo, define a aplicagio de estrutura Jy : V — V tal que J‘% ~ —idy,istoé, Jy(v) ~ j-v,

paratodov € V.

2. Identificando V' como uma representagio com escalares em H, existe um subespago vetorial U, com
metade da dimensio de V, tal que V = U & U (decomposigdo apenas vetorial), onde U = jU. Mais

ainda, nesta construgdo, a aplicagio de estrutura de V' é dada por
j(u1,ug) = (—uz,u1)

para todo (ui,us) € U U.

3. A aplicagio de estrutura de V se restringe a j : VI — VE. Além disso, os autoespagos de A;/K

~ .. . . K
sio j-invariantes, com j : VI — VI comutando com o operador A} .

20s dois primeiros itens podem ser consultados em [ , Sec.IL6]. O terceiro item se d4 simplesmente

pelo fato da aplicagdo de estrutura ser uma G-aplicagdo que comuta com o operador A;/K (relembre a Proposicao 1.1.5).

Para os lemas e proposigdes a seguir, precisaremos argumentar um pouco a respeito das



43 Tese de Doutorado sob a supervisdo do prof.” Dr. Marcus A. M. Marrocos

propriedades destacadas. No que segue V¥ e Isot;(V4, ..., V), denotam os A-autoespacos

de A;/K e da restricdo de A, a Isot;(V4,. .., V}), respectivamente.

Lema 2.1.5. Seja V € Rep(G, C) de tipo quaternionico e considere VX o A\-autoespago de A;/K. Entdo

existe um subespago U (K, \), com metade da dimensio de V)\K , tal que

VE=UMK N @jUK,N

Defina agora U (K) := > U(K,\). Entdo Ag(K)

)\EspecA;/K

: U(K) — U(K) estd bem definido e

VE —U(K)® jU(K)

)

Em particular, cada autovalor de A;/K tem multiplicidade 2 se, e somente se, AgU(K tem espectro simples.

Demonstrag¢do. Notemos que v € V)\K se, e somente se, ju € VAK . Consideremos U como no Lema
2.1.4 e tomemos v = u + jw ~ (u,w) € V. =U & U. Temos que j(u,w) = (—w,u). Logo, construindo

um produto interno real em U, digamos (-, ‘)7, podemos construir um produto interno em V' tal que

<(ua w)> (u,a w/)> = <u7 u/>U + <w’ w/>U

Assim, temos que v e jv sd0 sempre ortogonais e a parte “quaternionica pura” jU = U é o
complemento ortogonal da parte “complexa pura” U.

Desta forma, dado 0 # v; € V¥, consideremos U; o subespago gerado por vj, de modo que
jup € UlL. Tomemos entdo U; o gerado por v; e ju; e escolhamos 0 # vy € V)\K ortogonal a Us.
Se (jv2)y, = avi + bjvy, entdo (—v2)y, = —bvi + ajvi, contradizendo a escolha de vy. Logo v, e
Jva sdo linearmente independentes ortogonais a Us. Podemos tomar Uz como o espaco gerado por
v1, jU1, V2, jUg e repetir o procedimento indutivamente k vezes com 2k := dim V/\K , obtendo vetores da
forma vy, jui, ve, jua, . .., Uk, juk. Por construcgdo, basta tomarmos U (K, \) como o subespago gerado

por vi, ..., vy e, dai, ganhamos todas as propriedades enunciadas. [
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Corolario 2.1.6. Sejam V < Rep(G, C) de tipo quaternionico e U (K) como no Lema 2.1.5. Entdo
VE~HoUK)~UK)®jU(K)

e, nestas identificagoes,

AV" ~id AU o (AUE) AV,

Corolario 2.1.7. Sejam V € Rep(G, C) de tipo complexo. Entio

VEe T  cHoVE o VvE o TF

e, nestas identificacoes,

vEev® VK VE AVE
AV ~id @AY~ (AVT AV

Demonstragio. Basta aplicar o Corolario 2.1.6 para a representagdo de tipo quaterniénico V& V e

notar que, neste caso, podemos tomar U(K) = V. [ |
Seja V € G . Podemos fazer as seguintes identificagdes:

1) Se V' é de tipo real, podemos considerar a aplicacdo de estrutura Jy : V — V tal que j2 = idy,
() p p plicag que )

induzindo uma aplicacdo j ®id : VE @V - VE @ V.

(J2) Se V ¢é de tipo complexo, temos (V @& V) de tipo quaterniénico com aplicagdo de estrutura

restrita j : (V& V)X — (V & V)¥, induzindo uma aplicacdo
jeid: (VEe) e ev)» VEeT) e (V"  aV).
(J3) Se V é de tipo quaternidnico, temos uma aplicagdo de estrutura restrita j := Jy : VE — VK,
induzindo uma aplicacdo j ®id : VE @V - VE V.

As regras (J1), (J2) e (J3) induzem uma aplicagdo J := j ®id : A — A, comutando com A,
(pois em todos os casos, 7 ® id comuta ou com AV" ®id ou AVK@VK ® id, dependendo do
P g g P

tipo de representacao).
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Assim, quando Gx contém alguma representacdo de tipo complexo ou quaternidnico,
entdo ()3 age efetivamente em A como o grupo de operadores {£id, £iid, £J,+iJ} C
Aut(A). Como J é uma G-aplicagdo (isto é, a agdo em A satisfaz JG = G J), entdo o produto
semi-direto G := Qs x G dos operadores obtidos como composicio de um elemento de Qs
por um elemento de G (visto como aplicagdes agindo em A) é, na verdade, um produto
direto G = Qg x G, agindo em A. As representagdes irredutiveis deste grupo produto sdo
dadas por

Irr(G,C) ={U®V: UeQs, VeG},

com a propriedade de que as representagdes irredutiveis de ()3 sdo unidimensionais, com
excecdo da representacao fiel H (de grau 2).
O corolario seguinte responde ao questionamento inicial da se¢do, englobando inclusive

o contetido do Teorema 2.1.2, o qual desejavamos provar.

Corolario 2.1.8. Considere M = G/K,V € G e as construgdes/notacdes precedentes.

1. Se V é de tipo real, entdo Isot;,(V*)\ ~ VX ® V. Em particular, X é um autovalor simples para
A‘g/K se, e somente se, Isotr,(V*)) ~ C RV ~ V. Logo, o operador A;/K tem espectro simples se, e

somente se, Ag|rsor, (v+) € G-simples (neste caso, Aglisor, (v+) € também (Qg x G)-simples).

2. SeV é de tipo quaternionico, entio Isot,(V*)y ~ (U(K,\) @ jU(K,\)) ® V. Em particular, \ é

(K) (K)

um autovalor simples para Ag se, e somente se, Isot,(V*)y ~ H® V. Logo, o operador Ag
tem espectro simples se, e somente se, cada autovalor de A;/K possui multiplicidade 2, o que por sua

vez ocorre se, e somente se, Ng|isor, (v+) € (Qs X G)-simples.

3. SeV éde tipo complexo, entito Isot,(V,V*) ~ (V.K @Vf\{) ® V. Em particular, A é um autovalor
simples para A;/K se, e somente se, Isot,(V,V*)y ~ H® V. Logo, o operador A};K tem espectro

simples se, e somente se, Ag|fsor, (v,v+) € (Qs X G)-simples.

4. Se G'i s6 contém representagdes de tipo real, entdo uma métrica G-invariante g, sobre M, satisfaz
que A, tem espectro G-simples real se, e somente se, a versido complexa de A, tem espectro G-

simples complexo.
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5. Se G'i contém alguma representagdo de tipo complexo ou quaternionico, entdo uma métrica G-
invariante g, sobre M, satisfaz que A, tem espectro G-simples real se, e somente se, a versio

complexa de A, tem espectro (Qg x G)-simples complexo.

Demonstragdo. Os trés primeiros itens sdo imediatos de tudo o que ja discutimos nos resultados
precedentes. O quarto item é consequéncia do item 1 junto aos resultados da Segdo 1.1. Similarmente,

o quinto item é consequéncia dos trés itens inicias junto aos resultados da Segao 1.1. n

Antes de finalizarmos esta se¢do, cabe ressaltar que ha uma maneira menos detalhada,
porém mais direta de se verificar o Teorema 2.1.2, aproveitando o desenvolvimento de
[ , Sec.1] (esta abordagem serd til na Segao 2.3).

Considere Isot(V,V), o A-autoespago de A, e m()\) a multiplicidade de \ para o
operador A;/K. Seguindo o mesmo processo de [ , Sec.1], obtemos
que

Vem) ~ C Ve, se V é de tipo real
Isot,(V,V)x =~ ¢ (H® V)™, se V é de tipo complexo

(H® V)emWN/2 se V ¢ de tipo quaternidnico

(relembramos que para V de tipo quaternionico, temos H® V ~ V & V ~ V2, permitindo-
nos escrever, por convengao, (H ® V)®/2 = V, por exemplo).

Desta maneira, Isot, (V, V) é (Qs x G)-irredutivel, para V de tipo real ou complexo, se,
e somente se, A;/K tem espectro simples. Similarmente, Isot;,(V, V) é (Qs x G)-irredutivel,
para V' de tipo quaternidnico se, e somente se, cada autovalor de A;/K tem multiplicidade 2.

Combinando esta anélise com a Proposicao 1.1.11, obtemos o resultado desejado.

2.2 Relacionando representacoes com mesmo autovalor
de Casimir em espacos simétricos de rank maior que 1

Antes de prosseguir, recomendamos fortemente uma revisdo nas construgdes
apresentadas entre a Definicdo A.1.23 e a Proposi¢cdo A.1.29, além da Secdo A.2 (focando

nos sistemas de raizes e elementos de Casimir). Reveja ainda o contetido apresentado na



47 Tese de Doutorado sob a supervisdo do prof.” Dr. Marcus A. M. Marrocos

Secdo 1.1 (focando especialmente no essencial para compreender o Teorema 1.1.20). A seguir,
relembraremos alguns dos conceitos.

Nesta secdo, M = G/K é um espacgo simétrico compacto, conexo, irredutivel e com G um
grupo de Lie simples. O sistema de raizes (restrito) real associado é denotado por a, com
conjunto de raizes (restritas) Ry, grupo de Weyl IV, produto interno (-, -) (Gnico, a menos
de escalar positivo, e induzido por cada métrica G-invariante do espago simétrico) e meia
soma de raizes positivas . Fixamos uma cdmara de Weyl C' com ordem lexicogréfica <
definida sobre a.

Fazendo pequenas adaptagdes na teoria dos sistemas de raizes de grupos e dlgebras de
Lie, a luz do Teorema de Cartan-Helgason (para sistemas de restritos associados a espagos
simétricos), podemos definir o conjunto I'},, dos elementos analiticamente integrais, como o
reticulado dual de

I'g:={H €a; exps(2rH) = e}

e o conjunto 7%, dos elementos algebricamente integrais, pelo dual de
I:= )Y Z-a',
OJERg,e

2
(@)

onde a” := a. Relembramos que, no caso simplesmente conexo, I', = Z*. Assumiremos
pelo menos que § € I';; (isto é, 0 é analiticamente integral), como uma hipétese técnica.
Assim, cada representacdo irredutivel esférica do par algébrico (G, K) é da forma V*,

caracterizada completamente pelo seu maior peso restrito i € C' N I';,. Nela, seu autovalor

de Casimir ¢, é dado por
CN = ai - <57 6> )

com ay, = {pn+ 8,1+ 52

Deste modo, duas representagdes V#, V" € Gk possuem mesmo autovalor de Casimir se,
e somente se, a, = a,. Dito de outra forma, duas representac¢des irredutiveis esféricas
possuem mesmo autovalor de Casimir se, e somente se, estio numa mesma esfera (contida

em a) centrada em —¢:
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Proposicdo 2.2.1. Duas representagdes V*, V' € Gr possuem mesmo autovalor de Casimir se, e

somente se, (1,1 € Sq(—0), algum a > 0. Neste caso, a = a,, = ay,.

Assim, as representagdes esféricas com um mesmo autovalor de Casimir a? — ||§]|* (com

a > 0) sdo completamente caracterizadas pelo conjunto
S(a) :={pn el | V' eGxea, =a} =S, (=0)NT% .

Note que até eventuais elementos ;1 € S(a) — C (isto é, eventualmente fora da cdmara de
Weyl C') possuem uma tnica representacdo V"7 € G associada: basta tomar N = wy, -,
onde w,, é o tinico elemento do grupo de Weyl W tal que w,, - © € C.

Nesta secdo, trabalharemos na seguinte questao:

Questao 2.2.2. Caso pelo menos duas representagdes distintas integrem um mesmo autoespaco do

laplaciano, com mesmo autovalor de Casimir, elas se relacionam de alguma forma por simetrias algébricas

inerentes a estrutura trabalhada?

Antes de prosseguir, vale relembrar algumas propriedades de 4: (a) por construcdo, ¢
forma uma espécie de “diregdo diagonal média” na cdmara de Weyl C; (b) se C° denota
o interior da cAmara de Weyl C' e u € C° N Z*, entdo 6 < p. Juntando (a) e (b), podemos
interpretar 6 como uma espécie de “menor elemento que determina a direcdo diagonal
média de C” (é como se C' “comecasse a se formar a partir de §”).

O que faremos agora passa essencialmente por dois estdgios principais:

1. Deslocaremos a estrutura vetorial de a, bem como a nogdo de isometria, em —¢. Isto tem um
sentido a luz do que vimos hd pouco: como C' “comeca a se formar, numa dire¢do média, a
partir de 6”7, faz sentido efetuarmos —¢§ para “compensarmos a estrutura”, dando origem de
onde ela “comeca a se moldar”, em certo sentido. Para fazer isso, faremos como se fosse uma
técnica de geometria diferencial, “colocando uma cépia de a sobre o ponto —¢” na mesma ideia

de “colocar o espaco tangente sobre —§”.
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2. Na nova estrutura deslocada, veremos que hd um subgrupo finito de “isometrias deslocadas”
do sistema de raizes que age transitivamente em S(a) e, sendo assim, relaciona representacdes
com mesmo autovalor de Casimir a? — [|§]|>. Isto vai permitir refinarmos a anélise e
interpretacdo do critério para o laplaciano em espagos simétricos de rank > 2 (reveja o Teorema

1.1.20).

Deslocamento da estrutura linear de a por —§

Deslocaremos a estrutura vetorial do sistema de raizes a para que tenha origem —d, por

intermédio da definicdo das seguintes operacdes:

(H-0)®H —0)=(H—-H')-6
VH,H' ¢ a, Vc e R, coH—6)=(cH)—6
((H-6,H —¢)):=(H,H
O espago vetorial a, porém com operagdes e produto interno enunciados acima, serd
denotado por a (note que a e a coincidem como conjuntos, mas ndo como espagos vetoriais
com produto interno). Denotemos ainda por Ty a aplicacdo de translagdo por H dada por

H' — H' + H. Nestas condic¢oes, temos que

Lema 2.2.3. T_; : a — a é uma isometria linear com inversa Ts : a — a.

Todo endomorfismo ¢ € End(a) induz uma aplicagdo

F:a3 (H—68) v (p(H)—6) ca

Escrevamos End(a) := {¢; ¢ € End(a)}.
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P

Lema 2.2.4. End(a) = End(a). Além disso, para todos ¢, € End(a) e ¢ € R, vale que

ot =Goy

coth=cOFal

)

ou seja, End(a) e End(a) sdo isomorfos como aneis. Mais ainda, a luz deste isomorfismo, temos que

Relacionando representacoes com mesmo autovalor de Casimir, por

meio de isometrias deslocadas

Primeiramente, fixemos algumas terminologias. Dado um G-espa¢o X e A,B C X,

definimos:

Gap = {9€G|g(A) C B}
Ga = {9€G|g(A) =4}

Mais ainda, temos que

Lema 2.2.5. Seja X um G-espago e A um subconjunto finito de X. Entido G4 = G .

Demonstracdo. E claro que G4 C G4 4. Considere g € G4 4, 0 qual determina uma aplicacdo de
acdo g : X — X. Sabemos que g(A) C A e, pelo fato de g : X — X ser bijetiva, temos que g(A4) e A

tém a mesma cardinalidade finita. Logo, g(A) = A. [ |

Como consequéncia, temos que O(a)g@) = O(a)s(a),5(a)- O Objetivo principal desta secdo

serd verificar que

Teorema 2.2.6. Assuma que a® — ||5]|?, para algum a > 0, é um autovalor de Casimir de alguma

representagio em Grx. Entio O(Q) S(a) € um grupo finito e age transitivamente em S(a) = S,(—6) N T'¢,.

Vejamos alguns desdobramentos do teorema precedente, antes de proceder a sua

verificacao.
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Caso A(a) := a® — ||4]|* seja um autovalor de A, agindo sobre L*(G, K; C), temos o A(a)-

autoespago caracterizado por

LG, K Chag= P (vH<evH

pes(a)nC

Em rank > 2, em geral, existirdo autovalores da forma A(a) satisfazendo |S(a) N C| > 2,
o que, por si s, impede a irredutibilidade do autoespaco associado (inclusive, para valores
altos de a, o a cardinalidade |S(a) N C| pode assumir valores gigantescos por conta de
propriedades do préprio reticulado de elementos integrais e da regido delimitada pela
camara de Weyl C).

Contudo, felizmente, agora sabemos que os elementos de S(a) (e, em particular, elementos
de S(a)NC) estdo relacionados por isometrias do grupo O(a) 5(a), 0 qual, pelo Teorema 2.2.6, é
finito. Como toda métrica G-invariante do espago simétrico M apenas altera a configuracao
do sistema de raizes por um mesmo escalar positivo constante, entdo a configuracdo dos
autoespagos enunciada ha pouco é também a configuracdo genérica para o problema.

Se o subgrupo K é esférico com respeito a G, isto é, se VX tem dimensdo 1 para toda
V € G, entdo

L(G,K;Cha~ v~

pneS(a)NC

Lembramos ainda que todo par de pesos maiores e u* das representagdes V* e V',
respectivamente, estd relacionado por um tnico elemento do grupo de Weyl, denotado por
wy e responsdvel por mapear a cdmara de Weyl C na cdmara de Weyl —C. O elemento
wy € O(a) é por si s6 uma simetria algébrica do sistema de raizes.

O Teorema 2.2.6 tem como consequéncia ainda um aprimoramento do item 1 do critério
estabelecido pelo Teorema 1.1.17. Isso porque, para representacdes V* e V" tais que
¢, # ¢, ndo precisamos mais verificar que a identidade polinomial a,,, := ayuy» ndo é
identicamente nula. Como todo espaco homogéneo M admite uma métrica de natureza
G x G-invariante, entdo automaticamente representa¢cdes com autovalores de Casimir

distintos, satisfazem tal propriedade. Assim o critério é melhor relido, quando substituimos
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o item 1 do Teorema 1.1.17 por

1. para todo A(a) e todos i, € S(a) N C com p # n,n*, o polinébmio a,, nao é identicamente

nulo.

Lembramos ainda que este item diz respeito a separar autovalores provenientes
de representagdes distintas (salvo representa¢des duais ndo isomorfas) e, com isso,

respondemos mais uma pergunta/problematica:

Q: Existe uma situagdo genérica em que, organizadas simetrias geométricas e estruturais
de M, os autovalores de representagdes distintas (salvo representacdes duais) se

separam, contribuindo com autoespagos também distintos?

R: Sim, na situacdo genérica, cada autoespaco é da forma

LG K Chw~ @ (vH evH |
pes(a)nC
englobando dentro si apenas representacdes cujos pesos maiores estdo relacionados
por algum tipo de simetria algébrica estrutural, dadas por um grupo finito O(a)g(,).
Salvo estas simetrias estruturais, na situagdo genérica, componentes isotipicas de
representagdes distintas estdo associadas a autoespacos distintos do laplaciano. Essa

analise vale para rank(M ) arbitrario.

Verificacao do Teorema 2.2.6

Lembramos que, nas nossas hipéteses, estamos considerando M = G/ K como um espago
simétrico compacto, conexo, irredutivel, com G um grupo de Lie simples, sistema de raizes
irredutivel a e com meia soma de raizes positivas § sendo um elemento analiticamente

integral (o que acontece no caso simplesmente conexo Z = I'; por exemplo).
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Lema 2.2.7. Seja W := {@ € O(@); w € W}. Entdo W C O(a) s(a)-

Demonstragdo. Seja j1 € S(a) = S,(—0) N I';.. Entdo para cada w € W, temos

w(p) = w(p+d-9)
= w(p+0)—6
= w(p)+wd) -6

Como W(I'},) C I'y;, e I'y, € um reticulado, entdo w(u) + w(d) — 0 € I't,. Note também que,
como w € O(a), entdo vale que w(p) € S,(—0). Concluimos entdo que w(S(a)) C S(a),

provando o lema. [

Observagio 2.2.8. * Sabe-se que, quando a é um sistema de raizes irredutivel, a acdo de

W em a é irredutivel. Assim, a acio de W em a também é irredutivel.

“Reveja Secoes A.le A.2.

Demonstragio do Teorema 2.2.6. Escolha € S(a) = S,(—9) NI's. Como a > 0, temos que
p+ 6 # 0. Pela Observagdo 2.2.8, o conjunto w- p gera o espaco vetorial a. Assim, podemos
escolher wy, ..., w, € W, w, = id tais que § := {w; - i, . .., W, - u} é uma base de a. Pelo Lema

2.2.7, 8 C 5(a).

Considere ¢ € O(a)s(). Como ¢ é completamente descrita por seus valores na base
e, além disso, S(a) é um conjunto finito, entdo temos apenas finitas possibilidades para se

construir . Logo, O(a)g(,) deve ser um conjunto finito.

Agora, considere n € S(a). Pelo mesmo argumento do ultimo paragrafo, podemos

construir ¢ € O(a)g(q) tal que @(wy - 1) = @() = n, provando a transitividade da acdo. W
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2.3 Propriedades sobre operadores e espacos mais gerais

Seja (1,U) € Rep(K) com dual (7*,U*) € Rep(K). Lembramos que

C*(G,K;U*) = {feC®G,U"|VeeG ke K, (Rk)f)(x)=1("")f(x)}
= {feC>®G,U"|VreqG, keK, flxk)=71k"1)f(z)}
= {feCG,U"|VeeG, ke K,ueU, f(zk)(u) = f(x)(r(k)u)}

Queremos estudar algum tipo de operador laplaciano, sobre espagos de fung¢des mais
gerais, A, : C*(G,K;U*) — C>(G, K;U*), indexado por certas métricas invariantes g,
de modo que ele comute com as isometrias que correspondem a invaridncia de g.

A fim de que Ay, enunciado hd pouco, esteja bem definido, é preciso que, para cada

f e C™(G, K;U*), tenhamos que A, f € C*(G, K;U*), ou seja, para todo k € K

(Agf(zk))(w) = (T(k M)A f(2))(u), Vo € G, ueU
ie. (Agf(zk))(w) = (7°(kAf(2))(u), Vo € G, ueU
ie. (R(E)Agf(z))(w) = (7" (k"H)Af())(u), Vo € G, ueU "
ie.  (AJRK)N@))(w) = (7 (kA f(2))(u), Vo € G, ueU
ie. (Ay(m"(kHf()))w) = (T(k)Af())(w), YuelU
ie. AT (R DF()) = T (kDAL

o que configura uma espécie de comutatividade entre A, e 7*(K).
Assim, necessariamente o estudo deste tipo de operador possui pelo menos os seguintes

grupos de simetrias que comutam com ele:

(i) as isometrias que comutam com o operador correspondentes a invaridncia da métrica

considerada;

ii) 7*(K), agindo sobre uma representacdo U*, provendo a comutatividade que explicitamos ha
& P G p q P

pouco em (x), de modo que o tamanho da representagdo U* também deve influir na andlise;

(iii) uma possivel agdo de ()3, andloga ao desenvolvimento da Secdo 2.1, agindo sobre

representacdes de tipo complexo e/ou de tipo quaternionico, quando for o caso.
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O item (ii) é praticamente imperceptivel quando tomamos U* = C, pois esse caso recai em
7*(K) = {e}. Similarmente, quando U* = A?(m®)*, o efeito do item (ii) também é bem stil,
relacionando-se com pullbacks por isometrias ja consideradas a partir da natureza invariante
da métrica g (contudo, isto ndo elimina o fato que esses pullbacks existem e comutam com o
operador, devendo serem considerados na anélise).

Nas nossas constru¢des, consideramos versdes reais e complexas para o operador
estudado. Assim, assumimos que U* é uma representacdo com escalares complexos obtida
a partir da complexificagdo de uma representacdo com escalares reais Ug. Por conveniéncia
da teoria de representagdes, primeiro estudamos o operador em sua versdo complexa
A, : C(G,K;U*) — C®(G,K;U*) e depois vemos como as propriedades se transpoem
para a versdo real, digamos, A, : C*(G, K; Ug) — C=(G, K; Uy).

Relembramos ainda que a decomposi¢do de Peter-Weyl para L*(G, K, U*) é dada por

P ver)Fevi~ G Isot(V),

V*eGy velGk ux

onde
Gro- = {(ILV) e G; dimHomg(V,U*) > 0}

= {(II,V) € G; dim(V* @ U")¥X > 0}
= {II*,V*) € G; dim(V ® U)X > 0}
Para cada (I, V) tal que (II*,V*) € (A}K,U*, o isomorfismo (V ® U*)% @ V* ~ Isoty(V*) é

dado por:
v (VU V"3 (0@w) @& ¢yue € Isoty (V)

onde ¢ == [(II"(-) ) (v)Jw
definido por extensdo linear.

A questdo central desta segdo é verificar se
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Questao 2.3.1. Para operadores mais gerais, com versio complexa da forma

Ay : C¥(G,K;U") - C*(G,K;U")

(0 qual também denotaremos por A, 7+) e versdo real da forma

Ay : C*(G, K;Ug) = C*(G, K; Uy)

(0 qual também denotaremos por Ay y-), indexados por conjuntos de métricas G-invariantes, existem

critérios de irredutibilidade, para seus autoespacos, andlogos aos desenvolvimentos das Segoes 1.1 e 2.17

Operadores mais gerais para o caso dos grupos de Lie, munidos de

métricas invariantes a esquerda

Conforme Secao 1.1 (ou se preferir, [ , Sec.2]), o laplaciano em um dado grupo

de Lie G com métrica invariante a esquerda g é dado por
ZR . C=(G,C) — C=(G,C) ,

onde {Y;} é uma base g-ortonormal de g.
Partamos de uma K-representagdo com escalares reais Uy, cuja complexificacdo é U*, e do

operador real

Agyg = — ZR L C™(G,Ug) — C=(G,Uy)

Assim, visando obter generalizacdes e fazer o uso do maquindrio da teoria de

representagdes, convém considerarmos operadores complexos da forma:
ol = — ZR  C®(G,U*) = C=(G,U")

e analisar como estes agem em cada componente V*-isotipica da forma (V ® U*) ® V*.
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Neste caso, para cada (II*,V*) € G, o isomorfismo (V ® U*) @ V* ~ Isot, (V*) é dado por:

oy (VU )QV* 3 (vQw) ®E— ¢yue € Isot, (VF),
onde ¢, ¢ := [(TT*(-) 7€) (v)]w,

definido por extensdo linear.

Lema 2.3.2. Nas construgdes precedentes, temos que

Agus dowe = PaYvawg -

onde Ajv =~ TL(Y))*: V = V.
j

Demonstracdo.

2
Agvbowe () = — X Gz

=0 Pvwe(zexp((t+5)Yj))

s,t

= - % | L@ exp((t+ 5)Y)0) Jo
s,

= [§(I(2)Afv)w
= [(IT"(2)7'E)(Afv) Jw

= Cf)A}{v,w,g (l’)

Assim, em cada componente isotipica de L*(G, K; U*), o operador A, ;- se identifica como
(AY ®@id)®@id: (VoU) @V = (VeU)eV:.

Note ainda que A, - comuta com as G-isometrias provenientes da métrica invariante g,
considerada.

Assim, em linhas gerais, dizer que A;" tem espectro simples é o mesmo que dizer que cada
autoespago de A, -, restrito a componente isotipica Isot;, (V*), é isomorfo a G-representagdo

U* @ V* ~ (V*)®dimeU" considerando U* munido da G-agdo trivial. Logo, neste caso, cada
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representacdo irredutivel contida num dado autoespago contém dim¢ U* = dimyg Uy copias
de si mesma, neste mesmo autoespaco. Essa situacdo generaliza [ ] e para ver
isto basta tomarmos Uy = R e U* = C, de modo que dim¢ U* = dimg Uy = 1. Portanto,
todos os exemplos de [ ] se adaptam bem para esse contexto, com a ressalva de
considerar dimp Uy cOpias para cada representacdo irredutivel de cada autoespaco, ao invés
de uma tinica c6pia somente.

Assuma que U* estd munido de um produto interno real. Nestas condi¢des, o grupo
de isometrias lineares O(U*) age irredutivelmente em U* como a representacdo padrdo. O

mesmo vale para a agdo de O(Uy) sobre Uj.

Considere a seguinte notagao

( ~
G, se G sO tem representacdes de tipo real

Qs x G, se G admite alguma representacdo de tipo complexo

\ ou quaternidnico.

Sintetizando o que comentamos ha pouco, podemos estabelecer um novo critério. Antes
de enunciéd-lo, recomendamos ao leitor relembrar a Definicdo 1.1.15 e suas construc¢des

adjacentes. Feito este lembrete, obtemos:

Teorema 2.3.3. Uma métrica invariante a esquerda g satisfaz que o operador real Ay = tem espectro
O(Ug) x G)-simples real se, e somente se, Ay« tem espectro (O(U*) x é)—simples complexo. Além

disso, a existéncia de tal métrica é equivalente aos seguintes itens satisfeitos simultaneamente:

1. Paratodas V',V € G, com V' 2 V,V*, vale que ay yy nio é identicamente nulo.
2. ParatodaV € G, de tipo real ou complexo, vale que by ndo é identicamente nulo..

3. Paratoda V € G, de tipo quaternionico, vale que cy ndo é identicamente nulo.

Mais ainda, tal métrica, quando verificada a sua existéncia, é genérica no espago das métricas invariantes

a esquerda.
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Demonstragdo. Esta demonstragdo seguird construgdes totalmente andlogas as observagdes

desenvolvidas na etapa final da Secdo 2.1, junto aos resultados da Secdo 1.1.

Seja g uma métrica invariante a esquerda de G e considere A\ um autovalor de AY com

multiplicidade m()). Entdo o A\-autoespago da restrigdo de Ay - a Isotz,(V, V) é dado por:

U* @ VI ~ U* @ (CoVem(N), se V é de tipo real
Isotr,(V,V)x~{ U* @ (H® V)®"Y), se V é de tipo complexo @

U* @ (HeV)2mN/2, se V é de tipo quaternidnico

(aqui, temos a identificagao (H ® V)®™N/2 = 77N para V de tipo quaternidnico).

Além disso, pelo item (4) da Proposicao A.1.18, podemos tomar uma representagdo irredutivel

Vk € Irr(G, R) satisfazendo

V,se V éde tipo real
CoVr ~ ,

(H® V), se V é de tipo complexo ou quaterniénico

de modo que

U* @ (CoVe)®™M, se V é de tipo real
Isot,(V,V)x =~ { U* @ (CaVr)®™), se V é de tipo complexo

U* @ (CaVg)®™N/2, se V é de tipo quaternionico

ou, equivalentemente,

(C@Vi) @MW dime U™ se 1/ & de tipo real
Isot, (V. V)x = ¢ (C@Vg)®mNdmelU” se V7 é de tipo complexo

(C@Vg)®(mAN)/2)dimc U e 1/ ¢ de tipo quaternidnico

Sabemos que U* = C®Uy, (isto é, U* é a complexificagdo de Ug). Deste modo, como dim¢c U* =
dimg U, entdo o A\-autoespago de Ay, restrito a Isot,,(V, V) N C®(G; Uf) (cuja complexificagdo é

Isotz,(V,V)), é dado por
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) dimp U* . .
Vﬁem( ) dimg %, se V é de tipo real

(Isotr (V,V) N C>®(G; UR) )a =~ Vﬂgem()‘) dm=Us eV é de tipo complexo
® (m(X\)/2) dimg Ug

Vi ,se V é de tipo quaternioénico
ou, equivalentemente,
Ur ®r Vﬂéem(’\), se V' é de tipo real
(Isotr,(V, V) N C>®(G; Ug) )r = Ur ®r Vﬂéem(/\), se V' é de tipo complexo . (IT)

Ug ®r Vﬂga N2 se v éde tipo quaternionico

Por (I), temos que, se V é de tipo real ou complexo, entdo o operador obtido como a restri¢cdo de
Agu+alsot,(V,V) é (O(U*) x G )-simples se, e somente se, A;/ tem espectro simples. Caso V' seja
de tipo quaternionico, a restri¢do de Ay~ a Isotz(V, V) forma um operador (O(U*) x G )-simples
se, e somente se, cada autovalor de A;f tem multiplicidade 2.

Similarmente, por (II), se V' é de tipo real ou complexo, temos que a restricdo de Ay yx a
Isotz(V,V) N C*(G;Uy) forma um operador (O(Ug) x G)-simples se, e somente se, A} tem
espectro simples. Caso V' seja de tipo quaternionico, o operador obtido como a restricdo de Ay i
a Isot,(V,V) N C™(G;Ug) é (O(Ug) x G)-simples se, e somente se, cada autovalor de A;/ tem
multiplicidade 2.

Combinando as afirmagdes nos dois pardgrafos precedentes com os critérios da Sec¢do 1.1, os
quais s6 dependiam das mesmas condi¢des sobre os operadores da forma A}, concluimos a

demonstracao. [

O teorema precedente responde a Questdo 2.3.1 para o contexto dos grupos de Lie com
métricas invariantes a esquerda e estd em conformidade com os comentdrios feitos no inicio
da secdo, isto é, a organiza¢do dos autoespacos dos operadores estudados se dé& por certos

espagos irredutiveis que englobam:

(i) as isometrias correspondentes a invaridncia a esquerda da métrica (translacdes a esquerda),

dispostas em G-representacgdes irredutiveis;

(ii) o tamanho da representagdo U* (ou Ug), a qual aparece no contradominio dos espacos de

fungdes considerados e é irredutivel com respeito a agdo padrdo de O(U*) (ou de O(Uy));
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(iii) a acdo de @3, especialmente nas componentes isotipicas de representacdes de tipo complexo

e/ou de tipo quaternionico.

Exemplo 2.3 .4.

1. Se Ug = R (com U* = C), entdo o teorema acima, combinado com o Lema 1.1.18, recupera

o Teorema 1.1.19.

2. Para Uy qualquer com complexificagdo U* e G = (SU(2) x --- x SU(2) x T™)/T', com I
subgrupo discreto central, vale que Ag,Uﬁf indexado por métricas invariantes a esquerda, é
genericamente (O(U*) x G)-simples e, similarmente, A, ;- é genericamente (O(U*) x G)-
simples. Para ver isto, basta combinar o teorema atual com os Teoremas 1.1.17 e 1.1.19,

junto ao Lema 1.1.18.

3. O item precedente se aplica, em particular, para Uj = AP g* e U* = AP(g")*, caso este

em que os operadores Ay = € Ag y+, indexados por uma métrica invariante a esquerda,

generalizam o hodge-laplaciano associado a métricas bi-invariantes.

Questdo 2.3.5. Considere M = G/ K munido de métricas invariantes i esquerda. E possivel obter um

resultado andlogo ao Teorema 2.3.3 para operadores em C*°(G, K;Ug) e C>*(G, K;U*)?

A grande dificuldade da questdo acima, na configuracdo enunciada, ndo necessariamente
conseguimos construir nossos operadores de interesse em termos da representacdo regular
a direita. Isto se deve ao fato de que C*(G, K;U*) (e o mesmo para C*(G, K;Uy)) é
apenas um G-moédulo a partir da agdo induzida pelas translagbes a esquerda e, em geral,
ndo é um G-moédulo a partir da agdo induzida pelas translagdes a direita. Os grupos
de Lie ndo enfrentam este problema, visto que os espagos da forma C*(G,U*) sdo G-
modulos a partir de ambas as agdes. Sintetizando, ndo hd como garantir que as aplicagdes
R.(Y;)?: C=(G,K;U*) — C*(G, K; U*) estejam bem definidas, por exemplo.

Poderiamos pensar, alternativamente, em definir entdo os operadores a partir da

representacdo regular a esquerda, mas ai entramos em outro problema: ndo necessariamente



Diego Sousa de Oliveira 62

tais operadores comutardo com as isometrias advindas das transla¢des a esquerda
(correspondentes a invaridncia a esquerda das métricas consideradas). Esta alternativa s6
é promissora para métricas bi-invariantes de modo que os operadores se manifestam como

elementos de Casimir, conforme veremos a seguir, sobre os espagos homogéneos normais.

Operadores mais gerais a partir da representacao a esquerda, em

certos espacos homogéneos normais

Para espagos homogéneos normais M = G/K, cujas métricas g sdo de natureza bi-
invariante e o caso em que tomamos U* = AP(m®)*, sabemos que elementos de Casimir
C associados a bases g-ortonormais {Y;} se identificam simultaneamente como o operador
L(C)=% L.(Y;)?: C>®(G,K;U*) = C>(G, K;U*) e também como o hodge-laplaciano das
p-formas jcomplexas, conforme Secao 1.2.!

Assim, nesta etapa do nosso trabalho, devemos nos ater a operadores quadraticos
construidos a partir da representacdo a esquerda, seguindo a mesma natureza de L.(C)
e considerando qualquer K-representacdo U* obtida como complexificagdo de uma K-

representacdo com escalares reais Up.

Lema 2.3.6. Dado Y € g, entiio L.(Y?) = (L.(Y))? se restringe ao operador

L.(Y?) : C®(G,K;U*) = C*(G,K;U")

Demonstragdo. Lembramos que

C>®(G,K;U*) = {f € C*(G,U*); paratodosz € Gek c K, f(xk) =k~ ' - f(x)}.

Dados f € C*°(G, K;U*), z € G e k € K arbitrérios, temos que:

!Note ainda que, para p = 0 (ou seja, U* = C) e considerando a restrigdo do problema aos espagos simétricos,
recuperamos a abordagem desenvolvida por [ ]. L4, os autores construiam o
laplaciano em termos da representagdo regular a direita antes de explicitar a identificagdo com o Casimir.
Aqui, vemos que esta identificacdo também é possivel a partir da representacdo regular a esquerda.
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L) = G| (L)L) (k)
= 2 ()] fexp(—1Y)ak)
_ itzo[is:OL(exp(SY))f (exp(—tY)zk)
- £ (e
- £ e v

= k1LY fl(z)

ouseja, L.(Y?)f € C®(G, K;U*). [ ]

Dada uma base g-ortonormal {Y;} de g tal que {Y;},~4im x € base de m, entdo definimos o

operador real

Ag,Uﬁ = Z L*<Y;’2> : COO<G> K; UIE) - COO(G’ K; Uﬂ@ )

J

e sua versao complexificada

Agu ==Y L.(Y}): C®(G, K;U*) = C*(G, K; U*) ,
J
(ambos, claramente, estendem-se aos seus fechos L? correspondentes).

Como é de praxe da construcdo envolvendo representagdes, primeiro estudamos as
versdes complexas dos objetos, por conveniéncia da teoria, e depois vemos como
estes transitam para suas respectivas versdes reais. Assim, voltaremos nossa atengdo
primeiramente a A, .

A fim de obter um critério algébrico para os autoespacos de A, y«, no viés da
decomposicdo de Peter-Weyl, precisamos entender como a a¢do de A, ;- se identifica sobre
(V@ U)X @ V*, para V* € G Kxu-. Isto é, precisamos analisar A, y«¢, ., ¢ para elementos

(V@w)®E e (VUK @ V* arbitrarios.
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Lema 2.3.7. Nas construgdes precedentes, temos que

Ang* ¢va7€ = ¢'U7W:A}]/*§ ’

onde AY"E = — Y (I1%).(Y;)? : V¥ — V™,

J

Demonstragdo.
Do drwe (@) = ~ X dis| | bvwelexp(~(t+)¥)r)
; =
= =X | e exp(—(t + 9)Y))I(@)0) Jw

= [£(A7 ([I(x)v)) Jw
= [§oA](T(z)v)w
= [(A7 O (I(z)v) Jw
= [II*(@) " (A7) (v) Jw

= ¢v,w7Ag*§ ($)

Lema 2.3.8. Seja (II*, V) € @K,U e suponha que A} comuta com I1(x), para todo x € G. Entdo

(bA}]/v,w,f = ¢v,w,Ag*£ .

Em particular, neste caso vale que

Ag U Pvwe = PaYvwe »

Demonstragdo.
Pavowe(®) = [EII(x)ALv)]w
= [&(AFTI(z)v) Jw
= [£0 Ay (I(z)v) w
= [A)E(M(2)v) Jw

¢v7w7Ag*§(x)
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O lema anterior, nos diz que, caso g tenha uma natureza bi-invariante, como é o nosso
caso dos espagos homogéneos normais, tal que cada A} é um elemento de Casimir (tnico

em cada V' a menos de constante), entdo o operador A, ;- se identifica como o operador
(AY @id)@id: (VU @V = (VeU ) V",

em cada componente isotipica de LQ(G , K; U*). Note ainda que, neste caso, os operadores

A, p- comutam com as (G x G)-isometrias provenientes da métrica bi-invariante g.

Lembramos que se E é um espago vetorial com produto interno real, entdo podemos
definir O(E) como o grupo de isometrias lineares de £. Suponha que cada espago da forma
(V @ U*)%, bem como cada uma de suas formas reais, estd munido de um produto interno
real. Sabemos que O((V ® U*)X) age irredutivelmente em (V @ U*)X como a representagdo
padrdo. Pela teoria de representag¢des, temos que, se V; é um G;-médulo irredutivel, : = 1,2,
entdo V1 ® V3 é um (G, x G3)-médulo irredutivel. Assim o grupo produto O((V @ U*)X) x G
age irredutivelmente sobre a componente isotipica (V ® U*)¥ @ V*, via acdo tensorial. Com

isso, se definimos

Oc:= [ owweuvunHr,

1% EéK,U*
entdo podemos definir uma tnica a¢do de O¢ x G sobre L*(G, K; U*) estendendo cada agdo
irredutivel de O((V ® U*)®) x G, sobre cada componente isotipica, simultaneamente. Mais

ainda,

Lema 2.3.9. Cada componente isotipica de L*(G, K,U*) é um (O¢c x G)-submédulo irredutivel do

(O¢ x G)-médulo L*(G, K,U*).

Demonstragio. Sabemos que Isot(V*) ~ (V @ U)X @ V*, para V* € CAJK,U* (em particular, V* é
um G-moédulo irredutivel). Por construc¢do, O¢ x G age efetivamente em Isot(V*) como o grupo

O((V @ U")K) x G, o qual por sinal age irredutivelmente em (V @ U*)X @ V*. [ |
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Como A, ;- se identifica como o operador

P aeideid: fH Vel eV - H VeUuevr,
V*eGg V*eGg Vel y+
entdo, a restricdo de A, ;- a cada componente isotipica Isot(V*) ~ (V ® U*)¥ @ V* possui
um tnico autovalor — o autovalor de A}, o qual é o elemento de Casimir da representagio
V' com respeito a métrica bi-invariante g. Assim, a ideia para estabelecer o critério de
irredutibilidade para os autoespacos de A, - € estabelecer se autovalores de Casimir de
componentes isotipicas distintas coincidem ou ndo. Além disso, no caso em que coincidam,
devemos analisar se as representagdes correspondentes estdo relacionadas ou ndo por

alguma simetria estrutural.

A partir daqui, fard-se necessdrio considerar uma andlise andloga ao desenvolvimento da

Secédo 2.2.

Fixemos C' uma cadmara de Weyl para g e tomemos § € C' a meia soma de raizes positivas
correspondente. Notamos que a férmula de Freudenthal ainda vale aqui no contexto dos
espacos homogéneos normais, isto é, o autovalor de Casimir da componente isotipica

Isot(VH') ~ (VF @ U*)K @ V* é dado por

= ai —{4,9) ,

coma, == (u+ 8, + 6)12.

Assim, se A(a) := a® — ||6]|%, com a > 0, é um autovalor de A, ;- e se tomamos
S(a,U") :={peCnly; V¥ ¢ @K,U* ea, =a},
entdo o A(a)-autoespago de A, ;» é dado por

LG, K;U*) z\(a) @ (VEoUH K o vH |
neS(a,U*)



67 Tese de Doutorado sob a supervisdo do prof.” Dr. Marcus A. M. Marrocos

Note que, com isso, a Proposicdo 2.2.1 ainda se aplica a este cendrio e, portanto, os pesos
maiores p que indexam a decomposigdo L*(G, K; U*) (), acima, possuem a propriedade de
pertencerem a mesma esfera S,(—9).

O seguinte teorema generaliza o desenvolvimento da Secdo 2.2 (14, estdvamos dentro do

caso U* = C):

Teorema 2.3.10. Seja M = G/ K um espago homogéneo normal, compacto e com métrica g. Dado um

autovalor de A, i+ da forma X(a) = a® — ||8]|?, com a > 0, entdo vale que

PG KU g~ P VeUu)ev”
peS(a,U*)
e 0s pesos maiores em S(a, U*) estdo relacionados por uma agdo transitiva de um grupo finito de isometrias
da esfera Sq(—9), no sistema de raizes de g. Assim, cada autoespaco de Ay« é um (Oc x G)-médulo
irredutivel ou é a soma de (Oc x G)-médulos irredutiveis relacionados por finitas isometrias (—0)-
deslocadas, no sistema de raizes de g.

Em particular, se S(a,U*) estd contido num sistema de raizes de rank 1, para cada autovalor A(a),

entdo S(a,U*) é unitirio e Ay - é (Oc x G)-simples complexo.

Demonstragdo. Acabamos de ver, logo antes de enunciar o teorema, que o A\(a)-autoespago de A, 7+
é dado por

PG E UGN\~ P (vVeu)fevH .
neS(a,U*)

Pelo Teorema 2.2.6, aplicado ao sistema de raizes de g, existe um grupo finito de isometrias da esfera
Sa(—9) agindo transitivamente em S(a,U*) C S(a) :== {u € CNTL; VF € Ge a, = a}. Assim, a
primeira parte do teorema segue do Lema 2.3.9.

Por fim, para ver que o conjunto S(a, U*) é unitario, sempre que ele estiver contido num sistema
de raizes de rank 1, basta notar que, em cada um destes sistemas, existe uma tnica representagdo
irredutivel V# tal que p e —¢ possuem distancia a. Portanto, s6 pode existir uma representagao

irredutivel associada ao autovalor de Casimir A(a). |

Note ainda que, em geral, para rank M > 1, ndo podemos esperar que o espectro de A ;-

seja (O¢ x G)-simples complexo, visto que a estrutura envolvida pode comportar conjuntos



Diego Sousa de Oliveira 68

da forma S(a,U*) ndo unitdrios (mais ainda, estes conjuntos podem ser arbitrariamente
grandes, conforme aumentamos o valor de A(a), ou seja, conforme aumentamos o valor
de a).

O leitor pode se perguntar neste ponto: por que, diferentemente de alguns teoremas
anteriores, ndo ha no Teorema 2.3.10 uma acdo de ()5 considerada em seu enunciado? Para
responder isso, lembramos que a agdo de ()s essencialmente transforma as componentes
G-isotipicas Isot(V*) e Isot(V) em uma s6, para V' de tipo complexo, e lida com certas
duplicidades de Isot(V*) para V de tipo quaternionico. Esse efeito, na pratica, é
imperceptivel para espagos simétricos M, com rank()) = 1 — primeiro pelo fato de que
estamos lidando com uma agdo de O¢ sobre (V* @ U*)" (independentemente do tipo da
G-representacdo V*) e, segundo, porque ndo existem representacdes de tipo complexo em
rank 1. Para rank()M) > 2, poderiamos de fato considerar a agdo de (Js, porém isto seria
irrelevante, uma vez que hd conjuntos de representagdes ndo-isomorfas e ndo-duais com
mesmo autovalor de Casimir — dai, o grupo (s é pequeno demais para organiza-las,
enquanto que a acdo de O¢ x G e as isometrias —d-deslocadas o sistema de raizes parecem

ser mais adequadas para este tipo de descrigdo.

Vamos agora adaptar o Teorema 2.3.10 para o operador real A, ;7». A versdo real € bastante
analoga a versdo complexa. Para ver isso, precisamos apenas adaptar os espagos complexos

envolvidos para suas respectivas formas reais:

* Primeiro, considere R[(V ® U*)X] uma forma real para (V ® U*)¥, isto ¢, o espago vetorial real

tal que (V @ UMK = C @ R[(V ® U*)X].

* Segundo, defina [V] :={V,V*} e

::{ [V] ,V e @K7U*}.

Q)
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¢ Terceiro, relembramos que, pela Proposi¢io A.1.18, podemos tomar uma representacdo
irredutivel Vg € Irr(G, R) satisfazendo
V,seV éde tipo real

CeVg ~
(H® V), se V é de tipo complexo ou quaterniénico

* Quarto, note que C*(G, K; Ug) = C*(G,U*) N C*(G, K; Uy) e, nas notagdes precedentes,

LG, K;Ug) ~ @ RI(VeUH) o Vg .
V]eG

Considere agora V := R[(V ® U*)¥]| e a acdo padrdo de O(V) sobre V. Assim, para cada
V] eg, o grupo O(V) x G age irredutivelmente em V ® Vi e, esta agdo, estende-se pela
identidade a decomposigéo total do espago L*(G, K; U).

Assim, se tomamos

Or = [[ ORIV @ U],
[V]eG

entdo temos que GLy x G induz uma agdo em

LG, K Uz) ~ (D RIVe U @ Vs,
V]G

estendendo simultaneamente as agdes da cada grupo O(V) x G, construidas hd pouco.

Defina [p] := {u, p*} e [S(a,U*)] :=={[u]; pn € S(a,U*)}. Entédo:
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Teorema 2.3.11. Seja M = G /K um espago homogéneo normal, compacto e com métrica bi-invariante

g. Dado um autovalor da forma \(a) = a® — ||5||?, com a > 0, entdo vale que

LG K Uiha =~ D RIVFeU) oW
[ €[S(a,U™)]
e os pesos maiores em [S(a,U™")| estdo relacionados por uma agdo transitiva de um grupo finito de
isometrias da esfera Sq(—6), no sistema de raizes de g. Assim, cada autoespago de Ay y» é um (Og x G)-
modulo irredutivel ou é a soma de (Or x G)-médulos irredutiveis relacionados por finitas isometrias
(—6)-deslocadas, no sistema de raizes de g.
Em particular, se S(a,U*) estd contido num sistema de raizes de rank 1, para cada autovalor A(a),

entdo S(a,U*) é unitdrio e Ay y: é (Or x G)-simples real.

Voltando aos grupos de Lie com métricas invariantes a esquerda

A partir dos Teoremas 2.3.10 e 2.3.11, podemos aprimorar ainda mais o Teorema 2.3.3, da

seguinte forma:

Teorema 2.3.12. Uma métrica invariante a esquerda g, de um grupo de Lie compacto simples G,
satisfaz que o operador real Ay yx é (O(Ug) x G)-simples se, e somente se, o operador complexo Ag

é (O(U*) x Qg x G)-simples. Além disso, a existéncia de tal métrica é equivalente aos seguintes itens

satisfeitos simultaneamente:

1. Fixe uma métrica bi-invariante gy e considere o sistema de raizes correspondente, com cidmara
de Weyl escolhida C e meia soma de raizes positivas 6. Entdo para cada autovalor da forma
Ma) = a® — go(6,9), associado a métrica go, e para todos u,n € S(a;U*), com u # n,n*,

vale que ayw v nio é identicamente nulo.
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2. Paratoda Ve G, de tipo real ou complexo, vale que by ndo é identicamente nulo..

3. Paratoda V € G, de tipo quaternionico, vale que vale que cy ndo é identicamente nulo.

Mais ainda, tal métrica, quando verificada a sua existéncia, é genérica no espago das métricas invariantes

a esquerda.

Demonstra¢do. Em relagdo ao Teorema 2.3.3, precisamos apenas garantir que dadas duas

representacdes irredutiveis V* e V# tais que u € S(a;U*) e p/ € S(a’;U*), com a # d, vale que

/
ayu v (90) # 0. De fato, como a # a/, entao A;/O“ e A;/O“ possuem autovalores de Casimir distintos

A(a) e A(a’), respectivamente e, portanto, ay,, v,/ (g0) # 0. ]

Corolario 2.3.13. Fixe uma métrica bi-invariante go de um grupo de Lie compacto simples G e considere
o sistema de raizes correspondente, com cimara de Weyl C' e meia soma de raizes positivas 0. Seja E (), g)
0 A\-autoespago de Ay 7+ contendo algum G-submédulo VX, Defina o escalar ay := go(px+96, px —1—5)1/2.

Entdo uma métrica invariante a esquerda genérica g satisfaz

Eg) < @ (vr)dmelrert
peS(ax;U*)
Similarmente, nas mesmas notagdes do Teorema 2.3.11, vale o sequinte: se Er(\, g) é o autoespago real
de Ay y= correspondente ao autovalor )\, entdo para uma métrica invariante a esquerda genérica g, vale
R

que

Ex(hg) < (P (f)Tamererte
[u]€[S(ax;U*)]

TLembrete: dimc(V* @ U*)X = dimg R[(V* ® U*)E].

Demonstracdo. Basta combinar os Teoremas 2.3.10, 2.3.11 e 2.3.12. |

Nao sabemos se os grupos de Lie considerados satisfazem o critério dado pelo Teorema
2.3.3, mas sabemos que eles satisfazem, ao menos, o Coroldrio 2.3.13. Este corolario pode
ser visto como um avang¢o ou uma espécie de primeiros passos para conseguirmos aplicar o
Teorema 2.3.3 para uma grande gama de exemplos de grupos arbitrarios. Deixamos entao

como investigacdo para pesquisas futuras:
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Questao 2.3.14. Visando demonstrar o Teorema 2.3.3 para classes mais arbitririas de grupos de Lie,
é possivel aprimorar ainda mais a estimativa para os autoespagos dada pelo Coroldrio 2.3.13, para uma

métrica invariante a esquerda genérica? Ao menos, é possivel construir outros exemplos pontuais, fora do

Exemplo 2.3.4, que satisfacam o critério do Teorema 2.3.3?

2.4 Operadores sobre o espaco total de formas

diferenciais

Conforme vimos nas se¢des anteriores, para cada resultado enunciado para as versdes
complexas dos operadores estudados, ha um resultado andlogo para suas versdes reais
correspondentes, por mera adaptagdo técnica de espagos complexos e de seus duais
para formas reais. Com isso em mente, por mera conveniéncia, daqui por diante
voltaremos nossa atengdo para as versdes complexas dos operadores, tendo em mente que

as construgdes se adaptam também para seus correspondentes reais.

Um novo conceito de representacao para discutir novos problemas

Em linhas gerais, o estudo de G-representacdes (ou, se preferir, G-méddulos), para um
dado grupo G, pode ser entendido como a descri¢do dos espagos vetoriais que sdo G-
invariantes. Nesta concepcdo, uma G-representacdo é irredutivel se ndo admitir nenhum
(-subespaco invariante ndo trivial.

Acontece que, quando lidamos com operadores laplacianos (e similares) sobre espagos
totais de formas, a no¢do de espaco vetorial invariante pela acdo de um grupo passaré a se
tornar insuficiente. Isto se deve ao fato de que, sobre o espaco total de formas, num dado
espaco homogéneo, hd a presencga de uma algebra adicional de aplicagdes que comutam com
os operadores em questdo e esta se relaciona com as propriedades algébricas inerentes as

formas diferenciais. Dessa forma, deveremos considerar um novo conceito de representagao



73 Tese de Doutorado sob a supervisdo do prof.” Dr. Marcus A. M. Marrocos

que leva em conta simultaneamente a agdo de um grupo e de uma algebra, dados.?

A demanda por esse tipo de andlise ndo é novidade. De fato, em alguns casos, a¢des
por grupos de isometrias da variedade em questdo ndo sdo suficientes para organizar
os autoespacos dos operadores laplacianos considerados, em representagdes irredutiveis.
[ ] perceberam que, no contexto das variedades de Kihler, existe também
uma ac¢do de uma super-dlgebra de Lie impactando na organiza¢do dos autoespacos do
hodge-laplaciano. Similarmente, [ ] nota que hd a presenca de uma &lgebra
formada pelos chamados “Hecke operators” comutando com um certo laplaciano e, portanto,

interferindo na configuracdo de seus autoespagos.

Com isto em mente, nossa nogdo de representagdo passard a ser entendida como o estudo
de G-moédulos invariantes pela acdo de uma dada algebra A. Ou seja, 0s espagos invariantes
pela acdo de A considerados ndo sdo simplesmente espacos vetoriais quaisquer invariantes
por A, mas sim devem ser adicionalmente G-moédulos invariantes por A. Mais geralmente e

precisamente,

Definicao 2.4.1. Sejam V um G-médulo e @ C End(V) um subconjunto qualquer de
endomorfismos agindo sobre V. Dizemos que um subespago vetorial V' < V' é um subespago
(2, G)-invariante (ou, se preferir, um G-submédulo Q-invariante) se: (i) V' é um G-submoddulo de
V; (ii) Q(V') C V’ (isto é, V' é Q-invariante).

Dizemos que V' é um espaco (2, G)-invariante irredutivel (ou, se preferir, um G-mdédulo €)-

invariante irredutivel) se os Gnicos G-submoédulos Q-invariantes de V' sdao V e {0}.

E claro que a definigdo acima se aplica para o caso em que §) := A é uma subélgebra de

End(V).

?Embora existam diversas generaliza¢des do conceito de representacdo (até a nivel categorial), a mesclagem
de representa¢des de naturezas distintas — como, por exemplo, quando uma parte das a¢des consideradas
vem de uma algebra e outra parte de um grupo — ndo se trata de algo muito bem difundido no
meio matemdtico. Ainda assim, cabe mencionarmos o conceito de representagio covariante, presente em
[ ]. Embora, de fato, este tipo de representagdo considere a¢des simultaneas de algebras e de
grupos, esta construgdo é voltada especificamente para o estudo de certas G-agdes de C*-dlgebras A da
forma G x A — A, com condigdes especificas que aparecem no contexto de sistema dindmicos e que ndo
necessariamente possam se aplicar aos nossos propositos. Esta discussdo segue na Segdo 2.5.
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Definicao 2.4.2. Sejam 7' : V — V um operador definido sobre um G-médulo V e Q C End(V)
um subconjunto qualquer de endomorfismos agindo sobre V. Dizemos que T é (12, G)-simples
complexo (resp. real) se cada autoespaco de 7' é um G-médulo Q-invariante irredutivel com

escalares complexos (resp. reais).

Definicao 2.4.3. Sejam fi,..., fr € End(Q2(M,C)). Definimos A[fi,..., f;] como a subalgebra
de End(Q2(M, C)) gerada pelas aplicagoes fi, ..., fo.

A algebra agindo sobre o espaco total de formas diferenciais em

espacos homogéneos normais

Considere Q(M,C) = @ QP(M,C) o espago graduado total de formas diferenciais, sobre
p=0

um espago homogéneo m-dimensional M = G/K, munido de uma métrica normal g,

com camara de Weyl C e meia soma de raizes positivas . Lembramos que *(M,C) =~

C>(G, K; AP(m*)C) e, com esta identificacdo, podemos considerar que

Q(M,C) = C™ (G, K; é N’(m*)‘c> = é C™(G, K; AP(m*)©) .

p=0 p=0

A diferencial exterior d, a co-diferencial d* e a estrela de Hodge * sdo aplicagdes em

End(Q(M, C)) que comutam com o Hodge-Laplaciano

m

A=A, e éCO"(G, K; AP (m*)C) — éCO"(G, K; AP(m*)).
p=0 p=0 p=0

Assim, tais aplicagdes devem influir nos autoespagos de A. Mais geralmente, as aplicagdes

da dlgebra A[d, d*, x| comutam com A" e, portanto, a agao de A[d, d*,«] sobre Q(M, C) deve

influir nos autoespagos. Para ver isso, podemos considerar uma situagdo parcial dada pela

subalgebra A[x| e pela restri¢do de sua a¢do ao espago Q27(M, C) Q™ P(M, C), para um dado

grau p fixado.
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Sejam EP := QF(M,C) e EY o A-autoespaco do operador Alf|z». Definimos ainda EY™ ™ :=

EY @ EY"?, isto é, o A-autoespago de
A|prgpm—> + EP@®E™P — EP @ E™7P
Tomemos a, > 0 tal que A = a3 — ||0||* e definamos
SP(ay) = {15 VI € G poqmee @ glp + 8, 11+ 8) = ap} .

Pelo Teorema 2.3.10 temos que

*

E? ~ @ (VE @ AP(m*)OE @ Vi |
peS?(ax)NC

o qual é uma soma direta de (O¢ x G)-moédulos irredutiveis, relacionados por isometrias
(—6)-deslocadas no sistema de raizes de g. A principio, as representagdes irredutiveis que
aparecem em £} ndo estdo relacionadas por simetrias do sistema de raizes as representagdes
irredutiveis que aparecem em E)"”, porém elas estdo relacionadas pela simetria algébrica
do espaco de formas dada pela estrela de Hodge x, uma vez que esta fornece exatamente
o isomorfismo E? ~ E™? e, portanto, o isomorfismo Ef ~ EY"*. Logo, concluimos os

seguintes lemas:

Lema 2.4.4. Seja U* := AP(m*)C. Valem as sequintes identidades:

EV"P ~ x(EY)
By ~ P (vrenm))fev,
HESP(a))NC

B"P = P [(Venm)) e v e x(VEe () e v ]
HESP(ax)NC

Demonstragdo. As duas primeiras identidades ja foram discutidas nos paragrafos precedentes. A

terceira e tultima propriedade é consequéncia imediata das duas primeiras identidades aplicadas a
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decomposicao EX"" " = Ef @ B}, m

Lema 2.4.5. Seja U* := AP(m*)C. Entdo cada espago da forma

(VEoUHReVE o «((VFeUH)X Vi)

éum (O¢c x G)-moédulo A[x|-invariante irredutivel.

Demonstragio. Sejam IP(u*) = (VF @ U)K @ V#" e I P(u*) = x(ZP(u*)). Entdo os tinicos

(O¢ x G)-submodulos de ZP(u*) @ T™ P(u*) = (VE @ UHE @ VI @ (VAo U*)K @ VH') sdo:
{0}, ZP(u)eI™P(), IP(") e IMP(u)

Destes, os dois primeiros claramente sdo A[x]-invariantes, mas os dois ultimos ndo, uma vez que
*(ZP(p*)) = I P(u*) e x(Z™ 7 P(pu*)) = IP(u*). Logo, ZP(p*) @ 2™ P(p*) é um (O¢ x G)-moédulo

A[x]-invariante irredutivel. [

Com estes dois lemas, enunciados ha pouco, podemos entao concluir a seguinte adaptagdo

do Teorema 2.3.10 para o operador A | grepm-»:

Teorema 2.4.6. Seja M = G /K um espago homogéneo normal m-dimensional, compacto e com métrica

C

bi-invariante g. Considere o operador A5|Ep@Emfp = AgU*, onde U* = AP(m*)C @ A" P(m*)C, e um

autovalor \. Entdo vale que

LGKUN ~ P [(vFeUu) evh o «((V'eU) eVH )]
pESP(ay)NC
e os pesos maiores em SP(ay) N C' estdo relacionados por uma agdo transitiva de um grupo finito de
isometrias da esfera S,, (—0), no sistema de raizes de g. Assim, cada autoespago de Ay 7+ é um (O¢ x G)-
médulo A[x]-invariante irredutivel ou é a soma de (Oc x G)-médulos Alx|-invariantes irredutiveis
relacionados por um conjunto finito de isometrias (—d)-deslocadas, no sistema de raizes de g.
Em particular, se cada conjunto SP(ay) N C estd contido num sistema de raizes de rank 1, para cada

autovalor \, entiio SP(ay) N C' é unitdrio e o operador Ay« é (A[x], Oc x G )-simples complexo.
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A moral da histéria do teorema enunciado hd pouco é que, com ele, concluimos
explicitamente que os elementos da édlgebra A[d, d*, ] (a qual contém a subdlgebra A[x])
devem influir na forma como os autoespagos de A/, agindo sobre o espago total de formas,
organizam-se em estruturas de representacdes ou médulos generalizados irredutiveis. Estes
eventuais médulos generalizados carregam nog¢des que levem em conta agdes de grupos e
de algebras, simultaneamente.

Para o operador total Af , temos:

Teorema 2.4.7. Seja M = G /K um espago homogéneo normal m-dimensional, compacto e com métrica

normal g. Considere E o A\-autoespago de Af . Entdo vale que
B, ~ @ (V@ /\p(m*)C)K ® VI

e os pesos maiores em | J;" SP(ax) N C estdo relacionados por uma agio transitiva de um grupo finito
de isometrias da esfera Sq, (—6), no sistema de raizes de g. Além disso, cada autoespago de AL é um
(O¢ x G)-médulo A[d, x]-invariante irredutivel ou é a soma de (Oc x G)-mdédulos Ald, x|-invariantes
irredutiveis relacionados por finitas isometrias (—0)-deslocadas, no sistema de raizes de g.

Se M = G = (G x G)/AG, com rank G = 1, entdo o conjunto | J,;" SP(ax) N C é unitdrio e o

operador AT é (Ald,+], Oc x G )-simples complexo.

Observe que A[d, x| = Ald, d*, ], pois d* = £ x dx. Observe ainda que, para

U* -— @/\p(m*)({: ’
p=0
temos que A = A, y- é o hodge-laplaciano agindo sobre o espaco total de formas

diferenciais. A prova do teorema reside essencialmente nos seguintes lemas:
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Lema 2.4.8. Seja EY o \-autoespaco de Al restrito as p-formas do espago homogeéneo normal M = G /K

com métrica g. Defina
EP = {w e EY |wéfechada) , EY .= {w e E? | wé cofechada} .

Entio

o Ef’f D Ef’cf, se A >0
>\ p—y
EY = B2 sex=0

Mais ainda, as seguintes aplicagdes definem G-isomorfismos, para X > O:

d: BT gL g g el e s T gl

As propriedades do lema acima sdo bem conhecidas e podem ser encontradas, por exemplo,

em [ , Sec.1].

Lema 2.4.9. Para um espago homogéneo normal M = G /K m-dimensional, com métrica g, vale que os

pesos ma iores em

6 SP(a)nC
p=0

estiio relacionados por isometrias da esfera Sq(—6), onde a = ay para algum autovalor X de Al

Demonstracdo. Sabemos que, para cada grau p fixado, os elementos de SP(a) N C' estdo relacionados
por isometrias da esfera S,(—d). Assim, resta provar que para cadap = 0,1...,m — 1, existe uma
isometria de S,(—J) que mapeia algum peso maior de S?(a) N C em algum peso de SP™!(a) N C. Pelo
Lema 2.4.8, qualquer G-submédulo irredutivel V# de Ef\”cf é mapeado, pela diferencial exterior d,
em um submédulo V# ~ V# em Ef{“’f . Logo, os pesos maiores p € SP(a) NC ey’ € SPT(a)NC

estdo relacionados pela identidade da esfera S, (—9¢). [ |
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Lema 2.4.10. Para um espago simétrico compacto da forma M = G' = (G' x G')/AG’, com
rank(M) =1,G = (G' x G') e K = AG', vale que

@KJ\p(m*)C = @Ka p=0,1,...,m

m

Em particular, o conjunto | J,~, SP(a) N C é unitdrio e igual a S(a) N C' = S%a) N C, onde a = ay, para

algum autovalor X de Al

Demonstragio. Seja V" € G K,Ap(m)c um G-submédulo de algum autoespago EX. Como rank(M) =

1, entdo o Teorema 2.3.10 garante que
EY ~ (Vi@ ANP(m)S) K g v
o qual, visto G-médulo, contém apenas submddulos irredutiveis isomorfos a V. Em particular,

cada G-submoédulo irredutivel de Ef’cf deve ser isomorfo a V#'. Assim, pelo Lema 2.4.8, o

o+1,f

espaco E admite um G-submédulo isomorfo a V. Isso implica necessariamente que V** €

G g avt1 (meyc- Concluimos entdo que

Gg = GK’/\O(m*)C C GK,/\l(m*)‘C c---C GK,/\m(m*)C =Gk .

Demonstracdo do Teorema 2.4.7.
Primeiramente, considere o espaco
EN)\ e @ @ (VM ® /\p(m*)(C)K ® V/L*
p=0 HESP(a))NC

Em seguida, defina 7P (1*) := (V* @ AP(m*)©)K @ V#* e defina o seguinte submédulo de Ey:

I(u) =) (") .
p=0
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Note que Z(1*) é a soma dos (O¢ x G)-médulos irredutiveis ZP(p*). Além disso, Z(u*) é claramente
Ald, *]-invariante. * Vejamos que Z(u*) é um (O¢ x G)-médulo A[d, x]-invariante irredutivel.

Vistos como G-médulos, cada espaco ZP(u*) s6 contém cépias equivalentes a V' como seus G-
submoédulos irredutiveis. Pelo Lema 2.4.8, uma dada cépia equivalente do G-submédulo V#* dentro
das p-formas co-fechadas em 77 (;.*) é mapeada pela diferencial exterior e pela estrela de hodge num
G-submédulo irredutivel, equivalente a V", contido em ZP™! (1*) e TP (u*), respectivamente. Com
isso, Z(p*) é o menor (O¢c x G)-médulo A[d, x]-invariante que contém simultaneamente todas as
cépias do G-médulo VF' nos espagos ZP(u*), p = 0,1,...,m.

Como,

entdo vale a primeira parte do teorema.
A segunda parte, referente aos espagos simétricos dados por grupos de Lie M = G = (G x G)/AG,

com rank(G) = 1, segue do Lema 2.4.10, pois a partir dele conclui-se que Ey = Z(u*).

Coroldrio 2.4.11. Seja M = G = (G x G)/AG um grupo de Lie m-dimensional, compacto, de rank 1 e
com métrica bi-invariante g. Considere E o A-autoespago de Af , contendo um G-submédulo irredutivel

VH. Entio vale que
m

By ~ (Ve (@Ne)%)) e v
p=0
e, neste caso, se fazenos Uy = /\p(g*)‘c, entdo o operador Af é (O¢ x G)-simples complexo. Mais ainda,
usando a identificagdo
Ey ~ @PA(g)° @ VeV

p=0

entio concluimos que AL é (O( P, AP(g*)%) x (G x G) )-simples complexo.

*Mais detalhadamente, lembre que cada elemento de Z?(u*) pode ter eventualmente uma componente de
formas fechadas, a qual se mapeia em 0 pela diferencial exterior d, e eventualmente uma componente de
formas co-fechadas, mapeada G-isomorficamente por d sobre sua imagem — vide Lema 2.4.8. Portanto,
deve valer que d(Z?(u*)) C ZP**(u*). Além disso, claramente o operador estrela de Hodge * determina o
G-isomorfismo ZP (u*) ~ Z™ P(u*). Conclusdo: Z(u*) é, de fato, A[d, *]-invariante.
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Exemplo 2.4.12. Considere a agdo de Af sobre o espaco total de formas em M = SU(2), com
métrica bi-invariante g. Entdo, pelo Teorema 2.4.7, temos que A é ( A[d, +], Oc x SU(2) )-simples
complexo.

Mais ainda, se E é o A-autoespaco de Af , contendo um G-submédulo irredutivel VA, entdo

By ~ (VFa@Prm)®) eV ~(@Am)%) e (Ve V)
p=0 p=0
e, neste caso, o operador A é O( Drso AP(m*)€) x (SU(2) x SU(2) )-simples complexo.
Note também que a decomposigao de Peter-weyl para L*(G, K; S AP(m*)C), com G =

SU(2) x SU(2) e K = ASU(2) (subgrupo diagonal) é dada por

e @rme) = @ @ m))sver).
p=0 V*G@K p=0

Podemos ainda trazer um andlogo do Exemplo 2.3.4 para o espaco total de formas:

Exemplo 2.4.13. Seja G = (SU(2) x --- x SU(2) x T™)/T, com I" subgrupo discreto central,
munido de uma métrica invariante & esquerda genérica. Tome Up = @, A\Pg" e U* =
Drso AP(g®)*. Seguindo o exemplo Exemplo 2.3.4, podemos construir A, -+, a partir da

representacgdo regular a direita, por

N~ P Ay U @V - P AV UV,
V*eQ V*eQ

generalizando o hodge-laplaciano Af associado a métricas bi-invariantes e com versao real

correspondente dada por A, ;x. Note ainda que cada A-autoespago E de Ay~ € dado por
ExWVyU V",

onde V), é o A-autoespago de A;/ com dimc V) = 1. Logo, concluimos que uma métrica invariante

a esquerda genérica, sobre G, satisfaz que A97U§ é (O(Ug) xG)-simples real e, similarmente, A, 1+

é genericamente (O(U™*) x Qg x G)-simples complexo.
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2.5 Generalizacoes da nocao de representacao para o

problema espectral

A Secdo 2.4 nos da um indicio de que é necessario abranger a nogao de representacdo para
discutir certos problemas, ao lidar com agdes de algebras e grupos simultaneamente.

E bem sabido o que significa as definicdes de representacdo de grupos, representagio
de algebras, representagdes de aneis (dentre outras). Mas ndo temos uma nogdo bem
posta e amplamente bem aceita do que seria uma “representacdo mista” que mescle
simultaneamente a¢des de naturezas distintas. J4 exploramos um pouco desta ideia na
Segdo 2.4 e agora pretendemos dar continuidade. Cabe mencionar que, sim, existem avangos
neste sentido como a nogdo de representagio covariante encontrada em |[ ]. Esta,
embora tenha um propdsito e um contexto especifico de construir certas a¢des de grupos em
C*-algebras no contexto dos sistemas dindmicos, j4 demonstra uma consideragdo conjunta
de representagdes de dlgebras e de grupos numa mesma estrutura.

Nossa abordagem serd uma, dentre muitas outras possiveis, que visem generalizar o
conceito de representagdo, abrangendo estruturas que considerem ac¢des simultaneas de
naturezas distintas. Em nossa construc¢do, buscaremos mesclar objetos e morfismos oriundos
de categorias (possivelmente) distintas.

Para o leitor que ndo estd familiarizado com a teoria de categorias, usaremos apenas
as defini¢des basicas de categoria, morfismo e objeto, bem como usaremos exemplos
corriqueiros de categorias no meio matematico. Um material de apoio para quem quiser
se aprofundar é o livro [ ].

No que segue, C denota uma categoria com objetos C; e morfismos C;. Similarmente, V é
uma categoria com objetos V, e morfismos V;. Por simplicidade, assumiremos que V é uma
subcategoria de Set. Em particular, os morfismos em V; sdo fun¢des conjuntistas, no sentido

usual. Denote ainda C™ a categoria tal que Ci"” := Cy e Ci"* := {f € C; ; [ é inversivel}.



83 Tese de Doutorado sob a supervisdo do prof.° Dr. Marcus A. M. Marrocos

Defini¢do 2.5.1. Seja O um objeto em Vy. Uma C-representagio V-enriquecida de O é um par
(p,C) € V1 x Cy tal que dom(p) = O e codom(p) C End¢(C). Tal representacdo é, por vezes,
denotada simplesmente por p ou C ou ainda p : O — End¢(C).

Se, adicionalmente, V = Set, entdo (p, C) é dita simplesmente uma C-representagio de O.

Exemplo 2.5.2.

(a) Representacdes de dalgebras sdo exatamente Vet-representagdes Alg-enriquecidas.
Similarmente, representacdes de &lgebras de Lie sdo exatamente Vet-representacoes

LieAlg-enriquecidas.

(b) Representagdes de anéis sdo exatamente Vet-representacoes Ring-
enriquecidas. Representacdes de anéis com unidade sdo exatamente Vet-representacoes

Ringl-enriquecidas.

(c) Seja C := Set™ (em particular, End¢(X) = Bij(X) e vale também que hom¢(4, B) = ()
sempre que A e B ndo possuem a mesma cardinalidade). Entdo uma G-agdo sobre um
conjunto X, dada por um homomorfismo de grupos i : G — Bij(X), é exatamente uma

Set™v-representacdo Group-enriquecida.

(d) Representagdes de grupos sdo exatamente Vet -representacdes Group-enriquecidas.
Similarmente, representagdes de grupos de Lie sdo exatamente Vet -representagdes

LieGroup-enriquecidas.

(e) Representagdes de semigrupos sdo exatamente Vet-representagdes SemiGroup-enrique-
cidas. Similarmente, representacdes de monoides sdo exatamente Vet-representacdes

M on-enriquecidas.

(f) Uma agdo de um conjunto €2 por endomorfismo sobre um espago vetorial (ou um grupo

abeliano) V, descrita por uma aplicagdo i : © — End(V) é precisamente uma Vet-

representacdo (ou uma AbGroup-representacdo) de (2.

As préximas defini¢des nos dardo uma boa nogdo do que pode vir a ser entendido como

a ideia de “representacdo mista”.



Diego Sousa de Oliveira 84

Definicdo 2.5.3. Sejam O um conjunto e P(O, F) := {(0;,V;)}er uma familia tal que:

i) 0= U0,
Jel

(i) F :={V;} er é uma familia de subcategorias de Set tal que, para cada j € I, o subconjunto

O; é um objeto de V;.

Entdo P (O, F) é dito uma partigio F-enriquecida de O.

Defini¢ao 2.5.4. Seja P(O,F) := {(0},V;)}jer uma particio F-enriquecida de O. Uma C-
representacio para P(O, F) é uma C-representacdo p : O — End¢(C) do conjunto O, munida

de aplicagdes {p; : O; — Endc,(C)};e; tais que, para todo j € I,
(i) aaplicagdo p; define uma C;-representagdo V;-enriquecida do objeto O;,
(ii) Im(p;) C Ende(C) e pj(0) = p(o0), para todo o € O;.

Uma C-representagdo para P (O, F) é denotada simplesmente por C, ou p, ou ainda {p; }jer.

Eis alguns exemplos:

Exemplo 2.5.5.

(a) Uma C-representagdo V-enriquecida de O é precisamente uma C-representacdo de uma

parti¢do unitéria {(O, V)}.

(b) Sejam V um G-moédulo com agdo Il e @ C End(V'). Suponha que V' < V é um subespaco
(2, G)-invariante (reveja a Definigdo 2.4.1). Podemos expressar V' precisamente como uma
representacdo de uma parti¢do enriquecida. Primeiro, defina O := G [] 2. Na sequéncia,
defina (01, V1) = (G,Group) e (O2,Vs) := (€, Set). Entdo V' é precisamente uma Vet-

representacdo de {(O;,V;)}5_; dada por duas aplicacoes
{p1:=1:G = Endypins (V') , p2:=i:Q—End(V') },

onde II define a G-a¢do sobre V' e a aplicagdo de inclusdo i define a 2-agdo em V.
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(c) Seja V um G-moédulo com agao IT, munido simultaneamente de uma agdo ;. de uma dlgebra
A. Entao II e p induzem uma aplicagdo p : G[[A — End(V), a qual tem a estrutura
de uma Vet-representagdo de uma particdo enriquecida. Mais precisamente, fazemos
O := 01]]O2, com (O1,V1) := (G,Group) e (Oz,V2) := (A, Alg), e consideramos as

aplicagées {p1, p2} dadas por p; :=1II: G — Endy ine (V) € p2 := p: A — End(V).

(d) Seja V simultaneamente um Gj-mdédulo com agdo II;, j = 1,2. Defina (O;,V;) =
(Gj,Group) para j = 1,2 e (03,V3) = (G1 * Gg,Group). Seja O = G * Gy =
01U0O2U0O3. Podemos construir uma tinica representagdo de grupos II, para O, estendendo
simultaneamente II; e II,. Assim, podemos considerar a Veti””—representagéo V, de

{(0y, Vj)}j?:l, dada por {I1;, IT,, IT}.

Agora queremos definir, dentro deste novo conceito de representacdo, o que seria
uma sub-representacdo e como decidir sobre sua irredutibilidade. Por simplicidade,
assumiremos, daqui em diante, que C é uma categoria mergulhada em Poset, com ordem

parcial < e elemento minimal 0¢c. Assuma ainda que O¢ é terminal em C.

Definic¢do 2.5.6. Seja p uma C-representacdo de P(O, F) := {(O;, V;)} er dada pelas aplicagdes
{pj : Oj — Endc,(C)}jer. Uma sub-representacio de p é um objeto S < C' tal que a familia de
aplicagdes {p; : O; — Endc, (S5)}jes estd bem definida, formando por si s6 uma C-representacao

de P(O, F).

Definicao 2.5.7. Seja (p,C') uma C-representacdo de uma parti¢do enriquecida P(O,F) e
suponha que C' # 0¢. Dizemos que (p, C) é redutivel se ela admite alguma sub-representagao

S tal que O¢ # S # C. Dizemos que (p, C) é irredutivel se ela ndo for redutivel.

Relembremos o Teorema 2.4.7. Um caso particular dele era que, se M = G = (G x G)/AG,

com rank G = 1, entdo cada autoespago do hodge-laplaciano A’ é da forma

Ex~ PV e Pm)°) e v
p=0
para algum G-moédulo irredutivel V' e algum autovalor A. Nesta configuracdo, o operador

Al é (Ald,+], Oc x G )-simples complexo. Ha uma outra forma de dizer isso. Tome
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O := 01 ][] Os, com O; := O¢ X G na categoria dos grupos de Lie, e O, := A[d, |, na categoria
das dlgebras. Sabemos que O; e Oy agem em E) como um ( A[d, *|, O¢ x G )-médulo e, neste

caso, denotamos as respectivas a¢des por
Pl - 01 — Endvecinv<E)\) ;P2 02 — EndveC<E)\> .

Assim, o fato de E) ser um ( A[d, %], O¢ x G )-médulo irredutivel equivale precisamente a

ele formar uma Vec-representacdo irredutivel (p, O) da particao {O;, O, }, onde p é dada por
{p1, p2}-

Veremos que as nogdes de irredutibilidade para os autoespagos dos operadores que

aparecem nos Teoremas 2.3.10 e 2.4.7 podem ser ainda mais aperfeicoadas.

Aperfeicoando a descricao da irredutibilidade para os autoespacos no

Teorema 2.3.10

Relembremos a Seg¢do 2.3. Vimos que, num espago homogéneo normal M = G/ K, conexo,

compacto e com métrica bi-invariante g, o operador A, ;- pode ser identificado como

P @yeideid: @ VeUY eV - B VeU)ev:,
V*EG\K’U* V*EG\K’U* V*G@KU*
onde A} é o Casimir de V, multiplo da identidade.

Assuma que cada V** € Gk - estd munido de um produto interno G-invariante.

Nessas condicdes, existe um unico vetor v,- € V*, unitério, tal que v, pertence ao espaco
de peso associado a ;1* (pois o espago de peso de uma G-representacao irredutivel associado

ao seu peso maior é sempre unidimensional).
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Dados pu,n € S(a,U*), fixe
e (VE@ UK — (V1o UMK,
qualquer aplicacdo linear de posto maximo.

Relembre a Se¢do 2.2 e suponha que t é o sistema de raizes de g. Tome uma isometria

(—6)-deslocada @ € O(t) e defina, paracada (v@w) ® & € (V@ U)X @ V*, com V* € CA?K,U*,

_ se existem c € C, a > 0 e p* tais que
c - b,u#’(ﬂ) ('U ® w) ® U@(N)* ,

TR (vRwRE) = 1, 3(p) € S(a,U*) e € =c- vy

v ®w ®E, caso contrario.
\

Assim, a menos de identificagdes, T'¢ se estende linearmente para um operador linear sobre
o espago L?*(G, K;U*). Mais geralmente, o semi-grupo de endomorfismos de L?(G, K; U*)

gerado pela composicdo de tais operadores, digamos

Qaxu = (Te| £€0(t)),
age linearmente e efetivamente em L?(G, K; U*). Denote tal agdo por
q: Qexu- — Endyec (L*(G, K;UY)) .

Agora temos duas ag¢des principais no Teorema 2.3.10: a de Q¢ kv~ € a de O¢ X G. Denotemos

esta ultima a¢do por

onde S se refere a representagdo padrao (”S” para standard) dos grupos lineares gerais que

constroem Q¢ e L se refere a representagdo regular a esquerda de G. Queremos considerar
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S ® L e g numa mesma estrutura. Para isso usaremos a estrutura de produto livre. Primeiro,

considere o seguinte lema:

Lema 2.5.8. Suponha que tenhamos homomorfismos de semi-grupos 11; : G; — End(V') que definam
ages efetivas, para j = 1,2. Considere Il : Gy « Go — End(V') o tinico homomorfismo que
estende 11, e Iy, simultaneamente (denotado também por ext(Il1,I13)). Considere ~ a relagdo dada por

p ~ q <> II(p) = I1(q). Entdo a agdo quociente efetiva resultante dada por

II: (G %Gy)/ ~ — End(V)

ainda estende 111 e Ily simultaneamente.

Demonstragio. Fixe j = 1,2. Para cada z € G, denote por [z] a classe de = em (G * Ga)/ ~. E
suficiente mostrarmos que a aplicagao i; : G; 2 =z — [z] € (G1 * G2)/ ~ é um homomorfismo
injetivo. Suponha que ij(z) = i;(y), ou seja, [z] = [y]. Notando que II estende II;, entdo [z] e [y]
agem efetivamente em V' como os elementos I1;(x) e II;(y), respectivamente. Como [z] = [y], entdo
II(x) = IIj(y). Como II; é efetiva, entdo z = y, mostrando que i; é injetiva. Por um argumento
similar, e usando o fato de que I também define uma acéo efetiva, temos que ij(xy) eij(x)i;(y) agem
efetivamente em V' como o mesmo elemento II;(zy) = II;(z)II;(y), de modo que i;(zy) = i;(z)i;(y),

para todos z,y € G. [ |

Agora considere o tinico homomorfismo
ext(S® L,q) : (Oc x G) x Qg,xu+ — Endye. (L*(G, K; U*))

estendendo S ® L e ¢ simultaneamente. Pelo lema anterior, esta acdo leva a agdo quociente
efetiva

ext(S® L,q) : (Oc x G) * Qa.x-)/ ~ — Endy.. (L*(G, K;U)) ,

a qual ainda estende S ® L e ¢ simultaneamente.
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Vamos trazer as construgdes para nossa nova teoria de representacdes. Definamos

(01, V1) :==(0c x G, Group) ; p1:=S®L
(02, V2) = ( Qa.xu+ , SemiGroup) ; p2:=gq
(03,V3) == ( ((Oc x G) * Qg x.p+)/ ~ , SemiGroup) ; ps:=ext(S® L,q)

e também, assumindo que O; e O, estdo mergulhados em O3,
0:=01U0,U05=05 ; p:=ps ; F:={V;}_y ; C:=L*GK;U").

Com isto, acabamos de estabelecer uma Vec-representacao (p, C') para a partigdo enriquecida
P(O,F) := {0;,V;}5_,, definida pelas aplicagdes {p;}3_;. A conclusdo interessante é que,
seguindo as constru¢des do Teorema 2.3.10, temos que os autoespagos de Ay« sdo sub-
representacoes irredutiveis de (p, C).

Essencialmente, comparando com o teorema, a Unica agdo nova que estamos
considerando é aquela dada pelo semi-grupo Q¢ k- Note que cada (O¢ x G)-médulo
irredutivel da forma (V* @ U*)X @ V*', com u € S(a,U*), ndo é um Qg x y--méddulo

invariante, mas gera exatamente o ()¢ k,y--médulo invariante L*(G,K;U) Aa)-

Exemplo 2.5.9. Seja M = (SU(3) x SU(3))/ASU(3) =~ SU(3) munido de uma métrica
riemanniana normal g e considere A, = A, c o operador de Laplace-Beltrami. O conjunto
S(a) = S(a,C), que indexa os pesos maiores das representagdes com mesmo autovalor de
Casimir A(a), é construido no sistema de raizes de su(3). Assim, pelo Teorema 2.3.10, o A(a)-

autoespaco de A4, agindo em SU(3), é dado por

LA(SUB);Clay = P VFeVvH
Hes(a)

A agdo de grupos, sobre L?(SU(3); C), restrita a cada submédulo da forma V* @ V#, é dada por
p1:= L ® R, onde L é a acdo induzida pelas translacdes a esquerda e R é a acdo induzida pelas

translacoes a direita de SU(3).
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o —

Para cada isometria (—d)-deslocada ¢, V* € SU(3)ev® & € V ® V*, defina

se existem c € C, a > 0 e p* tais que p, p(p) € S(a)
€ UG @ Vg(u)* | c
" evalequev®& =c- v, @ Uy
(Te)(v®§) =

v ® £ , caso contrério

de modo T¢ se estende linearmente para um operador linear sobre L?(SU(3);C). Com isto,
temos uma agdo py := ¢ de um grupo Qg (3) de endomorfismos inversiveis de L?(SU(3);C)
gerado pela composicdo de tais operadores.

Logo, as agdes p1, p2 e p3 = t;x/t(L ® R,q) definem uma representagdo generalizada
(p, L*(SU(3);C)) do grupo ((SU(3) x SU(3)) * Qsu(s))/ ~, com p := p3, de modo que os

autoespagos de A, sdo sub-representagdes irredutiveis desta.

Exemplo 2.5.10. O Exemplo 2.5.9 vale na verdade para qualquer grupo de Lie compacto simples
M = (G x G)/AG ~ G, com métrica normal g, ou seja, podemos construir uma representagao
generalizada (p, L*(G;C)) de um grupo da forma ((G x G) * Q¢ )/ ~, de modo que os
autoespagos de A, sejam sub-representagdes irredutiveis desta.

Mais geralmente, a partir de poucas adaptagdes elementares, podemos ver que um argumento
totalmente andlogo vale para um espago homogéneo normal M/ = G/K dado por um par
esférico (G, K), com G' compacto simples. Ou seja, neste caso, os autoespacos de A, sdo sub-
representacdes irredutiveis de uma representagdo generalizada (p, L?(G, K;C)) de um grupo
da forma (G * Qg,x)/ ~. Em particular, temos o mesmo resultado para espagos simétricos

compactos irredutiveis de rank arbitrario.
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Aperfeicoando a descricao da irredutibilidade dos autoespacos no

Teorema 2.4.7

A adaptacdo do Teorema 2.4.7 é completamente andloga a adaptagdo que fizemos ha

pouco para o Teorema 2.3.10. Defina
Qp = QG’,K/\Pm*C ;o U= @/\pm*c )
p=0

de modo que A, ;- se identifica como o hodge-laplaciano Al/, com métrico normal g. Assim,
Q, age efetivamente em L*(G, K; AP m*©) e esta agdo pode ser estendida pela identidade ao

espago total L?*(G, K; U*). Deste modo, se definimos

Q=]
p=0

entdo o produto @ age em L?(G, K;U*) de modo que, sobre a restricdo a L*(G, K; A’ m*©),

ele age efetivamente como @,. A acdo de Q em L*(G, K; U*) seré identificada pela aplicagdo
q:Q — Endye (L*(G,K;UY)) .

Lembramos ainda que, O¢ age efetivamente em cada espaco da forma (V ® APm*©)K
efetivamente como o grupo O ((V ® AP m*©)¥), através da representa¢do padrao. Tal agdo é

denotada por S. Temos entdo uma agdo da forma
S®L:0c¢ x G— Endyin (L*(G, K;U)) .
Com isto, temos também a aplicagdo

ext(S® L,q) : (Oc x G) xQ — Endy (L*(G, K; U))
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a qual pode ser transformada numa agao efetiva
ext(S® L,q) : (Oc x G) xQ)/ ~ — Endy (L*(G, K;U")) .

Por fim, temos ainda a agdo da dlgebra A[d, x|, a qual serd identificada pela aplicagdo

a: Ald,«] = Endy (L*(G, K;U")) .

Consideremos entdo

(O, V1) = (O x G, Group) ; p1:=S®L

(09, V2) := (Q, SemiGroup) ; pyi=q

(03,V3) := ( (O x G) xQ)/ ~, SemiGroup) ; ps:=ext(S® L,q)
(04, Vi) := (Ald,+], Alg) 3 pi=a.

Agora, assumindo que O; e O, estdo mergulhados em O3, definimos

O:=(01U0UO03)[[0s=051104 ; p=psllps :
F={V}io, ; C:=L*G K;U").

Com isto, acabamos de estabelecer uma V et-representagdo (p, C') para a parti¢do enriquecida
P(O,F) = {0;,V;}_,, definida pelas aplicagdes {p;};_,. Seguindo as construgdes do
Teorema 2.4.7, temos que os autoespacos de A/’ sdo sub-representacdes irredutiveis de
(p, ©).

E claro os Teoremas 2.3.10 e 2.4.7 podem ser adaptados de diversas outras formas. Nesta

amplitude de possibilidades, cabe aqui uma investigacdo interessante:

Questdo 2.5.11. E possivel aprimorar o objeto O e sua representacio (p, C') de modo que O seja a menor

estrutura posstvel contendo G, satisfazendo ainda que os autoespagos de A, - sejam sub-representagoes

irredutiveis de (p, C')?

Na direcdo da questdo acima podemos considerar () como o semi-grupo de



93 Tese de Doutorado sob a supervisdo do prof.° Dr. Marcus A. M. Marrocos

endomorfismos de L*(G, K;U*) gerado por Q U {d, x}. Isso nos permite substituir as a¢gdes
de @) e A[d, ] por uma tnica agdo de Q cujos endomorfismos de sua imagem formam um

subconjunto dos endomorfismos das imagens de a e ¢. Denote a acdo de Q) por
q:Q — Endy.. (L*(G, K;U")) .

Podemos considerar entdo

(617V1) = (0c x G, Group) ; pr:=5®L
(52,1)2) = ( Q, SemiGroup) ;o pai=q
(53,1)3) = ( (((O)C X G) * @)/ ~ SemiGroup) . pP3i= &t(S ® L,q)

e também, assumindo que 51 e 52 estdo mergulhados em 53,
O:=0,U0,U03=05 ; p:=p3 ; F:i= ViBb., ; C:=L*G K;U").

Com isso, o objeto O age em C com menos endomorfismos do que o objeto O
considerado anteriormente e a representacao (p, C') ainda mantém as mesmas propriedades

de irredutibilidade para os autoespagos de A/'.

2.6 Propriedades sobre operadores em espacos discretos

Nesta sec¢do, exploraremos aspectos da teoria espectral de grafos, especialmente aquelas
envolvendo representacdes de grupos. Em nossa abordagem, construiremos os objetos
fazendo sempre um paralelo com a teoria de variedades. Antes de discutir o espectro
dos operadores de interesse, estabeleceremos alguns andlogos de elementos basicos da

geometria diferencial.
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Paralelos do calculo diferencial para grafos

Existem intimeros trabalhos relacionados a discretizagdes de conceitos em geometria
diferencial. =~ As diversas possiveis abordagens ndo sdo tunicas e suas adaptagdes
dependem dos propésitos e propriedades que se deseja manter durante o processo
de discretizagdo. Nossa andlise seguird, proximamente, as ideias de trabalhos como
[ , , .

Seja G := (M, A) um grafo com conjunto de vértices M e conjunto de arestas A.* Dados
x,y € M, a aresta que conecta z a y, sempre que esta existir, é denotada por A(z,y).
Consideramos o conjunto OutNeigh(z) := {y € M; A(x,y) € A} e, se G é ndo-direcionado,
escrevemos simplesmente Neigh(z) := OutNeigh(z). Assumimos que G é finito, isto é, o
conjunto de vértice M é finito.

Para K = R,C, o espago L? de K-fungdes do grafo G é denotado por L?*(M,K) (como
estamos assumindo que G é finito, entdo L?(M,K) é simplesmente o espago de todas as
funcoes f : M — K).

Para cada A(z,y) € Ae f € L*(M,K), definimos

Opy : L*(M,K) —» K
fOuyf = fy) — f(2)

Convencionamos d,, = 0 sempre que ndo houver uma aresta que conecte z a y em A.

Definicao 2.6.1. Seja + € M. Definimos T, M como o R-espaco vetorial livre gerado pelo

conjunto {0,y ; y € OutNeigh(x)}. Escrevemos ainda TM := | | T, M.
xeM

“Geralmente o conjunto de vértices é denotado por V, mas para nossas pretensdes em fazer um paralelo com
variedades diferencias, M se torna uma 6tima opgdo.
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Defini¢io 2.6.2. Sejam = € M e f € L?(M,K). Dizemos que a aplicacdo df (), definida por

extensdo linear a partir da regra
df (z) : T,M - K
Opy — Oy f

é dita a diferencial de f em x. Se F' : M — M é um automorfismo do grafo (M, A), entdo definimos

dF(a:) T M — TF(m)M

Oy — Op(2)F(y)

também por extensdo linear.

Defini¢ao 2.6.3. Um campo vetorial em (M, A) é uma aplicagdo X : M — TM tal que, para
cada x € M, temos X (x) € T, M. O espago dos campos vetoriais é denotado por X(M) e esta

munido das operagoes

(X+Y)(z) = X(z)+Y(x)
(aX)(z) = aX(x)
(fX)(x) = fl@)X(z),

para todos X,Y € X(M),z € M,a € Re f € L*(M, K). Definimos ainda a agdo

X(M) x L*(M,K) — L3(M,K)
(X, f) = X(f) = df (X)

dada por X (f)(x) := df (z).X(x), para todo z € M.

As defini¢cdes enunciadas hd pouco nos permitem fazer um “cédlculo de ordem 1”7 em
grafos, onde a nocdo de derivada é dada pela “derivada discreta”, ou seja, aquela em
que a aresta A(x,y) induz uma operagéo 9,,, agindo numa dada funcdo f € L*(M,K)
essencialmente como a diferenca f(y) — f(x).

Usando a convencao de Einstein, temos que todo campo X € X(M) obedece ao formato

X =Xy : M >z~ XY(x)0,y € TM ,
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onde o somatoério omitido é tomado sobre os vértices y € M e cada XV € L?*(M,R) define
uma funcdo real satisfazendo X¥(x) = 0, sempre que ndo houver uma aresta que parta de x

e chegue em y, em A.

Tensor meétrico

Queremos agora introduzir uma nogdo de tensor métrico sobre o grafo G = (M, A)
que desempenhe o andlogo da nocdo de métrica riemanniana em variedades. Para isto,
muniremos G de um pesow : A — R.. O par (G,w) é, por vezes, referido como um grafo
pesado. Defina w,, := w(A(z,y)) para cada aresta A(z,y) € A.

O peso w induz, para cada x € M, um produto interno real

¢ T,M x T,M — R

definido pela regra

g: (wwyaﬂilﬁ w$za$2’) = 51/71 .

Definicao 2.6.4. Sejam (G,w) um grafo pesado com G = (M, A). Para cada = € M, definimos
®0’2 T, M como o R-espago vetorial das formas bilineares B : T, M x T,M — R. Escrevemos

ainda @™ TM := |_|M((®O’2 T,M). A aplicagao
zEe

¢ M — Q"M TM

T gy

é chamada de w-tensor métrico.

O w-tensor métrico ¢g* pode ser identificado como a aplicagdo

¢° X(M) x X(M) = L*(M,K)
(X,Y) = g¥(X,Y)

onde (¢g*(X,Y))(x) := ¢7(X (), Y (2)).
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Gradiente e laplaciano

Seja (G, w) um grafo pesado, finito, com G = (M, A).

Defini¢io 2.6.5. Dada f € L?(M,K), definimos o gradiente de f como o tnico campo Vf €

X(M) tal que

df(X) = g*(X,Vf), VX ex(M).

Seja x € M. Note que, 3, := { E.y } ycOutNeigh(z), dado por

Y;ty =W axy:

Ty

é uma base g¥-ortonormal de 7, M, para cada z € M. Dado v € T,M, usemos a notagdo

v(f) :=df (x).v. Assim, é facil ver que

Vi) = Y. Y)Yy

y€OutNeigh(z)

Defini¢ao 2.6.6. Definimos o laplaciano de (G,w), com G = (M, A), como sendo o operador

A, LA(M,K) > f — Auf € L*(M,K)

definido por
Awf(l') - - Z wmy(f(y) - f(x»

y€OutNeigh(z)

Note que para todos z € M e f € L*(M,K),

Aof(r)=—= > Yol)=— > (Y, Vi)

y€OutNeigh(z) y€OutNeigh(z)

Laplaciano em grafos homogéneos nao-direcionados

Antes de prosseguirmos, recomendamos fortemente uma lida no Apéndice A.6.

Consideramos G = (G(G/K;S),w) um grafo homogéneo finito, conexo, com conjunto de
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vértices dado pela G-espago G/K (munido da G-ac¢do induzida pelas translagdes a esquerda)
e conjunto gerador S. O conjunto A, das arestas de G, é dado por elementos da forma
A(zK,zsK), para K € G/K e s € S. Assumimos que S ndo contém nenhum elemento
de K (ou seja, G ndo contém loops) e que S é simétrico, isto é, S = S~! (neste caso, portanto,
G se identifica como um grafo ndo direcionado). O conjunto dos pesos G-invariantes de G é

denotado por M®. Assumimos ainda que w € M. Defina

Ws = WeK sK -

Como w é G-invariante, entdo para todo x € G temos que

WK zsK — Ws -

Lema 2.6.7. o grafo homogéneo G(G/K; S), munido de um peso G-invariante w € MY satisfaz

Wg = Wg—1

para todo s € S.

Demonstragdo. Como G(G/K; S) é ndo-direcionado e w € MY, entdo para todo s € S

Ws=1 = WeK s—1K = Ws—1K eK — Wss—1K seK — WeK sK — Ws

Aut(G) é o conjunto de automorfismos de G. Dada F' € Aut(G), construimos o peso F *w
pela regra

(F'w)(A(zK,zsK)) == w(A(F(zK), F(zsK)) ,

para todos z € G e s € S. Escrevemos ainda

Isom(G,w) :={F € Aut(G); F'w=w}.
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Lembramos que L?(G/K;K) possui a¢des L, R : G — GL(L*(G/K;K)) dadas por

(LX(z)f)(yK) == fla7'yK) 5 (R"(2)f)(yK) == f(yzK)

para todos z,y € G e f € L*(G/K,K).

Agora, para cada s € S, definimos os campos

Os : G/K SaK — Opkasi € T(G/K)
Yi: G/K 3 2K — w0s(zK) € T(G/K)

de modo que Y; = w;0;.

Defini¢do 2.6.8. Denotamos por g o R-espaco vetorial gerado pelo conjunto de campos

{88}865'-

Como a nogdo de derivada de uma fungdo f num grafo (M, A), na direcdo da aresta
A(z,y), é dada por 0., f = f(y) — f(z), isto nos motiva a seguinte definicdo de uma espécie

de “derivagdo no elemento neutro” a nivel de representa¢des de grupos:

Definicao 2.6.9. Seja Il : G — GL(V) uma representagdo de G. Definimos
IL, : g 3 05 — II(s) — II(e) € End(V) ,

estendida linearmente, e o operador

Al == TL(Y:) == wy(I(s) —T(e)) : V>V

seS seSs

Em particular, note que para todos z € G, s € Se f € L*(G/K,K),

(RE(0))(@K) = f(asK) — f(x)
(RE(Y) f)(@K) = ws( f(zsK) — f(z))
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e, consequentemente,

Auf ==Y REM)f

ses
Assim, sobre o grafo G(G/K; S) munido de um peso G-invariante w, o laplaciano é expresso

em termos da representagdo regular a direita, via

A, ==Y RE(Y.): L*(G/K,K) = L*(G/K,K)

seS

Esta expressdo pode ser vista como um andlogo da Proposi¢do 1.1.1. Veremos que,
para grafos de Cayley (onde podemos assumir, sem perda de generalidade, K = {e}),

conseguimos reproduzir ainda mais andlogos dos resultados constantes na Secao 1.1.

Analogo das Secoes 1.1 e 2.1 para grafos de Cayley nao-direcionados

Assuma K := {e}, ou seja G(G; S) um grafo de Cayley finito, conexo, ndo direcionado e
com peso G-invariante w (neste caso w é dito um peso invariante a esquerda). S é um conjunto
gerador de G satisfazendo S = S~' e e ¢ S. Lembramos que G é um conjunto completo de
G-modulos irredutiveis ndo equivalentes (com escalares em C). Pelo o que vimos héd pouco,

o laplaciano A, é dado por
A, ==Y R.(Y,): L*(G,K) - L*(G,K)
seS

onde Y; := w,0;, com O, : G 3 x> 0,4, € TG.
Para cada G-moédulo irredutivel (II*, V*) € G, a componente V*-isotipica de L*(G,C) é

denotada por Isot; (V*) e temos o G-isomorfismo V ® V* =~ Isot, (V*) dado por:

oy VRV*30®E€— ¢p¢ € Isot (V) ,
onde ¢, ¢ := (II*(-)71&) (v) = E(I1(-)v) ,

definido por extensdo linear. Em particular, em vista destes isomorfismo, A, se identifica



101 Tese de Doutorado sob a supervisdo do prof.” Dr. Marcus A. M. Marrocos

como um operador da forma

A, @ve;v*% @V@V*.

Vv*e@ V*e@

Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.6.10. A menos de identificacdes, o laplaciano A,,, sobre o grafo de Cayley G(G; S) com peso

invariante a esquerda w, é dado por

P awid: Gvev > PVev:.

Vel Vel V*ed

Demonstragdo. Sejam (II,V) € Gev®¢ eV ®V* Basta provarmos que Ay ¢y e = Pay,¢- De fato,

temos que para todo z € G,

Butes (@) = = X walelllizs)e) — E(a)0))
_ ¢ ( () (— 116 - 11 >v) )
— E(@)AY)
= QZ)AXU,{(SU)

Lema 2.6.11. Sejam G(G;S) um grafo de com peso invariante a esquerda w e (II, V) € Rep(G,C).
Entdo para todos § € V*, temos que

AV e—gonY .

Em particular, se 3 é uma base de autovetores para AY, com base dual 3*, entdo B* é uma base de

autovetores de AY," com mesmos autovalores correspondentes.
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Demonstragdo. Sabemos que S = S~le, para cada s € S, temos wy = ws-1 (reveja o Lema 2.6.7).

Assim, para todov €V,

@Lgr = — (S wlIre -re)) v

seS

= — Y w&(I(s™Ho —(e)v)

seS

= ¢~ D) 1) )0

seS

= ¢(- S - 1))

SES

= &(ALv).

Lema 2.6.12. Sejam G(G; S) um grafo de com peso invariante a esquerda w e (I1, V') € Rep(G,C). uma
representagio de tipo quaternionico, com aplicagdo de estrutura dada pelo G-isomorfismo j : V. — V.
Entdo, os autoespagos de Au‘f sdo j-invariantes e, portanto, devem ter dimensdo par. Em particular,

enxergando j como uma aplicagiio anti-linear de V em V., vale que A}, comuta com j.

Demonstragdo. Sabemos que A, é um operador simétrico com autovalores reais maiores ou iguais a
0. Pelo Teorema 2.6.10, 0 operador A}, também deve ser simétrico com autovalores reais maiores ou
iguais a 0.

Sabemos ainda que j : V — V é um G-isomorfismo com inverso —j : V — V (pois j2 se

identifica como —id). Assim, todo endomorfismo 7' € End(V) se identifica como o operador

\%4

(—j) oT oj € End(V). Em particular, dado V), o M-autoespago de A}, entdo A € R>( e, para
todo v € V), temos (—j) o A} (jv) = M. Compondo a equagdo anterior com j a esquerda, temos
A, (jv) = A(jv). Portanto, ju € V. Mais ainda, vale que A, (jv) = jlv = j(AYv). Como esta

propriedade vale para cada autoespago do operador simétrico AY, entdo j comuta A}]. n

Note que, a partir daqui, o Lema 2.1.5, o Corolario 2.1.6 e o Corolério 2.1.7, aplicados a
K = {e} e ao operador A}/ (ao invés de A}), sdo completamente adaptaveis para valerem
neste contexto.

SejaV ¢ G. Podemos fazer as seguintes identificagdes:
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(J1) Se V é de tipo real, podemos identificar aplicagdo de estrutura Jy : V. — V como j ~ idy,

induzindo uma aplicagdo j ®id: VoV - V@ V.

(J2) Se V é de tipo complexo, temos (V & V) de tipo quaternidnico com aplicagdo de estrutura

restrita j : V@&V — V &V, induzindo uma aplicagdo

jRid: VeaV)a(VeV)= VeaV)ea(VeV).

(J3) Se V' é de tipo quaternidnico, temos uma aplicagdo de estrutura restrita j := Jy : V = V,

induzindo uma aplicagdo j ®id: VeV - V& V.

As regras (J1), (J2) e (J3) induzem uma aplicagao

J=jeid: HVveVv - PVvev,
v*ed V*eG
comutando com A, (pois em todos os casos, j ® id comuta ou com AY @ id ou AY®V ®id,
dependendo do tipo de representacdo).
Assim, quando G admite qualquer representacdo de tipo complexo ou quaternidnico,

temos que

Qs ~ {£id, +iid, +J, +iJ} C GL(L*(G,C)) .

2

Nessas condigdes o Coroldrio 2.1.8 também é completamente adaptavel para esse

contexto. Logo, temos o seguinte resultado:

Corolario 2.6.13. Considere o grafo G(G;S), munido de um peso invariante a esquerda w. Para
cada V € G. Denote por Vy, Isotp (V*)x e Isotr(V,V*)x os A-autoespacos de AL, Ay |isor, (v+) € de

Aulsoty, (v,v+), respectivamente. Entio:

1. Se V é de tipo real, entdo Isot,(V*)y ~ V\ ® V. Em particular, \ é um autovalor simples para
AZ se, e somente se, Isot,(V*)y ~ C RV ~ V. Logo, o operador Afj possui espectro simples se, e

somente se, Ay |sot, (v+) € G-simples (neste caso, Ay |sor, (v+) € também (Qg x G)-simples).
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2. Se V é de tipo quaternionico, entdo Isoty (V*)y ~ (H ® Vy)® e Va/2 @ V. Em particular, cada
autovalor \ de AL/ tem multiplicidade 2 se, e somente se, Isot,(V*) ~ H®&V'. Logo, o operador AX

possui todos os autovalores com multiplicidade 2 se, e somente se, Ay |got, (v+) € (Qg X G)-simples.

3. Se V éde tipo complexo, entdo Isotr(V,V*)y ~ (V\ & V) @ V. Em particular, X é um autovalor
simples para A}, se, e somente se, Isot,(V,V*)y ~ H® V. Logo, o operador AY, tem espectro

simples se, e somente se, Ay |sor, (v,v+) € (Qs x G)-simples.

4. Se G s6 contém representagdes de tipo real, entdo um peso G-invariante w satisfaz que o operador
real A, tem espectro G-simples real se, e somente se, a versio complexa de A,, tem espectro G-

simples complexo.

5. Se G contém alguma representacio de tipo complexo ou quaternionico, entio entdo um peso G-

invariante w, satisfaz que o operador real A, tem espectro G-simples real se, e somente se, a versio

complexa de A, tem espectro (Qg x G)-simples complexo.

Agora, queremos desenvolver um critério de generecidade para o espectro do laplaciano
do grafo G(G; S), dentro do espaco dos pesos invariantes a esquerda, dado pelo conjunto

ME. Para isso, procederemos a algumas identificagdes desse espago.

Primeiro, defina

Si={s:={s,s'}; seS}

e, para todos w € MCed €8, escreva wy := ws = wy-1. Em seguida, identifique o conjunto
S/
RZ, como

Ri/o = {Oé = (Oés’)s/eS/ ; = S/, Qg € R>0} ,

o qual é um aberto de
RS, = {a = (as/)sfesf ; VS/ S Sl, Qg € R}

’ i 4 .
(note que RY" ~ R'¥I). Para cada a = (ay)ses € RY, escrevemos ainda o, = ay e
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Q-1 := a, para todo s € S. Assim, é facil ver que a aplicagdo
G s’
MY s w— (ws/)slesl € R>O

define uma correspondéncia biunivoca M% ~ RY,. Deste modo, o espaco de pesos
invariantes a esquerda M pode ser visto como um espago topolégico munido da topologia
euclidiana. Neste panorama, uma propriedade é dita genérica em M, se ela for vélida
num subconjunto residual de M, considerando esta tal topologia euclidiana proveniente

’ ’ - . . ~ 4
de RY, c R*. Doravante, ndo faremos distincio entre M e RY,,.
>0 >0

Defini¢ao 2.6.14. Considere o grafo G(G; S). Para cada (I, V) € G, definimos

Dy RS 3 s Dy(a) = — 3 au(11(s) ~ TI(c) ) € End(V)
seS

e, também, py (a)) como o polindmio caracteristico de Dy («), para cada « € RS,

E claro que, para todo w € RY, temos Dy (w) = AV

w*

Definicao 2.6.15. Considere o grafo G(G;S) e tome res : C[t] x C[t] — C uma aplicagdo como
no Lema 1.1.14. Dadas U,V € CA;, construimos as aplicagdes ary, by, cy : RS — C, definidas

para cada a € R por:

avy(a) = res(py(a), pv(a))
by(a) = res(py(), Ipy(a))
ev(@) = res (pv(a), Fpv(a))

! - . . . / .
eafy, by, ¢ : RS, — C sdo as restrigdes de ay,v, by e ¢y ao conjunto R, respectivamente.

Lembramos que res é uma aplicagdo polinomial e, portanto, as aplicagdes ay,v, by e cy
também sdo polinomiais.
Agora, estamos prontos pra enunciar um andlogo dos Teoremas 1.1.17 e 2.1.2 para o grafo

de Cayley G(G; S).
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Teorema 2.6.16. Considere o grafo de Cayley G(G;.S). Existe um peso invariante a esquerda w tal que

A, tem espectro G-simples real se, e somente se, 0s sequintes itens sdo simultaneamente satisfeitos:

1. Para todas U,V € @, com U 2V, V*, vale que ay, ndo é identicamente nulo.
2. ParatodaV € G, de tipo real ou complexo, vale que by ndo é identicamente nulo..

3. Paratoda V € G, de tipo quaternionico, vale que vale que cy ndo é identicamente nulo.
Mais ainda, a existéncia de tal peso equivale a dizer qualquer uma das sequintes afirmagoes:

(i) genericamente em MY, o laplaciano do grafo G(G; S) tem espectro G-simples real.

(i) Se G s6 contém representagdes de tipo real, entdo genericamente em MY, o laplaciano complexo do
grafo G(G; S) tem espectro G-simples complexo ou, senio, caso G contenha alguma representagio
de tipo complexo ou quaternionico, entdo genericamente em MY, o laplaciano complexo do grafo

G(G; S) tem espectro (Qg x G)-simples complexo.

Demonstragdo. Note que, pelo Coroldrio 2.6.13, temos que (i) e (ii) sdo equivalentes. Assim, é

suficiente provar duas afirmacdes:

(=) oitem (ii) implica nos itens (1), (2) e (3);

(<) ositens (1), (2) e (3) implicam no item (ii).

(=) Assumindo (ii), deve existir um peso w € M tal que A, tem espectro G-simples complexo

ou (Qs x G)-simples complexo. Pelo Coroldrio 2.6.13, podemos inferir:

(A) Dados U,V € G, com U % V, V¥, temos que Ay [isot, (+) € Auwlisot, (v+) Nd0 podem compartilhar
nenhum autovalor em comum. Logo, A e A} ndo possuem autovalor em comum, de modo

que ay,v (w) # 0.

(B) ParaV € G de tipo real, Ay isor, (v+) deve ter espectro G-simples e, portanto, AY tem espectro
simples, de modo que by (w) # 0. Para V' € G de tipo complexo, Ay 5ot (v,1+)deve ter espectro
(Qs x G)-simples e, neste caso, também vale que A! tem espectro simples, de modo que

by (w) # 0.
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(C) ParaV € G de tipo quaterni6nico, Ay set, (1+) deve ter espectro (Qs x G)-simples e, portanto,

cada autovalor de A}, tem multiplicidade 2, de modo que cy (w) # 0.

(<) Assuma (1), (2) e (3). Sejam U,V € G tais que U 2 V,V*. Como a aplicacdo polinomial ary
néo é identicamente nula em R’ entdo sua restricao ao aberto RS, também nao é identicamente nula.
Tome Z; como a unido dos zeros de todas as aplicagdes GJ&V =ayy |R§/0, com G-moédulos irredutiveis
U 2 V,V*. Como Z; é uma familia de enumeréveis zeros de polindmios sobre o aberto Ri’o, entao
Z1 € magro em ]Ri/o. Similarmente, podemos construir um conjunto magro Z, C Rilo como a unido
enumeravel de zeros das aplicagdes b;; = bV’Ri’O ,comV € G de tipo real ou complexo. Finalmente,
podemos tomar Z3 C RS, como sendo o conjunto magro formado pela unido enumerével dos zeros
das aplicagoes cJ‘; =cy ‘Rilo ,comV € G de tipo quaternidnico. Assim, Z;UZ,UZ3 é ainda subconjunto
magro de ]Rilo, ou seja, Rilo —(Z1UZ3UZ3) é um subconjunto residual de Rilo. Dai, um peso invariante

a esquerda genérico w € Rglo —(Z1 U Zy U Z3) satisfaz:

(D) apyv(w) # 0 para todos U,V € G tais que U 2 V,V* e, neste caso, AgU e A;/ ndo possuem

nenhum autovalor em comum;
(II) by(w) # 0, paratodo V € G de tipo real ou complexo e, neste caso, A}’ tem espectro simples;

(III) cy(w) # 0, para todo V € G de tipo quaternionico e, neste caso, cada autovalor de A}J/ tem

multiplicidade 2.

Pelo Corolario 2.6.13, os trés itens precedentes devem implicar que A, tem espectro G-simples
complexo, caso G s6 tenha representagdes de tipo real, ou entdo A, tem espectro (Qg x G)-simples

complexo, caso contrario. Conclusao: vale (ii). |

Exemplificando o Teorema 2.6.16

O critério dado pelo Teorema 2.6.16 nos permite analisar alguns exemplos envolvendo
grupos finitos G, desde que tenhamos informacoes suficientes sobre suas representagdes.
Para a sequéncia do material, recomendamos uma leitura paralela com o Apéndice A.7.

Comegamos com o caso em que o grafo de Cayley G(G; S) satisfaz que G é abeliano e,
portanto, G é um conjunto finito em que cada elemento é uma representacdo irredutivel

unidimensional.
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Exemplo 2.6.17. Seja G(G;S) com G é abeliano e considere G = {(I1;,vy) 5 j=1,...,N}L

Como cada (I, V) € @ é unidimensional, entdo para todo o € R® ', vale que
Aj(@) = Dy, () = =) ay(T1(s) —I1(e) )
ses

é um escalar. Denote por j* o indice tal que Vj« = V*. Assim a propriedade genérica do Teorema

2.6.16 est4 condicionada a encontrar algum a € RY tal que para quaisquer k,j € {1,...,N},

com k # j, j*, vale que \i(a) # Aj().

Veremos agora trés exemplos particulares do Exemplo 2.6.17, envolvendo grupos ciclicos

da forma Z,,, para n > 2, ou produtos de grupos ciclicos.

Exemplo 2.6.18. Considere G(G; S), com G = Z,,. Entdo G = {Ip, 11y ..., II,,—1}, onde

para todo k € Z, e todo j € {0,1,...,n — 1}. Se j # 0, vale ainda que j* = n — j,
ou seja, II7 ~ II,_;. Lembramos que S € um conjunto de geradores, simétrico e que ndo
contém o elemento neutro e = 0. Assuma que existe » € S tal que (r) = Z,. Construimos
a = (ag)sges € RS da seguinte forma: (i) tome «,» = 1, ou seja, oy, = 1; (ii) para £r # s € 5,

tome ay = a4 = 0. Entéo
27 .
Aj(a) =2 —2cos <nj7’> = M—j(@) = Aj= ()

E facil checar que para jo # ji1, i, vale que \j, (@) # \j,(a). Pelo Exemplo 2.6.17, para um peso
invariante a esquerda genérico em MY, o laplaciano de G(G; S) tem espectro G-simples real (e

sua versao complexa tem espectro (Qs x G)-simples complexo).
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Exemplo 2.6.19. Seja K := {e, a,b,ab} o grupo de Klein, abeliano, de ordem 4 com geradores
a,b € K satisfazendo as relagdes a2 = b2 = (ab)?2 = e. Temos K = {II., II,, II,, I, }, definido

pela tabela

Seja S um conjunto de geradores de K, simétrico e tal que e ¢ S. Podemos tomar, sem perda
de generalidade, r,t € S tais que r*! # t*1. Defina v = 1, oy =2 e, = 0paras € S — {r,t}.
Assim, pode-se verificar que a condicdo do Exemplo 2.6.17 é satisfeita para todo S e, portanto,
vale a propriedade genérica do Teorema 2.6.16, ou seja, o laplaciano em G(K, S) tem espectro
G-simples real para um peso invariante a esquerda genérico em M. Note ainda que todas as
representa¢des de K devem ser de tipo real e, portanto, a versdo complexa do laplaciano tem

espectro G-simples complexo para um peso invariante a esquerda genérico em M.

ab
® a’
'S5 €
2
ade 9 ) a a

Figura 2.1: A esquerda, temos o tetraedro associado com o grafos de Cayley G(K, {a,b,ab}), construido a
partir do grupo de Klein. A direita, temos o grafo G(Zy, {a, a?, a%}), construido a partir do grupo
ciclico Z4, identificado como um grupo multiplicativo gerado por a.
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Exemplo 2.6.20. Seja G := Z3 x Z3. Temos que
@ = {Hjl,j2 ; jlan S {07 172}} )

onde

27 [ - .
I — o (1ki+iok
v (1, kp) = €75 Uikatizke)

para todos ki, ke € Zs e ji,j2 € {0,1,2}. Assuma S = {r := (1,0),t := (0,1)} C G. Pode-se
verificar que

Aj1 s (@) = 20 (1 = cos(2mj1 /3)) + 204 (1 — cos(2mj2/3)) ,

de modo que, para todo o € RS /,
)\171(05) = )\1)2(0&) =3a, + 304 = )\271(62) = )\272(01) .

Neste caso, a condi¢do do Exemplo 2.6.17 ndo é satisfeita e, assim, o Teorema 2.6.16 nos diz

que o laplaciano em G(K, S) ndo tem espectro G-simples real para nenhum peso invariante a

esquerda em M.

O exemplo anterior é um caso onde a genericidade do Teorema 2.6.16 para o espectro
do laplaciano ndo ocorre. Uma maneira de intuir isso é mostrar que a genericidade ocorre
quando consideramos a restri¢do do laplaciano a um subespaco estrito de L?(G, K), ou seja,
deve existir uma espécie de “excedente” de fun¢des fazendo com que a propriedade de
genericidade do espectro ndo ocorra. Vejamos isso de maneira mais precisa na observacgao

seguinte.
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Observagio 2.6.21. Considere G(G;S) com G abeliano. Se w € MY entao vale que, para cada
s € S, ws = wg—1. Esta condigdo pode ser muito forte, ao considerar o laplaciano A, agindo em
L?*(G;K) e pode induzir um efeito que leve a ndo G-simplicidade (ou (Qs x G)-simplicidade)
do espectro. Para eliminar esse eventual efeito, definimos .45 como o subespaco das fungdes

f € L*(G,K) tais que
ws( f(zs) = f(2)) = we (flas™) = f(z)), YzeG, VseS.
Defina ainda, para cada G-representacao (II, V),

A§ = () ker(TI(s) —TI(s ")) .

seS

Assim, se consideramos a representagao regular a direita (R, L?(G, K)), entdo vale que

— AR ~ I
As=Af~ P A
(IL,V)e@
Com isso, numa versdo mais fraca do nosso problema de genericidade, podemos trocar A,, por
Ayl s+ As — Ag para verificar se o espectro deste tltimo operador satisfaz a propriedade

genérica. Em caso positivo, podemos atribuir esse comportamento a presenca natural da

ropriedade wy; = w,—1, podendo interpretd-la como uma espécie de “simetria oculta” para a
S

decomposicao espectral.

Vimos, recentemente, trés exemplos de grafos de Cayley construidos a partir de grupos
abelianos. Em dois deles, a propriedade genérica para o espectro é satisfeita, enquanto que
no terceiro, ndo. Uma investigacdo a ser feita neste terceiro exemplo é tentar encontrar
aplica¢des naturais que comutem com o laplaciano tais que, quando adicionamo-nas como
simetrias do problema, consigamos uma nova nogdo de simplicidade genérica para o

espectro.

Passemos agora a alguns exemplos em que G nédo é abeliano.
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Exemplo 2.6.22. Considere G(G;S), com G := D,, o grupo diedral de ordem 2n, com n > 3.
Podemos considerar Z, ~ (r) como o grupo multiplicativo em um gerador r, com " = ¢, e
t € D, uma reflexdo tal que

D, = (r) ut(r) .

Assuma que S contém r e t.

Existem no maximo quatro representa¢des unidimensionais em G (duas, se n é impar; quatro,
se n é par) e as demais representagdes em @ sdo de graus 2.

As representacdes irredutiveis de grau 1 sdo dadas por {II; ;,1I; 1}, se n é impar, e por

{I11 1,10y, —1, 111,111 _1 }, em ambos os casos satisfazendo
Hj}k(T) :j e HjJC(t) =k.

Denotaremos essas representacdes por (1L, Vj ).
As representagdes irredutiveis restantes, de grau 2, sdo dadas da seguinte maneira: para cada

inteiro m tal que 0 < m < n/2, consideramos (Il,, V;,,), com V;,, = C% e

. e%mk 0 L 0 e_%mk
Hm(T ): omi , Hm(tr ): s
0 e Tn Mk e mk 0

Fixemos « € R com o, = 1/2,ap =3,eay =0fors € S —{r' t'}. Assim,

1, .
vak(a)=4—§(g+] D - 3k.

Logo,
* (j,k) = (1,1) implica que Dy, , (a) = 0.
* (j,k) = (1,-1) implica que Dy, , (o) = 6.
* npare (j,k) = (—1,1) implicam que Dy, , (o) = 2.

* npare (j,k) = (—1,—-1) implicam que Dy, , (o) = 8.
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Observe ainda que

4 — cos(2mm/n) -3
Dy, (a) =
-3 4 — cos(2mm/n)
tem autovalores distintos AY’” = cos(2rm/n) +1e /\gm) = cos(2mm/n) + 4. Como o cosseno é

estritamente decrescente em (0, ), entdo A™ 2 A{™) e A{™ £ A" para m £ m'.

Suponha agora, por contradi¢do, que existam m € Z com 0 < m < 7/2 tais que
A = A,

Entao cos(2mm/n) — cos(2rm//n) = 3, 0 que é impossivel. Portanto, A\"™ # A™) para todos
m,m’ € Zcom 0 < m,m’ <x/2.

Seja A™ € Z ou A" € Z. Entao m = n/4 € Z e, portanto, A™ = 1e AI™ = 4.

Assim, para todos V, V' € G, vale que ay v+ # 0, ou seja, vale o item (1) do Teorema 2.6.16. Os
itens (2) e (3) do teorema sdo imediatamente satisfeitos, ja que todos os Dy («) considerados tém

autovalores simples.

Exemplo 2.6.23. Considere G(G;S), com G = A4 o grupo alternado, gerado pelo subgrupo de
permutacoes {t = (123),x = (12)(34)} C S4, onde S4 é grupo de permutacdes de 4 elementos.
Assuma que t,z € S. Temos G= {I1;,V;); 35 =0,1,2,3}, onde as representacdes irredutiveis

unidimensionais sdo dadas por

27

II(t)=e3’ e Iljx)=1, paraje{0,1,2}.

A representacdo restante (II3, V3) é de grau 3 e pode ser descrita por
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Seja oy = ay == leay :=0fors’ € S'—{t',2'}. Temos entdo que os polindmios caracteristicos

dos operadores Dy, (a) sdo dados por

Py (@)(A) = A, pyi(@)(A) = pry(a) () = A = 2(1 — cos(2m/3)),
e p(a)(A) =-A=DA -4 -5).

Como V}* ~ V3, pode-se verificar facilmente os itens (1), (2) and (3) do Teorema 2.6.16. Assim,
A,, tem espectro G-simples real (e sua versdo complexa tem espectro (Qg x G)-simples complexo)

para um peso invariante a esquerda genérico w € MY, em G(G; 9).

Um operador analogo ao laplaciano

Considere G(G; S) e w € M. Defina
A, LG K) — L*(G,K) ,
de modo que para todos f € L*(G,K) e z € G tenhamos

Auf (x) =Y wi(f(ws®) = 2f(ws) + f(x)) .

seES

Se definimos }7; = W / %9, entdo vale que

E facil checar que A, é um operador simétrico.

Agora, definamos para todos (II, V) € GeacRY

Dy(a) =Y ay(I(s) — I(e) )
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e considere py (a) seu polindmio caracteristico. Por fim, seja

agy(a) = res(py(a),pv(a))
5;(04) = res (pv (), Lpv(a))
cv(a) = res (ﬁ&(a),j—;ﬁ\;(&» ;

para todos U,V € GeaeRY,

Assim, considerando as construgdes precedentes, temos que o Teorema 2.6.16 e os
exemplos decorrentes sdo completamente adaptaveis para o operador E;, o qual é andlogo
ao laplaciano em variedades, no sentido de podermos expressd-lo como quadrado de

campos a partir da representagdo regular a direita.






3 Consideracoes Finais

Os avancos e abordagens conquistados no Capitulo 2 tém margem para evoluir e receber
releituras com novos pontos-de-vista. Além disso, eles podem, num futuro breve, ser
aplicados a diversos sistemas fisicos com suas respectivas aplica¢des. Por exemplo, cabe
mencionar que simetrias ocultas ou ndo, em suas mais diversas naturezas distintas, podem
significar a existéncia de degenerescéncias do sistema fisico em questdo com importantes
interpretacdes e implica¢des para a compreensdo da teoria e relacdo com a prética.

Mais ainda, a coletdnea de andlises e resultados pesquisados neste material podem servir
como ensejo para uma releitura no proprio ponto de vista abstrato presente na geometria
diferencial. Por exemplo, o fato de esperarmos um espectro GG-simples na situagao genérica
de determinados operadores e GG-variedades M dados e, ao invés disso, obtermos uma
@—simplicidade para uma estrutura maior de simetrias G, pode significar que existe um
conjunto altamente néo trivial de transformagées em M que se comportam como isometrias
numa outra estrutura oculta, como o que acontece com a situagdo do atomo de hidrogénio
e do problema de Kepler, onde certos movimentos no espago tridimensional, quando
vistos sob a correspondéncia da proje¢do estereogréfica da esfera S* (sem o polo norte),
correspondem a isometrias da esfera S*. Podemos nos perguntar, se nestes casos de G-
simplicidade do espectro existe alguma projecdo geométrica generalizada P : M — M,
anéloga a projecdo estereogréfica, que torne cada elemento de G numa isometria de fato em

M, explicando este efeito de simetria oculta.
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A - Apéndice

Este capitulo retine, primeiramente, uma coletdnea de resultados e construcdes cléssicas
acerca de grupos e dlgebras de Lie, especialmente numa perspectiva mais algébrica. Na
mesma linha, fazemos o andlogo destas construgdes para espagos homogéneos e espacos
simétricos. Finalmente, enunciamos algumas construg¢des bésicas no que diz respeito aos
grafos de Cayley e possiveis outras classes de grafos homogéneos, com o intuito de discutir
discretiza¢des de problemas envolvendo variedades.

Assumiremos, a menos de mengdo contraria, que os grupos trabalhados no decorrer
do texto sdo compactos e, sempre que for conveniente, que sdo subgrupos de matrizes
inversiveis, a fim de poder referenciar as constru¢des em [ ]. Néao ha qualquer
perda de generalidade nesta tltima hipétese, uma vez que todo grupo de Lie compacto
é isomorfo a um destes subgrupos matriciais. Em linguagem de representagdes, isto é o

mesmo que afirmar que todo grupo de Lie compacto admite uma representagdo fiel.!

Introducao

Um grupo de Lie pode ser entendido simplesmente como um grupo com estrutura de
variedade diferencidvel e operagdo suave, englobando exemplos como o espago euclidiano
ou entdo os grupos matriciais cléssicos.” Este tipo de estrutura é datada do final do século
XIX, tendo seu marco inicial principalmente com os trabalhos de S. Lie e E. Klein.

Lie estava interessado na identificacdo de simetrias e solucdes de certos sistemas de

equagdes diferenciais. Sua inteng¢do tinha por finalidade estabelecer um paralelo da relagdo

!Este resultado pode ser consultado em [ , Sec.IIL.4].
2Exemplos corriqueiros: GLy (K), SL, (K), O(n),U(n), SO(n),SU(n) (ver mais em [ , Sec.1.2]).
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entre grupos e raizes de polindmios apresentada pela teoria de Galois.

Klein, por sua vez, buscava abstrair o cerne da questdo "O que é geometria?”. Para ele,
a nocdo de geometria deveria ser entendida como um objeto que se molda a partir de um
grupo de transformacdes agindo sobre ele. Neste contexto, as propriedades geométricas
seriam descri¢des matematicas invariantes pela acdo deste tipo de grupo. Por exemplo, a
geometria euclidiana seria entdo o estudo de propriedades invariantes pela agdo do grupo
euclidiano, o qual engloba todos os possiveis movimentos rigidos em R".?

Seguindo um pouco mais adiante no desenvolvimento da teoria, logo se percebeu que
um grupo de Lie G poderia ser descrito em termos de um objeto algébrico, classicamente
denominado como grupo infinitesimal ou dlgebra de Lie, denotado por g. A ideia é que
podemos estudar as propriedades de G fixando um ponto base e seu espago tangente e,
a partir dai, percorremos toda sua estrutura via translagées. Convenientemente, podemos
escolher tal ponto base como o elemento identidade e € G e, nesta perspectiva, a dlgebra de
Lie g é identificada como o espago tangente deste elemento, isto é, como o espaco 7.G. Os
vetores de g sdo, entdo, estendidos unicamente pelas diferenciais das translagdes a esquerda
para campos suaves no grupo — os chamados campos invariantes a esquerda.* Podemos,
entdo, enxergar g como uma algebra de campos invariantes a esquerda com produto dado
pelo colchete de campos em variedades. Relagdes envolvendo as dlgebras de Lie foram
alavancadas por trabalhos como os de W.Killing, H. Weyl e E. Cartan (dentre outros autores),
entre o final do século XIX e inicio do século XX.

As constru¢des mencionadas no pardgrafo precedente generalizam-se aos chamados
espacos homogéneos, os quais sdo obtidos por quocientes entre grupos de Lie da forma
M = G/K. Aqui, G age transitivamente em M com agdo induzida pelas translagdes a
esquerda. Neste contexto, hd um subespaco m C g desempenhando o papel do espago
tangente num ponto base de M, similar ao que acontecia com a algebra de lie g em relagao
ao grupo G.

Cartan estudou e classificou uma importante subclasse de espagos homogéneos — os

3Tais movimentos sio sempre composicdes entre translagdes e transformacdes ortogonais.
“Todas essas construcdes possuem analogo a direita, variando de autor para autor.
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espagos simétricos. Estes possuem a propriedade de admitir, em cada ponto p, uma isometria
que reverte as geodésicas passando por p — propriedade esta que os tornam objetos
“altamente simétricos”. A classe dos espagos simétricos generaliza os grupos de Lie com
métricas bi-invariantes, as formas espaciais de curvatura constante, entre outros exemplos
importantes. Além disso, o estudo dos espagos simétricos é intimamente préximo ao da
abordagem feita para grupos e dlgebras de Lie — inclusive para suas respectivas teorias de
representagio, parte integrante essencial deste trabalho.

Denotemos por GL(V') o grupo de automorfismos de um espaco vetorial V' e por gl(V) a
algebra de endomorfismos de V, munida do comutador. Uma representagio de g (resp. de G)
é um espaco vetorial V munido de um homomorfismo 7 : g — gl(V') (resp. homomorfismo
II: G — GL(V) continuo’). Ou seja, fixada uma base de V, considerar representagdes
sobre o0 espago dado nada mais é do que mapear sua estrutura abstrata e converté-la numa
estrutura matricial, a qual tem operagdes mais concretas. Quando G é simplesmente conexo,
h& uma equivaléncia entre o estudo de representacdes sobre G e representagdes sobre g.

A classificagdo das representagdes pode ser convertida num problema de matemaética
discreta. Mais especificamente, no estudo de certos reticulados dentro de uma construgdo
conhecida como sistema de raizes.

Sistemas de raizes sdo construidos sobre certas subestruturas abelianas de g. Os espagos

homogéneos de interesse, da forma M = G/ K, induzem uma decomposicao

g=tdm,

em que g e £ sdo as dlgebras de Lie de G e K, respectivamente, e m ~ g /£ se identifica como
o0 espaco tangente em um ponto base de M. Dai, as descri¢des envolvendo as representa¢des
e sistemas de raizes em M sdo provenientes de construgdes em g (ou G) que podem ser
“replicadas de maneira bem comportada” em m (ou M) e que “aniquilam” (em algum
sentido) o efeito da acdo de ¢ (ou K).

Merece destaque ainda um importante /ink da teoria de representagdes com a andlise

5Pode-se mostrar que exigir continuidade ou suavidade, neste contexto, é equivalente.
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funcional — o Teorema de Peter-Weyl. Ha uma série de versdes (e variagdes) deste resultado,
responsaveis por fornecerem certas decomposi¢des de espagos funcionais, construidos sobre
M = G/K,numa soma direta indexada pelas representagdes irredutiveis® de G. Atendo-se aos
interesses especificos desta tese, estas decomposi¢des sdo extremamente relevantes, uma vez
que desejamos estabelecer um comparativo entre elas e as decomposicdes fornecidas pelos

autoespacos de operadores laplacianos.

A.1 Grupos e algebras de Lie

O objetivo principal desta se¢do é enunciar a descri¢do da teoria de representacoes para griupos
de Lie compactos e dlgebras de Lie semi-simples em termos dos chamados sistemas de raizes, a luz
do Teorema do Peso Maior. Propriedades envolvendo o grupo de Weyl também sdo destacadas
aqui. As principais referéncias de apoio para esta parte sdo [ ,

, ] (eventualmente alguns tépicos pontuais fora deste

escopo serdo referenciados também).

Nocoes basicas

Definicao A.1.1. Um grupo G é dito um grupo de Lie se estiver munido de uma estrutura

de variedade diferencidvel tal que G x G > (z,y) — zy~ !

€ G é suave A aplicagao
by G2y —ay € Gesp. 7, : G 3y — yx € G) é dita translagio a esquerda (resp. a
direita) por € G. O elemento identidade de G é denotado por e.

Seja G um grupo de Lie. Diremos que K é um subgrupo de Lie de G se satisfizer duas
propriedades: (i) K é um subgrupo de G; (ii) K é uma subvariedade imersa em G.

Seja @ : Gi — G2 um homomorfismo de grupos. Se G e G2 sdo grupos de Lie e @ é suave,

entdo ® é dito um homomorfismo de Lie.

?Aqui G x G estd munido da estrutura de variedade produto.

®Uma representacdo é dita irredutivel se ndo admite sub-representagdes nao triviais.
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Teorema A.1.2. “ Sejam G e H dois grupos de Lie. Valem:

1. Se @ : G — H é um homomorfismo de grupos continuo, entdo ® é um homomorfismo de Lie.

2. Se H é um subgrupo de G, entdo H é fechado em G se, e somente se, H é uma subvariedade

merqulhada de G.

Ver [ , Cap.], Th. 3.11 e Prop. 3.12], atendo-se a seguinte ressalva: em [ 1,
o termo “submanifold” significa “subvariedade mergulhada”.

Daqui por diante os grupos mencionados serdo sempre grupos de Lie, caso ndo facamos

mengdo contrdria. Eis uma coletdnea de exemplos usuais:

Exemplo A.1.3. * Sejam K = R,C ou H e V um K-espago vetorial n-dimensional, munido de

um produto interno (-, -) real, hermitiano ou simplético (respectivamente). Sao grupos de Lie:
1. V munido da operagdo/estrutura aditiva.

2. GL(V) = Aut(V) ~ GL(n,K) = {A € MyK); detA # 0}, munido da

composicdo/produto matricial.
3. Para K = R, os seguintes subgrupos de GL(V) ~ GL(n;R):
a) SL(V) ~ SL(n;R) :={A € GL(n,R); det A = 1}.
b) O(n) ~O(V) :={A € GL(V); Apreserva (-,-)}.
c) SO(n) ~SO(V):=SL(V)NO(V).
4. Para K = C, os seguintes subgrupos de GL(V') ~ GL(n,C):
a) SL(V)~ SL(n,C):={A € GL(n,C); det A =1}.
b) U(n) ~U(V):={A e GL(V); Apreserva (-,-)}.
c) SU(n)~SUWV):=SLV)NnU(V).

5. Para K = H, o seguinte subgrupo de GL(n,H) ~ GL(V):

Sp(n) ~ Sp(V) :={A € GL(V); Apreserva (-,-)} b
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6. Qualquer produto entre dois grupos de Lie dados, munido da operagdo produto e da

estrutura produto de variedades.

7. OtoroT" := St x ---x S ~R™ /2. ¢

"Tais exemplos podem ser consultados em qualquer uma das seguintes referéncias de preferéncia: [
Sec.1.3], [ , Sec.I.1] ou [ , Sec.1.2].

Todas as identifica¢des desta proposicdo sdo 6bvias para o caso em que V' = K.
“Note que S* ~ U(1).

As definic¢oes basicas de dlgebras de Lie abstratas sdo dadas por:

Definicao A.1.4. Seja K = R,C. Uma dlgebra de Lie é um K-espago vetorial A (de dimensao

finita) munido de um produto K-bilinear [-,-] : A x A — A satisfazendo para todos X,Y, Z € A:
¢ (anti-simetria) [X,Y] = —[Y, X].
* (id. Jacobi) [X, [Y; Z]] = [[X, Y], Z] + [Y, X, Z]]

O produto [,-] recebe o nome de colchete de Lie. Uma subdlgebra de uma algebra de Lie A
é um subespaco linear S fechado pelo colchete de Lie, isto é, satisfazendo [S,S] C S. Se,
adicionalmente, S satisfaz a propriedade [A, S| C S, entdo S é dito um ideal de A.

Um homomorfismo entre algebras de Lie A; e Ay é uma aplicagdo K-linear ¢ : A; — A, tal que,

para todos X,Y € Ay, vale que ¢[X,Y] = [¢X, ¢Y].

Denotemos por 7,,G o espago tangente em = € G, T'G o fibrado tangente de G e X(G) a
algebra de campos vetoriais suaves de G, onde o produto algébrico é dado pelo colchete de

campos em variedades.

Definicao A.1.5. Seja X, € T.G arbitrdrio. A aplicacdo X : G 3> z — X (z) := (dly)e(Xe) € TG
é dita o campo invariante a esquerda de G induzido por X.. O conjunto dos campos invariantes a

esquerda é denotado por g.

Proposicao A.1.6. *

1. g é uma subdlgebra de X(G). Nesta estrutura g é, por si s6, uma dlgebra de Lie, ou seja, o colchete

de Lie de g é o colchete de campos.
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2. Dados X.,Y, € T.G, considere X e 'Y os campos invariantes a esquerda induzidos por X, e Y,

respectivamente, e defina [ X, Ye] := [X,Y|(e). Entdo, a aplicagio

g5 X — X(e) € T.G

é um isomorfismo canonico de dlgebras de Lie e escrevemos g ~ T.G.

3. Seja ® : G — H um homomorfismo de Lie. Entdo ¢ := d®. : T.G — T, H é um homomorfismo de

dlgebras de Lie.

4. Seja H um subgrupo de Lie de G. Entdo t ~ T.H é uma subdlgebra de g ~ T.G. Se H é normal

em G, entdo b é um ideal de g.

5. O fibrado tangente T'G é canonicamente difeomorfo a G x g.

Ver [ ,Cap.1]e| , Secs. 1.2 e 1.3].

Defini¢ao A.1.7. Dizemos que g é a dlgebra de Lie de G e esta também é comumente denotada

por Lie(G). Dado um homomorfismo de Lie ¢ : G — H, dizemos que ¢ := d®. é o homomorfismo

de dlgebras de Lie induzido por ®.

Em virtude da Proposi¢do A.1.6, item 2, faremos um abuso de notac¢do, usando g para se
referir ndo somente a algebra de Lie de campos invariantes a esquerda de GG, mas também a
T.G. Por exemplo, o homomorfismo de édlgebras de Lie induzido por um homomorfismo de

Lie ® : G — H,no item 3, passara a ser identificado como ¢ : g — b.

Proposicao A.1.8. *

1. Dados X € gex € G, denote por ¢:X (t) a curva integral de X (ou seja, L¢X = X o ¢X) com
condigdo inicial ¢X(0) = x. Entdo ¢X tem dominio maximal R." Em particular, a exponencial

de Lie, dada por exp : g > X + ¢X (1) € G, estd bem definida.
2. exp: g — G ésuave.

3. Seja ® : G — H homomorfismo de Lie com homomorfismo induzido ¢ : g — b nas dlgebras de Lie.
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Entdo, ® o expg = expy 0¢.

4. Paratodos X € g, v € Get € R, ¢X(t) = zexp(tX).

Wer [ ,Cap.1]e| , Secs. 1.2 e L.3].
bBm outras palavras, estamos dizendo que os campos invariantes a esquerda sdo completos.

As algebras de Lie induzidas pelos grupos do Exemplo A.1.3 sdo dadas por:

Exemplo A.1.9. * Sejam K = R,C ou H e V um K-espago vetorial n-dimensional, munido de
um produto interno (-, -) real, hermitiano ou simplético (respectivamente). Entdo, a menos de

identificag¢bes, temos:
1. Lie(V) =V munido do colchete nulo, dita uma dlgebra de Lie abeliana.

2. gl(V) := Lie(GL(V)) = End(V), onde o colchete é dado pelo comutador de operadores.
Em linguagem matricial, gl(n,K) := Lie(GL(n,K)) = M, (K) munido do comutador de

matrizes.
3. Para K = R, sao subalgebras de gl(V) ~ gi(n, R):

a) sl(V) := Lie(SL(V)) ~ sl(n; R) := {A € gl(n,R); tr A = 0}.

b) so(n) ~ so(V) := Lie(SO(V)) = Lie(O(V)) = {A € gl(V); Aé (-,-)-anti-simétrica}.
4. Para K = C, sdo subalgebras de gl(V) ~ gl(n, C):

a) sl(V) := Lie(SL(V)) ~ sl(n; C) := {A € gI(V); tr A = 0}

b) u(n) ~ u(V) := Lie(U(V)) = {A € gl(V); Aé (-,-)-anti-hermitiana}.

o) su(n) ~ su(V) = Lie(SU(V)) = u(V) Nsl(V).

5. Para K = H, temos a seguinte subdlgebra de gl(n, H) ~ gl(V) :

sp(n) ~sp(V) :=Lie(Sp(V)) = {4 € gl(V); Aé (-, )-anti-simplética}.

6. Lie(G1 x G2) = g; ® gy, com colchete na restri¢do ao i-ésimo fator igual ao colchete de g;,
para i = 1,2, e satisfazendo [g;, g,] = {0}. Nestas condigdes, g; ® g, € dita uma soma direta

de dlgebras de Lie.”
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7. Lie(T") = R", munido do colchete nulo.

TTais exemplos podem ser consultados em: [ ,Sec.1.5], [ ,Sec.1.2] ou [
Cap.3].

bNote que esta ndo é simplesmente uma soma direta vetorial, uma vez que estamos impondo hipéteses sobre o colchete de Lie de
g1 D go.-

H4 pouco vimos, essencialmente, que grupos de Lie, homomorfismos de Lie e subgrupos
de Lie induzem, naturalmente, dlgebras de Lie, homomorfismos de algebras de Lie e
subdlgebras, respectivamente. Além disso homomorfismos de Lie se relacionam aos seus
respectivos homomorfismos induzidos nas dlgebras de Lie, por intermédio das exponenciais
de Lie. O resultado seguinte nos mostra quao préximo de serem equivalentes sdo as

construgdes envolvendo grupos e dlgebras de Lie.

Teorema A.1.10. * A passagem dos grupos de Lie para as dlgebras de Lie é dada por:

(1) Todo grupo de Lie G induz uma dlgebra de Lie g = Lie(G), formada pelos campos invariantes i

esquerda de G.
(II) Todo homomorfismo de Lie ® : G — H induz um homomorfismo nas dlgebras de Lie ¢ : g — b.

(1II) Seja H um subgrupo de Lie de G. Entido h = Lie(H) é subilgebra de g = Lie(G). Se,

adicionalmente, H é normal em G, entdo h) é um ideal de g.

A passagem das dlgebras de Lie para os grupos de Lie é dada por:

(i) Seja g uma dlgebra de Lie. Entdo existe um tinico grupo de Lie simplesmente conexo G tal que

Lie(G) = g.

(ii) Seja g = Lie(G). Entdo para cada subdlgebra y C g, existe um tinico subgrupo de Lie conexo

H C G tal que Lie(H ) = Y. Se, adicionalmente, ) é um ideal de g, entdo H é um normal em G.

(iii) Sejam g = Lie(G), com G simplesmente conexo, e h = Lie(H). Entdo cada homomorfismo de

dlgebras de Lie ¢ : g — b é induzido por um 1inico homomorfismo de Lie ® : G — H.

Vale ainda as sequintes regras sobre fatoragdes e centros, respectivamente:
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(Fat) Suponha g = Lie(G), com G simplesmente conexo, e que g se decompde como soma direta de
dlgebras de Lie da forma g, © go. Entido G ~ G x G4 para tinicos subgrupos fechados simplesmente

conexos G1,Go C G tais que Lie(G;) = g,;, 1 =1,2.

(Cen) O centro Z(G) de um grupo de Lie G, com dlgebra de Lie g, é um grupo de Lie abeliano e satisfaz

Lie(Z(G)) = 3(g), onde 3(g) := {X € g; [X,g] =0} é o centrode g.

4 vimos os trés primeiros itens. Os itens (i), (i) e (iii) podem ser consultados em [ , Cap.1] e
[ , Sec.1.7]. O item (Fat) é encontrado em [ , Th.5.11], enquanto que o item (Cen) estd presente
em [ , Sec.2.2].

Em linguagem categorial, o teorema acima tem por consequéncia afirmar que existe
uma correspondéncia biunivoca entre a categoria de éalgebras de Lie, munida dos
homomorfismos de 4lgebras de Lie, e a categoria de grupos de Lie simplesmente conexos,

munida dos homomorfismos de Lie.

Generalidades sobre representacoes

Passemos a um importantissimo conceito — o de representagio. Para a defini¢do a seguir,

fixemos K € {R, C, H}.

Definicao A.1.11. Uma representacio de G, sobre K, é um homomorfismo de Lie da forma
II : G - GL(V). Notagdes: (II,V) ou II ou simplesmente V, desde que fique subentendido
que V estd acompanhado do homomorfismo II.

Uma representagio de g, sobre K, é um homomorfismo de &dlgebras de Lie, obedecendo ao
formato 7 : g — gl(V'). Notagdes: (7, V') ou 7 ou simplesmente V, desde que fique subentendido
que V estd acompanhado do homomorfismo 7.

A quantidade dimg V/, em ambos os casos, é dita grau/dimensio da representagio.

Sejam (X,U) e (II, V') duas representa¢des do grupo de Lie G. Dizemos que f : U — V é dita
uma G-aplicagio se para todos z € G, u € U, vale que f(X(z)u) = II(z)(f(u)).

Sejam (o,U) e (m, V) duas representacdes de g. Dizemos que f : U — V é uma g-aplicagio se
para todos X € g, u € U, vale que f(o(X)u) = 7(X)(f(u)).

Em ambos os casos, se a aplicagdo f for um isomorfismo linear, dizemos que as representa¢des

envolvidas sdo equivalentes ou isomorfas.
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Definicao A.1.12. Um G-médulo é um K-espago vetorial V munido de uma agdo linear continua
daforma G xV — V.

Um g-médulo é um K-espago vetorial V' munido de uma agdo linear da forma g xV — V,
satisfazendo [X,Y]-v=X - (Y -v) —Y - (X -v), paratodos X, Y e Veve V.

Sejam U e V dois G-médulos. Dizemos que f : U — V' é G-equivariante se para todos x € G,
ue U,valeque f(x-u) =z f(u).

Sejam (o,U) e (7, V) dois g-mddulos. Dizemos que f : U — V é g-equivariante se para todos
X egueU,valeque f(X -u) =X - f(u).

Em ambos os casos, se a aplicagdo f for um isomorfismo linear, dizemos que U e V sdo

equivalentes ou isomorfos.

Observagio A.1.13. As defini¢des acima sdo equivalentes no seguinte sentido:
(i) G (resp. g)-representac¢des correspondem a G (resp. g)-modulos;
(ii) G (resp. g)-aplicagdes lineares correspondem a aplicagdes lineares GG (resp. g)-equivariantes.”

Assim, migraremos entre estas no¢des equivalentes conforme conveniéncia.

TVer [ , Cap.I1].

Definicao A.1.14. Seja V um G (resp. g)-médulo. Um submédulo de V é um subespago vetorial
U tal que U é, por si s6, um G (resp. g)-moédulo, quando munido da agdo induzida por V.
Dizemos que V é irredutivel se ndo admite submédulos néo triviais, isto é, {0} e V' sdo seus

tnicos submoédulos.”

TPela Obs. A.1.13, definem-se naturalmente as nocdes de sub-representaciio e de representaciio irredutivel.

Vejamos no¢des elementares envolvendo representacdes:

Exemplo A.1.15. * Temos as seguintes construcdes com representacdes de grupos de Lie:
p g c P c grup

1. OK-médulo V = K é dito K-representagio trivial.

2. Sejam U e V dois G-moédulos, e considere u € U, v € V e x € G arbitrdrios. Entao
a agdo z - (u,v) := (x - u,x - v) confere a U & V uma estrutura de G-médulo. Uma

representacdo que se decompde numa soma direta de representacdes irredutiveis é dita
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completamente redutivel. Se G é compacto, entdo toda representagdo de dimensao finita de

G é completamente redutivel.

3. Sejam U e V dois G-moédulos, e considere u € U, v € V e x € G arbitrarios. Entdo a acdo
estendida linearmente a partir da regra z - (4 ®v) := (z-u) ® (- v) define uma estrutura de

G-médulo para U®V. Obs.: U® (V& V;) é canonicamente equivalente a (U® V)& (U Vs).

4. Sejam U um G-moédulo e V um H-moédulo. Dadosw € U, v € V,z € G ey € H arbitrarios,
considere a agdo de estendida linearmente a partir da regra (z,y) - (u®v) := (z-u) @ (y - v).

Tal agdo confere a U ® V uma estrutura de (G x H)-modulo.

5. Seja V um G-médulo. A regra (z - n)(v) := n(z~! - v), paratodosz € G,n € V*ev eV,
define uma estrutura de G-moédulo para V*, o qual recebe o nome de representacio dual
de V. Se uma representagdo V é equivalente a V* entdo ela é dita auto-dual. Obs.: (V*)*
é canonicamente equivalente a V, assim como (V; ® V)* é canonicamente equivalente a
V¥ @ V5. Além disso, se definimos V como sendo igual V em todas as suas estruturas
EXCETO a multiplicacdo escalar, onde cada escalar a + bi de V' age como a — bi em V,

entdo V define uma representagdo isomorfa a V*, dita representagio conjugada.

6. Sejam U e V dois G-médulos. Entdo ANvee Sym* V* sdo G-submédulos de (V*)2F e

valem as seguintes equivaléncias canonicas:

k K l k-l
A N'Uevy ~@ Nu o N ve
=0
k
b) Sym* (U @ V)* ~ @ Sym'U* @ Sym ' v*

1=0
Q) V¥ V* ~ Sym?V* @ \*V*

7. Sejam U e V dois G-médulos. A regra (z - T)(u) := x - T(z~! - u), para todos z € G,
T € Hom(U,V) eu € U, define uma estrutura de G-médulo para Hom(U, V'). Além disso,

Hom(U, V') é canonicamente equivalente ao G-médulo U* @ V.

As seguintes construgdes fornecem exemplos de representagdes para dlgebras de Lie:
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8. Sell : G — GL(V) é uma G-representacdo, entdo 7 := dll. : g — gl(V) é uma g-

representacdo, dita representagio induzida por 11.

9. Ad: G> 2z~ Ad, :==d(ly or,-1)e € GL(g) é uma G-representagdo, com g-representagao
induzida dada por ad : g 3 X — adx := [X,-] € gl(g). Estas aplica¢des sdo conhecidas

como as representagoes adjuntas de G e de g, respectivamente.

10. Seja II : G — GL(V) uma representacdo com escalares complexos, com G compacto.
Entdo V' admite um produto interno hermitiano tal que II(G) C U(V) e sua representacao
induzida 7 satisfaz 7(g) C u(V'). Neste caso, II (e também =) é dita unitiria e o produto

interno associado é dito I1(g)-invariante (e também = (g)-invariante).

Ver [ ,Cap.2], [ ,Cap.2] e[ , Cap.4].

Pelo Exemplo A.1.15, item 2, temos que o estudo de representagdes de grupos de Lie
compactos se reduz ao estudo de suas representagdes irredutiveis.

Seja A € {g,G}. Denotemos Hom 4 (V, W) :={f : V — W; f élinear A-equivariante}.

Teorema A.1.16 (Lema de Schiir). * Fixe A € {g,G} e considere V e W dois A-médulos

irredutiveis, com escalares em C.
1. Se f € Homa(V, W), entdo f = 0 ou f é um isomorfismo.
2. Se f € Homy(V, V), entdo f é um miiltiplo da identidade.

3. Homs(V, W) é um C-espago vetorial de dimensio 1, caso V' e W sejam equivalentes, e é o espago

nulo, caso contrdrio.

Wer [ , Th.4.29].

Muito em razdo do resultado acima, a teoria de representacdes é melhor aproveitada
quando descrita sobre K = C. Além disso, pode-se mostrar que representacdes
sobre R ou H podem ser relidas em termos de representagdes sobre C, conforme
[ , Sec.IL.6]. Veremos a seguir um conjunto de defini¢cdes e uma
proposi¢cdo que nos permitem transportar os conceitos da teoria de representagdes com

escalares arbitrarios para representacdes com escalares em C.
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Definicao A.1.17. Fixemos A € {g,G}. Seja V um A-mddulo, com escalares sobre C. Uma
aplicagdo de estrutura de V com indice ¢ € R é uma A-aplicacdo anti-linear J : V' — V tal que
J? = id. Dizemos que V ¢é de tipo real (resp. tipo quaternionico) se V admite uma aplicacdo de
estrutura de indice € = 1 (resp. ¢ = —1). Se a tnica aplicagdo de estrutura de V' é a de indice
nulo, entdo dizemos que V' é de tipo complexo.

Denote por Rep(A4, K) o conjunto de classes de equivaléncias de A-médulos, de grau finito e
com escalares em K. Irr(A, K) denotard o subconjunto de Rep(A4, K) das classes de A-mddulos
irredutiveis. Sempre que for conveniente, podemos enxergar os conjuntos Rep (A4, K) e Irr(A, K)
como um conjunto completo de representantes das classes de A-médulos que os compdem. O
conjunto Irr(G, C) também costuma ser receber a notagao G.

Defina ainda (Aﬁ, G~ e G° como os subconjuntos de G de representagdes de tipos real,

quaternidnico e complexo, respectivamente.

Proposicao A.1.18. *

1. A complexificagio de uma dlgebra de Lie real g, denotada por g, possui estrutura de dlgebra de Lie

complexa com colchete de Lie construido a partir da seguinte regra:

[Xl +'LX2;H +ZY2] = [Xlalfl] - [X27Y2] +Z( [X17Y2} + [YlaXQ] )7 VXHY:L € g.

2. Sejam g uma dlgebra de Lie real e by uma dlgebra de Lie complexa (podendo ser vista também
como dlgebra de Lie real). Entdo, todo homomorfismo ¢ : g — b se estende unicamente a um
homomorfismo ¢© : g© — b, 0 qual, convenientemente, usamos a mesma notagio ¢. Em particular,
toda m € Rep(g, C) se estende unicamente a uma = € Rep(g®, C). Note ainda que a representagio

adjunta de g possui uma tinica extensdo da forma ad : a® — gl(g®).

3. Se G é simplesmente conexo, entdo Rep(G,C) estd em bijecio com Rep(g,C). Mais ainda,

IT € Irr(G, C) se, e somente se, w := dll, € Irr(g, C) ou, equivalentemente, se = € Irr(g®, C).

4. G é a unido disjunta de @*, G~ e GO, Mais ainda, valem:
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a) V € Gt se, e somente se, V é auto-dual e V ~ C @gU, para alguma U € Irr(G,R).
b) V € G~ se, e somente se, V é auto-duale V & V* ~ C @gU, para alguma U € Irr(G, R).

¢) V e GO se, e somente se, V ndo é auto-dual e V& V* ~ C @gU, paraalguma U € Irr(G,R).

5 Irr(Gy x Go,C) = {Vi @ Va; Vi€ Gy, i =1,2},

"Para o item 1, veja [ , Sec.3.6]. Os itens 2 e 3 sdo consequéncias de [ , Prop.4.6] e do Teorema A.1.10. O item 4 é
encontrado em [ , Lem.2.2] e, por fim, o item 5 é encontrado em [ , Remark.4.2].

Ja mencionamos que nosso interesse estd voltado para os grupos de Lie compactos, cujas
algebras de Lie complexificadas possuem diversas caracterizagdes relevantes. Por esta
razdo, voltaremos nossa atengao principalmente para elas, o que motiva o conceito de semi-

simplicidade.

Definicao A.1.19. g é dita compacta se g ~ Lie(G), algum G compacto.

Dizemos que g tem fator abeliano se g se decompde como soma direta de dlgebras de Lie da
forma g = 3® g, com {0} # 3 C 3(9).

Dizemos que g é irredutivel se ndo admitir ideais ndo triviais. Uma &lgebra de Lie irredutivel

que nao admite fator abeliano é dita simples.

Definicao A.1.20. Seja A uma algebra de Lie complexa. Dizemos que uma é4lgebra de Lie real
g é uma forma real para A se A ~ g©.

Uma algebra de Lie complexa A é dita redutivel se admite alguma forma real compacta. Se A é
redutivel e sem fator abeliano, entdo A é denominada semi-simples.

Um grupo de Lie é dito semi-simples (resp. redutivel) se sua algebra de Lie complexificada for

semi-simples (resp. redutivel).

Proposicao A.1.21. ? Considere A uma dlgebra de Lie complexa com forma real g e centro 3 := 3(A).

1. g é simples se, e somente se, A é simples. Além disso, toda dlgebra de Lie complexa simples é

semi-simples.

2. Se A é redutivel, entdo A admite um produto interno hermitiano ad(g)-invariante’, o qual é real

em g e induz uma soma direta de dlgebras de Lie, ortogonal, A = 3@ g%, com g, compacta e
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Ay = g§ semi-simples. Mais ainda:
a) A ésemi-simples se, e somente se, 3 = 0.

b) A, é semi-simples se, e somente se, Ay se decompde numa soma direta de dlgebras de Lie

simples (1inica a menos de permutagdes nos somandos).

c) gy admite uma subdlgebra abeliana maximal t1, tinica a menos de automorfismos em g,. Neste
caso, b, := t¢ é dita uma subdlgebra de Cartan de A; e escrevemos rank g, := dimc bh; =

dimp t;. Além disso,
i. Se téuma subdlgebra abeliana maximal de g entdo t = 3(g) & 4.
ii. Se G é um grupo compacto tal que Lie(G1) = g, e T1 é um toro maximal em G entdo
Lie(T1) ~ ;. Neste caso, escrevemos rank Gy := dim T7.
3. Seja G compacto. Entdo G é redutivel e, se G é simplesmente conexo, G é também semi-simples.

4. Se G é semi-simples, entdo Z(G) é discreto.

5. Se A é semi-simples e sua forma real g é compacta, entdo existe um grupo de Lie compacto
simplesmente conexo G tal que Lie(G) = g. Além disso, forma de Killing negativa dada por
—B(X,Y) := —tr(adx oady), para X,Y € A arbitrdrios, define um produto interno ad(g)-

invariante, real em g.

“Para os trés itens iniciais, veja [ , Caps.7 e 11]. O item 4 é consequéncia do Teorema A.1.10. O item 5 estd mencionado
em [ , Sec.10.3].
PIsto ¢, VX € g, ady ¢ unitrio: VY, Z € A, (adx Y, Z) = (Y, —adx Z).

Observagdo A.1.22. Seja 3 uma algebra de Lie abeliana. Entdo todo grupo de Lie conexo Z
tal que Lie(Z) = ; é isomorfo ao produto direto de um toro por um espaco euclidiano. Se,
adicionalmente, Z é compacto, entdo Z é um toro.” Sabemos ainda que as representa¢des

b Além disso, no caso

irredutiveis complexas de estruturas abelianas sdo unidimensionais.
compacto, temos uma listagem explicita para as representagdes irredutiveis do toro.
Grupos de Lie compactos sdo redutiveis. A diferenca entre os casos redutivel e semi-simples

é essencialmente uma estrutura abeliana central que, em geral, se manifesta a partir de algum

toro, podendo ser estudada a parte.
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Tais consideragdes nos motivam a voltar a atengdo para o caso semi-simples.

Ver [ ,Sec.1.6] e[ , Sec.3.8].
byer [ , Cor4.31].
“Ver [ ,Ex.3.8].

Representacoes e Sistemas de Raizes

Defini¢ao A.1.23. Considere R um subconjunto finito, de elementos ndo nulos, em um espaco

vetorial real r-dimensional £ com produto interno (também denotado por (-, -)).

1. Dado 0 # « € E, denotamos o := ﬁa ; RV :={a¥; a € R}; consideramos a reflexdo
no hiperplano o' definida por s, : E> H — H — (H,a")a € E; e W o subgrupo de O(F)
gerado por {s, | @ € R}. Os elementos de R (resp. R") sdo ditos raizes (resp. co-raizes) de

(E,R).

2. Dizemos que (E, R) (ou simplesmente R) é um sistema de raizes, com grupo de Weyl W, se:
(i) spany R = E; (ii) (R, R") C Z; (iii) W(R) C R, isto é, R é W-invariante. (E, R) é dito
reduzido” se satisfizer a seguinte condicdo adicional: (iv) paratodosa € Rec € R, ca € R

se, e somente se, c = +1.
3. Sejam (E;, R;), i = 1,2, sistemas de raizes. Entdo:

a) (E1 @ Ey, Ry U Ry) é dito soma direta de sistemas de raizes.
b) Se existe um isomorfismo linear L : Ey — E» tal que L(E;) = E; e para todos o € R
eH € By, L(soH) = spo(LH), entdao L é dito um isomorfismo de sistemas de raizes.
4. Seja (E, R) um sistema de raizes. Entao:

a) (E,R) é dito irredutivel se ndo puder ser decomposto em somas diretas (ndo-triviais)

de sistemas de raizes.

b) Se existe um isomorfismo linear L : £y — E» tal que L(E;) = E, e para todos o € R
e H € Ey, L(sqH) = spo(LH), entdo L é dita uma equivaléncia de sistemas de raizes

(ndo exigimos que L preserve os produtos internos).
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c) Seja C qualquer componente conexa do conjunto E — | J,,.z at. Entdo C é dita uma
cdmara de Weyl. Os elementos de C (resp. do interior de C) sdo ditos C-dominantes

(resp. C-estritamente dominantes).
d) O fecho convexo de um subconjunto finito A C £ é denotado por Convex(A).

e) Dizemos que  é uma base para (£, R) se: (i) spany3 = E; (ii) 8 é linearmente
independente; (iii) para todo o € R, o é uma combinacado linear de inteiros nao-
positivos (e neste caso « é dita uma raiz negativa) ou é uma combinagdo linear de
inteiros ndo-negativos (e neste caso a é dita uma raiz positiva). O conjunto das
raizes positivas (resp. negativas), com respeito a base 3, é denotado por R* (resp.
R™). Escrevemos § := %Zae Rrt+ Mo, a meia soma de raizes positivas, onde m, é a
multiplicidade da raiz «. Para todos p, A € E, a notagdo A < p significa que p — A
¢ uma combinacdo linear de escalares ndo negativos de /3, induzindo uma ordem

parcial em E denominada como ordem lexogrifica relativa a 3.
f) A=Y, crZ-aédito reticulado de raizes e A* denota seu reticulado dual.”

g I =) ,cpZ-a' édito reticulado de co-raizes e I* denota seu reticulado dual. Os
elementos de Z* sdo ditos algebricamente integrais.
h) Assuma (E, R) reduzido com base 3 := {ax};_;. Os elementos de 3* := {u;}}_,,

dados pela propriedade (1, o)) = 85, sdo ditos pesos fundamentais relativos a 3.

?Nao confundir com o termo redutivel, o qual é a negagdo da nogao de irredutibilidade!
bSe I 6 um reticulado de E entao I'* := {H € E; (H,T') C Z} é oreticulado dual de T".

Defini¢do A.1.24. Seja h := t© com t subalgebra abeliana maximal em g = Lie(G), com G
compacto, e (m,V) € Rep(g®,C). Fixe qualquer produto interno como na Proposigio A.1.21,

item 2.

1. Paracada p € b, definaV, :={veV; VH e€b, n(H)v =i(H, p)v}.

2. Dizemos que p € h é um peso de 7 se V,, # {0}; dimc V), é dita a multiplicidade de 1. Se 7 é
induzida por alguma II € Rep(G, C), entdo dizemos que tais pesos sdo também pesos de

II. Em ambos os casos, os pesos também sdo denominados por pesos de V.
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3. Os pesos ndo nulos da representacio adjunta sdo chamados de raizes de g°.

4. O niicleo da exponencial de Lie de G é definido por I'¢ := {H € t; exp(2nH) = e} e 0s

elementos do conjunto I'y, := {H € t; (H,I'¢) C Z} sdo ditos analiticamente integrais.

Proposi¢ao A.1.25. Seja b := t* subdlgebra de Cartan de g© semi-simples (com forma real compacta g
contendo t como um subdlgebra abeliana maximal), e fixe um produto interno como na Proposigio A.1.21,
item 2. Se (7, V) € Rep(g©,C) e € héumpesode V, entio € teV, ={veV; YH € t, n(H)v =

i(H, pyv}.

Demonstragdo. Seja V,, := {v € V; VH € t, n(H)v = i(H,p)v}. Claramente V,, C V. Considere

entdo v € V,,. Sabemos que h = t + it = spangt. Assim, para todos H, H' € t, vale
7(H +iH v =n(H)v+ir(H v =i(H +iH', p)v ,

de modo que i € V.

A fim de mostrarmos que p € t, faremos uma adaptacdo da demonstracdo de [ ,
Prop.7.14]. Pela Proposicdo A.1.21, existe um grupo compacto simplesmente conexo G tal que
Lie(G) = g, de modo que 7 é induzida por alguma II € Rep(G;C). Assim, pelo Exemplo A.1.15,
existe um produto interno hermitiano em V' tal que 7(g) C u(V). Logo, para todo H € t, o operador
7(H) é anti-hermitiano e contém apenas autovalores imagindrios puros. Portanto, para todo H € t,
(H, ) é um escalar real e isso s6 pode acontecer se ;1 € t, uma vez que nosso produto interno

hermitiano em g© > hérealem g O t. [ |

O seguinte resultado diz que o estudo de dlgebras de Lie complexas semi-simples é
equivalente ao estudo de sistemas de raizes reduzidos. Mais ainda, a classificagdo destas
se resume em conhecer a classificacdo das dlgebras de Lie complexas simples, as quais sdo

completamente caracterizadas pelos sistema de raizes reduzidos irredutiveis.

Teorema A.1.26. ¢

1. Seja A uma dlgebra de Lie complexa semi-simples com forma real compacta g. Fixemos t uma
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subdlgebra abeliana maximal de g e (-, -) um produto interno ad(g)-invariante. Defina E := te
R é o conjunto de raizes reais de g. Entdo R C E e (E, R) define um sistema de raizes reduzido,
independente das escolhas de t e (-,-), a menos de equivaléncias. Tal sistema de raizes é dito o
sistema de raizes induzido por g®. Mais ainda, se g = @), g5 é uma decomposiciio em dglgebras

simples, e (E;, R;) é o sistema de raizes induzido por g? entdo (E, R) = @, (Ej, R;).

2. Se (E, R) é um sistema de raizes reduzido, entdo existe uma tinica dlgebra complexa semi-simples
A (a menos de isomorfismos) tal que (E, R) é o sistema de raizes induzido por A. Mais ainda, se
(E, R) = @®,(Ej, R;) entdo A se decompde em dlgebras de Lie simples A = B ; A;, onde cada A;

é a dlgebra de Lie construida a partir de (E;, R;).

3. Sistemas de raizes reduzidos equivalentes induzem dlgebras de Lie isomorfas e vice-versa. Além

disso, sistemas de raizes reduzidos irredutiveis induzem dlgebras de Lie simples e vice-versa.

Ver [ , Caps.7 e 8].

Motivados pela Proposicdo A.1.21, Observagdo A.1.22, Proposicdo A.1.25 e Teorema
A.1.26, consideraremos, daqui por diante, G compacto semi-simples, com Lie(G) = g,
fixando (-,-) um produto interno ad(g)-invariante e t = Lie(7") uma subdlgebra abeliana
maximal em g, proveniente de um toro maximal 7" C G, e ainda (t, R) o sistema de raizes

induzido por g°.

Teorema A.1.27. “ O sistema de raizes reduzido (t, R), com grupo de Weyl W C O(t), satisfaz:

1. W é finito e t é um W-mddulo irredutivel. Se (t, R) é irredutivel entdo seu produto interno (-, -)
é W-invariante e qualquer outro produto interno W-invariante é da forma de c(-,-), para alguma

constante ¢ > 0. b

2. O conjunto das cimaras de Weyl de (t, R) estd em bijecdo com o conjunto das posstveis bases para
(t, R). W age livremente e transitivamente no conjunto das cimaras de Weyl e, consequentemente,

no conjunto das bases para (t, R).
3. ACTyCcZ"el CT'g C A"

4. W(T*) =T e W(T}) =T},
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5. Seja (m,V) € Rep(g®, C), entiio os pesos e as multiplicidades de V' sdo W-invariantes. Suponha,
adicionalmente, que V' é irredutivel e fixemos uma ordem lexogrifica relativa a uma dada base 3,
com camara de Weyl correspondente C. Entdo V admite um peso que é estritamente maior que todos

0s outros e é denotado por 1iV'. Mais ainda, 1V € C e Pesos(V) = Convex(W -V )NTZ* N(pY +A).
6. Se (I, V) € Irr(G, C), entio Pesos(V) C Convex(W - V') N T,

Fixemos uma base 3 = {oy};_, para (t,R) com camara de Weyl correspondente C e ordem

lexicogrifica <. Denote o interior de C' por C° e considere os pesos fundamentais dados por BV* =

{ur}y—,. Entdo:
7. O reticulado de pesos fundamentais span,3¥* = 3, 7 y; coincide com I*.
8. Paratodo H € t, (W - H) N C é um conjunto unitdrio.

9. A meia soma de raizes positivas § satisfaz:
a) 6 € C°NZI*. Maisainda, se p € C° NZI*, entdo pn > 0.
b) paratodow € W, w - 6 é a meia soma de raizes positivas associada a base w - f5.
) Yoy € B, (6,a)) = 3 (i, ) = 1.
10. Para todos u, A € C, u < X se, e somente se, Convex(W - u) C Convex(W - \).

11. (Teorema do peso maior) Seja G compacto semi-simples. Entio

a) Irr(g®, C) estd em bijegio com o conjunto C N T*;
b) Irr(G,C) estd em bijeciio com o conjunto C N T';;
e, além disso, tais bijecdes sdo obtidas a partir da correspondéncia V- — pV. A correspondéncia

inversa é denotada por ( — V*. Mais ainda, se V.= V*, entdo 1 é dito o peso maior de V e o

espago de peso V,,, associado a este peso maior, é unidimensional.

12. Dados p, A € C N ZI*, entdo VF+* é uma sub-representaciio de V* @ V>, também denotada
por V¥ x VA A relagio (u,\) + VH* x VA é dita composta de Cartan. Em particular, toda

representagio irredutivel com peso maior 1 = Y, mypuy, é a composta de Cartan formada a partir
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de m;y fatores V1, mqy fatores V2, ..., e m, fatores V¥ . Mais ainda, se V" e VA possuemn
aplicagiio de estrutura com indices ,,,ex € {&1}, entdo V* x V* admite aplicagiio de estrutura
com indice €,£5. Dada V irredutivel arbitriria, V x V* sempre admite aplicacio de estrutura de

indice 1.

13. Existe um tinico wo € W tal que wo(C) = —C. Dado = ), mypu, € C NI*, entio

a) (VH#)* = V—wok O peso u é dito auto-dual se p = —wq - p ou, equivalentemente, se V* é
auto-dual.
b) para todo peso fundamental py,, temos que = := —wq - fu € um peso fundamental, com o

indice k* unicamente definido. Além disso, V* é auto-dual se, e somente se, my, = my- para

todok € {1,---,r}.

c) Seja Q = {k; k=Kk*eVHrédetipo quaternionico} e suponha p auto-dual. Entdo V* é

de tipo real (resp. quaternionico) se [ [.co(—1)™* éigual a1 (resp. —1).
14. Seja G compacto. Entdo:

a) o grupo fundamental de G é isomorfo ao quociente I';/ Z.

b) Z(G) é isomorfo ao quociente A*/T'¢.

?Com excecdo dos itens 12 e 13, os resultados acima podem ser consultados em [ , Parts.Il e III]. Para os itens 12 e 13, veja
[ , Sec.VI14].

bEsta afirmagdo sobre produtos internos nos diz, em um certo sentido, que cada sistema de raizes irredutivel possui um tinico
produto interno essencialmente.

Elemento/Operador de Casimir

Seja G' compacto semi-simples com algebra de Lie g e produto interno hermitiano para
g%, real em g e ad(g)-invariante. Suponha ainda (t, R) o sistema de raizes associado a
g®, fixando uma camara de Weyl C' e com meia soma de raizes positivas 6 € C. Defina

(X -Y)(f) = X(Y(f)) e X°:=ide=(g,c), para todos X, Y € g¥e f € C~(G,C).

Definicao A.1.28. “ Seja {X}}}", uma base ortonormal de g. Entdo as aplica¢des diferenciais
Xi - Xiy, para iy € {1,---,m} e N € N, formam uma base de uma algebra complexa

com unidade, denominada dlgebra universal envelopante e denotada por U(g®).! O elemento
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C := — Y, X? independe da base ortonormal escolhida e é dito elemento (ou operador) de Casimir.

Dado 1 € C NI*, defina a, := (uu+ 6, + 6)1/2. O escalar ¢, := a2 — (6,6) ¢ dito autovalor de

Casimir de p ou férmula de Freudenthal para V*.

?Para mais detalhes a respeito das construgdes nesta definigdo, veja [ , Secs.9.3 e10.2].

bA soma e multiplicagio escalar de U(g) é induzida pelas operagdes em C> (G, C), definidas pontualmente. Note que g* estd
naturalmente mergulhada em U (g©).

\%4

Proposi¢do A.1.29. “ Seja (m,V) € Rep(g€,C) com peso maior i := pV e considere as notagoes

descritas acima.

1. O homomorfismo de dlgebras de Lie w : g© — gl(V') se estende unicamente a um homomorfismo de

dlgebras com unidade 7 : U(g®) — End(V'). O operador w(C) € End(V') é dito Casimir em V.

2. SeV éirredutivel, entio n(C) = — >, 7(X)* = ¢, idy.

Ver [ ,Secs.9.3 e 10.2].

Representacoes laterais regulares e decomposicoes de Peter-Weyl

Por simplicidade desenvolveremos as construgdes a seguir sobre K = C, mas todas elas
possuem adaptacdo natural para K = R.

Por [ , Sec.2.1], todo grupo de Lie compacto G admite uma nogdo de
integracdo natural [,(-)dg, dita integral de Haar, a qual satisfaz paratodosz € Ge f € C*°(G):
(i) Se f = 1, entdo [, f(g)dg = 1; (ii) Se f > 0, entdo [, f(g)dg > 0; (iii) (bi-invariancia)
Jo [(9)dg = [¢ f o lalg)dg = [ forz(g)dg.

A integral de Haar induz um produto interno (f1, fa)z2 = [, fifo em C°(G,C), cujo

completamento é denotado por L?*(G, C).

Definicao A.1.30. Fixe A € {g,G}. Considere (p,U) e (£,V) duas representacdes de A com
V irredutivel. A componente V-isotipica de U é definida como a soma direta de todas as sub-
representagdes de U isomorfas a V' e é denotada por Isot, (V).

Dado K C A, definimos UX := {u € U; Va € K, a-u = u}.

As representagdes requlares a esquerda (L) e a direita (R) sdo os homomorfismos de grupos
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L,R : G — GL(L*(G,C)) dados por: L(x)f := fol, 1 e R(x)f :== for,, paratodosz € G
e f € L*(G,C). Definimos ainda a (G x G)-representagio bilateral LR : G x G — GL(L*(G,C))

por (LR)(z,y)f := L(z)R(y)f.

Obs.: Note que Homg (V,U) = (Hom(V,U))%.”

Teorema A.1.31. * Seja V' € Irr(G, C). Valem:

1. Isotr(V*) = Isotgr(V) é uma (G x G)-sub-representagiio da representagdo bilateral L*(G, C). Mais

ainda, a decomposigio

@ Isotr,(V*) = @ Isotr(V)

ved ved
estd contida em C™(G, C) e forma um subespago denso de L*(G, C). Tal soma direta é denominada

decomposigdo de Peter-Weyl para L?(G, C).

2. Dadosv € V en € V*defina f,,(x) :==n(x - v), para todo x € G. Entdo a aplicacio definida por
extensdo linear a partir da regra oy : V* @V 3 n®@ v — f,, € Isotr(V') é um isomorfismo de

(G x G)-representagdes. Os isomorfismos {v },.a induzem um (G x G)-isomorfismo:

p: PV eV - @ otr(V)

ved Vel

3. Jv : Homg(V,L*(G,C))®V > F®v + F(v) € Isot(V), definida por extensio linear, é um

isomorfismo de G-representagdes. Os isomorfismos {Jv }\,.a induzem um G-isomorfismo:

J + @ Homa(V, L*(G,C)) @ V — & Isot (V)
ved ved

Ver [ , Cap.III].

A.2 Espacos homogéneos e espacos simeétricos

Os grupos de Lie formam uma subclasse de uma importante classe de variedades

diferencidveis — os espagos homogéneos. Um espaco homogéneo pode ser enxergado como

"Ver [ , Sec.I1.4].
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uma variedade munida de uma G-ac¢do transitiva ou, equivalentemente, um quociente
entre grupos de Lie G/K, munido da agdo induzida pelas translacdes a esquerda de G.
Este dltimo formato é o que é mais conveniente para nés. H4 ainda uma construgdo
intermedidria — os espagos simétricos — os quais, por sua vez, generalizam as formas
espaciais de curvatura constante e possuem caracterizagdes algébricas muito similares as

da Secao A.l1. Exploraremos estas e contamos com as seguintes referéncias auxiliares:

[ ’

7 7 7 ]'

Nesta secdo, estudaremos variedades compactas da forma M = G/K, com K um

subgrupo de Lie fechado de G.

Espacos homogéneos e representacoes esféricas

Definicao A.2.1. Seja K um subgrupo de Lie fechado em G, agindo a direita por translagdes
via G x K > (z,k) — xzk € G. Considere o espago de classes laterais M := G /K munido da
Unica estrutura de variedade tal que a aplicagdo quociente G — G/K é uma submersdo. Entdo
M é dito um espago homogéneo com G-acdo G x M > (z,yK) — z-yK = (zy)K € M. O elemento
eK € M também é denotado por o. Se g := Lie(G) admite uma decomposicdo da forma g = ¢Gm,
onde ¢ := Lie(K) e m é canonicamente isomorfo a 7, M satisfazendo Ad(K)(m) C m (i.e. m é
Ad(K)-invariante), entdo dizemos que M se reduz a m.” Todos os pares (G, K') com K’ fechado
em G' e G'/K' ~ M séo ditos pares algébricos para M.

Suponha M = G/K um espago homogéneo que se reduz a m. Entdo a restrigdo da aplicagao
adjunta de G dada por Ad : K — GL(m) (ou m munida da a¢do Ad |k) é dita representagio de
isotropia de K e é denotada por Ad™. Se Ad" é uma representagio irredutivel, dizemos que
M é isotropicamente irredutivel. A K-acdo em m induzida por Ad" se estende unicamente para
uma K-agdo em m® (por argumento simples de complexificagdo) de modo que, munida desta,

mC recebe o nome de K-representagiio de isotropia complexificada.

?Aqui, Ad denota a representagdo adjunta de G.
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Seja M uma variedade munida de uma G-ac¢do p. Uma métrica é dita G-invariante se para
cada = € G, a agdo de x dada pelo difeomorfismo i, é uma isometria e, neste caso, tal agdo
é dita isométrica.

Sejam { X, },cs espagos topoldgicos, cada um deles munido de uma G-a¢do. Uma aplicagdo

[ 1],e; Xi = Y édita G-invariante se f(g - z;)ic; = f(x) paratodos g € G, z; € X; ei € I.

Teorema A.2.2. ” Seja M = G /K um espago homogéneo, com Lie(G) = g e Lie(K') = ¢. Denote por
Ad* a representacdo adjunta de A € {G, K }.

1. dim M =dimG —dim K e, para todop € M,a G-6rbita G - p :== {x -p; x € G} éigual a M.

Em outras palavras, a G-agdo de M é transitiva.

2. Seja X uma variedade riemanniana e suponha que Isom(X') age transitivamente em X. Entdo X é
um espago homogéneo difeomorfo a Isom(X )/ Isom(X ), , para qualquer ponto z € X fixado. Neste
caso, X é dito um espago homogéneo riemanniano. Mais ainda, Isom(X ), é compacto e vale

que X é compacto se, e somente se, Isom(X') é compacto.

3. Se G é compacto entio M se reduz a m e K é o subgrupo de isotropia G, :== {k € G; k-p = p}
de algum ponto p € M. Além disso, toda (X,U) € Irr(K,C) é a restricio a K de alguma
(I, V) € Irr(G, C).

4. Se M admite uma métrica riemanniana G-invariante, entdo M se reduz a m.

5. Suponha que M se reduz a m, com K-representacdo de isotropia m (K -agdo dada por Ad™). Entdo:
1) AdC | = Ad" 2 AdY . K — GL(E@ m).

b) As métricas G-invariantes sobre M estdo em bijecdo com os produtos internos reais Ad™ -
invariantes sobre m. Mais geralmente, hd uma bijecio entre os (p, q)-campos tensoriais G-

invariantes em M e o0s (p, q)-tensores AdM -invariantes em m.

c) Suponha G conexo e compacto. Entdo as métricas G-invariantes sobre M estdo em bijegio
com as métricas (G x K)-invariantes sobre G, onde G age por translagoes a esquerda e K

age por translagdes a direita. Além disso, as métricas (G x K)-invariantes sobre G estdo
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em bijecdo com produtos internos reais Ad -invariantes em g, cada um deles se estendendo

unicamente a um produto interno hermitiano em g®.

d) Suponha G compacto semi-simples. Entdo M admite uma métrica G-invariante proveniente
de um produto interno G-invariante em g com respeito a ago adjunta Ad“. Neste caso, m se
identifica como ¢+ e tal métrica é dita normal. M, munido de uma métrica normal, é dito um

espaco homogéneo normal.

e) Suponha K compacto e considere gy um produto interno Adg-invariante de g. Suponha
m = & com respeito a go. Entdo as métricas G-invariantes (-,-) sobre M estdo em
bijecdo com os operadores F' € Hompy (m, m) (K-equivariantes com respeito a agdo de Ad™)
que sdo go-simétricos com autovalores positivos. A correspondéncia se di pela identidade

(X,Y) = go(F~1X,Y) para todos X,Y € m.

Ver [ ,Caps. 4e5], [ , Sec.lll.4] e[ , Sec.1].

Assuma M um espago homogéneo compacto expresso por um par algébrico (G, K) com
G compacto. Lembremos a notagdo V¥ := {v € V; K -v = {v} }. De modo similar ao caso
de grupos, é possivel construir o espaco L*(G/K, C) como L*-completamento do espaco de

fun¢des complexas continuas (ou suaves) sobre M = G/ K.

Defini¢io A.2.3. Seja V € G. Se dim VE > 0, entdo V ¢ dita esférica com respeito ao par (G, K).
Gk denotard o subconjunto de G formado a partir das representagdes irredutiveis de G, esféricas
com respeito a (G, K).

Dizemos que K é um subgrupo esférico com respeito a G secada V' & G satisfaz dim VE =1
e, neste caso, dizemos que (G, K) é um par esférico.

A regra (L*(2)f)(yK) = fla7'yK) e (R¥(y)f)(zK) = f(ayK), para z,y € G, f €
L*(G/K,C) definem agdes L e RX induzidas pelas translagdes a esquerda e a direita de G,

respectivamente, sobre L?(G/K, C).

As construgdes do Teorema A.1.31 referentes a decomposicdo de Peter-Weyl possuem um
analogo para o espago L*(G/K, C), mediante uma constru¢do conhecida como reciprocidade
de Frobenius. Note que todo G-moédulo pode ser visto como um K-médulo, restringindo a

acdo de G ao subgrupo K.
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Teorema A.2.4. “ Seja V € Irr(G, C). Valem:

1. (reciprocidade de Frobenius) Considere L*(G,C)X = {f € L*(G,C); Vk € K, R(k)f = f}.
Entdo L?(G,C)X é um G-submédulo de L*(G, C), munido da acdo L induzida pelas translacdes
a esquerda, canonicamente isomorfo a L*(G/K,C), com agdo L*. Vale o isomorfismo candnico
de espacos vetoriais Homg(V , L*(G/K,C)) ~ Homg(V,C) = (V*)X. Por fim, temos a

identificacio Homg(V , L*(G,C)K ) ~ (V*)K,
2. Jv : Homg(V,L*(G/K,C))® V > F @ v~ F(v) € Isot; x (V), definida por extensio linear, é

um G-isomorfismo. Os isomorfismos {Jv }, . induzem um G-isomorfismo:

J: @ Homg(V,L*(G/K,C)®V - @ Isot,x(V)C C™(G/K,C)
V*Ea;{ V*EaK

com imagem densa em L?(G /K, C), dita decomposi¢do de Peter-Weyl para L?*(G/K, C).

3. Consideremos a acdo trivial de G em VX, isto é, cada elemento de G age como idy k. Entdo

Isot x (V*) é canonicamente isomorfo ao G-médulo VE @ V*.

Ver [ , Sec.Ill.6] e [ , Sec.1].

Espacos homogéneos normais

Seja M = (/K um espago homogéneo, com G compacto semi-simples, munido de uma
métrica G-invariante g. Pelo Teorema A.2.2, sabemos que g corresponde a uma métrica
(G x K)-invariante g, sobre GG. Se supomos que a métrica § é, adicionalmente, (G x G)-
invariante (isto é, bi-invariante sobre G), entdo (), g) é dito um espago homogéneo normal.

A métrica associada a —B, isto é, ao negativo da forma de Killing, é dita métrica

riemanniana homogénea padrao.

Espacos simétricos e sistemas de raizes nao-reduzidos

Eis uma das possiveis formas equivalentes de se definir um espago simétrico®:

8Ver, por exemplo, [ ].
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Definicao A.2.5. Dada ¢ : G — G, denote por G, a componente conexa de G e G° :=
{zr € G; o(x) = z}. Um espago homogéneo M que se reduz a m, munido de uma métrica
riemanniana (-, -), é dito um espago simétrico se admite um par algébrico (G, K'), com G conexo, e

um automorfismo suave o : G — G satisfazendo as seguintes condicdes:
1. M =G/K e (-,-) é uma métrica G-invariante.
2. 0% =idg, isto é, 0 é um automorfismo involutivo.
3. 04 :=do. : g — g é uma involugdo satisfazendo o.|¢ = idg € 04| = — idp.
4. G7 e K sao subgrupos fechados de G satisfazendo GJ C K C G°.
Neste caso, (G, K) é dito um par simétrico para M. Dizemos que M é irredutivel (como espago

simétrico) se M ndo pode ser expresso como produto cartesiano ndo trivial de outros espagos

simétricos.

Observagdo A.2.6. Conforme mencionado em | , Sec. 3], todo par
simétrico é também um par esférico, ou seja, pares esféricos generalizam pares simétricos (é
possivel exibir exemplos de um pares esféricos que ndo sdo pares simétricos). Existem ainda
espagos homogéneos que ndo sdo pares esféricos (inclusive, espagos homogéneos normais que
ndo sdo pares esféricos).

Outra observagdo relevante é que os espagos homogéneos normais podem ser entendidos
como uma classe intermedidria entre os espacos homogéneos gerais e os espagos simétricos,

visto que as métricas de espagos simétricos também tém natureza bi-invariante.

Antes de prosseguirmos, relembremos as construgdes entre a Definigdo A.1.23 e o Teorema
A.1.27 e assumamos M = (/K um espago simétrico, com G compacto semi-simples,
g = Lie(G) e £ = Lie(K). Suponha que m é tomado como complemento ortogonal £+ com
respeito a um produto interno ad,-invariante g, (como a forma de Killing negativa —B de
g, por exemplo). Fixemos ainda uma subélgebra de Cartan h = t© para g* com sistema de

raizes (t, R,) associado. Denote por ((-,-)) o produto interno real de (t, R;) proveniente de

9o-
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A decomposicdo g = £ & m induz uma decomposigdo ortogonal t = a; @ a onde a é um
subespaco de m abeliano maximal, isto é, nenhum outro subespago abeliano de m contém a
propriamente.

A ideia agora é construir um sistema de raizes sobre a C m (o qual em geral ndo sera
reduzido mas possui propriedades bastantes similares aos sistemas de raizes reduzidos) e
ver como este novo sistema de raizes se relaciona com o sistema de raizes (t, Ry) advindo
de g. As raizes desse novo sistema serdo, no fim das contas, certas restricbes das raizes
de (t, Ry). Além disso, veremos pelo chamado Teorema de Cartan-Helgason que esta é a
construcdo propicia para entender as representagdes esféricas do par (G, K) em termos da

linguagem de pesos.

Defini¢do A.2.7. Dados (7,V) € Rep(g®,C) e i € a, e considerando as notacdes acima para
o par simétrico (G, K), definimos Vﬂ ={veV; VHca, n(H)v="1((H,a))v}. Se 17@ # {0}
entdo fi é dito um peso restrito para V. Os pesos restritos nado-nulos da representacdo adjunta
de g* sédo ditos raizes restritas. O conjunto das raizes restritas é denotado por Rye. Dado p € t,
denotamos ainda por p, a projegao ortogonal de ; em a. A dimensao (real) de a é denominada

rank de M e a é dito um subespago de Cartan para M.

Teorema A.2.8. “ Seja (G, K') um par simétrico para M compacto, com G compacto semi-simples.

1. (a, Rye), com produto interno ((-,-)), é um sistema de raizes.”

2. Rgp = {aq € a — {0}; a € Ry}. Além disso, se 3 é uma base para (t, Ry), entdo o conjunto

B :={aq € a —{0}; a € B} forma uma base para (a, Ry).
3. A multiplicidade de uma raiz restrita ¢ é igual a cardinalidade do conjunto {in € Ry ; pa = &}.

4. (Cartan-Helgason) Seja V# € Ga representaciio com peso maior . Entdo V' é esférica com
respeito a (G, K) se, e somente se, valem: (i) yu = pq; e (ii) para toda raiz restrita positiva &, o

escalar ((u, &) é um inteiro nio negativo.

5. Suponha que G e G/K sdo simplesmente conexos. Fixemos § = {di,...,d&,} uma base para




149 Tese de Doutorado sob a supervisdo do prof.” Dr. Marcus A. M. Marrocos

(a, Rge). Entdo existem f[i1, ..., jig € a linearmente independentes tais que: (i) o conjunto de
combinagoes lineares de [i1, ..., fip por inteiros nio negativos estd em correspondéncia biunivoca
com Grc; (ii) para todos j, k € {1,...,¢}, vale que ((fij,€xc))) = 0k, onde €, vale 2 ou 1 a
depender de 2¢y, ser ou ndo uma raiz restrita, respectivamente. Os vetores [i1, ..., fig sdo ditos

pesos restritos fundamentais.

6. Todo grupo de Lie compacto H com métrica bi-invariante® é um espago simétrico que pode ser
expresso como (H x H)/AH onde AH é o subgrupo diagonal difeomorfo a H e a involugdo é
dada por o(x,y) = (x,y '), para x,y € H. A agdo de H x H em (H x H)/AH é dada por

(z,y) - 2AH = (z7'zy) AH.

Wer [ , Sec.2].

’Em geral este sistema de raizes nédo é reduzido uma vez que dada uma raiz restrita &, também podem ocorrer como raizes restritas
os miuiltiplos da forma +2é&, i%d.

“Uma métrica g de H é bi-invariante se todas as translagdes a esquerda e a direita de H sdo g-isometrias. Ou seja g é (H x H)-
invariante, onde H x H age em H por translagdes a esquerda no primeiro fator e por translagdes a direita no segundo.

A.3 Decomposicoes de Peter-Weyl mais gerais

As construgdes presentes nos Teoremas A.1.31 e A.2.4 possuem outras situa¢des andlogas

para espagos funcionais mais gerais e abstratos. Exploremos um pouco.

Assuma H um espaco vetorial de Hausdorff complexo, localmente convexo, completo e
com topologia induzida por uma familia de seminormas.” Suponha que H estd munido de
uma G-agdo linear continua, C°(G, H) com a compact-open topology e C°(G,C) com a norma
do supremo e integral de Haar.

Lembramos que a convolugio em C°(G,C), dada por (fi * fo)(z) == [, fi(zg™") f2(x)dg,
torna C°(G,C) uma é&lgebra de Banach, isto é, a convolucdo é um produto bilinear
associativo tal que |f1 * fa| <|fi| - | f2| para todas fungdes fi, f» € C°(G,C).

Veremos a seguir que é possivel construir uma nog¢do de integracao sobre o G-mddulo
H e uma C°(G, C)-agdo sobre H, as quais se assemelham muito a integragdo de Haar e ao

produto de convolugéo.

9Todo espago de Banach ou de Hilbert, por exemplo, satisfaz essas hipéteses.
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Lema A.3.1. * Existe uma fungio [, : C°(G,H) — H tal que para toda seminorma continua
p: H — R, para todo operador linear continuo ¢ : H — H e todos f, f; € C°(G,C), F € C°(G, H),

h e Hex e Guvalem

1. [ :C%G, H) — H élinear continua.
2. (bi-invarigncia) [ F o ly = [ Fory = [, F. Alémdisso, [ F(g)dg = [ F(g")dg.
3. [oh = h(identificando h como uma fungdo constante).
4. p([o F) < Jap(F(9)dge ¢(Jo F) = [ o(F(9))dg.
5. fxh:= [ f(9)(g-h)dg define uma aplicagio bilinear continua C°(G,C) x H — H, satisfazendo
z-(fxh)=(Laf)xhe(fi*f2)xh=fix(faxh)
Ver [ , Sec.IIL5].

Teorema A.3.2. * Denotemos H ¢, 0 G-submédulo de H gerado por todos os submédulos de dimensio
finita em H e considere as construgdes do lema anterior. O caractere de um G-médulo (X,U), de
dimensdo finita, é definido por xuy : G > z — tr(X(x)) € C. Considere ainda (II,V) € G,

ey :=dimcV - -xvePy, :H>hw—ey*xhecH.
1. Hyjy, édenso em H. Além disso, se H é irredutivel, entdo H é de dimensio finita.

2. Se H é um espaco de Hilbert, entdo P,,, é a projecdo ortogonal sobre um subespaco fechado de H,
o qual aqui denotamos por Isot(xy ), tendo a propriedade de ser o menor subespago fechado de H
contendo todos os G-submodulos irredutiveis com mesmo caractere xy . Além disso, se x1 e x2 4o
caracteres distintos provenientes de representagoes irredutiveis de G, entdo Isot(x1) e Isot(x2) sio

ortogonais. Por fim, € Isot(xv) forma uma soma de Hilbert densa em H.
ved

Wer [ , Sec.IIL5].

Podemos combinar o teorema precedente com uma versdo mais geral da reciprocidade de
Frobenius. Consideremos entdo K um subgrupo fechado de GG. Assuma agora que U é um

K-médulo com escalares complexos e com agdo linear continua.
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Defini¢io A.3.3. O G-submédulo de C°(G,U),
Ind% U = {f e C°(G,U); Vk e K, x € G, f(zk) = k™' f(2)},

munido da G-agéo definida por L, - f := f o, 1 paratodosz € G e f € C°(G,U), é conhecido
como o G-médulo induzido pelo K-médulo U, também denotado por C°(G, K;U).

Defina G xx U = {[y,u]; y € G, u € U}, onde [y,u] := {(yk,k~u); k € K}, com G-acdo
dada por z - [y, u| := [zy,u], para todos x € G e [y,u] € G xg U. Considere ainda a aplicagdo

pr: G xx U3 [z,u] = 2K € G/K e, para cada f € Ind% U, defina
sp:G/K 32K — [z, f(z)] € G % U .

Por fim, a regra (L, - sf)(yK) = z - sf(z 'yK) define uma G-a¢do no espago gerado pelas

aplicagdes sy, com f € d% U.

Escrevemos @K,U .= {V € G; dimHomg (V,U) > 0}.

Denotemos por I'*(E) o espaco das se¢des de classe C* de um dado fibrado vetorial E e

fixemos p um inteiro ndo negativo.

Teorema A.3.4. " Nas notagoes da definicio anterior, valem:

1. Se U tem estrutura de variedade de classe C*, entdo pr : G xx U — G/K define a projecdo de
um fibrado vetorial, onde cada fibra pr—'{zK}, x € G, é isomorfa a U. Além disso, a aplicagio

mdG U s fs s 7 € TY(G x i U) é na verdade, um G-isomorfismo.

2. Considere a K-agio i : K x C°(G,U) > (k, f) — uy - f € C°(G,U), definindo-se, para cada
e G, (u- f)(x) = k' f(zk). Entdo uma funcio f € C°(G,U) pertence a IndS: U se, e

somente se, juy. - f = f para todo k € K. Por esta razio, escrevemos C° (G, U)Hx = Ind?( U.

3. (reciprocidade de Frobenius) Seja V' & G. Denote por res$-V o K-médulo V' obtido por restrigdo da

G-agdo de V' ao subgrupo K. Entdo hd um isomorfismo canonico

Home(V , Ind$- U ) ~ Homp (resGV,U) b
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4. Se U = C é a representacdo trivial de K, entdo C°(G/K,C) ~ Ind$ U = C(G, K;C). Além
disso, C*(G/K,C) ~ C>*(G, K;C).

5. Suponha M = G /K espaco homogéneo redutivel com K-representacio de isotropia complexificada
mC. Entdo, tomando duais e tensores de m€, construimos o K-médulo AP (m‘c)* denominado K-

representagdo p-exterior de mC. Além disso,

TOAP(TMC)* ~ TG x g AP(m®)*) ~ Ind§ AP(m®)* = C(G, K; AP(m©)*),
onde AP(TMC)* é o fibrado das p-formas continuas complexas continuas de M. Segue ainda que
T®°AP(TMC)* ~ T(G x x AP(mC)*) ~ C®(G, K; AP(m©)*).

6. Sejam (II,V) € GeU € Rep(K,C). Considere Homy (V,U) munida da G-agdo trivial e
C%G, K; U) munido da agdo L induzida pelas translagdes a esquerda. Temos G-aplicagdes injetivas

(definidas por extensdo linear)

Jv : Homg(V, C°(G,K;U))®@V 3 Fouv— Fv) € C°G, K;U)
C

Jv : Homg(V,U)@V 3 ¢ @ v ¢(II(-) " 'v) € C°(G, K;U)
cujas imagens coincidem com a componente V-isotipica Isotr,(V') de C°(G, K; U).

7. Asaplicagdes {Tv },,cq € {jV}Veé induzem G-isomorfismos

J: @@ Homg(V,C%G K U)oV — P Isoty(V)

VG@K’U VE@K,U
J: € Homx(V.U)oV — @ Isotr(V)
VG@K’U VEéKyU

com imagens densas em C°(G, K; U).

Wer [ , Sec.Ill.6] e [ , Sec.1].

’Em linguagem categorial, estamos dizendo que o funtor Ind% é adjunto a direita do funtor res%.
‘Note que Jy e Jy sdo essencialmente a mesma aplicagio a menos da identificagio candnica entre os espagos
Homg(V, C%G, K;U)) e Homg (V, U).
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Observagio A.3.5. Todas as construcoes desta subsecdo foram feitas considerando a
continuidade das func¢oes e secoes de fibrados. Pode-se, alternativamente, considerar
suavidade ao invés de continuidade. Mais ainda, com adaptagdes apropriadas, pode-se
considerar agdes sobre espacos de fungdes e se¢des L?, sem alterar os resultados na sua
esséncia. Neste tltimo caso, a menos de completamentos, os espacos sdo de Hilbert e
o Teorema A.3.2 se aplica. Logo, se U € Rep(XK,C) possui um produto interno ((-,-)),
induzindo um produto interno em C°(G, K;U) dado por (fi, fo)r2 == [,((f1, f2))dg,

entao @VG@(,U Isot, (V') é denso no completamento L*(G, K;U).

A.4 Classificacoes de grupos de Lie e espacos simétricos

Embora ndo iremos entrar nos detalhes técnicos, vale mencionar que existe uma listagem
classificatéria para grupos de Lie e espago simétricos.

Um fato importante é que o recobrimento universal de um espago simétrico (resp.
de um grupo de Lie) é ainda um espago simétrico (resp. um grupo de Lie). Dai, a
ideia é primeiramente listar os espagos simplesmente conexos e lidar caso a caso com os
espagos que ndo sdo simplesmente conexos a partir das teorias de recobrimentos e grupos
fundamentais, via correspondéncias de Galois.

Vimos na Secdo A.1 que hd uma O6tima correspondéncia entre grupos de Lie
simplesmente conexos e dlgebras de Lie (induzindo correspondéncias ainda nos morfismos
e subestruturas). A classificagdo destes esta intimamente ligada ao caso semi-simples, o qual
se resume a classificacdo dos sistemas de raizes (reduzidos) irredutiveis. Esta classifica¢dao
existe e pode ser caracterizada pelos chamados diagramas de Dynkin, conforme [ ,
Cap.8].

De maneira bastante anédloga, cada espago simétrico simplesmente conexo corresponde
a um objeto denominado dlgebra de Lie ortogonal involutiva que, nada mais é do que uma
algebra de Lie g que admite uma certa decomposi¢do ortogonal da forma g = ¢ & m onde ¢

e m sao, respectivamente, 0s autoespagos associados aos autovalores +1 e —1 de um dado
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automorfismo involutivo o, : g — g. Além disso, hd uma espécie de dualidade interessante
entre espagos simétricos compactos e ndo-compactos: se consideramos a multiplicagdo do
espago m pela constante imagindria i, na decomposi¢do de g, entdo migramos de uma
algebra ortogonal involutiva associada a um espago simétrico compacto para uma 4algebra
ortogonal involutiva associada a um espago simétrico ndo-compacto (e vice-versa).'’

Para as caracteriza¢des dos espagos simétricos via dlgebras de Lie ortogonais involutivas
e as classificagdes mencionadas no pardgrafo precedente, referimos a [ , Sec.2]

el , Sec.5].

A.5 Meétricas G-invariantes

Antes de abordarmos o conceito de métrica invariante pela agio de um grupo, fagamos uma
breve revisdo sobre pullbacks de campos tensoriais. No que se segue, considere N e M uma
variedades diferencidveis compactas e conexas. X(M) denota o espaco de campos suaves e
Q' (M) o espago das 1-formas diferenciaveis sobre M.

Sejam F' : N — M suave e ¢ um (0,g)-campo tensorial em M. Dado X € X(N),
escrevemos F,. X := dF(X), ou pontualmente F, X = dF,(X(z)) para todoz € N. O

pullback de ¢ por F é a aplicagdo F*¢ definida por

(F*p)(X1,....Xy) = o(F.Xq,...,F.Xs),

para todos X7, ..., X, € X(N). Note que se g € uma métrica riemanniana sobre M e I’ é uma
imersao, entdo F*¢ define uma métrica riemanniana sobre N.
Note que se M é o espago das métricas riemannianas sobre A/, entdo o grupo Diff(M) age,

de forma contravariante, sobre M, via pullbacks. Isto é, a aplicagdo

Diff(M) x M > (F,g) — F'ge M

1071 procedimento é conhecido como frugque de Weyl.
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satisfaz, para todas Fy, I, € Diff(M) e g € M: (i) idy, g = g; (ii) (F1 o Fy)*g = F5' (F\g).
A acdo contravariante acima nos motiva a definir alguns subconjuntos. Dados g € M,

D c Diff(M) e subconjuntos A, B C M, escrevemos

Diff(M)*g := {F*g; F € Diff(M)}
Diff(M) 45 := {F € Diff(M); F* A C B}
Diff(M) 4 := {F € Diff(M); F* A= A}
MP :={g€ M; VF € D, F*g = g}

(note que M” = M'P’, onde (D)  Diff(M) é o subgrupo gerado por D).
Assuma agora que (M,g) é uma variedade riemanniana. Uma g-isometria de M é
simplesmente uma aplicacdo F' € Diff(M), := Diff(M)y, isto é, Isom(M, g) = Diff(M),.

Agora estamos prontos para definir métricas invariantes por uma dada acdo de um grupos.

Defini¢ao A.5.1. Suponha que a variedade M é um G-espaco, isto é, M estd munida de uma G-
acaosuave i : G x M > (z,m) — pz(m) € M e considere M o espago de métricas riemannianas
sobre M. Dado um subconjunto K C G, denotemos ux := {fiz}zex C Diff(M). Uma métrica
g € M é dita pg-invariante se ¢ € M#5. Se M = G/K é um espago homogéneo e p é a
acdo induzida pelas translagdes a esquerda (a direita), entdo cada métrica pg-invariante é dita
invariante a esquerda (a direita). Uma métrica simultaneamente invariante a esquerda e a direita é

dita bi-invariante.

A.6 Discretizacoes: grafos homogéneos

Grafos de Cayley e de Schreier formam uma classe de estruturas discretas transitivas que
possibilitam definir construc¢des, operadores e pardmetros invariantes por uma dado grupo
(G bastante similares as das variedades da teoria de Lie. Enunciaremos as defini¢cdes basicas
e operadores laplacianos sobre os quais trabalharemos nos capitulos seguintes. Referéncias
bésicas: [ , , , ] (especialmente os capitulos 1

e7del D).
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Comecemos com nogdes bésicas sobre grafos gerais.

Definicao A.6.1. Um grafo direcionado é um par de conjuntos (V,A), onde A C V x V.
Similarmente, um grafo ndo direcionado é um par de conjuntos (V, A), onde A C (V x V)/ ~, em
que ~ é a associagdo (z,y) ~ (y,z) para todos x,y € V. Neste tltimo caso, a notagdo {z,y} € A
representa a classe {(z,y), (y,xz)} € A. Os elementos de V sdo ditos vértices, enquanto que os

elementos de A sdo denominados arestas. Dados x,y € V, defina

(x,y), se (V, A) é um grafo direcionado
Az, y) =

{z,y}, se (V, A) é um grafo ndo direcionado

Escrevemos OutNeigh(z) = {y € V; A(z,y) € A}. Quando (V,A) é ndo direcionado,
escrevemos ainda Neigh(z) := OutNeigh(z). Um grafo é dito finito se seu conjunto de vértices
for finito e é dito conexo se todo par de vértices pode ser conectado por um caminho de arestas
(no sentido 6bvio).

Uma aplicagdo F' : V — V é dita um automorfismo do grafo G := (V,A) se F' é uma
bijecdo e A(x,y) € A se, e somente se, A(Fz,Fy) € A. O conjunto Aut(G) denota o grupo
de automorfismo de G.

Um peso para uma aresta A(x,y) é simplesmente um escalar real positivo w(A(z,y)). Um
peso para o grafo (V,A) é uma funcdo w : A > A(x,y) — w(A(z,y)) € Rso. Aut(G),
denota o subgrupo dos automorfismos I’ tais que F*w = w, onde F*w é o peso definido pela
regra (F*w)(A(z,y)) = w(A(Fz, Fy)), para todos z,y € V. Convenientemente, escreveremos
Isom(G,w) := Aut(G),, cujos elementos sdo denominados w-isometrias de G, e também M como
o conjunto de pesos de G.

Fixemos K € {R, C} e consideremos L?(V,K) a K-algebra de fun¢des L? da forma f : V — K.
O laplaciano de um grafo finito ndo-direcionado (V, A), com peso w, é o operador denotado por

A, : L*(V,K) — L?(V,K) e definido pela regra

(Auf)@) == > wAzy)(f) - f(z))

y€ENeigh(x)
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para f € L?(V,K) e x € V arbitrarios.

“Note que se V ¢ finito, entdo L2(V, K) é simplesmente o conjunto de fungdes de V em K. Relembramos que o produto interno
L? édadopor (f1, f2) 2 = X fi(z)fz(x).
z€G

Assumiremos que todos os grafos trabalhados sdo finitos e conexos. Para nossos
propositos é conveniente eliminar a existéncia de loops, isto €, consideraremos grafos que
ndo contém arestas da forma A(z,z). Esta conveniéncia se deve ao fato de que uma aresta
A(x,x) geraria parcelas nulas da forma w(A(z, z))(f(z) — f(z)) na expressdo do laplaciano.
Tais parcelas ndo mudam a esséncia das construgdes, mas traz uma tecnicalidade de ter que
isola-las em cada etapa do processo, o que consideramos um trabalho excessivo diante de
um ganho praticamente insignificante na teoria.

Passemos entdo a algumas construgdes discretas obtidas a partir de grupos.
Consideraremos grafos homogéneos, isto é, onde os vértices sdo dados por um G-espago finito
com agdo transitiva. As arestas sdo construidas a partir de um subconjunto de geradores
de G. Similar aos espacos homogéneos da Secdo A.2, pode-se mostrar que todo grafo
homogéneo pode ser representado a partir de um conjunto de vértices da forma G/K,
munido da a¢do induzida pelas transla¢ées a esquerda. Novamente, esta sera a versdo mais

conveniente para nossos propositos.

Definicao A.6.2. Seja G um grupo finito com subgrupo K. Assumamos que S é um
subconjunto de geradores de G' que ndo contém nenhum elemento de K.” Denote por 0 = eK
a projecdo de e € G pela aplicagdo quociente G — G/K. Consideremos entdao um grafo (V, A)
satisfazendo duas propriedades: (i) V = G/K estd munido de uma G-agdo transitiva efetiva
p: GxG/K — G/K; (ii) OutNeigh(u,(0)) = {A(p2(0), ptas(0)); s € S}, para cada = € G.
Nestas condigdes, (V, A) recebe o nome de grafo homogéneo ou grafo de Schreier e é denotado por
G(G/K;S). Se, adicionalmente, exigimos que K seja um subgrupo normal de G, entdo (V, A) é
denominado um grafo de Cayley.”

Um peso w para G(G/K; S) é dito G-invariante ou p-invariante se para todos s € Sex € G,
vale que w(A(pz(0), as(0))) = w(A(o, ps(0))) =: ws. Neste caso, escrevemos w € MH*G. Se 11 é a

G-acdo induzida pelas translagdes a esquerda (a direita), sobre G/ K, entdo um peso p-invariante
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é dito também um peso invariante a esquerda (a direita).

? A hipétese sobre S ndo conter elementos de K é simplesmente para eliminar possiveis loops no grafo.
YEm particular, um grafo de Schreier G(G/K, S) com K = {e} é um grafo de Cayley.
“Na grande maioria dos casos, iz é a agdo pelas translagdes a esquerda de G, sobre V = G /K.

Teorema A.6.3. Seju G := G(G/K; S) um grafo de Schreier com G-agdo transitiva efetiva . sobre o
conjunto de vértices. Considere w um peso p-invariante, v € G, s € S e f € L?*(G/K,K) arbitrdrios.

Valem:

1. Para um grafo finito conexo e ndo direcionado (V, A) arbitrdrio (ndo somente os de Schreier), com
peso w (também arbitrdrio), temos que
(A) A, é um operador L*-auto-adjunto satisfazendo: (i) kerA,, é o subespago das fungdes
constantes; (ii) A, restrito ao complemento L2—0rt0gonal de kerA,,, tem autovalores positivos;
(iii) a soma direta dos auto-espacos de A, é o espaco L*(V,KK).*
(B) A, comuta com a agdo por pullback de cada elemento F' € Isom(G,w), isto é, se usamos a

notacio F*f := f o F, entdo F*(Ayf) = AL (F*f), para toda f € L*(V,K).
2. pg é um automorfismo. Mais ainda, j1,, € Isom(G,w).

3. Se S é simétrico, isto é S = S~!, entdo wy = wy—1 para todo s € S e, neste caso, G se identifica
como um grafo ndo-direcionado. Reciprocamente, se G é ndo direcionado, entiio suas arestas podem

ser construidas a partir de um conjunto gerador simétrico S.

4. Se 1 é a agdo induzida pelas translagdes a esquerda, entio

Auf == S w(BE(s)f - f),

ses
onde (RX(s)f)(xK) = f(wsK) (note que R¥ é a representacdo induzida pelas translacoes
direita).
70 caso direcionado possui operadores laplacianos com propriedades analogas, conforme [ ].
Demonstracdo. (1A) Ver [ , Cap.1].

(1B) Para todo = € G, temos
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(F*(Awf))(.um(o)) = Awf(F<,Ur<0)))
= = 2 W(A(F(k2(0)), F(pzs(0))))-(f(F(pas(0))) — F(F(pz(0))) )

seS

= = X (F'w)(A(1a(0), pt2s(0)))- (f © Fptas(0)) = f 0 F(p12(0)) )

ses

= = 3 w(A(pe(0), tas(0)))-(F* f (ptas(0)) — F* f(pa(0)))

seS

= (AP D) (1al0)) -

(2) Seja A(py(0), pys(0)) uma aresta arbitraria. Entdo os vértices ju,(py(0)) € g (pys(0)) definem
a aresta A(ftzy(0), ftays(0)), de modo que p, é um automorfismo. Como w é p-invariante, entdo
pz € Isom(G,w).

(3) Como ps € Isom(G,w) e vale que pe = p1g-1 = -1, entdo a aresta A(o, p5-1(0)) tem o mesmo
peso que a aresta A(us(0), ps—14(0)), de modo que w,—1 = w;,, provando a primeira parte. Suponha

agora que S = S~!. Antes de prosseguirmos, consideremos a seguinte observacdo importante:

Observagio . Todo grafo ndo direcionado pode ser identificado como um grafo bi-direcionado,
onde A(u,v) define uma aresta entre dois vértices u e v se, e somente se, A(v, u) também é uma

aresta (e neste caso estas duas arestas se identificam como uma tnica).

A(pg(0), pas(0)) € uma aresta se, e s6 se, A(pzs(0), ptz(0)) = A(pas(0), fyss-1(0)) € uma aresta (pois
S é simétrico), de modo que G é um grafo bi-direcionado. Pela observagdo acima, G pode ser visto
como um grafo ndo direcionado. Reciprocamente, se G é ndo direcionado, entdo para todos z € G e
s €8, A(1z(0), pgs—1(0)) = A(pips—1(0), pgs—15(0)) é uma aresta de G. Esta propriedade implica que
G(G/K;S™1) = G(G/K;S) = G. Logo, o grafo ndo direcionado dado por G(G/K; S U S~1) coincide
comG.

(4) Aplicando as hipéteses, temos que:

(Auf)(K) = —%w(A(wKaxsK))(f(xsK)—f(ﬂﬁK))
= —%ws(f(xsK)—f(xK))
= —%ws((RK(S)f)(xK)—f(zK))
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Observagdo A.6.4. Os operadores laplacianos para grafos de Schreier da forma G(G/K,S)
podem ser entendidos como operadores de Laplace-Beltrami sobre variedades 0-dimensionais
descritas por um par algébrico (G, K).

De maneira similar, os conceitos envolvendo representagdes que ndo dependem da existéncia
de élgebras de Lie se transportam de maneira imediata para uma variedade 0-dimensional dada
por um par algébrico (G, K).

Com isso em mente, ndo é dificil de se convencer que boa parte das se¢des precedentes, neste
capitulo, se replica muito bem para o caso discreto abordado nesta secao.

Existe ainda uma teoria de Hodge-De-Rham para grafos, a qual engloba um operador de
Hodge-Laplace. Este, quando restringido as chamadas O-formas discretas, coincide com o
laplaciano A, definido ha pouco. Além disso, ele pode ser visto como o hodge-laplaciano

diferencial de uma 0-variedade. Para maior aprofundamento, ver [ I

A.7 Representacoes de grupos finitos

Grupos Abelianos

Seja G um grupo abeliano finito. Por [ , Ch.3], G possui finitas representagdes

irredutiveis sobre C, todas unidimensionais.

Grupos Ciclicos

Seja G = Z,, (o grupo ciclico de ordem n). Por [ , Ch.5], temos que
G ={Ilp,10;..., 1,1},

onde

2w

Hj<k) =€n jk,

para todo k € Z, etodo j € {0,1,...,n — 1}. Vale ainda que IT} ~ II,,_;.
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O Grupo de Klein

Seja K o grupo de Klein, de ordem 4. Entdo K é um grupo abeliano que pode ser
identificado como Z; x Zy ou entdo como o grupo abeliano em 2 geradores a,b € K tais
que a®> = b* = (ab)? = e. Por [ ], temos K = {11, 1, 11, I1,; }, definido pela

tabela

Outra forma de enxergar K é através de
R=Taxly={VaV V,V' €}
Nesta configuragdo, podemos identificar
K = {55 J1,J2 €{0,1}},

onde

Y

L,y (b, k) = €791k (ridaks = gritikitiak)

para todos ki, ks € Zs € j1, jo € {0,1}.

O Grupo Z;3 x Zs

Seja G := Z3 x Zs. Similarmente ao grupo de Klein, as representagdes em @ sdo dadas por

G=TyxZs={VaV, V,V €},
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totalizando nove representagdes irredutiveis ndo-equivalentes entre si. Mais explicitamente,

temos que

G={I,;; jij€{0,1,2}},

onde

24

Hjl,jg(k17 kg) =€ 3

Jiky e%jzkz — €2§i(j1k1+j2k2)
Y

para todos ki, ks € Zs e jy, jo € {0,1,2}.

O Grupo Diedral

Considere D,, o grupo diedral de ordem 2n, com n > 3. Podemos considerar Z,, ~ (r)

como o grupo multiplicativo em um gerador r, com 7" = ¢, e t € D,, uma reflexao tal que

Por [ , Ch.5], existem no maximo quatro representagdes unidimensionais em G

(duas, se n é impar; quatro, se n é par) e as demais representagdes em G sdo de grau 2.

As representagdes irredutiveis de grau 1 sdo dadas por {II; ;,II; _; }, se n é impar, e por

{Hl,l» I, g, 11y g, H—1,—1}, caso n seja par. Em ambos os casos, estas satisfazem
Hjﬂzg(’f’) :j e Hij(t) =k.

Denotaremos essas representagdes por (I1; ., Vj ).

As representacdes irredutiveis restantes, de grau 2, sdo dadas da seguinte maneira: para

cada inteiro m tal que 0 < m < n/2, consideramos (I1,,, V;,,), com V,,, = C* e
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O Grupo Alternado A,

Considere A4 o grupo alternado, gerado pelo subgrupo de permutagdes dado pelo
conjunto {t = (123),z = (12)(34)} C S4, onde S, é o grupo de permutacdes de 4 elementos.
Seguindo [ , Ch.5], temos ;11 ={(IL;,V;): j=0,1,2,3}, onde as representa¢oes

irredutiveis unidimensionais sdo dadas por

Vale ainda que V" >~ V5.

A.8 Propriedades genéricas, conjuntos residuais e magros

Existem algumas nog¢des do que significa uma determinada propriedade ser genérica,
permeando conceitos em medida, topologia, geometria algébrica, computacdo, dentre
outros. No nosso caso, pela natureza dos problemas desta tese, envolvendo variedades
diferenciais, usaremos a nogao topolégica através dos chamados conjuntos residuais, que sdo
conjuntos de segunda categoria de Baire, conceito dual ao dos chamados conjuntos magros,
de primeira categoria de Baire. Para mais detalhes sobre as defini¢des e resultados dessa

secdo, referimos a [ ,Cap.11] e[ , Caps. 9 e 16].

Defini¢ao A.8.1. Seja X um espago topolégico. Um subconjunto A C X é dito residual se puder
ser expresso como intersec¢do enumeravel de subconjuntos em que cada um deles tenha interior

denso em X. Um subconjunto B C X cujo complementar é residual em X é dito magro, ou seja,
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B pode ser expresso como unido enumerdvel de subconjuntos cujo fecho tem interior vazio. X é
dito um espago de Baire se cada um de seus subconjuntos residuais for denso em X.

Suponha que P é uma determinada propriedade abstrata sobre os elementos do conjunto X
e escreva X (P) := {x € X; uzsatisfaz P}. Se X(P) é residual em X, entdo dizemos que a

propriedade P é genérica em X ou que os elementos de X (P) sdo genéricos em X.

Eis uma coletanea de propriedades basicas envolvendo estas defini¢des:

Proposicao A.8.2. Seja X um espago topolégico contendo um subespagoY # (). Valem:

1. Se X é Hausdorff localmente compacto ou é um espago (pseudo-)métrico completo, entdo X é um

espago de Baire.
2. Todo subconjunto A C'Y que é magro emY é também magro em X.

3. Suponha que'Y é aberto ou denso em X. Entdo um subconjunto A C 'Y é magroemY se, e somente

se, A é magroem X.

4. (Teorema da categoria de Banach) A unido de uma familia arbitrdria de subconjuntos magros em X

forma um subconjunto magro em X.

Intuitivamente, podemos entender o conceito de conjunto magro (resp. residual) como
uma versdo topoldgica abstrata do conceito de conjunto de medida nula (resp. medida total)
em espacos de medida. Assim, o termo “propriedade genérica”, em espagos topoldgicos,
pode ser entendido como um andlogo para a expressdo “evento quase certo”, no contexto

de medida e probabilidade.
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