UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC
CENTRO DE MATEMATICA, COMPUTACAO E COGNICAO

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

RODRIGO DA SiLva TiTO

EQUACOES DIFERENCIAIS DESCREVENDO
SUPERFICIES PSEUDO-ESFERICAS

SANTO ANDRE - SP
2022






RoODRIGO DA SirvAa TiTO

EQUACOES DIFERENCIATS DESCREVENDO SUPERFICIES

PsEUuDO-ESFERICAS

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pos-
Graduacdo em Matemaética da Universidade Federal
do ABC como requisito parcial a obtengao do titulo
de Mestre em Matematica.

Linha de Pesquisa: Geometria

Orientador: Prof. Dr. Igor Leite Freire

Santo André - SP
2022



Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal do ABC
Elaborada pelo Sistema de Geragdo de Ficha Catalografica da UFABC
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

Tito, Rodrigo da Silva
Equactes diferenciais descrevendo superficies pseudo-esféricas /
Rodrigo da Silva Tito. — 2022.

128 fls.
Orientador: Igor Leite Freire

Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal do ABC, Programa
de Pés-Graduacdo em Matemética, Santo André, 2022.

1. Equagbes diferenciais do tipo pseudo-esférico. 2. Pseudo
potenciais. 3. Leis de conservacdo. |. Leite Freire, Igor. 1I. Programa
de Pos-Graduacdo em Matemaética, 2022. I11. Titulo.




Este exemplar foi revisado e alterado em relacdao a versao original,
de acordo com as observagoes levantadas pela banca examinadora
no dia da defesa, sob responsabilidade Gnica do(a) autor(a) e com

a anuéncia do(a) (co)orientador(a).

Santo André E', 07 de Margo de 2022 .
Rodrigo da Silva Tito Rodnigo i Slve. 3k
Nome completo e Assinatura do(a) autor(a)

Igor Leite Freire
Nome completo e Assinatura do(a) (co)orientador(a)




MINISTERIO DA EDUCACAC

Fundaciio Universidade Federal do ABC
Avenida dos Estados, 5001 - Bauro Sants Torcdnhs —- Santo Andrg SP
CEP 09210-580 - Fouc: (11) 4996-0017

FOLHA DE ASSINATURAS

Assmaturas dos membros da Banca Examinadora gue avaliou ¢ aprovou a Defesa de Dissertacio
d¢ Mestrado do candidato, RODRIGO DA SILVA TITO rcahizada em 04 de Fevereiro de 2022:

_<JaSL @’{:ﬂ {/?u'/u.

f Prof.(a] LUIZ ALBERTO DE OLIVEIRA SILVA
IVERSI z FEDERAL DO RECONCAVO DA BAHIA

Prof(z) ICARO GONCALVES
UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABRC

Prof.(a) NAZIME SALES FILHO
UNIVERSIDADE FEDERAL DE MATO GROSSO

UNIVEES DE FEDERAL DO ABC - Presidente

¥ Por msdncia do membro ttular. for substituido pelo mombro suplanle descrito acima: nome completn. institrico e assinatim

&) Universidade Federal do ABC



FOLHA DE CITAGAO A CAPES

“O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cddigo de Financiamento 001"






DEDICATORIA

Dedico esta dissertagdo a Deus, pois sem Ele nada do que foi feito se fez. Dedico também
a minha linda familia: a minha esposa, que estd sempre comigo me incentivando a ser
alguém melhor, a minha filha Olivia, um presente de Deus, a minha mde, 0o meu pai e a

minha irmd, por toda oracdo e amor dados a mim ao longo do tempo.

vii






AGRADECIMENTOS

Primeiramente agradego a Deus. Em sua Palavra estd escrito, “todas as coisas con-
tribuem juntamente para o bem daqueles que amam a Deus”, e eu pude provar deste
cuidado ao longo da minha caminhada. Ele em todo tempo deu-me forga, disposigdo,
perseveranga e ndo me deixou em momento algum.

Agradeco a minha esposa Priscila Tito, pelo enorme amor e companheirismo. Aos
meus pais Vanda e Tomaz, a minha irma Raquel, a minha sogra Helmira e a toda familia,
pelas oragdes e torcida.

Agradeco ao professor Igor Leite Freire, meu orientador de mestrado, por ter me
dado todo o suporte e embasamento tedrico para o entendimento sistematico dos
conteidos desenvolvidos neste trabalho, pela amizade, pela dedicacdo e pelo seu
comprometimento em me tornar um pesquisador.

Deixo meus sinceros agradecimentos a todos os professores do Programa de P6s-
graduacdo em Matemadtica, pelos ensinamentos e suporte.

Aos professores e membros da banca examinadora, pelas sugestdes, as quais melho-
raram consideravelmente o trabalho.

Finalmente, a Capes, pelo apoio financeiro durante todo o mestrado e, a todos amigos

que de alguma forma participaram dessa conquista.

iX






“Faca as coisas 0 mais simples que vocé puder,
porém nao se restrinja as mais simples.”
— Albert Einstein

xi






RESUMO

Neste trabalho estudamos equagdes diferenciais que descrevem superficies pseudo-
esféricas, que sdo superficies de curvatura Gaussiana constante e negativa. Também
estudamos o problema linear associado a estas equagdes, bem como seus pseudo-
potenciais e leis de conservacdo. Além disso, mostramos que uma outra equagdo
descoberta por Novikov é do tipo pseudo-esférico. Mostramos seu pseudo-potencial

quadrético e um ntmero infinito de leis de conservacéo.

Palavras-chave: Equactes descrevendo superficies pseudo-esféricas, equagdes de

Novikov, pseudo-potenciais, leis de conservagéo.
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ABSTRACT

In this work we study differential equations describing pseudo-spherical surfaces, that
are surfaces with negative and constant Gaussian curvature. We also study the linear
associated problem to these equations, as well as its pseudo-potentials and conservation
laws. Moreover, we show that another equation discovered by Novikov is of the
pseudo-spherical type. We find its quadratic pseudo-potential and an infinite number

of conservation laws.

Keywords: Equations describing pseudo-spherical surfaces, Novikov equations,

pseudo-potentials, conservation laws.

XV






SUMARIO

1 INTRODUGAO 1

2 ASPECTOS ALGEBRICO E GEOMETRICO 3
2.1 Espaco vetorial, espaco dual e produto interno 3
2.2 Espago tangente e campos vetoriais 9
2.3 Formas e espaco cotangente 18

2.4 Meétricas Riemannianas 42
2.5 Equacdes de Estrutura de Cartan 44

3 EQUAGOES GEOMETRICAMENTE INTEGRAVEIS E LEIS DE CONSERVAGAO 49
3.1 Equacgdo do tipo pseudo-esférico 49

3.2 Problemas Lineares Associados 53

3.3 Pseudo-potenciais e leis de conservacao 58

4 UMA EQUAGAO DE NOVIKOV DO TIPO PSEUDO-ESFERICO 69
4.1 Resultados Preliminares 69
4.2 Resultados Principais 71

5 RESULTADOS ANALITICOS PARA A EQUAGAO DE NOVIKOV 83
5.1  Um pseudo-potencial quadratico para a equagdo de Novikov 83
5.2 Leis de conservacdo para a equacdo de Novikov 90

6 CONCLUSAO 105

Referéncia Bibliografica 107

Xvii






INTRODUCAO

O estudo de equagdes diferenciais parciais que descrevem superficies pseudo-esféricas
(ou equagdes do tipo pseudo-esférico), é de fundamental importancia em diversos
problemas de matemaética pura e aplicada. Tal importancia se deve as mais variadas
aplicacdes geométricas e descrigdes de diversos fendmenos fisicos ndo-lineares da

natureza.

Os primeiros contatos com tais equagdes surgem no inicio dos estudos da teoria
classica de superficies no espago euclidiano tridimensional, com destaque nos trabalhos
desenvolvidos por Backlund e Bianchi (ver em [1], Capitulo 21), tendo como principal
exemplo a célebre equacdo de sine-Gordon u,; = sin (1) em que u = u (x,t) . Contudo,
o estudo de forma sistemadtica destas equacdes comegou em 1986 com o artigo seminal
de Chern e Tenenblat [5], motivados por uma interpretacdo geométrica do método de
espalhamento inverso de Ablowitz, Kaup, Newell e Segur (AKNS)[2] feita em 1979
por Sasaki [20]. Geometricamente, Chern e Tenenblat caracterizaram as equagdes do
tipo pseudo-esférico pelo fato de que cada solugdo genérica determina uma métrica

Riemanniana de curvatura Gaussiana constante e igual a —1 em subconjuntos abertos
de R?.

Em 2002, Reyes formulou a nogdo de integrabilidade geométrica [16], o qual consiste
em uma familia ndo-trivial a 1— parametro de superficies pseudo-esféricas, mostrando
que qualquer equagdo geometricamente integravel é a condi¢do de integrabilidade de
um problema linear. Em seus trabalhos [16, 17, 18] ele explora as ideias fundamentais
de Chern e Tenenblat [5] e suas conexdes com pseudo-potenciais e leis de conservagéo,
mostrando que a partir de uma equacdo geometricamente integravel é possivel construir
uma infinidade de leis de conservacdo linearmente independentes a partir de pseudo-

potenciais.
Em 2009, Novikov [15] fez uma classificagdo de equagoes do tipo uy — usxy = F (1, 1y,
Uxx, Uxxy) em que U = u(x,t) e F uma fungdo polinomial, que potencialmente po-

dem ser integraveis, no sentido de possuirem infinitas simetrias. Varias equacdes
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foram encontradas por ele, dentre elas estdo as conhecidas equagdes do tipo pseudo-
esférico: equagdo de Camassa-Holm [4] (ver em [15], Teorema 3, Eq. (13)) e equagdo de
Degasperis-Procesi (ver em [15], Teorema 3, Eq. (14)).

Motivados em descobrir quais das demais equacdes apresentadas em [15] (Teorema
3, Egs. (15) — (20)) podem também descrever superficies pseudo-esféricas, aplicamos
os resultados apresentados em [6, 21] e, provamos que tomando os parametros sob
determinadas condi¢des de diferenciabilidade, apenas uma das equagdes [15] (Teorema
3, eq. (17)),

Up — Upyy = —2UUyyy — OU Uy + 22Uy + Zui +4uuy,

é do tipo pseudo-esférico; a qual nos referiremos como equacio de Novikoo.

O fato da equagdo de Novikov descrever uma superficie pseudo-esférica e, em
particular, ser geometricamente integravel, nos possibilita, a partir das consideragdes
geométricas feitas por Chern-Tenenblat [5] e dos resultados de Reyes [16, 17, 18],
encontrar um pseudo-potencial quadratico, por meio do qual, podemos descobrir leis
de conservacao.

A presente dissertacdo estd estruturada da seguinte maneira:

* No Capitulo 2 apresentaremos a fundamentagdo e base geométrica necessaria
para o trabalho, em particular, as equagdes de estrutura de Cartan para o caso

bidimensional.

* No Capitulo 3 abordaremos a defini¢do de equagoes diferenciais que descrevem
superficies pseudo-esféricas, trataremos de problemas lineares associados, pseudo-

potenciais e leis de conservagdo, bem como de alguns exemplos classicos.

¢ O Capitulo 4 é o cerne da dissertacdo, no que tange a resultados. Nele provaremos
que uma das equagdes de Novikov é do tipo pseudo-esférico, o que nos motivou
o trabalho [9].

e No Capitulo 5 apresentaremos um pseudo-potencial quadratico para uma equagdo
de Novikov e exibiremos uma hierarquia de leis de conservagdo, os quais se

encontram no trabalho [9].

* Por fim, no Capitulo 6 apresentaremos as conclusdes desta dissertacao.
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Neste capitulo abordaremos alguns conceitos béasicos de Algebra Linear, Calculo Diferen-
cial, Algebra Exterior, Geometria Riemanniana, dentre outros, os quais sdo preliminares
para a abordagem geométrica de determinados objetos nos capitulos subsequentes. As

principais referéncias deste capitulo sdo [7], [13], [14], [22] e [23].

2.1 ESPACO VETORIAL, ESPACO DUAL E PRODUTO

INTERNO

Um espaco vetorial E, definido sobre o corpo dos ntimeros reais R, € um conjunto de
elementos, chamados vetores, munido de duas operagdes: adi¢do +: E x E — E, que
associa cada par (#,v) € E x E a um novo vetor u +v € E e a multiplicagdo por um
escalar - : R x E — E, que associa cada escalar « € R e cada u € E a um novo vetor
a-u € Eouau € E. A operagdo + é comutativa, associativa, tem uma identidade 0 e
um inverso —u para cada vetor u € E, enquanto - é associativa, distributivae1-u =u
para cada u € E.

A seguir ilustraremos este conceito mediante um exemplo bastante comum de espacos

vetoriais, o qual serd o espago vetorial base do trabalho.

Exemplo 2.1. O espaco vetorial euclidiano n— dimensional, é o conjunto R" definido

como o conjunto de todas as n— uplas de ntimeros reais,
R"={(x1,...,xn);x€R, i=1,...,n},
munido das operagdes
(X1, oo, Xn) + (Y1, Yn) = (X1 + Y1, - Xn+Yn),

a(x1,..., %) = (ax1,...,ax,),

emque (X1,...,%,), (Y1,...,yn) E R"ea € R.
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Outro exemplo muito comum de espagos vetoriais sdo os espagos de fungdes.

Exemplo 2.2. Seja X um conjunto ndo-vazio qualquer. O conjunto F (X;R) de todas
as fungdes reais de X em IR, é um espago vetorial quando definidos: (f +g) (x) =
f(x)+g(x)e (af)(x) = af (x), x € X, para quaisquer fungdes f,g € F (X;R) e

qualquer escalar « € R.

Um subconjunto F C E, tal que, para todo u,v € F etodo & € R, tem-se que u+v € F
e axu € F, é chamado de subespago vetorial de E. Este conceito torna-se muito importante
quando queremos obter uma estrutura de espaco vetorial contido em outro, uma vez

que um subespacgo vetorial é um espaco vetorial. A fim de ilustrar isso, segue o exemplo:

Exemplo 2.3. Seja F (R";R) o espago vetorial das fungdes reais de varias varidveis reais
f:R" = R. O conjunto C* (R") C F (R";R) das fung¢des infinitamente diferencidveis

(suaves) é um subespaco vetorial de F (R";R).

Para o nosso estudo estamos interessados nos espagos vetoriais de dimensdo finita, os
quais possuem uma estrutura algébrica extremamente simples, evidenciada pelas ideias
de base e dimensdo, que veremos a seguir. Antes, porém, apresentaremos os conceitos

de geradores e de dependéncia e independéncia linear.

Definicdo 2.4. Seja E um espaco vetorial e seja S = {vy,...,v,} C E um conjunto finito.
O subespaco vetorial de E gerado por S, denotado por Span (S), é o conjunto de todas

as combinacoes lineares de S :
Span (S) = {aqv1 + ... + @y 09, ..., 0, € R}.

Um conjunto finito S = {vy,...,v,} é linearmente dependente se houver escalares
a1, ...,0&,, nem todos zero, de modo que ajv1 +...+a,v, = 0. Se S ndo é linearmente
dependente, entdo é linearmente independente.

Um critério extremante ttil para verificar a independéncia linear de um conjunto
de vetores S = {vy,...,v,}, é que S é linearmente independente se a condi¢do de que
existem escalares w7, ..., &, satisfazendo ajv1 + ... +a,v, = 0 implica que a1 = ... =

a, = 0.

Lema 2.5. Seja E um espago vetorial. Se o conjunto {uy,...,u,} C E é linearmente indepen-

dente e o conjunto {vy,...,v,} C E gera E, entdo n < m.
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Demonstragido. Como {vy,...,vm} gera E, entdo, para cada j =1,...,n, existem escalares

m
A1jy -y Apmj tais que uj= Zaijvi.
i=1
Suponha que n > m. Entdo o seguinte sistema linear homogéneo admite uma solugdo
nao-trivial:
apxy+---+ayx, =0

A1 X1+ -+ AynXy =0
uma vez que existem mais varidveis do que equagdes.
Seja x; =11,...,x, = ry uma solu¢do nao-trivial. Entdo,

m m n n
UL+ Pl = T1Y A0+ 4T ) A0 = | Y rjayi | o1+ -+ | Y riamg | om =0.
i=1 =1 j

i=1 j=1
Isso contradiz a independéncia linear do conjunto {u1, ..., u,} . Concluimos, portanto,

que n < m. O]

Definicdo 2.6. Uma base de um espaco vetorial E é um conjunto B C E linearmente

independente que gera E.

Em outras palavras todo vetor u € E se exprime, de modo tinico, como combinagao
m

linear u = Z(xiui de elementos u;, 1 <i < m, da base B.
i=1
Teorema 2.7. Seja E um espago vetorial e seja B = {uq, ..., u,} uma base de n vetores para E.

Entdo, todas as outras bases de E também devem ter n elementos.

Demonstragio. Seja B = {v1,..., U} uma outra base para E. Como B’ é linearmente
independente e BB gera E, pelo Lema 2.5 temos que m < n.

Além disso, como B é linearmente independente e B gera E, também pelo Lema 2.5
temos que n < m. Portanto, m = n. Concluimos, assim, que qualquer outra base de E

possui também 7 elementos. O

Seja E um espago vetorial. Pelo Teorema 2.7, se E tem uma base de n vetores, entdo
sua dimensao é finita. Chamamos n de dimensédo de E e escrevemos dim (E) = n. Por
defini¢do, dim ({0}) = 0.

Apresentaremos a seguir um conceito que é utilizado como base algébrica dos objetos

bésicos da geometria diferencial, formas diferenciais e tensores.
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Seja E um espago vetorial de dimensdo finita. Define-se o conjunto de todas as

transformacdes lineares f : E — IR, que sdo chamadas de funcionais lineares, como
E*={f:E— R: f é um funcional linear} .

A soma de dois funcionais lineares f,¢ € E* e o produto de um funcional linear
f € E* por um escalar « € R sdo os funcionais lineares f + ¢ € E* e af € E*, definidos,
respectivamente, por (f+g) (x) = f (x) +g(x) e (af) (x) = af (x), para todo x € E. O
vetor zero 0 € E* é definido por 0 (x) = 0 para todo x € E, e, além disso, —f € E* é
definido por (—f) (x) = —f (x), para todo x € E.

O conjunto E*, equipado com as defini¢des acima, é um espago vetorial, o qual é
chamado de espacgo vetorial dual de E, cujos seus elementos também sdo chamados de
vetores duais, 1— formas lineares ou covetores.

A fim de determinarmos uma base para o espago vetorial E*, o seguinte teorema,

fornece uma construcdo importante.
Teorema 2.8. Seja E um espaco vetorial de dimensdo finita, entdo dim (E) = dim (E¥) .

Demonstragio. Seja n = dim E. Tomemos uma base B = {uy,...,u,} para E. Construire-
mos uma base para E* com n covetores.

De modo geral, se E e F sdo espagos vetoriais de dimensao finita e B uma base de
E, existe uma tnica transformagdo linear f : E — F tal que f (u;) = u; € F para cada
u; € B. Por esse motivo, paracadai=1,...,n, seja f; : E - R o covetor determinado
pelas condicdes f; (1) = 1 e f; (u;) = 0se i # j. Note que, para qualquer x € E, podemos

n

escrevé-lo como combinacdo linear da base B, isto €, x = inui, e entdao
i=1

fi(x) = x;.

Assim, mostraremos que o conjunto composto por estes n covetores, digamos B* =

2 .

{f1,--., fn}, é uma base de E*. Para isto, mostraremos que B* é um conjunto linear-

mente independente e gera E*.
n

Suponha que Z“i fi =0, em que os «; sdo constantes reais; entdo, para todo x € E
i=1

n
tem-se que szi fi (x) = 0. Em particular, tomando x = u; paracadai =1, ...,n, obtemos
i=1

n
0= wifi (u;) = a;
i-1



2.1 ESPACO VETORIAL, ESPACO DUAL E PRODUTO INTERNO

ou seja, &1 = ... =, = 0. Logo, B* é um conjunto linearmente independente.
Agora, tomemos f € E* qualquer (isto é, f : E — IR é um funcional linear). Definamos
ci=f (ui) paracadai=1,...,n, em que os ¢; sdo constantes reais. Para qualquer x € E,
n

tem-se x = ) x;u;, segue-se que
i1

fx)=f (i:xiui) = éxif (ui) = il;xici = éczfi (x) = (écifi) (x).

n
Logo, f = Zci fi e, portanto, B* gera E*. Assim, B* com n covetores é uma base para
i=1
E*, concluindo que dim (E) = dim (E*). O
Definicdo 2.9. Seja B = {uy,...,u,} uma base para E. A base B* = {u],...,u;} para

E*,em que u; : E — R, 1 <i < n, sdo funcionais lineares tais que

1, sei =},
uj (uj) = 0 seid]
, sei#],

é chamada de base dual da base B.

Exemplo 2.10. Seja By = {e1,...,e,} abase candnica de R”, em quee; = (0,...,0,1,0,...
,0) com 1 a i— ésima componente. A base Bj = {¢],...,e;;} dual a By, é denominada
base candnica de (R")". Observe que se x = (x1,...,X,) € R", entdo e (x) = x;. Ou

seja, e; € a projecdo na i— ésima coordenada.

O estudo de certas propriedades geométricas do espago vetorial E de dimensdo finita
como angulos, ortogonalidade, comprimento, distancias e entre outras, se torna possivel

quando introduzimos um produto interno.

Defini¢ao 2.11. Um produto interno em um espago vetorial E de dimenséao finita é uma

aplicacdo g : E x E — IR com as seguintes propriedades:
i) ¢ é uma forma bilinear, isto é, linear em cada entrada;
ii) g é simétrica: para todo u,v € E, g (u,v) =g (v, u);

iii) g é definida positiva: para todo u € E, g (u,u) > 0, com g (u,u) = 0 se, somente se,

u=0.

O par (E, g) é chamado de espaco vetorial com produto interno.



ASPECTOS ALGEBRICO E GEOMETRICO

Exemplo 2.12. No espago euclidiano R”, a aplica¢do g : R” x R” — R definida por
g(u,v) = x1y1+ -+ XpYy, em que u = (x1,...,%,) € v = (Y1,...,Yn), € chamada
produto interno canonico de R". Basta notarmos que g é bilinear, simétrica e definida
positiva, pois g (u,u) = x2 +---+ x3 é sempre ndo-negativo e, ¢ (u,u) = 0 quando

x1=-=x,=0,logou=0.

Teorema 2.13. Cada espaco vetorial de dimensdo finita carrega uma estrutura de produto

interno.

Demonstragio. Seja E um espago vetorial de dimensao finita, dim E = n > 0. Tomemos

uma base B = {uy,...,u,} de E. Definimos uma aplicagdo g : E x E — R por

n n n

g (u,0) = inyi, em que u = inui ev= Zyju]-. Observe que aplicagdo g estd bem
1:1 l=1 ]=1

definida, pois, todo vetor de E, pode ser expresso, de modo tinico, como combinagdo

linear dos elementos da base B. Observe também que g é bilinear, ou seja, para

quaisquer 1,0, u/,v/ €EEenaeR,
! " ! n L !/ !
S8 (u +au, v> = Z (xl- + ocxi> yi = inyi + ochiyi =gqp(u,0)+agp (u ,v) ,
l:l l=1 l=1
analogamente,
QB (u, v+ m/) =gp (u,v) +agp (u, v/> .
Claramente g € simétrica, pois,

n n
g (u,v) =Y xyyi =) yixi=gg (v, u).
i-1 i=1

n
Por fim, gp ¢ definida positiva, uma vez que gp (u,u) = ) x? > 0, e se gg (u,u) =0
i=1
n
entdo lez =0, logo x; =... =x, =0 e u =0. Portanto, gz define um produto interno

i=1
em E. O

A partir do produto interno em E podemos induzir uma norma e uma métrica em E :

Definicao 2.14. Seja E um espaco vetorial com o produto interno ¢ : EX E — R. A

norma ||| : E — R do vetor u € E é dada por

[l = /g (1, 1).
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E, entdo, a métrica d : E X E — R induzida pela norma é

d(u,v)=lu—o|= \/g(u—v,u—v),

em que u,v € E. Se E =R", denota-se g (u,v) := (u,v), u,v € R".

No seguinte teorema, veremos um resultado importante no sentido de que podemos

associar elementos dos espacos vetoriais E e E* via isomorfismo sem depender da base.
Teorema 2.15. Seja E um espago vetorial de dimensdo finita, com produto interno g. Para todo
v € E, defina i, € E* por i, (w) = g (v,w) para w € E. Entdo a fungio
d:E— EF,

definida por ® (v) = iy, é um isomorfismo linear.
Demonstragio. Primeiro, vamos verificar a linearidade de ® : sejam u,v € Eea € R;
pelo fato que g é bilinear, temos que

o (W) =g (u+v,w) =g, w)+g(v,w) =iy, (w) +iy, (W) = (iy +iy) (W),

e

i (W) = g (a0, w) = ag (v, w) = aiy (W),
para todo w € E. Assim, ® (u+v) =P (1) +P (v) e @ (av) = ad (v).
Agora, mostraremos que & é injetiva, para tanto, verificaremos que ker (®) = {0} .

Dado v € ker (®) qualquer, entdo ® (v) = 0, ou seja, para todo w € E tem-se
g (v,w) =i, (w)=0.

Em particular, se w = v, g(v,v) = 0, logo v = 0, uma vez que g é definida positiva.
Portanto, ker (®) = {0} e, entdo P é injetiva. Portanto, como dim E = dim E* (visto no

Teorema 2.8), concluimos que ® é um isomorfismo linear. O

2.2 ESPACO TANGENTE E CAMPOS VETORIAIS

Nesta se¢do, abordaremos o conceito de espago tangente a IR” no ponto p € R", que é o
terreno no qual se desenvolvem os tensores e as formas diferenciais que veremos nas
proximas segoes.

Antes de definirmos este espago precisamos entender como se comportam seus

elementos. Nesse sentido, comegaremos com alguns conceitos do célculo diferencial.
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Definicdo 2.16. Uma fungdo f : U — R, com U C R" aberto, é diferencidvel em p € U,

se existe um funcional linear A, : R" — R tal que

i M) —f(p) = Ay _

1] =0 [ 7]]

O funcional linear A, é chamado de derivada de f em p, e denota-se Df (p) = Ap.
Quando f é diferencidvel em todos os pontos de U, diz-se simplesmente que f é
diferencidvel. Além disso, f é dita suave ou diferencidvel de classe C* quando possui

derivadas parciais de todas as ordens continuas.

Defini¢ao 2.17. Seja I C R um intervalo aberto contendo 0. Uma curva parametrizada
suave é uma fungdo ¢y : I - R" que a cada t € I associa y (t) = (x1 (f),...,xn (t)), em

que as fungdes x1,...,x, : I = R sdo suaves.

Seja v : I — R" uma curva parametrizada suave, denotemos p := v (0) e

o =7 (0)= 5 (7(1)

- (x’l 0),...,x, (0))p.

t=0

Defini¢do 2.18. Seja p € R". Um vetor tangente em p é uma n— upla ordenada de
numeros reais vy, = (v1,..., vn)p tal que existe uma curva parametrizada suave y : I —

R" tendo as propriedades que 7 (0) = p e que 7 (0) = p.

Figura 1: A definigdo geométrica de um vetor tangente em R>.
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Definicdo 2.19. Seja p € R". O conjunto de todos os vetores tangentes em p, denotado

por T, (R"), é chamado de espaco tangente de R" em p.

O espago tangente T, (R") equipado com as operacdes de adi¢do v, +wp = (v+w), e

multiplicagdo por um escalar « (v,) = (av), € um espago vetorial. Além disso, essas

P
operagdes no espago tangente T, (R”) o tornam um espago vetorial isomorfo a R”.

Podemos ver isso através do isomorfismo linear ¢ : T, (R") — R" definido por v, — ©.
Teorema 2.20. O espaco vetorial T, (R") é isomorfo ao R" para cada p € R".

Demonstragdo. Dada a fungdo ¢ : T, (R") — R" por v, — v, mostraremos que é um
isomorfismo. Primeiro, notemos que ¢ é linear, pois, quaisquer v,, w, € T, (R") e

x € R tem-se que

¢ (vp+aw,) =¢ <(u+ocv)p> =u+av=¢ (up) +ap (vp) .

Suponha que v, € ker(¢). Entdo 0 = ¢ (v,) = v < 0, = v,. Logo, ker (¢) = {0} e,
portanto, ¢ é injetiva. Agora, dado um vetor w € R" qualquer, note que w = ¢ (w,) tal
que wy € T, (R") . Portanto, ¢ é sobrejetiva. Concluimos assim que ¢ é um isomorfismo

e que os espagos vetoriais T, (R") e R" sao isomorfos. O

Do Teorema 2.20, se {e;;1 < i < n} é abase candnica para R", entdo {(ei)p 1<i < n}
forma uma base para T, (R").

Na tentativa de deixar a notacdo menos carregada para as defini¢cdes que se seguem,
denotaremos um vetor tangente em p como sendo v, ao invés de v,. Note que podemos
fazer isso devido ao isomorfismo ¢ do Teorema 2.20. Mais adiante, voltaremos a usar a
notagao vy.

Seja 7 : | — R" uma curva tal que y (0) = peq (0) =v € R". Se f : U — R é uma
fungdo suave no aberto U C R" contendo p € R", a derivada direcional de f na diregdo

de v em p é definida por

va:hmf(r)/(t))t_f(p) — %(fo’)’(t))

t—0 =0

Pela regra da cadeia, obtemos que
Dof = 5 (fo7()| =Df(1(0)7 (0)=(Vf () 0},

em que Vf é a notacdo usual do gradiente de f.

11
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Observagio 2.21. O gradiente de f no ponto p é dado por

V0= (5505t ).

dxq 0xy,

Observagio 2.22. A derivada direcional D, em p é um operador no espago de fungdes

suaves em p. Uma vez que, dado um v = (vy,...,0,) € Tp (R"), tem-se

(Dof) (p) = = u5t (2.2.)

Como (Dyf) (p) é um ntimero real, ndo uma fungédo, e v é um vetor em p, as derivadas

, 1 <i < n. Portanto,
p

parciais sdo consideradas em p, ou seja,

9
axi

D, Zvl 8x1

é um operador, cujo dominio consiste em fungoes suaves definidas em um aberto
U C R” contendo p, tal que f — (Dyf) (p) € R.

A fim de descrever os vetores tangentes de uma maneira a utilizar as propriedades
essenciais de derivada direcional, apresentaremos alguns conceitos a seguir. Primeiro,
consideremos Cp;’ (U) o conjunto de fungdes suaves a valores reais definidas no aberto
U de R" contendo p.

Definigao 2.23. Seja p € U C R”, U aberto. Uma derivacio linear em p é um operador
D: Cy (U) — R que satisfaz as seguintes propriedades: para quaisquer f, g € C;’ (U)
excR:

1. D élinear: D (f +ag) = Df + aDg.

2. D satisfaz a regra de Leibniz: D (fg) = (Df) g(p) + f (p) (Dg) .

Denota-se o conjunto de todas as derivagoes lineares em p por D, (R") . Este conjunto
€ um espaco vetorial real, uma vez que a soma de duas deriva¢des em p e um multiplo

escalar por uma derivagdo em p sdo ainda deriva¢des em p.
Proposigdo 2.24. Se D € Dy, (R") entdo D (c) = 0 para qualquer constante c.

Demonstragiio. Seja ¢ € C° (R") uma funcdo constante. Note que ¢ = c¢(x) € R é
constante para todo x € R"”. Como D é linear, tem-se que D (c) = ¢D (1) . Pela regra de
Leibniz:

D(1)=D(1-1)=D(1)-1+1-D(1)=2D(1).

Somando —D (1) de ambos os lados temos que D (1) = 0. Assim, D (c) = 0. O
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Vimos na Observacgdo 2.22 que a derivada direcional em p, D,, é um operador no

espaco de fungdes suaves em p. Agora, veremos que D, é uma derivagdo linear em p.

Proposicdo 2.25. Seja p € R". Para cada vetor v € T, (R") no ponto p, o operador D,
Cy’ (U) — R tal que

Dy=) v;
Z l axl
é uma derivagdo em p.
Demonstragio. Mostraremos que D, é linear e satisfaz a regra de Leibniz. Note que, as

derivadas parciais , 1 <i <, sdo lineares e satisfazem a regra de Leibniz. Sendo

axl
assim, para quaisquer f g€ Cy (R") ea €, temos que

sz

Xi

Dv(f+wg)=ij 2 f+0cg

n
+ aZvi 98
a9

x,'p

= Dof (p) +aDog (P)/

logo D, é linear. Além disso, a regra de Leibniz é satisfeita

_y o | Y

:

=35 )|, $(p)+f(p) B
1 p 1

=Z +f(p) Y vi5=| =(Dof) 8 (p)+f(p) (Dug)
= oXx; p
Portanto, D, é uma derlvagao linear em p, isto é, D, € D, (R"). O

Do resultado acima, temos que as derivadas direcionais em p sdo todas derivagdes

em p, sendo assim, definindo a aplicagdo ¢ : T, (R") — D, (R") como ¢ : v — Dy =
n
9
LV o,
a e
partir da qual poderemos ver cada vetor tangente v € T, (R") como uma derivagao

, provaremos a seguir, Teorema 2.27, que ¢ é um isomorfismo linear, e, a

D, € Dp (R™) . Para tanto, apresentaremos, de inicio, o0 Lema 2.26, que é uma versao do

teorema de Taylor para fun¢des de vérias variaveis.

Lema 2.26. Seja f : U — R uma fungdo suave definida em um aberto convexo U C R"

contendo o ponto p = (p1, ..., pn) . Entio, existem n fungoes suaves g; : U — R, 1 <i <mn,
satisfazendo g; (p) = 98_9]; (p)e

13
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para todo x = (x1,...,x,) € U.

Demonstragdo. Como U C R" é um subconjunto aberto convexo, com p € U, entdo,

para todo os x € U, os pontos do segmento (1 —t) p + tx, para todo t € [0,1], também

pertencem a U. Sendo assim, f ((1 —t) p + tx) estd definida para todo ¢ € [0,1].
Tomando q (t) := p+t(x — p) € U, pela regra da cadeia, tem-se que

SF@0)=DF@O)F ()= (VF 4(0),x=p) = (5~ p) 3= (@(0).

i=1
Agora, integrando a ambos os lados da igualdade acima em relagdo a t em [0,1], e

usando o Teorema Fundamental do Célculo, temos que:

0
ou seja, )
f(x) _f(p) = ;(xl pz)gz (x)/
em que =
1
gi(x) = g—i(q(t))dt, 1<i<n,

sdo suaves, uma vez que f é suave em g (f) € U, para todo t € [0,1]. Além disso, segue

que
1 1
. [of of
gi(p) = limg; (x) = lim | 57 (4 (1)) dt = lim [ == (p+t(x —p))dt
0 0
[ [of of of
- lim [E<p+t<x—p>>—@<p>]dt+;g L par
0 0
i [ of of
—916141;1’117 axl(p)dt_axl(p) 0
_9f
—a—xi(P)/
paral <i<n. O

Teorema 2.27. A aplicagdo ¢ : T, (R") — D, (R") definida por v — Dy = Zv, ai é um
1

isomorfismo linear de espagos vetoriais.
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Demonstragio. Primeiro, notemos que ¢ é uma aplicacdo linear de espagos vetoriais,
pois, Dy é linear em p. Para provar a injetividade, suponha que ¢ (v) = 0 para v =
(v1,...,04) € ker(¢). Aplicando D, em cada uma das n projecdes x; : R" — R,

1 <i <n, temos que

n
0
0=Dy (%) =) v Fr (xi) =,
i=1 Lip
0 0 y
em que —| (x;)=1e =—| (xj) =0parai#j. Portanto, v = ... =0, =0,logo v =0
axi p E)xl- P

e ker (¢) = {0} . Portanto, ¢ é injetiva.

Agora, provaremos a sobrejetividade. Para isso, seja f : U — R uma fungdo suave
definida em um conjunto aberto convexo U C IR" contendo p, entdo existe uma pequena
bola aberta B, centrada em p, tal que B, C U. Restringindo o dominio U a By, a fungéo
f é definida em uma pequena bola centrada em p, e, portanto, aplicando o Lema 2.26,

existem fungdes suaves g; : U — R, 1 < i < n, satisfazendo g; (p) = 3—92 (p) e

fx +i‘, —pi)gi(x),

para todo x = (x1,...,%;) € U. Note que, x; : U — R é a projegdo da i— ésima
coordenada, x; (x) = x;. Aplicando a derivacdo D € D, (R") a ambos os lados da

igualdade acima, temos que
n
Df (x) =Df (p) +}_D [(xi — pi) 8i (x)].
i=1
Aplicando a regra de Leibniz, tem-se que

Df (1) =Df (p) + Y [D (5 — p) g (p) + (5 — ) |, Dgi (%)

[D (xi — pi) 8i (p) + (pi — pi) Dgi (x)]

)3
=1
= Df (p) +éD (xi —pi) i (p)
_Df(p)+).

(Dx; — Dpy) 5L (p).-

Como f (p) e pi, 1 <i < n, sdo constantes, pela Proposi¢do 2.24, temos que D (p;) =0,

1<i<n,eD(f(p)) =0.Sendo assim, a igualdade acima, torna-se

n
ZDx 8x

i= 1

15
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Definindo v; = Dx;, temos, portanto,
"9
D= Zvi S0 | 7
-1 axi p
provando assim que D = D, para v = (v1,...,0,). Logo, ¢ é sobrejetiva. [

Este teorema, mostra que podemos identificar os vetores tangentes v € T, (R")
como as derivagdes D, € D, (R") usando o isomorfismo do espaco vetorial T, (R") ~
Dy (R").

d
Teorema 2.28. O conjunto { —
axi

1 <i< n} de operadores de derivadas parciais é uma
4

base para T, (R").

Demonstragdo. Primeiro, notemos que, como Tj, (R") ~ R" (sdo isomorfos), o conjunto
de vetores {e;;1 <i < n} é a base candnica para T, (R"), em que ¢; = (0,...,1,...,0)
com 1 na i— ésima coordenada. Pelo Teorema 2.27, podemos associar cada vetor

tangente v € T, (R") a uma derivagdo D, € D, (R") através do isomorfismo ¢ :

n
.. 0
T, (R") — D, (R"), definido por v + D, = ;vi % p

espagos vetoriais leva base em base, temos que {¢ (¢;);1 <i <n} é uma base de

. Como um isomorfismo de

0 0
Dy (R") . Mas, note que ¢ (¢;) = =—| , 1 <i < n; portanto, ¢ =—
axi p ax,-

base para T, (R"), uma vez que D, (R") ~ T, (R"). O

;1§i§n}éuma
p

A partir de agora escreveremos um vetor tangente v € T, (R"), v = (v1,...,v,) =
n

Zviei como
i=1

9
0= Uj —

O conceito de espago tangente definido até aqui se constitui no ponto de vista local.

p

Agora, faremos uma breve abordagem do ponto de vista global. Ou seja, abordaremos
a colecdo de todos os espagos tangentes, a fim de extrairmos uma estrutura geométrica

geral.

Definicao 2.29. O fibrado tangente de R", denotado por TIR", é o conjunto de todos
pares ordenados da forma (p,v), em que p € R" ev € T, (R").
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Observagio 2.30. O conjunto TIR" é constituido pela unido disjunta dos espacos tangentes
T, (R") :
TR" = |J {p} x T, (R").
pER”

A importancia do fibrado tangente definido acima se deve principalmente ao papel
que desenvolve para descrever campos vetoriais.

Na defini¢do a seguir, para evitarmos uma redundéncia na notagdo, ndo escreveremos
(p,v) € TR", embora dessa forma enfatiza a dependéncia do ponto p com um com-
ponente separado. Voltaremos a notagao inicial escrevendo v, = (p, v) com v}, o vetor

tangente no ponto p, usando o fato que a dependéncia de p é vista nas componentes de

n
. , _ 2 ~ ~ . ~
vp (isto &, vy = Zvl o |, como fungdes de p) e que ndo podemos realizar operagdes de

i=1
espaco vetorial nos vetores v,, v; quando p # g.

Definigao 2.31. Para qualquer aberto U C R", um campo vetorial suave em U é uma

aplicacdo v : U — TIR" que associa cada ponto p € U um vetor tangente v, em T, (R").

Como T, (R") tem base { 9
axi

;1 <i < n} , 0 vetor v, é uma combinacdo linear da
p

forma
n 0
Up = Zvi (p) I
1

i=1

p

emquev;: U — R,1<1i<n,sdo fungdes suaves em p.

Exemplo 2.32. Seja p = (p1, p2) € R?. A aplicacdo v : R?> — TIR? definida por

d

0
vp = —x2(p) Fr

x1(p) a_xz

-y O
B pzaxl

0
+pla—x2

4
p p p p

é um campo vetorial rotacional, ilustrado na Figura 2. Note que, este campo vetorial
tem direcio igual a do vetor tangente da curva y : [ — R?, y (t) = (rcos (), rsin (t)),

cujo o trago € o circulo de raio r centrado na origem. O vetor tangente de -y (t) no ponto
p = (p1,p2) = (to) = (rcos(ty),rsin(ty)), é dado por

d

d

p aXQ

p

: ) 0 0
v (to) = —rsin (tp) 3_361 +7cos (ty) Fr
p p
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Figura 2: Campo vetorial rotacional no R*> — {0} .

2.3 FORMAS E ESPACO COTANGENTE

Nesta secdo, apresentaremos alguns conceitos algébricos necessarios para o estudo de
formas diferenciais de grau k. Nossa abordagem, a principio, sera sobre um espago
vetorial E de dimensao finita sobre os reais, em que E* é seu espago dual, visto na se¢do
2.1, com dim (E*) = dim (E) = n.

Para que tenhamos uma notagdo parecida com a tradicional, denotemos {e 1< < n}
a base de E* dual a {¢;;1 <i < n} base de E, ou seja,

1, sei=j,

ej (e;) = L

0, sei #j.

Uma aplicacdo
fiEx..xE =R,
\ﬁ/_/
kvezes
diz-se k— forma linear quando é linear em cada uma das varidveis vy, ..., vx € E. Isto §,

para quaisquer que sejam vy, ...,0;, U;..., 0 € E e a € R, devemos ter

f(vl,...,vi+ui,...,vk) =f(01,...,0i,...,0k)+f(01,...,ui,...,0k),
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f(v1,...,005,...,08) =af (V1,..., 0, ..., ),

emquel <i<k.

As operagdes usuais de soma de duas k— formas lineares e produto de uma k— forma
linear por um escalar fazem do conjunto das k— formas lineares f : E X ... x E -+ R
um espago vetorial, denotado por ck (E,R), ou simplesmente, ck (E) . Em particular,
parak=1,E*=L(E).

Para abordarmos alguns conceitos particulares das k— formas lineares, precisamos

definir a acdo da permutacdo nelas.

Defini¢ao 2.33. Uma permutacio de um conjunto X = {1,...,k} C IN é toda bijegao

0 : X — X. Tipicamente escrevemos

para expressar a permutagao.

Denota-se por Sy o grupo de todas as permutagdes do conjunto {1,...,k}. Além

disso, S; tem k! elementos.

Definicdo 2.34. Uma transposicio de Sy € uma permutacdo T que troca dois elementos

de posi¢do mantendo os demais elementos fixos.
Observagdo 2.35. O sinal de uma permutacdo ¢ € S é denotado por sgno = (—1)"
quando o é expressa como r transposicoes.

Diante disso, dada uma k— forma linear f sobre um espago vetorial E e uma permu-

tagdo o, define-se uma nova k— forma linear o f por

O'f (01,. . .,Un) = f <Uo-(1)/- . -/vg(k)> s

para quaisquer vy, ...,0; € E.
Essa convencgdo assegura a multilinearidade de f. Uma outra importante definigdo é

dada a seguir.

Definicao 2.36. Seja k € IN. Um multi-indice de comprimento k, é qualquer k— upla

ordenada I = (iy, ..., i) de inteiros positivos.
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Dada ¢ € Sy e se I é um multi-indice, tem-se que I, = (¢ (1),...,0 (k)) também é
um multi-indice. A concatenagdo dos multi-indices I = (i1,...,ix) e J = (ji,.-.,j1) é0
multi-indice I] = (iy,..., i, 1,...,j;) de comprimento k + .

Vistas essas convengdes, abordaremos agora uma importante operacgdo sobre as k—
formas lineares, a qual é fundamental para entendermos os conceitos que virdo mais

adiante.

Definicdo 2.37. O produto tensorial de uma k— forma linear f e uma /— forma linear g

é uma (k + /) — forma linear dada por
fRg1 - k) = f (01,00, 0) § (Vsrs -, 01),
emqueosv; €E, 1<i<k+l
Observagio 2.38. O produto tensorial é uma aplicacdo bilinear
®: LY(E) x £ (E) — LM (E)

e associativa
(fog)®h=f(g®h).

No entanto, em geral, ndo é comutativa, ou seja, f ® ¢ # ¢® f, se f e g ndo sdo

proporcionais.

Exemplo 2.39. Fazendo o produto tensorial dos k funcionais lineares fi,..., fy € E* =
L (E), obtemos a k— forma linear f; ®...® f; € LK (E), definida por

(fl ®®fk> (01,...,Z)k) =f1 (01) fk (?)k),
comv; €E,1<i<n.
A proposicdo a seguir mostra como L¥ (E) generaliza E* = £ (E).

Proposicdo 2.40. Seja {e;1 <i < n} uma base de E, e seja {e;1 <i<n} a base dual

correspondente de E*. Entdo o conjunto de k— formas lineares

{el’-‘l®---®e§;;1§i1,---,ik§n}

forma uma base para ¥ (E) . Em particular, dim £F (E) = n*.
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Demonstragio. Sejam I = (i1,...,ig) e | = (ji,...,jx) tais que 1 < iy,...,5 < ne
1<ji,...,jk < n. Como no Exemplo 2.39, fazendo o produto tensorial dos funcionais
da base {.e;k ;1 <i < n} de E*, para cada I, temos nk produtos tensoriais, e denotemos
como

ef=¢; e, Qe .
Agora, mostraremos que as formas ej sdo linearmente independentes. Para tanto,
tomemos uma combinacéo linear

Y wjef =0,

com «; € R. Observemos que, para todo |, tem-se que
* _ * * * . .
e (ej,,--.,€,) = <€i1 Ref @ ®eik> (ejy,---,¢5,)

= e;‘kl (ejl) e;'kz (ejz) o 'e;‘kk (ejk) ’
e, entao
0 se I+#],

1 se I=].

ey (ejl,...,e]-k) =
Sendo assim, para todo J,
0= Zoqe? (ejl, .. .,ejk) = aj.
i

Portanto, as formas e} sdo linearmente independentes.
Agora, mostraremos que as formas e} geram L (E) . Tomemos arbitrariamente f €

ck (E) . Fagamos para cada I, f; = f (el-l, cen, el-k) , e consideraremos a forma
g§=f~- ZI;f ey
Aplicando-o em (ejw cey e]-k) para qualquer |, temos o que se segue
g (ejr---vej) =f(ej,--..e) — lefle}‘ (ejy,---,€5,) =f1— f1=0.

Segue-se da multilinearidade que ¢ = 0, isto é, para quaisquer vy,..., vy € E com
n

v; = Zai]-ieji, 1 <i < n, e pelo fato de f ser multilinear, temos que
ji=1

n n n n k
f(or,...,v)=f (2”%%""’ Zakjkejk> = Z T Z [ 1011']‘1»][ (eh""'ejk)]
n=

ji=1 j1=1 ji=1 Li=

k
= ) Lﬂiji]f(ejw---fefk)f

jroje=1 Li=

21
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sendo assim

g(o1,...,v) =f(v1,..., v) = Y _fref (v1,..., vk)
I

=L [ﬁ“in] fi- L [ﬁ”iii] fi =0.

Ji,jk Li=1 Jjk Li=1

Logo, f = Z frej, ¢ uma combinagdo linear desses ej. Portanto as formas e] geram
I
L¥(E) . Concluimos, portanto, que o conjunto

{ei@---@e}l;l§i1,...,ik§n},

é uma base de L (E), tal que dim £* (E) = n*. O

O espaco L (E) é também chamado de espaco de k— ésima poténcia tensorial de E, e
denotado por @ E*.

Exemplo 2.41. Um elemento f € £F(E) também ¢é denotado por k— tensor. Em
particular, um 2— tensor em E nada mais é do que uma forma bilinear f : E x E — R.

O produto interno, em particular, ¢ um exemplo de 2— tensor.

A partir de agora, restringiremos nossa abordagem, de modo especial, as formas

alternadas (ou antissimétricas).

Definicdo 2.42. Uma k— forma linear f : E X ... x E = R chama-se alternada quando

se tem
f(”()l,...,l)k) = 0,
sempre que a sequéncia (v1, ..., V) possuir repeti¢cdes. Ou seja,
f (vg(l),...,vg(k)> =(sgno)f(v1,..., %),
para toda o € S.

Exemplo 2.43. Uma 2— forma linear ¢é alternada se, e somente se, f (x,y) = —f (y, x)

para todo x,y € E.
Diante da definicdo de uma k— forma linear ser alternada temos o seguinte resultado:

Proposicdo 2.44. Uma k— forma linear f : E X ... x E — R é alternada se, e somente se, é

antissimétrica, isto é, para quaisquer vy, ..., € E, tem-se

fon,.. 0.0 00) = —=f (01,0, 05,0, Vi, )
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Demonstragio. Para demonstrarmos esse resultados, tomaremos por simplicidade

q)(vi,vj) =f(?}1,...,?}1',...,Z)]',...,Z)k) .

Se @ é alternada, temos que ® (v; + v}, v; +v;) = @ (v;,0;) = ® (vj,vj) = 0. Usando a

linearidade em cada uma das varidveis, temos que
0=o (Ui + Z)]', 0; + ZJ]) =P (TJ,‘, Ui) + P (Z)i, Z)]) + o (Z)]‘, TJZ') + P (Z)]', Z)])

=P (UZ', U]) +d (Z)]', Uz’) ,

entdo @ (v;,vj) = —P (v}, v;) e, portanto f é antissimétrica.
Reciprocamente, se @ é antissimétrica entdo ¢ (v;, v;) = — P (v;, v;) , ouseja, P (v;, v;) =
0 e, portanto, f (vy,...,vi,...,0;,...,0¢) =0 e f é alternada. O

Paracadak =1,...,n, denota-se o conjunto de todas as k— formas lineares alternadas
f:Ex...x E—TR,por \*(E*). Seus elementos sio chamados de formas alternadas
de grau k ou, simplesmente, k — formas.

Proposicio 2.45. O conjunto \* (E*) é um subespago vetorial de LF (E).

Demonstragio. Sejam f,g € A\¥(E*) e & € R quaisquer. Observe que,

f <UU(1)/"'/va(k)> = (sgn U)f(vl,...,vk) eyg <’(JU(1),...,’UU(k)> = (Sgl’l a)g(vl,...,vk),

com vy, ..., € E, e para toda permutagdo ¢ € S;. Segue-se que
(f+8) (Ua(l)/---lva(k)> =f <va(1)r"'rva(k)> +g (Ua(l)/---/%(k)>
=(sgno)f(vi,..., ) +(sgno)g(vy,..., k)
=(sgno)(f+g) (vy,...,v),

af (00(1),...,00(,()) =af(sgno) f(vy,...,v8)] = (sgno)af (vy,...,0x).

Portanto, f+¢ = (sgn o) (f+g) e af = (sgn o) (af), entdo, f+g € N (E*) e af €
A¥ (E*) . Concluimos, assim, que A¥ (E*) é um subespaco vetorial de £* (E) . O

Exemplo 2.46. Em geral, toda aplicagdo linear é alternada, pois ndo é possivel violar a
condi¢do de anti-simetria. Assim, em particular, as formas alternadas de grau 1 (ou 1—
formas) sdo os funcionais lineares:
1
/\ (E¥) = E*.
0
Além disso, convenciona-se que /\ (E*) =R, isto é, as 0— formas sdo os escalares.
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Proposicdo 2.47. Seja f € N (E). Se vy,...,v¢ € E sdo linearmente dependentes, entdo
f(Ul,...,Uk) =0.

Demonstragio. Se os vetores vy, ..., v sdo linearmente dependentes, entdo podemos

assumir que
k=1
O = Zaivi.
i=1

Pelo fato de f ser multilinear (linear em cada varidvel), temos que

k—1 k-1
f (vll e /Uk) = f (Ull ey Ok—1, Zaivi> = lel’f (Ull v Ok—1y Ui) .
i=1 i=1

Agora, usando o fato de f ser alternada, segue-se que

fon,. o v,01) == f (01,0, Vg2, Vg1, Vk—2) = f (U1, -+, Ok—1,Vk—1) =0,
e, portanto,
f(vy,..., ) =0.
]

Exemplo 2.48. Um caso importante é quando k = dim E = n; na teoria de determinantes,
n

tem-se que dim /\ (E*)> = 1, portanto, toda n— forma linear alternada em E é um

multiplo constante do determinante. Nesse sentido, dada f € A" (E*) qualquer, para

n
v1,...,0n € E,comv; =Y aje;, parai=1,...,n, temos que
=

aiy - A
for,...,on)=| + . i |f(er,... en).
an1 - Ann
Definicdo 2.49. A anti-simetrizagdo de uma k— forma linear f, denotada por Alt :
k
L5 (E) — /\ (E*), é dada por
1

Altf == Y (sgno)of.
TESk
Mais explicitamente, isso significa que
1
(Altf) (7)1, . ,”()k) = E ZS (sgn O')f (Uo'(l)/ .. .,Uo-(k)> ,
TESK

em que v1,...,0x € E.
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Observagio 2.50. Um dos motivos pelos quais o fator de % aparece na frente da soma
acima, surge do fato que o grupo Sy de permutagdes de {1,...,k} é um conjunto de
cardinalidade k!.

Proposicdo 2.51. f = Alt f se, e somente se, f é alternada.

Demonstragido. Suponha que f = Alt f. Para qualquer T € Sy, segue-se que

T(Altf) = T (% Y (sgn o) Uf) _ % Y (sgn o) 7 (0f)

oESk oESk

- % Z (sgn o) (to) f = % Z (sgn 7o) (sgn 1) (10) f

"oeSy ‘oeSy

= (sgn 1) 37 X, (sgn o) (10)

oESy

= (sgnT) (Altf).

Logo, f = Alt f é alternada. (Note que usamos os seguintes fatos nas igualdades
acima: 7 (0f) = (7o) f, (sgn o) = (sgn o) (sgn T) e por fim que To percorre todas as
permutagdes em Si, uma vez que, OCOrre 0 mesmo com o).

Reciprocamente, suponha que f é alternada; entdo of = (sgno) f, e sgno = £1.

Segue que

1 1 1 1
Altf = ) (sgnojof=5 ) (sgno)’f=1 ) f=(Kf)=F.
‘oeSy ‘oeSy ‘oeSy '
[
k 1
Defini¢do 2.52. O produto exterior de uma f € A (E*) por uma g € /\ (E*), é uma

(k+1)— forma
fAg= (kktll!) Alt(fRg).

1
Exemplo 2.53. Se k = =1, para quaisquer f,g € /\ (E*) = E* tem-se

frg=2Alt(fog) =2 %(f®g—g®f) =fog—g®f.

Para quaisquer u,v € E :

(fA8) (o) =(f@g)(u,0) = (8@ f) (wv)=f(u)g(v)—gu)f(v),
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ou seja,
u,v) = )
(fAg) (u,0) ‘g()

k l
Proposicdo 2.54. Seja E um espago vetorial, iimE = n. Se f € /\ (E*), g € N\(E*) e
m

h € )\ (E*), entdo o produto exterior é:

(1) Bilinear: (f,g) — f A g é linearem f e g.
(2) Anticomutativo: f A g = (—1)" g A f.

(3) Associativo: (f Ng) ANh=fN(gAh).

Demonstragio. (1) Segue da defini¢do, uma vez que o produto tensorial é bilinear e a
aplicacdo Alt é linear.

(2) Consideremos I = (i1, ...,ik) e ] = (ji,...,ji) . Note que I] = (i1, ..., ik, j1,---, i)
obtido concatenando I e J. Vamos definir a permutacdo T € Si,;, como

I ST B S R B -
k1 o k+l 1 -k

ou seja,
() =k+1,...,t()=k+L,t(I+1)=1,...,T(I+k) =k

Entdo, para qualquer o € Si,;, tem-se
c)=ct(l+1),...,0(k)=0ct(I+k),
ck+1l)=0ct(),...,0(k+])=01(l).

Diante disso, para quaisquer vy, ..., vy € E, segue que

1
Alt(f®g) (01, Vnt) = k+1)! ) (sgno)f (Uim)' e ’Uia(k)) 8 (Uja(k+1)’ o ’szr(k+l)>

TESky
1
= (k+1)! Z (sgn o) f (in(zu)’ sy Uim(nk)) 8 (vjtrr(l)’ T vj(rr(l)) :
TOESky

Usando o fato que sgn o7 = (sgn o) (sgn ), temos que Alt (f ® §) (v1,..., Vky1)

1
= (sgn 7) W Z (sgn 0T) g (vjcr'r(l)’ ce Ufm(l)) f <Ui(71'(l+l)’ T viaT(Hk))

T0ESky

= (sgn T) Alt (g ® f) (v1, .., Ok41),
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uma vez que ¢ percorre todas as permutagdes em Sy, entdo ¢ T faz 0 mesmo, mostrando
assim que

Alt(f®g) = (sgnT)Alt(§® f).
(k+1)!

Multiplicando-o por W

e usando a defini¢do do produto exterior, temos que

fAg=(sgnt)gNf,

em que T é a permutagdo que envia I] para JI. Como T pode ser decomposto como
uma composicdo de ki transposicdes (tanto os indices de I quanto os de | sdo movidos),
entao

sgn 7= (—1)".

(3) Pela defini¢do do produto exterior, temos que

(A9 N =S AR(F n g oh)

(k+1+m)! (k+1)!

T (k+1)tm! At (feg) @h)
_ %Alt((f@g) ®h).

Por outro lado, segue que

Flgnh) = S Al (f @ (g )

B (lf! le: nT))!! “J,Z? ALt (f @ Alt (39 1))

:%Alt(fé‘g(g@h)).

Usando o fato que o produto tensorial ® é associativo, isto é, (f ® g) @h = f® (g®@ h),

entao

(fAg)Nh=fA(gAhR).

Corolario 2.55. Se f é uma forma alternada de grau impar em E, entdo f N f = 0.

Demonstragio. Seja k o grau de f. Como k é impar entdo k?> também o é. Pela anticomu-

tatividade, temos que
2
fAf=(=D) faf==fnrf
Entdo, 2 (f A f) =0, e portanto, f A f = 0. O

27
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Sob o fato que o produto exterior é associativo, visto na Proposi¢do 2.54, faz sentido
fazermos esse produto com trés ou mais formas. Em particular, por defini¢do, o produto
exterior das k 1— formas fi,..., fy € E*, é dado por

k

——
(1+- . -+1)!

fl/\.../\fk: 1!.”1!

Como consequéncia, temos o seguinte resultado.

Alt (1@ @ fi) =kIALt (1@ R fi) .

Proposicdo 2.56. Para quaisquer fi,..., fr € E* evy,...,vx € E, 0 produto exterior dessas

1— formas é a k— forma alternada
AN AfriEX...XxE =R,
definida por
(fl/\---/\fk) (01,...,Uk) = det [fz (’0])],
em que
fr(er) - fi(w)
det [fi ()] = : :
fe(@) - fie(w)

Demonstragio. Pela Definicdo 2.52, temos que

(fl/\---/\fk) (vl,...,vk) =k'Alt(f1®®fk) (Ul,...,l)k)

=Y sgn(o) (A®...® fk) (%(1)/---/”0(@)

O’GSk

= ) sgn(o) fi (”m)) i (U"“‘))

TESK

= det [f; (Uj)} )

Com base na Proposicdo 2.56, temos a seguinte defini¢ao.

Defini¢do 2.57. Seja {ef;1 <i < n} abase de E* duala {e;;1 < i < n} base de E. Entdo,

paracadal <ij <...< i, <n,define a k— formaem E, el’-‘1 /\.../\ej;{ como

e; (v1) -+ ¢ (o)
(e;‘l/\.../\e;;) (v1,...,0%) = : : ,
e; (v1) -+ € ()

para todo vy, ..., v € E.
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Lema 2.58. Seja {e;;1 <i < mn} a base de E e seja {ejf;l <i< n} a base dual em E*. Se
I=(i1,....0)e]=(1,...,.x)com1<i;<...<ij<mnel<j <...<jx<nentio

1, para 1=],

0, para I#].

e (ey) =0y =

Demonstragdo. Pela Defini¢do 2.57,

e] (ej) = det [¢] (ef)]iel,jej'

Se I =], entdo [e] (¢j)] é a matriz identidade e portanto e} (e) = det [ef (¢j)],, = 1.
Se I # ], entdo existe i, € I — ], logo ez (ej) = (0 para todo j € J. Assim, a r— ésima

linha da matriz [e] (ej)] € nula. Portanto, det (e (ei))ielje] =0eef(ef) =0. O

Proposicdo 2.59. Seja {e;;1 <i < n} abasedeE,eseja {ef;1 <i<n} abasedual corres-

pondente de E*. Entdio o conjunto de k— formas,
{e;kl/\-.-/\e;-kk;l < il < 12 < ik < 1’1},
forma uma base para \* (E*).

Demonstragio. Para qualquer multi-indice de comprimento k, I = (iy,1p, ..., 1) com
1<1i; <ip...<ix <n, consideremos e = elf‘l AR /\e;‘k.
Primeiro, mostraremos que as formas e; sdo linearmente independentes. Para isto,

suponha que
Y agef =0,

com «; € R. Aplicando ¢; = (ejv e, ejk) ambos os lados da relagdo acima, para todo

J=(1,j2,---,jx) com j; < Jp... < ji, e utilizando o Lema 2.58, temos que
0= ZOC[(?}k (e]) = 20(15[] =uay,
I I

tendo em vista que entre todos os multi-indices I estritamente crescente de comprimento
k, existe apenas um igual a |, mostrando assim que os e} sdo linearmente independentes.
Agora, mostraremos que e; geram N (E*). Seja f € AF(E*) qualquer. Afirmamos

que

f=Yflee,

29
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em que I percorre todos os multi-indices estritamente crescentes de comprimento k.
Consideremos a k— forma g = }_ f (er) e] tal que, para todos os e; em que | = (ji, ..., jk)
com j; < - -+ < ji, tem-se

gle)) =) _fler)ei(ey) =} f (er)dy=f(e).
Pela multilinearidade e por serem alternadas, as duas k— formas concordam em todos

os ej em que | = (ji,...,jk) com j; < --- < ji; entdo elas sdo iguais. Portanto,
f=g=Xf(eef. .

Coroldrio 2.60. Seja E um espago vetorial com dim E = n. Entdo

k n !
an () ()

Demonstragio. Note que um multi-indice [ = (i1,..., i) com 1 < i < --- < i <mn, é
obtido escolhendo-se um subconjunto de k elementos de {1,...,n}, cujos membros sdo

numerados em ordem crescente. Como o niimero de maneiras de escolher k nimeros

<k>=k!(nik)!'

n
portanto, existem ( v ) conjuntos de I. Sendo assim,

k n n!
an (1) (1)

Corolario 2.61. Se k > n = dim E, entdo \* (E*) = {0} .

distintos entre 1 e 1, é

Demonstragio. Tomemos f € \F (E*) qualquer. Podemos escrevé-lo da seguinte forma:
f=Xf(er)ej N...Nej . Observe que, como k > n = dimE, entdo em e} A...Aej, pelo
menos dois dos fatores devem ser iguais, digamos ¢; = ¢;. Como e; € uma 1— forma,
isto €, grau impar, ¢; A e; =0 pelo Coroldrio 2.55, entdo e; A...Aej =0.Logo f=0e,
entdo A\* (E*) = {0} . O

Definicdo 2.62. Seja f : E — F uma transformacgéo linear entre os espacos vetoriais E
k

e F esejaw € /\ (F*). O pullback de w por f, denotado por f*w, é a k— forma em E
definida por

(ffw) (o1, 00) = w (f(01) - f (vp))
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para todo vy, ..., v, € E.

Proposicao 2.63. Sejam E, F, G espagos vetoriais, e sejam f : E — F e g : F — G transforma-
coes lineares.

k

1. Sew, ¢ € \ (F*), entio f* (w A @) = (f*w) A (f*9).
k

2.Sew e N\ (G*), entio (fog) w=f*(g*w).

k
Demonstragio. (1) Sejam w, ¢ € /\ (F*). Para quaisquer v1,...,0k, Ugs1,---,02k € E,

denotemos Z := (v1, ..., Uk, Uks1, - .-, V2k) , SEGUE qUE
f(wNne)(Z)=f (wAe@)(v1,..., V% Vks1,- -, V2k)

= (W) (f (@), fve), f (k1) f(02k))

(2k)!
= T Alt(w®@ ) (f (v1) - f (1), f (V1) - f (021))
=£Egm%mﬂwomm%“j%wﬁ@O%meqﬁwm»
=£H§;(%n@f%«%ﬂy“q%®>ﬁ¢Gwhw“q%m»

(2k) !

= i Alt (ffw @ f o) (v1, ..., 0k V%41, - - -, O2k)

= (ffw A f*@) (v1,.-., V%, Vks1, - -, U2k)

=(ffonfe)(2).

Como vale para todo vy, ..., 0k, Uks1, ...,V € E, entdo f* (w A @) = ffw A f*o.

k
(2) Seja w € /\ (G*) . Para quaisquer vy, ..., v € F, segue que

((fog) w)(v1,..., o) =w ((fog) (v1),...,(fo8) (vk))
=w(f(g(01)),---, f(g(vk)))
=frw(g (1), g (v))
= (f"(g"w)) (v1,..., vg).

Como vale para todo vy,...,v; € E, entdo (fog)" = f* (¢*w) . O

Na primeira parte desta secdo abordamos alguns conceitos da Algebra Exterior, sobre

as formas em um espaco vetorial E de dimensao finita. Agora, tomaremos o espago
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vetorial E = T, (R"), e voltaremos para a configuragdo do Calculo visto na segao
anterior.
A seguir abordaremos o espago cotangente sobre o qual vamos definir as formas

diferenciais.

Definigdo 2.64. Seja p € R". O espaco cotangente a R" no ponto p, denotado por
(T, (R"))" é 0 espago dual de T, (R").

Os elementos do espaco cotangente sdo chamados de vetores cotangentes, covetores
ou 1— formas.

De acordo com o0 que vimos na Segdo 2.1, temos que 0 espago cotangente (T, (R")) :
é um espaco vetorial que consiste de todos aplicagdes lineares de T, (R") — R. Além

disso, dos Teoremas 2.8 e 2.20, temos que
dim (T, (R"))" = dim (T, (R")) = dim (R") = n.

Agora, vamos entender como os elementos do espago cotangente (T, (R"))" se

comportam. Nesse sentido, segue uma definicdo fundamental.

Definicdo 2.65. Seja p € U C R”", U aberto. Dada f : U — R uma fungdo suave,
o diferencial de f em p € o funcional linear (vetor cotangente) (df), : T, (R") — R
definido por

df), () =v(f),
para qualquer v € T, (R"), em que v (f) é a derivagdo.
Exemplo 2.66. Seja f : R> — R definida por f (x1,x2) = e%17%2. Seja p = (p1, p2) € R?,

para todo vetor v = (vl, ) € Tp (IRZ) ,isto é, v = v FP + Uy | temos, que
X1 X2 p

(df)p (U) = 'Ulepl_pZ — vzepl_pZ_
Proposigao 2.67. O conjunto {(dxl-)p;l <i< n} é uma base para (T, (R"))" .
Demonstragdo. Primeiro, notemos que, para cadai =1,...,n, (dxi)p T, (R") - R é

linear (visto que (dx;), ¢ a diferencial da i— ésima projecdo x; : T (R") — R). Agora,

tomando a base { i
axi

;1<i< n} de T, (R"), segue que
p
0 1, sei=j,
_ x; =
0, sei #j.

T ox;
Tp

(dx;)

9
p 8x] »
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*
7

Portanto, pela Defini¢do 2.9, o conjunto {(dx,-)p ;1 <i< n} é uma base para (Tp (IR”))

d
e mais ainda, é a base dual para a base { — ;1<i< n} de T, (R"). O
p

8x1-

Observagio 2.68. Com a notagdo acima, um elemento w, € (T, (R")) " seré escrito na
base {(dxi)p;l <i< n} como

n

wp = ai (p) (dx),,,

i=1
em que paracadai=1,...,n, 4; : R" = R é uma funcdo real.
Proposic¢do 2.69. Seja f : R" — R uma fungio suave. Entdo, usando a base canonica de 1—
formas {(dxi)p;l <i< n} de (T, (R™))", podemos escrever

@), =y 2L (),

~
Il
—_

Demonstragio. Pela Definicdo 2.65, temos que (df), € (T, (R"))" e

(@f), (©) =o(f), (23.1)
com v € T, (R"). Podemos escrever v em combinagéo linear dos elementos da base
i 1<i<ny:
{ 9xilp }
e (p) o
v=) u;i(p) =—| .
i=1 1 0x; p

. . 0
Como {(dx]-)p;l <j< n} é a base dual de {a_xl

;1§i§n},paracadaj=1,...,n,
p

>:“j(P)r
p

) =0sei # . Entdo,

temos que

(), (0) = Yo (1) (), (ai

i=1

p) “1e (dx), (%

0
em que (dx; —
que (dx;), (axi )

Assim,
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De (2.3.1), obtemos

concluindo assim que

Agora, vamos escrever uma base para o espago vetorial /\ (T, (R")) *. Como

1

A (Tp (R"))" = (T, (R"))",

1
tomando o produto exterior dos elementos (dx;) p € N (T, (IR”))* ,1 <1< n, pela
Proposigao 2.59, o conjunto

{(dxil)p VARRIAN (dxik)p; 1< << < Tl}, (2.3.2)

k
forma uma base para /\ ]Rn))

Como o produto exterlor das k— formas pode ser expresso em termo do produto

tensorial, por exemplo,
(dx;), A (dxj)p = (dx;), ® (dx]')p - (dxj)p ® (dxi),,
paratodoi,j=1,...,n, temos que
(dxi)p A\ (dx])p = — (dx])p VAN (dxi)p ’

e em particular
(dx,-)p A (dxi)p =0.
Definic¢do 2.70. Uma k— forma em R" (k > 1) é uma aplicagdo w que a cada p € R"
k
associa wy € \ (T, (R"))".

Diante da base definida em (2.3.2), w pode ser escrito como

wp—ZaI dxl 1<ip << <m,

em que (dx), = (dxil)p A A (dxik)p e os coeficientes ar = a;,...;, : R" — R sdo fungdes

de valor real em p. Se as fungdes a; forem suaves, w é chamada de k— forma diferencial.
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Exemplo 2.71. Para n = 3. As bases canonicas de
(TR?) = /1\ (TR, /2\ (TR?)" e /3\ (TR’

sdo respectivamente: {dx,dy,dz}, {dx Ndy,dx Ndz,dy Ndz} e {dx Ndy Ndz} .

Exemplo 2.72. Sejam w = xdx + ydy + zdz € /1\ (TR®)" e ¢ = xdx A dy +ydy A dz +zdx A
dz € /2\ (TR®)". Entdo, w A ¢ € /3\ (TR®)" e é dado por:
w A @ =x2dx Ndx A dy + xydx A dy Adz + xzdx A dx A dz
+yxdy A dx A dy +y*dy A dy A dz +yzdy A dx A dz
+zxdz Adx Ady +zydz Ady A dz +z%dz AN dx A dz
= xydx Ndy Ndz +yzdy Ndx Ndz +zxdz \dx N dy
= (xy —yz+zx)dx Ndy Adz.

No exemplo anterior, usamos as propriedades do produto exterior: anticomutatividade

dx Ndy = —dy A dx (Proposicao 2.54) e dx Ndx = dy ANdy = dz A dz = 0 (Corolério 2.55).
Y y p 54 yAay 55

Definicdo 2.73. Um campo k— tensorial em R" é uma aplicagdo 7 : R" — ck (TR") que
associa um k— tensor 7 (p) a cada espaco tangente T, (R") que é suave no seguinte
sentido: para qualquer colecdo de k campos vetoriais suaves vy, ..., vk, a fungdo
f:R" = R dada por

fp)=T(p) (01, ),

¢ uma funcao suave em p.

d

Tendo em mente a Proposic¢do 2.40, bem como a base candnica { Py ;1<i < n}
i
p

para T, (R") e a base dual {(dxi)p ;1<i < n} para (T, (R"))", podemos escrever um

campo k— tensorial 7 em R” como

T(P) = Z ail...,ik (dxil)P ®...0 (dxik)p/ 1 < i]/ .- -/ik < n, (233)

em que «;, . ; : R" — R sdo fungdes suaves.

Observagio 2.74. Pela Definicdo 2.73, em particular, uma k— forma diferencial é um

campo k— tensorial alternado.
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Agora, abordaremos uma importante operagdo sobre as k— formas diferenciais. Essa
operacdo fornecerd uma generalizacdo da operagdo de diferenciacdo para funcgdes reais.
Vimos na Proposicdo 2.69 que, se f : R" — R é uma 0— forma diferencial entdo a sua

diferencial
df Z a f dx 1

é uma 1— forma. Nesse sentido, a seguir, definiremos uma operagdo que leva uma k—

forma numa (k + 1) — forma.

Definicao 2.75. Seja w = Zaldxl uma k—forma com fungdes a; : R" — R suaves. A
I
diferencial exterior da k—forma w é a (k+1) — forma dw definida como se segue:

dw = Zdal/\dxl,
i
em que [ = (i1,..., i) comiy < --- < .

1
Exemplo 2.76. Seja w € /\ (TR?)" definida por w = fdx + gdy, em que f e g sdo fungdes
af fy = g—f, etc

suaves em R2. Para simplificar, tomemos fy = 5

dw=df Ndx+dg Ndy

= (fadx + fydy) Ndx + (gxdx + gydy) A dy
= frdx Ndx + fydy N\ dx + gxdx A dy + gydy A dy

= (gx — fy) dx N dy,
uma vez que dx A dy = —dy N dx (Proposigdo 2.54) e dx Adx = dy N\ dy = 0 (Corolério

2.55).

Na seguinte proposicdo veremos algumas propriedades da diferencial exterior, as
quais mostram a relacdo entre a derivada exterior d e as operagdes pontuais nas formas

diferenciais.

k !
Proposicio 2.77. Sejam w, ¢ € N\ (T, (R"))" k— formas diferenciais, v € /\ (T, (R"))" I—
forma diferencial, f : R" — R uma fungdo diferencidvel e «, B € R. Entdo:
(1) d (aw + Bp) = adw + Bdg.
2)d (@) = (@) A+ (1) @ A @),
(3) & (w) =d (dw) = 0.
(4)d(fw) =df Nw + fdw.
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Demonstragio. (1) Sejam w =Y “ajdx; e ¢ =Y bydx; k—formas, em que ar, by : R" — R
T T

sdo fungdes suaves e, I = (i1, ..., i) com 1 <i; < --- < ip < n. Entdo,

xw+ B = zxZaIdxl + ,BZbIdxl,
I I

d (aw + Bo) = a)_day Ndx;+BY dby Adx; = adw + Bde.
T T

(2) Sejam w = ) adx; uma k—forma e 7y = Y "bjdx; uma [— forma, em que a;, by : R" —
I ]
R sdo fungdes suaves de valor real. Assumimos que os multi-indices I = (i1,...,0) e

J=(01,.-,j))coml <ip < ---<ixp<nel<j <--- < j; <nsdo disjuntos, caso

contrario, ambos os lados de (2) sdo nulos. Segue que

w Ay =Y abydx; Adx;.
I]

Tomando a diferencial exterior 4 na equagdo acima e usando o fato que d satisfaz a

regra de Leibniz, temos

d(wANy) =) d(aiby) Ndxy Ndxy

]dﬂ[ /\de /\dx]+2a1db] /\dX[ /\dx]

Lj
Z dll[ b]+111 db]))/\dxl/\dx]
L]
Zb
L] L]

Como para cada I e |, dbj e dx; sdo, respectivamente, 1— forma e k— forma, segue pela

anticomutatividade que dbj A dxy = (—1)k dx; Adbj, e entdo

d(w/\'y Zdﬂ[/\dX[/\b]dx]-l- Zﬂ]dX]/\db]/\dx]
L]

=dw Ay+(—1) wAdy.
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(3) Para mostrar esse item, usaremos a indugéo finita sobre k. Primeiro, mostraremos
que d od = 0 vale para uma 0— forma, ou seja, para uma fungado suave f : R" — RR.

Segue que

d(df)=d (ég—idxi> = fd (%) A dx;

=1

n n aZf n aZf
= Z (;axlax]dx]> N dxl- = Z axax]dX] N dxl-

i,j=10%

2 2 2
= j:iaaz—j;dx,- Adx;+ g (aing — aijé;i> dx; A dx;
=0,
em que usamos as propriedades de produto exterior: dx; Adx; = 0 e dx; Adx; =
—dx; A dx;; além do fato que of %S -, pois f € suave.

ox;0x;  0x;0x;

Agora, vamos supor que d od = 0 para uma k— forma w, d (dw) = 0, e mostraremos
que o mesmo vale para uma (k + 1) — forma. Digamos que, a (k+1) — forma seja do
tipo w A dx;, uma vez que dx; é uma 1— forma e w é uma k—forma. Como x; : R" — R
é uma 0— forma, temos que d (dx;) = 0. Usando esse fato d (dx;) = 0, duas vezes o item

(2) e a hipotese de indugao, temos o que se segue
2 (w Adx;) =d (d (w Adx;)) =d (dw Ndxi+ (1) w A d (t;lxl-)>
= d (dw A dx;) = d (dw) Adx; + (=) dw A d (dx;)

=0.

Logo d od = 0 vale para uma (k+ 1) — forma. Mostrando assim que d> =dod =0 em
qualquer k— forma w.
(4) Sejam w = Za rdx; uma k— forma e f : R” — R uma fungdo diferencidvel, temos

I
que

fw =) faidx).

I

Portanto, aplicando a diferencial exterior d, obtemos

d(fw) =Y d(far) Adxj. (2.3.4)
T
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Como fa; é um produto de 0— formas, usando a regra de Leibniz, temos que d (fa;) =

ardf + fdaj. Substituindo essa expressdo em (2.3.4), e usando as propriedades do
produto exterior A, concluimos que

I

d(fw) =) (ardf + fday) Ndxp =) ardf Ndxp+)_fdag Adx;
T T
=df NY adx;+ fY day Adxp =df Aw+ fdw.
T I

]

O pullback de uma forma diferencial por uma fun¢do também é definido pontual-
mente.

Defini¢dao 2.78. Seja f : R” — R™ uma fungdo diferencidvel. A aplica¢do linear
dfp: Ty (R") = Tf(,) (R™) induz uma transformagéo linear

k . k
fr s N (T R™) = A (T, (RM),

ueparacadaw € (T R™ ' associa £ (w), definida da seguinte maneira:
que p fp) p &

(£ (@) (@100 =@ (dfy (@1) -y (00))

em que vy,...,0¢ € Ty (R").
O pullback de uma 0— forma (fungdo) g por f é convencionado por

fr(g)=gof.

A seguir veremos um exemplo que ilustra a natureza dos célculos implicitos na
Definigao 2.78.

Exemplo 2.79. Seja f : R> — RR? definida por f (r,0) = (rcos(#),rsin(0)). Dada a
2—forma dx A dy entdo

frldxNdy)=d(xof)Nd(yof)=d(rcos(6))Ad(rsin(0))
= (cos (0) dr — rsin (0) d6) A (sin (8) dr +r cos () db)
= cos () sin (8) dr A dr +7cos® (8) dr A df
—rsin? (8) d6 A dr — r*sin (0) cos (8) d6 A dO

=1 (cos? (0) +sin® (0)) dr A d6 = rdr A df,
pois dr ANdr =d0 ANdf =0edr NdO = —dr N d6.
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Proposicao 2.80. Seja f : R" — R" uma fungido suave. Para uma k— forma w em R",
frldw) =d (f*w).

Demonstragio. De inicio, mostraremos que o resultado vale para uma 0— forma. Seja
¢ :R™ — R uma 0— forma, que a cada (y1,...,Yym) € R™ associa g (y1,...,Ym) . Note

que f*(g) = go f; aplicando a diferencial exterior e usando a regra da cadeia, temos

d(fg)=d(gof) =2 8°S Zz(ag f) i g

j=1 X j=1i=1

-3 (S or)dni-r <Zag d%) - f* (dg) .

i=1

Agora, mostraremos que o resultado vale para uma k— forma w = Za 1dx;, em que

I
I={(i1,...,i) comij < --- < i Usando a propriedade do pullback (Proposicdo 2.63),

e qued (f*aj) = f* (daj) pois cada a; é uma 0—forma, segue que

I I

f* (dw) = (Zdal/\dm) =Y _(f*dar) A (f*dxp)
= ZI:d (frar) A (frdxp) =d <ZI: (f*ar) (f*dx;))

=d (;(alof)d(xlof)> =d(f*w).
O

Definicao 2.81. Uma forma Pfaf fiana (ou expressdo Pfaf fiana) é, simplesmente, uma

1— forma diferencial w. Um sistema de equagdes da forma
w1=0,...,w0,=0, k<mn, (2.3.5)
emque p € UC R" e w; sdo 1— formas:

2”1] dx] i=1,...,k,

é chamado de sistema Pfaf fiano.

Observagio 2.82. Vale a pena ressaltar que a equacdo w = 0 ndo quer dizer que a 1—
forma diferencial w é identicamente nula, mas especifica as trajetorias ao longo das

quais a referida 1— forma se anula.
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A seguir enunciaremos um importante resultado, o qual estabelece a condi¢do ne-
cessdria e suficiente para a integrabilidade do sistema Pfaffiano (2.3.5). Antes disso,

abordaremos a seguinte definigao:

Definicdo 2.83. ([3], Proposicado 4, pg. 185) Sejam wy, ..., wy 1— formas diferenciais

linearmente independentes em R" (k < 1), o conjunto
E,={veT,R,w (v) =...=w (v) =0}
é dito um campo plano suave k— dimensional.

Um campo plano suave k— dimensional E C TIR" é dito integrdvel (também chamado
de completamente integrdvel) quando existe uma fungdo suave F : R” — R tal que
E = kerdF em cada ponto p € R". A terminologia vem da analogia de integrar uma 1—
forma dF para obter a fungdo F. Em outras palavras, a questdo é diretamente andloga a

integragdo de um campo vetorial (um campo de linha) para obter curvas integrais.

Teorema 2.84. ([3], Teorema 1, pg. 185-186) (Teorema de Frobenius) Seja E um campo plano
suave k— dimensional definido em subconjunto aberto U C R", isto é, E = ker {wy, ..., wi}
sendo wy, . .., wy 1— formas diferenciais linearmente independentes em U. Entdo E é integrivel

se, e somente se, para todo i € {1,...,k} temos que
dwi/\wl/\---/\wkzo.

O Teorema 2.84 é conhecido como a versdo do teorema de Frobenius em termos de
formas diferenciais, cuja demonstragdo foge do propésito deste trabalho, por isso, serd
omitida. Caso haja interesse do leitor, h4 uma demonstragdo em [3] (pg. 186 — 187).
Além disso, na referéncia [14] (pg. 291) encontra-se uma demonstragdo para o caso em

que k =2 e n =3, ou seja, o caso em que E é um campo plano bidimensional em R.

Exemplo 2.85. Seja w = dx + [tanh (x) + sech (x)] dt. Temos que
dw = {sech2 (x) — sech (x) tanh (x)} dx N\ dt.
Como dw Aw =0, segue-se do Teorema de Frobenius 2.84, que w = 0 é integravel.

Exemplo 2.86. Considere w; = x?dx + xdz e wy = y>dy + ydz em conjunto aberto U C R3

com coordenadas (x,y,z) . Temos que
dwi =dx Ndz e dwi ANwy =0,

dwy =dy Ndz e dwy A\ wy = 0.
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Note que tanto w; = 0 como w; = 0 sdo integraveis em U. Podemos notar também que
dwy AN wi A\ wy =dwy A wi A wy =0. Assim, pelo teorema de Frobenius 2.84, o sistema

Pfaffiano definido por wq = 0 e wy = 0 é integravel.

2.4 METRICAS RIEMANNIANAS

Nesta secdo abordaremos o objeto central da geometria Riemanniana, denominado
tensor métrico, que nada mais é do que um campo 2— tensorial (2.3.3) com propriedades
particulares. Assim como o produto interno, que vimos na se¢do 2.1, o tensor métrico
fornece nog¢des de comprimento e distdncia bem como conceitos relacionados a dngulo,
ortogonalidade, curvatura e entre outros.

Restringiremos a geometria Riemanniana em nossa abordagem como sendo o estudo

de um aberto U C R" equipado com um tensor métrico.

Definicdo 2.87. Seja U C R um aberto. Uma métrica Riemanniana em U é um campo
2— tensorial suave ¢ com as seguintes propriedades:

(i) g é simétrico: para todo p € U e todos vetores tangentes u,, v, € TpU,

gy (tp, vp) = gp (vp, up) -

(ii) g € positivo definido: para todo p € U e todo vetor tangente v, € T,U,

8p (0p,0p,) 20,
com g, (vp,vp) = 0 se, e somente se, v, = 0.

Em outras palavras, g associa a cada ponto p € U um produto interno (isto é, uma

forma bilinear simétrica, definida positiva) em T,U e que varia suavemente,
gp:TUxT,U—=R, pel— gp(upvp) €R

Observagio 2.88. A condigdo de suavidade de g surge do fato que a fungéo g, (up,v))
o9
é suave para todos os campos vetoriais suaves definidos localmente 1, = Z”i 5| ©
p X;
i=1 Llip
2.9
Up = Zvi FP em U, com u;,v; € U— R, 1 <i<n, fun¢des suaves em p.
i=1 ilp
Observagio 2.89. Uma métrica Riemanniana, as vezes, por simplicidade, é mencionada

como um tensor métrico.
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Definicdo 2.90. Um espa¢o Riemanniano é um aberto U C R" equipado com uma

métrica Riemanniana g, e é denotado por (U, g) .

Como o conjunto de 1— formas {(dxi) p;l <i< n} forma a base candnica para
(Tp U) ", e, usando a notacdo em (2.3.3), podemos escrever o tensor métrico em coorde-

nadas da seguinte maneira:
n
gp =2 &ij (p) (dx;), ® (dx;) .,
ij=1
em que g;; : U — R sdo fun¢Bes suaves, componentes do tensor métrico g. A simetria é
entdo expressa como gj; = gji-

Observagio 2.91. Uma outra maneira adequada de expressar o tensor métrico g é por

meio da matriz G = [gi]-} . Nessa notacdo, para quaisquer campos vetoriais ¢/ e }V em U,
g (U, V) =0"Gu,

em que v! denota a transposta de v, e, u e v representam as colunas dos campos vetoriais
U e V na base candnica para TU. Com isso, G é uma matriz simétrica e definida positiva
(e, portanto, det G > 0).

Exemplo 2.92. A métrica de Poincaré

1 1
= —dxQdx+ =dyRd
8 yz y2 y Y

no semiplano superior U = {(x,y);y > 0} C R? é uma métrica Riemanniana.

A seguir, apresentaremos algumas medidas geométricas bdsicas relacionadas a métrica
Riemanniana.

A norma ou comprimento de um vetor v, € TyU é anorma ||- ||, : T,U — R induzida

HUPHp = V8 (09, 0p).-

Defini¢do 2.93. Seja (U, g) um espac¢o Riemanniano e seja v : [ = [a,b] — U uma curva

da métrica Riemanniana g :

suave, parametrizada regular (isto é, 7 (t) # 0 para todo t € I). O comprimento de -y é

definido por

b
() = [z @ 0.7 ),

em que 9 (t) € TU.
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Exemplo 2.94. Seja U C R", com coordenada (xi,...,x,). A métrica Riemanniana

denotada como métrica euclidiana candnica de R", é expressa por
go=dx; ®dx;+---+dx, @dxy,,
ou simplesmente,
Qo = dxydxy + - - +dxpdx, = (dx)? + - + (dx,)?,

que em outras palavras, é o produto interno canénico gy := (-,-) de R", quando

estendido naturalmente para 1— formas dx; com valor real.

Observagio 2.95. A métrica go é constante, agindo da mesma forma em todos os espagos

tangentes.

Para uma curva parametrizada regular - : [a, b] — R" descrita por

V() = (8), 5 (1),
temos
(80)50 (7 (1,7 (1) = (0 (51 (B)- 30 (B), (X105, (1))
= () x (n0)

e, portanto, o comprimento da curva parametrizada vy, é dada por

b 2 2
60(7)=/\/(%) +~~~+(d;”> dt.

2.5 EQUAQ()ES DE ESTRUTURA DE CARTAN

Nesta secdo abordaremos as equacgdes de estrutura de Cartan em espaco Riemanniano
bidimensional, as quais sdo uma ponte que conecta a teoria de superficies bidimensionais

com equagdes diferenciais parciais que veremos no préximo capitulo.
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Seja (U, ¢) um espaco Riemanniano bidimensional e seja (x1, x2) : U — R? um gréfico

local tal que x; e x; sdo as fungdes coordenadas em U. Entdo, em qualquer p € U temos

2
8p = Zgij (p) (dxi);7 ® (dxj)p , ou por simplicidade,

ij=1
2
g =) gijdx; ®dx; (2.5.1)
i,j=1
< . - . d
em que g;j sdo os componentes (locais) da métrica definida por g;; = ¢ el B
! ]

Aplicando em p € U o processo de ortonormaliza¢gdo de Gram-Schmidt (algoritmo que
transforma uma base qualquer em uma base ortonormal) no conjunto de dois campos
vetoriais que em p formam uma base para T,U, obtemos um conjunto suave de campos
vetoriais ortonormais que chamaremos de {e;, e, } tais que g;; = ¢ (e;, ¢;) = &;j— simbolo
Kronecker. Pelo processo, podemos encontrar combinagdes lineares das 1— formas dx;
que denotemos de w; para i = 1,2. Entdo (2.5.1) assume a forma
2
§=) 6ijwi Qwj=w ®wi +wy ® wy. (2.5.2)
i,j=1
Do processo anterior temos que o conjunto de 1— formas {w1, w,} define um sistema
ortonormal em U para a métrica g, denominado correferencial ortonormal dual (local),
enquanto o conjunto {ej, ey} de campos vetoriais em U satisfazendo w;(¢;) = 1 e
w;j (ej) =0, i # j, é denominado referencial ortonormal (local). Em vez de (2.5.2) é
comum escrever

_ 2 2
g =wi +ws.

A seguir enunciaremos o teorema das equagdes de estrutura de Cartan para o caso
bidimensional, o qual estd demonstrado para o caso n— dimensional nas seguintes
referéncias [12] (Teoremas 4.34 — 4.35, pgs. 168 — 170) e [10] (pgs. 133 — 136). Por esse

motivo e por fugir do escopo do trabalho ndo o demonstraremos.

Teorema 2.96. ([10], Teorema 2.1, pg. 123 e Proposigio 2.3, pg. 125) (Equacdes de estrutura de
Cartan para o caso bidimensional) Seja (U, g) um espago Riemanniano bidimensional. Seja
{e1, ex} um referencial ortonormal local definido em U, e {w1, wy} seu correferencial dual, entdo

em U existem 1— formas tinicas wij, i,j=1,2, tais que

dwi =wipp Awy,  dwr =wy Awry, (2.5.3)
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wij + Wji = 0, (2.5.4)
dwip = O, (2.5.5)

em que (1o é a forma de curvatura.

As 1— formas wj; sdo chamadas de formas de conexio de Levi—Civita associadas ao

correferencial {wy, w>} .

Definicao 2.97. A curvatura de Gauss ou curvatura Gaussiana no espago Riemanniano

bidimensional (U, g), no ponto p, é a fungdo K = K (p) que satisfaz dwip, = —Kwy A wy.

Da equagdo (2.5.4) temos que wyy = —wp1 enquanto wyj = wy = 0, implicando que a
forma de conexdo independente w1, pode ser calculada a partir das equagdes (2.5.3), ou

seja:
Proposicao 2.98. A forma de conexdo w1y é determinada pelas equagoes
w12 (61') = dwi (61,62) , i= 1,2.

Demonstragio. Usando as equagdes (2.5.3) e o fato de wj (e;) = 1 e w; (¢j) = 0,1 # j,

segue-se que
dwi (e1,€2) = wip Awy (e1,e2) = wip @ wa (e1,€2) — wr ® wiy (e1,€2)
= W12 (61) X wo (62) — Wy (61) X w12 (62)

= W12 (61) ’

dwy (e1,e2) = w1 Awrp (e1,e2) = w1 ®@ wip (e1,€2) — wip @ wy (e1,€2)
= Wy (61) D) (62) — W12 (61) X w1 (62)

= W12 (62) .

]

Em suma, escolhendo um referencial ortonormal em U C R?, ele define uma métrica
Riemanniana g em U. Sejam {ej, e2} um referencial ortonormal e {w1, wy} seu correfe-
rencial dual satisfazendo wj (¢;) =1 e w; (¢j) = 0,1 # j. A métrica ¢ escrita em termos
dos correferenciais como

— 2 2
g = Wi+ ws.



2.5 EQUAQC)ES DE ESTRUTURA DE CARTAN

A conexdo de Levi-Civita da métrica é dada por
w1z (e;) = dwj (e1,e2), i=1,2,
em que a forma de conexdo ws := wj; satisfaz as equagdes de estrutura
dwy = w3 A\ wy, dwy = wq A\ ws, dws = —Kwq A\ wa, (2.5.6)

as quais sdo ditas equacdes de estrutura da superficie bidimensional (U, g) .
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EQUACOES GEOMETRICAMENTE
INTEGRAVEIS E LEIS DE
CONSERVACAO

Neste capitulo abordaremos o conceito de equagdes diferenciais parciais que descrevem
superficies pseudo-esféricas, bem como suas propriedades geométricas. Discutiremos a
abordagem geométrica introduzida por S. S. Chern e K. Tenenblat em 1986 [5], e das
demais referéncias [8], [16], [17] e [20], as quais serdo tteis para o estudo principal do

trabalho nos capitulos subsequentes.

3.1 EQUACAO DO TIPO PSEUDO-ESFERICO

Seja (U, g) um espago Riemanniano bidimensional. Considerando {wj,w;} o dual para
o referencial ortonormal local {e,e;}, em que e; e e, formam uma base em T,U em
cada p € U, temos a métrica Riemanniana ¢ = w? + w3, para a qual as 1— formas w; e

wy e a forma de conexdo w3(e;) = dwj(ey, ep) satisfazem as equagdes de estrutura
dwqy = w3 N wy, dwy = w1 N\ ws, dws = —Kwq A\ wy,

sendo K a curvatura Gaussiana da superficie (U, g) .
Para o caso K = —1, o terno de 1— formas {w1, wy, w3} satisfazendo as equagdes de
estrutura
dwi = w3 Nwy, dwy=wiNws, dws=wiNwy, (3.1.1)

descreve uma superficie pseudo-esférica.

Definicdo 3.1. ([16], Defini¢do 1, pg. 118-119) Uma equacao diferencial

xtua—ua—u —am+nu
T ot  ox” T ormoxn

em duas varidveis independentes x, t é do tipo pseudo-esférico se, e somente se,

L
H
N

)zO, m,n >0,

existirem 1— formas w; # 0,

Wi = ﬂldx + ﬁzdtl i= 1/ 2/ 3/ (3.1.2)
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cujos coeficientes f;; sdo fungdes suaves que dependem de x, f e um numero finito
de derivadas de u (x,t), tais que satisfazem as equagdes de estrutura (3.1.1) com
w1 A wy #0.

Eventualmente escreveremos PSS (do inglés, pseudo-spherical surface) para nos
referir a uma equacao do tipo pseudo-esférico, ou ainda, que descreve uma superficie

pseudo-esférica.

Definicao 3.2. ([16], Definicdo 2) Uma equagdo é geometricamente integrével se descreve

uma familia ndo-trivial a 1— pardmetro de superficies pseudo-esféricas.

Definicdo 3.3. Uma solucdo u : U C R? — R da equagéo E = 0 que descreve uma PSS
é dita solucio genérica se a restricdo de wi A wp a u = u (x,t) é diferente de zero em

quase todo ponto de U. Denota-se a restrigdo de wq A wy a u como sendo (wq A wy) [u].

Observagio 3.4. ([8], pg. 6) Do ponto de vista geométrico, para qualquer solugdo genérica
nao-trivial u : U C R?> — R da equagdo E = 0 que descreve uma PSS, a restrigdo g [u]
do tensor métrico ¢ = w? + w3 a u = u (x,t) e suas derivadas parciais definem em quase
todo ponto uma métrica Riemanniana g [1] no dominio U com curvatura gaussiana
K = —1, e w3 é a forma de conexdo da métrica correspondente. Ou seja, o par (U, g [u])
é um espaco Riemanniano bidimensional de curvatura Gaussiana K = —1. E nesse
sentido que se diz que uma equacao do tipo pseudo-esférico descreve, ou parametriza,

superficies pseudo-esféricas nao-imersas.

A seguir, veremos alguns exemplos cldssicos de equagdes diferenciais que descrevem

superficies pseudo-esféricas.
Exemplo 3.5. A equacdo de sine—Gordon

Uyt = sin (u), (3.1.3)
descreve uma PSS, com as 1— formas associadas

wy = L gin (u) dt,  wo=ndx+ %cos (u)dt, w3 =uydx, (3.1.4)

em que 77 € R — {0} é uma constante.

Observagio 3.6. Sejam w; e wy as 1— formas em (3.1.4), segue que

w1 A\ wy = H sin (u) dt} A [ﬂdx + %cos (u)dt| = —sin (u) dx A dt.



3.1 EQUAGCAO DO TIPO PSEUDO-ESFERICO

Seja ¢ = ¢ (x,t) uma funcio real (suave) nado-trivial com dominio U C RR?, tal que
U > (x,t) — sin(¢) é igual a zero no maximo em um conjunto de medida nula. Se

u = ¢ (x,t) for uma solugdo de (3.1.3), entdo,

sin (1/[) |u:(p(x,t) = sin ((P) 7:/ 0.
Portanto, a fungdo ¢ (x, ) é uma solu¢do genérica de (3.1.3).

Exemplo 3.7. Consideremos a solugdo u (x,t) = 4arctan (¢**') da equagdo de sine-

Gordon (3.1.3). Ao restringirmos wj e w; de (3.1.4) a solugdo u (x,t), obtemos:

wy [u] = % sin (4arctan (¢**)) dt,  wy[u] =ndx+ % cos (4arctan (e**)) dt.

Observe que:

ex+t 1

x+t _
N cos (arctan (¢*")) = N

Pelas as identidades trigonométricas de duplicacdo de dngulos, obtemos

sin (arctan (ex”)) =

sin (4arctan (e¥*!)) = 2sin (2arctan (e**')) cos (2 arctan (e**'))

= 2 [2sin (arctan (¢***)) cos (arctan (e¥*'))] [2 cos? (arctan (e**!))

1]
26x+t 2 26x+t 1— 62x+2t
=2 14 e2x+2t ) \ 14 g2xv2t 1)=2 14 e2x+2t | \ 1 3 p2xv2t
=2sech (x +t)tanh (x + 1),
e,
cos (4arctan (e¥*")) =2 cos? (2arctan (e**')) —1
=22 cos? (arctan (e**")) — 1]2 —1
2 2 1 — p2x+2t 2
:2[——1} —1=2 {e—} —1
= 2tanh? (x +1) — 1.
Logo,

wy [] = %sech (x+t)tanh (x+ ) dt,  w,[u] = ydx+ % [2tank?® (x +1) 1] dt.
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é uma solucdo genérica para a equagao

Notemos que a fungdo u (x, t) = 4arctan (e**')

(3.1.3) uma vez que
(w1 ANwn) [u] = —2sech (x +t) tanh (x + ) dx Adt #0, (x,t) e U, (x,t)#(0,0),

em que U é o dominio da solugédo u (x, ). Além disso, a restri¢do do tensor métrico

¢ = w? + w3 a solugdo u (x,t) é dada por

g[u] = n*dx*+2 [2 tanh? (x +t) — 1] dxdt + %dtz.
Portanto, o par (U, g [u]), em que U é o dominio da solugdo u (x,t), consiste em uma

familia de superficies pseudo-esféricas.
Exemplo 3.8. A equagdo de Camassa-Holm

Up — Uyxt = Ullyyy + 2UxUyy — SUUy — MUy, m € R (3.1.5)
descreve uma PSS com 1— formas associadas w; = fidx + fipdt, 1 <i < 3, em que

) 2
==+ 55 -1, fiz = —u(fu+1) Eque — =55+ 1,

S =1, foo=—nutux—1, (3.1.6)

2 2 m+n2

f31=i<u—uxx+’”+2’7 ) f32 = TFu (u—uxx+’”+2’7 >+17ux¢u$ 5,

com 77 € R — {0} é uma constante.

Observagio 3.9. Sejam w; e wy as 1— formas em (3.1.6), segue que
w1 Awy = (fi1fo2 — fiofo1) dx A dt
2
= [(u—uxx+%—1> (—nqu+uy —7n)

—(—u <u—uxx+%’72>i7]ux—%”2+1) ;7} dx N dt

I )
= {i (u—uxx+%> ux+17uxx} dx Ndt.

(3.1.7)

Seja ¢ = ¢ (x,t) uma funcio real (suave) nado-trivial com dominio U C RR?, tal que
m—2—n?
2
conjunto de medida nula. Se u = ¢ (x, t) for uma solugdo de (3.1.5), entdo,

us (xt)— = (4) — Pxx + ) ¢x + Pxx € igual a zero no maximo em um

m—2—n?

m—2—n?

:l: (1/[ — uxx + T) ux +77uxx

Portanto, a fungéo ¢ (x, t) é uma solugdo genérica de (3.1.5).



3.2 PROBLEMAS LINEARES ASSOCIADOS

Exemplo 3.10. Consideremos a solugdo u (x,t) = e*

, ¢ > 0, da equagdo de Camassa-

Holm (3.1.5). Ao restringirmos wj e wy de (3.1.6) a solugdo u (x, t), obtemos de (3.1.7),

que

m— 242y —n?
2

(w1 Awy) [u] =+ < ) e dx A dt.

Entdo, a funcdo u (x,t) = ¢¥~“ é uma solugdo genérica para a equacdo (3.1.5) se

m — 2+ 2y —y* #0. Além do mais, a restri¢do do tensor métrico g = w? + w3 a solugdo

u(x,t) é dada por
g [u] = E (x,t) dx?®+2F (x,t) dxdt + G (x,t) dt?,

em que

m+n2\ >
E(x,t):( 217) —m+1,
2 2 2 2
F(x,t) = {(m-;q —1) (_m‘;U :|:17)+17(—17:|:1)} .ex_Ct—(m-;]7 —1) — 12,

2 2
e2(x—ct) 4 (m+77 _1) +772

2

-2 Km;”:z . 1) (—%’72 in) v (—y £ 1)} ex et

Assim, o par (U, g[u]), em que U é o dominio da solugdo u (x,t), consiste em uma

G (x,t) = [(-m;” :t;7>2+(—17j:1)2

familia de superficies pseudo-esféricas.

3.2 PROBLEMAS LINEARES ASSOCIADOS

Uma das observagdes bdsicas que conecta a teoria das equagdes que descrevem PSS
com sistemas integrdveis, apontada por Chern e Tenenblat [5], é o fato das equagdes
do tipo pseudo-esférico com 1— formas associadas w; = fj1dx + fpdt, i =1,2,3, serem a

condicdo de integrabilidade de um problema linear

dv = Quo, v= ( 1 ) , (3.2.1)
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em que v; = v; (x,t), d é a diferencial exterior e

1 —
O =Xdx+Tdt == ( “2 W1 @s ) (3.2.2)
w1+ ws — Wy

com

1 fa fi1 — fa 1 fa fi2 — f3 )
o 2 ( fiitfar  —fa ) ! 2 ( fio+fz  —f2 ) - 323

Além disso, X, T € sl (2,R) — conjunto das matrizes 2 x 2 com entradas reais e trago
nulo.

A condicdo de integrabilidade do problema linear (3.2.1) é dada por
A —-QNQ=0, (3.2.4)
uma vez que
0=d*0=d0v - QAdv=dQv—-QAQuv=(dQ—-QAQ)7,

em que v = (vq (x,t),v2 (%, )T #(0,0)7 . Além disso, a relacdo (3.2.4) é, por construgéo,

a equacdo diferencial parcial ndo-linear associada ao problema linear (3.2.1).

Proposicao 3.11. A condigio de integrabilidade (3.2.4) para (3.2.1) é equivalente a dizer que o
terno de 1— formas {w1, wy, w3} (3.1.2) associado a uma equagdo que descreve PSS satisfaz as

equagoes de estrutura (3.1.1).
Demonstragdo. Substituindo ) = Xdx + Tdt na relagdo (3.2.4), segue que
dQ—QANQ =d (Xdx + Tdt) — (Xdx + Tdt) A (Xdx + Tdt)
=dX Ndx+dT Ndt — (XT — TX)dx Ndt
= (DyXdx + D Xdt) Ndx + (DyTdx + Dy Tdt) Ndt — (XT — TX) dx A dt
= (DT — DiX)dx ANdt — (XT — TX) dx A dt
= (DyT — DiX+TX — XT)dx Ndt

em que Dy e D; sdo os operadores de derivadas totais em relagdo a x e t, respectivamente.

Calculando XT e TX, respectivamente:

71 ( forfoo+ (fi1 — fa1) (fra+ f32)  far (fiz — f32) — (fu1 — fa1) f2 )
A\ (fu+f)fo—fa(fu+fr) (fu+fn) (fiz—f) = forf '
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w1 ( fafo+(fiz—fa) (fu+fa)  fo(fii = fa1) = (frz = fa2) f1 )
4\ (fu+f)fo—fo(fuu+fsn)  (fiz+fz) (fin — f31) + f2fa .

Assim, temos que

TX—XT =+

< fiifz2 — fiaf3 forfi2 — faafi1 + f2f31 — fa1fa2 )
5 .

fiif2 — fiafor + farfoo — faofo1 —fiifae + fiafa

Calculando as derivadas totais D,T e D;X :

D.T = 1 ( f22,x fiox — f32,x ) DX -

N —

2\ fooxtfax  —four fie+ fane —foe

( for,e fiie — faie )

entao

foo,x — fore f12x — fire — faox + fai )
fiox — fire+ faox — fa1,e —fox+ four

Tomando Z := (DyT — D:X + TX — XT) dx A\ dt, segue-se que

DxT—DtX:%<

s 1 fo2,x = fort fiox = fine — faox + fae

2 fizx — fine+ fazx — far,e —foxt foe

| Sufe— fiafa farfiz = foafu + f2fs — fafz ) Jx A dt
firfz — fiofor + farfoo — faofor —fiifs2 + fiafa
_ 1 da)z dw1 — dcu3 1 w1 N\ w3 w3 N\ wy — w1 N\ wy

2 dwq +dws —dwy 2 w3 N\ Wy + w1 N\ wy —w1 N\ ws ’
e, portanto:
dQ—Q/\Q:l dwr — wy A\ w3 dwy — dwsz — w3z N\ wy + w1 A wr .

2 dwi +dws — w3 A wy — wy N\ wr —dwy + w1 A w3

Como dQ) — QA Q) =0, podemos concluir que:
dwy — w1 Awsz =0 (i)
dwi —dws — w3 ANwy+wy Awy =0 (i)

dwi +dws — w3z A wy —wy Awy =0. (iii)
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Somando (ii) com (iii) tem-se:
dwi — w3 Awy =0.
Subtraindo (ii7) por (ii) tem-se:
dws — w1 Awy = 0.
Portanto, obtemos as seguintes relagdes:
dwy = w3 N\ woy, dwy = w1 N\ ws, dws = wy N wy.

Ou seja, a condicdo (3.2.4) é equivalente a dizer que o terno {wi, wy, w3} satisfaz as

equagdes de estrutura (3.1.1). O

Proposicdo 3.12. Seja v = ( v U )T com v; = v; (x,t). Sejam X, T € sl (2,R) entdo

(3.2.1) pode ser escrito como o sequinte problema linear
v Jv
o T XU T

Demonstragido. Do problema linear (3.2.1) dv = Qv com Q) = Xdx + Tdt, segue-se, por

To. (3.2.5)

um lado, que

dv = (Xdx + Tdt)v = (Xv)dx + (Tv) dt, (3.2.6)
por outro lado,
v v
dv = gdx + gdt. (3.2.7)

Comparando (3.2.6) e (3.2.7) obtemos

v v
<£ —Xv> dx + (ﬁ — Tv) dt = 0.

0 d
Portanto, % —Xv=0e % —To= 0, uma vez que dx e dt sdo linearmente independen-

ot
tes. Assim, obtemos (3.2.5). [

Exemplo 3.13. A equagdo de Camassa-Holm (3.1.5) é geometricamente integravel, uma
vez que as 1— formas (3.1.6) dao origem a uma familia a 1— parametro de superficies

pseudo-esféricas. A equacgdo (3.2.2) implica que as matrizes X e T sdo:
1 -1
X == T , (3.2.8)
2\ 2u—2up+m+n® -1 —y

1 [ —iutux—1] 1+u

T=- 2
mp” 1

2.
2 —2u<u—uxx+ 5 2>+217ux—m—172+1 N — Uy +1] (5-29)
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Proposicdo 3.14. ([16], Proposicio 1, pg. 119; [17], Proposicdo 2.5, pg. 245) Uma equagio
geometricamente integrdvel E = 0 com 1— formas associadas w;, i = 1,2,3, é a condigio de

integrabilidade de uma familia a 1— pardmetro de problemas lineares com valores em sl (2,R) .

Demonstragio. O problema linear (3.2.1) é integrével sempre que u (x, t) for uma solugdo
de Z = 0. Portanto, & = 0 é a condicdo de integrabilidade de uma familia de problemas

lineares a 1— parametro com valores em s/ (2, R). O

Exemplo 3.15. As 1— formas (3.1.6) produzem o problema linear vy = Xv e v; = Tv com
valor sl (2,R) cuja condi¢do de integrabilidade é a equacdo de Camassa-Holm. Das

matrizes X (3.2.8) e T (3.2.9) associadas a equagdo de Camassa-Holm, temos que

pxo1( O 0
t 2 2ut_2uxxt 0 ’

_qu +ux_x ux
DT =3 )
— (m+52+1) Uy — Sutty + 20Uy + 2Qnllyy + 2Ullyxy Ny — Uy
_ 2 _ _ Uy
m—1+mu+u+2u Ny — 2Ullxx
_1
XT =4 m—1+mu+u+2u?+nuy
2
MUy — Uy — WUy + 2Uly + 20Uy — 2UsU
x x — N Ux x NUxx xUxx — DUy — QU
2 _ux
m—1+mu+u+2u”+nuy — 2Uyxy — 2Ullyy
_1
TX =3 m—1+mu+u+2u® |,
_ 2, _ _
My + Uy + Uy — 2Ully — 20Uy + 2UxUyy ST YT
entao,
0 0
D\T—D;X+TX—XT = .

Portanto, D,T — D;X + TX — XT = 0 sempre que u (x,t) for solu¢do da equagdo de
Camassa-Holm (3.1.5). Isto é, a equacdo de Camassa-Holm (3.1.5) é a condi¢do de
integrabilidade do problema linear (3.2.5) com X e T dadas em (3.2.8) e (3.2.9), respecti-

vamente.
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3.3 PSEUDO-POTENCIAIS E LEIS DE CONSERVAQAO

Nesta se¢do abordaremos alguns resultados geométricos que estdo em [5, 17, 18].
Veremos como as propriedades geométricas de uma PSS podem ser aplicadas para obter

resultados analiticos para equagdes que descrevem PSS.

O seguinte resultado é a chave para a aplicagdo das construgdes anteriores a teoria da

integrabilidade de equagdes do tipo pseudo-esférico.

Proposicdo 3.16. ([5], Proposicio 4.1, pg. 77; [17], Proposicdo 3.1, pg. 246) Dado um
correferencial ortonormal {w1, wy} e w3 a forma de conexdo métrica correspondente em uma su-
perficie Riemanniana (U, g) com métrica § = w? + w3, existe um novo correferencial ortonormal

{@1, @y} e uma nova forma de conexio métrica tinica w3 em (U, g) satisfazendo
daw, =0, dwy = @y N\ @1, w3+ @y =0, (331)
se, e somente se, (U, g) é pseudo-esférica.

Demonstragio. Seja M = (U, g) uma superficie Riemanniana; sejam {e1,ex} e {&1,62}
dois campos de referenciais ortonormais com wi, wy, w3 e @y, @y, w3 as 1— formas asso-
ciadas respectivamente. Suponhamos que os dois referenciais tém a mesma orientagao;

entao

= cos fe; + sinfey,

o
-
|

— sin feq + cos fey,

N
)
Il

@1 = cosBwq +sinBwsy,

Wy = —sinfw; + cos Bwy.

Usando as seguintes propriedades:

(de, ) =0 e (de,e)=—(g,de;), i#],
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em que g := (, ), segue-se que:
w3 = w1y = (déy,ey) = (d (cosbey +sinbey) , — sin Beq + cos ey)
= (— sind6e; + cos Ode; + cos Odbe; + sin Ode,, — sin feg + cos fey)
= sin? 0d0 + cos? 0 (dey, e;) + cos® dO — sin O (des, e;)
= (sin? 6 + cos? 0) d6 + (cos? 0 +sin® ) (dey, e3)
=dO + (dey, ep) = dO + wyp = dO + ws.
Em resumo, temos que
W1 = wy cos B+ wysinb, Wy = —w1 sin 0 + wy cos b, w3 =db + ws, (3.3.2)

em que 6 é o angulo de rota¢do dos referenciais.
Agora, mostraremos que as 1— formas @;, @y, e @3 satisfazendo (3.3.1) existem se, e

somente se, o sistema Pfaffiano
w3 +d0 — wysinf + wycosh =0 (3.3.3)

no espaco de coordenadas (x,t,0) é completamente integravel para 6 (x, t) .
Seja v = wy + w3. Diferenciando ambos os lados, segue das equagdes de estrutura
(3.1.1), que
dy =dws +dwy; = —Kawi N\ @y +daws,
em que K é a curvatura Gaussiana de M. Portanto, pelo o Teorema de Frobenius 2.84, o

sistema Pfaffiano

w3 +wy =0, (3-3-4)
é completamente integrével para 0 (x, t) , com as 1— formas @;, @, e @3 satisfazendo
(3.3.1) se, e somente se, K = —1. Em outras palavras, isso acontece se, e somente se, M
for uma superficie pseudo-esférica. O

Pelo fato da equacdo = = 0 descrever superficies pseudo-esféricas com 1— formas
associadas w; = fidx + fipdt, as equagdes (3.3.1) e (3.3.3) implicam que o sistema
Pfaffiano

ws (u(x,t))+d0 —cwq (u(x,t))sinb +wy (1 (x,t))cosd =0 (3-3-5)

completamente integravel para 6 (x, t) sempre que u (x,t) for uma solugdo local de

7
e
L
H
e

= 0. Além do mais, as equagdes (3.3.1) e (3.3.2) implicam que a 1— forma

@1 (u(x,t)) =wq (u(x,t))cost+wy(u(x,t))sind (3.3.6)
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é fechada, ou seja, da; (u (x,t)) = 0, para cada solugdo u (x,t) de E = 0 e solugdo 6 (x, t)

correspondente de (3.3.5).

Defini¢ao 3.17. Uma lei de conservacio de uma equacao diferencial & = 0 consiste em
uma divergéncia
d d
divF=—p+—®
at’ " ax
que se anula nas solugdes da equagdo Z = 0, em que p e ¢ sdo, em geral, func¢des suaves

dependentes de x, t e u e suas derivadas parciais. Ou seja, se

0 0
5Pt a@ =0 (3-3.7)

para todas as solugdes u = u (x,t) de E = 0 que se anulam, juntamente com suas
derivadas, no infinito, entdo (3.3.7) € uma lei de conservacio para a equagdo = = 0. O par
F = (p,®) é chamado de corrente conservada, p de densidade conservada e ¢ de fluxo

associado.

Observagio 3.18. A integracdo de (3.3.7) com respeito a x, resulta que

[e0]

ooa N
pdx——/adbdx——dbLoo,

e, portanto,

Zlu]= / pdx = constante,
desde que ‘ llim @ = 0. O funcional Z [u] é chamado de quantidade conservada.
X|—00

Exemplo 3.19. ([19]) Considere a equacdo diferencial parcial
Ut — Uyyt — 32Uy + 8UyUyy + 8Ullyyy — 2UxyxUxyy = 0, (3.3.8)
e o vetor F = (p, @) tal que
P=U—1Uy, P= —16u® — uix + Ul yy.
Observe que

. d 0
divF = gp + g@
0

0
=5 (U — tyx) + = (—16u% — 12, + Buityy)

ox

= Mt - uxxf - 32uux + 8uxuxx + 8uuxxx - Zuxxuxxx.
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Desse modo, se u = u (x,t) for uma solugdo da equagdo (3.3.8), entdo divF = 0. A

quantidade conservada é dada por

I[u]:/oo(u—uxx)dx:/ooudx,

em que Uy |®,, =0, e, portanto, u é uma densidade conservada para a equagao (3.3.8).

Observagio 3.20. Considere uma 1— forma w = fdx + gdt associada a equagdo = =0, em
que f e g sdo fung¢des suaves, segue-se que dw = (gx — f¢) dx A dt. Note que dw =0 se, e
somente se, g¢x — ft = 0, que € a tal divergéncia vista na Defini¢do 3.17, ou seja, w é uma

lei de conservacio da equagdo & = 0.

Definicdo 3.21. ([11], Capitulo 3) Uma 1— forma w é uma lei de conservacio da equagao
E = 0 se for fechada para todas as solugées u = u (x,t) de & = 0, isto é, (dw) [u] = 0.
Uma lei de conservacdo w é chamada trivial se for exata, caso contrario ela é dita

nio — trivial.

Exemplo 3.22. Considere a equacdo de Burgers

Up = Ully + Uy (3-3-9)
e o vetor F = (p, @) tal que
1
p=1u, @-—Euz—ux

Para uma solugdo u = u (x, t) da equagdo (3.3.9), observe que

d d
ap"‘a@:ut_uux_uxx:o,

em que a quantidade conservada ¢ Z [u] = [*_udx. Assim, notemos que a 1—forma

w = udx + (;u +ux> dt,

é uma lei de conservagdo que nao é trivial, pois, caso fosse, terfamos uma 0—forma ¢
tal que w = d¢ = ¢prdx + ¢1dt; desse modo, ¢ = u e ¢ = 2u + uy. Assim, integrando
¢x = u com respeito a x, resulta que ¢ = [ udx +c (t); do qual, por defini¢do, temos que
[ udx independe de t, com isso, segue-se que ¢ = ¢ () s6 depende de ¢, mas por outro

lado ¢ = 2” +uy depende de x e t, logo temos um absurdo.
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Como as 1— formas fechadas restritas as solu¢des da equacdo E = 0 determinam /eis
de conservacio, sucede que, se as fungdes f;; puderem ser expandidas como séries de
poténcias em um paradmetro 7, a forma fechada (3.3.6) fornece um ntimero infinito de
leis de conservacado para a equacao diferencial & = 0.

Na Proposicdo a seguir veremos um formalismo geométrico do sistema Pfaffiano
(3.3.5) e da 1— forma (3.3.6), que fornece uma maneira adequada, do ponto de vista
prético, para obtermos as leis de conservagdo de uma equagdo diferencial = = 0 do tipo

pseudo-esférico.

Proposicao 3.23. ([16], Proposicio 2, pg. 122) Seja & = 0 uma equagio diferencial do
tipo pseudo-esférico com 1— formas associadas w;. Os dois sistemas Pfaffianos a seguir sdo

completamente integrdveis sempre que u (x, t) for uma solugio de = =0 :

—2dT = w3 + wy — 2Twy +I'? (w3 —wn), (3.3.10)

24l = w3 — Wy — wal +1? ((U?, + CUZ) ’ (3.3.11)

em que w; = w; (u(x,t)),i=1,2,3.
Além disso, as 1— formas

O =w; —T(ws —wy) (3.3.12)

O=—w+I (w3 +w») (3.3.13)

sdo fechadas sempre que u (x,t) for uma solucio de £ = 0 e T (respectivamente T') for uma

solugdo do sistema Pfaffiano (3.3.10) (respectivamente (3.3.11)).

Demonstragdo. De inicio, tomemos as mudancas de varidveis

0 N 0
I' = tan <§> e I' = cot (5) .

Observe que, 6 = 2arctan (I') e 6 = 2arccot (f) . Tomando a diferencial de ambos os

lados, das duas expressdes, obtemos, respectivamente, que

2 ar e do = — 2A dr.

9= "
1417 1+17

Além disso, para a varidvel T,

sin (g) = sin (arctan (T')) = , cos (g) = cos (arctan (I')) = =
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e, para a variavel I,

0 A 1
sin | = | =sin (arccot (I')) = ,
(2) ( 1)) V1+12

0 N
cos | = | =cos (arccot (I')) = .
(3) = cosaneet () =

Portanto, usando as identidades trigonométricas de duplicagdo de angulos, temos, para

2r
sin (6) = 2sin (g) cos (g) = 1212

a variavel I', que

cos (#) = 2 cos? (g) —1

e, similarmente, para a variavel I', temos

sin (0) = 2sin (g) cos <

0
cos (#) = 2 cos? <§) -1

Em suma, segue-se que

6 = 2arctan (T'),

T2

Y o 1-17
T 1+1I2 C1+T127

9>_ 2f
2)  1+12

2[2 _ 117
1+12°

0 = 2arccot (f) ,

__ 2 do = ——2 _gf
. T . of (3.3-14)
S (9) = m, Sin (9) = m,
1172 1-— 1?2
COS (9) = ﬁ, COSs (9) = —m-
Agora, substituindo (3.3.14) em (3.3.5), obtemos,
w3 + 2 — w1 + 1- sz =0
3T 1+12 T+2 T 1422
e A
w3 — 2 _af— w1y — 1_—r2w =0
- 140270 1422

e, portanto, simplificando-os, obtemos (3.3.10) e (3.3.11), respectivamente.

Agora, tomemos

0= =24l + w3 +wy — 2Twy + T2 (w3 — wy),

(3-3-15)
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0=4= 24l + w3 — wy — 2Twy + T2 (w3 + wy) . (3.3.16)
Diferenciando (3.3.15) e (3.3.16), respectivamente, obtemos:
dvy = 2d°T + dws +dwy — 2dT A wy — 2Tdwy +2TdT A (w3 — wo) + T2 (dws — dwy)
=wy Awy+ w1 Aws —2dT N wy —2Tws A wy + 2TdT A (w3 — wy)
+I? (w1 A wa — w1 A ws3)
= [w1 — T (w3 — wp)] A [wy + w3 +2dT — 2Tw; +T? (w3 — wy)]

=[w) —T (w3 —wo)] Ay

d’?’ = —Zdzf + dwg — d(dz — de N w1 — Zfdwl + Zfdf (a)3 + (,()2) + fzd (wg + (Uz)
= wi Awy —wi Aws —2dI A wy — 2L ws A wy +20dE A (w3 +wn)

+12 (w1 A wy + Wy A wz)

[—wl +1 (CU3 + wz)] VAN [—wz + w3 — 24l — wal +12 (w3 + (,4)2)]

[—w1 +T (w3 +w2)] A .

Em suma, obtemos
dy =[w1 —T (w3 —wy)] Ay e df = [—w +T (w3 +w2)] A4,

que sdo condi¢Oes necessdrias e suficientes para que <y e § sejam completamente

integraveis, mostrando assim que as 1— formas

A

O:=w —T(ws—wy), Q= —w +T (w3 +wy),
sao fechadas, isto é,
d@ = 0, d@ = O/

para as solugdes das equagdes (3.3.16) e (3.3.16), respectivamente. E, portanto, sdo as
leis de conservacado para Z = 0. [
Observagio 3.24. O significado geométrico das equagdes de (3.3.10) e (3.3.11) é que elas
determinam as coordenadas geodésicas na superficie pseudo-esférica M [5].

Os pseudo-potenciais sdo uma generalizacdo das leis de conservacéo:
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Definicao 3.25. ([17], Defini¢do 3.3) Uma fungdo de valor real I' é um pseudo-potencial
de uma equacdo diferencial = (x, tu,..., %) =0, m,n > 0, se existem funcoes
suaves f, g dependendo de I', x, t, u e um ntmero finito de derivadas de u, de modo
que a 1— forma

Qr =dI' — (fdx + gdt)

satisfaz
er =0 mod Qr

sempre que u (x,t) é uma solucdo de & = 0.

Em outras palavras, I' é um pseudo-potencial para E = 0 se e somente se f; = gy

sempre que I'y = f, It = g e u (x, ) for uma solugdo para & = 0 (ver [18], pg. 72).

Observagio 3.26. ([17], pg. 247) Se as fungdes f e ¢ que aparecem na Definigdo 3.25
ndo dependem de T’, essa funcdo I' ¢ um potencial para a lei de conservagao original

fdx + gdt da equagdo E = 0.

Proposicdo 3.27. Uma equagio diferencial E = 0 € do tipo pseudo-esférico se, e somente se,

admitir um pseudo-potencial quadrdtico.

Demonstragio. Suponha que a equagdo diferencial & = 0 é do tipo pseudo-esférico. Pela
Proposicdo 3.23, nas equagdes (3.3.10) e (3.3.11), temos que I' e I sdo pseudo-potenciais
quadréaticos para E = 0. Portanto, a equagdo Z = 0 que descreve PSS admite um
pseudo-potencial quadréatico.

Reciprocamente, suponha que a equacgdo diferencial & = 0 admite um pseudo-
potencial quadrético I' com 1— forma associada Qr = dI' — (fdx + gdt) em que f =

a+bT +cI? e g =a+bl+cl?. Observe que
dl' — (fdx + gdt) = (Tx — f)dx+ (I't — g) dt.

Por definicdo, temos que,
er =0 mod Qr

sempre que u (x, t) for solu¢do de E = 0, e entdo, o sistema
Li—f=0,  Ti—g=0,

ou seja,
Ty =a+0bl+cI? Ty =a+0bl+cl?, (3.3.17)
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é completamente integrével em solugdes de = = 0 e, pela diferenciabilidade, temos que,
I'yxt = I'ty, portanto, desenvolvendo separadamente cada uma dessas derivadas parciais

e substituindo as equagdes do sistema (3.3.17) adequadamente, temos, por um lado, que

Tyt = ap + bT + bTt + T2 + 2cI'T}
=a;+bT+b (E +0T + El“z) + ¢ T2+ 2cT <E +bT + EF2) (3.3.18)
= (a; +ba) + <bt +bb+ 2cﬁ> T+ <bE +or+ 205) T2 +2ccl®,
e, por outro lado,
iy = @y + byl + BTy + Co T2 + 20T Ty

=y +bxI +b (a+ 0T +cI2) + 0, [% +2¢T (a+ 0T +cI'?) (3.3.19)

= (ﬁx + Ea) + (Ex +bb+ ZEa) T+ (Ec +Cy + 2619) 2+ 2¢cT3.
Igualando (3.3.18) e (3.3.19), obtemos as equagdes
a;+ba =1a, +ba, by +2ca = by + 2¢a, ct+chb =0y +0b, (3.3.20)

as quais sdo satisfeitas em solugdes de & = 0. As equagdes (3.3.20) sdo a condigdo de
compatibilidade do sistema (3.3.17), que é uma condic¢do necessdria e suficiente para
que o sistema (3.3.17) admita uma solugdo. Agora, tomando as 1— formas associadas

w;j, i=1,2,3, como sendo
wyq = bdx + bdt,
wy = (—a+c)dx+ (—a+c)dt, (3.3.21)

w3=—(a+c)dx— (a+7c)dt,
temos que,
dwy = db Adx +db A di = (Ex —bt> dx A dt,

dwy=d(—a+c)Ndx+d(—a+c)ANdt=[(—a+7), — (—a+c),|dx Adt,

dwz=—d(a+c)Ndx—d(@+c)ANdt=—[(@+c), — (a+c),]dx Ndt.
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w3 Awy=[—(a+c)dx— (a+c)dt] \N[(—a+c)dx+ (—a+7)dt]
=[—(a+c)(—a+c)+(a+7c)(—a+c)|dx Ndt
= (2ca — 2ac) dx A dt

w1 A\ws = <bdx+bdt> —(a+c)dx — (a+c)dt]

b(@+c)+b a+c)] dx A dt

-
(b bc+ba+bc>dx/\dt

w1 A ws :(bdx+bdt) —a+c)dx+ (—a+2)dt]
[b —a+¢c)—b( a+c)]dx/\dt

bu+bc+ba—bc> dx A dt.

Note que dx Adt # 0, pois é uma base para o espaco de 2— forma diferencial em
M = (U, g) espago Riemanniano bidimensional.

Diante do exposto acima, em suma, temos que:
dw, — w3 Awy = (Ex+2a6—bt —ZCE) dx Ndt =0,
dwy — wy A ws = (at+bﬁ—ﬁx—Ea+5x+b5—ct—Ec) dx Ndt =0,
dws — w1 A wy = (—ﬁx —ba+a;+ba — ¢y —bE+ct+Ec> dx ANdt =0,

em solucdes de = = 0. Portanto, a equacdo Z = 0 descreve PSS. O






UMA EQUACAO DE NOVIKOV DO
TIPO PSEUDO-ESFERICO

Neste capitulo aplicaremos os conceitos até agora desenvolvidos para estudar a equacdo

descoberta por Novikov (em [15], Teorema 3, eq. 17, pg. 9)
(1 - 62D§> up = Dy (2 — €Dy) (1+eDy) 12, (4.0.1)

d 02 . .

— e D2 = —, do ponto de vista de superficies pseudo-
. dx Y 0x?

esféricas. No que segue, consideraremos € = 1.

em que u = u(x,t), Dy =

Os resultados deste capitulo seguem organizados da seguinte forma: na Sec¢do 4.1
apresentaremos alguns resultados preliminares. Na Secado 4.2 usaremos o Lema 7.2 do
artigo [6] para mostrar que a equacdo (4.0.1) descreve superficie pseudo-esférica, a seguir
o Teorema 3.4 do artigo [21] para encontrar suas 1— formas associadas e mostraremos
que elas satisfazem as equagdes de estrutura que caracterizam uma superficie de
curvatura Gaussiana —1. Estes desenvolvimentos mencionados para a Segdo 4.2 sdo os

resultados originais do trabalho.

4.1 RESULTADOS PRELIMINARES

O primeiro resultado enunciado nesta se¢do serd de grande valia para isolarmos,
dentre as equagdes descobertas por Novikov em [15], aquelas do tipo pseudo-esférico
satisfazendo determinadas condi¢oes descritas em [21].

As vezes, por simplicidade, usaremos a seguinte notagao:
Z0 = U, Z0,¢ 1= Ut, Z1 = Uy, 2 1= Uyy, Z3 1= Uxyx.
Lema 4.1. ([6], Lema 7.2, pg. 5363. ) Seja A uma constante. Suponha que uma equagdo do tipo
zot — 2o = Azoz3 + G (20,21, 22) , G#0,A#0,

descreva superficies pseudo-esféricas, com 1— formas associadas w; = fidx + fppdt, 1 <i <3,

em que f;; sio fungdes reais diferencidveis de zx, da forma fs = psf11 +1s, ps, s € R, s =2,3,
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se existem funcoes diferencidveis ¥ =¥ (z9,21) e h = h (29 — 22) , com h' # 0 satisfazendo pelo
menos uma das seguintes condigdes:
1.G= (z1¥;, +20¥, + m‘I’)/h/, com0#meR;

2.G=—-A (21A+zozlh/ +mqyzq + mp_z;_)/h/, com my,my € Remy #0;

3.G = [Zzl/]zl + 21, + My — Azozih — (Azq + Amyzg + mp) h] / K, com my e my sio cons-
tantes tais que (my,my) #0;

4.G = A(z120 — 22021 — mz1/ T F 22/ T) + e (12020 & 21 + m2z2) @ (20) £ €74 (12021
+T2120 + mz1 £ 22) @ (2) + 22749 (29) comm, T € R, ¢ (29) #0, T > 0;

5. G = A (22120 — 32021 — mpzq) + m10% (023 + 212 + 220z + moz1) , com my,my, 0 € R,
e #0.

O resultado enunciado a seguir serd de fundamental importancia para obtermos as 1-

formas associadas a equagdo diferencial (4.0.1).

Teorema 4.2. ([21], Teorema 3.4, pg. 4906) Suponha que uma equagdo do tipo
zot — 2o = Azoz3 + G (2,21, 22), G#0,A#0,

descreva superficies pseudo-esféricas, com 1— formas associadas w; = fiydx + fipdt, 1 <i <3,
com fij fungdes reais diferencidveis de zy, satisfazendo fs1 = psfi1+1s, ps, s € R, s = 2,3.
Entdo ¢ = ++/1+ u? (Amyzo + mp) # 0 se, e somente se,

G=1 [Zzl/J,Zl + 2112y + M1 — Azozh — (Azy + Amyzo +my) h] /

fu=h, fi2 = —Azoh +1,
fa=phEm/1+p?,  fo=—Auzoh+pp £ my\/1+p2,
fa1 = £/ 1+p2h+mp,  fz =1/ 1+u? (¢ — Azoh) + umy,

onde u, A, my, my € R, (Amq)? + m3 #0, h(zo — z2) e Y (2o, 21) sdo fungdes reais e diferen-
cidveis, com W # 0.
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4.2 RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta segdo apresentaremos os nossos resultados bem como suas respectivas demons-

tragoes.

Teorema 4.3. A equagido de Novikov (4.0.1) pertence a classe de equagdes do Lema 4.1 e,

consequentemente, é do tipo pseudo-esférico.
Demonstragdo. De inicio, notemos que
(1 —D3) us = Dy (2 — Dy) (1+ Dx) u?
= Dy (2 — Dy) (u® + Dy (u?))
= D, [2(42+ Dy (7)) ~ D (5 + Ds (1))}
= Dy [2u® + 4ty — (2utty +2u2 + Uity )]
= Dy (2u? + 2uuy — 2u2 — 2uilyy)
= 4utty + 202 + Ul gy — Slhylyy — 2Uyllyy — 2Ullyyy
= —2Ullyxy + (41tthy + 203 + 2ty — 6Uyllyy) .

Logo

Mt - utxx = _zuuxxx + <41/l1/lx + 2”% +2uuxx - 6quxx> .

Pela classificacdo do Lema 4.1, segue que:
204 — 2240 = Azoz3 + G (20,21, 22) ,

comA=-2e

G =4zpz1 + 22% +2z0zp — 62125.

Agora, verificaremos se esta equacdo satisfaz algumas condi¢des do Lema 4.1.
Podemos ver de imediato que ndo existem fungdes ¥ e h que satisfazem G nos itens
1,2,4 e 5 do Lema 4.1. Ja no item 3 essas fungdes existem, como mostraremos a seguir,
ou seja, mostraremos que existem as fungdes ¥ e h as quais tornam o item 3 do Lema
4.1,
G=|22¥; +z1¥, +m ¥ — )\zozlh/ — (Az1 + Amqzo + my) h] / h/, (4.2.1)
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com my e my constantes tais que (my,my) # (0,0), equivalente a
G=4zpz1 + 22% + 22027 — 6212>.
Suponhamos que as funcdes suaves ¥ = ¥ (z0,z1) e h = h (zg — z2) , com ' # 0 sejam
Y =azpzq + bz% + cz%, coma,b,c € R,
h=zy— 2z, my = 0.
Derivando ¥ com respeito a zg e z1, e também derivando /1 com respeito zp, obtemos
Y., = azy +2cz, Y., =azy+2bz, no=1. (4.2.2)
Substituindo (4.2.2) em (4.2.1) e lembrando que A = —2, temos
G =25 (az +2bz1) + z1 (az1 + 2czq) + my (azozy + bz2 + cz3) + 220z
+ (221 4+ 2myz9) (zo — 22)
= azozp + 2bz125 + az% + 220z + myazozy + mybz3 + myczd + 420z,
—27z129 + 2mlz(2) — 2mqzozy
= (2c+ mya+4) zpz1 + (a + myb) z% +(a—2mq) zozo + (2b — 2) 2125
+my (c+2) z3.

Por outro lado, sabemos que G = 4zpz; + 22% +2z0zp — 6z1z2. Comparando os coeficientes,
temos o seguinte sistema
(

2c+mia+4 =4,

a+mb=2,
a—2mq =2, (4.2.3)

2b—2 = —6,

my (c+2) =0.

\
Uma vez que m; # 0, decorre das duas tltimas equagdes de (4.2.3) que b = ¢ = —2.

Sendo assim o sistema (4.2.3) reduz a
mia =4,

a—2m; =2.
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Como my # 0, obtemos a = mil. Dessa forma, da segunda equagdo obtemos m? +my — 2 =

0, ouseja, m; = -2 ou mj =1, 0queimplica que a = —2 ou a = 4, respectivamente.

Portanto, encontrando os valores de a,b e ¢, podemos concluir que

4
Y=—z9z1 — 22% — 22(2), param; = —2oump = 1.
my

Concluimos que a equagdo (4.0.1) satisfaz o Lema 4.1 tomando as fun¢des

4 /
Y=—zpz1 —222—-223, h=zp—2z, h =1,
my
A=-=2, m=-—2 ou m=1, my=0.

O

Agora, usaremos o Teorema 4.2 para encontrar o terno {wj, wy, w3} de 1— formas

que caracteriza as superficies associadas a equagdo de Novikov (4.0.1).

Teorema 4.4. Sejam A = —2 e my = 0. Sejam ¥ = ¥ (z9,2z1) e h = h(z¢g — z2) fungdes

diferencidveis definidas por
4
Y = —z0z1 — 222 — 223,
" 1 0
1
h=zy— zy, my=-—2 ou mp=1.

Entdo as 1— formas associadas a equagio de Novikov (4.0.1) sdo

w1y = hdx + (2zoh +¥) dt,

Wy = <yhim1\/1+y2> dx +u (2zoh +¥) dt, (4.2.4)

w3 = <i 1+ u?h+ mm) dx + /1 +u? (2zoh +¥) dt,
com y um pardmetro real.
Demonstragdo. Por hipétese, as fungoes ¥ e h com os pardmetros, em suma, sdo

4 ’ 2 /
Y=—z0z1 —22] —2z5, h=2z0—2, h =1,

mq

A=-=2, m=-2 ou m=1, my=0.
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Substituindo-os nas f;; do Teorema 4.2 obtemos as fungdes f;; para equacéo:

fuu=h, fio =2z0h + ¥,

fo1 = ph £ my\/1+ 2, f22 = pfra,
far= £\ 1+ p2htmp,  fao =1+ 12 fio,

com y um parametro real. Assim, obtemos as 1— formas w; = fiydx + fpdt, 1 <i <3,

para equacao. O

A seguir, mostraremos que as 1— formas encontradas no Teorema 4.4, satisfazem as

equagdes de estrutura de superficies cuja curvatura Gaussiana é K = —1.

Teorema 4.5. As 1— formas (4.2.4) associadas a equacio de Novikov (4.0.1) satisfazem a equagdo

de estrutura de uma superficie pseudo-esférica.

Demonstragio. Vamos verificar que as 1—formas (4.2.4) satisfazem as equagdes de es-
trutura (3.1.1) sempre que zg (x,t) for uma solugdo da equacdo de Novikov (4.0.1).

Para isto, notemos que o diferencial exterior de cada 1—forma w; é dado por: dw; =

dfil Adx + dle A dt em que dfll = (ﬁ-l)xdx + (fil)tdt e dle = (fl'z)xdx + (fiZ)tdt/

2

1 <i < 3;além disso, dx Adx = dt ANdt =0, dx Ndt = —dt Ndx e (m——ml) =1
1

param; € {—2,1}.

Verificando a primeira equagdo das equagdes de estrutura: (dw; — w3 A wyp = 0)
dwy = d [fr1dx + fipdt] = dfi1 Ndx +dfip Ndt
=dh Ndx+d (2zoh+¥) A dt
= (hydx + hdt) A dx + 2 (hzydx + hzopdt + zohydx + zohedt) A dt
+ (Wxdx +¥idt) A dt
= (he) dt Ndx +2 (hzq + zohy) dx A dt + (Yy) dx A dt

= [—ht + 2hzy + 2zohy + ¥y | dx A dt

4
= {— (zo —22);+2 (20 — 22) 21 + 220 (20 — 22), + <m—2021 — 272 — 22%) } dx A dt
1

X

4 4
= {— (zo — z2); +2 (20 — 22) 21 + 220 (21 — z3) + — 2% + — 2022 — 42122
mq mq

—4zpz1] dx A dt,
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w3 A\ wy = [fa1fo2 — faofar]dx Ndt

= {(:l: 1+y2h+m1y) yflz—(:l: 1+y2f12) (yh:i:m“/1+y2)}dx/\dt

= [mp? — my (1+p?)] frodx Adt = —my frpdx Adt = —my (2z0h +F) dx A dt
= —my [220 (zo — z2) + mizozl — 222 — 22%} dx A dt
1

= [2m1z0zo — 42021 +2my23] dx A dt.

Assim,

4 4
— 2
dwi — w3 ANwy = |:— (ZO — Zz)t — 2z09z3 + m—lzl + m—12022 — 62120 — 2mM1z027

+4zoz1 — 2myz3) dx A dt

2 2
= {— (zo — 22); — 22023 + 4221 +2 (— — ml) z2+2 (— — m1> 2022
nmq mq

—62z12p| dx N dt
= [~ (z0 — z2); — 22023 + 42021 + 223 + 22025 — 62122 dx A dt
= [E]dx A dt,
com E = 0 sempre que zg for solugdo da equagdo de Novikov.

Verificando a segunda equagdo das equagdes de estrutura: (dwy; — wy A w3 =0)

dwr, =d [f21dx +f22dt] =dfy; Ndx +dfyp Ndt

=d <yh:|:m“/1+y2) Ndx +d [u (2zoh +¥)] A dt

=y (hydx + hedt) A dx +2p (hzidx + hzodt + zohydx + zohedt) N dt
+u (Yxdx +¥edt) N dt
=y (hy) dt Ndx +2u (hzy + zohy) dx Ndt +pu (¥y) dx A dt

= u [—ht + 2hzy + 2zphy + ¥y dx A dt

4
= |— (20 —22); +2 (20 — 22) 21 + 220 (20 — 22) , + (m—zozl — 222 — 22%) ] dx N dt
i 1

X

4 4
=y |—(z0—22);+2 (20 — 22) 21 + 220 (21 — 23) + m—z% +—2z0zp — 4212
L 1 m

—4z0z1] dx A dt

4 4
=u |— (20— 2z2); — 22023 + m—z% +—202zp — 62122} dx A dt,
L 1 my
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w1 ANws = [fi1fz2 — farfio] dx A dt
= {h (im (2zph +‘I’)) — (j: 1+ u?h+ mly) (2zph +‘I’)] dx A dt
= —myp (2zoh +¥) dx N dt
= —myp {220 (zo — z2) + milzozl — 272 — ZZ%] dx A dt

= 1 [2myzozo — 4zoz1 +2myz3] dx A dt.

Entdo,

4 4
dwr, — w1 Aws = {— (z0 — 22); — 22023 + —z% + —202zp — 62122 — 2M120Z>
nmy my
+4zgz1 — 2myz3] dx A dt
2 ) 2
= |— (20 —22); — 22023 +420z1 +2 | — —my | 27+ 2 — —my | 2022
mq mq
—6212p) dx A dt
= 1 [— (20 — 22); — 22023 + 42021 + 223 + 22025 — 62122 dx A dt
=M

[E] dx A dt,

com Z = 0 sempre que zg for solugdo da equagdo de Novikov.

Por fim, vamos verificar a terceira equacdo das equacdes de estrutura: (dws — w1 A wy = 0)

w1 A wy = [f11f22 — fo1f12) dx A dt

= {h-y(220h+‘I’) - (yh:l:mm/1+y2) (2zph +‘I’)} dx A dt
= [:Fm“/lﬂﬂ (2zoh+‘1’)] dx A dt
= Fmy\/1+ u? [220 (zo — z2) + milzozl — 222 — ZZ%] dx A dt

= £/ 1+ p? [2myz0zp — 4zoz1 +2myz3] dx A dt,
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dws = d [fardx + fadt] = dfsi Adx +dfap A dt
=d [i 1 +y2h+m1y] Ndx+d [im(220h+‘1’)] A dt
= 4/ 1+ p? [hydx + hydt] A dx £+ 24/ 1 + p? [hz1dx + hzg dt + zohydx + zohedt] A dt
/14 12 [¥aclx + ¥iclt] A dt

= /1 + p2 [he] dt ANdx +24/1+ u? [hzy + zohy| dx A dt + /1 + u? [Py] dx A dt

= 4/ 1+ pu? [—hy + 2hzy + 2zphy + ¥y dx A dt
=+ 1+‘112 [— (Z() —Zz)t+2(20 —Zz) z1 + 2z (Zo —Zz)x

4
+ (—2021 — 222 — 22%) 1 dx A dt
mq x

4 4
=44/1+u2 [— (zo — 22); +2 (20 — 22) 21 + 220 (21 — 23) + — 27 + — 2022
mq mq
—4z12y) — 4zoz1| dx N dt
2 4 , 4
=d4/1+pus|— (Z() — Zz)t — 22023 + —z7 + —2Z0pZp — 62122 dx N dt.
my mq
Entao:
_— 4 , 4
dwz — w1 Awy = £4/1+p? | = (20 — 22); — 22023 + P e 62129 — 2mM1z02>
1 1
+4zgz1 — 2myz3] dx A dt

2
=+4/1+u? {— (20 — 22); — 22023 + 42021 +2 (m—l — m1> z2

2
+2 <— — ml) 2020 — 621221 dx N dt
my

= £/ 1+ p2 [~ (z0 — 22); — 22023 + 42021 + 225 + 22025 — 6212 dx A dt

=44/1+pu? [E]dx A dt,

com E = 0 sempre que z( for solucdo da equacdo de Novikov. O

Observagio 4.6. Sejam w; e wy as 1— formas em (4.2.4), segue que

w1 Awy =+4/1+p? (2m1uuxx —duu, + 2m1u§> dx Ndt.
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Seja ¢ = ¢ (x,t) uma funcio real (suave) nado-trivial com dominio U C RR?, tal que
U > (x,t) = 2mipdyy — 4pdy +2m1d2 é igual a zero no maximo em um conjunto de

medida nula. Se u = ¢ (x, t) for uma solugdo de (4.0.1), entdo,

2 Utk — AUty + 212 = 2myPPxx — APy + 2m1 3 # 0.

u=¢(x,t)

Portanto, a fungdo ¢ (x, t) é uma solugdo genérica de (4.0.1).

Proposicio 4.7. As solugdes genéricas u : U C R?> — R da equagio de Novikov (4.0.1) podem
ser fornecidas explicitamente da sequinte forma:

1. Quando my = —2, u (x,t) é dada por u (x,t) # +v/ae=% + b, em que a e b sio escalares.

2. Quando my =1, u (x,t) é dada por u (x,t) # f (t) e¥ +b e u (x,t) # £Vae2* + b, em que
f (t) é uma fungao diferencidvel de t, e a, b sdo escalares.

Demonstragio. De inicio, vamos mostrar que se u (x,t) é uma fungdo tal que

2miullyy — 4y + 2m1u§ =0 (4.2.5)
2
em um aberto U C R?, entdo u (x,t) = i\/zx (t) exp (m_x> +B(t), em que a (t) e B (t)
1

sdo fungodes diferencidveis. Notemos que

<2m1uux — 2u2> = 2M Ul — 4UUy + 2m1u§ =0,
X

e, entao,

2myuuy, — 2u® = 1 (t) (4.2.6)

em que c1 (t) é uma fungio diferenciavel de t. Tomemos y = u?, e, derivando ambos os

lados com respeito a x, obtemos que yy = 2uu,, assim, a equagdo (4.2.6) torna-se

2 1

Yoy = oo (1), (427)

Multiplicando (4.2.7) pela fungédo fator de integracao:

2x

x 2
i(x,t) =exp (— —d(:) —e ™M,
mq

obtemos
2x 2x 2x

2 1
yre M — —ye "™ = —¢y(t)e ™,
m
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e, dai, concluimos que
2x 2x

ye M| =—¢cq(t)e 1.

Integrando com respeito a x, obtemos que

2 . 2x
= 1 iad
ye " = —5C (t)e ™ +¢p (1),

em que c; () é uma fungdo diferencidvel em f. Diante disso, temos

Como y = u?, e, fazendo a (t) :=c; (t) e B (t) := —%cl (t), temos que

() = :I:\/oc () exp (z—x) FB (D), (42.8)

em que « (t) e B (t) sdo fungdes diferencidveis.
Se u (x,t) também for uma solugdo de (4.0.1), entdo, substituindo-a na equagéo (4.0.1),

por um lado, temos que

por outro lado,

3

2
ms+mq — 2 2
—DUthyry + Attty + 2% + 2Ull ) — Ollyllyy = 4 (g +1 = 2) a () exp (_x) .
m
1

Note que m% +my —2=0param; € {—2,1}, assim (4 —uyy), =0,isto é, a (t) =ae
B (t) = b sdo constantes. Se m; = —2 entdo u (x,t) = £Vae XY +b e se my = 1 entdo
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u (x,t) = £V ae2X + b. Além disso, para m; = 1 temos que u (x,t) = f (t) e¥, em que f (t)
é uma fungdo diferenciavel de ¢, satisfaz tanto a equagdo (4.2.5) como (4.0.1). Portanto,
essas sdo solucdes ndo genéricas de (4.0.1), uma vez que satisfazem (4.2.5) em um
subconjunto aberto U. Concluimos assim que as solugdes genéricas sdo descritas como

acima nos itens 1 e 2. OJ

Considere a fungdo u (x,t) = e¥%, ¢ € R, solugdo da equacdo de Novikov (4.0.1),
obtida em [19]. Ao restringirmos as 1— formas {wi, wy} (4.2.4) a solugdo u (x,t),

obtemos que

w1 [u] =4 <— — 1) 2=t gy, wy [u] = £myy/1+ p?dx +4p (mil — 1> 2=t gy

(w1 Awy) [u] = £44/1+ 42 (my — 1) 25 Ddx adt,  (x,t) € R

x—ct

Para mj = —2, a fungdo u (x,t) = e*~, c € R, é uma solugdo genérica para a equagao

(4.0.1), uma vez que

(w1 Awy) [u] = T124/1+ u22Ndx Adt #0,  (x,t) € R?,

2 2

e, portanto, a restrigdo do tensor métrico ¢ = wi + w5 a solugdo u (x,t) é dada por

gluj=4 (1 " ”2> dx® & 24y /1 + p2e2~Ddxdt + 36 (1 + Vz) et gg?,

Desse modo, o par (IR?, ¢ [u]) consiste em uma familia de superficies pseudo-esféricas.
Enquanto, para m; = 1, temos que a funcio u (x,t) = ¢*~, ¢ € R, ndo é uma solugdo

genérica para a equacdo (4.0.1), uma vez que

(w1 Awp) [u] =0, (x,t) € R?,

2 2

e, portanto, a restricao do tensor métrico ¢ = w5 + w5 a solucédo u (x,t),
¢ 1 > ¢

Qlul = <1 + y2> dx?,

nao define uma métrica Riemanniana de curvatura Gaussiana K = —1 no dominio da

solugdo u (x,t).
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Exemplo 4.8. A equagdo de Novikov (4.0.1) é geometricamente integravel, uma vez
que as 1— formas (4.2.4) ddo origem a uma familia a 1— paradmetro de superficies
pseudo-esféricas. A equagdo (3.2.2) implica que as matrizes X e T sdo:

h mq

Quh +¥¢
X=tas™ T=
At B 2

4,

4
em que ¥ = Pl LR —2u2 —2u, h=u—uyy, m € {-2,1} e
1

u 1F/1+u? +y/1+u? —pu
A= , B = .
].:i:\/l'i“lxlz —]/l ‘u :F 1+I’l2

Diante disso, a equagdo de Novikov é a condi¢do de integrabilidade do problema linear

0y = Xv e v; = Tv com valores em s (2,R), v = (vq (x,1), 05 (x,t))7 . Notemos que

2
A2:< 0 0 > AB:< u 17 /1+u );A,

0 0 1+/1+u>  —u

i 1F /1+u2
BA = — = —A.
1+/1+p?>  —pu

Assim, temos que

2uh+¥Y h
DxTz&A, DiX = LA,
2 2
2uh+¥Y 2uh+¥Y 2uh+¥Y
XT=h? T2 p2 2 X pa ”4+ A,
TX:hzuh+‘PA2+m12uh+‘I’AB:mlzuh+‘I’A’

entao,
(Quh+Y¥), —hy+my (2uh+¥)
2

DyT —DiX+TX - XT = A.

Observe que
4 2
2uh+YY = —2ullyy + —uuy — 2u%,
my

4 4
(Zuh +‘P)x = _Zuuxxx + m_ugc + m_luuxx - 6uxuxx,

81
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e, dai, temos

4 4
(Ruh+Y), —hi+my Quh+¥) = —2utiyyy + m—lu,% + m—luuxx — Ollyllx — (U — Uyy),
— 2 Ul + AUttty — 2myu

2
= —2Ulyyy + 44Uty +2 (— — ml) uj%
my

2
+2 (_ - m1> uuxx - 6”xuxx - (u - uxx)i,,

2
em que (m— — ml) =1 para my € {—2,1}. Portanto,
1

— Uty + AUty + 202 + 2Ullyy — Olixtiyy — (U — Uxy),

DT —DiX+TX — XT = >

4,

isto é, DyT — D:X + TX — XT = 0 sempre que u(x,t) for solugdo da equagdo de
Novikov (4.0.1). Ou seja, a equagdo de Novikov (4.0.1) é a condicdo de integrabilidade

do problema linear vy = Xv e v; = Tv com valores em sl (2, R) .

Observagio 4.9. Um problema linear de primeira ordem serd deduzido no préximo
capitulo a partir da existéncia de um pseudo-potencial quadrético para a equacdo de

Novikov.



RESULTADOS ANALITICOS PARA
A EQUACAO DE NOVIKOV

Neste capitulo, usaremos o fato da equacdo de Novikov (4.0.1) ser do tipo pseudo-
esférico para encontrar seu pseudo-potencial quadrético, a partir do qual encontraremos

um numero infinito de quantidades conservadas, locais e ndo-locais.

5.1 UM PSEUDO-POTENCIAL QUADRATICO PARA A

EQUACAO DE NOVIKOV

Lema 5.1. Para equagio de Novikov (4.0.1) temos a seguinte relagio

1 1
(U —Uyy), =2 (—u2 — uux) +2my (—u2 - uux> , m € {-2,1}. (5.1.1)
ml XX ml X

Demonstragio. Por um lado, temos, que

(1/[ - uxx)t = _zuuxxx + 4uux + 2”% + 2uuxx - 6uxuxx,

1 1
por outro, tomando Y := 2 <—u2 — uux) +2m; (—uz — uux> , temos que
ml XX ml X

2 2
Y=2 (—uux — Uty — U2 ) +2my [ —utty — Uty — U2
mq x mq

2 5, 2 2 ”
=2 || —uy+ —Ulyy — Uxlyy — Ullyxy — 2UxUyyx | + M1 | —Uly — Ullyy — UY
mq mq my

2 2
= —2Ulyyy + 4Ully + 2 (— — m1> u% +2 (— — m1> Ulyy — OU Uy
mq mq

_ 2
= —2Ulyxy + 44Uty + 205 + 2Ullyy — OUxUxy,

2
em que (m_ — ml) =1param; € {-2,1}. O
1
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Agora aplicaremos a Proposicdo 3.23 a equagdo de Novikov com as 1— formas

determinadas por (4.2.4):

Teorema 5.2. Sejam w; = fpdx + fipdt, i = 1,2,3, determinadas por (4.2.4). O sistema

Pfaffiano (3.3.11) torna-se entdo
29y = (,/y2+1+;4> (t— gy +m7) Y> — 2 (U — tyy) ¥
+(\/y2+1—y> (U — thyy —my),

(V) o () (o),

Além disso, obtemos a lei de conservacio

_ 1 2 2 1 2
(4 —Uxx +m1) ¥], = {2 (m—lu —uux>x'y+2m1 <1/,u +1—y) <m—1u —uuxﬂx,

(5.1.2)

(5.1.4)
em que my € {—2,1}.
Demonstragio. Explicitando o sistema Pfaffiano (3.3.11), temos que
2 ydx + 2y4dt = 2dy = w3 — wy — 2ywy + Y2 (w3 +w»)
= (fgldx +f32dt> — (f21dx +f22dt) — 2’)’ (fndx + flzdt)
+’)/2 (f31dx + fgzdt + f21dx + fzzdt)
= [(fa1+ f21) v* — 27f11 + fa1 — far] dx
+[(fao + f22) v* = 2vf12 + fao — fao] dit,
e, portanto,
27y = (fa1 + f21) v2 = 27 f11 + f31 — f1,
(5.1.5)

27t = (fao + f22) v* — 27 f12 + fa2 — f2.

Substituindo as fungdes f;; (4.2.4) no sistema (5.1.5), obtemos (5.1.2) e (5.1.3), respectiva-

mente, ou seja:

29y = (,/],12+1+‘u) (u—uxx+m1)’)’2—2(u_uxx)’)’

+( y2+1—y) (U — thyy — mq),
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[ () () o

Multiplicando a equagdo (5.1.7) por (1 — uxy +m7), Segue que
(U — Uy +m1) Yt = K,/y2+1+y) (= iy +1m7) Y? — 2 (U — Uy +m7) 7Y

+ (\/ﬁ — y> (U — Uyy +m1)} (miluZ - uux)x.

De (5.1.6) temos a seguinte relagdo

(5.1.8)

<\/;12+1+,u> (u—uxx+m1)'yz:27x+2(u—uxx)’y—(\/y2+1—y> (U — Uyy —my).

Adicionando-a em (5.1.8), obtemos que

(U — Uyx+my) Yyt = {27x+2(u—uxx)'y— (\/y2+1—y> (U — Uyy — m7)

—2 (U — Uyy +my) 7y

+ <\/ .uz +1-— ‘u) (U — txx + ml)} (miuz - uux) 519
1 X
= {Zyx—2m17+2m1 (\/y2+1—y>} <miu2—uux) .
1 X

Pela relacao (5.1.1) do Lema 5.1:

1
(U —Uxx), =2 (—uz - uux) +2my (—uz - uux) , my € {—2,1},
xx ny X

temos que (5.1.9) resulta em

_ (L, [roq_ (L 2_
(u uxx+m1)'yt—{2<mlu uux)x'y+2m1< ur+1 y) (mlu uux)]x

— (1 — uxx); .
(5.1.10)
Notemos que

(0 = thex +1m1) Y]y = (= s+ 1100) Y+ (4 = thx) 7,

e, portanto, a equacdo (5.1.10) resulta em (5.1.4). [

85
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Introduzindo .
=/ u2+1+ e —=/u2+1—y,
Ui H H 1 H H

e, aplicando a transformagdo
1
Y= r+—,
U

em (5.1.2-5.1.4) obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.3. A equagdo de Novikov (4.0.1) admite um pseudo-potencial quadrdtico <y determi-

nado pelas equagoes

Yy = g (U — Uy +m7) Y> +my7y, (5.1.11)
L 2
Ye=EN | Ut — Uy | Y, (5.1.12)
mq X
em que 1 é um pardmetro ndo-nulo e, m; = —2 ou my = 1. Além disso, a equagdo (4.0.1) possui

a lei de conservagio dependente de pardmetro

(4 — uxy +my) y], = {2 (iuz - uux> v+ 2 <uux — Ulyy — ui + uzﬂ . (5.1.13)
my x n

X

Demonstragdo. Introduzindo
2 1 /1,2
n=A/u+1+pu e ﬁ: uc+1—p,

1
e, aplicando a transformacgado 7y — v + 5 nas equagdes (5.1.2) e (5.1.3), obtemos, respecti-

vamente, que

1\? 1\ 1
29x =17 (U — Uyy +1m7) (’y+;) —2(u — Uyy) (fy+5)+;(u—uxx—m1)

=1 (U — tyyx +mM7) Y+ 2myy,

= o1 2—2 P2V (L
L A ") Ty N ).

1 2 ) 2
= —u® —uu ,
1 (ml ) x,y

ou seja,

Yx = g (U — Uxx +m17) ')’2 +myy e Yt=H <_” - “ux> ')’2-
X
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Seguindo de forma andloga, agora para a equagdo (5.1.4), obtemos:

{2 (iuz — uux> <’y + 1) +2my (1) <iu2 — uux)]
my x U) n mq X
). (i o= mu, )|
Y+ — | —UUx — Ulxx — Uy + U — T ULy
X n nq X

1 2 2
:{2 (—uz—uux) 7+—{(——m1) uux—uuxx—u§+u2}} ,
nmy x n ny X

2
em que (m_ — m1> =1param; € {-2,1}. O
1

[(Ll — Uxx +m1) ’)’]t

Il
| — |

N
VR
§|_
=

=

)

|

<

<

R

Veremos que as equagdes (5.1.11) e (5.1.12) determinam um problema linear de

primeira ordem para a equagdo de Novikov de uma forma padrao:

Teorema 5.4. Considerando as equagdes (5.1.11) e (5.1.12) tem-se um problema linear de

primeira ordem para a equagdo de Novikov:

0 01 _1 27111 O_ 01 (11)
ox \ v, 20—y (u— gy +mq) 0]\ o ' >

0 0
d [ v 01
o ( ) = (i 2 ) 0 < ) . (5.1.15)
02 M\ 0 — Wk 02
1 x

- . . 01 . -
Demonstragio. De inicio, introduziremos v = —, com v; = v; (x,t) . Assim, a equagao
02

2
“uy _1. _ 91 o1
(vz>x =7 (Ut ) (Uz> T (Uz> ’

2

01,x02 — 0107, 0 01
] x:ﬁ(u—uxx+m1)—%+m1 — .
v5 2 U5

(5.1.11) torna-se:

ou seja,

Em vista disso, temos que
_n 2
U1V — U2xU1 = 5 (U — Uxy +m1) V] + M0V,

e, dai, temos o seguinte sistema:
01,402 = (M101) v,

Ui
Uy V] = — [5 (U — Uyy +m1) V1| V1,
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isto é,
U1,x = M101,
1 (5.1.16)
V2x = 5 (U — Uyx +mq) V1.
Portanto, obtemos (5.1.14):
0 01 _ 1 2m1 0 01
ox \ v, 20—y (u—tg+my) O v |
De forma andloga, obteremos (5.1.15). Substituindo y = % em (5.1.12):
2
1 2
()7 (=), ()
02 /)4 nq x \02
segue-se que
U1,t02 — U401 _ L v}
————— = U —uly | —.
(%) mq x 05
Notemos que
vy, =0,
1 (5.1.17)
U= —1 <—u2 — uux> v1.
mq x
Concluimos assim que
ot = (Lo 0 -
02 n <m1” ””x)x 02
]

Coroldrio 5.5. A condigdo de compatibilidade do problema linear (5.1.14)-(5.1.15) é precisamente

a equagio de Novikov (4.0.1).

Demonstragdo. Derivando (5.1.16) com respeito a t e (5.1.17) com respeito a x, temos,

respectivamente, que:

01,xt = M101 ¢,

(5.1.18)

Vo xt = —g (U — Uxx); 01 — g (U — txx +m1) V14,

vl,tx = 0/

1, 1, (5.1.19)
Doty = —N | —U” — Uy 01— | —U” — Uly 01,x-
pe X

mq mq
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Adicionando as equagdes em (5.1.16) e (5.1.17) nos sistemas (5.1.18) e (5.1.19), obtemos,
respectivamente, que

O1,xt = OI

0 xt = _g (u - uxx)t 01,

Ul,tx = 0/

L, L,
Uppx = —H | — U — Ully v —ymy | —u* —uuy | v1.
ny XX ny x
Fazendo a compatibilidade, isto é, U1 vt = U1y € Upxt = V24, concluimos que vy ¢ =

Ul,tx =0 €,

1 1 1
0=0voxt —Vpx =1 {—E (1 — Uxx), + <m—1u2 — uux) + 1M (m—luz — uux) 1 01,
XX X

e, pelo Lema 5.1, temos que

[— (1 — Uyy)y — 2Ullyxx +4ULy + Zui + 22Uy — 6uxuxx} v1 =0.
Portanto, concluimos que a condi¢do de compatibilidade do problema linear (5.1.14)-
(5.1.15) é precisamente a equagdo de Novikov (4.0.1). O
Coroldrio 5.6. Do problema linear (5.1.14)-(5.1.15), temos que

—_ pmXx
v =e"?,

(5.1.20)

vy —g [(1—m?) [T ue™edE — (ux — myu — 1) e™*],

X
1
(1 - m%) /uemlgdé‘ = {(ux —myu); +2 (m—u2 - uux> ] e, (5.1.21)
1 x
t
em que my € {—2,1} e 5 é um pardmetro real ndo-nulo. Para my = 1, a equagdo (5.1.21) resulta
em
(y —u), +2 (uz - uux> = 0.

X
Demonstragio. Dos sistemas (5.1.16) e (5.1.17): notemos que a solu¢do da equagdo
v1,y = mvy é dada por v1 = e™¥ +¢q tal que ¢c; =¢1 (t). Como v1; =0, entdo c; =0, e,
portanto, v1 = ¢"*. Com isso, segue que

Vpx = —g (U — Uyy +mq) ™%,

1 (5.1.22)
Vo= —1 (m—luz — uux) e'mx,
X

89
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Usando integracdo por partes na primeira equacdo de (5.1.22), segue que
vy = —g [ (4 — tixx +mq) e™¥dx
= —g [Jue™*dx — [ uxxe™*dx +my [ e™*dx]
- _g [[ ue™*dx — (uxe™* — my [ uxe™¥dx) +e™X] (5.1.23)
= —g { [ ue™*dx — [uxe™* —my (ue™* —my [ ue™*dx)] +e™*}
= —g [(1—m?) [ ue™*dx — (uy — myu — 1) e™*] .

Derivando (5.1.23) com respeito a ¢, obtemos

Uyt = —g {(1 — m%) (/ uemlxdx)t — (Uy — mlu)temlx} : (5.1.24)

Comparando (5.1.24) com a segunda equagao de (5.1.22), concluimos que

(1 - m%) (/ uemlxdx) = {(ux — mqu), +2 (Luz — uux> } e,
t my x

5.2 LEIS DE CONSERVACAO PARA A EQUACAO DE

NOVIKOV

As leis de conservacdo para a equagdo de Novikov (4.0.1) sdo obtidas expandindo as

equagdes (5.1.11)-(5.1.13) em poténcias de 7. Uma expansao consistente de y poder ser
v=Y " (5.2.1)
k=1

Teorema 5.7. A expansio (5.2.1) na equagdo (5.1.11) produz um niimero infinito de equagoes

k . .
Vx — MYk — (U — Ux +1117) Z% =0, k>1, (5.2.2)

i=1

em que my € {—2,1}.
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Demonstragdo. De inicio, notemos da expansdo (5.2.1), que

Y=Y v = R sy
k=1

Derivando-o com respeito a x, obtemos

Tx = Z'Yk,x’?_k = 'Yl,x77_1 + 'Y2,x77_2 + ’)’3,x17_3 +....

n=1

Além disso,
Y=y a2 a3 ) (Y a2 e B L)

= (nn t e L)
2 2 (T e R A T )

e R e 0 2/ R e <V
271 VT  Yaya O+

= Vi 2+ 27120 P+ 213 2y T+
+9531 4+ 2703 0+
+73n O+ 273 T+

Substituindo-os na equagdo (5.1.11), yx = my7y + g (4 — tyyx +mq) 2, segue-se que

’Yl,x’7_1 + “Yz,x’?_2 + 73,x77_3 +...=m [7177_1 + 7217_2 + 7317_3 + 7417_4 +.. ]
Ul

+ (U — Uyy +1m17) > (V372 + 271721 2 + 271 yam L

+'y%17_4 + 2')/27317_5 +...
+Y30 7 + 27374 + . ]

= Myt myyan T2 A myysn T L

2
7 B _
+ (1 — Uy +17) [7117 Yty 2+ yvan 3+

7

2
2

V3. _
+2770 + 394 6+...]

+2n 3+ oy T+

2
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V2
= [myy1+ (U — Uy +m7) 71 =1

+ [m1y2 + (U — gy +m7) Y1772) 2

2
+ [ml’)’?: + (U — Uy +1m17) (’h’Ys + %)] 7773

4

+[myys+ (U — ey +my) (Y174 +7273) ]+

Diante disso, concluimos que

2
{'Yl,x —m1y1 — (U — Uyy +M7) %} n1

+ Y20 —m1y2 — (U — Uxx +M7) Y1772) 7772
(5-2.3)

+ [73,3( — my7y3 — (u — Uxy + ml) (')’1')’3 + ?)] 7773

+ Y4y — m1vs — (U — uxx +mq) (Y172 +7273)] 77_4 +...=0,

7

em que o coeficiente do k— ésimo grau de (5.2.3), denotemos por B (isto é, By ~%), é

dado por

EYiTer—i
Br = | Yix — M1k — (U — Uzx +1m7) Z% .
i=1

Usando o fato dos 777 serem linearmente independentes, de (5.2.3), obtemos, que

e
’)’k,x_ml')’k_(u_uxx"'ml)z%:0, k>1.
i=1
[l
Teorema 5.8. As solugdes para as equagoes (5.2.2) sdo

2¢™MX
= (ux —myu — 1) em* + (m2 — 1) [Tu (¢ t) emédg’
v2 = exp [mix+ [ (= gy +my) (E,t) 71 (1) dE], (5:2.4)

Ye=712(x,t) [Tt (& 1) gk (&, 1) dE, k>3,

em que

& Vit
gk=(u—uxx+m1)le+_l, my € {—2,1}.
i=—2
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Demonstragio. De inicio, notemos que as equagdes (5.2.2) sdo dadas por

T

T — [ml + (U — tyy +1m7) 7} 71 =0, Yo — [M1+ (U — Uxx +m1) 11] 72 =0,

Yex — (M1 + (U — txx +m1) 71] 76— 8k =0, k>3,

em que

k=1, ,
Sk = (U — Uy +m7) Z%
i=2

Resolvendo a equagdo quando k=1:

2
i
Yix — M1y1 — (U — Uyy +1M7) 71 = 0. (5.2.5)
Tomemos y = vy !, temos
yri =7 (5.2.6)
Derivando ambos os lados de y = -y ! com respeito a x, obtemos v, = - 241 x, € entdo
~ 71 = MY (5-2.7)

Multiplicando ambos os lados de (5.2.5) por —1 e usando (5.2.6-5.2.7), obtemos

2
’Y%yx + mly’Y% + (U — thyx +1m7) % =0,
e, entao )
Yxtmiy+ o (U — uyx+mq) =0. (5.2.8)

Multiplicando (5.2.8) pela fun¢do fator de integracéo:

X
) =exp ( [Tmde) = em
obtemos
Y™+ myye™* 4+ 5 (U — Uy +my) e™* =0,
e dai, simplificando, resulta que

1
=75 (U — Uyy +mq) e™¥.

Integrando com respeito a x, obtemos

It

Y= L {—1 (U — thyy +mq) e™¥dx + f1 |,
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em que f; = f1 (t). Comoy =, ! e, considerando f; = 0, temos que:

emlx

= — 3 [ (= sy + my) e™M¥dx

Usando integracado por partes, segue-se

—% (U — Uyy +my) e™M¥dx = —% [ ue™*dx + % [ uxxe™¥dx — 5L [ e™¥dx
= —% [ ue™*dx + % [uxe™* —my [ ue™*dx] — %emlx
= —% [ ue™*dx + % [uxe™* —my (ue™* —my [ ue™*dx)]
_Lemy
= — 2 [ ue™¥dx + Jue™* — Mlyem™* 4 mé [ ue™*dx — Jemx
=1 (m? —1) [ue™~dx + % (ux — mju — 1) e™*.
Portanto,

2e1’I’11X
(uy —mqu — 1) em* + (m? — 1) [*uemdg

Agora, vamos resolver a equagdo quando k =2 :

(5.2.9)

T =

Y2,x —M17Y2 — (u — Uyx + ml) Y172 = 0.
Segue que

Y2,x

=my1+ (u — uxx+m1) Y1,
T2

ou seja,
(Iny2), = my + (U — Uyx +1m1) 71

Integrando com respeito a x, obtemos

')/2:exp{/[m1+(u—uxx+m1)'71]dx+f2},

em que f, = f (t) . Considerando f, = 0, temos, que

X
Y2 = exp [mlx +/ (U —Uyx +mq) (G, 1) 71 (C, 1) d@’} .
Agora, vamos resolver a equacdo quando k > 3,

k=1, .
Yiex — (M1 + (U — tyy +m1) Y1) 7 — g6 =0, 9k = (1 — thyy +m7) Z—%%;l_l.
i=2
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Usando o fator de integragdo, ou seja,

X
ity =exp { = [+ (0= ) x| =73,
Segue-se que
TiaYa ' = Yo+ (= e +m1) 1) 7 — 7, '8k =0,

e, simplificando, temos
(m7") =2'se

Integrando com respeito a x, obtemos

Yk =72 U’Y{lgkdx+fk1 ,

em que fi = fx (). Considerando f; =0, obtemos

Ye =72 (x, 1) /x 7{1 (G, t) gk (G, t)dx.

Observamos que para m; = —2, temos a presenca de um termo ndo-local nas fungoes
em (5.2.4) vindo da primitiva da fungdo x — e™*u (x,t), o que nos fornece as leis de
conservacao nao-locais para a equagao de Novikov (4.0.1). Por outro lado, tomando m; =

1, podemos eliminar os termos nado-locais em (5.2.4) e obtemos o seguinte resultado.

Coroldrio 5.9. Para my =1, as fungoes em (5.2.4) obtidas no Teorema 5.8 se reduzem a

1
k-2 (1x — 1 — 1)K elk=1)x

Tk k>1. (5.2.10)

Demonstragio. Sejam <y, k > 1, as fungOes em (5.2.4) e considere m; = 1. Segue, para

k=1, que

rh:ux—u—l'
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Para k = 2, temos

[ x U— Uy + 1
= exp f (1+2Mx ] ((j,t)dé,‘]
—exp | [ (A ) 6y
[ [ —ur+u+1 Uyy — Uy
- f (ux—u—l _Zux—u—l)(g't)dg}
=exp | [7 (—1—2:;“ z )(C t) dc:,‘]

e, portanto,

Para k = 3, segue-se que

7
73:72(x,t)fx72_1 (¢, t) [(”_”xx+1)_2] (¢, t)d¢

=72 (x,8) [* [(n =+ 1) 2| (1),

assim,

1 X U= e+ 1
" (ux—u_l)zex/ [2(ux—u—1)zex] (glt)dg
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Usando integracdo por partes
/ u—uxx+1 dxz—/ uxx—ux2 dx—/ ux—u—l2 dx
(uy —u—1)"e" (uy —u—1)"e" (uy —u—1)"¢*
1 1
=— |- - d
{ (uy —u—1)e* /(ux—u—l)ex x}

1
_/ (ux—u—l)exdx

1
(uy —u—1)e"’

e, assim, concluimos que
1

2 (uy —u—1)%e2x

T3 =
Para k = 4, segue-se que
Ya=72(68) [T (6 8) (4 — e + 1) 1273] (G, 1) dE

=72 (x,t) fx [(u —uxx +1) 93] (¢, 1) dC,
logo,

1 g U—uxe+1
e il P e UL

Usando integracdo por partes

/ U— Uy +1 dx:—/ Uyy — Uy dx—/ Uy —u—1 g
(1x — u — 1) 2% (11 — u — 1) e2x (1 —u —1)% 2%

e, dai, obtemos:

Y4 = .
4(uy—u—1)"ed

Diante do exposto acima, podemos observar que 7, é obtido da seguinte forma:
1

= z , k>1.
2k=2 (yy —u — 1)  elk—1)x

Yk
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A seguir exibiremos a identidade que aparece no Corolério 5.6 para o caso quando

mq = 1.
Coroldrio 5.10. Para my = 1, temos a sequinte identidade

(uy —u), = -2 (uz - uux> . (5.2.11)

X

Demonstragio. Para m; =1 a equagdo (5.1.12) é dada por

2

=1 (uz - uux)x v (5.2.12)

Substituindo a equacgdo (5.2.1) em (5.2.12):

T s = (2 = ) (R 2 2

+yan T+ 270y O+

+Y37 70+ 23ya T+ L),

e, entéo,
[yie = (2 =) v3] 7+ [r2e = 2 (02 = wue) , m72] 72
+ [vs,t —2 (4 — uuy) ('ym + %%)] n? (5.2.13)
+ [var —2 (U2 —uuy) (viva+y2y3)| pt+...=0.

Note que o coeficiente do k— ésimo grau de (5.2.13) (i.e., ockry_k) é dado por

k . .
wy = <7k/f -2 (u2 — uux> Z%) .
Yi=1
Entdo,

k
Vit = <u2 - uux>x Z'}’i'}’kq.lfi, k>1. (5.2.14)
i=1

2
Para k = 1 : temos que 71, = (u? —uuy)_73; usando 41 = —————— obtido no

Uy —u—1
Corolario 5.9, por um lado, temos

Tt = (#)t PN

uy —u—1 (ux—u—l)zl

por outro lado,
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e, portanto, concluimos que

(uy —u), =—2 (uz - uux>x.

Seguindo de mesma forma, para k =2, isto é, 7o =2 (uz — uux)x Y172, substituindo v,

obtido no Corolario 5.9, por um lado, temos
o = 1 B 2(uy —u—1) (uy — u), 5 (uy —u),
g - - ’
(uy —u —1)%ex ; (1 —u—1)*ex (11y —u —1)% ¥

por outro lado,

(u2 — uux)x

(e —u—1)% e’

2 (u2 - uux)x Y172 = 4

e, portanto,
(uy —u), = -2 (uz - uux> :
X

Agora mostraremos que a identidade (5.2.11) aparece para todo k. Seja k qualquer, isto

z

€,
k
Vit = <“2 - ””x)x Y ViVke—is k>1,
i=1

usando que
1

k2 (yy — y — 1)K el

temos, por um lado, que,

Yk k>1,

(ux — u),
2k=2 (1, — u — 1) elk=1)x’

Ykt = —k

por outro lado,
2 (u? — uy) .
(1x — 1 — 1)L elk=D)x

k
2 — . .=
(u uux>x ;’)’z')’kﬂz o

Portanto, para qualquer k > 1, temos que

(uy —u), = -2 (uz - uux>x.
[]

Teorema 5.11. A expansdo de (5.1.13) em poténcias de y produz um niimero infinito de leis de

conservagdo para a equagdo de Novikov (4.0.1):

{[ln(ux—u—l)]x+%(u—uxx)} =—[2w] , k=1,

t (5.2.15)

U—Uyx +1 _ (u? — uity) k>
2(k=2) (11 — y — 1)K elk=1)x o 12678 (g —u - 1)k elk=1)x N
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Demonstracdo. Para encontrarmos as leis de conservacao (5.2.15), vamos substituir as

equagdes (5.2.1) e (5.2.10) em (5.1.13). Primeiro, notemos que a equagdo (5.1.13) é dada
por
(0); = (D), (5.2.16)

em que
p=(u—ux+1)y q):Z(uz—uu) ’y+z<uu — uu —u2+u2>
xx ’ x ; 7 x xx X .
Substituindo (5.2.1) em p :

p=(u—uxe+1) [y Lty 2+ sy 3+ ]

= U=ty + D)y P+ (U=t + 1) Yoy 2+ (U — Uy + 1) y37 2+,
entao
0= U=t + 1)y P+ (U —thy + 1) Yoy 2+ (U — iy + 1)y 2 +... . (5.2.17)
Substituindo (5.2.1) em @ :

(utty — Uity — u2 + u?)

== N

d=2 (u2 — uux)x [')/1;7—1 + 72;7—2 + ,),3;7—3 4 } +
=2 [y (U — uny) |+ sy — uttyy — uf +u?] 1
+ |:2 (uz — uux)x 72] 17—2

+[2 (u? —uuy) 3]y + .,

e, entao

D =2 [y (U® — uity)  + ity — Uty — uz +u?] 577!

+[2 (4 — uuy) 2] 472 (5.2.18)
+[2 (u? - Ully) V3] N3+,

em que o coeficiente do k— ésimo grau é da seguinte forma:

a =2 <u2 — uux>x V-



5.2 LEIS DE CONSERVACAO PARA A EQUAGCAO DE NOVIKOV

Agora, usando as expansdes obtidas para p e ® (isto é, (5.2.17) e (5.2.18), respectivamente)

em (5.2.16), temos que

»
1]
—_

(1 = uxx + 1) 11)y = 2 [11 (02 — i) |+ sty — Uik —u§+u2}x,

»
I
N

»‘
1]
B

—~ —~ —~ — —~
> >~
Il Il
Q1 €Y
~— ~— ~— ~— ~—

em que a lei de conservacdo para o k— ésimo grau é

(1 =ty + 1) i), = [2 <u2—uux)x'yk}x, k> 2.

Agora, vamos substituir as fung¢des (5.2.10) nas equagdes acima. Para k = 1 : segue que

=t +1] 2(u2—uux) 2
¢ Uy —u—1

x+uux—uuxx—ux+u2 )
Uy —u—1
X

Observemos que

=— —1=—1] —u-1),-1,
Uy —u—1 Uy —u —1 [In (10 = u = 1)l

e, além disso, como a equagdo (4.0.1) é uma lei de conservagao

(u_uxx)t :2 (uux_uuxx_ui'i'uz) 2
X

e, entdo,
[ (2
us —uu
o {[ln (ux —u-— 1)]x}t = ZM +UUYy — Ulxy — u% + u2]
Uy —u—1 )
) -
us —uu
- Z% + (1t — ity — 163+ %),
- 4Xx
(u? — Uily) )
- Zm Uyt Ulyxy — Ulxxx — Suylyy + 2Ully
X
- 4 X
2
(u? — ) 1
- ux—u—lx +§(u_uxx)t,
- 4 X
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ou seja,
{[ln(ux—u—l)]x+%(u—uxx)} _ [2(”2_—””)] .

Para k > 2, temos que

(4 —uxx +1) g, = [2 <2uux — Ullyy — ui) 'yk] r

Assim,
2

U— Uy +1 B (u —Mux)x
2 (k—2) (tx — 1 — 1)k p(k—1)x t 2 (k-3) (tix — 1 — 1)k pk—1)x . '

O

As densidades conservadas correspondentes a g, k > 1, que encontramos em (5.2.10)
para my =1, sdo locais. Por outro lado, aquelas encontradas em (5.2.4), para m; = —2,

sdo ndo-locais, uma vez que, as fungdes vk, k > 1, dependem de integragdes de fungdes.

Observagio 5.12. A densidade conservada local também pode ser expressa na forma

integral. Assim, a quantidade conservada correspondente a y; é:

f]R{[In(ux—u—l)]x+%(u—uxx)}dx=f]R [ln(ux—u—l)]xdx+%f]R(u—uxx)dx

o 1 I
= In (1 — 1= 1) [T 5 fyudx — 5 el

1
=5 [ udx,

o0

o0 . z
em que In (uy —u—1)|", =0=uy|" ., e portanto, a densidade conservada é u.

Teorema 5.13. Seja u = u (x,t) uma solugio de (4.0.1). Entdo, para cada k > 2, a 1— forma

U—Uyy +1 2Uly — Ullyy — u%
dx +
2(k=2) (14 — u — 1)k elk=1)x 2=3) (11 — u — 1)K elk=1)x

Wy = (5.2.19)
é exata. Em particular, as leis de conservagdo (5.2.15) sdo triviais.

. d
Demonstragio. Mostraremos que existe uma 0— forma ¢ tal que wy = d¢y = a(])kdx +

0
E‘Pkdt para cada k > 2. Para isto, usaremos as seguintes identidades:

2Ully — Ullyy — ff = (uz — uux) e (uy—u),=-2 <u2 — uux> ,
X X



5.2 LEIS DE CONSERVACAO PARA A EQUAGCAO DE NOVIKOV

em que a ultima advém do Corolério 5.10. Suponhamos que

1
P S (y —u — 1) el=D)x (k — 1)
Segue que
J 1 —(k=1) —(k—1)
= 2 [(u" —u=1) ¢ x} x
L Uy — ) (uy —u—1) Ko U=)x _ ple=1)x ()~ (k1)
2(k—2) x
1 (Uxx —ty) — (hy —u—1)
 2(k=2) (Uy —u — 1)ke(k71)x
B U— Uyy+ 1
 o(k-2) (1 — u — 1)Felk=1x"
e, ;
_ 1 ~(k=1)
317 = 2072 (k1) o 1 (e —u =17+,
1 —k
- TG T = (= 1) (s = )y (1t — = 1) 7]
~ 1 —(ux—u); | 2 (u? — uy)
" o(k—2)p(k—1)x (ttx — 1t — 1)k  o(k-2) p(k—1)x (tx — 1 — 1)k

(u? — uuy)
2(k=3)p(k=1)x (3, — 3y — 1)%

Portanto, concluimos que existe uma 0—forma ¢y tal que wy = d¢y para cada k > 2.
Note que o fato de w ser exata implica de imediato que w também é fechada, uma vez
que dw = d*¢y = 0. O
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CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos equagdes diferenciais do tipo pseudo-esférico, com particular
énfase em equagdes do tipo u; — sy = F (u, Uy, Uy, uxxx). Aplicamos as técnicas
desenvolvidas ao longo dos capitulos 2 e 3 as equagdes de Novikov [15], a partir da qual
conseguimos demonstrar que uma delas é do tipo pseudo-esférico e geometricamente
integravel, capitulo 4. Por conseguinte, a partir desse fato, no capitulo 5 mostramos que
a tal equacdo possui um pseudo-potencial quadratico, do qual obtemos um niimero
infinito de quantidades conservadas, locais e ndo-locais. Estes resultados apresentados
nos capitulos 4 e 5 acerca da equagdo de Novikov (4.0.1) sdo da nossa autoria tendo

como fruto um artigo publicado [9].
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