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Everything should be made as simple as possible,
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RESUMO

Neste trabalho, estudamos dois problemas em dindmica de particulas autopropelidas
em um escoamento bidimensional estaciondrio com barreiras de transporte. No primeiro
problema, consideramos particulas pontuais. Dois protocolos de natagdo, ambos com di-
recdo da velocidade de autopropulséo fixada a priori, foram considerados e comparados
nesse contexto: no primeiro, a velocidade de autopropulsao é constante e, no segundo,
h4 modulagao temporal periddica da velocidade de autopropulsdao. Como resultado
de trabalho anterior, restrito a uma tnica escolha dos parametros envolvidos e ao
caso em que as velocidades médias de autopropulsdo sdo idénticas, era conhecido que
autopropulsdo com modulagdo periddica leva a um transporte mais efetivo, no sentido
de uma maior medida do conjunto de condi¢des iniciais de solugdes ndo confinadas.
Nesta tese, primeiramente fazemos uma explora¢do exaustiva do ganho de eficiéncia em
fungdo dos parametros da dindmica, usando técnicas analiticas e numéricas. A seguir,
estudamos o caso em que a velocidade de autopropulsdo com modulagao peridédica
é, em todo instante, menor ou igual a velocidade constante do primeiro protocolo.
Mostramos que, ainda assim, ha regides do espago de parametros em que a modulagdo
periddica é vantajosa. O segundo problema que estudamos é o da natagdo de particulas
esféricas cuja orientagdo é determinada dinamicamente pelo escoamento. Considera-
mos que essas particulas s6 experimentam autopropulsdo quando sua orientacdo se
encontra numa vizinhanga da diregdo fixada a priori. Como consequéncia, as particulas
estdo sob um campo descontinuo de velocidades. Damos inicialmente uma descrigdo
geométrica do campo de velocidades usando como ferramenta principal a derivada de
Lie. Finalmente, definimos um mapa de Poincaré em primeira ordem no parametro de

descontinuidade e estudamos algumas das suas propriedades.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos descontinuos, mapa da separatriz, teorema de

Melnikov, derivada de Lie, mapa de Poincaré.
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ABSTRACT

We study two problems in the context of self-propelled particles swimming on a steady
two-dimensional flow with transport barriers. In the first problem, we consider point
particles. We compare the transport efficiency of two different self-propulsion protocols.
In both, self-propulsion takes place along a predetermined direction. The first protocol
corresponds to constant self-propulsion speed and the second one corresponds to a
periodic temporal modulation of that speed. Based on previous results valid for the
case of same mean speed and for a specific choice of parameters, we know that the
second protocol is more efficient to promote the transport of particles in the following
sense: it leads to a larger set of initial conditions of solutions which escape. Here,
we first measure both numerically and analytically the relative efficiency of the two
protocols for a broad range of the parameters. Next, we consider the case where the
speed in the first protocol is always greater than or equal to the speed in the second
protocol. We show that even in this situation there are certain parameter regions where
the second protocol is more efficient. The second problem we study corresponds to
the dynamics of spheroidal particles whose orientation is determined by the fluid flow.
We are interested in the situation where the particles only experience self-propulsion
when their orientation is close to a given direction. As a consequence, their velocity
tield is discontinuous. We give a geometric description of the velocity field by using
the Lie derivative as our main tool. At last, we define a Poincaré map which describes
quantitatively the dynamics to first order in the discontinuity parameter and we study

some of its properties.

Keywords: Discontinuous dynamical systems, separatriz map, Melnikov theorem, Lie

derivative, Poincaré map.
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INTRODUCAO

Sistemas Dindmicos e Mecéanica dos Fluidos sdo duas dreas da Matematica Aplicada
historicamente muito préximas. Sua relagdo é tdo intima que mesmo o conceito fun-
damental de fluxo definido por um sistema dindmico a tempo continuo herda a sua
terminologia do contexto de fluidos. O tema de que trata esta tese estd na interface
dessas duas dreas. Estudamos aqui a dindmica de particulas autopropelidas em escoa-
mentos. Nossa motiva¢do vem do grande interesse recente’ por parte de fisicos, bidlogos
e engenheiros no transporte tanto de pequenos organismos e células em natagdo como

de microdispositivos autopropelidos em escoamentos.

Este trabalho abrange o estudo de dois problemas no contexto de particulas auto-
propelidas. Em ambos, as particulas estdo em um escoamento que apresenta barreiras
de transporte para os elementos de fluido e nossa motivagao, em linhas gerais, é investi-
gar as consequéncias da autopropulsdo para a dindmica e o transporte. Consideramos
o regime de ntimero de Reynolds baixo mas, para fins de simplificacdo da andlise,

negligenciamos os efeitos do movimento Browniano.

O primeiro problema consiste na caracterizagdo da dinamica de particulas pontuais
cuja velocidade é, em cada instante, igual a velocidade do fluido em sua posi¢do somada
a velocidade de autopropulsdo. Estudamos o caso em que essa tltima se d4 ao longo
de uma diregdo fixada a priori, que encontra motivagdo por exemplo em problemas
de fototaxia [1, 2]. Sd0 comparadas as eficiéncias de dois protocolos de nata¢do: no
primeiro, a velocidade de autopropulsdo tem valor absoluto constante enquanto que,
no segundo, seu valor absoluto apresenta uma dependéncia temporal sinusoidal. A
investigacdo desse primeiro problema se iniciou no trabalho de mestrado do autor [3],

quando se concluiu que, na situagdo em que as médias das velocidades nos dois proto-

1 Ver por exemplo o artigo de revisdo [4] e trabalhos ali citados.
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colos coincidem, e para uma escolha especifica dos parametros envolvidos, o segundo
protocolo leva a um conjunto maior (no sentido de medida) de condi¢des iniciais de
solugdes que nao ficam confinadas pelas barreiras de transporte do escoamento. Nesta
tese, usamos métodos analiticos e numéricos para aprofundar e estender as investiga-
¢Oes desse problema. Primeiramente, fazemos uma comparagdo exaustiva no espago
dos parametros das eficiéncias dos dois protocolos, e mostramos que a superioridade do
segundo protocolo sobre o primeiro exibe uma relevante dependéncia dos pardmetros.
Um resultado notével nesse sentido é que é possivel obter aumentos de mais de 80%
na area do conjunto de condi¢des iniciais de trajetérias que escapam ao se substituir
o primeiro pelo segundo protocolo. Em segundo lugar, investigamos a situagdo em
que a velocidade de natacdo para as particulas que adotam o primeiro protocolo é,
em todo instante, maior ou igual a velocidade das particulas que adotam o segundo
protocolo. Mostramos que, ainda assim, existem regides do espago dos parametros em

que o segundo protocolo é mais eficiente como promotor de transporte.

O segundo problema tratado aqui corresponde a caracterizacdo da dindmica de particu-
las esferoidais cuja orienta¢do tem uma dindmica prépria influenciada pelo escoamento e
regida pela equacdo de Jeffery [5]. Como em situagdes realisticas a autopropulsdo se da
ao longo de um eixo de orientacdo, e ainda motivados pelo contexto de particulas em
fototaxia, consideramos que as particulas nadam com velocidade constante ao longo
da diregdo (varidvel) de seu eixo de orientacdo sempre que o angulo entre tal eixo
e uma diregdo fixada a priori for suficientemente pequeno, e que sdo simplesmente
adveccionadas (i.e., transportadas como particulas de fluido) quando essa condicdo nao é
satisfeita. Como consequéncia, o campo de velocidade das particulas autopropelidas é
uma funcdo descontinua da varidvel que descreve sua orientagdo. Usamos a derivada
de Lie para estudar o tipo de descontinuidade e apresentamos uma descri¢do do campo
de velocidades. Além disso, parametrizamos as trajetérias das particulas tanto sob
advec¢do quanto em natagdo. No ultimo caso, a parametrizagdo é calculada até a
primeira ordem. Finalmente, definimos sobre os planos de descontinuidade um mapa

de Poincaré também em primeira ordem e investigamos algumas de suas propriedades.

Os capitulos 2 e 3 desta tese contém os conceitos fundamentais, respectivamente,
de Sistemas Dinamicos e Mecénica dos Fluidos necessarios a formulagdo apropriada e

estudo dos dois problemas descritos acima. O leitor notard uma diferenca de estilo na
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apresentacdo desses capitulos dedicados ao contetido preliminar. O cardter de sistema
formal do capitulo 2, em que teoremas se seguem as defini¢des pertinentes, da lugar, no
capitulo 3, a uma forma de apresentagdo que privilegia a compreensao intuitiva das
equacdes fisicas que descrevem os movimentos das particulas de fluido. Nesse sentido,
acreditamos ter optado pela troca da coeréncia de estilo pela clareza da introdugdo dos

conceitos.

Os nossos resultados sobre a dindmica de particulas pontuais se encontram apre-
sentados de modo sucinto no capitulo 4 e de modo detalhado no anexo A, na forma
de artigo cientifico (& data de defesa desta tese, submetido a publicagdo). Destaca-
mos nesse capitulo a comparagao entre os dois protocolos de natagdo no caso em que
a velocidade no segundo protocolo nunca excede a velocidade adotada no primeiro
protocolo, resultado que ndo foi incluido naquele artigo. O capitulo 5 traz nossos
resultados acerca da dindmica de particulas esferoidais. Tanto o capitulo 5 como o
Anexo A fazem uso de integrais elipticas envolvidas na dindmica puramente advectiva.
Essas integrais sdo tratadas no Anexo B. Finalmente, no capitulo 6 apresentamos as

conclusdes e perspectivas desta pesquisa.






ELEMENTOS DE SISTEMAS
DINAMICOS

Neste capitulo definimos os principais conceitos relacionados com os sistemas dinamicos
continuos e descontinuos. Iniciamos com a defini¢do de um sistema dindmico. Também
estudamos a dindmica de um difeomorfismo e a de um fluxo e a relacdo entre as
duas usando o mapa de Poincaré. A seguir estudamos sistemas hamiltonianos e o
caos resultante da perturbacdo temporal peridédica desses sistemas. As ferramentas
necessdrias para o estudo do caos sdo o teorema de Smale-Birkhoff, o teorema de
Melnikov e o mapa da separatriz. Finalmente, na terceira parte estudamos sistemas
dindmicos descontinuos, damos a classificagdo de acordo com o formalismo de Filippov
e discutimos brevemente a existéncia e unicidade da solu¢do da respectiva equagado

diferencial. Em particular, o caso do nosso interesse é chamado de costura.

2.1 ASPECTOS GERAIS

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. Um sistema dindmico pode ser
definido como uma descrigdo matemdtica deterministica da evolugdo temporal de um
sistema. A varidvel temporal pode ser uma varidvel continua, um sistema dinamico

desse tipo é representado por uma equacédo diferencial da forma
x =F(x(t), teRR, (2.1)

sendo F um campo vetorial definido sobre M.

Note que na equagdo 2.1 nado estd incluida a possibilidade que o campo vetorial F
dependa explicitamente do tempo t. Porém os sistemas desse tipo podem ser estuda-
dos da mesma forma definindo um estado dindmico adicional x,,; =t 0 que implica
que X,41 = 1. Logo, a componente n +1 de F é a unidade. Em muitos exemplos, a

dependéncia temporal é periddica, entdo podemos considerar o espago de fases como
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7))

K\

idénticos

1

Figura 1: Descri¢do esquematica de um espago de fases cilindrico. Figura reproduzida da
referéncia [6].

cilindrico (um exemplo pode ser encontrado no artigo do anexo A).

As vezes o campo F pode depender de pardmetros, entio escrevemos
x=F(x;p),

onde y € R™. Quando a dependéncia é obvia, simplesmente escrevemos da forma usual.

A varidvel temporal pode ser também uma varidvel discreta. Um sistema dindmico

desse tipo é representado por uma iteracdo do tipo
Xni1 = f(xXn), nelNouneZ, (2.2)

sendo f : M — M um difeomorfismo (ou chamado também de mapa).

Da mesma forma que para as equagdes diferenciais escrevemos f(x;u) s6 quando

for necessério.

Nas equagdes 2.1 e 2.2, a variedade M onde a varidvel x toma valores é chamada
de estado de fases ou espaco de fases. Geralmente o espago de fases é um espago
euclidiano ou um subconjunto dele, porém pode ser também qualquer outra variedade

diferenciavel [7].

Os fluxos conduzem a mapas através do processo de tomar uma secdo transversal
ao fluxo e considerando o mapa dessa segdo sobre si mesma induzida pelo fluxo. Isso

sera estudado na se¢do 2.1.5.



2.1 ASPECTOS GERAIS

2.1.1 Dinamica de Fluxos

Definicao 2.1. Um fluxo sobre uma variedade M é uma aplicagio continuamente diferencidvel
@ : R x M — M tal que, ¥t € R, a fungio ¢'(.) = ¢(t, .) satisfaz

¢’ =1Id,,, com Id \, a fungio identidade sobre M.

q)t o ‘PS — q)t+s, t/ s € R.

Definicao 2.2. Seja xo € M e ¢ um fluxo sobre M. A 6rbita ou trajetoria de xo sob @ é o

conjunto yx, = {@'(x0) : t € R} que é orientado no sentido do aumento de t.

O conjunto das trajetérias de um fluxo é chamado de retrato de fase. Uma importante

representacdo pictdrica do fluxo é obtida desenhando trajetérias tipicas. Na figura 2

Nz ZRNN
N7 AN K

(a) (b) (c

podemos ver retratos de fase de fluxos bidimensionais.

-\

. . .« 7. . L . _ . _ 2 . _ 2
Figura 2: Exemplos de retrato de fase para fluxos bidimensionais: (a) X; = x1, ¥2 = x5. (b) %1 = x3,
Xy =x1. (€) X1 = x%, Xp = xp(2x1 — x32). (d) X1 = —x1x0, Xp = x% + x%. Figura reproduzida

da referéncia [8].

Note que se ¢' for inversivel (i.e. definido de forma tnica para xy) entdo sua inversa

serd dada por ¢! e assim, de acordo com a definigdo de fluxo tem-se

(ptoq)ft =IdM.

Para estudar a relagdo que existe entre os fluxos e as equagdes diferenciais definimos a

velocidade ou campo vetorial, F, do fluxo ¢ através da equacao

do'®)|  _ . 9 x)—9(0x)

FO==g—| = 7

(2.3)

parax € M.
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Proposigao 2.1. O fluxo ¢'(xo) é a solugio de

x =F(x),

x(0) = xp.

Demonstracdo:
Vide [7].
|

Algumas vezes podemos estar interessados em dindmica recorrente. Podemos ob-
ter uma melhor compreensao da estrutura do espago de fases especificando conjuntos

que permanecem invariantes sob a dindmica do sistema.

Definicao 2.3. Um conjunto invariante é um subconjunto A C M tal que se x € A entdo

@'(x) € A para todo t € R.

Definicao 2.4. Um conjunto invariante que é fechado e limitado é chamado de atrator se

1. Para qualquer vizinhanga suficientemente pequena U de A, existe uma vizinhanga V de A

tal que @'(x) € U para todo x € V e todo t > 0.
2. Para todo x € U tem-se ¢'(x) — A set — .

O conjunto de todos os atratores de um sistema dado descreve tipicamente a dinamica
no longo prazo. Um sistema dindmico pode ter varios atratores, a importancia de cada
atrator é indicada pela medida do conjunto de condi¢des iniciais que eles atraem, i.e.

do seu dominio de atracdo.

Definicao 2.5. O dominio de atra¢do (ou bacia de atragdo) de um atrator A é um conjunto

maximal, U, de forma que x € U implica ¢'(x) — A se t — .

Os sistemas de equagdes diferenciais ordindrias podem apresentar diferentes tipos de

conjuntos invariantes. A seguir apresentamos alguns exemplos.

Seja x* € M tal que @'(x*) = x* para todo t € R, entdo x* é chamado de ponto

estaciondrio do fluxo ¢.
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Nao ¢ dificil demonstrar que se F(x*) = 0, entdo ¢'(x*) = x* é a solucdo de 2.1 com
condigdo inicial x* em t = 0. Também, se @'(x*) = x* para todo t, a equacdo 2.3 implica
que F(x*) = 0. Assim, x* é o ponto estaciondrio de ¢’ se e somente se F(x*) = 0. Esse
ponto também é chamado de solucdo de equilibrio da equagdo 2.1 ou ponto singular

do campo F.

Defini¢do 2.6. Um ponto estaciondrio x* é dito estavel se para cada vizinhanga N de x* existe
uma vizinhanga N' C N de x* tal que se x € N entio ¢'(x) € N, para todo t > 0.

Definicdo 2.7. Um ponto estaciondrio é dito assintoticamente estavel se tlim ¢'(x) = x*¥,

para todo x numa vizinhanga de x*. o

Se x ndo for um ponto estaciondrio, entdo dizemos que é ordindrio ou regular. Os pon-
tos estaciondrios que sdo estdveis mas ndo assintoticamente estaveis sao ditos neutros
ou marginalmente estdveis e os que ndo sao estdveis de acordo com a defini¢do 2.6 sdo
ditos instdveis.

Outro tipo de conjunto invariante é uma drbita periédica que é uma trajetéria 7y
que ndo é ponto fixo, tal que ¢*(x) = x para algum x € y e T # 0. Seja T o menor
tempo positivo tal que @’ (x) = x, entdo x é um ponto periédico com periodo T. Pode-se
demonstrar que T independe da escolha de x. Por isso T é dito o periodo de y. As
Orbitas periddicas sdo curvas fechadas no espaco de fases (topologicamente sao circulos).
Quando uma 6rbita periddica y € isolada, i.e. ndo existe nenhuma outra 6rbita periddica

numa vizinhanga de 1, entdo essa 6rbita periddica é dita ciclo limite.

(a) (b)

Figura 3: Exemplos de pontos fixos que sdo instaveis porém sdo assintoticamente estaveis. Figura

reproduzida da referéncia [9].
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Finalmente, temos as 6rbitas que conectam pontos de equilibrio. Uma érbita homocli-
nica é uma trajetéria y que conecta um ponto de equilibrio x* a si mesmo, i.e. y(t) — x*
quando t — £oco. Uma drbita heteroclinica conecta dois diferentes pontos de equilibrio
x] e x3,ie. y(t) = x] quando t — +o0 e y(t) — x5 quando t — —oco.

As o6rbitas homoclinicas e heteroclinicas desempenham um papel importante na separa-

¢do das bacias de atragdo de outros conjuntos invariantes.

2.1.2 Dinamica de Difeomorfismos ou Mapas

Definicdo 2.8. Seja x € M. Define-se a 6rbita ou trajetéria de x sob f como o conjunto
Ye = {f"(x): m € Z}. Para m € Z* define-se

m vezes

f'@=Fofo. . of@.

No caso de f ser inversivel define-se f~™ = (f ). Também f° = Id 4, o mapa identidade
sobre M.

De mesma forma que para fluxos, podemos definir conjunto invariante e conjunto
atrator. Para mapas, o mais simples conjunto invariante é um ponto fixo, i.e. um ponto
x* € M tal que f(x*) = x*. Os pontos fixos de mapas estdo relacionados com as 6rbitas

periddicas de fluxos através do mapa de Poincaré.

Os pontos fixos de mapas podem ser também estaveis, assintoticamente estaveis, neutros

ou instaveis de forma semelhante as defini¢des da se¢do anterior.

Podemos mencionar também os pontos periddicos, i.e. pontos que satisfazem f"(x) = x
para algum (valor minimo) m € Z*. Esse ponto também serd chamado de ponto m-
periddico do mapa f. O nimero m é o periodo da 6rbita de x. Claramente, cada ponto
fi(x*), com i < m — 1, de uma 6rbita de periodo m é também um ponto de periodo
m. Esses pontos sdo os andlogos de Orbitas periddicas de fluxos, o que implica mais

intersecdes com uma se¢do de Poincaré.
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2.1.3 Conjugacio de Fluxos e Difeomorfismos

Um dos objetivos da teoria de sistemas dinamicos é classificar a dinamica qualitativa-
mente. Muitas vezes estudamos sistemas para os quais todos os sistemas préoximos
possuem uma dindmica qualitativamente equivalente. Assim, se precisa de uma nogdo

de proximidade e de equivaléncia.

A ideia de proximidade estd relacionada com as possiveis perturbagdes dos parametros
do sistema. Dois sistemas sdo ditos equivalentes se seus espagos de fase tém a mesma
dimensao e os respectivos retratos de fase possuem o mesmo ntimero e tipo de conjuntos
invariantes na mesma posi¢do em relacdo um ao outro. Para entender essa defini¢do
usamos conceitos topolégicos, em particular o de homeomorfismo que é uma fungdo

continua definida sobre o espaco de fase e cuja inversa também é continua.

Definigao 2.9. Sejam os fluxos @, : M x R — M. Dizemos que @ e i sio Ck—conjugados,
se existir um difeomorfismo de classe C¥, h : M — M, tal que h o @' = ¢* o h para todo t € R.

A conjugacdo de dois difeomorfismos f,g é definida de maneira semelhante.

Note que h pode nao estar definida sobre toda a variedade M, mas sim numa vizinhanga
de algum ponto de M, entdo, ¢ e P (respectivamente f e g) sdo ditos localmente C*-

conjugados.

A defini¢do anterior significa que h leva cada 6rbita de ¢ (respectivamente de f) para
uma Orbita de i (respectivamente de §) preservando o parametro ¢t (respectivamente

m), i.e.

h(¢'(x)) =¢'(h(x)),  VtER, (2.4)

ou também

n(f"(x) = g"(h(x)),  VmeZ.

Suponha que ¢ e @ sdo dois fluxos correspondendo as EDOs x = F(x) e y = G(y). Entdo
diferenciando a equagédo 2.4 com respeito a t e avaliando em ¢ = 0 obtém-se

dy'(h(x))

t=0 dt

t
Dhg') 2

dt

t=0

11
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Por outro lado, usando o fato que ¢° = Id , tem-se
Dh(x)F (x) = G (h(x)).
Considerando agora a mudancga y = h(x) para X = F(x) da como resultado
y = Dh(x)x = Dh(x)F (x) = G(h(x)) = G(y).

Entdo, h transforma a equacdo diferencial x = F(x) com fluxo ¢, na equagédo y = G(y)

com fluxo .

2.1.4 Propriedades Locais de Fluxos e Difeomorfismos

Seja x* um ponto estaciondrio do fluxo ¢ da equagdao x = F(x). A linearizacdo de

x = F(x) em x* é a equagdo diferencial linear

y =DF(x*)y,
onde ,
o _ | 0Fi(x")
DF(x*) = [ axj ]
i,j=1

ey = (y1,...,Yn) sdo coordenadas locais em x*.

Definicdo 2.10. O ponto estaciondrio x* é dito hiperbélico se todos os autovalores de DJF (x*)

tém parte real diferente de zero.

Teorema 2.2 (Hartman-Grobman). Para o ponto estaciondrio hiperbdlico x* existe uma

vizinhanga N de x* onde ¢ é topologicamente conjugado ao fluxo linear exp(DF (x*)t).”

Um ponto estaciondrio com ns > 0 autovalores de parte real negativa e 1, > 0 autova-
lores de parte real positiva é chamado de ponto sela. Sobre uma vizinhanga U de x*

podemos definir as variedades estdvel e instavel, W*(x*) e W*(x*) como os conjuntos

Wi x*) = {x c U : ¢'(x) = x*, t — +00},
Whx*) = {x €U : ¢'(x) = x*, t = —o0}.

Lembre-se que, dada uma transformacdo linear A : R” — R”, o correspondente fluxo linear da equagéo

diferencial * = Ax é dado por exp(Af).
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Figura 4: Variedades estavel e instavel para um sistema bidimensional com ponto fixo hiperbélico

de tipo sela, x*. Figura reproduzida da referéncia [9].

A variedade estavel V*(x*) é de dimensao n; e é tangente ao espaco estédvel de DF (x*)
no ponto x*. Similarmente W*(x*) é de dimensdo n, e é tangente em x* ao espaco
instavel de DF (x*). Claramente, tanto WW*(x*) como W"(x*) sdo conjuntos invariantes.

Além disso, ndo podem ter autointerse¢des por causa do teorema de existéncia e unici-
dade.

Para o caso de difeomorfismos as defini¢des anteriores sdo similares.

Defini¢do 2.11. Um ponto fixo x* do difeomorfismo f é dito hiperbélico se todos os autovalores

de sua linearizagdo, Df (x*), tém médulo diferente da unidade.

Teorema 2.3 (Hartman-Grobman). Seja x* um ponto fixo hiperbdlico do difeomorfismo f.
Entdo, existe uma vizinhanga N de x* e uma vizinhanga N contendo a origem tal que f /N é

topologicamente conjugado a Df (x*) /N

Similarmente com os fluxos, se a lineariza¢do tem n; > 0 autovalores de parte real
negativa e n, > 0 autovalores de parte real positiva entdo sobre uma vizinhanca U/ de

x* podem-se definir as variedades estdvel e instavel de f como

Wix*)={xel: fM(x) = x*, m — +oo},

W) ={xelU: f"(x) > x*, m — —oo}.

Note que no caso de mapas, a diferenca de fluxos onde uma variedade unidimensional
é composta de uma tnica trajetéria, uma variedade unidimensional contém muitas
Orbitas. Assim as variedades estédveis e instdveis em mapas podem se cruzar transversal-

mente. No caso de fluxos, se as duas variedades se cruzarem, devem fazé-lo ao longo

13
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de uma linha, i.e. devem ter uma trajetéria comum.

O comportamento de W**(x*) tem um profundo efeito na dindmica de f ja que se
We(x*) e WH(x*) se cruzarem transversalmente num ponto, isso vai acontecer in-
finitas vezes resultando assim um emaranhado homoclinico. Para fluxos, no caso

Wh(x*) = W?3(x*), temos uma conexdo homoclinica.

Da mesma forma, se x] e x; sdo dois pontos fixos hiperbdlicos de f de forma que
WH(x]) N W3 (x3) # @ resulta um emaranhado heteroclinico. No caso de serem pontos

estaciondrios do fluxo ¢, se W*(x]) = W?*(x3) temos uma conexdo heteroclinica.

) (b)

Figura 5: Conexdes: (a) Homoclinica. (b) Heteroclinica.

x*

(a

We(x3)

*
xl X

(b)

Figura 6: Emaranhados: (a) Homoclinico. (b) Heteroclinico.

2.1.5 Mapas de Poincaré

Ja vimos que existe uma importante conexdo entre fluxos e mapas. Essa conexdo vai ser
agora colocada em forma mais precisa. Um conceito importante da dindmica de um
conjunto de EDOs é o de solucdo peridédica. Esse conceito fornece uma maneira natural

de definir mapas através de fluxos. Seja xg € M e considere um ciclo limite de periodo
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T, ie. @(t+T,x9) = ¢(t, x9). Para estudar a dindmica proxima dessa 6rbita podemos
construir uma seg¢do de Poincaré que é uma subvariedade Il de dimensdo n — 1 e que é

transversal ao fluxo em xy. Podemos supor que IT pode ser escrita na forma
IT={x € R": n(x) =0}, (2.5)

para alguma fungdo escalar 7r. A condigdo de transversalidade significa que o vetor nor-
mal a IT em x( tem componente diferente de zero na direcdo do campo de velocidades,
entao

Vn(xo) . ]:(X()) 7-{ 0. (2.6)

Agora podemos usar o fluxo @ para definir um mapa P : V C Il — I1, onde V é uma

vizinhanga de x(. Esse mapa é chamado de mapa de Poincaré e é definido como
P(x) = (1, %),

onde T = 7(x) é definido como o tempo mais préximo a T tal que 7(¢(7,x)) = 0.

Pelo teorema da fungao implicita, a transversalidade garante que ha localmente uma

tnica solugdo para t(x). Note também que pela construcdo feita t(xp) = T e P(xp) = xo.

Os mapas de Poincaré nem sempre precisam de uma Orbita periddica para ser de-
tinidos. Uma secdo de Poincaré 11 pode ser escolhida em qualquer parte do espago de

fase sempre que for transversa ao fluxo.

Novamente, se Il é dada como em 2.5, entdo os pontos sobre os quais definimos
o mapa de Poincaré sdo os que satisfazem 2.6. O mapa é definido pela primeira interse-
¢do com IT do mesmo sentido que no caso anterior, i.e. P(x) = ¢(7,x) onde T = 7(x) é
o primeiro tempo tal que 77(¢(7,x)) = 0. Note que o mapa P pode nao estar definido
sobre toda a se¢do de Poincaré ja que nem todos os pontos necessariamente retornam a

essa segao.

Uma das vantagens que fornece estudar mapas de Poincaré é que a dimensdo das
variedades que estamos considerando é diminuida em um. Assim, os ciclos limites
dos fluxos correspondem a pontos fixos isolados do mapa de Poincaré e os conjuntos
invariantes caéticos diminuem em um sua dimensdo fractal (estudaremos conjuntos

ca6ticos no segao 2.2.2).

15
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Pode-se demonstrar que, se escolhemos duas subvariedades transversais M e N/, entdo
os respectivos mapas de Poincaré P, e Pjr séo localmente CF-conjugados [9] e assim
como consequéncia da andlise feita na se¢do 2.1.3, temos que uma mudangca da secdo
transversal ndo tem nenhum efeito na dindmica das solu¢des nem sobre o tipo de

estabilidade dos pontos fixos.

11

)

Figura 7: Mapa de Poincaré préximo a uma 6rbita periédica. Figura reproduzida da referéncia

[9].

2.2 SISTEMAS HAMILTONIANOS

Nesta secdo serdo estudadas as propriedades dos campos vetoriais hamiltonianos e
sua dindmica. Também estudamos o caos que resulta da perturbacdo peridédica de um
sistema hamiltoniano que apresenta conexdes heteroclinicas. A existéncia de caos é
demonstrada usando o método de Melnikov e o comportamento das trajetérias proximas

da conexdo heteroclinica é estudado pelo mapa da separatriz.

2.2.1 Fundamentos

Definicdo 2.12. Seja U um subconjunto aberto de R*" e H : U — R uma fungio diferencidvel.

O sistema de equagdes diferenciais dadas por

qi:—/ pi:__/ Z‘:1/---/17/ (27)

é chamado de sistema conservativo hamiltoniano com 7 graus de liberdade.
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Para o sistema anterior, a fun¢do H é chamada de hamiltoniano. As equag¢des dadas

por 2.7 também sdo chamadas de equagdes de Hamilton. O estado do sistema no tempo

a(t)
f) = s
* (p(t))

comq =(q1,...qn) € p = (p1, ..., Pn)- A configuragdo, g, do sistema é dada pelas n coorde-

t é dado por

nadas generalizadas g;. O vetor p consiste dos n momentos conjugados generalizados

pi-

Em geral, g; e p; mudam com o tempo t mas ‘H ndo muda ja que
oH
= 0. 8
M= Z<8qzq’ op; Pl) 9
Entdo, pode dizer-se que ‘H é uma quantidade conservada ou uma constante de mo-
vimento. A equagdo 2.8 significa que H é constante sobre as trajetérias do fluxo
hamiltoniano ¢, : R x U — R*", solugdo das equagdes dadas em 2.7. Por isso H é

chamado de primeira integral para 2.7.

O hamiltoniano pode depender explicitamente do tempo. Logo, o sistema 2.7 pode ser
considerado sobre um espaco estendido de 2(N + 1) varidveis (p, g; po, 90) com pg = —H

e go = t, com o novo hamiltoniano dado por

Ho =H(Pp, 4, 90) + po-

A definicdo anterior fornece as mesmas equagdes de 2.7 mas agora o hamiltoniano é Hy.
Note que as igualdades Ho = 0 e pg = —H ndo fornecem informacdo nenhuma e por
esse motivo dizemos que o sistema com o hamiltoniano H = H(p, g, t) possui n+1/2

graus de liberdade.

Sejam f = f(p,q) e § = g(p,q) duas fungdes arbitrarias. Definimos os colchetes de

Poisson de f e g através da igualdade
- (9f 98 of 38)
,8l = === - =2, 2.
1fs] ; (a%' dp;  Ip; q; (29)
assim as equacoes
571' = [‘11‘1 H]/
Pi = [Pi/ H]/
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coincidem com as equagdes de Hamilton dadas em 2.7.

Uma propriedade importante para fluxos hamiltonianos é que preservam volumes

do espaco de fases como enunciado no seguinte teorema.

Teorema 2.4 (De Liouville). Seja @ o fluxo de X = F(x), seja também C)t) o volume da
imagem de qualquer regido D do espago de fases no tempo t , i.e. de ¢'(D) . Se V ..JF = 0, entiio
@ preserva volume, i.e. ()(t) = ()(0) para todo t real.

Demonstracdo:
Vide [7].

oH OH IH IR
R

T 87—[) d (2)%)}
V.F, =Y |2 (99 (9t) | =
" ;[a%’ (api api \ 9q;

Entdo, usando o teorema anterior temos que os fluxos hamiltonianos preservam volumes

Para o campo vetorial Fy; = ( ) tem-se

do espago de fases.

2.2.2 Caos de Separatriz

Consideremos um sistema hamiltoniano integravel possuindo uma conexdo do tipo
sela homoclinica (ou duas conexdes do tipo sela heteroclinica). Essas conexdes separam
trajetorias que tém diferentes topologias no espaco de fase e por isso sdo chamadas de
separatrizes. Se adicionarmos uma pequena perturbacdo periédica essas separatrizes

sdo quebradas e sdo substituidas por uma faixa cadtica.

Em sistemas hamiltonianos de baixa dimensdo, as regides préximas de uma sepa-
ratriz sdo muito importantes pois permitem estudar o comportamento caético, ja que a
dindmica perto de um ponto sela é sensivel a pequenas perturbacdes. O problema da
mudanca da dindmica perto a uma separatriz sob uma perturbagdo periédica pode ser

estudado de forma semelhante.
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Definic¢ao 2.13. Um conjunto invariante fechado e limitado A é dito caético se satisfaz as

seguintes condigdes:

1. Apresenta dependéncia sensivel sobre as condicdes iniciais, i.e. existe ¢ > 0 tal

que, para qualquer x € A e qualquer vizinhanga U C A de x, existey € U et > 0 tal
que |@'(x) — ¢'y)|> «.

2. Apresenta uma trajetoria densa, i.e. existe um elemento x € A tal que para cada ponto

y € A e cada ¢ > 0 existe um instante t tal que |@'(x) — y|< e.

A primeira propriedade diz que as condi¢des iniciais no conjunto invariante divergem
entre elas localmente. A segunda propriedade diz que existe pelo menos uma trajetdria
no conjunto invariante tal que retornara arbitrariamente perto de si, assim como também

de todos os pontos do conjunto invariante.

A defini¢do anterior de conjunto invariante cadtico também é valida em mapas. A
diferenca dos fluxos onde o espaco de fase deve ser pelo menos tridimensional, no
caso ndo invertivel, os mapas de dimensdo um podem apresentar caos. Para mapas
invertiveis, precisa-se de pelo menos dimensao dois para a existéncia de conjuntos
invariantes ca6ticos. Aqui estudamos dois mapas de dimensao dois, os resultados sobre
0 primeiro mapa sdo parte do capitulo 4 e do Anexo A e os do segundo mapa estdo na

segao 5.2.

No caso de mapas bidimensionais pode se demonstrar que a existéncia de um ponto
homoclinico ou heteroclinico implica que em uma vizinhanga suficientemente pequena
desse ponto existe um conjunto invariante cadtico. Em particular estamos interes-
sados nos pontos heteroclinicos. O teorema que afirma o anterior é o teorema de

Smale-Birkhoff que é enunciado a seguir.

Teorema 2.5 (Smale-Birkhoff). Seja f : R> — R? um difeomorfismo com dois pontos fixos
hiperbélicos do tipo sela, x7 e x5, e com um ponto heteroclinico transversal q. Entdo, f possui

um conjunto invariante sobre o que, para alguma iteragio fk, a dindmica é cadtica.

Demonstragdo:
Vide [9].
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Um método conhecido para provar a existéncia de pontos heteroclinicos transversais
do mapa de Poincaré de alguns tipos de campos bidimensionais foi desenvolvido por
Melnikov em 1963 [10]. Usando o teorema de Smale-Birkhoff, podemos garantir que o

sistema estudado possui dindmica cadtica.

O caso particular que consideramos é quando o campo vetorial é da forma

X = aH(x y)+sa (x,y,1),
9y
(2.10)
A >—sai( )
y= ox Y ox XYt

A i A3 ) T
onde H; é periddico no tempo com periodo T = —.
w

Note que podemos escrever o sistema anterior de forma autdbnoma considerando

o produto em R? x S! definido por

i = a—H(x y + 2 ,0),
j= 8 (x y) — saHl(x y,6), (2.11)
0= w.

Suponha que o sistema sem perturbacao, i.e. quando ¢ = 0, possui dois pontos fixos
p q P ¢ q P P
hiperbdlicos do tipo sela, x¥ e x%. Suponha também que existe uma conexdo sela
P P 1 2 P q
I' = W*(x]) = W?*(x3), unindo esses dois pontos. Considerando novamente o caso
¢ = 0, os pontos sela de 2.10 agora sdo duas 6rbitas periddicas, 12 = {*],} xS ! as
quais sdo de tipo sela e com variedades instavel e estavel W¥(y1) = W*(x]) x S le
WS(72) = Wi (x%) x S respectivamente. Essas variedades coincidem sobre o cilindro
2 P

I x S que deve ser quebrado sob a perturbagio.

Para ¢ > 0 e suficientemente pequeno é ainda possivel encontrar duas 6rbitas pe-
riddicas hiperbdlicas 7] e 5 proximas das 6rbitas 1 e 2. No entanto, a variedade
W"({) nem sempre intersecta a variedade WW?*(5) para formar um cilindro. A fungao

de Melnikov mede a distincia entre essas variedades.

Consideremos o plano Xy = {(x,0) : 0 = 6y € [0,27)} com a relagdo de equivalén-
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L4,

[ xS!

(a) (b)

Figura 8: (a) Quando € = 0 os pontos fixos de tipo sela de 2.10 sdo transformados em 6rbitas
periddicas de tipo sela quando se considera o sistema auténomo. A conexdo heterocli-
nica é agora a superficie cilindrica I' x S. (b) Quando ¢ # 0 a superficie cilindrica é

quebrada por causa da perturbacgao.

cia 0y + 271 = 0. Sobre X4, definimos o mapa de Poincaré como o mapa do primeiro

retorno na superficie X, i.e.

7)90 : Ly — g,

(x,0) — @@ (x,6;¢),

onde @'(x,6;¢) é o fluxo gerado por 2.11. Para Py, é possivel encontrar dois pontos
fixos hiperboélicos do tipo sela pi, = 7], N Xg,. Esses pontos estdo proximos de x7,

respectivamente, e suas variedades instével e estdvel sdo dadas por

WH(p]) = W*(v]) N Zg,,
WE(p5) = Wi (75) N Zg, .

As variedades anteriores estdo muito proximas a I' x {6y}. A distancia entre elas, em
geral, mudara se ) muda pois quando & > 0 as variedades W*(p]) e W*(p5) dependem

de 6y. Obviamente, se ¢ = 0, a distancia serd zero para todo 6.

Definimos a fun¢do de Melnikov através da integral

+00

M) = [ [HAG = 00), Ha(A(t — 60), B,

—00

com [H, H,] os colchetes de Poisson definidos na equagdo 2.9 e A(t) a parametrizagdo

da conexdo heteroclinica I.
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mMNZg = {27}

W) NZe, / o 71 NZg, = {p1}

75 NZg, = {p5}
72N Zg = {23}

Figura 9: A fungdo de Melnikov mede a distancia entre as variedades W"({) e WW*(v5) sobre o

plano X, i.e. entre as variedades W"(p]) e W*(p5).

Note que com a mudanga de varidvel ¢ — t + 6y a integral anterior pode ser escrita na

forma

M(6y) = /_ +: [HA®), Ha(A(E), £+ 60)]dt. (2.12)

Para a fun¢do anterior temos o seguinte teorema.

Teorema 2.6. Se a funcgido de Melnikov, M(6)p), possui zeros simples, entdo, para € > 0
suficientemente pequeno, W' (pj) e W?*(p5) se intersectam transversalmente. Se os zeros
anteriores ndo sdo simples entdo as variedades anteriores sio tangentes. Finalmente, se M(6p) é
diferente de zero entdo WW"(p]) N W*(p5) = @.

Demonstragdo:

Vide [7] e [9].
u

E evidente que podemos definir 0 mapa sobre outra se¢do transversal pois, por causa da
conjugacao topoldgica, as propriedades sdo mantidas. No caso de existir zeros simples,
podemos usar o teorema de Smale-Birkhoff (teorema 2.5) e concluir que o sistema

estudado possui comportamento cadtico.

2.2.3 O Mapa da Separatriz

O mapa da separatriz foi desenvolvido para estudar o comportamento sobre superficies

assintéticas de um sistema dindmico. Foi inventado por Zaslavsky e Filonenko [11]
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para sistemas hamiltonianos quase integraveis de um grau e meio de liberdade. Eles
investigaram o movimento unidimensional de uma particula carregada no campo de

uma onda viajando sob perturbagéo.

Independentemente, Shilnikov [12] inventou 0 mesmo mapa com a inten¢do de estudar
bifurca¢des em sistemas genéricos. A principal diferenca entre as duas abordagens é que
o primeiro mapa determina a dindmica global perto das separatrizes ndo perturbadas,
mas precisa que o sistema seja integravel. Por outro lado, o mapa da separatriz de
Shilnikov ndo precisa de proximidade a integrabilidade porém trata da dindmica numa

vizinhanca de uma 6rbita homoclinica [13].

Como ja é conhecido [14], um sistema hamiltoniano de um grau de liberdade ge-
ralmente apresenta dindmica cadtica perto da separatriz quando sofre uma perturbacdo
temporal peridédica. Um dos mais simples exemplos ocorre quando o hamiltoniano do

sistema perturbado pode ser escrito na forma
H(x,y, 1) = Holx, y) +eHalx, y, 1),  0<e<],

com H; periddico na varidvel temporal. Nesse caso o movimento resultante das par-
ticulas estd proximo de ser integravel e as 6rbitas homoclinicas ou heteroclinicas sdo

quebradas.

E possivel usar ideias de dindmica hamiltoniana para estudar a estrutura de regides
regulares e cadticas em um fluxo e mostrar como o fluxo é responséavel por aumentar
o transporte das particulas. Assim uma apropriada descricio do movimento perto da
separatriz € muito importante para uma melhor compreensao do transporte e difusdo

dentro da faixa estocdstica formada pela perturbacdo.

Em 1979 Chirikov [15] usou o mapa da separatriz para estudar a dindmica do péndulo.
Posteriormente Chernikov [16] usou essas ideias para obter expressoes analiticas para os
coeficientes de difusdo no regime adiabatico de fluxos bidimensionais ndo estaciondrios.
Outros artigos interessantes sdo os de Rom-Kedar [17, 18]. Ele classificou fluxos bidi-
mensionais periddicos no tempo usando o mapa da separatriz. Temos que mencionar
também o artigo de Trueba [19] onde o mapa da separatriz é usado para estimar a
largura da faixa estocdstica para um modelo de dinamica de rastreamento. De forma

semelhante ao trabalho de Trueba, usamos o mapa da separatriz para obter a maior
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curva regular® do mapa de Poincaré de um sistema hamiltoniano com perturbacdo

temporal periédica.

Entdo, consideremos novamente um sistema hamiltoniano de um grau e meio de
liberdade com uma pequena perturbacdo temporal periddica, i.e. consideremos o

sistema

x=]VH(x,0),
. (2.13)
0= w,
onde (x,0) € R?> x S'. A funcdo H(x,0) = Ho(x) + eH(x,6) é o hamiltoniano, Hg é
o hamiltoniano sem pertubar, ¢H; é a perturbagdo temporal periédica com periodo

2
T=ge0<s<<1.Amatriz]édadapor

J:(_j;).

Para o sistema anterior assumimos que, quando ¢ = 0, a varidvel espacial apresenta
uma conexdo heteroclinica I' com dois pontos fixos hiperbélicos. Entdo, quando ¢ =0,
consideremos uma segio & C R? intersectando transversalmente a separatriz I'. Logo,
para ¢ suficientemente pequeno, o conjunto ¥ x S! é ainda transversal as solugdes
do sistema 2.13. Seja @‘(xo, 6p) o fluxo de 2.13 com condicio inicial (xg, 6p) € & x S.

Definimos o mapa de retorno S : D — ¥ x S! com o conjunto D dado por
D = {(x0,600) € X x St:31 >0, ¢ (x0,6) € Z x S'}.

Note que D estd mais préximo de um dos ramos da curva I' que foi quebrada com a
perturbagdo e > 0 e que T é o primeiro tempo de retorno da curva na superficie & x S'.
Para cada intersecdo com a superficie dada calculamos o valor do hamiltoniano sem

perturbacdo, i.e. temos uma sequéncia de valores da forma
n
HO = HO(xl’l/ yn)/
onde (x,,y,) é a posi¢do sobre a superficie na enésima interse¢do. Por outro lado, o
valor do hamiltoniano na seguinte intersecdo é dado por

n+l _ qun Tl %
HO = HO + /rn it

= e [ o), y(0), Ha (@), 90, Dl

n

(x(7), y(T))dT

2 Maior no sentido de medida de seu interior.
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onde (x(T),y(T)) representa a parametrizacdo da trajetéria que passa por (x,;, y»). Se-
guindo os resultados de Chirikov [15], a varia¢do da func¢do H( pode ser aproximada
avaliando a integral anterior sobre a separatriz I', e mudando os limites de integracao

de —co até +co. Entdo, fazendo um ajuste na fase de H; resulta a expressdo aproximada

HI = HE + /_ +: [Ho(xr(7), yr(1)), Hi(xr(7), yr(7), T+ T")]dT.

Onde (xr(7), yr(7)) representa a parametrizacdo de I'. Note que a integral na equagédo
anterior é precisamente a fun¢do de Melnikov, M(7"), definida na equagdo 2.12. Assim,

temos que o valor H/*! ¢ aproximado por

HI ~ HE + eM(T").

Por outro lado, o tempo entre " e 7"*!

é aproximado pelo periodo da 6rbita sem
perturba¢do com hamiltoniano 7-[6”1, o que denotaremos por T(’H6’+1). Finalmente, o

mapa da separatriz é dado por

He™ = Hi +eM(T),

,L_n+1 ="y T(H8+l)

Note que, quando as trajetérias escolhidas estdo mais proximas da separatriz ndo
perturbada, muito melhores serdo as aproximagdes fornecidas pelo mapa da separatriz.
Por isso, esperamos que a melhor aproximacéo seja no limite ¢ — 0, i.e. quando a faixa

cadtica é muito fina.

E importante ressaltar a simplicidade do mapa da separatriz. O mapa depende ape-
nas da funcdo de Melnikov e do periodo da 6rbita sem perturbacdo. Portanto, esse
mapa pode ser usado para estudar a dindmica toda vez que uma 6rbita heteroclinica é
quebrada por perturbagdo. Além disso, ja que essas fun¢des podem ser armazenadas
e calculadas com antecedéncia, a iteragdo numérica do mapa da separatriz é bastante
répida.

Como dissemos antes, usamos o mapa da separatriz para poder obter a maior curva
regular do mapa de Poincaré do sistema de equagdes dado em 2.13. De acordo com

[20] se definimos a quantidade

0Tyr1

—1
0T,

K = max
Tn

7
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temos que uma instabilidade local acontece quando a condi¢do heuristica K > 1 é

satisfeita. Isso fornece uma aproximacdo para obter a maior curva regular confinada

0Ty 41

max
Tn

—1‘=1.

O critério anterior é usado no artigo incluido no Anexo A e também no capitulo 4.

2.3 SISTEMAS DINAMICOS DESCONTINUOS

Muitos problemas de teoria de controle, economia, oscilagdes nado lineares, além de
problemas de engenharia, biologia e medicina, geralmente conduzem ao estudo de
equagoes diferenciais definidas por campos vetoriais descontinuos. Em [21] e no
primeiro capitulo de [6] hd varios exemplos sobre esse tipo de problemas. Geralmente
obtemos modelos desse tipo quando definimos dois ou mais campos vetoriais em
diferentes regides do espaco fase e separados por conjuntos de descontinuidade que,

em particular, podem ser definidos como subvariedades de codimensao 1.

Definicdo 2.14 (di Bernardo, [6]). Seja M uma variedade de dimensdo n. Um mapa suave

por partes é descrito por um conjunto finito de mapas suaves
x— fom),  xeM,

onde UiM; = M e cada M; tem interior ndo vazio. A intersegdo, ¥;j, entre o fecho dos
conjuntos M; e M;, i.e. ¥jj = M; "M, é ou uma subvariedade de co-dimensdo 1 incluida nas
fronteiras dM; e I M ou é o conjunto vazio. Cada fungio f; é suave tanto no estado x quanto

no pardmetro p sobre qualquer subconjunto aberto U C M,.

O conjunto %;; da defini¢do anterior é chamado de fronteira de descontinuidade. Por
outro lado, note que existe a possibilidade que, sobre ¥;;, algum dos mapas f; ndo
seja suave ou que f; # f 2 No ultimo caso existe um salto no estado e assim o mapa
é um mapa descontinuo. Esse problema pode ser resolvido definindo algum valor
para o mapa sobre %;;, esse valor é escolhido do conjunto das combinagdes convexas
{fi+A(f;— f}): 0 <A <1}. Obviamente essa escolha produz uma pequena diferenca
na dindmica do mapa porém ndo é importante porque acontece sobre um conjunto de

medida zero.
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Definicao 2.15 (di Bernardo, [6]). Seja M uma variedade de dimensio n. Um fluxo suave

por partes é dado por um conjunto finito de equagdes diferenciais
x=Fixp), x e M, (2.14)

onde UiM; = M e cada M; tem interior nio vazio. A interse¢io, X;;, entre o fecho dos
conjuntos M; e M;, i.e. &;; = M; NM;, é ou uma subvariedade de co-dimensdo 1 incluida nas
fronteiras dM; e M ou é o conjunto vazio. Cada campo vetorial F; é suave tanto no estado
x quanto no pardmetro u e define um fluxo suave @'(x; ) sobre qualquer subconjunto aberto

U D M;. Em particular, cada fluxo @, estd bem definido sobre ambos os lados da fronteira M;.

De forma semelhante aos mapas, o conjunto %;; serd chamado de fronteira de desconti-

nuidade.

(a) (b)

Figura 10: Representacdo esquematica das trajetérias de um sistema dindmico continuo por

partes: (a) Campo vetorial. (b) Mapa. Figura reproduzida da referéncia [6].

Defini¢do 2.16 (di Bernardo, [6]). O grau de suavidade no ponto xq € %;; do sistema de
equagdes diferenciais dado em 2.14 é o maior ordem r tal que as expansoes em séries de Taylor
com respeito a t e avaliadas em t = 0 de @' (xo; ) e q)§(xo; M) coincidem até os termos de ordem
o).

Note que a defini¢do anterior significa que o grau de suavidade em xp € X;; é r se a
primeira derivada parcial diferente de zero com respeito a t e avaliada em ¢t = 0 de

‘Pf-(xo)ll) - ¢§(xo;]4) é de ordem r.

Definicdo 2.17. A fronteira de descontinuidade ¥.;; é chamada de uniformemente desconti-

nua com grau r se o grau de suavidade do sistema é r para todos os pontos x € ¥;;.
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Da defini¢do anterior temos que o grau de suavidade é 1 se F;(x;p) — Fi(x;u) # 0
para todo x € ¥;;. Os sistemas com grau de suavidade 1 sdo chamados de sistemas de

Filippov. No capitulo 1 de [6] podemos ver alguns exemplos desse tipo de sistemas.

Consideremos em particular s6 um conjunto de descontinuidade X e assumamos que
pode ser escrito na forma ¥ = h~1(0), onde  : M — R é suficientemente diferenciével e

0 é um valor regular®. Entdo X divide M em duas regides

Y ={x € M:h(x) >0},
X ={x e M:h(x) <0}.
Sobre M definimos a equagao diferencial x = F(x; ) de forma que F estd dado por

X(x;pu), se xeXt,

V(x;u), se x€X . (2.15)

f(x;ll)={

Note que para definir o fluxo @ £(¢, x; #), i.e. para calcular a solugéo de 2.15 que passa
pelo ponto x, precisamos que o campo de velocidades se aproxime do conjunto X por
um dos lados e que o deixe pelo outro. Nesse caso a solugdo ndo satisfaz a EDO sobre
2. No entanto, se o campo de velocidades se aproximar de X (ou se afastar) por ambos
os lados, entdo ja ndo é possivel definir uma solugdo depois do campo atingir (ou antes

de deixar) a superficie X.

Para formalizar o dito anteriormente, usamos a derivada de Lie da fun¢do / no ponto x
e ao longo do campo F, que é definida como Fh(x) = F(x). Vh(x). Entdo, seguindo o

estabelecido por Filippov [22] temos os seguintes casos:

I) Regido de Costura: ¢ = {x € X : Xh(x)Yh(x) > 0}. Nesse caso um ponto no

espago de fase atravessa X na regido X°.

II) Regido de Deslize: 2% = {x € & : Xh(x) < 0, Yh(x) > 0}. Nesse caso um ponto
do espago de fase que atravessa ¢ permanece tangente a ¥ para t > 0. Nessa

regido, tanto X quanto ) apontam para dentro de X.

IIT) Regido de Escape: £° = {x € X : Xh(x) > 0, Yh(x) < 0}. Nesse caso um ponto
do espaco de fase que escapa de X permanece tangente a X para t < 0. Nessa

regido, tanto X quanto ) apontam para fora de X.

3 Seja h : M — R, um valor regular é um ponto na imagem de & tal que sua pré-imagem consiste de

pontos regulares, i.e. pontos onde Vi #0.
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As trés regides anteriores sdo relativamente abertas em X e podem ter varias componen-
tes conexas. Portanto sua definigdo exclui o caso dos pontos de tangéncia que sdo os
pontos onde um dos campos vetoriais é tangente a .. Esses pontos sdo caracterizados
por x € X tais que Xh(x)YVh(x) = 0. Os pontos de tangéncia estdo localizados sobre as
fronteiras das regides X, ¥ e ¥¢, denotamos essas fronteiras por 0X¢, x4 e 9xe respec-
tivamente. Os pontos de tangéncia também incluem os casos X(x) =0 ou Y(x) =0, i.e.

quando um dos campos vetoriais tem um ponto singular sobre X.

f1f o L
//(/)/ \(})\ A\

(©)

Figura 11: Representacdo esquemadtica das regides que podem existir sobre a variedade de

descontinuidade: (a) Costura. (b) Escape. (c) Deslize.

Com as defini¢des anteriores é possivel generalizar, para sistemas de Filippov, o conceito

de 6rbita dado na segdo 2.1.1.

Defini¢do 2.18. Seja x € L* tal que X' (x) # 0, a 6rbita local é dada por ¢ £(t,x) = @ ,(t, x).
No caso x € £~ tal que Y(x) #0 é dada por @ £(t, x) = @y (t, x).

Definicdo 2.19. Seja x € X tal que Xh(x) > 0 e Yh(x) > 0. Define-se a 6rbita local
como @x(t,x) = ¢y(t,x) parat < 0e @x(t,x) = @(t,x) para t > 0. No caso Xh(x) < 0e
Yh(x) < 0 a definigio é a mesma com o tempo invertido.

No caso que x € ¢ UX? podemos usar a convencdo de Filippov para definir uma
orbita local. Assim, consideramos o campo vetorial deslizante, F°, que é dado pela
combinacdo linear de X e ) e tangente a 2, i.e.

Yh)X () - XhxY(x)

F®) = =30 — Xhwx)

(2.16)

Definigdo 2.20. Seja x € 27 U tal que F*(x) # 0. Define-se a 6rbita local como @ (t, x) =

@ 75(t, x) onde @ £ € o fluxo associado ao campo deslizante definido em 2.16.
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Definigdo 2.21. Seja x € 9X° U X U 0XE tal que a definicio de 6rbita sobre ambos os lados da
respectiva fronteira pode ser estendida até x e coincidir. Entio a orbita através de x é essa orbita.

Esses pontos sdo chamados de pontos de tangéncia regular.

Para qualquer outro ponto define-se @ (¢, x) = x. Esse caso corresponde aos pontos de
tangéncia que ndo satisfazem a defini¢do anterior, os quais sdo chamados de pontos de
tangéncia singular. Também corresponde aos pontos singulares de X sobre X*, de Y
sobre ™ e de F° sobre X% U X*.

Concluimos que a solugdo de ¥ = F(x) com F dado na equagdo 2.15 compreende

todas as solugdes da inclusao diferencial
x=Y+AMX =), (2.17)

onde A =0seh(x) <0, A=1seh(x) >0eA € (0,1) se h(x) = 0. Entdo, a dindmica
de um sistema suave por partes é uma composigdo das dindmicas de X, Y e de F°,

definido na equagéo 2.16.

x+Y(x)
F*(x)

Y4 yxe

x+X(x)

Figura 12: O campo deslizante associado as regides de escape e deslize.

Finalmente podemos definir a drbita ou trajetéria como o caminho suave por partes
que satisfaz a inclusdo diferencial 2.17 e formado pela concatenagdo de 6rbitas locais,

i.e. como o conjunto

Y ={@x(t x): t € R}.

Definicio 2.22. Os pontos x € % UX? que satisfazem F*°(x) = 0, i.e. os pontos singulares do
campo deslizante definido em 2.16 sdo chamados de pontos de pseudo equilibrio de F ou de

equilibrio singular.
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A seguinte defini¢do é uma generalizacdo da defini¢do de singularidade para campos

de Filippov.

Definicao 2.23. Dizemos que x é uma singularidade de um campo vetorial de Filippov se
i) x € ©F tal que x é um ponto de equilibrio de X ou de Y.
ii) x € 2 U tal que x é um ponto de pseudo equilibrio de F.
iii) x € 9X° UL UJL, i.e. x é um ponto de tangéncia reqular o singular.

Qualquer outro ponto serd chamado de ponto regular.

Definimos dois tipos de tangéncias entre um campo vetorial e uma variedade.

Defini¢ao 2.24. Dizemos que o ponto x € X é uma dobra do campo X (ou que X tem
tangéncia quadratica sobre X) se Xh(x) =0e X h(x) 0.

Definicao 2.25. Dizemos que o ponto x € X é uma caspide do campo X (ou que X tem tan-
géncia ciibica sobre X)) se Xh(x) = X%h(x) = 0e X3h(x) # 0e { Vh(x), V(Xh)(x), V(X?h)(x)}

é linearmente independente.

Para o campo Y definimos de maneira semelhante um ponto de dobra e um ponto

ctuspide.

Defini¢ao 2.26. Dizemos que o ponto x € X é uma singularidade do tipo dobra-dobra do

campo F se x é uma dobra para ambos os campos X e Y i.e.

Xh(x) =Yh(x)=0 e X*h(x)Y*h(x) #0.

Os conceitos abordados nesta se¢do serdo fundamentais para a andlise do capitulo 3.



ELEMENTOS DE MECANICA DOS
FLUIDOS

Um fluido é definido como uma substancia que é deformada continuamente sob a acdo
de uma forca tangencial a sua drea. Essa forca é chamada de esfor¢o cortante. Em
geral, a propriedade definitéria de um fluido, que envolve liquidos e gases, reside na
facilidade com que podem ser deformados. Uma peca de matéria sélida possui uma
forma definida e essa forma muda somente quando existe uma mudanca nas condi¢des
externas. Por outro lado, uma porc¢ado de fluido ndo possui uma forma determinada
e assim, diferentes por¢des de um mesmo fluido podem ser reordenados de forma

diferente sem mudar suas propriedades macroscépicas.

No entanto, devemos destacar que existem casos em que a distingdo entre sélidos
e fluidos ndo é acentuada, uma vez que existem materiais que, em alguns aspectos, se
comportam como sdlidos e, em outros aspectos, como fluidos. Podemos mencionar,
por exemplo os materiais tixotrdpicos os quais possuem um comportamento dual. Dois
exemplos desse tipo de materiais sdo a pintura e a geleia, os quais se comportam como
solidos elasticos apo6s ter sido deixadas em repouso por um tempo. Porém perdem
sua elasticidade ou se comportam como liquidos quando sdo submetidos a distor¢oes
severas. Ainda mais complicado é o comportamento de materiais tais como solugdes
de polimero concentrado as quais podem exibir simultaneamente um comportamento

semelhante a um sélido e um fluido.

Felizmente, os fluidos mais comuns (por exemplo ar e dgua) sdo bastantes simples no
sentido de ndo ter o comportamento descrito acima. Isso justifica o fato de ter mais

atengdo neste tipo de fluidos.

Uma andlise completa do comportamento de um fluido deveria levar em conta a
acdo de cada molécula individual. Em aplica¢des é mais importante usar as condi¢des

médias das propriedades do fluido. Entdo, em lugar de estudar moléculas separadas,
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consideramos o fluido como um continuo, i.e. uma distribuicdo continua de matéria sem
espaco vazio. Esta suposicdo é justificavel porque o nimero de moléculas envolvidas é
muito grande e as distancias entre elas sdo muito pequenas, assim podemos considerar
um fluido como um continuo. E quando for necessario tomar um pequeno elemento ou
uma particula de fluido, esse elemento é suposto com o tamanho suficiente para conter

muitas moléculas.

Podem-se consultar as referéncias [23], [24] e [25] para aprofundar o conhecimento de

fluidos.

3.1 DEFINICOES BASICAS

Nesta se¢do sdo dadas algumas defini¢des que interessam no estudo do movimento
de um fluido. Definimos como fluxo a um fluido em movimento. Geralmente, o fluxo
é descrito em funcdo de varidveis fisicas como pressdo, densidade e velocidade, em
todos os pontos do fluido. Essa descricdo também esta centrada no tempo. Assim, a
pressdo, a densidade e a velocidade de um fluxo serdo dadas por p(t, x), p(t, x) e v(t, x),

respectivamente.

A seguir vamos ver uma breve classificagdo dos fluxos:

I) Um fluxo bidimensional é aquele que num apropriado sistema de coordenadas
possui componentes de velocidade vy e v, as quais independem de z, além disso
v, = 0. Outras varidveis tais como a densidade e temperatura também independem

de z.1

II) Um fluxo estaciondrio é aquele fluxo com velocidade que independe do tempo.
Em outras palavras, todas as particulas que passam por um ponto determinado
do fluido terdo a mesma velocidade. Quando a velocidade depende do tempo, o

fluxo é dito ndo estaciondrio.

II) Um fluxo incompressivel é aquele com densidade constante.

1 Na realidade os fluxos bidimensionais ndo existem, porém muitas vezes é possivel fazer uma aproximagéo

deles. O estudo matematico é muito mais facil na maioria dos casos. Existem fluidos que tém velocidades

quase paralelas a superficie da Terra, e ndo variam muito num razodavel intervalo de altitude [26].
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IV) Um fluxo viscoso é o que oferece uma resisténcia grande a mudangas muito

répidas de forma. No caso contrédrio dizemos que é ndo viscoso.”

V) Um fluxo laminar se caracteriza porque o movimento das particulas do fluido
segue trajetorias bastante regulares, separadas e perfeitamente definidas dando a
impressdo que estd formado por um conjunto de laminas mais ou menos paralelas

entre elas.

VI) Um fluxo turbulento é aquele cujas particulas descrevem trajétorias erréticas, i.e.

trajetérias muito irregulares sem seguir uma ordem estabelecida.

Como ja sabemos, existem basicamente duas maneiras de descrever o movimento de
um fluido. A primeira maneira chamada de descrigdo lagrangeana consiste em fixar
uma particula para estudar o que acontece no seu movimento. Assim, se no instante
t = 0 a particula ocupa a posi¢do xy, a ideia é seguir a trajetéria da particula e conhecer a
posicdo dela em qualquer instante de tempo. Evidentemente o vector posicdo depende
das condig0es iniciais da particula, i.e. x = x(¢; xp). Se obtemos o valor de x para todo

X0 e todo t podemos conseguir uma descrigdo completa do fluxo.

A outra maneira de descrever o movimento de um fluido é chamada de descri¢do
euleriana. Neste caso fixamos um ponto x no espaco e desejamos conhecer, em funcao
do tempo, as varidveis fisicas das particulas que passam nesse ponto. Note que ndo
estamos seguindo uma particula como na descri¢do lagrangiana. Se conseguimos fazer o
mesmo para todos os pontos do espago podemos obter também uma descricdo completa

do fluxo.

Outro conceito muito usado é o de linha de corrente que é definida como uma li-
nha continua no fluido, cuja tangente segue a dire¢cdo do vetor velocidade em cada
ponto. O fluxo ndo atravessa uma linha de corrente, o fluxo é ao longo dela e indica
em cada ponto a diregdo que tem o fluido no seu movimento. Se consideramos varias
linhas de corrente num instante particular é possivel obter uma boa representagdo
pictdrica do fluxo, especialmente para fluxos bidimensionais. Essas curvas, em geral,
ndo sdo as mesmas que as trajetorias das particulas porém coincidem quando o fluxo é

estacionario.

2 Os efeitos da viscosidade serdo considerados insignificantes, a menos que o contrario seja estabelecido.

35



36

ELEMENTOS DE MECANICA DOS FLUIDOS
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(a) (b)

Figura 13: (a) Fluxo laminar. (b) Fluxo turbulento. Figura reproduzida da referéncia [27].

Considere agora uma descri¢do euleriana do movimento do fluido com velocidade
v =0(t,x). A expressdo para a aceleracdo pode ser calculada notando que uma particula
que estd na posicdo x no tempo t se desloca para a posicao x + vAt no tempo t + At e
que a variacgdo na velocidade é dada por

)
ot

Entdo, dividindo os dois lados por At e fazendo At — 0 obtemos que a aceleracgdo é

v(x + VAL t+ At) —v(t, x) = At{ +v.Vv] + O((AD?).

dada por

v
§+U.V’0.

Célculos semelhantes podem ser feitos para qualquer outra varidvel fisica ® que esteja

especificada como func¢do de x e t da mesma forma anterior. Essa variavel fisica pode ser

, od - .
tanto escalar quanto vetorial. Note que a5 representa a taxa local de variacdo devida a
varia¢des temporais na posi¢do x. Para calcular a taxa total de variagdo de ® devemos
adicionar a taxa convectiva de variacdo, v . V®, devida ao transporte do elemento para

uma posic¢do diferente.

7 >
—
/ 7 > W

L

", 0> g
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Figura 14: A velocidade é tangente as linhas de corrente.

E conveniente introduzir a notagdo

D o
E_EH).V,
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. : Do
e assim, por exemplo, a aceleracdo de uma particula no fluxo pode ser escrita como Dt
O operador D € conhecido como derivada convectiva e possui significado somente
quando aplicado a uma variavel fisica do fluido. Além disso esse operador da uma

derivada temporal seguindo o fluido em termos de medicdes eulerianas.

3.2 LEIS DE CONSERVACAO

Em termos gerais, a mecanica dos fluidos estd baseada em leis de conservacdo para
massa, momentum e energia (aqui estudamos brevemente as duas primeiras). Essas
leis podem ser estabelecidas na forma diferencial, aplicdveis num ponto, ou podem
ser também estabelecidas em forma integral, aplicdveis numa regido do fluido. Dois
teoremas sdo importantes no desenvolvimento dessas leis, o teorema da divergéncia e o

teorema de transporte de Reynolds [28].

3.2.1 Conservacido da Massa

O principio de conservacdo da massa expressa o fato que a matéria ndo pode ser criada
nem destruida. A equagdo de continuidade ou equacdo de conservagdo da massa é a
afirmagdo matematica desse principio. Para obté-la considere uma superficie fechada
e arbitrdria S com volume (), cuja posigdo é fixa relativa as coordenadas eulerianas e
ocupada totalmente por fluido com densidade p. A equagdo de conservagdo da massa

diz que os fluxos fisicamente existentes satisfazem

a—‘0+V.(pv)=0.

ot
Note também que a equagdo anterior pode ser escrita na seguinte forma
d
a—€+v.Vp+pV.v =0,
substituindo a defini¢do de derivada convectiva obtemos
Dp
—+pV.0=0.
Dt " F

No caso de um fluido estaciondrio e incompressivel obtem-se

V.v=0. (3.1)
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Também, no caso de fluidos incompressiveis, se impomos a restri¢do adicional que o

fluxo é bidimensional, i.e. v = (v, v2), obtemos que o vetor divergéncia dado na equacdo

3.1€é
dor  9v2
ox 9y
isso significa que a equacdo diferencial
dy _ o
dx vy

é exata. Entdo existe uma funcédo ¢ tal que

_ 9y

" 3’ (3-2)
__ 9%

Uy = ox

Assim, o sistema de equagdes 3.2 é um sistema hamiltoniano cujo hamiltoniano é dado

pela funcgao 1. No caso de fluidos, essa fungado é chamada de funcdo corrente.

3.2.2 Conservacdo do Momentum

O principio de conservagdo de momentum é uma aplicacdo da segunda lei de Newton
ao movimento de um elemento de fluido. Em outras palavras, quando uma massa de
fluido é considerada num marco de referéncia lagrangeano é possivel estabelecer que a
taxa de variacdo do momentum da massa do fluido é igual a forga total externa atuando

sobre a massa.

Duas classes de forgas sdo as que podem atuar sobre uma massa de fluido. A pri-
meira classe estd formada pelas forgas de corpo, i.e. aquelas forcas que surgem inde-
pendentemente de qualquer contato com o fluido tais como as forgas gravitacionais
ou eletromagnéticas. Essas forgas sdo distribuidas através da massa do fluido e sdo

proporcionais a massa. Sao expressas por unidade de massa ou por unidade de volume.

A segunda classe estd formada pelas forcas de superficie. Essas forcas sdo exerci-
das sobre um elemento de 4rea do fluido através de contato direto com o ambiente. Sdo
proporcionais a extensdo da 4rea e sdo expressas por unidade de drea. A pressdo e a

tensdo de viscosidade sdo exemplos desse tipo de forgas.
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Figura 15: Campo de tensdes num elemento ctibico infinitesimal mostrando as tensdes normal e

de corte. Por claridade sdo mostradas as tensdes em 3 das 6 faces do cubo.

Assim, se f representa ao vetor resultante das forcas de corpo por unidade de massa e
p representa a densidade do fluido, temos que a forca de corpo total externa atuando
sobre uma massa dada por uma superficie S e com volume () serd / pfdV. Também
se J é um vetor de superficie que representa a forca de superficie total por unidade

de area, temos que a forca de superficie total externa atuando sobre a superficie S serd
| Faa.
S

De acordo a segunda lei de Newton, a soma das duas forcas resultantes anteriores

é igual a taxa de variacdo do momentum, que é dada em coordenadas lagrangeanas

D
por & /Q pvdV. Entdo, a equacdo que resulta de aplicar a lei fisica de conservacdo do

momentum é

D
ﬁ/prlv_/SJ-‘51A+/prdV.

A equagdo anterior significa que a igualdade
D / v dV = / PdA+/ FdV
Dt Jo POt = [t o Pi

é satisfeita para cadaj=1,2,3.

O lado esquerdo da equagdo anterior pode ser transformado numa integral de vo-
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lume com o integrando contendo somente integrais eulerianas. Para isso podemos usar

o teorema de transporte de Reynolds. Dessa maneira a equagdo anterior é agora

0
/Q [E(pvj)+v.(pvjv)}dV=/SFjdA+/pr]-dV. (3-3)

Por outro lado, sabemos que a tensdo sobre um elemento de fluido ctibico infinitesimal
€ especificada pelo tensor de tensdo o = [¢];; tal que cada componente ¢;; representa
a tensdo na diregdo x; sobre a superficie cujo vetor normal exterior aponta na direcao
xj.3 Assim, para uma superficie orientada arbitrariamente com vetor normal dado

por n = (ny,ny,n3), o vetor F = (F, F, F3) pode ser relacionado a ¢ pela equagdo
3

F; = Z(fi]-n,-. Entdo, substituindo a igualdade anterior na equagdo 3.3 obtemos
i=1

3 3
/Q [g(pv]-) +V. (pvjv)] av = /SizzlaijnidA + /prjdV.

Usando o teorema da divergéncia transformamos a integral de superficie do lado direito
da equacdo anterior numa integral de volume. Dessa maneira, a equagdo de conservagdo

do momentum pode ser escrita como

) 3
/Q {g(pvj)+v.(pvjv)}dvz / le

gy [ efiav.
e logo
2 3 aO'ij
/Q {g(pv]-) + V. (pvv) — 1; o Pf]] dv =0.

Ao usar o fato que o volume () é arbitrdrio obtemos a equacao diferencial

a0+ V) = L e
1=

que pode ser simplificada desenvolvendo os termos do lado direito e usando o teorema

de conservacdo da massa. Finalmente obtem-se

v; 3. dv; 3 90;;
] _ :
arn “’Z Ko, ~ L ax, TP
Note que o lado esquerdo da equacdo anterior é a multiplicacdo da densidade p com a

derivada convectiva de v;. Assim obtem-se

. 3
j :_
oot = ;axl ofi j=123. (54)

3 Para melhor entender, x1, x; e x3 denotam as dire¢des coordenadas x, y e z respectivamente.
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A equagdo anterior é conhecida como a equacdo de conservacdo do momentum.

Um estudo detalhado do equilibrio do momentum resulta na simetria do tensor de
tensdo, i.e. 0;; = 0j;. Para um fluido newtoniano as componentes de tensdo estdo

relacionadas ao campo de velocidade e de pressdo pela equagao

_ 2 avl 82)]
0'1]—_<p+§yv'v)511+.u<a_x]+a_xl> (3-5)

sendo u o coeficiente de viscosidade, p a pressdo, e dija funcao delta de Kronecker.

3.3 A EQUACAO DE NAVIER-STOKES

A equagdo de movimento para um fluido newtoniano é obtida substituindo a equagdo

3.5 ha equagdo 3.4. Assim, tem-se
Dv; 3 dv; 0v
j i ]
th Z&xl[ (P+ 3HV- 0)5 ”(axﬁaxl)]“’ff

_dp 20 3 dv; 9V, .
i R a7 s ) KA

A equagdo anterior é conhecida como a equacgdo geral de Navier-Stokes. Em muitas
situagdes podemos omitir alguns termos para obter equagdes mais simples. Por exemplo
se o coeficiente de viscosidade u for constante, a equac¢do anterior seria simplificada na

forma
Duo; azv]

0 20,
] p ]/l i
Dt T ax " Zax]axl MRt

Em forma vetorial, a equagdo anterior pode ser expressa como

ot

E no caso de um fluido incompressivel, i.e. V.v =0, a equagdo anterior fica reduzida

p(a_v +0. Vv) =pf—Vp+yV20+§V(V.v).

em
v

p(g +0. Vv) =pof — Vp+uVv. (3.6)

K

Definindo a viscosidade cinemética como v = = temos que 3.6 pode ser escrita como

v Vp 2
= T NVo=f—-— 5 P vy
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A mudanga anterior faz com que a equagdo possa ser escrita de uma maneira mais

conveniente, especialmente se p for constante.

Finalmente, para um fluido néo viscoso e incompressivel temos

a—v+v.Vv: —@.
ot Y

A equacdo anterior é conhecida como a equagdo de Euler.

Como é conhecido, as equagdes diferenciais precisam de condi¢des de fronteira que sdo
dadas de acordo com a situacdo fisica. Numa fronteira rigida, a velocidade do fluido
e a velocidade da fronteira coincidem, em outras palavras as componentes normais
sdo as mesmas porque o fluido ndo penetra no sélido nem deixa espagos livres. As
componentes tangenciais da velocidade no fluido e no sélido também sado idénticas.
Essa condicdo é chamada de condigdo de ndo-deslizamento e pode ser visualizada
em termos moleculares para fluidos e sdlidos que apresentam algum emaranhado
na fronteira. Porém essa visdo é demasiado simples como para ser real e essa escala
molecular ndo aparece no modelo continuo, cujas escalas sdo maiores. Contudo, todas
as predi¢des que usam a condi¢do de ndo deslizamento tem resultado ser precisas, assim

essa condicdo é universalmente aceitada como a apropriada condi¢do de fronteira.

Também podem acontecer condi¢des assintéticas na fronteira. Isso significa que ndo
existe movimento para distancias grandes ou que existe uma corrente uniforme. Outro
tipo de condi¢des na fronteira acontecem quando sdo conhecidos dados sobre a pressao.
A principal for¢a na maioria de fluidos é a gravidade. Essa é a principal causa do
fluxo, porém usualmente as forcas gravitacionais sdo equilibradas por um campo de

pressdo hidrostética. E ttil subtrair essas duas influéncias antes de discutir o movimento.

Suponha que o fluido é incompressivel. Tome o campo de pressdo quando ndo existe

movimento como py e a pressdo quando existe movimento como pg + p. Entdo temos

pf = VP()/ (37)

e também
Do

o5 =0f = Vipo+p)+pVio. (3.8)
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De 3.7 e 3.8 obtemos

Do
_ 2
P = ~VP+HVD, (3.9)
Dt
onde somente a pressdo dindmica aparece na equacdo anterior. Em muitos casos
podemos resolver essa equagdo e depois adicionar a pressdo hidrostética no caso de

precisarmos da pressdo total.

A equacdo anterior pode ser adimensional definindo uma escala de comprimento
L e uma escala de velocidade V. A escolha dessas escalas é feita principalmente pela

aparéncia das condi¢des de fronteira. A correspondente escala no tempo pode ser dada

por T = 4. A escala para a pressdo, depende da natureza do fluxo, no caso de tensdo

. vV . . .
viscosa podemos escolher X = pT Entdo introduzindo as novas variaveis
X — X 0 — i I — t — p
L’ % - PTs

e usando a regra da cadeia, a equagdo 3.9 fica expressa na forma

00; 3 90 o) 3 92v-
_] —] :—_p ] P
Re{at +;vJaxi] axj+;_8x2’ j=1,2,3.

Para a equacdo anterior, em forma vetorial, tem-se

Do
Re—=— = —Vp+ V2.
Df P
. VL | . : . )
O ntmero Re = — é um nimero adimensional, chamado de niimero de Reynolds e
v
representa a relacdo entre a forca inercial e a forga viscosa. Seu valor indica se o fluxo é

laminar ou turbulento.

3.4 AS EQUACOES DE JEFFERY

Em muitas situagdes, naturais ou ndo, os fluidos transportam matéria em forma de
particulas. Em algumas dessas situagdes as particulas apresentam um comportamento
passivo, i.e. ndo possuem dindmica interna e seu movimento estd completamente
4

descrito pelo escoamento [29]. Porém, nem todas as particulas “sofrem passivamente

o fendmeno de advecgdo, algumas obedecem equag¢des de movimento de acordo ao
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tipo de atividade da particula (vide [30], [31] e [32]). Em todos esses casos a dinamica
da particula é diferente e sua interagdo com o escoamento produz comportamentos

complexos.

A natagdo de organismos é um exemplo de comportamento com dindmica interna.
Isso pode acontecer em escoamentos naturais e varia desde pequenos organismos até
animais macroscopicos tais como peixes. O assunto principal aqui é que a geometria da
particula possui sua prépria forma de natacdo o que traz efeitos no sistema dindmico
e assim essas particulas podem quebrar as barreiras de transporte presentes no escoa-

mento (vide [33] e [34]).

O primeiro estudo matemaético desse tipo de problemas foi dado por Einstein na
sua dissertacdo de doutorado [35]. Ele considerou o caso de particulas esféricas e
deu uma férmula para o aumento da viscosidade. Em 1923 Jeffery deu uma solugdo
aproximada para a equagdo do movimento de um corpo elipsoidal rigido imerso num
fluxo linear circundante [5]. Mais recentemente, Junk e Illner [36] apresentaram uma
nova derivagdo das equacdes de Jeffery para o movimento de um pequeno corpo rigido
imerso num fluxo que satisfaz as equagdes de Navier-Stokes, usando métodos de anéli-
ses assintoticas. A diferenga com o artigo original de Jeffery é que as equagdes que eles
obtiveram sdo validas para corpos de forma geral. Assim, qualquer caso particular é

consequéncia da ordem da expansdo assintética.

As equagodes de Jeffery sdo usadas na teoria de suspensdes onde é estudada a in-
teracdo entre a particula suspensa e o fluido. A dinadmica da particula é um ingrediente
bésico para abordagens estatisticas as quais modelam o comportamento de conjuntos
de particulas suspensas. Outros trabalhos semelhantes ao trabalho de Jeffery mas com

geometrias mais gerais podem ser encontradas nas referéncias [37], [38] e [39].

Essas equagdes resultam das condigdes de resolubilidade de um problema de Sto-
kes que descreve o fluxo local de primeira ordem ao redor da particula. Esses problemas
de Stokes sdo geralmente conhecidos como problemas de mobilidade e tém sido cuida-
dosamente estudados em [40]. Na abordagem de Junk e Illner, os resultados anteriores
sdo estendidos obtendo também as equagdes para os coeficientes de segunda ordem

e se mostra quantitativamente quao bem a soluc¢do aproximada (obtida da expansado
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assintética truncada) satisfaz as equagdes de Navier-Stokes e as equagdes de corpo
rigido. Esse resultado é um primeiro passo para uma prova matemaética de que as

equacdes de Jeffery sdo a correta descrigdo assintética da dinamica do corpo estudado.

Em termos gerais, a ideia é descrever o movimento de um pequeno corpo rigido
E., com densidade constante p;,, dentro de um liquido em movimento. Como sabemos,
o movimento de um corpo rigido consiste de translagdes e rotagdes. Para E; a posi¢do
e orientagdo estdo completamente caracterizadas por seu centro de massa c(f) € R3 e

uma matriz de rotagdo R(t) € SO(3)* tal que
Ec(t) = eR(t)E +c(t) t>0, (3.10)

onde o conjunto E é um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave oE que, em

particular, é dado por

2 2 2
Vi Y2ty
E:{ye]R3:l—21+ L 3<1},

com [ > 0ed > 0, cuja orientagdo no espago é dada pelo vetor p que aponta na direcdo

do eixo de rotacao.

Note que ja que o corpo estd em movimento teremos um problema de Navier-Stokes
com fronteira moével para as varidveis do fluxo. Para descrever a localizacdo e a veloci-

dade dessa fronteira consideramos primeiro a cinematica do corpo rigido.

Na equacdo 3.10 se x € E¢(t) ey € E tem-se
x(t,y) = eR(B)Y +c(t), £>0, (3.11)

e assim

x(t,y) = eR(t)y + (1), t>0. (3.12)

Por outro lado pode-se demonstrar [41] que para R existe um vetor w(t) = (w1, Wy, w3)

dependendo de t tal que
R(t) = Bw(t)R(t), (3.13)

O conjunto SO(3) esta formado pelas matrizes de tamanho 3 x 3 que possuem uma inversa que coincide

com sua transposta e cujo determinante é a unidade.
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com a matriz B(w(t)) dada por

0 —ws(t)  walt)
Blw(t) =] ws(t) 0 —w1(t)
—wy(t)  wi(?) 0

Logo em 3.12 obtemos a equagdo da velocidade para x € E;

£(t,y) = eB@H)R(Dy +&(t)
= B@(H)(x(t,y) — (b)) + (),

e no caso de um vetor r(t) apontando desde o centro de massa c(t) a algum ponto
x € JE, temos
7(t) = w(t) Ar(t),

onde, parar ¢ IR3, usamos a relacio B(w(t))r = w Ar.

Por outro lado, supomos que tanto o liquido quanto o corpo rigido E; estdo dentro de
um dominio regular Q) C R®. O liquido é incompressivel com densidade constante p re
viscosidade cinemética v. Assim, os campos de pressdo (dindmica) e velocidade, p e v,

satisfazem as equagdes de Navier-Stokes em () \ E((¢), i.e. tem-se

V.v =0,

Do (314)
Reﬁ = —Vp+Av,

onde as varidveis v e p sdo adimensionais com as mesmas escalas dadas na secdo 3.3. O
problema de Navier-Stokes anterior é assumido com adequadas condi¢des iniciais e de
fronteira de forma que o problema do fluxo sem perturbacido estd bem definido. Além

disso a condi¢do de ndo-deslizamento sobre a fronteira diz que
v(t,x) =w(t) N\ (x(t,y) —c(t)) +E(t), x € dE(t).

Também, como consequéncia de aplicar a segunda lei de Newton e a lei de conservacao

do momentum angular, as duas equagdes seguintes sdo satisfeitas

1
coRe &(t) = s /a ot x(t,y)R(nds, (3.15)
ezgRe%(T(t)w(t)) - vfz((t;) /a Y ART(Oo(t x(t, y)REmS, (3.16)
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Pp

onde o = —pl+2S[v],° 0 = Y e T(t) é o tensor de inercia que é dado por

1 2
2ol(E) /[Iy| I-y@yldy.’

As equagdes 3.13, 3.15 e 3.16 constituem um sistema de equagdes diferencias ndo lineares

T(t) = R()TRT (1), T=

de segunda ordem que é complementado com adequadas condig¢des iniciais para se

obter as equagdes de Jeffery.

Duas hipoéteses sdo feitas para se obter as equagdes de Jeffery:
1) O movimento do fluido ndo é perturbado pela particula.

2) O movimento do fluido induz uma rotagdo no corpo rigido com velocidade

angular w = O(1).

Para descrever os campos locais de velocidade e pressdo para o corpo rigido E. é
conveniente trabalhar usando as coordenadas do corpo fixo E, isso significa usar o vetor

y da equacdo 3.11 que pode ser escrito como

y(t,x) = RT(n -2

Em geral, pode-se demonstrar que esses campos locals de velocidade e pressdo podem

c(t)

ser escritos como

Uppe(t, x) = Z SiR(t)ui(tr y),

i=1
(o]
i—1
ploc(t/x) = ZS pi(t/y)'
E ja que a ideia é usar aproximagdes até a segunda ordem como maximo, podemos

omitir os termos de ordens maiores. Generalizando a ideia para as outras varidveis

obtemos expansoes da forma

u(t,x) = ug(t,x)+u(t,x)
p(t,x) = polt, x) + pioc(t, X)
c(t) = co(t) +eci(t) + 2co(t) +
w(t) = wo(t) +ewq(t) +
R(t) = Ro(t)+eRi(H) +...
5 A expressao S[o] é chamada parte simétrica de v = (v, v, v3) e é dada por S[v]; = (gz] g?)

6 O produto tensorial de dois vetores, a e b, ¢ dado por (a ® b);; = a;b;.
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Com uy,, e pj, truncadas até a segunda e primeira ordem respectivamente. As expres-
sOes anteriores sdo substituidas nas equagdes 3.13, 3.15 e 3.16 para obter as equagdes
que devem satisfazer as fungdes u;, p;, ¢;, w; e R;. Por outro lado, pode-se demonstrar
que a correspondente expansao truncada satisfaz o problema original ao menos até a
ordem ¢ o que garante sua validade. Também, pode-se garantir que essa expansdo é
somente valida enquanto o corpo rigido estd longe da fronteira d(), j4 que a suposigdo

ndo inclui os efeitos fisicos quando a distancia é de ordem e.

Seguindo os resultados de Junk e Illner, o campo de velocidades de ordem princi-
pal, i.e. ug, coincide com o campo de velocidade do fluido sem perturbacéo, i.e. com v
da equacdo 3.14. O centro de massa do corpo também como ordem principal, i.e. ¢,

satisfaz a equacdo diferencial

Co = uo(t, co(t)),
co(0) = c(0).

Por outro lado, os trés vetores apontando na direcdo dos eixos principais satisfazem a

equacgdo diferencial

1 3 .
pi=5(V AU AP+ ), €imAnpy @ piSluolp,”  i=1,2,3.
k,m=1

com as condigdes iniciais dadas por p,(0) = R(0)e; e com os parametros A, dados por
2 _ 2 2 _ g2 2 _ g2
m=%23 meSh w2
5+d; di +dj ds +dj
com dy, dy e d3 representando o comprimento dos semi-eixos do elipsoide. No caso
particular de um elipsoide de rotagdo temos dy = [ e d, = d3 = d e assim os vetores
p, e p; ndo fornecem a orientacdo espacial do corpo porque esses vetores somente
descrevem quanto esta rotacionando o corpo ao redor do eixo p;. Como consequéncia
disso temos que
12 . d2
A =0, /\3:—A2:A:m,
e a equagao para o vetor p; possui a forma

.1 >
P = E(V AUg) App+A Zpk ® piSluolp;-
k=2

€jjk = +1 se i, j e k formam uma permutagéo par de 1, 2 e 3, € = —1 no caso de uma permutagéo impar

e €;jx = 0 se dois indices sdo iguais.
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Renomeando p = p, e ordenando os termos da soma, a expressdo anterior pode ser

reescrita como 1
P = 5(V Ag) Ap+A(Sluol — (p" Sluolp)I)p.

A equagdo anterior é conhecida como a equagdo de Jeffery e é a condicdo de resolubili-
dade de ordem principal no caso de um corpo elipsoidal alongado e rotacionalmente

simétrico.

Em nosso caso de estudo, a particula terd forma de esferoide prolato® e a veloci-
dade de natagdo, v, dependerd da direcdo que esta representada pelo vetor unitario
p. Seja uy = up(t,x) a velocidade do escoamento. Quando a particula é deixada no

escoamento a velocidade dela satisfaz a equacédo diferencial
X =uy(t,x)+vp.

Por outro lado, ja sabemos que a orientagdo de uma particula elipsoidal estd dada pela

equacdo de Jeffery

.1
p = 5(V Aug) Ap+A(Sluol — (p Sluolp) La)p. (3-17)
Para a equacdo anterior, o parametro A é dado por
2
_r -1

sendo y a razdo dos comprimentos do eixo maior e do eixo menor do elipsoide.

Assumindo um caso bidimensional onde a velocidade do escoamento é dada por
_ (%% 9y
uO - ( ay 4 ax ) 7

temos que o vetor p pode ser representado por (cos(d), sen(d))” e logo

uma funcdo corrente, i.e.

p = (—sen(6), cos(6))" 6. (3.19)
Por outro lado, o primeiro termo da direita da equagédo 3.17 é dado por

%(V AU Ap = —Az—lp(—sen(G), cos(@))T. (3-20)

Um esferoide prolato é aquele cujo comprimento do eixo polar é maior do que do eixo equatorial. Pode

ser formado rotacionando uma elipse em torno de seu eixo maior.
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Ao calcular a matriz S[uy] obtem-se

021 1 (821p a%p)
9xd 2\ a2 a2
2 (W - 872) - oxdy

A expressdo entre parénteses do lado direito de 3.17 é

2%y (sen?(0) 0 1/0%y 0%y ) sen(20) —1
(T _ _(e¥_9¥
S[uol — (p* Sluolp) L 2ax8y ( 0 —cos2(0)> 5 (8y2 912 1 sen(20))

e quando aplicada ao vetor p = (cos(d), sen(9))” obtemos

0? 20) [ 0? 02 —sen
(Sluo] — " STuolp) Ly = [—sen(ze) ot 2 (- axf)] (). Gan

Substituindo as equagdes 3.20 e 3.21 na equacdo 3.17 e igualando o resultado com 3.19

obtemos a equagdo diferencial para a dire¢do

. Ay 0’ cos(20) (%Y %Y
9——7+A[—sen(29)axay+ > (8y2_8x2> .

Usando a equagdo anterior obtemos finalmente

X = a—lp + vecos(6),

dy

d
y=— % + vsen(6), (3-22)
. Ay % cos(20) [Py %
6_—7+A[—sen(29)axay+ 5 (ay2_8x2> .

Em particular, a escolha da velocidade de autopropulsdo esta baseada em modelos de
fototaxia [1, 2] onde as particulas buscam maximizar o movimento ao longo de uma
dada diregdo. Seja B o valor dessa dire¢do. Entdo, assumiremos que a particula ndo
possui velocidade quando sua direc¢do estd longe da direcao pretendida, i.e. quando a
diferenca |6 — B| é maior que um certo dngulo critico, . Caso contrario, o médulo da
velocidade da particula sera 2%
Temos assim que o médulo da velocidade depende da orientagdo instantanea 6 e

dos parametros v, B e e. Entdo, podemos escrever v.como

v
— — <
2e’ se |0—pB|<e
v =vg(0;¢0) =

0, se |0—pB|>¢



3.4 AS EQUAGOES DE JEFFERY

Logo, a particula possui dois tipos de comportamento: autopropulsdao quando 6 esta

dentro do intervalo [B — ¢, B + €] e de advec¢do quando 0 esta fora dele.

Os resultados de estudar as equagdes diferenciais anteriores estdo no capitulo 5.
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NATACAO DE PARTICULAS
PONTUAIS

Neste capitulo enumeramos nossos resultados do estudo sobre natagdo de particulas
pontuais em um escoamento bidimensional estaciondrio. Na se¢do 4.1 aprofundamos e
estendemos as investigacdes, sobre um espago de pardmetros, do problema de comparar
dois protocolos distintos de autopropulsdo quando os valores absolutos das velocidades
médias’ dos dois coincidem (vide figura 19). Como ja foi mencionado na introdugéo,
uma primeira investigacdo desses dois protocolos iniciou no trabalho do mestrado do

autor [3] com uma escolha particular dos pardmetros envolvidos.

A partir dessa pesquisa, surgiu a motivagdo de fazermos as mesmas comparacgoes,
mas agora explorando exaustivamente o espaco de parametros. Assim, fixando um
dos parametros e deixando os outros dois variarem numa regido do plano, obtemos
uma comparagdo abrangente entre os dois protocolos. O resultado mais notavel é que é
possivel obter aumentos de mais de 100% da 4rea de condices iniciais de trajetorias
ndo confinadas quando se troca o primeiro pelo segundo protocolo. Os resultados desse

estudo estdo detalhados no artigo apresentado no Anexo A.

Na secdo 4.2, reportamos a comparacdo entre os dois protocolos no caso em que
a velocidade temporalmente modulada do segundo protocolo é, em todo instante,
menor ou igual a velocidade constante usada no primeiro protocolo (vide figura 24). Da
mesma forma que na secado 4.1 os resultados sdo obtidos sobre um espago de parame-

tros.

1 Definimos a velocidade média como lim
t—+00

[y |x(0)dT
o
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Figura 16: Retrato de fases do sistema 4.1.

Definimos o escoamento convectivo dado por

X = 2msen(27tx)cos(27ty), (4.1)
4.1

Y = — 27cos(27tx)sen(27ty).
O sistema de equagdes anterior apresenta somente trajetérias confinadas (vide figura
16). Isso significa que uma particula adveccionada pelo escoamento permanece em

alguma regido compacta do espaco de fases.

Como ja dissemos, estamos interessados em comparar dois protocolos para a velo-
cidade de autopropulsao ao longo do semieixo x positivo. O objetivo é determinar a
melhor forma de se fomentar o transporte, i.e. queremos saber qual dos dois protocolos
leva a um maior conjunto de condigdes iniciais de trajetérias ndo confinadas. Assu-
mimos que, em cada instante, a velocidade da particula corresponde a soma de sua

velocidade de autopropulsdo com a velocidade do fluido em sua posigao.

4.1 PRIMEIRA COMPARACAO

Nesta secdo estudamos o problema de comparar os dois protocolos de natagdo quando

coincidem os valores absolutos das velocidades médias de cada um. Assim, o primeiro
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protocolo corresponde a autopropulsdo com velocidade constante igual a a. Nesse caso,

a velocidade total da particula é

x = 2msen(2mtx)cos(2my) + «, (4.2)
4.2
Y = — 27tcos(2mx)sen(27ty).
Note que o sistema anterior é um sistema hamiltoniano cuja fungdo corrente é
Pa(x, y) = sen(27r)sen(27ty) + avy. (4-3)

Na figura 17 vemos o retrato fase de 4.2. Esse protocolo apresenta conexdes heteroclini-

cas que separam o movimento confinado do ndo confinado.

1 = ® ®
0.6 ' -
y
0.4 :
0 = ? r'
0.2 04 4 06 0.8 1

. . T
Figura 17: Retrato de fases do sistema 4.2 com « = 5

O segundo protocolo é uma pequena perturbacdo temporal periddica de tipo sinusoidal

do primeiro protocolo. Agora temos o sistema ndo autdbnomo de equagdes diferenciais

x = 2msen(2rtx)cos(27ty) + a + esen(wt),

| (4.4)
y = — 2mcos(27tx)sen(27ty),

com (0 < ek 1.

A ideia de se considerar a modulagdo temporal vem de que esperamos caos na regido
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,e=03ew=75.

Figura 18: Mapa de Poincaré do sistema 4.4 com « =

S

das separatrizes quando se perturba um sistema hamiltoniano de 1 grau de liberdade.

O caos resulta em transporte entre regides confinadas e ndo confinadas.

Transformamos o sistema anterior num sistema autdonomo definindo a nova varié-

vel 0 = wt com a equivaléncia € + 271 = 0. O novo sistema é tridimensional e é dado

por

X = 2msen(2mx)cos(2y) + a + esen(h),
y = —27mcos(27rx)sen(2mty),

0= w.
Para estudar o sistema anterior escolhemos a superficie
»% = {(x,0) e R> x §': 0 =6 € [0,2m)}.

Sobre X% definimos o mapa de Poincaré Py, : 2% — £%, dado por

((5)0) (5" a0 0.

O mapa anterior também apresenta tanto trajetérias confinadas quanto trajetérias que
escapam (vide figura 18). Note também a ocorréncia de trajetérias regulares e cadticas.

Usamos o método de Melnikov para demonstrar a existéncia das trajetérias cadticas.
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=
+
m

Velocidade
de Natacao
=

=
|
™

Figura 19: Comparacdo das duas velocidades de autopropulsdo de uma particula. Em azul a ve-
locidade do primeiro protocolo, . Em vermelho, a do segundo protocolo, « + esen(wt).

A autopropulsdo com velocidade constante é menor que a autopropulsdo com mo-

2n —2 2n—1
dulacdo temporal quando ¢ estd nos intervalos da forma (2n )7r, (2n )7T> , 0

w w
L. ) 2n—1)m 2nm
contrario acontece nos intervalos da forma , ,comn € IN.
w w

4.1.1 Primeiro Protocolo

Como ja vimos, o primeiro protocolo é um sistema hamiltoniano, isso significa que
podemos fazer um estudo analitico para obter a medida do conjunto de condig¢Ges
iniciais de trajetérias ndo confinadas. Note que esse protocolo apresenta conexdes
heteroclinicas e pontos fixos elipticos e hiperbélicos. Os pontos fixos sdo os pontos

singulares do campo vetorial

oY, I,

e podem ser calculados analiticamente. Devido a periodicidade das solu¢des da equacdo

4.2 é suficiente fazer nosso estudo no quadrado Q :=[0,1) x [0,1). Assim, os pontos

fixos hiperbdlicos em Q sdo dados por
1 (1 1 a(—=1)" m
By | 2 1V J D = s A m
(xm/],yml]) <4 +(—1) {4 2ﬁarcsen [ o } }modulo 1, > >, (4.5)
comm=0o0ulej=1ou2. Ospontos fixos hiperbdlicos podem ser vistos na figura 20.

Por outro lado, as conexdes heteroclinicas satisfazem a equagao

Yal, 1) = Palxiy i Yo )-
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. ~ L. . 7T .
Figura 20: Conexdes heteroclinicas do sistema 4.2 com a = 5 As separatrices I';, I, e Ag

correspondem a m = 1. As separatrices I's, I'y e Ay correspondem a m = 0.

Temos assim que essas conexdes sdo dadas por

sen(27tx)sen(27ty) + ay = sen(27rxf’n,j)sen(27ryz,l,]-) + “]/21,]'
xm

>
Em particular, as separatrizes I'; e Ay sdo dadas por
I'1 : sen(2mtx)sen(2ty) + ay = %, 05<y<1,
Aq: y=0.5, x}fll <x< x’f,z-

Usando a equacgdo para I'; isolamos x e assim definem-se duas fungdes

x1(y) = (%) arcsen <($§T_7T0$> ,
x2(y) = 0.5 — x1(y),

com 0.5 < ¥ < Ymax- O valor ymax é a coordenada y da intersecdo de I'; com a reta
x = 0.25. Em outras palavras, ymax satisfaz a desigualdade 0.5 < ymax < 1 e a equagdo

transcendental

N R

Sen(zrf]/max) + &Ymax =
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Note que Ymax, X1(v) e x2(y) dependem do parametro «, assim, podemos escrever a drea

da regido limitada por I'y e A; como

Ymax
ArlAl(DC) = /05 [xz(}/) - xl(y)]dy

Devido a existéncia de 4 curvas separatrizes, a drea do conjunto de condicdes iniciais

de trajetorias confinadas para o primeiro protocolo é dada por
AS(8) = 4Ar, a, ().

Finalmente, a drea do conjunto de condi¢des iniciais de trajetérias ndo confinadas é a

area do quadrado Q menos a 4rea anterior, entdo

A5() =1 - AS(@). (4.6)

4.1.2 Segundo Protocolo

Caos

Para o segundo protocolo, dado na equacéo 4.4, demonstramos a existéncia de trajetérias
cadticas usando o método de Melnikov [10]. Note que o segundo protocolo também

pode ser escrito na forma

. 0Py 0P
X = ay +€ay,
L L

ox ox’

onde 1, é a fungdo corrente definida em 4.3 e

P(x,y,t) = sen(wt)y. (4.7)

Em geral, se y;(t) = (x;(t), yi(t)) é uma parametrizacdo da separatriz I';, a correspondente

funcdo de Melnikov é definida como

Mite0) = [ it — 00, vt — ao), ), @9)
onde e 3D e 30
(Yo, Y] = ax“ - 8_]; o (4.9)

é o colchete de Poisson, definido na equagéo 2.9, de 1, com .
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Teorema 4.1. A fungio de Melnikov para a separatriz I'; do sequndo protocolo, dada na equagio

4.8, pode ser escrita como

M (6p) = 4rrcos(wby) /0+Oo cos(27tx;(t))sen(27ty;(t))sen(wt)dt. (4.10)

Demonstragdo:
Substituindo 4.3, 4.7, e 4.9 na integral da equagdo 4.8 obtemos
+

M(6p) = 27(/ ” cos(27tx;(t — 6p))sen(27ry;(t — 6p))sen(wt)dt.

Note na igualdade anterior que M; além de depender de w também depende do

parametro «, porém, por simplicidade, a dependéncia néo foi escrita de forma explicita.

Fazendo a substituicao t — t — 6y temos

M(0p) =27 /+OO cos(2mtx;(t))sen(27ry;(t))sen(w(t + Op))dt
—o° (4.11)
= 27t[Zi(a, w)cos(wbp) + Ji(a, w)sen(wby)],
com e
Ti(a, w) = / cos(2mx;(t))sen(27ry;(t))sen(wt)dt
e

T, w) = /_ " cos@rxi(t)sen(2ryi(t))cos(wh)dt.

Com uma adequada escolha das condiges iniciais ;(0) para cada I';, é possivel simpli-
ficar as integrais anteriores. Em particular, escolhemos 7(0) e 7,(0) como as interse¢des
da reta x = 0.25 com I'; e I'; respectivamente. Também escolhemos “y3(0) e y4(0) como
as intersecOes das retas x = 0.75 com I's e I'y respectivamente. Com a escolha anterior

ndo dificil demonstrar que

+00
Ti(a, w) =2 / cos(27x;(f))sen(27y;(f))sen(wtdt. (4.12)
0
Da mesma forma, obtem-se
Ji(a, w) =0, (4.13)
para todo valor positivo de a e w. Além disso, as relagdes 71 = 74 = =1, = —13, sdo

véalidas.

Substituindo 4.12 e 4.13 na igualdade 4.11 obtemos o afirmado.
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Para os valores de a e w tais que a integral Z;(x,w) é diferente de zero notamos
que M ;(6p) possui zeros simples. Para esses valores, usando o teorema 2.6, concluimos
que o mapa de Poincaré do segundo protocolo apresenta uma dinamica caética nas

vizinhangas das separatrizes I’;.

De forma semelhante é possivel calcular a funcdo de Melnikov para as separatri-
zes A\;. Porém, devido a sua parametrizacdo, a correspondente fungao de Melnikov é
identicamente zero. A tultima afirmacgdo é consistente ao comparar as figuras 17 e 18

onde vemos a sobrevivéncia dessas curvas ao passar da equacdo 4.2 a 4.4.

O mapa da separatriz

Generalizamos agora os resultados dados em [3] onde foi usado o mapa da sepa-
ratriz para se obter uma aproximagdo analitica da maior curva confinada. Os resultados
obtidos nessa pesquisa foram confirmados por resultados advindos de simula¢do nu-
mérica, com margem de erro bastante pequena (~ 1%). Concluiu-se ali que o segundo
protocolo fornecia uma aumento substancial da drea do conjunto de condigdes iniciais
ndo confinadas. E importante ressaltar novamente que, em [3], o problema foi estudado

apenas para um caso particular de escolha dos parametros «, € e w.

Retomando as defini¢des dadas na secdo 2.2.3 temos que o mapa da separatriz para o

segundo protocolo é dado por
L= 4 e M(ty),
the1 = tn + T(IPZH);

onde M é a funcdo de Melnikov definida como na equagéo 4.10 e T(ip"*!) representa o

periodo da trajetéria que satisfaz y,(x, y) = P+t

Como ja foi mencionado em [3], o principal problema é que ndo existe uma repre-
sentagdo analitica para T(*!). Por outro lado, ja que a dindmica sobre uma vizinhanga
de um ponto fixo é muito lenta, é possivel usar uma representacdo polinomial de Taylor
para 9, (x, y) e assim aproximar T("*!) como a soma dos tempos que uma particula

permanece numa vizinhanca dos pontos fixos.
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(0, o)

hi h
.(xm,jf ym,j)

X

Figura 21: O semiperiodo de uma trajetéria do primeiro protocolo é aproximado pelo tempo

que sua respectiva linearizacdo permanece em uma vizinhanca do ponto hiperbdlico

h h
(xm,]'/ ]/m,]')-

Sejam (xp, yo) e (x1,y1) os pontos de intersecdo de uma trajetéria do primeiro protocolo
com uma vizinhanga de um ponto fixo hiperbdlico. Seja também H = 1,(xo, yo) (ou
H = (x1,y1)). Seguindo os resultados dados em [3] pode-se demonstrar que o periodo

da trajetéria que satisfaz ,(x,y) = H é, aproximadamente, dado por

2H — am
2ke(xo — x?n/]')(yl - y},:w’)

T(H) = (—1)]’% In

4

onde k = 27tv42 — a2 e (x" ., y" ) sdo as coordenadas do ponto fixo hiperbélico dadas
7 Ym,j p P

m
pela equagdo 4.5.
Entdo, o mapa da separatriz é aproximado por

Z*l =y +eM(ty),

tya1 = tn +(—=1) (%) In

Para se obter a curva que separa as trajetérias confinadas das que escapam, usamos o

29— am (4-14)

2k(xo — X}, My1 — Yiy )

critério dado em [18, 20]. Esse critério calcula as fronteiras da faixa estocdstica com a

igualdade

max
tn

(4.15)

afn+1
— =1 =1.
oty
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Da equagdo 4.14, obtemos

max i1 —1| = 4e max % (4.16)
t. | Oty | kQyntt —am) |t | dby | 4
Usando a expressdo para a fun¢do de Melnikov dada em 4.10 obtemos
d
max M = max |2rtwsen(wt,)Zi(a, w)|
b | dbn |t (4.17)

=2ntw|Zi(a, w)|.

Substituindo 4.17 em 4.16 temos que a igualdade 4.15 é agora

BertwZi(w, w) |
k! —am)|

Usando a igualdade anterior obtemos as duas curvas que limitam a faixa cadtica

( am N 2ewZi(a, w)
2 " a2
sen(27rx)sen(27ty) + ay = P; = (4.18)
am  2ewZi(x, w)
(2 VarZ_a2

Note que, para cada separatriz I';, uma das duas curvas anteriores esta localizada
na regido das trajetérias que escapam do primeiro protocolo enquanto a outra estd
localizada na regido das curvas confinadas. Essa tltima curva é a que, no mapa de
Poincaré do sistema perturbado, separa as trajetérias que escapam das confinadas. Seja
7 =¥, ') a curva escolhida (vide figura 22). Para calcular a 4rea da regido contida

por { seguimos os mesmos passos da se¢do anterior. Assim, obtemos
Ymax
Ag= [l - m@ldy,
Ymin
onde x e x7 sdo as fungdes de y definidas implicitamente na equagdo 4.18 € Ymin € Ymax

sdo as duas solucdes de
sen(27ty) + ay = ¢5,

ou de

—sen(27y) + ay = ¥y,

o que depende da escolha de I';.
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Entdo, a drea do conjunto de condi¢des iniciais de trajetrias confinadas dentro do
quadrado unitério, Q, é dada por
2 =44;

e a drea do conjunto de condigdes iniciais de trajetérias ndo confinadas dentro de Q é

5=1-— A5 (4-19)

Figura 22: Separatriz tedrica (vermelho), dada pela equagédo 4.18, entre as regides de trajetérias
. n . T
confinadas (azul) e as que escapam (verde). Os pardmetros sdo a = /e 02e
w = 80.

4.1.3 Comparagdo de Resultados

Os resultados tedricos obtidos pelas equagdes 4.6 e 4.19 sdo usados para comparar 0s
dois protocolos para diferentes valores dos pardmetros «, € e w. Na figura 23 vemos a
percentagem de variagdo da 4drea do conjunto de condi¢des iniciais de trajetérias ndo
confinadas, como fung¢do dos parametros € e w para um valor fixo de a. Note que

existem valores dos parametros que fornecem aumentos percentuais superiores a 80%.

Um fato importante a ter em conta da figura 23 é que os resultados tedricos obtidos



4.1 PRIMEIRA COMPARAGCAO
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Figura 23: Variagdo percentual da drea do conjunto de condigdes iniciais de trajetérias ndo
confinadas do segundo protocolo (equagdo 4.4) em comparagdo com a correspondente
. ~ T x .
area do primeiro protocolo (equagédo 4.2). Neste caso temos « = 5 A regido baixo a
curva preta é a regido onde os resultados sdo validos, i.e. onde a desigualdade 4.20 é

satisfeita.

a partir da igualdade 4.15 sdo validos somente se, para cada a e w fixo, o parametro

perturbativo ¢ satisfaz a desigualdade

€ < € = LZ—[XZ ( 20)
X €max = 8W|Ii(DC,CU)|’ 4.

no caso contrdrio, a fronteira exterior da regido caética préxima de I'; (respectivamente

I';) colide com a fronteira exterior da regido cadtica proxima de I's (respectivamente I'y).

A afirmacdo anterior é enunciada no seguinte teorema.

Teorema 4.2. Sejam «, € e w 0s pardmetros definidos nas equacoes 4.2 e 4.4. Seja também
Zi(a,w), comi=1ei=2,aintegral definida na equacio 4.12. Entdo, se a desigualdade 4.20
for satisfeita, as fronteiras exteriores das regides cadticas de I'; e I';,,, fornecidas pelo mapa da

separatriz, ndo colidem entre elas.

Por outro lado, para validar nossos resultados analiticos, calculamos numericamente
e para valores especificos dos parametros, as mesmas quantidades das equagdes 4.6

e 4.19. Para isso, escolhemos condi¢des iniciais proximas das separatrizes I'y, I, I's
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e I'y até obter as 4 curvas que separam os dois tipos de movimento. O anterior foi
desenvolvido com um erro menor que 107%. Para indexar cada ponto dessas curvas
usamos um algoritmo de ordenacdo, entdo obtemos a 4rea da regido contida por cada
curva usando integragdo numérica. Finalmente, adicionamos as 4reas das 4 regides e
assim obtemos a drea do conjunto de condi¢des iniciais de trajetérias confinadas no

quadrado Q. Os resultados numéricos sdo proximos dos tedricos.

42 SEGUNDA COMPARACAO

Um fato importante a ter em conta dos resultados da se¢do anterior é que ndo existe uma
desigualdade definida ao compararmos as velocidades de autopropulsdo das particulas
dos dois protocolos, ou seja existem intervalos de tempo onde a primeira velocidade,
«, € menor que a segunda, a + esen(wt), e vice-versa. De fato, a velocidade média do
segundo protocolo é, nesse caso, igual a velocidade constante do primeiro protocolo,

como ilustra a figura 19.

Motivados pelos resultados anteriores, definimos agora uma outra velocidade de nata-
¢do dada por a + e com 0 < ¢ < 1. Dessa forma obtemos um “novo” primeiro protocolo
dado por

X = 2msen(27mtx)cos(2my) + a + ¢,

' (4.21)
Y = — 27tcos(2mx)sen(27ty).

7

O sistema de equagdes anterior apresenta um retrato de fases semelhante ao do “antigo’
primeiro protocolo (da equagdo 4.2) e seu estudo também ¢é analitico. Agora a funcdo

corrente é dada por
Pare(x,y) = sen(27rx)sen(27ty) + (a + €)y.

Por outro lado, o segundo protocolo ndo sofre mudanga alguma, i.e. mantemos o
sistema de equagdes dado por

X = 2msen(2mx)cos(2y) + a + esen(wt),

. (4.22)
Y = — 27tcos(2mx)sen(27ty).

Note que agora existe uma desigualdade definida quando comparamos as velocidades

de autopropulsdo das particulas nos dois protocolos, como mostra a figura 24.
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Figura 24: Comparacdo das duas velocidades de autopropulsao da particula. Em azul a velo-
cidade do “novo” primeiro protocolo, a + e. Em vermelho, a do segundo protocolo,
« + esen(wt). Agora a primeira é maior que a segunda para todo t e para qualquer

conjunto de parametros positivos «, ¢, e w.

Note-se também que, nessa nova situagdo, o sistema de equag¢des dado em 4.22 ndo é
uma perturbacdo do sistema dado em 4.21 porque, como ja sabemos, a perturbacao foi
dada em relagdo ao “antigo” primeiro protocolo. Isso significa que, ao usar o mapa da
separatriz para calcular a curva que separa o movimento confinado do ndo confinado,
utilizamos esse “antigo” primeiro protocolo como referéncia. Em outras palavras, os
resultados obtidos para o segundo protocolo sdo os mesmos que os fornecidos pelo
resultados da secdo anterior. Da mesma maneira é possivel comparar as equagdes 4.21
e 4.22 usando também um espago de parametros. Na figura 25 vemos a percentagem
de variagdo da 4rea do conjunto de condices iniciais de trajetérias que escapam como
fungdo dos pardmetros € e w para um valor fixo de a. De modo surpreendente, em certas
regides do espago de pardmetros, o segundo protocolo é ainda vantajoso, podendo levar
em certos casos a um aumento de aproximadamente 60% da &drea referida. Também,
nessa figura os resultados sdo validos somente se o pardmetro perturbativo ¢ satisfaz a

desigualdade 4.20.

Como na sec¢do anterior, os resultados foram validados numericamente e também

houve proximidade com os tedricos.
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Figura 25: Variacdo percentual da drea do conjunto de condigdes iniciais de trajetérias ndo
confinadas do “antigo” segundo protocolo (equagdo 4.22) em comparagdo com a
correspondente drea do “novo” primeiro protocolo (equagdo 4.21). Neste caso temos

7T . x . P . x ~ 1 .
a=. A regido baixo a curva preta é a regido onde os resultados sdo vélidos, i.e.

onde a desigualdade 4.20 é satisfeita.
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Neste capitulo estudamos qualitativamente, para uma funcdo corrente particular e
para uma particula esférica, o campo de velocidades dado na equagédo 3.22. Usando a
derivada de Lie damos uma descri¢do do campo de velocidades caracterizando o tipo
de descontinuidade (costura, escape e deslize), assim obtemos as regides do espaco de
fase onde é possivel definir uma solugdo. Em geral, a abordagem sera realizada usando
o formalismo de Filippov [22]. Por outro lado, definimos um mapa de Poincaré sobre
uma das variedades de descontinuidade do campo (pode-se definir da mesma maneira
sobre qualquer uma outra variedade de descontinuidade) e descrevemos sua agdo sobre
todo seu dominio. Para obter uma expressdo analitica do mapa precisamos do fluxo
associado ao sistema de equagdes 3.22 tanto quando a particula tem natacdo como
quando sofre advecgdo. O primeiro caso é resolvido analiticamente, os resultados estdo
no Anexo B. Para o segundo caso, devido a escolha da velocidade de autopropulsao,

usamos teoria de perturbacdo singular.

5.1 NATACAO DE UMA PARTICULA ESFERICA: A =0

Uma particula esférica é um caso particular de um elipsoide com eixo maior e eixo
menor do mesmo comprimento, i.e. y = 1 na equagdo 3.18 e logo A = 0. Entdo depois

de substituir esse ultimo valor na equagdo 3.22 obtemos o campo de velocidades

X = a_¢ +vp(0; ¢, v)cos(b),

Ay
Sy
Y == 5, tvplev)sen(d), (5.1)
- AIIJ
0=——".
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Lema 5.1. O campo de velocidades dado em 5.1 pode ser escrito como o sistema de equagoes

diferenciais dado por

. 91

X = 285 +¥p(0; ¢, v)cos(0),
: i

Y= —28@ +7p(0; ¢, v)sen(0),
0= —eAy,

com a velocidade de natacdo dada por

v, se |0—B|<e,

2
0, se |0—pB|>e 52)

T5(0;¢,0) = {

Demonstragdo:
Fazendo a mudanca de variavel T = (2¢)~'t, derivando com relacdo a T, aplicando a

regra da cadeia e usando a equacao 5.1, obtemos

o dt oY .
Xr = xE = 28@ +2evp(0; €, v)cos(0),
dt oYP .
Yr = yE = —285 +2evg(8; ¢, v)sen(0), (5-3)
. dt
97 = QE = —€Al/]

Definindo Vg = 2€V5 e renomeando novamente T como t se demonstra o afirmado.
[ |

Por motivos de simplicidade a funcdo corrente agora sera {(x,y) = sen(x)sen(y). So-
bre o espaco de fases definimos a relacdo de equivaléncia x +27 = x, y+ 271 = y,
0+ 27 = 0. Como consequéncia do anterior, o conjunto onde estudaremos o campo de

velocidades dado em 5.3 serd em particular M = Q) X [—7, 77) onde Q) = [0, 277) % [0, 277).

Seja x = (x,y). De acordo com a definigdo de ¥ existem duas superficies de desconti-
nuidade que estdo dadas por X = {(x,0) € M : 6 = B+ ¢}. Note que a natagio pode
iniciar ou terminar sobre qualquer uma das superficies anteriores, isso depende do sinal

de 6. Além disso Z?f pode ser definida como o nivel 0 da fungdo hg(x, 0;e)=0—-pBFe.
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Por outro lado, note que devido a escolha da fungdo corrente, o campo de veloci-

dades é dado por
B ‘ ) X(x,0), se(x,0) e Qx[-m,B—e)U(B+e ),
F(x,0)=F(x,0;¢,0,pB) = { Vex.0), se(x0)cQx[fepicl, (5-4)
onde
sen(x)cos(y)
X(x,0)=X(x,0;e) =2¢ | —cos(x)sen(y)
sen(x)sen(y)
e
cos(0)
Y(x,0)=Y(x,0,¢e,0)=X(x,0)+v | sen(d)
0

Para o campo anterior ndo é dificil demonstrar que o sistema estudado tem grau de

suavidade 1, i.e. ¢ um sistema de Filippov.

Note que X(x,0) = 0 somente se x € {0,7t} x {0, 71} para todo 6 € [-7,B—¢)U
(B+¢, m), ie. o campo X possui Orbitas hiperbdlicas do tipo sela. Por outro lado, o

campo Y ndo tem pontos singulares.

Para saber o tipo de descontinuidade do campo F sobre Zg usamos a derivada de Lie,
entao
th(x, 0) = X(x,0). Vh*(x, 0)
= 2¢1h(x) (5-5)
= 2esen(x)sen(y).
Também

yhg(x, 0) = Y(x,0). Vh*(x, 6)
= 2¢1h(x) (5.6)
= 2esen(x)sen(y).

Assim, de 5.5 e 5.6 obtemos

th (x, e)yhg(x, 0) = 46’y (x)
(5.7)
= 4ezsen2(x)sen2(y) > 0.
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Em particular, o resultado anterior é vélido para (x, 8 £ ¢) € Z/:,st.
Definimos Sﬁi = {(x,y) € [0,27) x [0,271) : x = nmwouy =nm, n =0,1} x {pLe},
note que o conjunto anterior estd formado pelas separatrizes e os pontos fixos do campo

X sobre os planos . Assim, usando o resultado 5.7, temos que a regido de costura é

p

X0 = Z?; -8 ét Sobre X é possivel garantir a existéncia e unicidade da solugdo. Essa
solucdo é ndo diferenciavel sobre cada plano ngt. Temos também que, pelo resultado

anterior, o conjunto de pontos de tangéncia tanto para X quanto para Y estd formado

pelo conjunto S ét

Continuando com a descrigdo geométrica do campo de velocidades temos

th:ﬁt(x, 0) = X(Xh:;)(x, )
=X(x,0). V(th;)(x, )
=2eX(x,0). Vip(x)
= 452(%/ — P2, )« (P, Py, 0)
=0,

assim, concluimos que para o campo X ndo existem pontos de dobra.

0 |
0 =+e|
0= —¢

7

Figura 26: Solugdes do sistema de equagdes diferenciais dado por (%, ) = F(x,6) com F dado
por 5.4 com B = 0, entre os planos § = +¢e. Note que sobre esses dois planos existe

costura.
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Fazendo contas semelhantes para ) temos
V?h (x,0) = Y(Vhp)(x, 0)
=Y(x,0). V(Yh)(x,6)
=2e)(x,0) . Vip(x)
= 2¢ (X(x, 0) + v(cos(9), sen(8), 0)) . Vip(x)
= 2ev(cos(0), sen(0),0) « (¥x, Py, 0)
= 2ev[cos(0)cos(x)sen(y) + sen(f)sen(x)cos(y)],
para calcular os pontos de dobra do campo Y avaliamos sobre Ty, Assim temos
yzhg(x, Bt €) = 2ev[cos(B = €)cos(x)sen(y) + sen(B =+ e)sen(x)cos(y)].

Em particular, avaliando a igualdade anterior sobre o conjunto Sﬁi obtemos

2(—1)"evcos(B £ ¢)sen(y), se x =nm, y € [0,2m),

21+ —
y h’B (x,‘B + 8) - { 2(-1)”808611([3 + s)sen(x), sey=nmw, Xxec [0,27T)

Concluimos que os pontos de dobra pertencem ao conjunto Sﬁi —{0,t} x{0, 7}, ie.
=

as conexdes heteroclinicas do campo & sobre o plano X3

Como ja dissemos antes, no caso de natagdo, por causa da escolha da velocidade,
usamos teoria da perturbagdo para aproximar a trajetéria de uma particula como uma
série de poténcias do pardmetro perturbativo e. Em geral podemos fazer isso até qual-
quer ordem n. Porém, para € pequeno, é suficiente usar uma aproximagdo até a primeira
j& que os resultados obtidos coincidem com os numéricos e sdo, analiticamente, menos

complicados de usar.

Durante a natagao, i.e. quando 6 € [B — ¢, B +¢], a velocidade é dada por
x = 2esen(x)cos(y) + vcos(h),
y = —2ecos(x)sen(y) + vsen(6), (5.8)
0 = 2esen(x)sen(y),
A seguir, escrevemos as coordenadas x(t), y(t) e 6(t) na forma
x(t) = XO() + X (1),
y(t) = YO(t) + Y (1),
o(t) = 8°(t) +ed(t),
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as quais, depois de derivar, sdo substituidas em 5.8 para assim obter
X0 +eX! = 2esen(X?+eXh)cos(YY +eY?!) + veos (0¥ + edl),
YO+ &Y = —2ecos(X? +eX1)sen(Y? + eY!) + vsen (0 + e8!), (5.9)
O+ ed! = 2esen(X? +eX)sen(Y? +eY?).
As condigdes iniciais sdo
X%(0) + eX1(0) = xo,
Y0(0) + Y1 (0) = yo,
8°(0) + €8'(0) = B+ ¢,
0 que da como resultado
X%0) = xp, X'(0)=0,
Y0(0) =yo, Y'(0)=0, (5.10)
8°0)=p, 040)==+1.

Na equagdo 5.9, desenvolvemos os termos do lado direito e omitimos os termos de

segunda ordem pois o lado esquerdo é de ordem 1, obtemos assim

X0 +ext = 2e[sen(X?) + eX1cos(X9)][cos(Y?) — eYlsen(YY)] + v[cos(8Y) — et?'sen(8?)]
= 2esen(X%)cos(Y?) + v[cos(9°) — ed'sen(8?)] + O(?),
Y0+ eyt = —2¢[cos(X?) — eXtsen(X?)][sen(Y?) + eY1cos(Y?)] + v[sen(8°) + ed'cos(9)]
= —2¢ecos(X%)sen(Y?) + v[sen(8°) + ed'cos(8°)] + O(?),
O+ ed! = 2e[sen(X0) + eXcos(X?)][sen(Y?) + e X cos(XY)],

2esen(X%)sen(Y?) + O(?).

Ao comparar termos semelhantes obtemos as seis equagdes diferenciais

= o,

X% = vcos(8°),

Y0 = vsen(l‘}o),

= 2sen(X%sen(Y?),

X'= 2sen(X%)cos(Y?) — vd'sen(d),
Y! = —2cos(X%)sen(Y?) + vd'cos(8°).
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Usando as condigdes iniciais dadas em 5.10 podemos resolver as trés primeiras equagoes

facilmente obtendo-se
) =B,
XO(#) = xo + vcos(B)t,
YO(t) = yo + vsen(B)t.

O resultado anterior é usado para calcular as aproximacdes de primeira ordem, as

respectivas equagoes sao

9 = 2sen(xy+ vcos(B)t)sen(yo + vsen(B)t),
X! = 2sen(xg + vcos(B)t)cos(yo + vsen(B)t) — Uﬁlsen(ﬁ), (5.11)
Y = —2cos(xg + vcos(P)t)sen(yo + vsen(B)t) + vﬂlcos(,B).

Para simplificar as contas, a partir de agora define-se

Po = Xo + Yo,
qdo = X0 — Yo,
Ag = v(cos(p) +sen(p)),
Bg = v(cos(B) — sen(p)).

(5.12)

Usando a notacdo anterior, da primeira equacdo 5.11 obtemos

N (t) = 01 (0) +2 /0 t sen(xg + vcos(B)T)sen(yo + vsen(B)T)dT
= +1+0(4p),

com

Ot; ) =2 /0 t sen(xg + vcos(B)T)sen(yo + vsen(B)T)dT

t
/ [cos(qo + BgT) — cos(po + AgT)]dT

0
_ sen(qo + Bgt) —sen(qo)  sen(po + Apt) — sen(po)
) By - Ap |

Para a segunda equacgdo 5.11 temos

X'(#) =2 /0 ' sen(xp + c0s(B)T)cos(yo + vsen(B)T)dT — vsen(B) /0 Lol (Dt

= x(t; [3) — vsen(,B)A(t; ,B),
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com
t
Xx(t;B) =2 / sen(xg + vcos(B)T)cos(yo + vsen(B)T)dT
0
t
= /0 [sen(po + AgT) +sen(qo + BgT)]dT
cos(po) — cos(po + Agt)  cos(qo) — cos(qo + Bgt)
= +
Ap Bg
e

At B) = /0 Lol (Dt

t
- / { 14 }dr
0
cos(qo) — cos(qo + Bgt) _sen(qo)t cos(po) — cos(po + Agt) .\ sen(po)t

B Bg A% Ag

sen(qo + BgT) — sen(qo)  sen(po + ApT) — sen(po)
B - Ap

=+t+

Finalmente, para a terceira equagdo 5.11 temos

Yi(r) = -2 /Ot cos(xg + vcos(B)T)sen(yo + vsen(B)T)dT + vcos(B) /Ot o (t)dt

= —I'(t; B) + vcos(B)A(t; B).

com

I'(t;B)=2 /Ot cos(xg + vcos(B)T)sen(yo + vsen(B)T)dT

t
= /0 [sen(po + AgT) — sen(go + BpT)]dt

_ cos(po) — cos(po + Agt)  cos(qo) — cos(qo + Bpt)
) Ap - By

e A(t; B) calculada anteriormente.

5.1.1 Caso Particular: =0

Estudamos agora o caso = 0, em outras palavras, o caso em que a particula pretende

nadar aproximadamente de forma horizontal. Isso acontecera quando 6 € [—¢, +¢].
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Comecamos com as coordenadas espaciais calculando os valores de x(t; B), A(t;B) e

I'(t; B) quando B = 0. Note primeiro que de acordo com 5.12 temos Ag = By = v. Logo
x(t;0) = % [cos(po) + cos(qp) — cos(po + vt) — cos(qo + vt)]
= % [2cos(xo)cos(y0) — 2cos(xq + vt)cos(yo)}

= ZC%(}/O) [cos(xo) — cos(xg + vt)] .

De forma andloga

A(t;0) = £t +

cos(qo) — cos(qo +vE)  sen(qo)t  cos(po) — cos(po + vt) N sen(po)t
v? v v? v

=+t+ % [COS(CIO) — cos(pp) — cos(qo + vt) + cos(po + vt)] + % [sen(po) — sen(qo)} ¢
=+t+ % [sen(xo)sen(yg) — sen(xg + vt)sen(yo)] + 2cos(xoz)}sen(y O)t

2sen(yo)

n N 2cos(xp)sen(yo) N

0

=+t+

[sen(xo) —sen(xg + vt)]

Agora calculamos I'(t;0) e obtemos

1

I'(t;0) = _cos(po) — cos(pp + vt) — cos(qgo) + cos(qo + vt)}

v
= % _cos(po) — cos(qp) — cos(po + vT) + cos(qgo + vr)]
1

= L 2sen(xp)sen(yp) + 2sen(xp + vt)sen(yo)]
= 28%(]/0) [sen(xo +0t) — sen(xo)] .

Finalmente, para a coordenada angular temos que calcular ©(t; 0). Entdo

O(t;0) = % [sen(qo +vt) — sen(qo) — sen(po + vt) + sen(po)]

- 25%(3/0) [cos(xo) — cos(xp + Ut)} .

Com os resultados anteriores obtemos, em primeira ordem, as equagdes que descrevem
as trajetérias durante a autopropulsdo quando o angulo pretendido, , é nulo, i.e.

quando se pretende autopropulsdo horizontal. Essas equagdes sdo

2ecos(Yo)
v

x(t) = xo + 0t + [cos(xo) — cos(xg + vt)} ,

4esen(yo)
— |

y(t) = yo £ vet + sen(xg) — sen(xq + vt)} + 2ecos(xg)sen(yo)t, (5.13)

O(t) = te+ ZsseTn(yo) [cos(xo) — cos(xg + vt)] .
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Assim, durante a natagao, definimos o fluxo

(pi(t, x,0) = q);(t, x,0;¢,v) = (x(t), y(t), 0(t)),

com (x(t),y(t),6(t)) dado por 5.13. Obviamente, a escolha do sinal depende do plano

onde a particula inicia a natacao.

A parametrizagdo sem autopropulsdo é calculada analiticamente no Anexo B e sera

representada por ¢y (t, x, 0).

Por causa da descontinuidade do campo de velocidades nos planos Za: é natural

definirmos um mapa de Poincaré sobre alguma dessas superficies.

5.2 MAPA DE POINCARE: 0 = —¢

Nesta segdo definimos um mapa de Poincaré para o sistema 5.8 com a velocidade de
natagdo dada pela equacdo 5.2. O caso estudado é quando a diregdo pretendida é
horizontal, i.e. p = 0. Note que o mapa é valido em primeira ordem por causa da

parametrizacdo das trajetérias durante a natagao.

Lembre que temos duas superficies de descontinuidade, 23[ ={(x,0) € M :0 =*e},
em particular escolhemos o plano ;. Porém a escolha ¢ irrelevante pois os mes-
mos resultados sdo obtidos com o plano Xj. Inclusive, sem perda de generalidade,
podemos estudar o comportamento das trajetérias nas regides (21 = (0, ) x (0, 77) e
)y = (71,2m) x (0, 7r), onde, por causa da costura, ja garantimos a existéncia e unicidade

da solucao.

Seja (xo, —¢) € X, . Definimos o mapa de Poincaré como o primeiro retorno da trajetéria
com condigdo inicial (xo, —¢) € ¥, no plano X, i.e.

P:Xy =%,

(xOI _8) = (P}—(T/ X0, _8)/

onde 7 é o tempo do primeiro retorno em X, . Note que o mapa anterior representa

as posigdes da particula no plano X; nos instantes em que ou inicia ou termina sua
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natacdo. Na definicdo anterior, g r representa o fluxo associado ao campo dado por 5.4
e estd definido pelas concatenagdes dos fluxos ¢y e (p§ de acordo com as convengdes

de Filippov estabelecidas na secdo 2.3.

Para simplificar as contas, para x = (x, y), definimos

cos(x) — SL se (x,y) €y,

en(y)’
g(x) =

cos(x) + . Y se (x,y) € .

en(y)’

5.2.1 Natagdo sobre ()1 = (0, 7r) x (0, 1)

Seja (x9, —¢) uma condigdo inicial tal que xp € );. Entdo, ja que () > 0 sobre essa
regido, temos que 6(t) aumenta a medida que o tempo passa. Assim, a particula possuira
natagdo desde o tempo inicial e existem duas possibilidades: i) a particula acaba sua
natacdo na mesma regido (), i.e. quando 6 = +¢, ou ii) a particula acaba sua natagdo na

regido (), i.e. quando 6 = —¢, novamente.

Por outro lado, seja 6(t) definida como na equagdo 5.13. Nao é dificil demonstrar

que sua derivada é dada por
0(t) = 2esen(xq + vt)sen(yo),

Seja t* tal que (t*) = 0. Note que isso s6 pode ocorrer quando sen(xg + vt*) = 0 e assim
_ it —Xp

t* =t;, = ————, com n € Z*. Também pelo critério da segunda derivada temos
v

0(t};) = 2vecos(x + vt)sen(yo)
= 2vecos(nt)sen(yo)
= 2ve(—1)"sen(yp).
Concluimos que 0(t;) é um valor méximo se n é impar e minimo se n é par. O valor

extremo é dado por

N 2esen(y) [
v

0(t,) = —¢ cos(xg) — (—=1)"|. (5.14)

Suponha inicialmente que 6(t7) ¢ [—¢, +¢], i.e. 6(t]) > e. O caso anterior significa

que, no intervalo [0, {7], o comportamento de 6(t) sera sempre crescente e a natacdo
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acabard na regido (), pois 6(t) atingird primeiro o valor +¢. Depois de atingir esse
valor a trajetéria da particula serd descrita por uma curva de nivel da func¢do corrente
P(x,y) = sen(x)sen(y), o que significa que a particula estard sob advecgdo. Note que
essa curva de nivel de i depende da posicdo da particula quando acaba sua natacéo.
Por outro lado, o comportamento de 6 continuard sendo crescente e a natagdo apare-

cerd novamente s6 quando 0 = 271 — ¢ = —¢, i.e. ao atravessar novamente o plano 0 = —e.

Suponha agora que 6(t]) € [—¢, +¢]. Isso significa que a fungdo 6(t) atingira seu
valor maximo quando ainda estd em natacgdo (isso acontece ao atravessar o eixo x = T,
i.e. na regido ()). A funcdo 6(t) serd decrescente depois de atingir esse valor méximo
e a particula, que agora estd nadando sobre (), deixara de fazé-lo quando atravessar

novamente o plano 6 = —e.

Os comentdrios anteriores podem ser resumidos no seguinte teorema.

Teorema 5.2. Seja (xg, —¢), com xog € ()1, a condigdo inicial de uma particula. Entdo temos

duas possibilidades:

i) Se —1 < G(xo), a particula acaba sua natagido quando 0 = +e. O tempo necessdrio para

1SS0 é
X — X
tS = 7
v

e as coordenadas ao finalizar a natagdo pertencem também a regido )y e sdo dadas por

Xs = & + 2ecotg(yo),

Vs = Yo + €<oc _ xo) <2sen(yOZCOS(XO) B 1) B 4€se;1(y0) (sen(zx) B sen(x0)>, (5.15)

com a = arccos (G(xp)).

ii) Se G(xg) < —1, a particula acaba sua natagio quando 6 = —e. O tempo necessdrio para

1SS0 é
2(7T — xq)
f=——,
v

e as coordenadas ao finalizar a natagdo pertencem a regido ()y e sdo dadas por

X1 = 27T — Xy,

4esen(y) (5.16)
—

Y1 = Yo — 2&(T — xp) + 7T — Xg)cos(xg) + 2sen(x0)>.
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Demonstragdo:

i) Partindo da desigualdade —1 < G(x() obtemos

1< sen(yo) [
v

cos(xg) + 1}

e logo, multiplicando por 2¢ e subtraindo ¢ em ambos os lados da desigualdade

obtemos

e < —¢e+ —2£sezr)1(y0) {

cos(xp) + 1} .

A desigualdade anterior significa que 6(t]) > ¢, com 6(¢]) calculado na equagao
5.14. Isso significa que 0(t) é crescente no intervalo [—¢, +¢] ou, equivalentemente,

a natacdo terminard em (). Entdo existe t; tal que 0(ts) = +e.

Para calcular o tempo de natagdo devemos resolver 0(f;) = +¢, i.e.

2esen
—e+ M cos(xg) — cos(xg + vts) | = +¢,

ou, equivalentemente

v
sen(1/o)

cos(xg + vts) = cos(xg) —
= G(xo).

Eja que —1 < G(xp) < 1 é possivel isolar t; na equagdo anterior e assim

. arccos(G(xp)) — xo
s = o .

Finalmente, a posi¢do da particula quando a natagdo acaba é obtida substituindo

o tempo fs na equagao 5.13, i.e.

(x5, +€) = y)(ts, X0, —¢).
Assim obtemos o resultado da equacéo 5.15.

ii) Fazendo contas semelhantes ao caso anterior temos

—e+ 2sseTn(yo) [cos(xo) + 1} <e.
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Entdo agora temos que 0(f]) < e. Assim 6(t) atinge seu méaximo dentro da faixa de
natagdo. Entdo, depois de atingir esse maximo, seu comportamento serd decres-
cente. Isso significa que a natacdo continuara na regido (), pois a derivada de 6(t)
mudou de sinal. Falta demonstrar que a natacdo acaba nessa regido, i.e. que o

comportamento de 0(t) serd decrescente até atravessar o plano 6 = —e, novamente.

Para demonstrar que a natacdo acaba em (), fazemos a suposi¢do oposta, i.e.
supomos que a natacdo acaba na regido (27t,37) x (0, 1) = ();. E ja que sobre
()1 a fungdo 0(t) é crescente concluimos que 6(t) também atingiu seu minimo no

intervalo [—¢, +¢], 0 que acontece no tempo

*

27T — X
h= X0

v
Nesse instante a desigualdade

0(t3) = —e+ 2£seTn(y0) [cos(xo) — 1} > —¢,

deveria ser satisfeita. Isso implicaria que cos(xg) > 1 o que é valido se e somente
se xg = 27tm, com m € Z. Porém, pela defini¢do de xy (lembre que xy € (0, 7)),
essa conclusdo é absurda. Assim a natacdo da particula acaba na regido (), i.e.

existe t; tal que 0(t1) = —e.

Para calcular o tempo de natagdo resolvemos 6(t;) = —¢ e entdo tem-se

2
e+ 22O o) — cos(ag +011) | = .

A igualdade anterior é valida somente se
cos(xg) = cos(xg + vtq),
ou, equivalentemente, se
2xg + vty = 271

Entdo, podemos isolar t; para obter
2(7‘[ — xo)
= = "0
v
Finalmente, as coordenadas onde a natacdo acaba sdo obtidas substituindo t; na
equagao 5.13, i.e.
(xll _8) = GO)_;(tlszz _S)'

A igualdade anterior d4 como resultado a equacgao 5.16.
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Note que no segundo dos casos anteriores, a particula ja retornou ao plano ¥, quando
acabou sua autopropulsdo, i.e. no instante f;. No entanto, no primeiro caso, ela conti-
nuard sua viagem sem autopropulsdo sobre uma linha de corrente a partir do instante
ts. Essa linha de corrente estd na regido ();. A partir do instante ¢; o angulo 6(t) terd
crescimento linear e proporcional a {(xs). Entdo, 6(t) satisfaz o seguinte problema de

valor inicial

Q(t) = 2€¢(x8)/
O(ts) = e.

O problema anterior pode ser resolvido facilmente e assim
0(t) = 2ep(xs)(t — ts) +&.
Usando a equagdo anterior podemos calcular o instante quando 0 = 2T — ¢ = —¢, i.e.

quando a particula atravessa novamente o plano X, . Esse instante é dado por

TT — &

ep(xs)

Finalmente, a posigdo da particula no instante ¢; é

tl = +ts.

(xll _8) = 4)X(t1 - tS/ Xs, +€)'

Assim, obtemos o primeiro retorno da particula ao plano X .

Como consequéncia do teorema anterior, a regido (); foi dividida em duas subregices.
Uma delas corresponde a condiges iniciais cujas imagens sob o mapa de Poincaré estdo
dentro de ();. A outra corresponde a condi¢des iniciais com imagens sob o mapa de
Poincaré dentro da regido (). Na figura 27 pode-se ver essas duas regides. Na figura

29 podem-se ver iteracdes dessas regides sob o mapa de Poincaré.

5.2.2 Natagdo sobre )y = (71, 271) X (0, 77)

Seja agora (xg, —¢) uma condigdo inicial tal que xo € (). Agora 6(t) < 0. Entdo a

particula inicialmente ndo possuird natagdo pois 0(t) esta se afastando do intervalo

83
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0 X T

Figura 27: As particulas dentro da regido vermelha permanecem em (; depois de uma iteragdo

do mapa. As particulas da regido preta escapam a (), depois de ser iteradas.

[—¢, +¢]. A partir desse instante o angulo 6 terd decrescimento linear e proporcional a

P(xp) e satisfaz

0(t) = 2etp(xo),
0(0) = —¢,

com solugdo dada por

0(t) = —e+ 2epp(xp)t.
Ja que 0(t) é uma fungdo decrescente, a natagdo comegard quando 6 = —27T+ ¢ = +¢.
Usando a equagdo anterior obtemos que isso acontece no instante

—TT+E&

= )

e a posi¢do onde a particula iniciard sua natacdo é

(i/ +8) = (PX(E/ X0, —E).

Depois de comegar a natagdo existem duas possibilidades: i) a natacdo acaba na regido
(), i.e. quando € = —271 — e = —e ou ii) a natagdo acaba na regido (277, 377) x (0, 1) = ()4,

i.e., quando 6 = —27 + ¢ = +¢ novamente.
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Por outro lado, ja que ¥ = (%,7) € (), a derivada da fungdo 6(f) é nula nos ins-

n+1)—x

tantes t,;* = ,com n € Z*. Usando o critério da segunda derivada temos que

v
0(t;*) € um valor minimo se n é impar e é um maximo se n é par. O valor extremo é

0(t,) = +e+ %%n(]]) cos(x) — (—1)"1].

Entdo, de forma semelhante ao teorema anterior podemos concluir que se 0(t;*) €
[—¢, +¢] a particula acabara sua nata¢do na regido (27, 37t) x (0, 7r) = ()1. Caso contrdrio,

a natacdo acabara em ().

Teorema 5.3. Suponha que uma particula inicia sua natacio no instante t e com coordenadas
(%, +¢) onde X € (). Entdo, temos duas possibilidades
i) Se G(X) < 1, a particula acaba sua natacio quando 0 = —e. O tempo necessdrio para isso é

x—XxX -
+1,

t1 =
0

e as coordenadas onde a particula acaba a natagdo pertencem também a regido () e sdo

dadas por

x1 = a — 2ecotg(y),

_> (23en(y')cos(f) N 1> B 4esevn(y) (

y1=7+ s(oc — X - sen(w) — sen(f)),

com a = 271 — arccos (G(X)).

ii) Se 1 < G(X), a particula acaba sua natagdo quando 0 = +e. O tempo necessdrio para isso é

dado por
4w — 2% _
= — " 4+,
v
e as coordenadas onde a particula acaba a natagio pertencem a regido (27t, 37t) x (0, 71) =

() e sdo dadas por

Xs =41 — X,

Ys =7 +2e(2r — %) + —488‘?(?) (

(271 — X)cos(x) + ZSen(JE)> .

Demonstragdo:

E semelhante a prova do teorema anterior.
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Figura 28: As particulas dentro da regido azul permanecem em (), depois de uma iteragdo
do mapa. As particulas da regido amarela escapam a regido (27r,37m) x (0, 1) = (g

depois de ser iteradas.

No primeiro dos dois casos anteriores temos que a particula atravessa novamente o
plano X, na posicdo (x1, —¢). No segundo caso, a particula ja ndo possuird natagao
e continuard sua trajetéria sobre uma linha de corrente. O dngulo crescera de forma
linear e proporcional a ¢(x;). Para calcular o instante ¢; em que a particula atravessa o

lano X7 temos que resolver a equacao diferencial
P 0 q quag

0(t) = 2eip(xs),
O(ts) = —2m+e¢,

cuja solugdo é
0(t) = =2 + e+ 2epp(xs)(t — ts).

Assim obtemos o instante t; quando 6 = —e. Esse instante é
t Tf Lt
1= .
ep(xs) ’

Entdo, a posigdo final ao atravessar X, é dada por (x1, —¢) = gx(t1 — ts, Xs, +€).

Do teorema anterior concluimos que a regido (), estd dividida em duas subregides. Uma

corresponde a condi¢des iniciais cujas imagens sob o mapa de Poincaré permanecem
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em () e a outra corresponde a condic¢des iniciais que escapam de (), (i.e. retornam a
()1). Na figura 28 podemos ver essas duas regides. Na figura 29 podemos ver iteragdes

dessas regides sob o mapa de Poincaré.

7T

@) ¥

(b) ¥

© Y

Figura 29: Iteracdes do mapa de Poincaré das regides ()1 e (). (a) Uma iteracdo. (b) Cinco
iteragdes. (c) Dez iteragdes. As cores correspondem as mesmas que as respectivas

regides nas figuras 27 e 28.






CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Esta tese pretendeu contribuir em duas linhas de pesquisa na drea de dindmica de
particulas autopropelidas em escoamentos. A primeira linha corresponde a particulas
pontuais, onde buscamos aprofundar e estender resultados anteriores que indicavam,
para uma escolha particular dos parametros, a vantagem de uma natacdo com modula-
¢do temporal na velocidade sobre a natagdo com velocidade constante na situagdo em
que essas velocidades sdo, em média, iguais. Mostramos que, de fato, essa vantagem é
observada em toda a ampla regido do espago de parametros que investigamos aqui. Ao
mesmo tempo, nossa andlise indica as escolhas dos parametros que mais promovem
o transporte das particulas autopropelidas. Nossa abordagem foi tanto analitica, em
que nos valemos de técnicas de caos de separatriz, notadamente com o uso do mapa da
separatriz, como numérica. Esses resultados estdo detalhados no artigo que corresponde

ao Anexo A.

Um resultado mais surpreendente nessa linha, e que ainda ndo foi reportado em
artigo, é que mesmo na situacdo em que a velocidade constante de autopropulsao é,
em cada instante, maior ou igual a velocidade temporalmente modulada, ha regides do
espaco de parametros em que a modulacdo temporal aumenta a medida do conjunto de
condigdes iniciais de solugdes que ndo ficam aprisionadas pelas barreiras de transporte
do escoamento. Essa descoberta estd apresentada na segdo 4.2. Os resultados acima po-
dem ter aplicacdo, por exemplo, na confec¢do industrial de dispositivos autopropelidos

com melhor desempenho.

O nosso estudo na linha de pesquisa de particulas pontuais tem possibilidades de
extensdes interessantes. A primeira, que o autor ja estd explorando, corresponde a
encontrar um critério geral, i.e., independente do modelo de escoamento, que mostre
as condi¢des necessdrias para que a modulagdo temporal seja melhor promotora do

transporte mesmo na situagdo descrita no pardgrafo anterior. Outra extensdo impor-
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tante seria estudar os efeitos do movimento Browniano sobre as eficiéncias de transporte.

A segunda linha de pesquisa a que nos dedicamos foi a de particulas ndo pontuais, que
possuem dindmica interna devido a sua forma. Mais especificamente, a sua orientacdo
é modificada pelo escoamento de acordo com a equacdo de Jeffery. Em particular estu-
damos particulas esferoidais com autopropulsdo na dire¢do de orientagdo. Com vistas
a modelagem da situacdo em que as particulas buscam maximizar o movimento ao
longo de uma dada direcdo, o que é relevante por exemplo em fototaxia, consideramos
a velocidade de autopropulsdo como constante quando a orientagdo das particulas é
préxima de tal direcdo e, de outro modo, nula. O campo de velocidades resultante é
descontinuo, o que nos levou a estudar o problema usando o formalismo de sistemas
de Filippov. A ferramenta mais importante nesse contexto foi a derivada de Lie, que
nos permitiu caracterizar o tipo de descontinuidade e fazer uma descri¢do do campo
de velocidades. Primeiramente, usando teoria de perturbacdo singular, obtivemos a
solugdo do fluxo descontinuo em primeira ordem para caracterizar o retrato de fase. A
seguir, definimos o mapa de Poincaré, valido também até a primeira ordem, sobre um

dos planos de descontinuidade, e ilustramos sua a¢do em todo o dominio.

Como perspectiva do nosso trabalho nessa segunda linha, destacamos o uso do mapa
de Poincaré que derivamos para a quantificagdo da eficiéncia de transporte em funcao
do parametro perturbativo. Outra extensdo interessante que se coloca é a consideragao
do caso de particulas elipsoidais, descritas pela mesma equacdo de Jeffery usada aqui

mas com parametro de excentricidade A diferente de zero.
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Swimming along a fixed direction in steady flows:
constant versus periodically modulated self-propulsion
velocity

Alfredo Jara Grados!, Rafael Dias Vilela

Centro de Matemdtica, Computacdo e Cogni¢ao, UFABC, Santo André-SP, Brazil

Abstract

Two models of self-propulsion of tiny particles in a steady two-dimensional flow
corresponding to convective cells with transport barriers are studied. The goal
is to determine the most efficient model to foster the transport of particles
along a predetermined direction. In both models the self-propulsion velocity
of the particles is, at any instant, along the predetermined direction. The first
model corresponds to self-propulsion with constant speed and the second model
corresponds to self-propulsion with a sinusoidal temporal modulation of the
speed. The main motivating question is: which of the models considered leads
to a larger set of initial conditions of trajectories which do not remain confined
in a bounded region of the physical space? We use numerical and analytical
methods to address this question.

Keywords: Self-propelled particles; phototaxis; separatrix map.

1. Introduction

In this paper we investigate the dynamics of very small swimming particles
in a steady two-dimensional flow. The particles can represent, for instance,
microorganisms or artificial microswimmers [1]. In processes such as photo-
taxis, swimmers may target a distant source, which effectively leads them to

seek a long-range net motion along a predetermined direction. In the presence
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of transport barriers of the fluid flow, the particles can adopt different strate-
gies. Here, we study two such strategies, which we also refer to as models. In
both, the self-propulsion velocity is along the predetermined direction. The
first model corresponds to self-propulsion with constant speed and the second
one corresponds to self-propulsion with a sinusoidal temporal modulation of the
speed. As we are interested in tiny swimmers, for which viscosity dominates, the
velocity of each particle at any instant is considered to be the sum of the model-
dependent self-propulsion velocity with the fluid flow velocity at the position of
the particle. For simplicity, we neglect the effects of diffusion.

Our goal is to determine the most efficient model to foster the transport of
the particles. We are interested in the nontrivial case where the self-propulsion
velocity is small compared to the characteristic flow velocity. In this situation,
whether a certain particle will escape or remain trapped depends on its initial
position. We therefore say that a model is more efficient than another one if it
yields a larger set (in the sense of area for the case of 2D flows analysed here)
of initial positions of trajectories that do not remain confined.

For concreteness, we consider the convective flow given by:

C(li—f = 2msin(2nz) cos(2my),
(1)
% = — 2w cos(2mx) sin(27y).

One readily notes that the trajectories of all fluid particles remain confined in
bounded regions of the physical space.

We now add a self-propulsion term describing a constant speed «. For sim-
plicity, we consider that the self-propulsion velocity is along the positive x-axis,

which translates as:

Cc% = 2msin(27x) cos(2my) + «,
(2)
% = — 27 cos(2mx) sin(27y),

with « > 0, which we shall refer to as the first swimming model. The phase
portrait of (2) is shown in figure 1, where one can observe the coexistence of

trapped and escaping trajectories.



Figure 1: Phase portrait of equation (2) with o = g Both confined (blue) and escaping

(green) trajectories are shown, as well the solutions separating them (black).

The question we pose is whether a particle with no information whatsoever
about the flow and bounded to have the same mean self-propulsion speed «
as in the first model can increase its chance of escaping. We are thus led to
consider a small periodic temporal modulation in the speed, which then reads

a + esin(wt), where 0 < € < o. In this way, the system takes the form:

Ccli_:f = 2msin(27x) cos(2my) + « + e sin(wt),
(3)
% = —2m cos(2mx) sin(27y),

which shall be called the second swimming model.

We choose a temporal modulation because we expect chaos in the region of
the separatrices when a Hamiltonian system of one degree of freedom is subject
to a non-autonomous perturbation. This is indeed visible in a Poincaré section
of solutions of Eq. (3), shown in figure 2. Chaos produces transport between

confined and non-confined regions. Here, in order to compare the models in



their efficiency to foster transport, we measure numerically and analytically the
variation in the area of the set of initial conditions of non-confined trajectories

as € is increased from zero.

0.5

Figure 2: Poincaré section of solutions of equation (3). The parameters are o =

and w = 75. Escaping trajectories are shown in green.

2. First Swimming Model: Self-propulsion with constant velocity

Equations (1) and (2) correspond to Hamiltonian systems of 1 degree of

freedom, with stream function given by
Yo(z,y) = sin(2rx) sin(27y) + ay, (4)

where a = 0 in equation (1) and a # 0 in equation (2).

We are interested in studying equation (2), which corresponds to our first
swimming model. This system has heteroclinic trajectories and both elliptical
and hyperbolic equilibria. The equilibria of the first model are the singular
points of the vector field

T, -2 )

X(z,y) = <8—ya T or



and can be calculated analytically. Because of the spatial periodicity of the
solutions of equation (2), it suffices to study the model in the square Q =

[0,1) x [0,1), where there are four hyperbolic equilibria given by:

1 1 1 —-1)m
rfn’j = (mfn’j,yﬁhj) = ({4 + (=1)7 {4 -5 arcsin <_O‘(2ﬂ)>} } modulo 1,
(6)
with m = 0 or 1 and j = 1 or 2. These hyperbolic equilibria are shown in

figure 3.

The heteroclinic connections satisfy

Yo(z,y) = 1/)0(x}rln,jvyr}:z,j)' (7)
They are therefore given by

sin(27x) sin(2my) + ay = sin(27mcﬁw-) Sin(27ryfn7j) + ay’;w-
am (8)
2 ?

and can be seen in figure 3.

As stated before, our goal is to determine which of the two models considered
promotes more transport of the swimmers in the following sense: we aim to
calculate the area of the set of initial conditions of non-confined trajectories
for each of the models and check which model leads to the largest area. This
area will be equal to 1 (total area of ) minus the area of the set of confined
trajectories. For the first model, the latter is, due to simmetry, simply four
times the area between the separatrices I'y and A; shown in figure 3.

The equations for separatrices I'y and A; are given by

Ty sin(27z) sin(2ny) + ay = %, 05 <y<l1;
(9)

A y=0.5, x}f,l <z < 33’1172.
From the equation for I'; we can isolate x, thereby defining two functions x4 (y)
and x5 (y), with 0.5 < % < Ymax. These functions are such that =}, < z1(y) <
0.25 < x5(y) < 2} 5 and 21(y) + x2(y) = 0.5. The area of the region bounded

by I'y and A; is then given by:

Apa (a) = /0 " waly) — a1 (9))dy, (10)

.5

m
2

)



T
Figure 3: Heteroclinic connections for equation (2) with a = 5 The separatrices I'1, I'2 and

A1 correspond to m = 1. The separatrices I's, I'y and A2 correspond to m = 0.

where ymax, £1(y), and x2(y) depend on a. In order to calculate ymax, We note
that it corresponds to the y coordinate of the intersection of I'y with the straight
line x = 0.25. In other words, ymax satisfies the inequality 0.5 < ymax < 1 and

the transcendental equation

(11)

Sin(27rymax) + QYmax = 5
We thus obtain the area of the set of initial conditions of confined trajectories

in the first model:

Aj(a) = 4Apa, (@) (12)

Finally, the area of the set of initial conditions of escaping (i.e, non-confined)
trajectories is:

Af(a) =1 — Af(a). (13)



3. Second Swimming Model: Self-propulsion with periodic temporal

modulation

3.1. Chaos

We shall now prove analytically the existence of the chaotic trajectories in
the region of the separatrices I'; by using the Melnikov method [2]. Note that

the second model can be written as

dx _ 81/}0 671[}

dt Oy —i_E@y7

. (14)
dy _ %o 0¥
dt Oz oz’
where v is the stream function given in equation (4) and
Y(a,y.t) = sin(wt)y. (15)

The function 4 is called a Hamiltonian pertubation and (14) is called a Hamil-
tonian system of one and a half degree of freedom.
In general, if +,(¢) = (z;(t),y:(t)) is a parametrization of the separatrix I';,

where i = 1,2,3 or 4, the corresponding Melnikov function is defined by

Mi00) = [ oot = 000 Dt — o) ), (16)
where . .
(o d) =G0 Gh - S0 28 a7)

is the Poisson brackets of 1o with ).

The meaning of the Melnikov function is the following: eM;(#) is propor-
tional to the signed distance, to first order in €, between stable and unstable
manifolds which replace I'; when one substitutes system (2) by system (3).

Replacing (4), (15), and (17) in equation (16), we obtain the following ex-
pression for the Melnikov function:

M;(6o) = /00 27 cos(2mx;(t — 6p)) sin(2my; (t — o)) sin(wt)dt, (18)

—0o0



where, for the sake of simplicity, the dependence of M; on the parameters «
(since both z; and y; depend on «) and w has not been made explicit in the
notation. After the substitution ¢ — ¢ — 8y, the Melnikov function reads:
M;(0o) = /OO 27 cos(2ma;(t)) sin(27my; (¢)) sin(w(t + 6p))dt
e (19)
=27 [I;(a,w) cos(wby) + Ji(cv,w) sin(wby)],

where .

Ii(a,w) :/ oocos(27mci(t))sin(27ryi(t))sin((,ut)dt (20)
and :o

Ji(a,w) = /_O:o cos(2mx;(t)) sin(2my; (¢)) cos(wt)dt. (21)

By means of a suitable choice of the initial condition ~,;(0) for each T';, we
can simplify the above integrals. In particular we choose ,(0) and ~4(0) as
the intersections of the straight line z = 0.25 with I'; and T's, respectively.
Analogously, we choose v3(0) and v,(0) as the intersections of the straight line

x = 0.75 with I's and 'y, respectively. We then obtain

+o0o
Li(a,w) = 2/ cos(2mx;(t)) sin(27y; (¢)) sin(wt)dt
0
and
Ji(OL, UJ) =0
for all positive a and w. We also obtain Iy = I, = —I, = —1I3.

For the values of a and w for which the integral I;(«, w) does not vanish, we
see that M;(0) has simple zeroes, implying chaos of the horseshoe type for the
dynamics of equation (3) in the region where the separatrices I'; of system (2)
are located.

Melnikov functions are similarly defined for the horizontal separatrices shown
in figure 3, as for example A;. Because of the parametrizations of these separa-
trices, however, the corresponding Melnikov functions vanish identically. This is
consistent with the survival of the horizontal separatrices when we switch from

equation (2) to equation (3).



3.2. Separatriz map

We now use separatrix-map techniques to obtain the curve separating con-
fined trajectories of non-confined trajectories in the second model. In general,
the so-called separatrix map describes the dynamics near the separatrices when
an integrable system is perturbed. It was introduced by Zaslavsky and Filo-
nenko [3] to investigate the one-dimensional motion of a charged particle in the
field of a wave traveling under perturbation. It was later studied by Chirikov
under the name of whisker map [4]. Weiss and Knobloch used the separatrix
map to analyse transport in a binary-fluid mixture due to traveling waves [5].
It is worth noting that our unperturbed system, equation (2), is the same one
considered in their work.

The separatrix map is obtained by considering successive intersections, to
be denoted (x,,yn), of the trajectories of the second model, equation (3), with
an unidimensional surface ¥ fixed in the phase space. Although the map is
insensitive to the specific choice of the surface, let us follow [5] and consider for

concreteness any of the surfaces (where both x and y are taken modulo 1)

L= =A@y ly=yn; £z —ah 1} (22)

in a small neighbourhood of the hyperbolic equilibrium (z%, ;, 4/, ;). At each
intersection (z,,,y,) the value of the stream function of the first model is calcu-
lated, i.e., we define ¢ = ¥o(zn,yn). The other variable used in the separatrix
map is the time ¢, at which the trajectory crosses the line x modulo 1 =
0.75 —m/2 with positive & just prior to the (n+ 1) — th intersection with Ei,j'
Note that, defining s, by (Tn,yn) = (2(sn),y(sn)), we have t,, < Spt1 < tny1.
Provided that e is sufficiently small, the rate of change of 1y along an actual
trajectory of equation (3) can be approximated by the corresponding rate along
the separatrix. If we also use the approximation t,4+1 — ¢, ~ T( 6”“1), where

T'(h) is the period of the stream function ¥y = h, we obtain the separatrix map

as [5, 6]:

n+1 _ wn +€M(tn),
0 0 (23)
tn+1 :tn+T( (7)L+1)a



where M is the Melnikov function calculated in (19).

The main problem here is that there is no analytical representation for
T(y+h). However, the dynamics of the trajectories in the neighbourhood of an
equilibrium is very slow, meaning that we can use a Taylor expansion of g in
the neighbourhood of a hyperbolic equilibrium of the first model to approximate
Tt (7, 8]

The Taylor expansion for 1y in a neighbourhood of a hyperbolic equilibrium

h h fq ol .
(Tom.j»Ym.;) is given by:

1
wO(xlrln,j + u:ygz,j + 1}) ~ 1/)0(x?n,j7y7}%,j) + i[u U]v2¢0(m7};z,j7y7}%,j)[u v]t: (24)

where the matrix V24 (z, 5, yl ;) is given by:

0 cos(2mal,
v2¢0(x?n,j,yzz,j) = —4n? ( myj) . (25)
cos(2mal), ;) 0
Using equation (6), we obtain:
- 472 — a2
. hoy +1
cos(2mxy, ;) = (—1)’ —a (26)
Thus, the matrix in equation (25) is
2 Ao ok ior/amr —az |V 1
Vo(Tim, s Ym.j) = (=1)72m/ 4712 — o Lol (27)
Using the above equality and equation (8), we can recast (24) as
am -
Yol ) ~ O+ (C1PkG — 2l )y — o), (28)

where k = 27472 — o2, from which the approximated equations for the tra-

jectories in a neighbourhood of (xfn,j, yr}}”) are derived:
dx ,
= (1K b,
dy j+1 h (29)
D= )Ry — ).

Noting that the trajectory on the streamline g = H close to a separatrix

spends a time interval roughly given by T'(1g)/2 in the neighbourhood of each

10



hyperbolic equilibrium it approaches, we can integrate the first equation (29) to

write ,
T1 — Ty, ; k
In |~ | = (—1)T(H)3, (30)
Xo — I'm,j

where (z0,y0) and (z1,y1) are the points where a solution of (29) intersects the

boundary of an open ball centered at the hyperbolic equilibrium (xfn’j,yfn’j),
as shown in figure 4. Using equation (28) to compute H = 9g(x1,y1), we can

h

express x1 — Zy,, ; in terms of H. Equation (30) then becomes:

2H — am
2k(zo — xﬁn,j)(yl - ygl,j)

(31)

Thus, the separatrix map is approximated by the following equations:

, ; (z0, yo)
('I'-r!n J? y'r:L,;i)

Figure 4: Solutions of equation (29) (blue) in the neighbourhood of a hyperbolic equilibrium
(zh, j,yfn ;). The intersection points of one such a solution with the boundary (in red) of

an open ball centered at the equilibrium are (zo,yo) and (z1,y1), where the former is visited

before the latter. In black, we show the stable and unstable spaces of (zfn’j,y:;l’j).

B =g+ M (),

2wg+1 —am (32)
2k (0 — infn,j)(yl - y;Lz,j) .

(2
tpt1 =ty + (—1) <E) In

11



To obtain the curve separating confined trajectories of non-confined ones, we
first use the criterium given in [3], [6] and [9] to locate the boundaries of the

stochastic layer,

Otpi1
max Tint+l

_1‘ =1, (33)

n

which corresponds to the observation that the dynamical unstability associated
to separatrix chaos first manifests itself as the stretching of the variable t,.

Using equation (32), we obtain

8tn+1 1 4e dM (34)
max |——— — 1| = |—————— | max |—|.
tn Otn, k(Zd)ngl —am)| tn dt,,
From the expression for the Melnikov function given in (19), we get
M
max ' = max [2rwl;(a,w) cos(wt,,)|
tn tn tn (35)
= 27w|I; (e, w)].
Using (35) and (34), equation (33) becomes:
’ Serwli(a,w) | L (36)

k(2yptt —am)|
The above equality describes the following curves which form the boundary of
the stochastic layer:

am 2ewl; (o, w)

1/)0(I>y) = 01 = 9 471'2 — a2 )
(37)
Yol 1) o _ am  2ewl;(o,w)
X = =
oY 0 2 42 — o?

We now observe that, for each separatrix I';, one of the above curves is
located in the region of escaping trajectories of the unperturbed system whereas
the other one lies in the region of confined trajectories. The latter will, in the
perturbed system, separate escaping from confined solutions since chaos breaks
transport barriers.

The region corresponding to confined trajectories is therefore contained by

12



one of the following curves:

am  2ewl;(a,w)

2 42 — o2
sin(2nx) sin(2my) + ay = ¢§ = or (38)
am  2ewl;(a,w)
2 4r? —a?’

Let ¢ = 9y 1(1/)3) be such a curve, depicted for a specific choice of parameters
in figure 5. In order to calculate the area A; enclosed by ¢, we proceed as in

section 2. We obtain:

Figure 5: Theoretical boundary (red), predicted by equation (38), between the regions of
confined (blue) and escaping (green) solutions. The parameters are o = 7/5, ¢ = 0.2 and

w = 80.

A = / " [22(y) — z1(y)]dy, (39)

Ymin
where z2 and x; are the functions of y implicitly defined by equation (38) and

Ymin and Ymax are the two solutions of
sin(2my) + ay = ¥y,

13



and

—sin(2my) + ay = ¥;,

respectively, for ¢ < 2 and 7 > 3.
Then, the area of the set of initial conditions of confined trajectories within
the unit square is given by

5 =4A¢ (40)

and the area of the set of initial conditions of non-confined trajectories within
the unit square is

©—1-— AS. (41)

3.3. Comparison with the first model

We have used our theoretical results, equations (13) and (41), to compare
the two models for different values of the parameters a, € and w. In figure
6, the percentage variation of the area of the set of initial conditions of non-
confined trajectories is shown as a function of € and w for a fixed value of «.
Note the existence of values of the parameters for which the percentage increase
exceeds 80%.

To validate our analytical results, we have also calculated, for specific val-
ues of the parameters, the same quantities using numerical methods. For that
purpose, we have chosen initial conditions near the separatrices I'y, I's, I's and
I'4 until obtaining the 4 curves separating confined from non-confined motion.
This was performed numerically by means of the bisection method, with an
error smaller than 107%. We have used the bubble sort algorithm [10] to index
each point of these curves and from that obtained the area of the region within
each such a curve using numerical integration. Finally, by adding the area of the
4 regions we have computed the area of the set of initial conditions of confined
trajectories in the square ). The numerical results show very good agreement
with our analytical predictions for several choices of the parameters. Important

deviations appear as the parameters approach the region above the black curve

14



in figure 6, where the following inequality does not hold:
8wel|I; (o, w)| < av/4n? — a2, (42)

This is a condition for the validity of our analytical results for the second model.
It arises because, if the perturbation € is large enough, the exterior boundary
curve of the stochastic region close to I'y (respectively, I'y) collides with the

exterior boundary curve of the stochastic region close to I's (respectively, I'y).

0.25

110
100
90
180
170
160
150
140
30

0.10

0.05 20
10

20 40 , 60 80 100

Figure 6: Percentage increase of the area of the set of initial conditions of non-confined

trajectories for the second model as compared to the corresponding area for the first model.
™

In this case we have a = 5 The region under the black curve is the validity region i.e. is the

region where the parameters satisfy inequality (42).

4. Conclusions

We have compared two models of swimming particles. The models studied

display both confined and escaping trajectories, and our goal here was to deter-
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mine which model leads to a larger probability of escaping. For the first model
the calculations are easier since it corresponds to an integrable system. The
second model is a periodic perturbation of the first one. By means of the Mel-
nikov method we have demonstrated the occurrence of separatrix chaos. Using
separatrix-map techniques we could approximate analytically the boundary of
the region of escaping solutions. This has allowed us to show that the area of
initial conditions leading to non-confined trajectories increases as we replace the
first by the second model. Our main result is the analytical quantification of
that increase, which we have further numerically validated.

Research started in this work suggests some interesting extensions. First,
new bases of comparison between models that take into account not only the
area of the set of initial conditions leading to non-confined trajectories but also
the average velocity of the particles may be introduced and exploited. Second,
it would be interesting to investigate new models for particles that can obtain
local information about the flow (e.g., pressure gradients). It would also be
interesting to compare all these models with the optimal model, which can be
obtained by means of variational methods and requires global knowledge of the

flow.

The authors are grateful to Jean-Régis Angilella for important discussions

and suggestions. A.J.G. thanks CAPES for his PhD fellowship.
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ANEXO B: PARAMETRIZACAO DAS
TRAJETORIAS SEM NATACAO

Definigao B. 1. Seju 0 < ¢ < g e 0 < k < 1. Define-se a integral eliptica incompleta do

primeiro tipo, como a integral

¢
ellipticF(¢; k) = / ap
0

V1 —ksenZu

O numero k é chamado de médulo e a varidvel ¢ é chamada de argumento da integral eliptica.

Quando ¢ = —, a integral anterior se diz completa e a denotamos por K. Assim

= elhptlcF

/ V1 —ksen2

Considerando agora, para cada k fixado, a funcdo
u(g; k) = ellipticF(g; k),
temos que essa fung¢do possui inversa que é denotada por sn(u; k) tal que
sn(u; k) = sen(¢) = ellipticF_l(u; k). (B. 1)

Definicao B. 2. A fungdo definida na equacio B. 1 é chamada de fungdo seno eliptico de

Jacobi.

Com as duas defini¢des anteriores obtemos a solugdo do sistema de equagdes de 5.3

quando vg(6;¢,v) = 0 e P(x,y) = sen(x)sen(y), i.e. obtemos a solucéo de

X = 2esen(x)cos(y),
y = —2ecos(x)sen(y), (B. 2)
0 = 2esen(x)sen(y).

Seja (xg, 0p) com xg € )y = (0, 1) X (0, 1) uma condicdo inicial para o sistema anterior.

A parametrizacdo serd obtida também na regido ();, depois pode ser generalizada para
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as outras regides. Definimos g = 1(xp). J& que as duas primeiras equa¢des representam

as curvas de nivel de ¥(x, y) temos que

sen(x)sen(y) = o,

e entao
Yo

sen(x)

sen(y) =

A expressdo anterior é substituida na primeira equagdo B. 2 para se obter

X = 2esen(x)cos(y)

= +2esen(x) /1 — serlfzo(x) (B. 3)

= +2¢4/sen?(x) —

Definindo a nova variavel

u = arcsin <M> (B. 4)
V1-%5
obtemos a igualdade
sen(x) = j:\/l — (1 — ¢)sen?(u), (B. 5)

Por outro lado, podemos derivar a equagao B. 4 e subtituir nesse resultado a igualdade
B. 3, obtendo

1 = +2esen(x),

substituindo agora a igualdade B. 5 na equagdo anterior obtem-se

= i2£\/1 — (1 — ¢3)sen?(u).

E assim, integrando a equagédo diferencial obtida temos

= +2¢t.

/“0 V1- ¢2 sen?(r)

Note que o lado esquerdo da equacédo anterior pode ser escrito como uma diferenca de

duas integrais elipticas do primeiro tipo com médulo 1 — 3. Entdo obtem-se

ellipticF(u; 1 — ¢3) = ellipticF(ug; 1 — ¢3) = 2et.
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Para isolar a varidvel u, aplicamos a funcdo seno eliptico de Jacobi em ambos os lados

da equagdo anterior, isso d4 como resultado
sen(u) = sn (ellipticF(uO; 1—3) £2et;1 — 4)(2]).

Voltando a varidvel original tem-se

|cos(x)|
V1—93

finalmente obtemos

x(t) = arccos (\ /1—y3sn (ellipticF(uo; 1—93) £2et;1 — 1/)%)),

COS(X
com U = arcsen (M> .

V11— 3

De forma semelhante, a parametrizacdo da segunda coordenada d4 como resultado

y(t) = arccos (\ /1 — 1pgsn (ellipticF(vo; 1-— l/J%) + 2¢t;1 — zp%) ) ,
com vy = arcsen (M) )

V11— 3

Pode-se demonstrar que a escolha dos sinais depende s6 da localizagdo da condigdo

=sn (ellipticF(uo; 1— 1,0%) + 2et;1 — #7%)/

inicial. Assim, fazemos contas semelhantes nas outras regides para obter a respectiva

parametrizagdo. Entdo, para (xp, yo) € (), definimos

. [cos(xo)| ) ( [cos(yo)| >
i) ug = arcsen (— e vg = arcsen [ —== |.
V193 V195
ii) u(t) = sig(tan(xo))ellipticF(uo; 1 — 3) — 2sig(sen(xo)cos(yo))et
iii) o(t) = sig(tan(yo))ellipticF (ug; 1 — 93) + 2sig(cos(xo)sen(yo))et.

Com as expressdes anteriores obtemos a parametrizacdo procurada. Essa parametrizagdo

é dada por

x(t) = arccos(\ /1 —3sn(u(t);1— 1,05)) + 7T (x0),
y(t) = arccos(w /1 — Lpgsn(v(t); 1-— 1/)%)) + T (Yo)-
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Finalmente, 6(t) é dada por
O(t) = 2€lp(x0)t + 90.

A parametrizagdo anterior serd escrita ¢y (t, xo, 6p).
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