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RESUMO

Sejam E
/

k um corpo de funções com um corpo de constantes infinito e E | k(x) uma

extensão separável de grau maior que 1. Suponha que existe um place de k(x) de grau

1 ramificado em E | k(x). Seja K
/

k um corpo de funções com gênero maior que 1.

Neste trabalho, apresentamos uma construção de uma infinidade de extensões finitas e

separáveis de corpos de funções algébricas L | K com
[

E : k(x)
]

=
[

L : K
]

e Aut (L | k)

= Aut (L | K) ∼= Aut
(

E
∣∣ k(x)

)
. O resultado é devido a C. Álvarez-García e G. D.

Villa-Salvador, e é análogo a um teorema de H. Stichtenoth (1984).

Palavras-chave: corpo de funções algébricas, grupo de automorfismos
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ABSTRACT

Let E
/

k a function field over an infinite field of constants and E | k(x) a separable

extension of degree greater than 1. Suppose there is a place of k(x) of degree 1 ramified

in E | k(x). Let K
/

k a function field with genus greater than 1. In this work, we present

a construction of a infinitely many separable finite extensions of algebraic function

fields L | K with
[

E : k(x)
]

=
[

L : K
]

and Aut (L | k) = Aut (L | K) ∼= Aut
(

E
∣∣ k(x)

)
.

The result is due to C. Álvarez-García and G. D. Villa-Salvador, and it is analogous to

an H. Stichtenoth’s theorem (1984).

Keywords: algebraic function field, group of automorphisms
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1 CONVENÇÕES

O símbolo N (resp., Z, Q, R e C) denota o conjunto dos números naturais (resp.,

inteiros, racionais, reais e complexos).

Convencionaremos que N = Z∗+.

1.1 notações

O fim da prova de uma Afirmação será indicada com o símbolo �, enquanto que o

término da demonstração de um teorema (ou proposição, lema, etc) será denotada com

o signo �.

A notação L | K indica uma extensão de corpo, e F
/

k denota um corpo de funções F

sobre k.

O polinômio minimal (na variável T) de um elemento α ∈ K sobre o corpo K será

denotado como mα,K(T).

Ideais serão denotados com letras góticas (tipo Fraktur): p, P, q, Q, etc.
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2 I NTRODUÇÃO

Sejam L | F uma extensão de corpo e α ∈ L. Pela teoria de corpos, temos um critério

para descrever a adjunção de α com o corpo base F.

• Se α é algébrico sobre F, então F(α) | F é finitamente gerada e algébrica — e,

portanto, finita (cf. Endler (2012, p. 35)).

• Se α é transcendente sobre F, então F(α) é de dimensão infinita sobre F, por ser

isomorfo ao corpo de funções racionais em uma variável sobre F:

F(α) ∼= F(X) (1)

— cf. Martin (2010, p. 225).

Se K | k é uma extensão de corpo, dizemos que K
/

k é um corpo de funções algébricas

em uma variável sobre k quando existe x ∈ K transcendente sobre k tal que K | k(x) é

finita.

Figura 1. Ilustração para a definição de um corpo de funções algébricas.

k

k(x)

K
< ∞

= ∞
= ∞

Por comodidade, diremos que K
/

k é um corpo de funções (sobre k), simplesmente.

Pelo isomorfismo em (1), o símbolo x pode ser visto ora como um elemento que não

é raiz de nenhum polinômio em k [X], ora como o polinômio p(X) = X (isto é, uma

variável) no corpo de frações k(X) de k [X].

Um elemento de K será chamado de função, e os elementos de K que são algébricos

sobre k serão chamados de constantes.
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4 introdução

Na Teoria de Corpos de Números, estudam-se extensões finitas de Q, o corpo de

números mais ‘elementar’. Como todo corpo de funções K sobre k pode ser visto como

uma extensão finita de um corpo de funções k(x) na variável x, então podemos ver um

corpo de funções racionais na Teoria de Corpos de Funções como o análogo de Q na

Teoria de Corpos de Números, no sentido de serem os objetos mais ‘simples’ da teoria.

Para compreender um corpo de funções K, é interessante estudar os subanéis de K

que se caracterizam por admitirem um único ideal maximal.

Um anel de valoração de um corpo de funções K
/

k é um anel O ⊆ K tal que: (1)

k ( O ( K; e (2) ou z ∈ O ou z−1 ∈ O, ∀ z ∈ K.

Anéis de valoração são anéis locais: se O é um anel de valoração, então a coleção dos

elementos não invertíveis em O,

P := O \ U (O) ,

é o único ideal maximal de O (STICHTENOTH, 2009, p. 2).

Um place1 em K é o ideal maximal de algum anel de valoração de K
/

k.

Considere um corpo de funções L
/

l tal que L é uma extensão algébrica de K e l é

uma extensão de k. O corpo de funções L
/

l também tem um anel de valoração — O′,
digamos —; bem como um place P′. Um objeto de estudo de interesse na Teoria de

Corpos de Funções é investigar como se relacionam os places (P e P′), as constantes

(em k e l) e os anéis de valoração (O e O′) de K e de L (veja a Figura 2).

Figura 2. Como se relacionam as constantes e os places numa extensão de corpos de

funções?

K

L

l

k

⊇

⊇

O′

O

⊇

⊇

P′

P

O′
P′

O
P

? ? ?

?

1 Esse termo não é usado, por exemplo, por Villa-Salvador (2006) e por Deuring (1973). Adotamos a

nomenclatura de Stichtenoth (2009).
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2.1 motivação: o problema inverso da teoria

de galois

O Teorema Fundamental da Teoria de Galois (TFTG) nos fornece uma extraordinária

conexão entre as teorias de corpos e de grupos. Dada uma extensão (galoisiana), o

Teorema Fundamental fornece a construção de um grupo (de Galois), e estabelece uma

correspondência entre subgrupos e subcorpos dos entes envolvidos.

Um problema no ‘sentido contrário’ seria partir de um grupo G (finito) e construir

uma extensão (galoisiana) de um corpo K com grupo de Galois isomorfo a G:

Questão 2.1 (PITG: Problema Inverso da Teoria de Galois). Dados um grupo finito G e um

corpo K, existe uma extensão galoisiana M de K tal que G ∼= Gal (M | K)?

(JENSEN et al., 2002, p. 1).

A formulação clássica do PITG refere-se ao caso em que K = Q.

Um dos progressos parciais mais relevantes na busca da resposta ao PITG é quando

G é um grupo solúvel e K é um corpo global (por definição, um corpo global é uma

extensão finita de Q ou de Fp(t) (NEUKIRCH, 1999, p. 134)):

Teorema 2.2 (Šafarevič). Sejam K um corpo global e G um grupo solúvel finito.

Então existe uma extensão galoisiana M | K tal que Gal (M | K) ∼= G.

(NEUKIRCH et al., 2015, p. 574).

Existem outros importantes exemplos de pares (G, K) em que se verifica a validez do

Problema Inverso, já incorporados à literatura. A título de ilustração, fazemos menção a

alguns casos:

• (Hilbert) Se K = Q e G = Sn é o grupo simétrico de ordem n ou G = An é o

grupo alternado de ordem n (para qualquer n ∈N), então G ocorre como grupo

de Galois sobre Q (VÖLKLEIN, 1996, p. 53). Estes dois resultados decorrem do

Teorema de Irredutibilidade de Hilbert (Theorem 1.23 no livro de Völklein (1996, p.

18)).

• (Scholz-Reichardt) Se K = Q e G é um p-grupo finito (para p ∈ Z primo ímpar), o

PITG tem solução positiva. Para uma prova, recomendamos o Capítulo 2 do livro

de Serre (2007).
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• (Kronecker-Weber) Se G é um grupo abeliano finito, sabe-se que existe uma

extensão finita e galoisiana L | Q cujo grupo de Galois é isomorfo a G (MARTIN,

2010, p. 418). Nessa construção, o corpo L é um subcorpo de um corpo ciclotômico.

O Teorema de Kronecker-Weber (TKW), um celebrado resultado da Teoria dos

Números Algébricos, nos diz que o caso abeliano do PITG não admite outra classe

de soluções:[
L | Q é extensão abeliana

]
⇔
[
∃ ξm ∈ C raiz m-ésima da unidade: L ⊆ Q(ξm)

]
.

Para uma demonstração do TKW, recomendamos o livro de Janusz (1996, p. 198).

Na Teoria de Galois Finita, é de amplo conhecimento uma das caracterizações de

extensões galoisianas: uma extensão finita L | K é galoisiana se, e somente se, L | K é

normal e separável (DUMMIT e FOOTE, 2004, p. 574).

Alguns caminhos possíveis para a tentativa de uma construção de uma extensão

galoisiana M | K com grau preestabelecido são:

1. Se L | K é uma extensão finita e separável, então se M é o fecho normal de L | K,

temos que M | K é uma extensão separável — cf. Proposition 3.3.7 no livro de

Bastida (1984, p. 118) —, normal (por definição) e finita (por simples verificação).

Portanto, M | K seria finita e Galois.

2. Se L | K é uma extensão finita e normal, então se M é o fecho separável de K em L,

teríamos que M | K seria uma extensão finita (pois M seria corpo intermediário

da extensão finita L de K), normal — cf. Proposition 3.3.6 no livro de Bastida (1984,

p. 117) — e separável (por definição de fecho separável).

3. Se G é um grupo finito arbitrário, Fried e Kollár (1978) provaram que existe uma

extensão finita M de Q tal que o grupo dos automorfismos em M que fixa Q é

isomorfo a G:

Aut (M | Q) = Aut (M) ∼= G .

Nesta construção, a extensão M | Q é separável, mas pode não ser normal.

As construções acima mencionadas são, isoladamente, simples (excetuando-se, possi-

velmente, a construção do item 3). A dificuldade da solução do PITG é compatibilizar
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uma construção de uma extensão de corpo que seja simultaneamente finita, normal,

separável e com grupo de automorfismos isomorfo ao grupo (arbitrário) prescrito.

Pretendemos estudar um progresso parcial do entendimento da construção de exten-

sões separáveis com propriedades prescritas para o grupo de automorfismos, especifica-

mente no contexto da Teoria de Corpos de Funções.

2.2 teoria de galois em corpos de funções

Alguns problemas relacionados a isomorfismos de grupos de automorfismos de exten-

sões de corpos de funções foram solucionados com diferentes técnicas.

Em um artigo de 1984, Stichtenoth (1984) provou que: se k é algebricamente fechado

e E | k(x) é uma extensão finita separável de grau n =
[

E : k(x)
]
> 1, então para cada

corpo de funções K
/

k, existem infinitas extensões L | K, separáveis e não isomorfas,

tais que[
E : k(x)

]
=
[

L : K
]

e Aut
(

E
∣∣ k(x)

) ∼= Aut (L | K) = Aut (L | k) . (2)

Figura 3. Ilustração da infinidade de extensões de K dada pela construção de Stichtenoth

(1984).

k

E

k(x)

n > 1


K

L

n



L2 L3 L4 L5 . . .

A construção de Stichtenoth (1984) requer que o gênero de K
/

k seja maior que um (o

gênero é um conceito relacionado a um corpo de funções que será definido no capítulo

seguinte).

Em 1991, Villa-Salvador e Rzedowski-Calderón (1991) provaram que a construção

de infinitas extensões separáveis de corpos de funções L | K com as propriedades
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mencionadas em (2) também pode ser feita no caso em que o corpo k é finito, se o zero

de x ramifica-se em E | k(x) e o polo de x não se ramifica em E | k(x).

Em 1992, Madan e Rosen (1992) provaram que se K é um corpo de funções sobre

um corpo algebricamente fechado k e G é um grupo finito não trivial, então existem

infinitas extensões galoisianas L | K tais que Gal (L | K) ∼= G.

Alguns interessantes casos resolvidos do PITG na Teoria de Corpos de Funções (com

condições diferentes para as constantes) são mencionados na Seção 6.2 do Apêndice.

Neste trabalho, apresentamos o resultado análogo do histórico artigo de Stichtenoth

(1984) para o caso em que o corpo de constantes k é um corpo infinito, com a hipótese

adicional da existência de um place em k(x) de grau 1 ramificado em E | k(x). A demons-

tração, devida a Álvarez-García e Villa-Salvador (2010), tem técnicas essencialmente

circunscritas na teoria clássica de corpos de funções.

No próximo capítulo, reproduzimos (sem demonstrações) resultados da Teoria de

Corpos de Funções extraídos (em sua maioria) de duas obras que são referências-padrão

na área: os livros de Stichtenoth (2009) e de Villa-Salvador (2006).

No Capítulo 4, apresentamos as ideias principais da demonstração do Teorema de

Álvarez-García e Villa-Salvador (2010) — doravante, chamado de “Teorema Principal”.

Finalmente, no Capítulo 5, demonstramos em detalhes o Teorema Principal.



3 REV ISÃO B IBL IOGRÁF ICA

3.1 bases de transcendência

Para esta seção, L | K denotará uma extensão de corpo.

Definição 3.1.

• Um subconjunto S ⊆ L é dito algebricamente dependente sobre K se existirem n ∈ N,

f (x1, x2, . . . , xn) ∈ k [x1, x2, . . . , xn] \ {0} e n elementos distintos s1, s2, . . ., sn ∈ S

tais que f (s1, s2, . . . , sn) = 0.

• Um subconjunto de L que não é algebricamente dependente sobre K é chamado de algebri-

camente independente sobre K.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 1).

Definição 3.2 (base de transcendência). Uma base de transcendência de L sobre K é um

subconjunto de L algebricamente independente sobre K e maximal em L.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 2).

Para uma extensão de corpo fixada, todas as suas bases de transcendência têm a

mesma cardinalidade (ROMAN, 2006, p. 100). Assim, a seguinte definição faz sentido:

Definição 3.3 (grau de transcendência). O grau de transcendência de L sobre K é a cardinali-

dade de uma base de transcendência de L sobre K.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 3; ROMAN, 2006, p. 100).

Com a terminologia desta seção, podemos dizer que um corpo de funções algébricas

(em uma variável) sobre k é uma extensão de corpo finitamente gerada sobre k com

grau de transcendência 1.

9



10 revisão bibliográfica

3.2 valorações em corpos de funções

Definição 3.4 (valoração). Seja K um corpo. Dizemos que uma função v : K → Z ∪ {∞} é

uma valoração sobre K quando:

1. v(x) = ∞⇔ x = 0;

2. a restrição v �K∗ for um homomorfismo sobrejetor (com relação aos grupos (K∗, ·) e (Z, +));

e

3. para quaisquer a, b ∈ K∗, valer a desigualdade

v(a + b) ≥ min
{

v(a), v(b)
}

.

A definição mais geral de valoração é dada no Apêndice.

3.2.1 Parâmetros locais

Sejam F
/

k um corpo de funções, O ⊆ F um anel de valoração e P ⊆ O um place. Um

parâmetro local (ou variável uniformizadora) é uma função t ∈ P tal que t · O = P

(STICHTENOTH, 2009, p. 4).

Seja v : F → Z∪ {∞} uma valoração. Uma função t ∈ F é um parâmetro local se, e

somente se, v(t) = 1 (STICHTENOTH, 2009, p. 5).

Todo anel de valoração é um domínio de ideais principais (DIP) — cf. Theorem 1.1.6

no livro de Stichtenoth (2009, p. 3). Esse fato permite a seguinte construção:

Proposição 3.5 (descrição da totalidade do corpo de funções com parâmetros locais).

Sejam: K
/

k um corpo de funções; O ⊆ K um anel de valoração; P o ideal maximal de O; e

t ∈ O um elemento gerador de P.

Então para todo z ∈ K \ {0} existe um único par (n, u) ∈ Z×U (O) tal que z = tn · u.

Recomendamos o livro de Villa-Salvador (2006, p. 26) para uma demonstração.

3.2.2 Valorações discretas

Definição 3.6 (valoração discreta). Seja K
/

k um corpo de funções. Uma valoração discreta

de K
/

k é uma valoração v : K → Z∪ {∞} que satisfaz as seguintes condições:
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1. ∃ t ∈ K tal que v(t) = 1; e

2. v �k∗ ≡ 0.

A existência de uma valoração discreta é dada pela seguinte construção:

Definição 3.7 (valoração discreta associada a um place). Sejam: F
/

k um corpo de funções;

O ⊆ F um anel de valoração; e P o place associado a O. Fixando-se um elemento gerador

t ∈ O de P, sabe-se que, para todo z ∈ F \ {0} existe um único par (n, u) ∈ Z×U (O) tal que

z = tn · u — cf. Proposição 3.5. Com isso, podemos definir uma aplicação vP : F → Z∪ {∞}
tal que vP (z) = n e vP (0) = ∞.

A valoração vP da definição acima é discreta, e o subconjunto

OP =
{

z ∈ F
∣∣∣ vP (z) ≥ 0

}
(3)

de F é um anel de valoração com ideal maximal

P =
{

z ∈ F
∣∣∣ vP (z) > 0

}
(4)

e com

U (OP) =
{

z ∈ F
∣∣∣ vP (z) = 0

}
(5)

como o conjunto dos invertíveis em OP.

O parâmetro local t na Definição 3.7 também é chamado de elemento primo (ou

elemento uniformizador) da valoração vP.

Nosso maior interesse são as valorações discretas, por conta do seguinte resultado:

Teorema 3.8. Toda valoração sobre um corpo de funções é discreta.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 42).

3.2.3 Anéis de valoração em corpos de funções racionais

Quando
[

K : k(x)
]

= 1 — isto é, quando K = k(x) é um corpo de funções racionais —,

dispomos de uma descrição concreta dos anéis de valoração de K. Temos:

• para cada p ∈ k [X] mônico e irredutível sobre k, o anel de valoração

Op(X) :=

{
f
g

∣∣∣∣∣ f ∈ k [X] , g ∈ k [X] \ {0} , p - g em k [X]

}
, (6)
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cujo ideal maximal é o place

Pp(X) :=

{
f
g

∣∣∣∣∣ f ∈ k [X] , g ∈ k [X] \ {0} , p - g em k [X] , p | f em k [X]

}
;

(7)

e

• o anel de valoração

O∞ :=

{
f
g

∣∣∣∣∣ f ∈ k [X] , g ∈ k [X] \ {0} , deg( f ) ≤ deg(g)

}
, (8)

cujo ideal maximal é o place

P∞ :=

{
f
g

∣∣∣∣∣ f ∈ k [X] , g ∈ k [X] \ {0} , deg( f ) < deg(g)

}
. (9)

Dizemos que duas valorações v1, v2 : K → Z∪ {∞} são equivalentes quando

∀ x ∈ K : v1(x) > 0 ⇔ v2(x) > 0 .

Valorações equivalentes estão associadas a um anel de valoração comum (cf. Apên-

dice). Assim, é interessante conhecer um modo de discriminar classes de valorações

duas a duas não equivalentes.

Teorema 3.9 (valorações em corpos de funções racionais). Seja p ∈ k [X] irredutível.

Considere: a valoração

vp : k(x)→Z∪ {∞}

α = pn · hα

gα
7→vp (α) =

{
n , se α 6= 0

∞ , se α = 0
,

(10)

em que, para cada α ∈ k(x), os polinômios hα, gα ∈ k [X] são tais que mdc{hα, gα} = 1 e

p - (hα · gα); e a valoração

v∞ = vP∞ : k(x)→ Z∪ {∞}

α =
f
g
7→ v∞ (α) :=

{
deg(g)− deg( f ) , se α 6= 0

∞ , se α = 0
.

(11)

Toda valoração em k(x) é equivalente (10) ou (11).

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 36).
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3.2.4 Propriedades de valorações

Teorema 3.10 (Desigualdade Triangular Estrita). Sejam: F
/

k um corpo de funções; v :

F → Z∪ {∞} uma valoração discreta de F; e x, y ∈ F tais que v(x) 6= v(y). Então

v(x + y) = min
{

v(x), v(y)
}

.

(STICHTENOTH, 2009, p. 5).

Proposição 3.11 (propriedades operacionais). Sejam: K um corpo qualquer; v uma valoração

sobre K; a, b, a1, a2, . . ., an ∈ K; e n ≥ 2 inteiro. Então

1. v(1) = 0.

2. v
(

a−1
)

= −v(a).

3. v(a) = v(−a).

4. a) v

(
∑n

i=1 ai

)
≥ min

{
v(ai)

∣∣∣ 1 ≤ i ≤ n
}

.

b) v

(
∑n

i=1 ai

)
= min

{
v(ai)

∣∣∣ 1 ≤ i ≤ n
}

se v(ai) 6= v
(

aj
)

para todo i 6= j (desigual-

dade triangular estrita “generalizada”).

5. Se ∑n
i=1 ai = 0, então existem j, k ∈ {1, 2, . . . , n} distintos tais que v

(
aj
)

= v(ak).

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 17).

Teorema 3.12 (Teorema de Aproximação). Sejam: F
/

k um corpo de funções; P1, . . .,

Pn ∈ P(F) places dois a dois distintos; x1, . . ., xn ∈ F; e r1, . . ., rn ∈ Z.

Então existe x ∈ F tal que

vPi (x− xi) = ri , ∀ i ∈ {1, . . . , n} .

(STICHTENOTH, 2009, p. 12).

3.3 o corpo de constantes e o grau de um place

Por definição, o corpo de constantes de um corpo de funções K
/

k é o conjunto dos

elementos em K que são algébricos sobre k,

k̃ :=
{

x ∈ K
∣∣∣ x é algébrico sobre k

}
,
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que é um subcorpo de K.

Dizemos que k é o corpo de constantes completo de K se k̃ = k.

Exemplo 3.13. O corpo de constantes completo do corpo de funções racionais k(x)
/

k na

variável x é k.

(STICHTENOTH, 2009, p. 10).

Sejam K
/

k um corpo de funções e k̃ o corpo de constantes de K. Suponha que P

seja um place de K e que OP seja o anel de valoração associado a P. O corpo residual
OP

P pode ser visto como extensão finita de k e de k̃ (STICHTENOTH, 2009, p. 7). Assim,

podemos definir o grau de P (sobre k) como

degk(P) :=
[OP

P
: k
]

. (12)

Figura 4. Num corpo de funções K
/

k, o corpo residual OP

P pode ser visto como uma

extensão de k (para todo place P em K).

k

k̃

OP

P

k(x)

K

3.4 divisores

Seja F
/

k um corpo de funções.
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Sejam P(F) o conjunto dos places de F e Div(F) := F
(

P(F)
)

o grupo dos divisores1

de F
/

k.

Dado um divisor D ∈ Div(F), podemos escrevê-lo como uma soma formal

D = ∑
P∈P(F)

nPP com nP ∈ Z e nP = 0 para quase todo P ∈ P(F) . (13)

O suporte de D é definido como

Supp(D) :=
{
P ∈ P(F)

∣∣∣ nP 6= 0
}

, (14)

e o grau de D (sobre k) é

degk(D) := ∑
P∈Supp(D)

nP · degk(P) . (15)

Para cada Q ∈ P(F), defina

vQ : Div(F)→ Z

D = ∑
P∈P(F)

nPP 7→ vQ (D) := nQ
(16)

(a função vQ definida em (16) não deve ser confundida com a valoração vP construída

na Definição 3.7).

Uma ordem parcial em Div(F) pode ser definida como

D1 ≤ D2 ⇔ vP (D1) ≤ vP (D2) , ∀ P ∈ P(F) .

Um divisor D ∈ Div(F) será chamado de efetivo quando 0 ≤ D.

3.4.1 Zeros e polos

Definição 3.14. Se z ∈ F e P ∈ P(F), dizemos que:

1. P é um zero de z se vP (z) > 0; e

2. P é um polo de z se vP (z) < 0.

(STICHTENOTH, 2009, p. 7).

1 Se S é um conjunto não vazio, denotamos por F(S) o grupo abeliano livre em S — cf. Dummit e Foote

(2004, p. 355). Adotaremos a notação aditiva.
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Exemplo 3.15 (o zero e o polo da variável em um corpo de funções racionais). Seja

k(x)
/

k o corpo de funções racionais na variável x.

1. O conjunto Px associado ao polinômio p(x) = x (definido em (7)) é o único zero de x.

2. Analogamente, o place P∞ é o único polo de x.

No Teorema de Aproximação, para
g1, g2, . . ., gm ∈ Z∗+ ,

gm+1, gm+2, . . ., gn ∈ Z∗− e

a1 = . . . = an = 0 ,

podemos concluir que sempre existe uma função com zeros e polos preestabelecidos:

Corolário 3.16 (Teorema de Aproximação: escolha de função com zeros e polos prefixa-

dos). Sejam: m ∈N; n > m inteiro; e v1, . . ., vn : K → Z∪ {∞} valorações não triviais duas

a duas não equivalentes em um corpo de funções K
/

k.

Então existe z ∈ K tal que{
vi(z) > 0 para i ∈ {1, . . . , m}
vj(z) < 0 para j ∈ {m + 1, . . . , n}

.

Todo ponto z ∈ F \ k em um corpo de funções F
/

k admite pelo menos um zero e

um polo (STICHTENOTH, 2009, p. 8).

3.4.2 O grupo dos divisores principais

A partir dos zeros e dos polos, podemos considerar os seguintes divisores:

Definição 3.17. Sejam: x ∈ F \ {0}; Z ⊆ P(F) o conjunto de zeros de x; e P ⊆ P(F) o

conjunto de polos de x. Definimos:

(x)0 := (x)F
0 := ∑

P∈Z

vP (x)P , o divisor zero de x ;

(x)∞ := (x)F
∞ := ∑

P∈P

(
−vP (x)

)
P , o divisor polo de x ; e

(x) := (x)F := (x)0 − (x)∞ , o divisor principal de x .

(17)

(STICHTENOTH, 2009, p. 16).
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O divisor polo, o divisor zero e o divisor principal são divisores, pois todo ponto em

um corpo de funções admite uma quantidade finita de zeros e de polos — cf. Corollary

1.3.4 no livro de Stichtenoth (2009, p. 15).

Teorema 3.18 (divisores principais têm grau zero). Para x ∈ K \ k,

deg
(
(x)F

0

)
= deg

(
(x)F

∞

)
=
[

K : k(x)
]

.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 62; STICHTENOTH, 2009, p. 19).

Para x, y ∈ F \ {0}, temos pela definição de valoração que

(x · y)F = (x)F + (y)F . (18)

Todo elemento x ∈ F \ {0} de um corpo de funções F
/

k que é constante satisfaz a

equivalência

x ∈ k ⇔ (x)F = 0 (19)

(STICHTENOTH, 2009, p. 16).

O conjunto de divisores

Princ(F) :=
{
(x)F

∣∣∣ x ∈ F \ {0}
}

(20)

é chamado de grupo dos divisores principais de F
/

k.

O grupo Princ(F) é um subgrupo de Div(F) (STICHTENOTH, 2009, p. 17).

O grupo quociente

Cl(F) := Div(F)

/
Princ(F) (21)

é chamado de grupo de classe dos divisores de F
/

k. Para um divisor D ∈ Div(F), o

elemento correspondente no grupo quociente Cl(F) é denotado por [D]. Dizemos que

[D] é a classe do divisor D.

Dois divisores D, D′ ∈ Div(F) são ditos equivalentes quando [D] = [D′]; ou seja, existe

x ∈ F \ {0} tal que

D = D′ + (x)F . (22)

Denotaremos D ∼ D′ quando D for equivalente a D′.
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Esta relação é uma relação de equivalência (STICHTENOTH, 2009, p. 17).

No caso particular de igualdade (x)F = (y)F entre dois divisores principais em Div(F)

(para x, y ∈ F), temos pelas equações 18, 19 e 22 que

x = α · y , (23)

para algum α ∈ k.

3.5 o espaço de riemann-roch

Definição 3.19 (espaço de Riemann-Roch). Sejam: F
/

k um corpo de funções; e A ∈ Div(F)

um divisor. Definimos o espaço de Riemann-Roch associado a A por

LF(A) :=
{

x ∈ F
∣∣∣ (x)F ≥ −A

}
∪ {0} .

(STICHTENOTH, 2009, p. 17).

O espaço de Riemann-Roch é um espaço vetorial sobre k; a dimensão (sobre k) do

espaço de Riemann-Roch de um divisor A será denotada da seguinte forma:

`(A) := `k(A) := dimk
(
LF(A)

)
. (24)

Observação 3.20. Seja A ∈ Div(F). Então x ∈ LF(A) se, e somente se, vP (x) ≥ −vP (A)

para todo P ∈ P(F).

(STICHTENOTH, 2009, p. 17).

3.6 o gênero de um corpo de funções

Proposição 3.21 (limitação). Existe uma constante γ ∈ Z tal que, para todo divisor A ∈
Div(F), vale o seguinte:

degk(A)− `(A) ≤ γ .

(STICHTENOTH, 2009, p. 21).

A cota mencionada na Proposição 3.21 sugere a definição de um importante invariante

de um corpo de funções:
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Definição 3.22 (gênero). O gênero de F
/

k é definido por

gF := max
{

degk(A)− `(A) + 1
∣∣∣ A ∈ Div(F)

}
.

(STICHTENOTH, 2009, p. 22).

Observação 3.23. O gênero de um corpo de funções é um número inteiro não negativo.

(STICHTENOTH, 2009, p. 22).

Exemplo 3.24. O corpo de funções racionais k(x)
/

k tem gênero gk(x) = 0.

(STICHTENOTH, 2009, p. 23).

Observação 3.25. Sejam K1
/

k e K2
/

k dois corpos de funções. Se K1 ⊆ K2, então

gK1 ≤ gK2 .

3.7 o teorema de riemann-roch

Seja F
/

k um corpo de funções.

Nesta seção, vamos enunciar o Teorema de Riemann-Roch, um resultado que relaciona,

para um divisor arbitrário, o grau e a dimensão do espaço de Riemann-Roch com o

gênero.

Para tanto, será necessário apresentar os conceitos de adeles e de divisores de Weil.

3.7.1 Adeles

Definição 3.26 (adele). Um adele de F
/

k é uma aplicação

α : P(F) → F

P 7→ α(P) = αP

tal que α(P) ∈ OP, para quase todo P ∈ P(F).

(STICHTENOTH, 2009, p. 24).

Definição 3.27 (espaço dos adeles). O conjunto

AF :=
{

α : P(F)→ F
∣∣∣ α é um adele de F

/
k
}

é chamado de espaço dos adeles de F
/

k.

(STICHTENOTH, 2009, p. 24).
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Podemos considerar um adele como um elemento α ∈ ∏
P∈P(F)

F no produto direto

das cópias de F e, portanto, faz sentido usar uma notação análoga a de sequências:

α = (αP)P∈P(F).

O adele principal ρx ∈ ∏
P∈P(F)

F de um elemento x ∈ F é o adele cujos componentes

são todos iguais a x:
ρx : P(F) → F

P 7→ ρx(P) = x .

Seja F a coleção dos adeles principais de elementos de F. Temos uma imersão natural

de F em AF, dada por
ι : F ↪→ F ⊆ AF

x 7→ ρx .

Para cada P ∈ P(F):

• existe uma função v de F em Z∪ {∞} que tem essencialmente o mesmo compor-

tamento da valoração vP dada na Definição 3.7; e

• a função v é naturalmente extensível a AF, definindo-se

vP : AF → Z∪ {∞}
α 7→ vP (α) := vP (αP)

(que denotaremos também por vP, por abuso de notação).

Figura 5

AF

F Z∪ {∞}v

vP

Para A ∈ Div(F), definimos

AF(A) :=
{

α ∈ AF

∣∣∣ ∀ P ∈ P(F) : vP (α) ≥ −vP (A)
}

.

Para cada divisor A ∈ Div(F), o conjunto AF(A) é um k-subespaço de AF (STICHTE-

NOTH, 2009, p. 24).
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Observação 3.28 (corpos de funções isomorfos têm o mesmo gênero). O gênero de um

corpo de funções F
/

k pode ser calculado da seguinte forma:

gF = dimk

(
AF

AF(0) +F

)
(25)

— cf. Stichtenoth (2009, p. 25). Se F2
/

k é um corpo de funções com F2
∼= F, então temos os

isomorfismos naturais

AF2
∼= AF , AF2(0) ∼= AF(0) e F2

∼= F .

Pela Equação 25, segue que gF2 = gF.

3.7.2 Diferenciais de Weil

Definição 3.29 (diferenciais de Weil).

1. Um diferencial de Weil de F
/

k é uma aplicação k-linear

ω : AF → k

que se anula em AF(A) +F , para algum divisor A ∈ Div(F).

2. Denotaremos por

ΩF :=
{

ω : AF → k
∣∣∣ ω é um diferencial de Weil de F

/
k
}

o módulo dos diferenciais de Weil de F
/

k.

3. Para A ∈ Div(F), defina

ΩF(A) :=
{

ω ∈ ΩF

∣∣∣ ω anula-se em AF(A) +F
}

.

(STICHTENOTH, 2009, p. 27).

Seja ω 6= 0 um diferencial de Weil de F
/

k. Defina

M(ω) :=
{
A ∈ Div(F)

∣∣∣ ω �AF(A)+F ≡ 0
}

.

Teorema 3.30 (existência e unicidade de divisores canônicos). Seja ω ∈ ΩF \ {0}.
Então existe um divisor unicamente determinado W ∈ M(ω) tal que A ≤ W, para todo

A ∈ M(ω).

(STICHTENOTH, 2009, p. 28).
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O Teorema 3.30 sugere a seguinte definição:

Definição 3.31 (divisor canônico).

1. O divisor (ω) ∈ Div(F) de um diferencial de Weil ω ∈ ΩF \ {0} é o divisor de F
/

k

unicamente determinado que satisfaz as seguintes propriedades:

a) ω anula-se em AF
(
(ω)

)
+F ; e

b) se A ∈ M(ω) e ω anula-se em AF(A) +F , então A ≤ (ω).

2. Um divisor W ∈ Div(F) é chamado de divisor canônico de F
/

k se W = (ω), para algum

ω ∈ ΩF.

(STICHTENOTH, 2009, p. 29).

3.7.3 O Teorema de Riemann-Roch

Estamos em condições de enunciar o Teorema de Riemann-Roch, o teorema mais

importante da Teoria de Corpos de Funções (STICHTENOTH, 2009, p. 30).

Teorema 3.32 (Teorema de Riemann-Roch). Seja W ∈ Div(F) um divisor canônico de F
/

k.

Então, para todo divisor A ∈ Div(F),

`(A) = degk(A) + 1− gF + `(W− A) .

(STICHTENOTH, 2009, p. 30).

Para divisores com grau suficientemente grande, podemos calcular a dimensão do

espaço de Riemann-Roch sem a necessidade de conhecermos um divisor canônico:

Teorema 3.33 (Teorema de Riemann). Seja F
/

k um corpo de funções com gênero gF. Então:

1. Para todo divisor A ∈ Div(F),

`(A) ≥ degk(A) + 1− gF . (26)

2. Existe um inteiro cF = c — dependendo apenas do corpo de funções F
/

k — tal que

`(A) = degk(A) + 1− gF , (27)

sempre que degk(A) ≥ c.
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(STICHTENOTH, 2009, p. 23).

O teorema seguinte permite escolher a constante c no item 2 em função do gênero:

Teorema 3.34. Se A ∈ Div(F) é um divisor de F
/

k de grau degk(A) ≥ 2 · gF − 1, então

`(A) = degk(A) + 1− gF . (28)

(STICHTENOTH, 2009, p. 31).

3.8 condições suficientes para a existência

de um único polo

Proposição 3.35 (elementos com um polo prefixado e único). Sejam P ∈ P(F) e n ∈N

tal que n ≥ 2 · gF. Então existe um elemento x ∈ F com divisor polo

(x)F
∞ = nP .

(STICHTENOTH, 2009, p. 34).

3.9 extensões de corpos de funções

Definição 3.36 (extensão de corpos de funções). Sejam K
/

k e L
/

l dois corpos de funções.

Dizemos que L
/

l é uma extensão de K
/

k (ou que L | K é uma extensão de corpos de funções)

quando:

1. L ⊇ K; e

2. l∩ K = k.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 113).
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Figura 6. Uma extensão de corpos de funções.

l∩ K k

l

K

L

Definição 3.37. Sejam F′
/

k′ e F
/

k dois corpos de funções.

1. Diremos que F′
/

k′ é uma extensão algébrica de F
/

k — ou que F′
∣∣ F é uma extensão

algébrica (de corpos de funções) — quando F′ for uma extensão algébrica de F e k′ ⊇ k.

2. Uma extensão algébrica F′
/

k′ de F
/

k é chamada de extensão finita se
[

F′ : F
]
< ∞.

(STICHTENOTH, 2009, p. 68).

Diremos que F′
/

k′ é uma extensão separável (resp. normal) de F
/

k quando F′
∣∣ F

for separável (resp. normal).

Definição 3.38. Seja L
/

l uma extensão de K
/

k. Dizemos que

1. L | K é uma extensão constante quando L = K·l; e

2. L | K é uma extensão geométrica quando l = k.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 126).

Figura 7. Ilustração de uma extensão constante e uma extensão geométrica.

k

l

K

L K·l

k

l

K

L

(extensão constante) (extensão geométrica)
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Definição 3.39 (extensão de places). Sejam: F
/

k um corpo de funções; F′
/

k′ uma extensão

algébrica de F
/

k; P ∈ P(F); e P′ ∈ P
(

F′
)
.

Diremos que P′ é um place sobre P (ou que P′ está sobre P) quando P′ ⊇ P. Também

dizemos que P′ é uma extensão de P, e escrevemos P′ | P.

(STICHTENOTH, 2009, p. 69).

Figura 8. Ilustração para a Definição 3.39.

F′

F

P′

P

Os dois resultados seguintes respondem à dúvida suscitada pela Figura 2 do capítulo

de Introdução.

Proposição 3.40. Sejam: F′
/

k′ uma extensão algébrica de F
/

k; P um place de F; e P′ um

place de F′.

1. As seguintes afirmações são equivalentes:

a) P′ | P ;

b) OP ⊆ OP′ ; e

c) existe um inteiro e ≥ 1 tal que

vP′ (x) = e · vP (x) para todo x ∈ F .

2. Se P′ | P, então:

a) P = P′ ∩ F ; e

b) OP = OP′ ∩ F .

(STICHTENOTH, 2009, p. 69).

Por conta do item 2 da Proposição 3.40, o place P também é chamado de restrição de

P′ a F (STICHTENOTH, 2009, p. 69).
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Proposição 3.41 (imersão de corpos residuais). Sejam: K
/

k um corpo de funções; L
/

l

uma extensão de K
/

k; p um place de K; e P um place de L sobre p. Então existe uma imersão

natural

ι :
Op

p
↪→ OP

P
.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 114).

Definição 3.42. Sejam: F
/

k um corpo de funções; F′
/

k′ uma extensão algébrica de F
/

k;

P ∈ P(F); e P′ ∈ P
(

F′
)

sobre P.

1. a) O inteiro e
(
P′
∣∣ P) := e com

vP′ (x) = e · vP (x) , para todo x ∈ F ,

é chamado de índice de ramificação de P′ sobre P.

b) A extensão P′ | P é ramificada quando e
(
P′
∣∣ P) > 1.

c) A extensão P′ | P é não ramificada quando e
(
P′
∣∣ P) = 1.

2. O número

f
(
P′
∣∣ P) :=

[OP′

P′
:
OP

P

]
é chamado de grau relativo de P′ sobre P.

(STICHTENOTH, 2009, p. 71).

Definição 3.43. Sejam F′
∣∣ F uma extensão algébrica de corpos de funções e P ∈ P(F).

1. a) Dizemos que P é ramificado em F′
∣∣ F se existir pelo menos um place P′ ∈ P

(
F′
)

sobre P tal que P′ | P é ramificada.

b) Dizemos que P é não ramificado em F′
∣∣ F quando P não for ramificado em F′

∣∣ F.

Isto é,

∀ P′ ∈ P
(

F′
)

com P′ | P : e
(
P′
∣∣ P) = 1 .

2. a) Dizemos que F′
∣∣ F é ramificada se pelo menos um place P ∈ P(F) é ramificado em

F′
∣∣ F.

b) Dizemos que F′
∣∣ F é não ramificada quando não for ramificada. Isto é,

∀ P ∈ P(F) ∀ P′ ∈ P
(

F′
)

com P′ | P : e
(
P′
∣∣ P) = 1 .
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(STICHTENOTH, 2009, p. 105).

Nas condições da Definição 3.43, diremos que P′ ∈ P
(

F′
)

é ramificado (resp. não

ramificado) em F′
∣∣ F quando a extensão de places P′ | P′ ∩ F for ramificada (resp. não

ramificada) em F′
∣∣ F.

Proposição 3.44 (“equivalências de finitudes”). Sejam K
/

k um corpo de funções e L
/

l

uma extensão de K
/

k. As seguintes condições são equivalentes.

1.
[

l : k
]
< ∞.

2.
[

L : K
]
< ∞.

3.
[
OP

P : Op

p

]
< ∞, para todo place p ∈ P(K) e para todo place P ∈ P(L) sobre p.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 114).

Proposição 3.45 (“equivalências das propriedades algébricas”). Sejam K
/

k um corpo de

funções e L
/

l uma extensão de K
/

k. As seguintes condições são equivalentes.

1. l | k é algébrica.

2. L | K é algébrica.

3. OP

P

∣∣∣∣ Op

p é algébrica, para todo place p ∈ P(K) e para todo place P ∈ P(L) sobre p.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 115).

Não temos um resultado análogo às proposições 3.44 e 3.45 para as propriedades de

separabilidade e de normalidade.

Proposição 3.46 (transitividade). Sejam: F
/

k um corpo de funções; F′
/

k′ uma extensão

algébrica de F
/

k; F′′
/

k′′ uma extensão algébrica de F′
/

k′; P ∈ P(F); P′ ∈ P
(

F′
)

um

place sobre P; e P′′ ∈ P
(

F′′
)

uma extensão de P′. Então

1. e
(
P′′
∣∣ P) = e

(
P′′
∣∣ P′) · e (P′ ∣∣ P)

2. f
(
P′′
∣∣ P) = f

(
P′′
∣∣ P′) · f

(
P′
∣∣ P)

(STICHTENOTH, 2009, p. 71).



28 revisão bibliográfica

Figura 9. Ilustração da transitividade do grau relativo e do índice de ramificação.

F′′

F′

F

P′′

P′

P

f
(
P′′
∣∣ P′)


f
(
P′
∣∣ P)


f
(
P′′
∣∣ P)



e
(
P′′
∣∣ P′)


e
(
P′
∣∣ P)


e
(
P′′
∣∣ P)



Proposição 3.47. Sejam F
/

k um corpo de funções e F′
/

k′ uma extensão algébrica de F
/

k.

(restrição) Para cada place P′ ∈ P
(

F′
)

existe exatamente um place P ∈ P(F) tal que P′|P.

Especificamente, P = P′ ∩ F.

(extensão) Reciprocamente, todo place q ∈ P(F) tem pelo menos um, mas apenas um número finito

de extensões Q1, . . ., Qm ∈ P
(

F′
)
.

(STICHTENOTH, 2009, p. 71).

Figura 10. Restrição e extensões de places.

F

F′

k′

k

q

(extensões de q)

Q1 Q2 . . . Qm−1 Qm P′

(restrição de P′)

P
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Teorema 3.48 (Igualdade Fundamental). Sejam: F
/

k um corpo de funções; F′
/

k′ uma

extensão finita de F
/

k; P ∈ P(F); e {P1, . . . ,Pm} ⊆ P
(

F′
)

a coleção de todos os places de

F′ sobre P. Então
m

∑
i=1

e (Pi | P) · f (Pi | P) =
[

F′ : F
]

.

(STICHTENOTH, 2009, p. 74).

Corolário 3.49 (limitação pelo grau). Com as notações acima, temos o seguinte.

1. m ≤
[

L : K
]
.

2. Para i ∈ {1, 2, . . . , m}, temos que

a) f (Pi | P) ≤
[

L : K
]
; e

b) e (Pi | P) ≤
[

L : K
]
.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 117).

Definição 3.50. Sejam F′
/

k′ uma extensão finita de F
/

k de grau n :=
[

F′ : F
]

e P ∈ P(F).

1. Dizemos que P decompõe-se completamente em F′
∣∣ F se existirem exatamente n places

distintos P′ ∈ P
(

F′
)

com P′ | P.

2. Dizemos que P é totalmente ramificado em F′
∣∣ F se existir um place P′ ∈ P

(
F′
)

com

P′ | P e e
(
P′
∣∣ P) = n .

(STICHTENOTH, 2009, p. 75).

Observação 3.51. Pela Igualdade Fundamental,

• um place P ∈ P(F) decompõe-se completamente em F′
∣∣ F se, e somente se, e

(
P′
∣∣ P) =

f
(
P′
∣∣ P) = 1 para todo place P′ ∈ P

(
F′
)

sobre P (STICHTENOTH, 2009, p. 75), e

• se P é totalmente ramificado em F′
∣∣ F, então existe exatamente um place P′ ∈ P

(
F′
)

com P′ | P (STICHTENOTH, 2009, p. 75).

Observação 3.52. Sejam: F′
∣∣ F uma extensão de corpos de funções; M um corpo intermediário

de F′
∣∣ F; e P ∈ F. Se P decompõe-se completamente em F′

∣∣ F, então ocorre decomposição

completa de P também nas extensões intermediárias F′
∣∣ M e M | F.
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3.10 corpos de funções separavelmente gera-

dos

Definição 3.53 (base separante). Seja F | E uma extensão de corpo.

• Dizemos que F | E é separavelmente gerada quando existe uma base de transcendência

B := {αi}i∈I de F sobre E tal que F | E(B) é algébrico e separável.

• A base de transcendência B é chamada de base separante para F sobre E.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 244).

No caso em que B = {x} é uma base separante para algum x ∈ K, dizemos que x é

um elemento separante para K
/

k (STICHTENOTH, 2009, p. 30).

Teorema 3.54. Sejam: K
/

k um corpo de funções; L = K·l uma extensão constante; p ∈ P(K);

e P ∈ P(L) um place sobre p. Suponha que l é uma extensão separavelmente gerada de k.

Então
OP

P
=
Op

p
·l .

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 262).

3.11 separabilidade de places

Seja E | F uma extensão de corpo.

Dizemos que

scE(F) :=
{

α ∈ E
∣∣∣ α é separável sobre F

}
é o fecho separável de F sobre E.

Dois conceitos conhecidos são o grau de inseparabilidade e o grau de separabilidade

de E sobre F:

[E : F]i :=
[

E : scE(F)
]

e [E : F]s :=
[

scE(F) : F
]

,

respectivamente (BASTIDA, 1984, p. 158).

Para extensões de corpos residuais, reservamos notações especiais:
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Definição 3.55 (separabilidade de places). Sejam: K
/

k um corpo de funções; L
/

l uma

extensão finita de K
/

k; p um place de K; e P ⊇ p um place de L.

1. Defina

f (P | p)i :=
[OP

P
:
Op

p

]
i

(29)

e

f (P | p)s :=
[OP

P
:
Op

p

]
s

. (30)

2. Se f (P | p)i = 1, diremos que P é separável — ou que P | p é separável.

3. Se f (P | p)i > 1, diremos que P é inseparável — ou que P | p é inseparável.

4. Se f (P | p)i = f (P | p), diremos que P é puramente inseparável — ou que P | p é

puramente inseparável.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 119).

Observação 3.56. Sejam F′
∣∣ F uma extensão finita de corpos de funções e P ∈ P(F). Se P é

totalmente ramificado em F′
∣∣ F, então existe um único place P′ ∈ P

(
F′
)

tal que P′ | P
(Observação 3.51). Pela Igualdade Fundamental, este único place deve ter grau relativo

f
(
P′
∣∣ P) = 1. Portanto, P′ | P é separável nestas condições.

As seguintes propriedades serão utilizadas nesta dissertação sem maiores comentá-

rios.

• Se E | F é uma extensão finita, então as seguintes propriedades são equivalentes:

– E | F é separável;

– [E : F]i = 1;

– E | F é separavelmente gerado; e

– [E : F]s =
[

E : F
]
.

Sugerimos os livros de Bastida (1984, p. 158) e Roman (2006, p. 80) para demons-

trações.

• Se L | K é uma extensão finita, então
[

L : K
]

= [L : K]i · [L : K]s (BASTIDA, 1984,

p. 158).

• (Transitividade) se M | L e L | K são extensões finitas, então

[M : K]i = [M : L]i · [L : K]i e [M : K]s = [M : L]s · [L : K]s .

Para uma prova, recomendamos o livro de Bastida (1984, p. 161).
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3.12 ramificação e decomposição em compó-

sito de corpos de funções

Nesta seção, veremos como algumas propriedades de places em um corpo de funções

podem ser “transferidas” para places do compósito.

Teorema 3.57 (Lema de Abhyankar). Sejam: F′
∣∣ F uma extensão finita separável de corpos de

funções sobre k; P ∈ P(F); P′ ∈ P
(

F′
)

uma extensão de P; e Pi := P′ ∩ Fi para i ∈ {1, 2}.
Suponha que F′ = F1·F2 é o compósito de dois corpos intermediários de F′

∣∣ F.

Figura 11. Ilustração para o Lema de Abhyankar.

F

F1 F2

F1·F2

P

P1 P2

P′

e
(
P′
∣∣ P)

e (P1 | P) e (P2 | P)

Suponha que

e (Pi | P) > 1 e char(k) - e (Pi | P) ,

para i = 1 ou i = 2. Então

e
(
P′
∣∣ P) = mmc

{
e (P1 | P), e (P2 | P)

}
.

(STICHTENOTH, 2009, p. 137).

Uma consequência do Lema de Abhyankar é o seguinte corolário:

Corolário 3.58 (ramificação em compósitos). Sejam F′
∣∣ F uma extensão finita separável de

corpos de funções e P ∈ P(F).

1. Suponha que F′ = F1·F2 é o compósito de dois corpos intermediários de F′
∣∣ F.

Se P é não ramificado em F1 | F e em F2 | F, então P é não ramificado em F′
∣∣ F.

2. Suponha que F0 é um corpo intermediário de F′
∣∣ F tal que F′

∣∣ F é o fecho galoisiano de

F0 | F.

Se P é não ramificado em F0 | F, então P é não ramificado em F′
∣∣ F.
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(STICHTENOTH, 2009, p. 139).

Proposição 3.59 (decomposição em compósitos). Sejam: F′
∣∣ F uma extensão finita separável

de corpos de funções; F1, F2 corpos intermediários de F′
∣∣ F tais que F′ = F1·F2; e P um place

de F.

1. Suponha que P decompõe-se completamente na extensão F1 | F.

Então todo place Q ∈ P(F2) sobre P decompõe-se completamente em F′
∣∣ F2.

2. Suponha que P ∈ P(F) decompõe-se completamente em F1 | F e em F2 | F.

Então P decompõe-se completamente em F′
∣∣ F.

(STICHTENOTH, 2006, p. 141).

Figura 12. Ilustração para o item 1 da Proposição 3.59. A decomposição completa

de P (em r :=
[

F1 : F
]

places distintos) induz a decomposição completa de

Q ∈ P(F2) sobre P em s :=
[

F′ : F2

]
places distintos.

F

F′

F1

F2

F1·F2

P

P1 . . . Pr

Q

Q1 . . . Qs

3.13 decomposição completa em extensões ga-

loisianas de corpos de funções

Lema 3.60. Sejam: F0 | F uma extensão finita separável dos corpos de funções; F′ ⊇ F0 o fecho

galoisiano de F0 | F; e P ∈ P(F) um place que se decompõe completamente em F0 | F.

Então P decompõe-se completamente em F′
∣∣ F.

(STICHTENOTH, 2009, p. 141).
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3.14 propriedades da conorma

Definição 3.61 (conorma). Seja F′
/

k′ uma extensão algébrica de F
/

k. Para um place

P ∈ P(F), dizemos que

Con
F′
∣∣∣ F
(P) := ∑

P′∈P(F′)
P′|P

e
(
P′
∣∣ P)P′

(31)

é a conorma de P com relação a F′
∣∣ F.

(STICHTENOTH, 2009, p. 72).

A aplicação conorma é extensível a um homomorfismo de Div(F) em Div
(

F′
)
: para

um divisor D = ∑
P∈P(F)

nPP ∈ Div(F), definimos

Con
F′
∣∣∣ F
(D) := Con

F′
∣∣∣ F

(
∑ nPP

)
:= ∑ nPCon

F′
∣∣∣ F

(P) . (32)

Observação 3.62 (transitividade da conorma). Seja F′′ ⊇ F′ ⊇ F uma torre de corpos de

funções. Uma consequência imediata do item 1 da Proposição 3.46 é a fórmula

Con
F′′
∣∣∣ F

(A) = Con
F′′
∣∣∣ F′

(
Con

F′
∣∣∣ F

(A)

)
,

válida para todo divisor A ∈ Div(F).

(STICHTENOTH, 2009, p. 72).

Proposição 3.63 (conorma de divisores principais). Sejam: F
/

k um corpo de funções;

F′
/

k′ uma extensão algébrica de F
/

k; x ∈ F \ {0}; e

(x)F
0 , (x)F

∞ , (x)F

(resp. (x)F′
0 , (x)F′

∞ , (x)F′) o divisor zero, o divisor polo, e o divisor principal de x em Div(F)

(resp. em Div
(

F′
)
). Então:

1. Con
F′
∣∣∣ F

(
(x)F

0

)
= (x)F′

0 ;

2. Con
F′
∣∣∣ F

(
(x)F

∞

)
= (x)F′

∞ ; e

3. Con
F′
∣∣∣ F

(
(x)F

)
= (x)F′ .

(STICHTENOTH, 2009, p. 73).
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3.15 o diferente de uma extensão de corpo

Nesta seção, apresentamos a definição do diferente, um divisor efetivo associado a uma

extensão de corpo.

3.15.1 O traço de uma extensão de corpo �nita

Sejam F
/

k um corpo de funções e F′
/

k′ uma extensão de F
/

k. Suponha que

n :=
[

F′ : F
]
< ∞, F′

∣∣ F é separável e o corpo de constantes de F′
/

k′ é k′.

Para cada x ∈ F′, podemos definir a aplicação

rx : F′ → F′

y 7→ y · x .

Se considerarmos F′ como um espaço vetorial (de dimensão finita) sobre F, então

podemos ver rx como uma transformação linear sobre F. Se α = (ui)
n
i=1 é uma base para

F′ sobre F, então rx admite uma representação na forma de uma matriz de transformação

[rx]
α
α =

[
aij
]
∈ Mn×n(F), em que

rx(ui) = ui · x =
n

∑
j=1

aij · uj , ∀ i ∈ {1, . . . , n}

(JANUSZ, 1996, p. 19).

O traço de uma transformação linear é independente da escolha de base. Isso motiva

a seguinte definição:

Definição 3.64. Sejam: F um corpo; e F′ uma extensão finita de F.

O traço de F′ sobre F é a aplicação

T
F′
∣∣∣ F

: F′ → F

x 7→ T
F′
∣∣∣ F
(x) := Tr (rx) = tr

(
[rx]

α
α

)
,

em que Tr (T) indica o traço de uma transformação linear T e tr(M) é o traço de uma matriz M

de ordem n (na base α).

(JANUSZ, 1996, p. 20; STICHTENOTH, 2009, p. 332).

Proposição 3.65 (base dual com relação ao traço). Sejam: M | L uma extensão de corpo

finita e separável; e β := {z1, . . . , zn} uma base de M sobre L. Então:
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1. Existem elementos unicamente determinados z∗1 , . . ., z∗n ∈ M tais que

TM| L
(

zi · z∗j
)

= δij , ∀ i , j ∈ {1, 2, . . . , n} ,

em que δij indica o símbolo de Kronecker.

2. O conjunto β∗ := {z∗1 , . . . , z∗n} é uma base de M | L.

(JANUSZ, 1996, p. 25; STICHTENOTH, 2009, p. 82).

Definição 3.66 (base dual). A base β∗ construída na Proposição 3.65 é chamada de base dual

de β := {z1, . . . , zn} (em relação ao traço).

(JANUSZ, 1996, p. 25; STICHTENOTH, 2009, p. 82).

3.15.2 Bases inteiras

Se A, B são anéis comutativos com identidade tais que A ⊆ B e a identidade 1 de B é a

mesma da de A, dizemos que o conjunto

A B
:=
{

r ∈ B
∣∣∣ ∃ f ∈ A [X] mônico: f (r) = 0

}
de B é o fecho inteiro de A em B — cf. Atiyah e MacDonald (1969, p. 60).

Teorema 3.67 (descrição do fecho inteiro com bases inteiras). Sejam: F
/

k um corpo de

funções; F′
∣∣ F uma extensão finita separável; e P ∈ P(F). Então temos os seguintes fatos.

1. O fecho inteiro de OP em F′ é

OP
F′

=
⋂
P′|P

P′∈P(F′)

OP′ .

2. Existe uma base η := {u1, . . . , un} de F′
∣∣ F tal que

OP
F′

=
n

∑
i=1
OPui .

(STICHTENOTH, 2009, p. 85).

Uma base com a propriedade do item 2 do Teorema 3.67 é chamada de base inteira

de OP
F′

sobre OP (ou uma base inteira local de F′
∣∣ F para o place P).
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Teorema 3.68 (existência de infinitas bases inteiras em extensões separáveis). Sejam:

F
/

K um corpo de funções, F′
∣∣ F uma extensão finita separável de corpos de funções.

Então toda base {z1, . . . , zn} de F′ sobre F é uma base inteira para quase todo place P ∈
P(F).

(STICHTENOTH, 2009, p. 85).

3.15.3 O módulo complementar

Definição 3.69 (módulo complementar). Sejam: P ∈ P(F); OP o anel de valoração

associado a P; e OP
F′ o fecho inteiro de OP em F′. Então o conjunto

CP :=
{

z ∈ F′
∣∣∣∣ T

F′
∣∣∣ F

[
z · OP

F′
]
⊆ OP

}
(33)

é chamado de módulo complementar sobre OP.

(STICHTENOTH, 2009, p. 91).

Proposição 3.70 (propriedades do módulo complementar).

1. a) CP é um OP
F′-módulo e

b) OP
F′ ⊆ CP.

2. Se {z1, . . . , zn} for uma base inteira de OP
F′ sobre OP, então

CP =
n

∑
i=1

= OP · z∗i ,

em que {z∗1 , . . . , z∗n} é a base dual de {z1, . . . , zn} em relação ao traço.

3. a) Existe um elemento t ∈ F′ (dependendo de P) tal que CP = t · OP
F′ .

b) vP′ (t) ≤ 0 para todo P′ | P.

c) Para cada t′ ∈ F′ temos:

CP = t′ · OP
F′ ⇔ vP′

(
t′
)

= vP′ (t), para todo P′ | P .

4. CP = OP
F′ para quase todo P ∈ P(F).

(STICHTENOTH, 2009, p. 91).
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3.15.4 A de�nição de diferente

Definição 3.71 (expoente do diferente). Sejam P ∈ P(F); OP
F′ o fecho inteiro de OP

em F′; CP = t · OP
F′ o módulo complementar sobre OP; e P′ ∈ P

(
F′
)

um place sobre P.

Dizemos que

d
(
P′
∣∣ P) := −vP′ (t)

é o expoente do diferente de P′ sobre P.

(STICHTENOTH, 2009, p. 92).

Definição 3.72 (diferente). Dizemos que

Diff
(

F′
∣∣ F
)

:= ∑
P′|P

P∈P(F)
P′∈P(F′)

d
(
P′
∣∣ P)P′

(34)

é o diferente de F′
∣∣ F.

(STICHTENOTH, 2009, p. 92).

Observação 3.73. O diferente é um divisor efetivo, pelo item 3b da Proposição 3.70.

Optamos por definir o diferente de uma extensão de corpos de funções seguindo

a breve exposição de Stichtenoth (2009), pois nesta dissertação estamos interessados

apenas em dois fatos a respeito deste divisor: o diferente é efetivo, e seu suporte é

constituído somente de places ramificados ou inseparáveis.

Uma outra abordagem para definir o diferente está disponível na Seção 5.6 do livro

de Villa-Salvador (2006). Deste livro, extraímos o seguinte resultado:

Teorema 3.74 (suporte do diferente). Sejam: L
/

l uma extensão finita separável de K
/

k; p

um place de K; e P um place de L sobre p. Então

1. d (P | p) ≥ e (P | p)− 1.

2. As seguintes condições são equivalentes:

a) d (P | p) > e (P | p)− 1.

b) i. char(k) divide e (P | p) ou

ii. OP

P

∣∣∣∣ Op

p é inseparável.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 148).



3.16 o teorema de kummer 39

3.16 o teorema de kummer

Teorema 3.75 (Kummer). Sejam F
/

k um corpo de funções e F′
/

k′ uma extensão de F
/

k.

Suponha que F′ = F(y), em que y ∈ OP
F′ é inteiro sobre OP. Sejam ϕ(T) := my,F(T) =

Tn + an−1Tn−1 + . . . + a1T + a0 ∈ OP [T] o polinômio minimal de y sobre F;

ϕ(T) =
r

∏
i=1

γi(T)εi ∈
(OP

P

)
[T]

a decomposição de ϕ em fatores irredutíveis sobre OP

P (ou seja, os polinômios γ1, . . ., γr ∈(
OP

P

)
[T] são irredutíveis sobre OP

P , mônicos, dois a dois distintos e εi ≥ 1). Escolha polinômios

mônicos ϕi(T) ∈ OP [T] com

ϕi(T) = γi(T)

e

deg
(

ϕi(T)
)

= deg
(

γi(T)
)

.

Então temos os seguintes fatos.

1. a) Para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}, existe um place Pi ∈ P
(

F′
)

que satisfaz as seguintes

propriedades:

i. Pi|P;

ii. ϕi(y) ∈ Pi; e

iii. f (Pi | P) ≥ deg(γi).

b) Pi 6= Pj para i 6= j.

2. Sob hipóteses adicionais, pode-se provar mais.

Suponha que pelo menos uma das seguintes hipóteses (∗) ou (∗∗) é satisfeita:

(∗): εi = 1 para i ∈ {1, . . . , r}, ou

(∗∗):
{

1, y, y2, . . . , yn−1
}

é uma base inteira para P .

Então

a) existe, para cada i ∈ {1, . . . , r}, exatamente um place Pi ∈ P
(

F′
)

satisfazendo os

itens 1(a)i e 1(a)ii:

Pi|P e ϕi(y) ∈ Pi .
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b) Os places P1, . . ., Pr são todos os places de F′ sobre P, e

c) εi = e (Pi | P). Portanto,

Con
F′
∣∣∣ F
(P) =

r

∑
i=1

εiPi .

d)
OPi
Pi
∼=

(
OP
P

)
[T]

〈γi(T)〉 .

e) f (Pi | P) = deg(γi) .

(STICHTENOTH, 2009, p. 86).

3.17 a fórmula do gênero de riemann-hurwitz

Teorema 3.76 (Fórmula do Gênero de Riemann-Hurwitz). Sejam K
/

k um corpo de funções

com corpo de constantes k e L
/

l uma extensão de K
/

k com corpo de constantes l.

Suponha que L | K seja uma extensão separável. Então

gL = 1 +

[
L : K

]
[

l : k
] · (gK − 1) +

1
2
· degk

(
Diff (L | K)

)
.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 309).

3.18 extensões constantes

Seja L
/

l uma extensão de K
/

k. Vimos que a Fórmula do Gênero de Riemann-Hurwitz

consegue relacionar os gêneros de L e de K se L | K for separável.

Nesta seção, veremos algumas situações em que o gênero da extensão L não muda

em relação a K.

Teorema 3.77. Suponha que k seja um corpo perfeito.

Sejam: F
/

k um corpo de funções; e F′
/

k′ um corpo de funções tal que F′ = F·k′. Então

1. F′
∣∣ F é não ramificada.
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2. gF′ = gF.

(STICHTENOTH, 2009, p. 114).

Teorema 3.78. Sejam: k um corpo; l′
∣∣ k uma extensão separavelmente gerada; L := K·l′ um

corpo de funções com corpo de constantes l ⊇ l′. Então

gL = gK .

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 266).

3.19 grupos de automorfismos de extensões

de corpos de funções algébricas

3.19.1 Finitude do grupo de automor�smos em gêneros �grandes�

Teorema 3.79. Sejam k um corpo algebricamente fechado e K
/

k um corpo de funções.

Suponha que gK ≥ 2.

Então Aut (K | k) é um grupo finito.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 581).

Observação 3.80 (generalização). Sejam k um corpo arbitrário e K
/

k um corpo de funções

com gênero gK ≥ 2.

Sejam
ac

k um fecho algébrico de k e K′ := K·ac
k. Neste caso, o corpo K′ é uma extensão

constante de K.

Figura 13. Ilustração para a Observação 3.80.

k

ac
k

K

K′ K·ac
k
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O corpo de constantes de K′ é algebricamente fechado e, portanto, perfeito; logo,

gK′ = gK (pelo Teorema 3.77)

≥ 2 .

Pelo Teorema 3.79, o grupo Aut
(

K′
∣∣∣ ac

k
)

é finito. Assim, o grupo Aut (K | k) também é finito,

pois existe uma imersão natural

ι : Aut (K | k) ↪→ Aut
(

K′
∣∣∣ ac

k
)

(a construção de ι está disponível no livro de Villa-Salvador (2006, p. 581)).

3.19.2 Ação do grupo de automor�smos em places

Definição 3.81. Sejam L
/

l e M
/

m duas extensões de K
/

k e σ : L→ M um isomorfismo

de corpos tal que σ [l] = m e σ �K = idK. Então, para um place P ∈ P(L), definimos o place

σ(P) de M por meio da valoração associada,

vσ(P) : M→ Z∪ {∞}

x 7→ vσ(P) (x) := vP
(

σ−1(x)
)

.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 119).

Figura 14. Ilustração para a Definição 3.38.

k

ml

K

L M

Z∪ {∞}
vP vσ(P)

σ−1

σ

Um caso de imediato interesse é quando M = L e m = l. Neste caso, a abordagem da

ação de automorfismos em places no sentido de Villa-Salvador (2006) coincide com a
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exposição de Stichtenoth (2009) — por exemplo, a demonstração de um lema (Lemma

3.5.2, p. 100) no livro do segundo autor corresponde às duas proposições abaixo,

extraídas da obra do primeiro autor.

Proposição 3.82. σ(P) é a imagem de P por σ; isto é,

σ(P) =
{

σ(α)
∣∣∣ α ∈ P

}
.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 119).

Proposição 3.83 (propriedades operacionais).

1. O mapa que associa σ(P) a cada place P é uma permutação dos places de L.

2. a)
Oσ(P)

σ(P)
∼= OP

P

b) OP
∼= Oσ(P).

3. Se P for um place sobre p, então σ(P) também será um place sobre p.

4. O isomorfismo σ :
Oσ(P)

σ(P)
→ OP

P é tal que σ �Op
p

= idOp
p

.

5. a) f (P | p) = f (σ(P) | p) e

b) e (P | p) = e (σ(P) | p).

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 119).

3.20 extensões normais de corpos de funções

Definição 3.84 (grupo de decomposição). Sejam: L
/

l uma extensão normal finita de K
/

k;

p um place de K; e P um place de L sobre p. Definimos o grupo de decomposição de P por

GZ (P | p) :=
{

σ ∈ Aut (L | K)
∣∣∣ σ(P) = P

}
.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 120).

Quando L
/

l é uma extensão normal finita de K
/

k, é possível construir um epi-

morfismo natural Ψ : GZ (P | p) → Aut
(
OP

P

∣∣∣∣ Op

p

)
— cf. Theorem 5.2.10 no livro de

Villa-Salvador (2006, p. 120). O núcleo de Ψ é chamado de grupo de inércia de P sobre

p, e será denotado da seguinte forma:

GT (P | p) := ker (Ψ) . (35)
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Observação 3.85. Seja τ ∈ Aut (L | K). Então

1. GZ
(
τ(P′)

∣∣ P) = τGZ
(
P′
∣∣ P)τ−1.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 120).

2. GT
(
τ(P′)

∣∣ P) = τGT
(
P′
∣∣ P)τ−1.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 122).

Teorema 3.86 (transitividade da ação de automorfismos nos places). Sejam: L
/

l uma

extensão finita normal de K
/

k; p um place de K; e P e P′ dois places de L sobre P.

Então existe σ ∈ Aut (L | K) tal que σ(P) = P′.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 120).

Teorema 3.87. Seja L
/

l uma extensão normal finita de K
/

k. Então

∣∣GZ (P | p) : GT (P | p)
∣∣ = f (P | p)s .

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 122).

3.21 extensões separáveis de corpos de fun-

ções

Proposição 3.88 (passagem da separabilidade para a extensão de constantes). Sejam

K
/

k um corpo de funções e L
/

l uma extensão de K
/

k.

Suponha que L | K seja uma extensão algébrica separável.

Então l | k é uma extensão separável.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 123).

Teorema 3.89 (finitude dos places ramificados ou inseparáveis em extensões separáveis).

Seja L
/

l uma extensão algébrica separável de K
/

k.

Existe uma quantidade finita de places de L que são ramificados ou inseparáveis.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 127).
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3.22 extensões galoisianas de corpos de fun-

ções

Sejam: F′
∣∣ F uma extensão galoisiana de corpos de funções algébricas com grupo de

Galois Gal
(

F′
∣∣ F
)
; P ∈ P(F); e P′ ∈ P

(
F′
)

uma extensão de P.

Definição 3.90.

1. O corpo fixo Z := Z
(
P′
∣∣ P) de GZ

(
P′
∣∣ P) é chamado de corpo de decomposição de P′

sobre P.

2. o corpo fixo T := T
(
P′
∣∣ P) de GT

(
P′
∣∣ P) é chamado de corpo de inércia de P′ sobre

P.

(STICHTENOTH, 2009, p. 130).

Teorema 3.91. Sejam: F′
∣∣ F uma extensão galoisiana de corpos de funções algébricas com grupo

de Galois G := Gal
(

F′
∣∣ F
)
; P ∈ P(F); e P′ ∈ P

(
F′
)

uma extensão de P. Então

1.
∣∣GZ

(
P′
∣∣ P)∣∣ = e

(
P′
∣∣ P) · f

(
P′
∣∣ P)

2. a) GT
(
P′
∣∣ P)EGZ

(
P′
∣∣ P)

b)
∣∣GT

(
P′
∣∣ P)∣∣ = e

(
P′
∣∣ P)

3. a) A extensão
OP′
P′

∣∣∣∣ OP

P é uma extensão Galois.

b) Todo automorfismo σ ∈ GZ
(
P′
∣∣ P) induz um automorfismo

σ : OP′

/
P′ →OP′

/
P′

z + P′ 7→σ
(

z + P′
)

= σ(z) + P′

de
OP′
P′ sobre OP

P .

c) A aplicação

f : GZ
(
P′
∣∣ P)→Gal

(OP′

P′

∣∣∣∣ OP

P

)
σ 7→σ

é um homomorfismo sobrejetor cujo núcleo é o grupo de inércia:

ker ( f ) = GT
(
P′
∣∣ P) .
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d) Em particular,

Gal
(OP′

P′

∣∣∣∣ OP

P

)
∼=

GZ
(
P′
∣∣ P)

GT
(
P′
∣∣ P) .

4. Seja PZ (resp. PT) a restrição de P′ ao corpo de decomposição Z = Z
(
P′
∣∣ P) (resp. ao

corpo de inércia T = T
(
P′
∣∣ P)).

Então os índices de ramificação e os graus residuais das extensões de places

P′|PT , PT|PZ e PZ|P

são

a) (etapa “inerte”)

i. e
(
P′
∣∣ PT

)
= e
(
P′
∣∣ P) =

[
F′ : T

]
ii. f

(
P′
∣∣ PT

)
= 1

b) (etapa da mudança do grau relativo)

i. f (PT | PZ) = f
(
P′
∣∣ P) =

[
T : Z

]
ii. e (PT | PZ) = 1

c) (etapa de decomposição completa)

f (PZ | P) = e (PZ | P) = 1

Figura 15. Propriedades de um place nas restrições aos corpos de decomposição e de

inércia.

F′

F

P′

P

{id}

Gal
(

F′
∣∣ F
)

GT
(
P′
∣∣ P)

GZ
(
P′
∣∣ P)

T = T
(
P′
∣∣ P)

Z = Z
(
P′
∣∣ P)

PT

PZ  item 4c

 item 4b

 item 4a

(STICHTENOTH, 2009, p. 131).
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Sejam K | F uma extensão galoisiana e L | F uma extensão qualquer (veja a Figura 16).

É conhecido que Gal (K·L | L) ∼= Gal (K | K ∩ L) e K·L | L é uma extensão galoisiana

(DUMMIT e FOOTE, 2004, p. 591). A prova é baseada na construção do isomorfismo

natural

Ψ : Gal (K·L | L)→ Gal (K | K ∩ L)

σ 7→ σ �K .
(36)

Figura 16. A propriedade galoisiana é “transferível” para o compósito.

K ∩ L

K

L

K·L

F

O isomorfismo em (36) permite demonstrar o resultado seguinte, que ensina como se

relacionam os grupos de inércia e de decomposição no compósito e na restrição:

Proposição 3.92. Sejam: E | K uma extensão finita e galoisiana de corpos de funções; F | K uma

extensão finita; P ∈ P(K); T ∈ P(F) uma extensão de P; e S ∈ P(E·F) uma extensão de T.

Então

1. GZ (S | T) é imersível em GZ (S∩ E | P) e

2. GT (S | T) é imersível em GT (S∩ E | P).

(ÁLVAREZ-GARCIA e VILLA-SALVADOR, 2008, p. 70).



48 revisão bibliográfica

Figura 17. A ilustração mostra as imersões naturais descritas na Proposição 3.92.

P

S∩ E

S

T

K

T (S∩ E | P)

Z (S∩ E | P)

E

F

T (S | T)

Z (S | T)

E·F

Gal (E | K)

GT (S∩ E | P)

GZ (S∩ E | P)

{idE}

Gal (E·F | F)

GT (S | T)

GZ (S | T)

{idE·F}

3.23 corpos separavelmente fechados

Definição 3.93 (corpo separavelmente fechado). Um corpo k é chamado separavelmente

fechado quando toda extensão algébrica de k é puramente inseparável.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 127).

Observação 3.94. Qualquer corpo separavelmente fechado é infinito.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 127).

Observação 3.95. Sejam: k um corpo arbitrário;
ac

k um fecho algébrico de k; e ks o fecho

separável de k (em
ac

k).

Então ks é separavelmente fechado.

3.24 extensões linearmente disjuntas

Definição 3.96 (extensões linearmente disjuntas). Sejam F e M duas extensões de um corpo

E que estejam contidas em um corpo algebricamente fechado Ω.
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Figura 18

Ω

F·M

F M

E

Dizemos que F é linearmente disjunto de M sobre E quando todo conjunto finito de elementos

de F que é linearmente independente sobre E também é linearmente independente sobre M.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 239).

Exemplo 3.97. Os corpos Q
(√

2
)

e Q
(√

3
)

são linearmente disjuntos sobre Q.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 240).

Teorema 3.98. Sejam: L | K uma extensão algébrica e separável; e M | K uma extensão pura-

mente inseparável.

Então L e M são linearmente disjuntos sobre K.

(FRIED e JARDEN, 2008, p. 35).

Proposição 3.99. Sejam F | E e M | E duas extensões de corpos e N um corpo intermediário da

extensão M | E.

Figura 19

E

F

N

F·N

M

F·M
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Então as afirmações seguintes são equivalentes:

1. F e M são linearmente disjuntos sobre E.

2. a) F e N são linearmente disjuntos sobre E, e

b) F·N e M são linearmente disjuntos sobre N.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 240).

3.25 uma constante associada à conorma

O seguinte teorema diz que existe uma constante que relaciona o grau de um divisor

com o grau de sua conorma.

Teorema 3.100. Seja L | K uma extensão de corpos de funções. Então existe λL|K ∈ Q positivo

tal que

λL|K · deg
(

ConL|K (A)
)

= deg(A) , ∀ A ∈ Div(K) .

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 129).

Teorema 3.101. Sejam: l′
∣∣ k uma extensão de corpo; K

/
k um corpo de funções; e L

/
l um

corpo de funções com corpo de constantes l ⊇ l′. Suponha que L = K·l′.

Figura 20

k

K

l′

L K·l′

l

Se gL = gK > 0, então λL|K = 1.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 274).
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Teorema 3.102. Sejam: K
/

k um corpo de funções; l | k uma extensão de corpo; e L = K·l uma

extensão constante. Então

1. a) λL|K = 1, se char(k) = 0.

b) λL|K = pt se char(k) = p > 0, para algum t ∈N∪ {0}.

2. Se l é o corpo de constantes de L, então:

λL|K = 1 ⇔ K e l são linearmente disjuntos sobre k .

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 261).

3.26 estimativa para o gênero de um corpo de

funções

Em geral, é difícil calcular o gênero de um corpo de funções (STICHTENOTH, 2009, p.

145). Mas podemos:

• conhecê-lo em contextos especiais — e. g., como no Teorema 3.77 e como no

Exemplo 3.24 —, ou

• estimá-lo em alguns casos específicos.

Nesta seção, indicamos algumas formas de estudar o gênero com a abordagem do

último item acima.

Proposição 3.103. Sejam: F1
/

k um subcorpo de F
/

k; n :=
[

F : F1

]
; ϑ := {z1, . . . , zn} uma

base de F | F1; e C ∈ Div(F) um divisor tal que ϑ ⊆ L(C). Então

gF ≤ 1 + n · (gF1 − 1) + degk(C) .

(STICHTENOTH, 2009, p. 145; VILLA-SALVADOR, 2006, p. 527).

Teorema 3.104 (desigualdade de Castelnuovo-Severi). Sejam: K
/

k um corpo de funções

tal que K
/

k seja separavelmente fechado; e K1
/

k e K2
/

k dois subcorpos de K
/

k tais que

K = K1·K2. Então

gK ≤
[

K : K1

]
· gK1 +

[
K : K2

]
· gK2 +

([
K : K1

]
− 1
)
·
([

K : K2

]
− 1
)

. (37)

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 529).
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3.27 extensões puramente inseparáveis

Teorema 3.105 (places em extensões puramente inseparáveis). Seja L
/

l uma extensão

puramente inseparável de K
/

k. Então:

1. para cada place p ∈ P(K), existe um único place P ∈ P(L) tal que P | p;

2. se p = char(k), então e (P | p) = pt para algum t ≥ 0 inteiro; e

3. OP

P

∣∣∣∣ Op

p é puramente inseparável.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 124).



4 PREPARAT IVOS PARA O TEOREMA

PR INC IPAL

Neste capítulo, apresentamos técnicas de demonstração importantes para a prova do

Teorema Principal desta dissertação.

4.1 os c- improvements

O Teorema Principal versa sobre a construção de uma extensão de corpos de funções

(sobre k) L | K com propriedades preestabelecidas para o grupo de automorfismos

Aut (L | K). Naturalmente, uma condição necessária para que todo k-automorfismo

σ : L → L seja um elemento de Aut (L | K) é que σ fixe o corpo K enquanto conjunto;

isto é,

σ [K] = K . (38)

Se todo corpo M que for simultaneamente extensão própria de K e subcorpo de L tiver

gênero suficientemente grande — digamos, maior que alguma expressão C = CM,K ∈ Z+

dependente de M e de K, ou seja,

gM > C , para todo corpo M com L ⊇ M ) K (39)

—, Madden e Valentini (1983) mostraram que todo k-automorfismo σ em Aut (L) satisfaz

(38).

Uma tentativa de prova por redução ao absurdo seria dizer que σ̂ [K] 6= K (para

algum σ̂ ∈ Aut (L)). Assim, para cairmos em uma contradição proposital, sentiríamos

a necessidade de dispormos de algum método para limitar o gênero do compósito

M̂ = K·σ̂ [K], o que seria uma negação de (39). A ideia descrita no artigo de Madden e

Valentini (1983) foi mostrar (por absurdo) a desigualdade em (39) para

C =
[

M : K
]2

+ 2 · (gK − 1) ·
[

M : K
]

+ 1

53
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usando a desigualdade de Castelnuovo-Severi (Teorema 3.104).

Com as devidas adaptações ao nosso caso de interesse, mostraremos como o método

de Madden-Valentini é aplicável na demonstração do Teorema Principal.

A discussão sobre a obtenção de um resultado similar à desigualdade de Castelnuovo-

Severi que concretize a ideia desenvolvida acima será postergada para o capítulo

seguinte.

Por ora, vamos considerar uma forma de comparar pares de extensões de corpos de

funções que têm propriedades “semelhantes” para efeito da Teoria de Galois Finita (no

sentido de terem o mesmo grau e os grupos de automorfismos isomorfos) mas que

diferem na coleção de possíveis valores dos gêneros dos corpos intermediários.

Definição 4.1. Sejam: E0 | k(x) e E1 | k(y) duas extensões de corpos de funções; e C ∈ R.

Dizemos que E1 | k(y) é um C-improvement de E0 | k(x) quando as seguintes condições

forem satisfeitas:

1.
[

E1 : k(y)
]

=
[

E0 : k(x)
]
;

2. Aut
(

E1
∣∣ k(y)

) ∼= Aut
(

E0
∣∣ k(x)

)
; e

3. se M1 é qualquer corpo intermediário,

E1 ⊇ M1 ) k(y) ,

então

gM1 ≥ C .

(RZEDOWSKI-CALDERÓN e VILLA-SALVADOR, 1991, p. 169).

Em virtude da discussão acima, as extensões “melhores” (para o nosso objetivo final)

serão aquelas com gêneros de corpos intermediários “grandes”.

4.2 a fórmula do gênero

Vimos que temos interesse em construir extensões separáveis de corpos de funções

com gêneros “grandes”; assim, após fabricarmos os candidatos a C-improvements L
/

l

de K
/

k (para algum C ∈ Z+), é necessário certificarmos que de fato conseguimos

efetuar a construção de uma extensão com a cota inferior desejada para os gêneros dos
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corpos intermediários. Para fazermos essa verificação, uma ideia natural seria recorrer

à Fórmula do Gênero de Riemann-Hurwitz (Teorema 3.76). Mais especificamente: por

meio deste método, bastaria mostrar que gM ≥ C por meio da expressão

gM = 1 +

[
M : K

]
[

m : k
] · (gK − 1) +

1
2
· degk

(
Diff (M | K)

)
, (40)

para todo corpo de funções M
/

m com corpo de constantes m e L ⊇ M ) K.

Portanto, precisamos conhecer o conteúdo do suporte do diferente no caso de exten-

sões de corpos de funções sobre corpos imperfeitos.

4.3 corpos de funções sobre corpos imperfei-

tos

Existe uma razoável quantidade de propriedades conhecidas acerca de corpos de funções

sobre corpos perfeitos. O livro de Stichtenoth (2009), por exemplo, dedica um capítulo

inteiro ao estudo dessa classe de corpos de funções.

Os teoremas principais dos artigos de Stichtenoth (1984) e de Villa-Salvador e

Rzedowski-Calderón (1991) referem-se a corpos de funções K
/

k nos casos em que k

é algebricamente fechado ou k é finito, respectivamente. Em cada uma destas duas

situações, k enquadra-se como um conhecido exemplo de corpo que é perfeito.

Vejamos algumas consequências da remoção da hipótese de perfeição do corpo de

constantes.

4.3.1 O suporte do diferente

Seja K
/

k um corpo de funções sobre k e L | K uma extensão separável não trivial. A

literatura registra que o suporte do diferente de L | K coincide com a coleção R ⊆ P(L)

dos places ramificados em L | K se k for perfeito — Corollary 3.5.5 no livro de Stichtenoth

(2009, p. 106).

No caso em que k é imperfeito, o suporte do diferente é constituído adicionalmente

dos places inseparáveis: Supp
(

Diff (L | K)
)

= I ∪ R, em que I ⊆ P(L) é o conjunto

dos places inseparáveis em L | K (Teorema 3.74). Vejamos por que isso ocorre: recordamos
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que o corpo residual OP

P sempre pode ser visto como uma extensão finita de k, para

todo place P ∈ P(K) (cf. Seção 3.3); assim, se k não é perfeito, não há garantia de a

extensão OP

P

∣∣∣∣ k ser separável para um place P ∈ P(K) arbitrário. Ou seja, a aparição dos

places inseparáveis é um efeito da retirada da hipótese de perfeição de k.

A seguir, veremos como os grupos de inércia estão relacionados com os places do

suporte do diferente.

4.3.2 Rami�cação ou inseparabilidade em extensões galoisianas

O cálculo da ordem de um grupo de inércia pode ser útil para identificar places que

estejam no suporte do diferente, por conta do seguinte resultado.

Proposição 4.2 (detecção de places ramificados ou inseparáveis com o grupo de inércia).

Seja L
/

l uma extensão normal finita de K
/

k. Então

∣∣GT (P | p)
∣∣ =

e (P | p) · f (P | p)i
[L : K]i

. (41)

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 123).

Note que, se a extensão L | K também for separável, então o denominador na Equação

41 é igual a um. Neste caso, se a ordem do grupo de inércia for maior que um, então o

place P será ramificado ou inseparável em L | K; e, consequentemente, o ideal P estaria

no suporte do diferente de L | K.

Uma forma prática de evitar este denominador seria considerar o caso em que L | K é

Galois.

4.3.3 Rami�cação ou inseparabilidade em compósitos

Sejam: K
/

k um corpo de funções; L
/

k uma extensão galoisiana e finita de K
/

k;

E
/

k uma extensão de K
/

k tal que L ∩ E = K; F := L·E; p ∈ P(K); P ∈ P(L) um place

sobre p; Q ∈ P(F) uma extensão de P; e q ∈ P(E) uma restrição de Q a E. Suponha

que p seja não ramificado e separável em L | K.
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Pela imersão natural entre os grupos de inércia — dada na Proposição 3.92 —, o

grupo GT (Q | q) pode ser visto como um subgrupo de GT (P | p). Assim,

∣∣GT (Q | q)
∣∣ ≤ ∣∣GT (P | p)

∣∣
=

e (P | p) · f (P | p)i
[L : K]i

(pela Proposição 4.2)

= 1 .

Sabemos que F | E também é extensão galoisiana — cf. discussão que precede o enunci-

ado da Proposição 3.92. Pela Igualdade Fundamental (e novamente pela Proposição

4.2), temos que o place q é não ramificado e separável em F | E.

Figura 21. Ilustração para a Proposição 4.3.

K

L

E

F L·E

p

P

q

Q

Gal (L | K)

GT (P | p)

{idL}

Gal (F | E)

GT (Q | q)

{idF}

Para uso posterior, vamos registrar o que acabamos de provar:

Proposição 4.3 (ramificação ou inseparabilidade em compósitos). Sejam: K
/

k um corpo

de funções; L
/

k uma extensão galoisiana e finita de K
/

k; E
/

k uma extensão de K
/

k tal

que L ∩ E = K; F := L·E; p ∈ P(K); P ∈ P(L) um place sobre p; Q ∈ P(F) um place sobre

P; e q ∈ P(E) uma restrição de Q a E. Suponha que p seja não ramificado e separável em L | K.

Então q é não ramificado e separável em F | E.
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4.3.4 Rami�cação ou inseparabilidade em extensões de corpos de funções racionais

Seja k(x)
/

k um corpo de funções racionais sobre k e F
/

k uma extensão separável de

k(x)
/

k com corpo de constantes k. Se k é perfeito e

[
F : k(x)

]
> 1 , (42)

então F | k(x) é ramificada — Corollary 3.5.8 no livro de Stichtenoth (2009, p. 106).

No caso em que k é imperfeito, temos um resultado análogo:

Teorema 4.4. Seja F | k(x) uma extensão finita separável de grau
[

F : k(x)
]
> 1 tal que k é o

corpo de constantes de F.

Então F | k(x) é ramificada ou existe um place de k(x) inseparável em F | k(x).

A demonstração é totalmente análoga ao caso em que o corpo de constantes é perfeito.

Repare que, por (42), exigimos que F seja uma extensão própria de k(x). Esta hipótese

não é colocada à esmo: o caso em que
[

F : k(x)
]

= 1 seria um impeditivo para a

existência de places ramificados ou de grau relativo maior que um, por conta da

Igualdade Fundamental.

4.4 ramificação em compósitos

Da transitividade do índice de ramificação, o seguinte resultado é imediato.

Proposição 4.5 (ramificação em “torres”). Sejam: K ⊆ L ⊆ E uma torre de corpos de funções

com
[

E : K
]
< ∞; W um place de E; P := W∩ L; e p := P∩ K.

Então P é ramificado em E | K se, e somente se, P é ramificado em E | L ou P é ramificado

em L | K.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 126).
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Figura 22. Ilustração para a Proposição 4.5.

E

L

K p

P

W

e (P | p)

e (W | P)

e (W | p) = e (W | P) · e (P | p)

Vamos considerar agora como a Proposição 4.5 pode ser usada para estudar a

ramificação em compósitos.

Sejam K1 | F e K2 | F duas extensões de corpos de funções e p ∈ P(F). Suponha que p

seja ramificado em K1 | F mas não ramificado em K2 | F.

Vamos ver por que a ramificação de p ocorre em K1·K2 | K2, passo a passo. A Figura

23 ilustra as etapas dessa demonstração.

1. Como p é ramificado em K1 | F então existe um place p1 ∈ P(K1) tal que e (p1 | p) >
1.

2. Seja P ∈ P(K1·K2) um place sobre p1. Então a extensão de places P | p também é

ramificada, pois

e (P | p) = e (P | p1) · e (p1 | p) (pela Proposição 3.46)

> 1 .

3. Seja p2 := P ∩ K2. A extensão P | p pode ser vista como uma “torre” de places

P ⊇ p2 ⊇ p. Então e (P | p2) > 1 ou e (p2 | p) > 1 pela Proposição 4.5.

4. Como o place p não se ramifica em K2 | F, então a ramificação de p ocorre em

K1·K2 | K2.
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Figura 23. Ilustração para a demonstração da Proposição 4.6.
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Em suma, temos o seguinte resultado.

Proposição 4.6 (ramificação em extensões intermediárias de compósitos). Sejam K1 | F e

K2 | F são duas extensões de corpos de funções e p ∈ P(F). Suponha que p seja ramificado em

K1 | F mas não ramificado em K2 | F.

Então p é ramificado em K1·K2 | K2.

4.5 preservação do grau em extensões de cor-

pos de funções

Sejam K1 e K2 duas extensões finitas de um corpo F com graus n :=
[

K1 : F
]

e m :=[
K2 : F

]
. É sabido que:

[
K1·K2 : K2

]
≤ n e

[
K1·K2 : K1

]
≤ m ;

e, se mdc{n, m} = 1, então

[
K1·K2 : F

]
=
[

K1 : F
]
·
[

K2 : F
]

= n ·m

— recomendamos o livro de Dummit e Foote (2004, p. 529) para as demonstrações.
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Figura 24. O grau das extensões intermediárias em compósitos.

F

K1 K2

K1·K2

≤ m ≤ n

n m

Assim, se n e m são relativamente primos, podemos “deslocar para cima” os valores

dos graus das extensões inferiores; isto é,[
K2 : F

]
=
[

K1·K2 : K1

]
e

[
K1 : F

]
=
[

K1·K2 : K2

]
.

O “truque do mdc” descrito acima é um fato básico usado na teoria de extensões

finitas, mas veremos que pode ser útil também na análise de extensões transcendentes;

existem manipulações de extensões de corpos de funções que não alteram o grau da

estrutura original.

Proposição 4.7 (preservação do grau com adjunção de elementos transcendentes). Sejam

K
/

k um corpo de funções e k̃ o corpo de constantes de K
/

k. Seja x ∈ K \ k̃. Então[
k̃ : k

]
=
[

k̃(x) : k(x)
]

. (43)

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 15).

Figura 25. A ilustração da preservação do grau com adjunção de elementos transcen-

dentes:
[

k̃ : k
]

=
[

k̃(x) : k(x)
]

= m.

k

k(x)
k̃

k̃(x)
m

m

Observação 4.8 (preservação do grau em extensões constantes e separáveis). Sejam:

F
/

k um corpo de funções; k′ uma extensão algébrica e separável de k; e x ∈ F \ k. Suponha

que m :=
[

F : k(x)
]

seja finito. Então

m =
[

F : k(x)
]

=
[

F·k′ : k′(x)
]

.
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A demonstração deste fato é totalmente análoga à prova de uma proposição (Proposition 3.6.1)

no livro de Stichtenoth (2009, p. 113). Embora a referida proposição da obra mencionada assuma

como hipótese que k seja perfeito, a demonstração não usa o fato de toda extensão algébrica de k

ser separável.

Figura 26. A ilustração da preservação do grau em extensões constantes e separáveis.
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4.6 algumas convenientes mudanças de variá-

veis em corpos de funções

O conteúdo desta seção é análogo a um comentário feito no livro de Villa-Salvador

(2006) — cf. Remark 14.4.9, p. 587 —, com algumas modificações. O objetivo é expor

algumas mudanças de variáveis que nos permitirão trabalhar com corpos de funções

racionais em parâmetros convenientes.

Para esta seção, considere os corpos de funções racionais k(w) e k(z) nas variáveis w

e z, respectivamente. Suponha que K | k(w) seja uma extensão algébrica separável, e

que k seja um corpo infinito.

4.6.1 Uma mudança de variáveis bastante simples

A aplicação

ϕ : k(w)→ k(z)

f (w) 7→ ϕ
(

f (w)
)

= f (z)
(44)
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é um isomorfismo de corpos, claramente: o homomorfismo ϕ simplesmente converte

uma fração f (w) =
u(w)
v(w)

de polinômios u, v ∈ k [w] (na variável w) na fração de

polinômios
u(z)
v(z)

.

4.6.2 Mudanças de variáveis em extensões algébricas de corpos de funções racionais

Como K | k(w) é uma extensão algébrica, então ϕ é extensível a um monomorfismo

de corpos ϕ : K → ac
k(z), em que

ac
k(z) é um fecho algébrico de k(z) — veja (2.18)

no livro de Endler (2012, p. 45) para uma demonstração deste fato. A aplicação ϕ é

um isomorfismo de corpos, pois ϕ é homomorfismo bijetor (pela subseção anterior).

Portanto, se K2 := ϕ [K], então a extensão K2 | k(z) satisfaz as mesmas propriedades de

K | k(w).

Figura 27. A mudança de variáveis ϕ e sua extensão ϕ.
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4.6.3 Existência de places rami�cados de grau um

Suponha que existe um place p ∈ P
(

k(w)
)

de grau degk(p) = 1 ramificado em K | k(w).

Sendo k(w) um corpo de funções racionais, temos que existe p ∈ k [w] mônico tal

que deg(p) = 1 e Pp(w) = p (cf. Equação 7). Seja α ∈ k tal que

p(w) = w− α .

Seja k(t) ⊆ K um corpo de funções racionais numa variável t ∈ k(w).

Temos que k(t) = k(w) se, e somente se, existem a, b, c, d ∈ k tais que

Da,b,c,d := a · d− b · c 6= 0 e Tw;a,b,c,d := t :=
a · w + b
c · w + d

(45)
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— cf. (11.2) no livro de Endler (2012, p. 171). Assim, para cada quádrupla a, b, c, d ∈ k

com Da,b,c,d 6= 0 e Tw;a,b,c,d = t, fica definida uma mudança de variáveis

ψ : k(w)→ k(t)

w 7→ t = Tw;a,b,c,d .
(46)

No caso particular em que

a = 1 , b = α− 1 , c = 0 e d = 1 , (47)

o isomorfismo ψ transforma o polinômio p(w) na expressão ψ
(

p(w)
)

= p̃(w) := w− 1.

Como k(w) e k(t) são o mesmo corpo, a aplicação ψ apenas altera o polinômio associado

a p (o “rótulo” do place p passa a ser p̃(w)), mas não modifica a propriedade de

ramificação de p na extensão K | k(w).

Sejam r, s ∈ P
(

k(t)
)

o zero e o polo de t em k(t), respectivamente. Afirmamos que

existe um parâmetro t∗ ∈ k(w) tal que:

1. k(t∗) = k(w);

2. p = Pt∗−1; e

3. o zero r∗ e o polo s∗ de t∗ em k(t∗) são não ramificados em K | k(w).

Vejamos as etapas da prova deste fato:

(1a etapa) Se as três condições acima forem satisfeitas após as escolhas de (47), tome

t∗ := t , r∗ := r e s∗ := s .

Caso contrário, suponha (sem perda de generalidade) que r seja ramificado em

K | k(w). Passemos à 2a etapa.

(2a etapa) Seja p2(w) = w− α2 ∈ k [w] tal que r = Pp2(w). Com uma construção análoga ao

isomorfismo em (46) e com escolhas similares feitas em (47), obtemos uma variável

t2 ∈ k(w) tal que p = Pt2−1.

Se o zero r2 e o polo s2 de t2 em k(t2) são não ramificados em K | k(w), tome

t∗ := t2, r∗ := r2 e s∗ := s2.

Caso contrário, seria necessário prosseguirmos numa 3a etapa.
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O procedimento acima termina em uma quantidade finita de passos: como a extensão

K | k(w) é separável, então pelo Teorema 3.89 existe uma quantidade finita de places

ramificados em K | k(w). Note que, como k é infinito, podemos efetuar uma quantidade

arbitrária de etapas até obtermos t∗, r∗ e s∗.

A conclusão é que, com a existência de um place p ∈ P
(

k(w)
)

ramificado em K | k(w)

de grau um sobre k, temos liberdade para trabalharmos numa variável conveniente

t ∈ k(w) de modo que t tenha o zero e o polo em k(t) não ramificados e o polinômio

t− 1 seja o “rótulo” do place ramificado p:

p = Pt−1 .
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O conteúdo deste capítulo corresponde ao artigo de Álvarez-García e Villa-Salvador

(2010).

5.1 corpos de funções sobre um corpo de cons-

tantes infinito

Esta seção é baseada na segunda seção do artigo de Álvarez-Garcia e Villa-Salvador

(2010), e contém uma coletânea de resultados úteis para as seções subsequentes deste

capítulo.

Lema 5.1. Sejam: k(x) um corpo de funções racionais; F | k(x) uma extensão finita e galoisiana;

k(y) ⊇ k(x) um corpo de funções racionais tal que

mdc
{[

F : k(x)
]
,
[

k(y) : k(x)
]}

= 1 ; (48)

E
/

l um corpo intermediário de F | k(x); e N o corpo de constantes de E(y).

Suponha que a variável y seja separável sobre k(x).

Então N = l.

Demonstração.

Afirmação 5.2. E(y) | k(x) e E(y) | l(x) são extensões separáveis.

Dem.: Como a extensão F | k(x) é galoisiana e finita, em particular será

também separável. Pela teoria de corpos, temos que a extensão intermediária

E | k(x) é separável. Como y é separável sobre k(x), temos também que

E(y) | k(x) é uma extensão separável. Note que l ⊇ k, pois: k é o corpo

de constantes de k(x) (Exemplo 3.24); e E é um corpo de funções sobre l.

Então E(y) ⊇ l(x) ⊇ k(x) e, assim, a extensão intermediária E(y) | l(x) de

E(y) | k(x) é separável. �

67
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Da hipótese,

mdc
{[

E : k(x)
]
,
[

k(y) : k(x)
]}

= 1 . (49)

Pela Afirmação 5.2 e pela Proposição 3.88, temos que N | l é separável. Assim, pela

Observação 4.8, temos que [
E : l(x)

]
=
[

E·N : N(x)
]

; (50)

por argumento similar, a extensão N | k também é separável e[
k(y) : k(x)

]
=
[

N(y) : N(x)
]

=
[

l(y) : l(x)
]

. (51)

Combinando (49) e (51) e com a transitividade do grau (aplicada à torre de corpos

E ⊇ l(x) ⊇ k(x)),

mdc
{[

E : l(x)
]
,
[

l(y) : l(x)
]}

= 1 (52)

— veja a Figura 29. Pelas equações 50, 51 e 52 segue que

mdc
{[

E·N : N(x)
]
,
[

N(y) : N(x)
]}

= 1 . (53)

Como (E·N)·N(y) = E(y), temos pela Equação 53 que[
E(y) : N(y)

]
=
[

E·N : N(x)
]

(54)

— veja a Figura 28.

Figura 28

N(x)

N(y) E·N

(E·N)·N(y)

E(y)

Analogamente, pela Equação 52,[
E(y) : l(y)

]
=
[

E : l(x)
]

. (55)

Assim,

[
E(y) : N(y)

]Eq. 54

↓
=
[

E·N : N(x)
]Eq. 50

↓
=
[

E : l(x)
]Eq. 55

↓
=
[

E(y) : l(y)
]

.
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Figura 29. Ilustração para a demonstração do Lema 5.1.

k

l

N
k(x)

k(y)

l(x)

N(x)

l(y)

N(y)

E

E·N
E(y)

E(y)

F

F·N
F(y)

F·N(y)

Portanto, N(y) = l(y); assim,

1 =
[

N(y) : l(y)
]

=
[

N : l
]

(pela Proposição 4.7) .

A tese segue.

Lema 5.3. Sejam: F′
∣∣ F uma extensão finita separável de corpos de funções; F1, F2 corpos

intermediários de F′
∣∣ F tais que F′ = F1·F2; e P ∈ P(F).

Figura 30. Ilustração para o Lema 5.3.

F

F1

F2

F′ = F1·F2
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1. Suponha que P decompõe-se completamente em F1 | F e em F2 | F.

Então P decompõe-se completamente em F′
∣∣ F.

2. Suponha que P é não ramificado e separável em F1 | F e em F2 | F.

Então P é não ramificado e separável em F′
∣∣ F.

Demonstração. (Item 1): item 2 da Proposição 3.59.

(Item 2): (P é não ramificado em F′
∣∣ F): item 1 do Corolário 3.58.

(P é separável em F′
∣∣ F)1:

Sejam: P1 ∈ P(F1) e P2 ∈ P(F2) extensões de P; e P′ ∈ P
(

F′
)

uma extensão de P1

e de P2.

Figura 31. Ilustração para a demonstração do item 2 do Lema 5.3.

F′ P′
OP′
P′

OP1
P1
·OP2
P2

F1 F2 P1 P2
OP1
P1

OP2
P2

F P
OP

P

k

Basta provar a seguinte afirmação.

Afirmação 5.4.
OP′
P′ =

OP1
P1
·OP2
P2

.

Dem.: (⊇): Segue da Proposição 3.41. (⊆): Seja α ∈ OP′
P′ . Seja f ∈ OP′ tal

que α = f + P′.

Se f ∈ P′, teríamos que α = 0 + P′, e α seria elemento do compósito

trivialmente. Podemos supor então que f ∈ OP′ \P′.

Como f é um elemento de F1·F2, existem

S1 := {x1, x2, . . . , xn1 , x̃1, x̃2, . . . , x̃n2} ⊆ F1 \ {0}

e S2 := {y1, y2, . . . , yn1 , ỹ1, ỹ2, . . . , ỹn2} ⊆ F2 \ {0}

1 A demonstração deste item foi sugerida pelo professor Nazar Arakelian (a quem agradeço).
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tais que

f =

n1
∑
i=1

xi · yi

n2
∑
j=1

x̃j · ỹj

. (56)

Fixe t ∈ P um parâmetro local. O elemento t é parâmetro local também de

P′, pois

vP′ (t) = e
(
P′
∣∣ P) · vP (t) (da definição de índice de ramificação)

= vP (t) (pois P′ | P é não ramificada)

= 1 (da propriedade de parâmetros locais) .

Como todo elemento de S1 ∪ S2 é não nulo (por escolha), então pela Pro-

posição 3.5 existem li, lj, ki, k j ∈ Z, ui, ũj ∈ U (OP1) e vi, ṽj ∈ U (OP2) tais

que

xi = tli · ui , yi = tki · vi , x̃j = tlj · ũj e ỹj = tkj · ṽj .

Assim, a somatória na Equação 56 pode ser reescrita como

f =

n1
∑
i=1

tli+ki · ui · vi

n2
∑
j=1

tlj+kj · ũj · ṽj

.

Se definirmos

η := min
1≤i≤n1

{li + ki} e η̃ := min
1≤j≤n2

{
lj + k j

}
,

podemos reescrever f colocando as potências tη e tη̃ em evidência:

f =

tη ·

 ∑
η=li+ki

ui · vi + ∑
η<li+ki

tli+ki−η · ui · vi


tη̃ ·

 ∑
η̃=lj+kj

ũj · ṽj + ∑
η̃<lj+kj

tlj+kj−η̃ · ũj · ṽj

 . (57)

Temos que η = η̃ — caso contrário, teríamos a igualdade f + P′ = 0 + P′.

Assim, podemos efetuar o cancelamento das potências de t que aparecem

fora dos parênteses em (57).
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Para w ∈ {1, 2}, passando ao quociente módulo Pw,

f + Pw =

∑
η=li+ki

(ui + Pw) · (vi + Pw)

∑
η̃=lj+kj

(
ũj + Pw

)
·
(

ṽj + Pw

) .

Fazendo a identificação dos elementos de OPw
Pw

como elementos de
OP′
P′ ,

f + P′ =

∑
η=li+ki

(
ui + P′

)
·
(

vi + P′
)

∑
η̃=lj+kj

(
ũj + P′

)
·
(

ṽj + P′
) .

Ou seja, α ∈ OP1
P1
·OP2
P2

. �

Como o compósito de extensões separáveis é separável, a tese segue da Afirmação

5.4.

Lema 5.5. Sejam: K
/

k um corpo de funções; E | K uma extensão finita e separável com fecho

normal Ẽ; e P ∈ P(K) ramificado ou inseparável em Ẽ
∣∣∣ K.

Então P é ramificado ou inseparável em E | K.

Demonstração. Segue do item 2 do Lema 5.3 — cf. Figura 32.

Figura 32. Ilustração do caso de uso do item 2 do Lema 5.3 (compare com a Figura 30).

K

E

Ẽ

E·Ẽ Ẽ

Lema 5.6. Sejam: K
/

k um corpo de funções; E | K uma extensão finita separável de corpos de

funções; P ∈ P(K); F | K uma extensão finita puramente inseparável; e B ∈ P(F) sobre P.
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Figura 33

B

PK

F

E

F·E

Suponha que P seja um place de K ramificado ou inseparável em E | K.

Então B é ramificado ou inseparável em E·F | F.

Demonstração. Seja P0 ∈ P(E) sobre P ramificado ou inseparável em E | K, e seja Ẽ o

fecho normal de E | K.

Afirmação 5.7. O fecho normal de (E·F) | F é Ẽ·F.

Dem.: A extensão Ẽ
∣∣∣ K é separável, pois o fecho normal de uma extensão

finita separável é separável — cf. Proposition 3.3.7 no livro de Bastida (1984,

p. 117); então os elementos de Ẽ e de F que são simultaneamente separáveis

e puramente inseparáveis sobre K estão no conjunto

Ẽ ∩ F = K

— veja o livro de Endler (1987, p. 70) para uma demonstração. A tese segue

da Teoria de Galois Finita (cf. a discussão anterior à Proposição 3.92). �

Afirmação 5.8.
(

Ẽ·F
) ∣∣∣ Ẽ é puramente inseparável.

Dem.: Seja α ∈ Ẽ·F. Temos de mostrar que ∃ t ∈ N tal que αpt ∈ Ẽ. Um

elemento de Ẽ·F são “combinações algébricas” de elementos de Ẽ e de F;

então

α =

r
∑
i=1

ẽi · fi

s
∑
j=1

ẽj · f j

, em que ẽi , ẽj ∈ Ẽ , fi , f j ∈ F e r , s ∈N .
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Como F | K é puramente inseparável, então existem ti ∈ Z e tj ∈ Z — com

1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j ≤ s — tais que

f pti

i ∈ K e f ptj

j ∈ K .

Tome t = max
{

ti, tj

∣∣∣ 1 ≤ i ≤ r , 1 ≤ j ≤ s
}

. �

Seja P1 ∈ P
(

Ẽ
)

sobre P0. Seja B1 ∈ P
(

Ẽ·F
)

a única extensão de P1 (a unicidade

de B1 segue do item 1 do Teorema 3.105). Uma vez que B1 ∩ F ∈ P(F) está sobre P e

F | K é puramente inseparável, temos pelo Teorema 3.105 que B1 é o único place de E·F
sobre B:

B1 ∩ F = B .

Sejam GZ (P1 | P) o grupo de decomposição de P1 sobre P e GT (P1 | P) o grupo

de inércia.

Figura 34. Ilustração para a demonstração do Lema 5.6.

{
idẼ

}
{

idẼ·F
}

Gal
(

Ẽ·F
∣∣∣ F
)

Gal
(

Ẽ
∣∣∣ K
)

Ẽ

Ẽ·F

E

F

E·F

K

P1

B1

P0

P

B

OP1
P1

OB1
B1

OP

P

OB
B

Considere o isomorfismo natural (cf. Equação 36)

Ψ : Gal
(

Ẽ·F
∣∣∣ F
)
→ Gal

(
Ẽ
∣∣∣ K
)

σ 7→ σ �Ẽ .

O isomorfismo Ψ induz uma imersão natural entre os grupos de decomposição (cf.

Proposição 3.92):

κ : GZ (B1 | B) ⊆ Gal
(

Ẽ·F
∣∣∣ F
)

↪→ GZ (P1 | P) ⊆ Gal
(

Ẽ
∣∣∣ K
)

σ 7→ σ �Ẽ .
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Afirmação 5.9. κ é isomorfismo.

Dem.: Pela Afirmação 5.8 e pelo Teorema 3.105, temos que B1 é a única

extensão de P1 em Ẽ·F. Assim, κ é uma correspondência biunívoca en-

tre os automorfismos em GZ (B1 | B) que fixam B1 e os automorfismos

em GZ (P1 | P) que fixam P1. A tese segue do fato de toda restrição de

homomorfismo ser homomorfismo. �
Analogamente, o isomorfismo κ induz uma imersão entre os grupos de inércia:

κ
[
GT (B1 | B)

]
⊆ GT (P1 | P) .

Seja

ϕ := κ �GT(B1|B) : GT (B1 | B) ↪→ GT (P1 | P) .

Afirmação 5.10. ϕ é isomorfismo.

Dem.: Como as extensões

OB1

B1

∣∣∣∣ OP1

P1
e

OB

B

∣∣∣∣ OP

P

são puramente inseparáveis (pelo item 3 do Teorema 3.105), temos que[OB1

B1
:
OP1

P1

]
s

= 1 e
[
OB

B
:
OP

P

]
s

= 1 . (58)

Por outro lado, da transitividade do grau,[OB1

B1
:
OP1

P1

]
·
[OP1

P1
:
OP

P

]
=
[OB1

B1
:
OB

B

]
·
[
OB

B
:
OP

P

]
. (59)

Então (
f (B1 | P1)i · f (B1 | P1)s

)
·
(

f (P1 | P)i · f (P1 | P)s
)

=
(

f (B1 | B)i · f (B1 | B)s
)
·
(

f (B | P)i · f (B | P)s
)

.

Usando (58) e a transitividade do grau de inseparabilidade, podemos efetuar

cancelamentos membro a membro, para obtermos:

f (B1 | B)s = f (P1 | P)s . (60)
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Assim, do Teorema 3.87,∣∣GZ (B1 | B) : GT (B1 | B)
∣∣ =
∣∣GZ (P1 | P) : GT (P1 | P)

∣∣ .

Pelo Teorema de Lagrange,∣∣GZ (B1 | B)
∣∣∣∣GT (B1 | B)
∣∣ =

∣∣GZ (P1 | P)
∣∣∣∣GT (P1 | P)
∣∣ ;

e, como κ é isomorfismo, temos a igualdade das ordens dos numeradores.

Portanto,

κ
[
GT (B1 | B)

]
= GT (P1 | P) ,

pois κ é bijeção pela Afirmação 5.9. �

Da hipótese e da Proposição 4.5, segue que o place P é ramificado ou inseparável em

Ẽ
∣∣∣ K. Então B é ramificado ou inseparável em

(
Ẽ·F
) ∣∣∣ F, pois

e (B1 | B) · f (B1 | B)i

Prop. 4.2
↓
=

∣∣GT (B1 | B)
∣∣Af. 5.10

↓
=

∣∣GT (P1 | P)
∣∣

=
↑

Prop. 4.2

e (P1 | P) · f (P1 | P)i > 1 .

Pelo Lema 5.5 (combinado com a Afirmação 5.7), temos que B é ramificado ou

inseparável em (E·F) | F.

Lema 5.11. Seja E | K uma extensão galoisiana de corpos de funções com corpo de constantes k.

Então para todo σ ∈ Gal (E | K) \ {idE}, o conjunto

Aσ =
{
B ∈ P(E)

∣∣∣ σ(B) 6= B
}

é infinito.

Demonstração. Por absurdo, suponha que existe σ 6= idE tal que Aσ seja finito; digamos,

Aσ = {B1, . . . ,Bm} (61)

com m := |Aσ| < ∞. Seja K1 o corpo fixo de σ. Por definição de Aσ, temos que

σ(B) = B, para todo place B ∈ P(E) \ Aσ. Como σ não é o automorfismo identidade

em E, então existe y1 ∈ E \ K1. Fixe i ∈ {1, 2, . . . , m}.
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Afirmação 5.12. Existe y2 ∈ K1 \ k tal que vBi (y2) > 0.

Dem.: Como E
/

k é uma extensão geométrica de K
/

k por hipótese, então

o corpo intermediário K1 é um corpo de funções sobre k.

Para cada r ∈ {1, 2, . . . , m}, seja Pr := K1 ∩Br. Pelo Teorema de Aproxi-

mação, existe α ∈ K1 tal que vPr (α) > 0 (∀ r ∈ {1, 2, . . . , m}). Assim, da

definição de índice de ramificação,

vBr (α) = e (Br | Pr)︸ ︷︷ ︸
≥1

·vPr (α) > 0 .

Tome y2 := α. �

Pela Afirmação 5.12, existe j ∈N grande o suficiente tal que

0 < vBi (y1) + j · vBi (y2)

= vBi

(
y1 · y

j
2

)
.

Afirmação 5.13. y1 · y
j
2 /∈ K1.

Dem.: Se existisse α ∈ K1 com y1 · y
j
2 = α, então operando em E teríamos

que y1 = α

yj
2

, que é um elemento de K1: absurdo, pois y1 /∈ K1. �

Afirmação 5.14. σ permuta transitivamente os places de Aσ.

Dem.: Basta verificar que σ(Bi) ∈ Aσ. Se fosse σ(Bi) ∈ P(E) \ Aσ, então

teríamos que σ(Bi) = Bi, uma contradição com a definição de Aσ. �

Sejam c 6= 1 uma constante em k e y := y1 · y
j
2 + c.

Afirmação 5.15. y /∈ K1.

Dem.: Prova análoga à demonstração da Afirmação 5.13. �

Como c é uma constante, temos que vBi (c) = 0; então, pela Desigualdade Triangular

Estrita (Teorema 3.10),

vBi (y) = 0 .
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Afirmação 5.16. (
σ(y)

)E = (y)E .

Dem.: Seja B ∈ P(E) arbitrário.

Se σ(B) = B, então

vB
(

σ(y)
)

= vσ(B)

(
σ(y)

)
= vB

(
σ−1(σ(y)

))
= vB (y) .

Se σ(B) 6= B, então σ(B) ∈ Aσ. Pela Afirmação 5.14, existe l ∈ {1, 2, . . . , m}
tal que B = σ(Bl). O restante da prova deste caso é análogo:

vB
(

σ(y)
)

= vσ(Bl)

(
σ(y)

)
= vBl

(
σ−1(σ(y)

))
= vBl (y) = 0 .

�
Da igualdade dos divisores principais, segue que σ(y) e y “diferem” por uma cons-

tante:

σ(y) = a · y (62)

com a ∈ k — cf. a Equação 23.

Figura 35. Os elementos a, b, y e σ(y) no corpo de funções E
/

k.

E

y

σ(y)

K1

K
ka

b

Como o elemento identidade 1 ∈ k também é constante, temos por argumentos

totalmente análogos que

vBi (y + 1) = 0 ,

e que existe b ∈ k tal que

σ(1 + y) = b · (1 + y) . (63)
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Então

1 + a · y
Eq. 62

↓
= 1 + σ(y) = σ(1) + σ(y) = σ(1 + y)

Eq. 63

↓
= b · (1 + y) = b + b · y . (64)

Como y /∈ K1 e K1 ⊇ K ⊇ k, segue que y /∈ k.

Afirmação 5.17. a = b.

Dem.: Por (64), temos que (a− b) · y = b− 1. Se fosse a 6= b, então

y =
b− 1
a− b

∈ k ,

um absurdo. �
Por (64) e pela Afirmação 5.17, segue que a = 1 e, portanto, σ(y) = y. Assim, y ∈ K1:

contradição com a Afirmação 5.15.

5.2 limitação para o gênero de um compósito

de corpos de funções

Esta seção corresponde à terceira seção do artigo de Álvarez-García e Villa-Salvador

(2010). Os dois principais resultados são:

• o análogo da desigualdade de Castelnuovo-Severi; e

• o análogo do resultado de Madden-Valentini sobre os C-improvements.

5.2.1 O análogo da desigualdade de Castelnuovo-Severi

Para um corpo de funções K
/

k com gênero gK, seja

g′K := max {gK , 1} . (65)

A escolha deste número máximo evita a seleção de um valor nulo.

O resultado análogo da Desigualdade de Castelnuovo-Severi (Teorema 3.104) expres-

sará o gênero de um compósito de corpos de funções F = F1·F2 majorado por uma

expressão que contemplará, dentre outros termos:
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• os números g′F1
e g′F2

, definidos em (65); e

• o mínimo dos graus de places no conjunto{
degk(P)

∣∣∣ P ∈ P(F1)
}

.

Lema 5.18. Sejam: F
/

k um corpo de funções com corpo de constantes separavelmente fechado;

E | F uma extensão finita geométrica separável; e

d := min
{

degk(R)
∣∣∣ R ∈ P(F)

}
.

Então temos os seguintes fatos.

1. Existem infinitos places em F que se decompõem completamente em E | F.

2. Podemos escolher os places R ∈ P(F) no item 1 de modo que

degk(R) ≤ 2 · g′F · d .

Demonstração. Seja P ∈ P(F) tal que d = degk(P). Pela Proposição 3.35, existe x ∈ F

com divisor polo (x)F
∞ =

(
2 · g′F

)
P. Assim, pelo Teorema 3.18,[

F : k(x)
]

= degk

(
(x)F

∞

)
= 2 · g′F · d . (66)

Em particular, F | k(x) é finita.

Sejam:

• F0 o fecho separável de k(x) em F; e

• E0 o fecho separável de k(x) em E.

Da definição de F0, a extensão F | F0 é puramente inseparável. Pelo Teorema 3.98, temos

que E0 e F são linearmente disjuntos sobre F0.

Afirmação 5.19. E = E0·F.

Dem.: Por absurdo, suponha que E ) E0·F. Então[
E : E0·F

]
> 1 . (67)
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Além disso,[
F : k(x)

]
i = [E : F]i ·

[
F : k(x)

]
i (pois E | F é separável)

=
[
E : k(x)

]
i

= [E : E0·F]i · [E0·F : F]i ·
[

F : k(x)
]

i

(da transitividade do grau de inseparabilidade) .

Então efetuando cancelamento membro a membro, podemos inferir que o

primeiro fator no produto à direita da última igualdade é igual a um:

[E : E0·F]i = 1 . (68)

Logo,

[E : E0]s ≥ [E : E0·F]s

Eq. 68

↓
= [E : E0·F]s · [E : E0·F]i =

[
E : E0·F

]Exp. 67

↓
> 1 .

Contradição com o fato de a extensão E | E0 ser puramente inseparável. �

Seja Ẽ0 o fecho normal de E0 | F0.

Figura 36. Ilustração de como o fecho normal Ẽ0 de E0 | F0 está relacionado com os

demais corpos de funções considerados até o momento.

Ẽ0·F

Ẽ0

E E0·F

E0 scE
(

k(x)
)

F

F0 scF
(

k(x)
)

k(x)

k
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Afirmação 5.20. Existem infinitos places de grau um em F0 que se decompõem

completamente em E0 | F0.

Dem.: Como k é infinito (Observação 3.94), existem infinitos places de grau

um em P
(

k(x)
)
. Na extensão E0 | k(x), existe um número finito de places

em P
(

k(x)
)

que são ramificados ou inseparáveis — cf. Teorema 3.89. Em

particular, quase todo place em P
(

k(x)
)

de grau um é não ramificado e

separável em E0 | k(x). Seja então Q ∈ P
(

k(x)
)

um place de grau degk(Q) = 1

não ramificado e separável em E0 | k(x).

Seja T ∈ P(E0) sobre Q.

Figura 37. Ilustração para a demonstração da Afirmação 5.20.

Q

T

k(x)

E0

F0

k

OQ
Q

OT
T

k

Como as extensões E | F e F | k(x) são finitas, temos que a extensão interme-

diária E0 | k(x) de E | k(x) também é finita. Pela Proposição 3.44, a extensão
OT
T

∣∣∣∣ OQ
Q é finita (e, portanto, algébrica). Como Q é de grau um sobre k,

temos que
[
OQ
Q : k

]
= 1 (e ∴ OQ

Q = k); e OT
T é uma extensão algébrica de k.

Da hipótese de k ser separavelmente fechado, segue que OT
T = k e, portanto,

f (T | Q) = 1.

Então, pela Igualdade Fundamental, o place Q decompõe-se completamente

em E0 | k(x). A tese segue da Observação 3.52. �

Afirmação 5.21. Existem infinitos places em F que se decompõem completamente

em Ẽ0·F
∣∣∣ F.

Dem.: Seja Q ∈ P(F0) um place de grau degk(Q) = 1 que se decompõe

completamente em E0 | F0 (dado pela Afirmação 5.20). Como a extensão
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F | F0 é puramente inseparável, então existe um único place R ∈ P(F) sobre

Q (item 1 do Teorema 3.105).

Seja S ∈ P
(

Ẽ0·F
)

um place sobre R. Então S ∩ Ẽ0 ∈ P
(

Ẽ0

)
é um place

sobre Q (veja a Figura 38). Pelo Lema 3.60, temos que o place Q decompõe-se

completamente em Ẽ0

∣∣∣ F0; assim, pela Proposição 4.2, o grupo de inércia da

extensão S∩ Ẽ0 | Q é trivial. Como o grupo de inércia GT (S | R) é imersível

no grupo GT

(
S∩ Ẽ0

∣∣∣ Q) (Proposição 3.92), temos que a extensão S | R é

não ramificada (Proposição 4.2). Do fato de k ser separavelmente fechado,
OS
S = OR

R = k. Segue que R decompõe-se completamente em
(

Ẽ0·F
) ∣∣∣ F. �

Figura 38. Extensões de Q na prova da Afirmação 5.21.

Ẽ0·F

Ẽ0

F0

F

S∩ Ẽ0

Q

R

S

Da Afirmação 5.21, temos que existem infinitos places R ∈ P(F) que se decompõem

completamente em Ẽ0·F
∣∣∣ F.

(Item 1): Pela Observação 3.52, segue que a decomposição completa de R ocorre

também em E0·F | F. A tese segue da Afirmação 5.19.

(Item 2): O grau de R sobre k é igual a

degk(R) = f (R | Q) · degk(Q)

= f (R | Q)

≤
[

F : F0

]
(do Corolário 3.49)

≤
[

F : F0

]
·
[

F0 : k(x)
]

=
[

F : k(x)
]

(da transitividade do grau)

= 2 · d · g′F (da Equação 66) ,

como desejado.
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Lema 5.22. Sejam: k um corpo separavelmente fechado; F
/

k um corpo de funções; F1
/

k um

subcorpo de F tal que F | F1 é uma extensão separável de grau n :=
[

F : F1

]
> 1; y ∈ F um

elemento tal que F = F1(y); e

d1 := min
{

degk(P)
∣∣∣ P ∈ P(F1)

}
.

Então existem infinitos places P ∈ P(F1) de grau

degk(P) ≤ 2 · g′F1
· d1

com as seguintes propriedades.

1. P possui n extensões distintas

P1 , . . . , Pn ∈ P(F) .

2. As restrições

P1 ∩ k(y) , . . . , Pn ∩ k(y) ∈ P
(

k(y)
)

são places dois a dois distintos.

Figura 39. Ilustração para o Lema 5.22.

F F1(y) P1 P2 . . . Pn

F1 P

k(y) P1 ∩ k(y) P2 ∩ k(y) . . . Pn ∩ k(y)

k

Demonstração. Seja ϕ(z) := my,F1(z) = zn + an−1zn−1 + . . . + a1T + a0 ∈ F1 [z] o polinômio

minimal de y sobre F1. Pelo Lema 5.18, existem infinitos places P ∈ P(F1) com as

seguintes propriedades:

• P decompõe-se completamente em F | F1; e
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• degk(P) ≤ 2 · g′F1
· d1.

Pela hipótese, F = F1(y); assim, γ :=
{

1, y, y2, . . . , yn−1
}

é uma base para F sobre F1. Do

Teorema 3.68, temos que γ é uma base inteira para quase todos esses places P.

Pelo Teorema de Kummer (item 2 do Teorema 3.75), existe uma correspondência

entre a decomposição do polinômio ϕ(z) ∈
(
OP

P

)
[z] em fatores irredutíveis ϕi = γi ∈(

OP

P

)
[z] e a decomposição de P em places Pi ∈ P(F) sobre P (com i ∈ {1, 2, . . . , n}).

Como a quantidade de places em F1 que estendem P coincide com o grau do polinômio

minimal de y sobre F, devemos ter que

ϕ(z) =
n

∏
i=1

(z− ci) ,

com os elementos ci ∈
OP

P distintos dois a dois.

Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, escolha bi ∈ OP de modo que

ci = bi + P (69)

e

ϕi(z) = z− bi . (70)

Seja p := char(k).

Afirmação 5.23. Existem m ∈N∪ {0} e β1, . . ., βn ∈ OP tais que

bpm

i + P = βi + P . (71)

Dem.: Seja i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Se bi ∈ P, então bps

i ∈ P para todo s ∈ N∪ {0}; neste caso, bastaria tomar

βi = 0.

Se bi ∈ OP \P, então bi 6= 0 módulo P. O corpo OP

P pode ser visto como uma

extensão finita (e, portanto, algébrica) de k. Como toda extensão algébrica

de k é puramente inseparável, existem mi ∈ N ∪ {0} e αi ∈ OP tais que

bpmi

i + P = αi + P ∈ k. Escolha m := ∑n
j=1 mj e βi := α

pm−mi

i . Tomando a

pm−mi-ésima potência, teremos que

βi + P = α
pm−mi

i + P =
(

bpmi

i

)pm−mi

+ P

= bpm

i + P ,
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como desejado. �

Afirmação 5.24.

vPi (y− bi) > 0 , ∀ i ∈ {1, 2, . . . , n} .

Dem.: Seja i ∈ {1, 2, . . . , n}. Pelo Teorema de Kummer (item 1(a)ii do

Teorema 3.75), temos que ϕi(y) ∈ Pi. Ou seja, vPi

(
ϕi(y)

)
> 0. A tese segue

da Equação 70. �

Pela Afirmação 5.23, temos que

bpm

i − βi ∈ P , (72)

que é equivalente a dizer que

vP
(

bpm

i − βi

)
> 0 .

Por definição de índice de ramificação,

vPi

(
bpm

i − βi

)
> 0 . (73)

Por outro lado, como a característica de k é positiva, temos que

0 < pm · vPi (y− bi) (da Afirmação 5.24)

= vPi

(
(y− bi)

pm)
(da definição de valoração) ;

ou seja,

vPi

(
ypm − bpm

i

)
> 0 . (74)

Portanto,

vPi

(
ypm − βi

)
= vPi

((
ypm − bpm

i

)
+
(

bpm

i − βi

))
≥ min

{
vPi

(
ypm − bpm

i

)
, vPi

(
bpm

i − βi

)}
> 0 (pelas equações 73 e 74) .

(75)
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Afirmação 5.25. Vale a implicação

cpm

i 6= cpm

j ⇒ βi 6= β j .

Dem.: Temos as seguintes implicações:

βi = β j ⇒ βi + P = β j + P

⇒ bpm

i + P = bpm

j + P (por (72))

⇒ (bi + P)pm
=
(

bj + P
)pm

⇒ cpm

i = cpm

j (de (69)) .

Então

0 = cpm

i − cpm

j =
(

ci − cj

)pm

,

o que implicaria que ci = cj. �

Afirmação 5.26. As restrições Pi ∩ k
(

ypm
)

são duas a duas distintas.

Dem.: Por absurdo, suponha o contrário; digamos,

P1 ∩ k
(

ypm
)

= P2 ∩ k
(

ypm
)

. (76)

Sejam:  u := ypm − β1 ∈ P1 ∩ k
(

ypm
)

; e

w := ypm − β2 ∈ P2 ∩ k
(

ypm
)

.

Pela igualdade dos places dada na Equação 76, a diferença entre w e u

seria um elemento de P1 ∩ k
(

ypm
)

e, portanto, pertenceria também a P1:

β1 − β2 ∈ P1. Absurdo, pois c1 6= c2. �
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Figura 40. Considerar as restrições dos places P1, . . ., Pn a k
(

ypm
)

praticamente encer-

rará a demonstração.

k

F1

k
(

ypm
)

k(y)

F F1(y)

P

P1 P2 . . . Pn

P1 ∩ k
(

ypm
)

P2 ∩ k
(

ypm
)

. . . Pn ∩ k
(

ypm
)

P1 ∩ k(y) P2 ∩ k(y) . . . Pn ∩ k(y)

Se existissem i, j ∈ {1, 2, . . . , n} distintos com Pi ∩ k(y) = Pj ∩ k(y), teríamos a

igualdade de places também nas restrições a k
(

ypm
)

: uma contradição com a Afirmação

5.26. Segue que os places Pi ∩ k(y) são distintos dois a dois.

Sejam F
/

k um corpo de funções e F1, F2 dois subcorpos de F tais que F = F1·F2. Os

mecanismos de obtenção de cotas para o gênero do compósito F nas demonstrações

do Teorema de Castelnuovo-Severi (Teorema 3.104) e do Teorema de Castelnuovo

(STICHTENOTH, 2009, p. 146) são parecidos. O receituário é constituído dos seguintes

passos:

(Castel.1) a escolha de um conjunto γ ⊆ F com
[

F : F1

]
elementos, por meio de um critério

específico;

(Castel.2) a prova de que γ é uma base de F sobre F1, por meio do uso da Desigualdade

Estrita;

(Castel.3) a escolha de um conveniente divisor “auxiliar” C ∈ Div(F), que realiza a estimativa

do gênero do compósito; e

(Castel.4) a redução do problema a extensões constantes.
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A seguir, vamos estimar o gênero de um compósito de corpos de funções sem impor

condições acerca do corpo de constantes. O procedimento descrito acima será repetido,

com ligeiras modificações.

Lema 5.27. Sejam: F
/

k um corpo de funções com corpo de constantes separavelmente fechado;

F1
/

k e F2
/

k subcorpos de F
/

k tais que F = F1·F2 e F | F1 é separável.

Figura 41

k

F1 F2

F1·F2

Então

gF ≤ 1 +
[

F : F1

]
· (gF1 − 1) + 4 ·

[
F : F1

]
·
[

F : F2

]
· g′F1
· g′F2
· d1 ,

em que

d1 = min
{

degk(P)
∣∣∣ P ∈ P(F1)

}
.

Demonstração. Seja ni :=
[

F : Fi

]
, para i ∈ {1, 2}. Podemos supor que n1 é finito (caso

contrário, a desigualdade seria trivialmente válida). Por definição de compósito, existe

S ⊆ F2 tal que F = F1·F2 = F1(F2) = F1(S). Como a extensão F | F1 é finita, podemos

supor que S é finito: existem y1, . . ., ys ∈ F2 com F = F1(y1, . . . , ys). A extensão F | F1 é

separável, por hipótese; portanto, existem a1, . . ., as ∈ F1 tais que y := ∑s
j=1 ajyj ∈ F2 é

um elemento primitivo de F | F1. Como k é infinito (Observação 3.94), a demonstração

do Teorema do Elemento Primitivo (DUMMIT e FOOTE, p. 595) permite supormos que

{ai}s
i=1 ⊆ k. Pelo Lema 5.22, existe um place P ∈ P(F1) de grau limitado

degk(P) ≤ 2 · g′F1
· d1 , (77)

com n1 extensões distintas P1, . . ., Pn1 ∈ P(F) e tais que as restrições Pi ∩ k(y) ∈
P
(

k(y)
)

são distintas duas a duas, para i ∈ {1, 2, . . . , n1}. Segue que os places Qi :=

Pi ∩ F2 ∈ P(F2) são distintos.
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Figura 42. Caso de uso do Lema 5.22 (compare com a Figura 39).

k

F1

F2

k(y)

F F1(y)

P

Pi

Pi ∩ k(y)

Qi Pi ∩ F2

Pela Observação 3.51, temos os seguintes fatos.

• O place P é não ramificado em F | F1:

e (Pi | P) = 1 , ∀ i ∈ {1, . . . , n1} . (78)

• Todas as extensões de P em F | F1 têm grau relativo igual a um:

f (Pi | P) = 1 , ∀ i ∈ {1, . . . , n1} . (79)

Afirmação 5.28. Para i ∈ {1, 2, . . . , n1},

degk(Qi) ≤ 2 · g′F1
· d1 . (80)

Dem.: A prova é uma simples aplicação da transitividade do grau das

extensões de corpos residuais:

degk(Qi) ≤ degk(Pi) = degk(P) · f (Pi | P)

Eq. 79

↓
= degk(P)

Exp. 77

↓
≤ 2 · g′F1

· d1 .

�
Pela Proposição 3.35, existe ui ∈ F2 com divisor polo(

2 · g′F2

)
Qi = (ui)

F2
∞ =

(
−vQi (ui)

)
Qi , ∀ i ∈ {1, 2, . . . , n1} . (81)

Esse critério de seleção das funções ui corresponde à etapa (Castel.1) descrito previa-

mente. O passo (Castel.2) é apresentado na afirmação seguinte.
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Afirmação 5.29. O conjunto γ := {u1, . . . , un1} é uma base de F sobre F1.

Dem.: Como |γ| = dimF1(F), basta verificar que γ é linearmente indepen-

dente sobre F1. Por absurdo, suponha que

n1

∑
i=1

xi · ui = 0 ( com xi ∈ F1 )

seja uma combinação linear não trivial. Seja j ∈ {1, . . . , n1} tal que

vP
(

xj

)
≤ vP (xi) (82)

para todo i ∈ {1, . . . , n1}. Vamos calcular vPj (xi · ui).

Para j = i,

vPj

(
xj · uj

)
= vPj

(
xj

)
+ vPj

(
uj

)
(do item 2 da Definição 3.4)

= e
(
Pj

∣∣∣ P) · vP (xj

)
+ e
(
Pj

∣∣∣ Qj

)
· vQj

(
uj

)
(da definição de índice de ramificação)

= e
(
Pj

∣∣∣ P) · vP (xj

)
+ e
(
Pj

∣∣∣ Qj

)
︸ ︷︷ ︸

≥1

· ( − 2 · g′F2︸︷︷︸
≥1

)

︸ ︷︷ ︸
<0

(por (81))

< e
(
Pj

∣∣∣ P) · vP (xj

)
= vP

(
xj

)
(pela Equação 78)

≤ vP (xi) (por (82)) .

Para j 6= i, o processo é similar:

vPj (xi · ui) = vPj (xi) + vPj (ui) (Definição 3.4)

= e
(
Pj

∣∣∣ P) · vP (xi) + e
(
Pj

∣∣∣ Qj

)
· vQj (ui)

(definição de índice de ramificação)

= vP (xi) + e
(
Pj

∣∣∣ Qj

)
· vQj (ui) (Equação 78)

≥ vP (xi) (pela construção de γ) ;
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portanto, vPj (xi · ui) 6= vPj

(
xj · uj

)
se j 6= i e

∞ = vPj (0) = vPj

(
n1

∑
i=1

xi · ui

)
= min

1≤i≤n1

{
vPj (xi · ui)

}
(pela Desigualdade Estrita)

< ∞ ,

um absurdo. �

Seja

C := ConF| F2

(
2 · g′F2

n1

∑
i=1

Qi

)
.

A escolha deste divisor corresponde ao passo (Castel.3); a ideia será estimar o gênero

do compósito por meio do grau de C.

Como a função degk : Div(F)→ Z é homomorfismo, temos que

degk(C) = n2 · 2 · g′F2
·

n1

∑
i=1

degk(Qi)

≤ n2 · 2 · g′F2
· n1 · 2 · g′F1

· d1 (da Afirmação 5.28)

= 4 · n1 · n2 · g′F1
· g′F2
· d1 .

Afirmação 5.30. C é efetivo.

Dem.:

C = ConF| F2

(
2 · g′F2

n1

∑
i=1

Qi

)

= 2 · g′F2

n1

∑
i=1

ConF| F2
(Qi) (da Equação 32)

= 2 · g′F2︸ ︷︷ ︸
>0

n1

∑
i=1

∑
Q′|Qi

Q′∈P(F)

e
(
Q′
∣∣ Qi

)︸ ︷︷ ︸
≥1

Qi (da definição de conorma)

≥ 0 .

�
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Afirmação 5.31. {u1, u2, . . . , un1} ⊆ L(C).

Dem.: Seja i ∈ {1, 2, . . . , n1}. Pela Observação 3.20, basta provarmos que

vT (ui) ≥ −vT (C) , ∀ T ∈ P(F) . (83)

Seja então T ∈ P(F). Pela Afirmação 5.30, temos que vT (C) ≥ 0; ou,

equivalentemente,

−vT (C) ≤ 0 . (84)

Se T 6= Qi, então

vT (ui) ≥ 0 , (85)

pois ui foi escolhido de modo a ter Qi como o único polo. Neste caso, (84) e

(85) combinadas verificam (83).

Se T = Qi, então

vT (ui) = vQi (ui) = −2 · g′F2
≥ −2 · g′F2

· ∑
Q′|Qi

Q′∈P(F)

e
(
Q′
∣∣ Qi

)
= −vT (C) .

�

Como os elementos u1, . . ., un1 pertencem a L(C), temos pela Proposição 3.103 que

gF ≤ 1 + n1 · (gF1 − 1) + degk(C)

≤ 1 + n1 · (gF1 − 1) + 4 · n1 · n2 · g′F1
· g′F2
· d1 .

(86)

É justamente em (86) que fica clara a importância do fato de g′F1
e g′F2

serem não nulos.

Proposição 5.32 (análogo da desigualdade de Castelnuovo-Severi). Sejam: F, F1, F2

corpos de funções com corpo de constantes k tais que F = F1·F2 e F | F1 é separável; e

d := min
{

degk(P)
∣∣∣ P ∈ P(F1)

}
.

Então

gF ≤ 1 +
[

F : F1

]
· (gF1 − 1) + 4 ·

[
F : F1

]
·
[

F : F2

]
· g′F1
· g′F2
· d . (87)
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Demonstração. Note que k pode não ser um corpo separavelmente fechado (fato que

impede um uso direto do Lema 5.27). Para contornarmos esta dificuldade, vamos

considerar o fecho separável.

Sejam: ks um fecho separável de k;

F̃ := F·ks ; (88)

e

F̃i := Fi·ks , com i ∈ {1, 2} . (89)

Pela Observação 3.95, o corpo ks é separavelmente fechado. A extensão ks | k é

separavelmente gerada para qualquer base de transcendência, já que ks é separável

sobre k.

O processo de passagem aos compósitos reproduzido a seguir corresponde à etapa

(Castel.4) descrita anteriormente (veja a Figura 43).

Figura 43. A seta indica o processo de passagem aos compósitos.

(o diagrama original,
dado na hipótese)

(a passagem aos compósitos)

k

F2F1

F F1·F2

k

F2F1

F F1·F2

ks

F̃1F1·ks F̃2 F2·ks

F̃ F1·F2·ks

Uma vez que ks | k é separável (e portanto separavelmente gerado), temos pelo

Teorema 3.78 que:

gF̃ = gF , (90)

pois F̃
/

ks é uma extensão constante de F
/

k; e

gF̃i
= gFi , i ∈ {1, 2} (91)

(F̃i
/

ks é uma extensão constante de Fi
/

k, para i ∈ {1, 2}). Pelo Teorema 3.101,

λF̃| F = 1 .
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Figura 44. Ilustração do caso de uso do Teorema 3.101 (compare com a Figura 20).

k

F F1·F2

ks

F̃ F·ks

Os corpos ks e F são linearmente disjuntos sobre k (item 2 do Teorema 3.102).

Pela implicação “1 ⇒ 2b” da Proposição 3.99, temos que F̃i e F são linearmente

disjuntos sobre Fi, para i ∈ {1, 2} (veja a Figura 45). Assim,

ni =
[

F̃ : F̃i

]
=
[

F : Fi

]
, i ∈ {1, 2} . (92)

Figura 45. Ilustração do caso de uso da Proposição 3.99. Note que, do diagrama da

Figura 43, podemos extrair um subdiagrama associado a Fi (para i ∈ {1, 2}).

k

ks

Fi

F = F1·F2

F̃ = F1·F2·ks

Fi·ksF̃i

Seja

d1 := min
{

degks
(R)

∣∣∣∣ R ∈ P
(

F̃1

)}
(93)

(note que o grau de cada place é calculado sobre ks).
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Então

gF = gF̃ (pela Equação 90)

≤ 1 +
[

F̃ : F̃1

]
·
(

gF̃1
− 1
)

+ 4 ·
[

F̃ : F̃1

]
·
[

F̃ : F̃2

]
· g′F̃1
· g′F̃2
· d1

(pelo Lema 5.27)

= 1 +
[

F : F1

]
· (gF1 − 1) + 4 ·

[
F : F1

]
·
[

F : F2

]
· g′F1
· g′F2
· d1

(pelas equações 91 e 92) .

Resta provarmos que d1 é majorado por d.

Escolha P ∈ P(F1) tal que degk(P) = d. Seja R ∈ P
(

F̃1

)
um place sobre P.

Pelo Teorema 3.54, temos que OR
R = OP

P ·ks.

Figura 46

k

ks
OP

P

OR
R

OP

P ·ks

Assim,

d1 ≤
[
OR

R
: ks

]
=
[OP

P
·ks : ks

]
≤
[OP

P
: k
]

= d ,

e o resultado segue.

5.2.2 O análogo do resultado de Madden-Valentini

Com o análogo da desigualdade de Castelnuovo-Severi à nossa disposição, concretizar

as ideias desenvolvidas na Seção 4.1 passa a ser simples.

Proposição 5.33 (análogo do resultado de Madden-Valentini sobre os C-improvements).

Sejam L | K uma extensão finita separável de corpos de funções com corpo de constantes k e

d := min
{

degk(P)
∣∣∣ P ∈ P(K)

}
.
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Suponha que, para todo corpo intermediário M, K ( M ⊆ L,

gM > 1 +
[

M : K
]
· (gK − 1) + 4 ·

[
M : K

]2
·
(

g′K
)2 · d . (94)

Então para todo σ ∈ Aut (L | k), temos que σ [K] = K.

Demonstração. Por absurdo, suponha que existe σ ∈ Aut (L | k) tal que σ [K] 6= K. Então

o corpo σ [K]·K é uma extensão própria de K. Em (87) do enunciado da Proposição 5.32,

vamos tomar F1 = K, F2 = σ [K], M = F1·F2:

gM ≤ 1 +
[

M : K
]
· (gK − 1) + 4 ·

[
M : K

]
·
[

M : σ [K]
]
· g′K · g′σ[K] · d

= 1 +
[

M : K
]
· (gK − 1) + 4 ·

[
M : K

]2
·
(

g′K
)2 · d ,

uma contradição com a hipótese (na última igualdade, usamos a Observação 3.28).

5.3 extensões separáveis com um divisor prin-

cipal ramificado de grau um

Esta seção corresponde à quarta e última seção do artigo de Álvarez-Garcia e Villa-

Salvador (2010).

Sejam: M um corpo; m ≥ 2 inteiro; e a ∈ M \ {0}. É conhecido que o polinômio

Xm − a é irredutível em M [X] quando as seguintes condições são simultaneamente

verificadas:

• a /∈ Mq, para todo q ∈ Z primo com q | m; e

• a /∈ −4M4 se 4 | m.

Recomendamos o livro de Lang (2002, p. 297) para uma demonstração deste fato.

Vamos considerar uma forma prática de construir infinitos polinômios irredutíveis

utilizando esse resultado. Se considerarmos apenas inteiros maiores que 4, não preci-

samos verificar a validade da segunda condição acima. E, se considerarmos somente

números primos m ∈ Z (juntamente com a condição de que m > 4), bastaria verificar que

a /∈ Mq apenas para o inteiro q = m.

A seguir, vamos ver um exemplo em que M é um corpo de funções racionais.
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Exemplo 5.34. Tomando-se m > 4 primo, a = x e M = k(x), teremos que o polinômio

f (T) := Tm − x é irredutível sobre M. Se um inteiro primo q divide m, então q = m, pois m é

primo; e, claramente, a variável x não é m-ésima potência em k(x) (se fosse xm = w para algum

w ∈ k(x), teríamos que x seria algébrico sobre k).

Evidentemente, existem infinitos números primos que satisfazem a construção acima.

As ideias descritas na discussão acima permitirão a construção do corpo base dos

C-improvements auxiliares para a prova do Teorema Principal.

Proposição 5.35 (construção de C-improvements auxiliares). Sejam: k um corpo infinito;

E | k(x) uma extensão finita separável de corpos de funções sobre k; Ẽ
/

l um fecho normal de

E | k(x); e C, C1, C2 ∈ R+ arbitrários. Suponha que:

• Px−1 seja ramificado em E | k(x); e

• o zero Q(0,x) e o polo Q(∞,x) de x em k(x) sejam não ramificados e separáveis em E | k(x).

Então existem um corpo de funções racionais k(y) ⊇ k(x) e uma extensão finita F
/

l de

k(y)
/

k que satisfazem as seguintes propriedades.

1. a) Existe um subcorpo E1
/

k de F
/

l tal que

i.
[

E : k(x)
]

=
[

E1 : k(y)
]
,

ii.
[

Ẽ : k(x)
]

=
[

F : k(y)
]
,

iii. Aut
(

E
∣∣ k(x)

) ∼= Aut
(

E1
∣∣ k(y)

)
e

iv. F é um fecho normal de E1 | k(y).

Figura 47

k(x)

k(y)

E

E1

F

Ẽ

b) i. Py−1 é ramificado em F | k(y), e Py−1 | Px−1.
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ii. o polo Q(∞,y) de y em k(y) é não ramificado e separável em F | k(y).

iii. o zero Q(0,y) de y em k(y) é não ramificado e separável em F | k(y).

Figura 48

Qx−1

Py−1

k(x)

k(y)

Q(0,x) Q(∞,x)

P(0,y) P(∞,y)

2. Seja E2 um corpo intermediário, k(y) ( E2 ⊆ E1. Então:

a) ou existe um place U ∈ P
(

k(y)
)

ramificado ou inseparável em E2 | k(y) de grau

degk(U) > C2 ;

b) ou existe um conjunto S ⊆ P
(

k(y)
)

de places ramificados ou inseparáveis em

E2 | k(y) com

|S| > C1 .

3. Para todo corpo intermediário k1,

k ⊆ k1 ⊆ l ,

e para todo corpo M com corpo de constantes k1 tal que

k1(y) ( M ⊆ F ,

teremos que

gM > C .

4. Seja N | k uma extensão separável finita. Seja M′
/

N um corpo intermediário,

N(y) ( M′ ⊆ F·N . (95)

Então

gM′ > C .
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Demonstração. Seja p := char(k).

(Itens 1 e 2): Seja m ∈ Z primo tal que

m > max {p, 4, C1 · C2, 2 · C + 3} (96)

e

mdc
{

m,
[

Ẽ : k(x)
]}

= 1 . (97)

Seja y uma variável tal que

ym = x . (98)

Note que a existência de y é garantida pela teoria básica de corpos: podemos obter

y ∈ R no corpo de raízes R ⊇ k(x) do polinômio

f (T) := Tm − x ∈ k(x) [T] (99)

— veja o livro de Dummit e Foote (2004, p. 536), Theorem 25.

Afirmação 5.36. k(y) | k(x) é uma extensão separável de grau
[

k(y) : k(x)
]

= m.

Dem.: Para provarmos que a extensão k(y) | k(x) é separável, basta con-

siderarmos o caso em que p 6= 0, já que a separabilidade é imediata em

característica zero.

O polinômio f (T) é irredutível (Exemplo 5.34). Como p - m, temos que o

polinômio f não tem raízes em comum com a derivada DT

(
f (T)

)
= mTm−1;

logo, f = my,k(x) e y é separável sobre k(x).

Para verificar que o grau da extensão k(y) | k(x) é igual a m, veja o livro de

Dummit e Foote (2004, p. 521) — Proposition 11, para α = y e F = k(x). �
Sejam Q̃(0,k(y)) ∈ P

(
k(y)

)
um place sobre Q(0,x) e Q̃(∞,k(y)) ∈ P

(
k(y)

)
um place sobre

Q(∞,x).

Figura 49. Veremos que o place Q̃(0,k(y)) (resp. Q̃(∞,k(y))) coincide com o ideal P(0,y) (resp.

P(∞,y)) da Figura 48, mas ainda não sabemos disso.

k(x)

k(y)

Q(0,x) Q(∞,x)

Q̃(0,k(y)) Q̃(∞,k(y))
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Afirmação 5.37. Os places Q(0,x) e Q(∞,x) são totalmente ramificados em k(y) | k(x):

e
(
Q̃(∞,k(y))

∣∣∣ Q(∞,x)

)
= m e e

(
Q̃(0,k(y))

∣∣∣ Q(0,x)

)
= m .

Dem.: Pelo Exemplo 3.15,

Q(0,x) −Q(∞,x) = (x)F = vQ(0,x) (x)Q(0,x) − vQ(∞,x) (x)Q(∞,x) . (100)

Então

vQ(0,x) (x) = 1 e vQ(∞,x) (x) = 1 . (101)

Da definição de índice de ramificação,

vQ̃(0,k(y))
(y) = e

(
Q̃(0,k(y))

∣∣∣ Q(0,x)

)
· vQ(0,x) (y)

≥ 1 .

Assim,

m ≤ m · vQ̃(0,k(y))
(y)

= vQ̃(0,k(y))
(ym) (da definição de valoração)

= vQ̃(0,k(y))
(x) (da Equação 98)

= e
(
Q̃(0,k(y))

∣∣∣ Q(0,x)

)
· vQ(0,x) (x)

(da definição de índice de ramificação)

= e
(
Q̃(0,k(y))

∣∣∣ Q(0,x)

)
(de (101))

≤ m (do Corolário 3.49) .

Segue que e
(
Q̃(0,k(y))

∣∣∣ Q(0,x)

)
= m. A demonstração da outra igualdade é

totalmente análoga. �

Pela Observação 3.56, o ideal Q̃(0,k(y)) (resp. Q̃(∞,k(y))) é o único place sobre Q(0,x).

(resp. Q(∞,x)).
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Afirmação 5.38. Os únicos places de k(x) que se ramificam em k(y) | k(x) são

Q(0,x) e Q(∞,x), e não há places de k(x) que sejam inseparáveis em k(y) | k(x).

Dem.: Seja

D := Diff
(
k(y)

∣∣ k(x)
)

.

Pelo Teorema 3.74, o conjunto dos places de k(y) ramificados ou inseparáveis

em k(y) | k(x) coincide com o suporte de D.

Pela Afirmação 5.36, podemos usar a Fórmula do Gênero de Riemann-

Hurwitz:

0 = gk(y) (Exemplo 3.24)

= 1 +

[
k(y) : k(x)

]
[

k : k
] ·

(
gk(x) − 1

)
+

1
2
· degk(D) (Teorema 3.76)

= 1 +
m
1
· (0− 1) +

1
2
· degk(D) (Afirmação 5.36 e Exemplo 3.24) .

Então

degk(D) = 2 ·m− 2 . (102)

Os places Q(0,x) e Q(∞,x) são ramificados em k(y) | k(x) (Afirmação 5.37) —

e, portanto, os places Q̃(0,k(y)) e Q̃(∞,k(y)) estão no suporte do diferente de

k(y) | k(x).

Pela Equação 102 (e pelo Teorema 3.74), não há outros places em Supp(D).

Basta então verificar que os places Q̃(0,k(y)) e Q̃(∞,k(y)) são separáveis.

Como o zero e o polo de x em k(x) são totalmente ramificados em k(y) | k(x),

temos pela Igualdade Fundamental (Teorema 3.48) que

f
(
Q̃(0,k(y))

∣∣∣ Q(0,x)

)
= 1 e f

(
Q̃(∞,k(y))

∣∣∣ Q(∞,x)

)
= 1 .

Logo, os places Q̃(0,k(y)) e Q̃(∞,k(y)) não podem ser inseparáveis. �
Seja F := Ẽ(y). Vamos provar que a escolha E1 = E(y) funciona.

Note que F é o fecho normal de E(y) | k(y), e isso prova o item 1(a)iv.

Seja E2 um corpo intermediário,

k(y) ( E2 ⊆ E1 . (103)
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Considere o isomorfismo

ϕ : Gal
(

Ẽ(y)
∣∣∣ k(y)

)
→ Gal

(
Ẽ
∣∣∣ k(x)

)
σ 7→ σ �Ẽ .

Afirmação 5.39.
[

E(y) : k(y)
]

=
[

E : k(x)
]
.

Dem.: Seja H≤Gal
(

Ẽ
∣∣∣ k(x)

)
tal que

E = ẼH .

Como y é fixado por ϕ−1 [H], temos que

E(y) = Ẽ(y)
ϕ−1[H] .

Figura 50. Diagramas (possivelmente incompletos) das extensões Ẽ
∣∣∣ k(x) e Ẽ(y)

∣∣∣ k(y).

Gal
(

Ẽ
∣∣∣ k(x)

)
H

{
idẼ

}

k(x)

Ẽ(y)
ϕ−1[H]

Ẽ

E

Ẽ(y)

E(y)

k(y)Gal
(

Ẽ(y)
∣∣∣ k(y)

)
ϕ−1 [H]

{
idẼ(y)

}

Assim, pelo TFTG — veja Theorem 14, item 2, no livro de Dummit e Foote

(2004, p. 574) —,

[
E(y) : k(y)

]
=

∣∣∣Gal
(

Ẽ(y)
∣∣∣ k(y)

)∣∣∣∣∣∣ϕ−1 [H]
∣∣∣ =

∣∣∣Gal
(

Ẽ
∣∣∣ k(x)

)∣∣∣
|H| =

[
E : k(x)

]
.

�
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Afirmação 5.40. Aut
(

E(y)
∣∣ k(y)

) ∼= Aut
(

E
∣∣ k(x)

)
.

Dem.:

Aut
(

E
∣∣ k(x)

) ∼= {
τ ∈ Gal

(
Ẽ
∣∣∣ k(x)

) ∣∣∣∣ τ [E] = E
}

= ϕ

[{
σ ∈ Gal

(
Ẽ(y)

∣∣∣ k(y)
) ∣∣∣∣ σ

[
E(y)

]
= E(y)

}]
∼= ϕ

[
Aut

(
E(y)

∣∣ k(y)
)]

∼= Aut
(

E(y)
∣∣ k(y)

)
(pois ϕ é isomorfismo) .

�

Pelo Lema 5.1, temos que o corpo de constantes de E1 é k.

Afirmação 5.41. Existe um corpo M tal que

M(y) = E2 e k(x) ( M ⊆ Ẽ .

Dem.: Seja

M := E2 ∩ Ẽ .

Adjuntando a variável y,

M(y) = E2(y) ∩ Ẽ(y)

= E2 ∩ Ẽ(y) (pois y ∈ E2)

= E2 (pois E2 ⊆ E(y) ⊆ Ẽ(y)) .

Além disso,

k(x) ⊆ k(y) ∩ Ẽ ⊆ E2 ∩ Ẽ ⊆ E(y) ∩ Ẽ (por (103))

⊆ Ẽ .

Por absurdo, suponha que k(x) = M. Por adjunção da variável y, teríamos

que

k(y) = M(y) = E2 ,

uma contradição com (103). �
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Considere um corpo intermediário E0 6= k(x) de Ẽ
∣∣∣ k(x) dado pela Afirmação 5.41 —

isto é, E0 é um corpo tal que E2 = E0(y). Seja Ẽ0 ⊆ Ẽ o fecho normal de E0 | k(x).

Figura 51. O diagrama ilustra como E0 está relacionado com os demais corpos conside-

rados até o momento.

k(y)

k(x)

E2 = E0(y)

E0

Ẽ0(y)

Ẽ0

F = Ẽ(y)

Ẽ

E

E1 = E(y)

Pelo Teorema 4.4, existe um place P f ∈ P
(

k(x)
)

ramificado ou inseparável em

E0 | k(x), em que f ∈ k [x] é algum polinômio mônico e irredutível. Da Proposição 4.5,

o place P f é ramificado ou inseparável em Ẽ0

∣∣∣ k(x).

Da hipótese de o zero e o polo de x em k(x) serem não ramificados e separáveis

em E | k(x), temos que Q(0,x) 6= P f 6= Q(∞,x). Segue da Afirmação 5.38 que P f é não

ramificado e separável em k(y) | k(x). Suponha que o polinômio f (x) = f (ym) se

decompõe (na variável y) em fatores irredutíveis distintos

f1(y) , . . . , fh(y) ∈ k [y]

— veja a Figura 52.

Fixe i ∈ {1, 2, . . . , h}.
Seja Hi ∈ P

(
Ẽ0(y)

)
uma extensão de P fi .

Uma vez que Ji := Hi ∩ Ẽ0 está sobre P f , então Ji | P f é ramificado ou inseparável

em Ẽ0

∣∣∣ k(x):

e
(
Ji

∣∣∣ P f

)
> 1 ou f

(
Ji

∣∣∣ P f

)
i
> 1 .
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Logo,

e
(
Ji

∣∣∣ P f

)
· f
(
Ji

∣∣∣ P f

)
i
> 1 .

Pelas transitividades do índice de ramificação e do grau de inseparabilidade (com

relação à ‘torre’ de places Hi ⊇ Ji ⊇ P f ), temos que Hi | P f é ramificada ou inseparável,

pois

e
(
Hi

∣∣∣ P f

)
· f
(
Hi

∣∣∣ P f

)
i

= e (Hi | Ji) · e
(
Ji

∣∣∣ P f

)
· f (Hi | Ji)i · f

(
Ji

∣∣∣ P f

)
i

> 1 .

Uma vez que

Q(0,x) 6= P fi ∩ k(x) 6= Q(∞,x)

(já que P fi ∩ k(x) = P f ), temos pela Afirmação 5.38 que a extensão de places P fi | P f é

não ramificada e separável em k(y) | k(x); portanto, na torre de corpos Ẽ0(y) ⊇ k(y) ⊇
k(x), a mudança do índice de ramificação ou do grau de inseparabilidade ocorre entre

Ẽ0(y) e k(y):

e
(
Hi

∣∣∣ P fi

)
· f
(
Hi

∣∣∣ P fi

)
i
> 1 .

Pelo Lema 5.5, temos que P fi é ramificado ou inseparável em E0(y) | k(y).

Figura 52. Extensões de P f .

P f1 P f2
. . . P fh−1

P fh

P f

H1 H2 . . . Hh−1 Hh

J1 J2 . . . Jh−1 Jh

E0(y)

E0

Ẽ0(y)

k(y)

Ẽ0

k(x)

Para provar o item 2, vamos considerar duas possibilidades.
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• (Caso 1, deg
(

f j

)
> C2 para algum j ∈ {1, 2, . . . , h}): neste caso, tome U := P f j .

• (Caso 2, deg( fi) ≤ C2 para todo i ∈ {1, 2, . . . , h}): neste caso, o número h de

fatores é mínimo quando deg( fi) = C2, para todo i ∈ {1, 2, . . . , h}. Assim, se

denotarmos por gru(r) o grau de um polinômio r na variável u, teremos que

h · C2 = gry( f )

= m · grx( f ) (pela Equação 98)

≥ m

> C1 · C2 (por (96)) .

Segue que h > C1. Tome S :=
{
P f1 , . . . ,P fh

}
.

Afirmação 5.42. Py−1|Qx−1.

Dem.: Por definição,

Qx−1 =
{

t
u

∣∣∣∣ t ∈ k [X] , u ∈ k [X] \ {0} , (x− 1) | t e (x− 1) - u
}

.

Seja γ = t
u ∈ Qx−1 com mdc{t, u} = 1. Pela Equação 98, temos que

(ym − 1) | t e (ym − 1) - u .

Pela identidade

ym − 1 = (y− 1) ·
(

ym−1 + ym−2 + . . . + y + 1
)

,

segue que o polinômio y− 1 divide t(y) em k [y]. Se y− 1 dividisse u(y) em

k [y], teríamos que mdc{t, u} 6= 1, um absurdo. Assim, y− 1 - u(y) em k [y]

e, portanto, γ ∈ Py−1.

Pela arbitrariedade de γ, segue que Qx−1 ⊆ Py−1. �

Como o place Px−1 é ramificado em E | k(x) por hipótese, então pela Proposição 4.5

existe V ∈ P(F) sobre Px−1 tal que e (V | Px−1) > 1. Pela Afirmação 5.42, o place V é

extensão de Py−1 (veja a Figura 53). Da Afirmação 5.38, a extensão Py−1 | Px−1 é não

ramificada; e, da transitividade do índice de ramificação, segue que a extensão V | Py−1

é ramificada. Isso prova o item 1(b)i.
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Figura 53. Extensões de Px−1.

k(y)

k(x)

E

F Ẽ(y)

Px−1

Py−1

V∩ E

V

Sejam Q̃(∞,Ẽ) ∈ P
(

Ẽ
)

um place sobre Q(∞,x) e Q̃(∞,F) ∈ P(F) um place sobre Q̃(∞,Ẽ)

(veja a Figura 54). O place Q(∞,x) é não ramificado e separável em E | k(x), por hipótese;

assim, pela forma contrapositiva do Lema 5.5, temos que Q̃(∞,Ẽ) | Q(∞,x) é não ramificado

e separável em Ẽ
∣∣∣ k(x). Pela Proposição 4.3, segue que o polo Q(∞,y) de y é não

ramificado e separável em F | k(y). O item 1(b)ii está provado. Evidentemente, o item

1(b)iii é demonstrável com procedimento similar.

Figura 54. Ilustração do uso da Proposição 4.3 (compare com a Figura 21).
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)
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Gal
(

Ẽ(y)
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)
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(
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∣∣∣ Q(0,y)

)
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Q(0,x)
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(3)
T ∩ T

(
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∣∣∣ Q(0,x)

)

Q
(3)
T
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Q
(4)
T ∩ T

(
Q(4)

∣∣∣ Q(0,y)

)

Q
(4)
T
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(Item 3): Sejam: k1 um corpo intermediário de l | k; R1 o zero de x em k1(x); e R2 o

polo de x em k1(x). Sejam i ∈ {1, 2} e Di ∈ P
(

k1(y)
)

um place sobre Ri (veja a Figura

57).

Pelo Teorema 3.18, a extensão k1(x) | k(x) tem grau igual a[
k1(x) : k(x)

]
= degk1

(R1) = degk(R1)

(pois os polos de x em k(x) e

em k1(x) têm o mesmo grau)

= f
(
R1
∣∣ Q(0,x)

)
· degk

(
Q(0,x)

)
= f

(
R1
∣∣ Q(0,x)

)
.

Analogamente, [
k1(x) : k(x)

]
= f

(
R2
∣∣ Q(∞,x)

)
.

Assim, pela Igualdade Fundamental,

e
(
R1
∣∣ Q(0,x)

)
= e
(
R2
∣∣ Q(∞,x)

)
= 1 .

Portanto, como o polo e o zero de y em k(y) são não ramificados em F | k(y) (itens

1(b)ii e 1(b)iii, respectivamente), e como Q(0,x) e Q(∞,x) são totalmente ramificados em

k(y) | k(x), temos que a ramificação de Q(0,x) e de Q(∞,x) ocorre entre k1(x) e k1(y):

e (Di | Ri) =
[

k1(y) : k1(x)
]

= m . (104)

Figura 55. O estudo do índice de ramificação nas extensões do zero de x em k(x) nos

corpos k1(x) e k1(y). O polo de x em k(x) tem um comportamento análogo.
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∣∣ Q (0,x)
) = 1

e
(

D1

∣∣∣ Q (0,y)

) = 1

e( Q
(0

,y
)

∣ ∣ ∣Q (0
,x

)) =
m

e
( D

1 |
R

1 )
=

m
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Ou seja, Ri é totalmente ramificado em k1(y) | k1(x).

Seja M
/

k1 tal que

k1(y) ( M ⊆ Ẽ(y) . (105)

Seja

M0 := M ∩ Ẽ . (106)

Pela Equação 97, [
M : M0

]
= m . (107)

Afirmação 5.43.

k1(x) ( M0 ⊆ Ẽ .

Dem.: Pelas inclusões k1 ⊆ l ⊆ Ẽ e {x} ⊆ Ẽ, temos que

k1(x) ⊆ l(x) ⊆ Ẽ . (108)

Então

k1(x) = k1(x) ∩ Ẽ (por (108))

⊆ k1(y) ∩ Ẽ ⊆ M ∩ Ẽ ⊆ Ẽ(y) ∩ Ẽ (por (105))

= Ẽ .

Se fosse k1(x) = M0, teríamos por adjunção com a variável y que

k1(y) =
(

k1(x)
)
(y) =

(
M ∩ Ẽ

)
(y)

= M(y) ∩ Ẽ(y)

= M ∩ Ẽ(y) (pois y ∈ M)

= M (pois M ⊆ Ẽ(y)) ,

uma contradição com (105). �

Seja W ∈ P(M) tal que W|Di.

Afirmação 5.44.

e (W | W∩M0) = m e f (W | W∩M0) = 1 .
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Dem.: Como W é um place sobre Di ⊇ Ri, temos que W∩M0 é uma extensão

de Ri. Os places Q(0,x) e Q(∞,x) são não ramificados em Ẽ
∣∣∣ k(x); então o place

Ri é não ramificado na extensão intermediária M0 | k1(x):

e (W∩M0 | Ri) = 1 . (109)

O índice de ramificação t := e (W | Di) é algum valor inteiro que não precisa-

remos conhecer; bastará sabermos que t ≥ 1. O índice da extensão Di | Ri é

m, pela Equação 104. Assim, pela transitividade do índice, temos que

e (W | W∩M0) = m · t . (110)

Figura 56. Índices de ramificação do zero e do polo de x em k1(x) nos corpos M e M0.

W

Di

W∩M0

Rik1(x)

k1(y)

M0

M

m

t ≥ 1

1

m · t

Logo,

m ≤ m · t
Eq. 110

↓
= e (W | W∩M0)

Cor. 3.49

↓
≤

[
M : M0

]Eq. 107

↓
= m .

Segue a primeira igualdade da tese. A segunda igualdade da tese segue da

primeira, combinada com a Igualdade Fundamental (Teorema 3.48). �

Suponha que R1 seja extensível a r places em M0 — digamos,

T1 , . . . , Tr ∈ P(M0) .

Uma vez que
[

M0 : k1(x)
]
> 1, temos pela Igualdade Fundamental (Teorema 3.48) duas

possibilidades:



112 o teorema principal

• ou r = 1 — o que implicaria que

f (T1 | R1) ≥ 2 ,

já que Q(0,x) é não ramificado em Ẽ
∣∣∣ k(x) —;

• ou r ≥ 2.

Como W ⊇ Di ⊇ Ri, temos que W ⊇ Tj ⊇ R1 para j ∈ {1, 2, . . . , r}.
Então:

• Ou pelo menos dois places são totalmente ramificados e um deles é de grau maior

ou igual a dois:

degk(T1) = f (T1 | R1) · degk(R1)

≥ 2 .

• Ou pelo menos três places de M são totalmente ramificados em M | M0, já que

W | Ti para algum i.

Em qualquer caso, o suporte do diferente de M | M0 é constituído de pelo menos três

places.

Pela Fórmula do Gênero de Riemann-Hurwitz (Teorema 3.76), temos

gM = 1 +

[
M : M0

]
[

k1 : k1

] · (gM0 − 1) +
1
2
· degk

(
Diff (M | M0)

)
≥ 1 +

m
1
· (0− 1) +

3
2
· (m− 1)

=
m− 1

2

>
(2 · C + 3)− 1

2
(por (96))

= C + 1

> C .
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Figura 57. O estudo do índice de ramificação nas extensões do zero e do polo de x em

k(x) nos corpos k1(x), k1(y), M e M0.

k(x)

k(y)

Ẽ(y)

Ẽ

M

M0

k1(x)

k1(y)

Q(∞,y)

W

W∩M0 T1 . . . Tr

Q(0,y)

Q(0,x)Q(∞,x)

R1R2

D1D2

(Item 4): Seja

k1 := N ∩ l .

Afirmação 5.45. k1(y) ⊆ N(y) ∩ F.

Dem.: Da definição de k1, temos que k1(y) ⊆ N(y). Além disso,

k1(y) = (N ∩ l)(y) ⊆ l(y)

⊆ Ẽ(y)

= F .

A tese segue. �
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Afirmação 5.46.

N(y) ∩ F ( M′ ∩ F ⊆ F .

Dem.: As inclusões seguem da hipótese de M′ ser um corpo intermediário

de (F·N) | N(y). Resta provar que a primeira inclusão é própria.

Por absurdo, suponha que

N(y) ∩ F = M′ ∩ F . (111)

Vamos provar separando em dois casos.

(Caso 1 de 2, N(y) 6= M′ ∩ F): neste caso, N(y)·
(

M′ ∩ F
)
6= N(y); assim,

teríamos que

N(y) = N(y)·
(

N(y) ∩ F
)Eq. 111

↓
= N(y)·

(
M′ ∩ F

)
) N(y) ,

um absurdo.

(Caso 2 de 2, N(y) = M′ ∩ F): neste caso,

N(y) = M′ ∩ F

Eq. 111

↓
= N(y) ∩ F .

Então teríamos que F ⊇ N(y) ⊇ N e, portanto,

F·N = F . (112)

Assim,

M′
Exp. 95

↓
= M′ ∩ F·N

Eq. 112

↓
= M′ ∩ F

Eq. 111

↓
= N(y) ∩ F

Eq. 112

↓
= N(y) ∩ F·N

Exp. 95

↓
= N(y) ,

uma contradição com (95). �
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Figura 58. Os subcorpos de F·N.

k(y)

M′

M′ ∩ F

N(y)

N(y) ∩ F

k1(y)

F

F·N

Afirmação 5.47. k1(y) ( M′ ∩ F.

Dem.:

k1(y)

Af. 5.45

↓
⊆ N(y) ∩ F

Af. 5.46

↓
( M′ ∩ F .

�

O corpo de constantes de M′ ∩ F é k1 e M′ ⊇
(

M′ ∩ F
)
·N. Isso implica que

gM′ ≥ g(
M′∩F

)
·N (pela Observação 3.25)

= gM′∩F (pelo Teorema 3.78)

> C (pelo item 3) .

Note que pudemos aplicar o item 3 para M = M′ ∩ F justamente pela validez da

Afirmação 5.47.

Na próxima Proposição, vamos construir C0-improvements com condições mais especí-

ficas sobre as constantes C, C1 e C2 da Proposição 5.35.

Proposição 5.48 (construção de C0-improvements para o Teorema Principal). Sejam:

F | k(y) e E | k(x) as extensões de corpos de funções com as propriedades indicadas na Proposição
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5.35; m′ :=
[

E : k(x)
]
; K
/

k uma extensão finita de k(y)
/

k; K0 o fecho separável de k(y) em

K; C0 ∈ R+;

SK0| k(y) :=
{
P ∈ P

(
k(y)

) ∣∣∣ P é ramificado ou inseparável em K0 | k(y)
}

; (113)

e ns o número de places em SK0| k(y). Seja ds ∈ Z tal que

max
{

degk(P)
∣∣∣ P ∈ SK0| k(y)

}
≤ ds . (114)

Suponha que as constantes C, C1 e C1 da Proposição 5.35 satisfaçam as condições adicionais

seguintes:

C > gK0 , C1 > ns + 2 ·
(

m′ + C0
)

, C2 > max
{

ds, 2 ·
(

m′ + C0
)}

. (115)

Então

1. O corpo de constantes de E1·K é k.

2. a)
[

E1 : k(y)
]

=
[

E1·K : K
]
,

b) Aut
(

E1
∣∣ k(y)

) ∼= Aut (E1·K | K), e

c) F·K é o fecho normal de (E1·K) | K.

3. Para todo corpo H tal que K ( H ⊆ E1·K, temos

gH ≥ C0 .

Demonstração. O corpo de constantes de K ∩ F é k pelo Lema 5.1, pois K ∩ F é corpo

intermediário da extensão F | k(x):

F ⊇ F ∩ K ⊇ k(y) ⊇ k(x) .

A extensão (K ∩ F) | k(y) é separável (porque F | k(y) é Galois e, portanto, a “torre”

de corpos F ⊇ K ∩ F ⊇ k(y) é separável). Como K0 contém todos os elementos de K

que são separáveis sobre k(y), temos que K ∩ F ⊆ K0. Portanto,

gK∩F ≤ gK0 (pela Observação 3.25)

< C (da hipótese) .
(116)
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Afirmação 5.49. K ∩ F = k(y).

Dem.: Se fosse K ∩ F ) k(y), teríamos que gK∩F > C pelo item 3 da

Proposição 5.35: contradição com (116). �

Figura 59. Os corpos k(y) e F ∩ K são iguais. A ilustração mostra como k(y) está

relacionada com os demais corpos de funções considerados até o momento.

k

k(x)

E

k(y)

E1 E(y)

F

K0

K

E1·KE(y)·K

F·K

F ∩ K

(Item 2): Como F é o fecho normal de E1 | k(y) (item 1(a)iv da Proposição 5.35),

então F | k(y) é Galois. A demonstração do item 2 é totalmente análoga à prova das

afirmações 5.39 e 5.40.

Seja H≤Gal
(

E
∣∣ k(y)

)
tal que

E1 = FH .

Como K é fixado por ϕ−1 [H], temos que

E1·K = (F·K)ϕ−1[H] .

Assim, pelo TFTG,

[
E1·K : K

]
=

∣∣Gal (F·K | K)
∣∣∣∣∣ϕ−1 [H]

∣∣∣ =

∣∣Gal
(

F
∣∣ k(y)

)∣∣
|H| =

[
E1 : k(y)

]
.
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Além disso,

Aut
(

E1
∣∣ k(y)

) ∼= {
τ ∈ Gal

(
F
∣∣ k(y)

) ∣∣∣ τ [E1] = E1

}
= ϕ

[{
σ ∈ Gal (F·K | K)

∣∣∣ σ [E1·K] = E1·K
}]

∼= ϕ
[
Aut (E1·K | K)

]
∼= Aut (E1·K | K) .

(Item 1): Seja N o corpo de constantes de E1·K. A extensão (E1·K) | K é separável,

pois é extensão intermediária de F·K | K, que é Galois pelo item 2. Pela Proposição 3.88,

temos também que N | k é separável.

Figura 60. Subcorpos de F·K e K·N.

k(y)

F·K

F

F ∩ K

K

K0

K0·N

K·N

N(y)

E1·K

E1

Afirmação 5.50. O corpo de constantes de (F·N) ∩ (K·N) é N.

Dem.: Veja Lemma 3.1.2 no livro de Stichtenoth (2009, p. 69). �

O fecho separável de N(y) em K·N é

scK·N
(

N(y)
)

= K0·N , (117)
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pois N | k é uma extensão separável, y é um elemento separável sobre k(x) e o fecho

separável de k(y) em K é K0. Portanto,

(F·N) ∩ (K·N) = N(y) (pela Afirmação 5.49)

⊆ scK·N
(

N(y)
)

= K0·N (pela Equação 117) ;

Assim,

g(F·N)∩(K·N) ≤ gK0·N (pela Observação 3.25)

= gK0 (pelo Teorema 3.78)

< C (por hipótese) .

(118)

Pelo item 4 da Proposição 5.35, temos que para todo corpo intermédio M,

N(y) ( M ⊆ F·N ,

o gênero de M é tal que

gM > C .

Afirmação 5.51. (F·N) ∩ (K·N) = N(y).

Dem.: Se fosse (F·N) ∩ (K·N) ) N(y), teríamos que

g(F·N)∩(K·N) > C ,

pelo item 4 da Proposição 5.35: contradição com (118). �
Segue que[

E1·K : K·N
]

=
[

E1·N·K·N : K·N
]

(pela Observação 4.8)

=
[

E1·N : N(y)
]

,
(119)

pois as extensões E1·N e K·N são disjuntas pela Afirmação 5.51 (veja a Figura 61).

Figura 61. As extensões E1·N e K·N são disjuntas.

N(y)

E1·N K·N

(E1·N)·(K·N)F·N



120 o teorema principal

Afirmação 5.52.

K·N = K .

Dem.: Temos que[
E1·N : N(y)

]
·
[

K·N : K
]

=
[

E1·K : K·N
]
·
[

K·N : K
]

(por (119))

=
[

E1·K : K
]

(transitividade do grau)

=
[

E1 : k(y)
]

(pelo item 2)

=
[

E1·N :
(

k(y)
)
·N
]

(podemos usar a Observação 4.8,

pois N | k é separável)

=
[

E1·N : N(y)
]

(pois k ⊆ N) .

Por cancelamento, [
K·N : K

]
= 1 .

A tese segue. �

Pela Afirmação 5.52, N ⊆ K. Ou seja, o corpo K contém todas as constantes de E1·K.

Segue que N = k.

Figura 62. Ilustração para a demonstração do item 1.

k(y) F ∩ K

N(y) K0

K0·N

F·N ∩ K·N K

E1 K·N

E1·N

F E1·K

F·N

F·K
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(Item 3): Seja E2 um corpo tal que

k(y) ( E2 ⊆ E1 e H = E2·K .

Pelo item 2 da Proposição 5.35, teremos que:

• ou existe um place U ∈ P
(

k(y)
)

ramificado ou inseparável em E2 | k(y) de grau

degk(U) > C2 ; (120)

• ou existe um conjunto SE2| k(y) ⊆ P
(

k(y)
)

contendo r places ramificados ou insepa-

ráveis em E2 | k(y), com r > C1.

Vamos analisar cada um dos casos.

• No primeiro caso, como U é ramificado ou inseparável em E2·K0 ⊇ E2 ⊇ k(y) e

degk(U) > C2 > ds , (121)

temos a existência de um place de K0 de grau maior que C2 ramificado ou insepa-

rável em (E2·K0) | K0, pois neste caso U /∈ SK0| k(y) (compare (114) com (121)).

• No segundo caso,

r > C1 > ns . (122)

Então existem no mínimo r− ns places

P̃ ∈ P
(

k(y)
)
\ SK0| k(y) (123)

que são ramificados ou inseparáveis em E2 | k(y) (fora de SK0| k(y)). Tais places são

ramificados ou inseparáveis em E2·K0 | k(y); mas como P̃ /∈ SK0| k(y), segue que a

ramificação ou a inseparabilidade de P̃ ocorre entre E2·K0 e K0. Assim, neste caso,

P(K0) contém mais de C1 − ns places ramificados ou inseparáveis em (E2·K0) | K0.

Figura 63. Subcorpos de F·K e E2·K.

k(y)

F

E2

K0

K

E2·K0

F·K0

E2·K

F·K
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Afirmação 5.53. A extensão (E2·K0) | K0 é finita e separável.

Dem.: A extensão E | k(x) é finita e separável, por hipótese; então E(y) | k(y)

e a extensão intermediária E2 | k(y) têm as mesmas propriedades.

Evidentemente, o fecho separável K0 de K em k(y) é uma extensão separável

de k(y). E o corpo K0 é extensão finita de k(y), pelo fato de ser extensão

intermediária de K | k(y). �

A validez da Afirmação 5.53 permitirá o uso do Lema 5.6 (veja a Figura 64).

Figura 64. Caso de uso do Lema 5.6 (compare com a Figura 33).

puramente inseparável
separável

K0

K

E2·K0

E2·K

Uma vez que K | K0 é puramente inseparável, temos pelo Lema 5.6 duas possibilida-

des.

• Ou existe um place Ũ ∈ P(K) ramificado ou inseparável em (E2·K) | K de grau

degk

(
Ũ
)
> C2.

• Ou existem mais de C1 − ns places ramificados ou inseparáveis em (E2·K) | K.

Seja

D := Diff (E2·K | K) .

Afirmação 5.54. degk(D) > 2 ·
(

m′ + C0
)
.

Dem.: Sejam R1, . . ., Rw ∈ P(E2·K) e a1, . . ., aw ∈N tais que

D = a1R1 + . . . + awRw .
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Então

degk(D) = degk

(
w

∑
i=1

aiRi

)
=

w

∑
i=1

aidegk(Ri)

≥


degk

(
Ũ
)

> C2 , no primeiro caso; ou
C1−ns

∑
i=1

1 = C1 − ns , no segundo caso .

Em qualquer caso, a tese segue da hipótese acerca das constantes C1 e C2. �

Afirmação 5.55.
[

E2·K : K
]
≤ m′.

Dem.: [
E2·K : K

]
≤
[

E1·K : K
]

(pois E2 ⊆ E1)

=
[

E1 : k(y)
]

(item 2a)

=
[

E : k(x)
]

(item 1(a)i da Proposição 5.35)

= m′ .

�

Afirmação 5.56. O corpo de constantes de E2·K
/

k é k.

Dem.: Pelo item 1, o corpo de constantes de E1·K é k. O corpo k(y), por sua

vez, tem k como corpo de constantes (Exemplo 3.13). Então E1·K
/

k é uma

extensão geométrica de k(y)
/

k. A tese segue do fato de E2·K ser corpo

intermediário da extensão E1·K | k(y). �

Portanto, das afirmações 5.54, 5.55 e 5.56,

gH = gE2·K = 1 +

[
E2·K : K

]
[

k : k
] · (gK − 1) +

1
2
· degk

(
Diff (E2·K | K)

)
> −m′ +

1
2
· 2 ·

(
m′ + C0

)
= C0 .
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Finalmente, estamos em condições de provar o Teorema Principal.

Teorema 5.57 (Álvarez-García e Villa-Salvador (2010)). Sejam: E
/

k um corpo de funções

com corpo de constantes infinito; E | k(x) uma extensão separável de grau
[

E : k(x)
]
> 1 que

admite um place p ∈ P
(

k(x)
)

de grau degk(p) = 1 ramificado em E | k(x); e K
/

k um corpo

de funções de gênero gK > 1.

Então existem infinitos corpos de funções L ⊇ K dois a dois não isomorfos tais que L | K é

uma extensão separável com [
L : K

]
=
[

E : k(x)
]

e

Aut (L | k) = Aut (L | K) ∼= Aut
(

E
∣∣ k(x)

)
. (124)

Demonstração. Seja n =
∣∣Aut (K | k)

∣∣. Pela Observação 3.80, n é finito.

Vamos supor primeiro que n > 1. Sejam

σ1 , . . . , σn−1 ∈ Aut (K | k) \ {idK} . (125)

Afirmação 5.58. Existem B1, . . ., Bn−1 ∈ P(K) distintos tais que os places

σ1(B1), . . ., σn−1(Bn−1) satisfazem

Bi 6= σj
(
Bj
)

se i , j ∈ {1, 2, . . . , n− 1} . (126)

Dem.: Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, existe uma coleção infinita de places

Aσi ⊆ P(K) que não são fixados por σi — cf. Lema 5.11, para a extensão

K
∣∣∣ KH. Sejam Eσi ⊆ Aσi um subconjunto infinito enumerável e

C :=
n−1⋃
j=1

Eσj . (127)

Fixe uma enumeração para C :

(Qα)α∈N
. (128)

Suponha que a sequência em (128) não tenha termos repetidos.

Vamos escolher candidatos a places que satisfaçam a tese, em etapas.
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1o) Seja a ∈N tal que

B1 := Qa ∈ Eσ1 .

2o) Seja b ∈N tal que b > a e

B2 := Qb ∈ Eσ2 , B2 6= σk(B1) e

B2 6= σk(B2) (∀ k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}) .

Note que tal inteiro b existe, pois Eσ2 é um conjunto infinito.

3o) Seja c ∈N tal que c > b e

B3 := Qc ∈ Eσ3 , B3 6= σk(B1) ,

B3 6= σk(B2) e

B3 6= σk(B3) (∀ k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}) .

Note que procuramos escolher c maior que b justamente para que sejam

válidas as inequações B1 6= B3 6= B2.

Prosseguindo desta forma — até o (n− 1)-ésimo passo —, a tese segue. �
Pelo teorema de aproximação (Corolário 3.16), existe w ∈ K tal que

vσi(Bi) (w) > 0 e vBi (w) = −1 .

Sejam K0 o fecho separável de k(w) em K e ns o número de places no conjunto

SK0| k(w) :=
{
R ∈ P

(
k(w)

) ∣∣∣ R é ramificado ou inseparável em K0 | k(w)
}

. (129)

Escolha ds ∈ Z+ tal que

max
{

degk(R)
∣∣∣ R ∈ SK0| k(w)

}
≤ ds . (130)

Pela explicação dada na Seção 4.6, podemos assumir que o place Qx−1 de k(x) é

ramificado em E | k(x) e que o zero e o polo de x em k(x) são não ramificados e

separáveis em E | k(x).

Considere o corpo de funções F
/

l construído na Proposição 5.35 com

C0 := 1 +
[

E : k(x)
]
· (gK − 1) + 4 ·

[
E : k(x)

]2
· g2

K · d (131)

— em que d := min
{

degk(B)
∣∣∣ B ∈ P(K)

}
— e as desigualdades em (115) na Proposição

5.48.

Seja z := 1
y−1 . Sejam R∞ o polo de z em k(z) e R0 o zero de z em k(z).
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Afirmação 5.59. Q(∞,y) = R0.

Dem.: Vamos verificar que as valorações associadas a Q(∞,y) e a R0 assumem

o mesmo valor quando calculados em z. Temos que

vQ(∞,y) (z) = vQ(∞,y)

(
1

y− 1

)
= −vQ(∞,y) (y− 1)

= −min
{

vQ(∞,y) (y), vQ(∞,y) (−1)
}

= −min {−1, 0}

= 1 .

Além disso, a valoração associada a R0 também assume valor igual a 1

quando avaliada em z:

vR0 (z) = 1 .

Pela unicidade do zero de z em k(z) (Exemplo 3.15), a tese segue. �

Afirmação 5.60. Qy−1 = R∞.

Dem.: A demonstração é totalmente análoga à prova da Afirmação 5.59.

Verificamos primeiro que

vQy−1 (z) = vQy−1

(
1

y− 1

)
= −vQy−1 (y− 1) = −1 .

Avaliada em z, a valoração associada a R∞ também assume valor igual a −1:

vR∞ (z) = −1 .

A tese segue também do Exemplo 3.15. �

Temos que

• o polo R∞ de z em k(z) é ramificado em F | k(z) (pela Afirmação 5.60 e pelo item

1(b)i da Proposição 5.35); e

• o zero R0 de z em k(z) é não ramificado e separável em F | k(z) (pela Afirmação

5.59 e pelo item 1(b)ii da Proposição 5.35).
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O isomorfismo

ϕ : k(w) → k(z)

f (w) 7→ f (z)

é extensível a um homomorfismo ϕ de K em um fecho algébrico
ac

k(z) de k(z) e,

claramente, o homomorfismo

K → ϕ [K] ⊆ ac
k(z)

f 7→ ϕ( f )

(que denotaremos também por ϕ, por abuso) é um isomorfismo de corpos — cf. Seção

4.6. Portanto, podemos assumir que K é uma extensão de k(z), que K0 é o fecho

separável de k(z) em K e que ns é o número de places R ∈ P
(

k(z)
)

ramificados ou

inseparáveis em K0 | k(z) (com degk(R) ≤ ds). Também podemos substituir ϕ(Bi) por

Bi e ϕ ◦ σi ◦ ϕ−1 por σi de modo que

vσi(Bi) (z) > 0 e vBi (z) = −1 .

Afirmação 5.61. Para todo i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, o place Bi é não ramificado em

K | k(z).

Dem.: Por absurdo, suponha que s := e
(
Bj

∣∣∣ Bj ∩ k(z)
)
> 1, para algum

j ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Então

−1 = vBj (z) = s · vBj∩k(z) (z) .

Assim, vBj∩k(z) (z) ∈ Q \Z. Pelo Teorema 3.8, isso é um absurdo. �
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Figura 65. Não há perda de generalidade em supor que estamos trabalhando na variável

z. A ilustração mostra a mudança de variáveis de w para z. A figura indica

ainda onde estará situado o corpo L, a ser determinado.

k

k(x)

E

k(w)

K0 = scK
(

k(w)
)

K

L

k(z)

ϕ [K]

ac
k(z)

ϕ

ϕ

Seja

L := E1·K , (132)

em que E1 = E(y) é o corpo de funções construído na Proposição 5.35.

Afirmação 5.62. O corpo de constantes de L é k.

Dem.: Item 1 da Proposição 5.48. �

Afirmação 5.63. Aut
(

E
∣∣ k(x)

) ∼= Aut (L | K).

Dem.:

Aut
(

E
∣∣ k(x)

) ∼= Aut
(

E1
∣∣ k(y)

)
(item 1 da Proposição 5.35)

∼= Aut (L | K) (item 2 da Proposição 5.48) .

�

Ainda pelo item 2 da Proposição anterior, temos também o seguinte.
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Afirmação 5.64. O grau de L | K é
[

L : K
]

=
[

E : k(x)
]
.

Dem.: [
L : K

]
=
[

E1·K : K
]

=
[

E1 : k(y)
]

(item 2 da Proposição 5.48)

=
[

E : k(x)
]

(item 1 da Proposição 5.35) .

�
Seja Hi ∈ P(F·K) uma extensão de σi(Bi) e Ji := Hi ∩ F.

Figura 66. Extensões de R0 e de R∞ nos subcorpos de F·K.

K

E1·K

F·K

k(z)

E1

F

L

R0

σi(Bi)

Ji

Hi

R∞

Bi

Afirmação 5.65. Aut (L | k) = Aut (L | K).

Dem.: (⊇): Seja σ ∈ Aut (L | K). Como σ é um automorfismo em L que fixa

K, então σ também fixará o subcorpo k ⊆ K. (⊆): Seja σ ∈ Aut (L | k). Pelo

item 3 da Proposição 5.48 e pela Afirmação 5.64, temos para todo corpo H

com K ( H ⊆ L que

gH > 1 +
[

H : K
]
· (gK − 1) + 4 ·

[
H : K

]2
·
(

g′K
)2 · d .

Pela Proposição 5.33, temos que σ [K] = K. Então σ0 := σ �K ∈ Aut (K).

Como σ fixa k (por escolha), então a restrição de σ a K também fixa k:

σ0 ∈ Aut (K | k) .
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Basta provar que σ0 = idK.

Como o place R∞ é ramificado em F | k(z), então ele também ramifica-se

em F·K | k(z). Pela Afirmação 5.61, a ramificação de R∞ não ocorre em

K | k(z). Portanto, a ramificação de R∞ ocorre na extensão F·K | K. Segue

que cada Bi é ramificado em (F·K) | K. Pelo Lema 5.5, cada Bi é ramificado

ou inseparável em L | K (note que F·K é o fecho normal de L | K, pelo item 2

da Proposição 5.48).

Uma vez que o grupo de inércia GT (Hi | σi(Bi)) é imersível no grupo de

inércia GT (Ji | R0) e R0 e é não ramificado e separável em F | k(z), os places

σ1(B1) , . . . , σn−1(Bn−1)

são não ramificados e separáveis em (F·K) | K. Portanto, cada place σi(Bi) é

não ramificado e separável na extensão intermediária L | K.

A conclusão é que σi age nos places de K transformando o place Bi (ramificado

ou inseparável em L | K) no place σi(Bi) (não ramificado e separável em L | K),

para todo i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Então σ0 6= σi.

Pela arbitrariedade de σ, segue por exclusão que idK = σ0. �

Afirmação 5.66. L | K é separável.

Dem.: A extensão F·K | K é Galois pela demonstração da Proposição 5.48.

Então a extensão intermediária L | K é separável. �

Afirmação 5.67. Existem infinitos corpos L que satisfazem o resultado.

Dem.: Construímos o corpo L de modo que o gênero gH de todo corpo

intermediário H 6= K de L | K tenha uma cota inferior prefixada (item 3 da

Proposição 5.48). Em particular, o gênero gL de L pode ser escolhido arbitra-

riamente grande. Se tivéssemos construído dois corpos L1 e L2 (digamos)

com o mesmo procedimento da construção de L mas com gêneros distintos,

teríamos necessariamente que L1 � L2 (Observação 3.28). �

Se n = 1, a extensão L é obtida como antes. Fazemos as seguintes observações para

justificar o porquê de podermos escolher L como na Equação 132 também neste caso.
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• As demonstrações das proposições 5.35 e 5.48 não mencionam em nenhum mo-

mento a cardinalidade do grupo Aut (K | k). Assim, as provas das afirmações 5.59,

5.60, 5.62, 5.63, 5.64, 5.66 e 5.67 podem ser replicadas ipsis litteris.

• No caso n = 1, a demonstração da Afirmação 5.65 é imediata (repare que o uso

das afirmações 5.58 e 5.61 é desnecessário neste caso).

5.4 considerações finais

Encerramos o trabalho com dois comentários, separados em duas subseções.

5.4.1 Relação do Teorema Principal com resultados históricos

Duas motivações importantes para esta dissertação que foram mencionadas na Introdu-

ção são os teoremas demonstrados nos artigos de Villa-Salvador e Rzedowski-Calderón

(1991) e de Stichtenoth (1984). Enunciamos, a seguir, tais resultados.

Teorema 5.68 (Stichtenoth (1984): análogo do Teorema Principal para corpos de funções

sobre corpos algebricamente fechados). Sejam: k um corpo algebricamente fechado; E | k(x)

uma extensão de corpos de funções com
[

E : k(x)
]
> 1; e K um corpo de funções sobre k.

Então existem infinitas extensões não isomorfas L | K tais que
[

L : K
]

=
[

E : k(x)
]

e

Aut (L | k) = Aut (L | K) ∼= Aut
(

E
∣∣ k(x)

)
.

Teorema 5.69 (Villa-Salvador e Rzedowski-Calderón (1991): análogo do Teorema Princi-

pal para corpos de funções sobre corpos finitos). Sejam: k um corpo finito; E | k(x) uma

extensão de corpos de funções com
[

E : k(x)
]
> 1; P0 o zero de x em k(x); P∞ o polo de x em

k(x); e K um corpo de funções sobre k.

Suponha que P0 seja ramificado em E | k(x), e que P∞ não se ramifica em E | k(x).

Então existem infinitas extensões não isomorfas L | K tais que
[

L : K
]

=
[

E : k(x)
]

e

Aut (L | k) = Aut (L | K) ∼= Aut
(

E
∣∣ k(x)

)
.
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O Teorema de Álvarez-García e Villa-Salvador (2010) permite a construção de uma

classe de corpos de funções sobre k distinta daquelas efetuadas por Stichtenoth (1984)

e por Villa-Salvador e Rzedowski-Calderón (1991). Por exemplo, o corpo k = R não é

nem algebricamente fechado nem finito.

5.4.2 Relação do Teorema Principal com o Problema Inverso da Teoria de Galois

Conforme explicado na Introdução, o Problema Inverso da Teoria de Galois (PITG)

pergunta quais grupos finitos ocorrem como grupo de Galois. Mais precisamente, o

Problema Inverso pode ser posto da seguinte forma: dados um grupo finito G e um

corpo K, existe uma extensão galoisiana L | K tal que

G ∼= Gal (L | K) ? (133)

Ou seja, uma solução para o PITG consiste em construir um corpo L de modo que seja

satisfeita uma condição prefixada — especificamente, dada em (133) — para o grupo de

automorfismos de L | K.

Por outro lado, o Teorema Principal (Teorema 5.57) envolve a construção de uma

extensão separável L | K conforme (124). Neste caso, a condição preestabelecida é que o

grupo Aut (L | K) seja isomorfo a G := Aut
(

E
∣∣ k(x)

)
, em que E | k(x) é uma extensão

separável de grau
[

E : k(x)
]
> 1 dada na hipótese. E, como vimos na Subseção 5.4.1, o

Teorema Principal admite resultados análogos nos casos em que K
/

k é um corpo de

funções sobre um corpo de constantes finito (Teorema 5.69) ou algebricamente fechado

(Teorema 5.68).

O artigo de Villa-Salvador e Rzedowski-Calderón (1991) mostra uma interessante

relação entre as duas classes de problemas acima descritas. O Teorema 5.69 — um

resultado contido nessa publicação — permite provar um caso específico do PITG:

Teorema 5.70. Sejam k um corpo finito com q elementos e G um grupo nilpotente finito de

ordem |G| > 1 tal que mdc
{
|G|, q− 1

}
= 1. Então, para todo corpo de funções K sobre k,

existem infinitas extensões galoisianas não isomorfas L | K tais que

Aut (L | k) = Gal (L | K) ∼= G .

Pela similaridade dos enunciados (e das demonstrações) do Teorema Principal e do

Teorema 5.69, é natural suspeitar que o primeiro implique na existência de um análogo

do Teorema 5.70 para corpos de funções sobre corpos infinitos. Não temos ciência de

uma publicação com esse resultado.
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6.1 relações entre valorações, funções places

e anéis de valoração

As noções de valorações, funções places e anéis de valoração são equivalentes.

A Tabela 1 ilustra o “dicionário” entre as teorias. Na coluna à esquerda, indicamos

a proposição que contém o enunciado preciso da passagem de uma linguagem para

outra.

Tabela 1. O “dicionário” entre as teorias de valorações, funções places e anéis de valora-

ção.
valores absolutos valorações com G ⊆ R valorações anéis de valoração funções places

Proposição 6.17,
p. 138

‖·‖ v‖·‖

Proposição 6.16,
p. 138

‖·‖v v

Proposição 6.6,
p. 135

vO O

Proposição 6.13,
p. 137

O ϕO

Proposição 6.5,
p. 135

v Ov

Proposição 6.12,
p. 137

Oϕ ϕ

Proposição 6.19,
p. 139

‖·‖v1
∼ ‖·‖v2

v1 ∼ v2

Proposição 6.8,
p. 136

v1 ∼ v2 Ov1 = Ov2

Proposição 6.15,
p. 138

Oϕ1 = Oϕ2
ϕ1 ∼ ϕ2

133
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A seguir, expomos trechos extraídos do livro de Villa-Salvador (2006). A generalidade

dos resultados e das definições nesta seção é maior do que a necessária para a dissertação.

A observação final (Observação 6.20) indica os casos particulares de maior interesse

para esta dissertação.

Definição 6.1 (grupo ordenado). Um grupo ordenado é um terno (G, +,<) em que (G, +) é

um grupo abeliano e “<” é uma relação que satisfaz, para quaisquer α, β, γ ∈ G:

1. (tricotomia) α < β ou β < α ou α = β;

2. (transitividade) se α < β e β < γ então α < γ; e

3. (preservação da operação do grupo) se α < β então α + γ < β + γ.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 16).

Denota-se α ≤ β quando α < β ou α = β.

Definição 6.2 (valoração). Sejam: K um corpo arbitrário; G um grupo ordenado; e v : K∗ → G

uma função.

Dizemos que v é uma valoração sobre K quando:

1. v(a · b) = v(a) + v(b), ∀ a, b ∈ K∗;

2. v(a + b) ≥ min
{

v(a), v(b)
}

, para a, b ∈ K∗ tais que a + b 6= 0; e

3. v é sobrejetora.

Dizemos também que G é grupo de valoração.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 17).

Observação 6.3 (definição estendida de valoração). Seja v : K∗ → G uma valoração.

Podemos definir v(0) := ∞, em que ∞ é um símbolo tal que: ∞ /∈ G;

α < ∞ , ∀ α ∈ G ;

e

∞ + ∞ := α + ∞ := ∞ + α := ∞ , ∀ α ∈ G .

O propósito de considerar o símbolo ∞ é simplesmente poder definir v(0) de modo que as

condições 1 e 2 da Definição 6.2 permaneçam válidas.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 17).
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Definição 6.4 (anel de valoração). Seja A um domínio de integridade. Dizemos que A é um

anel de valoração quando

1. A não é um corpo; e

2. x ∈ A ou x−1 ∈ A, ∀ x ∈ K(A).

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 19).

Proposição 6.5. Sejam K um corpo e v : K → R uma valoração sobre K. Então

1. Ov =
{

x ∈ K
∣∣∣ v(x) ≥ 0

}
é um anel de valoração.

2. Em particular, Ov é um anel local com ideal maximal

Pv =
{

x ∈ K
∣∣∣ v(x) > 0

}
= Ov \ U (Ov) , U (Ov) =

{
x ∈ K

∣∣∣ v(x) = 0
}

.

3. K(Ov) = K e

4. o grupo de valoração de v é isomorfo a K∗

U(Ov)

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 19).

Proposição 6.6. Sejam: O um anel de valoração; e K = K(O) o corpo de frações de O. Se x,

y ∈ K∗, defina

x mod U (O) ≤ y mod U (O) se y · x−1 ∈ O

( com x mod U (O) < y mod U (O) ⇔ y · x−1 ∈ O \ U (O) ) .

Então:

1.
(

K∗

U(O)
, ·,<

)
é um grupo ordenado; e

2. a projeção natural

π = vO : K = K(O) → K∗

U(O)

x 7→ π(x) = x·U (O)

é uma valoração;

3. O = Oπ; e
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4. K∗

U(O)
é um grupo de valoração.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 19).

Definição 6.7 (valorações equivalentes). Sejam v1 : K∗ → (G1, +) e v2 : K∗ → (G2, +)

duas valorações de um corpo K. Dizemos que v1 e v2 são equivalentes quando para todo α ∈ K∗:

v1(α) > 0 ⇔ v2(α) > 0 .

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 20).

Denotaremos v1 ∼ v2 quando v1 e v2 forem valorações equivalentes.

Proposição 6.8. Sejam: K um corpo; v1, v2 : K → R duas valorações sobre K. Então:

v1 ∼ v2 ⇔ Ov1 = Ov2 .

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 21).

Observação 6.9. Sejam: E um corpo arbitrário; e ∞ um símbolo tal que ∞ /∈ E. Podemos

estender (parcialmente) as operações de corpo de E para E ∪ {∞} da seguinte maneira:

x + ∞ := ∞ + x := ∞ , ∀ x ∈ E ;

x ·∞ := ∞ · x := ∞ , ∀ x ∈ E ;

e

∞ ·∞ := ∞

(note que

∞ + ∞ , 0 ·∞ e ∞ · 0 .

não estão definidos).

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 21).

Definição 6.10 (função place — cf. Villa-Salvador (2006)). Sejam: E e K dois corpos; e

ϕ : K → E ∪ {∞}

uma aplicação. Diremos que ϕ é uma função place em K quando:

1. ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b), ∀ a, b ∈ K;

2. ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b), ∀ a, b ∈ K;
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3. ∃ a ∈ K tal que ϕ(a) = ∞; e

4. ∃ b ∈ K tal que ϕ(b) 6= ∞ e ϕ(b) 6= 0.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 22).

A expressão no axioma 1 faz sentido quando o membro direito da igualdade estiver

definido — cf. Deuring (1973, p. 4). Asserção análoga vale para o axioma 2.

Observação 6.11. O uso do termo place não é consistente na literatura:

• Stichtenoth (2009, p. 2) denomina como place o ideal maximal de um anel de valoração; e

• Villa-Salvador (2006, p. 22) e Deuring (1973, p. 4) chamam de place a aplicação

considerada na Definição 6.10.

Para evitar colisão de nomenclaturas, preferimos (nesta dissertação) chamar de função place a

aplicação considerada na Definição 6.10, e usar o termo place no sentido de Stichtenoth (2009).

Dada uma função place ϕ : K → E ∪ {∞}, definimos

Oϕ :=
{

a ∈ K
∣∣∣ ϕ(a) 6= ∞

}
= ϕ−1 [E] .

Proposição 6.12. Seja ϕ : K → E ∪ {∞} uma função place. Então:

1. Oϕ é um domínio de integridade contido em K;

2. Oϕ 6= K; e

3. Oϕ 6= {0}.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 22).

Vimos na Proposição 6.12 como obter um anel de valoração a partir de uma função

place. O processo reverso também é possível:

Proposição 6.13. Sejam: O um anel de valoração; P o ideal maximal de O; e K = K(O).
Então

ϕO : K = K(O) → OP

P ∪ {∞}

x 7→ ϕO(x) :=

{
x + P se x ∈ O
∞ se x ∈ K \ O

é uma função place.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 23).
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Definição 6.14 (funções places equivalentes). Diremos que duas funções places ϕ1 : K →
E1 ∪ {∞} e ϕ2 : K → E2 ∪ {∞} são equivalentes se existir um isomorfismo de corpos λ : T1 →
T2, em que T1 = ϕ1

[
Oϕ1

]
, T2 = ϕ2

[
Oϕ2

]
e ϕ2 = λ ◦ ϕ1 — com a convenção λ(∞) = ∞.

Figura 67

K

T1 T2

ϕ1 ϕ2

λ

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 23).

Denotaremos ϕ1 ∼ ϕ2 quando ϕ1 e ϕ2 forem funções places equivalentes.

Proposição 6.15. Sejam ϕ1 : K → E1 e ϕ2 : K → E2 duas funções places. Então:

ϕ1 ∼ ϕ2 ⇔ Oϕ1 = Oϕ2 .

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 23).

Proposição 6.16. Seja v : K → R uma valoração. Então a função

‖·‖v : K → E ∪ {∞}

x 7→ ‖x‖v :=

{
e−v(x) se x 6= 0

∞ se x = 0

é um valor absoluto não arquimediano e não trivial sobre K.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 23).

Proposição 6.17. Seja ‖·‖ : K → R um valor absoluto não arquimediano sobre K. Então a

função

v‖·‖ : K → R∪ {∞}

x 7→ v‖·‖(x) :=

{
− ln|x| se x 6= 0

∞ se x = 0

é uma valoração com grupo de valoração contido em (R, +).

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 24).
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Definição 6.18 (valores absolutos equivalentes). Dois valores absolutos não triviais ‖·‖1 e

‖·‖2 sobre um corpo K são equivalentes quando para todo a ∈ K:

‖a‖1 < 1 ⇒ ‖a‖2 < 1 .

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 4).

Denotaremos ‖·‖1 ∼ ‖·‖2 quando ‖·‖1 e ‖·‖2 forem valores absolutos equivalentes.

Proposição 6.19. Sejam: ‖·‖1, ‖·‖2 : K → R dois valores absolutos em um corpo K; e ‖·‖v1
,

‖·‖v2
: K → R duas valorações associadas a ‖·‖1 e ‖·‖2, respectivamente. Então

‖·‖1 ∼ ‖·‖2 ⇔ v‖·‖1
∼ v‖·‖2

.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 24).

Observação 6.20. Nesta dissertação, estaremos particularmente interessados nos seguintes

casos.

1. O grupo ordenado é (Z, +,<).

2. A definição estendida de valoração é considerada no grupo ordenado (Z, +,<).

3. As valorações consideradas serão sobre corpos de funções.

6.2 alguns casos do problema inverso na te-

oria de corpos de funções

Mencionamos (sem demonstrações) alguns casos particulares do PITG na teoria de

corpos de funções.

6.2.1 O caso nilpotente do PITG para corpos de funções

No artigo de Villa-Salvador e Rzedowski-Calderón (1991), demonstra-se um resultado

análogo do Teorema Principal para corpos de funções sobre corpos finitos: o Teorema

5.70, mencionado na Seção 5.3 do Capítulo 5. E, nesse artigo, mostra-se como construir

infinitas extensões galoisianas cujo grupo de Galois é isomorfo a um grupo nilpotente

finito não trivial dado.

Por comodidade, reproduzimos novamente o Teorema 5.70, abaixo.
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Teorema 6.21. Sejam k um corpo finito com q elementos e G um grupo nilpotente finito de

ordem |G| > 1 tal que

mdc
{
|G|, q− 1

}
= 1 . (134)

Então, para todo corpo de funções K sobre k, existem infinitas extensões galoisianas não isomorfas

L | K tais que

Aut (L | k) = Gal (L | K) ∼= G .

A condição dada em (134) pode ser removida. Para maiores detalhes, recomendamos

as seguintes fontes:

• MADAN, Manohar; RZEDOWSKI-CALDERÓN, Martha; VILLA-SALVADOR, Ga-

briel Daniel. Galois Extensions with Bounded Ramification in Characteristic p:

On a Question of S. Abhyankar, Manuscripta Math. 90, 121–135 (1996). Disponível

em: <https://doi.org/10.1007/BF02568297>. Acesso em: 18 set. 2018.

• MALLE, Gunter; MATZAT, Bernd Heinrich. Inverse Galois Theory. Berlim:

Springer-Verlag, 2018, p. 382.

6.2.2 Caso solúvel

D’Mello e Madan provaram o caso do PITG em que G é um grupo finito solúvel e

K = k(x) é um corpo de funções racionais sobre um corpo algebricamente fechado k.

• D’MELLO, Joseph G.; MADAN, Manohar. Algebraic function fields with sol-

vable automorphism group in characteristic p, Communications in Algebra 11

(1983), 1187–1236. Disponível em: <https://doi.org/10.1080/00927878308822902>.

Acesso em: 03 set. 2018.

6.2.3 O caso do grupo de Mathieu M23 para corpos de funções

É conhecido que a classe dos grupos esporádicos são realizáveis como grupos de Galois

sobre Q, com a possível exceção do grupo de Mathieu M23 (VÖLKLEIN, 1996, p. 54;

JENSEN et al., 2002, p. 5).



6.2 alguns casos do problema inverso na teoria de corpos de funções 141

Na Teoria de Corpos de Funções, entretanto, é sabido que o PITG admite solução

positiva no caso de um corpo de funções de característica 2: o grupo de Galois do

polinômio

f (X) := X23 + tX3 + 1 ∈ F2(t) [X] (135)

sobre F2(t) é isomorfo a M23.

• ABHYANKAR, Shreeram S.; YIE, Ikkwon. Some more Mathieu group coverings

in characteristic two, Proceedings of the American Mathematical Society 122

(1994), 1007-1014. Disponível em: <https://doi.org/10.1090/S0002-9939-1994-

1239794-1>. Acesso em: 10 dez. 2018.
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