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RESUMO

Sejam E / k um corpo de fungdes com um corpo de constantes infinito e E | k(x) uma

extensao separavel de grau maior que 1. Suponha que existe um place de k(x) de grau

1 ramificado em E| k(x). Seja K / k um corpo de fungdes com género maior que 1.

Neste trabalho, apresentamos uma construgdo de uma infinidade de extensdes finitas e
separaveis de corpos de funcoes algébricas L | K com [E : k(x)} = [L : K} e Aut (L] k)

= Aut(L|K) ¥ Aut(E|k(x)). O resultado é devido a C. Alvarez-Garcia e G. D.

Villa-Salvador, e é andlogo a um teorema de H. Stichtenoth (1984).

Palavras-chave: corpo de fungdes algébricas, grupo de automorfismos

iX






ABSTRACT

Let E / k a function field over an infinite field of constants and E | k(x) a separable
extension of degree greater than 1. Suppose there is a place of k(x) of degree 1 ramified
in E | k(x). Let K / k a function field with genus greater than 1. In this work, we present

a construction of a infinitely many separable finite extensions of algebraic function

fields L | K with [E:k(x)} = [L:K} and Aut(L| k) = Aut(L| K) = Aut(E]|k(x)).

The result is due to C. Alvarez-Garcia and G. D. Villa-Salvador, and it is analogous to
an H. Stichtenoth’s theorem (1984).

Keywords: algebraic function field, group of automorphisms
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CONVENCOES

O simbolo N (resp., Z, Q, R e C) denota o conjunto dos ntmeros naturais (resp.,

inteiros, racionais, reais e complexos).

Convencionaremos que IN = Z7.

1.1 NOTACOES

O fim da prova de uma Afirmagdo serd indicada com o simbolo <, enquanto que o

término da demonstragdo de um teorema (ou proposicdo, lema, etc) serd denotada com

o signo L.
A notacdo L | K indica uma extensdo de corpo, e F / k denota um corpo de fungdes F

sobre k.
O polindmio minimal (na varidvel T) de um elemento « € K sobre o corpo K serd

denotado como m, g (T).
Ideais serdo denotados com letras géticas (tipo Fraktur): p, 3, q, Q, etc.






INTRODUCAO

Sejam L | F uma extensdo de corpo e a € L. Pela teoria de corpos, temos um critério

para descrever a adjungdo de a com o corpo base F.

e Se a é algébrico sobre F, entdo F(a) | F é finitamente gerada e algébrica — e,

portanto, finita (cf. Endler (2012, p. 35)).

e Se a é transcendente sobre F, entdo F(«) é de dimensdo infinita sobre F, por ser

isomorfo ao corpo de fungdes racionais em uma varidvel sobre F:
Fla) = F(X) (1)
— cf. Martin (2010, p. 225).

Se K| k é uma extensdo de corpo, dizemos que K / k é um corpo de funcdes algébricas
em uma varidvel sobre k quando existe x € K transcendente sobre k tal que K | k(x) é

finita.

Figura 1. Ilustracdo para a definicdo de um corpo de fungdes algébricas.

Por comodidade, diremos que K / k é um corpo de fungdes (sobre k), simplesmente.

Pelo isomorfismo em (1), o simbolo x pode ser visto ora como um elemento que ndo
é raiz de nenhum polindmio em k [X], ora como o polindmio p(X) = X (isto é, uma
variavel) no corpo de fracdes k(X) de k[X].

Um elemento de K serd chamado de fungdo, e os elementos de K que sdo algébricos

sobre k serdo chamados de constantes.
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Na Teoria de Corpos de Numeros, estudam-se extensdes finitas de Q, o corpo de
numeros mais ‘elementar’. Como todo corpo de fung¢des K sobre k pode ser visto como
uma extensdo finita de um corpo de fungdes k(x) na varidvel x, entdo podemos ver um
corpo de fungdes racionais na Teoria de Corpos de Fungdes como o andlogo de Q na
Teoria de Corpos de Numeros, no sentido de serem os objetos mais ‘simples” da teoria.

Para compreender um corpo de fungdes K, é interessante estudar os subanéis de K
que se caracterizam por admitirem um tnico ideal maximal.

Um anel de valoragdo de um corpo de fungdes K / k € um anel O C K tal que: (1)
kCOCKe(ouzeOouz leO VzeKk

Anéis de valoracdo sdo anéis locais: se O é um anel de valoracédo, entdo a cole¢do dos

elementos ndo invertiveis em O,

L= 0\U(O),

€ o unico ideal maximal de O (STICHTENOTH, 2009, p. 2).

Um place’ em K é o ideal maximal de algum anel de valoragdo de K / k.

Considere um corpo de fungdes L / I tal que L é uma extensdo algébrica de K e [ é
uma extensdo de k. O corpo de fung¢des L / | também tem um anel de valoragdo — O,
digamos —; bem como um place B’. Um objeto de estudo de interesse na Teoria de
Corpos de Fungoes é investigar como se relacionam os places ( e '), as constantes

(em k e ]) e os anéis de valoragdo (O e O') de K e de L (veja a Figura 2).

Figura 2. Como se relacionam as constantes e os places numa extensdo de corpos de

funcdes?

/ a
L 2 o 2 %P ot
: | '

|

I
I ? 1? ?

I

!
? K 2 0 2 % $

k

1 Esse termo ndo é usado, por exemplo, por Villa-Salvador (2006) e por Deuring (1973). Adotamos a

nomenclatura de Stichtenoth (2009).



2.1 MOTIVAQAOZ O PROBLEMA INVERSO DA TEORIA DE GALOIS

2.1 MOTIVAQAO: O PROBLEMA INVERSO DA TEORTA

DE GALOIS

O Teorema Fundamental da Teoria de Galois (TFTG) nos fornece uma extraordindria
conexdo entre as teorias de corpos e de grupos. Dada uma extensdo (galoisiana), o
Teorema Fundamental fornece a construgdo de um grupo (de Galois), e estabelece uma
correspondéncia entre subgrupos e subcorpos dos entes envolvidos.

Um problema no “sentido contrdrio” seria partir de um grupo G (finito) e construir

uma extensdo (galoisiana) de um corpo K com grupo de Galois isomorfo a G:

Questdo 2.1 (PITG: Problema Inverso da Teoria de Galois). Dados um grupo finito G e um
corpo K, existe uma extensdo galoisiana M de K tal que G = Gal (M | K)?
(JENSEN et al., 2002, p. 1).

A formulagéo cldssica do PITG refere-se ao caso em que K = Q.

Um dos progressos parciais mais relevantes na busca da resposta ao PITG é quando
G é um grupo soltavel e K é um corpo global (por defini¢do, um corpo global é uma
extensao finita de Q ou de IF,(t) (NEUKIRCH, 1999, p. 134)):

Teorema 2.2 (Safarevi¢). Sejam K um corpo global e G um grupo soliivel finito.

Entio existe uma extensio galoisiana M | K tal que Gal (M | K) = G.
(NEUKIRCH et al., 2015, p. 574).

Existem outros importantes exemplos de pares (G, K) em que se verifica a validez do
Problema Inverso, ja incorporados a literatura. A titulo de ilustra¢do, fazemos mencédo a

alguns casos:

e (Hilbert) Se K =Q e G = S, é o grupo simétrico de ordem n ou G = A, é o
grupo alternado de ordem n (para qualquer n € IN), entdo G ocorre como grupo
de Galois sobre Q (VOLKLEIN, 1996, p. 53). Estes dois resultados decorrem do
Teorema de Irredutibilidade de Hilbert (Theorem 1.23 no livro de Volklein (1996, p.
18)).

o (Scholz-Reichardt) Se K = Q e G é um p-grupo finito (para p € Z primo impar), o
PITG tem solugdo positiva. Para uma prova, recomendamos o Capitulo 2 do livro

de Serre (2007).
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o (Kronecker-Weber) Se G é um grupo abeliano finito, sabe-se que existe uma
extensdo finita e galoisiana L | Q cujo grupo de Galois é isomorfo a G (MARTIN,
2010, p. 418). Nessa construcio, o corpo L é um subcorpo de um corpo ciclotdmico.
O Teorema de Kronecker-Weber (TKW), um celebrado resultado da Teoria dos
Nameros Algébricos, nos diz que o caso abeliano do PITG ndo admite outra classe

de solucoes:
[ L| Q é extensdo abeliana } & [ 3 ¢ € C raiz m-ésima da unidade: L C Q(&m) ]

Para uma demonstracdo do TKW, recomendamos o livro de Janusz (1996, p. 198).

Na Teoria de Galois Finita, é de amplo conhecimento uma das caracteriza¢des de
extensdes galoisianas: uma extensao finita L | K é galoisiana se, e somente se, L | K é
normal e separavel (DUMMIT e FOOTE, 2004, p. 574).

Alguns caminhos possiveis para a tentativa de uma constru¢do de uma extensao

galoisiana M | K com grau preestabelecido s&o:

1. Se L | K é uma extenséo finita e separavel, entdo se M é o fecho normal de L | K,
temos que M | K é uma extensdo separavel — cf. Proposition 3.3.7 no livro de
Bastida (1984, p. 118) —, normal (por defini¢do) e finita (por simples verificagao).

Portanto, M | K seria finita e Galois.

2. Se L | K é uma extensao finita e normal, entdo se M é o fecho separavel de K em L,
teriamos que M | K seria uma extensdo finita (pois M seria corpo intermedidrio
da extensdo finita L de K), normal — cf. Proposition 3.3.6 no livro de Bastida (1984,

p. 117) — e separdvel (por defini¢do de fecho separével).

3. Se G é um grupo finito arbitrério, Fried e Kolldr (1978) provaram que existe uma
extensdo finita M de Q tal que o grupo dos automorfismos em M que fixa Q é
isomorfo a G:

Aut(M| Q) =Aut(M) = G.

Nesta construgdo, a extensdo M | Q é separavel, mas pode ndo ser normal.

As construgdes acima mencionadas sdo, isoladamente, simples (excetuando-se, possi-

velmente, a construcdo do item 3). A dificuldade da solu¢do do PITG é compatibilizar



2.2 TEORIA DE GALOIS EM CORPOS DE FUNQGES

uma constru¢do de uma extensdo de corpo que seja simultaneamente finita, normal,

separdvel e com grupo de automorfismos isomorfo ao grupo (arbitrdrio) prescrito.
Pretendemos estudar um progresso parcial do entendimento da construgdo de exten-

sOes separdveis com propriedades prescritas para o grupo de automorfismos, especifica-

mente no contexto da Teoria de Corpos de Fungdes.

2.2 TEORIA DE GALOIS EM CORPOS DE FUNQ@ES

Alguns problemas relacionados a isomorfismos de grupos de automorfismos de exten-
sOes de corpos de fungdes foram solucionados com diferentes técnicas.

Em um artigo de 1984, Stichtenoth (1984) provou que: se k é algebricamente fechado
e E | k(x) é uma extensdo finita separavel de grau n = [E : k(x)} > 1, entdo para cada
corpo de fungdes K / k, existem infinitas extensdes L | K, separaveis e ndo isomorfas,

tais que

{E:k(x)}:[L:K} e Aut(E|k(x)) ¥ Aut(L|K)=Aut(L|k). (2)

Figura 3. Ilustragdo da infinidade de extensdes de K dada pela construgdo de Stichtenoth
(1984).
E L L, Ly Ly Ls

n>1 n

A construgdo de Stichtenoth (1984) requer que o género de K / k seja maior que um (o
género é um conceito relacionado a um corpo de fungdes que serd definido no capitulo
seguinte).

Em 1991, Villa-Salvador e Rzedowski-Calderén (1991) provaram que a construgdo

de infinitas extensdes separdveis de corpos de fung¢des L| K com as propriedades
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mencionadas em (2) também pode ser feita no caso em que o corpo k é finito, se o zero
de x ramifica-se em E | k(x) e o polo de x ndo se ramifica em E | k(x).

Em 1992, Madan e Rosen (1992) provaram que se K é um corpo de fungdes sobre
um corpo algebricamente fechado k e G é um grupo finito ndo trivial, entdo existem
infinitas extensdes galoisianas L | K tais que Gal (L | K) = G.

Alguns interessantes casos resolvidos do PITG na Teoria de Corpos de Fungdes (com

condigdes diferentes para as constantes) sio mencionados na Segdo 6.2 do Apéndice.

Neste trabalho, apresentamos o resultado andlogo do histérico artigo de Stichtenoth
(1984) para o caso em que o corpo de constantes k € um corpo infinito, com a hip6tese
adicional da existéncia de um place em k(x) de grau 1 ramificado em E | k(x). A demons-
tracdo, devida a Alvarez-Garcia e Villa-Salvador (2010), tem técnicas essencialmente

circunscritas na teoria cldssica de corpos de fungdes.

No préximo capitulo, reproduzimos (sem demonstrag¢des) resultados da Teoria de
Corpos de Fungoes extraidos (em sua maioria) de duas obras que sdo referéncias-padrao
na area: os livros de Stichtenoth (2009) e de Villa-Salvador (2006).

No Capitulo 4, apresentamos as ideias principais da demonstragdo do Teorema de
Alvarez-Garcia e Villa-Salvador (2010) — doravante, chamado de “Teorema Principal”.

Finalmente, no Capitulo 5, demonstramos em detalhes o Teorema Principal.
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3.1 BASES DE TRANSCENDENCIA
Para esta se¢do, L | K denotard uma extensdo de corpo.
Definicao 3.1.

o Um subconjunto S C L é dito algebricamente dependente sobre K se existirem n € IN,

f(x1,x2,...,%xn) € k[x1,x2,...,x4] \ {0} e n elementos distintos sy, s, ..., Sy € S

tais que f(s1,52,...,54) = 0.

o Um subconjunto de L que ndo é algebricamente dependente sobre K é chamado de algebri-

camente independente sobre K.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 1).

Definic¢do 3.2 (base de transcendéncia). Uma base de transcendéncia de L sobre K é um

subconjunto de L algebricamente independente sobre K e maximal em L.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 2).

Para uma extensdo de corpo fixada, todas as suas bases de transcendéncia tém a

mesma cardinalidade (ROMAN, 2006, p. 100). Assim, a seguinte defini¢do faz sentido:

Definicao 3.3 (grau de transcendéncia). O grau de transcendéncia de L sobre K é a cardinali-

dade de uma base de transcendéncia de L sobre K.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 3, ROMAN, 2006, p. 100).

Com a terminologia desta secdo, podemos dizer que um corpo de fun¢des algébricas
(em uma varidvel) sobre k é uma extensao de corpo finitamente gerada sobre k com

grau de transcendéncia 1.
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3.2 VALORACOES EM CORPOS DE FUNCOES

Defini¢ao 3.4 (valoragdo). Seja K um corpo. Dizemos que uma fungio v : K — Z U {oo} é

uma valoragio sobre K quando:
1. v(x) =00 & x=0;

2. arestrigio v g« for um homomorfismo sobrejetor (com relagio aos grupos (K*,-) e (Z,+));

e
3. para quaisquer a, b € K*, valer a desigualdade

v(a+b) > min {v(a),v(b)} .

A defini¢do mais geral de valoragdo é dada no Apéndice.

3.2.1 Parametros locais

Sejam F / k um corpo de fungdes, O C F um anel de valoragdo e 8 C O um place. Um

parametro local (ou varidvel uniformizadora) é uma funcao t € B tal que t- O =B

(STICHTENOTH, 2009, p. 4).

Seja v: F — Z U {o0} uma valora¢do. Uma fungdo ¢ € F é um parametro local se, e
somente se, v(t) = 1 (STICHTENOTH, 2009, p. 5).

Todo anel de valoragdo é um dominio de ideais principais (DIP) — cf. Theorem 1.1.6

no livro de Stichtenoth (2009, p. 3). Esse fato permite a seguinte construgao:

Proposicdo 3.5 (descricdo da totalidade do corpo de fun¢es com parametros locais).
Sejam: K / k um corpo de fungoes; O C K um anel de valoragdo; °B o ideal maximal de O; e
t € O um elemento gerador de *B.

Entio para todo z € K\ {0} existe um tinico par (n,u) € Z x U(O) tal que z = t" - u.

Recomendamos o livro de Villa-Salvador (2006, p. 26) para uma demonstragéo.

3.2.2 Valoracdes discretas

Definigdo 3.6 (valoragdo discreta). Seja K / k um corpo de fungdes. Uma valoragio discreta

de K / k é uma valoragio v : K — Z U {co} que satisfaz as seguintes condigoes:
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1. 3t e Ktal quev(t) =1;e
2. 0 [k* =0.
A existéncia de uma valoracdo discreta é dada pela seguinte construcao:

Definigdo 3.7 (valoracéo discreta associada a um place). Sejam: F / k um corpo de fungdes;
O C F um anel de valoragdo; e *B o place associado a O. Fixando-se um elemento gerador
t € O de B, sabe-se que, para todo z € F \ {0} existe um tinico par (n,u) € Z x U(O) tal que
z = t" - u — cf. Proposicio 3.5. Com isso, podemos definir uma aplicacio v : F — Z U {0}
tal que vy (z) = n e vy (0) = co.

A valoragdo vy da definigdo acima é discreta, e o subconjunto
Om:{zeP‘vm(z)zO} (3)
de F é um anel de valoracdo com ideal maximal
‘B:{ZEF‘vm(z)>O} (4)

e com
U(Op) = {z € F|og(z) =0} 5)
como o conjunto dos invertiveis em Ogy.

O parametro local ¢t na Defini¢do 3.7 também é chamado de elemento primo (ou

elemento uniformizador) da valoragdo vs.

Nosso maior interesse sdo as valoragdes discretas, por conta do seguinte resultado:

Teorema 3.8. Toda valoragdo sobre um corpo de funcoes é discreta.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 42).

3.2.3 Anéis de valoracdo em corpos de funcdes racionais

Quando [K : k(x)} =1 —isto é, quando K = k(x) é um corpo de fun¢des racionais —,

dispomos de uma descrig¢do concreta dos anéis de valoracdo de K. Temos:

e para cada p € k[X] monico e irredutivel sobre k, o anel de valoragdo

Op(x):{g‘fEk[X]zgEk[X]\{O}fPTgemk[X]}, (6)

11
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cujo ideal maximal é o place

Fp(x) = {g‘fek[x], g €k[X]\ {0}, ptgemk(X], P|femk[X]};
(7)

e

e 0 anel de valoracao

Oco 1= {g‘fek[X], g € k[X]\ {0}, deg(f) < deg(g)}, (8)

cujo ideal maximal é o place
Peo 1= {é ' feklX], g ek[X]\{0}, deg(f) < deg(g)} : ©)

Dizemos que duas valoracdes v1, v3 : K — Z U {0} sdo equivalentes quando
VxeK: v1(x) >0 & vy(x)>0.

Valoragoes equivalentes estdo associadas a um anel de valoracdo comum (cf. Apén-
dice). Assim, é interessante conhecer um modo de discriminar classes de valoragoes

duas a duas ndo equivalentes.

Teorema 3.9 (valoragdes em corpos de fungdes racionais). Seja p € k [X] irredutivel.

Considere: a valoragio

7

{n, sea #0 (10)

oo, sea=0

em que, para cada « € k(x), os polindmios hy, gu € k[X] sdo tais que mdc{hy, gu} = 1e

p 1 (hy - ga); € a valoragio

deg(g) —deg(f), sea #0 (11)

o, sex =0

oc=§l—>voo(zx):={

Toda valoragio em k(x) é equivalente (10) ou (11).
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 36).
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3.2.4 Propriedades de valoracdes

Teorema 3.10 (Desigualdade Triangular Estrita). Sejam: F / k um corpo de fungdes; v :
F — Z U { oo} uma valoragio discreta de F; e x, y € F tais que v(x) # v(y). Entdo
v(x+y) =min{ov(x),v(y)} .
(STICHTENOTH, 2009, p. 5).

Proposicdo 3.11 (propriedades operacionais). Sejam: K um corpo qualquer; v uma valoragio

sobre K; a, b, a1, ap, ..., a, € K; e n > 2 inteiro. Entio

1. v(1) =0
2 v(a_1> = —v(a)
3. v(a) =v(—a).

4. a) v| X, ai> > min{v(ai) 1<i< n}.

b) 7)(2?:1 ai> = min {U(ai) 1<i< n} se v(a;) #v(a;) para todo i # j (desigual-

dade triangular estrita “generalizada”).
5. Se YLy a; =0, entdo existem j, k € {1,2,...,n} distintos tais que v(a;) = v(a).
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 17).

Teorema 3.12 (Teorema de Aproximacao). Sejam: F / k um corpo de fungoes; P, ...,
B € P(F) places dois a dois distintos; x1, ..., x, € F;erqy, ..., 1, € Z.

Entdo existe x € F tal que
vp, (x —x;)=r;, Vie{l,...,n}.
(STICHTENOTH, 2009, p. 12).

3.3 O CORPO DE CONSTANTES E O GRAU DE UM place

Por definigdo, o corpo de constantes de um corpo de fungdes K / k é o conjunto dos

elementos em K que sdo algébricos sobre k,

k= {x € K‘ x é algébrico sobre k} ,

13
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que é um subcorpo de K.

Dizemos que k é o corpo de constantes completo de K se k=k

Exemplo 3.13. O corpo de constantes completo do corpo de fungdes racionais k(x) / k na

varidvel x é k.
(STICHTENOTH, 2009, p. 10).

Sejam K / k um corpo de fungdes e ko corpo de constantes de K. Suponha que P
seja um place de K e que Oy, seja o anel de valoragdo associado a ‘B. O corpo residual
% pode ser visto como extensdo finita de k e de k (STICHTENOTH, 2009, p. 7). Assim,

podemos definir o grau de P (sobre k) como

(@)
deg, () = {% : k} . (12)

Figura 4. Num corpo de fungdes K / k, o corpo residual O% pode ser visto como uma

extensdo de k (para todo place ‘B em K).

k(x)

»4»248‘53

3.4 DIVISORES

Seja F / k um corpo de fungdes.
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Sejam IP(F) o conjunto dos places de F e Div(F) := §(IP(F)) o grupo dos divisores’
de F / k.

Dado um divisor D € Div(F), podemos escrevé-lo como uma soma formal

D= ) ngP comng€Z e ny = 0 para quase todo P € P(F) . (13)
PeP(F)

O suporte de D é definido como

Supp(D) := {% € P(F) | ny 70} , (14)
e o grau de D (sobre k) é
deg, (D) := Z ny - deg, (‘P) . (15)
PeSupp(D)

Para cada Q € IP(F), defina

vg :Div(F) - Z

D= )  npPr—0g(D):=ng
FeP(F)

(16)

(a fungdo vy definida em (16) ndo deve ser confundida com a valoragdo vy construida
na Definic¢éo 3.7).

Uma ordem parcial em Div(F) pode ser definida como
D1 <Dy & Uqg(Dl) qug (Dz) , V‘BE]P(F) .

Um divisor D € Div(F) serd chamado de efetivo quando 0 < D.

3.4.1 Zeros e polos

Definicao 3.14. Se z € F e € IP(F), dizemos que:
1. P é um zero de z se vy (z) > 0; e
2. B é um polo de z se vy (z) < 0.

(STICHTENOTH, 2009, p. 7).

1 Se S é um conjunto ndo vazio, denotamos por F(S) o grupo abeliano livre em S — cf. Dummit e Foote

(2004, p. 355). Adotaremos a notagdo aditiva.

15
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Exemplo 3.15 (0 zero e o polo da varidvel em um corpo de fung¢des racionais). Seja

k(x) / k o corpo de fungdes racionais na varidvel x.
1. O conjunto Py associado ao polindmio p(x) = x (definido em (7)) é o tinico zero de x.
2. Analogamente, o place P € 0 tinico polo de x.

No Teorema de Aproximacgdo, para

1,8 - 8m E€EZY,
gT”H‘ll gm+2/~~~; gi’l EZi e
a=...=a,=0,

podemos concluir que sempre existe uma fun¢do com zeros e polos preestabelecidos:

Corolario 3.16 (Teorema de Aproximacao: escolha de fun¢do com zeros e polos prefixa-
dos). Sejam: m € IN; n > m inteiro; e v1, ..., vy : K = Z U { o0} valoragdes ndo triviais duas
a duas nio equivalentes em um corpo de fungoes K / k.

Entdo existe z € K tal que

vi(z) >0 paraic{1,...,m}
0i(z) <0 paraje{m+1,...,n}

Todo ponto z € F\ k em um corpo de fungdes F / k admite pelo menos um zero e
um polo (STICHTENOTH, 2009, p. 8).

3.4.2 O grupo dos divisores principais

A partir dos zeros e dos polos, podemos considerar os seguintes divisores:

Defini¢do 3.17. Sejam: x € F\ {0}, 2 C IP(F) o conjunto de zeros de x; e & C IP(F) o
conjunto de polos de x. Definimos:
(x) = (x)éT =) op(x)B, o divisor zero de x ;
Pez

(V)= ()= Y (—ovg (x))B,  odivisor polodex ; e (17)
Pe

(x) := (x)F = (X)g — (%) s o divisor principal de x .

(STICHTENOTH, 2009, p. 16).
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O divisor polo, o divisor zero e o divisor principal sdo divisores, pois todo ponto em
um corpo de fun¢des admite uma quantidade finita de zeros e de polos — cf. Corollary

1.3.4 no livro de Stichtenoth (2009, p. 15).
Teorema 3.18 (divisores principais tém grau zero). Para x € K\ k,
F F
deg((x)o) - deg((x)oo> - [K : k(x)] .
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 62; STICHTENOTH, 2009, p. 19).

Para x, y € F \ {0}, temos pela defini¢ao de valoragdo que

(x-y)' =)+ (18)
Todo elemento x € F\ {0} de um corpo de fungdes F / k que é constante satisfaz a
equivaléncia
xek <  (0F=0 (19)
(STICHTENOTH, 2009, p. 16).
O conjunto de divisores
Princ(F) := {(x)F ‘ x € F\ {0}} (20)

é chamado de grupo dos divisores principais de F / k.
O grupo Princ(F) é um subgrupo de Div(F) (STICHTENOTH, 2009, p. 17).

O grupo quociente

CI(F) := Div(P)/Princ(P) (21)

é chamado de grupo de classe dos divisores de F / k. Para um divisor D € Div(F), o

elemento correspondente no grupo quociente CI(F) é denotado por [D]. Dizemos que
[D] é a classe do divisor D.

Dois divisores D, D' € Div(F) sdo ditos equivalentes quando [D] = [D’]; ou seja, existe
x € F\ {0} tal que

D=D"+(x). (22)

Denotaremos D ~ D’ quando D for equivalente a D'.
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Esta relagdo é uma relagdo de equivaléncia (STICHTENOTH, 2009, p. 17).
No caso particular de igualdade (x)" = () entre dois divisores principais em Div (F)

(para x, y € F), temos pelas equagdes 18, 19 e 22 que

xX=u-y, (23)

para algum « € k.

3.5 O ESPACO DE RIEMANN-ROCH

Definig¢io 3.19 (espago de Riemann-Roch). Sejam: F / k um corpo de fungoes; e A € Div(F)

um divisor. Definimos o espago de Riemann-Roch associado a A por

Zr(h) = {x e F‘ (x)F > —A} U {0}.
(STICHTENOTH, 2009, p. 17).

O espago de Riemann-Roch é um espago vetorial sobre k; a dimensdo (sobre k) do

espago de Riemann-Roch de um divisor A serd denotada da seguinte forma:
E(A) = gk(A) = dirnk (XF(A)) . (24)

Observagdo 3.20. Seja A € Div(F). Entdo x € Zr(A) se, e somente se, vy (x) > —vgp (A)
para todo P € P(F).
(STICHTENOTH, 2009, p. 17).

3.6 O GENERO DE UM CORPO DE FUNCOES

Proposicdo 3.21 (limitagdo). Existe uma constante v € Z tal que, para todo divisor A €
Div(F), vale o seguinte:
deg;(A) —£(4) <.
(STICHTENOTH, 2009, p. 21).

A cota mencionada na Proposigdo 3.21 sugere a definicdo de um importante invariante

de um corpo de fungdes:
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Definigdo 3.22 (género). O género de F / k é definido por
QF = max {degk(A) —4(A)+1 ‘ Ae Div(P)} .
(STICHTENOTH, 2009, p. 22).

Observacao 3.23. O género de um corpo de fungdes é um niimero inteiro nio negativo.
(STICHTENOTH, 2009, p. 22).

Exemplo 3.24. O corpo de fungdes racionais k(x) / k tem género 8k(x) = 0.
(STICHTENOTH, 2009, p. 23).

Observagdo 3.25. Sejam Ky / k e K / k dois corpos de fungdes. Se Ky C Ko, entiio

Sk < 8K, -

3.7 O TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

Seja F / k um corpo de fungdes.

Nesta se¢do, vamos enunciar o Teorema de Riemann-Roch, um resultado que relaciona,
para um divisor arbitrario, o grau e a dimensdo do espaco de Riemann-Roch com o
género.

Para tanto, serd necessario apresentar os conceitos de adeles e de divisores de Weil.

3.7.1 Adeles

Definic¢ao 3.26 (adele). Um adele de F / k é uma aplicagdo
a: P(F) — F
B o= a(P) =ap

tal que a(P) € O, para quase todo P € P(F).
(STICHTENOTH, 2009, p. 24).

Definicdo 3.27 (espago dos adeles). O conjunto
Ap = {oc:]P(F) —>F‘ océumadeledeF/k}

é chamado de espago dos adeles de F / k.
(STICHTENOTH, 2009, p. 24).
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Podemos considerar um adele como um elemento « € [] F no produto direto
PeP(F)
das copias de F e, portanto, faz sentido usar uma notacdo andloga a de sequéncias:
X = (“m)%e]l’(l-")'

O adele principal py € J] F de um elemento x € F é o adele cujos componentes
PeP(F)

sdo todos iguais a x:
px: P(F) — F
B x(P)=x.
Seja F a colecdo dos adeles principais de elementos de F. Temos uma imersdo natural
de F em Af, dada por
1: F — FCAr
X Py

Para cada P € IP(F):

e existe uma fungdo v de F em Z U {0} que tem essencialmente o mesmo compor-

tamento da valoragdo vy dada na Definigdo 3.7; e
e a funcdo v é naturalmente extensivel a Af, definindo-se

Uy A — ZU{OO}
a  — op(a):=op(ap)

(que denotaremos também por vy, por abuso de notagao).

Figura 5

Para A € Div(F), definimos
Ap() = {a € A ] VEEP(F) : oy (a) > —op(8)}

Para cada divisor A € Div(F), o conjunto Af(A) é um k-subespago de Ar (STICHTE-
NOTH, 2009, p. 24).
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Observacdo 3.28 (corpos de fung¢des isomorfos tém o mesmo género). O género de um

corpo de fungdes F / k pode ser calculado da sequinte forma:

. A
gr = dimy (W)Z]—") (25)

— cf. Stichtenoth (2009, p. 25). Se F, / k é um corpo de fungdes com F, = F, entdo temos os

isomorfismos naturais
Ar, = Ar,  Ag(0) = Ap(0) e B = F.

Pela Equagdo 25, segue que gr, = &F.

3.7.2 Diferenciais de Weil

Defini¢ido 3.29 (diferenciais de Weil).

1. Um diferencial de Weil de F / k é uma aplicagio k-linear

w:Ar —k
que se anula em Ap(A) + F, para algum divisor A € Div(F).
2. Denotaremos por
Qp = {w Ap — k ’ w é um diferencial de Weil de F / k}

o médulo dos diferenciais de Weil de F / k.

3. Para A € Div(F), defina

Qr(4) = {w € Qr ‘ w anula-se em Ap(A) +]—"} .

(STICHTENOTH, 2009, p. 27).
Seja w # 0 um diferencial de Weil de F / k. Defina
M(«w) = {4 € Div(F) ] @ Lap (a7 = 0} .

Teorema 3.30 (existéncia e unicidade de divisores candnicos). Seja w € Qf \ {0}.
Entdo existe um divisor unicamente determinado W € M(w) tal que A < W, para todo
Ae M(w).
(STICHTENOTH, 2009, p. 28).
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O Teorema 3.30 sugere a seguinte defini¢do:
Definicao 3.31 (divisor candnico).

1. O divisor (w) € Div(F) de um diferencial de Weil w € Qp \ {0} é o divisor de F | k
unicamente determinado que satisfaz as seguintes propriedades:
a) w anula-se em Ap((w)) +F; e

b) se A € M(w) e w anula-se em Ap(A) + F, entio A < (w).

2. Um divisor W € Div(F) é chamado de divisor candnico de F / k se W = (w), para algum

w € Or.

(STICHTENOTH, 2009, p. 29).

3.7.3 O Teorema de Riemann-Roch

Estamos em condi¢des de enunciar o Teorema de Riemann-Roch, o teorema mais

importante da Teoria de Corpos de Fungdes (STICHTENOTH, 2009, p. 30).

Teorema 3.32 (Teorema de Riemann-Roch). Seja W € Div(F) um divisor candnico de F / k.

Entdo, para todo divisor A € Div(F),
C(A) =deg (A)+1—gr+{(W—A4).
(STICHTENOTH, 2009, p. 30).

Para divisores com grau suficientemente grande, podemos calcular a dimensdo do

espaco de Riemann-Roch sem a necessidade de conhecermos um divisor candnico:
Teorema 3.33 (Teorema de Riemann). Seja F / k um corpo de fungdes com género gr. Entdo:

1. Para todo divisor A € Div(F),
C(A) > deg,(A)+1—gr. (26)
2. Existe um inteiro cp = ¢ — dependendo apenas do corpo de fungdes F | k — tal que

((A) =deg,(A)+1—gr, (27)

sempre que deg; (A) > c.
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(STICHTENOTH, 2009, p. 23).
O teorema seguinte permite escolher a constante ¢ no item 2 em func¢do do género:
Teorema 3.34. Se A € Div(F) é um divisor de F / k de grau deg,(A) > 2 - gr — 1, entdo
((A) =deg (A)+1—gr. (28)

(STICHTENOTH, 2009, p. 31).

3.8 CONDICOES SUFICIENTES PARA A EXISTENCIA

DE UM UNICO POLO

Proposicdo 3.35 (elementos com um polo prefixado e anico). Sejam P € P(F)en € N

tal que n > 2 - gr. Entdo existe um elemento x € F com divisor polo
F
(x)oo = nm :

(STICHTENOTH, 2009, p. 34).

3.9 EXTENSOES DE CORPOS DE FUNCOES

Definigio 3.36 (extensdo de corpos de fungdes). Sejam K / ke L / I dois corpos de fungges.

Dizemos que L / 1 é uma extensio de K / k (ou que L | K é uma extensdo de corpos de fungcoes)

quando:
1. LD K; e
2. INK =k

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 113).
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Figura 6. Uma extensdo de corpos de fungdes.
L

/
K
INK =k

Definicdo 3.37. Sejam F' / k' e F / k dois corpos de fungoes.

1. Diremos que F' /| k' é uma extensio algébrica de F / k — ou que F' | F é uma extensdo

algébrica (de corpos de funcdes) — quando F' for uma extensdo algébrica de F e k' D k.
2. Uma extensio algébrica F' / k' de F / k é chamada de extensio finita se [P’ : F] < oo.
(STICHTENOTH, 2009, p. 68).

Diremos que F’ / k' é uma extensdo separével (resp. normal) de F / k quando F' | F

for separavel (resp. normal).
Definigdo 3.38. Seja L / I uma extensio de K / k. Dizemos que

1. L| K é uma extensio constante quando L = K-I; e

2. L| K é uma extensiio geométrica quando | = k.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 126).

Figura 7. [lustragdo de uma extensdo constante e uma extensdo geométrica.
L=K:

S/ |
% %

(extensdo constante) (extensdo geométrica)
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Definigdo 3.39 (extensdo de places). Sejam: F | k um corpo de fungdes; F' | k' uma extensio
algébrica de F | k; B € P(F); e’ € P(F').

Diremos que B’ é um place sobre P (ou que R estd sobre P) quando P O P. Também
dizemos que B’ é uma extensio de B, e escrevemos P’ | B.

(STICHTENOTH, 2009, p. 69).

Figura 8. Ilustracdo para a Definicdo 3.39.

F’ bty

F gy

Os dois resultados seguintes respondem a dtvida suscitada pela Figura 2 do capitulo

de Introducao.

Proposigio 3.40. Sejam: F' | k' uma extensio algébrica de F / k; B um place de F; e B’ um
place de F'.

1. As sequintes afirmagoes sio equivalentes:

a) BB,
b) Ospg@qy} e

c) existe um inteiro e > 1 tal que
vgy (x) = e- g (x) para todo x € F .

2. Se P | B, entdo:
a) P=P'NF; e

(STICHTENOTH, 2009, p. 69).

Por conta do item 2 da Proposigdo 3.40, o place B também é chamado de restrigdo de
B’ a F (STICHTENOTH, 2009, p. 69).
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Proposigio 3.41 (imersdo de corpos residuais). Sejam: K / k um corpo de fungoes; L / I
uma extensdo de K / k; p um place de K; e B um place de L sobre p. Entdo existe uma imersio
natural

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 114).

Defini¢do 3.42. Sejam: F / k um corpo de fungdes; F' / k' uma extensio algébrica de F | k;
B € P(F); e P’ € P(F) sobre P.

1. a) O inteiro e (P | P) = e com
og (x) =e-op(x), para todo x € F,

é chamado de indice de ramificagio de 3’ sobre °B.

b) A extensiio B’ | B é ramificada quando e (B’ | B) > 1.
c) A extensio B’ | B é ndo ramificada quando e (P’ | ) = 1.

2. O numero

f(¥[B) = [%;%}

é chamado de grau relativo de B’ sobre .
(STICHTENOTH, 2009, p. 71).

Definicdo 3.43. Sejam F' | F uma extensio algébrica de corpos de fungoes e 3 € P(F).

1. a) Dizemos que B é ramificado em F' | F se existir pelo menos um place P’ € P (F’)
sobre B tal que P’ | P é ramificada.

b) Dizemos que B é ndo ramificado em F' | F quando B ndo for ramificado em F' | F.

Isto é,

V' e P(F') comP' | P : e(B|P)=1.

2. a) Dizemos que F" | F é ramificada se pelo menos um place B € IP(F) é ramificado em
F'| F.

b) Dizemos que F' | F é ndo ramificada quando nio for ramificada. Isto é,

VP eP(F)VE € P(F)comP |P : e(P'|P)=1.
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(STICHTENOTH, 2009, p. 105).

Nas condi¢des da Defini¢ao 3.43, diremos que B’ € P(F’) é ramificado (resp. ndo
ramificado) em F’ | F quando a extensdo de places %3’ | 8’ N F for ramificada (resp. néo

ramificada) em F' | F.

Proposi¢do 3.44 (“equivaléncias de finitudes”). Sejam K / k um corpo de funcoes e L / |

uma extensio de K / k. As seguintes condigdes sio equivalentes.

|1k <.
2 [LiK] <o
3. %*3 : %] < oo, para todo place p € IP(K) e para todo place 3 € P(L) sobre p.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 114).

Proposi¢do 3.45 (“equivaléncias das propriedades algébricas”). Sejam K / k um corpo de

fungdes e L / | uma extensio de K / k. As seguintes condigdes sio equivalentes.

1. 1| k é algébrica.

2. L| K é algébrica.

3. % % é algébrica, para todo place p € IP(K) e para todo place P € IP(L) sobre p.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 115).

Nao temos um resultado anédlogo as proposicdes 3.44 e 3.45 para as propriedades de

separabilidade e de normalidade.

Proposicio 3.46 (transitividade). Sejam: F / k um corpo de fungdes; F' | k' uma extensdo
algébrica de F | k; F" / k" uma extensio algébrica de F' | k'; B € P(F); B’ € P(F') um
place sobre B; e B" € P(F") uma extensio de P'. Entio

1. e(q3//‘;p) :e(‘B”“B’)-e(‘B’|‘B)
2. f(R"[B) = f (3| F)-F ([ P)

(STICHTENOTH, 2009, p. 71).
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Figura 9. Ilustracdo da transitividade do grau relativo e do indice de ramificagao.

F// ;p//
| f(iB”I‘B/){ | }ewrm/)
F’ f(®"] %) R
| f(‘B’I‘B){ | }e(m’!‘m
F P

e ("] ¥)

Proposicio 3.47. Sejam F / k um corpo de fungoes e F' / k' uma extensio algébrica de F / k.

(restrigiio) Para cada place P’ € P(F') existe exatamente um place P € P(F) tal que B'|%B.
Especificamente, 3 = ' N F.

(extensdo) Reciprocamente, todo place q € IP(F) tem pelo menos um, mas apenas um niimero finito
de extensdes Qq, ..., Qm € IP(F’).

(STICHTENOTH, 2009, p. 71).

Figura 10. Restri¢do e extensdes de places.

F’ Q1 Q- Quer Qum Dy
k/ \\ /
F q RY
(extensoes de q) (restricdo de )
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Teorema 3.48 (Igualdade Fundamental). Sejam: F / k um corpo de fungoes; F' | k' uma
extensdo finita de F | k; B € P(F); e {B1,..., B} € P(F) a colecio de todos os places de
F’ sobre Q3. Entdo

B

e(Bil B) - f (Bi| B) = [Pl:p} .

1

(STICHTENOTH, 2009, p. 74).

I
—

Corolario 3.49 (limitagdo pelo grau). Com as notagdes acima, temos o seguinte.
1. m < [L : K]
2. Parai e {1,2,...,m}, temos que
@ f(Bi| B) < |L:K];e
b) e (Pi| ) < [L:K}
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 117).
Definicdo 3.50. Sejam F' / k' uma extensdo finita de F / k de grau n := [F’ : F} eP € P(F).

1. Dizemos que B decompde-se completamente em F' | F se existirem exatamente n places
distintos ' € P(F') com P’ | P.

2. Dizemos que B ¢ totalmente ramificado em F' | F se existir um place P’ € P(F') com

TP e e(P[P)=n.

(STICHTENOTH, 2009, p. 75).
Observacao 3.51. Pela Igualdade Fundamental,

e um place P € P(F) decompde-se completamente em F’ ] F se, e somente se, e (P’ ] B) =
f (B | B) =1 para todo place P’ € P(F') sobre P (STICHTENOTH, 2009, p. 75),

e se B ¢ totalmente ramificado em F' | F, entdo existe exatamente um place P’ € P (F’)
com *P" | P (STICHTENOTH, 2009, p. 75).

Observagdo 3.52. Sejam: F' | F uma extensio de corpos de fungdes; M um corpo intermedidrio
de F'| F; e B € F. Se P decompde-se completamente em F'| F, entdo ocorre decomposiciio

completa de B também nas extensoes intermedidrias F' | M e M | F.
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3.10 CORPOS DE FUNCOES SEPARAVELMENTE GERA-

DOS

Defini¢ao 3.53 (base separante). Seja F | E uma extensdo de corpo.

e Dizemos que F | E é separavelmente gerada quando existe uma base de transcendéncia

B :={a;};c; de F sobre E tal que F | E(B) é algébrico e separdvel.
o A base de transcendéncia I8 é chamada de base separante para F sobre E.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 244).

No caso em que B = {x} é uma base separante para algum x € K, dizemos que x é
um elemento separante para K / k (STICHTENOTH, 2009, p. 30).

Teorema 3.54. Sejam: K / k um corpo de fungbes; L = K-1 uma extensio constante; p € P(K);
e P € P(L) um place sobre p. Suponha que | é uma extensio separavelmente gerada de k.

Entdo

Oy _0,
B op
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 262).

3.11 SEPARABILIDADE DE places

Seja E | F uma extensdo de corpo.
Dizemos que

scg(F) := {oc €E ‘ a é separavel sobre F}

é o fecho separdvel de F sobre E.

Dois conceitos conhecidos sdo o grau de inseparabilidade e o grau de separabilidade
de E sobre F:

[E:F],:= [E : scE(F)] e [E:F], := [scE(P) : F} ,

respectivamente (BASTIDA, 1984, p. 158).

Para extensdes de corpos residuais, reservamos notagdes especiais:
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Defini¢do 3.55 (separabilidade de places). Sejam: K / k um corpo de fungdes; L / | uma
extensdo finita de K / k; p um place de K; e O p um place de L.

1. Defina on o
£ (B p); = {% : ;"] (29)
e
O
f (Bl = {%%} - (30)

2. Se f (B | p); =1, diremos que B é separdvel — ou que B | p é separdvel.
3. Se f (B | p); > 1, diremos que *P ¢ insepardvel — ou que B | p é insepardvel.

4. Se f (B | p); = f (B p), diremos que B é puramente insepardvel — ou que P | p é
puramente insepardvel.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 119).

Observagdo 3.56. Sejam F' | F uma extensio finita de corpos de fungdes e 3 € IP(F). Se P é
totalmente ramificado em F' | F, entdo existe um tinico place B’ € P(F') tal que B’ | B
(Observagio 3.51). Pela Igualdade Fundamental, este iinico place deve ter grau relativo
f (B"| B) = 1. Portanto, B’ | P é separdvel nestas condigoes.

As seguintes propriedades serdo utilizadas nesta dissertacdo sem maiores comenta-

rios.
e Se E | F é uma extensao finita, entdo as seguintes propriedades sdo equivalentes:
— E| F é separavel;
- [E:F|,=1;
— E| F é separavelmente gerado; e
- [E:F], = [E:P]
Sugerimos os livros de Bastida (1984, p. 158) e Roman (2006, p. 80) para demons-
tragoes.
e Se L | K é uma extensdo finita, entdo [L : K} = [L:K]; - [L: K], (BASTIDA, 1984,
p- 158).
e (Transitividade) se M | L e L | K sdo extensdes finitas, entdo
[M:K],=[M:L],-[L:K];, e [M:K],=[M:L] -[L:K],.

Para uma prova, recomendamos o livro de Bastida (1984, p. 161).
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3.12 RAMIFICACAO E DECOMPOSICAO EM COMPO-

SITO DE CORPOS DE FUNCOES

Nesta secdo, veremos como algumas propriedades de places em um corpo de fungdes

podem ser “transferidas” para places do composito.

Teorema 3.57 (Lema de Abhyankar). Sejam: F’ ‘ F uma extensdo finita separdvel de corpos de
fungdes sobre k; B € P(F); B’ € P(F') uma extensio de B; e P; := P’ NF; parai € {1,2}.
Suponha que F' = Fy-F, é o compdsito de dois corpos intermedidrios de F' | F.

Figura 11. Ilustracdo para o Lema de Abhyankar.

F-B
7\
F F

q3/
/7 \
1 2 RU B e (B[ P)
N/ «wmn!{ \\/
F

be(pa| )
B

Suponha que
e(Pi[P)>1 e char(k)te(Pi[B),

parai=1oui=2. Entdo
e (| ) =mme{e (P1 | P),e (P2 F)} .
(STICHTENOTH, 2009, p. 137).
Uma consequéncia do Lema de Abhyankar é o seguinte corolario:

Corolario 3.58 (ramificagdo em compo6sitos). Sejam F' | F uma extensdo finita separdvel de
corpos de funcoes e 3 € P(F).
1. Suponha que F' = Fy-F, é o compdsito de dois corpos intermedidrios de F' | F.
Se P ¢ nio ramificado em Fy | F e em F, | F, entdo B é ndo ramificado em F' | F.
2. Suponha que Fy é um corpo intermedidrio de F' | F tal que F' | F é o fecho galoisiano de
Fy| F.

Se P ¢ niao ramificado em Fy | F, entdo B é ndo ramificado em F' | F.
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(STICHTENOTH, 2009, p. 139).

Proposi¢do 3.59 (decomposicdo em compositos). Sejam: F' | F uma extensio finita separdvel
de corpos de fungdes; Fy, F, corpos intermedidrios de F' | F tais que F' = Fy-Fy; e B um place
de F.

1. Suponha que B decompde-se completamente na extensio Fy | F.

Entdo todo place Q € P(F,) sobre B decompoe-se completamente em F' | F,.

2. Suponha que B € IP(F) decompde-se completamente em F; | F eem F, | F.

Entdo B decompde-se completamente em F' | F.

(STICHTENOTH, 2006, p. 141).

Figura 12. Ilustragdo para o item 1 da Proposi¢do 3.59. A decomposi¢do completa

de P (em r := [Pl : P} places distintos) induz a decomposi¢do completa de

9 € P(F,) sobre P em s := [F’ : Fz} places distintos.
Ql\' : ./Q S
Q

Fl\/ m\m\/

F =h-F

3.13 DECOMPOSICAO COMPLETA EM EXTENSOES GA-
LOISIANAS DE CORPOS DE FUNCOES

Lema 3.60. Sejam: Fy| F uma extensdo finita separdvel dos corpos de fungdes; F' O Fy o fecho
galoisiano de Fy | F; e B € IP(F) um place que se decompde completamente em Fy | F.

Entio 3 decompde-se completamente em F' | F.

(STICHTENOTH, 2009, p. 141).
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3.14 PROPRIEDADES DA CONORMA

Definigdo 3.61 (conorma). Seja F' / k' uma extensio algébrica de F / k. Para um place
B € P(F), dizemos que

Con,,

B =) e (W[R)Y
P eP(F) (31)
puiby

¢ a conorma de Y3 com relacdo a F' | F.
(STICHTENOTH, 2009, p. 72).

A aplicagdo conorma ¢é extensivel a um homomorfismo de Div(F) em Div(F’): para

um divisor D=}, ngpP € Div(F), definimos
PeP(F)

Con

ol (D) := Con,,

. (Z mﬁiﬁ) =) nypCon,

Observacdo 3.62 (transitividade da conorma). Seja F” O F' O F uma torre de corpos de

r (‘B) . (32)

fungdes. Uma consequéncia imediata do item 1 da Proposi¢io 3.46 é a formula

B <cOnF, . (A)) ,

Con

| (A) = Con

1:‘//

vdlida para todo divisor A € Div(F).
(STICHTENOTH, 2009, p. 72).

Proposi¢do 3.63 (conorma de divisores principais). Sejam: F / k um corpo de fungoes;
F' | k' uma extensio algébrica de F / k; x € F\ {0}; e

(), (Mo, ()

o / (x)f ') o divisor zero, o divisor polo, e o divisor principal de x em Div(F)
")). Entdo:

(resp. (x)gl , (x F

(resp. em Div (

1. Con,,

2. ConF,

(07 ="

(STICHTENOTH, 2009, p. 73).

3. Con,,
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3.15 O DIFERENTE DE UMA EXTENSAO DE CORPO

Nesta secdo, apresentamos a defini¢do do diferente, um divisor efetivo associado a uma

extensdo de corpo.

3.15.1 O traco de uma extensdo de corpo finita

Sejam F / k um corpo de fungdes e F' / k' uma extensdo de F / k. Suponha que
n:= [F’ : F} < oo, F'| F é separével e o corpo de constantes de F' / k' é k'.

Para cada x € F/, podemos definir a aplica¢do
re: FI'— F
y o= y-x.
Se considerarmos F/ como um espago vetorial (de dimens&o finita) sobre F, entdo
podemos ver r, como uma transformagdo linear sobre F. Se a = (u;);_; é uma base para

F’ sobre F, entdo ry admite uma representa¢do na forma de uma matriz de transformacgéo
(2] = [aij] € Myxn(F), em que

n
re(up) =ui-x=Y aj-u;, Vie{l,... n}
=1

(JANUSZ, 1996, p. 19).

O trago de uma transformacdo linear é independente da escolha de base. Isso motiva
a seguinte definigao:
Definicdo 3.64. Sejam: F um corpo; e F' uma extensdo finita de F.

O trago de F' sobre F é a aplicagio

. /
T,.: F — F

x e Ty () =T () = tr([rd2)

em que Tr (T) indica o traco de uma transformacio linear T e tr(M) é o trago de uma matriz M
de ordem n (na base ).

(JANUSZ, 1996, p. 20; STICHTENOTH, 2009, p. 332).

Proposicdo 3.65 (base dual com relagdo ao trago). Sejam: M | L uma extensio de corpo

finita e separdvel; e B = {z1,...,zn} uma base de M sobre L. Entdo:
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1. Existem elementos unicamente determinados z7, ..., z; € M tais que
TM|L<Zi'Z;<>:5ijr Vi,j€{1,2,...,n},
em que &;j indica o simbolo de Kronecker.
2. O conjunto B* :={z%,...,z;} é uma base de M | L.
(JANUSZ, 1996, p. 25; STICHTENOTH, 2009, p. 82).

Definicao 3.66 (base dual). A base B* construida na Proposicio 3.65 é chamada de base dual
de B :={z1,...,2zn} (em relagdo ao trago).
(JANUSZ, 1996, p. 25; STICHTENOTH, 2009, p. 82).

3.15.2 Bases inteiras

Se A, B sdo anéis comutativos com identidade tais que A C B e a identidade 1 de B é a

mesma da de A, dizemos que o conjunto

Al = {r € B‘ 3 f € A[X] ménico: f(r) :0}

de B é o fecho inteiro de A em B — cf. Atiyah e MacDonald (1969, p. 60).

Teorema 3.67 (descrigdo do fecho inteiro com bases inteiras). Sejam: F / k um corpo de

fungdes; F"| F uma extensiio finita separdvel; e 3 € P(F). Entio temos os seguintes fatos.

1. O fecho inteiro de Oz em F' é

F/
Op = (] Og.
gty
P'eP(F')

2. Existe uma base 1 := {uy, ..., u,} de F" | F tal que
~—F v
Om = ZOmui .
i=1

(STICHTENOTH, 2009, p. 85).

Uma base com a propriedade do item 2 do Teorema 3.67 é chamada de base inteira

de @F/ sobre Oy (ou uma base inteira local de F’ | F para o place ‘B).
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Teorema 3.68 (existéncia de infinitas bases inteiras em extensdes separaveis). Sejam:

F / K um corpo de fungdes, F' | F uma extensdo finita separdvel de corpos de fungoes.

Entdo toda base {z1,...,z,} de F' sobre F é uma base inteira para quase todo place P €
IP(F).

(STICHTENOTH, 2009, p. 85).

3.15.3 O moédulo complementar

Definigdo 3.69 (médulo complementar). Sejam: B € P(F); Oy o anel de valoragio

associado a B; e Op "o fecho inteiro de Oz em F'. Entdo o conjunto

T,

Cop = {z eF | T, [0 C Om} (33)

é chamado de médulo complementar sobre Ogy.
(STICHTENOTH, 2009, p. 91).

Proposicao 3.70 (propriedades do médulo complementar).

1. a) Cpéum @F/-médulo e
b) Oy’ C Oy

2. Se{z1,...,zn} for uma base inteira de Oy " sobre Og, entdo

em que {z3,...,zy;} éabase dual de {z;,...,z,} em relagio ao traco.

3. a) Existe um elemento t € F' (dependendo de *B) tal que Coy = t~@p.
b) vy (t) < 0 para todo P’ | B.

c¢) Para cada t' € F' temos:
Cp=t- %F & oy (¥) = oy (), para todo P | P .
4. Cyp = @F para quase todo 53 € P(F).

(STICHTENOTH, 2009, p. 91).
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3.15.4 A definicdo de diferente

Defini¢do 3.71 (expoente do diferente). Sejam B € P(F); @p o fecho inteiro de Oy
em F'; Cp =t -@p o médulo complementar sobre Oy; e B’ € P(F') um place sobre .
Dizemos que
4 (8| ) = —o (1)
é o expoente do diferente de ' sobre B.
(STICHTENOTH, 2009, p. 92).

Definicdo 3.72 (diferente). Dizemos que

Diff (F/| F):= Y d(3'| %)%
mfﬂlﬁ) (34)
P'eP(F)

é o diferente de F' | F.
(STICHTENOTH, 2009, p. 92).

Observacao 3.73. O diferente é um divisor efetivo, pelo item 3b da Proposigdo 3.70.

Optamos por definir o diferente de uma extensdo de corpos de fung¢des seguindo
a breve exposi¢do de Stichtenoth (2009), pois nesta dissertagdo estamos interessados
apenas em dois fatos a respeito deste divisor: o diferente é efetivo, e seu suporte é
constituido somente de places ramificados ou inseparaveis.

Uma outra abordagem para definir o diferente esta disponivel na Sec¢do 5.6 do livro

de Villa-Salvador (2006). Deste livro, extraimos o seguinte resultado:

Teorema 3.74 (suporte do diferente). Sejam: L / I uma extensdo finita separdvel de K / k; p

um place de K; e 3 um place de L sobre p. Entdo

1. d(P[p) Ze(PBlp) -1
2. As sequintes condigdes sdo equivalentes:

a) d(Plp)>e(PB|p)—1

b) i. char(k) dividee (B | p) ou
ii. % Qpﬂéinsepam’vel.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 148).
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Teorema 3.75 (Kummer). Sejam F / k um corpo de funces e F' | k' uma extensdo de F / k.
Suponha que F' = F(y), em que y € @F é inteiro sobre Og. Sejam ¢(T) = myp(T) =
T"+a,1T" Y +...+m T +ag € Oy [T] o polindmio minimal de y sobre F;

o(m) =1 T < () m

-~ _ . L. (@) . A
a decomposigdo de ¢ em fatores irredutiveis sobre Tm (ou seja, os polindmios vy, ..., Yy €

(@) ~ - L (@)
< ) [T] sdo irreduttveis sobre <,

monicos ¢;(T) € Oy [T] com

monicos, dois a dois distintos e €; > 1). Escolha polindmios
9i(T) =7(T)

deg(¢i(T)) = deg(7i(T)) -

Entdo temos os seguintes fatos.

1. a) Paracadai € {1,2,...,r}, existe um place B; € IP(F') que satisfaz as seguintes

propriedades:
LPBi[PB;
ii. ¢i(y) € Pise

ii. f(PBi| P) = deg(7i)-

b) P #B; para i # .
2. Sob hipéteses adicionais, pode-se provar mais.
Suponha que pelo menos uma das seguintes hipéteses () ou (xx) € satisfeita:
(*): ei=1lparaiec {1,...,r}, ou

(x): {1,y, yz, .. ,y”_l} é uma base inteira para B .

Entdo

a) existe, para cada i € {1,...,r}, exatamente um place B; € P(F') satisfazendo os
itens 1(a)i e 1(a)ii:

BB e @iy) €Pi.
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b) Os places By, ..., P, sio todos os places de F' sobre B, e
c) € =e(Pi| P). Portanto,

Con o

(B = ;61‘% :

(%)
BT ()
e) f(Bi| P) =deg(v:)-

(STICHTENOTH, 2009, p. 86).

Q) i x>

3.17 A FORMULA DO GENERO DE RIEMANN-HURWITZ

Teorema 3.76 (Formula do Género de Riemann-Hurwitz). Sejam K / k um corpo de fungdes
com corpo de constantes k e L / I uma extensio de K / k com corpo de constantes .

Suponha que L | K seja uma extensio separdvel. Entdo
K]

gr=1+
[1:k|

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 309).

-(gK—1)+%-degk(Diff(L| K)) .

3.18 EXTENSOES CONSTANTES

Seja L / I uma extensdo de K / k. Vimos que a Formula do Género de Riemann-Hurwitz
consegue relacionar os géneros de L e de K se L | K for separavel.
Nesta secdo, veremos algumas situagdes em que o género da extensdo L ndo muda

em relacdo a K.

Teorema 3.77. Suponha que k seja um corpo perfeito.
Sejam: F | k um corpo de fungdes; e F' /| k' um corpo de fungdes tal que F' = F-k'. Entdo

1. F'| F é ndo ramificada.
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2. 8¢ = 8r-
(STICHTENOTH, 2009, p. 114).

Teorema 3.78. Sejam: k um corpo; I'| k uma extensio separavelmente gerada; L := K-I' um

corpo de fungdes com corpo de constantes | D I'. Entdo

8L = 8K -

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 266).

3.19 GRUPOS DE AUTOMORFISMOS DE EXTENSOES
DE CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS

3.19.1 Finitude do grupo de automorfismos em géneros “grandes”

Teorema 3.79. Sejam k um corpo algebricamente fechado e K / k um corpo de fungdes.
Suponha que gg > 2.
Entdo Aut (K| k) é um grupo finito.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 581).

Observagio 3.80 (generalizagdo). Sejam k um corpo arbitririo e K / k um corpo de fungdes
com género gg > 2.
Sejam “k um fecho algébrico de k e K' := K-"k. Neste caso, o corpo K' é uma extensdo

constante de K.

Figura 13. Ilustragdo para a Observagao 3.80.
K =K-"k

acs

K

/

k
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O corpo de constantes de K' é algebricamente fechado e, portanto, perfeito; logo,

Sk’ =8k (pelo Teorema 3.77)
>2.

Pelo Teorema 3.79, 0 grupo Aut (K’

QCE) é finito. Assim, o grupo Aut (K| k) também é finito,

ac%)

(a construgdo de 1 estd disponivel no livro de Villa-Salvador (2006, p. 581)).

pois existe uma imersdo natural

L Aut (K| k) < Aut (K’

3.19.2 Acio do grupo de automorfismos em places

Definicio 3.81. Sejam L /e M / m duas extensdes de K / ke o : L — M um isomorfismo
de corpos tal que o [I) = m e o [g = idk. Entdo, para um place B € P(L), definimos o place

o (*B) de M por meio da valoragio associada,
UU’(‘B) M — ZU {OO}
X = O (p) (X) =0 (Uﬁl(x)> .

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 119).

Figura 14. Ilustragdo para a Defini¢do 3.38.

Z U {x}

Up
[
-1

|

Yo()
L — —= M
| ,L

g

N

k

Um caso de imediato interesse é quando M = L e m = I. Neste caso, a abordagem da

acdo de automorfismos em places no sentido de Villa-Salvador (2006) coincide com a



3.20 EXTENSOES NORMAIS DE CORPOS DE FUNGOES

exposicdo de Stichtenoth (2009) — por exemplo, a demonstracdo de um lema (Lemma
3.5.2, p. 100) no livro do segundo autor corresponde as duas proposi¢des abaixo,

extraidas da obra do primeiro autor.

Proposicao 3.82. o(P) é a imagem de P por o; isto é,

o(P) = {U(oc) ‘ o e q3} .
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 119).
Proposicdo 3.83 (propriedades operacionais).

1. O mapa que associa 0 (B) a cada place P é uma permutagio dos places de L.
Ocp) ~ Op

o(B) T ¥

b Op ¥ Oy

2. a)

3. Se P for um place sobre p, entio o (B) também serd um place sobre p.

. . _ 0 — .
4. O isomorfismo T : % — %‘3 étal que 0 [0, =ido,.
p

5. a) f(Blp)=f(c(B)[p)e
b) e(Blp)=e(c(B)]p)
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 119).

et 2}
P

3.20 EXTENSOES NORMAIS DE CORPOS DE FUNQ@ES
Definicio 3.84 (grupo de decomposicdo). Sejam: L / 1 uma extensdo normal finita de K / k;

p um place de K; e B um place de L sobre p. Definimos o grupo de decomposi¢io de 3 por

Gz (B p) = { € Aut(L| K) | o) =9} .
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 120).

Quando L /I é uma extensdo normal finita de K / k, é possivel construir um epi-

morfismo natural ¥ : Gz (P | p) — Aut <%"3 % — cf. Theorem 5.2.10 no livro de

Villa-Salvador (2006, p. 120). O ntcleo de ¥ é chamado de grupo de inércia de 33 sobre

p, e serd denotado da seguinte forma:

Gr (B p) =ker (¥). (35)
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Observacio 3.85. Seja T € Aut (L | K). Entdo

1. Gz (t(P) [ B) =Gz (B[ ¥)T"
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 120).

2. Gr (t(®') | B) =1Gr (P’ | V)T L.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 122).

Teorema 3.86 (transitividade da acdo de automorfismos nos places). Sejam: L / I uma
extensdo finita normal de K / k; p um place de K; e B e B’ dois places de L sobre .

Entdo existe o € Aut (L | K) tal que o(B) =P’

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 120).

Teorema 3.87. Seja L / | uma extensio normal finita de K / k. Entdo

|Gz (B p): Gr (B p)|=f (B p),.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 122).

3.21 EXTENSOES SEPARAVEIS DE CORPOS DE FUN-
COES

Proposicao 3.88 (passagem da separabilidade para a extensdo de constantes). Sejam
K / k um corpo de funcbes e L / 1 uma extensio de K / k.

Suponha que L | K seja uma extensio algébrica separdvel.

Entio I | k é uma extensio separdvel.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 123).

Teorema 3.89 (finitude dos places ramificados ou inseparaveis em extensdes separaveis).
Seja L / 1 uma extensdo algébrica separdvel de K / k.
Existe uma quantidade finita de places de L que sdo ramificados ou insepardveis.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 127).
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3.22 EXTENSOES GALOISIANAS DE CORPOS DE FUN-
COES

Sejam: F’ | F uma extensdo galoisiana de corpos de fungdes algébricas com grupo de

Galois Gal (F'| F); B € P(F); e B’ € P(F’') uma extensao de P.

Definic¢ao 3.90.

1. O corpo fixo Z := Z (B’ | B) de Gz (B’ | V) é chamado de corpo de decomposigio de B’
sobre ‘.

2. o corpo fixo T := T (B’ | B) de Gr (P’ | V) é chamado de corpo de inércia de B’ sobre
L.
(STICHTENOTH, 2009, p. 130).

Teorema 3.91. Sejam: F' | F uma extensio galoisiana de corpos de fungdes algébricas com grupo
de Galois G := Gal (F'| F); B € P(F); e B’ € P(F') uma extensdo de 3. Entio

1. |Gz (B B)[=e (B[ B) - f (B[ B)
2. a) Gr (B'| B)<Gz (B | B)
b) |Gr (B'| B)| =e(P'[ B)

- Oy | Oy - .
3. a) A extensdo T‘*ﬁ' % é uma extensdo Galois.

b) Todo automorfismo o € Gz (B’ | B) induz um automorfismo

qu/% —>O;I§//

z+P = (z+P) =0(z) +P
de % sobre %
c) A aplicagio
Oy
m/

Ogp )
é um homomorfismo sobrejetor cujo niicleo é o grupo de inércia:

ker (f) = Gr (%' | B) .

f:Gz (B |B) —>Ga1<

O —0
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d) Em particular,

Oy Om) ~ Gz (¥ |P)
1 — ) ¥ —— 7
Ga ( | P Gr (3| 9)

4. Seja By (resp. Pr) a restricio de B’ ao corpo de decomposicio Z = Z (‘B’ ‘ ‘B) (resp. ao
corpo de inércia T =T (' | B)).

Entdo os indices de ramificagdo e os graus residuais das extensoes de places

TPr, PriPz e PP
sdo
a) (etapa “inerte”)
i e (P | Pr) = (| F) = |F:T|
ii. f (B Pr) =1
b) (etapa da mudanga do grau relativo)
i f(Pr|Pz)=f (¥|¥) = |T: 2]
ll €(q3T| mz) =1
c) (etapa de decomposigio completa)

f(PBz|P)=e(Pz|P) =1

Figura 15. Propriedades de um place nas restri¢des aos corpos de decomposigao e de

inércia.
F' {id} P
item 4a
T=T(®|P) Gr(¥|P Pr
item 4b
Z=Z(P|PB) Gz(¥|P Pz
item 4c

F Gal (F'| F) B

(STICHTENOTH, 2009, p. 131).
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Sejam K | F uma extensdo galoisiana e L | F uma extensdo qualquer (veja a Figura 16).

E conhecido que Gal (K-L| L) & Gal (K| KNL) e K-L| L é uma extensdo galoisiana
(DUMMIT e FOOTE, 2004, p. 591). A prova é baseada na construc¢do do isomorfismo

natural

¥ :Gal (K-L| L) — Gal (K| KNL)

oc—0 k-

Figura 16. A propriedade galoisiana é “transferivel” para o compdsito.

K-L

/1
K /
KNL

F

O isomorfismo em (36) permite demonstrar o resultado seguinte, que ensina como se

relacionam os grupos de inércia e de decomposicdo no compdsito e na restrigao:

Proposigdo 3.92. Sejam: E | K uma extensdo finita e galoisiana de corpos de fungoes; F | K uma

extensio finita; P € P(K); T € P(F) uma extensio de B; e S € P(E-F) uma extensio de T.

Entdo

1. Gz (6| %) éimersivel em Gz (SNE|P) e

2. Gr (6| %) éimersivel em Gt (S NE| P).

(ALVAREZ-GARCIA e VILLA-SALVADOR, 2008, p. 70).
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Figura 17. A ilustragdo mostra as imersdes naturais descritas na Proposicado 3.92.

S E-F {idE.F}
/ / -
SNE E {ide}
T(S| %) Gr (6| %)
-
T(SNE|R) Gr(6NE|%P)
Z(&|9) Gz (6] %)
-
Z(SNE|P) Gz (GNE[P)
< r Gal (E-F| F)
/ / —
P K Gal (E| K)

3.23 CORPOS SEPARAVELMENTE FECHADOS

Definicao 3.93 (corpo separavelmente fechado). Um corpo k é chamado separavelmente
fechado quando toda extensdo algébrica de k é puramente insepardvel.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 127).

Observacao 3.94. Qualquer corpo separavelmente fechado é infinito.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 127).

Observacao 3.95. Sejam: k um corpo arbitririo; “k um fecho algébrico de k; e ks o fecho
separdvel de k (em “%).

Entdo ks é separavelmente fechado.

3.24 EXTENSOES LINEARMENTE DISJUNTAS

Definicdo 3.96 (extensdes linearmente disjuntas). Sejam F e M duas extensoes de um corpo
E que estejam contidas em um corpo algebricamente fechado ).



3.24 EXTENSOES LINEARMENTE DISJUNTAS

Figura 18
Q)

\
F/' \M
N/

Dizemos que F ¢é linearmente disjunto de M sobre E quando todo conjunto finito de elementos

de F que é linearmente independente sobre E também é linearmente independente sobre M.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 239).

Exemplo 3.97. Os corpos Q <\/§> e Q <\/§> sdo linearmente disjuntos sobre Q.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 240).

Teorema 3.98. Sejam: L | K uma extensdo algébrica e separdvel; e M | K uma extensio pura-
mente insepardvel.

Entdo L e M sdo linearmente disjuntos sobre K.

(FRIED e JARDEN, 2008, p. 35).

Proposic¢do 3.99. Sejam F | E e M | E duas extensdes de corpos e N um corpo intermedidrio da

extensido M | E.

Figura 19
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Entdo as afirmagdes sequintes sio equivalentes:
1. F e M sio linearmente disjuntos sobre E.

2. a) Fe N sdo linearmente disjuntos sobre E, e

b) F-N e M sio linearmente disjuntos sobre N.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 240).

3.25 UMA CONSTANTE ASSOCIADA A CONORMA

O seguinte teorema diz que existe uma constante que relaciona o grau de um divisor

com O grau de sua conorma.

Teorema 3.100. Seja L | K uma extensio de corpos de fungdes. Entdo existe Ay g € Q positivo

tal que
Apjk - deg (ConL|K (A)) =deg(A), VAe€Div(K).

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 129).

Teorema 3.101. Sejam: I' | k uma extensio de corpo; K / k um corpo de fungdes; e L / 1 um

corpo de fungdes com corpo de constantes | O I'. Suponha que L = K-I'.

Figura 20

L =KTI

/

Se gr, =gk >0, entdo Ap g =1.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 274).



3.26 ESTIMATIVA PARA O GENERO DE UM CORPO DE FUNGOES

Teorema 3.102. Sejam: K / k um corpo de fungdes; 1| k uma extensio de corpo; e L = K- uma
extensio constante. Entdo

1. a) Apg =1, sechar(k) =0.
b) Apjk = p' se char(k) = p > 0, para algum t € N U {0}.
2. Sel é o corpo de constantes de L, entdo:

Apx=1 & K e I sdo linearmente disjuntos sobre k .

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 261).

3.26 ESTIMATIVA PARA O GENERO DE UM CORPO DE
FUNCOES

Em geral, ¢é dificil calcular o género de um corpo de fun¢des (STICHTENOTH, 2009, p.

145). Mas podemos:

e conhecé-lo em contextos especiais — e. g., como no Teorema 3.77 e como no

Exemplo 3.24 —, ou
e estimd-lo em alguns casos especificos.

Nesta secdo, indicamos algumas formas de estudar o género com a abordagem do

altimo item acima.
Proposicdo 3.103. Sejam: Fy / k um subcorpo de F | k; n := [F : Fl]; O:={z1,...,2n} uma
base de F | Fy; e C € Div(F) um divisor tal que ¢ C #(C). Entio
gr <1+n-(gp —1)+deg,(C).
(STICHTENOTH, 2009, p. 145; VILLA-SALVADOR, 2006, p. 527).

Teorema 3.104 (desigualdade de Castelnuovo-Severi). Sejam: K / k um corpo de funcoes
tal que K / k seja separavelmente fechado; e Ky / k e Ky / k dois subcorpos de K / k tais que
K= K1~K2. Entio

o< [ s 6] g (o] 1) (o] 1)
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 529).
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3.27 EXTENSOES PURAMENTE INSEPARAVEIS

Teorema 3.105 (places em extensdes puramente insepardveis). Seja L / | uma extensio

puramente insepardvel de K / k. Entdo:
1. para cada place p € P(K), existe um iinico place B € P(L) tal que B | p;
2. se p = char(k), entdo e (B | p) = p' para algum t > 0 inteiro; e
3. % % é puramente insepardvel.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 124).



PREPARATIVOS PARA O TEOREMA
PRINCIPAL

Neste capitulo, apresentamos técnicas de demonstragdo importantes para a prova do

Teorema Principal desta dissertagéo.

4.1 OS c-improvements

O Teorema Principal versa sobre a constru¢do de uma extensao de corpos de fungdes
(sobre k) L| K com propriedades preestabelecidas para o grupo de automorfismos
Aut (L | K). Naturalmente, uma condi¢do necesséria para que todo k-automorfismo
o : L — L seja um elemento de Aut (L | K) é que o fixe o corpo K enquanto conjunto;

isto é,
c[K]=K. (38)

Se todo corpo M que for simultaneamente extensdo prépria de K e subcorpo de L tiver
género suficientemente grande — digamos, maior que alguma expressdo C = Cp1x € Z.

dependente de M e de K, ou seja,

v > C, para todo corpo M com L O M D K (39)

—, Madden e Valentini (1983) mostraram que todo k-automorfismo ¢ em Aut (L) satisfaz
(38).

Uma tentativa de prova por reducdo ao absurdo seria dizer que 7 [K] # K (para
algum 0 € Aut (L)). Assim, para cairmos em uma contradi¢do proposital, sentiriamos
a necessidade de dispormos de algum método para limitar o género do compdsito
M = K- [K], o que seria uma negacio de (39). A ideia descrita no artigo de Madden e

Valentini (1983) foi mostrar (por absurdo) a desigualdade em (39) para

C= [M:K}2+2~(gK—1)~[M:K}+1
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usando a desigualdade de Castelnuovo-Severi (Teorema 3.104).

Com as devidas adaptacdes ao nosso caso de interesse, mostraremos como o método
de Madden-Valentini é aplicdvel na demonstracdo do Teorema Principal.

A discussdo sobre a obten¢do de um resultado similar a desigualdade de Castelnuovo-
Severi que concretize a ideia desenvolvida acima serd postergada para o capitulo
seguinte.

Por ora, vamos considerar uma forma de comparar pares de extensdes de corpos de
fungdes que tém propriedades “semelhantes” para efeito da Teoria de Galois Finita (no
sentido de terem 0 mesmo grau e os grupos de automorfismos isomorfos) mas que

diferem na colecdo de possiveis valores dos géneros dos corpos intermedidrios.

Defini¢do 4.1. Sejam: Eg | k(x) e E1 | k(y) duas extensdes de corpos de fungdes; e C € R.

Dizemos que Eq | k(y) é um C-improvement de Eg | k(x) quando as seguintes condigdes

forem satisfeitas:
1. [El ;k(y)} = [Eozk(x)];
2. Aut (Eq| k(y)) = Aut(Eo| k(x));e
3. se My é qualquer corpo intermedidrio,
E1 2 My 2 k(y),

entdo

ng Z C.
(RZEDOWSKI-CALDERON e VILLA-SALVADOR, 1991, p. 169).

Em virtude da discussdo acima, as extensdes “melhores” (para o nosso objetivo final)

serdo aquelas com géneros de corpos intermediarios “grandes”.

42 A FORMULA DO GENERO

Vimos que temos interesse em construir extensdes separaveis de corpos de fungdes
com géneros “grandes”; assim, ap6s fabricarmos os candidatos a C-improvements L / |
de K / k (para algum C € Z,), é necessério certificarmos que de fato conseguimos

efetuar a constru¢do de uma extensdo com a cota inferior desejada para os géneros dos



4.3 CORPOS DE FUNGOES SOBRE CORPOS IMPERFEITOS

corpos intermedidrios. Para fazermos essa verificagdo, uma ideia natural seria recorrer
a Férmula do Género de Riemann-Hurwitz (Teorema 3.76). Mais especificamente: por

meio deste método, bastaria mostrar que gy > C por meio da expressdo

L
|

.(gK_1)+%-degk(Diff(M| K)), (40)
m: k}

para todo corpo de fungdes M / m com corpo de constantes m e L O M D K.
Portanto, precisamos conhecer o contetido do suporte do diferente no caso de exten-

sdes de corpos de fungdes sobre corpos imperfeitos.

4.3 CORPOS DE FUNQ@ES SOBRE CORPOS IMPERFEI-
TOS

Existe uma razoavel quantidade de propriedades conhecidas acerca de corpos de fun¢oes
sobre corpos perfeitos. O livro de Stichtenoth (2009), por exemplo, dedica um capitulo
inteiro ao estudo dessa classe de corpos de fungdes.

Os teoremas principais dos artigos de Stichtenoth (1984) e de Villa-Salvador e
Rzedowski-Calderén (1991) referem-se a corpos de fungdes K / k nos casos em que k
é algebricamente fechado ou k é finito, respectivamente. Em cada uma destas duas
situagdes, k enquadra-se como um conhecido exemplo de corpo que é perfeito.

Vejamos algumas consequéncias da remogado da hipétese de perfeicdo do corpo de

constantes.

4.3.1 O suporte do diferente

Seja K / k um corpo de fungdes sobre k e L | K uma extensdo separavel ndo trivial. A
literatura registra que o suporte do diferente de L | K coincide com a cole¢do # C IP(L)
dos places ramificados em L | K se k for perfeito — Corollary 3.5.5 no livro de Stichtenoth
(2009, p. 106).

No caso em que k é imperfeito, o suporte do diferente é constituido adicionalmente
dos places inseparaveis: Supp (Diff (L | K)) = .# U %, em que .# C IP(L) é o conjunto

dos places inseparaveis em L | K (Teorema 3.74). Vejamos por que isso ocorre: recordamos
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que o corpo residual %‘3 sempre pode ser visto como uma extensdo finita de k, para
todo place P € P(K) (cf. Segdo 3.3); assim, se k ndo é perfeito, ndo ha garantia de a

extensdo % k ser separéavel para um place P € P(K) arbitrdrio. Ou seja, a aparigdo dos
places insepardaveis é um efeito da retirada da hipétese de perfeigdo de k.

A seguir, veremos como os grupos de inércia estdo relacionados com os places do

suporte do diferente.

4.3.2 Ramificacdo ou inseparabilidade em extensdes galoisianas

O calculo da ordem de um grupo de inércia pode ser ttil para identificar places que

estejam no suporte do diferente, por conta do seguinte resultado.

Proposicdo 4.2 (detecgdo de places ramificados ou inseparaveis com o grupo de inércia).

Seja L / 1 uma extensio normal finita de K / k. Entdo

e(Blp)-f(B]p)
[L:K]; '

|Gr (B p)| = (41)

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 123).

Note que, se a extensdo L | K também for separdvel, entdao o denominador na Equacéo
41 é igual a um. Neste caso, se a ordem do grupo de inércia for maior que um, entdo o
place 3 serd ramificado ou inseparavel em L | K; e, consequentemente, o ideal ‘P estaria

no suporte do diferente de L | K.

Uma forma prética de evitar este denominador seria considerar o caso em que L | K é

Galois.

4.3.3 Ramificacdo ou inseparabilidade em compésitos

Sejam: K / k um corpo de fungdes; L / k uma extensdo galoisiana e finita de K / k;
E / k uma extensdo de K / ktal que LNE = K; F := L-E; p € P(K); P € P(L) um place
sobre p; Q € P(F) uma extensdo de P3; e q € P(E) uma restricdo de Q a E. Suponha

que p seja ndo ramificado e separavel em L | K.



4.3 CORPOS DE FUNGOES SOBRE CORPOS IMPERFEITOS

Pela imersdo natural entre os grupos de inércia — dada na Proposi¢do 3.92 —, o

grupo Gt (2| q) pode ser visto como um subgrupo de Gr (| p). Assim,

|Gr (2] a)| < [Gr (B p)|

_e(Blp)-f(B]p)
B [L: K]

(pela Proposigdo 4.2)

=1.

Sabemos que F | E também é extensdo galoisiana — cf. discussdo que precede o enunci-
ado da Proposigdo 3.92. Pela Igualdade Fundamental (e novamente pela Proposicdo

4.2), temos que o place q é ndo ramificado e separdvel em F | E.

Figura 21. Ilustragdo para a Proposigdo 4.3.

/ F =L-E Q {idr}
L B {id.}
Gr(Q]q)
Gr (B | p)
/ E / q Gal (F| E)
K p Gal (L| K)

Para uso posterior, vamos registrar o que acabamos de provar:

Proposi¢io 4.3 (ramificagdo ou inseparabilidade em compésitos). Sejam: K / k um corpo
de fungdes; L | k uma extensio galoisiana e finita de K / k; E / k uma extensio de K / k tal
que LNE =K; F:=L-E; p € P(K); B € IP(L) um place sobre p; Q € P(F) um place sobre
B; e q € IP(E) uma restricio de Q a E. Suponha que p seja nio ramificado e separdvel em L | K.

Entdo q é ndo ramificado e separdvel em F | E.
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4.3.4 Ramificacio ou inseparabilidade em extensdes de corpos de funcdes racionais

Seja k(x) / k um corpo de fungdes racionais sobre k e F / k uma extensao separavel de

k(x) / k com corpo de constantes k. Se k é perfeito e

[F : k(x)} >1, (42)

entdo F | k(x) é ramificada — Corollary 3.5.8 no livro de Stichtenoth (2009, p. 106).

No caso em que k é imperfeito, temos um resultado anélogo:

Teorema 4.4. Seja F | k(x) uma extensdo finita separdvel de grau [F : k(x)} > 1tal quek éo
corpo de constantes de F.

Entdo F | k(x) é ramificada ou existe um place de k(x) insepardvel em F | k(x).

A demonstracdo é totalmente andloga ao caso em que o corpo de constantes é perfeito.

Repare que, por (42), exigimos que F seja uma extensao prdpria de k(x). Esta hipotese
ndo é colocada a esmo: o caso em que [F : k(x)] = 1 seria um impeditivo para a
existéncia de places ramificados ou de grau relativo maior que um, por conta da

Igualdade Fundamental.

4.4 RAMIFICACAO EM COMPOSITOS

Da transitividade do indice de ramificagdo, o seguinte resultado é imediato.

Proposicao 4.5 (ramificagdo em “torres”). Sejam: K C L C E uma torre de corpos de fungoes
com [E:K] < o0; W um place de E; P :=WNLep:=PNK.

Entdo B é ramificado em E | K se, e somente se, B é ramificado em E | L ou B é ramificado
em L| K.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 126).
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Figura 22. Ilustracdo para a Proposigdo 4.5.
20

EARURY

gy e (W p)=e(W[P)-e(Pp)

e (B p)

p

E
L
K

Vamos considerar agora como a Proposi¢do 4.5 pode ser usada para estudar a

ramificacdo em compdsitos.

Sejam K | F e Ky | F duas extensdes de corpos de fungdes e p € IP(F). Suponha que p

seja ramificado em Kj | F mas ndo ramificado em K; | F.

Vamos ver por que a ramificagdo de p ocorre em Kj-Kj | Ky, passo a passo. A Figura

23 ilustra as etapas dessa demonstragao.

1. Como p é ramificado em Kj | F entdo existe um place p; € P(Ky) tal que e (p1 | p) >
1.

2. Seja P € P(K;-Ky) um place sobre py. Entdo a extensdo de places 3 | p também é

ramificada, pois

e(Blp)=e(P|p1)-e(p1|p) (pela Proposicao 3.46)
>1.

3. Seja pp := PN K, A extensdo B | p pode ser vista como uma “torre” de places

P DOpr Op. Entdoe (P | p2) >1oue(pa|p) > 1 pela Proposicdo 4.5.

4. Como o place p ndo se ramifica em Kj | F, entdo a ramificacdo de p ocorre em
K1-K; | K.
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Figura 23. Ilustragdo para a demonstragdo da Proposicado 4.6.

Ki-K> B
/ / o
o
Ky o p1 s o
© N o
& — g
k3 © W
K> %—H p2
/ ¢ /

Em suma, temos o seguinte resultado.
Proposic¢do 4.6 (ramificacdo em extensdes intermedidrias de compdsitos). Sejam K; | F e

Ky | F sdo duas extensdes de corpos de fungoes e p € IP(F). Suponha que p seja ramificado em

K | F mas nio ramificado em K; | F.

Entdo p é ramificado em Ki-Ky | K».

4.5 PRESERVACAO DO GRAU EM EXTENSOES DE COR-

POS DE FUNCOES

Sejam Kj e K; duas extensoes finitas de um corpo F com graus n := [Kl : F] em:=

[Kz : F]. E sabido que:
Kikoika <n e [Kikeiki] <
e, se mde{n, m} = 1, entdo
[Kike: F] = [Ko ] - [k F] =

— recomendamos o livro de Dummit e Foote (2004, p. 529) para as demonstragdes.
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Figura 24. O grau das extensdes intermediarias em compésitos.

Ki-Kp

ol N JE
{\/}

Assim, se n e m sdo relativamente primos, podemos “deslocar para cima” os valores

dos graus das extensdes inferiores; isto é,
Ko F| = [KiKoiKa| e [KiiF| = [KiKa i Kol

O “truque do mdc” descrito acima é um fato basico usado na teoria de extensdes
finitas, mas veremos que pode ser ttil também na andlise de extensdes transcendentes;
existem manipulag¢des de extensdes de corpos de fungdes que ndo alteram o grau da
estrutura original.
Proposicao 4.7 (preservacdo do grau com adjuncado de elementos transcendentes). Sejam
K / k um corpo de fungoes e ko corpo de constantes de K / k. Seja x € K\ k. Entdo

[%:k] = [%(x) : k(x)} . (43)
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 15).

Figura 25. A ilustracdo da preservacdo do grau com adjuncdo de elementos transcen-

dentes: [%:k} = [E(x) :k(x)] = m~

Observacdo 4.8 (preservagdo do grau em extensdes constantes e separdveis). Sejam:
F / k um corpo de fungbes; k' uma extensio algébrica e separdvel de k; e x € F \ k. Suponha
que m := [F : k(x)] seja finito. Entdo

= |Fik(x)| = [FK K ()]
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A demonstragdo deste fato é totalmente andloga a prova de uma proposicdo (Proposition 3.6.1)
no livro de Stichtenoth (2009, p. 113). Embora a referida proposicio da obra mencionada assuma
como hipétese que k seja perfeito, a demonstragdo nio usa o fato de toda extensao algébrica de k

ser separdvel.

Figura 26. A ilustracdo da preservacdo do grau em extensdes constantes e separdveis.
F-k'

) K =F(x)

v\/:: N

k/

AN

k(x
k

4.6 ALGUMAS CONVENIENTES MUDANCAS DE VARIA-

VEIS EM CORPOS DE FUNCOES

O contetido desta secdo é andlogo a um comentdrio feito no livro de Villa-Salvador
(2006) — cf. Remark 14.4.9, p. 587 —, com algumas modifica¢gdes. O objetivo é expor
algumas mudancas de varidveis que nos permitirdo trabalhar com corpos de fun¢des
racionais em parametros convenientes.

Para esta se¢do, considere os corpos de fung¢des racionais k(w) e k(z) nas varidveis w
e z, respectivamente. Suponha que K| k(w) seja uma extensao algébrica separavel, e

que k seja um corpo infinito.
4.6.1 Uma mudanca de variaveis bastante simples

A aplicagao

¢ k(w) = k(z)

(44)
f(w) > p(F(w)) = £(2) *
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é um isomorfismo de corpos, claramente: o homomorfismo ¢ simplesmente converte

u(w)

uma fragdo f(w) = o(w) de polindmios u, v € k[w| (na varidvel w) na fragdo de

u(2)

olindbmios —<.
P =)

4.6.2 Mudancas de variaveis em extensdes algébricas de corpos de funcdes racionais

Como K| k(w) é uma extensdo algébrica, entdo ¢ é extensivel a um monomorfismo
de corpos ¢ : K — ac@, em que ac@ é um fecho algébrico de k(z) — veja (2.18)
no livro de Endler (2012, p. 45) para uma demonstracdo deste fato. A aplicacdo ¢ é
um isomorfismo de corpos, pois ¢ é homomorfismo bijetor (pela subsecdo anterior).

Portanto, se K; := 9 [K], entdo a extensédo K; | k(z) satisfaz as mesmas propriedades de

K| k(w).

Figura 27. A mudanga de varidveis ¢ e sua extensdo ¢.

k(z)
K ? 5K
k(w)\ q)/k(z)

4.6.3 Existéncia de places ramificados de grau um

Suponha que existe um place p € IP(k(w)) de grau deg,(p) = 1 ramificado em K | k(w).
Sendo k(w) um corpo de fungdes racionais, temos que existe p € k [w] monico tal

que deg(p) =1e ‘Bp(w) = p (cf. Equagdo 7). Seja a € k tal que
pw)=w—«.

Seja k(t) C K um corpo de fungdes racionais numa variavel ¢ € k(w).
Temos que k(t) = k(w) se, e somente se, existem a, b, ¢, d € k tais que
a-w+b

Da,b,c,d =a-d—b-c 7/ 0 € 7;u;a,b,c,d =t= cw+d (45)
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— cf. (11.2) no livro de Endler (2012, p. 171). Assim, para cada quadruplaa, b, c,d € k

comD,pcq70e Tpaped =t fica definida uma mudanga de varidveis
Y k(w) — k()
(46)
w—t= %;a,b,c,d .
No caso particular em que

a=1, b=a-1, =0 e d=1, (47)

o isomorfismo ¥ transforma o polindmio p(w) na expressdo P (p(w)) = p(w) := w — 1.
Como k(w) e k(t) sdo o mesmo corpo, a aplicagdo ¢ apenas altera o polindmio associado
a p (o “rétulo” do place p passa a ser p(w)), mas ndo modifica a propriedade de
ramificagdo de p na extensdo K | k(w).

Sejam t, s € P(k(t)) o zero e o polo de t em k(t), respectivamente. Afirmamos que

existe um parametro t, € k(w) tal que:

2. p=P¢ ;e
3. 0 zero t, e o polo s, de t, em k(t) sdo ndo ramificados em K | k(w).

Vejamos as etapas da prova deste fato:
(1% etapa) Se as trés condicOes acima forem satisfeitas ap6s as escolhas de (47), tome
ty:=t , Ty =1t e S, :=6 .

Caso contrério, suponha (sem perda de generalidade) que t seja ramificado em

K| k(w). Passemos a 2% etapa.

(2% etapa) Seja pa(w) = w — ay € k[w] tal que v =P (w)* Com uma construgdo andloga ao

P2
isomorfismo em (46) e com escolhas similares feitas em (47), obtemos uma variavel
tr € k(w) tal que p =P, 1.

Se o0 zero t; e o polo s, de tp em k(t,) sdo ndo ramificados em K| k(w), tome

ty i=1p, Tty =Ty € S5, 1= 59.

Caso contrério, seria necessdrio prosseguirmos numa 3” etapa.
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O procedimento acima termina em uma quantidade finita de passos: como a extensado
K| k(w) é separével, entdo pelo Teorema 3.89 existe uma quantidade finita de places
ramificados em K | k(w). Note que, como k € infinito, podemos efetuar uma quantidade
arbitraria de etapas até obtermos t, vs e s,.

A conclusdo é que, com a existéncia de um place p € P (k(w)) ramificado em K | k(w)
de grau um sobre k, temos liberdade para trabalharmos numa varidvel conveniente
t € k(w) de modo que t tenha o zero e o polo em k(t) ndo ramificados e o polindmio

"_, 4

t — 1 seja o “rétulo” do place ramificado p:

p=""Pr1.
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O contetido deste capitulo corresponde ao artigo de Alvarez-Garcia e Villa-Salvador

(2010).

5.1 CORPOS DE FUNCOES SOBRE UM CORPO DE CONS-

TANTES INFINITO

Esta secdo é baseada na segunda secdo do artigo de Alvarez-Garcia e Villa-Salvador
(2010), e contém uma coletanea de resultados tteis para as se¢des subsequentes deste

capitulo.

Lema 5.1. Sejam: k(x) um corpo de fungdes racionais; F | k(x) uma extensdo finita e galoisiana;

k(y) 2 k(x) um corpo de fungdes racionais tal que

mdc{ [F : k(x)], [k(y) : k(x)] } =1, (48)

E / 1 um corpo intermedidrio de F | k(x); e N o corpo de constantes de E(y).
Suponha que a varidvel y seja separdvel sobre k(x).
Entdo N = 1.

Demonstragdo.

Afirmacido 5.2. E(y) | k(x) e E(y) | I(x) sdo extensdes separdveis.

Dem.: Como a extensdo F | k(x) é galoisiana e finita, em particular serd
também separdvel. Pela teoria de corpos, temos que a extensdo intermedidria
E| k(x) é separavel. Como y é separavel sobre k(x), temos também que
E(y)| k(x) é uma extensdo separavel. Note que I D k, pois: k é o corpo
de constantes de k(x) (Exemplo 3.24); e E é um corpo de funcdes sobre [.
Entdo E(y) 2 I(x) 2 k(x) e, assim, a extensdo intermedidria E(y) | [(x) de
E(y) | k(x) é separével. &
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Da hipoétese,
mdc{ [E : k(x)}, [k(y) : k(x)} } =1. (49)

Pela Afirmacdo 5.2 e pela Proposicdo 3.88, temos que N | [ é separavel. Assim, pela

Observagao 4.8, temos que
[E : Z(x)} - [E.N:N(x)] ; (50)
por argumento similar, a extensdo N | k também é separdvel e
K(y) :k(x)] = [N@): N(x)| = [1y) : ()| - (5)

Combinando (49) e (51) e com a transitividade do grau (aplicada a torre de corpos
E 2 1(x) 2 k(x)),

mdc{ [E : l(x)], [Z(y) : Z(x)} } =1 (52)
— veja a Figura 29. Pelas equagdes 50, 51 e 52 segue que
mdc{ [E-N : N(x)], [N(y) : N(x)} } =1. (53)
Como (E-N)-N(y) = E(y), temos pela Equagédo 53 que
E(y):N(y)| = [E-N:N(x)] (54)
— veja a Figura 28.
Figura 28
s
/(E "N)-N(y)
N(y) ~ >E-N
N(x)
Analogamente, pela Equagédo 52,
E) )] = [E:1(x)] . (55)
Assim,
Eq. 54 Eq. 50 Eq. 55
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Figura 29. Ilustracdo para a demonstragdo do Lema 5.1.

F-N(y)
/
E(y) F(y)
;(y) /E(y/>//\/ k/F )
(v) /\ \/\//

= [N : l] (pela Proposigao 4.7) .

A tese segue.

]

Lema 5.3. Sejam: F'| F uma extensio finita separdvel de corpos de fungoes; Fi, F, corpos

intermedidrios de F' | F tais que F' = Fy-Fy; e p € P(F).

Figura 30. Ilustracdo para o Lema 5.3.

F=FF
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1. Suponha que S decompde-se completamente em Fy | F e em F, | F.

Entdo B decompde-se completamente em F' | F.

2. Suponha que B é ndo ramificado e separdvel em F; | F eem F, | F.

Entdo B é ndo ramificado e separdvel em F' | F.

Demonstragdo. (Item 1): item 2 da Proposigao 3.59.

(Item 2): (P é ndo ramificado em F’ } F): item 1 do Corolério 3.58.

(B é separavel em F' | F)":

Sejam: P; € P(F;) e Py € P(F,) extensdes de P; e P’ € IP(F') uma extensdo de P,
e de .

Figura 31. Ilustracdo para a demonstragdo do item 2 do Lema 5.3.

q}/
m/
|
Oy, Ony
P P
~ N
Oy O,
P P2
\ AN N
pL
¥ L
|
k
Basta provar a seguinte afirmacéo.
Afirmacgio 5.4. o = quil (?gzz
Dem.: (2): Segue da Proposicdo 3.41. (C): Seja « e O ‘. Seja f € Oy tal
que o = f +p'.

Se f € %, teriamos que a« = 0+, e a seria elemento do compoésito

trivialmente. Podemos supor entdo que f € Oy \ P’
Como f é um elemento de F;-F,, existem
Sl = {xlleI- . ‘/xnlly]_le/' . '/ynz} g Fl \ {O}

€ SZ = {yllyZI---/ynlryvllyVZ/---/gnz}gFZ\{O}

1 A demonstragdo deste item foi sugerida pelo professor Nazar Arakelian (a quem agradeco).
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tais que
nq
glxi “Yi
f=%—" (56)
Elxj Y

Fixe t € P um parametro local. O elemento ¢ é parametro local também de
PB’, pois
oy (£) =e (B’ | P) -op (t)  (da definigdo de indice de ramificagao)
=ouyp (t)  (pois P’ | P é ndo ramificada)

=1  (da propriedade de parametros locais) .

Como todo elemento de S; U S, é ndo nulo (por escolha), entdo pela Pro-
posicdo 3.5 existem [;, I, k;, kj € Z, u;, uj € U(Oxy, ) e v, 0; € U(Osp,) tais

que

L0, J’Ethlj-u]‘ e ﬁj:tkf-v]-.

Assim, a somatéria na Equagdo 56 pode ser reescrita como

ny
Z tli+ki . ui . Ui
f _ i 1
l+k
]th “Uj - v]

Se definirmos

= min {l;+k;} e 7:= min {l]-+k]-},

1<i<m 1<j<ny

podemos reescrever f colocando as poténcias t7 e t7 em evidéncia:

. E Uj - v;+ E tli"'ki_'] “Uj -V
17=lz'+kl' 77<l1'+ki
f (57)
t- | Y ﬁj-z7j+ Z t”kf 7. ij - 0j
=l < l

Temos que 57 = fj — caso contrério, terfamos a igualdade f + ' = 0+’
Assim, podemos efetuar o cancelamento das poténcias de t que aparecem

fora dos parénteses em (57).
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Para w € {1,2}, passando ao quociente médulo Py,
L (ui+PBw) - (vi+PBo)
77=li+ki

E (%) (7+%0)

17=l]+k]

f+PBw =

. e @) o
Fazendo a identificacdo dos elementos de % como elementos de T"i',

Y (ui+p) - (v +%)

f+(,B/ — W:li+ki
Y (ﬁ]+fn) (z; +qsf>
17=l]+kj
Ou seja, o € qil (?g;z &

Como o compdsito de extensdes separaveis é separdvel, a tese segue da Afirmacdo

5.4. [

Lema 5.5. Sejam: K / k um corpo de fungdes; E | K uma extensdo finita e separdvel com fecho
normal E; e B € P(K) ramificado ou insepardvel em E ’ K.

Entdo B é ramificado ou insepardvel em E | K.

Demonstragio. Segue do item 2 do Lema 5.3 — cf. Figura 32.

Figura 32. Ilustracdo do caso de uso do item 2 do Lema 5.3 (compare com a Figura 30).
E-E=E

E’/ /
AN
K

[]

Lema 5.6. Sejam: K / k um corpo de fungdes; E | K uma extensio finita separdvel de corpos de

fungoes; P € P(K); F | K uma extensdo finita puramente insepardvel; e B € P(F) sobre *B.



5.1 CORPOS DE FUNQC)ES SOBRE UM CORPO DE CONSTANTES INFINITO

Figura 33
F-E
/
F B
E
/
K B

Suponha que P seja um place de K ramificado ou insepardvel em E | K.

Entdo B é ramificado ou insepardvel em E-F | F.

Demonstracio. Seja Py € IP(E) sobre P ramificado ou inseparavel em E | K, e seja E o

fecho normal de E | K.

Afirmacio 5.7. O fecho normal de (E-F) | F é E-F.

Dem.: A extensdo E | K é separavel, pois o fecho normal de uma extenséo
finita separavel é separdvel — cf. Proposition 3.3.7 no livro de Bastida (1984,
p. 117); entdo os elementos de E e de F que sdo simultaneamente separéveis

e puramente inseparaveis sobre K estdo no conjunto
ENF=K

— veja o livro de Endler (1987, p. 70) para uma demonstracdo. A tese segue

da Teoria de Galois Finita (cf. a discussdo anterior a Proposi¢do 3.92). <

Afirmagao 5.8. (E -F) ’ E ¢ puramente insepardvel.

Dem.: Seja « € E-F. Temos de mostrar que 3 t € N tal que a?' € E. Um
elemento de E-F sdo “combinacdes algébricas” de elementos de E e de F;
entao

T ~

LS ]
:%, emque ¢, ¢€E, fi, ieF e r,seN.

L¢ fj

j=1

4
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Como F | K é puramente inseparével, entdo existem t; € Z e t; € Z — com

1<i<rel<j<s—tais que

1

ti t;
fllek e fllek.
Tomet=max{ti,tj‘1§i§r,1§j§s}. O

Seja‘P; € P (E) sobre Py. Seja B, € P (EP) a Unica extensdo de 31 (a unicidade
de 981 segue do item 1 do Teorema 3.105). Uma vez que B1 N F € IP(F) estd sobre L e
F | K é puramente inseparavel, temos pelo Teorema 3.105 que B; é o tnico place de E-F

sobre ‘B:
B1NF=2B.

Sejam Gz (B | B) o grupo de decomposigdo de Py sobre P e Gr (P1| P) o grupo

de inércia.

Figura 34. Ilustracdo para a demonstragdo do Lema 5.6.

fid: .} Er B, e

o % / S

{idg} E P o

E-F
/
E Bo

Gal (E-F | F) F b3 %

e / / iV

Gal (E‘K) K Ny 2

Considere o isomorfismo natural (cf. Equagédo 36)
¥ : Gal (E-F| F) - Gal (E| K)
o0 (z.

O isomorfismo ¥ induz uma imersdo natural entre os grupos de decomposicdo (cf.

Proposicgdo 3.92):

k: Gz(Bi|B) C Gal<E-P‘F> < Gz (Ph|B) C Gal(E’K)

o —> olg-
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Afirmacdo 5.9. « é isomorfismo.

Dem.: Pela Afirmacdo 5.8 e pelo Teorema 3.105, temos que B é a Ginica
extensdo de P; em E-F. Assim, x é uma correspondéncia biunivoca en-
tre os automorfismos em Gz (B | B) que fixam B; e os automorfismos
em Gz (P1| P) que fixam Py. A tese segue do fato de toda restrigdo de

homomorfismo ser homomorfismo. &
Analogamente, o isomorfismo x induz uma imersdo entre os grupos de inércia:
Kk [Gr(B1|B)] € Gr(P1]P) .
Seja

Q=K rGT(%1|‘B) : GT (%1 | %) — GT (q31 | ;B) .

Afirmacdo 5.10. ¢ é isomorfismo.

Dem.: Como as extensoes

O, [On | On|Oy
B | P B | P
sdo puramente insepardveis (pelo item 3 do Teorema 3.105), temos que
Ogp, O‘Bl} O O‘B}
—L =L =1 — = =1. 8
B P s B P (58)
Por outro lado, da transitividade do grau,
O, | 0&131} _ {O‘nl : Om} _[Ow, O%} O Om} (59)
B1 P RUTERY B B B P

Entao

(f (B Br);- £ (Br] Ba)g) - (f (Ba| B); - f (Br] B)s)
=(f(B1]B); - f(B1] B)g) - (f (B R);- f(BIR),) -

Usando (58) e a transitividade do grau de inseparabilidade, podemos efetuar

cancelamentos membro a membro, para obtermos:

f(B1[B)g=f (Pl B)s - (60)
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Assim, do Teorema 3.87,
|Gz (B1]B): Gr (B1]B)| = |Gz (B1| B) : Gr (B1 | P)| -

Pelo Teorema de Lagrange,

|Gz (%B1| B)| _ |Gz (B1]B)|

|Gr (B1]B)|  |Gr (B B)]’
e, como « é isomorfismo, temos a igualdade das ordens dos numeradores.
Portanto,

x [Gr (B1] B)] = Gr (P1| PB),
pois « é bijecdo pela Afirmacgdo 5.9. &

Da hipétese e da Proposicgdo 4.5, segue que o place 3 é ramificado ou inseparavel em

E | K. Entdo ‘B é ramificado ou inseparédvel em (E -F) ‘ F, pois

Prop. 4.2 Af
e(By|B) f(By|B), = |Gr(Bi|D)|

10

. 5.
= 1Gr (P | )|

s e(P1]|B)-f(Pr|P); >1.

Prop. 4.2

Pelo Lema 5.5 (combinado com a Afirmagdo 5.7), temos que B é ramificado ou

inseparavel em (E-F) | F. O

Lema 5.11. Seja E | K uma extensio galoisiana de corpos de fungdes com corpo de constantes k.
Entdo para todo o € Gal (E | K) \ {idg}, o conjunto

Ag = {% € P(E) ) o(B) #%}
é infinito.
Demonstragdo. Por absurdo, suponha que existe o # idr tal que A, seja finito; digamos,
Ar={B1,..., By} (61)

com m = |Ay;| < 0. Seja K; o corpo fixo de 0. Por definicio de A,, temos que
o(B) = B, para todo place B € P(E) \ A,. Como ¢ ndo é o automorfismo identidade
em E, entdo existe y; € E\ K;. Fixei € {1,2,...,m}.
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Afirmacdo 5.12. Existe y, € Ky \ k tal que vy, (y2) > 0.

Dem.: Como E / k é uma extensdo geométrica de K / k por hipétese, entdo

o corpo intermedidrio K; é um corpo de fungdes sobre k.

Para cada r € {1,2,...,m}, seja B, := K3 NB,. Pelo Teorema de Aproxi-
magao, existe & € Kj tal que vy, () > 0 (Vr € {1,2,...,m}). Assim, da

definicao de indice de ramificacéo,

v, () = e (B, | By) -vp, (&) > 0.
~—

N\
>1

Tome 17 := a. <&
Pela Afirmacdo 5.12, existe j € IN grande o suficiente tal que

0 <oy, (y1)+]- 0, (y2)
= Usp; <y1 y]2> :

Afirmacio 5.13. 1 ~y£ ¢ K.

Dem.: Se existisse & € K; com Yy - y]2 = a, entdo operando em E terfamos

que y1 = <7, que é um elemento de K;j: absurdo, pois y1 ¢ Kj. &
Y2

Afirmacdo 5.14. ¢ permuta transitivamente os places de A,.
Dem.: Basta verificar que 0(B;) € Ay. Se fosse 0(B;) € P(E) \ A,, entdo

terfamos que ¢(B;) = B;, uma contradi¢do com a defini¢do de A,. <&

Sejam ¢ # 1 uma constante em k e i := y - yé +c.

Afirmagio 5.15. y ¢ Kj.
Dem.: Prova analoga a demonstra¢do da Afirmagdo 5.13. &

Como c é uma constante, temos que vy, (c) = 0; entdo, pela Desigualdade Triangular

Estrita (Teorema 3.10),

v, (y) =0.
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Afirmacao 5.16.

Dem.: Seja B € IP(E) arbitrario.
Se 0(B) =B, entdo
vs (0(1)) = o) (1) =0 (07 (0(1)) ) = 0m (v) -

Se 0(B) # B, entdo 0 (B) € A,. Pela Afirmagdo 5.14, existe | € {1,2,...,m}
tal que B = 0(B;). O restante da prova deste caso é andlogo:

v%(a(y))==a4%0(0(y»==v%,(0*1(000))==v%,QU==0-
o

Da igualdade dos divisores principais, segue que o(y) e y “diferem” por uma cons-

tante:
o(y)=a-y (62)

com a € k — cf. a Equagdo 23.

Figura 35. Os elementos 4, b, y e ¢(y) no corpo de fungdes E / k.

Como o elemento identidade 1 € k também é constante, temos por argumentos

totalmente analogos que
vy, (y+1)=0,
e que existe b € k tal que

c(l+y)=b-(1+y). (63)
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Entao
Eq. 62 Eq. 63

1+a-y : l+o(y)=c(1)+0(y) =c(1l+y) : b-(1+y)=b+b-y. (64)

Comoy ¢ Ky e K1 O K Dk, segue que y ¢ k.

Afirmacdo 5.17. a = b.

Dem.: Por (64), temos que (a —b) -y = b — 1. Se fosse a # b, entdo
_b-1
-

um absurdo. o

€k,

Por (64) e pela Afirmacdo 5.17, segue que a = 1 e, portanto, o(y) = y. Assim, y € Kj:

contradicdo com a Afirmacgao 5.15. O

5.2 LIMITACAO PARA O GENERO DE UM COMPOSITO
DE CORPOS DE FUNCOES

Esta secdo corresponde a terceira secao do artigo de Alvarez-Garcia e Villa-Salvador

(2010). Os dois principais resultados sdo:

e 0 analogo da desigualdade de Castelnuovo-Severi; e

e 0 andlogo do resultado de Madden-Valentini sobre os C-improvements.

5.2.1 O anéalogo da desigualdade de Castelnuovo-Severi

Para um corpo de fungdes K / k com género g, seja

g}< =max {gx, 1} . (65)

A escolha deste nimero méaximo evita a selecdo de um valor nulo.
O resultado anédlogo da Desigualdade de Castelnuovo-Severi (Teorema 3.104) expres-
sard o género de um compoésito de corpos de fungdes F = F;-F, majorado por uma

expressdo que contemplard, dentre outros termos:
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e 0s nimeros gr, e gy, definidos em (65); e

e 0 minimo dos graus de places no conjunto
{degy (1) | B eP(R)}.

Lema 5.18. Sejam: F / k um corpo de fungdes com corpo de constantes separavelmente fechado;

E | F uma extensdo finita geométrica separdvel; e
d := min {degk(%) ’ R e lP(F)} .
Entdo temos os seguintes fatos.

1. Existem infinitos places em F que se decompoem completamente em E | F.

2. Podemos escolher os places R € IP(F) no item 1 de modo que

deg,(R) <2-gp-d.

Demonstragio. Seja P € IP(F) tal que d = deg, (). Pela Proposicdo 3.35, existe x € F

com divisor polo (x)f, = (2 g}). Assim, pelo Teorema 3.18,

[F;k(x)] =degk((x)fo> =2.¢h-d. (66)

Em particular, F | k(x) é finita.

Sejam:
e Fp o fecho separdvel de k(x) em F; e
e Ej o fecho separavel de k(x) em E.

Da definigdo de Fy, a extensdo F | Fy é puramente inseparével. Pelo Teorema 3.98, temos

que Ey e F sdo linearmente disjuntos sobre Fy.

Afirmacdo 5.19. E = Ey-F.

Dem.: Por absurdo, suponha que E 2 Ey-F. Entdo

[E : Eoﬂ >1. (67)
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Além disso,
[P : k(x)}i = [E: F];- [P : k(x)}i
= [E : k(x)}i
= [E: Ey-F];- [Eo-F : F; - [F : k(x)]

(pois E | F é separavel)

i

(da transitividade do grau de inseparabilidade) .

Entdo efetuando cancelamento membro a membro, podemos inferir que o

primeiro fator no produto a direita da tltima igualdade é igual a um:
[E:Ep-F|;=1. (68)

Logo,

Eq. 68 EXFl67
1
[E:Eol, > [E: Eo-F], = [E;EO-F]S-[E:EO-P]i:[E:EO-P} S 1.

Contradicdo com o fato de a extensdo E | Ey ser puramente inseparavel. <

Seja Ey o fecho normal de E, | Fo.

Figura 36. Ilustragdo de como o fecho normal Ey de E | Fy esta relacionado com os

demais corpos de fungdes considerados até o momento.

Eo-F
~ /
Eo
E=EF
Eo = scg(k(x))
F
—
Fy = scp(k(x))
/
k(x)
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Afirmacdo 5.20. Existem infinitos places de grau um em Fy que se decompoem

completamente em Eg | Fo.

Dem.: Como k é infinito (Observacdo 3.94), existem infinitos places de grau
um em P (k(x)). Na extensdo E | k(x), existe um numero finito de places
em IP(k(x)) que sdo ramificados ou inseparaveis — cf. Teorema 3.89. Em
particular, quase todo place em P(k(x)) de grau um é ndo ramificado e
separavel em E | k(x). Seja entdo Q € IP(k(x)) um place de grau deg, (Q) =1

ndo ramificado e separdvel em Ey | k(x).

Seja ¥ € IP(Ey) sobre Q.

Figura 37. Ilustragdo para a demonstragdo da Afirmacao 5.20.

Eo T 9

;
k(lx) Q £
,L

Como as extensdes E | F e F | k(x) séo finitas, temos que a extensdo interme-
didria Eg | k(x) de E | k(x) também é finita. Pela Proposicdo 3.44, a extensao
% %Q é finita (e, portanto, algébrica). Como 9 é de grau um sobre k,

temos que [% : k} =1(e.. %—D =k); e % é uma extensdo algébrica de k.

Da hipétese de k ser separavelmente fechado, segue que % = k e, portanto,

f(E19)=1.

Entdo, pela Igualdade Fundamental, o place Q decompde-se completamente

em Eg | k(x). A tese segue da Observagéo 3.52. O

Afirmacdo 5.21. Existem infinitos places em F que se decompdem completamente
em EO-P ’ F.

Dem.: Seja Q € P(F) um place de grau deg,(Q) = 1 que se decompde

completamente em Ej| Fy (dado pela Afirmagdo 5.20). Como a extensdo
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F| Fy é puramente inseparavel, entdo existe um dnico place R € IP(F) sobre

1 (item 1 do Teorema 3.105).

Seja 6 ¢ ]P(EO-F> um place sobre . Entdo & NE, € ]I’(E()) é um place
sobre £ (veja a Figura 38). Pelo Lema 3.60, temos que o place 9 decompde-se
completamente em E ’ Fo; assim, pela Proposic¢do 4.2, o grupo de inércia da
extensdo & N Eg | Q é trivial. Como o grupo de inércia Gt (& | 9R) é imersivel
no grupo Gr (6 N Eo ’ Q) (Proposicdo 3.92), temos que a extensdao & | R é
ndo ramificada (Proposicado 4.2). Do fato de k ser separavelmente fechado,

% = 0—9? = k. Segue que R decompde-se completamente em (EO-F> ’ F. &

Figura 38. Extensdes de Q na prova da Afirmagao 5.21.

Eo-F S
/ /
Ey S NEy
F R
/ /
Fy Q

Da Afirmagdo 5.21, temos que existem infinitos places R € IP(F) que se decompdem
completamente em Eg-F ‘ F.
(Item 1): Pela Observacdo 3.52, segue que a decomposi¢do completa de i ocorre
também em Ej-F | F. A tese segue da Afirmacdo 5.19.
(Item 2): O grau de R sobre k é igual a
degi(R) = f (K] Q) - deg(Q)
=f(R[Q)
< [1: : FO} (do Corolério 3.49)
< [F : Po} - [FO : k(x)]
= [F : k(x)] (da transitividade do grau)
=2-d-¢r  (da Equagéo 66) ,

como desejado. O
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Lema 5.22. Sejam: k um corpo separavelmente fechado; F / k um corpo de fungdes; Fy / k um
subcorpo de F tal que F | F; é uma extensdo separdvel de grau n := [P : Fl} >1,y € Fum

elemento tal que F = Fi(y); e
dy = min { deg, (%) ‘ PeP(R)}.
Entio existem infinitos places B € IP(Fy) de grau
deg, () <2-gp, - d
com as seguintes propriedades.

1. P possui n extensoes distintas
Bi, ..., Pn e P(F).
2. As restrigoes

Prink(y), ..., Punk(y) € P(k(y))

sdo places dois a dois distintos.

Figura 39. Ilustracdo para o Lema 5.22.

F = F(y) B1 B2 P

Demonstragiio. Seja ¢(z) = my g, (z) = 2" +a,_12" 1 +...+ @1 T + a9 € F [z] o polindmio
minimal de y sobre F;. Pelo Lema 5.18, existem infinitos places 9 € P(F;) com as

seguintes propriedades:

e 3 decompde-se completamente em F | Fy; e
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o deg(B) <2-g, - di.

Pela hipétese, F = F;(y); assim, vy := {1,y, y2, .. .,y”’l} é uma base para F sobre F;. Do
Teorema 3.68, temos que <y é uma base inteira para quase todos esses places L.

Pelo Teorema de Kummer (item 2 do Teorema 3.75), existe uma correspondéncia
entre a decomposi¢do do polindmio ¢(z) € (,%‘3 [z] em fatores irredutiveis @; = y; €

B
Como a quantidade de places em F; que estendem ‘B coincide com o grau do polindmio

minimal de y sobre F, devemos ter que

n

p(z)=]](z—c),
i=1

O c . . .
com os elementos c; € % distintos dois a dois.

Para cadai € {1,2,...,n}, escolha b; € Op de modo que

ci=b;+%P (69)

pi(z) =z—b; . (70)
Seja p := char(k).

Afirmagao 5.23. Existemm € NU {0} e By, ..., By € Ox tais que
b +P=pi+P. (71)

Dem.: Sejai € {1,2,...,n}.

Se b; € *B, entdo bfs € B para todo s € IN U {0}; neste caso, bastaria tomar
Bi=0.

Se b; € Oy \ B, entdo b; # 0 médulo B. O corpo % pode ser visto como uma
extensdo finita (e, portanto, algébrica) de k. Como toda extensdo algébrica
de k é puramente inseparavel, existem m; € INU {0} e a; € Oy tais que
bf "+ = a;+P € k. Escolha m = 2?21 mj e B = zxf '. Tomando a
p"~Mi-ésima poténcia, teremos que

ﬁﬁ‘ﬁ:afm +90 = <bfmi>p l+q3
:bfm+q3,

—m;

<%) z] e a decomposi¢do de P em places B; € P(F) sobre P (com i € {1,2,...,n}).
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como desejado. &

Afirmacgao 5.24.

vop, (y—b;)) >0, Vie{l?2,...,n}.

Dem.: Seja i € {1,2,...,n}. Pelo Teorema de Kummer (item 1(a)ii do
Teorema 3.75), temos que ¢;(y) € B;. Ou seja, vy, (9i(y)) > 0. A tese segue
da Equacao 7o. &

Pela Afirmacdo 5.23, temos que
bl —pi€B, (72)
que é equivalente a dizer que
v (bp "t ) 0
m i ﬁz > .
Por definicdo de indice de ramificacao,
Op; (bzp - ﬁl) >0. (73)
Por outro lado, como a caracteristica de k é positiva, temos que

0<p"- oy (y—">b;) (da Afirmagao 5.24)
= Usp, ((y — b;)P m) (da defini¢do de valoragdo) ;

ou seja,
op, (y" =) > 0. (74)
Portanto,
o (v = 1) = o (" = 87) + (81 = 51))

> min {U‘Di (ypm — bipm),vqgi (bfm — ﬁ1>} (75)
>0  (pelas equagdes 73 e 74) .
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Afirmacao 5.25. Vale a implicagdo

A = BiA

Dem.: Temos as seguintes implicagdes:

pi=p = Bi+P=p+P
= bf +PB = b];.9 +B (por (72))
m pm
= (bi+$)"" = (bj+F)
= = c;’ (de (69)) .
Entao
m m Pm
O:CP —C]p = (CZ_C]> ’
0 que implicaria que ¢; = ¢;. &

Afirmacao 5.26. As restrigdes B3; N k(ypm> sdo duas a duas distintas.

Dem.: Por absurdo, suponha o contrério; digamos,

Py N k(yr””) =Py k(y’”m) . (76)

Sejam:

u=y" — B € ‘Blﬂk<y’“m> ;e
w=y" —p, € mzﬂk<ypm> .

Pela igualdade dos places dada na Equacdo 76, a diferenca entre w e u
seria um elemento de 1 N k(ypm> e, portanto, pertenceria também a :
B1 — B2 € By. Absurdo, pois c1 # c;. O
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Figura 40. Considerar as restri¢des dos places Py, ..., Py a k (ypm> praticamente encer-

rard a demonstragao.

F =F(y) P1 B2 P
/ /
15} B
k(y) pU ﬂ|k(3/) RU m|k(y) e P m|k(y)
|
) mee) ma) o s
/

Se existissem i, j € {1,2,...,n} distintos com ‘B; Nk(y) = P; Nk(y), terfamos a
igualdade de places também nas restrigdes a k (ypm>: uma contradi¢do com a Afirmacao

5.26. Segue que os places P; N k(y) sdo distintos dois a dois. O

Sejam F / k um corpo de fungdes e F;, F, dois subcorpos de F tais que F = F;-F,. Os
mecanismos de obtencdo de cotas para o género do compésito F nas demonstragdes
do Teorema de Castelnuovo-Severi (Teorema 3.104) e do Teorema de Castelnuovo
(STICHTENOTH, 2009, p. 146) sdo parecidos. O receituario é constituido dos seguintes

passos:

(Castel.1) a escolha de um conjunto y C F com [F : F1] elementos, por meio de um critério

especifico;

(Castel.2) a prova de que v é uma base de F sobre F;, por meio do uso da Desigualdade

Estrita;

(Castel.3) a escolha de um conveniente divisor “auxiliar” C € Div(F), que realiza a estimativa

do género do composito; e

(Castel.4) a redugdo do problema a extensdes constantes.
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A seguir, vamos estimar o género de um compésito de corpos de fung¢des sem impor
condig¢des acerca do corpo de constantes. O procedimento descrito acima sera repetido,

com ligeiras modificagdes.

Lema 5.27. Sejam: F / k um corpo de fungdes com corpo de constantes separavelmente fechado;
F; [/ keF, / k subcorpos de F / k tais que F = Fy-F, e F | Fy é separdvel.

Figura 41
kB

BN

Entdo
gF§1+[F:F1] (gr —1)+4- [F:Fl] : [P:FZ} gr g -di,

em que

di = min{degk(‘ﬁ) ’ P < IP(Fl)} .

Demonstragdo. Seja n; := [F : Fl} , parai € {1,2}. Podemos supor que n; € finito (caso
contrdrio, a desigualdade seria trivialmente vélida). Por definicdo de compdésito, existe
S C K tal que F = F-F, = Fi(F,) = F(S). Como a extensdo F | F; é finita, podemos
supor que S é finito: existem y1, ..., ys € F, com F = Fy(y1,...,Ys). A extensdo F | F; é
separdvel, por hipétese; portanto, existem a4y, ..., as € F; tais que y := 2?21 ajy; € E é
um elemento primitivo de F | F;. Como k é infinito (Observagdo 3.94), a demonstracdo
do Teorema do Elemento Primitivo (DUMMIT e FOOTE, p. 595) permite supormos que
{a;};_, C k. Pelo Lema 5.22, existe um place B € P(F;) de grau limitado

deg, (PB) <2-gp, -d1, (77)

com 77 extensdes distintas Py, ..., P, € P(F) e tais que as restri¢gdes P; Nk(y) €
IP(k(y)) sdo distintas duas a duas, para i € {1,2,...,n1}. Segue que os places Q; :=
B; N F, € IP(F,) sdo distintos.
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Figura 42. Caso de uso do Lema 5.22 (compare com a Figura 39).

F=Hh(y) P
a/ m/
F Qi=P;NF
/k(|y) Pi ﬂ|k(y)

Pela Observagdo 3.51, temos os seguintes fatos.

e O place B é ndo ramificado em F | Fy:
e(Pi| P)=1, Vie{l, ..., nm}. (78)
e Todas as extensdes de I3 em F | F; tém grau relativo igual a um:

fBRilP) =1, Vie{l...m}. (79)

Afirmacdo 5.28. Parai e {1,2,...,n1},

deg,() < 2- gk, - (80
Dem.: A prova é uma simples aplicacdo da transitividade do grau das
extensoes de corpos residuais:

Eqi79 EXPl 77
deg (9Q;) < deg, (i) = deg(B) - f (Pi | P) = degy(P) < 2-gf -di.

&
Pela Proposigdo 3.35, existe u; € F» com divisor polo
(2- 8k )= ()2 = (~va, (), Vi€ {12,...,m} . (81)

Esse critério de selecdo das fungdes u; corresponde a etapa (Castel.1) descrito previa-

mente. O passo (Castel.2) é apresentado na afirmagdo seguinte.
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Afirmacio 5.29. O conjunto 7y := {uy,..., Uy, } é uma base de F sobre F;.

Dem.: Como || = dimp, (F), basta verificar que -y é linearmente indepen-

dente sobre F;. Por absurdo, suponha que
11
Y xi-ui=0 (comyx;€F)
i=1

seja uma combinagdo linear nao trivial. Seja j € {1,...,n1} tal que

Oy <xj) < vy (%) (82)
para todoi € {1,...,n1}. Vamos calcular vg; (x; - u;).

Paraj =1,

oy, (x]- . uj> = Uy, <xj> + Uy, (uj> (do item 2 da Definicdo 3.4)
e ]5) 0 () e (3] 2) o0 ()
(da definicdo de indice de ramificacao)
=e (9] ) o () +e (9] 9)) - (-2- g )
~—

>1 21
= — —
<0

(por (81))

<e (%] 9) o (%)

= Op <xj> (pela Equacdo 78)

<wovgp(x)  (por(82) .

Para j # i, o processo é similar:
Ogp; (x;-u;) = O (x;) + Og; (u;)  (Definigdo 3.4)
=e (‘43]' ‘43> op (%) +e (‘Bf ‘ Qj) +vg, (U)
(definicdo de indice de ramificacdo)

=op(x) +e (‘Bj ‘ Q]) ‘U9, (u;)  (Equagdo 78)

> vg (x;)  (pela construgao de ) ;
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portanto, v, (x; - u;) # v, (xj-uj) sej#ie

1
00 = Usp]. (0) = Uqg]. <2xi : Lli)
i=1
= 12157111{7)% (x; ui)} (pela Desigualdade Estrita)

< o0,

um absurdo. o

Seja

1y
C = Cong, p, (2 -85 ;Qi> :
i=

A escolha deste divisor corresponde ao passo (Castel.3); a ideia serd estimar o género
do compésito por meio do grau de C.

Como a funcéo deg; : Div(F) — Z é homomorfismo, temos que

]
deg; (C) = ny-2- g, - ) deg, (L)
i=1

<ny-2-gp-m-2-g-d1 (da Afirmagio 5.28)

:4-n1-n2-g'Fl-g’F2-d1.

Afirmacao 5.30. C é efetivo.

Dem.:
]
C= CO“F|1E2 (2 -8k, ZDi)
i=1
11
=2 g;Tz ZConF| F (Qi) (da Equacdo 32)
=2-gp, Z Y. e(Q'] Q) (da defini¢do de conorma)
—~—i=1 Q|9 %/—/
=0 Qep(F) =1
>0.
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Afirmagdo 5.31. {uy,up, ..., Uy} C Z(C).

Dem.: Sejai € {1,2,...,n;}. Pela Observagdo 3.20, basta provarmos que
vr (1) > —0s (C), VT EP(F). (83)

Seja entdo T € IP(F). Pela Afirmagdo 5.30, temos que vz (C) > 0; ou,

equivalentemente,

Se ¥ # Q;, entdo
vg (1) >0, (85)

pois u; foi escolhido de modo a ter Q; como o tnico polo. Neste caso, (84) e

(85) combinadas verificam (83).
Se ¥ = 9,, entdo
vz (u;) =vg, (u;) = ~2-gp > =2-g5 - ), e(Q']Q)
Q'19;
Q'eP(F)

= —vg (C) .

<&

Como os elementos uj, ..., u,, pertencem a .Z(C), temos pela Proposigdo 3.103 que

gr <1+ny-(gp —1)+deg(C)

. (86)
<1l+ny-(gp—1)+4-n1-n2-gp " gp, " d1 -

E justamente em (86) que fica clara a importancia do fato de g}l e g}z serem ndo nulos.

]

Proposicdo 5.32 (andlogo da desigualdade de Castelnuovo-Severi). Sejam: F, Fi, F,

corpos de fungdes com corpo de constantes k tais que F = Fy-F, e F | Fy é separdvel; e

d := min { deg, (F) ] PEP(R)} .

Entdo
er<1+ [F:Pl} (gr —1)+4- [F:Pl} : [F:Fz] g - gr-d. (87)
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Demonstragio. Note que k pode ndo ser um corpo separavelmente fechado (fato que
impede um uso direto do Lema 5.27). Para contornarmos esta dificuldade, vamos
considerar o fecho separével.

Sejam: ks um fecho separavel de k;

F := Fks ; (88)

E :=Fks, comie€ {1,2}. (89)

2

Pela Observagdo 3.95, o corpo ks é separavelmente fechado. A extensdo ks |k é
separavelmente gerada para qualquer base de transcendéncia, ja que ks é separavel
sobre k.

O processo de passagem aos compdésitos reproduzido a seguir corresponde a etapa

(Castel.4) descrita anteriormente (veja a Figura 43).

Figura 43. A seta indica o processo de passagem aos compositos.

F=FFkk
F=F-FK Fyi- ks—fl F=FK-'b Fz—FZ'ks

e | > XX
\I/

(a passagem aos compositos)

1 F>
(o diagrama original,
dado na hipétese)

Uma vez que ks| k é separédvel (e portanto separavelmente gerado), temos pelo

Teorema 3.78 que:
8 = &8F s (90)
pois F / ks é uma extensdo constante de F / k; e
gfl = 8F; » i€ {1/2} (91)
(F; / ks é uma extensdo constante de F; / k, para i € {1,2}). Pelo Teorema 3.101,

App=1.
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Figura 44. Ilustracdo do caso de uso do Teorema 3.101 (compare com a Figura 20).

F =Fks

Os corpos ks e F sdo linearmente disjuntos sobre k (item 2 do Teorema 3.102).

Pela implicagdo “1 = 2b” da Proposi¢do 3.99, temos que F; e F sdo linearmente

disjuntos sobre F;, para i € {1,2} (veja a Figura 45). Assim,

nlz[f:lﬂ:[F:Fi], ie{1,2}. (92)

Figura 45. Ilustracdo do caso de uso da Proposi¢do 3.99. Note que, do diagrama da

Figura 43, podemos extrair um subdiagrama associado a F; (para i € {1,2}).
F= F1 -k

FFk

F F-E

Seja
dy := min {degks(iﬁ) ‘ R e JP(E) } (93)

(note que o grau de cada place é calculado sobre k).
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Entao

SF = 8f (pela Equacéo 9o)
<1+ [f:ﬁl} : (g'F] —1> +4- [f:fl} : [f:fz] '8 " 8f,
(pelo Lema 5.27)
=1+ [F:Fl] (g, —1)+4- [FZFl] : [Pipz} 8 8K, h
(pelas equagdes 91 e 92) .

Resta provarmos que d; é majorado por d.
Escolha P € IP(F) tal que deg, (B) = d. Seja R € ]P(fl) um place sobre .

Pelo Teorema 3.54, temos que 0—93“ = %ks.

Figura 46

Assim,

dp < l%:kS] - {Om-kszks} < {%:k] —-d,

e o resultado segue. O

5.2.2 0O analogo do resultado de Madden-Valentini

Com o andlogo da desigualdade de Castelnuovo-Severi a nossa disposi¢do, concretizar

as ideias desenvolvidas na Sec¢do 4.1 passa a ser simples.

Proposicdo 5.33 (andlogo do resultado de Madden-Valentini sobre os C-improvements).

Sejam L | K uma extensdo finita separdvel de corpos de fungoes com corpo de constantes k e

d := min {degk(‘B) ’ B e ]P(K)} :
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Suponha que, para todo corpo intermedidrio M, KC M C L,

2
gm>1+[M:K| - (gx—1)+4- [M:K]" (gh)*-d. (94)
Entdo para todo o € Aut (L | k), temos que o [K] = K.

Demonstragio. Por absurdo, suponha que existe o € Aut (L | k) tal que o [K] # K. Entao
o corpo o [K]-K é uma extensdo propria de K. Em (87) do enunciado da Proposicdo 5.32,
vamos tomar F; =K, F, =0 [K]|, M = F;-Fy:

8M§1+[M:K} '(gK—1)+4~[M:K}~[M:U[K]} T AR
:1+[M:K]-(g1<—1)+4- [M:Kr-(g;()z-d,

uma contradi¢do com a hipétese (na tltima igualdade, usamos a Observagdo 3.28). [

5.3 EXTENSOES SEPARAVEIS COM UM DIVISOR PRIN-

CIPAL RAMIFICADO DE GRAU UM

Esta secdo corresponde a quarta e tltima secdo do artigo de Alvarez-Garcia e Villa-

Salvador (2010).

Sejam: M um corpo; m > 2 inteiro; e a € M\ {0}. E conhecido que o polindmio
X™ — g é irredutivel em M [X] quando as seguintes condi¢des sdo simultaneamente

verificadas:
e a0 ¢ M1, para todo g € Z primo com g | m; e
ead —4M*sed | m.

Recomendamos o livro de Lang (2002, p. 297) para uma demonstracdo deste fato.

Vamos considerar uma forma préatica de construir infinitos polindmios irredutiveis
utilizando esse resultado. Se considerarmos apenas inteiros maiores que 4, ndo preci-
samos verificar a validade da segunda condigdo acima. E, se considerarmos somente
niimeros primos m € Z (juntamente com a condig¢do de que m > 4), bastaria verificar que
a ¢ M1 apenas para o inteiro g = m.

A seguir, vamos ver um exemplo em que M é um corpo de fun¢des racionais.
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Exemplo 5.34. Tomando-se m > 4 primo, a = x e M = k(x), teremos que o polindmio
f(T) := T" — x é irredutivel sobre M. Se um inteiro primo q divide m, entdo q = m, pois m é
primo; e, claramente, a varidvel x ndo é m-ésima poténcia em k(x) (se fosse x™ = w para algum
w € k(x), teriamos que x seria algébrico sobre k).

Evidentemente, existem infinitos niimeros primos que satisfazem a construgio acima.

As ideias descritas na discussdo acima permitirdo a construgdo do corpo base dos

C-improvements auxiliares para a prova do Teorema Principal.

Proposicdo 5.35 (construcdo de C-improvements auxiliares). Sejam: k um corpo infinito;
E | k(x) uma extensdo finita separdvel de corpos de funcdes sobre k; E / 1 um fecho normal de
E| k(x);eC, Cy, Co € Ry arbitrdrios. Suponha que:

o .1 seja ramificado em E | k(x); e
® 0210 Qg x) € 0 polo Qo x) de x em k(x) sejam ndo ramificados e separdveis em E | k(x).

Entdo existem um corpo de fungdes racionais k(y) 2 k(x) e uma extensio finita F /I de

k(y) / k que satisfazem as seguintes propriedades.

1. a) Existe um subcorpo Ey / kde F /1 tal que
i [E;k(x)] - [Elzk(y)],
. [E:k(x)] - [F;k(y)},
iii. Aut(E|k(x)) ¥ Aut(E;|k(y))e

iv. F é um fecho normal de Eq | k(y).

b) i P,_1 éramificado em F | k(y), e By_1 | Bx_1.



5.3 EXTENSOES SEPARAVEIS COM UM DIVISOR PRINCIPAL RAMIFICADO DE GRAU UM

ii. 0polo Qe de y em k(y) é ndo ramificado e separdvel em F | k(y).

iii. 0 zero Q) de y em k(y) é ndo ramificado e separdvel em F | k(y).

Figura 48
‘1331—1 Boy Py k(y)
I
I
Q1 Qox Qo k(x)

2. Seja Ey um corpo intermedidrio, k(y) C Eo C Eq. Entdo:

a) ou existe um place $t € IP(k(y)) ramificado ou insepardvel em Ey | k(y) de grau

deg, (L) > Cy;

b) ou existe um conjunto S C P(k(y)) de places ramificados ou insepardveis em
E | k(y) com
’S‘ > (.

3. Para todo corpo intermedidrio ky,
kCk CI,
e para todo corpo M com corpo de constantes kq tal que
ki(y) SMCF,

teremos que

&M > C.
4. Seja N | k uma extensio separdvel finita. Seja M' / N um corpo intermedidrio,
N(y) S M'CFN. (95)

Entdo

gM/>C
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Demonstragio. Seja p := char(k).

(Itens 1 e 2): Seja m € Z primo tal que

m > max{p,4,C;-Cp,2-C+3} (96)
e
mdc{m, [E : k(x)} } =1. (97)
Seja y uma variavel tal que
y"=x. (98)

Note que a existéncia de y é garantida pela teoria bésica de corpos: podemos obter

¥ € R no corpo de raizes R D k(x) do polindmio

f(T) = T" = x € k(x) [T] (99)

— veja o livro de Dummit e Foote (2004, p. 536), Theorem 25.

Afirmacdo 5.36. k(y) | k(x) é uma extensio separdvel de grau [k(y) : k(x)} = m.

Dem.: Para provarmos que a extensdo k(y) | k(x) é separével, basta con-
siderarmos o caso em que p # 0, ja que a separabilidade é imediata em

caracteristica zero.

O polinémio f(T) é irredutivel (Exemplo 5.34). Como p 1 m, temos que o
polindmio f ndo tem raizes em comum com a derivada Dt ( f( T)) =mTm 1,
logo, f = My i(x) €Y é separdvel sobre k(x).

Para verificar que o grau da extensdo k(y) | k(x) é igual a m, veja o livro de

Dummit e Foote (2004, p. 521) — Proposition 11, paraa =y e F =k(x). <

Sejam ﬁ(O,k(y)) € P(k(y)) um place sobre Qg ) € ﬁ(oo/k(y)) € P(k(y)) um place sobre
Q(eo,)-

Figura 49. Veremos que o place ﬁ(O,k(y)) (resp. ﬁ(oo,k(y))) coincide com o ideal B(g ;) (resp.

m(oo,y)) da Figura 48, mas ainda ndo sabemos disso.

Qo) Dsok(y) k(y)

Qo Qo) k(x)
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Afirmacgio 5.37. Os places Qg x) € Q(co,x) 50 totalmente ramificados em k(y) | k(x):
e (Q(oo,k(y)) ‘ Q(oo,x)> =m e e <Q(0,k(y)) ’ Q(le)> =m .

Dem.: Pelo Exemplo 3.15,

Q0,1 — Qoo = (1) =00, (V)Q0,0 = 9900y (¥) Qo) - (100)

U9, (x)=1 e (T (x)=1. (101)

Da definigdo de indice de ramificagéo,

z)’:j(o,k(y)) (y) =€ (D(O,k(y)) ‘ D(O/x)) " U9y (y)

>1.

Assim,

m<m-0xz
- Qox(y) Y

: (y™)  (da definigdo de valoracdo)

’U~
Q(o,k(y)

vﬁ(o,k@)) (x)  (da Equagdo 98)

=e (Q«u«(y)) ‘ Q(o,x)> 109, (%)

(da definicdo de indice de ramificacdo)
=e (ﬁ(o,k(y)) ‘ Q(O,x)) (de (101))
<m  (do Corolério 3.49) .

Segue que ¢ <55(0,k(y)) ‘ Q(o,x)> = m. A demonstragdo da outra igualdade é
totalmente analoga. &

Pela Observacdo 3.56, o ideal ﬁ((),k(y)) (resp. ﬁ(oo,k(y))) € 0 Unico place sobre Qg ).
(resp. Q(oo,x))-



102

O TEOREMA PRINCIPAL

Afirmacdo 5.38. Os tinicos places de k(x) que se ramificam em k(y) | k(x) sdo

9(0,x) € Q(co,x), € N0 hd places de k(x) que sejam insepardveis em k(y) | k(x).

Dem.: Seja
D := Diff (k(y) | k(x)) .

Pelo Teorema 3.74, o conjunto dos places de k(y) ramificados ou inseparaveis

em k(y) | k(x) coincide com o suporte de D.

Pela Afirmacdo 5.36, podemos usar a Férmula do Género de Riemann-

Hurwitz:

0= 8k(y) (Exemplo 3.24)

deg,(D)=2-m—2. (102)

Os places Qg x) € Q(co,x) 580 ramificados em k(y) | k(x) (Afirmagado 5.37) —

e, portanto, os places ﬁ(O,k(y)) e ﬁ(w,k(y)) estdo no suporte do diferente de
k(y) [ k(x).
Pela Equagdo 102 (e pelo Teorema 3.74), ndo ha outros places em Supp(D).

Basta entdo verificar que os places ﬁ(O,k(y)) e iN](oo,k(y)) sdo separdveis.

Como o zero e o polo de x em k(x) sdo totalmente ramificados em k(y) | k(x),

temos pela Igualdade Fundamental (Teorema 3.48) que

f <’5(O,k(y)) ‘ Q(O,x)> =1 e f <§(oo,k(y)) ‘ Q(oo,x)> =1.

Logo, os places ﬁ(O,k(y)) e ﬁ(oo,k(y)) ndo podem ser insepardveis. &

Seja F := E(y). Vamos provar que a escolha E; = E(y) funciona.
Note que F é o fecho normal de E(y) | k(y), e isso prova o item 1(a)iv.

Seja E; um corpo intermedidrio,

k(y) S E2 CEp.

(103)
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Considere o isomorfismo
¢ : Gal (E(y) ’ k(y)> — Gal (E’ k(x))
o0 |g.
Afirmagdo 5.39. [E(y) :k(y)} = [E : k(x)]
Dem.: Seja H<Gal <E‘ k(x)) tal que
E=E".

Como y é fixado por ¢! [H], temos que

{idg} E {idﬁ(y) } E(y)
H Ey)? M=E ¢ '(H] E(y)
Gal (E[k(x)) kv Gal(E(y)|ky) k)

Assim, pelo TFTG — veja Theorem 14, item 2, no livro de Dummit e Foote
(2004, p. 574) —,
) ]Gal (E) ‘ K(y)) \ ) (Gal (E‘ k(x)) ‘

\(p‘l [H]) H - [E : k(x)} .

E(y) : k(y)]
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Afirmagdo 5.40. Aut (E(y) | k(y)) = Aut(E| k(x)).

Dem.:

Aut (E| k(x)) = {T € Gal (E’ k(x)>

T[E] = E}
~ ¢ |{o e Gal () | k) | o [E)] = EW)}]

= ¢ [Aut (E(y) | k(y))]
=~ Aut (E(y) | k(y)) (pois ¢ é isomorfismo) .

Pelo Lema 5.1, temos que o corpo de constantes de E; € k.

Afirmacgao 5.41. Existe um corpo M tal que

Dem.: Seja

= E,NE(y) (pois y € E»)
= E (pois Ex C E(y) C E(y)) -
Além disso,
k(x) Ck(y)N ECENEC E(y) N E (por (103))

Por absurdo, suponha que k(x) = M. Por adjungdo da varidvel y, teriamos

que

k(y) =M(y) = Ea,

uma contradi¢do com (103). <&
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Considere um corpo intermediério Eg # k(x) de E | k(x) dado pela Afirmagao 5.41 —

isto é, Eg é um corpo tal que E; = Eo(y). Seja Eg C E o fecho normal de Eg | k(x).

Figura 51. O diagrama ilustra como E esta relacionado com os demais corpos conside-

rados até o momento.

k(x)

Pelo Teorema 4.4, existe um place Py € IP(k(x)) ramificado ou inseparével em
Eo| k(x), em que f € k[x] é algum polindmio ménico e irredutivel. Da Proposic¢édo 4.5,
o place P é ramificado ou inseparavel em Eo ‘ k(x).

Da hipétese de o zero e o polo de x em k(x) serem ndo ramificados e separdveis
em E | k(x), temos que Q) # Br # Q(eo,x)- Segue da Afirmagao 5.38 que Py é ndo
ramificado e separavel em k(y) | k(x). Suponha que o polindmio f(x) = f(y™) se

decompde (na variavel y) em fatores irredutiveis distintos

fiy), o, fuly) € kly]

— veja a Figura 52.
Fixei e {1,2,...,h}.
Seja 9; € ]P(EO(]/)> uma extensao de P

Uma vez que J; := H; N Ey esté sobre By, entdo J; | B ré ramificado ou inseparéavel

em E ‘ k(x):
e (31'

s]3f>>1 ou f(fji ‘Bf)i>1.
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Logo,

Ji f 3 1.
e (Jz sBf) f (Jz mf)l >
Pelas transitividades do indice de ramificacdo e do grau de inseparabilidade (com
relacdo a ‘torre” de places $H; O J; 2 P f), temos que §; | P 7 é ramificada ou inseparavel,

pois

‘Bf) =€(ﬁi|3i)'€<3i ‘J3f) 'f(ﬁi!fh‘)i'f@i

i

e (] ) £ (o ),

>1.

Uma vez que
Qo,x) 7 B Nk(x) # Qo)
(j& que Py, Nk(x) =*Py), temos pela Afirmacéo 5.38 que a extensdo de places Py, | By é

nao ramificada e separavel em k(y) | k(x); portanto, na torre de corpos Eo(y) D k(y) 2
k(x), a mudanca do indice de ramificagdo ou do grau de inseparabilidade ocorre entre
Eo(y) e k(y):

e (ﬁi

Br) - f (9] Br), > 1

Pelo Lema 5.5, temos que B, é ramificado ou inseparavel em Eo(y) | k(y)-

Figura 52. Extensdes de ‘By.
1 5 o Hu—1 E
L o(y)

/?7 Eo(]/)/

Br e - P, P k(y)
Ji I Jn-1_ JIn /EO
/ EO
B k(x)

Para provar o item 2, vamos considerar duas possibilidades.
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e (Caso 1, deg (f]) > C; para algum j € {1,2,...,h}): neste caso, tome & := Py.

e (Caso 2, deg(f;) < C; para todo i € {1,2,...,h}): neste caso, o nimero h de
fatores é minimo quando deg(f;) = Cy, para todo i € {1,2,...,h}. Assim, se

denotarmos por gr, () o grau de um polindmio r na varidvel u, teremos que

h-Cy=gr,(f)
=m - gr.(f) (pela Equagao 98)
>m
>C1- G (por (96)) .

Segue que h > C;. Tome S := {‘Bfl,...,mfh}.

Afirmacgio 5.42. B, _1[Q, 1.

Dem.: Por definicdo,
t
Dxlz{a’tek[X], uek[X]\{0}, (x—=1)|t e (x—l)fu}.

Sejay =L € 9,1 com mdc{t, u} = 1. Pela Equagdo 98, temos que

W"=1lt e (' -Dfu.

Pela identidade

y"—-1=(y—-1)- <ym*1+ym*2+...+y+l> ,

segue que o polindmio y — 1 divide #(y) em k [y]. Se y — 1 dividisse u(y) em
k [y], tertamos que mdc{t, u} # 1, um absurdo. Assim, y — 11 u(y) em k [y]
e, portanto, vy € Py—1.

Pela arbitrariedade de v, segue que Q, 1 C Py 1. O

Como o place B, _1 é ramificado em E | k(x) por hipétese, entdo pela Proposigdo 4.5
existe U € IP(F) sobre P,_; tal que e (V| Py—1) > 1. Pela Afirmagdo 5.42, o place U é
extensdo de B, 1 (veja a Figura 53). Da Afirmagao 5.38, a extensdo ‘B, 1 | Py_1 é ndo
ramificada; e, da transitividade do indice de ramificagao, segue que a extensao U | B,

é ramificada. Isso prova o item 1(b)i.
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Figura 53. Extensoes de B,_;.

F=E(y) Dy
/ /
k(y) By
E SUNE
/
k(x) Pr-1

Sejam LNQ(OO/E) € ]P(E) um place sobre Qe 1) € Qyeo,r) € P(F) um place sobre ﬁ(oo,g)
(veja a Figura 54). O place Q(c,y) € ndo ramificado e separavel em E | k(x), por hipotese;
assim, pela forma contrapositiva do Lema 5.5, temos que 55(&’ 5 | Q(oo,x) é ndo ramificado
e separavel em E ‘ k(x). Pela Proposigdo 4.3, segue que o polo Q) de y é ndo
ramificado e separdvel em F | k(y). O item 1(b)ii estd provado. Evidentemente, o item

1(b)iii é demonstravel com procedimento similar.

Figura 54. Ilustracdo do uso da Proposi¢do 4.3 (compare com a Figura 21).

e )
/

E(y) =F Qoo F)

B S {idg}
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(Item 3): Sejam: k; um corpo intermedidrio de /| k; 231 o zero de x em ki(x); e Ry o
polo de x em kq(x). Sejam i € {1,2} e ®; € P(kq(y)) um place sobre R; (veja a Figura

57)-
Pelo Teorema 3.18, a extensdo k1 (x) | k(x) tem grau igual a

ki (x) : k()| = degy, (%) = degy (%)
(pois os polos de x em k(x) e
em ki (x) tém o mesmo grau)
= f (%] Qo) - degi (o)
=f (%] Q00) -
Analogamente,
ki (x) :k(x)| = £ (B2 | Qo) -

Assim, pela Igualdade Fundamental,
e (%] Qo) = (R2] Qo) =1

Portanto, como o polo e o zero de y em k(y) sdo ndo ramificados em F | k(y) (itens
1(b)ii e 1(b)iii, respectivamente), e como (g, x) € Q(co,x) 530 totalmente ramificados em

k(y) | k(x), temos que a ramificagdo de Q) e de 9« y) Ocorre entre kq(x) e kq(y):

e (Di| R) = [kl(y) :kl(x)} =m. (104)

Figura 55. O estudo do indice de ramifica¢do nas extensdes do zero de x em k(x) nos

corpos ki(x) e ki(y). O polo de x em k(x) tem um comportamento andlogo.
A

.
2

k1 (y) S\ o
S 6 ///

k(y) _ Qy) S
I > N
—~ =
5 W
A 8
k1(x) ;S 9%1
/ = A
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Ou seja, R; é totalmente ramificado em ki (y) | k1 (x).

Seja M / kq tal que

ki(y) @ M C E(y) .

Seja

Pela Equacdo 97,

Afirmacao 5.43.

ki(x) S My CE.

Dem.: Pelas inclusdes ky CI C E e {x} C E, temos que

ki(x) Cl(x) CE.

Entao

ki(x)=ki(x)NE (por (108))

Cki(yyNECMNECE(y)NE

=E.

Se fosse ki(x) = My, terfamos por adjun¢do com a varidvel y que

ki(y) = (k(x) () = (MNE) (y)

= M(y) NE(y)
= MNE(y) (pois y € M)
=M (pois M C E(y)),

uma contradi¢do com (105).

Seja 20 € P(M) tal que 25|9;.

Afirmacao 5.44.

e (2| WN M) =m

e

f(Qﬂ“lﬂﬂM())Zl.

(por (105))

(105)

(106)

(107)

(108)
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Dem.: Como 20 é um place sobre ®; D R;, temos que 20 N My é uma extensdo
de :;. Os places Qg ») € Qeo,y) 580 ndo ramificados em E ‘ k(x); entado o place

MR; é ndo ramificado na extensdo intermedidria My | k1 (x):
€(QBQMO| 9%1‘)21. (109)

O indice de ramificagdo t := e (2 | D;) é algum valor inteiro que néo precisa-
remos conhecer; bastard sabermos que t > 1. O indice da extensdo ©; | R; é

m, pela Equagao 104. Assim, pela transitividade do indice, temos que

e(W|WNMy)=m-t. (110)

Figura 56. Indices de ramificacio do zero e do polo de x em k;(x) nos corpos M e M.

M 205
/ £>1 1 /
kl(y) D \m -t
‘ My m 1 20 N My
/ / 1
k1(x) R;
Logo,
Eq. 110 COY-¢3-49 Eq. 107
m<m-t = e(W|WNM,) < [M MO] -

Segue a primeira igualdade da tese. A segunda igualdade da tese segue da

primeira, combinada com a Igualdade Fundamental (Teorema 3.48). &
Suponha que R; seja extensivel a r places em My — digamos,
T, .., T elP(M).

Uma vez que [MO sk ( x)} > 1, temos pela Igualdade Fundamental (Teorema 3.48) duas
possibilidades:
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e our =1— o que implicaria que
f(T] %) 22,
ja que Qg y) € ndo ramificado em E ‘ k(x) —;
e our>2.

Como 20 DO ©; D MR, temos que W D T 2R paraje {1,2,...,r}.

Entao:

e Ou pelo menos dois places sdo totalmente ramificados e um deles é de grau maior

ou igual a dois:

deg, (T1) = f (T1| Rq) - degi ()
> 2.

e Ou pelo menos trés places de M sdo totalmente ramificados em M | My, ja que

27 | T; para algum i.

Em qualquer caso, o suporte do diferente de M | My é constituido de pelo menos trés

places.

Pela Formula do Género de Riemann-Hurwitz (Teorema 3.76), temos

M : Mol ,
gM:1+—~(gMO—1)+§-degk(Diff(M| My))

|:k12k1]

21+?-(0—1)+—-(m—1)

~m—1

T2
.C _

2y (por (96)
=C+1
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Figura 57. O estudo do indice de ramificagdo nas extensdes do zero e do polo de x em
k(x) nos corpos ki(x), k1(y), M e Mp.

.- E)
oo ——"—___ i
() — §
I
kl(x)/
k(x) —— 20
D D1
Qewy oy

Q(c>o,x /Q(O,x)/

(Item 4): Seja
ki =NNI.

Afirmacdo 5.45. k1(y) € N(y) N F.
Dem.: Da defini¢do de ki, temos que k1(y) C N(y). Além disso,

ki(y) = (NND(y) € 1(y)

A tese segue. &
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Afirmacgao 5.46.
Ny)NFC M NFCF.

Dem.: As inclusdes seguem da hipé6tese de M’ ser um corpo intermedidrio
de (F-N) | N(y). Resta provar que a primeira inclusdo é propria.

Por absurdo, suponha que

N(y)NF=MNF. (111)

Vamos provar separando em dois casos.

(Caso 1 de 2, N(y) # M’ N F): neste caso, N(y)-(M'NF) # N(y); assim,

teriamos que

Eq. 111

I+

N(y)-(M'NF) 2 N(y),

um absurdo.
(Caso 2 de 2, N(y) = M’ N F): neste caso,

Eq. 111

<=

N(y)=M'NF N(y)NF.

Entdo teriamos que F O N(y) 2 N e, portanto,

F-N=F. (112)
Assim,
Exp. 95 Eq. 112 Eq. 111 Eq. 112 Exp. 95
| 4 |

M = MNEFN - M'NF

uma contradi¢do com (95). O
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Figura 58. Os subcorpos de F-N.

F-N
/ ‘
MI
/
N(y) F
/
M'NF
N(y)NF
-
k1(y)
-
k(y)
Afirmagio 5.47. k1(y) € M'NF.
Dem.:
Af. 545 Af. 5.46

O corpo de constantes de M'NF é k; e M’ DO (M’ N F)-N. Isso implica que

v > g<M,mF>.N (pela Observagao 3.25)
= SM'AF (pelo Teorema 3.78)
>C (pelo item 3) .

Note que pudemos aplicar o item 3 para M = M’ N F justamente pela validez da

Afirmacgédo 5.47. []

Na préxima Proposi¢do, vamos construir Co-improvements com condi¢des mais especi-

ticas sobre as constantes C, C; e C, da Proposicdo 5.35.

Proposicao 5.48 (construcdo de Cy-improvements para o Teorema Principal). Sejam:

F| k(y) e E| k(x) as extensdes de corpos de fungdes com as propriedades indicadas na Proposicio
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5.35;,m = [E : k(x)}; K / k uma extensio finita de k(y) / k; Ko o fecho separdvel de k(y) em
K, Co e Ry,

Sko|k(y) = {‘B e P(k(y)) ‘ B é ramificado ou insepardvel em K | k(y)} ; (113)

e s 0 niimero de places em Sy (). Seja ds € Z tal que

max {degk(‘B) ’ B e SKo|k(y)} <ds. (114)
Suponha que as constantes C, Cy e Cy da Proposicdo 5.35 satisfagam as condigdes adicionais
sequintes:
C>gk,, Ci>nsg+2-(m'+Cy), Co>max{ds,2-(m'+Cp)}. (115)
Entdo

1. O corpo de constantes de E1-K é k.

2 a) [El ;k(y)] _ [E1~K:K},
b) Aut (Eqy | k(y)) = Aut(E;-K|K), e
c) F-K é o fecho normal de (E;-K) | K.

3. Para todo corpo H tal que K C H C E;-K, temos
g = Co .

Demonstragio. O corpo de constantes de KN F é k pelo Lema 5.1, pois KN F é corpo

intermedidrio da extensdo F | k(x):
FOFNKDk(y) 2k(x).

A extensdo (KNF) | k(y) é separavel (porque F | k(y) é Galois e, portanto, a “torre”
de corpos F O KN F D k(y) é separéavel). Como Ky contém todos os elementos de K

que sdo separdveis sobre k(y), temos que KN F C Kj. Portanto,

SKNF < 8K, (pela Observagéo 3.25)
<C (da hipotese) .

(116)
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Afirmacdo 5.49. KN F = k(y).

Dem.: Se fosse KNF D k(y), teriamos que gxknr > C pelo item 3 da

Proposicdo 5.35: contradi¢do com (116). <&

Figura 59. Os corpos k(y) e FN K sdo iguais. A ilustragdo mostra como k(y) estd

relacionada com os demais corpos de fun¢des considerados até o momento.

F-K
E;=E(y) K
/
E Ko
/
FNK
[
k(x) k(y)

(Item 2): Como F é o fecho normal de E; | k(y) (item 1(a)iv da Proposi¢do 5.35),
entdo F | k(y) é Galois. A demonstragdo do item 2 é totalmente andloga a prova das
afirmacgdes 5.39 e 5.40.

Seja H<Gal (E | k(y)) tal que

Ey=F".

Como K é fixado por ¢! [H], temos que
E;-K = (F-K)? ]
Assim, pelo TFTG,

o1 _ |Gal(FK|K)| _[Gal(F|k(W)| 1, .
[E1.K.K}_ ‘¢_1[H]‘ _ o y _[El.k(y)].
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Além disso,

Aut (1 | kK(y)) = { € Gal (F| k(y)) ] T[Ei] =E1}
= ¢ |{r € Gal(FK| K) ‘ o [E1K] = Er-K}]
* ¢ [Aut(EK| K)]
~ Aut(E;-K|K).
(Item 1): Seja N o corpo de constantes de E;-K. A extensdo (E;-K) | K é separavel,

pois é extensdo intermediaria de F-K | K, que é Galois pelo item 2. Pela Proposigdo 3.88,

temos também que N | k é separavel.

Figura 60. Subcorpos de F-K e K-N.

N(y)/ K El/
e
=

Afirmacdo 5.50. O corpo de constantes de (F-N) N (K-N) é N.

Dem.: Veja Lemma 3.1.2 no livro de Stichtenoth (2009, p. 69). <&

O fecho separével de N(y) em K-N é

SCK.N(N(]/)) =Ky'N, (117)
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pois N | k é uma extensdo separavel, y é um elemento separével sobre k(x) e o fecho

separavel de k(y) em K é K. Portanto,

(F-N)N(K-N) =N(y) (pela Afirmacao 5.49)
C sex.n(N(y))
= Ko-N (pela Equacdo 117) ;
Assim,
8(F-N)N(K-N) < 8K,'N (pela Observagdo 3.25)
= 8K, (pelo Teorema 3.78) (118)
<C (por hipétese) .

Pelo item 4 da Proposicdo 5.35, temos que para todo corpo intermédio M,
N(y) C M CF-N,

o género de M é tal que

gM>C.

Afirmacdo 5.51. (F-N) N (K-N) = N(y).
Dem.: Se fosse (F-N) N (K-N) 2 N(y), teriamos que

8(EN)N(K-N) = c,

pelo item 4 da Proposicdo 5.35: contradi¢do com (118). &
Segue que
[El-K : K~N} = [El-N-K'N : K-N] (pela Observacao 4.8)
(119)

- [El-N : N(y)] ,

pois as extensdes E1-N e K-N sdo disjuntas pela Afirmacado 5.51 (veja a Figura 61).

Figura 61. As extensdes E;-N e K-N sdo disjuntas.

F-N (E1-N)-(K-N)

N/
E;'N K-N
N\ /

N(y)
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Afirmacgao 5.52.
K-N=K.
Dem.: Temos que
[El-N : N(y)] : [K-N : K} = :El-K : K-N] : [K-N : K} (por (119))
= -El-K : K] (transitividade do grau)
= _El : k(y)} (pelo item 2)
= |EvN: (k(y))-N|

(podemos usar a Observagdo 4.8,

pois N | k é separével)

[El-N : N(y)] (pois k C N) .
Por cancelamento,
[K.N : K] =1.

A tese segue. &

Pela Afirmacdo 5.52, N C K. Ou seja, o corpo K contém todas as constantes de E;-K.

Segue que N =k.

Figura 62. Ilustracdo para a demonstragdo do item 1.
- F-K
N/
\ P
| E;-K
/
/|

F

Ei-N
~
| ' KN
/ N
F-NNK-N | K
| KN |
N

Ny Ko

| ~

k(y)=FnK




5.3 EXTENSOES SEPARAVEIS COM UM DIVISOR PRINCIPAL RAMIFICADO DE GRAU UM

(Item 3): Seja E; um corpo tal que
k(y) CE,CE; e H=EK.
Pelo item 2 da Proposicdo 5.35, teremos que:
e ou existe um place 4 € P (k(y)) ramificado ou inseparavel em E; | k(y) de grau
deg, (L) > Cy; (120)
e ou existe um conjunto Sg, () € P (k(y)) contendo r places ramificados ou insepa-
raveis em Ej | k(y), com r > C;.
Vamos analisar cada um dos casos.
e No primeiro caso, como 4 é ramificado ou inseparédvel em E;-Ky D Ep D k(y) e
deg, (&) > Co > ds, (121)
temos a existéncia de um place de Ky de grau maior que C; ramificado ou insepa-
ravel em (E;-Kj) | Ko, pois neste caso il ¢ Sk, |k(y) (compare (114) com (121)).
e No segundo caso,
r>Cy > ns. (122)
Entdo existem no minimo r — n places
B e P(k(y)) \ Skolk(y) (123)
que sdo ramificados ou inseparaveis em E; | k(y) (fora de Sk x(y))- Tais places sdo
ramificados ou inseparaveis em Ez Ko | k(y); mas como P & Sk x(y), Segue que a

ramificacdo ou a inseparabilidade de I3 ocorre entre E;-Kj e Kp. Assim, neste caso,

P(Kp) contém mais de C; — n; places ramificados ou inseparaveis em (E;-Kjp) | Kop.

Figura 63. Subcorpos de F-K e E;-K.
F-K
/
F-Ky /

/
F / E,-K
/
E»-Ko /
/
E, / K
/
) K
/

k(y)
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Afirmacdo 5.53. A extensio (Ey-Ky) | Ko é finita e separdvel.

Dem.: A extensdo E | k(x) é finita e separével, por hipétese; entdo E(y) | k(y)

e a extensdo intermedidria E; | k(y) tém as mesmas propriedades.

Evidentemente, o fecho separavel Ky de K em k(y) é uma extensdo separavel
de k(y). E o corpo Ky é extensdo finita de k(y), pelo fato de ser extensao
intermedidria de K| k(y). <&

A validez da Afirmagdo 5.53 permitird o uso do Lema 5.6 (veja a Figura 64).

Figura 64. Caso de uso do Lema 5.6 (compare com a Figura 33).

E>-K

/

K

puramente inseparavel E>-Kj

/ } separavel

Ky

Uma vez que K | Ky é puramente inseparével, temos pelo Lema 5.6 duas possibilida-
des.

e Ou existe um place { € P(K) ramificado ou inseparavel em (E;-K) | K de grau
deg, (ﬁ) > (.

e Ou existem mais de C; — n; places ramificados ou inseparaveis em (E-K) | K.

Seja

D := Diff (E,-K | K) .

Afirmagdo 5.54. deg, (D) > 2- (m’ +Cy).

Dem.: Sejam Ry, ..., Ry € P(Ex-K) eay, ..., a, € N tais que

D=a1%1+...+aw%w.
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Entao

deg, (D) = deg, (Zaﬂ%) =) _aideg (%)
i=1

i=1

deg, <i~1> > G, no primeiro caso; ou
Z C1—ns
Y1 = (C; —ns, nosegundo caso .
i=1

Em qualquer caso, a tese segue da hipotese acerca das constantes C; e Cp. <

Afirmacio 5.55. [EZ-K : K] <m'
Dem.:

[EZ-K : K} < [El-K : K] (pois E» C Ey)

)} (item 2a)

|:E1 . k(]/
[E : k(x)} (item 1(a)i da Proposigdo 5.35)
m .

Afirmacio 5.56. O corpo de constantes de Ey-K / k é k.

Dem.: Pelo item 1, 0 corpo de constantes de E;-K é k. O corpo k(y), por sua
vez, tem k como corpo de constantes (Exemplo 3.13). Entdo E;-K / k é uma
extensdo geométrica de k(y) / k. A tese segue do fato de E»-K ser corpo

intermedidrio da extensdo E;-K | k(y). O

Portanto, das afirmacoes 5.54, 5.55 e 5.56,
E>K:K| , |
8H =8E, K= 1+ W . (gK — 1) + E . degk(lef(ETK‘ K))
/ 1 /
> —m +§-2- (m' +Cy)

=Cp .
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Finalmente, estamos em condi¢des de provar o Teorema Principal.

Teorema 5.57 (Alvarez-Garcia e Villa-Salvador (2010)). Sejam: E / k um corpo de fungoes
com corpo de constantes infinito; E | k(x) uma extensio separdvel de grau [E : k(x)} > 1 que
admite um place p € P (k(x)) de grau deg;(p) = 1 ramificado em E | k(x); e K / k um corpo
de fungdes de género gx > 1.

Entdo existem infinitos corpos de fungdes L O K dois a dois nido isomorfos tais que L | K é

uma extensdo separdvel com

[L : K] - [E : k(x)]

Aut (L|k)=Aut(L| K) = Aut(E|k(x)) . (124)

Demonstragio. Seja n = |Aut (K| k)|. Pela Observagao 3.80, 1 é finito.

Vamos supor primeiro que n > 1. Sejam
o, ..., 0p—1 € Aut(K| k) \ {idg} . (125)
Afirmacdo 5.58. Existem B, ..., B,_1 € P(K) distintos tais que os places
a1(B1), ..., 04—1(By_1) satisfazem
B; # 0;(B;) se i, je{1,2,...,n—1} . (126)

Dem.: Para cadai € {1,2,...,n — 1}, existe uma cole¢do infinita de places

Ay, € P(K) que ndo sdo fixados por ; — cf. Lema 5.11, para a extensdo

K| KH. Sejam E,, C A, um subconjunto infinito enumeravel e
n—1
€ = U EU]. . (127)
j=1
Fixe uma enumeracao para ¢:
(Qa) gen - (128)

Suponha que a sequéncia em (128) ndo tenha termos repetidos.

Vamos escolher candidatos a places que satisfacam a tese, em etapas.
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1°) Seja a € IN tal que
EB] = Da € Egl .

2°) Sejabc Ntalqueb >ae
Bp =y € E(,v2 p B) 7!0']((%1) e
‘Bz?/(fk(%z) (Vk€{1,2,...,1’l—1}) .
Note que tal inteiro b existe, pois E,, € um conjunto infinito.
3°) Sejacc Ntalquec >be
B3 :=Qc € Epy, B3 # 0r(B1) ,
B3 #U’k(%z) e
%3?/0’]{(%3) (VkE{l,Z,...,n—l}) .

Note que procuramos escolher c maior que b justamente para que sejam

validas as inequagoes B1 # B3 # B».

Prosseguindo desta forma — até o (n — 1)-ésimo passo —, a tese segue. <
Pelo teorema de aproximacdo (Coroldrio 3.16), existe w € K tal que
Vg, (w) >0 e oy (w)=-1.
Sejam Kj o fecho separével de k(w) em K e n; o niumero de places no conjunto
Sko|k(w) = {i)% € P(k(w)) ‘ R é ramificado ou inseparavel em K | k(w)} . (129)
Escolha ds € Z. tal que
max {degk(?}i) ‘ R e SKo|k(w)} <ds . (130)

Pela explicagdo dada na Secgdo 4.6, podemos assumir que o place Q,_1 de k(x) é
ramificado em E | k(x) e que o zero e o polo de x em k(x) sdo ndo ramificados e
separaveis em E | k(x).

Considere o corpo de fungdes F / I construido na Proposicdo 5.35 com
2 2
Co ;:1+[E;k(x)]-(gK—1)+4-{E:k(x)} o2 d (131)

—em que d := min {degk(iB) ‘ B € P(K) } — e as desigualdades em (115) na Proposicao
5.48.
1

Seja z := y=7. Sejam R 0 polo de z em k(z) e Ro o zero de z em k(z).
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Afirmagdo 5.59. Q) = Ro.

Dem.: Vamos verificar que as valoragdes associadas a Q) € a Ry assumem

o mesmo valor quando calculados em z. Temos que

3 1
9y (2) = 00y y—1
= _UQ(oo,y) (y - 1)
= —min {5, (¥) 99, (~1) | = —min {~1,0}
=1.

Além disso, a valoracdo associada a 93y também assume valor igual a 1

quando avaliada em z:
vy, (2) =1.

Pela unicidade do zero de z em k(z) (Exemplo 3.15), a tese segue. &

Afirmagéo 5.60. Q;, 1 = Re.

Dem.: A demonstracdo é totalmente andloga a prova da Afirmagao 5.59.

Verificamos primeiro que

1
Y91 (z) = 09y (ﬁ) =709, (y—1)=-1.

Avaliada em z, a valoragdo associada a e também assume valor igual a —1:
OR. (Z) =—1.

A tese segue também do Exemplo 3.15. <&

Temos que

e 0 polo Ry de z em k(z) é ramificado em F | k(z) (pela Afirmagdo 5.60 e pelo item

1(b)i da Proposicdo 5.35); e

e 0 zero Ry de z em k(z) é ndo ramificado e separdvel em F | k(z) (pela Afirmacdo

5.59 e pelo item 1(b)ii da Proposigdo 5.35).
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O isomorfismo

¢: k(w) — k(z2)
fw) = f(@2)

é extensivel a um homomorfismo ¢ de K em um fecho algébrico ack(z) de k(z) e,

claramente, 0 homomorfismo

K — 9[KC"k(z)
f e ()

(que denotaremos também por @, por abuso) é um isomorfismo de corpos — cf. Secdo
4.6. Portanto, podemos assumir que K é uma extensdo de k(z), que Ky é o fecho
separéavel de k(z) em K e que n; é o namero de places R € P(k(z)) ramificados ou
inseparaveis em Ky | k(z) (com deg, (%) < d;). Também podemos substituir ¢(B;) por
Biegpoo;o 5_1 por ¢; de modo que

Afirmacdo 5.61. Para todoi € {1,2,...,n— 1}, o place B; é ndo ramificado em
K| k(z).

Dem.: Por absurdo, suponha que s := ¢ (%j ‘ BN k(z)) > 1, para algum
je{1,2,...,n—1}. Entdo

—1=vg,(z)=5s- Vs k(=) (z) .

Assim, Uy k(=) (z) € Q\ Z. Pelo Teorema 3.8, isso é um absurdo. &
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Figura 65. Nao ha perda de generalidade em supor que estamos trabalhando na varidvel
z. A ilustracdo mostra a mudanca de varidveis de w para z. A figura indica

ainda onde estaréd situado o corpo L, a ser determinado.

Seja
L=FE K, (132)

em que E; = E(y) é o corpo de fung¢des construido na Proposicdo 5.35.

Afirmacao 5.62. O corpo de constantes de L é k.

Dem.: Item 1 da Proposigdo 5.48. &

Afirmacdo 5.63. Aut (E | k(x)) = Aut(L|K).
Dem.:

Aut (E| k(x)) = Aut(E;|k(y)) (item 1 da Proposicdo 5.35)

112

Aut(L| K) (item 2 da Proposi¢do 5.48) .

Ainda pelo item 2 da Proposigdo anterior, temos também o seguinte.
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Afirmacdo 5.64. O graude L| K é [L : K} = [E : k(x)].

Dem.:

L

E|K: K}

= :El : k(y)] (item 2 da Proposigdo 5.48)

- [E: k(x)} (item 1 da Proposi¢do 5.35) .

Seja $; € IP(F-K) uma extensdo de 0;(B;) e J; := H; N F.

Figura 66. Extensdes de Ry e de e nos subcorpos de F-K.

F-K i
-
F Ji
Eq{-K=—
/
Eq
K 0i(B;) B
k(z)/ R — moo/

Afirmacido 5.65. Aut (L | k) = Aut (L | K).

Dem.: (D): Seja 0 € Aut (L | K). Como ¢ é um automorfismo em L que fixa
K, entdo o também fixara o subcorpo k C K. (C): Seja o € Aut (L | k). Pelo
item 3 da Proposicdo 5.48 e pela Afirmacao 5.64, temos para todo corpo H
com K C H C L que

gH>1+[H:I<} -(g1<—1)+4-[H:K]z-(g}()z-d.

Pela Proposicdo 5.33, temos que ¢ [K] = K. Entdo 0y := 0 [ € Aut(K).

Como ¢ fixa k (por escolha), entdo a restricdo de ¢ a K também fixa k:

09 GAU’[(K‘ k) .
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Basta provar que oy = idg.

Como o place Ro é ramificado em F | k(z), entdo ele também ramifica-se
em F-K|k(z). Pela Afirmagdo 5.61, a ramificagdo de 9 ndo ocorre em
K| k(z). Portanto, a ramificacdo de SR ocorre na extensdo F-K | K. Segue
que cada B; é ramificado em (F-K) | K. Pelo Lema 5.5, cada B; é ramificado
ou inseparavel em L | K (note que F-K é o fecho normal de L | K, pelo item 2

da Proposigao 5.48).

Uma vez que o grupo de inércia Gt (9; | 0;(B;)) é imersivel no grupo de

inércia Gr (J; | o) e Ro e é ndo ramificado e separdvel em F | k(z), os places

a(B1), ..,  0u-1(Bu_1)

sdo nao ramificados e separaveis em (F-K) | K. Portanto, cada place o;(8;) é

ndo ramificado e separavel na extensdo intermedidria L | K.

A conclusdo é que o; age nos places de K transformando o place 8; (ramificado
ou inseparavel em L | K) no place 0;(*B;) (ndo ramificado e separavel em L | K),

para todoi € {1,2,...,n —1}. Entdo oy # 0;.

Pela arbitrariedade de o, segue por exclusdao que idx = 0y. &

Afirmacdo 5.66. L | K é separdvel.

Dem.: A extensdo F-K| K é Galois pela demonstragdo da Proposic¢do 5.48.

Entdo a extensdo intermedidria L | K é separavel. &

Afirmacdo 5.67. Existem infinitos corpos L que satisfazem o resultado.

Dem.: Construimos o corpo L de modo que o género gy de todo corpo
intermedidrio H # K de L | K tenha uma cota inferior prefixada (item 3 da
Proposicado 5.48). Em particular, o género g; de L pode ser escolhido arbitra-
riamente grande. Se tivéssemos construido dois corpos L; e L (digamos)
com o mesmo procedimento da construgdo de L mas com géneros distintos,

terfamos necessariamente que L1 2 L (Observagédo 3.28). &

Se n =1, a extensdo L é obtida como antes. Fazemos as seguintes observacdes para

justificar o porqué de podermos escolher L como na Equagdo 132 também neste caso.



5.4 CONSIDERAGOES FINAIS

e As demonstragdes das proposigdes 5.35 e 5.48 ndo mencionam em nenhum mo-
mento a cardinalidade do grupo Aut (K| k). Assim, as provas das afirmacdes 5.59,

5.60, 5.62, 5.63, 5.64, 5.66 e 5.67 podem ser replicadas ipsis litteris.

e No caso n = 1, a demonstracdo da Afirmacdo 5.65 é imediata (repare que o uso

das afirmacoes 5.58 e 5.61 é desnecessario neste caso).

54 CONSIDERACOES FINAIS

Encerramos o trabalho com dois comentérios, separados em duas subsecdes.

5.4.1 Relacdo do Teorema Principal com resultados histéricos

Duas motivag¢des importantes para esta dissertacdo que foram mencionadas na Introdu-
¢do sdo os teoremas demonstrados nos artigos de Villa-Salvador e Rzedowski-Calderén

(1991) e de Stichtenoth (1984). Enunciamos, a seguir, tais resultados.

Teorema 5.68 (Stichtenoth (1984): andlogo do Teorema Principal para corpos de fung¢des
sobre corpos algebricamente fechados). Sejam: k um corpo algebricamente fechado; E | k(x)

uma extensdo de corpos de fungdes com [E : k(x)] > 1; e K um corpo de fungoes sobre k.

Entdo existem infinitas extensdes nio isomorfas L | K tais que [L : K] = [E : k(x)] e
Aut (L| k) = Aut(L| K) = Aut(E|k(x)) .

Teorema 5.69 (Villa-Salvador e Rzedowski-Calderén (1991): andlogo do Teorema Princi-
pal para corpos de fun¢des sobre corpos finitos). Sejam: k um corpo finito; E | k(x) uma
extensdo de corpos de fungoes com [E : k(x)} > 1; Po 0 zero de x em k(x); Poo 0 polo de x em
k(x); e K um corpo de fungdes sobre k.

Suponha que Py seja ramificado em E | k(x), e que Poo ndo se ramifica em E | k(x).

Entio existem infinitas extensoes nio isomorfas L | K tais que [L : K] = [E : k(x)] e

Aut(L| k) = Aut(L| K) = Aut (E | k(x)) .
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O Teorema de Alvarez-Garcia e Villa-Salvador (2010) permite a constru¢do de uma
classe de corpos de fungdes sobre k distinta daquelas efetuadas por Stichtenoth (1984)
e por Villa-Salvador e Rzedowski-Calderén (1991). Por exemplo, o corpo k = R ndo é

nem algebricamente fechado nem finito.

5.4.2 Relacdo do Teorema Principal com o Problema Inverso da Teoria de Galois

Conforme explicado na Introdugdo, o Problema Inverso da Teoria de Galois (PITG)
pergunta quais grupos finitos ocorrem como grupo de Galois. Mais precisamente, o
Problema Inverso pode ser posto da seguinte forma: dados um grupo finito G e um

corpo K, existe uma extensdo galoisiana L | K tal que
G = Gal(L|K)? (133)

Ou seja, uma solugdo para o PITG consiste em construir um corpo L de modo que seja
satisfeita uma condicdo prefixada — especificamente, dada em (133) — para o grupo de
automorfismos de L | K.

Por outro lado, o Teorema Principal (Teorema 5.57) envolve a constru¢do de uma
extensdo separdvel L | K conforme (124). Neste caso, a condi¢do preestabelecida é que o
grupo Aut (L | K) seja isomorfo a G := Aut (E | k(x)), em que E | k(x) é uma extens&o
separével de grau [E : k(x)] > 1 dada na hipétese. E, como vimos na Subse¢do 5.4.1, o
Teorema Principal admite resultados andlogos nos casos em que K / k é um corpo de
fungdes sobre um corpo de constantes finito (Teorema 5.69) ou algebricamente fechado
(Teorema 5.68).

O artigo de Villa-Salvador e Rzedowski-Calderén (1991) mostra uma interessante
relagdo entre as duas classes de problemas acima descritas. O Teorema 5.69 — um

resultado contido nessa publicagdo — permite provar um caso especifico do PITG:

Teorema 5.70. Sejam k um corpo finito com q elementos e G um grupo nilpotente finito de
ordem |G| > 1 tal que mdc{|G|,q —1} = 1. Entdo, para todo corpo de funcdes K sobre k,

existem infinitas extensdes galoisianas ndo isomorfas L | K tais que
Aut(L|k)=Gal(L|K) = G.
Pela similaridade dos enunciados (e das demonstra¢des) do Teorema Principal e do
Teorema 5.69, é natural suspeitar que o primeiro implique na existéncia de um analogo

do Teorema 5.70 para corpos de fungdes sobre corpos infinitos. Nao temos ciéncia de

uma publicagcdo com esse resultado.
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6.1 RELACOES ENTRE VALORACOES, FUNCOES places
E ANEIS DE VALORACAO

As nogdes de valoragdes, fungdes places e anéis de valoracdo sdo equivalentes.
A Tabela 1 ilustra o “diciondrio” entre as teorias. Na coluna a esquerda, indicamos
a proposigdo que contém o enunciado preciso da passagem de uma linguagem para

outra.

Tabela 1. O “diciondrio” entre as teorias de valorag¢des, fungdes places e anéis de valora-

¢ao.

valores absolutos ~ valoragdes com G C R valoragdes  anéis de valoragdo  fungdes places

Proposigao 6.17,
p- 138
Proposigdo 6.16,

||H s )L

p- 138

Proposigao 6.6,
p- 135

Proposigao 6.13,
p- 137

Proposigéo 6.5,

p- 135

Proposigdo 6.12,
p- 137

[| -], s~~rmmssnnmann 0

VO e~rnrmnnnnn ()

O 9o
v Oy
O, ]

Proposigdo 6.19,
p- 139

Proposigédo 6.8,
p- 136

Proposigao 6.15,
p- 138

I-llo, ~ I+, =——==v1~ 2
01 ~ 02 === Oy = Oy,

Op, = O, &——= 91~ P2
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A seguir, expomos trechos extraidos do livro de Villa-Salvador (2006). A generalidade
dos resultados e das defini¢des nesta secdo é maior do que a necessdria para a dissertacdo.
A observagdo final (Observagdo 6.20) indica os casos particulares de maior interesse

para esta dissertagéo.

Definic¢do 6.1 (grupo ordenado). Um grupo ordenado é um terno (G, +, <) em que (G, +) é

um grupo abeliano e “<” é uma relagdo que satisfaz, para quaisquer «, B, v € G:
1. (tricotomia) & < Bou p < xou x = f;
2. (transitividade) sex < Be B < <y entdon < ;e
3. (preservagio da operagio do grupo) se x < Bentdoa+y < f+1.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 16).
Denota-se « < f quando a« < fou a = .

Definicdo 6.2 (valoragdo). Sejam: K um corpo arbitrdrio; G um grupo ordenado; e v : K¥ — G
uma fungdo.

Dizemos que v é uma valoragio sobre K quando:

1. v(a-b)=v(a)+v(b),Va beK

2. v(a+b) > min{v(a),v(b)}, paraa, b € K* tais que a+b #0; e
3. v é sobrejetora.

Dizemos também que G é grupo de valoragio.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 17).

Observacao 6.3 (definicdo estendida de valoragdo). Seja v : K* — G uma valoragdo.

Podemos definir v(0) := 0o, em que oo é um simbolo tal que: oo ¢ G;

a < 0o, VaeG;

0O+00:=@K+00:=00+nK:=00, VaeG.

O propdsito de considerar o simbolo oo é simplesmente poder definir v(0) de modo que as
condigdes 1 e 2 da Definigio 6.2 permanegam vilidas.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 17).
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Definicao 6.4 (anel de valoragdo). Seja A um dominio de integridade. Dizemos que A é um

anel de valoragdo quando

1. A ndo é um corpo; e
2. x€AouxteAVxeK(A).
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 19).
Proposicdo 6.5. Sejam K um corpo e v : K — R uma valoragdo sobre K. Entdo
1. Oy = {x € K‘ v(x) > O} ¢ um anel de valoragdo.

2. Em particular, O, é um anel local com ideal maximal

Po={xeK|o(x) >0} =0,\U©O), UO)={xeK|o(x)=0}.

3- ’C(OU) = K e
4. o grupo de valoragio de v é isomorfo a z%(;)

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 19).

Proposicdo 6.6. Sejam: O um anel de valoragio; e K = IC(O) o corpo de fragdes de O. Se x,
y € K*, defina

x modU(O) <y mod U(O) se  y-x1leo
( com x mod U(O) <y mod U(O) & y-x e O\UO) ) .
Entio:
1. <%€;), -,<> é um grupo ordenado; e

2. a projegio natural

¢ uma valoragdo;

3- O:On’,e
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K* ~
4. 1(0) é um grupo de valoragio.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 19).

Definicdo 6.7 (valoracdes equivalentes). Sejam vy : K* — (Gy,+) e vy : K* — (G, +)

duas valoragdes de um corpo K. Dizemos que v1 e vy sio equivalentes quando para todo o € K*:
v1(a) >0 & () >0.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 20).
Denotaremos v, ~ v quando v; e v; forem valoragdes equivalentes.
Proposicdo 6.8. Sejam: K um corpo; v1, vp : K — R duas valoragdes sobre K. Entdo:
U1~ Uy & Oy, = Oy, .
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 21).

Observacdo 6.9. Sejam: E um corpo arbitrdrio; e oo um simbolo tal que oo ¢ E. Podemos

estender (parcialmente) as operagdes de corpo de E para E U {oo} da sequinte maneira:
X+00:=00+X:=00, Vx€eE;

X-00:=00-X:=00, Vx€eE;

(note que

ndo estdo definidos).
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 21).

Definicdo 6.10 (fungdo place — cf. Villa-Salvador (2006)). Sejam: E e K dois corpos; e
¢p: K — EU{oo}
uma aplicagdo. Diremos que ¢ é uma fungdo place em K quando:
1. ¢(a+b)=¢(a)+¢(b),Va bek;

2. (a-b)=¢(a) -¢(b),Va, bek;
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3. 3a € K tal que g(a) = o0 e
4. 3b € K tal que (b) #ooe ¢(b) #0.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 22).

A expressdo no axioma 1 faz sentido quando o membro direito da igualdade estiver

definido — cf. Deuring (1973, p. 4). Assercdo andloga vale para o axioma 2.
Observagdo 6.11. O uso do termo place nio é consistente na literatura:
e Stichtenoth (2009, p. 2) denomina como place o ideal maximal de um anel de valoragdo; e

e Villa-Salvador (2006, p. 22) e Deuring (1973, p. 4) chamam de place a aplicagdo

considerada na Definigdo 6.10.

Para evitar colisdo de nomenclaturas, preferimos (nesta dissertagdo) chamar de fungdo place a

aplicagdo considerada na Definicdo 6.10, e usar o termo place no sentido de Stichtenoth (2009).

Dada uma fungéo place ¢ : K — E U {o0}, definimos
Opi={ac K‘ p(a) #oo} =9 [E].
Proposicao 6.12. Seja ¢ : K — E U {oo} uma fungio place. Entdo:
1. Oy é um dominio de integridade contido em K;
2. Op #K; e
3. Op # {0}.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 22).

Vimos na Proposic¢do 6.12 como obter um anel de valoragdo a partir de uma fungdo

place. O processo reverso também é possivel:

Proposicao 6.13. Sejam: O um anel de valoragio; B o ideal maximal de O; e K = K(O).

Entdo o
po: K=K(0) — %U{oo}
x+P sexecO
x = po(x) = »
00 sex € K\O
¢ uma fungio place.

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 23).
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Definicao 6.14 (fungdes places equivalentes). Diremos que duas fungoes places ¢ : K —
E1U{co} e ¢y : K — Ep U {00} sdo equivalentes se existir um isomorfismo de corpos A : Ty —

Ty, em que Ty = @1 [Og,], To = ¢2 [Og,] € 2 = A 0 91 — com a convengiio A(oo) = oo,

Figura 67

(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 23).
Denotaremos ¢ ~ @, quando ¢; e ¢, forem fungdes places equivalentes.
Proposicdo 6.15. Sejam @1 : K — Eq e ¢ : K — Ej; duas fungoes places. Entdo:
g1~ = Op =0, .
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 23).
Proposicao 6.16. Seja v : K — R uma valoragdo. Entdo a fungio

[fly: K = EU {eo}
e ") sex #0
X ||x||v:={

%o} sex=0

¢ um valor absoluto ndo arquimediano e ndo trivial sobre K.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 23).

Proposic¢do 6.17. Seja ||-|| : K — R um valor absoluto nio arquimediano sobre K. Entdo a
fungio
0 K — RU {OO}
—In|x| sex #0
X Z)HH(X) = {
0 sex=0
é uma valoragdo com grupo de valoragdo contido em (IR, +).
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 24).
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Defini¢do 6.18 (valores absolutos equivalentes). Dois valores absolutos nio triviais ||-||, e

|| ||, sobre um corpo K sdo equivalentes quando para todo a € K:
la, <1 = fall,<1.
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 4).
Denotaremos ||-[|; ~ |-, quando [|-||; e |||, forem valores absolutos equivalentes.

Proposicdo 6.19. Sejam: ||-|;, ||-||, : K — R dois valores absolutos em um corpo K; e ||-||,, ,

[l : K — R duas valoragdes associadas a ||-||; e ||-||,, respectivamente. Entio
Il ~ Wl = o, ~ 2y, -
(VILLA-SALVADOR, 2006, p. 24).

Observacdo 6.20. Nesta dissertagdo, estaremos particularmente interessados nos seguintes

Ccasos.

1. O grupo ordenado é (Z,+, <).
2. A definigio estendida de valoragdo é considerada no grupo ordenado (Z,+, <).

3. As valoragdes consideradas serdo sobre corpos de fungoes.

6.2 ALGUNS CASOS DO PROBLEMA INVERSO NA TE-
ORIA DE CORPOS DE FUNCOES

Mencionamos (sem demonstra¢des) alguns casos particulares do PITG na teoria de

corpos de fungdes.

6.2.1 O caso nilpotente do PITG para corpos de funcdes

No artigo de Villa-Salvador e Rzedowski-Calderén (1991), demonstra-se um resultado
analogo do Teorema Principal para corpos de fun¢des sobre corpos finitos: o Teorema
5.70, mencionado na Secdo 5.3 do Capitulo 5. E, nesse artigo, mostra-se como construir
infinitas extensdes galoisianas cujo grupo de Galois é isomorfo a um grupo nilpotente
tinito ndo trivial dado.

Por comodidade, reproduzimos novamente o Teorema 5.70, abaixo.

139



140

APENDICE A

Teorema 6.21. Sejam k um corpo finito com q elementos e G um grupo nilpotente finito de
ordem |G| > 1 tal que

mdc{|G|,g—1} =1. (134)

Entdo, para todo corpo de fungoes K sobre k, existem infinitas extensoes galoisianas nio isomorfas
L| K tais que
Aut(L|k)=Gal(L|K) = G.

A condi¢do dada em (134) pode ser removida. Para maiores detalhes, recomendamos

as seguintes fontes:

e MADAN, Manohar; RZEDOWSKI-CALDERON, Martha; VILLA-SALVADOR, Ga-
briel Daniel. Galois Extensions with Bounded Ramification in Characteristic p:
On a Question of S. Abhyankar, Manuscripta Math. 9o, 121-135 (1996). Disponivel
em: <https://doi.org/10.1007/BF02568297>. Acesso em: 18 set. 2018.

e MALLE, Gunter; MATZAT, Bernd Heinrich. Inverse Galois Theory. Berlim:
Springer-Verlag, 2018, p. 382.

6.2.2 Caso solavel

D’'Mello e Madan provaram o caso do PITG em que G é um grupo finito soltavel e

K =k(x) é um corpo de fungdes racionais sobre um corpo algebricamente fechado k.

e D'MELLO, Joseph G.; MADAN, Manohar. Algebraic function fields with sol-
vable automorphism group in characteristic p, Communications in Algebra 11
(1983), 1187-1236. Disponivel em: <https://doi.org/10.1080/00927878308822902>.

Acesso em: 03 set. 2018.

6.2.3 O caso do grupo de Mathieu M»3 para corpos de funcdes

E conhecido que a classe dos grupos esporadicos sdo realizaveis como grupos de Galois
sobre Q, com a possivel exce¢do do grupo de Mathieu Mj;3 (VOLKLEIN, 1996, p- 54;
JENSEN et al., 2002, p. 5).



6.2 ALGUNS CASOS DO PROBLEMA INVERSO NA TEORIA DE CORPOS DE FUNQGES

Na Teoria de Corpos de Fungdes, entretanto, é sabido que o PITG admite solucdo
positiva no caso de um corpo de fung¢des de caracteristica 2: o grupo de Galois do
polindmio

f(X):= X2 +tX3+1 € Fao(t) [X] (135)

sobre IFp(t) é isomorfo a Mps.

e ABHYANKAR, Shreeram S.; YIE, Ikkwon. Some more Mathieu group coverings
in characteristic two, Proceedings of the American Mathematical Society 122
(1994), 1007-1014. Disponivel em: <https://doi.org/10.1090/50002-9939-1994-

1239794-1>. Acesso em: 10 dez. 2018.
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