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RESUMO

Seja G um grupo finito, F um corpo. Berman ([Ber]) e Witt ([Witt]) calcularam, inde-
pendentemente, o nimero de componentes simples da algebra de grupo semisimples
FG. Nesse trabalho esbogamos uma prova do mesmo resultado devida a R. Ferraz
que usa integralmente técnicas de algebra de grupo. Além disso, calculamos o posto

das unidades centrais de ZG e determinamos as componentes simples do centro de

FG/J(FG), quando F satisfaz uma condigéo tedrica.

Palavras-chave: Algebra, Algebras de Grupo






ABSTRACT

Let G be a finite group, F a field. Berman ([Ber]) and Witt ([Witt]) evaluated indepen-
dently the number of simple components of the semisimple group algebra IFG. In this
paper we outline a proof of the same result, due to R. Ferraz entirely in terms group
algebra techniques. Furhermore, we compute the rank of the central units of ZG and
determine the simple central components of FG/J(IFG) provided that FF satisfies a field

theoretical condition.

Keywords:Algebra, Group Algebras
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NOTACAQ

|G| ordem do grupo G

H <G  Hsubgrupode G

A X B produto direto dos grupos A e B

Z(X) centro de X, onde denota um anel ou um grupo

Aut(X) o conjunto dos automorfismos de X, onde denota um anel ou um grupo

GL(n,F) grupo linear geral de grau n sobre o corpo F

tr(A) traco da matriz A
car(F) caracteristica do corpo F
RG anel de grupo RG

supp(a)  suporte do elemento « € RG
U(R) grupo das unidades do anel R
K/F extensdo K do corpo F

mdc(a,b) maximo divisor comum entre a e b
mmec(a,b) minimo multiplo comum entre a e b
J(R) radical de Jacobson do anel R
Gal(E,F) grupo de Galois de E sobre F

[E : F] grau da extensdo E sobre F

(G:H)  indice do grupo G sobre H

My (R) anel das matrizes com coeficientes no anel R
(a) ideal gerado pelo elemento a

<g> subgrupo gerado pelo elemento g

Ok anel dos inteiros algébricos de K
dimp(V) dimensdo do espago vetorial V sobre F
Cr(g) classe F-conjugada de g

E, corpo finito com q elementos

[q classe de conjugacdo de g
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INTRODUCAO

O célculo do niimero de componentes simples, de uma algebra de grupo semisimples,
é de fundamental importancia na determinacdo da estrutura destas dlgebras. Os
matemadticos S. Berman e E. Witt, utilizaram a Teoria de Caracteres para determinar o
nimero de componentes simples em uma &lgebra de grupo semisimples ([Ber],[Witt]).
No obstante, uma prova recente do mesmo resultado [RF1], devida a R. Ferraz, usa
integralmente técnicas de algebra de grupo. Neste presente trabalho, tivemos por
objetivo, detalhar a demonstracdo de Ferraz, bem como apresentar aplica¢des do
Teorema.

No capitulo 1 e 2, apresentamos alguns conceitos basicos que foram utilizados ao
longo deste trabalho.

No capitulo 3, tratamos do método de R. Ferraz para calcular o nimero de compo-
nentes simples de uma 4lgebra de grupo semisimples e da demonstragdo do Teorema
de Berman-Witt.

No capitulo 4, aplicamos a técnica de Ferraz para calcular o posto das unidades
centrais em ZG. A partir disto, apresentamos uma prova alternativa, utilizando os
resultados apresentados, de um Teorema devido a Ritter e Sehgal.

No capitulo 5, ao supor uma restri¢do tedrica sobre o corpo I, caracterizamos as
componentes simples do centro da édlgebra FG/J(FG). Além disso, expomos um contra-

exemplo, quando a restri¢do tedrica assumida nédo é satisfeita.






RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢des e resultados bem conhecidos da Teoria

de Anéis. Estes resultados se encontram em [N]], [Fr], [PS].

Definicao 1.1. Seja IF um corpo e f(x) um polinomio monico em IF[x]. Entdo, uma extensio E

de IF é chamada um corpo de decomposicdo de f(x) sobre IF se

f) = =r)x—r2)---(x =)

em E[x] e
IE = IF(rll T /rn)/

ou seja, IE é gerado pelas raizes de f(x).

Definigao 1.2. Seja IF um corpo. Um polinémio irredutivel p(x) € [F[x] é dito separdvel se
possui raizes distintas. Um polindmio f(x) € F[x] é dito separdvel se seus fatores irredutiveis

sdo separdveis.

Definicao 1.3. Uma extensdo algébrica E do corpo FF é separdvel se o polindmio minimal de
todo elemento de IE é separduvel.

Um Teorema relacionado com este conceito é o seguinte.

Teorema 1.4. [Fr, Teorema 51.9] Se K é uma extensdo finita de E e IE é uma extensdo finita de
F,istoé, F C E C K, entdo K é separdvel sobre IF se e somente se K é sepdravel sobre E, e IE é

separdvel sobre IF.

Definicao 1.5. Um corpo FF é perfeito se toda extensio finita K de IF é uma extensdo separdvel.
A seguinte proposic¢do é a jungdo dos Teoremas 51.13 e 51.14 de [Fr].

Proposicdo 1.6. [Fr, pg. 440]
1. Todo corpo de caracteristica zero é perfeito.

2. Todo corpo finito é perfeito.



RESULTADOS PRELIMINARES

Um resultado clédssico da Teoria dos Corpos, em que extrairemos um coroldrio til, é

o Teorema do Elemento Primitivo.

Teorema 1.7. [Fr, Teorema 51.15] Seja K uma extensio finita e separdvel de um corpo IF. Entdo
existe « € K tal que K = F(x).

Corolario 1.8. Se K é uma extensdo finita de Q, entdo existe « € K tal que K = Q(w).

Neste trabalho, faremos bastante uso de um tipo especifico de extensdo de corpos. A

referida extensdo é a seguinte.

Definicdo 1.9. Seja n um niimero inteiro positivo. O corpo de decomposigio de x" — 1 sobre
um corpo K é chamado o n-ésimo corpo ciclotémico sobre K, e denotado K. As raizes de
x"" — 1 sdo chamadas de n-ésimas raizes da unidade sobre KK, e o conjunto de todas essas

raizes é denotado por E.
A partir disto, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.10. [RH, Teorema 2.42] Seja n um niimero inteiro positivo e IK um corpo de

caracteristica p. Sequem as seguintes afirmagoes:

1. Se p ndo divide n, entdo E,) é um grupo ciclico de ordem n com respeito a multiplicagio

em ]K(n)

2. Se p divide n, escreva n = mp®, com inteiros positivos m e s, e m ndo divisivel por p.
Entdo Ky = Ky, e By = By, e as raizes de x" — 1 em K, sdo os m elementos de

By, cada qual com multiplicidade p®.

1.1 GRUPO DE GALOIS

Seja E uma extensdo do corpo F e denote Aut(E) o conjunto dos automorfismos de

corpos de E. O grupo
Gal(E,F) = {c € Aut(E)|c(a) = a,Va € F} (1)

serd chamado o grupo de Galois de E sobre F.

Seja H um subgrupo de Aut(IE). O subcorpo
EH = {a € E|o(a) = a,Vo € H} (2)

de [E é chamado o subcorpo de E fixado por H.



1.2 ANEIS SEMISIMPLES

Lema 1.11. [N], Lema 1] Seja IE/IF um corpo de decomposicio de um polindmio separdvel em
F[X]. Entdo
|Gal(E, F)|= [E : F].

Definicao 1.12. A extensio algébrica E do corpo [F é dita normal se todo polindmio irredutivel

em FF[X], que possui uma raiz em [E, é um produto de fatores lineares em IE[X].

Teorema 1.13. [N], Teorema 4.7] Seja IE uma extensdo do corpo IF. Entdo as sequintes condigdes

sobre IE sdo equivalentes:
1. [E é um corpo de decomposicio sobre IF de um polindmio separdvel f(x).
2. F = S para algum grupo finito G de automorfismos de IE.
3. E é normal, separdvel e de dimensdo finita sobre |F.

A seguir enunciamos o Teorema que tem um papel central na Teoria de Galois e que

utilizaremos com frequéncia neste trabalho.

Teorema 1.14. [N], pg. 239] Seja E uma extensdo do corpo F satisfazendo alguma das
condigoes equivalentes do Teorema anterior. Seja G o grupo de Galois de E sobre [F. Seja I' o
conjunto dos subgrupos de G, e ¥ o conjunto dos corpos entre E e F. As aplicagdes H — EH,
K — Gal(E,K), H € T, K € %, sdo inversas uma da outra. Além disso, valem as sequites

propriedades:
1. Hy D Hy, & EH c Ef2
2. |H|=[E: EH], (G: H) = [EY,F].
3. H énormal em G < EH é normal sobre F. Neste caso

Gal(E",F) ~ G/H.

1.2 ANEIS SEMISIMPLES

Nesta se¢do, vamos abordar de modo sucinto, a propriedade de semisimplicidade de

anéis. Este conceito é muito importante e permeia o trabalho.

Definicdo 1.15. Seja R um anel e M um R-mddulo.
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RESULTADOS PRELIMINARES

1. O R-médulo M é chamado semisimples se todo subméddulo de M é um somando direto.
2. O anel R é chamado semisimples se 0 médulo rR é semisimples.

Existe uma relacdo entre um anel R semisimples e os R-médulos semisimples. A

proposicdo seguinte nos forneceré tal relagao.

Proposicao 1.16. [PS, Teorema 2.5.7] Seja R um anel. Entdo, as seguintes condigdes sdo
equivalentes:

1. Todo R-médulo é semisimples.
2. R é um anel semisimples.
3. R é uma soma direta de um niimero finito de ideais minimais a esquerda.

Um resultado central para o nosso trabalho é o Teorema de Wedderburn-Artin. Este
Teorema foi originalmente provado em 1907, para algebras de dimensao finita, pelo
matematico escocés Joseph Wedderburn. Mais tarde, Emil Artin generalizou esse
resultado.

Teorema 1.17. [PS, Teorema 2.6.18] Um anel R é semisimples se e somente se é isomorfo a uma

soma direta de dlgebras de matrizes sobre anéis de divisdo:

R >~ My, (D1) © - - - © My, (Ds).

1.3 RADICAL DE JACOBSON

O conceito de radical de Jacobson sera utilizado para estudar, mais a frente, alguns

anéis que ndo sdo semisimples.

Definicado 1.18. Seja R um anel. O radical de Jacobson de R, denotado por J(R), é a intersegio

de todos os seus ideais maximais a esquerda.
Dado um R-médulo M, o anulador de M é o conjunto
ann(M) = {x € Rlxm =0,Vm € M}.

Defini¢ao 1.19. Um mdédulo nido-nulo M cujos iinicos submédulos sdo (0) e o préprio M é

chamado simples.



1.3 RADICAL DE JACOBSON

Com estas defini¢des podemos fazer a seguinte afirmagéo.
Teorema 1.20. Seja R um anel. Entdo
J(R) = Ow simplesann(W),
onde W é um R-mddulo.

Demonstra¢dao: Suponha x € J(R) e W um R-médulo simples. Entdo para todo w € W
ndo nulo, Rw = W e ann(W) é um ideal a esquerda maximal. Portanto xw = 0, para
todo w € W, e consequentemente xW = 0.

Reciprocamente, suponha x € Ny simples #711(W) € M um ideal a esquerda maximal.
Entdo R/ M é um R-moédulo simples e x(R/ M) = 0. Logo, x € M. |

Note que o radical de Jacobson é um ideal bilateral, logo faz sentido tomar o quociente.
Lema 1.21. [PS, Lema 2.7.5] Seja R um anel. Entio J(R/]J(R)) = (0).

Proposicdo 1.22. [PS, Proposigio 2.7.13] Seja R um anel. Se I é um ideal nil de R, entdo
I C J(R)

Proposicdo 1.23. [PS, Teorema 2.7.14] Seja R um anel artiniano. Entdo J(R) é um ideal

nilpotente de R e todo ideal nil é nilpotente.

Teorema 1.24. [PS, Teorema 2.7.16] Seja R um anel semisimples. Entdo R é um anel artiniano

e seguem as seguintes afirmacoes:
1. R ndo contém ideais nilpotentes bilaterais nio nulos.
2. R ndo contém ideais nilpotentes a esquerda nio nulos.
3. J(R) = (0).
Reciprocamente, se R é artiniano e qualquer uma das condigdes é satisfeita, entio R é semisimples.

Apesar de ndo demonstrarmos esse Teorema, damos os seguintes coroldrios, que nos

serdo uteis no desenrolar de nosso trabalho.

Corolario 1.25. Se R for um anel artiniano entdo R/J(R) é semisimples.



RESULTADOS PRELIMINARES

Demonstragio: Sabemos pelo lema 1.21 que J(R/J(R)) = (0). Uma vez que R é artiniano,
e que o quociente de anel artiniano é também artiniano, concluimos que R/J(R) é

artiniano. Agora, pelo Teorema 1.24, segue que R/J(R) é semisimples. n

Coroldrio 1.26. Seja R um anel e I um ideal de R. Se J(R/I) = 0 entdo J(R) C I.

Demonstra¢io: Todo ideal maximal de R/I é da forma L/I onde L é um ideal maximal
de R contendo I. Observe que N(L/I) = N maximal(L + I)/I = (J(R) + I)/I. Pela hip6tese
de J(R/I) = 0, assim, concluimos que J(R) C I. [ ]

1.4 INTEIROS ALGEBRICOS

Uma extensdo finita K do corpo dos ntiimeros racionais Q é chamado um corpo de
nameros algébricos, ou simplesmente, um corpo numérico. Um elemento « € K é

chamado um inteiro algébrico se satisfaz uma equagdo monica
A"+ a, " e +ap=0,

com a; € Z. Os inteiros algébricos de K formam um anel, denotado usualmente por
Ok.

Observacdo. O anel dos inteiros algébricos do corpo dos niimeros racionais Q é iqual a Z, o
anel dos niimeros inteiros.

Lema 1.27. [PS, Lema 2.8.1] O anel Ok é finitamente gerado e K = QOk.

Definicao 1.28. Seja R um anel comutativo, com unidade, sem divisores de zero. As unidades

uy, -, uy de R sdo ditas independentes, sempre que a relagio
my Mg _
ul ... uk = 1
com m; € Z, implica que my = - - - = my = 0.

Observe que, cada u que pertence a um conjunto independente de unidades ndo pode
ser uma raiz da unidade.
Visto que, um corpo ntmerico K esta contido em C, o corpo dos niimeros complexos,

os homomorfismos de K sdo todos complexos.



1.5 PRODUTO TENSORIAL

Definicao 1.29. Seja K um corpo numeérico de grau n sobre Q. A assinatura de um corpo
numérico é o par [r, c], onde r é o niimero de homomorfismos de K cuja imagem esta contida em

IR, 2¢ é 0 niimero de homomorfismos complexos ndo-reais e n = r + 2c.

Seja p(x) um polindmio irredutivel que define o corpo numérico K por uma de suas
raizes. A assinatura de K também serd chamada a assinatura de p(x). Neste caso, r sera
o ntimero de raizes reais de p(x) e 2c sera o niimero de raizes complexas ndo-reais de
p(x).

Agora vamos enunciar um resultado fundamental, conhecido como o Teorema das
Unidades de Dirichlet.

Teorema 1.30. [PS, Teorema 2.8.2] Seja IK O Q uma extensdo finita de grau n = r + 2c, onde
r e 2c sio os niimeros de homomorfismos reais e complexos de K, respectivamente. Seja Ok o
anel dos inteiros algébricos de K e U = U(OK) seu grupo das unidades. Entdo U é um grupo
abeliano finitamente gerado. Além disso, U = C x F onde C é um grupo ciclico finito, e F € livre

de torgdo de posto p =r+c — 1.

Este Teorema primeiro nos diz que faz sentido considerar o posto livre de U(Ok) e

depois nos fornece seu valor.

1.5 PRODUTO TENSORIAL

Outro conceito que utilizaremos com frequéncia é o de produto tensorial de R-médulos.

Definicao 1.31. Seja R um anel, M um R-médulo a direita e N um R-mddulo a esquerda.
Seja A grupo abeliano, escrito aditivamente. Uma fun¢do balanceada f do produto cartesiano

M x N em A é uma fungdo satisfazendo:
1. f(my+my,n) = f(my,n)+ f(my, n).
2. f(m,ny+ny) = f(m,ny) + f(m, ny).
3. f(m,rn) = f(mr,n).
para todo m, my, my € M, n, n;, np € N, v € R.

Definicao 1.32. Sejam M um R-médulo a direita e N um R-médulo a esquerda. Um grupo
abeliano T, junto com uma fungdo balanceada w : M x N — T é chamado um produto

tensorial de M e N se as sequintes propriedades valem:
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RESULTADOS PRELIMINARES

1. Os elementos da forma w(m,n), m € M, n € N geram T (como grupo aditivo).

2. Para qualquer grupo aditivo A e qualquer fungio balanceada f : M x N — A, existe
um homomorfismo de grupos f* : T — A tal que f = f* o w; ou seja, tal que o sequinte

diagrama seja comutativo:

O produto tensorial de M e N serd denotado por M @ N.

Observe que, se M é um R-moédulo a direita e N um S-moédulo a esquerda, entdo o

produto tensorial M ®g N sempre existe [I’S, Teorema 2.8.2].
Proposicdo 1.33. Sejam R C S anéis. Entio
S ®gr R[x] ~ S[x].

Demonstracdo: Inicialmente definimos f : S x R[x] — S[x] por f(s, p(x)) = sp(x). Esta

funcdo f é balanceada e, com isso, temos o seguinte diagrama

S ®gr R[X]

S x Rlx] —2L— S[x]

onde f = f* ow. Agora defina g : S[x] — S ®g R[x] como
g(Zsixi) =) 5i® X
i i

Note que, se ax' =bx', a,beS, entioa=bea® xi=b ® Xt Assim, ¢ esta bem definida.
Além disso, a fun¢do g é um homomorfismo de R-médulos.

Agora, precisamos apenas calcular f* o ¢ bem como go f*.
f*Og s~xi :f* s‘®xi
(L) =1 (Esiox)

=) frow(s;,x)
i

=) fGsi,x)
i

=Y sixl,
i



1.5 PRODUTO TENSORIAL

Com isso, f* o g = 1. Por outro lado,
gof* (s ® Zrixl) =g Of<s,Zrixi>
= 28( (sr)x)
=Y (sr) @ x'.
i
=5® rixt).
(Er)

Ou seja, go f* = 1. Desta forma, f* é um isomorfismo de R-médulos.

Proposicdo 1.34. Seja K uma extensdo do corpo [F e p(x) um polindmio em F[x]. Entdo

F[x] _ Kix]
) ST ey

Demonstragdo: Denote o elemento g(x) + (p(x)) de F[x]/(p(x)) por g(x). Defina a fungio

F[x] YK o K[x]

o) ()

como f(q(x), a) = aq(x). Pela defini¢do de produto tensorial sabemos que existe

Fx] K K][x]

) R T )

tal que o diagrama abaixo seja comutativo:

f*

F[x]
oy K

e

Fx] f Ky
ey XK )

Para mostrar o que queremos, basta que f* seja um isomorfismo. Por isso, definimos

CKlx] | Fx]
) (p@)

g(W) =Y x®a.

QrFK
como

1

11



12 RESULTADOS PRELIMINARES

Note que, se axi = bxi, a,b € K, entdo axi —bx = 0 = y,0xi. Assim, 0 = ¢(0) =
g(m) =x® (a —). Logo, ¥ ®a=xi®b. Amesma construgdo vale para quaisquer
outros elementos, de sorte que, g estd bem definida. Além disso, a fungdo g é um
homomorfismo de [F-4lgebras.

Nesta altura, somente nos resta calcular as composi¢des go f* e f*og.
gof” (Zaixi ® w) =g Of(Zaixf,a)
i i

=g (Z ocal-xi)
= ZE@ (aa;)

1
=) ax@a.
i

Logo, go f* = 1. Por outro lado,

1

= Zf* o w(;, ﬂi)
=) f, )
= Zaixi.

Deste modo, f* o g = 1. Portanto, f* é um isomorfismo de [F-algebras.

£ og(m) = (Z?@ (Mi))

Proposicao 1.35. Seja K uma extensio finita do corpo F e A uma dlgebra sobre [F de dimensio

finita. Entdo sdo verdadeiras as seguintes afirmagoes.

1. Se 1 é um ideal de A, entio

AN]K®]F.A

K o~ -

como K-dlgebras.

2. K@g J(A) C J(K g A).



1.5 PRODUTO TENSORIAL

Demonstra¢ao: A fungdo ¢ : A ®a +— A ® (a+Z) é um epimomorfismo de K-algebras
de K®p.Aem K®p (A/Z). O ideal K ®p Z esta contido no kernel de ¢. Logo, a fungao

KepA KoerA
V' KeorZ  ker(g)

definida por (o + K @ Z) = a + ker(¢), é um epimorfismo de K-algebras. Pelo Teorema

4)

do homomorfismo para édlgebras, existe um isomorfismo ¢ : (K ®p A)/ker(¢) — K ®p

(A/T) de K-édlgebras. Assim temos o seguinte diagrama.

K ®F 4
e
KopA (4 KopA

K®pZ ker(¢)

Ja que ¢ o é um epimorfismo de K-algebras e

) = dimg (K ®@f A) — dimg (K @ )

= dimg (11( OF %)

segue a validade da primeira afirmagao.
Pela proposigdo 1.23, o ideal J(.A) é nil, logo, K & J(A) é nil. Pela proposic¢ao 1.22
segue que K @ J(A) C J(K &F A). n

13






ALGEBRA DE GRUPO SEMISIMPLES

O conceito de Algebra de Grupo apareceu discretamente em um artigo de 1854 intitulado
“On the Theory of Groups as Depending on the Symbolic Equation 6" = 1”7, de Arthur
Cayley. Contudo, apenas cerca de 40 anos depois este conceito apareceu explicitamente
no trabalho de Theodor Molien. Somente a partir da segunda metade da década de
1920, a nogdo de Algebra de Grupo mostrou-se relevante; principalmente, pelo fato de
alguns trabalhos pioneiros tragarem uma forte ligagdo entre a Teoria de Algebras de
Grupo e a Teoria de Representac¢des de Grupo [IS, pg.127-128]. Desde entdo a Teoria
de Algebras de Grupo tem exercido papel central em diversas areas de pesquisa como
Algebra Homolégica, Topologia Algébrica, K-Teoria Algébrica e a Teoria de Cédigos
Corretores de Erros.

No entanto, o que é uma Algebra de Grupo? Para responder tal pergunta precisamos
de um grupo multiplicativo G e um anel R com unidade. Com eles definimos a
algebra de grupo RG como sendo a R-4lgebra associativa livre com base G, e com a
multiplicagdo definida distributivamente usando a operacdo do grupo. De modo geral,

podemos considerar os elementos de RG como somas formais do tipo

) 98
gcG
onde a¢ € R. Esta soma formal é apenas uma maneira de escrever a fungdo de G em R,
que toma valores a4 no elemento ¢ do grupo. Disto segue que, Y occ 158 = Y oG bgg s€
e somente se aq = by para todo ¢ € G.
Dado um elemento a = } . agg, definimos o suporte de « como seguinte subcon-

junto de G,
supp(a) = {g € Glag # 0}.

Define-se também a soma e o produto como

Y agg+ ) beg =) (ag+be)g

geG g€eG geG

15
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(o) (D04) - e

geG heG geG
onde ¢, = Zgh:,r agbh. Ao definir os elementos como somas formais, junto com as
operacOes acima, temos que RG é um anel, o anel de grupo de G sobre R.

Se paracadar € Rea =) ,c; 38 € RG definirmos

() - T

geG gcG

teremos que RG também tem estrutura de R-moédulo.
No caso em que R é comutativo, para todo « € R e x,y € RG, vale também a

igualdade

a(x.y) = (ax).y = x.(ay).
Desta maneira, RG é uma R-algebra. Se fizermos a identificacdo

g ) g8,
geG

onde a; =1 ea, =0seh # g, teremos G uma base do anel de grupo RG.
Como exemplo, suponha G =< ¢ > um grupo ciclico infinito. Entdo os elementos de

RG sdo unicamente escritos como somas finitas da forma
o0
i
Y a8
—o0

onde os coeficientes a; sdo zero a menos de um numero finito deles. O homomorfismo
natural R[X] — RG definido por X — ¢ é uma funcao injetora. Entdo segue que RG
esta contido isomorficamente entre o anel de polinomios R[X] e o corpo das fun¢des

racionais R(X).

2.1 ALGEBRAS DE GRUPO SEMISIMPLES

As élgebras semisimples de dimensdo finita podem se decompor em objetos atdmicos,
que se comportam melhor em diversos casos. Nesta se¢do iremos apresentar um critério

para que uma &lgebra de grupo seja semisimples e, consequentemente, possua uma



2.1 ALGEBRAS DE GRUPO SEMISIMPLES

decomposicdo em 4dlgebras simples. Este resultado é conhecido como o Teorema de
Maschke (Veja [PS, Teorema 3.4.7]). Além disso, veremos como decompor uma tal

algebra e como sdo seus constituintes simples.

Teorema 2.1. [PS, Teorema 3.4.7] Seja G um grupo. Entdo, o anel de grupo RG é semisimples

se e somente se as segquintes condigdes valem:
1. R é um anel semisimples;
2. G é finito;

3. |G| é invertivel em R.

Coroldrio 2.2. Seja G um grupo finito e K um corpo. Entdo, KG é semisimples se e somente
se car(K) 1 |G|.

O Teorema de Wedderburn-Artin 1.17, nos permite decompor um anel semisimples
como soma de algebras de matrizes. No entanto, desejamos reescreve-lo a luz do

conceito de algebras de grupo.

Teorema 2.3. [PS, Teorema 3.4.9] Seja G um grupo finito e K um corpo tal que char(K) 1 |G].

Entdo

1. KG é uma soma direta de um niimero finito de ideais bilaterais { B; }1<;<,, as componentes

simples de IKG. Cada B; é um anel simples.
2. Cada ideal bilateral de KG é uma soma direta de alguns membros da familia {B;}1<i<,.

3. Cada componente simples B; é isomorfa a um anel de matrizes da forma M, (D;), onde D,

é um anel de divisido contendo uma copia isomorfa de K no seu centro, e o isomorfismo
KG L g M, (D
~ @i My, (D;) (5)
é um isomorfismo de K-dlgebras.

4. Em cada anel de matrizes My, (D;), o conjunto

17
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é um ideal minimal a esquerda.
Dado x € KG, considere ¢(x) = (a1, -+, &) € Bf_{ My, (D;) e defina o produto de x por
um elemento m; € I; por xm; = a;m;. Com essa defini¢do, I; se torna um KG-médulo

simples.
5. Il-;?_fljsei#j.
6. Qualquer KG-médulo simples é isomorfo a algum I;, 1 <i <.

Desde que, todo ideal de uma &lgebra semisimples é gerada por um idempotente,
ou seja, um elemento e satisfazendo e? = ¢, e os ideais sdo bilaterais se e somente se
o idempotente é central, o Teorema acima pode ser traduzido pelo seguinte (Veja [IS,

Teorema 2.5.11]).

Teorema 2.4. Seja KG = ®_,B; a decomposicio do anel semisimples IKG como uma soma
direta de ideais bilaterais minimais. Entdo existe uma familia {e, e, - - -, e, } de elementos nio

nulos de IKG tal que:

1. Paracada i, 1 <i <, e; é um idempotente central.
2. eiej=0,sei #].
3. e1+ep+---+e, =1,

4. Paracadai, 1 <i < r,e; nio pode ser escrito como uma soma e; = e'; + " ; de idempotentes

centrais nio nulos com e';e”; = 0.

Os idempotentes nesse Teorema sdo conhecidos como os idempotentes centrais

primitivos de KG.

2.2 CENTRO DE UMA ALGEBRA DE GRUPO

O centro de um anel R é o conjunto dos elementos de R que comutam com todos os

outros. A seguir, iremos descrever o centro de uma dlgebra de grupo.

Defini¢do 2.5. Seja G um grupo, R um anel comutativo e seja {I';}ic; o conjunto das classes
de conjugacio de G que contém apenas um niimero finito de elementos. Para cada indice i € 1

ponha vy; =T; =Y} cr, x. Esses elementos sio chamados as somas de classe de G sobre R.



2.3 ALGEBRAS DE GRUPO SOBRE CORPOS

Teorema 2.6. [PS, Teorema 3.6.2] Seja G um grupo e seja R um anel comutativo. Entdo, o
conjunto {7y;};c de todas as somas de classes formam uma base de Z(RG), o centro de RG sobre
R.

Proposicdo 2.7. [PS, Proposicio 3.6.3] Seja G um grupo finito e seja K um corpo algebricamente
fechado tal que char(K) 1 |G|. Entdo, o niimero de componentes simples de KG é igual ao niimero

de classes de conjugacio de G.

Definicao 2.8. Um corpo K é chamado um corpo de decomposi¢do para um grupo finito

G se a dlgebra de grupo KG é isomorfa a uma soma direta de anéis de matrizes sobre K.
Com essa defini¢gdo temos o seguinte.

Proposicdo 2.9. Seja G um grupo finito, e seja K um corpo de decomposi¢io para G tal que
char(K) 1 |G|. Entdo, o niimero de componentes simples de IKG é igual ao niimero de classes de

conjugagio de G.

Demonstra¢do: A demonstracdo é exatamente a mesma de [PS, Proposi¢do 3.6.3]. =

2.3 ALGEBRAS DE GRUPO SOBRE CORPOS

No tdltimo capitulo precisaremos de dois resultados técnicos em uma de nossas demons-

tragdes. Entretanto, ja iremos fornecer a prova.

Teorema 2.10. Seja K um extensdo finita do corpo IF e G um grupo finito. Entdo
JIKG) = K®F J(FG).

Além disso, temos que
KG FG

-~

KS) ~ X “F fEcy @)

como K-dlgebras.

Demonstra¢ao: Da proposicdo 1.35 temos que K @ J(FG) C J(K ®F FG) bem como
K @§ (FG/J(FG)) £ (K ®F FG)/(K ®r J(FG)). A K-algebra K ®p (FG/J(FG)) ¢ se-
misimples e, assim, (K @ FG)/(K ® J(FG)) é também semisimples. Pelo Teorema
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1.24 e do Corolério1.26 segue que (K @ FG) C K ®F J(FG). Logo temos a primeira
afirmacao.

Considere a funcéo
K ®r FG K ®p FG

: —
K®g J(FG) J(K®E[EG)
definida por Y(a + K ®F J(FG)) = a + J(K ®F FG). Esta fun¢do é um epimorfismo de

K-élgebras. Assim temos o seguinte diagrama.

KRpFG
JK=rFO)
pop IPT
EG ¢ KopFG
K ®r yrey > Ko J(FC)

A fungdo 1 o ¢ é um epimorfismo de K-algebras de dimensao finita e

FG
J(EG)

dimg (H( KF ) =dimk (IK XRF ]FG) —dimk (]K XRF ](]FG))

Por outro lado,
dimk (—G) = dimg(KG) — dimg (J(KG)))
dimp(K)dimg(FG) — dimp(J(KG)).

Uma vez que dimg(J(KG)) = dimgx (K®Fg]J(FG)), temos que KG/J(KG) e
K @ FG/J(FG) possuem a mesma dimensdo sobre K, e consequentemente, sdo iso-

morfos. ]

Lema 2.11. Seja K uma extensdo finita do corpo [F. Seja D um anel de divisdo que contém F

no seu centro, e cuja dimensio sobre [F seja finita. Entdo
Z(K ®p D) = K®g Z(D).

Demonstracdo: Se « @ f € K ®F Z(D) entdo (¢ ® ).(y ® ) = (7 ® m)(« ® B), para todo
YR TTE K XF D. LOgO, K XRF Z(D) C Z(]K XF D)
Reciprocamente, seja {a1, - - -, &, } C K uma F-base. Entdo todo elemento de K ®p D

se escreve como Y ;; @ d;, d; € D.



2.3 ALGEBRAS DE GRUPO SOBRE CORPOS

Note que, se };a; @ d; =0ed; =} ;a;v;, onde {v;} é uma F-base de D e a; € [F, entdo

n
0= Z(xi ®Rd; = Zaj(zxi ® ;).
i=1 07

Como {&; ® v;} é uma FF-base de K ®F D, segue que a; = 0, para todo j. Logo, d; = 0,
para todo i.
Agora, sejan € Z(K®p D) coma =)} 0; @d;. Paracadad € D,

0=a.(l®d) —(1@d.a=) a;® dd—dd).
i=1

Pelo que observamos, d;d = dd;, para todoi=1,---,n. Portanto, Z(K ® D) C K ®p

Z(D), e segue o resultado. ]

Proposicdo 2.12. Seja K uma extensio de [F finita e G um grupo finito. Entdo

FG EFG
Z(K®FHF®>‘JK®FZ(HF®>'

Demonstragio: A édlgebra FG/J(FG) é semisimples, logo,

G = M (D). ®)
Por um lado, se aplicarmos o produto tensorial temos
K ( &%) ~ B My, (K @ D).
Se tomarmos o centro
2z (Ko ( IEIFF%))) ~ & Z(K 9 D).
Por outro lado, da equacéo 8,
(15G;) = @z,
e tomando o produto tensorial,
K ®F 2 (%) ~ &' K @5 Z(D)).

Pelo Lema 2.11 sabemos que Z(K ®F D;) = K ® Z(D;), para todo 1 < i < r. Logo,

segue o resultado.
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NUMERO DE COMPONENTES SIMPLES

No capitulo anterior notamos que, quando K é um corpo de decomposigdo para G, o
numero de componentes simples de IKG é igual a dimensdo de Z(IKG) sobre K. Neste
caso, o numero de classes de conjugacdo de G é igual a dimg (Z(IKG)) e, portanto, igual
ao numero de componentes simples de KG. Se K ndo é um corpo de decomposicdo
para G, a resposta ndo é obtida com tanta facilidade. Na década de 1950, Samuil Berman
e Ernst Witt foram, no entanto, capazes de calcular esse niimero no caso geral usando
a Teoria de Caracteres. Nesta se¢do, forneceremos uma prova desse resultado devida
a Raul Ferraz, que é desenvolvida inteiramente em termos da estrutura da dlgebra de
grupo.

Seja KG uma élgebra de grupo de um grupo finito G sobre um corpo K. Ao longo
desta secdo, sempre assumiremos a hip6tese de que a caracteristica do corpo K, ndo
divide a ordem de G. Desta maneira, pelo Teorema de Maschke, a dlgebra de grupo
KG sera sempre semisimples.

Antes de comecarmos a descrever a técnica para calcular o niimero de componentes
simples de uma 4lgebra de grupo semisimples, enunciemos o seguinte resultado, devido

a Richard Brauer.

Teorema 3.1. [Do, Teorema 17.2],[Do, Coroldrio 24.11] Seja G um grupo finito de expoente m
e seja 6 um raiz primitiva da unidade de ordem m. Se K é um corpo tal que car(K) 1 |G| entio

K(0) é um corpo de decomposigdo para G.

3.1 A ACAO DO GRUPO DE GALOIS

Seja K um corpo de caracteristica p, G um grupo finito de expoente m contendo s
diferentes classes de conjugagdo. Seja 6 uma raiz primitiva da unidade de ordem m.
Entdo, existe um isomorfismo ¢ : K(0)G — @3_; M,,,(K(9)) de K(0)-dlgebras.
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Paracadal <i <s, tome 7; : ]S-lenj(]K(G)) — M,,,(K(8)) a projecdo natural definida
por
(A1, -+, As) € Bl My (K(9)) = Ay,

Com isso, para cada indice i, considere a fung¢ao
T; : K(6)G — M,,(K(9)),

onde T; = 71; 0 ¢, a composicdo de ¢ com a projecdo natural 77;. Note que T; é um
homomorfismo de K(0)-algebras, e se I, é a matriz identidade de M, (K(0)), entao
In, = Ti(1) = Ti(g.g ™) = T(). T:(g "), ou seja, para cada g € G, Ti(g) € GL(n;, K(6)).
Ainda convém lembrar que M,;;;(IK(0)) ~ End(n;KK(0)), como K(f)-dlgebras. Desta
maneira, podemos conceber T; : K(0)G — End(n;K(6)), que sdo representagdes da
algebra K(0)G.
O espago n;KK(0) é também um K(0) G-moédulo simples, pelo Teorema 2.3, e para cada

g € G, Ti(g) € GL(n;K(8)). Logo, ao restringirmos T; aos elementos de G temos que
T; : G — GL(n;IK(9)),

sdo representagOes irredutiveis do grupo G sobre K(f). Essas representagdes T;, 1 <
i <, sdo irredutiveis pelo fato de, para cada indice i, n;KK(f) ser um K(6)G-médulo
simples (Veja [I’S, prop 4.2.2]). Pelo Teorema 2.3, temos também que 1;IK(6) 2 n;K(0) se
i # j. Portanto, T; e Tj ndo sdo equivalentes se i # j. Além disso, ¢ =T1 & T, D -+ D Ts
e as representacdes T;, de G sobre K(0), sdao de grau n; = dimy ) (n;K(0)). A cada
representagdo T;, 1 < i <'s, seja x; o caracter provido pela respectiva representagdo T;.

Se restringirmos ¢ ao centro de K(6)G, e identificarmos as matrizes diagonais, cujas

entradas diagonais sdo iguais, com os elementos de K(f), temos que

PEKO)G) = KO @ - -- B K(O). (©)

~\~
S

A soma de classe v, € Z(K(0)G), portanto, ¢(y4) € sIK(0). Desde que ¢ = (T1 © - - - D Ts)

obtemos que

Tiv)=| . | €KOL, (10)



3.1 A AGAO DO GRUPO DE GALOIS

O elemento 7 € igual & } jer, /1, e cada elemento /1 € I'y € da forma x~1gx, onde
x € G. Deste modo, T;(h) = T:(x 'gx) = Ti(x 1) Ti(g)Ti(x) = T;(g). Disto segue que,

T =T:( Y h)

helg

=) T

hely
= [T|Ti(®)-
Em consequéncia disto, o trago tr(Tj(y,)) = |T¢|tr(Ti(g)). Como xi(g) = tr(T;(g)) e o
traco de Tj(y¢) também ¢é igual a n;a, temos que n;a = |T'¢|x;(g). Portanto,
|rg’Xi(8 )
n‘

1

Ti(’)’g) =

Outra consequéncia da equagdo 9 é que todo automorfismo o € Gal(K(6), K) pode
ser estendido a ¢(Z(K(0)G)). Isto é feito, definindo o(ky, - - -, ks) = (o(k1), - - -, o(ks)) para
todo (ky,- - -, ks) € p(Z(K(0)G)).

Para cada automorfismo ¢ € Gal(K(0), K) denotaremos por ¢¢ o automorfismo de
Z(K(8)G) definido por 0¥ = ¢! o 7o ¢p. Com isso, o grupo de Galois Gal(K(), K) age

em Z(K(0)G). Porém, antes de verificarmos como ¢? age no conjunto B = {y,: g € G}

Iy,. (11)

das somas de classe, que sabemos ser uma K-base de Z(K(0)G), enunciemos um

resultado bastante conhecido de Algebra de Linear que nos ser4 ttil.

Lema 3.2. [HK, Teorema 6, pg. 2041 Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre o corpo
K e seja T um operador linear em V. Entio T é diagonalizdvel se e somente se o polindmio

minimal para T tem a forma
pX)=(X—c1)- - (X —cx)
onde cy, - - - ¢ sdo elementos distintos em K.

Se T™ =1, entdo o polindmio minimal de T sobre K(f) divide p(X) = X" — 1. Como
car(K) 1 |G|, o polindmio p(X) possui m raizes distintas em K(6). Assim o polindmio
minimal de T sobre K(f) fatora-se em polindmios lineares distintos. Pelo lema acima, T
é diagonalizdvel. Além disso, note que, se A for um autovalor de T, entdo existe um
autovetor ndo nulo v € V de A tal que v = T"(v) = A"v. Assim, A é um raiz da unidade
de ordem m.

Os automorfismos ¢ € Gal(K(f), K) mandam raizes primitivas da unidade em raizes
primitivas da unidade, de modo que, cada o manda 6 em 6’ para algum i. Verifiquemos

que tal inteiro i é relativamente primo com m.

25



26

NUMERO DE COMPONENTES SIMPLES

Lema 3.3. Se o automorfismo o(6) = 6! esta em Gal(K(6), K) entdo mdc(i, m) = 1.

Demonstra¢ao: Suponha o(f) = 6!. Como ¢ é sobrejetora, existe um inteiror, 1 < r <
m — 1, tal que c(0") = 6. No entanto, 6 = ¢(0") = (¢(0))" = 6", de modo que, ol = 1.
Com isso, 1 — ir = 0(mod o0(f)), onde o(f) é a ordem de 6. Como o(f) = m, temos que

1 = ir + ms, para algum inteiro s, significando mdc(i, m) = 1. [

Teorema 3.4. Se o € Gal(K(9),K), com o(8) = ', entio o?(yg) = Vi
Demonstra¢ao: Para mostrar que U‘P('yg) =Yg é suficiente mostrar que o(¢(y4)) = 47(')’gi).

Sabemos que ¢ =Ty @ - - - © Ts e Tj(7g) = (|T|x;(8))/n;. Logo

_ ‘rg’Xl(g) ’rg|Xs(8)
47('Yg)— (Tl—1"n—s>

Aplicando ¢ a equagdo acima, temos

r T )
(@) = <MM>

ni Ns

(12)

O lema 3.3 nos permite afirmar que mdc(i, m) = 1. Assim, temos uma bijecdo h — hi

de T'¢ em I'yi, cuja inversa é dada por k — k*, onde A é o inteiro tal que iA = 1(mod m).

T, i T.ilxs(<h)
(P(’)/gi): (| g|X1(g),”.’| g|X (g >

Como

n ns
e |Ig|= ]ng |, nos resta apenas mostrar que o (x;(g)) = X]-(gi).
Observe que, sendo T; um homomorfismo, (Tj(g))" = T;(g™) = T;(1) = In],, para todo
g € G, onde In; € My, (K(0)) é a matriz identidade.
Como vimos acima, Tj(g) é diagonalizavel com autovalores da forma gf1, ..., 0%, onde
ty sdo ntmeros inteiros, 1 < k < s. Desta forma, existe L; € GL(n;, K(9)) tal que
ot
T](g) = L] L]'_l.
g's
Por definigdo, xj(g) = tr(Tj(g)) = 0" +- - + 0%, e assim, o (xj(g)) = Lj_; 0. Por outro
lado,
Gii’l
Ti(g") =L - L.
Qits
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Portanto, )(]'(gi) =Y gtk ¢ igual a o(x;(g))- u

Agora, sabendo que ¢ € Gal(K(6), K) se o(f) = 0, com i relativamente primo com 1,
e tendo em vista o Teorema acima, concluimos que os elementos de Gal(K(f), K) agem
no conjunto B = {7, : ¢ € G} das somas de classe como permutagdes. Seja S, a 6rbita
7 pela agdo de Gal(K(0), K), isto &,

Sg = {0?(75) : 0 € Gal(K(6), K)} = {7, : Io € Gal(K(0),K) com o(6)=6'}.

A cada orbita Sg podemos associar o elemento 7 =} ¢ s, v Por definir S¢ e 77, desta
maneira, segue diretamente que (T‘P(Sg) =S5qe (74’(17g) = 1]¢ para todo o € Gal(K(0), K).
Seja V; o K-subespago vetorial de KG gerado pelos elementos em S,. Ja que cada

elemento 7, € central, fica claro que V, C Z(KG).

Proposicdo 3.5. Seja a € Vy e suponha que o?(«) = a para todo o em Gal(K(0), K). Entdo
a = kng para algum k € K.

Demonstragao: Suponha Sg = {7y1,72, -+, 7} Para 7v;j e cada o € Gal(K(0), K), temos
que 0?(7/) = vy para algum j', 1 < j' < p.

Escreva o = Z]H:l k]-'yj com kj € K, 1 <k < p. Segue da definicdo de Sy que, para cada
indice 1 < i < y, existe um automorfismo o; € Gal(K(0), K) tal que (be(’yl) = ;. Sendo

crlfp (@) = &, temos
13 ¢ 13 U ¢
;kﬂf =a=0 (lekj'Yj) - ;kﬂff (7))-
= = =

Agora, o coeficiente de ; no lado direita da equacdo é ki, enquanto no lado esquerdo é
ki, onde k; = k1. Como isso vale para todo indice i, 1 <i < p, temos que & = kq774, como

afirmado. ]

Seja v o ntiimero de Sq 6rbitas diferentes. Seja T = {g1,---,gy} um conjunto de

elementos em G tal que {g,, - -,7g,} é um conjunto de representantes dessas Orbitas.

Desta forma, B = Uzer Sg €, ja que isso € uma base de Z(KG) sobre K, temos que
Z(KG) = Deer Vs Além disso, porquanto 04’(Sg) = S, temos que (74’(Vg) = V; para
todo 0 € Gal(K(f),K) e todo g € G.

Corolario 3.6. Seja o um elemento de Z(KG). Entdo 0?(a) = a para todo o € Gal(K(9), K)

se e somente se « é uma combinagdo linear dos elementos do conjunto {14|g € T}.
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Demonstragdo: Considere a € Z(KG). Entdo & = } o, vg com vg € V. Como obser-
vado acima, 0¢(v,) € V, para todo ¢ € Gal(K(8), K) e todo g € 7. Se 0%(x) = a, segue
que 0?(vg) = vg. Pela proposigdo anterior, isso implica vy = kg1, para algum k, € K.

Logo, & =} e kgtfg. A reciproca € trivial. n

Agora, seja A o K-subespago vetorial de KG gerado pelos elementos do conjunto

{ng: g € T} que, em vista do corolério acima, é igual a
A={a € Z(KG): ¢?(a) = a, Yo € Gal(K(8), K)}.

Proposicdo 3.7. Seja o um elemento de KG. Entido « € A se e somentese p(a) e KB --- DK C
—_———

K@) @ - - & K@) = p(Z(K(O)G)). i

-~

S

Demonstrac¢do: Seja « um elemento de IKG. Entao
a € A se e somente se 0% («) = a para todo ¢ € Gal(K(), K),

e isso ocorre se e somente se o(¢(a)) = ¢(«) para todo o € Gal(K(0), K). Ja haviamos
mencionado que identificariamos as matrizes diagonais, cujas entradas diagonais sdo
iguais, com os elementos de K(#). Com isso, ¢(a) = (a1,---,as),a; € K(0),1 <i<s,e
o(ay,---,as) = (0(ar), -+, 0(as)) para todo o € Gal(IK(8), K). Assim, segue que o(¢p(x)) =
¢(x) se e somente se o(a;) = a; para todo ¢ € Gal(KK(8), K), e isso acontece se e somente
seq; €K, 1<1i<s. [

A seguir demonstraremos dois lemas. O primeiro é quase imediato, mas serd utilizado

no segundo lema e no Teorema chave desta segao.

Lema 3.8. Seja K um corpo e ¢ : A — B um isomorfismo de KK-dlgebras. O elemento x € A é
algébrico sobre K se e somente se P(x) é algébrico sobre K. Além disso, os elementos « e P(a)

possuem o mesmo polindmio minimal sobre K.

Demonstragdo: Se a é algébrico sobre K entdo existe um polindmio f(X) em K[X] tal
que f(x) = 0. Se f(X) = Y, ;X entdo 0 = f(a) = Y1, c;al. Logo, 0 = (X1, cial) =
" cip(a)’. Por conseguinte, (a) é algébrico sobre K. A reciproca se obtém por

proceder de maneira andloga, apenas considerando ¥~! em vez de .
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Agora, seja po(X) € K[X] o polindmio minimal de a. Entdo, p,((x)) = 0, de modo
que o polindmio minimal de ¢(a) divide p,(X). Analogamente, « é raiz do polinémio
minimal de i(«). Visto que ambos os polindmios minimais de a e () sdo monicos,

concluimos que sdo os dois iguais a pu(X). |

Lema 3.9. Seja p.(X) € K[X] o polindmio minimal de um elemento « € Z(KG). Entdonx € A
se e somente se pp(X) = (X — k1) - - - (X — ki), ki € K, 1 < i <'t, é 0 produto de fatores lineares

distintos.

Demonstracio: Como ¢ é um isomorfismo, segue que « e ¢(«) possuem o mesmo
polindmio minimal. Suponhamos primeiro que « € A. Pela proposicdo 3.7 temos que
P(a) = (a1,---,a5), coma; € K, 1 <i <s. Note que, se um polindmio f(X) possui a
como raiz entdo os a; sdo raizes de f(X) € K, 1 <i <s. Agora, se tomarmos {ky, - - -, k¢}
o conjunto formado pelos elementos a1, - - -, a5 de K, entdo g(X) = (X — k1) --- (X —kt) €
KI[X] satisfaz g(«) = 0, de modo que, o polindmio minimal p,(X) divide g(X). Entretanto,
pa(X) possui & como raiz, e pelo que observamos acima, p,(a;) = 0,1 < i < s. Em
consequéncia disto, toda raiz de g(X) é também uma raiz de p,(X), e como as raizes
de g(X) sdo todas distintas, temos que g(X) divide p,(X). Ambos os polindmios g(X) e
pa(X) sdo monicos e, portanto, devem ser iguais.

Reciprocamente, suponhamos que p, = (X —k1)--- (X —k¢), k; € K, 1 <1 < t.
Escrevamos outra vez ¢(a) = (ay, - - -, 45), mas agora com 4; € K(f), 1 < i < s. Visto
que pu(X) é o polindmio minimal de &, segue que p,(«) = 0. Isto implica em p,(a;) =0,
1 <i<s.Logo, cadaa;, 1 <i<s, éum elemento de {ky,---,k:} C K e, assim, «

pertence a A. u

A esta altura, estamos quase prontos para demonstrar o Teorema principal desta

secdo. Antes, utilizemos o Teorema de Wedderburn para escrever
¢
KG ~ @i My,(Dy), (13)

onde D; é um anel de divisdo, com K C Z(D;) = K;, 1 < i < r. Entdo ¢(Z(KG)) =
®]_1K;, com r é o nimero de componentes simples de Z(KG).
Por fim, podemos enunciar e demonstrar o Teorema que nos permitird obter o nimero

de componentes simples de uma 4lgebra de grupo semisimples.
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Teorema 3.10. Com a notagio acima, p(A) = B_; K C @}_; K;. O conjunto {p(ns)| g€
T} é uma base de @;_, K. Assim, o niimero de componentes simples de IKG é o niimero de

diferentes drbitas de somas de classes 'y pela acio de Gal(IK(0), K).

Demonstracdo: Ja sabemos que qualquer elemento B € ¢(.A), da forma f = ¢(x) com
ax € A C Z(KG), possui o mesmo polindmio minimal de «. Pelo Lema 3.9, o polindmio
minimal de « é o produto de fatores lineares distintos em K[X]. Assim, o conjunto ¢(.A)
é composto pelos elementos B € p(Z(KG)) = P;_; K; tal que o polindmio minimal de
é o produto de fatores lineares em distintos IK[X]. No entanto, a tltima condi¢do ocorre
se e somente se § € @;_; K. Portanto, ¢(A) = P}_; K como afirmamos.

Além disso, pelo fato de que {14|¢ € T} é uma base para A sobre K, decorre
que {¢(14)|g € T} é uma base para @;_; K sobre K. Logo, o niimero de 6rbitas é

V= |{17g|g € t}H=dimg P K=r.

Exemplo. Seja Ay C Sy o grupo alternado de ordem 12. Considere a sequinte apresentagio

para Ay,
Ay =< a,b,c|a2:b3:c3:abc:1 > .

Qualguer elemento de Ay pode ser escrito da forma a'b/ck, onde 0 < j,k < 2ei=0,1. No

entanto, existem elementos cuja apresentacio ndo é vinica. Alguns desses casos sdo 0s seguintes

abc =1 bc=a
ab=c?> b=ac?
abc? =c¢ ac = be2.

Assim, podemos explicitar Ay do seguinte modo.
Ay={1,a,b, b2, ¢, c?, ab?, ac, b%c, b*c?, ab?c, ab2c2}.
Além disso, podemos deduzir as sequintes relagoes iiteis.

ba = bc;
ca = b%;

cb = b3c2.
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A fim de ilustrar o cdlculo das classes de conjugagio de A4, vamos calcular a classe de conjugagio
de a € Ay. Para tanto, a sequir, calculamos os conjugados de a em Ay.

lal = a;

aaa = a;

b2ab = b(ba)b
= b(b*c)b
=cb;

bab? = b(ab)b
= bc®b
= (bc®)b
= ach;

c?ac = (ab)ac
= a(ba)c
= a(b*c)c
= ab?c?

= ach;

cac? = c(ac?)

= cb;

(ba)a(ab®) = bab?

= ach;

(c®a)a(ac) = cac

= acb;
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(c®b)a(b*c) = ca(ch)c
= 2a(b*c?)c
= c?ab®
= c(ca)b?

= cb;

(cb)a(b?c?) = c(ach)c?
= (ca)(cb)c?
= b?b*c*c?
= bc

:a;

(c®ba)a(ab®c) = c*bab’c

=cb;

(cba)a(ab®c?) = cbab*c?

=a.
As classes de conjugacio de Ay sio

{1};
{a,cb,acb};

{b, cb?, b?c, cz};
{c,ac,b*,c*b}.

Com isso, temos as somas de classes

m=1
Y2 =a+cb+acbh;
73:b+cb2+b2c+cz;

Y4 = c+ac+b*+c?b.

Observe que o exponte de Ay € igual a 6. Considere 6 uma raiz primitiva da unidade de
ordem 6. Neste caso, temos que Gal(Q(9), Q) = {I, 0}, onde I é a identidade e o(6) = 6°. Nosso

préximo passo é calcular as 6rbitas da acio do grupo de Galois em {;}.
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Sem nenhum esforco, temos que Sy = {1} é uma 6rbita. Para calcular uma outra classe, note
que (cb)? = 1, e assim, (cb)® = cb. Do mesmo modo, (ach)? = 1, resultando em (ach)® = acbh.

Com isso,

o(72) = a° + (cb)’ + (ach)°
=a+cb+ach
= ’)/2.
Se fizermos cdlculos parecidos com os que jd esbocamos, teremos que (cb?)® = ac e (b*c)° = c?b.
Assim,
o(73) = b° + (cb?) + (b%)° + (c?)°
=b?+ac+c*b+c

= 74
Como (ac)® = cb? e (c?b)° = b>c, seque que

o(v4) = & + (ac)® + (?b)° + (b?)°
=2 +ch?+b%c+b

=7s3.

Portanto, as 6rbitas da agio de Gal(Q(0), Q) em {7;|i =1,2,3,4} sio

S1=1{1},
Sy = {7},
S3 = {73, 74}

Pelo Teorema acima, QA4 possui 3 componentes simples.

3.2 O TEOREMA DE BERMAN-WITT

Sejam G um grupo finito, m o expoente de G e 6 uma m-ésima raiz da unidade sobre um
corpo K, tal que car(K) { |G|. Para cada ¢ € Gal(K(6), K), escrevemos () = 6, com i

um inteiro positivo, e temos uma acdo do grupo de Galois em G, dada por g7 + ¢'.
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Denotamos ¥, : G — G a fungdo que manda ¢ € G em g“. Dizemos que dois elementos
a,b em G sdo K-conjugados se

x bx =a,

para algum x € G e algum ¢ € Gal(K(8), K), com ¢ () = 6. A KK-conjugagao é uma rela-
¢do de equivaléncia, de modo que G pode ser particionado em classes de equivaléncia.
Essas classes de equivaléncia sdo chamadas classes K-conjugadas do grupo G. Observe
também que elementos na mesma classe K-conjugada tem a mesma ordem.

Se x é um elemento de I'y entdo x = h~1gh, para algum h € G. Ao notar que
Yo(x)=xi=h~1¢'h € I',i, afirmamos que a KK-conjugagdo leva classe de conjugagao em
classe de conjugagdo. Neste caso, dizemos que as classes de conjugagdo de G, I'; e I'y;,

sdo K-conjugadas

Lema 3.11. Seja o € Gal(K(), K), com o(0) = 0', e I'g, Ty as classes de conjugagdo de g, g,

respectivamente. Entdo ¥, (Ig) = Ty se e somente se existe h € G tal que g' = h=1¢'h.

Demonstragdo: Suponhamos que ¥, (Iy) = T'y. Ja que ¢’ € Ty, para algum & € G, te-
mos g’ = ¥, (h~'gh) = h~'g'h. Reciprocamente, se x € I'y entdo x = k~'¢’k, para algum
k € G. Como agora estamos supondo que g’ = h~l¢'h, temos x = (hk)~!¢'(hk) =
Yo ((hk)~1g(hk)), quer dizer, Iy C ¥o(Ty). Sey = Y, (k~'gk) entdo y = k~l¢'k =
(h k) lg(h k) € I'ys. Assim provamos a outra inclusdo, de jeito que ¥,(I'y) = Ty,

como queriamos mostrar. [ ]

Em vista deste Lema, dizemos que duas classes de conjugagdo de G, I'; e I'y/, sdo
K-conjugadas, se existe o € Gal(K(0), K), tal que ¥o(I'g) =T
Para cada x € G, usamos a notagdo Ci(x), para a classe K-conjugada do elemento x.

Afim de relacionar esses dois conceitos de conjugacao, considere
Ix = {k|3c € Gal(K(0), K) com o (f) = 6*}.
Entdo, podemos escrever a classe K-conjugada de um elemento ¢ em G como
Ck(g) = {h " 'g'hlh € Gei € Ix}.
Da mesma maneira, podemos escrever a classe K-conjugada de I'y como

{l"gi|i € I]K}.
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A partir disto, temos que
Cx(9) = U T (14)
i€l
Em vista disso, concluimos que o niimero de classes IKK-conjugadas distintas de elemen-

tos ¢ € G ¢é igual ao namero de classes K-conjugadas distintas de classes I',.

Exemplo. Para cada o € Gal(Q(6), Q) existe um inteiro i tal que o(6) = 6, com mdc(i, m) = 1.
Por outro lado, para cada inteiro positivo j, tal que mdc(j, m) = 1 temos que o; definido por
oi(0) = 6/ é um elemento de Aut(Q) = Gal(Q(6), Q). Portanto, as drbitas S¢ dos elementos 7y
em B = {7 :g € G} pela agio de Gal(Q(F), Q) sio os conjuntos

Sg = {7y : mdc(j, m) = 1}. (15)
Segque que
Co®)= U Ty (16)
mde(j,m)=1
Agora, afirmamos que
Cr(g) =Tg UTg 1. (17)

De fato, o anel R(9) é ou igual a R ou igual a C. Se R() = R entio Gal(Q,Q) = {1}.
Claramente Sq = {74} e Cr(g) = I'q. Em adigdo, se isso ocorre temos que 8 = £1. Por
conseguinte, o exponte do grupo G é igual d 2, e g = g~ para todo § € G. Entdo Ty = [,1e
Cr(g) = IeU l"gfl.

Por outro lado R(A) = C e existe um tinico elemento nio trivial oy em Gal(C,Q), ou
seja, a conjugacio complexa. Se 0 é uma raiz da unidade temos que oo(0) = 671, Assim

Cr(g) = Uge{_l,l} [er=T¢U l"gfl, como haviamos afirmado.

Essas classes sdo importantes, ja que, o nimero de componentes simples de uma

algebra de grupo semisimples KG ¢é igual ao ntiimero de classes K-conjugadas de G.

Teorema 3.12 (Berman [Ber], Witt, [Witt]). Seja IKG uma dlgebra de grupo semisimples. O

niimero de componentes simples de IKG é iqual ao niimero de classes K-conjugadas de G.

Demonstragdo: Denotamos por S, a Orbita de 7, pela acdo do grupo de Galois
Gal(K(9), K), onde 7, é uma soma de classe, e por 7, a soma de todos os elemen-
tos de S;. Seja v o ntimero de orbitas distintas S, e seja T o conjunto formado por

elementos g1,---,gy de G, tal que Sg,,---,Sg, sdo as Orbitas distintas da agdo de
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Gal(KK(0), K). Sendo assim, para cada 7o, e consequentemente para cada Sg, temos que

Ck(g) = supp(r,). Entdo, podemos escrever

ng= ), h
heCk(g)
Como cada h € G esta no suporte de apenas um 7, temos que G = UgGTC]K(g).
Disto segue que, o numero de classes K-conjugadas distintas Ck(g) é v. Uma vez
que v também é igual ao ntiimero de componentes simples de KG, pelo Teorema
3.10, concluimos que o ntiimero de K-classes conjugadas de G é igual ao ntmero de

componentes simples de KG. n

Exemplo. Seja Qg o grupo dos Quatérnios. Considere a sequinte apresentagio

Qs=<ij| i*=1,¢=72i=it>.

As classes de conjugagio de Qg sio

{1}

{=1}

{i, =i}

{] ’ _j }

{ij, =i}
Como o expoente deste grupo é igual a 4, seja 6 uma raiz primitiva da unidade de ordem 4.
Considere Q o conjunto dos niimeros racionais e IF3 o corpo de Galois com 3 elementos. Entdo
o grupo de Galois Gal(Q(0) : Q) é isomorfo ao grupo ciclico C, de ordem 2. Uma vez que as

Q-classes de Qg sdo iguais as classes de conjugagio, temos que QQg possui 5 componentes

simples. Além disso, o corpo IF3 é um corpo de decomposicdo para Qg. Logo,

F3Qg ~ [F3 ® F3 @ F3 @ [F3 © My(IF3).



AS UNIDADES CENTRAIS DE ZG

Em seu notével artigo "The Units of group rings"[Hi], Graham Higman mostrou que, se
G for um grupo finito, o grupo das unidades centrais de ZG, denotado por Z(U(ZG)),
é igual a {—1,1} x Z(G) x Ag, onde Ag é um subgrupo abeliano livre de posto
tinito. Neste capitulo objetivamos calcular o posto do grupo das unidades centrais de
Z.G quando G é um grupo finito, ndo necessariamente abeliano. Além disso, vamos
determinar qual a condi¢do sobre o grupo G para que as unidades centrais de ZG sejam

triviais.

4.1 ALGUMAS PROPRIEDADES DO CENTRO DE QG

Seja G um grupo finito de ordem 7, com ¢t classes de conjugacdo I'y,---,I;. Sejam
g1, - - gt 0s representantes destas classes e 71 - - -, y; as somas de classes, respectiva-
mente.

Do corolério 2.2, no capitulo 2, sabemos que a dlgebra de grupo QG é semisimples,
de sorte que, pelo Teorema 2.3, é isomorfa a uma soma direta de algebras de matrizes,

ou seja,

QG ~ @2, M, (D;).

Se considerarmos o centro de QG, denotado por Z(QG), entdo
ZQG) =K1 & &Ky,

onde os corpos K;, 1 < i < m, sdo extensdes finitas de Q. Pelo Teorema de Berman-Witt,
visto no capitulo anterior, o inteiro m é o nimero de Q-classes de G, denotado por
ng(G). A fim de simplificar a notagdo, ponha A = K; @ - - - @ K;,. Além disso, sempre
que for apropriado, iremos supor A = Z(QG). Seja O; o anel dos inteiros algébricos de
lKj, 1<j<m.
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Teorema 4.1. O grupo das unidades do anel dos inteiros de A, denotado O 4, é isomorfo ao
produto direto U(O1) X - - - X U(Op).

Demonstracdo: Se o € 04, entdo existe um polindmio f(x) € Z[x] tal que f(x) = 0.
Ja que O4 é um subconjunto de A, podemos escrever a = (a1, - - -, &;). Note também
que, 0 = f(a) = (f(x1), - - -, f(am)), ou seja, f(aj) = 0 para todo 1 < j < m. Portanto, cada
aj€0;,1<j<m.

Reciprocamente, se B = (B1, - -, Bm) € U(O1q) X - - - x U(Oy,) entdo existe fi(x) € Z[x],
1 <i<m, tal que fi(B;) = 0. Desta forma, defina f(x) = f1(x) - - - fiu(x). Com isso,

FB) = (FB1), -+, f(Bu))
= (TTA®BD - T1fBw) =o,
] ]

ondeo=(0,---,0) € A. Sendo assim, concluimos que Oy =01 @ - -- @ Oy,

Agora falta apenas estudar as unidades. Todavia, é facil ver que, o grupo das unidades
de uma soma direta de anéis R; é igual ao produto direto das unidades destes anéis R;.
Portanto, temos que U(O4) = U(O1) X - - - X U(Opy).

No capitulo 1, vimos que os grupos U(O;), 1 < i < m, sdo grupos abelianos finita-
mente gerados. Desde que U(O4) = U(O1) X - - - x U(Oy,), temos que U(O 4) é também
um grupo abeliano finitamente gerado. Nosso objetivo serd enunciar um Teorema cujo
contetido nos permitird calcular o posto livre de Z(U/(ZG)) em termos do posto de
U(O4). Antes, porém, precisamos de alguns resultados.

Seja 1g o caracter principal de G e x1 = 1g, x2,- - -, X um conjunto completo de
caracteres complexos irredutiveis do grupo G de graus ny,ny, - - -, ny, respectivamente.
Considere também ey, ey, - - -, ¢; um sistema completo de idempotentes ortogonais mini-
mais, onde e; corresponde caracter x;, 1 <1 <r.

No capitulo 2 vimos que o conjunto {71, --,7:} € um base do centro de QG sobre
os racionais. Desde que {e1,e2,- -+, et} também seja uma base para o mesmo espaco,
deve haver uma matriz mudanga de base como relagdo a estas bases. Segundo [CR1,

Teorema 33.8], podemos escrever

6= — ZXi(gj)'Yj- (18)
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Com isso, podemos demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.2. Existe um inteiro k tal que a k-ésima poténcia de qualquer unidade no anel dos
inteiros de Z(QG) esta em Z(Z.G).

Demonstrac¢do: Seja h o expoente do grupo G. Do capitulo anterior sabemos que Q(9),
onde 0 = V1, é um corpo de decomposicio para G.

Agora, tomemos k como o namero de classes de residuos médulo n = |G| em Q(f)
que sdo primos com 7. Seja « uma unidade do anel dos inteiros de Z(QG). Entéo,
podemos escrever

Q= ibiei
i=1
onde o0s e; sdo os idempotentes descritos acima e b; € Q(8), 1 <i < m, Além disso, como
« é inversivel, devemos ter b; # 0. Isto porque existe B tal que aff = 1; se = Y[, die;,
entdo af = Y "  bidie; = 1. Como 1 = )", ¢;, e 0s ¢; sdo linearmente independentes,
segue que b;d; = 1, para todo i. O inverso de « é igual a ZZ:#O b;lei em Q(0)G. Como
e? = ej, ejej = Osei#j,e) e;=1segue que os b;, 1 <i < m,sdo unidades em Q(f) e

assim, primos com n. Pelo Teorema de Fermat para ideais
bk = 1(mod n).

Ou seja, existem c; inteiros em Q(0) tais que bf.‘ —1=mnc,1<i<m.Comol=Y" e,

segue que

ok = 2 bf-‘e,'

1

m
=1+) (0F — 1)e;
i=1

m
=1

m
=1+)_ncie;.
i=1

Pela equacdo 18 temos que ne; sdo inteiros algébricos. Como o anel dos inteiros

algébricos de Q é igual aos inteiros Z segue que «f pertence a Z(ZG).

Neste instante, podemos demonstrar o Teorema que haviamos mencionado no inicio.

Teorema 4.3. Seja p(U(O4)) o posto livre de U(O ) e pg o posto livre de Z(U(ZG)). Entdo
pG = pU(O4)).
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Demonstracdo: Seja « um elemento de U(OD,). Ja que U(O4) esta contido em A, e
estamos supondo A = Z(QG), temos pelo Teorema 4.2 que, existe um inteiro k tal que
BF esta em Z(ZG), para todo B € U(O4). Logo, &k € Z(ZG) e se a~! é o inverso de
x € U(O,), entdo (¢F)1 = o= % = (a=1)* também pertence a Z(ZG). Portanto, para todo
a € U(O4) vale que af € Z(U(ZG)).

Por simplicidade, ponha p(U/(O4)) = £. Da Teoria dos Ntimeros Algébricos sabemos
que existe um conjunto independente de unidades {uy,---,u;} de U(O4). Pelo que
discutimos acima, { u]{, S, u’lf } esta contido em Z(U(ZG)). Além disso, uma vez que
o conjunto {uy,---,uy} é independente, se (u’{)m1 e (ullf)mf =1 entdo m; = 0 para todo
1 <i < (. Assim, o conjunto {u’f,-~~,ué‘} é independente em Z(U(ZG)). Como a
cardinalidade de qualquer conjunto independente em Z(U(ZG)) é menor do que o
posto pg, temos que p(U(O4)) = < pg.

Por outro lado, Z(U(ZG)) é um subgrupo de U(O4). Com isso, p(LU(D4)) > pc, €

pelo visto acima, concluimos que p(UU(O4)) = pg. |

4.2 O POSTO DAS UNIDADES CENTRAIS DE ZG

Com o Teorema 4.3 em mente, vamos calcular o posto livre p(/(O,)). Seja K uma
extensdo finita de Q de grau n. Neste caso, K é um corpo numérico, e seu grau deve
satisfaz n = r + 2¢, onde r denota o niimero de homomorfismos reais de K e ¢ o nimero
de pares de homomorfismos complexos de K (Veja defini¢do 1.29). Seja o par [r,c] a

assinatura de K.

Teorema 4.4. Seja [r;, c;] a assinatura de K;, 1 < i < m. Fixe ro = Y /11 7;, Co = Y11 Ci, €
denote p(U(O 4)) o posto livre de U(O 4). Entdo p(U(O 4)) = 1o+ co — m.

Demonstracdo: Sendo O 4 = O1 @ - - - ® Oy, onde O; é o anel dos inteiros algébricos de

K;, 1 <i <m, temos que
UOL)=U(O1) X - - xU(Oyy).

Pelo Teorema das Unidades de Dirichlet, temos que cada U(0O;) é um grupo abeliano

finitamente gerado, cujo posto de livre é igual a r; + ¢; — 1. O Teorema também nos



4.2 O POSTO DAS UNIDADES CENTRAIS DE ZG

permite escrever U(0;) ~ C; x L;, onde C; é um grupo ciclico finito e L; é um grupo

livre de tor¢do de posto r; +c¢; — 1. Assim

U(Oy) ~Cy XLy XX Cy X Ly,
~(Cy X+ X Cp) X (Ly X -+ X Ly)
~Tx L.

onde T = Cy X --- X Cp é um grupo de tor¢do e L = L1 X --- X Ly, é livre de torgao.

Assim, o posto livre de U(O,) é igual a soma do posto dos L;. Ou seja, p(UU(O,)) =

;-21(7’1‘+Cl‘—1)=7’0+C0—m.

Ja temos algo em maos, mas podemos fazer melhor, ou seja, podemos expressar
o posto de U(O,) em termos de ntimeros que ja sabemos calcular. Nesta diregdo,

comecamos pelo seguinte.

Teorema 4.5. Seja K uma extensdo finita de Q e seja [r, c] sua assinatura. Entdo

K@qR~R& - G RGCS---&C.

J/
-~ -~

r Cc

Em particular, se ns(KK,R) denota o niimero de componentes simples de K ®q R, entdo
ns(K,R) =r+c.

Demonstracdo: Uma vez que K é uma extensdo finita de Q, sabemos que é uma
extensdo algébrica. Assim, todo elemento de K possui polindbmio minimal sobre Q.
Note também que, pelo corolério 1.8, existe um a € K tal que K = Q(«). Seja ps(x) o
polindmio minimal de « sobre Q. Sendo [, c] a assinatura de K, o polindmio p,(x) possui
r raizes reais e 2c raizes complexas. Sejam a7, - - -, &y, as raizes reais e p1, 5_1, o, Bes ,B_c
as raizes complexas de pn(x). Assim, pu(x) = (x —a1) - (x — a;)q1(x) - - - ge(x), onde
gi(x) = (x — B;)(x — B;). Dito tudo isto, temos que

Qlx] R{x]
K®o R =0Q(x) ®o R ~ ®o R ~ .
QR =R Bk =1,y #a k=1
Pelo Teorema Chinés dos Restos para anéis temos que
R[x] = R[x] R[x] R[x] R[x]

TR DR RS R B
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A funcdo f(x) € R[x] — f(a;) é um epimorfismo de anéis, cujo kernel é igual ao ideal
(x —a;), 1 <i<r Assim sendo, R[x]/(x — ;) R, 1 <i <r. Ainda convém ressaltar
que qj(x) € R[x], 1 <j < ¢, é um polindbmio monico, irredutivel e de grau 2. Assim,

]R[x]/(qj) ~ C,1 < j<c. Com isso, chegamos que

K@gR~R® - &@RGECH - &C.

r c

E claramente n5(K,R) = r + c. |

Uma consequéncia é a sequinte afirmagéo.

Coroldrio 4.6. Seja A = K @ - - - ® Ky, uma soma direta de extensoes finitas de Q e seja
[ri,ci] a assinatura de K;, 1 <1 < m. Fixery=)"11i, o =Y 1’4 ;. Entdo
AQQR~R® - dR®CH---dC. (19)

-~

o co

Em particular, se ns(A,R) denota o niimero de componentes simples de A ®q R, entio
Tls(lK, ]R) =719+ Cp.

Demonstra¢ao: Do Teorema anterior temos que
ARqR=(K; @ & Ky) ®qR
~ (K;®qR)& - & (Ky ®gR)

~(rR&cC)P - B (rmR & c,,C)
~ roR & ¢oC.

Por saber que o niimero de componentes simples de A ®g R é n5(A,R) = rg + ¢y,
e que o posto livre de U(O4) é p(U(O4)) = 1o +co — m, pelo teorema 4.4, obtemos

imediatamente o seguinte Teorema.

Teorema 4.7. Seja A = K; @ - - - © K, uma soma direta de extensoes finitas de Q tal que
A ~ Z(QG). Entdo p(U(Op)) = ns(A,R) — m.

Agora estamos prontos para provar o Teorema principal deste capitulo.



4.2 O POSTO DAS UNIDADES CENTRAIS DE ZG

Teorema 4.8. Sejam G um grupo finito, nr(G) o niimero de R-classes de G, ng(G) o niimero
de Q-classes de G e pg o posto livre de Z(U(ZG)). Entio pc = nr(G) — ng(G).

Demonstracdo: Pelo que provamos até agora, temos que pg = p(UU(OD4)) e p(U(O)) =
ns(A,R) — m. Por ser m o nimero de componentes simples de Z(QG), deve ser obriga-
tériamante igual ng(G), o niumero de Q-classes de G. Desta maneira, basta mostrar que
nr(G) é igual a ns(A, R). Para tanto, note que nr(G) é igual ao niimero de componentes

simples de Z(IRG) e, pelo Lema 2.11,
Z(QG) ®g R ~ Z(QG ®g R) ~ Z(RG). (20)

Ja que Z(QG) ~ K; @ --- & K, segue que o nimero de componentes simples de
Z(QG) ®q R éigual a n5(A, R).

Se o grupo das unidades centrais de ZG é composto de elementos da forma +g,
onde ¢ € Z(G), ou seja, se Z(U(ZG)) = {—1,1} x Z(G), entdo o posto livre deste
grupo € igual a zero. A reciproca também vale, isto é, se o posto livre do grupo das
unidades centrais de ZG é zero, entdo ZG possui apenas unidades centrais triviais.
Desta maneira, podemos estudar os grupos G tais que ZG possui apenas unidades
centrais triviais por calcular o posto livre pg de Z(U(ZG)).

Outro modo de caracterizar o grupo Z(U(ZG)) se estabelece através do seguinte
Teorema, devido a Ritter e Sehgal (Veja [RS]).

Teorema 4.9. Seja G um grupo finito. Todas as unidades centrais de ZG sio triviais se e
somente se para todo ¢ € G e todo niimero natural j, mdc(j, |G|) = 1, temos que g/ é conjugado

agoug .

Demonstrac¢ao: Ja vimos acima que todas as unidades centrais de ZG sao triviais se e
somente se o posto livre pg das unidades centrais de ZG é zero.

Para cada ¢ € G, denote Cq(g) a Q-classe de ¢ e Cr(g) a R-classe de g. Pelo que ja
vimos no capitulo 3, na equagao 17, Cr(g) =T'¢ UI'y-1. Desta forma, para cada g € G, e

para cada nimero natural j com mdc(j, |G|) = 1, a afirmacéo
"0 elemento ¢/ é conjugado a g ou g=1”

é equivalente a
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"0 elemento g/ € Cr(g).”

Além disso, para cada ntmero natural j, vale que o mdc(j, |G|) = 1 se e somente se
mdc(j, m) = 1, pois |G| e o expoente m de G possuem os mesmos divisores primos.

Por tudo isso, basta mostrar que, o posto livre pg é zero se e somente se g/ € Cr(g),
para todo ntiimero natural j, tal que mdc(j, m) = 1.

Na equacdo 16 do capitulo anterior, escrevemos que

Co®)= U Ty
mdc(j,m)=1

Como g/ € Cr(g) implica i C Cr(g), temos que ¢/ € Cr(g), para todo j com mdc(j, m) =
1, se e somente se Umdc(]-,m)zll"g]- C Cr(g), ou seja, se e somente se Cqo(g) C Cr(g)- Ainda
vimos que Cr(g) C Cp(g), para todo g € G.

Em suma, podemos escrever que

"0 elemento g/ estd em Cr(g), para todo j com mdc(j, m) = 1

se e somente se Co(g) = Cr(8).”

No Teorema 4.8, calculamos o posto livre das unidades centrais de ZG como pg =
nr(G) — ng(G). Portanto,

“0G = 0 se e somente nr(G) = ng(G).”
Uma vez que
"nRr(G) = ng(G) se e somente se Cq(g) = Cr(g),”

segue o resultado pretendido.



AS COMPONENTES SIMPLES DO
CENTRO DE FG/J(FG)

O matemadtico Burkhard Kiilshammer determinou a estrutura do centro da 4lgebra
A/J(A), onde A é uma algebra finita sobre um corpo finito ([KH, Korollar E] ). Nesta
secdo vamos tratar de um Teorema devido a Raul Ferraz, que estende o resultado de
Kiilshammer para algumas algebras de grupo infinitas.

Seja F um corpo de caracteristica p > 0, e G um grupo finito com expoente e. Se
p > 0 podemos escrever e como

e =mp®,

onde mdc(m,p) = 1. Se p = 0, considere m = e. Seja 0 um raiz primitiva da unidade
de ordem m. Do capitulo 1 sabemos que [F(f) é um corpo de decomposi¢do para o
polindmio separavel f(x) = x" — 1.

Daqui em diante, denotaremos
Iy = {k|3c € Gal(F(8), F) com o(6) = 6%}

Um elemento ¢ de G é chamado um p’-elemento se a ordem de ¢ néo ¢ divisivel por

p. Se g é um p’-elemento de G definimos a F-classe de ¢ como o conjunto
C(g) = {hg"n~|h € G,k € Ig}. (21)

Como os expoentes k sdo invertiveis médulo m e a ordem dos p’-elemento divide m,
as [F-classes de G formam uma particdo do subconjunto de todos os p’-elementos de G.

Estas classes foram utilizadas em outro Teorema devido a Berman e Witt.

Teorema 5.1. [Ber], [Witt], [CR2, Teorema 21.5] Seja IF um corpo e G um grupo finito. O

miimero de FG-médulos irredutiveis nio isomorfos é igual ao niimero de F-classes de G.

5.1 COMPONENTES SIMPLES DO CENTRO DE FG/J(FG)

Pelo critério de Maschke, sabemos que nem sempre FG é uma 4lgebra de grupo

semisimples. Este é o caso se car(IF) divide a ordem de G, onde G é um grupo finito. No
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entanto, podemos tomar o quociente de IFG pelo radical de Jacobson J(FG), de forma
que, J(FG/J(EG)) = 0. Neste caso, sendo G um grupo finito, a dlgebra de grupo FG é

um anel artiniano. Logo temos o seguinte.
Teorema 5.2. A dlgebra FG/J(IFG) é semisimples.

Pelo Teorema 1.17, a 4lgebra IFG/J(IFG) é isomorfa a uma soma direta de &lgebras de

matrizes sobre anéis de divisdo. Ou seja

FG f

m = 163 Mni(Di)/

onde D; sdo anéis de divisdo. Neste caso, t é o nimero de componentes simples de
FG/J(FG).

Lema 5.3. O niimero de componentes simples de FG/ J(FG) é igual ao niimero de IFG-mddulos

simples ndo isomorfos.

Demonstra¢do: Sejam M, - - -, Mj todos os FG-mdédulos simples ndo isomorfos, isto é,
qualquer FG-médulo simples é isomorfo a algum destes e os médulos M; sdo dois a
dois ndo isomorfos. Conforme vimos no capitulo 2, o Teorema 2.3 nos permite tomar

ideais a esquerda minimais I; C M;,(D;), da forma

X1 0 0
0 0

Ilz{ 2 xl,x2,~~,xni€Di}’1Di”i.
an- O * 0

onde 1 < i < t. Basicamente, usando a mesma construcdo do Teorema 2.3, temos
que os ideais [;, 1 < i < t, sdo (FG/J(FG))-médulos simples. Se para cada x € FG
considerarmos o elemento x + J(FG) € FG/J(FG) entdao poderemos perfeitamente
considerar os ideais I; como [FG-médulos simples, definindo x.y = x.y, para todo y € I;.
Além disso, I; 2 Ijsei # j. Desta maneira, cada FG-mé6dulo I; deve ser isomorfo a M;,
1 <i <k.Portanto t < k.

Por outro lado, pelo Teorema 1.20, no capitulo 1, para cada 1 <i < k, vale que
JEG)M; = (0). (22)

Isto significa que J(IFG) C Ann(M;) e, portanto, M; é um (FG/J(FG))-médulo. J4
que cada M; é simples e qualquer FG/J(IFG)-médulo simples é isomorfo a algum I;,
1 <i<t, obtemos que k < t. Logo t = k.



5.1 COMPONENTES SIMPLES DO CENTRO DE FG/J(FG)

Este Lema nos permite reescrever o Teorema de Berman-Witt que enunciamos acima.

Teorema 5.4. O niimero de componentes simples de FG /J(IFG) é igual ao niimero de F-classes
de G.

A fim de descrever a técnica que iremos expor adiante é importante usarmos uma
pequena variacdo da defini¢do de [F-classes. Denotemos 7, € IFG a soma de classe de g,

ou seja, a soma de todos os conjugados de g.

Defini¢do 5.5. Seja ¢ um p’-elemento. O conjunto

S(vg) = {vgtlk € Ir}. (23)
diz-se a [F-classe ciclotomica de 7y,.

Quando FG é semisimples, usamos no capitulo 3 esse conceito para provar o Teorema
5.4 e providenciar uma base da élgebra ®;_,[Fe;, onde {e1, -+, e;} é um conjunto de
idempotentes primitivos centrais de FG.

Conforme vimos também no capitulo 3, o nimero de F-classes ciclétomicas de G,
que no caso eram as Orbitas da agdo do grupo de Galois em {7,|g € G}, é igual ao
namero de F-classes de G. Entretanto, o ntimero de elementos nas correspondentes

classes sdo diferentes. Pelo fato descrito acima, podemos afirmar o seguinte.

Teorema 5.6. O miimero de componentes simples de FG / J(FG) é igual ao niimero de IF- classes

ciclotomicas em G.

Visto que F(f) é um corpo de decomposigdo para IFG, podemos descrever o centro de
FG/J(FG) como
t
Z(FG/J(FG)) ~ DK,
i=1
onde t é igual ao namero de componentes simples de FG/J(FG) e os corpos K;,
1 <i < tsdo tais que F C K; C F(9).
Ja temos um método para determinar t, ou seja, sabemos calcular o nimero de
componentes simples pelo Teorema 5.4. Agora, nos falta determinar os corpos K;,
1 <i <t Se Gal(F(9),F) é ciclico de ordem n, podemos determinar as componentes

simples de Z(FG/J(FFG)), ou seja, os corpos K;, 1 < i < t. Esta afirmagéo vale pelo fato
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de, em um grupo ciclico, todos os subgrupos serem unicamente determinados pela sua
ordem, a saber, um divisor de n. Pela Teoria de Galois sabemos que cada subgrupo
de Gal(IF(8), F) corresponde a um corpo IF; satisfazendo F C F; C F(f) e cujo grau da
extensdo é justamente o ordem do subgrupo correspondente. Uma vez que o subgrupo
é unicamente determinado pela sua ordem, a extensdo FF; é unicamente determinada
pelo grau [F; : F]. Assim, para caracterizar o centro de IFG/J(IFG), precisamos neste
momento, apenas de uma maneira de calcular o grau das extensdes K;, 1 <i < t. Isto
nos é fornecido pelo préximo resultado, que apontamos que o principal Teorema deste

capitulo.

Teorema 5.7 (Principal). Seja IF, G e 6 como acima e suponha que Gal(IF(6),F) é ciclico.
Seja t o miimero de F-classes ciclotomicas em G. Se Ky, - - -, Ky sdo as componentes simples
de Z(FG/J(EG))) e S1, - - -, St sio as F-classes ciclotomicas de G, entdo com uma apropriada

reordenagdo dos indices, temos |S;|= [K;, F].

Ainda ndo estamos prontos para demonstrar esse Teorema. No entanto, enunciemos

o seguinte corolario.

Coroldrio 5.8. Sejam [F, G e 8 como acima e suponha que o grupo Gal(IF(0), IF) é ciclico. Seja t
o niimero de componentes simples de Z(IFG/J(FG))), S, - - -, St as F-classes ciclotomicas de G
e n; a cardinalidade de S;, 1 < i < t. Entdo

t
Z(FG/](FG)) ~ P Fy,
i=1

onde IF,,; denota o vinico corpo entre IF(0) e IF e IF é tal que [IF,, : F] = n;.

5.2 AS F-CLASSES CICLOTOMICAS COMO ORBITAS

Seja j a classe de um inteiro j médulo m. Para qualquer p’-elemento ¢ de G, defina
g]T = ¢J. Existe um tnico homomorfismo injetivo ¢ : Gal(F(9),F) — U(Z,,), tal que
o(6) = 619, para todo o € Gal(IF(6), FF). Observe que, como U(Z,,) é um grupo abeliano,
segue que Gal(IF(9), F) é também um grupo abeliano.

Seja B o seguinte conjunto

B = {7,|g ¢ um p'-elemento de G}.



5.3 A PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

Para cada ¢, em B e todo ¢ € Gal(IF(0), IF), definimos

o(vg) = Vgu)-

Uma [F-classe ciclotdmica pode ser escrita como

S5(vg) = {o(vg)lo € Gal(F(6),IF)}.

Isso significa que as [F-classes ciclotdmicas sdo precisamente as 6rbitas da acdo de
Gal(F(9),F) em B. Quando Gal(F(0),F) é ciclico de ordem n, gerado por o, as

F— classes ciclotomicas de uma soma de classe v € B podem ser escritas como

S(,Y) = {’)// 0-(’)/)1 Ty O-i_l(,)/)}/

onde i é 0 menor inteiro positivo tal que ¢’ gera o estabilizador de y. Consequentemente,

i divide 1 e 0¥(y) = v se e somente se i divide k.

5.3 A PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

Nesta se¢do assumiremos que o grupo Gal(IF(0), F) é ciclico de ordem n, gerado por o,
ou seja,
Gal(F(®),F) = {I,0,02,--- 0"}

Denotaremos por FF; o tnico corpo entre F(0) e F tal que [IF; : F] = d.

Antes de provar o Teorema 5.7, tentemos tragar uma linha de raciocinio. Nosso
primeiro passo é relembrar que as FF-classes ciclotdomicas em G podem ser vistas como
Orbitas de uma agdo de grupo. Logo, a cardinalidade das IF-classes ciclotdmicas dividem
n, a ordem do grupo Gal(IF(0), F).

Observe também que, sendo F(6)/FF uma extensdo de Galois de grau 1, para todo
corpo intermedidrio F C K C F(f) temos que [K : [F] também é um divisor de n.
Em vista disso, para cada divisor i de n, vamos contar quantas [F-classes ciclotomicas
existem de cardinalidade i e quantos componentes simples de Z(FG/]J(FG)) existem de
grau i sobre F. O Teorema acima seguird se ambos os niimeros forem os mesmos. Por
isso, vamos nos preocupar em mostrar que tais nimeros sdo de fato iguais.

Seja i um divisor de n. Denote por 4; o namero de [F-classes ciclétomicas de cardinali-

dade i e por b; o nimero de componentes simples de Z(IFG/J(IFG)) de grau i sobre F.
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Esses ntimeros sdo tais que } |, 4; € Y|, b; sdo iguais ao namero de componentes sim-
ples de Z(FG/J(IEG)). Para mostrar que 4; = b;, para todo i divisor de n, precisamos de
mais informacdes. Por esse motivo, vamos calcular o nimero de componentes simples
das algebras F;G/J(IF;G)), para cada divisor d de n, sabendo que tal nimero é igual
ao nuamero de F;-classes ciclotomicas. Este cdlculo serd realizado de duas maneiras

diferentes. A primeira é a seguinte.

Proposicdo 5.9. Sejam d e i divisores de n e sejam F; e a; como acima. Entdo, o niimero de

componentes simples de F ;G /J(IF;G) é iqual a Yin mdc(i,d)a;.

Demonstrac¢ao: Observe que Gal(IF;(0), [F;) C Gal(IF(9), F) =< o >, e sendo Gal(F;(0), F;)
um subgrupo de ordem n/d, tem-se que este é gerado por < ¢ > . Com isso, toda
IF ;-classe ciclotdmica de <y esta contida na [F-classe ciclotomica de . Uma vez que tanto
as [F-classes ciclotomicas quanto as [F-classes ciclotomicas formam uma particdo de
{g € G|gép’ — elemento} temos que, toda F-classe ciclotomica é uma unido disjunta
de IF;-classes ciclotomicas. Assim, precisamos apenas mostrar que cada IF-classe ci-
clotdbmica de cardinalidade i é a unido de exatamente ¢ F;-classes ciclotdbmicas, onde
{=mdc(i,d).

Seja entdo S uma [F-classe ciclotomica de cardinalidade i e y € S. Entdo a IF;-classe
ciclotdbmica de y é

Sa=1{7,d), -, D)} (24)

onde ¢ é o menor inteiro positivo tal que o¥(y) = 4. Como ¢(y) = 7, e é 0 menor
inteiro tal que isso ocorre, temos que i divide 4/, ou seja, dI = mmc(i,d). Com isso,
concluimos que qualquer F;-classe ciclotomica contida em S possui ¢ = mmc(i,d)/d
elementos. Portanto, S possui i/l = i/(mmc(i,d)/d) = mdc(i, d) F4-classes ciclotdmicas.

A segunda maneira envolvera célculos com produtos tensoriais. Por isso, precisamos

do seguinte lema.

Lema 5.10. Seja IF um corpo tal que Gal(IF(), IF) é ciclico. Para dois divisores i e j de n, sejam
IF; e IF; corpos tais que F C F;, IF; C (D) e [[F;, IF] = i, [F;, IF] = j. Entdo

F; ®@p F; >~ mdc(i, j)IF, (25)

onde { denota o mmc(i, j).



5.3 A PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

Demonstra¢dao: Sabemos que IF; é separédvel e de dimensao finita sobre IF. Entdo existe
um « € [F; tal que F; = F(a). Seja p(x) o polindbmio minimal de a sobre F. entdo
F; ~ F[x]/(p(x)). Assim

F; ®F Fj ~ Flx]/(p(x)) @F F; ~ Fi[x]/(p(x)) (26)

Seja p(x) = p1(x) - - - ps(x), onde p;(x) sdo polindmios irredutiveis em F;[X] e «; €
raiz de p;(x), 1 < i < s. Entdo, pelo Teorema Chinés dos Restos, F;[X] /(p(X)) ~
@IizllF]-[X]/(pk(X)), e assim

IFi[x]

P = Sy )

~ ©f_1Fj(a). (27)
Visto que a extensdo F(0)/F é ciclica e F C F; C F(0), segue que Gal(F;, F) é um
subgrupo normal de Gal(IF(6), FF). Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois, IF;/IF
é uma extensao normal.

Ao ser p(x) irredutivel e separavel em [F[x], segue que este se decompdem em fatores
lineares em IF;[X]. Como «y, - - -, a5 sd0 raizes distintas de p(x), temos que todas estas
raizes pertencem a IF;. Logo, IF; = F(ay), 1 <k <s.

Notamos que neste caso, IFj(ax) = IF;IF;. Afirmamos que F;[F; = F;, onde ¢ = mmc(i, j).

De fato, pela Teoria de Galois temos que
Gal(F(6), F;F)) = Gal(F(9), F;) N Gal(F(9), F)) =< 0’ > N < ¢ >=< o’ >.

onde ¢ = mmc(i, j).

Mais uma vez, usando a Teoria de Galois, temos que < o!

> corresponde a um
unico corpo [F C IF; C [F(0) tal que [FF; : IF] = [. Portanto, pela unicidade destes corpos
intermedidrios, temos que F,IF; = IF; e assim IF; ®p IF; ~ sIF;. Se contarmos as dimensoes

chegamos que ij = sl, ou seja, s = ij/mmc(i, j) = mdc(i, j).

J& estamos prontos para célcular o numero de componentes simples de [F;G/J(F;G)

usando o produto tensorial.

Proposi¢do 5.11. Com a notagio acima, o niimero de componentes simples de F;G/J(IF;G) é
Yy mde(i, d)by.
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Demonstrac¢ao: Pela proposicdo 2.10,

*(wa) =2 (or we)

Z<1Fd ®F 1&%) ~Fa ®IFZ(]§F%))

Desde que F; ®f Z(FG/](FG)) ~ ®;,,b;[F;, obtemos o seguinte

Pela proposigdo 2.12,

F;G N .
z (](]ch)) ~ Fj QF ( 69z'|n blIFl)

~ &,bi(F; ®F Fy)
x~ @j\nbimdc(i/ d)lmec(i,d)

onde usamos o lema 5.10 no ultimo isomorfismo. Portanto, o nimero de componentes
simples de Z(IF;/](F;G)) € igual & ), mdc(i, d)b;.

A esta altura j& podemos retornar ao nosso problema inicial, a saber, demonstrar o
Teorema 5.7.

Na demonstragdo utilizaremos o seguinte.
Defini¢do 5.12. A funcio y : Z* — {—1,0,1} definida por

1 sen=1
u(n) = 0 se n ndo é livre de quadrados

(—=1)" se n=pipa2---préa fatoragdo em primos de n
chama-se a fun¢do de Moebius.

Prova do Teorema 5.7 Para demonstrar o teorema basta mostrar que a; = b;, para todo
i divisor de n.

Sabemos pelas proposi¢des acima que ), mdc(i,d)a; = Yiln mdc(i, d)b;, para todo d

divisor de n. Suponha 1 =d; <dp < --- < ds = n os divisores de n. Assim, temos que
mdc(dy, dy) mde(dy,dy) - mde(ds,d)| [ag, —bg| [0
mdc(dy,dy) mdce(dy, da) -+ mdc(ds,da) | |aa, — ba,
mdc(dy,ds) mdc(dy,ds) -+ mdc(ds,ds)| | ag, — by, 0




5.3 A PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

Denotemos M a matriz acima, cujo coeficientes sdo 0os maximos divisores comuns
dos divisores de n.
Se mostrarmos que M é invertivel teremos mostrado o que queriamos. Para tanto,

tfixado um divisor j de n, considere a seguinte funcdo aritmética

0 caso contrario.

i) = { (i) seidividej,
(i) =

onde ¢ € a funcdo de Euler. Pela definicdo de f;, segue que

mdcG, )= Y. o)=Y fd.

d|mdc(i,j) dli

Seja 1 a fungdo de Moebius. Se utilizarmos a férmula de inversdo de Moebius (Veja

[NZM, Teorema 4.8]), chegamos que
) i .
fi(i) = 2 i (E) mdc(d, f).
dfi

Podemos estender p para os nameros racionais fazendo p(q) = 0 se g ¢ Z. Considere

a seguinte matriz

i /dr) p(dr/d2) - p(di/dy)]
v u(dy/dv) u(da/da) --- u(da/ds)
_,”(ds/dl) ]/‘(ds/d2) T ,”(ds/ds)_

Nosso dltimo passo é mostrar que M e MM sdo matrizes inversiveis, logo, M é
também inversivel.

Ao considerar 1 =d; <dy < --- <ds =n, temos que p(d;/dy) = 0 se j < k, ou seja, M
é uma matriz triangular inferior. Todas as entradas da diagonal de M séo iguais a 1, de
modo que M é invertivel. Agora, seja MM = [ejx], onde ej = Yo y(dj/dl)mdc(dk, dp).
Dado que, todo d;, 1 < [ < s, é divisor de n e y(d]-/dl) = 0, se d; nao divide dj,

adquirimos a seguinte igualdade

ejx = Y_u(d;/dymde(d, di) = fy,(d;). (28)
d|n

Se j > k entdo d; > di. Desse modo, f4, (d;) = 0, e pela igualdade acima, ej = 0 se
j > k. Se j =k entdo ey = ¢(d;) # 0. Assim sendo, a matriz MM é invertivel, posto que é

diagonal superior e a diagonal é constituida de entradas ndo nulas.
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Nosso primeiro exemplo é no caso semisimples.

Exemplo. No capitulo 3 consideramos um exemplo de como calcular o niimero de componentes

de QAy, onde Ay é 0 grupo alternado de ordem 12. Ao considerar a apresentagio
Ay =< a,b,c|a2 =¥ =CS3=abc=1>,

vimos que as Q-classes ciclotomicas de A4 sio

S1 ={1},
S» = {712},
S3 = {73, 74}

onde y1 =1, 92 =a+ch+ach, y3 = b+ cb? +ab +c?, v4 = ¢ + ac + b> + ¢?b. Neste caso, temos

duas Q-classes ciclotomicas de cardinalidade 1 e outra de cardinalidade 2. Assim,

1+i\/§)

2Qa) ~ Qe QeQ( ]

onde 6 = (1+i+/3)/2 é a raiz primitiva da unidade de ordem 6.

Exemplo. Seja Fy um corpo com dois elementos, e G = C, = {1,x} um grupo com dois
elementos. Apenas o elemento neutro de G possui ordem ndo divisivel por 2 = car(IF;). Logo,

possui apenas uma F-classe ciclotomica com apenas o elemento 1. Pelo que mostramos

F2Go \
“ (J(]qu)) =

54 EXTENSOES CICLOTOMICAS CICLICAS

Nesta se¢des vamos tratar das condi¢des para que o grupo Gal(IF(9) : F) seja ciclico. De

inicio comecamos com os corpos de caracteristica positiva.

Proposicao 5.13. Se um corpo IF possui caracteristica p > 0, m é um niimero positivo tal que
p ndo divide m e 0 é uma raiz primitiva da unidade de ordem m. Entdo IF(0) é uma extensio

guailosiana de IF e o grupo Gal(IF(0) : FF) é ciclico.



5.5 UM CONTRA EXEMPLO

Demonstrac¢do: Se IF é um corpo finito entdo todas extensdes finitas K sdo extensdes de
galoisianas de [F e Gal(IF(0) : FF) é ciclico.

Se IF é um corpo infinito de caracteristica p entdo IF, ¢ um subcorpo de IF e IF(0) é a
composi¢do de IF e IF,(0). Portanto podemos concluir que IF(f) € uma extensdo finita

gailosiana de IF e que
Gal(IF(0) : F) ~ Gal(F,(0) : F NIF,(0))

por restrigoes.

Como F N IF,(0) € um corpo finito, segue que Gal(IF(0) : IF) é ciclico. ]

Em vista dessa proposicdo e do corolario 5.8, podemos determinar a estrutura do
centro de IFG sempre que IF é um corpo de caracteristica positiva e IFG é semisimples,
contanto que conhecamos as classes conjugadas de G.

No caso particular em que o corpo F é finito podemos reescrever o coroldrio 5.8.

Teorema 5.14. Seja g uma poténcia de um niimero primo e G um grupo finito, com mdc(qg, |G|) =
1. Se t é o niimero de componentes de IF,G e n; é a cardinalidade de S;, onde S;, 1 < i < t, sdo

as IFy-classes ciclotomicas. Entdo
Z(F,G) ~ &/ Fyn. (29)
Em particular, se G é um grupo abeliano entdo
F,G ~ @lequni. (30)

O outro caso que vamos considerar é [F = Q.

Neste caso, sabemos que Gal(Q(6) : Q) é isomorfo a U(Z,,). Além disso, sabemos que
U(Zy,) é ciclico se e somente se m =1,2,4, p" ou 2p”, onde p é um primo impar (Veja
[J]], Teorema 6.11]).

Assim, quando o expoente de G é igual a alguns destes nimeros, podemos utilizar o

método descrito para determinar a estrutura de Z(QG).

5. UM CONTRA EXEMPLO

Nesta secdo mostraremos que o Teorema 5.7 ndo precisa valer se a hipotese de

Gal(IE(0) : [F) ser ciclico ndo esta verificada.
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Seja G um grupo dado pela apresentagdo

<a,b,c|a2:b8:c2=1,ab=ba,ac=ca,bc:acb7 > .

Primeiro, note que

(b8 = ¥ (V) = 1.

Como

bc=alch’,

e consequentemente,

(be)? = aleb”bic

= aj’
temos que (bic)* = 1. Além disso,
(ablc)* = a* D (pic)* = 1.

Assim, concluimos que todo elemento ¢ € G satisfaz ¢® = 1. Como b € G tem ordem 8,

segue que o expoente de G é igual a 8.

Seja 0 uma raiz primitiva da unidade de ordem 8. O Gal(Q(f) : Q) é isomorfo a
U(Z3g), que por sua vez é isomorfo ao grupo de Klein de ordem 4, pois tem ordem 4 e

todos os seus elementos possuem ordem 2.

Existem exatamente 14 classes de conjugacdo em G.

{1}, {a}, {v*}, {ab*}, {b,ab”}, {b*, 1%},
{63, ab®}, {b°,ab®}, {b7, ab}, {ab?, ab®},
{c, ach®, ch*, acbz}, {ac, cb®, ach*, cbz},

{cb, ach’, cb®, acb3}, {ach, cb’, ach?®, cb3}.



5.5 UM CONTRA EXEMPLO

As somas de classes sdo os seguintes elementos.

T1=L71=a

73 = b*, 4 = ab®,
v5=b+ab’, ve = b* +1°,
7 = b3 +ab>, yg = b° +ab®,
Y9 = b’ +ab, 19 = ab?, ab®,
Y11 =c¢c+ ach® + cb* + acb?,
Y12 = ac+ cb® + acb* + cb?,
Y13 =cb + act’ + cb® + acb?,

Y14 = acb + cb”, act® + cbP.
Entao, se calcularmos as Q-classes ciclotomicas de G obteremos:

e (Q-classes ciclotomicas de cardinalidade 1:

S1={m}t S2= {7},
Ss ={73}, Sa = {1},
Ss={76},S6 = {7110},
S7={71},Ss = {712}

e Q-classes ciclotdmicas de cardinalidade 2:
So = {713, 114}
e Q-classes ciclotdmicas de cardinalidade 4:
S10 = {5,717, 78, 79}

Ja que existem 10 Q-classes ciclotomicas em G, a decomposi¢do de Weddderburn de
Z(QG) deve ter 10 componentes simples. Se o Teorema 5.7 fosse vélido neste caso,
terfamos 8 componentes simples de grau 1 sobre Q, uma componente simples de grau
2 e uma componente simples de grau 4 sobre Q. No entanto, QG possui a seguinte

decomposicdo de Wedderburn (Veja [Ver, pg. 195, Group Type 32/27]):

QG =~ 4Q @ 2Q(i) ® 2M>(Q) & Ma(Q(V2)) & Ma(Q(v/2i))
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e o centro de QG é o seguinte
Z(QG) ~ 6Q ©2Q() © Q(V2) & Q(V2)),

ou seja, o centro de QG possui 6 componentes simples de grau 1 e 4 componentes
simples de grau 2 sobre Q. Isto mostra que a hipétese de Gal(IK(0) : K) ser ciclico, no

Teorema 5.7, é imprescindivel.
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