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RESUMO

O objetivo desse trabalho é o estudo de sistemas dindmicos suaves por partes do ponto
de vista de bifurca¢des relacionadas ao contato tangente de drbitas periédicas com a
variedade de descontinuidade X, em especial quando tais solu¢des encontram a fronteira
da regido de sliding (regido de ¥ onde ambos os campos de vetores apontam em sua
direcdo). Essas bifurcagdes sdo conhecidas como bifurcagdes sliding e, para estuda-las,
utilizaremos aplica¢des chamadas Mapas de Descontinuidade, cuja finalidade é corrigir o
comportamento dos fluxos em vizinhangas da fronteira de descontinuidade ¥. Nesse
contexto, dois problemas serdo objeto de estudo: quando uma solugdo periddica é
tangente a variedade de descontinuidade de um sistema dindmico suave por partes
com e sem sliding. Quando existir contato tangente de um sistema com sliding, este
serd na fronteira da regido de sliding. Em ambos os casos, aplica¢des apropriadas
que chamaremos de “Zero-time discontinuity map” (ZDM) e “Poincaré discontinuity
map” (PDM) serdo obtidas. Além disso, apresentaremos o estudo de um sistema suave
por partes chamado dry-friction oscillator que apresenta uma solugdo periddica do tipo
grazing-sliding. Fazendo uso da aplicagdo ZDM, mostraremos que essa solu¢do pode
ser vista como ndo-hiperbdélica e que, sob certas condi¢des, podem existir outras solugdes

periddicas que bifurcam dessa solugéo.

Palavras-chave: Sistemas de Filippov, Orbitas Periédicas; Mapas de descontinuidade,

Mapa de Poincaré.
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ABSTRACT

The objective of this work is to study the dynamics of a piecewise-smooth dynamical
system from the point of view of bifurcations related to the tangent contact of periodic
solutions with the discontinuity manifold %, especially when such orbits are tangent to
the boundary of the sliding region (subset of X where both vector fields point toward
2). Such bifurcations are known as sliding bifurcations and, in order to study them,
applications called Discontinuity Maps will be constructed whose purpose is to correct
the behavior of the flows in neighborhoods of the discontinuity set . In this context
two problems will be studied: when a periodic solution is tangent to the discontinuity
manifold of a piecewise smooth dynamical system with and without sliding. When
there is a tangent contact of a system with sliding, it will be at the border of the sliding
region. In both cases appropriate applications that we will call "Zero-time discontinuity
map" (ZDM) and "Poincare discontinuity map" (PDM) will be obtained. In addition,
we will present a study of a smooth piecewise system called dry-friction oscillator which
presents a periodic grazing-sliding solution. Using the application ZDM, we will show
that this solution can be seen as non-hyperbolic and that, under certain conditions, there

may be other periodic solutions bifurcating from it.

Keywords: Filippov Systems; Periodic Orbits; Discontinuity Maps; Poincare Map.
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INTRODUCAO

O crescente desenvolvimento da teoria de sistemas dindmicos tem firmado a relevancia
dessa 4rea no meio académico, tendo como precursores Henri Poincaré [1854 — 1912]
e Aleksandr Lyapunov [1857 — 1918]. Seus estudos forneceram diversas ferramentas
qualitativas importantes (algumas delas podem ser encontradas em [8]), cujo exemplo
pertinente a nés é a aplicacdo de Poincaré, muito utilizada para o estudo de 6rbitas
periddicas. Uma das informagdes que essa aplicacdo fornece é sobre a estabilidade
dessas solugdes através do estudo dos autovalores de sua matriz jacobiana. Em se
tratando dos primeiros estudos qualitativos sobre sistemas dindmicos suaves por partes,
estes foram apresentados primeiramente pelo matematico russo Aleksei Filippov [1923 —
2004] em seu trabalho intitulado Differential Equations with Discontinuous Righthand Sides.
Nele, ha uma densa teoria acerca dessa classe de sistemas, assim como a construgao
do campo deslizante (sliding), que serd um dos principais focos de nosso estudo.
Dada a relevancia dessa drea, em nosso trabalho apresentaremos a construgdo de
ferramentas analiticas que ajudardo a compreender a dindmica de um sistema dinamico
suave por partes (s.p.p.) de equagdes diferenciais ordindrias que, sob certas condic¢des
apresenta uma bifurcacdo. Uma particularidade desta classe de sistemas dindmicos
que vale ressaltar no momento é que ela admite um subconjunto chamado fronteira de

descontinuidade.

Nosso interesse é compreender como as solugdes (fluxos) se comportam em vizinhan-
¢as desse subconjunto quando ocorrem bifurcagdes, que por sua vez, sdo situagdes que
envolvem a perda de propriedades topoldgicas associadas a estabilidade estrutural do
sistema de interesse devido a mudanca de parametros ou perturbacdo de condic¢des ini-
ciais. Aleksandr Andronov [1901 — 1952] introduziu a nocao de estabilidade estrutural
para sistemas dindmicos suaves utilizando a teoria de estabilidade de Lyapunov. Dito
isto, apresentaremos a nogdo parcialmente andloga desse conceito para nossa classe de
sistemas suaves por partes. Nosso principal interesse sdo as bifurca¢des que envolvem

o contato tangente de solu¢des com a fronteira da regido de sliding. Como veremos
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a frente, tal regido é um subconjunto aberto contido na fronteira de descontinuidade.
Para esse estudo, faremos uso de aplicagdes chamadas mapas de Descontinuidade, que
atuam como uma corregdo do fluxo na vizinhanga de interesse. Utilizando essas funcdes,
mostraremos como construir a Aplicacdo de Poincaré associada as solugdes periddicas
em contato tangente a fronteira de descontinuidade, em especial, quando o ponto de
tangencia pertence a fronteira da regido de sliding.

H& uma grande diversidade de problemas fisicos que ndo podem ser descritos com
ferramentas da dinamica continua. Alguns desses exemplos podem ser encontrados em
circuitos elétricos e osciladores de impacto [2], modelos ecolégicos como as equagdes
de Bazykin encontradas em [4], que é um caso particular do modelo presa-predador,
modelado como uma subclasse de sistemas s.p.p. chamada sistemas de Filippov. A
fim de elucidar como essa classe de sistemas se apresenta, as equac¢des de Bazykin sdo

dadas pelo seguinte sistema s.p.p.:

i { fl(x), x € 5.

f(x), x €S )

sendo que
i ax1x
2 142
I L e
filx) = axixy
—de
b+X1
[
_ ! 1 b+x1
fa(x) = axixo
—de—Exz
_b+x1

onde x; > 0 é a massa da presa, x > 0 é a massa do predador, «,4,b,c,E € R sdo
parametros. Considerando a fung¢do H : R2 x R — R, dada por H(x1,x2,a) = xp — a,
os subconjuntos Sy e Sy sdo dados por Sy = {(x1,x2) € R? : H(xy,x2,a) > 0} e Sy =
{(x1,x2) € R?: H(x1, x2,&) < 0}. Nesse caso, definimos a fronteira de descontinuidade
pelo subconjunto ¥ = {(x1,x2) € R?: H(x1,xp,a) = 0}. Vale destacar que um sistema
s.p.p- como (1) é do tipo Filippov se e somente se fi(x) # fa(x), Vx € X. Além do
exemplo acima, ainda em [4], encontramos equagdes que descrevem generalizagdes de
sistemas ideais de gas-liquido, modelados também por sistemas de Filippov, que seré
um dos nossos objetos de estudo.

Fazendo um breve resumo de nosso trabalho, nos capitulos 2 e 3 concentraremos

nossos esfor¢os em compreender como sistemas suaves por partes se comportam em
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uma vizinhanga de uma bifurca¢do (que inicialmente ndo envolverd regides de sliding)
e também estudar alguns dos possiveis comportamentos que os fluxos podem ter em
sistemas de Filippov genéricos do tipo (1). Tais sistemas apresentam regides onde
o campo é mutuamente atrator (ou repulsor) em ambos os lados da fronteira de
descontinuidade. Para o caso atrator, chamaremos de regido de sliding e para o caso
repulsor, regido de escape. Definiremos devidamente esses subconjuntos no capitulo 3.

Nosso principal objetivo é a construcdo dos mapas de descontinuidade para os casos
de bifurcagdes que envolvem regides de sliding, dadas no capitulo 3. Chamaremos essas
de bifurcagdes sliding. No fim de cada se¢do, mostraremos como a aplicacdo de Poincaré
associada a cada caso de bifurcagao sliding pode ser definida usando as aplica¢oes de
descontinuidade construidas. Concluimos esse estudo no capitulo 4, apresentando uma
aplicacdo desses conceitos em um modelo mecéanico de oscilador de impacto. Nesta
parte, estudamos a existéncia de solugdes periddicas sliding (i.e., solugdes periddicas
que contém uma pequena regido de deslize sobre a fronteira de descontinuidade) que
emanam de uma solucado periddica ndo-hiperbdlica (ou seja, a aplicagdo de Poincaré

associada tem autovalor 1) do sistema em consideracéo.






CAMPOS VETORTIAIS SUAVES POR
PARTES

2.1 CONCEITOS INICIAIS

Comecamos fazendo uma breve introdugdo sobre 0s conceitos necessarios a compreen-
sdo do que sdo sistemas dinamicos suaves por partes. Toda teoria tratada aqui pode ser
encontrada em [2]. Ainda neste capitulo, definiremos e construiremos alguns exemplos
de mapas de Descontinuidade (Mp), tteis para compreensdo da dindmica do fluxo para
sistemas s.p.p. diante de cendrios envolvendo a intera¢do das solugdes com a fronteira
de descontinuidade que serd definida no que segue. A teoria qualitativa geral utiliza
a definicao formal de sistema dindmico em fun¢do de um espago de estados X C R",
munido da topologia usual (induzida pelas bolas abertas, também na métrica usual) e
um operador de evolugdo, geralmente chamado ¢, de tal maneira que, dado xy € X,
o operador ¢ : T x X — X leva xg até ¢;(xp), para algum t € T. O subconjunto T
é um conjunto de indices que pode ser discreto (se T C Z) ou continuo (se T C R).
Dessa forma, o fluxo evolui através do ‘tempo’ t, até encontrar o ponto ¢:(xg) € X.

Considerando o exposto, temos a seguinte definic¢do:

Definicdo 2.1. Um espago de estados X C R", um subconjunto de indices T e um operador de

evolugdo ¢y : X — X definem um sistema dindmico se

(1) ¢o(x) =x, para todo x € X,

(i1) Pras(x) = Pr(ps(x)), para todo x € Xet,s € T.
O subconjunto ¢¢(x) para qualquer t € T é chamado trajetéria ou 6rbita passando pelo ponto
x. O retrato de fase de um sistema dindmico é o espago de estados particionado em 6rbitas. Se

T = Z dizemos que o sistema dindmico acima é discreto. Se T = R, dizemos que o sistema

dindmico é continuo
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A defini¢do acima constitui ¢(x) como um semigrupo. Vale destacar que, tomando
D C R" subconjunto aberto, considere a funcdo vetorial f : D — D e o seguinte

sistema de equagdes diferenciais autdonomo:
x=f(x), x € D. (2)

Sendo ¢, satisfazendo

2 9= @) e o) = x, 6

entdo ¢; é o fluxo de (2) e o subconjunto {D, R, ¢;} define um sistema dinadmico
continuo. A notagdo que utilizaremos é ¢;(x) = ¢(x, t).

Para comegarmos a teoria referente a sistemas s.p.p., definimos:

Definicao 2.2. Um sistema suave por partes é composto por um niimero finito de EDO’s:

X = Fi(xl 7])/ (4)

onde x € S;, n € R"™ espago de pardmetros e US; = D C R" e cada S; tem interior ndo-vazio.
A intersecio ¥jj = 5; N Sj, onde S; denota o fecho de S;, ou é vazio ou é uma subvariedade
(n — 1)—dimensional inclusa em S; U S_] Cada campo vetorial F; estd bem definido em todo o
dominio D e define um vinico fluxo ¢;(x,t) que, por sua vez, também estd bem definido em todo

dominio D.

O subconjunto %;; € chamado de fronteira de descontinuidade ou variedade de des-
continuidade. Cada conjunto ¥;; € uma subvariedade suave de codimensédo 1 (isto
é, (n — 1)—dimensional e localmente difeomorfa a R"~!), que serd dada por Y= {x €
R"™ : H;j(x) = 0} para alguma fungao escalar suave H;; : R" — RR. Note que, se consi-
derarmos como operador de evolugao o fluxo ¢;, tomando como espago de estado D
e conjunto de indices R, o subconjunto {D, R, ¢;} define um sistema dindmico suave,
para qualquer indice i referente ao sistema dado na definigdo (2.2).

A préxima defini¢do serd importante para definir o que sdo sistemas de Filippov, que

sera definido na secgao 4:

Defini¢do 2.3. O grau de suavidade de um ponto xo € X;j, sendo ¥ fronteira correspondente
a um campo como (4) é a ordem do primeiro termo nio nulo da série de Taylor da diferenca entre
0s fluxos [¢i(xo, t) — ¢;(xo, t)], aplicado em t = 0.
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Observacao 2.4. Para casos onde existe apenas uma fronteira de descontinuidade, é considerado
como grau de suavidade, o primeiro termo ndo nulo da série de Taylor da diferenca [¢1(xo,t) —

$a(x0, 1)), aplicado em t = 0.

Definicdo 2.5. A fronteira de descontinuidade ¥;; ¢ dita uniformemente descontinua se o grau
de suavidade é o mesmo para todo ponto xo € . Se ¥;; é uniformemente descontinua de grau r,

dizemos entilo que ¥;j tem grau de descontinuidade uniforme r.

Observacao 2.6. Sem perda de generalidade, estamos supondo, em todos os teoremas que
sequem, que a variedade de descontinuidade é um hiperplano. Para o caso onde ndo seja, pelo fato
da fungdo H;; ser suave com 0 sendo valor regular, pode ser aproximada, em uma vizinhanga
suficientemente proxima do ponto de interesse, por um hiperplano de codimensdo 1, isto é, um

plano de dimensido n — 1.
Um exemplo de sistema s.p.p. é o sistema hibrido, definido como segue.

Definicdo 2.7. Um sistema hibrido suave por partes é composto por um conjunto finito de
EDOQO’s:
x = F(x,1),x € 5;. (5)

e um conjunto de aplicagdes:
Rij : ZZ] — D, (6)

onde D = US; C R", % := 5;NS; e cada S; com interior ndo-vazio. Além disso, cada ¥;; é

uma subvariedade de codimensdo 1 ou é vazio.
De tais sistemas, obtemos a defini¢do de sisterma de impacto como segue:

Definicao 2.8. Um Sistema de Impacto é um sistema hibrido suave por partes, onde a fungio
Rjj : Xyj — Xjj e o fluxo estdo restritos a apenas um lado da fronteira de descontinuidade, isto é,
em S_l =5; UZij (ou em S_] = S] U Zi]').

O conceito de bifurcagdo em sistemas suaves por partes é parcialmente andlogo ao de
sistemas suaves. Assim como no caso suave, quando hd uma discrepancia em relagdo a
estabilidade estrutural e a equivaléncia topoldgica entre os sistemas suaves por partes
dada pela da variacdo dos valores de parametro, dizemos que o sistema apresenta uma
bifurcagdo, que chamaremos de Bifurcagdo Induzida por Descontinuidade (BID). A

defini¢do de estabilidade estrutural é dada na que segue.
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Definicao 2.9. Dizemos que um sistema suave por partes é estruturalmente estdvel por partes
se, dado e > 0, qualquer perturbagio de classe C' com tamanho mdximo € mantém as caracte-
risticas de grau de suavidade da fronteira inalteradas, e os retratos de fase sdo topologicamente

equivalentes em relagio a topologia produto.
Dessa forma, definimos bifurca¢des em s.p.p. conforme abaixo:

Definicao 2.10. Dizemos que uma bifurcagio induzida por descontinuidade (BID) ocorre quando,
para algum valor de pardmetro, o sistema suave por partes ndo é estruturalmente estdvel por
partes. Ou seja, para algum valor de pardmetro, existe uma pequena perturbagio que conduz a

sistemas ndo topologicamente equivalentes, na topologia usual.

Para estudar esses fendmenos (bifurcacoes), utilizaremos uma ferramenta chamada
mapa de descontinuidade (Mp), que por sua vez, pode ser visto como uma aplicagdo que
"corrige"a trajetéria, desconsiderando localmente os pontos que pertencem a fronteira de
descontinuidade e deslocando os pontos necessarios utilizando operadores convenientes.

Dito isto, definimos:

Definic¢do 2.11. Dado o operador de evolugio ¢; associado ao campo F; de um sistema s.p.p.
como na definigio (2.2), considere o sistema dindmico {D, R, ¢;}. O mapa de descontinuidade
associado Mp : Vy — Vy definido em uma vizinhanga suficientemente grande Vy de x tal que

Vi NZj; # &, é dado pela expressio:

x, se ¢ix,t)NE;=2,VtER,

P(x), se  ¢i(x, )N L # D, paraalgum t € R. 7)

Mp(x) = {

onde ¢ é a correcio do fluxo utilizando os operadores de evolugio circundantes.

A definicdo acima afirma que, para o caso suave, 0 mapa de descontinuidade as-
sociado ao sistema dinamico {D, R, ¢;} é a funcdo identidade Mp(x) = x. Quando
consideramos a presenca da fronteira de descontinuidade, temos a necessidade de cor-
recao do fluxo, utilizando a funcao 43 que, por sua vez, é definida conforme a situagdo
apresentada.

Antes de ilustrar o funcionamento da Mp, a definicdo de derivada de Lie nos sera
util. A saber:

Defini¢ao 2.12. Dados F,G : R" — IR", campos vetoriais suaves e H : R" — R fungio
escalar suave. A derivada de Lie LrH(x) de H na diregdo de F é dada por:

0 0
LeHW = S )| = 20w F = (VHE), o)
t=0
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A sequnda derivada de Lie de LrH(x) na direcio de G é dada por:
LcLpH(x) = (VLpH(x), G(x)).

Se F = G, escrevemos LpLpH(x) = L2H(x).

- V H(x) 5,

Fi(x)

P2 52

Figura 1: Interpretacdo geométrica da derivada de Lie para um sistema suave por partes com duas

zonas e uma Unica fronteira de descontinuidade >

Do ponto de vista geométrico, em se tratando de campos suaves por partes, a
derivada de Lie indica a variagdo do campo F; em relacdo a fronteira de descontinuidade
Y;j = {x € D : Hjj(x) = 0}. Isso nos mostra qual serd o comportamento das solugoes
para pontos pertencentes a X, ou seja, quando o fluxo sera transversal ou tangente em
uma vizinhanca de £. Como falamos na observagdo (2.6), o ponto 0 é um valor reqular de
H;j, ou seja, V H;j(x) € sobrejetiva, para todo ponto x € Hj; 1({0}). Consequentemente,
temos V H;j(x*) # 0. Em particular, isto implica em dizer que Hj; 1({0}) é uma superficie
reqular de R"~1.

Para exemplificar de maneira simples, considere um sistema em R? de duas zonas
eque X =X ={x € D: H(x) =0} é uma reta. O gradiente VH é perpendicular a
superficie 2. Entdo, a atuacdo da derivada de Lie pode ser observada na figura (1).

Como estamos tratando de campos vetoriais, a nogdo de ponto de equilibrio para
campos s.p.p. € parcialmente andloga a utilizada em teoria qualitativa de equacdes

diferenciais ordindrias. Dessa forma, definimos:

11
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Defini¢do 2.13. Suponha um campo vetorial s.p.p. da forma (2.2) com i € {1,2,...,n} e seja

x* € D, ponto de equilibrio de F;, para algum i.
(i) Dizemos que x* é um ponto de equilibrio admissivel de F; se x* € S;.
(it) Dizemos que x* é um ponto de equilibrio ndo-admissivel de F; se x* € Sj, com i # j.

Para a ilustracdo da Mp, como primeiro exemplo, considere um sistema de impacto,

dado por:

¥= F(x), x€R%
R: ¥ 7%,

com uma Unica fronteira de descontinuidade £ = {x € D : H(x) = 0}, para alguma
funcgdo suave H : R> — R e considere uma trajetéria periédica em relagéo ao fluxo ¢,

como ilustrado na figura (2).

X R(X*)

Figura 2: Orbita periédica de um sistema de impacto.

Conforme observamos, sobre o ponto x, e considerando a interpretacdo geométrica
da derivada de Lie dada na figura (1), temos L, H(xx) = <%—Ij(x*), Fi(x+)) #0, ou seja, a
solucdo passando por x, é transversal a 2. Para tal trajetéria, considere uma superficie
transversal 71, contendo o ponto x, conforme ilustramos na figura (3). Para algum
tempo 1 € R, o fluxo ¢(xp,d1) = x. encontra X. A lei de impacto R leva o ponto x.
até R(x,) como indicado na figura (3). Para algum tempo J; € R, o fluxo ¢(R(x4), 52)

encontra a superficie 71 em x,. Agora, tome um ponto £ préximo a x,. Para o mesmo
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tempo J1, encontramos o ponto xy sob agdo do fluxo ¢. Para algum tempo J3, o fluxo
¢(xp, 63) atinge a superficie de impacto . Sob a agdo da aplicagdo R, encontramos o
ponto R(¢(xg, d3)) = x3. O mapa de descontinuidade leva o ponto xy ao ponto virtual x4,
dado por:

x4 = P(x3, —d3)

Fazendo isso, obtemos uma aplicacdo que mantém o tempo de evolugdo do fluxo
inalterado (pois a soma dos tempos é J3 — 63 = 0) e que corrige o "erro’ deixado pelo

fluxo ¢ na tentativa de atingir a superficie X.

.'\'p = (p(R(r;)/ 52)

Xo = 47(_f, 51)

Z - g *
x = P(x0,83) % Rxs) 7 x3=R(x)
Xg = P(x3,—83) ’

Figura 3: Ilustragdo do comportamento da Mp para sistemas de impacto.

Para construir o mapa de descontinuidade citado, considere o ponto x, tal que:
x = ¢(xo, 93),
onde x € Y. Expandindo a expressdo acima em torno de d3 = 0, obtemos:
§(x0, 83) = Xo + F(x0)d3 + O(3).
Considerando Ax = xg — x,, obtemos:

X = Ax + x4 + F(x4)d3 + O(cS%).
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Se x € X, entdo H(x) = 0. Logo:
H(AX + x, + F(x,)83 + O(32)) = 0.
Expandindo tal expressdo em torno de x:
H(x) = H(x.) + aa—f(x*)(Ax + F(x.)d3) + O((Ax + F(x,)d3)%, 03) = 0.
Como x; € X, temos H(x,) = 0. Logo:

H(x) = %—Ij(x*)(Ax + F(x4)83) + O((Ax + x + F(x4)d3)%, 63) = 0.

H
Denotamos aa—x(x) = V H(x). Isolando d3 e como VH(x,) - F(x,) # 0, obtemos:

VH(x) - Ax
~ VH(x,) - F(xs)

Agora, o ponto x4 é dado por:

0y = +O((Ax)?).

x4 = ¢(x3, —d3).
Expandindo tal expressdo em torno de x3:
x4 = x3 — F(x3)03 + O(83).
O ponto x3 é a imagem de x pela lei de impacto R. Entdo:
x3 = R(Ax + X, + F(x:)33 + O(53)).
Dat:
x4 = R(Ax + x4 + F(x:)03 + O(63)) — F(R(AX + x, + F(x:)83 + O(83)))d3 + O(83).

Expandindo a expressdo R(Ax + x4 + F(x)d3 + O((S%)) em torno de x,, obtemos:

R(Ax + x4 + F(x,)83 + O(2)) = R(xx) + VR(xx) - (Ax + F(x.)83) + O((Ax + F(x,)33)?, 63).
Entdo:

x5 = R(x,) + VR(xs) - (Ax + F(x,)33) — 83F(R(x4)) + O((Ax + F(x,)33)?, 63).

Substituindo J3 e Ax, obtemos:
1
+
VH(x,) - F(xy)

+O((Ax)?).

x4 = R(x,) + (VR(x*) ((F(R(x*)) - VR(x*)F(x*)> VH(x*))(xo )+

como queriamos encontrar.

Dessa forma, acabamos de provar a seguinte proposicdo:
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Proposi¢do 2.14. Para uma 6rbita transversal a superficie de impacto ¥, onde Lr H(xy) =
(VH(x.), F(x4)) # 0, 0 Mapa de Descontinuidade Mp : Vyx — Vi para um sistema de
impacto como em (8), definido em uma vizinhanga Vy+ suficientemente proxima de 3. do ponto
x* é dado por:

1
VH(xy) - F(x4)

Mp(x) = R(x,) + (VR(x*) + ((F(R(x*)) - VR(x*)F(x*)> VH(x*)) (x — x.).

Como segundo exemplo, considere agora um sistema hibrido suave por partes qualquer,

com uma Unica fronteira de descontinuidade %, como segue:

. { Fi(x), H(x)>0;
X = (8)
F(x), H(x) <0;

e X1p = X, tal que alguma aplicagdo R : ¥ — D esteja definida em ¥X. Consideremos

entdo uma Orbita periédica e uma superficie transversal IT a 6rbita, como podemos ver

a seguir:
51
$1
O R(x..)
r**
» 2
R(x4)
— 4)2 SZ

Figura 4: Orbita periédica com uma superficie transversal contendo o ponto x,.

Definimos:
Si={x€D:H(x)>0};

Sy ={x e D:H(x) <0},

15
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Dessa forma, podemos reescrever o sistema (8) como:

%= Fl(x)/ X e Sl;
FZ(x)I X c 52/

Para um tempo ¢, saindo de I, o fluxo ¢; e encontra a superficie de descontinuidade
2 no ponto x.. Sob a a¢do da aplicagdo R, o ponto x, é deslocado para S; e, sob agdo do
fluxo ¢, encontramos X no ponto x4, sendo que X« = P2(R(xx), t2) para algum tempo
t > 0. Novamente, sob a atuagdo da fungdo R, o ponto x,. é deslocado para S; e,
sob acdo do fluxo ¢; novamente encontramos o ponto xp,, onde x, = ¢1(R(xxx), t3) para

algum t3 > 0, conforme podemos observar na figura (4).

>
W
=

I1

(]

X0

, ¥ $2
R(-\:)_/
Xg = ¢o(x3, —8)® -~ .

X2 = P1(xp, 0)

x3 = R(x2) \_’Jz

Figura 5: Dindmica local préximo ao ponto x;.

Tomando um ponto £, sob agdo do fluxo ¢, encontramos o ponto xo = ¢1(xp, t1). Para
algum tempo § > 0, obtemos o ponto x; € %, ou seja, xo = ¢1(x, d), tal que H(xz) = 0.
O mapa de descontinuidade leva o ponto xg a x4, sendo que x4 = ¢2(x3, —J). Com um

raciocinio andlogo ao anterior, obtemos:

VH(x.)Ax

*= T VH(r) B

+O((Ax)?).
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Sendo x; = ¢1(xp, J), temos:
Xy = AX + Xy + F1(x2)0 + O(52).
O ponto x3 é dado por
x3 = R(AX + x4 + Fi(x,)6 + O(6?)),
que, expandindo em torno de x,, obtemos:
x3 = R(x:) + VR(xy) - (Ax + 0Fy(x.)) + O((Ax + x4 + 6F (x4))%).
Expandindo ¢,(x3, —J) em torno de § = 0:
x4 = x3 — Fo(x3)8 + O(6).
Substituindo x3, obtemos:
xg = R(x,) + VR(xy) - (Ax + 0F; (%)) — 0F2(R(x4)) + O((Ax + x4 + 6F;1(x5))?, 62).

Substituindo ¢, obtemos:

1
VH(x) - Fi(xx)

e essa é a expressdo final para a Mp.

X4 = R(xs) + (VR(x*) + <<F2(R(x*)) _ VR(x*)Fl(x*)> VH(x*)> Ax +O((Ax)?).

Dessa forma, acabamos de demonstrar a seguinte proposicao:

Proposicao 2.15. Considerando uma orbita periddica de um sistema hibrido suave por partes
como (8), com uma iinica fronteira de descontinuidade como ilustrado na figura (4). Sobre a
hipétese de Lr, H(xy) # 0 para um ponto x, € ¥, 0o mapa de descontinuidade Mp : Vyr — Vi

definido em uma vizinhanga Vy+ suficientemente proxima a 2. do ponto x. é dado por:

Mp(x) = R(x,) + (VR(x*) + ((FZ(R(x*)) -~ VR(x*)Pl(x*)> VH(x*)> (x — x,).

1
VH(xy) - Fi(x4)

2.2 MAPAS DE DESCONTINUIDADE PARA BIFURCA-

Q(N)ES EM SISTEMAS SUAVES POR PARTES

O objetivo das proximas sec¢oes é estudar a dindmica de um sistema s.p.p. n—dimensional,

quando este apresenta uma bifurcacdo. Nesta se¢do, comecaremos o estudo em sistemas
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que ndo apresentam regides de sliding, sendo este dado na se¢do 5. Sem perda de
generalidade, estudaremos apenas sistemas com duas zonas e uma tnica fronteira de
descontinuidade X.. Vale destacar que todas as demonstragdes feitas nesse trabalho sdo
véalidas em campos no IR". Dessa forma, cada férmula apresentada pode ser utilizada
em campos vetoriais n—dimensionais.

Seja X = {x € D C R": H(x) = 0} fronteira de descontinuidade do sistema s.p.p.:

9)

Fl(X), X e Sl;
FZ('X)/ X € SZ;

com x € R".

As bifurcag¢des que trataremos aqui acontecem quando, para algum valor de para-
metro do sistema, existe um contato tangente do fluxo ¢; com a fronteira de desconti-
nuidade X. Como estamos apenas considerando sistemas sem sliding, precisamos da

seguinte defini¢ao:

Definicdo 2.16. Dado um sistema s.p.p. como em (9), um ponto x € X é dito ponto de costura
se as derivadas de Lie com relagdo aos campos Fy e F, aplicados no ponto x tem o mesmo sinal,
ou seja:

Lr H(x)- Lp,H(x) > 0.

Sem perda de generalidade, vamos supor que uma trajetéria tangencial estd intei-
ramente contida em S; = {x € D C R" : H(x) > 0} e que o ponto de contato seja x*,
como na figura (6).

Assim como no caso de sistemas de impacto (apéndice 2), precisamos considerar
algumas hipoéteses sobre o ponto x*. Assumimos que H : R” — R é uma fungao

escalar suave, tal que x = 0 seja valor regular de H. Dessa forma:
VH(x*) #0.

Definimos grazing reqular de maneira analoga ao caso de sistemas de impacto, como

segue.
Definicdo 2.17. Um ponto x* é um ponto grazing reqular se satisfazer as sequintes hipoteses:
(i) H(x") =0;

(ii) v(x*) = a(—)ij(%(X*,O)) =LpHx") =0;
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d’H
(i) a(x*) = ﬁ(gbl(x*,O)) = E%lH(x*) > 0.
Um exemplo do comportamento de tais pontos pode ser observado na figura (6). Note
que o ponto x* é parte de uma trajetéria tangencial a 2 e, considerando a interpretagdo
geométrica da derivada de Lie dada na se¢do anterior, os pontos x; e x, sdo pontos de

costura.

v

o

Figura 6: Exemplo de um ponto grazing reqular x* para sistemas com duas zonas.

A fim de compreender como a dindmica acontece préximo ao ponto x*, observe
a figura (7). Sendo Ily secdo transversal ao fluxo tangente em x*, para pontos que
estdo em Sj, se definirmos P : Iy — IIy como sendo P(x*) = x*, a aplicagdo P é
a aplicagdo de Poincaré para o caso suave em relacdo a 6rbita ¢(x*,t). Para pontos
em Sy, devido a presenca da fronteira de descontinuidade X, h4 a necessidade de
correcdo do fluxo no ponto x € Ily. Tal corregdo serd dada pelo ponto x5 € Ily, sendo
que duas aplica¢des atuam em tal corre¢do: uma leva o ponto x — x4 e outra, leva
x4 — x5. Note que o ponto x4 é dado pela expressdo x4 = ¢1(¢2(P1(x, d0), 62), =0 — 62)
e x5 = P1(P1(P2(P1(x, dp), 62), =0 — 62), Ag) de tal forma que L, H(xy, Ag) = 0. Note que
a aplicagdo que mapeia x a x4 ndo altera o tempo de evolucdo do fluxo e a aplicagdo
que leva x4 a x5 é uma projecdo em Iy suave, usando o fluxo ¢;. Portanto, podemos
definir duas aplica¢des, que chamaremos de ZDM e PDM, onde ZDM(x) +— x4 e

PDM(x) — x5. Dessa forma, podemos defini-las como segue:

19
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Definic¢ao 2.18. Dado um sistema s.p.p., a ZDM (Zero-time Discontinuity Mapping) é um

mapa de descontinuidade que ndo altera o tempo de evolugio do fluxo.

Definicdo 2.19. A PDM (Poincaré Discontinuity Mapping) é a projegio que mapeia ZD M(x)

em Iy, utilizando um dos fluxos do sistema.

As defini¢des (2.18) e (2.19) ndo podem ser estabelecidas diretamente em funcdo
de um tnico fluxo associado a um sistema s.p.p.. Isso significa que, como mapas de
descontinuidade sdo aplicagdes que utilizam a evolugdo das solu¢des em sua definigdo,
ndo podemos dizer exatamente qual fluxo estes mapas utilizardo de maneira geral. Além
disso, na defini¢do (2.19), a superficie Iy é também definida conforme a necessidade
do problema, ndo sendo necessariamente sempre igual a ITy = {x € R" : L, H(x) = 0}.

Um exemplo disso serd tratado no capitulo 5.

S
(,7)1
(0]
1
|
I
|
I
|
I
|
I
: 5
x2 = ¢y(x,d0) [ "~ _ : x* 7\ x3=qn(xp,82)
-~ 7
S~ . I
T -ex - g
I - g
-
r _ "
N -
xg = i(x3, —dg —5p)* ~ X5 = P1(%a,%3)
I
|
So

Figura 7: Comportamento dos fluxos, préximo ao ponto de bifurcacdo x*.

Os préximos dois teoremas estabelecem as expressdes para as aplicagdes ZDM e

PDM para pontos x numa vizinhanga de um ponto grazing reqular x*.
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Teorema 2.20. Seja x* um ponto grazing regular de um sistema suave por partes como (9) cuja
solugdo passando por x* seja periddica. Se o campo vetorial s.p.p. em x* é tal que Fy(x*) # F(x¥),

a ZDM para x em alguma vizinhanga de x* é dada por:

X, H(x) > 0;

ZDM(x) = { x+ (zcl(m%ﬂ’;*’y) (F2(x) = (1)) + O, H(x) <0;
18

Teorema 2.21. Sob as hipéteses do teorema (2.20), seja x € Iy suficientemente proximo a x*,
sendo Ily = {x € D : Ly H(x) = 0}. Entdo, a PDM é dada por:

X, H(x) > 0;
PDM(x) = { x +2C(x*)Cy (x*) (Fz(x) — %Fﬂx))y +0(y%), H(x)<0;
i3]
onde:
2
Ci(x) = Um-
“ Lr Lr,H(x)
Cz(x) = E% H(X) :

Considerando a superficie Iy = {x € D : L, H(x) = 0}, a construcao das aplicagdes
ZDM e PDM se dara da seguinte forma:

1— Tomar x € Iy e, sob a acdo do fluxo ¢, obter §y € IR, satisfazendo H(¢1(x, dp)) =0,
onde x; = ¢1(x, dp);

2— Sob a acdo de ¢, levar x, a x3 de modo que x3 = ¢2(xp,J2) para algum 6, € R, tal
que H(x3) =0;

3— Definir ZDM : Iy — D, por:

ZDM(x) = ¢1(p2(¢p1(x, bo), 62), —b0 — 82).

4— Encontrar d3 € R tal que Lr H(¢1(x4,93)) = 0 e definir PDM : Iy — IIy como

sendo:

x5 = PDM(x) = ¢1(¢p2(¢1(x, d0), 62), — (b0 + 62) + 53).

21
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Demonstragcdo do Teorema (2.20)

Observando a figura (7), note que a construgdo do tempo Jp é andloga a construcdo para

sistemas de impacto (dada no apéndice 1), considerando o campo F = F;. Portanto:

N WA L AT
(50(y)—<— W)]/Jf(—gm)y +0(y”).

Devemos encontrar agora d, € IR, satisfazendo H(¢a(x2, 7)) = 0 e considerando x3 =
¢2(x2, 62), temos H(x3) = 0. Expandindo em séries de Taylor a expressdao H(¢z(xz,2)) =0

em torno de & = 0, temos:
2 5% 2
H(¢2(x2,02)) = H(x2) + L H(x2)02 + L, H(x2) 5 + 0(63);

ou seja:
52
Lr,H(x2)d, + E%ZH(xz)EZ +0(83) = 0. (10)
Como x; = ¢1(x, &), podemos expandir as expressdes L, H(x2) e E%zH (x2), em séries
de Taylor, em torno do ponto x inicial, isto é:

52
1. L, H(1(x,60)) = L, H(x) + L, Lk, H(x)80 + L%lcﬁH(x)EO +0(33);
52
2. L3 H(¢(x, b0)) = LF H(x) + L5 LF H(x)éo + LE, L%zﬂ(x)EO +0(63);
Substituindo tais expressdes em (10), temos:

1
(LR H() + Ly LrH(x)d0)32 + 5 (LEHx) + L7 LE, H(x)50)8 + O(33, 67) = 0.
Substituindo Jy até o termo de ordem vy, temos:

1
L H(X)6 — Ly LEHECi(x")o2y + 5 L3, H(x)53 +O0(53) =0,

[ 2
Cl(X) = M

Para estes casos, exigimos que:

onde

L:FZH(X) : Ele(x) >0,

ou seja, em ambos os lados da fronteira de descontinuidade, os campos nunca sejam

atratores e nem repulsores ao mesmo tempo. Como x € Ily, temos L, H(x) = 0.
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Portanto:

1
— LR Lp HE)C1(x)o0y + 5 L3, H(x)33 + O(y*) = 0.

Do fato que E%ZH(x*) # 0, o TFI garante a existéncia de uma fungdo suave d(x, y)
que, em uma vizinhanga de (x*,0), anula a funcédo I(x,y, ) = —Lr L, H(x)C1(x*)y +
%5%2 H(x)é + O(y?) e ainda considerando que &, # 0.

Dessa forma, podemos encontrar a expressdo de d>(x, y) em termos de sua expansdo
em séries de Taylor, em torno de (x,y) = (x*,0). Tomando apenas os termos em y,
obtemos:

da(x,y) = da(x™,0) + %—iz(x*, 0)y + O(y?).

E claro que d2(x*,0) = 0. Diferenciando a fungédo I, temos:

51009, 52,0) = 516,982+ 5,80 522, )
ou seja:
LY %(x,y)‘
Ay oY)

Assim, temos: o1
@(X*IO, 0) = —Lp LE,H(X")Cy(x"),

e
dl * _ 1 2 *
8_52 X ,0, 0) = EﬁFZH(x )
Portanto: i i
D o) 2 LRLEHEC)
ay Lz H(x*)
2
Dessa forma, concluimos que:
L Lr,H(x*)Cq(x*) 2
Or(x,y) =2—1—2 + O(y?).
Y £2 H(x") Y
A ZDM é definida como sendo:
ZDM(x) = p1(p2(¢1(x, b0), 62), —(dp + 52)). (11)

Considerando T = Jp + J, expandindo tal expressdo em séries de Taylor, em torno de

T =0, obtemos:

X1 = Po(1(x, 60), 62) + Fi(@a(1(x, 6p), 82)(— (8o + 62)) + O(S3, 53).

23
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Analogamente, fazemos com ¢ (¢1(x, dp), 62) e ¢1(x, dp), para encontrarmos:

P2(P1(x,00),82) = ¢P1(x,60) + Fa(1(x, 80))d2 + O(53),
$1(x,00) = x+Fi(x)op+ O((%).
Logo:
$2(P1(x, 0p), 62) = x + Fi(x)8 + O(85) + Fa(x + Fy(x)30 + O(65))62 + O(83),
ou seja:
$2(¢1(x, 0), 62) = x + Fi(x)50 + Fa(x)32 + O(53, 53).
Dai:

x4 = X + F1(x)0 + F2(x)d2 + Fy (x + F1(x)dg + F2(x)d2) (=8 — 82) + O(63, 63).
Expandindo F;(x + F;(x)ég + F2(x)d2) em torno de x, obtemos:
Fi(x + F1(x)d0 + F2(x)d2) = Fy(x) + %(x) - (Fy(x)d0 + F2(%)32) + O((Fy(x)d0 + F2(x)52)?).
Substituindo em xy4:
x4 = ZDM(x) = x + F{(x)00 + F2(x)83 + F1(x)(—8y — 62) + O(83, 53). (12)

Dai:
Xy = x + (Fa(x) — Fi(x))02 + O(83, 83).

Substituindo J5:

X4 = ZDM(x) = x + (Fa(x) — Fy (%)) (2£F1£F2H(x*)cl(x*) ) +O(2).

£%1H(x*)

conforme afirma o teorema requerido. u

Demonstracdo do Teorema (2.21)

Pela definicdo da PDM, projetaremos a ZDM em IIy para encontrarmos o ponto
x5 = ¢1(x4,03) € Iy, tal que:

Lp H($1(x4,03)) = 0.
onde J3 € R é o tempo necessdrio para que o fluxo x4 = ¢1(x3, =y — J2) satisfaca a
condicdo acima. Expandindo em séries de Taylor a expressdao L, H(¢1(x4,63)), em torno
de J3 = 0, temos:

L, H(¢r(x4,63)) = Lr H(xg) + LF H(x4)83 + O(33). (13)
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Note que:
Lr H(xq4) = L H($p1(x3, =0 — 92))-

Tomando T = —(Jp + J7) e expandindo tal expressdo em torno de T = 0:
L, H(¢r(x3, —80 — 62)) = L, H(x3) + L H(x3)(—80 — 62) + O(5, 65).
Fazendo o mesmo processo no ponto x3 = ¢2(xz,d2), obtemos:

L H(¢1(x3, =60 — 62))

L, H(x3) + LF H(x3)(—0 — 62) + O35, 63)
LpH(xp) + L, L H(x2)82 + (L3, H(x2) + L, L3, H(x2)82)(— 80 — 62)
+O(6%, 53).

Analogamente em x;

¢1(x/ 50):

L H(¢1(x3, —60 — 62)) Ly H(x2) + L5, L, H(x2)62 + (LF, H(x2) + L5, LF H(x2)82)(—d0 — 62).-

= (LpHx)+ LE H(x)80) + (Lp, L H(x) + Lr, Lr, L H(x)50)52 +
+((LE,H(x) + L3 H(x)80) + (L, LF H(x) + L, L, LF H(x))82)(—0 — 62)
+O(0%, 53).

Tomando os termos de primeira ordem, obtemos:
Lr H(xg) = L, Lr, H(x)6; — LF, H(x)52 + O(8y, 62)-
Fazendo um processo andlogo ao anterior em E%l H(xy), temos:
LF H(xy) = L3 H(x) + L3, H(x)5 + O(6o, 62).-
Portanto, em (13):
L, LrH(x)5y — L3 H(x)5, + (LF H(x) + L3, H(x)60)03 + O(J0, 62,63) = 0. (14)

Em particular, temos:

(N HE N,
do(x,y) = <— W>y+<—§m>y +0(y”),

2£F1£F2H(X*)C1(X*)
L2 H(x*)
2

5(x,y) = + 0.
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Substituindo &y e d» em (14), temos:

L, Lr H(x)Co(x*)C1(x*)y — L} H(x)Co(x*)Cy(x*)y + L H(x)63 + L3, H(x)Cy (x*)3y+

+O(501 52/ 53) = 01

onde:

_ L Lr,H(x)

C
2(x) E%:z H(X)

Considere a funcgao:

J(x,y,83) = LpLrHEX)Cox")Cr(x")y — LF H@)Cox*)Cr(x ")y + LF H(x)53 +

+L£3 H(x)C(x")d3y + O(do, 52, 33).

Note que J(x*,0,0) = 9

e ﬁ(x*,O, 0) = E%l H(x*) # 0. Pelo TFI existem vizinhancas
3

Vix 0) de (x*,0), Ws, de d3 € R e fungdo suave 03 : V(y« ) — Wy, tal que J(u, v, 63(u, v)) =

0, V(u,v) € V(x+ 9). Podemos encontrar de sua série de Taylor, os termos em y em torno

de (x*,0) como segue:

00
33(x,y) = 83(x*,0) + a—}j(x*, 0)y + O, (x — x*)).

E facil ver que 63(x*,0) = 0. O segundo termo da série é dado pela derivacao implicita

da funcgéo J. De fato, temos:

0 a] a] 963
@](%%53(95/]/)) - (x %53)"‘ 85 (x ]//53) (X y)
ou seja:
9]

853 @(xl yl 53)

( X, Y) = 8]—

(x Y, 63)

9, 9]
Encontrando os termos @(x ,0,0) e 35, —(x*,0,0), temos:

. %(X*, 0,0) = 2Lk, Lk H(x*)Co(x*)Cy(x*) — 2L% H(x*)Co(x*)C1(x¥),

2 *
853(9( ,0,0) = £2 H(x").

(15)
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Portanto:

—2Lp, Lr H(x*)Co(x*)Cy(x™) + 25%1 H(x*)Co(x*)Cq1(x*)
53(x/y) = 5% H(x*)

y+0@?).  (16)

Simplificando tal expressdo, encontramos:

—2Lp, Lp H(x")Co(x*)Cr(x7)
L2 H(x*)
1

33(x,y) = ( + 2Cz(x*)C1(x*)) y+ 0. (17)

Encontrado d3, precisamos encontrar ¢;(xy, d3), que é dado por:
$1(ZDM(x), 63) = ZDM(x) + F{(ZDM(x))é3 + O((S%). (18)
Pelo teorema (2.20), a ZDM é dada por:

L Lr,H(x*)Cq(x")
,C%ZH(x*)

ZDMarw%uuw—au»@ y>+mfx

Considerando a expressdo (18) e expandindo F;(ZDM(x)) em torno de x:

Fi(xs) = Fi(x) + O(y).

Portanto:
Lr L, H(x*)Cq(x*
$p1(ZDM(x),63) = x4+ (Fa(x) — F1(x)) (2 F ?%zgx)*)l(x ) ) N
+Fl(x)( ZEBﬁﬁzg;Lﬁg) ﬂx)+2€xﬂxau“>y+ow%

x+2Cﬂfﬂﬁ@ﬂy<5wy_ﬁaﬁaH@ﬂCﬂﬁXl@ﬂFﬂw>+

L% H(x*)
+O(y?).

Podemos entdo concluir que a PDM é dada por:

X H(x) > 0;

= Lr,LrH(x*
PDM@){;HQQwﬂQ@ﬂéxw—%;LEQH&0y+WfLIﬂw<&
EFlH (x*)
conforme queriamos encontrar. |
Considerando as hipoéteses citadas sobre a solugdo periddica tangencial estudada

acima, definimos:

27
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Definicdo 2.22. Sob as hipéteses dos teoremas (2.20) e (2.21), a Aplicagdo de Poincaré suave

por partes Py para sistemas como (9) é a fungdo Py : Iy — Iy definida por:
Py(x) = PDM(p(x)).

onde p(x) = ¢1(x, T(x)) é a Aplicagio de Poincaré natural associada ao campo suave Fiex € V,

sendo V' é uma vizinhanga do ponto x*.



BIFURCACOES SLIDING

3.1 MAPAS DE DESCONTINUIDADE PARA BIFURCA-
COES SLIDING

Dedicamos esta se¢do ao estudo local de bifurca¢des que ocorrem em sistemas s.p.p., 0s
quais apresentam grau de suavidade da fronteira igual a 1. Tais sistemas apresentam o
que é conhecido como regido de sliding (denotado por $), sendo este um subconjunto
aberto de X, onde os campos circundantes apontam em direcdo de X. Com isto, o
fluxo correspondente “desliza” sobre a fronteira de descontinuidade X.. Além disso,
faremos uso das mesmas ferramentas de andlise (ZDM e PDM), construindo tais
aplicacdes e, analogamente aos casos anteriores, definiremos, com auxilio dos mapas
de descontinuidade citados, a aplicacdo de Poincaré suave por partes associada a
esses campos. As bifurcagdes que apresentaremos agora serdo definidas conforme o
comportamento do campo Sliding, que serd considerado como uma combinagdo dos
campos F; e F, sobre a fronteira de descontinuidade ¥, dado pelo método de controle
de Utkin [9].

Inicialmente, considere um sistema s.p.p. com duas zonas autdbnomo n—dimensional
de EDO’s com uma unica fronteira de descontinuidade local, definida pela funcdo
H:D — R e o subconjunto X = {x € D C R" : H(x) = 0}, que pode ser escrito na

forma:

= (19)

{ Fl(x)/ x e Sl;

FZ(X)/ X e SZ;

sendo 0 valor regular de H. Os sistemas s.p.p. como (19) contendo regides de sliding,
dependem de hipéteses relacionadas ao grau de suavidade da fronteira . No que

segue, definiremos a classe de sistemas s.p.p. que apresentam tal fendmeno.

29
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3.2 SISTEMAS DE FILIPPOV

Para o caso onde a fronteira tem grau de descontinuidade uniforme um, isto é F;(x) #
F>(x), dizemos que se trata de um Sistema de Filippov. Esta classe de sistemas possuem

certas regides de X, definidas como segue:
Definicao 3.1. Dado um sistema s.p.p. como (19) e xg € X:

(i) Dizemos que xq é ponto de sliding se Lr H(xo) - Lr,H(xg) < 0 com LrH(xp) < Oe
Lr,H(xp) > 0. Neste caso, xg € S.

(ii) Dizemos que xo é ponto de escape se Lr H(xo) - Lr,H(xo) < 0 com LrH(xg) > 0 e
Lr,H(xo) < 0. Neste caso, xo € E.

=

—

e UL BTN, S,

A=~ /7

Figura 8: Comportamento do campo Sliding e Escape. Fonte: [2]

Observacao 3.2. Note que, sequndo a definicdo (3.1) e a imagem (8), a regido de sliding estd
contida em X e, conforme a interpretacio geométrica da derivada de Lie, é a regido onde ambos os
campos apontam para X.. Em contrapartida, a regido de escape é a regido de X. onde ambos 0s
campos repulsam de X.. Além disso, ambas as regides sido subconjuntos abertos disjuntos de X,
sendo que suas fronteiras sido onde as derivadas de Lie se anulam, que chamaremos de pontos

singulares.

Os pontos singulares podem ser classificados conforme a préxima definigao.
Definicao 3.3. Dizemos que um ponto singular xo de Sy em X é:

(i) ponto de Dobra se Lr,H(xg) =0e L%ZH(xO) #0,

(ii) ponto de Ciispide se L, H(xo) = 0, LE H(xo) = 0, £ H(xo) # 0 e { VH(xp),
V Lr,H(xo), V,C%zH (x0)} é um conjunto linearmente independente.
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A fim de identificar qual é a regido de sliding do sistema (19), utilizaremos o Método de
Controle de Utkin [9]. Tal método supde que o comportamento do campo sliding, tangente
a 2, se da pela média dos campos F; e F, somado com a metade da diferenca entre tais
campos que, por sua vez, sdo multiplicados por uma fungdo controle f: R" — [-1,1]

de tal forma que:

Ei(x) = B (x) er Fi(x) N EF(x) ; Fl(x)ﬁ(x). (20)

Para encontrar a fung¢do B : R" — [—1,1], do fato que F; é tangente a %, temos
(VH, F;) = 0. Portanto:

<v Hew, PO+A® | BE -~ AE) 5(x)> o

2 2

Utilizando a bilinearidade do produto interno em IR, temos:

<VH(x), Ey(x) + Fl(x)> + <VH(x), (Ba(x) — Fl(x))ﬁ(x)> 0.

Isolando B(x) e colocando em notacdo de derivada de Lie, obtemos:

Ele(x) + EFZH(X)

PO = = HOO — Lp, HG)'

que é a aplicagdo desejada.

Utilizando tal método, a regido de sliding é dada pelo seguinte conjunto:
S={xeX:-1<Bx) <1}
cujas fronteiras sdo dadas por:
St ={xcX:p(x)=1};

S ={xcX:B(x)=—1};

3.3 BIFURCAQ(N)ES SLIDING

Para o caso onde o campo admite regides com sliding, distinguiremos bifurcacdes desse
tipo de campo em 4 principais casos: Crossing-sliding, Grazing-sliding, Switching-sliding e

Adding sliding.
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®1(x2,t)

X3
g
ZDM f\ 58—

Ly

Figura 9: Comportamento da trajetéria onde ocorre em x* uma bifurcagdo do tipo crossing-sliding.
Fonte: [2]

Bifurcagdo Crossing-Sliding

Suponha uma solugdo periddica de (19) tocando a fronteira da regido de sliding 95~ no
ponto x*, como na figura (9).

Além disso, vamos supor também a trajetéria A é obtida pela perturbacdo das condi-
¢Oes iniciais da trajetéria B. Dessa forma, o caso apresentado se caracteriza como uma
bifurcagdo do tipo Crossing-Sliding. Sobre o ponto x* que, sem perda de generalidade,

tomamos x* = 0, exigimos as seguintes hip6teses:

— H(x*)=0e VH(x*) #0;
LrH(x*)=0;
Lr,H(x*) > 0;

— LEH(Y) >0;

(21)

= W N =

Note que, pela hipétese 1, do fato que VH(x*) # 0, o ponto x* = 0 é um valor regular
da funcdo H, ou seja, a fungdo H é definida de tal forma que DH(x") é sobrejetiva em
uma vizinhanca de x* e H-1({0}) seja uma superficie regular. Outra informacdo da
hipétese 1 é que x* € X, haja vista que H(x*) = 0. A hipétese 2 indica que x* € 95~ e

a hipoétese 3, por sua vez, indica que o fluxo ¢, é transversal a X em x*. A hipotese 4
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indica em x* um ponto de tangencia em X, pois a informagdo £2 H(x*) > 0 indica que
1
o fluxo ¢; retorna a Fj.

De tais informag6es, a ZDM para o presente caso é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 3.4. Considere um sistema s.p.p. (19) e suponha que ele admite em x* € dS~, ponto

de bifurcagdo do tipo crossing-sliding. Sob as hipéteses dadas em (21), a ZDM é dada por:

X, LpH(x) > 0;
ZDM(x) = { N L1 L H(x)?
2 L% H(x*) - Lr,H(x)

Fa(x), LpH(x) <0;

Assim como nas se¢des anteriores, o teorema da PDM para o caso crossing-sliding é

dado por:
Teorema 3.5. Sob as hipéteses do teorema (3.4) sobre x*, a PDM é dada por:

PDM;(x), x¢S;

PDM(x) = o
) { PDMj(x), x € S;

onde PDM; e PDM), serio dadas como nas expressoes a seguir:
LpH(x) 1 L3HE)
L3 H(x*) 2LF H(x*)

10F; Lr H(x)? 3
+§$F1(X) <W +O(Ul),

PDM;(x) = x+F(x) ( — .C,le(x)2> +

+ Epl H(x)
2L de(x)E%:lH(x*)
L3 H(x*) ) v_%

e GO POV LS PN B M BT
L2 H(x)? ) 2 V)T 279x T 22 Hx)? i
1 1

PDMj(x) = «x

Ey(x) +F1(x)< 1 ( L, Lr H(x*)

— — +
E%lH(x*) £p2H(x*)£%1H(x*)2

Para a construgdo de tais mapas de descontinuidade, seguiremos os seguintes passos:
1— Tomar um ponto xy € S —9S tal que L, H(xp) < 0;

2— Considerar e-perturbacdes do ponto xg e encontrar § > 0, tal que L, H(¢s(exo, 6)) =
0, ou seja, ¢s(exp, d) € 9S—;

3— Definir ZDM : ¥ — D, onde:

ZDM(exg) = ¢1(ps(exo, 8), —9),
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4— Ap0s a construcdo da ZDM, definimos PDM : X — Ily, dada por:
PDM(exo) = ¢1(p1(Ps(exo, 6), —0), 61).

ondeIly :={x € D: Ly H(x) =0}.

Observacao 3.6. Para a PDM, nds definimos duas aplicagoes PDMy e PDM;, ambas com a
mesma funcgdo (projetar a ZDM na superficie I1y). A diferenca entre as duas é onde o ponto
inicial se encontra, haja vista que, para o caso onde o ponto x ¢ S, a ZDM atua como a funcio
identidade e para pontos x € S a expressio da ZDM é dada pelo Teorema (3.4). Podemos

observar o comportamento de tais funcoes nas imagens (10) e (11).

. /_ A : n=x
PDM{JJ{) —I‘f o— —/ f
. [
[
|
|

/
| /
S ! y

/7
Ty
"
| 7
I/

Figura 10: Comportamento da aplicagdo PDM);, definida no teorema 4.3. Aqui podemos notar
que, como x; ¢ S, a ZDM atua como a fungao identidade e a PDM é apenas a projecao

suave usando o fluxo ¢; de pontos de X em Iy, como indicado acima.
Demonstragdo do Teorema 3.4

Considere o ponto inicial xg € S. Dadoe >0, come < 1, perturbando o ponto xy,

precisamos encontrar 6 € R, tal que x, = ¢s(exg, §) € 35S, ou seja:

.C,le(xz) =0.
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ZDM(x2) = xf

(e

Figura 11: Comportamento da aplicagdo PDM), definida no Teorema 3.5. Podemos notar aqui
que a aplicacdo PDM, projeta suavemente o ponto x; usando o fluxo ¢;. Como o
ponto x¢ é a imagem da ZDM no ponto x; € S, os primeiros termos da PDMj s&o os

termos obtidos pelo teorema 3.5

Expandindo L, H(¢s(exo,d)) em torno de 6 = 0, temos:
H(¢s(exo, 8)) = L, H(exo) + L, L, H(exo)d + 0(52).

O campo F; é dado por Fs(x) = Fj(x) — C(x)F;(x), onde C(x) = E E ; Substituindo
F
em L, L H(exp), temos: ‘

L LpH(exo) = (VLpH(exo), Fs) = (VLE H(exo), Fi(exo) — C(exo)Fy(exo)) =

—E%l H(exo)) .
Entao:

L, H(exo) + (£}, H(exo) — Clexo) (Lr, L H(exo) — £} H(exo) ) ) +0() = 0

Definindo v = L H(exg), considere a funcdo G(xo,v1,6) = v1 + 5(5%1H(ex0) —

Clexo) (Lpl L, H(exo) — E%lH(exo)» +0(?)
Note que:
3G, _

55 ,0,0) = H(x)>0.

E%lH(sxo) — C(exo)Lr, LF,H(exp) = E%lH(sxo) — C(exo)(ﬁplﬁsz(exo) —

35
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Pelo Teorema da fung¢do implicita, existe d(xg, v1), funcdo suave que anula G(xg, v1,6)

em uma vizinhanga de (x*,0), ou seja:
G(xo,v1,0(x0,v1)) =0

com (xq, 1) € V(y+ ), sendo V|, gy uma vizinhanga de (x*,0). Devido a suavidade de
4(x0, v1), podemos aproximé-la por séries de Taylor e, tomando apenas os termos em v;

da expansdo de ¢, obtemos:
S(x0,01) = 3", 0) + (2", 0)0y + (0}, 30 — ).
1
Em G, temos:

oG . on G ac* a6, .
(x,0,5(x,0))—a—vl( 00)+ ,O,O)avl(x,o)—O

901
Isolando aa—(s(x*, 0), temos:
U1
LB al(x /0,0)
801 aG(x* O O)
Novamente em G: .
—(x 0,0)=1,
aG * *
=5 *,0,0) = LE H(x*) > 0.
Logo:
d0 1
— %0 = ———-—.
801( ) ﬁ%lH(x*)
Portanto: .
o(xg, = O(0?).
(xo Ul) E%‘l H(x*)vl + (Ul)

Para encontrar a ZDM, definimos:
X3 = ZDM(€XO) = 4)1(475(53(0, 5)/ _5)

Expandindo ¢1(¢s(exp, ), —6) em torno de = 0, temos:

Pu(ex0,6) — Fugulexn, )6 + 2 Fiu(exo, )>—+O<53>

2

2
Fs(exo)‘s— — Fi(exp)d — aaia (ex0)0? + ?Fl(exo)(s— +0(8%)

X3

Fs

exo + Fs(exo)d + I
8 [ OF;

exo + 6 ( F(exo) — Fi(exo) ) + < ® Fy(exp) — —F1(8x0)> +0(%),

2
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oF.
onde o termo —— Fs(exo) é dado por:

ox
P Ren) = <%—Ij:(€xo) — VClex)Fy(exo) - C(sxo>%—ljj(x>> (F1<sxo) - c<exo)Pd)
= R exn) — Falexo) [V Clexo), Fi(exo)) + O(h),
O termo C(x) é dado por:
e LR HE)
® " LA

Portanto, o gradiente de C(x) é dado por:

VLpH(x)  LrH()

VC(x) = Lr, H() Lde(x)2v£FdH(x)'
Logo:
LEH(X)  LrH>)
(VC(x), Fi(x)) = Lr HGP — EFdH(x)zL‘plﬁde(x).
Entao:

Lr H(exo) 62 (L% H(exo)
xa=exg+0| — =—1—""F,(ex +— -
370 ( L, H(exo) al °)> 2 L, H(exo)

Substituindo ¢:

B L, H(exo) LrH(exo) . 1 { Lr, H(exp)? L% H(exo)
X3 = exg+ _—E%l He) " L, Hexo) 1(ex0) *5 —LélH(x*)z oy Eak

'Pd(8x0)>

Fi(exg) + O(v%)) .

1 [,le(sxo)ZL%_alH(exo)
2 L% H(x*)? - Lr,H(exo)

,Cpl H(Sx())2

Ei(exg) + O(03).
L3 H(x*) - Lg,H(exo) a0 !

Fy(exo) —

= &g+

Note que:
* a *
LF H(exo) = LF H(x*) + a(ﬁ%lH(x )exg + O(e?).
Entio:
H(exp)? Lr, H(exg)?
x5 =exg 4 o LaHEQD” P BHEQ)N )+ 00,

L2 H(x*) - Lr,H(exo) ~ 2£2 H(x*) - Lr,H(exo)
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Portanto: ,
1 ﬁp H(EX()) 3
ZDM(exg) = exo + = L +O(v7).
2 £3 H(x*)- Lr,H(exo) !

que era o que queriamos encontrar. [
Demonstragdo do Teorema 3.5

Como falado anteriormente, a PDM ¢é a projecdo suave da ZDM na superficie de
velocidade zero, ou seja, em Iy = {x € D : L H(x) = 0}. Para tal demonstragdo, seja
x1 = €xg. Precisamos considerar dois casos:

Caso1:x; ¢ S

A esta, chamaremos de PDM;. Se x; ¢ S, pelo teorema (3.4) temos ZDM(x1) = x.
Dessa forma, precisamos encontrar 6 € R de tal forma que Lr H(x3) = 0, sendo
x3 = PDM;(x1) = ¢1(x1, 6). Expandindo a expressdo L, H(¢1(x1,5)) em torno de 6 = 0:

(52
L H(¢1(x1,0)) = Lr H(x1) + L H(x1)6 + Lﬁ;lﬂ(xl)E +0(8%) = 0.

Definindo v; = Lr, H(x1), temos:
+£2FH (5+L13FH —2+053 =0

Considerando G(x1,v1,90) = v1 + 5%1H(x1)5 + £13:1 H(xl)g +0(6%), note que:

aG * 2 *
25 07,0,0) = LE H(x") #0.

Pelo TFI, existe uma fungdo suave d(x1,v1) que anula G, definida em uma vizinhanga
de (x1,v1) = (x*,0), ou seja:
G(x1,01,0(x1,01)) = 0.
Tomando apenas os termos de intesse na série de Taylor de 6(x1,v1), obtemos:
92 2

_ * dd * 0 * Z)1 3
(S(X1,?)1) = 5(.76' /0) + a_vl(x /0)01 + av% (x /0) > + O(vl)'

Diferenciando G implicitamente, temos:

oG oG oG 00
a—m(x1,01,5(x1,01)) = a—m(x1101,5) + ﬁ(xlrvlré)%(xlfvl) =0. (22)
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Logo:
3G
) a0, % 00)
—(x%,0)= -7,
901 aG(x* 0,0)

e como —(x 0,00=1e aa—(;(x*,o, 0) = C%lH(x*), obtemos:

90 1
Nou X*IO = — 5 T, -
801( ) ﬁ%lH(x*)
2
Para encontrar o segundo termo Y diferenciamos novamente a expressdo (22) para
51
obter:
d (0G o (G oG BN
901 (8 (X1,v1,5(x1,01)> = 9 (8 1(x1,01,(5) 5 (xl,vl,é) (X1,01)>
°G %G 8
= a_v%(xl/ v1,0) + 9500, (Xl,’()l,(S) (x1,01)+
9°G 92G 6 26
+ <80185(X1,015) t o (xmné) (x1,01)) a_vl(xl’vl)
oG )
+8—U1(x1’015)a_v%(x1’01)
= 0.
82G azG aZG i
Note que —avla(sG(me,(S) 3090, =——=I(x1,01,90) = 3 %(xl,vl,é) 0. Entio:
2
%G [ 96
%6 85 vy L3 H(x*)
2(x ,0) = =—— .
v J9G EFlH(x*)?’
200
Dai: o 2
H(x*
5(x1,01) = — 5ot R0 o7 O(@}).

— —+
L H(x*) LFH(x*)? 2
Definimos a PDM como sendo PDM(x1) = ¢1(x1, ). Expandindo a expressao ¢1(x1, )

em torno de 4 = 0:

oF
¢1(x1,0) = x1 + F(x1)0 + —1P1<x1>— +0(5%).

39
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Substituindo ¢:

o LRHG zﬁ) 19F, (ﬁaHm)Z

_ . . “1 19 3
PDMl(xl) =X1 +F1(xl)< L%lH(x*) E%lH(x*)S) 2 + 2 9x Fl(xl) L%lH(x*)2> +O(5 )

e ap0s a substitui¢do de v;, obtemos:

_ £p1H(x1) _ 1 L%H(X*)
L3 H(x*) 2LFH(x")

2
PDM;(x;) = xj+ Fl(x1)< 10k <£p1H(x1) )

2 21 R iAo
Lr H(x1) ) 55y F1) L2 H(x P
+O(03).

conforme queriamos encontrar.

Caso 2: x1 € S

Para tal caso, devemos encontrar ¢ € R, tal que ¢1(ZDM(xy), ) € I1y. Expandindo
L, H(¢p1(ZDM(x1), ), em torno de 6 = 0:

LrH(@1(ZDM(x1),8) = LpH(ZDM(x1))+ LE H(ZDM(x1))d +
+£§1H(ZDM(x1))52—2 +0(8%).

Pela expressdo obtida no teorema (3.4), temos:

B Lr H(x1)?
Ele(ZDM(Jq)) = ,Cle (xl + ZEFdH(xl)E%lH(x*)Fd(X1)> .

Expandindo a expressdo acima em torno de x;, obtemos:

L H(x1)?
LrH 1 F
F (xl + 2L, Her) C2, H(E) 2(x1)

Lr H(x1) +(VLpH(x1), Fy(x1)) -

vt
2L, H(x*)LE H(x*)
Lg, Lr H(x1)

2L‘de(x*)£%1 H(x*)

+0(v3)

Lr H(xp) + 0%+ O(03).

Ent3o:
Lr,Lp H(x1) »

(52
_ 2 3 3y _
EFIH((Pl(ZDM(xl), 5) =01+ 2£FdH(x*)£12:lH(x*)vl +£F1H(X1)5+ ,Cle(xl)? +O(Z)1) =0.
Considerando
LpLrH(X1) 5, 3 6% 3
G(x1,01,6) = v+ 2£pd1;(x*1)£%1H(x*)vl + L5 H(x1)0 + Ly, H(xl)E +0(v]) (23)

= 0.
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note que:
G(x*,0,00=0

oG, §
g(x ,0,0) = L H(x*) #0.

Pelo teorema da fung¢do implicita, existe d(x1, v1), funcdo suave, tal que G(x1, v16(x1,v1)) =

0. Analogamente ao caso anterior, obtemos:

1

o
R ov)) W —
801( ) E%lH(x*)

e

90, (8 (X1,01,(5(01))> = av% —(x1,01,0) + 3590, (X1,v1,(5) (x1,01)+ (8 a(s(xl'vl"s)

82G dd oG 0%5
o5z (¥, 01,0)5 - (x1,01)> (x1,01) + 55 (x1,01,5)ﬁ(9€1, v1)
U1

001
= 0,
2 2
e também, notamos que 8271(5 5(x1, v1,0) = 8?58(51 (x1,v1,90) =0, que nos resta:

%G 9%’G 9%°G R}
a_v%(xlrvlé(xlzvl)) = a—U%(X1,U1,5)+W(Xl,vﬁ)(a—vl(ﬁlvl)) +

0G 025
+$(x1/ 01, 5)8_7]%(X1/ Ul) =0.

Da expressdo (23), obtemos:

0°G 5 L, L H(x1)
a Z(xllvll ) H( *)Ez H( *)
L5l L, H(x*) Ly H(x
Logo:
926 P v o)< LpLpH(x) L3 H(x*)
ov? FZH(x>‘<),Cl%1H(x*)2 £%1H(x*)3'
Portanto:
Lr,LrH(x* L3 HxY) \ o2
[,FlH(x ) Lr,H(x )£F1H(x ) ﬁle(x )

Definimos a PDM como sendo:

PDM>(x3) = ¢1(x3,9).
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Expandindo a expressao acima, temos:

R,

52 3
gl:l(xs)? +0(5°).

$1(x3,0) = x3 + F(x3)0 +

Novamente pelo teorema (3.4):

B Lr H(x1)
Fi(x3)=F <x1 + 2L HOLL H(x*)Fd(x1)> ,

que, por sua vez, pode ser expandido em torno de x; para obtermos:
Fi(x3) = Fi(x1) + O(x1).

Analogamente para %Fl(m):

oF, 9F,

alﬁ()@) = aFl(xl) +O(x1).

Substituindo as expressdes acima e x3 na PDMj:

EF H(x1) apl 52 3 3
PDM = 1 F, F 0+ —F — +0O(x1,9°,
2(x1) X1+2£FdH(x1)£12:1H(X*) a(x1) + Fi(x1)0 + =2 F (x1) = + O(x1, 0%, 01
Substituindo J:
L H(x1) 01
PDM - ! E F -
2(x1) X1+ 2L, H(xp) C2 H(x') a(x1) + Fi(x1) 2 H(x")
H(x* L3 H(x*) \ 02
B EchFl (x ) N F ( ) ﬁ + laFlFl(xl)-
LpH*)LE Hx*? L3 Hx*)? ) 2 2 dx
2
“1 3
(=) £ 0(xy, D).
(.c%lH(x*V) !
como queriamos mostrar. u

Com auxilio das fun¢des ZDM e PDM, podemos definir a Aplicagdo de Poincaré suave
por partes associada a uma bifurcagdo do tipo crossing-sliding. Primeiramente, observe
a figura (12). Considere Il; subconjunto de X como indicado na figura (12). Suponha
que uma solugdo periddica de (19) passa pelo ponto x*, tal que x* seja um ponto de
bifurcagao do tipo crossing-sliding. Para algum T; € IR, considerando como condigao
inicial xo € I; a trajetéria ¢»(xp, T1) encontra X em x7. Sob acdo da PDM, encontramos

o ponto PDM(x1), como ilustrado na figura. Sob agado do fluxo ¢y, para algum T, € R,
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(‘)S'-}- ; : I(‘)S'_

Figura 12: Comportamento da Aplicagio de Poincaré para uma bifurcagdo do tipo crossing-sliding

para pontos em S.

encontramos o ponto x; € I1;. Entdo, a aplicagdo de Poincaré Py : Iy — I1; é a funcdo
que leva xp a xp, ou seja:

Pn(x0) = x2.

Agora, como ilustramos na figura (13), para pontos x ¢ S, a PDM atua como uma
projecdo suave do ponto x; = ZDM(x1) em Iy, como demonstrado no Teorema (3.5).

Assim, a Aplicacdo de Poincaré Py € a aplicagdo que leva yp a 1>, ou seja:

Pn(yo) = yo.
Considerando as afirmagdes acima, definimos:

Definicao 3.7. Dado um sistema s.p.p. como em (19) e x* € X, ponto de bifurcagio do tipo
crossing-sliding. A aplicagdo de Poincaré suave por partes Py : Iy — Il associada é definida
por:

Pn(x) = p1(PDM(¢2(x, T1)), T2).

onde PDM é dada no teorema (3.5) e T1, Tp € R sdo tais que ¢o(x, T1), p1(PDM(¢pa2(x, T1), T) €
2.

43
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03] !/ S1
~ / ~
/‘/OST”‘—\/\ 195~
pX
¥
r
/ 7
| 1, o TVI=ZDM(y1)
| s |
PDMy1) <« 7/ 1
\ v !
\ I
\ |
Sy

Figura 13: Comportamento da Aplicacdo de Poincaré para uma bifurcagdo do tipo crossing-

sliding para pontos fora de S.

Dessa forma, podemos notar que Py(A) = A, ou seja, o ponto A é o ponto fixo da
aplicacdo de Poincaré, que representa exatamente a trajetoria periddica que passa pelo

ponto de bifurcagado x*.

Bifurcagdo Grazing-Sliding

Considere a situagdo seguinte, ilustrada na figura (15): uma solugdo de (19) passando
por x* € 35~ é periddica e estd contida em S;. A trajetéria passando pelo ponto x3 é
uma perturbagao da solugdo passando por x*. Nesse caso, o ponto x* é um ponto de
bifurcacdo que chamaremos de grazing-sliding. Para tal caso, sobre o ponto de bifurcagdo

x* =0 exigimos as mesmas hip6teses consideradas no caso crossing-sliding, dadas em
(21).

Dessa forma, a ZDM para o presente caso é dada pelo teorema que segue:
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v N (1’1(1‘*,1)
51 \ 98- /

Figura 14: Ilustragdo do comportamento do fluxo préximo ao ponto de bifurcagdo grazing-sliding.

Fonte: [2].

Teorema 3.8. Considere o sistema s.p.p. (19) e suponha que ele admite em x* € dS~ ponto de

bifurcagdo do tipo grazing-sliding. Entdo, a ZDM é dada por:
X, H(x) > 0;

m) (F2(x) — Fi(x)), H(x) <0;

ZDM(x) = { ) ( H(x)
para x em uma vizinhanga suficientemente proxima de x*.
Para a PDM, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.9. Sob as hipéteses do teorema (3.8), a PDM é dada por:

X, x € Sq;

PDM(X) = { 5 1 £F2£F1H(x*) )
xX+y <WP2(X) - WPl(X)>’ X € Sz,

ondey = /—H(x) = \/—Hmin(4>1(x/ t).

Para a contrucdo das expressdes acima, seguiremos os seguintes passos:

45
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ZDM(&xp)

(s}

Figura 15: Comportamento da PDM para o caso Grazing-Sliding.

1— Em uma vizinhanga suficientemente préxima de x*, tomar o ponto inicial xy €
Iy = {x € D: L H(x) = 0} e considerar e-pertubacdes do ponto x( tal que
H(exg) < 0, com |e|< 1;

2— Encontrar §; < 0 tal que xp = ¢1(exp, 41), e H(xp) = 0;
3— Encontrar §; > 0 e x3 = ¢s(x2, 67), tal que Lr, H(x3) = 0;

4— Definir ZDM : Iy — D, como sendo:
xg = ZDM(exo) = p1(ps(P1(exo, 01), 02), —61 — 62).

5— Encontrar &« € R tal que Lr H(¢s(ZDM(exp), «)) = 0, definir PDM : ¥ — Ily,
como sendo:
PDM(exg) = ¢s(ZD M(exp), a).

onde Il C 9S™.

Demonstracdo do Teorema 3.8

Tome x( € S e considere e-perturbagdes de xp, com |e|< 1. Para encontrar o tempo

61 satisfazendo H(x;) = 0, onde xp = ¢1(exp, 1), observando a figura (15), podemos
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notar que sua contrugdo é andloga a construcdo para sistemas de impacto. Dessa forma,

o tempo J; é dado por:

- _ 2 2
(51(.X(), y) = ﬁ%l H(x*)y + O(y )/

onde y = v/—H(exp).

Considerando que x; = ¢1(exp, d1) e x3 = ¢s(x2, 62), para encontrar J, > 0, precisamos

que x3 satisfaga Lr H(x3) = 0, ou seja, x3 € 95~ Expandindo Lr, H(x3) em torno de

0» =0, temos:

LpH(x3) = LrH(xp)+ LpLp H(x2)0 + O(2)
Lr H(¢1(exo,01)) + L, L7, H(1(ex0, 61))02 + O(63)

,Cpl H(€XO) + [,12:1 H(€XQ)51 + ﬁpsﬁpl H(SX())(SZ + O((sg, (5%)

Em particular, temos:
Lr L H(exg) = ﬁ%lH(sxo) — C(exp) <£p1£p2H(exo) — £%1 H(ex0)>.

Logo:

47

L, H(exo)+ L}, H(exo)dr + £}, H(exo) — Clexo) ( L, Lr, H(exo) — L] H(exo) ) )62 +0(3, 6) = 0.

Considerando o fato de exy € Il temos Lr H(exp) = 0. Dat:
L} H(exo)(81 +82) + O(63,67) = 0,

o que implica em dizer que:
8, = —61 + O(y).

2
0 =, | ———y +O®).
2\ zEE? Y

A ZDM é definida pela expressao:

x4 = ZDM(exg) := ¢1(Ps(¢1(exo, 61),02), =1 — 62).

Logo:

Expandindo tal expressdo em torno de J; = 6, = 0, obtemos:

62 [ OF oF oF
xy = exo+02(Fs(exo) — Fi(exo)) + 52 < > Fy(exo) — a—xlFl(Exo)> — 0102 (—1F1 (exo) —

ox ox
oF;

—gps(sxo)> +0(82,83).
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Substituindo d, = —d; + O(y2) na expressdo acima:
5 oF BF
ZDM(exg) = exg + 62(Fs(exo) — F1(exg)) + > ( o LFi (ex0) — S (€xo)>

Analogamente ao caso anterior, precisamos encontrar os termos Fs(exp) e ax Es o (exo).

Note que, como L, H(exp) = 0, temos F(exg) = Fs(exp). O termo %Fs(exo) para tal caso,

é dado por:
81—“5 8F1 L% H(exo)
F ex F ex —L " Fi(exp), 2
s(exo) = 1(ex0) — Ly, H(exo) a(ex0) (24)
ou seja:
52 L% H(exo)
ZDM(&X'O) =&Xg + ? <Fd(8xo)m . (25)
Substituindo a expressdo para d, em (25):
1 2 L%, H(exo)
ZDM(exo) = exo+ 5 | V" | | Falexo) +—r— |-
(ex0) = exp <£2 Hix ) ) ( a( o)EFzH(ng)
Podemos também notar que:
LF H(exo) = L3 H(x*) + O(e).
Portanto:
2
ZDM(exp) = exg + (Fd(exO)&é—@m> .
2
Substituindo y na expressdo anterior, obtemos
H(exo)
ZD = —| ——F—7""= | | F —F .
M(exo) = exo (L'FZH(SXQ)> ( 2(€x0) 1(€xo)>
como queriamos demonstrar. |

Demonstragio do Teorema 3.9

Para a demonstragdo do teorema (3.9), consideremos o ponto exg € Sy e a ZD M(exy),
tal que Lr, H(exg) = 0, como na figura (15).

Devemos entdo projetar ZDM(exg) suavemente em I, sob agdo do fluxo ¢;. Para
isso, precisamos encontrar § € R, tal que L, H(¢1(ZDM(exp), ) = 0. Expandindo tal

expressdo em torno de ¢ = 0, temos:

Ly, H(¢1(ZDM(exo), 8)) = Lr, HZDM(exo)) + LF H(ZDM(exo))s + O(6%) = 0
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Analogamente aos casos anteriores, obtemos:

U1

o TO),
L3 H(x*) !

o(exp, v1) =

onde v = L H(ZDM(ex)). Substituindo a expressdo da ZDM do teorema (3.8), temos:

Fy(ex
L H(ZDM(exo)) = Lp, H (sxo * yz%) |
2

F,
Expandindo a expressdo £ F1H<gx0 " y2£ 1(exp)

——————) em torno de exg:
E H(EXO)>

> Fa(exo) B y 3
LrH <8X0 +y —»CFZH(SxO) = Lp H(exo) + (VLE H(exo), Fd(gxo»—ﬁFZH(Exo) +0(@y°)

,deﬁle(ExO) >

+O®1P).
EFZH(&C()) y (y)

Lr, H(exg) +

Logo:

1 Lp ﬁp H(SXQ)
S(exo,v1) = ————| L H(exp) +y? | —2—L -2
(ex0, v1) E%lH(x*)( rH(exo) +y ( Ly, H(exo) >)

1 z*CFd'CFlH(sxO) 2
LR HG) (y LrHex) ) OO

Escrevendo Lr,Lr H(exg) = L, Lr, H(x*) +O(¢) e L5, H(exg) = Lg,H(x*) + O(e), temos:

£F2£F1 H(x*) _ 1
L2 H(x)LpH(x) LrpH()

S(exo, v1) = —y2< ) +0(v3,¢).

Defimos a PDM como sendo:
PDM(exp) = ¢1(ZD M(exy), 6).
Expandindo a expressdo ¢1(ZDM(exp), ) em torno de 6 = 0:
$1(ZDM(exy),d) = ZDM(exp) + F1(ZD M(exp))d + O((SZ).
Em particular, temos:

ZDM(exp) = exp + y2 EFd(ng) + O(y3)

F,H(exo)

49
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IﬂZDM@m»:H<w:+yZ—%é%5 ow%)

Expandindo a expressdo acima em torno de exg até o termo de ordem O(exp):

F (sxo + y 7 d(H(O)*) + O(y3)> = Fi(exp) + O(sxo,y3),

ou seja:

$1(ZDM(exg), 5) ZDM(exg) + F1(ZDM(exq))d + O(exo, 6%, y°), (26)

ZDM{(x2) + Fy(ex)d + O(62, exg, y°). (27)

Substituindo 4 na expressao anterior:

Lr,Lr, H(x*
PDM(exo) = ex0+3 I(if") )+F1(€xo)<—y2< iz ?I(x(f; - ;I(x*)>>+0<y3,exo>.
F 2

Expandindo L, H(exp) em torno de x*:
Lr,H(exg) = LE,H(x™) + O(x™)

Dessa forma, concluimos que:

1 L, Lr H(x*
PDM(EXO) =&Xg + yz (LFT(X*)Fz(Exo) — L}pP&(Exo)) .
2 F

que era o que queriamos encontrar. H

De maneira anédloga ao caso anterior, podemos construir a aplicacdo de Poincaré suave
por partes para pontos de bifurcacdo do tipo grazing-sliding. Para isso, observemos
a figura (16). Suponha uma solugado peridédica passando por x* , sendo x* um ponto
de bifurcacdo do tipo grazing-sliding. Para alguma trajetéria passando por xp, tome
o ponto ¢1(xg,T) = x; € IIy e T € R. Sob acdo da PDM, dada no teorema (3.9),
encontramos o ponto PDM(x;) € Ily. Entdo, a Aplicagdo de Poincaré Py para pontos

de bifurcacdo do tipo grazing-sliding é a aplicagdo que leva xg a PDM(x1), ou seja:

Pn(x1) = PDM(x1).

Considerando as afirmagdes acima, definimos:
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Figura 16: Comportamento da Aplicagdo de Poincaré para pontos de bifurcagdo do tipo grazing-

sliding.

Definicao 3.10. Para uma trajetéria peridica de um sistema do tipo (19) apresentando uma
bifurcagdo do tipo grazing-sliding, a aplicagio de Poincaré suave por partes Py : 11y — Iy
associada, é definida por:

Pn(x) = PDM(¢1(x, T)),

onde T é o periodo da trajetéria passando por x* e PDM é dada no Teorema (3.9).

Dessa forma, temos

Pyn(x") = x

ou seja, o ponto x* é um ponto fixo da aplicagdo de Poincaré, que representa a rbita

periddica ilustrada na figura (16).

Bifurcagdo Switching-Sliding

Considere uma trajetdria periédica de (19) em S;, que atinge a fronteira dS™ no ponto
x* como podemos observar na figura (17). A trajetéria proxima é uma pertubagao da
trajetéria contendo x*. Dessa forma, o ponto x* é uma bifurcagdo, que chamaremos de

Switching-Sliding.
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(f)l (E.’L‘g, (51)
ZDM __4£Xg
o
X3 :
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5 !

i

Figura 17: Comportamento dos fluxos em uma vizinhanca do ponto x* para a ZDM do caso

switching-sliding. Fonte: [2].

Para o presente caso, exigiremos as seguintes hipéteses sobre o ponto de bifurcacdo
x*=0:
1 — H(x*)=0;,VH(x") #0;
2 LpH(x*)=0;
3 — LpH(*)>0;
4 — LEHx") <O,

Considerando as hipéteses acima sobre o ponto x*, note que pela hip6tese 1, assim
como nos casos anteriores, pelo fato de VH(x*) # 0 o ponto x* = 0 é um valor regular
da funcdo H e, também, x* € %, pois H(x*) = 0. A hipétese 2 indica que o ponto esté
sobre 0S5~ e, além disso, que a trajetéria ¢; passando por x* é tangente a X em x*. A
hipétese 3 indica que o fluxo ¢, é transversal a > em x* e, a hip6tese 4 indica que o

fluxo ¢ é tangente a x* por uma trajetéria que estd contida em S,, ou seja, o ponto x* é
1

uma dobra invisivel.
O teorema da ZDM do caso switching-sliding é dado no que segue:

Teorema 3.11. Considere o sistema s.p.p. (19) e suponha que ele admite em x* € dS~ um ponto
de bifurcagdo do tipo switching-sliding. Entdo, a ZDM : ¥ — ¥ numa vizinhanga de x* é dada
por:

x, LpH(x)>0;

#DME) :{ Z(), L H(x) <0;
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onde

Z(x)=x+2

Lr H(x)? (aa 1

2
E%lH(x*)zﬁde(x) ox * m (ﬁFlH(X) — £P2£F1H(x)) ) F;(x).

O teorema da PDM para o presente caso é dado por:

Teorema 3.12. Sob as hipéteses do teorema (3.11), a PDM : ¥ — Ily para um ponto de
bifurcagdo do tipo switching-sliding é dada por:

PDM(x) =

2Lp H(x)? oF; L, Lr H(x)
"L HG) L, H) <_(x)+ Lr,H(x) >Fd(x)_

ox
LrH
(R — C)Ey(x) =AW

E%lH (x*)
sendo x ponto inicial da ZDM.

Para a construcdo do presente caso, seguiremos os seguintes passos, ilustrados na

imagem acima:
1— Tomar como ponto inicial xp € £\ S tal que L, H(xo) > 0;
2— Encontrar § > 0, tal que xp = ¢1(exp,J) € X, ou seja, H(xp) = 0;
3— Definir ZDM : ¥ — %, onde :

ZDMi(exo) = ¢s(¢1(ex0, 6), —9).

4— Encontrar « € R, tal que Lr H(¢s(ZDM(exp), «)) = 0 e definir PDM : ¥ — Ily,
dada por:
PDM(exg) = ¢ps(ZD M(exp), «).

Demonstragdo do Teorema 3.11

O tempo ¢ > 0 pode ser encontrado implicitamente pela equagéo:

H(gbl (EX(), 5)) =0.

De fato, expandindo H(¢;(exp, §)) em torno de é = 0, temos:

52 53
H(¢1(exo, 8)) = H(exo) + L, H(ex)d + L‘%lH(exo)7 + E%H(sxo)g +0(0% = 0.

53
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Como exp € X, temos H(exp) = 0. Logo:
2 & s & 4
L, H(exo)d + Ele(8x0)3 + ['PlH(SXO)g +0(5%) = 0.
Como buscamos § # 0, considerando v1 = Lr, H(exp), temos:
EZ 0 £3 &2 0] 53 _
v+ FlH(€x0)§ + FlH(exo)g +0(6°) =0

Fazendo uso das técnicas anteriores e considerando G(xg,v1,6) = vy + E%lH (sxo)% +

oG 1 o %
,C%lH(sxo)% +0(4%), note que a—(s(x*,O, 0) = Eﬁ%lH(x*). Por hipétese, L3 H(x*) < 0.

Pelo T.EI existe uma funcao suave d(xg, v1) satisfazendo G(xg, v1, d(xg,v1)) = 0.
Para encontrar a primeira aproximacédo de §, derivamos a fungdo G implicitamente

em relacdo a v;:

oG oG oG 00
=——(x0,v1,d(x0,71)) = 5—(x0,v1,0) + (x0/ vy, 5) (XO, v1) = (28)
v, 001

a0
Isolando o termo ﬁ(xo, v1) e aplicando G no ponto (xp, v1,6) = (x*,0,0), obtemos:
1

36 90 1(x 0,0)
_(x*IO) -~ 000
801 aG(x* O O)

Para encontrar o termo de segunda ordem de J, diferenciamos novamente a expressao

(28) em relagédo a vy:

d [ 9dG 92G 2G 2C
a—vl<a (XO101/5(X0101))> = 82(01,(5)+a(5a (xo,v1,(5) (xo,vl)+<a a(s(x‘)'”l"s)
JERS 36 36 G 25
a0z Koo 0)g (’CO'Ul))a (x0, v1) + 5(Xo,vl,5)ﬁ(xo,vl)

= 0.

Os termos da expressdo acima sdo dados por:

. a—G(x ,0)=1,
G * 2 *
o« So(x",0)= EﬁFlH(x ),
2
° J G(x ,0)=0,

82
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PG

* 30060 0 =0
2G|

* 3000, 0 =0
26

1
o S5 (0) = L3 HE).

A expansdo em séries de Taylor de § em relagdo a variavel v; é dada por:

. a0 %, 03 3
0(xp,v1) = 0(x*,0) + a—vl(x ,0)v1 + a—v%(x 'O)E + O(07).
Substituindo os termos acima, temos:
1) 2
EY */ 0 Y S —
00y (.0 L3 H(x*)

2
026 1 2 2
— (0= —=L3HY| — ——— —= |,
g0z 0 5ER (x)( E%lH(x*)> (E%lH(x*)>

9?25 8 L3 H(x*)

PO (%, 0) = —o "
27"V T3 Aoy

ou seja:

Portanto:

L3 H(x*
30, 1) = 270 1( ol

00 o _2ZH T ) r Hiexg) + O(0D),
L‘%lH(x*)+2 3£%1H(x*)3> F, H(exo) (07

que, por sua vez, pode ser reescrito como:

(%] 4 E%le(X*)

5(xp,v1) = =2 — = v + O(03).
! L2H(x") 3LLH@) ! 1

Definimos:
x3 = ZDM(exo) := ¢ps(¢P1(exo, 6), —9).

Para encontrarmos a expressao da ZDM, expandimos ¢s(¢;(exg, §), —6) em torno de
6=0:

2
$s(91(ex0,8), ~8) = ex0 + 6(Fexo) — Flexo)) + (%Fl(exo) - %a@xo)) .

55
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F
Em particular, o termo — Fy(exg) é dado por:

ox

JF; oF L% H(exo)

B_F s(exg) = aﬂ(ﬁxo) C(ﬁxo) Fi(exo) — ml—“d(exo)+
Lr Lr H(exp) — ex
Lrlrtexo) - Ly ( O)LFlH(sxo)Fd(sxo)+O(v%).

L’de(sxo)z

Substituindo F; e a expressdo acima na ZDM:

Ps(¢p1(exo, 6), —0) = exo+d(Fi(exo) — Fi(exo) + Clexo)Fy(exo)) +

6% [ OF oF
+7<—1F1<e 0) - (a—;mexo) Clex) ) Falexo) —

ﬁpl ,sz H(EX()) — 'C%l H(€XO)
L, H(exo)?

L% H(exo)
EFdH(SxO)

'Fd(SJCQ) +

L, H(exo)Fa(exo) + O(v§)> ) .

Simplificando tal expressdo, obtemos:

ZDM(exp) = sx0+(5(C(sx0)Fd(sx0)> & <C(sx0) Pd(exo)+£H—EO; Fy(exo) +
+%(£?~1H(8x0) — Eplﬁsz(sxo))Fd(exo)) :

Substituindo ¢:

ZDM(exp) = exo—2 o H(xgzﬁs SFiex )+22111;—((€;’)); (C(sxo)aai;Fd(Exo)+
% (exg) + %(zﬁ H(exo) — L, £F2H(sxo))Fd(exo)> .

Distribuindo a multiplicagdo e substituindo C(ex), temos:

£, H(exo)? L, H(exo)® aFl

ZDM = exg—
(ex0) = X0 =27 H(x*)L’de(sxO) Falexo)+2:m H(x*)2L, H(exo) 9x Falexo) +
Lr H(exp)? £ H(exp)?
h Fi(exp) +2 h E H(ex
£2 H(x*) Ly, H(exo) a(e%0) E%lH(x*)zﬁde(exo)z( (ex0) =
_‘CFl‘EFzH(ng))Fd(SxO)‘

Simplificando os termos possiveis, temos:
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Lr H(exg)? oF; 1 )
ZDM = 2 1 —+————| L2 H —
(ex0) €xo + £%1 H(x*)ZEFdH(ﬁxo) ox + L, H(exo) F (ex0)

—ﬁaﬁFzH(Wo)) ) Fy(exo).

que é o que queriamos demonstrar.

Demonstragdo do Teorema 3.12

Para este caso, consideraremos como superficie de velocidade zero ITy = dS~, haja
vista que o fluxo que projetard a ZDM é o fluxo sliding ¢s que, por sua vez, estd contido
na fronteira de descontinuidade X.. Para ilustrar o comportamento da PDM, observemos

(151 (E.’L‘O ’ 51)
M ' EXp

a figura (18).

Figura 18: Comportamento da PDM para o caso Switching-Sliding. Ilustramos aqui o comporta-

mento de ambas as fungdes ZDM e PDM. Fonte: [2].

Devemos entdo encontrar um tempo « € IR, tal que:

ﬁpl H((PS(X3, 0()) =0.
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Eventualmente, o ponto x3 pode pertencer a dS~. Para este caso, temos a = 0. Para
qualquer outro caso, a fim de encontrar o tempo a € R, devemos expandir o lado

esquerdo da expressdo acima em torno de a = 0:

L H(¢s(x3,0)) = L5, H(x3) + L, Lp, H(x3)a + O(a®) = 0. (29)
Sendo ex( o ponto inicial e considerando x3 = ZDM(exo), o termo L H(x3) é dado
por:
3 aFl
,Cle(X3) = ,Cle EXp + 2C3’01 g(&(o) + C4 Fd(exo) ,
Lr Lp,H
onde C3 = L = M.

e =
L% H(x*)Lp,H(x1) 4T Ly, H(exo)
Expandindo a expressdo Lr, H(x3) em torno de exy:

oF
LrH(x5) = L H(exo) + ( V Lr, H(exo), 2C307 (a—xl(exo) + c4) Fy(exo) ) + O(exd),
ou seja:
L, H(x3) = L5, H(exo) +2C3 (LFprdL'le(sxo) + c4£FdLF1H(ng)) 23+ O(vh).
Analogamente em Lr, L, H(x3):
EFSLFlH(xg) = ﬁpsﬁFlH(SxO) + 2C3 (ﬁFl,xpdﬁpsﬁle(SxO) + C4£FdLFS£F1H(5xO)> U%+
+O(07).
Substituindo em (29):
Lr, H(exp) +2C3 (Lpllxpdﬁpl H(exp) + C4£Fd£le(8X0)> v:{’ + o (L',%l H{(exp)—
—~Clex0) Lr, Lr, Hiexo) ) + 0@, 0f) = 0.
Fazendo G(xg, v1, &) = v1 +2C3 <LF1,de Lr H(exp) +C4Lr, Ele(sx0)> v:f + <£%1H(ex0) -
C(sxo)ﬁpd[,le(sxo)> +0(a?,v]) = 0, note que:
aG % *
5 (¢7,0,0) = LE H(x*) #0.

Pelo teorema da fungdo implicita, existe uma funcdo suave a(xp, v1), definida em uma
vizinhanga do ponto x* que anula G, ou seja G(xg, v1, a(xp,v1)) = 0. Utilizando uma

primeira aproximagdo do termo em v; série de Taylor de «a(x(, v1), obtemos:
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a(exg, v1) = a(x*,0) + %(X*O)Ul + O(v%).
1

O termo a—Oc(x*, 0) é dado por:
avl

a_[X(x* O) v 1(x 0 0)
901 a—G(x* 0,0)
sendo que a—(x 0,0)=1e a—G(x 0,0) = ,C%lH(x*).
Portanto
(72
a(exp,v1) = m (7)1)

Definimos a PDM como sendo PDM : ¥ — I1j, tal que:

PDM(exg) = ¢ps(ZD M(exp), «).
Expandindo a expressdo acima em torno de a = 0, obtemos:

¢s(x3, @) = x3 + Fs(x3)a + O(a?).
Em F;, podemos expandir novamente em torno de exg para obter:

¢s(x3, &) = x3 + Fs(exg)a + O(exo, zxz).
Substituindo E;:
¢s(x3, &) = x3+ (Fi(x0) — C(exo)Fa(exo))a + O(exo, a?). (30)

Substituindo x3 e « em (30):

Zﬁp H(SX0)3 8F1 [,1: ﬁp H(Sxo)
PDM = 1 - A F —
(E'xO) 8x0 + EZ H(x*)EFdH(sxO) ( O) »CFdH(exO) d(sx())
— (F (exp) — Clexp)F,(ex )) Ele(sxo) o
1\er0 0)4d\er0 ﬁ%:l H(x*) .
que era o queriamos encontrar. [

Para construirmos a aplicagdo de Poincaré suave por partes para bifurcagoes do tipo

switching-sliding, considere a figura (19).
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OI S]
9S8+ i
s

Figura 19: Comportamento da Aplicacdo de Poincaré para pontos de bifurcagdo do tipo

Switching-Sliding.

Dessa forma, considere uma solugdo periédica de (19) partindo do ponto A € 9S™.
Para um ponto xgp € dS* e algum T; € R, o fluxo ¢, encontra X em xj, ou seja
x1 = ¢2(xp, T). Sob acdo da PDM, encontramos o ponto PDM(x1) € Iy, onde ITy C 95~
e, para algum T, € R, encontramos x, € dS*, ou seja, xp = ¢ps(PDM(x1), Tp). A Aplicagdo

de Poincaré Py é a fungdo que leva x( a x3, ou seja:

Pn(x0) = x3.

Portanto, definimos:

Definicao 3.13. Considere uma solugio T —periddica, passando por um ponto de bifurcacio
x* do tipo Switching-sliding. A aplicacdo de Poincaré suave por partes para pontos x em uma

vizinhanga de x* é dada por:
Pn(x) = ¢s(PDM(¢a(x, Th)), T2).
onde Ty e T sdo tais que ¢o(x, T1) € X e ¢ps(PDM(¢a(x, T1)), T2) € 9S™.
De tal defini¢do, podemos notar que Px(A) = A, ou seja, A é ponto fixo da Aplicagdo
de Poincaré, representando a Orbita periédica que passa por x*.
Bifurcagdo Adding-Sliding

Suponha uma trajetdria periédica de (19) inteiramente contida na regido de sliding que

tangencia dS™ no ponto x*, como podemos observar na figura (20). Suponha que a
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trajetéria passando por x; é uma perturbacdo da trajetéria passando por x*. O ponto x*

é uma bifurcacdo, a qual chamaremos de adding-sliding.

o1(x2, A)

¢3(O1 (d’s(E:L'O: _6)3 A)1 0 — A)

X3 ¥

o

/65_

Figura 20: Comportamento dos fluxos em torno da bifurcagdo Adding-Sliding. Fonte: [2].

Para o presente caso, exigimos sobre o ponto de bifurcagdo x* = 0 as seguintes

hipéteses:

— H(x*)=0;VH(x*) #0;
— LpH")=0;
Lr,H(x*) > 0;
— L%lH(x*) =0;
5 — ﬁ%lH(x*) <0.

B W N =
|

Analogamente aos casos anteriores, as hipétese 1 indica que o ponto x* = 0 é valor
regular da fungdo H e x* € X. A hipétese 2 indica que x* € dS™ e a hipétese 3 indica
que o fluxo ¢, é transversal a > em x*. As hipoteses 4 e 5 indicam que o ponto x* é um

ponto de ciispide, cujo comportamento estd representado na figura (20).

Assim sendo, o teorema da ZDM para bifurcag¢des do tipo adding-sliding é dado por:
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Teorema 3.14. Considere o sistema s.p.p. (19) e suponha que ele admite em x* € S um ponto
de bifurcagdo do tipo adding-sliding. Entdo a ZDM : ¥ — %, definida numa vizinhanga de x* é
dada por:

X, LrH(x) <0;

ZDM(x) = [ LpH(x) LpH(x)
x { x+3 _2L’£H(x*) EFI;H(X*)Fd(xHO(v%), Lr H(x) > 0;

Também temos o teorema da PDM que é dado no que segue:

Teorema 3.15. Sob as hipéteses dadas no teorema (3.14),a PDM : ¥ — Iy para um ponto de
bifurcagio do tipo adding-sliding, é dada por:

PDM(x) = { %, XES
P(x), x¢S5;
onde:
3,CF1H(X) Lle(x) ,szﬁle(x*)
P(x) W - Wﬂi(x) — (F1(x) — C(x)F(x)) - (WEHH(X)> +

+0(v7),
e x é o ponto inicial da ZDM.

No que segue, construiremos a ZDM e a PDM do presente caso, seguindo os

seguintes passos:
1— Tomar o ponto inicial xg € X\ S:
2— Sob a agdo do fluxo Sliding, encontrar x; = ¢s(exg, —J) € 9S~;
3— Sob agdo do fluxo ¢;, encontrar o ponto x3 = ¢1(x2, A), tal que H(x3) = 0;

4— Defimos:
xy = ZDM(exg) := ps(p1(¢ps(exo, —0), A),6 — A).

5— Sob a agdo do fluxo sliding, encontrar # € R de tal forma que L B(¢s(xs,17)) =0e
definir PDM : ¥ — Ty

PDM(exg) = ¢s(ZDM(exo), 1).



3.3 BIFURCAGOES SLIDING

~--_d
Xp = PDM(&'\'(}) |

———-Xg
Figura 21: Comportamento local da PDM para uma bifurca¢do do tipo adding-sliding.

Precisaremos dos seguintes resultados, bastante conhecidos em EDO, cujas demons-

tragdes podem ser encontrdas na pégina 82 de [8]:

Teorema 3.16. (Dependéncia em condigdes iniciais) Seja A C R" conjunto aberto contendo
o ponto xg e assuma que f € C'(A). Entdo existe um a > 0e 5 > 0 tal que, para todo

y € Bs(xp), o problema de valor inicial

x = f(x);
x(0) =y;

tem solugdo tinica u(y, t) com u € CY(G), onde G = Bs(xg) x [—a, al.
Como corolério, temos:

Coroldrio 3.17. Sob as hipéteses do Teorema (3.16), temos:

ou
q)(y/ t) - @(y/ t)/ (32)
parat € [—a,a] ey € Bs(xp) se, e somente se P(y, t) é a matriz de solugio do PV1I:

® = D(f(uy, 1)));
D(y,0) = I.

parat € [—a,a] ey € Bs(xp), onde I denota a matriz identidade.
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Considerando que o fluxo seja tdo suave quanto queiramos, a expansdo de ¢;(x, t) em
torno do ponto (x,t) = (0, 0) é dada por:

19%¢;

A: 9,
0105, = 90,0+ 520, 00+ (0,00 + 558

(0,0)#2.

Usando o corolario acima, segue que:

opi
Z71(0,0) = @,(0,0) = I.
ax (01 0) l(O/ 0)
Note também que ¢;(0,0) = 0. Portanto, a expressdo de ¢;(x,t) pode ser reescrita
como:
oF
9i(x, 1) = x+ F(0)t + 1F(O)— O, ). (33)

Demonstragdo do Teorema 3.14

Tome xp € £\ 3. Considere e-perturbagdes do ponto xp, onde |¢|< 1. Primeiramente,
note que:

Fi(xo) = Fi(x*) + %(x*)xo +O(x3).
Logo:
(VH, F)(xo) = (VH, F)(x*) + <VH, %(x*)x0> +O(x3).
Como (VH, Fy)(x*) = L H(x*) = 0, temos:

L1 Hixg) ~ < vh, Dl )x0> +0(2). (34)

Devemos encontrar 6 € R de tal forma que (VB, ¢s(exg, —6)) = 0. Para isso, considere
o ponto xp = ¢Ps(exp, —J). Expandindo a expressdo de x, em torno de (exp, ) = (x*,0) e
usando o fato dado na expressdo (33), obtemos:

.. OF NG 3
X2 = Ps(exo, —0) = exg — Fi(x*)0 + =—Fi(x )3 +0(67). (35)

ox

Para simplificar a notagdo, quando a fungéo estiver aplicada no ponto x* = 0, escreve-
remos F;(0) = F;. Substituindo (35) na expressado (Vf, x2) = 0 temos que:

£(V,0) — (V, E)o+ (VB, 22 E) & +0@) = 0. (36)
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Note que Fi(x*) = Fs(x*). Pela expressdo (24) e o fato de que E%lH(x*) = 0, temos

%FS = ?Fl Substituindo tais expressdes em (36):
oF, . &2
e(VB, x0) — (VB Fi)o +(VB, 5 Fi)— +0(6) =0. (37)
Em particular, o gradiente V(x) é dado por:
_ (VLpH()+VLpH(x) LpHX)+LpH(x) B
VPR = ( Lr,H) Lo (VERHE
—V£F1H<x))>,
que em x = x*, torna-se:
VB(x*) = . VLr H(x") (38)
IB - ﬁFZH(x*) F . 3
Dai:
(VB Fi) = — (VLR HGE), ) = 250 =0 (39)
, 1 LrH(x) F 23 H(xY) . 39

Em (37), usando o fato acima e isolando J, obtém-se:

5(8):\/ (Vﬁ X0) Ve+O(e

(VB,BF)

e substituindo (39), podemos entdo concluir que:

<V£F1H XQ>
o) = ,[—2 O(e).
(¢) \/ (VLrH, EE) Ve+O(e)

Em particular, temos:

2
VLR HE) = S 00 B + VHE) - 51,

2
Como H é um hiperplano, temos %Til(x). Dai VLp H(x) = VH(x) - %(x). Substi-

tuindo em 4(¢):

(o120

oh’
ox

Se)= | -2 Ve+O(e).

(vH, 51 R)
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Nesse momento, precisamos descobrir como sdo os termos acima em termos de

derivadas de Lie. Em primeiro lugar, note que:

2
£ H) = (55 () R0+ VHG - 5100, A ),

e entao:

02 02
(V($H ) B+ VHE) - D10, @), B@) + (S 20 R+
+VHE - S0, TR ().

PH 2H 9%E
(280 o2 - A+ - Liio + v - T, B, B ) +

2
{280 Pl(x>+VH<x)<aF1> P1<x>>.

2
(VH@, 2 ﬂP (P + (%) ).

L3, H(x)

Em particular, estamos assumindo que 05~ é localmente linear. Dessa forma:

2B

Prelats

Usando o fato provado no apéndice 3, obtemos:

<VH(x> h P1<x>2> (40)
Logo:
£ H(x) = <VH( ) ( b ) P1<x>> (41)

Substituindo (41) e (34) em J:

C
5e) = |- £§1H(x°) Ve +0(e).

L H(xo)
5%1H(x*)'
um tempo A > 0, tal que H(¢1(x2, A)) = 0. Expandindo tal expressdo em torno de A = 0:

E conveniente para nds considerarmos 7y = Devemos agora encontrar

2 3
H(g1(x2, A)) = H(xp) + L, H(x2)A + L‘%lH(xz)% + L3 H(xz)% +0(AY) =0.
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Do fato que x; € 95~ C X, temos H(xp) = Lr,H(x2) = 0. Dat:
A? A3
£%1H(x2)? + [%H(xz)? +0(A%Y = 0.

Como estamos supondo A # 0, entdo:

1 A
5 LR H(x2) + £ L3 H(xz) + O(A?) = 0. (42)

O ponto x, é dado pela expressdo xp = ¢s(exg, —J). Logo:
LF H(xp) = L3, H(¢s(exo, —0)).
Expandindo a expressdo acima em torno de J = 0:
LF H(¢s(exo, —8)) = LE H(exo) — L3, H(exo)d + O(52).
Para E%H (x2), expandindo também em torno de § = 0
L3 H(x) = L H(gxg) + O(9).
Substituindo as expressdes acima em (42):
1(£2 Hiexo) — £3 H( )5) +é(£3 H(exg) ) + O(6%, A2) = 0
5 F EXQ A EXQ 6 2 EX) > , = VU

e tomando 4(¢) = /¢ + O(€) na expressdo acima:

1 A
> (LR Hexo) — £} Hexo) (V) + 2 (L], Hiexo) ) + 042, ) = 0.

Consid funcdo G( A)—1<£2H( ) — L3 H(exo)(71/%) +é L3 H(exg) ) +
onsidere a funcdo G(xo, ¢, 4) = 5 ( Ly H(exo r, H(exo)(y s) 6( F, exo>
O(A?, €2) = 0. Fazendo uma mudanca de variavel ¢ = /¢, temos G(xg, t, A) = %(E%H (t2xg) —

A
L%lH(tzxo)('yt)> +2 (ci;lH(tho)> +O(A% 1) = 0. Além disso:

G(x*,0,0) =0,

oG * _ 1 3 *
E(X ,0,0) = gﬁFlH(x ) ?/0

Pelo teorema da fun¢do implicita, existe uma funcdo suave A(xy, t) que anula G em
uma vizinhanga de x* = 0, ou seja, G(xo, t, A(xo, t)) = 0. Desse fato, tomando apenas os

termos em t da série de Taylor de A, obtemos:
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A(xo, t) = A(x*,0) + %—f(O)t +O(t?),

0
onde o termo ——(x*,0) é dado por:

ot

G

aA E(x*,O, 0)

—((x*,0) = —2F%——.

ot G .
ﬁ(x ,0,0)

Em G, temos:
G

* 1 *
—(x*,0,0) = —EL%H(x ).

ot
Logo:
1
A ( EE HOC*)) !
E(x*,O)z — 1 :3’)/
6£13:1H (x*)
Portanto:
A(xg, ) = 37ve+ O(e).

Definimos:

ZDM(exo) = ¢s(p1(¢s(exo, —9),),6 — A).
Expandindo a expressdo ¢s(¢1(¢s(exo, —6),A),d — A) em torno de 6 = A = 0:

A? oF
¢s(P1(Ps(exo, —9),A),6 —A) = exo+ A(F1(exo) — Fs(exp)) + <7 — 5A> (a—xlFl(sxo) -
oF
_a_xSFs (5x0)> . (43)
Além disso, o campo F; é dado por:
_ Fl + F2 Fz — Pl
PS - 2 + 2 IB(X)/
H H

onde B(x) = LrHE) + LpH() Portanto:

- LpH(x)— LR H(x)

oF, 1({0oF oF, 1 dF;
g(x) = 5 (g(x) + g(@) + 5 <V,B(X)Fd(x) - ,B(X)g(x))

0 ) 0
- 2 (a—fjm + 22(2) + VBOE () + ﬁ(x)%(x)) .
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Aplicando no ponto x = x™:

an N aFl * Pd *
g(x ) = W(x )+ Evﬁ(x ).
Temos também:
9%F, 1{ 0%F; 9’F, 02 oF;
@(x) = 5 ( 912 (x) + 922 (x) + @(x)Fd(x) + V,B(x)g(xﬁ

(44)
02
B () + ﬁ(@%(x)) .

02
Aplicando no ponto x* e usando o fato de que W(x) = 0, obtemos:

0, 1 [ 9%F 0%F, oF; 9%F, 0%F,
W(x) B E(axz )+ 0x2 () +2VP W(x) 02 () + ox2 )]

Logo:
0’F, 0*F oF;
2o T VPG

Pela expressdo (39), temos:

2 *
V‘B = —WV£F1H(X )

Para encontrar o termo de ordem O(3/2), ou seja, o termo da ordem de e/¢ da

expressao (43), precisamos expandir (F; — F;)(exp) em torno de € = 0:

(B~ F)(exo) = (B — B)x) + me(Fy — E)x)exo + O((exo)?), 45)

O termo %(Fl — F5)(x*)exg é dado por:

oF; oF;
ox

aa—x(H — F)(x")exg = ¢ (—xo | gt F4(VB, xo>> > ,

ou seja:
) ) F
o= (F1 = E)(x")exg = — = (VB x0).

Substituindo Vj:

d oo «
a(ﬂ — F)(x")exg = LoHGED (VL H(x"), x0)e.
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oF oF.
Analogamente para a—xlFl (exp) — a—xSFS(sxo):

R = URe) + (Vg B,

que, como (VB, F;) = 0, temos:

P he) = SR

Em particular, note que:

ox2 ' ox ox

9 (9F . aZFF oF; oF;
ox \ ox '

Portanto, os termos da expansdo de %ixlpl (exp) — %FS (exp) em torno de x* sao:

oF aF oF oF. o [ oF oF.
5oFiexg) — 5 F(exo) = SF() — 5 R(x) + —(JH>——%u0wwmw
0°Fy oF; OF; 0°F; OF; OF; )
= WPlSXO'FﬁgSXO a Wl FS€ X0 — ax a +O(€ )
que, por sua vez, pode ser reescrito como:
oF aP 0%, oF, o0F; 0, oF; oF; )
—Fl(sxo) Fs(Sxo) (WF1XO+WEXO 92 s X0~ 55 95 Y0 +0(€%).

9°F;
O termo —— —— F; é dado pela soma:

ox
9%F, 82F1 oF;
T et VEGh
oF; oF;
enquanto que, o termo S 9x & é dado por:
2
JoF,0F;,  (0F Ky oF Fd oF 8P1 F;
o9x ox (E)x to VP o V’B ox ) T oax ZV‘B
e R AN

Portanto:

2 2
9%F, oF, oF; oF; E; E; oF;
5ﬁﬂ“+Cﬁ>“'-<a'xWE;EWﬁ““Eﬁwaim“

2

F oF
P1x0 <V‘B, a—;l-])xo.

+L (B, F) (V) + 5
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Concluimos que:

2 2
0%F oF 9%F, oF, oF; E;
o2 x0T <8x> o= G b= | 5 | o= =5 5 (VB Y0 -

—Hvpt ) — (VB E) (VB %0) — (VB SR,

que pode ser reescrito, substituindo V3, como sendo:

2 2
0%F oF 9%F, oF, oF; L, H(xo)
a2 10 (a_> 075 0T 5r ) 07\ ax LpAG)

F;

Tﬁﬁﬁﬁ H(x" )LFl H(x0)>

Substituindo na expressao da ZDM, obtemos:

2 *
X4 = gx0+A<MFd>e+ (A _M> (aH Lr, L H(x )) LEHEO - o0,

Lr,H(x*) 2 ox Lr,H(x*) ) Lp,H(x*)

2
Em A, temos A(e) = 37+/e + O(¢), que implica em dizer que A? = gfyz e A6+ 0(e) =

372%e + O(¢), daf:

A? 9, 5
= — 86+ 0(e) = 507 =38 + O(e) = 567 + O().
Dai:
_ H(EXQ) 3 2 81—"1 Lpz Epl H(X*) *CFl H(xo) 5/2
xf =€&Xp + 35£T(*)F ( EX )+ E(S (a EFZH(X*) £F2H(x*)Fd£ + O(E )

Substituindo ¢:

,Cp H(SXO) ﬁp H(8x0) ,Cp H(SX0)2 8F1
=/ZDM = 3,/ 2 ! - F -3 ! - —
Xg (ex0) EXp + L'13:1H(x*) EFz H(x") 41(ex0) (‘C% H(x*)ﬁpz H(x*) ox

£1’"2£1E1H(x*) 5/2
_W> Fi(exp)e + O(e/4).

que era o que queriamos demonstrar. u

Demonstragdo do Teorema 3.15
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Devemos projetar o ponto x4 = ZDM(exp) em Iy usando o fluxo ¢s. Para o presente
caso, consideraremos Iy = {x € X : Ly B(x) = 0} C X. Para isso, precisamos encontrar
um tempo 1 € R, tal que L B(¢s(x4,7)) = 0. Eventualmente, o ponto ¢s(x4,77) pode
pertencer a IIy. Nesse caso, 7 = 0. Para qualquer outro caso, tomamos x, = ¢s(xy,77) €

expandimos tal expressdo em torno de x4:

Lr,B(xp) = LrB(xs) + 1 LE P(xs) + O(?) = 0.

3 2
Pelo teorema (3.14), temos x4 = €exo + — v1/01 Ei(exp) + O(0?),
(3-14) 4 0 EFZH(JC*)’/ £§’:1H(x*) 1v/01F; 1
onde v; = L H(exg). Fazendo C5 = 5 — 2 e expandindo o termo

Lr B(x4) em torno de exg, obtemos:

L, B(xs) = L P(exo + C501/01F4(ex0)) = L, Plexo) + <V£FS,B(SXO)/ Csv1 \/U_1Fd(€xo)> +0(v?),
que, por sua vez, pode ser reescrito como:
Lr,B(xs) = L Blexo) + Cs L, L Blexo)v11/01 + O(07).
O termo Lr B(exp) é dado por:
L, lexo) = (VB(exo), Fs(ex))-
Substituindo V B(exp) e Fs(exg) = Fi(exo) — C(exo)F;(exp) na expressdo acima:

r B Lr,H(exo) + Lr, H(exo)
RPEX) = (2 Hiexo) - Lr, Hiexo)?

_ VEFZH(EXO) + Vﬁpl H(EX())
ﬁsz(&'xO) — ,Cpl H(€XO)

(VEFZH(exO) - Vﬁle(exo)) -

, F1(exo) — C(ﬁxo)Fd(€xo)>,

que pode ser reescrito como:

_ LpH(exo) + L H(exo) B ) B
Lrpen) = ¢ T TP (cplcde(sxo) C(sxo)ﬁFdH(exo))
1
 Lr Hiexo) (55 Lr,+r, H(exo) — C(ex0) LF,LE,+F, H(ex0)> :

O termo Lf,Lf,B(x1) é dado por:



3.3 BIFURCAGOES SLIDING

2
L Lr Blexo) = (VLrBlexo), Fa(exo)) = <§7§<exo)a(sxo> . vg(sxo>%(sxo),lfd<exo)>,

OB
e como — = =0, temos:
ox

L L Blexo) = { VBlexo) 3 (exo), Folexo)).

oF.
Substituindo a—xs(exo) e usando a bilinearidade do produto interno:

Lrlplero) = (VBexo), (L ex0) - VOErF(en) — G e ) i)

(V(exo), —<sxo>Fd<exo)> — ( VBlexo), Fa(exo) ) { VC(exo), Fylexo) ) —

~Clex)(Vlena), S exo)Eaexo) ),

que pode ser reescrito como:
L, Lr B(exo) = Lr F,p(exo) — Clexo) Lk, F,Blexo) — L, Clexo) L, B(Exo).

Substituindo VC(exg), obtemos:

Lrp LrH
Lr,Lrplexo) = ‘CFl,deﬁ(sxO) - C(SxO)ﬁFd,de:B(SxO) B (% -
H
% H(5x0)> Lk, B(exo)-

O termo £%S[3(€x0) é dado por:
23, Blexo) = (VL Blex), Fxlexo)) = { VBlexo), 3 (ex)Fiexo)).

F.
Substituindo % e F:
0x

£2 Blexo) = <Vﬁ, (aF L (ex0) — VClexo) Ex(exo) — C(exo>—<sxo>) (Fy(exo) — C(exo)Pd(exo»>
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Novamente fazendo uso da bilinearidade do produto interno, obtemos:
EIZ:lH (exg) B
,deH (SX())

EFdLFlH(Sxo) _
Ede(sxo)

L% Blexg) = ﬁFl,xFlﬁ(wCo)—C(Sxo)ﬁFl,deﬁ(Exo)—CFdﬁ(Sxo)<

L H(exo)

— ﬁFH—(ng)ZEH EFd H(SXO)> + C(&'XO),CFd[B(ng) <

Epl H(SX())

‘W‘éH“XO’) — C(ex0) iy, Blexo) + Cex0)* L, . Blexo).

Note que:

Lr,B(xp) = L Plexo) + Cs - L, Lr,Plexo)v1~/01 + LT Blexo)y + O(*,v3) = 0.

Substituindo as expressdes encontradas na expressao acima, obtemos:

LEB(xp) = Lf Plexo) — Clexo) L, Bexo) +Cs <£F1/deﬁ(5x0) — C(ex0) Lk, ., P(ex0) —

,CFd ‘CFl H(SXO) £F1 H(EXQ) )
_< EFdH(ex()) N EFdH(exO)z»CFdH(SXO) EFdﬁ(Sx()) Ul\/7)_1+
L% H(exo)

+17 (ﬁFl,xFuB(SxO) - C(SXO)EFl,de'B(SxO) ~ Lrplex) <m

_ Ele(exo)
ﬁde(SX())z
~ Lp H(exo)
Lr,H(exo)?

= 0.

Lr,LrH(exo)

Lr, LFdH(exo)) +C(€xo)£Fd5(5x0)< Lr,H(exg)

E%dH(sxo)> — C(ex) Lk, . F, flexo) + C(Sxo)zﬁFd,deﬁ(8x0)> +0(11?)

Fazendo G(xo, v1,77) = LF, B(exo) — C(exo)LE,f(exp) + ... , note que:
G(x*,0,0) = 0.

G . .
%(x /O/ 0) = £F1,xFlﬁ(x )

Analisando o termo Lp, ., f(x"):

* oF . ) 9, 2
Franfe s <Vﬁ' bl ’> = i\ H o B
2
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que, por sua vez, como foi encontrado no caso adding-sliding, temos:

oF; 2 .
<VH SLF >:£%1H(x ) 0.
Logo:
H x*
aG( £ 0,0) = r H( *).
on 2H(x )

que, por sua vez ndo se anula devido as hip6teses do ponto x*. Portanto:

3G, ,
%(x ,0,0) #0.

Pelo TF], existe uma fungdo suave 77(xp, v1) que anula G, ou seja, G(xp, v1, 77(x0,7v1)) =0

sendo que 7(exp, v1) pode ser aproximada por sua série de Taylor em torno de (x*, 0).

Tomando os termos em v1 = L, H(ex() da série de Taylor de 7, temos:

k0,00 = 15,00+ 5767, 0 + O

O termo a—17(x*, 0) é dado por:
avl

% (x,0,0)
TR Lk
1 —(x* 0,0)
Em particular, temos que:
oG d

7

5o, (*/0,0) = - (L Blexo) — Clexo)Lr lexs) )

exp=x*

que, sendo Lr, (x*) = 0, temos:

G 2 .
a_’(Jl(x ,0, O) = W£F2£F1H(X )
Substituindo em 7:
L, Lp H(x") 2
JUq) = —2 1 7 O(v7).
Definimos a PDM por:

xp = PDM(exo) = ¢s(x4, 1) = x4 + Fs(x)17 + O(17?).
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S~

]
[}
I
[}
]
[}
[}
I
o
1
! -
~ . ’—_Yl Ps e ("j.s
(o ‘l—r?\ e
T\ . -
"0 PDM (z1)
ZDM (x1) !

™

Figura 22: Comportamento local da PDM e ZDM para o caso Adding-sliding.

Em F;(x4), temos:
Fy(x4) = Fi(exo) + O((ex0)?).
Dai:
xp = x4 + (Fi(exo) — Clexo)F4(exo))1 + O(p?).

Substituindo 77 e x4:

LrH LrH
PDM(exg) = exo+> EZH((ix;)) |2 ﬁ%lH(f;*O))Pd(sxo)—(Fl(sxo)—C(sxo)Fd(exo))-

Lp, L5 H(x")
(ﬁTwﬁH”) o

que é a expressao final da PDM. u

Dessa forma, levando em consideragdo o exposto sobre as aplicagdes ZDM e PDM,
podemos entdo construir a aplicacdo de Poincaré suave por partes associada a bifur-
cagdes do tipo adding-sliding. Primeiramente, considere a figura (22), que representa
o comportamento local em X das aplicacdes PDM e ZDM para o caso adding-sliding,
proximas a uma Orbita periddica de (19) passando por x*.

Para um ponto inicial xy € Iy, sob acdo do fluxo ¢s encontramos o ponto x; € Ily,

para algum tempo T; € R, ou seja, x1 = ¢s(xp, T1). Sob agdo das aplicagdes ZDM e
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PDM, encontramos o ponto PDM(x1) € IIy. Com essas informagdes, definimos a
Aplicagdo de Poincaré Py para pontos de bifurcagdo do caso adding-sliding como sendo

a aplicacdo que leva xg a PDM(x1), ou seja:
PN(X()) = PDM(xl).
Entdo, podemos definir:

Definicao 3.18. Suponha uma solugdo periédica de (19), de periodo Ty, que passa por um ponto
de bifurcagio do tipo adding-sliding e considere a superficie Ily = {x € £ : L f(x) =0}. A
aplicagio de Poincaré suave por partes para pontos x em uma vizinhaga do ponto de bifurcacio

x* é dada pela funcdo Py : 11y — Il definida como:
Py (x) = PDM(¢s(x, Tr)).
sendo que a expressio da PDM é dada pelo teorema (3.15).

Com tal defini¢do, podemos notar que Py(x*) = x*, ou seja, o ponto de bifurcagdo x* é
um ponto fixo da Aplicagdo de Poincaré que, por sua vez, representa a 6rbita periddica

que passa pelo ponto x*.
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APLICACOES

4.1 OSCILADORES

A fim de concluirmos nosso trabalho, faremos o estudo de um sistema dindmico suave
por partes, com objetivo de encontrar as bifurcagdes que estudamos e fazer uso das
aplicagdes que demonstramos. O sistema escolhido é motivado por um problema
mecanico conhecido por dry-friction oscillator (oscilador de atrito seco, em uma tradugdo
literal), que consiste em um bloco anexado a uma mola sobre uma esteira, onde
desejamos entender como esse bloco se movimenta em fungado da velocidade angular
do eixo, fornecida no problema. Para chegarmos nas equag¢des do modelo estudado,
utilizamos as ideias dos trabalhos [5] e [7].

Consideremos entdo as equagdes que modelam nosso problema:

a1 sgn(y — pb) + e(—az(y — p6) + az(y — p6)°).
M + npu sgn(y — po).

mij + ky

16+ b0 (46)

Nas equagdes acima, temos y como sendo o deslocamento do bloco, i a acelera¢do do
bloco em relacgdo a velocidade da esteira, m é a massa do bloco, (y — pf) é a velocidade
relativa entre o bloco e a esteira, que por sua vez, depende do raio p do eixo de rotacgao.
Das constantes restantes, k é a constante elastica da mola e a1, ap, a3, e y, b sdo constantes
de atrito, sendo que o termo a1 sgn(y — pf) + e(—a2(y — p6) + a3y — pH)?) é chamado de
coeficiente de atrito de Coulomb.

Esse termo pode ser entendido da seguinte forma: a constante a; é o médulo do
coeficiente de atrito estatico multiplicado pela for¢ca normal assumida sobre a superficie
de atrito. Os termos restantes a, e a3 sdo motivados pelo fato de que a amplitude do
atrito dinamico é tipicamente menor que o atrito estédtico para pequenas velocidades
relativas (y — pf). O termo b é o atrito viscoso no motor da correia de transporte, p
é o raio do eixo da esteira, n a for¢a normal, M o torque do motor, ] o momento de

inércia e 6 o angulo de rota¢do do eixo esteira. Além disso, os termos 6 e 6 representam,
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respectivamente, a velocidade e a aceleragdo do eixo da esteira. Todas as constantes sdo

estritamente positivas e € é uma pequena perturbacao.

k y

W m

Figura 23: Situacdo modelada pelas equagdes em (46).

Considerando a seguinte mudanga de varidveis x; = %, Xy = <% — 9) %, x3 =0,
. [m k
xq =04/ Zea mudanca de escala temporal t = 74/ p obtemos:
X1 = X2+ Xx4.
Xy = —x1+ Paxs+ys+e(—Aaxp + Y3%3) + ya sgn(x2). (47)
X3 = Xg4.
Xy = —Paxq+y5+sgn(xa).

praz(pun)=m fog(un)?m mo. (]
onde fu = ]\/7 s wm’7 Tk - Vim T (pzunm t)e

e > 0 é uma pequena perturbacdo.
Em (47), a varidvel x3 aparece apenas na terceira equagdo. Portanto, reduziremos

nosso estudo ao sistema:

X1 = X2+ X4.
Xy = —x1+ BaXs+ Y5 +e(—A2Xp + Y3X35) + ya sgn(x2). (48)
Xg = —Paxsg+ys5+sgn(xz).
Esse sistema suave por partes em particular, tem como fronteira de descontinuidade o
conjunto ¥ = {(x1, x2, x4) € R3: H(x1, x2,x4) = 0}, onde H : R> — R é H(x1, x2, x4) =

x2. Dessa forma, o sistema se apresenta como:

. ) Fi(x1,x2,x4), (x1,X2,X4) € 51.
X = (49)

Fy(x1,x2,x4), (x1,x2,%4) € Sp.
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sendo que 51 = {(xl,xz,x4) € ]R3 : H(xl,xz,x4) > 0}, 52 = {(xl,xz,x4) & ]R3 :
H(x1, x,x4) < 0} e os campos vetoriais F; e F, sdo dados por:

X+ Xy
Fi(x1,x2,x3) = | —x1 + Baxs — 5+ &(—Rox2 +Y323) + Y4 | (50)
—Baxg+y5+1

Xy + Xy
Fy(x1, %2, %3) = | —x1 + Paxg — y5+ &(—Aoxp + Y3X%3) — 74| - (51)
—PBaxg+ys—1
A proposicdo a seguir descreve o comportamento do fluxo desse sistema em regides

proximas a fronteira X:
Proposicao 4.1. Para o sistema (49), a fronteira de descontinuidade ¥ é divida como segue:
(i) A regido de costura é dada por {x € L : |x1 — Baxa + Y5> |74l }-

(ii) Se sgn(vs) = 1, ndo existe regido de sliding e a regido de escape é dada por E = {x € .

X1 — XaPa + 5| < |74l }

(iii) Se sgn(7y4) = —1, ndo existe regido de escape e a regido de sliding é dada por S = {x € = :
|1 — x4+ v5|< |val}.

(iv) Se «v4 =0, ndo existem regioes de escape e sliding.

Demonstragio: Considerando que Lr H(x) = —x1 + Baxg + 4 — 75 € Lp,H(x) = —x1 +
Baxy — y4 — 75, obtemos L H(x) - Lp,H(x) = (x1 — x4Ba + 75)* — 73. A desigualdade
Lr H(x)- Lr,H(x) > 0 resulta em |x; — BaX4 + y5|> |74|, € obtemos (7).

Suponha agora sgn(ys) = 1. E facil ver que L H(x) > Lf,H(x). Portanto, ndo existe
regido de sliding. A regido de escape é dada quando L H(x) < 0 < LpH(x). A
desigualdade Lp, H(x) - Lr,H(x) < O resulta em E = {x € £ : |x; — Baxa +75|< |74]},
e obtemos (ii). Agora, suponhamos sgn(ys) = —1. Claramente obtemos Lr H(x) <
Lr,H(x). Portanto, ndo existe regido de escape e analogamente ao item (ii), obtemos
S={x €X:|x;— Baxs+Y5/< |74]}, como em (iii). O caso onde 74 = 0, implica em
L H(x) = Lr,H(x). Dessa forma, ndo existe regido de sliding nem escape. Concluimos

0 teorema. [
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Em nosso estudo, consideraremos 74 < 0. Nesse caso, o campo vetorial (19) tem
regido de sliding onde a definimos utilizando o método de controle de Utkin, dado em

[9]. Tal campo é apresentado na seguinte proposigédo:
Proposicdo 4.2. O campo vetorial sliding Fs do campo s.p.p. (49) é dado por:

X4

0

Fs(x1, x2, x4) = (52)

—(x1 — Baxa(1 — v4) +v5(1 +4))
Y4

Demonstragido: A forma geral para o campo F; é dada pela expressdo (20), sendo
1

que 7(x, p) tem a seguinte forma #(x, y4, B4, ¥5) = 0 (x1 — X4f4+ 75 ), onde x =
4

(x1, %2, x4) € R3. Substituindo tal expressao em

_F1+F2+ Fz—Fl

FS 2 17 2 7

(53)

obtemos o resultado. [ |

Propriedades do sistema

Relembrando da defini¢do de ponto de equilibrio para campos s.p.p., dada em (2.13), a

proposicdo que segue fornece algumas propriedades que nos serdo tteis nesse estudo.

Proposicdo 4.3. Sio vilidas as seguintes propriedades:

_ :|:1+’)’5}
Bs )

(i1) O campo vetorial Fy ndo possui pontos de equilibrio admissiveis. Além disso, o campo

(1) O sistema (48) admite os planos invariantes 114 = {(xl, X2, x4) €ER3: x4

F, tem um 1inico ponto de equilibrio admissivel, dado por (x1,x2,x4) = | — (14 7a) +

oo 73 3y 1=75 15—1
el —=(yr5—1)— =(y5—1) ), , ) se e somente se, y5 > 1.
<l34 B Pa Pa

Demonstragdo: Da dltima equagdo do sistema (48) obtemos diretamente (i).

Resolvendo o sistema F;(x1, X2, x3) = 0, obtemos:

1+5 5+1
S ) (54)

<x1,xz,x3>:(<1+74>+e(@<75+1>—7—§<v5+1>3>, o, 1ot

Ba
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+ 1+
LEIES 0, temos que ¥, = — LERPS 0, para quaiquer valores de 5 e

B4 Ba

Bs. Dessa forma x, ¢ S;. Portanto, o ponto de equilibrio de F; é ndo-admissivel.

Como

Considerando o campo F, resolvendo F>(x1, x2, x3) = 0, obtemos:

e s 1— —1
(%1, %2, 3) = (—(1+v4>+s<%<v5—1>—g—§<v5—1)3), ﬁ;“‘,%m ) (55)

I—7

Ba

Consequentemente x, =

< 0 se e somente se 5 > 1, haja vista que B4 > 0.

Obtemos o resultado.
[ |

O préximo resultado garante a existéncia de solugdes periddicas para o sistema (48)

sempre que € = 0

Proposicdo 4.4. Restrito ao plano invariante I1_, o campo F, tem, para € = 0, um ponto de

equilibrio do tipo centro em (X1, X2, X3).

Demonstragio: De fato, tomando ¢ = 0 no campo F, e restringindo ao plano invariante

I1_ temos:
. v5—1
X1 = X2t ’
B (56)
Xp= —1—x1—7

E facil ver que tal sistema é linear e tem um ponto de equilibrio em ¥ = (-1 —
- 1-7
7 ﬁ4

) do tipo centro. L

A partir de agora, investigaremos a existéncia de ciclos limite para o sistema (48). Para
este fim, faremos uso do método Averaging de primeira ordem para garantir condigdes de
existéncia para tais ciclos sempre que € >~ 07.

O teorema Averaging, cuja demonstragdo pode ser encontrada na pagina 169 de [10],

é dado por:

Teorema 4.5. (Método Averaging de primeira ordem) Considere D C IR" subconjunto

aberto de R" e considere um sistema de EDO’s do tipo:

X = efi(t, x) + €2 fo(t, x, ), (57)
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onde fi : R xD — R", f: R xD X (—¢f,er) —> R" silo fungdes continuas, T-periodicas

na primeira varidvel. Definimos o campo médio como sendo hy : D — R" satisfazendo:

T
m) = [ Atz (59)
Assumindo que:

f f1

(1) f1, fz, ey sdo fungdes bem definidas, continuas e limitadas por uma constante M

( mdependente de ¢) no subconjunto [0, 00) X D, sendo que —ef < & < &y.
(ii) Se ho(a) = 0, para algum a € D, tem-se det(Dho(a)) # 0.

Entdo, para |e|> 0 suficientemente pequeno, existe uma solugio T-periddica ¢ dependente de

e tal que ¢(0,€) — a sempre que e — 0.

Usando esse teorema, queremos mostrar o seguinte resultado:

- 373(—1+7s5)?
by — ———5—"
B

Teorema 4.6. Para ¢ ~ 0% e > 0, o sistema (48) admite um ciclo limite

inteiramente contido em S».

Demonstragio: E suficiente considerarmos o campo F, restrito ao plano invariante I1_,

dado por:
- r5s—1
X1= X+ ’
B (59)
Xop= —Xx1+ 8(—0623(2 + ’)/33(%) — Y4 — 1.
e o ponto de equilibrio
o . 5 — 1 (15— 12\ 1—15
(%1, %2) = (— 1 —’Y4+8(062 — 73 , : (60)
Ba B3 Ba

Através da translacdo do ponto de equilibrio para a origem e usando coordenadas

polares x1 = rcos 6 e x = rsin 6, reescrevemos o sistema da seguinte forma:

3 1+ -1 in 0
i = rssin26<— 73(— . 73)  3ry3(=1+17s)sin s
Pi Ba
+r23sin” 0
. 61)
. 373(—1 +2) cos B sin (
6= —1+£(—&zcosﬁsin9+ 73( +’)§2)COS smy
4
_ .2
_Brys(—1+ '25) cos 0sin” 0 + P23 cos Osin’ 9) .
4
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Associado a esse sistema, considere a equagao auxiliar:

-1 2 1
ﬂ = resin? 9( —Q + 373 2+ 75) 3}”)/3( +75)sin — 123 sin® 9) —
ao 54 Ba
L 313(=1+75)°  Brys(—1+7s)sinf

pi Ba

—re? cosfsin’ 0 ( — & (62)

2
— 123 sin® 9) +O(d).

Note que esta equagdo estd na forma canonica para aplicar o método Averaging.

Nesse caso, o campo médio é dado por:

_ 2
() = (482 = 3y - 2RI, 63)
Pi
Cujos zeros sao:
3y3(=1+ 75)2
rt —— (64)
TV \/ Fi
Além disso, temos:
dh . 373(—1+17s5)?
) = iﬂe<\/373 («xz - %)) #0. (65)
4

dh
Como 3 > 0, concluimos que d—ro(ri) #(0em IR, se e somente se &, —

B3
373(—1+s)?
B3

solucdo 27r—periddica satisfazendo ¢, — r* sempre que ¢ — 0. Observando a

Portanto, sempre que tomarmos &, — > 0, o sistema (49) admite uma

terceira equagdo do campo F, no sistema de Filippov (49), é facil ver que o campo F, é
contrativo fora do semiplano II_. Consequentemente, o campo (49) tem uma solugdo

2 —periddica inteiramente contida em S,. u

Bifurcagées de ciclos limite

Nessa se¢do, estudaremos que tipo de bifurcag¢des sliding surgem do sistema (48).

Inicialmente, vamos supor que o sistema tem um ciclo limite I', 277-peridédico contido
em Sy, tangente a ¥ em x*, satisfazendo as condi¢des do teorema averaging. O resultado

seguinte exibe algumas propriedades do sistema (48).

3v5(—1 2
Y3(=1+15) S
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Lema 4.7. Suponha que o sistema (48) admita orbita 27t —peridédica I', tangente a X inteiramente

contida em Sy. As sequintes propriedades sio vdlidas:
(i) I CIL,

(ii) O ponto de tangencia T N'% = {x*} é dado por:

-1
75’84 )

Demonstragio: Considerando que a dindmica fora do plano é contrativa, é facil ver (7).

x* = (XTIXEIXZ) = (_ Y4 — 1/0/

Para (ii), o ponto x* = (x], x5, x;) deve satisfazer Lr,H = 0. Usando tal equagao e o fato

-1
dex; =0ex; = 75‘3 obtemos (i7). [ |
4

Neste momento, podemos enunciar o principal resultado desse capitulo, resumido

no teorema a seguir.

Teorema 4.8. Considere o sistema (19) e suponha T = {x € R3 : x = ¢p(x*,1),0 < t < 277}
solugio 27t —periddica do tipo grazing-sliding. Esta solugdo estd contida em Sy NI1_ e encontra

2. no ponto de tangencia quadrdtica x*, dado no lema (4.7). Temos também:

(1) Quando vista como 6rbita suave, I é hiperbdlica e instdvel, para quaisquer valores admissi-

veis de pardmetro.

(i) Quando vista como Orbita sliding, para qualquer raiz do polindmio (104), T é ndo-
hiperbélica. Além disso, para uma vizinhanga suficientemente proxima de p*, considerando

vz(p)2 +4v(p) - va(p) > 0, temos os seguintes cendrios:

(a) Sob a condigdo vo(p) > 0, va(p) > 0 e va(p) > O, existe uma rinica solugdo periddica

com uma pequena evolugdo do fluxo sliding contida em Sy U g bifurcando de T.

(b) Sob a condigio vo(p) > 0, va(p) > 0 va(p) < O, coexistem duas solugoes periddicas,

com uma pequena evolugio do fluxo sliding contidas em Sy U X5 que bifurcam de T.

(c) Sob a condigio vo(p) < 0, va(p) > 0 e va(p) > 0, existe uma solugio periédica suave
inteiramente contida em Sy bifurcando de I' e ndo existem solugdes periddicas sliding.

As ferramentas necessdrias para a demonstracdo do teorema (4.8) bem como as
tungdes vg(p), v2(p) e va(p) serdo construidas na demonstragdo dos teoremas (4.9) e
(4.11), mais especificamente, a partir dos sistemas de equacdes (73) e (76). As expressdes

gerais de vy(p), v2(p) e va(p) serdo dadas na observagdo (4.10) e nas expressdes em (85).
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Para o estudo das bifurca¢des de I' apresentadas no teorema (4.8), faremos uso da

fungéo Py : Iy x R? — D, dada pela expressao:

P(¢a(x, 27, p), p) , se H(¢a(x,2m, p)) < 0.
g(P(¢a(x, 27, p), p), p) , se H(¢a(x,27, p)) > 0.

onde p = (m, k,n,u,p,]J,b,a1, a2, 03,6, M) € R'?2, P: D x R'? — Tl é a projegio sobre

Py(x, p) = { (66)

a superficie Iy = {x € R®: Lg,H(x, p) = 0}, usando o fluxo ¢, pelo menor caminho
possivel de F,, dada por:
LrH(x, p)

P(x, ) =X——5 -
P ,C%ZH(X*, p*)

E(x, p) (67)

e g: Iy x R'? — Iy é o mapa de descontinuidade ZDM para o campo F,. Tal mapa

tem a forma

g(x, p) = x+ B(x,y, p)y* + O(°). (68)
onde y = \/Huax(x, p) e B(x,y, p) = %. O fato da fungao P fazer uso da menor
R ,

trajetoria possivel de F, estd associada a construcdo da aplicagdo de Poincaré, dada pelo
teorema (.17) (que se encontra no apéndice 1), haja vista que a aplicagdo 7(x) em geral,
ndo é conhecida. A fungdo T calcula o tempo necessario a evolucdo do fluxo para atingir
a superficie I1Iy. Dito isto, a aplicagdo P ‘completa’ o ciclo, projetando o ponto sobre a
superficie desejada Ily.

Para as trajetorias que ndo envolvem sliding, a primeira expressao P(¢2(x, 27, p), p)
é a aplicagdo de Poincaré cldssica associada a 6rbita I'. Para trajetérias que envolvem
evolugdes do fluxo sliding, note que a segunda expressdo ndo necessariamente mapeia
pontos para IIy. Dessa forma, tal expressdo ndo representa a aplicacdo de Poincaré
suave por partes associada a I', mas como as aplicacdes PDM e ZDM sdo conjugadas, a
aplicagdo Py ¢é localmente equivalente a ela. As construgdes associadas as aplicagdes P
e ¢ serdo dadas no apéndice 4.

Primeiramente, note que I' pode ser vista de duas formas: contendo uma pequena por-
¢do de fluxo sliding, dada pelo ponto x*, ou como 6rbita suave. Quando consideramos
que I' tangencia ¥ em x*, dizemos que ocorre uma bifurcacdo do tipo grazing-sliding,

lembrando que x* satisfaz as seguintes propriedades:

H(x*, p) = 0e Hx(x* p) #0;

Lp,Hx*p) = 0; (69)
£%2H(x*, p) < 0

LpH(x*,p) # 0.
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A fim de determinar as ferramentas necessdrias ao estudo de uma o6rbita como T,
na préxima subsecdo faremos um estudo tedrico de um sistema de Filippov com duas
zonas, que possui uma solugdo periddica em contato tangente com a fronteira de

descontinuidade satisfazendo as hipéteses acima.

4.1.1 Consideracdes tedricas

Considere um sistema de Filippov do tipo:

) Fi(x,p), x¢€ 5.

X = (70)
FE(x,p), xe€b5s.

que admite uma solugdo T*—periddica da forma I' = {x € R" : ¢o(x*, t,p*) = x,0 <

s < T*} C S satisfazendo H(¢p(x*,s,p*)) < 0 e H(pa(x*,s,p*)) = 0 sempre que

s =0 mod T, onde p € R™ é um ponto no espaco de pardmetros IR™. Faremos uso da

aplicacdo Py : D x R"™ — D, escrita na forma:

P(¢a(x, T, p), p) , se H(¢a(x, T*, p)) < 0.
§(P(p2(x, T*, p), p), p) , se H(¢a(x, T*, p)) > 0.

para o estudo das bifurcagdes sliding que emergem de I' no espago de parametros.

Pn(x, p) = { (71)

Suponhamos também que I é hiperbdlica quando vista como 6rbita periddica suave de
F, (isto é, ponto fixo hiperbdlico da aplicacdo de Poincaré cldssica associada ao campo
F>) e ndo-hiperbélica quando vista como 6rbita periddica sliding (isto é, ponto fixo ndo-
hiperbdlico da aplicacdo de Poincaré suave por partes associada). Usando as expressdes
dadas em (68) e (67), as derivadas de P(¢2(x*, T*, p), p) e g(P(¢p2(x*, T*, p), p), p) em

relacdo a varidvel x sdo dadas respectivamente por:

( [ B0 p) (LrH)(, p)

A* =
£%2H(x*/ p)

) . ¢2,x(X*r T*/ P*),
(72)

A; (I - ﬁ(x*,O,P*)Hx(x*/P*)) - A%
dLp H oH d
onde (Lr,H)x(x*, p) = a—lz(x*, p), Hx(x*, p) = a(x*, p) e o (x*, T, p*) = %(x*, T, p*).

Orbitas periédicas suaves

O préximo resultado fornecerd ferramentas para o estudo de 6rbitas periddicas de F,

contidas em S, que bifurcam de I'.
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Teorema 4.9. Considere um sistema de Filippov do tipo (70) tendo para p = p* uma solugio
T* —periddica hiperbolica (se vista como suave) tangente a X em x* satisfazendo as condigdes (69).

Entdo, existem fungdes suaves x(p) e T(p) bem definidas em uma vizinhanga de p* satisfazendo:

e o2 Tm) = 0,
T (% T p) 8 (73)

,CFZH(JZ, p) =
Demonstragdo: Considere a fungio f : R x R" x R" — R"*! dada por:

x — ¢o(x, t, p)] .

tx,p) =
Jitxp) [£F2H<x,p)

Note que:

* * *_O
f(x,T,P)—lo-

Para z = (t,x), considerando | = ¢y (x,t,p), V = (Lr,H)x(x,p) e F5 = FK(x*,p")

obtemos:

* ok I—7J* _FZ*
z5,p") = .

f(2%,p7) v 0 ]

onde f, denota a derivada de f em relacdo a varidvel z. O determinante de f,(z*, p*) é
dado por:
det(f:z",p")) = LEHG, p*) - det(I = A"). (74)
E - (LpH)x(x*,

onde A* = 1— B ERIDAYLPY) (o 1o ) = Pgaxr, T, p*), p). Pelas con-

E%zH (x*, p)
di¢des dadas em (69), temos Lr,H(x*,p*) < 0 e como I' é hiperbélica, obtemos
det(I — A*) #0. Logo det(f.(T, x*, p*)) #O0.

Sendo f.(z*, p*) matriz ndo singular (isto &, det(f(z*, p*)) #0), o teorema da funcéo
implicita garante a existéncia de funcdes suaves %(p) and T(p) bem definidas em uma

vizinhanga de p = p*, tal que:

_ 0
f(x(p), T(p), p) = H :
Portanto, obtemos o resultado. [
Observacao 4.10. Note que, associada com a solugdo X(p) obtida no teorema anterior, podemos

definir a fungdo real:
vo(p) = HE(p), p), (75)

89



90

APLICACOES

Neste caso, X(p) corresponde a um ponto de uma orbita periédica admisstvel do sistema (70), se e

somente se vp(p) < 0.

Orbitas periddicas sliding

O préximo resultado fornece ferramentas para estudarmos a existéncia de 6rbitas

periddicas sliding que emanam do ponto de bifurca¢do x*:

Teorema 4.11. Considere o sistema de Filippov (70), tendo para p = p* uma solugdo T* —periddica
ndo-hiperbdlica (se vista como sliding) de F,, tangente a 2. em x* satisfazendo (69). Entdo existe

uma fungdo suave x'(p, y) bem definida em uma vizinhanga de (p*,0) e T" € R satisfazendo:

Lr,H(x', p) = 0,
xl _ (x/// TH, ) — 0,
Py (76)
x' =g, py) =0,
y> — H(xX', p) = 0.
Além disso, a linearizagdo de ¢(P(¢2(x’, T”, p), p), p) dada por:
A= gx(x// P) : Px(x// p) : 472,x(x/// T/// p) (77)

tem autovalor 1 se, e somente se, 1 — Hy(%, p)A(I — A)~1B = 0 e Hy(X(p), p)A(I — A)~2B #0,

onde %(p) é o ponto fixo obtido no teorema (4.9) e p = %.
F 4

Observacdo 4.12. O ponto x’ estd associado com a solugio periddica de (70) que contém uma
pequena porgido sliding conforme indicamos na figura (24). Dessa forma, se 1 € Sy, significa

que, quando vista como Orbita periddica sliding, tal solugdo é ndo-hiperbolica.

Demonstragdo do teorema 4.11: Considere a fungdo: f : R” x R x R" x R—1IR", dada
por:
fx, ty,p) =x— P(a(t, X" (x,y, p), p), p)

onde x” é a expressdo da ZDM associada ao campo F,, dada pela terceira equagdo de

(76)-
Note que:

"

0
fx(x/ t, Y P) =1— Px(¢2(t/ x/// P)/ p)(PZ,x(t/ x/// P)%(x/ y, P) (78)
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™

) a8+
S

Figura 24: Solugdo periédica com pequena porcao sliding, representada pelo sistema (76)

Aplicando a expressdo acima em (%(p), T(p), 0, p):

fx(x(p), T(p), 0, p)

I — P(x(p), p)p2,(%(p), T(p), p)

= [-A.
Do fato que I' é solugdo T* —periddica hiperbdlica quando vista como suave, obtemos:
det(I — A) #0. Além disso, f(%,T,0,p) =% —x =0.

Novamente pelo teorema da fungdo implicita, existe X’ em uma vizinhaga de ¥ tal
que:

f& ¢ty p),ty, p) =0, (79)

para (t,y,p) € Vi1, onde Vi .+ € uma vizinhanga suficientemente pequena de
(T,0, p*).
Como queremos resolver o sistema (76), devemos mostrar que o ponto x’ satisfaz

todas as condic¢des esperadas. Primeiramente, temos

x" = P(ga(x", t, p), p)- (80)

Do fato que P é a projec¢do suave em Iy (ver 67), obtemos x" € I1y. Consequente-
mente, deve existir T” € R satisfazendo:

x, = (PZ(T/II x”/ P)
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Isto implica que x’ satisfaz a primeira e segunda equagdes de (76). Em particular, a
terceira equagao de (76) afirma que x” é a ZDM de x’. Consequentemente x’ satisfaz
todas as afirmacdes requeridas.

Observando a quarta equagao de (76) e considerando y como varidvel independente,
em y = 0 notamos que ¥ = x' = x” e T = T”. Como o teorema da funcdo implicita nos
garante x'(t, p, y) como fungéo tdo suave quanto f, podemos expandi-la em séries de
Taylor em torno de y = 0 como segue:

2 / a a
Yup =X 0+ 20 SropS + SRopt + SRo L ro) 6

onde obtemos as derivadas de x’ em relagdo a y de f(t, x'(y, p),y, p) = 0. Dessa forma,

temos:

xX'0,p) = x(p).
ox’

_y(plo) = 0/
az / B _ _
S50,p) = 24— A) B

A

5 3(0 p) = 6A(I—A)"1B,.

?: 4/ ©0,p) = (I—A)"1124B,,(%,0,p)+12 { (Pxx(x, )2+ (82)
AT, )T, 5,2) ) LS, 0, ) + AB(,0,p)
2(I — A)~tAB(x,0,p)+3 (Pxx(x, p)p (T, %, 270)%+
Pu(%, p)¢p2,x(T, X, p)) 41 - A)TAB(x, P))2] :
Portanto, a fungdo x'(y, p) é da forma:
X'y, p) = %(p) + A — A)~ %j;/ ©, P)g +0(y°) (83)

Substituindo tal expressdo na equacdo y> — H(x', p) e expandindo em séries de Taylor

em torno de y = 0, tomando apenas os termos em y, obtemos:

2 / 2 83x/ ]/3
—H(x(p), p) + (2 Hx(x(p), p) a2 ~0,p) | L+ | — Hex(p), p)ﬁ(o, P
oy (84)

4
(— Hx(x(p), p) 3y 20, P)) +0(y°) =0.
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Substituindo (82) na expressdo anterior e considerando:

v(p) = 1— He(Z(p), p)AUI - A)'B,

vs(p) = —Hy(X(p), p)AUI — A)'By, (85)
1 ) !

v4(p) = _ﬂHx(x(P)r P)a—yél(of p)

do fato que x;(0, p) = 0 podemos reescrever (84) da seguinte maneira:

—vo(p) + v2(p)y? + v3(P)y° + va(p)y* + O(y°) = 0. (86)

o que conclui a primeira parte do teorema.

No que segue, inicialmente precisamos das expressdes das matrizes gx(P(¢2(x", T”, p), p), p)
e Pu(x'(p,y), )2, (T", x”, p). Considerando y como dependente de x e computando a
derivada da terceira equacgdo de (76) (que é o mapa de descontinuidade ZDM, dado

pela expressdo (68)) em relagdo a varidvel x, obtemos

gx(X'(t,y), p) = I+ Bx(x', p, y)y* + (ﬁ(x’, P, y)+ %ﬁy(x’, P, y)y) 2y,y. (87)

Derivando y?> — H(x/, p) = 0 em relagio a variavel x, n6s obtemos 2y,y — Hy(x', p) = 0.

Substituindo na equagdo anterior:

G ) 1) = L4 Bl 0+ (B, )+ 5By oy ) ) 89

Agora, expandindo gx(x'(p,y), p) em torno de y = 0, obtemos:

2, = (1 (B, 0+ SB(5(0), 2, 0) ) it ) ) +0GP). (80)

Analogamente, expandindo Py(x'(p, v), p)p2x(x”, T, p) em torno de (x, t,y, p) = (X(p), T(p), v, 0)

temos que:

P(xX'(p,y), p)pox(x", T", p) = Pe(x(p), p)g2,(X(p), T(p), p) + Oy). (90)

Finalmente, considerando B = B(x(p), p,0), ,By = By(x(p), p,0) e substituindo (90) e
(89) em A, obtemos:

A= (1 . (5 . gﬁyy) He(x(p) p)) (4 +0@). (01)
isto é,

A=A+0(@y)+ (B + gﬁyy) (Hx(Z(p), p)A+O(y?)). (92)
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O polinémio caracteristico de A é dado por:

det(1 = ) = det (A1 = A= (B+ 360 ) (Ha(e(p), D)) +OGA 0. (93

Do fato que
det(M + NR) = det(M)(1+R-M~1 - N).

para qualquer matriz invertivel M, vetor coluna N e vetor linha R, n6s obtemos:

det(Al — A) = det(AI — A) (1 — H.(%(p), p) A — A) ! (5 + ;B_yy)) +0®y?) =0. (94)

Se A ndo é autovalor de A, devemos ter:

(1 — Hy(x(p), ) AT — A) ! (B ' gﬁyy> ) +0() = 0.

Como x(p) é o6rbita T—periédica hiperbolica dada pelo teorema (4.9), podemos

expandir a expressdo anterior em torno de A = 1 para obter:
_ _ - 3 - _ - -
1= Hy(x(p), /AL - A)! (ﬁ . Eﬁyy) ~ Ha(%(p), AU — A) 2B~ 1)+
+O((A =14 y) =0
Aplicando em y = 0 e notando que v5(p) = 1 — Hy(%(p), p)A(I — A)~'B, nés obtemos:
va(p) — Ha(%(p), AU — A)2B(A = 1) +O((A — 1)*) = 0. (95)

Como vy(p) — Hx(X(p), p)A(I — A)2B(A — 1) + O((A — 1)) = 0 e usando a hipétese
inicial Hy(%(p), p)A(I — A)~2B #0, segue que A = 1 se e somente se v(p) = 0. |

Observacao 4.13. Este teorema fornece as expressoes das fungoes vo(p), vs(p) e v4(p), necessd-
rias a demonstragio do teorema (4.8).
Condicdo de existéncia para orbitas sliding

Observando a equagdo (86), esta nos da as informacdes necessdrias para a existéncia ou

ndo de orbitas periddicas sliding. No que segue, faremos um estudo da equacao:

—og(p) + v2(p)y* + v3(p)y° + va(p)y* + O(y”) = 0. (96)

De acordo com o teorema (4.9), se para algum valor de parametro p* a 6rbita sliding

tem autovalor 1, entdo vg(p*) = v2(p*) = 0. Dessa forma, através da andlise em sequéncia
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do sinal dos elementos vy, v3, v3 e v4 podemos concluir sobre a existéncia de tais Orbitas.

Em particular, quando (96) tem uma raiz dupla positiva, devemos ter:

205(p)y + 3v3(p)y* +4oa(p)y” + O(y*) = 0. (97)

Portanto, se garantirmos condi¢des para a existéncia de certo y > 0 satisfazendo (96)
e (97), ocorre um fendmeno conhecido como bifurcagao sela-né (quando duas 6rbitas
periédicas com porgdes sliding se ‘chocam’, formando uma tnica).

No que segue, faremos a demonstracdo do teorema (4.8). Visto que encontrar a solugdo
periddica I' do problema é tdo dificil quanto analisd-la, ndo faremos esse processo
neste trabalho. Estamos supondo que tal solugdo I existe e satisfaz as condi¢des que

precisamos.

4.1.2 Estudo da érbita I'
Em se tratando da solugdo analitica para o campo vetorial F,, expandindo as solugdes

x1(t) e x2(t) em séries de Taylor em torno de ¢ = 0, obtemos:

x1(t) = x11(t) +expa(t) + O(?),

8
xo(t) = xp1(t) + ex2n(t) + O(€?). (98)

onde xj1(t) e x1(t) sdo solugdes do sistema dado por F, quando € = 0. Além disso,

escreveremos x;;(0) = Xj; e, consequentemente

x11(0) +ex12(0) = x71 + exha.

s (99)
x21(0) +ex22(0) = x5y +ex%o.
Portanto, a primeira aproximacao do fluxo em & = 0 é da forma
x11(t) + ex12(t)
Pa((x11 +€x12, X1 + €x02, Xy), £) = | xp1 () + exa(t) | - (100)

x4(t)

onde x4(t) é dada pela solucdo da terceira equagdo de (51).
Considerando os autovalores da linearizagdo da Aplicagdo de Poincaré classica,
dada pela matriz A* = Py(x*, p) - ¢ x(x*, 27, p), denotando S 4+ como o conjunto dos

autovalores de A*, desconsiderando o autovalor trivial 1, obtemos:

Sar = {1+¢,e 2P} (101)
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que, como B4 > 0e1l+e > 1, podemos concluir que, quando vista como 6rbita suave, T’
é instdvel, o que mostra o item (i) do teorema (4.8).

Considerando agora a matriz A} = gx(x*, p) - Px(x*, p) - ¢2,1(x*, 271, p), obtemos:

Sa; ={0,A(p)}- (102)

onde p=(b,],M,u,p,n,a3,az,a1,€) € R19. Para simplificar a expressado geral de A(p),

consideraremos m =k = 1. A saber:

(103)

onde

T1(p) = 4bOnoJaoe +48b% 10 3noe +92b%70 P age + 4b11 < 24eT 1o + ”]P‘; ) +

+504b2170]” azep®n? — 43210 azep®n? — 756be%7n]8na3sp217% — 72b%0 e
2]%s + azp?y?) + b3 J4 [ 42 (13 +85¢ T 17 + 8574> 13231 7m38p217%> +
+3b3]° (48]2 (e T 10+ %) 595077 ntazep?ns + 767 J? (4]2( —

Tnﬁz + 974> 450" Tazep n%) +b’ (]2 ( 52 + 6OeTﬂn2 + 6074) —

2brt
—2le ] mx;,sp 171

Go(p) = 403+ P)2(0* + 13b%]% +36]*)74

_ (. Ju
T ( 1 nw)

1o = —1 +€
m = M-—nup
12 = —1+7'[0628

Na se¢do que segue, encontraremos condigdes sob as quais se tem A(p) = 1.

4.1.3 Orbita periédica n3o-hiperbélica

Existéncia do autovalor 1

Considerando a expressdo obtida para A em (103), a fim de obtermos A = 1, considerando

e como variavel principal, construimos um polindémio # : R — R da forma:

h(p) = ag + aie. (104)
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onde

a1 = npp*(4J(—=b% + J)(Bas + 130°J?ay + 36b* [y — 1802 J*az0%n? + 108]as0%172)+
+e2bT”(4b10 Jag + 4808 Pay + 9200 Py + 4b 17ty + 50407 ] azp? 3 —
—432]%p%n3 — 756b 8 wazp?y? + b2 T4 (34012, — 1323n30%1%)+
+3b3 O 7t(48 %0y — 595a3p%173) + 367 71(20] %0y — Tazp?n3)+
+63b7 2 (4] — Sazp?n?) — 7204 P (2]%as + azp?13))),
a0 = —colJar(B2+ 2T —1)+262npp?),
co = 4%+ A +4]H)* +9]).

Aqui a fungdo h foi construida de tal forma que / = 0 se, e somente se A = 1. Assim,
para mostrar o item (i7) do teorema (4.8), basta mostrar a existéncia de valores de
parametro que anulam o polindmio h. Nossa principal ferramenta sera a analise dos
sinais dos termos de i em (104) ag e a1, considerando as expressdes acima. Como (h(e), €)
é uma reta em IRZ, tomando

=1, (105)
obtemos (h(gp),e9) = (0,€p9). Dessa forma, precisamos garantir condi¢des para que
gg > 0.

Observacao 4.14. Observando a expressdo de A em (103), devemos ter (o(p) # 0. Nesse termo,
a expressio 4b3(b? + J?)?(b* + 13b?]? + 36]*) é estritamente positiva (devido ao fato de todos os
parametros serem estritamente positivos). Além disso, para a existéncia do campo sliding, usando

a proposigio (1.1), concluimos que vy < 0 e consequentemente, Ja; < nup* (em m = 1).

Observacao 4.15. Para uma escolha admissivel de pardmetros, o termo ag é estritamente

negativo.

De fato, como o termo ¢y > 0 e eszn —1 > 0, obtemos co(Ja1(b* + ]2)(6%77T —1)+
2b%npp?) > 0. Portanto ag < 0.

Para garantir a; > 0, tomando a condicdo Jx; < npup, considere a seguinte escolha
parcial de parametros:

C; = {k=m=p=p=n=a7=b=1,]=0.5}, (106)

Para tal condicdo satisfazer a; > 0, devemos ter

1%

w3 < 0205286m, (107)
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e M #1.
. ao P
Dessa forma, concluimos que sempre que tomarmos ¢ = —— com as condig¢des C; e
a
(107) devemos ter A = 1. Nesse caso, chamamos a solugao periddica grazing-sliding I’

de ndo-hiperbélica (caso ela exista).

4.1.4 Bifurcacdes da orbita I’

Em se tratando do campo (51), para este caso em particular, o termo v3 é identicamente
nulo, ou seja v3 = 0, Vp € R1C. Portanto, fazendo uso da expressdo (96), a equagéo para

existéncia de 6rbitas sliding a ser analisada sera dada por

—vo(p) + v2(p)y? + va(p)y* + O°) = 0. (108)

Neste momento, buscamos solug¢des positivas em y para o polindmio acima. Cada
solugdo em y desse polindmio representa a existéncia de uma orbita periédica com uma
pequena porgdo sliding, sendo que tal y satisfaz o sistema do teorema (4.11).

Desconsiderando os termos de ordem O(y°), a equacdo (108) tem solugdo analitica

em y, dada por:

vp) 1
Y \/ axp) = 2y V PAPR P (109)

Estamos interessados no caso em que y > 0. Assim, em (109) devemos ter

1 v2(p) 1
y= E\/_ Ui(P) + o2() \/Uz(P)z +4vo(p)va(p),

ou seja:

_UZ(P) 1 2
24(p) + o3() \/vz(p) +4vo(p)va(p) > 0. (110)

Analisando separadamente cada sinal dos termos acima, inicialmente considere

vy > 0.

Caso vq > 0: de (110), temos:

—0a(p) = \/02(p)? + 4(P)va(p) > 0. (111)

Em (111), supondo vz(]o)2 +4vp(p)va(p) > 0, a tinica opgdo em (111) que satisfaz a

condicdo esperada é:

—va(p) + \/vz(p)2 +4vo(p)va(p) > 0. (112)
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haja vista que —vp(p) — \/v2(p)? +40g(p) - v4(p) < 0. Dessa forma, temos vy(p) - v4(p) >
0. Portanto, a primeira condi¢do para solugdo tnica é dada por vo(p), va(p), va(p) > 0, e

va(p)? + 4vo(p)va(p) > 0.
Caso vy < 0: em (110) devemos ter:

~0a(p) £ /0(p)? + 400 (p)0a(p) < 0. (113)

Precisamos analisar duas inequagdes:

—0y ++/02(p)? +4vo(p) - va(p) < O.

—02 — \/UZ(P)Z +4vo(p) - va(p) < O. (114)

Da primeira inequagdo em (114) obtemos diretamente vy(p) - v4(p) < 0. Da segunda

inequagdo em (114), temos

va(p) + 1/ v2(p)? + 400(p) - va(p) > 0, (115)

que, supondo vy(p)? +4vg(p) - v4(p) > 0, a condigdo vy(p) - v4(p) < 0 é suficiente para
satisfazer (115). Portanto, a primeira condi¢do para obtermos duas solugdes positivas
de (109) deve ser vg(p), v2(p) > 0, v4(p) < 0 e va(p)? +4vg(p) - v4(p) > 0.

Para o caso v < 0, temos as seguintes consideragdes:

Caso vy > 0: em (110), temos:

—~0a(p) £ /v2(p)? + 400(p) - va(p) > 0. (116)

o que nos deixa duas inequacdes para analisar:

—0a(p) + /v2(p)? +4vo(p) - valp) > O.
—02(p) — /0a(p)? +4vo(p) - va(p) > 0.

(117)

A primeira condigdo é claramente satisfeita, considerando 02(;9)2 +4vo(p)vs(p) >0e

v2(p) < 0. Da segunda condic¢do em (117), obtemos:

02(]9)2 > 02(]9)2 +4v(p) - va(p). (118)

de onde se conclui vy(p) - v4(p) < 0. Dessa forma, para que existam duas solugdes reais
em y > 0, temos que a segunda condicdo para existéncia de duas solugdes positivas é

dada por vy(p), v2(p) < 0, v4(p) > 0 e va(p)? + 4vo(p) - v4(p) > 0.
Caso vg < 0: em (110):

—~0a(p) £ /v2(p)? + 400(p) - va(p) < 0. (119)
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que, considerando v; < 0, temos apenas:

—~0a(p) — /v2(p)? + 400(p) - va(p) < 0. (120)

haja vista que —va(p) + \/02(p)? + 4vo(p) - v4(p) > 0. Dat:

—03(p) < /v2(p)? + 400(p) - va(p). (121)

que implica diretamente em vg(p) - v4(p) > 0. Dessa forma, a segunda condigdo para que

exista uma tnica solugdo para (109) é vg(p), v2(p), va(p) <O e va2(p)? + 4vo(p) - va(p) >0

Dos casos apresentados acima, concluimos que, para a existéncia de duas raizes

positivas de (109), além da condigdo v5(p)? + 4vg(p) - v4(p) > 0, devemos ter:

vo(p), v2(p) <

v4(p) >
ou (122)

vo(p), v2(p) >

v4(p) <

e para a existéncia de uma tnica raiz positiva de (109), além da condigdo 02(]9)2 +4vy(p) -

v4(p) > 0, devemos ter:

vo(p), v2(p), va(p) > 0.
ou (123)

vo(p), v2(p), va(p) < O.

A andlise para encontrar as condi¢des de ndo-existéncia segue da desigualdade:

_0a(p) 1
0a(p) - 0a(p)

\ 02(p)? +400(p) - va(p) <. (124)
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Usando um raciocinio andlogo ao anterior, as condi¢des de ndo-existéncia sdo dadas

pelas seguintes:

v4(p), v2(p) > 0.

Z)Q(p) < 0.

ou
v4(p), vo(p) >

v2(p) <

ou (125)
va(p), vo(p) <

v2(p) >

ou
vy(p),v2(p) < O

vo(p) > 0.

Com essas consideragdes, podemos agora demonstrar o teorema principal (4.8).

4.1.5 Prova do teorema (4.8)

Considere o conjunto dos autovalores da aplicacdo de Poincaré cldssica associada a
solugdo periddica I', dada pela expressdo (101), desconsiderando o autovalor trivial 1.
Como 1+¢ > 1, a solugdo I' é instavel, conforme afirma o item (7).

Para o item (ii), considere a escolha parcial de pardmetros C;, dada em (106).

Completando-a com os parametros remanescentes, considere as seguintes condigdes:

Ci = {k=m=p=p=n=a7=b=1,]=05M=11,a1=1,ar =1,

K3 = 1}.
(126)

G

{k=m=p=u=n=a1=b=1,]=05M=11,a; =0.1,a, =4,
063=81.5}.

Para a condigdo C;, obtemos ¢ = 0.15543198024670718 como raiz positiva do polind-
mio (104). A condicdo C, forneceu ¢ = 0.4941022756212668. Em ambas as condigoes,
note que A = 1. Em particular, a condicdo (107) é também satisfeita.

Ambas as condic¢des C; e C; nos forneceram:

sgn(vp) = 1. (127)
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em uma vizinhanga suficientemente pequena Vy« do ponto de tangéncia x*.
Dessa forma, precisamos analisar o sinal dos termos vp(p) e vs(p). Assuma que
v2(p)? +4vg(p) - v4(p) > 0 e considere os seguintes casos:

Caso vp(p) > 0 : Tal situagdo nos permite as fornece os seguintes resultados:

(a) Para a condigdo Cy, segue que vy = 3.2947 > 0. Como vp(p) > 0, temos vy >
0,vp > 0,94 > 0. Dessa forma, a condigdo (123) revela a existéncia de uma tnica

solugdo periddica sliding que bifurca de I', demonstrando o item ii — a.

(b) Para a condigdo Cp, segue que vy = —0.435493 < 0. Como vp(p) > 0, temos
vg > 0,72 > 0,04 < 0 que, considerando a condic¢do (122), temos a coexisténcia de

duas solugdes periddicas sliding que bifurcam de I', demonstrando o item ii — b.

Caso vp(p) < 0 : Usando a observagdo (4.10), existe uma solugdo periédica suave

inteiramente contida em S;. Além disso, temos as seguintes consideragdes:

(c) Para a condicdo Cy, obtivemos vy = 3.2947 > 0. Como vp(p) > 0, temos vy <
0,72 > 0,04 > 0. Considerando a condigdo (125), ndo existem solugdes periddicas

sliding bifurcando de T'.

(d) Para a condic¢do Cp, obtivemos vy = —0.435493 < 0. Como vp(p) > 0, temos
v9 < 0,75 > 0,v4 < 0. Considerando a condigdo (125) novamente nao existem

solugdes periddicas sliding bifurcando de T'.

Ambos os casos ¢ e d, demonstram a ndo existéncia de solucdes periddicas bifurcando

de I', que demonstra o item ii — ¢ do teorema (4.8). Concluimos o resultado. |



APENDICE

1 APENDICE 1

1.1 Campos vetoriais suaves

Neste capitulo a parte, discutiremos alguns conceitos necessarios para construgao do
mapa de Poincaré para campos vetoriais suaves. Uma das caracteristicas dessa aplicagdo
é oferecer a possibilidade do estudo da estabilidade de 6rbitas periddicas. A ideia é
simples, dado um campo vetorial suave autonomo f : R” — IR" e supondo I' solu¢do

T—periddica associada ao campo:
x = f(x), (128)

passando através do ponto xg, considere IT hiperplano perpendicular a I' contendo xj.
Para qualquer x; € I suficientemente préximo a xp, pelo teorema da dependéncia em
condigdes iniciais, dado em [8], a solugdo ¢(x1,t) de (128) passando por x; em t = 0,
cruza novamente ¥ em um ponto ¢(x1, f) = x, para algum tempo f € R. Dessa forma,
a aplicagdo de Poincaré pode ser definida como sendo a fungdo P : II — II, onde
P(xp) = xg e P(x1) = x2. O comportamento da aplicagdo P ira dizer se as trajetdrias
circundantes se aproximam da solucdo peridédica I' ou se distanciam, influenciando
diretamente na estabilidade de I

A seguir, apresentamos o enunciado do Teorema da Funcdo Implicita, o qual foi
largamente utilizado nas se¢des anteriores. A demonstragdo deste pode ser encontrada

na pagina 384 de [1].

Teorema .16. (Teorema da Fungdo Implicita - TFI) Seja A C IR" x R™ aberto contendo
(a,b). Suponha F : A — R"™ seja C1(A), tal que F(a,b) = 0 e DF(a, b)(0, v) seja isomorfismo.
Entdo existe uma vizinhanga YV de a € R" e uma tinica fungio ¢ : W — R™, sendo
¢ € CY(W), tal que ¢p(a) = b e:

F(x,¢(x)) =0,Vx € W. (129)
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Com isso, apresentamos o teorema de existéncia da Aplicacdo de Poincaré, dado no

que segue.

Teorema .17. Seja A C R" aberto e f € CL(A). Suponha que ¢(xo,t) é solugio T-periddica de
(128) e que o ciclo:
F={xeR":x=¢(xp1),0<t<T}, (130)

estd contido em A, com f(xg) # 0. Seja I1 hiperplano ortogonal a T em xo, isto é:
I[T={xeR":(x—xp)- f(x)=0}. (131)

Entdo existe 6 > 0 e uma iinica fungio t(x) bem definida e continuamente diferencidvel para
x € Bs(xg) tal que T(xp) =T e
$(x, T(x)) € 11, (132)
Vx € Bs(xo).

Demonstragio: Este teorema é uma imediata aplicagdo do TFL. Dado xp € I' C A4,
defina a fungdo F : A x R — R, dada por:

F(x, 1) = [¢(x, t) — xo] - f(x0). (133)

Note que F estd bem definida em todo dominio A x R e F € C'(A4 x R). Como ¢(x, t)

é T-periddica, temos:

F(xo, T) = [xo — xol - f(x0) = 0. (134)
Temos também que:
aa—lt:(xo, T) = f(¢(x, 1)) . - f(xo) = f(x0) - f(x0) #O, (135)
t=T,x=x(

pois, por hipétese, f(xp) # 0.
Pelo TFI, existe uma fun¢do 7(x), definida e continuamente diferenciavel tal que

T(xp) =T e:
F(x, t(x)) =0,Vx € Bs(xp). (136)
para algum 6 > 0, ou seja:
[¢(x, T(x)) — xo] - f(x0) = 0. (137)
Portanto ¢(x, T(x)) € I, Vx € Bs(xo). |

Com esse teorema, definimos:
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Definicao .18. A fungdo P : 11 — 11 dada por:

P(x) = ¢(x, T(x)), (138)
com 11 dado nas condigoes do teorema (.17) é chamada Aplicagio de Poincaré.

No que segue, introduziremos alguns conceitos bésicos sobre Teoria de Floquet, a fim
de estudarmos a estabilidade de uma solugdo I', T—periddica ¢(xo, t) de um sistema do

tipo (128), utilizando a aplicacdo de Poincaré associada.

1.2 Introdugdo a Teoria de Floquet

A utilizagdo da aplicacdo de Poincaré para a estudo da estabilidade de solugdes se da
pela andlise dos autovalores de sua matriz jacobiana DP(x). A teoria de Floquet nos
dard aporte tedrico para esse estudo, a partir do estudo da linearizagdo do sistema (128)

sobre I'. Dessa forma, devemos analisar um sistema ndo-auténomo do tipo:

y' = Alt)y, (139)
onde A(t) = Df(¢(xo, T)) é matriz T-periddica.

Todos os resultados desse capitulo podem ser encontrados em [11], com excessdo dos
resultados finais dessa segdo (.27) e (.28). De maneira geral, essa teoria mostra que a
solucdo de (139) deve ser da forma y(t) = e p(t), onde p é fungdo também T—periddica.

Comecamos entdo definindo:

Definicdo .19. (Matriz fundamental): Sejam x1(t), x2(t), ..., x4 (t) n solugdes de (139). Con-

sidere a matriz, cujas colunas sio formadas pelas solugdes x1, ..., Xp:

X(t) = [[x1(O] [2®)] ... [xa(®)]

Entdo X(t) é uma matriz n X n solucio de X' = A(t)X. Se x1(t), x2(t), ..., x,(t) sdo linearmente
independentes, entdo X(t) é ndo-singular e entdo X(t) é chamada Matriz Fundamental. Se
X(0) = I entdo X(t) é a Matriz Fundamental Principal.
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Segue agora uma série de Lemas e Teoremas necessdrios para a construcdo da solugao

do problema (139):

Lema .20. Se X(t) é a matriz fundamental, entdo Y(t) = X(t)B também é, para qualquer matriz

constante ndo-singular B.

Demonstragido: Como X(t) e B sdo matrizes ndo-singulares, dada a matriz Y(t) = X(t)B,

a matriz Y~1(t) = B"1X1(#) existe. Logo Y é ndo-singular, e:
Y =X'B=AXB=YB, (140)
como queriamos demonstrar. |

Lema .21. Seja W(t) Wronskiano de X(t) (determinante de X(t)). Entdo:

tr(A(s))ds

W) = W(tg)elo (141)

Demonstragio: Seja tg € R um constante qualquer. Expandindo X(f) em séries te

Taylor em torno de t = ty:

X(t) = X(to) + X (to)(t — to) + O((t — tp)?)
= X(to) + A(to)X(to)(t — to) + O((t — to)*)
= [I+(t — to)A(to)1X(to) + O((t — to)*).
Entao:
Det(X(t)) =  Det((I+(t — to)A(to))X(to))-

(142)
Det(I + (t — fo)A(to))Det(X(to)).

Dada uma matriz M ndo-singular qualquer e € € IR, a expansdo de Det(I + eM) em

torno de ¢ = 0 é dada por:
Det(I + eM) = Det(I) + etr(M) + O(€?).
Usando esse fato em (142) e como Det(X(t)) = W(t):
W(t) = W(to)(1 + (t — to)tr(A(to))) + O((t — t)?). (143)
Expandindo W(t) em séries de Taylor em torno de ty:

W(t) = W(to) + W (to)(t — to) + O((t — to)?). (144)
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Igualando (143) e (144):
W'(to) = W(to)tr(A(to))-

que, por sua vez é uma EDO da forma:

dw

=r = WOrA). (145)

cuja solugdo - por separagdo de varidveis - é dada por:
W(E) = W( to)efgo tr(AE)ds
como queriamos demonstrar. [

Teorema .22. Seja A(t) matriz T-periddica. Se X(t) é matriz fundamental, entdo X(t + T)

também é e existe uma matriz ndo-singular constante B tal que:

) X(t+T)
(ii)Det(B)

X(HB,Vt € R,
P s r(AE)s

onde tr(A) denota o traco da matriz A (soma dos elementos da diagonal principal).

Demonstragido: Comecaremos demonstrando que X(f + T) é matriz fundamental de

(139). De fato, defina Y(t) = X(t + T). Segue do fato de A ser T—periddica, que:

Y(#) = X'(t+T)=A¢t+DX({t+T)
= AMBOX(E+T)
= AMDY(®).

Agora, demonstraremos a afirmacdo (7). Tome B(f) = X ~1(t)Y(t). Entao:

Y(t) X(HX 1 HOXE)Y®)

X(t)B(t).

Tome By = B(tp). Pelo lema (.20), Yy(t) = X(t)By é matriz de solugdo fundamental de
(139), onde Yy(tg) = Y(tp). Pelo teorema de existéncia e unicidade de Picard [2], temos
Yo(t) = Y(t), Vt € R. Entdo By = B(t), para qualquer t € R. Logo B ndo depende de ¢

Para demonstrar a afirmacao (ii), pelo lema (.21):

t
W(t) = W(to)effo tr(A(s))ds.
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Fazendo uso das propriedades da integral, obtemos:

W(t + T) tr(A(s))ds

ft
W(tp)e'to*T
= W(to)eftto tr(A(S))dS+ftt+T
t+T

t
= W(tg)eln AN,

tr(A(s))ds
tr(A(s))ds
= W(He ST tr(AGs))ds
= W(t)eh trAGMS,

de onde se pode concluir:
W(t+T) = W(t)el A,
Pela afirmagdo (i) temos X(t + T) = X(¢)B. Logo:

Det(X(t+T))
W(t+T)

Det(X(t))Det(B)
W(t)Det(B).

Portanto:
Det(B) = efoT tr(A(s))ds .

como desejado. [

Observacao .23. A matriz B ndo depende de t e pode ser computada escolhendo t = 0 para
obter:
B = X~ 10)X(T).

Se as condigoes iniciais indicarem que X(0) = I, entdo:
B = X(T).

Como mostrado por Hartman em [6], se a matriz B é ndo-singular, existe uma matriz

(ndo necessariamente tnica) R de tal forma que:
B =R, (146)
Portanto, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema .24. (Teorema de Floquet) Seja um sistema do tipo (139), onde A(t) é T-periddica, ou
seja:
A(t) = A(t+T).
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Entdo qualquer matriz fundamental de (139) tem a forma:
X(t) = Z(t)eR!.
onde Z(t) = Z(t + T) e R é uma matriz contante e, se X(0) = I, entdo Z(0) = I.

Demonstragdo: Seja X(t) matriz fundamental de (139). Pelo teorema (.22), obtemos que
X(t+T) também é e X(t+ T) = X(¢t)B. Usando a expressdo (146), obtemos:

X(t+T) = X(#)eRT. (147)

para alguma matriz constante R. Defina Z(t) = X(t)e~ R, Entao:

Z(t+T) = X(t+T)e REGD
= X(t+T)e Rl Rt
= X(He X
= Z(t)
Portanto Z(t + T) = Z(t), como gostariamos de demonstrar. [

Com esse teorema, temos a seguinte definigdo:

Definicao .25. Os autovalores p1, 02, ..., on de B sdo chamados de Multiplicadores Caracteristi-

cos. Os Expoentes Caracteristicos py, piy, ..., hn SA0 0s autovalores de R, que satisfazem:
0i = el i e {1,2,...,n}.
Entdo, dada a defini¢do acima, obtemos o seguinte resultado:

Teorema .26. Seja p multiplicador caracteristico e y seu correspondente expoente caracteristico.

Entdo existe uma solugdo de (139) tal que:

(i) x(t+T) = px(t).

(ii) Existe uma fungio T—periédica p(t), tal que x(t) = e p(t).

Demonstragio: Para demonstrar (i), dado que B é ndo-singular, seja v autovetor de B,
com autovalor correpondente p. Tome x(¢) = X(t)v. Entéo:

X)) = X'(tv

A X(t)v
A(t)x
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e
xt+T) = X(t+T)
= X(t)Bv
= X(t)pv
= px(t).
ou seja:

x(t+T) = px(t).

Para demonstrar (ii), considere a funcdo p(t) = x(t)e #. Entdo p(t) é periodica: de

fato, temos:

p(t+T) = x(t+T)e T
= px(t)e "D

= e}%x(t)e_’“

= x(He M
o que implica que p(t + T) = x(t)e ! tem periodo T. Portanto, p é periddica. u

Em [2], encontramos que a solucdo de (139), dada a condigdo inicial x(0) = xy é dada

por:
x(t) = X(HX 1 (0)xo (148)

que ndo convém demonstrar aqui, pois utiliza conceitos além do que necessitamos por

enquanto.

1.3 Solugdes Periédicas

Em se tratando de solugdes periddicas, considere um sistema do tipo:

% = f(x), x € R". (149)

onde f € C!(E), para algum E € R" aberto. Suponha que existe uma solucdo periédica

¥(t) com periodo T, tal que:

Fr={xeR":xp=7(@1),0<t<T} (150)
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Linearizando (149) sobre a solugdo ¢, obtemos:

y' = A®b)y. (151)

onde A(t) = Df(¢(t)). Sendo ¢ fungdo T-periddica, A(t) também é. Dado X hiperplano
ortogonal a I', seja P : & — X aplicacdo de Poincaré associada ao ciclo I Como seré
explicado, encontrar os autovalores de DP(xy) se reduz a encontrar a matriz de solu¢ao
fundamental do sistema (151), que em geral, é um problema tdo dificil de se resolver
quanto encontrar a forma explicita da aplicacdo P. No que segue, mostraremos alguns
dos conceitos principais a respeito da matriz X(T) que nos ajudardo a compreender
como a matriz DP(xp) pode ser construida.

Dados x,xp € E, seja ¢(xp,t) fluxo do sistema (149) e seja y(t) = ¢(xo,t) Orbita

periddica de (149), passando pelo ponto xg € A. Considere a matriz:

9¢
H(x,t) = a(x, t). (152)
Em particular, o fluxo ¢ € C}(A x R). Pelo teorema de Schwarz obtemos:
9% 9%
m(xf t) = m(xr t). (153)

V(x,t) € A x R. Dessa forma, temos que:

¢ _ 9f
m(x/ t) = 5(4’(3@ t)
_ o
= Df(p(x, )50 (x, ).
ou seja:
d
2 () = Df (@x, HH, 0. (154)
vt e R.
Tomando x = xg, H(t, xp) satisfaz:
X'(t) = Df(¢(x, 1)) X(t) com condigéo inicial X(0) = I. (155)
Pelo teorema de Floquet:
H(xo, t) = Z(t)eRt. (156)
0 que segue:
H(xo, T) = XT. (157)

ou seja, H(xo, t) = X(t) é matriz de solu¢do fundamental de (151).

Dessa forma, temos a seguinte proposicdo:
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Proposicdo .27. Um dos autovalores da matriz X(T) é sempre 1.

Demonstragdo: Sendo 7y(t) 6rbita periédica de (149), satisfazendo:

Y (t) = f(r(1)). (158)

Derivando em t a expressdo acima e fazendo uso da regra da cadeia, obtemos:

Y'(t) = Df(y(H)Y'(B). (159)

Portanto, /() é solucdo do sistema linear ndo-autdonomo (151), com condic¢do inicial

7'(0) = £(0).

Pela expressdo (148), obtemos:

78 = X(HX(0)£(0). (160)

e do fato que X~1(0) = I, obtemos 7/(t) = X(t)f(0). Para t = T, substituindo em (158):

H(0, T)f(0) = f(0). (161)

Portanto, X(T) tem pelo menos um autovalor igual a 1 com autovetor correspondente

f(0). u

Em particular, pode-se escolher uma base de IR” de tal forma que a ultima coluna de
X(T) seja da forma (0,0, ..., 0, 1)T. Dessa forma, o préximo teorema, demonstrado por
[2] na pagina 205, estabelece condi¢des necessdrias para se considerar como DP(x) a

matriz de X(T) excluindo-se a tltima coluna e linha.

Teorema .28. Suponha que f € C'(A) onde A é um aberto de R" e que y(t) = ¢(0,t) é uma
orbita periddica de (149) contida em A. Para § > 0 suficientemente pequeno e x € XM B;(0), seja
P(x) mapa de Poincaré para y em 0 onde L. é hiperplano (n — 1)—dimensional ortogonal a I' em
0. Se py, pa, ..., hn sdo 0s expoentes caracteristicos de I' entdo os multiplicadores caracteristicos
et1,et2, ..., etn=1 sio os autovalores de DP(0), obtidos pela escolha de certa base de R", que
transforma a 1iltima coluna de H(0, T) = g—i(O, T) em (0,0, ...,0,1)T e pela exclusio da ultima
coluna e linha de H(O, T).

Com essa informacdo, para encontrar os autovalores da Aplicagdo de Poincaré, basta
encontrar os multiplicadores caracteristicos y;,i € {1,2,...,n — 1}, excluindo o autovalor

trivial p, = 1.
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Dizemos entdo que a orbita I' é estdvel se 0 médulo de todos os autovalores da
aplicagdo de Poincaré é menor que 1. Se pelo menos um dos autovalores tem médulo
maior que 1, entdo a 6rbita I' é instdvel. Além disso, se os autovalores tiverem médulo
diferente de 1, dizemos que a solugdo periddica I' é hiperbdlica e caso contrario, dizemos

que I' é ndo-hiperbélica (i.e, a aplicacdo de Poincaré associada tem autovalor 1).

2 APENDICE 2

2.1 Mapas de descontinuidade para bifurcacdes em sistemas de impacto

Nesta secdo em particular, estudaremos como a dindmica de um sistema de impacto
se comporta para campos que apresentam bifurcacées sem regides de sliding. Toda
trajetéria passando por X sera tangencial ou transversal. Quando a trajetéria for
transversal, o ponto onde o fluxo encontra X sofrerd a acdo de certa aplicagdo R : ¥ — X
que, para trajetdrias tangenciais, a aplicagdo R agird como a identidade no ponto de
tangéncia. Dessa forma, faremos a construgdo da ZDM e da PDM para este caso em

particular.

Analogamente ao capitulo 3, estaremos supondo sem perda de generalidade que os
sistemas tem uma Utnica fronteira de descontinuidade ¥ e com duas zonas F; e F,. Para
o caso geral, com mais de duas zonas e mais de uma fronteira de descontinuidade basta
aplicar as mesmas ideias separadamente para cada fronteira do sistema. Nesta se¢do em
particular, estaremos considerando apenas sistemas de impacto, que por sua vez, sdo
sistemas cujos fluxos estdo restritos a apenas um dos lados da fronteira. Chamaremos

apenas de campo F e fluxo ¢.

Como citado no texto, faremos uso do mapa de Descontinuidade ZDM. Um tipo
de comportamento que aparece também nesses sistemas é quando uma das trajetorias
tangencia a fronteira X. Para descrever tal situagdo, considere X = {x € D C R" : H(x) =

0} superficie de impacto, v(x) = Lr H(x) = (VH(x), F(x)), W(x) fungdes suaves tais que

x + W(x) - v(x) seja também suave, para alguma funcdo W tdo suave quanto necessario.
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Definicdo .29. Dizemos que o sistema de impacto hibrido estd escrito na forma local quando

pode ser escrito como segue:

X = F(x),x € S,

R(x7) = x7+W(x7)-o(x), (162)
02 0H o

alx) = <<a—£13(x)+££(x)>,lf(x)>.

comR:X —XeS;={xe€D:H(x) >0}
Dito isto, definimos:

Definicao .30. Considere um sistema de impacto escrito na forma local (162) e um ponto x* € .

Dizemos que x* é um ponto grazing reqular se satisfizer as sequintes condigoes:
1. H(x*) =0;
2. o(x*) = SH(p(x*,0)) = LpH(x*) = 0;

3. a(x*) = L H(@(x*,0) = L2H(x*) > 0;

— Hpjip

H N

Figura 25: Superficie contendo um ponto grazing reqular x*, isto é, um ponto cuja trajetéria que

o contém tangencia . Fonte: [2].

Note que x* é parte de uma trajetéria que tangencia ¥, ou seja, para alguma condi¢do
inicial x € R", temos ¢(x, t) = x*, como podemos observar na figura (25).

Para a construgdo da ZDM, temos o seguinte teorema:
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Teorema .31. Suponha que x* é um ponto grazing regular de um sistema hibrido de impacto
escrito na forma local (162). Entdo, a ZDM definida para todo x em alguma vizinhanga

suficientemente proxima de x* pode ser escrita como:

X, H(x) > 0;
x —/2a(x*)W(x*)y + O(y?), H(x) <0;

onde y(X) = \/_H(x) = \/Hmin((P(x/ t)).

Como citado desta secdo, faremos também a constru¢do da PDM que atua como

ZDM(x) = {

uma projecdo suave sobre a superficie [Ty que para o caso de sistemas de impacto, sera
definida como:
Iy = {x €D:LrH(x)= 0}.
Essa aplicacdo é importante e necessdria para a construgao da Aplicagio de Poincaré

para campos s.p.p. para todos os casos de bifurcagdes citados nesse texto. O teorema

da PDM é dado como segue:

Teorema .32. Suponha que x* é um ponto grazing regular de um sistema hibrido de impacto
escrito na forma local (162). Entdo, a PDM definida para todo x € Iy = {x € D : LrH(x) =

0} em alguma vizinhanga suficientemente proxima de x*, pode ser escrita como:

{ x, H(x) > 0;
PDM(x) =

x+B(x,y)y, H(x)<O0;

onde B(x,y) = \/7—2a(x)<W(x) . %F(x)) +O(y) e b(x) = Ly LrH(x).

A ZDM sera construida a partir dos seguintes passos:
1— Tomar x; € Ily inicial;
2— Sob agdo do fluxo ¢, encontraremos ¢ < 0, tal que H(¢(x1,9)) =0;
3— Sob agdo da fungdo R, obtemos o ponto x3 = R(xp), onde x; = ¢(x1,6);
4— Definimos ZDM : IIy — D, dada por:

ZDM(x1) = ¢p(R($(x1,0)), —9).

5— Ap6s encontrada a ZDM, definimos PDM : Iy — 11y, como sendo:

PDM(x1) = ¢p(x, Ao);
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o

T2 = G4, 1)~ _

Figura 26: Comportamento da ZDM e da PDM préximo a um ponto grazing regular

Demonstragdo do Teorema .31
Para a construgdo da ZDM, seja x; € IIy. Entdo LrH(x1) = 0. Em x;, suponha que
H(x1) < 0. Defina:

y=v —H(xl),
que implica em:
y*+H(x1) = 0;
Entao:

H($(x1,6)) — (y* + H(x1)) — LrH(x1) = 0. (163)

Como H é uma fungdo suave, podemos expandi-la em termos de sua série de Taylor,

em torno de § = 0. Dessa forma, temos:

2 3
H(¢p(x1,0)) = H(x1) + LrH(x1)d + L%H(xl)% + L%H(xl)% eltn) (164)
Substituindo em (163), obtemos:
2 (52 3 53 2 4
EFH(XI)E + EpH(x1)g -y~ +0(5%) = 0. (165)

Tomando:
2 &2 3 & 4
A= ,CFH(X)E + EFH(X)E + 0(5 )I
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Podemos escrever a equagdo anterior na forma:
(\/Z — y)(\/Z+y) =0;

isto é:

62 53 52 53
<\/£%H(x)3 + [,%H(x)g +0O(5%) — y) (\/ﬁ%H(x)E + [,%H(x)g +0(5%) + y) =0.
(166)

Como, por hipétese § < 0, segue que:

5 <\/ LpHG) | LRH@S 0(52)> ty=0.

2 6

Além disso, temos L2H(x*) # 0. Assim, teorema da fungdo implicita garante a
existéncia de uma funcdo suave (x, y) que anula a expressdo acima, em uma vizinhanca

Vix+0) do ponto (x,y) = (x*,0).

2 3H
Tomando G(x,y,6) = 5(\/51?[;(96) N Ly 6(x)(5

uma funcdo diferencidvel. Portanto, derivando-a implicitamente, podemos encontrar

+O(54)) +y = 0, notamos que G é

a expressdo para J(x,y) em termos de sua série de Taylor em torno de (x,y) = (x*,0).

Aqui, precisaremos apenas dos termos em y da série te Taylor de 4. Considerando tal

afirmacéao, temos:

2
3(x,y) = 6(x*,0) + g—i(x*, )y + a—‘i(x*, 0)Z

2
5 +0). (167)

2

, 90
E f4cil ver que o termo 6(x*, 0) é nulo. Para encontrar o termo —(x*, 0), derivando G

dy

implicitamente pela regra da cadeia temos:

d oG G 90
@G(‘xl ]/; 5(36', y)) - @(x, yi 5) + %(xr y/ 5)@(-’(‘1 y) - 0/

Logo:
G
6 @(xr Y, (S)
a—(x/]/) - Yol (168)
/ —=(x,¥,9)
85 4 4

Podemos notar que

oG
@(x, y,0)=1,
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NI—

9G 1 1 5 [ L3H
S5 Y0) = (5-E(E%H(x)§+L%H(x)g+o((s4)> (FT(x)

+ 0(52)> +

+O(6%).

) \/ LRH() | LIHE
2 6

Aplicando tal expressdo no ponto (x*,0,0), temos:

oG, , | L2H(x*)

25 (170,0) = [ 2 (169)
oL} 1 2
—(x0) = ———— — =~ | (170)
oy /[,%I-;(x*) L2H(x*)

@ ., [ 2
@(X /O) - E%H(X*) (171)

Para encontrar o 2° termo, precisamos novamente derivar implicitamente a fungdo G,

Portanto:

ou seja:

para obter:
0 [ 0G oG d0
@ (@('xl Y, 5) + %(xl Y, 5)@(-’(‘1 y)) = 0/
e, entdo:
0°G 0’G d0 d [ dG d0
a—yz(% y,0) + W(x/ v (5)@(9@ y)+ 3y (5(9@ Y 5)@(3@ y)) =0.
’G _ 9°G
Como 7 asy 0, pela regra do produto:
a_G@_F aZ_G%_i_—aZG %—O
dd dy? 962 dy odydd | oy
G 9°G
e, do fato que 3990 ~ 369y 0, temos:

o (Pean\a |
a6 oy \ 9029y Joy
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Substituindo @(x, Y) na expressdo acima, temos:

2
0GR PG[ 5 o
Wor e\ 2w TY

95
PG (96
9?5, 95%\ dy

TN
(%)
Encontrando os termos necessarios temos:

2 3 *
a—G(x*,O,O) _ LpH(x") 2 .
962 6 L2H(x*)
Substituindo na expressdo anterior:
L3H(x*) 2
825( \ 6 E%H(x*)
EVG) x/]/ = - 7
oy? [C2H(x%)
2

A Lt}
a2 VT TR (2 HE)

~ | 2 1 L3HExY) \ , 3
o(x,y) = <— W)w <_§(£2FI_IW>y +O0(®y°).

Seja x; € X ponto do primeiro impacto. Temos que va(x,y) = LrH(x2) = LrH(¢(x, J)).
Expandindo tal expressdo em torno de = 0, obtemos:

Portanto:

ou seja:

Portanto:

3H (52
va(x,y) = LrH(x) + L2H(x)d + LpH )07

Substituindo §, temos:

2 . / 2 . 1 E%H(X) 2 3
L3H(x) 2 1 L3H(x) \ , ’ 3
2 ((‘vzmaﬂy+<‘azﬁaw>y o)

1L3H(x) , L3H(x) , 3
—V2a(x)y - 3 2! 2HEY +O0W).

+0(%).

UZ(xl y)
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Logo:

2L3H
va(x,y) = —v/2a(x)y + 3 £§Hg;y2 + O(y3)'

Em x3 = R(x7), temos:
LrH(x3) = LrH(x2 + W(x2)v2) = VH(x2 + W(x2)02) - F(x2 + W(x2)02).

Expandindo em torno de x,, temos:

2
(VH(x2), F)) + (VHG) S () + S 1 (2)F(x), W(x2) o2 + O

= Uy + ﬁwﬁpH(Xz)Uz + O(U%)

LrpH(x3)

Tomando v3(x, v3) = L H(x3), temos:
v3(x,v2) = vp + U L L H(x2) + O(v%).
Definimos a ZDM como sendo:
X4 = ZDM(x1) = ¢(R(¢(x1,9)), —9).
Expandindo tal expressdo em torno de § = 0 temos:
x4 = R(p(x, 9)) + F(R(p(x, 0)))(=5) + O(?);

sendo que:
R(4)(xr 5)) = (P(X, 5) + W((P(X, 5))02-

Entao:
P(x,8) = x + E(x)d + O(6?),

W(p(x,0)) = W(x + F(x)d + O(6%)) = W(x) + %—I:CVF(x)(S +0(5?).

Em R(¢(x, 6)), temos:

R(¢(x,9))

X+ F(x)d + (W(x) + %—VXP(x)é)vg +O(9, vy)

X+ F(x)0 + W(x)vp + aaL;/F(x)csz +0O(9, v2).
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Em x4:
oW oW
Xg = x+F(x)d+W(x)v, + gP(x)évz +O(5,v2) + (F(x + F(x)6 + W(x)vy + EP(x)évz +
+0(8, v2)))(—9)
Xy = x+W(X)v + gP(x)(sz — $W(x)c5vz +0(6%, v3) + O(67). (172)
Portanto:

x4 = X+ W(x)v, + aa—v:F(x)(sz — g—I;W(x)(sz +0(6%,v3).

Basta entdo substituir ¢ e v, para obtermos:

X, H(x) > 0;
x —/2a(x*)W(x")y + O(yz), H(x) < 0;

que era o que queriamos demonstrar. L

ZDM(x) = {

Demonstragdo do Teorema .32

A PDM é dada pelo ponto x5, onde

x5 = P(xg, Ag).

é a projegdo do ponto x4 na superficie de velocidade zero IT = {x € D : LrH(x) =0}

Expandindo a expressao acima, obtemos:
X5 = Xg4+ F(xq)Ag + O(A(z)).
Utilizando a expressao (172), expandindo F(x4) em torno de x, obtemos:
F(xy) = F(x+W(x)v,+ %—V:F(x)avz — g—I;W(x)évz +0(8%,03)) = F(x) + g—i(x)W(x)vz +
+0(9, vp).

Portanto: oF
x5 = x4 + (F(x) + gwu)mo +O(A3).

Devemos encontrar Ag tal que LrH(xs5) = 0. Expandindo L£rH(x5) em torno de Ay =0,
obtemos:
LrH(xs) = LpH(xa) + LEH(x4)80 + O(A7) = 0.

Expandindo o termo L£rH(x4) em torno de x, temos:

EFH(X4) = EFH(X) + ﬁwﬁpH(x)Uz + O((S, 02) =0.
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Fazendo o mesmo com o termo £%H (x4), temos:
L2H(x4) = L2H(x) + O(vy).
Substituindo em LrH(xs):
LrH(xs5) = LPH(x) + Ly LEH(x)vy + AgL2H(x) + O(v2, Ag) = 0.

Como L2H(x*) # 0, o teorema da fungdo implicita garante que existe um Ag(x, v2)

funcdo suave que anula a expressdo acima em torno de x*. Dessa forma, obtemos:

 LwLpH(Y)

_ )
Ao(v2) = CZH) vz + O(v3).
Substituindo Ay e x4 em x5:
Xs = x4 /2000 (W) - %F@))WOWZ). (173)
que era o que queriamos demonstrar. |

Conforme citamos no texto inicial, para construir a aplicagdo de Poincaré suave por
partes, precisamos das aplicagdes ZDM e PDM, haja vista que a PDM é construida pela

projecdo da ZDM em IIy. Dessa forma, temos a seguinte definigdo:

Definicado .33. A aplicagio de Poincaré suave por partes Py para sistemas de impacto é uma
fungdo Py : Iy — Iy definida por:

Pn(x) = PDM(p(x)),

onde p : IIxy — Ily é dada por p(x) = ¢(x, T(x)) que é a Aplicagio de Poincaré natural

associada para campos vetoriais suaves.

3 APENDICE 3

3.1 Consideracdes acerca da bifurca¢do adding-sliding

Esta secdo é dedicada a mostrar o fato usado no teorema do caso de bifurcagdo adding-

sliding, dado na seguinte proposicdo:
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Proposicdo .34. Sob as hipéteses do teorema (3.14), temos:

2

" 9x?

<VH<x> ajP1<x>> -0 (174

Demonstracdo: Considerando 9S~ localmente linear, temos:

0P

w(ﬁ(:) = 0, Vx € Vx*.

onde V,+ é uma vizinhanga suficientemente préxima a x*, sendo que x* satisfaz as

hipéteses do teorema (3.14).
<VH, F2> + <VH, F2>

Usando a expressdo B(x) = — VH, B) — (VH, B’ temos:
P L2) — s 1

1 0’H 0HOF, 0*°H oH oF;
VE = (_1)<<VH,F2>—<VH,F1><8x2 N LA T vl

(VH,R)+(VH,F,) [(7*H +a_H@ B aZ_HF LEI
((VH,B) — (VH,F)2\ 9x2 2" 9x ox ox2 ' 9x ox | |’

ou seja:

vp - (VHE)+(VHE) (#H oHOE #H_ oHOR)
T ((VH,E)— (VH,FE)2\ 0x2 2" ox ox ox2 ' ox ox

1 FH, OHIE FH_ OHIF
(VH,F) — (VH,E)\ 0x2 2" 9x ox  ox2 ' ox ox |

2

Como — =0, temos:
0x?2

(VH,B) + (VH, F) (aHan 8H8F1>_

Vb = ((VH,FE) — (VH,F))?\ ox ox  ox ox
. 1 9HOF, | 9H OF,
(VH,E) — (VH,F) \ ox ox dx dx |’
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Derivando novamente a expressdo acima:

#B _ (VH,E)+(VH,E) (82H8F2 9H 3L

OF OH¥F & HOR oHIF
dx? ((VH,E) — (VH,F))?\ ox? ox  dx d0x?>  0dx? dx  ox 0x?

JoH 9k, oH 0F (

+ Jx Jdx Jx Jdx
((VH, F2> — (VH, F1>)2

FHOR OHPE FHOR OHPH)
0x2 dx  dx 9x2  9x2 9x Ox 0x?

L (VH,F)+(VH,F,) (0HOF, 0HOF \(0*H _ 0HOJF
dx ox dx ox

((VH,E) — (VH, F))? o2 2T o9x ox

_az_H[_‘ _OHOR ) _ 1 0*H oF, 8H82P2+
ox2 17 ox ox (VH,F,) — (VH,EF) \ ox2 ox | ox ox2
PHOF  9H?D P1> OH9F, 4 oH 9k
o2 (

aZH aH oF

+ Jx ox ox ox
ox2 ox E)x ox?2 ox 8x ox

VH,E) — (VH, F))?

PH_ oH aa)

9°H
Aplicando no ponto de bifurcacdo x = x* e considerando que

Fra
Pp _ 1 (m@n om#R\ 1 (oHon oHaR)
0x2  (VH,FR)\ ox 9x2  9x ox? (VH,F)?\ 0x ox  dx dx
IR 9HOR) 2 (9HOR HOR)(HE aHOR)
dx 0x  Ox ox (VH,F)?\ dx dx  dx ox dx ox  Jx ox

1 a_H82P2+8_H82F1 .\ 1 0HOF, 0JHF
~(VH,E) \ ox 9x2 ~ 9x 02 ((

VH,E))?2\ ox ox  9x ox
oH 81—“2 JH oF;
9x dx ax 9x
0.

Juntando os termos semelhantes e organizando de maneira apropriada

P62 oH®E 1 ((3HoR dHAR)(3HOE 0H
ox2  (VH,E)ox ox2  (VH,FK)2\ \9x ox 9x ox /\ 9x ox ox ox
s a_Han aHaFl aHan aHaFl N 8_Hﬁ+aHaF1 B_H%_
dx ox Ox ox /\ ox ox  Ox ox Jdx dx OJx oJx Jx odx
_oHOR
ox ox

= 0.
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OH 9*Fy
Isolando o termo — P
oH *F 1 0HOF, 0HOF ) (9HJF, L OH oH oF,
ox 9x2  2-(VH,B)\\ox ox 9x ox /\ ox ox ox ox
_,(OHOR _OHOR (9HOF, OHOR (0HOF
Jx oJx Jx oJx Jx oJx Jx ox ox ox
LOHOR ) (OHOF, OHOF
ax ox ox dx  Jx ox )

Dessa forma, o termo <VH E)a le > é dado por:

0°F 1 oF, 0oFf oF, 0F
<VH d 2P1> B 2._<VH,F2)<<VH’ (W‘ ax) ><VH (ax dx )P1>

oF, 8F1 JoF, Jh ok

oF; o, JF
) ><VH(ax §>P1>>-
Entao:
8F1 > B 1 an 8132 b
<VH . 2p1> - rEE (<VH,8 ><VH o > z<w,§a>

an an aFZ

= 0.

Concluimos que:

<VH<x> @H >2>
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4 APENDICE 4

4.1 AplicacBes associadas ao campo vetorial F,

Dedicamos essa secdo a construcdo das aplica¢des P e g citadas no dltimo capitulo

desse texto, referentes ao campo F,, sendo que g é a ZDM de um sistema de Filippov

i Fi(x) ,x € 5. (175)
- FE(x) ,x € S;p. 7>

genérico da forma:

De maneira geral, suponha que o sistema (175) possua solucdo periédica I', tangenci-

ando X em x*. O ponto x* deve satisfazer as seguintes hip6teses:
(i) LR, H(x*)=0e H(x*) =0,
ﬁﬂﬁéH@ﬂ<O,
(iit) Lp,H(x*) #0.
A construgdo das aplicacdes P e g é dada pelas proposicoes (.35) e (.36), a saber:

Proposicao .35. Dado um sistema de Filippov como (175) e uma solugdo periddica T do tipo
grazing-sliding, tangenciando X no ponto x* satisfazendo as hipéteses acima. Entdo, a aplicagio

de projecio P : D — Iy na superficie 11y é dada por:

X0, xo € Iy,
P(xo) = L, H(xo) (176)
{ X0 — mlfz(xo) + O(U% ;X0 ¢ HN

Demonstragido: Devemos encontrar Ty € R tal que P(xg) = ¢2(xo, Tp) satisfazendo:

Lr,H(¢2((x0, To))) = 0. (177)

Eventualmente, o ponto xy pode pertencer a IIy. Dessa forma Ty = 0 e P(xp) = xp.

Para o caso onde xg ¢ ITy, expandindo (177) em torno de Ty = 0:
Lr,H(xo) + LF,H(x0)To + O(T§) = 0. (178)

Fazendo uso das técnicas anteriores, obtemos:

LF,H(xo)

m + O(U%)- (179)

To(v1) = —
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Em ¢»(xo, To, p) = P(xo, p):

P(xg) = xg + F2(x0)To + O(T3) (180)
e, substituindo Tj:
Lr,H(xo) 2
P(xg) = x0 — —5——F2(x0) + O(v7). (181)
L3 H(x*) !
que é a expressdo final da P. |

A proposicdo que segue é andloga ao teorema (3.8). Porém, a aplicagio ZDM
construida estd relacionada ao campo F,, sendo que x* satisfaz as hipéteses (i), (ii), e

(1ii) citadas acima.

Proposicdo .36. Considere o sistema s.p.p. (175) e suponha que ele admite em x* € dS* ponto
de bifurcagdo do tipo grazing-sliding, cuja solugdo periédica estd contida em Sy. Entdo, a ZDM é
dada por:

X, H(x) > 0;

)(Fz(x) — F(x)), H(x) <0;

ZDM(x) = { . ( H(x)
L H(x)

para x em uma vizinhanga suficientemente proxima de x*.
Demonstragio: Assim como na constru¢do da ZDM do caso grazing-sliding para o

campo Fj, tomando x1 = Hyux($2(x,t)) € Iy para algum x € D, precisamos inicial-

mente encontrar § € R tal que H(¢2(x1,9)) = 0. Expandindo H(¢>(x1,J)) na expressdo

H(¢o(x1,6)) — (—y* + H(x1)) — L, H(x1)0 = 0, (182)
obtemos:
2 &,
'CFzH(xl)j +y°+0(3) = 0. (183)
Em particular, tal expressdo é valida, mesmo no caso em que x1 ¢ Ily. Reescrevendo
(183) como:
52
— ( — £%ZH(x1)E) +12+0(83) = 0. (184)
52
e escrevendo A = —[,%ZH (xl)E, temos:

(VA-y)(VA+y)=0. (185)
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Considerando ¢ < 0, temos:

6 — L3, H(x1)
\/—c%ZH(xl)?w:(s\/Fsz:o (186)
L% H(x1)
Tomando f: D x R x R — R, dada por f(x1,y,0) =y +6 —ZT, note que:

o f(x*,0,0)=0,

of . [ LeHE)
o 25(1",0,00= /T2 >0,

e, consequentemente, pelo teorema da func¢do implicita, existe uma fungdo suave 6(x1, )

bem definida em uma vizinhanga V(,+ o) de (x*,0) de tal forma que:

f(xll y, 5(.’)(1, ]/)) = O/ (187)

V(x,0) € Vg 0).
Dado que o TFI garante a diferenciabilidade de d(x1,y), tomando os termos de

primeira ordem da expansdo em séries de Taylor em relagdo a y, temos:
* dd * 2
o(x1,y) = 0(x*,0) + @(x ,0)y + O®y~). (188)

Analogamente ao caso grazing-sliding, obtemos:

o1, y) =~ E%_Tz(x*)y +OWD). (189)

Considerando x; = ¢»(x1,9), o valor 6, € IR satisfazendo Lr, H(¢s(x2, 62)) = 0 é obtido

de forma andloga ao caso grazing-sliding, dado por &, = —6 + O(y?), ou seja:

ba(x1,9) = /ﬁz(x*)y +OWD). (190)

Considerando que ZDM(x1) = ¢a(ps(¢2(x1,9),62), =6 — b2) e tomando T = —6 — Jy,

obtemos de forma andloga que:

oF, oF; _\ 3

ZDM(x1) = x1 + (Fs(x1) — F2(x1))d2 + (ng - ng) > (191)

Do fato que Lr,H(x1) = 0, é facil ver que Fs — F, = 0. Além disso, temos:

JF, OF, J9F,

S2e) = S0 = VO Rixn) — Ceen) 54 ), (192)



e, novamente usando o fato citado acima, obtemos:

9w = 92— VCWE ).

Dessa forma, segue que:

oF, oF;

——Fa(x1) — 5= Fs(x1) = (VC(x1), Fa(x1)) Fg(x1).

ox

Lr H(x1)
Lr,H(x1)

ox

onde C(xq) =

oF, oF;

b)) — —=F(x) =

ox ox

Concluimos que:

ZDM(xl) =Xx1+

e, consequentemente VC(x1) = —

2

Substituindo J, e y> = H(x1) em (196):

ZDM(x1) = x1 +

que era o que queriamos encontrar.

H(x1)
Lr H(x1)

L2 H(x1)
_Z—Pd xl
Lr H(x1)

62 ( L} H(x)
Lp H(x1)

Lr H(x1)

)
)Fd(xl)-

Fi(x1) + O(y).

V LE,H(x1)
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. Portanto:

(193)

(194)

(195)

(196)

(197)
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