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RESUMO

O objetivo desse trabalho é o estudo de sistemas dindmicos suaves por partes do ponto
de vista de bifurca¢des relacionadas ao contato tangente de drbitas periédicas com a
variedade de descontinuidade S, em especial quando tais solu¢des encontram a fronteira
da regido de sliding (regido de S onde ambos os campos de vetores apontam em sua
direcdo). Essas bifurcagdes sdo conhecidas como bifurcagdes sliding e, para estuda-las,
utilizaremos aplica¢des chamadas Mapas de Descontinuidade, cuja finalidade é corrigir o
comportamento dos fluxos em vizinhangas da fronteira de descontinuidade S. Nesse
contexto, dois problemas serdo objeto de estudo: quando uma solugdo periddica é
tangente a variedade de descontinuidade de um sistema dindmico suave por partes
com e sem sliding. Quando existir contato tangente de um sistema com sliding, este
serd na fronteira da regido de sliding. Em ambos os casos, aplica¢des apropriadas
que chamaremos de “Zero-time discontinuity map” (ZDM) e “Poincaré discontinuity
map” (PDM) serdo obtidas. Além disso, apresentaremos o estudo de um sistema suave
por partes chamado dry-friction oscillator que apresenta uma solugdo periédica do tipo
grazing-sliding. Fazendo uso da aplicagdo ZDM, mostraremos que essa solu¢do pode
ser vista como ndo-hiperbdélica e que, sob certas condi¢des, podem existir outras solugdes

periddicas que bifurcam dessa solugéo.

Palavras-chave: Sistemas de Filippov, Orbitas Periédicas; Mapas de descontinuidade,

Mapa de Poincaré.
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ABSTRACT

The objective of this work is to study the dynamics of a piecewise-smooth dynamical
system from the point of view of bifurcations related to the tangent contact of periodic
solutions with the discontinuity manifold S, especially when such orbits are tangent to
the boundary of the sliding region (subset of S where both vector fields point toward
S). Such bifurcations are known as sliding bifurcations and, in order to study them,
applications called Discontinuity Maps will be constructed whose purpose is to correct
the behavior of the flows in neighborhoods of the discontinuity set S. In this context
two problems will be studied: when a periodic solution is tangent to the discontinuity
manifold of a piecewise smooth dynamical system with and without sliding. When
there is a tangent contact of a system with sliding, it will be at the border of the sliding
region. In both cases appropriate applications that we will call "Zero-time discontinuity
map" (ZDM) and "Poincare discontinuity map" (PDM) will be obtained. In addition,
we will present a study of a smooth piecewise system called dry-friction oscillator which
presents a periodic grazing-sliding solution. Using the application ZDM, we will show
that this solution can be seen as non-hyperbolic and that, under certain conditions, there

may be other periodic solutions bifurcating from it.

Keywords: Filippov Systems; Periodic Orbits; Discontinuity Maps; Poincare Map.
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INTRODUCAO

O crescente desenvolvimento da teoria de sistemas dindmicos tem rmado a relevancia
dessa area no meio académico, tendo como precursores Henri Poincard1854 1912]

e Aleksandr Lyapunov [1857 1918].Seus estudos forneceram diversas ferramentas
qualitativas importantes (algumas delas podem ser encontradas em [8]), cujo exemplo
pertinente a nés € a aplicacdo de Poincaré, muito utilizada para o estudo de Orbitas
periddicas. Uma das informac¢fes que essa aplicacdo fornece € sobre a estabilidade
dessas solugdes através do estudo dos autovalores de sua matriz jacobiana. Em se
tratando dos primeiros estudos qualitativos sobre sistemas dindmicos suaves por partes,
estes foram apresentados primeiramente pelo matematico russo Aleksei Filippov [1923
2004]em seu trabalho intitulado Differential Equations with Discontinuous Righthand Sides
Nele, hd uma densa teoria acerca dessa classe de sistemas, assim como a construcao
do campo deslizante (sliding), que sera um dos principais focos de nosso estudo.
Dada a relevancia dessa area, em nosso trabalho apresentaremos a construcdo de
ferramentas analiticas que ajudardo a compreender a dindmica de um sistema dinamico
suave por partes (s.p.p.) de equacdes diferenciais ordinarias que, sob certas condi¢cdes
apresenta uma bifurcacdo. Uma particularidade desta classe de sistemas dinamicos
que vale ressaltar no momento € que ela admite um subconjunto chamado fronteira de
descontinuidade.

Nosso interesse € compreender como as solugdes ( uxos) se comportam em vizinhan-
cas desse subconjunto quando ocorrem bifurcacdes, que por sua vez, sao situacdes que
envolvem a perda de propriedades topoldgicas associadas a estabilidade estrutural do
sistema de interesse devido a mudanca de parametros ou perturbagéo de condigdes ini-
ciais. Aleksandr Andronov [1901 1952]introduziu a no¢éo de estabilidade estrutural
para sistemas dindmicos suaves utilizando a teoria de estabilidade de Lyapunov. Dito
isto, apresentaremos a noc¢ao parcialmente analoga desse conceito para nossa classe de
sistemas suaves por partes. Nosso principal interesse sao as bifurcagdes que envolvem
0 contato tangente de solu¢cdes com a fronteira da regido de sliding. Como veremos



introducéao

a frente, tal regido € um subconjunto aberto contido na fronteira de descontinuidade.
Para esse estudo, faremos uso de aplicacbes chamadasapas de Descontinuidadgue
atuam como uma correcdo do uxo na vizinhanca de interesse. Utilizando essas funcdes,
mostraremos como construir a Aplicacao de Poincaré associada as solucdes periddicas
em contato tangente a fronteira de descontinuidade, em especial, quando o ponto de
tangencia pertence a fronteira da regiao de sliding.

Ha uma grande diversidade de problemas fisicos que ndo podem ser descritos com
ferramentas da dindmica continua. Alguns desses exemplos podem ser encontrados em
circuitos elétricos e osciladores de impacto [2], modelos ecoldgicos como as equacdes
de Bazykin encontradas em [4], que € um caso particular do modelo presa-predador,
modelado como uma subclasse de sistemas s.p.p. chamada sistemas de Filippov. A
m de elucidar como essa classe de sistemas se apresenta, as equacdes de Bazykin sao
dadas pelo seguinte sistema s.p.p.:

« = f1(x), x2 S;. )
fa(x), X2 S,.

sendo que

2 ax xz°

X X _
2 1 1 b+ Xlg
axyXo dX2 :
b+ x;

fi(x) =

) AXX2 3

X1 1 S
200 = §axx, dxb+ )I(Elx ¢
b x, 2 2

onde x; > 0 é a massa da presax, > 0 € a massa do predador,a,a, b,c,E 2 R sdo
parametros. Considerando afuncdo H : R? R ! R, dada por H(x1,x2,8) = X2  a,
os subconjuntos S; e S, sdo dados por S; = f(xq,%X2) 2 R?: H(X1,%X2,@) > 0ge S, =
f (x1,X2) 2 R2: H(xq, X2,a) < 0g. Nesse caso, de nimos a fronteira de descontinuidade
pelo subconjunto S = f (x4, X2) 2 R? : H(x1, X2, a) = 0g. Vale destacar que um sistema
s.p.p. como (1) é do tipo Filippov se e somente se fi(x) 6 fy(x), 8x 2 S. Além do
exemplo acima, ainda em [4], encontramos equacdes que descrevem generalizacdes de
sistemas ideais de gas-liquido, modelados também por sistemas de Filippov, que sera
um dos nossos objetos de estudo.

Fazendo um breve resumo de nosso trabalho, nos capitulos2 e 3 concentraremos
nossos esforcos em compreender como sistemas suaves por partes se comportam em
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uma vizinhanga de uma bifurcagéo (que inicialmente ndo envolvera regides de sliding)
e também estudar alguns dos possiveis comportamentos que 0S uxos podem ter em
sistemas de Filippov genéricos do tipo (1). Tais sistemas apresentam regifes onde
0 campo é mutuamente atrator (ou repulsor) em ambos os lados da fronteira de
descontinuidade. Para o caso atrator, chamaremos de regiao de sliding e para o caso
repulsor, regido de escape. De niremos devidamente esses subconjuntos no capitulo 3.

Nosso principal objetivo é a construcao dos mapas de descontinuidade para 0s casos
de bifurcacdes que envolvem regides de sliding, dadas no capitulo 3. Chamaremos essas
de bifurcacdes sliding. No m de cada se¢do, mostraremos como a aplicagédo de Poincaré
associada a cada caso de bifurcacao sliding pode ser de nida usando as aplicagcbes de
descontinuidade construidas. Concluimos esse estudo no capitulo 4, apresentando uma
aplicacado desses conceitos em um modelo mecanico de oscilador de impacto. Nesta
parte, estudamos a existéncia de solu¢des periddicas sliding (i.e., solu¢des perioddicas
gue contém uma pequena regido de deslize sobre a fronteira de descontinuidade) que
emanam de uma solucédo periédica nao-hiperbdlica (ou seja, a aplicacdo de Poincaré
associada tem autovalor 1) do sistema em consideracao.
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CAMPOS VETORIAIS SUAVES POR
PARTES

2.1 conceitos iniciais

Comecamos fazendo uma breve introdug&o sobre 0s conceitos necessarios a compreen-
sdo do que sdo sistemas dinamicos suaves por partes. Toda teoria tratada aqui pode ser
encontrada em [2]. Ainda neste capitulo, de niremos e construiremos alguns exemplos
de mapas de Descontinuidade (Mp), Uteis para compreensao da dindmica do uxo para
sistemas s.p.p. diante de cenarios envolvendo a interacdo das solu¢cdes com a fronteira
de descontinuidade que sera de nida no que segue. A teoria qualitativa geral utiliza

a de nicao formal de sistema dinamico em funcdo de um espaco de estados X R",
munido da topologia usual (induzida pelas bolas abertas, também na métrica usual) e
um operador de evolucao, geralmente chamado f, de tal maneira que, dado xg 2 X,
ooperadorf : T X ! X leva xg até f{(Xg), para algum t 2 T. O subconjunto T
€ um conjunto de indices que pode ser discreto (seT  Z) ou continuo (se T R).
Dessa forma, o uxo evolui através do 'tempo' t, até encontrar o ponto f{(xg) 2 X.
Considerando o exposto, temos a seguinte de nicao:

De nicdo 2.1. Um espaco de estadds R", um subconjunto de indicéé e um operador de
evolugdd {: X ! X de nem um sistema dinamico se

(i) fo(x) =x, paratodo X X,
(i) fies(X) =f(fs(x)), paratodo X2 Xet,s2 T.
O subconjuntadf {(x) para qualquet 2 T é chamado trajetoria ou Orbita passando pelo ponto
x. O retrato de fase de um sistema dinAmico € o espaco de estados particionado em érbitas. Se

T = Z dizemos que o sistema dindmico acima € discretd. S®, dizemos que o sistema
dindmico é continuo
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A de nicdo acima constitui f ¢{(x) como um semigrupo Vale destacar que, tomando
D  R" subconjunto aberto, considere a funcao vetorial f : D ! D e 0 seguinte
sistema de equac0es diferenciais autbnomo:

x=f(x), x2D. 2

Sendof ; satisfazendo

%f () = F(F () e o(x) = X, 3

entdo f; € o uxo de (2) e o subconjunto fD ,R,f{g de ne um sistema dinamico
continuo. A notacdo que utilizaremos €é f ¢(x) = f (x, t).
Para comegarmos a teoria referente a sistemas s.p.p., de nimos:

De nicdo 2.2. Um sistema suave por partes é composto por um nimero nito de EDO's:
x = F(x,h); (4)

ondex 2 S, h 2 R™M espaco de parametrof § =D R" e cadd&5 tem interior ndo-vazio.

A interse¢ddS;; = S\ §j, ondeS denota o fecho d&, ou é vazio ou é uma subvariedade
(n 1) dimensional inclusa ers; [ §J Cada campo vetori&] estd bem de nido em todo o
dominioD e de ne um anico uxof j(x,t) que, por sua vez, também esta bem de nido em todo
dominioD.

O subconjunto S;; € chamado de fronteira de descontinuidadeu variedade de des-
continuidade Cada conjunto S;; € uma subvariedade suave de codimenséo 1 (isto
é,(n 1) dimensional e localmente difeomorfa a R" 1), que sera dada por Sj=fx2
R" : H;j(x) = 0g para alguma funcéo escalar suaveH;; : R" ! R. Note que, se consi-
derarmos como operador de evolucdo o uxo f;, tomando como espaco de estadoD
e conjunto de indices R, o subconjunto fD ,R, f ;g de ne um sistema dinamico suave,
para qualquer indice i referente ao sistema dado na de nigéao (2.2).

A préxima de nigdo serd importante para de nir o que séo sistemas de Filippov, que
seré de nido na secgéo 4:

De nicdo 2.3. O grau de suavidade de um pontg 2 S;j, senddS;; fronteira correspondente
a um campo comal) é a ordem do primeiro termo ndo nulo da série de Taylor da diferenga entre
os uxos[fi(xo,t) f;(Xo,1)], aplicado em £ 0.
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Observacao 2.4. Para casos onde existe apenas uma fronteira de descontinuidade, é considerado
como grau de suavidade, o primeiro termo ndo nulo da série de Taylor da diférgrga)
f 2(xo,1)], aplicado em & 0.

De nicdo 2.5. A fronteira de descontinuidadg; € dita uniformemente descontinua se o grau
de suavidade € o mesmo para todo pggtd S. SeS;; é uniformemente descontinua de grau
dizemos entao qu&; tem grau de descontinuidade uniforme r.

Observacéo 2.6. Sem perda de generalidade, estamos supondo, em todos os teoremas que
seguem, que a variedade de descontinuidade € um hiperplano. Para o caso onde nao seja, pelo fato
da funcéaoH;; ser suave cor@i sendo valor regular, pode ser aproximada, em uma vizinhanga

su cientemente proxima do ponto de interesse, por um hiperplano de codimerstéa, um

plano de dimensé&o n 1.

Um exemplo de sistema s.p.p. é osistema hibridode nido como segue.

De nicdo 2.7. Um sistema hibrido suave por partes € composto por um conjunto nito de
EDO's:
x=F(xh),x2§. ©)

e um conjunto de aplicacoes:
Rij ZSij 'D , (6)

ondeD =[S R", S;:=5\ S ecadaS com interior ndo-vazio. Além disso, cafig é
uma subvariedade de codimeniam € vazio.

De tais sistemas, obtemos a de nicdo de sistema de impacttomo segue:

De nicdo 2.8. Um Sistema de Impacto € um sistema hibrido suave por partes, onde a funcéo
Rij :Sjj! Sj e 0 uxo estdo restritos a apenas um lado da fronteira de descontinuidade, isto &,
emS =S[ Sj (ouemS; =S| Sj).

O conceito de bifurcagdo em sistemas suaves por partes € parcialmente analogo ao de
sistemas suaves. Assim como no caso suave, quando ha uma discrepancia em relacéo a
estabilidade estrutural e a equivaléncia topoldgica entre 0s sistemas suaves por partes
dada pela da variacdo dos valores de parametro, dizemos que o sistema apresenta uma
bifurcacdo, que chamaremos de Bifurcacdo Induzida por Descontinuidade (BID). A
de nicdo de estabilidade estrutural € dada na que segue.
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De nicdo 2.9. Dizemos que um sistema suave por partes é estruturalmente estavel por partes
se, dadét> 0, qualquer perturbacéo de clagecom tamanho maxin®mantém as caracte-
risticas de grau de suavidade da fronteira inalteradas, e os retratos de fase sédo topologicamente
equivalentes em relacéo a topologia produto.

Dessa forma, de nimos bifurcagdes em s.p.p. conforme abaixo:

De nicdo 2.10. Dizemos que uma bifurcacdo induzida por descontinuidade (BID) ocorre quando,
para algum valor de parametro, o sistema suave por partes néo é estruturalmente estavel por
partes. Ou seja, para algum valor de parametro, existe uma pequena perturbacédo que conduz a
sistemas nao topologicamente equivalentes, na topologia usual.

Para estudar esses fendmenos (bifurcacdes), utilizaremos uma ferramenta chamada
mapa de descontinuidad®! (), que por sua vez, pode ser visto como uma aplicacdo que
"corrige"a trajetoéria, desconsiderando localmente os pontos que pertencem a fronteira de
descontinuidade e deslocando os pontos necessarios utilizando operadores convenientes.
Dito isto, de nimos:

De nicdo 2.11. Dado o operador de evoluggoassociado ao campode um sistema s.p.p.
como na de ni¢doA2), considere o sistema dinamid® , R, f jg. O mapa de descontinuidade
associad®p : Vx !  Vyx de nido em uma vizinhanga su cientemente granidedex tal que
Vx\ Sj; 6 ?, € dado pela expresséo:

x, se fix,t)\ §;=7?,8t2R,

Mp(x)= .
o () f(x), se fix,t)\ S;; 67, paraalgumit2 R.

()

ondef é a correcéio do uxo utilizando os operadores de evolugéo circundantes.

A de nicdo acima arma que, para o caso suave, 0 mapa de descontinuidade as-
sociado ao sistema dinamico fD ,R,f g é a funcao identidade Mp(x) = x. Quando
consideramos a presenca da fronteira de descontinuidade, temos a necessidade de cor-
recdo do uxo, utilizando a funcdo f que, por sua vez, é de nida conforme a situacao
apresentada.

Antes de ilustrar o funcionamento da Mp, a de nicdo de derivada de Lie nos sera
atil. A saber:

De nicdo 212 DadosF, G:R" ! R" campos vetoriais suavedde: R" | R funcao
escalar suave. A derivada de LigH(x) de H na direcdo de F é dada por:

H
LeH(X) = —(f (x,t
LIORE SUCDN

_ TH - i
c w0 F= hr H(x), F(X)i
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A segunda derivada de Lie g H(x) na dire¢do de G é dada por:
LcLeH(X) = hrL rH(X), G(X)I .

Se F= G, escrevemdsgL gH(x) = L2H(x).

Figura 1: Interpretagdo geométrica da derivada de Lipara um sistema suave por partes com duas
zonas e uma unica fronteira de descontinuidade S

Do ponto de vista geométrico, em se tratando de campos suaves por partes, a
derivada de Lie indica a variacdo do campo F em relagéo a fronteira de descontinuidade
Sij = fx 2D : Hj(x) = 0g. Isso nos mostra qual sera o comportamento das solu¢ées
para pontos pertencentes aS, ou seja, quando 0 uxo sera transversalou tangenteem
uma vizinhan¢a de S. Como falamos na observacéo ¢.6), o ponto 0 é um valor regularde
Hij, ou seja,r Hjj(x) € sobrejetiva, para todo ponto x 2 Hij 1(f 0g). Consequentemente,
temos r H;j(x ) 6 0. Em particular, isto implica em dizer que Hij 1(f 0g) é uma superficie
regularde R" 1,

Para exempli car de maneira simples, considere um sistema em R? de duas zonas
equeS;,=S=fx2D : H(xX) =0g é uma reta. O gradiente r H é perpendicular a
superficie S. Entdo, a atuacdo da derivada de Lie pode ser observada na gura (1).

Como estamos tratando de campos vetoriais, a hocdo de ponto de equilibrio para
campos s.p.p. € parcialmente analoga a utilizada em teoria qualitativa de equacdes
diferenciais ordinarias. Dessa forma, de nimos:

11
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De nicdo 2.13. Suponha um campo vetorial s.p.p. da forraa)comi 2 f 1,2, ...,ng e seja
x 2 D, ponto de equilibrio dg,Fpara algum i.

(i) Dizemos que xé um ponto de equilibrio admissivel ds&x 2 S;.
(i) Dizemos que x € um ponto de equilibrio ndo-admissivel deeFx 2 S, com i6 j.

Para a ilustracdo da M, como primeiro exemplo, considere um sistema de impacto,
dado por:

x= F(x), x2R?%
R: S! S,

com uma Unica fronteira de descontinuidade S =fx 2 D : H(x) = 0g, para alguma
funcdo suave H : R? ! R e considere uma trajetoria periddica em relagéo ao uxo f,
como ilustrado na gura ( 2).

Figura 2: Orbita periddica de um sistema de impacto.

Conforme observamos, sobre o ponto x e considerando a interpretacao geométrica
da derivada de Lie dada na gura ( 1), temosL g H(x )= h*%—;'(x ), Fi(x )i & 0, ou seja, a
solucdo passando porx é transversal aS. Para tal trajetoria, considere uma superficie
transversal p, contendo o ponto xp conforme ilustramos na gura ( 3). Para algum
tempo d; 2 R, 0 uxo f(Xp,d) = x encontra S. A lei de impactdR leva o ponto x
até R(x ) como indicado na gura ( 3). Para algum tempo &, 2 R, 0 uxo f (R(x ), d)
encontra a superficie p em xp. Agora, tome um ponto X proximo a x,. Para 0 mesmo
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tempo d;, encontramos o0 ponto Xo sob agdo do uxo f. Para algum tempo d;, 0 uxo
f (Xo, d3) atinge a superficie de impacto S. Sob a acdo da aplicacadr, encontramos o
ponto R(f (Xg, d3)) = x3. O mapa de descontinuidade leva o ponto xg ao ponto virtual X4,
dado por:

X4=1 (X3 )

Fazendo isso, obtemos uma aplicacdo que mantém o tempo de evolugcdo do uxo
inalterado (pois a soma dos tempos €édz g = 0) e que corrige o 'erro’' deixado pelo
uxo f na tentativa de atingir a superficie S.

Figura 3: llustracéo do comportamento da Mp para sistemas de impacto.

Para construir o mapa de descontinuidade citado, considere o ponto x, tal que:
X = f (Xo, db),
onde x 2 S. Expandindo a expressdo acima em torno de dz = 0, obtemos:
f (X0, dg) = Xo + F(xo)dg + O(c).
Considerando Dx = xg x , obtemos:

X =Dx+Xx +F(x )dg+O(cd).
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Sex 2 S, entdo H(x) = 0. Logo:
H(Dx +x +F(x )dg+O(d3)) = 0.
Expandindo tal expressao em torno de X :
H(x)=H(x )+ %(X )(Dx + F(x )ds) + O((Dx + F(x )dg)*, &) = 0.
Como x 2 S, temos H(x ) =0. Logo:

H(x) = %(X )(Dx + F(x )dg) + O((Dx +x + F(x )d)*, c&) = 0.

Denotamos %(x) =r H(x). Isolando dz e comor H(x ) F(x ) 6 0, obtemos:

r H(x ) Dx

B THX) FX)

Agora, o ponto X4 € dado por:

+O((Dx)?).

X4 =1 (X3, ).
Expandindo tal expressdo em torno de Xs:
X4=X3  F(xg)dg+O(c).
O ponto x3 é a imagem de x pela lei de impactdR. Entéo:
X3 = R(DX+x +F(x )ds+O(c8)).
Dai:
X4 = R(DXx+x +F(x )dg+0O(B)) F(R(Dx+x + F(x )ds+O(d)))ds + O(cd).
Expandindo a expressdo R(Dx + x + F(x )dz + O(d%)) em torno de x , obtemos:
R(Dx+x +F(x )dg+0(2)) =R(x )+r R(x ) (Dx+ F(x )ds) + O((Dx + F(x )ds)?, d3).
Entao:
Xg= R(X )+1 R(x ) (Dx+F(x )ds) dsF(R(x ))+O((Dx + F(x )ds)?, c).

Substituindo dz e Dx, obtemos:
1
r H(x ) F(x)

+O((Dx)?).

X4=R(X )+ r R(X )+ FRx)) r R(x)F(x) r Hx) (xo x)+

Ccomo queriamos encontrar.
Dessa forma, acabamos de provar a seguinte proposicao:
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Proposicéo 2.14. Para uma Orbita transversal a superficie de imp&tondeL g H(x ) =
hr H(x ),F(x )i & 0, o Mapa de Descontinuidaddp : Vx ! Vx para um sistema de
impacto como end), de nido em uma vizinhanc®y su cientemente proxima d8 do ponto
X € dado por:

1

Mo(x) = ROC)* 1 RO ey gy

FRx ) r RX)F(Xx) r H(x) (x x).

Como segundo exemplo, considere agora um sistema hibrideuave por partes qualquer,
com uma Unica fronteira de descontinuidade S, como segue:

(= 1. HEO>0; ®)
F(x), H(x)<0;

e Spp = S, tal que alguma aplicacdo R : S ! D esteja de nida em S. Consideremos
entdo uma Orbita periddica e uma superficie transversal P a 6rbita, como podemos ver
a sequir:

Figura 4: Orbita periédica com uma superficie transversal contendo o ponto Xp.

De nimos:
S;=fx2D :H(x) > 0g;

S,=fx2D :H(x) < 0g;
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Dessa forma, podemos reescrever o sistema &) como:

F(x), x2 S
R(X), x2 S

Para um tempo tq, saindo de P, 0 uxo f 1 e encontra a superficie de descontinuidade
S no ponto x . Sob a acdo da aplicacadR, o ponto x € deslocado para$S, e, sob agdo do
uxo f, encontramos S no ponto x , sendo quex =f»(R(x ),t2) para algum tempo
to, > 0. Novamente, sob a atuacdo da funcdoR, o ponto x é deslocado para$S; e,
sob acéo do uxo f 1 novamente encontramos o ponto xp, onde xp = f 1(R(x ), t3) para
algum t3 > 0, conforme podemos observar na gura (4).

Figura 5: Dindmica local préximo ao ponto X».

Tomando um ponto X, sob agéo do uxo f 1, encontramos o ponto Xg = f 1(Xp, t1). Para
algum tempo d > 0, obtemos o ponto x, 2 S, ou seja,xo = f 1(Xg, d), tal que H(x2) = 0.
O mapa de descontinuidade leva 0 ponto Xg a X4, sendo que x4 = f 5(x3, d). Com um
raciocinio analogo ao anterior, obtemos:

r H(x )Dx
rHx) Fux)

+O((Dx)?).
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Sendo x, = f 1(Xg, d), temos:
Xo = Dx+x + Fy(x )d+O(d?).
O ponto x3 é dado por
X3 = R(DXx+x +Fy(x )d+O(c?),
que, expandindo em torno de x , obtemos:
X3= R(X )+r R(x ) (Dx+drR(x ))+O(Dx+x +drR(x ))?).
Expandindo f »(x3, d)em torno de d=0:
X=Xz Fa(x3)d+O(cP).
Substituindo X3, obtemos:
Xa=R(X)+r R(x ) (Dx+dR(x)) dR(R(x ))+O((Dx+x +dFi(x ))> ).

Substituindo d, obtemos:
1
rHix ) Fu(x)

e essa € a expressao nal para aMp.

X4 =R(Xx )+ 1 R(x )+ R(R(x ) r R )Fi(x ) r H(x ) Dx+O((Dx)?).

Dessa forma, acabamos de demonstrar a seguinte proposigao:

Proposicao 2.15. Considerando uma o6rbita periddica de um sistema hibrido suave por partes
como 8), com uma Unica fronteira de descontinuidade como ilustrado na géiraobre a
hipotese dé r, H(x ) 6 0 para um pontx 2 S, 0o mapa de descontinuidaliey : Vx ! Vy

de nido em uma vizinhanga )/ su cientemente proxima & do ponto x é dado por:

Mp(X) = R(x )+ r R(x )+ RRXx ) r RX)RMX) r HXx) (x x).

1
rH(x) R(x)

2.2 mapas de descontinuidade para bifurca-

cdes em sistemas suaves por partes

O objetivo das proximas sec¢des é estudar a dindmica de um sistema s.p.p.n  dimensional,
quando este apresenta uma bifurcacdo. Nesta se¢édo, comecaremos o estudo em sistemas
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gue nao apresentam regides de sliding, sendo este dado na secd®. Sem perda de
generalidade, estudaremos apenas sistemas com duas zonas e uma unica fronteira de
descontinuidade S. Vale destacar que todas as demonstracdes feitas nesse trabalho séo
validas em campos no R". Dessa forma, cada férmula apresentada pode ser utilizada
em campos vetoriais n  dimensionais.

SejaS=fx2D R":H(x)=0gfronteira de descontinuidade do sistema s.p.p.:

« = F((X), X2 $; ©)
R(X), x2 $;
comx 2 R".
As bifurcagfes que trataremos aqui acontecem quando, para algum valor de para-
metro do sistema, existe um contato tangente do uxo f 1 com a fronteira de desconti-
nuidade S. Como estamos apenas considerando sistemas sensliding, precisamos da

seguinte de nicao:

De nicdo 2.16. Dado um sistema s.p.p. como e Um pontox 2 S é dito ponto de costura
se as derivadas de Lie com relacédo aos campeds aplicados no pontw tem 0 mesmo sinal,
ou seja:

LrH(X) LrH(X) O.

Sem perda de generalidade, vamos supor que uma trajetéria tangencial estéa intei-
ramente contidaem S; =fx2D R": H(x) > 0g e que o ponto de contato sejax ,
como na gura ( 6).

Assim como no caso de sistemas de impacto (apéndice2), precisamos considerar
algumas hipéteses sobre o ponto x . Assumimos que H : R" ! R é uma funcéo
escalar suave, tal quex = 0 sejavalor regularde H. Dessa forma:

r H(x ) 60.

De nimos grazing regularde maneira analoga ao caso de sistemas de impacto, como
segue.

De nicdo 2.17. Um ponto x é um ponto grazing regular se satisfazer as seguintes hipoteses:
(i) H(x ) =0;

(i) vix )= 2 (Fax L) =LRH(X ) =0
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2
%(f 1(x ,0)) =LEH(x ) > 0.

Um exemplo do comportamento de tais pontos pode ser observado na gura ( 6). Note

(iii) a(x ) =

que o ponto x é parte de uma trajetéria tangencial a S e, considerando a interpretacao
geométrica da derivada de Lie dada na sec¢ao anterior, 0S pontos x; e X, sdo pontos de
costura

Figura 6: Exemplo de um ponto grazing regular x para sistemas com duas zonas.

A m de compreender como a dinamica acontece proximo ao ponto x , observe
a gura ( 7). SendoP y secéo transversal ao uxo tangente em x , para pontos que
estdo em S, se denirmos P : Py ! Py como sendo P(x ) = x , a aplicacdo P é
a aplicacdo de Poincaré para o caso suave em relacéo a Orbitd 1(x ,t). Para pontos
em Sy, devido a presenca da fronteira de descontinuidade S, ha a necessidade de
correcao do uxo no ponto x 2 P y. Tal correcao sera dada pelo pontoxs 2 Py, sendo
gue duas aplicacbes atuam em tal correcdo: uma leva o pontox 7! x4 e outra, leva
X4 7! x5. Note que o ponto x4 é dado pela expressaoxs = f 1(f o(f 1(X, ), ), dy )
exs=f1(f1(f2(f 1(X, o), b)), dy ), Do) de tal forma que L g H(Xs, Do) = 0. Note que
a aplicacdo que mapeiax a x4 ndo altera o tempo de evolugcdo do uxo e a aplicacao
gue leva x4 a X5 € uma projecdo emP y suave, usando o uxo f . Portanto, podemos
de nir duas aplica¢gdes, que chamaremos de ZDM e PDM, onde ZDM (x) 7! x4 e
PDM(x) 7! x5. Dessa forma, podemos de ni-las como segue:
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De nicdo 2.18. Dado um sistema s.p.p., a ZDM (Zero-time Discontinuity Mapping) € um
mapa de descontinuidade que n&o altera o tempo de evolugéo do uxo.

De nicdo 2.19. A PDM (Poincaré Discontinuity Mapping) é a projecao que mapeiaM (x)
emP p, utilizando um dos uxos do sistema.

As de nicOes (2.18) e (2.19) ndo podem ser estabelecidas diretamente em funcao
de um Unico uxo associado a um sistema s.p.p.. Isso signi ca que, como mapas de
descontinuidade sdo aplicacdes que utilizam a evolucdo das solu¢cdes em sua de nicao,
ndo podemos dizer exatamente qual uxo estes mapas utilizardo de maneira geral. Além
disso, na de nicéo ( 2.19), a superficie P y é também de nida conforme a necessidade
do problema, ndo sendo necessariamente sempre igual aP y = fx 2 R" : L H(x) = 0g.
Um exemplo disso sera tratado no capitulo 5.

Figura 7: Comportamento dos uxos, préximo ao ponto de bifurcacdo x .

Os préximos dois teoremas estabelecem as expressdes para as aplicacbedDM e
PDM para pontos x numa vizinhanca de um ponto grazing regular x.
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Teorema 2.20. Sejax um ponto grazing regular de um sistema suave por partes cépuja
solucao passando por seja periodica. Se o campo vetorial s.p.pxemtal queF (X ) 6 F(x ),
a ZDM para x em alguma vizinhanca de ¥ dada por:

( X, H(x) O;

LelellO)  mo R0)+06?), HE) <O

ZDM (x) = N
X+ l(X) L|2:2H(X)

Teorema 2.21. Sob as hipéteses do teoreta(), sejax 2 Py su cientemente proximo &
sendoP y =fx 2D : LgH(x) =0g. Entdo, a PDM € dada por:

( X, H(x) O;

POMEI= s ac0)cix) R0~ Ry yropa), He <o
|—|:1H(X )
onde: s
Ci)= 2
1 L2 H(x)'

e:

C _ L|:1|_ FZH(X)
Z(X)_ I—|2:2H(X) )

Considerando a superficie Py =fx 2 D : Lg H(x) = 0g, a construcéo das aplicagdes
ZDM e PDM se dara da seguinte forma:

1 Tomarx 2 Py e, sobaacdodo uxof,, obterdy 2 R, satisfazendo H (f 1(x, dp)) =0,
onde x; = f (X, dy);

2 Sob a acédo def 5, levar x, a x3 de modo que x3 = f »(X2, db) para algum d» 2 R, tal
que H(xs) = 0;

3 Denir ZDM PN !D , por:

ZDM (x) = fa(f 2(f 1(X, o), ), o ).

4 Encontrar d3 2 R tal que L H(f 1(X4,k)) =0e denir PDM :Py ! Py como
sendo:

x5 = PDM(x) = f1(f 2(f 1(X, o), dp),  (do+ ) + C).



22 campos vetoriais suaves por partes

Demonstracdo do Teorema (2.20)

Observando a gura ( 7), note que a construcdo do tempo dy é analoga a construgcéao para
sistemas de impacto (dada no apéndice 1), considerando o campo F = F;. Portanto:

s ! 3 !
2 1 |—|:1H(X)

2 3
(ZAe) YT aazmeoe VTV

o(y) =

Devemos encontrar agorad, 2 R, satisfazendo H(f 2(x2, d)) = 0 e considerando x3 =
f 2(X2, h), temos H(x3) = 0. Expandindo em séries de Taylor a expressaoH (f o(x2, h)) = 0
em torno de d, = 0, temos:

2
H(f 2(x2, ) = H(x2) + L, H (x2)cp + LEZH(XZ)% +O(d);
ou seja:
&
L H(x2)dh + |_'é2H(x2)E +0(dd) = 0. (10)
Como x; = f 1(X, dy), podemos expandir as expressoesL g, H(x>) e L,z:ZH(Xz), em séries

de Taylor, em torno do ponto X inicial, isto €:

2
L L H(f 1(X,dp)) = L H(X) + Ly L 5, H(X)do + L%lLFZH(x)% +O();

2
2. LEH(fa(x,do)) = LEH(X) +LRLEH(X)db + L%L%ZH(x)% +O(dh);
Substituindo tais expressdes em (L0), temos:

(LEHX) +LrLEH(X)d)dh + %(LEZH(X)+ L LZH(X)d)dE +O(d, df) = 0.

Substituindo d, até o termo de ordem y, temos:

LEH(X) L fLEHX)Ci(x )y + %L%H(x)d§+0(d§) =0,

onde S

)= o

LZH(x)'

Para estes casos, exigimos que:

LrH(X) LEH(X) O,

ou seja, em ambos os lados da fronteira de descontinuidade, 0s campos nunca sejam
atratores e nem repulsores ao mesmo tempo. Comox 2 P, temos L g, H(x) = 0.
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Portanto:

L AL HXICI( )by + SLEH()E +O(y?) = 0.

Do fato que L,Z:ZH(X ) 6 0, o TFI garante a existéncia de uma funcao suavedy(X,Yy)
que, em uma vizinhanca de (x ,0), anula a funcao I(x,y,db) = L gLEHMX)Cy(x )y +
%L%H(x)dz + O(y?) e ainda considerando que d, 6 0.

Dessa forma, podemos encontrar a expressao deh(x,y) em termos de sua expansao
em séries de Taylor, em torno de (x,y) = (x ,0). Tomando apenas o0s termos emy,
obtemos:

da(x. ) = ch(x ,0) + %(x )y +0?).

E claro que dy(x ,0) = 0. Diferenciando a funcéo |, temos:

1 _n Ty a1
ﬂ_yl(x1y’ dZ(X’y)) - ﬂy(x’y’ dZ) + ﬂCh(X’y’ d2) ﬂy (X1y);

ou seja:
L P vl
fy 95y

Assim, temos: ql
ﬂ—y(x ,0,00= L gLEH(X )Cy(x ),

Tl 1,
g 00 =5LEHK).

Portanto: L He
@(X,O)=2Fl RH(X)Ci(x)
Ty LEH(X)

Dessa forma, concluimos que:

L|:1|_ FZH(X )Cl(X )

Y) =2 o(y?).
(X, y) LZH(X) y+0(y)
A ZDM é de nida como sendo:
ZDM (x) = f 1(f 2(f 1(X, co), &), (do + b)) (132)

Considerando T = dy + dh expandindo tal expressao em séries de Taylor, em torno de
T =0, obtemos:

Xq = T of 1(X, co), &) + Fu(f 2(f 1(x, do), ch)( (co+ b)) + O(d§, ).
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Analogamente, fazemos comf »(f 1(X, dy), tb) e f 1(X, dy), para encontrarmos:

f1(x, o) + Fa(f 1(x, do))cp + O(dB),

f2(f 1(x, o), d)

f1(x,co) = x+F(X)do+O(R).
Logo:
f o(f 1(x, cb), th) = X + Fy(x)do + O(B) + Fa(x + F1(x)do + O(dd))d + O(cB),
ou seja:
f o(f 1(X, tb), th) = X + Fi(x) + Fa(X)ch + O(c3, ).
Dai:

Xa = X+ F ()t + R(X)d + Fy(x + F(X)do + R(X))( o ) + O(ck, ).
Expandindo Fy(x + F(X)dy + F»(X)dh) em torno de X, obtemos:

Fu(x + Fu(x)do + R2(X) k) = Fi(x) + %(X) (R(X)do + (X)) + O((Fa(X)co + F2(X))?).
Substituindo em X4:
X4 = ZDM (X) = X+ ()b + R(X)c + FL(X)( o Op) + O(c, ). (12)
Dai:
Xg = X+ (R(X)  Fa(X))dp + O(ch, ).

Substituindo d:
!
L|:1|_|‘7H(X )Cl(X )

X4=ZDM (x) = x+(R(x) Fy(x)) 2 ZHG) y +0(y?).

conforme a rma o teorema requerido.

Demonstracédo do Teorema (2.21)

Pela de nicdo da PDM, projetaremos a ZDM em Py para encontrarmos 0 ponto
x5 =f (X4, &) 2 Py, tal que:

L i H(f 1(x4, as)) = 0.
onde dz 2 R é 0 tempo necessario para que 0 uxo X4 = f1(x3, dy p) satisfaca a
condi¢éo acima. Expandindo em séries de Taylor a expressaol g H(f 1(x4, dg)), em torno
de d3 = 0, temos:

L g H(f 1(Xs, d8)) = L H(Xa) + LE H(x4)0s + O(ch). (13
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Note que:
LeH(xg) =L H(f1(x3, o b))
Tomando T = (dy+ db) e expandindo tal expressdo em torno de T = 0:

LEH(F1(Xxs, do ) =LrHXa)+LEHXS)( b ) +O(ch, ).

Fazendo o mesmo processo no pontoxs = f »(X», th), obtemos:
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L/ H( 1(x3,

b &) = LrHXa)+LEHX3)( o ) +O(dh, &)
LrH(X2) + LeLrH(X2)dh + (LEH(X) + LRLEH(X)D)( do o)
+O(cf, &)

Analogamente em x, = f 1(X, 0p):

Lk H(f 1(xs,

b &) = LRHX)+LpLrHX)h+(LEHMX)+LELEAH)M)( G ).
= (LEH)+LEHXd) + (LrLrHX) + LLL R H(X)d)dh +

HLAHE+LEHD) + (LELEHM) + LELRLEHM)L)( b )

+0(d§, d5).

Tomando os termos de primeira ordem, obtemos:

LEH(Xs) = LpLrHX)d L & H(X)d+O(do, &)

Fazendo um processo analogo ao anterior emL,%lH(xA,), temos:

L2 H(xa) = LEH(X) + LE H(x)ch + O(ch, o).

Portanto, em (13):

LeLrHM)d: L EHE) G+ (LEH) +LEH(X)d)ds + O(ch, o, dg) =0.  (14)

Em particular, temos:

S ! |
_ 2 1 LEHKX) 2
t(x,y) = m y+ ém y<+0(y?),
e
x,y) = 2-AERACIGO) | o2

LEH(x )
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Substituindo dy e d, em (14), temos:

LrLrHE)Ca(x )Ca(x )y L EH)Ca(x )Ca(x )y +LEHX)ds+LEH)Cy(x )dgy+

+0O(dp, tp, &) = 0,

onde: L Lo HOO
Co(x) = —AZR)

Z(X) L|2:2H(X)

Considere a funcéo:

Jx,y,8) = LrLrHE)C(x )Co(x )y L EHX)Ca(x )Co(x )y + LEH(X)ds +

+LE HX)C(x )aby + O(ch, c, ).

J . .
Note que Jx ,0,0) =0e ‘I;T_cb(x ,0,0) = L%lH(x ) 6 0. Pelo TFI existem vizinhancas
Vix oyde(x ,0), Wy, deds 2 R efungdo suaveds : Vix o) !  Wpg, tal que Ju, v, &(u,V)) =
0, 8(u,V) 2 V(x ). Podemos encontrar de sua série de Taylor, os termos emy em torno

de (x ,0) como segue:

da(x. y) = ch(x ,0)+%(x Oy +O02 (x X)),

E facil ver que dy(x ,0) = 0. O segundo termo da série € dado pela derivacdo implicita

da funcéo J. De fato, temos:

1 1 1y a1y =
ﬂ_y‘](xly’ d3(X’y)) - ﬂy(x,y' d3) + ﬂd3(x’y’ d3) ﬂy (X’y) 0;

ou seja:
13
ﬂd3 ~ ﬂ_y(x’ Y, d3)
ﬂ_y(x’y) I 5 D
ﬁ(x,y, ds)
Encontrando os termos %(x ,0,0) e%(x , 0,0), temos:

%(x ,0,0) =2 L H(X )Cx(x )Cy(x ) 2L|2:1H(X )Co(x )Cy(x ),

E(X

-1 2
1% ,0,0)=Lg H(x).

(15
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Portanto:

2L, L H(X )Co(x )Cy(x )+2L§1H(x )Co(x )Cq(x )

O(y?). 16
LZH(x) y+0(y?) (16)

&(X,y) =

Simpli cando tal expresséo, encontramos:
!

2L LR H(X )Ca(x )Ca(x )+2C2(X )Ci(x ) y+O(y?). (17

d(X,y) = L%H(X)

Encontrado dg, precisamos encontrar f 1(x4, d3), que é dado por:
f 1(ZDM (x), dg) = ZDM (x) + FL(ZDM (x))ds + O(dB). (18)

Pelo teorema (2.20), a ZDM ¢é dada por:
!
L[:ll_ FZH(X )Cl(X )
L|2:2H(X )

ZDM (x) = x+(R(x)  Fu(x)) 2 +0(y?).

Considerando a expresséo (L8) e expandindo F(ZDM (x)) em torno de x:

Fi(X4) = Fa(x) + O(y?).

Portanto:
|

ALEH(X )Ci(x )
L2 H(x)
2L |:2L |:1H(X )CZ(X )Cl(X )
L,2:1H(x )

+

L
f1(ZDM(x),dg) = x+(R(x) Fu(x)) 2

+2C,(x )Ci(x ) y+O(y?)
|

F(x) +

+Fy(x)

LrLrHX)Ca(x )Cu(x )

= X+2Cy(x )Cq(x X
2(x )CLx )y F2(¥) L2 H k)
1
+O(y?).
Podemos entédo concluir que aPDM ¢é dada por:
( X, H(Xx) O

PDM(X): L|:2L|:1H(X)

2 .
LZH(x) Fi(x) y+O(y9), H(x)< 0;

X+2C5(x )Ca(x ) Fa(x)

conforme queriamos encontrar.
Considerando as hipéteses citadas sobre a solucéo periddica tangencial estudada
acima, de nimos:
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De nicdo 2.22. Sob as hipoteses dos teorenddd)f e (2.21), a Aplicagdo de Poincaré suave
por partes R para sistemas comé)(é afuncdoR:Pyn ! Py de nida por:

Pn(x) = PDM(p(x)).

ondep(x) = f 1(x, T(x)) é a Aplicacdo de Poincaré natural associada ao camposuaxe?2 V,

sendo V é uma vizinhanca do ponto. X



BIFURCACOES SLIDING

3.1 mapas de descontinuidade para bifurca-

¢cOes sliding

Dedicamos esta secao ao estudo local de bifurcagbes que ocorrem em sistemas s.p.p., 0S
quais apresentam grau de suavidade da fronteira igual a 1. Tais sistemas apresentam o
gue é conhecido como regiao de sliding (denotado por é), sendo este um subconjunto
aberto de S, onde os campos circundantes apontam em direcdo deS. Com isto, o
uxo correspondente "desliza” sobre a fronteira de descontinuidade S. Além disso,
faremos uso das mesmas ferramentas de analise ZDM e PDM), construindo tais
aplicacOes e, analogamente aos casos anteriores, de niremos, com auxilio dos mapas
de descontinuidade citados, a aplicacdo de Poincaré suave por partes associada a
esses campos. As bifurcacdes que apresentaremos agora serao de nidas conforme o
comportamento do campo Sliding, que sera considerado como uma combinac¢éo dos
campos F; e I, sobre a fronteira de descontinuidade S, dado pelo método de controle
de Utkin [ 9].

Inicialmente, considere um sistema s.p.p. com duas zonas autonomon dimensional
de EDO's com uma unica fronteira de descontinuidade local, de nida pela fungéo
H:D! R eosubconjuntoS=1fx2D R" : H(x) = 0g, que pode ser escrito na
forma:

« = F(x), X2 S (19

R(X), X2 $;

sendo 0 valor regular de H. Os sistemas s.p.p. como {9) contendo regides de sliding,
dependem de hipéteses relacionadas ao grau de suavidade da fronteira S. No que
segue, de niremos a classe de sistemas s.p.p. que apresentam tal fendbmeno.

29
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3.2 sistemas de filippov

Para o caso onde a fronteira tem grau de descontinuidade uniforme um, isto é F;(x) 6
F(x), dizemos que se trata de um Sistema de FilippaVEsta classe de sistemas possuem
certas regioes deS, de nidas como segue:

De nicdo 3.1. Dado um sistema s.p.p. comdf e x 2 S:

() Dizemos quep € ponto de sliding seg H(Xg) LgH(Xg) < 0comLgH(xg) < Oe
L, H(x0) > 0. Neste caso,g2 S.

(i) Dizemos quep € ponto de escapelsg H(xg) L H(Xo) < 0 comLgH(xg) > Oe
L £, H(xo) < 0. Neste caso,p E.

Figura 8: Comportamento do campo Sliding e EscapeFonte: [2]

Observacao 3.2. Note que, segundo a de ni¢dd.[) e a imagemd), a regido de sliding esta

contida entS e, conforme a interpretacdo geométrica da derivada de Lie, é a regido onde ambos os
campos apontam paf Em contrapartida, a regido de escape é a regi&oomhele ambos os

campos repulsam d& Além disso, ambas as regides sdo subconjuntos abertos disjuos de
sendo que suas fronteiras sdo onde as derivadas de Lie se anulam, que chamaremos de pontos
singulares.

Os pontos singulares podem ser classi cados conforme a préxima de nicao.
De nicdo 3.3. Dizemos que um ponto singulagxie S emS é:
(i) ponto de Dobra skg,H(xo) =0eLZ H(xo) 60,

(i) ponto de Cuspide seg,H(xo) = 0, L|2:2H(Xo) =0, L,%ZH(xo) 6 0efr H(xg),
rL gH(Xo), rL EZH(xo)g € um conjunto linearmente independente.
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A m de identi car qual é a regido de sliding do sistema ( 19), utilizaremos o Método de
Controle de Utkin9]. Tal método supde que o comportamento do campo sliding, tangente
a S, se da pela média dos camposF; e F, somado com a metade da diferenca entre tais
campos que, por sua vez, sdo multiplicados por uma funcéo controle b: R"! [ 1,1]

de tal forma que:
RO+ R, RK) R
2 2
Para encontrar a funcdob : R" ! [ 1,1] do fato que K é tangente a S, temos
hr H, Ri = 0. Portanto:
* +
 HEo, EROER0 B A0

Fs(x) = b(x). (20)

Utilizando a bilinearidade do produto interno em R, temos:

D E D E
rHX), R +FR() + r HKX), (RKX)  FRE)bKx) =0.

Isolando b(x) e colocando em notacao de derivada de Lie, obtemos:

LrH(X)+LrHX)
LeH(X) L gH(X)

b(x) =

que é a aplicacao desejada.
Utilizando tal método, a regido de sliding é dada pelo seguinte conjunto:

S=fx2S: 1 b(x) 1g;
cujas fronteiras sao dadas por:
1$' =fx2 S:b(x) = 1g;

1S =fx2S:b(x)= 1g;

3.3 bifurcacdes sliding

Para o caso onde o campo admite regiées com sliding, distinguiremos bifurcagdes desse
tipo de campo em 4 principais casos: Crossing-sliding, Grazing-sliding, Switching-sliding
Adding sliding.
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Figura 9: Comportamento da trajetoria onde ocorre em x uma bifurcacéo do tipo crossing-sliding
Fonte: [2]

Bifurcacdo Crossing-Sliding

Suponha uma solucgéo periddica de (19) tocando a fronteira da regido de sliding S no
ponto x , como na gura ( 9).

Além disso, vamos supor também a trajetoria A € obtida pela perturbagéo das condi-
¢cOes iniciais da trajetoria B. Dessa forma, o caso apresentado se caracteriza como uma
bifurcacdo do tipo Crossing-Sliding Sobre o pontox que, sem perda de generalidade,
tomamos x =0, exigimos as seguintes hipéteses:

1 H(x )=0er H(x ) 60;

2 L gH(x)=0; 1)
3 L FZH(X )> 0;

4

L EH(x)> 0;

Note que, pela hipétese 1, do fato que r H(x ) 6 0, o ponto x =0 é um valor regular
da funcdo H, ou seja, a funcdoH é de nida de tal forma que DH(x ) € sobrejetiva em
uma vizinhanca de x e H 1(f 0g) seja uma superficie regular. Outra informacao da
hipdtese 1 é que x 2 S, haja vista que H(x ) = 0. A hipétese 2 indica que x 2 1S e
a hipotese 3, por sua vez, indica que o uxo f, é transversalaS em x . A hipbtese 4
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indica em x um ponto de tangencia em S, pois a informacao L%lH(x ) > 0indica que
0 uxo fqretornaa F.
De tais informacfes, a ZDM para o presente caso é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 3.4. Considere um sistema s.p..9f e suponha que ele admite &m2 S , ponto
de bifurcacao do tipo crossing-sliding. Sob as hipéteses dadas)emZDM é dada por:

( X, LrH(X) O
ZDM (x) = ! L 5 H(x)?
*T2LZH(x) LrHX)

Fa(x), LrH(X) < 0;

Assim como nas sec¢des anteriores, o teorema da PDM para o cas@rossing-slidingé
dado por:

Teorema 3.5. Sob as hipoteses do teoreféd)(sobre x, a PDM é dada por:

PDM(x), x 2 é;

PDM(x) = A
&) PDMy(x), x2S

onde PDM, e PDM, serdo dadas como nas expressdes a seguir:
!

3
LrH(x) 1LgHX) LeHO? +

LZH(x ) ! EL,Z:lH(X )3
19F L 5, H(x)?

PDMy(x) = x+Fy(x)

3
G9R0 gz o0
e
_ L|:1H(X) Vi LFdelH(X )
PDM2(x) = X+2LFdH(x|)L§1H(x)FO'I(X)+F1(X) LEHKX)  LeH()LEH(X)?
LEHO) V2o 19R L ol
+W ?+O(V1) +§WF1(X) W +O(vy).

Para a construcdo de tais mapas de descontinuidade, seguiremos 0s seguintes passos:
1 Tomarumponto xo2 S fStal que L H(xo) < 0;

2  Considerar #perturbacdes do ponto xg € encontrard > 0, tal que L g H(f s(#o, d)) =
0, ou seja,f s(#o, d) 2 1S ;

3 Denir ZDM :S!D , onde:

ZDM (#xo) = f 1(f s(#xo, d), d),
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4  Apos a construgdo da ZDM, de nimos PDM :S! Py, dada por:
PDM (#xg) = f 1(f 1(f s(#xo, d), d), dh).
onde PN :=fx2D :LgH(x)=0g.

Observacgéao 3.6. Para aPDM, nés de nimos duas aplicacoe® M, e PDM»,, ambas com a
mesma funcéo (projetarZDM na superficid® \y). A diferenca entre as duas é onde o ponto
inicial se encontra, haja vista que, para o caso onde o p(cﬁnté, aZDM atua como a funcao
identidade e para pontos 2 Sa expressdo dADM é dada pelo Teorema4). Podemos
observar o comportamento de tais fun¢des nas ima@éns (L1).

Figura 10: Comportamento da aplicacdo PDM, de nida no teorema 4.3. Aqui podemos notar
que, como X, Z S, a ZDM atua como a funcao identidade e a PDM é apenas a projecao
suave usando o uxo f i de pontos de S em P\, como indicado acima.

Demonstracdo do Teoreraa

Considere o ponto inicial xg 2 S. Dado #> 0, com# 1, perturbando o ponto X,
precisamos encontrard 2 R, tal que X, = f s(#o, d) 2 1S , ou seja:

L|:1H(X2) =0.
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Figura 11: Comportamento da aplicagdo PDM3, de nida no Teorema 3.5. Podemos notar aqui
que a aplicacdo PDM, projeta suavemente o ponto x; usando o uxo f;. Como o
ponto x; € a imagem da ZDM no ponto Xx; 2 S, os primeiros termos da PDM sdo os
termos obtidos pelo teorema 3.5

Expandindo L g H(f s(#o, d)) em torno de d = 0, temos:
L H(f s(#o, d)) = L 5, H(#0) + L £, L i, H (#X0)d + O(d?).

L H(X)

. Substituindo
L g, H(X)

O campo Fs € dado por F(x) = F(x) C(x)F4(x), onde C(x) =
em L g L g H(#o), temos:

LrLrH(#o) = hrl g H(#o), Fsi = hrl g H(#o), Fi(#0) C(#o)Fu(#o)i =
= LEH(#0) ClxoLrLeH#o)=LEH@#0) Cl#o) LrLrHEo)
L EH(#o) .
Entéo:

LrH@Eo) +d LEH@E) Clo) LrLgH(#o) L EH(#o) +O(d) =0.

De nindo v; = LgH(#o), considere a fungdo G(xp,v1,d) = vi+d L%lH(#xo)
C(#o) LrLrH@xo) L ZH(#0) +O(F)
Note que:

1G _
ﬁ(x ,0,0)=LZH(x )> 0.

35
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Pelo Teorema da funcao implicita, existe d(Xg, v1), funcdo suave que anula G(Xg, vy, d)
em uma vizinhancga de (x , 0), ou seja:

G(Xo, V1, d(Xg, V1)) = 0.

com (X, V1) 2 V(x ,0), Sendo V(x oy uma vizinhanca de (x ,0). Devido a suavidade de
d(Xg, v1), podemos aproxima-la por séries de Taylor e, tomando apenas 0s termos emv,
da expanséo ded, obtemos:

o, V1) = X, 0)+ 2 (x OV +O(E X0 X))
1
Em G, temos:

1G _1G 1G id 3
ﬂ_vl(x , 0,d(x ’0))_11_\/1()( ,0,0)+%(x ’0’0)11_\/1()( ,0)=0.

Isolando ﬂﬂ—\i(x , 0), temos:
G
qd %(x ,0,0)
ﬂT(X ,0) = ‘ﬂGl—
1
%(x ,0,0)
Novamente em G:
E(x ,0,0)=1,

Tv1

1G _
ﬁ(x ,0,0)=LZH(x )> 0.

Logo:
id 1
—(x ,0)= ———.
v 0 LZH(x)
Portanto: L
_ 2
d(xo, V1) = mVl +O(v)).

Para encontrar a ZDM, de nimos:
X3 = ZDM (#p) := f 1(f s(#o, d), d).

Expandindo f 1(f s(#%g,d), d) em torno de d =0, temos:

_ L&} ¢
X3 = Tslio,d) Rl slixo, D)d+ R s(ixo, )7 +O()
2
= o+ ot RG0S R0 TR0F R0 5 +0(d)
* IR TR

o+d i) Rk +5 PRk iRl +Od),

x



3.3 bifurcagdes sliding

onde o termo %Fs(#xo) € dado por:
! !
R R

%‘Fs(#xo) = 0 T CEORia)  Clo)gi(X)  Fulio)  Clio)Fy

111_51 Fi#o)  Fa(o)r Cl#o), Fu(#o)i +O(v2).

O termo C(x) é dado por:
L H(X)

C(x) = CrHO)

Portanto, o gradiente de C(x) € dado por:

rL FlH(X) LFlH(X)

r C(x) = L HO) LFdH(x)ZrL £, H(x).
Logo:
LZH(X)  LgHX)
hr C(x), FL(x)i = —* 3! LeLeH(X.
( ) Fl( ) LFdH(X)2 LFdH(X)2 F-F ( )
Entéo:
! !
L, H (#0) ®  LEHEko) ,
Xg=#o+d  ————F#o) +5 o Fa#o)+O(v
3 = #Xo L, F (o) G L, F (o) d(#Xo) + O(vy)
Substituindo d:
X3 = #Xo+ L Hx0) Mpd(#xo) , 1 LeHko)? L H(#o)
LEH(X) L ¢, H (#0) 2 LZH(x ) L ¢, H(#o)
Fa(#xo)
L . H(#x0)? 1 L g H(#x0)?L 2 H(#o)
= #Xo 2 2 ( O) Fd(#XO) 571 2 2 at Fd(#)(0)+O(V§)
LFlH(X) LFdH(#XO) 2LF1H(X) LFdH(#XO)
Note que:
2 -1 2 1 2
L& H(#*o) = L H(x )+ﬂ(LF1H(x )#xo + O(#).
Entao:
L, H (#0)° 1 L g, H(#0)? ,
= ot ' Fa(# 5 : Fy(#xg) + O(V3).
A o 2LEZH(x ) L H(#o) (o) + O(v1)

L,Z:lH(x ) LgH(#o)

37
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Portanto:
L, H (#%0)?

3
[ZHOO) LeAtg

1
ZDM (#o) = #o + 5

que era 0 que queriamos encontrar.
Demonstracdo do Teoreri®

Como falado anteriormente, a PDM é a projecdo suave da ZDM na superficie de
velocidade zero, ou seja, emP y =fx 2 D : L H(x) = 0g. Para tal demonstragéo, seja
X1 = #Xg. Precisamos considerar dois casos:

Casol x2S

A esta, chamaremos dePDM;. Sex; 2 S, pelo teorema (3.4) temos ZDM (X1) = Xj.
Dessa forma, precisamos encontrard 2 R de tal forma que LgH(x3) = 0, sendo
X3 = PDM1(x1) = f 1(X1, d). Expandindo a expressaoL g H(f 1(x1,d)) em torno de d= 0:

d2
Le H(f 1(x0, ) = L H(x2) + LEH(x)d+ LE H(xp)- +O(d) = 0.
De nindo vy = LgH(Xy), temos:
2 3 ¢ 3
vi+ LEH()d+LE Hx)) 5 +O(d) = 0.
Considerando G(xq,Vv1,d) = v +LZ H(x1)d+ L:’;lH(xl)G'—z2 + O(d®), note que:
1G 2
ﬁ(x ,0,0)=LE H(x )860.

Pelo TFI, existe uma funcéo suaved(xy, V1) que anula G, de nida em uma vizinhanca
de (x1,v1) = (x ,0), ou seja:
G(Xl, Vi, d(Xl, Vl)) =0.

Tomando apenas os termos de intesse na série de Taylor ded(x1, v1), obtemos:

_ d T°d V2
d(x1, V1) = d(x ,0)+ ﬂ—vl(x , O)vq + ‘ﬂ_v%(x ,0)5l +O(V3).
Diferenciando G implicitamente, temos:
G G G d
T b v doa, V) = 2200, v ) G DG v) S0 (22
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Logo:
1G
—(x,0,0
ﬂ_d(X O): —ﬂvl(x )
fva™ 16« 0,0
d™ "
1G _. . JG 2 ,
e como ﬂ_vl(x ,0,00=1 e%(x ,0,0) —LFlH(x ), obtemos:
fid _ 1
0= LZH(X)
2
Para encontrar o segundo termo e diferenciamos novamente a expressao @2) para
1
obter:
! !
T 96 _ 1 916 1G 1d _
v ﬂ_vl(X:L,V:L,d(XLVl) = v ﬂ—vl(xl,VLd)‘*ﬁ(xl,vl,d)ﬂ—vl(xl,Vl) =
_ P 1°G 1d
- ﬂ_\/%(XLVl’d)-'-ﬂdﬂ\/l(Xl’Vl’d)ﬂ_Vl(Xl’Vl)-'-'
2G 2G d © 1d
+ Jv—lw(xl,vld)"‘ %(Xl,Vld)ﬂﬂ—vl(Xl,Vl) ﬂﬂ—vl(xl,Vl)
G 2d
+$—W(X1,V1®%(X1,V1)
1
= 0.
2G 2 ZG .
Note que ‘ﬂvl'ﬂdG(Xl 1,d) = Jd—m(xl,vl, d = 11117(x1,v1,d) = 0. Entéo:
1
!
G 9d
@(X 0= 1? qvq Lng(x )
w2 1111_3 LZH(x )®
Dai:
3 2
_ Vi LEHX) Vi 3
d(Xl,Vl) - L|2:1H(X ) L|2:1H(X )3 2 +O(V1).

De nimosa PDM como sendo PDM(x1) = f 1(X1, d). Expandindo a expresséof 1(x1, d)
em torno de d=0:

2
f1(x0, ) = X1+ Rx)d+ TR G + O

39
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Substituindo d:
! !

V1 LEHOO) v 11R L, H(xq)?2

PDM(xq) = X1+ F = +0(d).
1lxa) = xa+ Fylxa) LZH(x) LZH(x )32 Fo ) LZH(x )2 (@)
e apos a substituicdo devq, obtemos:
I !
LeH(x) 1 LEHKX ) , 1R L H(x)?
PDM = X1+ 1 = H +Z_— —
b = arhla) ey 2izheop RN Tac ) oy

+O(v3).

conforme queriamos encontrar.

Caso2:x,2 S

Para tal caso, devemos encontrard 2 R, tal que f 1(ZDM (x4),d) 2 P n. Expandindo
Lr H(f 1(ZDM (x1),d), em torno de d = 0:

LeH(f 1(ZDM (x1),d) = LgH(ZDM (x1))+LEH(ZDM (x1))d+
+LE H(ZDM (xl))%2 +0O(dd).

Pela expressao obtida no teorema @.4), temos:
!
Fa(X1)

L g H(X1)?
2L e, HO)LZH(X)

L|:1H(ZDM (X)) = L|:1H X1+

Expandindo a expresséo acima em torno de x;, obtemos:
!

L g H(x0)? _
LrH xi+ Fa(x = LeH(xq)+hrL g H(Xq), Fy(xq)i
T T AT TCD R H(2) +hrl g H(xp), Fy(xo)
2
i +0(v))
2LEH(X )LEH(X)
LgLgH
= LrH(xy)+ ol (x) +O(V3).

2L g, H(x )L2 H (x )

Entao:

L[:LFlH(Xl) d2
L H(f (ZDM (xq),d) = v{ + d vZ+ L2 H(x))d+ L2 H(x)— +O(Vd) = 0.
R H( 1( (x1),d) = vg 2L e H L2 H(K) 1+ LRHX)d+LE H(x)— +0(va)

Considerando

L H o
G(xq,Vy,d) = V1+2L|:dlf|d(xF;L2(X:|)( B +LZ H(xy)d+ L3H(x1) +0(v3) (23

= 0.
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note que:
G(x ,0,0)=0

1G .2
g4 0.0 =LEH(X ) 680,

Pelo teorema da funcao implicita, existe d(x1, v1), funcéo suave, tal que G(x1, v1d(X1, V1)) =
0. Analogamente ao caso anterior, obtemos:

1d ) 1
‘H_vl(x ,0) = —L%H(x )’
e
I
G ge 1°G G
A T e G A R P B
ZG | 24
“dz(xl,vld) uv) g2, ) + s va, 0 v
= O’
2 2

) G
e também, notamos que ———(X1, V1, d) = ﬂ (xl,vl d) = 0, que nos resta:

v, 7d

)

°G °G °G d
bt = {Pevd Lgbavid) (Coav)
G 2d
111-[_d(xlivl d):TT %(Xlivl) =0
Da expresséao @3), obtemos:
ﬂz_G _ I—Fdl— |:1H(X1)
2 Ve d = JLZH(X )
Logo:
ﬂzd( 0)= Le,LrH(X) LSF’lH(x ) |
Tv2 L H(x )L%lH(x )2 LﬁlH(x )3
Portanto:
|
LEH(X ) 2
d(x1,Vv1) = e LrbaH)  LRAK) vy +0O(v3).

LZH(x ) LeH(X )LZH(x )2 LZH(x )3 2

De nimos a PDM como sendo:

PDM2(x3) = f 1(xs, d).
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Expandindo a expresséo acima, temos:

2
f 1050, 0) = X+ Fixa)d+ 2R G + O().

Novamente pelo teorema (3.4):
!
L H(x1)
2 Faxa)

Fﬂ“)zﬁ-xl+2L%HaﬂL%Hu)

que, por sua vez, pode ser expandido em torno de x; para obtermos:

F1(x3) = F1(X1) + O(Xy).

Analogamente para %H(xg):
1 1
TER(G) = 2R()+ 06)
Substituindo as expressfes acima exz ha PDMy:
L H(x1)

PDMy(x1) = X1 +

5t o 3 /3
2L = H (Xl)L|2:1H x) Fa(X1) + Fr(xg)d+ ﬂ_XFl(Xl)E +O(xq,d%, vy)

Substituindo d:

LrH(X1)

+ Vi
2L, H(x)LZ H(x )

LRHK)

LeLgH(X) LEHK) v 1R

LEH@)F%HQ)2+L%HQ)3 2 tog )
o

R S
LEH(x )2

PDMy(x1) = Xg Fa(X1) + Fu(x1)
|

+0(xq, V3).

como queriamos mostrar.

Com auxilio das funcdes ZDM e PDM, podemos de nir a Aplicacdo de Poincaré suave
por partesassociada a uma bifurcacéo do tipo crossing-sliding. Primeiramente, observe
a gura ( 12). Considere P ; subconjunto de S como indicado na gura ( 12). Suponha
gue uma solucao periddica de (19) passa pelo ponto x , tal que x seja um ponto de
bifurcacéo do tipo crossing-sliding. Para algum T; 2 R, considerando como condi¢cao
inicial xg 2 P 1 a trajetdria f »(Xg, T1) encontra S em x;. Sob acdo daPDM, encontramos
o ponto PDM(xy), como ilustrado na gura. Sob acdo do uxo f 1, paraalgum T, 2 R,
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Figura 12 Comportamento da Aplicagdo de Poincapara uma bifurcacéo do tipo crossing-sliding
para pontos em S.

encontramos o ponto X, 2 P 1. Entdo, a aplicacdo de PoincaréPy : P1! P, é afuncéo
gue leva Xxp a X», Ou seja:

Pn (Xo) = Xo.

Agora, como ilustramos na gura ( 13), para pontos x Z S, a PDM atua como uma
projecao suave do ponto x; = ZDM (x1) em Py, como demonstrado no Teorema (3.5).
Assim, a Aplicacédo de Poincaré Py € a aplicacdo que levayg a y,, ou seja:

Pn(Yo) = Ya.
Considerando as a rmagdes acima, de nimos:

De nicdo 3.7. Dado um sistema s.p.p. como eld)(ex 2 S, ponto de bifurcacéo do tipo
crossing-sliding. A aplicacdo de Poincaré suave por p&tes? ;! P associada é de nida
por:

Pn(X) = f1(PDM(f 2(x, T1)), T2).

ondePDM é dada no teorema.b) e Ty, T, 2 R séo tais qué »(X, T1),f 1(PDM(f 2(x, T1), T2) 2
S.
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Figura 13: Comportamento da Aplicacdo de Poincaré para uma bifurcacdo do tipo crossing-
sliding para pontos fora de S.

Dessa forma, podemos notar que Py(A) = A, ou seja, 0 ponto A € o ponto xo da
aplicacdo de Poincaré, que representa exatamente a trajetoria peridédica que passa pelo
ponto de bifurcagéo x .

Bifurcacdo Grazing-Sliding

Considere a situacao seguinte, ilustrada na gura ( 15): uma solucédo de (19) passando
por x 2 s é periddica e esta contida em S;. A trajetoria passando pelo ponto x3 &
uma perturbacéo da solucdo passando por x . Nesse caso, o0 pontox € um ponto de

bifurcacdo que chamaremos degrazing-sliding Para tal caso, sobre o ponto de bifurcacao
x =0 exigimos as mesmas hipoteses consideradas no casarossing-sliding dadas em
(2D).

Dessa forma, a ZDM para o presente caso € dada pelo teorema que segue:
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Figura 14: llustracdo do comportamento do uxo préximo ao ponto de bifurcacdo grazing-sliding

Fonte: [2].

Teorema 3.8. Considere o sistema s.p.p9) e suponha que ele admite &m2 S ponto de

bifurcacdo do tipo grazing-sliding. Entdo, a ZDM é dada por:

( X, H(x) > O;
ZDM (x) = Hx)

LaHM (R(X) RK), HX) O

para X em uma vizinhanga su cientemente proxima de x
Para a PDM, temos o seguinte teorema:
Teorema 3.9. Sob as hipoteses do teore®&)( a PDM é dada por:
( X, | X2 Sy

1 LF2L|:1H(X) .

PDM(x) = .
m':z(x) L,%lH(X) F(X) , X2 S

X +y?

onde y= P H(x) = P Hmin(f 1(X, 1)).

Para a contrugcéo das expressfes acima, seguiremos 0s seguintes passos:

45
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Figura 15: Comportamento da PDM para o caso Grazing-Sliding

1 Em uma vizinhanga su cientemente proxima de X , tomar o ponto inicial Xg 2
Pn :=fx 2D : LgH(x) = 0g e considerar #pertubagdes do ponto xq tal que
H(#xp) < 0, comij# 1;

2 Encontrar d; < 0 tal que X, = f 1(#o, &), € H(x2) = 0;
3 Encontrar dr > 0 ex3 = f 5(x2, th), tal que L g, H(x3) = 0;
4 Denir ZDM :Py! D, como sendo:

X4 = ZDM (#o) = f1(f s(f 1(#0, h), b)), ch ).

5 Encontrar a 2 R tal que Lg H(f s(ZDM (#%p),a)) = 0, denir PDM : S| Py,
como sendo:
PDM (#xg) = f s(ZDM (#x), ).

ondePyn TS .

Demonstracdo do Teoreria®

Tome xp 2 S, e considere #perturbacdes de xg, com j# 1. Para encontrar o tempo
d; satisfazendo H(x,) = 0, onde x» = f 1(#Xp, d1), observando a gura ( 15), podemos
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notar que sua contrucdo € analoga a construcao para sistemas de impacto. Dessa forma,
o tempo d; é dado por:

di(Xo,Y) = y+0(y?),

2
LEHX)

ondey = P -~ H(#o).

Considerando que xo = f 1(#o, th) e x3 = f 5(X2, tb), para encontrar d, > 0, precisamos
que x3 satisfagal g H(x3) = 0, ou seja, X3 2 s . Expandindo L g H(x3) em torno de
& = 0, temos:

L H(x3)

L e H(x2) + LrL g H(X2)dh + O(dd)
L, H(f 1(#%0, b)) + L i L 5, H(F 1(#%0, d1)) b + O(cB)
Lk, H(#xo) + L2 H(#o)dy + L L, H (#0)p + O(d3, ).

Em particular, temos:
LrLrH(#o) = LEH®@#0) Cl#o) LrLrH(#o) L ZH(#o) .
Logo:
L HEo)+LEH(#o)d+ LEH(#0) C#o) LrLrHE) L EH(#o) dp+O(d5, ) = 0.
Considerando o fato de #xg 2 Py temos L g H(#o) = 0. Dai:
L& H(#o)(dy + &) + O(d5, ) = 0,

0 que implica em dizer que:
b= d+O(y?).

Logo: S

tp = y+O0(y?).

2
LZH(x )

A ZDM é de nida pela expressao:
X4 = ZDM (#xo) = f 1(f s(f 1(#%0, 1), b)), di ).

Expandindo tal expressdo em torno de ¢, = d, = 0, obtemos:
|

2 .

K = o) RN+ Z TIRMO TGO dd TR
!

TeRo) + O, &)

x
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Substituindo & = d; + O(y?) na expressio acima:

2
ZDM (o) = o+ lRlio)  Falio) + 2 T2 F(0 ’JT—SFS(%)

Analogamente ao caso anterior, precisamos encontrar 0os termosks(#xp) e ﬂFS = Fs(#%o0).
Note que, como L g H (#Xo) = 0, temos Fy(#Xp) = Fs(#Xp). O termo llz SFs(#xo) para taI caso,

€ dado por:
TFs TR L2 H(#o)
X Fs(#xo) = X < F(#%o) L, H o) Fa(#o), (29)
ou seja: !
~ o2 L& H(#o)
ZDM (#xo) = #o + > Fd(#xo)m . (25)
Substituindo a expresséao parad, em (25):
!
~ 1 2 (#Xo)
ZDM(#XO)—WO"'Q my Fa(#x O)L -, H (#o)

Podemos também notar que:
LEH@#o) = LEH(x ) +O(H.

Portanto: I
2

ZDM (#xg) = #o + Fd(#Xo)m

Substituindo y na expressao anterior, obtemos
!
H (#Xo)

ZDM (#Xo) = #XO m

F(#0) Fu(#o) .

como queriamos demonstrar.
Demonstracdo do Teorerdd

Para a demonstracéo do teorema (3.9), consideremos 0 ponto #gp 2 S, e aZDM (#xo),
tal que L g H(#Xo) = 0, como na gura ( 15).

Devemos entdo projetar ZDM (#xgp) suavemente em P, sob acdo do uxo f,. Para
isso, precisamos encontrard 2 R, tal que L g H(f 1(ZDM (#xo), d) = 0. Expandindo tal
expressao em torno ded = 0, temos:

LR H(f 1(ZDM (o), ) = L ;,H(ZDM (#0)) + L2 H(ZDM (#0))d + O(c?) = 0
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Analogamente aos casos anteriores, obtemos:

Vi

d(#o, V1) = W()

O(Vl)

onde vy = L H(ZDM (#xp)). Substituindo a expressédo da ZDM do teorema (3.8), temos:

Fa(#%o)
. 2_Fa(#o)
LFlH(ZDM(#Xo))—Lle #X0+y LFZH(#XO)

_ Ra(#o)

Expandindo a expressdoL g H #g+y? L= Ha) = H{0)
0

em torno de #Xo:

y2

3
L r,H o) +0O(y”)

L g, H (#0) + hrL g H(#o), Fy(#o)i

L r,L r, H(#o) V24

3
L 5, H (o) +0(y?).

L, H (o) +

Logo:

1
|_|:dL|:1H(#Xo)
| L, H (#X0)

1
L%lH(x)

1 oL e, L g H#o)
L|2:1H(X ) I—FZH(#XO)

d(#o, V1) L H(#o) +y?

+0(v).

EscrevendoL g L r H(#0) = L, LrH(X )+ O@# e Lk, H(#ko) = Lr,H(x )+ O(#), temos:

LeLgH
2 _LELRAK) L +O( .

LEH(X )LRH(x) LgH(X)

d#o,v1) = Y

De mos a PDM como sendo:
PDM (#xo) = f 1(ZDM (#xo), d).
Expandindo a expresséof 1(ZDM (#xp), d) em torno de d = O:
f 1(ZDM (#xo), d) = ZDM (#xg) + F1(ZDM (#xg))d + O(d?).

Em particular, temos:

 Fa(#o)

ZDM (#xo) = #Xg + y? CoH(o)

+0(y?)

49
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e: I

FZDM (0 = Fy o+ y2[ S0 +O(F)

Expandindo a expresséo acima em torno de #xp até o termo de ordem O(#Xo):

_Fa(#o)

R o+ Y ey HOU) = Rlia) + O, yY)

ou seja:

ZDM (#xo) + F1(ZDM (#xo))d + O(#xo, &2, y3), (26)
ZDM (x2) + Fi(#o)d+ O(d?, #o, y°). (27)

f1(ZDM (#xo), d)

Substituindo d na expressao anterior:

2 Fa(#o)
L, H (o)

2 L|:2L|:1H(X) 1
LZH(x) LgH(Kx)

PDM (#o) = #Xo+Y + Fy(#%o) +O(y3, #o).

Expandindo L g, H(#o) em torno de x :
LrH®#o) = Lg,H(x )+0O(x )

Dessa forma, concluimos que:
PDM (#o) = #o +y°
que era 0 que queriamos encontrar.

De maneira anéloga ao caso anterior, podemos construir a aplicagdo de Poincaré suave
por partes para pontos de bifurcacéo do tipo grazing-sliding. Para isso, observemos
a gura ( 16). Suponha uma solucao periddica passando por x , sendo x um ponto
de bifurcacéo do tipo grazing-sliding. Para alguma trajet6ria passando por Xg, tome
o ponto f1(Xp, T) = X1 2 Py eT 2 R. Sob acdo daPDM, dada no teorema (3.9),
encontramos o ponto PDM(x;) 2 P . Entéo, a Aplicacdo de Poincaré Py para pontos
de bifurcacdo do tipo grazing-sliding é a aplicacao que leva xo a PDM(X1), ou seja:

PN (Xl) = PDM (X]_).

Considerando as a rmacdes acima, de nimos:
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Figura 16: Comportamento da Aplicacdo de Poincaré para pontos de bifurcacéo do tipo grazing-

sliding.

51

De nicdo 3.10. Para uma trajetoria periédica de um sistema do tiji) apresentando uma

bifurcacéo do tipo grazing-sliding, a aplicacado de Poincaré suave por Bartd3y ! Py
associada, é de nida por:
Pn(X) = PDM(f 1(x, T)),

onde T é o periodo da trajetdria passando pa DM € dada no Teorema9).

Dessa forma, temos
Pn(x ) =x

ou seja, 0 ponto x € um ponto xo da aplicacdo de Poincaré, que representa a orbita
periodica ilustrada na gura ( 16).

Bifurcacdo Switching-Sliding

Considere uma trajetéria periodica de (19) em S;, que atinge a fronteira S no ponto

X como podemos observar na gura ( 17). A trajetoria proxima € uma pertubacao da

trajetdria contendo x . Dessa forma, o ponto x € uma bifurcacdo, que chamaremos de
Switching-Sliding
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Figura 17: Comportamento dos uxos em uma vizinhanca do ponto x para a ZDM do caso
switching-sliding Fonte: [2].

Para o presente caso, exigiremos as seguintes hipoteses sobre o ponto de bifurcacao
x =0:
1 H(x )=0;r H(x ) 6 0;
2 L gH(XX)=0;
3 L gH(Xx)> 0;
4 L gH(x)<o.

Considerando as hip6teses acima sobre o pontox , note que pela hipotese 1, assim
Como nos casos anteriores, pelo fato der H(x ) 6 0 o ponto x =0 é um valor regular
da funcdo H e, também, x 2 S, pois H(x ) = 0. A hip6tese 2 indica que o ponto esta
sobre S e, além disso, que a trajetériaf ; passando por x € tangente aSemx . A
hipétese 3 indica que o0 uxo f, é transversal aS em x e, a hipétese4 indica que o
uxo f 4, étangente ax por uma trajetdria que esta contida em S,, ou seja, o pontox é
uma dobra invisivel

O teorema da ZDM do caso switching-slidingé dado no que segue:

Teorema 3.11. Considere o sistema s.p.A9) e suponha que ele admite &m2 S um ponto
de bifurcacdo do tipo switching-sliding. EntdoZBM :S! S numa vizinhanca d& € dada
por:

X, LgHX)>0;

ZDM () = Z(x), LgH(x) O;
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onde

LrH)® Tm, 1

Z(X) = x+2 x 2L H®X)
W= H)OLEHK) T T 2LH(0

LEH(X) L gLeHX)  F(X).

O teorema da PDM para o presente caso é dado por:

Teorema 3.12. Sob as hipoteses do teorer®d 1), aPDM : S ! Py para um ponto de
bifurcacéo do tipo switching-sliding é dada por:
[

_ 2LpH(K® R, LeLeHK)
POMO = X T HeOLe A KT TLRHG )
LrH(X)
C(X)F — )
(00 COORMN 7'y

sendo x ponto inicial da ZDM.

Para a construcao do presente caso, seguiremos 0s seguintes passos, ilustrados na
imagem acima:

1 Tomar como ponto inicial Xg2 Sn Stal que L H(xp) > 0;
2 Encontrar d> 0, tal que x» = f 1(#o,d) 2 S, ou seja,H(x») = 0;
3 Denir ZDM :S! S, onde:

ZDM (#o) = f §(f 1(#0, d), d).

4 Encontrar a 2 R, tal que Lg H(f s(ZDM (#g),a)) = 0 e denir PDM :S! Py,
dada por:
PDM (#xg) = f s(ZDM (#x), @).

Demonstracdo do Teorerd 1

O tempo d > 0 pode ser encontrado implicitamente pela equacao:
H(f 1(#0, d)) = 0.

De fato, expandindo H(f 1(#xg, d)) em torno de d = 0, temos:

2
H(f 100, ) = H(q) + L i o)+ LE M) S + L Hi) &+ 0(d) = 0.
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Como #xg 2 S, temos H(#xp) = 0. Logo:

o o
L, H(#o)d + L%H(#XO)E + L%H(#XO)E +0O(dH =0

Como buscamosd 6 0, considerando v; = L g H(#Xp), temos:
L2 H(fo)S + L2 H (o & o) =0
vi+LE H( 0)§+ F H( O)E"’ (d°) =

Fazendo uso das técnicas anteriores e consideranch(xo,vl, d)=vq+L2 H(#xo)‘?JI +
L%H(#xo)d—g+0(d3), note que d (x 0,0) = —L2 H(x ). Por hipétese, L§ H(x ) < 0.
Pelo T.F.l. existe uma fungéo suaved(Xg, V1) satlsfazendo G(Xo, V1, d(Xo, vl)) =

Para encontrar a primeira aproximacgao de d, derivamos a funcéo G implicitamente
em relacdo avy:

E—fl(xO,vl,d(xO,vl»:%T—fl(x(),vl,d) (xO,vld) (xO,vl)— 29

Isolando o termo 1?Td(xo,v1) e aplicando G no ponto (Xg, Vv,d) =(x ,0,0), obtemos:
1

—(x 0,0)
M.z M

v E(x 0,0)

Para encontrar o termo de segunda ordem de d, diferenciamos novamente a expressao

(28) em relacao avy:
!

G 2G 2G G
‘Hlvl 111]—\/1(X0,V1,d(X0,V1)) = 1111 5 (v, d) + ﬂ‘l(TJITN (Xo,Vlld) (Xo, Vi) + ﬂ?/lﬂd(xo,vl,d)*‘
A (xo.v1, e (xv)I—“d(xv)+ (xvd) (xv)
ﬂcp y V1 0, V1 T[Vl 0, V1 0, V1 0, V1

= 0.
Os termos da expressao acima sdo dados por:

ﬂ_\/l(x 0) =

—( ,0) = —L2 H(x ),

2
2?(),
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1°G _
fuggac 9 =0
1°G

,0) =0,
'ﬂd'ﬂ\/l(x )
1°G 1,
W(X , 0) —§LF1H(X ).

A expansao em séries de Taylor ded em relacao a variavel v, é dada por:

qd 12d v2
dixo. v = dix , 0)+ g (¢, O * g (x ,0)= +0(v3).
Substituindo os termos acima, temos:
ﬂ_d(x ’O) = ZL’
v LFlH(x )
I I
1d 1 2 7 2
_2(X ,0) = _L%H(X ) 12 div ) T2 gy '
vi 3 LgHX) LgHX)
ou seja:
Pdo o= 8 LEH(x)
vz’ BLEH(x )3
Portanto:
[
3 .
_ V1 1 8 LF H(X ) 2 3
d(xo, V1) = Zm + > éw L/, H(#o0)" + O(vy),
que, por sua vez, pode ser reescrito como:
3
Vl 4 LF]_H(X ) 2 3
d(Xg,v1) = 2 — vs+ O(vy).
(X0, V1) [ZH(x) 3LZH( ) (V1)

De nimos:
X3 = ZDM (#xg) = f o(f 1(#%0, d), d).

Para encontrarmos a expressao daZDM , expandimos f ¢(f 1(#Xg, d), d) em torno de

d=0:

!
2
(o 10,0, )= o+ ARl Ro)+ 5 (2RK)  LER(KO)

55
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TR

Em particular, o termo ﬂ—XSFS(ib(o) é dado por:
:[-[_I):(SFS(#XO) = 111—'):(“:1(#)(0) C(#><o)1.T”—'):(1 Fa(#o) %Fd(#xo)+
SRR HL(:XQ)( #XLO)E B HosoRa) - 0.
Substituindo Fs e a expressédo acima naZDM :
fs(fa(o,d), d) = #o+d(R(#o) Fu(*o) + Cl#xo)Fu(#xo)) +
S Proeg TR oo R f':,—g;;;
rying + TREERHOO L BHGO, e g+ 00h

L £,H (#x0)?

Simpli cando tal expresséo, obtemos:

ZDM (#g) = #o+d C(#xo)Fy(#xo) + d—; C(#xo)"f”—il Fa(#%o) + % Fa(#o) +
+L"F21:—$’:5)2(L§1H (#o) L gLEH (#xo))Fd(#xo).

Substituindo d:

ZDM (o) = #o 2 z ;(il';i#;:‘::i#)(o) Fa(#o) + 2|‘LF21F1HH—(£(°))22 C(mo)%Fd(#ko) |+
+% Fa(#Xo) + —I_L::g((oo))z (LEH#0) L fLeHE)) Fd(#XO).

Distribuindo a multiplicacdo e substituindo C(#xg), temos:

_ L &, H (#%0)? L H(#0)3 TR
ZDM(#0) = #o LZ H(x )L, H(#0) Ful#o) + 2|_§1H(x )2L ¢, H (#0) X Fa(i#xo) +
L g, H (#)? L, H (#0)°

Fa(#o) + 2 (L& H (o)

L%lH(x )L £, H (#%0)
L r LR H®Ho))Fa(#o).

LZH(x )L g H(0)?

Simpli cando os termos possiveis, temos:
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L 5, H (#0)° R, 1

ZDM (#o) = #o+2 L
(Fo) 0 LZH( 2L H(0) X LgH(#o)

L& H (#)
L rLrH(0)  Fu(#o).

que é o que queriamos demonstrar.

Demonstracéo do Teorerd 2

Para este caso, consideraremos como super cie de velocidade zeroP \ = 1S , haja
vista que 0 uxo que projetara a ZDM é o uxo sliding f s que, por sua vez, esta contido
na fronteira de descontinuidade S. Para ilustrar o comportamento da PDM, observemos
a gura ( 18).

Figura 18 Comportamento da PDM para o caso Switching-Sliding llustramos aqui o comporta-
mento de ambas as fun¢bes ZDM e PDM. Fonte: P)].

Devemos entdo encontrar um tempo a 2 R, tal que:

L |:1H(f S(Xg, a)) =0.
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Eventualmente, o ponto x3 pode pertencer a S . Para este caso, temos = 0. Para
qgualquer outro caso, a m de encontrar o tempo a 2 R, devemos expandir o lado
esquerdo da expressao acima em torno dea = 0:

Le H(f (x3,) = Lr H(xe) + LrL g H(xg)a+ O(a?) = 0. 29)
Sendo#g 0 ponto inicial e considerando x3 = ZDM (#X), 0 termo L g H(x3) € dado
por:
! !
_ 3 TR
LrH(X3) =LgH #xo+2C3vy W(Wo) +Cyq Fy(#o)
Lg L e H(#
onde Cz = ! —heR IO (o)

e =
LZH(x )LeH(x) +  LrH@)
Expandindo a expressao L g, H(x3) em torno de #xq:
D F E ,
LrH(G) = LrH(xo) + L mH(#0), 2Cavi < 5(#0) + Ca Fulio) + O(ixp),

ou seja:
L H(xs) = L H(#o) +2C5 Lp rLEH(#o0)+ Cal p,L s H(#) Vi+O(VY).
Analogamente em L g L g H(X3):
LeLrH(Xs) = LRLEH(#0) +2Cs Lk rLRLRHER) + CalrLEL g H(ER0) Vi+
+O(vY).
Substituindo em (29):
L H(#o) +2Cs L LEH#o0)+ CalpLrH(#o) vi+a LE H(#o)

C(#o)Lr,LrH(#o) +O(a? vy = 0.

FazendoG(xo,v1,8) = V1+2Cz Lp ,r,LrHE#0)+CiL L H(#o) Vi+a L,Z:IH(#MO)
C(#o)L gL H(#xo) +O(a? v}) =0, note que:

G
1111—a(x ,0,0)=LEH(x ) 60.

Pelo teorema da funcao implicita, existe uma funcéo suave a(Xg, v1), de nida em uma
vizinhanga do ponto x que anula G, ou seja G(Xg, V1, a(Xg, v1)) = 0. Utilizando uma
primeira aproximacao do termo em v, série de Taylor de a(Xg, v1), obtemos:
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a(#xo, v1) = a(x ,0) + E(x O)vy + O(V3).
fivq

O termo E(x , 0) é dado por:
Vi

G
1a %(x ,0,0)
ﬂT(X 'O) = T[Gl—’
1 —_—
‘ﬂa(x ,0,0)
1G _ E .2
sendo que ‘ﬂ_vl(x ,0,00=1 eﬂa(x ,0,0) =Lg H(x).
Portanto:
_ Vi 2
a(#op, V) = TZHO |2:1H(X ) +O(vY).

De nimos a PDM como sendo PDM :S! P4, tal que:
PDM (#0) = f (ZDM (#Xo), Q).
Expandindo a expresséo acima em torno de a = 0, obtemos:
f s(x3,8) = X3+ F(xa)a+ O(a?).
Em Fs, podemos expandir novamente em torno de #xg para obter:
f o(X3, @) = X3+ Fs(#Xo)a + O(#xo, a2).

Substituindo F:

fs(Xs, @) = X3+ (Fi(#o)  C(#Xo)Fu(#xo))a+ O(#xo, a%). (30)

Substituindo x3 e a em (30):
I

2L £ H(#0)3 1F, LeL g H@#o)
PDM (#x = #HXp+ 1 #Xn) + d— F1 (4
(o) °" LZ H(x )L, H (o) fix %0) L £, H (%) a(#o)
L g, H (#0)

Fy (#x C(#xo) Fy(#x —_—,
1(#%0)  C(#xo) Fa(#Xo) erle(X)

que era o queriamos encontrar.

Para construirmos a aplicacdo de Poincaré suave por partes para bifurcacoes do tipo

switching-sliding, considere a gura ( 19).

(31)
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Figura 19: Comportamento da Aplicacdo de Poincaré para pontos de bifurcagdo do tipo
Switching-Sliding.

Dessa forma, considere uma solugéo periddica de (19) partindo do ponto A 2 |S'.
Para um ponto xg 2 1S" e algum T; 2 R, o uxo f, encontra S em X1, ou seja
X1 = f 2(Xg, T). Sob acédo da PDM, encontramos o pontoPDM (x1) 2 Pn,ondePyn 1S
e, paraalgum T, 2 R, encontramos x, 2 1S, ou seja,x, = f s(PDM(x1), T2). A Aplicacdo
de Poincaré Py é a funcéo que levaxg a X, ou seja:

Pn (Xp) = Xo.
Portanto, de nimos:

De nicdo 3.13. Considere uma solucdo periodica, passando por um ponto de bifurcacao
x do tipo Switching-sliding. A aplicacdo de Poincaré suave por partes para poatosima
vizinhanca de x é dada por:

Pn(X) = fs(PDM(f 2(x, Ta)), To).
onde T e T, sdo tais qué »(x, T1) 2 Sef (PDM(f 2(x, Ty)), To) 2 S .
De tal de nicdo, podemos notar que Py (A) = A, ou seja, A é ponto xo da Aplicacédo
de Poincaré, representando a érbita periddica que passa porx .
Bifurcacdo Adding-Sliding

Suponha uma trajetoria perioddica de (19) inteiramente contida na regido de sliding que
tangencia S no ponto x , como podemos observar na gura ( 20). Suponha que a
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trajetéria passando por x, € uma perturbacao da trajetéria passando por x . O ponto X
€ uma bifurcacgéo, a qual chamaremos deadding-sliding

Figura 20: Comportamento dos uxos em torno da bifurcacdo Adding-Sliding. Fonte: [ 2].

Para o presente caso, exigimos sobre o ponto de bifurcagdox = 0 as seguintes

hipéteses:
1 H(x )=0;r H(x ) 60;
2 L rH(XX)=0;
3 L gH(Xx)> 0;
4 L ZH(x)=0;
5 L iH(xx)<oO,

Analogamente aos casos anteriores, as hipotesel indica que o ponto x = 0 € valor
regular da fungdo H ex 2 S. A hipotese 2 indica que x 2 S e a hip6tese 3 indica
que o uxo f, étransversal aS em x . As hip6teses 4 e 5 indicam que o ponto x é um
ponto de cuspideujo comportamento esta representado na gura ( 20).

Assim sendo, o teorema da ZDM para bifurcagdes do tipo adding-sliding € dado por:
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Teorema 3.14. Considere o sistema s.p.A9) e suponha que ele admite @&m2 1Sum ponto
de bifurcacao do tipo adding-sliding. Enta@BM :S! S, de nida numa vizinhanca de& €
dada por:

( . X, LrH(XX) O
LeH(X) LrH(X)
LEH(x )LRH(x)

ZDM (x) =

Fa(X)+O(v3), LgH(x)> 0;

Também temos o teorema da PDM que € dado no que segue:

Teorema 3.15. Sob as hipéteses dadas no teoréiria), aPDM :S! Py para um ponto de
bifurcacao do tipo adding-sliding, é dada por:

( .
PDM(x) = ’ 3
P(x), XZ S
onde:
s — !
3|_|:1H(X) L|:1H(X) LF2L|:1H(X )
P(x) + m m Fa(x)  (Fu(x) C(x)Fy(x)) W LrH(X) +

+O(v3),
e X € o0 ponto inicial da ZDM.

No que segue, construiremos a ZDM e a PDM do presente caso, seguindo os
seguintes passos:

1 Tomar o ponto inicial X2 Sn§;
2 Sob aacdo do uxo Sliding, encontrar xo = f g(#o, d) 2 1S ;
3 Sob acdo do uxo f 1, encontrar o ponto x3 = f 1(X2, D), tal que H(x3) = 0;

4 De mos:
X4 = ZDM (#Xo) = f (f 1(f s(#x0, d),D),d D).

5 Sob aacdo do uxo sliding, encontrar h 2 R de tal forma que Lgb(f s(x4,h)) =0e
denir PDM:S! Py:

PDM (#o) = f (ZDM (#o), h).
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Figura 21: Comportamento local da PDM para uma bifurcacdo do tipo adding-sliding

Precisaremos dos seguintes resultados, bastante conhecidos em EDO, cujas demons-
tracbes podem ser encontrdas na pagina82 de [8]:

Teorema 3.16. (Dependéncia em condicdes iniciais)SejaA  R" conjunto aberto contendo
0 pontoxg € assuma qué 2 C(A). Entdo existe uma > 0 ed > O tal que, para todo
y 2 By(Xp), 0 problema de valor inicial

x = f(x);
x(0) =vy;

tem solucdo Unica(y, t) com u2 CYG), ondeG= By(xg) [ a 4.
Como corolério, temos:

Corolario 3.17. Sob as hipoteses do TeoreMad), temos:

flu
F(y,t) = —(y,t); 32
(v, 1) .ﬂy(y ) (32
parat2 [ a al ey2 By(xo) se, e somente §€y,t) € a matriz de solu¢do do PVI:

F = D(f(u(y,1))
F(y,0)=1.

parat2 [ a a ey2 By(Xo), onde | denota a matriz identidade.
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Considerando que 0 uxo seja tdo suave quanto queiramos, a expansao de f j(x,t) em
torno do ponto ( x,t) = (0, 0) é dada por:

1%

e 0002 0 ones T 1o op?
fi(x,t)=f;(0,0)+ x (0,0 + it (0, Ox + > 2 (O, O)x~.

Usando o corolario acima, segue que:
fIf | i _
W(O’O) =F;(0,0) =1.

Note também que f;(0,0) = 0. Portanto, a expressao def j(x,t) pode ser reescrita
como:

L5t

t? 3,2
WF,(O)§+O(t , X). (33

fi(x,t) = x+ FK(O)t +

Demonstracéo do Teorerad 4

Tome xg 2 S nS. Considere #perturbacbes do ponto xg, onde j# 1. Primeiramente,
note que:

Ful0) = Falx ) + 02 )0 + 00
Logo:
hr H, Fi(xg) = hr H, Fyi (x )+ rH,‘l%—l):(l(x o +00Q).

Como hr H,Fi(x ) =LgH(x ) =0, temos:

R

L/ H(X0) r H’ﬂ_x

(X )Xo +O(xp). (34)
Devemos encontrar d 2 R de tal forma que hr b, f s(#g, d)i = 0. Para isso, considere

0 ponto Xy = f ¢(#g, d). Expandindo a expresséo dex, em torno de (#xg,d) =(x ,0) e

usando o fato dado na expressao (33), obtemos:

L5t

Xo=fs#o, d)=#o Fi(x)d+ WH(X )d; +0(c). (39

Para simpli car a notacdo, quando a funcéo estiver aplicada no ponto x =0, escreve-
remos F(0) = F. Substituindo (35) na expressaohr b, xoi = 0 temos que:

fiFs

2
#hr b,xoi hr b, FRid+hr b,WFsi%m(d:“):o. (36)
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Note que Fi(x ) = K(x ). Pela expressao ?4) e o fato de que L%lH(x ) = 0, temos

EFS = EFl. Substituindo tais expressbes em (36):
x x
2
#hr b,xoi hr b, Fid+hr b,‘l%—'):(lFli%+O(d3):0. 37

Em particular, o gradiente r b(x) € dado por:

rL |:1H(X)+rL FZH(X) LFlH(X)+L|:2H(X)

S LE A0 BTC
L gHX)
gque em X = X , torna-se:
_ 2
r b(x )= Core) L gH(X). (39)
Dai:
° N T O LZHK)
r ,F1| - m I’L FlH(X ),Fl' - Zm —0. (39)

Em (37), usando o fato acima e isolando d, obtém-se:

S
hr b, Xoi p-
d# = —e - #tO0®.
hr b, 111—'):(1|::|_|
e substituindo (39), podemos entédo concluir que:
S
hrL g H,Xol P -
aH = A0 P a0,
hrL g H, Rl
Em particular, temos:
_T°H L5
rL rH(X) = W(X) F(x)+r H(x) ‘ﬂ_x(x)'

2
Como H é um hiperplang temos %(x). Dai rL gH(x) = r H(x) %(x). Substi-

tuindo em d(#:

cocoe<
]
I
X
o
©

2
2
I

65
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Nesse momento, precisamos descobrir como s&o os termos acima em termos de
derivadas de Lie. Em primeiro lugar, note que:

2
LEHO = T30 ROO+T HO) 200 RM) |
e entao:
D 1'[2 E DﬂZ
LEHO = 1 Lo R09+T HK) —(x) M RO+ o ™0 R+
E
4 HX) —(x) EFl(x)
DﬂSH E
S F1(X) 2(x) FI(0) + 2(x) Mg +r HEx 2(x) R0, FR(x) +
D E
T Reo+r H ’fﬂ—'il R
|
D "2 E
= HEX), 112—FlFl(x)2 % Fi(x) .

Em particular, estamos assumindo que 1S é localmente linear. Dessa forma:

b

WZO.

Usando o fato provado no apéndice 3, obtemos:

r H(x) o TRM? =0, (40)
Logo:
2
3 _ L5
LEH(X) = 1 H(x), X F(x) . (41)
Substituindo (41) e (34) em d:
s
L = (Xo) p_
d# = 2L T #+ 0
(# L2 H(x ) (#.
s
- . , . L F H (Xo)
E conveniente para nés considerarmosg = ZW(X)' Devemos agora encontrar
F

um tempo D > 0, tal que H(f 1(x2, D)) = 0. Expandindo tal expressdo em torno de D = 0:

D? D3
H(f 1(x2, D)) = H(x2) + LR H(x)D + LE H(Xo) 5 + LE H(x) 5 + O(D) = 0.
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Do fato que x,2 1S S, temos H(xz) = L, H(xp) = 0. Dai:
D? D3
LEH(X2)Z +LEH () % +O(D% = 0.

Como estamos supondo D 6 0, entao:

1 D
zL%lH(x2)+ELﬁlH(x2)+0(D2) = 0. 42)

O ponto x, é dado pela expressaox, = f s(#g, d). Logo:
LEH(x2) = LEH(f oo, d)).
Expandindo a expresséo acima em torno ded = 0:
LEH(f (o, d)=LEH(#ko) L 2 H#o)d+O(d).
Para L%H(xz), expandindo também em torno de d=0
L2 H(x2) = L H(#o) + O(d).
Substituindo as expressfes acima em {2):

% LEH®Eo) L 2 H(#o)d +% L2 H(#o) +O(cd, D% = 0.
p

e tomando d# =g #+ O(# na expressdo acima:

1 p- D
5 LEH(#0) L BH(O)(G # +2 LEH(@) +O(D%#)=0.
Considere a funcdo G(xo,#,D):% LEH@#o) L 3;1H(#xo)(gp£9 +% L2 H(#o) +

L, - 1
O(D?,#) = 0. Fazendo uma mudanca de variavel t = P # temos G(xg, t, D) = 5 L& H(t*x0)

L%H(t2xo)(gt) + % L,3;1H(t2x0) +O(D?,1) = 0. Além disso:

G(x ,0,0) =0,

1G 1,
ﬂ_D(X ,O,O)—ELFlH(x )6 0.

Pelo teorema da fungéo implicita, existe uma funcéo suave D(Xg, t) que anula G em
uma vizinhanga de x =0, ou seja, G(Xg, t, D(Xp, t)) = 0. Desse fato, tomando apenas 0s
termos em t da série de Taylor de D, obtemos:
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D(Xo,t) = D(x ,0)+ ’%—?(O)t +O(t?),

onde o termo 1111—?(x , 0) é dado por:
1G
—(x,0,0)
E(X ,O) = _ﬂt—
it 1®« 0,0
ﬂD ) )

Em G, temos: (G 1
_ 3
ﬁ(x ,0,0) = éLFlH(x )g.

Logo: !
i) o
D 2 "
ﬂ(x ,0) = 1 =3g.
éLﬁlH(x )
Portanto:
D(xo,#) = 3g" #+O(#.
De nimos:

ZDM (#xo) = f s(f 1(f s(#o, d),D),d D).

Expandindo a expressaof (f 1(f s(#xg, d),D),d D)emtornode d=D=0:
!
D? TF
Fs(f1(fs(o, d),D),d D) = #o+D(R(#o) F#o)+ - dD WH(#XO)
|

[ |
T Folixo) 43

Além disso, o campo Fs é dado por:

_R+kh R FR

Fs 5 > b(x),
onde b(x) = IL_:E((;()) +LLFF2HH(()>(<))' Portanto:
! !
00 = 3 0+ 200+ T BRRM b

|
L5
qIx

NI NI

(x)+ %(X) 1 bR + b(x)%(x) .
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Aplicando no ponto x =X :

fIFs _ TR Fy
.”—X(X )= W(X )+Er b(x ).

Temos também:

W(X) = 2 W@ (x) + Tx w2

T°Fs 1 Th ﬂzez(x)+ﬂ2b(x)Fd(x)+r b(x)%(xﬁ
! (42)

2
+r BOOJE00 + BT 2

2
Aplicando no ponto x e usando o fato de que :2—)(2(x) =0, obtemos:
!
PR, . _1 TR PR TRy R TR
T2 =5 a0t EF00+2r bTi0g T F00+ ()

Logo:
FK _ PR TRy
T T

Pela expresséao 89), temos:

2

r b=

Para encontrar o termo de ordem O(3=2), ou seja, o termo da ordem de #p #da

expressao @3), precisamos expandir (F,  Fs)(#Xo) em torno de #=0:

(F R)#o)=(R R)x)+ ﬂlx(Fl Fo)(x )#xo + O((#0)°). (45)
O termo ﬂ—‘lL(Fl Fs)(x )#xo € dado por:

F )
ﬂlx(a F)(X Yo = # ‘l]—ilxo %xwﬁjhr b, ol

ou seja:
K .
SR RIKO#o= Zhr bl

Substituindo r b:

l _ K -
ﬂ_X(Fl FS)(X )#XO - mhrl_ F:LH(X ),XO'#.
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L5 Fs

Analogamente para WFl(#xo) WFs(ahb(o):
Fer )= TR Fapr b Fi
WFS(X )= ix Fi(x )+ 2hr b, Fil,

gue, como hr b, Fi =0, temos:

TFs _ TR
WFS(X ) = .H—XFl(X )-

Em particular, note que:
|

1 9 _PF_ RTF
TR A N Vv

Portanto, os termos da expanséao de‘%—f} F1(#X0) %Fg(#b(o) em torno de x s&o:
|

5 1R _ TR R 1 1R e, \
o) Rk = ER() RO ER) PR o+ OF)
_ TR LSS 1°Fs ks TFs
= WH#XO"‘Wﬂ—X#XO WFS#XO WW#XO"'O(#Z),
gue, por sua vez, pode ser reescrito como:
!
5 1Fs _, PR TRiR, PR TFs 1Fs
WFl(#XO) ﬂ—XFs(#XO)—# WHXO*‘WH—XXO w2 sX0 ‘H_X‘H_XXO +O(#).
TFr_ _
O termo WFS € dado pela soma:
PR, _ PR s
WFS— WF1+I‘ bwl:l
TR TR | _
enguanto que, o termo X X € dado por:
! ! I
ﬂ_FSﬂ_FS = E+Erb ﬁ+@rb = E +EE|‘ b+
x 9ix x 2 x 2 X x 2
R TR K -
+?r bﬂ_x + Zhr b, Fyir b.
Portanto:
Lo Fa
T°Fs ks _ TR R Ky .y LS
WFgXO'*‘ W XO - ﬂ_X X0+ W?hr b,X0| + ?hr bw,xcﬂ +

7R P

F . . i .
+Zdhr b, Fgihr b, xoi + Wﬁx(ﬁ hr b, WF;Ll Xo.
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Concluimos que:
Iy !

TR 1R 1°Fs 1w o _ ThF
X2 F]_ W Xo W sX0 W Xp = ﬂX > —hr b Xol
F T1F R . . T .
dhr b‘”—1 Xol Zdhr b, Fyihr b, xgi hr b,ﬂ—XlFll X0,
que pode ser reescrito, substituindo r b, como sendo:
2 2 2 2
TR s 1°Fs % . _ TRLgH((xo)
e 0T g 0 @™o g 0T X LoAx)
!
Fy

Substituindo na expressdo da ZDM , obtemos:
! ! !
LFlH(XO) D? T LF2L|:1H(X ) L[:lH(Xo)

Fy, #+ — Dd

=#n+D - -
X4 =70 2 ™ LeH(x) LpH(X)

Fytt+ O(#P72).

2
Em D, temos D(# = Sgp #+ O(#, que implica em dizer que % = —g eDd+O# =

392+ O(#), dai:

D Dd+o@= ¢ 3¢+ = 3¢ + O

Dai:
[
3, TR LglLrHX) LiH(X0) -
Fd(#><o)+§d % LaHOO) L5H(X)Fd#+o(#5 ).

L £, H(#X0)

Xf = #Xo+3dm

Substituindo d:
s !
L g H(#0) L g H L £ H (#0)?
Xt = ZDM (#0) = #o+3 22 (o) L e, H( O)Fd(#XO) , 1(%0) TR

L%H(x ) LeH(X) LEH(X )LRH(x) X

L|:2|_|:1H(X )
LeH(X )

Fy(#xo)#t+ O(#P72).
gue era 0 que queriamos demonstrar.

Demonstracdo do Teorerfd 5
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Devemos projetar o ponto x4 = ZDM (#Xg) em Py usando o uxo fs. Para o presente
caso, consideraremosP y =fx 2 S:Lgb(x) =0g S. Paraisso, precisamos encontrar
um tempo h 2 R, tal que Lgb(f s(x4, h)) = 0. Eventualmente, o ponto f (x4, h) pode
pertencer aP y. Nesse casoh = 0. Para qualquer outro caso, tomamos Xp = f 5(x4, h) e
expandimos tal expressao em torno de X4:

L r,b(xp) = L gb(xg) + hLZ b(x4) + O(h?) = 0.

S
3 2 p__
Pelo teorema (3.14), temos X4 = #Xg + Vi V1FEy(#Xg) + O(V2),
38.14) 4 0 CRHK) L,%lH(x) 1 ViFy(#o) + O(v1)
s_ 1 -
3
onde vi = L H(#Xg). Fazendo Cg = e expandindo o termo
1 = L H(#o) ST LRAK)  LEHk) - P

L r.b(x4) em torno de #xo, obtemos:

D E
L eb(xs) = L b(#o+ Csvi® ViFs(o)) = Lrb(#o)+ L rb(#o), Csvi® ViFs(to) +O(),

que, por sua vez, pode ser reescrito como:
L Rb(xe) = L b(#o) + CsL £,L £ b(#Ko)V1" V7 + O(v2).
O termo L g,b(#xo) € dado por:
L rb(#x0) = hr b(#o), Fs(#xo)i .
Substituindo r b(#xg) e Fs(#Xo) = Fi(#x0) C(#xp)Fy(#Xo) na expressao acima:

Lk, H(#o0) + L 5 H(#o)
(LrH(#0) L gH(0))?

LFSb(#Xo) = rL EH(#XO) rL FlH(#XO)

+

rL g H(#o) +rL HH(WO),H(#XO) C(#xo)Fu(#xo)

LrH#0) L FH(#o)

gue pode ser reescrito como:

I—FZH(#XO)"' L|:1H(#X0)

= 2
L /. b(#xo) LRH(o) L rHo)? LrLeH(#o) C#o)L g H(#o)
1
L e, H (o) LrLr+rH@E#0)  Cio)L rLr+r H(#o) -

O termo L, L gb(x;) € dado por:
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* +
. 2p =
Lk L b(#o) = hrL g b(#xo), Fy(#o)i = %(#Xo)lzs(#xo)+r b(Wo)%(#Xo), Fa(#o)
b _
e como W =0, temos:
D R E
LrLrb(xo) = b(#Xo)W(#Xo), Fa(#o) -

Substituindo 1‘L—I):(S(#xo) e usando a bilinearidade do produto interno:

D E
 b(#o), ’11—3(%) F Clio) FaCio) C(#Xo)%(#xo) Fa(#o)

D = E D ED E

= r b(#(o),W(#Xo)Fd(#Xo) r b(#o), Fy(#xo0) r C(#Xo), Fy(#%0)
D E
Cléxo) b(#xO),%(#wad(#xO) ,

L kL b(#%0)

gue pode ser reescrito como:
Lr,LRb(#o) = LR, rbM%0)  CHXoLF,,rb(#0) L F,CEHO)L F,b#0).
Substituindo r C(#Xg), obtemos:

L r,L r H(#*o0)

LrLrb@0) = Lr,rbl#xo) Cixo)LF,,rb(#o) L H(o)
d

L H(#
BHO%0) L2 HEso) Leybio)

L g, H(#0)?

O termo L & b(#o) é dado por:

5 B o D T“:S E
LEb(#xo) = hrL g b(#o), Fs(#o)i = r b(Wo),W(#Xo)Fs(WO) :

Substituindo ﬂ—FS ek
9

L2b(#o) = T b, %(#x@r Clixo) Fa(#o) C(mo)%(#xw (Futo)  Clixo)Faliixo) -
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Novamente fazendo uso da bilinearidade do produto interno, obtemos:

L2 H(#0)

LEb(#0) = Lr,rbEx0) Cl#o)lr,rb(#o) L £ b(#o) L g, H (#0)
d

!
L H(#
AN | o)+ Clio)L r, (i)

Le,L g, H (o)
L £, H(#0)?

' Lr,H(#o)

L g H(#x '
RAWO) EH@0)  C#xo)L ,,mb(#o) + C(#0)L k,, r,D(#X0).

L g, H (#0)?
Note que:
L rb(xp) = LRD(#0) + Cs L gL 5 b(#o)Vs" V3 + LEb(ixo)h + O(h?, V) = 0.

Substituindo as expressfes encontradas na expressao acima, obtemos:

Lrb(Xp) = Lgb(#o) C#xo)Lrb(#xo)+Cs Lg g bHo) Cl#xo)l r,,r,b#o0)
! !

LeLr H®#x L e H(#x _
FiL F H(#%0) R H( O)L%dH(#xo) L r, blo) leV1+

L, H(#0) L, H (#x0)?

L & H(#o)

+h Lg,rb(xo)  Cl#xo)Lr,r b)) L gb(#o) Lr, H o)

!
L kL / H(#0)
Lg Lg H®E# + C(#xg)L g b(#xy) —0—2 ——
F, L ryH(#X0) (#Xo)L F, b(#x0) L, H o)

LZH(#0)  Cl#xo)L,,rb#xo) + C(#x0)°LF, £, b(#x0) +O(h?)

L/, H(#0)

L £, H (#x0)?

L, H (#X0)

L £, H(#x0)?
= 0.

Fazendo G(xo, V1, h) = L b(#o) C(#o)L r,b(#%o) + ... , note que:
G(x ,0,0)=0.
G _
%(x ,0,0) =L rb(x).
Analisando o termo L, g b(X ):
* +
1R _ 2 b g2 E

Lr,mb(x)= rb,ﬂ—XFl(x) = LoHK) r H"ﬂ_x Fy
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que, por sua vez, como foi encontrado no casoadding-sliding temos:
D 2 E
R _ 13
r H"ﬂ_x R =LgH(x)860.

Logo:
16, L2 H(x ).
T LeH(x )

que, por sua vez nao se anula devido as hipoteses do pontox . Portanto:

0,0) =

1G
X 0,080,

Pelo TFI, existe uma funcao suaveh(xo, v1) que anula G, ou seja,G(Xo, V1, h(Xg, V1)) =0
sendo que h(#xg, v1) pode ser aproximada por sua série de Taylor em torno de (x , 0).
Tomando os termos em v, = L g H(#Xo) da série de Taylor de h, temos:

h(xo, V1) = h(x ,0) +ﬂ—h(x ,0)v1 + O(V2).
vy

O termo ﬂ—h(x , 0) é dado por:
fivy

G
qh :TTT(X ,0,0)
fil 0%
1
W(X ,0,0)

Em particular, temos que:

1G 1
‘ﬂ_vl(x ,0,0) = v LR b(#xo)  C(#o)L ryb(#xo0) :

#Xo=X

que, sendo L g b(x ) = 0, temos:

E(x ,0,0) = 2

ﬂVl —LFZH(X )ZLFZLFlH(X )
Substituindo em h:
LeLeH(x)
h(xg, Vi) = — 2\~ 2y, 4 O(v2).
(X0, V1) LﬁlH(x) vy +O(v))

De nimos a PDM por:

Xp = PDM (#Xo) = f s(X4, h) = X4 + Fs(xg)h + O(h?).
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Figura 22: Comportamento local da PDM e ZDM para o caso Adding-sliding.

Em Fs(X4), temos:
Fs(xa) = Fs(to) + O((#%0)?)-
Dai:
Xp = Xa+ (Ful#o)  C(#o)Fy(#xo))h + O(h?).
Substituindo h e X4:

s
3L, H(#o) L ¢, H (#)

LeH(x ) L%H(x )

Lr H(#o) +O(V).

PDM(#g) = #xo+ Fa#o0) (Fi(#0) C(#xo)Fu(#x0))

LeLrH(X)
LEH(x)

que € a expressao nal da PDM.

Dessa forma, levando em consideracao o exposto sobre as aplicacoes ZDM e PDM,
podemos entao construir a aplicacdo de Poincaré suave por partes associada a bifur-
cacdes do tipo adding-sliding. Primeiramente, considere a gura ( 22), que representa
o0 comportamento local em S das aplicacées PDM e ZDM para o caso adding-sliding,
proximas a uma Orbita periddica de ( 19) passando por x .

Para um ponto inicial xg 2 Py, sob acdo do uxo f s encontramos o ponto x; 2 Py,
para algum tempo T; 2 R, ou seja, X1 = f ¢(Xo, T1). Sob acédo das aplicacdes ZDM e
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PDM, encontramos o ponto PDM(x;) 2 Pn. Com essas informacdes, de nimos a
Aplicacéo de Poincaré Py para pontos de bifurcacdo do caso adding-sliding como sendo
a aplicacdo que levaxg a PDM(x4), ou seja:

PN (Xo) = PDM (X]_).
Ent&o, podemos de nir:

De nicdo 3.18 Suponha uma solucéo periddica €)( de periodd,, que passa por um ponto
de bifurcagéo do tipo adding-sliding e considere a supeffigie fx 2 S : Lgb(x) = 0g. A
aplicacdo de Poincaré suave por partes para pantos uma vizinhaca do ponto de bifurcacéo
X é dada pelafuncdqP Py ! Py denida como:

Pn (X) = PDM(f 5(X, Tq)).
sendo que a expressao da PDM é dada pelo teotehaa (

Com tal de nicdo, podemos notar que Py(Xx ) = X , ou seja, 0 ponto de bifurcacdox €
um ponto xo da Aplicacéo de Poincaré que, por sua vez, representa a Orbita periodica
que passa pelo ponto x .






APLICACOES

4.1 osciladores

A m de concluirmos nosso trabalho, faremos o estudo de um sistema dindmico suave
por partes, com objetivo de encontrar as bifurcagdes que estudamos e fazer uso das
aplicacbes que demonstramos. O sistema escolhido € motivado por um problema
mecanico conhecido por dry-friction oscillator(oscilador de atrito seco, em uma tradugao
literal), que consiste em um bloco anexado a uma mola sobre uma esteira, onde
desejamos entender como esse bloco se movimenta em funcao da velocidade angular
do eixo, fornecida no problema. Para chegarmos nas equac¢des do modelo estudado,
utilizamos as ideias dos trabalhos [5] e [7].

Consideremos entéo as equacgdes que modelam nosso problema:

my+ky = arsgnly ro+# axy ra)+a(y rag?d.

. (46)
Jg+bg = M+nrmsgn(y rq).

Nas equacgbes acima, temosy como sendo o deslocamento do bloco,y a aceleracéo do
bloco em relacéo a velocidade da esteira,m € a massa do bloco,(y rq) é a velocidade
relativa entre o bloco e a esteira, que por sua vez, depende do raior do eixo de rotacao.
Das constantes restantesk é a constante elastica da mola ea;, a, az, € m b sdo constantes
de atrito, sendo que o termo a;sgn(y rq)+# ax(y rqg)+az(y ra)d) échamado de
coe ciente de atrito de Coulomb

Esse termo pode ser entendido da seguinte forma: a constantea; € o modulo do
coe ciente de atrito estatico multiplicado pela forgca normal assumida sobre a superficie
de atrito. Os termos restantes a, e az sdo motivados pelo fato de que a amplitude do
atrito dindmico é tipicamente menor que o atrito estatico para pequenas velocidades
relativas (y rq). O termo b é o atrito viscoso no motor da correia de transporte, r
€ o raio do eixo da esteira, n a for¢ca normal, M o torque do motor, Jo momento de
inércia e q 0 angulo de rotacdo do eixo esteira. Além disso, 0s termos q e q representam,

79



80 aplicacdes

respectivamente, a velocidade e a aceleracéo do eixo da esteira. Todas as constantes séo
estritamente positivas e #& uma pequena perturbacao.

Figura 23: Situacdo modelada pelas equac¢des em46).

y y m
k

Considerando a seguinte mudanca de variaveis x; = =, X = = ( , X3 = 0,
. P T r
m Kk

X4 =0 K e a mudanca de escala temporalt =t o obtemos:
X1 = Xo+ Xy.
Xp= Xy +baXa+gs+H 8Xp+g3x3) + gaSgN(Xy). @7
X3 = X3.
Xa=  DgXgq+gs+sgn(xz).

r__ r__
ondeb =2 M - M _rfag(m)>m m 2, = p2 )
4T3 BT am 93T Pk k'’ Z_IWn’gA'_ r2mm

#> 0 é uma pequena perturbacao.
Em (47), a variavel x3 aparece apenas na terceira equacao. Portanto, reduziremos
nosso estudo ao sistema:

X1 = Xzt Xa.
Xo=  Xp+bgXg+gs+#  8xXp+ g3x3) + gaSgn(Xz). (48
X4=  DgXq+gs+sgn(xz).

Esse sistema suave por partes em particular, tem como fronteira de descontinuidade o
conjunto S = f (X1, X2, X4) 2 R3: H(X1, X2, X4) =0g, onde H : R3 ! R & H(Xq, X2, X4) =
X2. Dessa forma, o sistema se apresenta como:

y = Fi(X1, X2, Xa), (X1, X2,X4) 2 S1. @9

Fo(X1, X2, Xa), (X1, X2,X4) 2 Sp.



4.1 osciladores

sendo que S; = f(Xy,X2,X4) 2 R3 : H(Xq,X2,Xa) > 09, S = f(Xq,X2,%1) 2 R3 :
H (X1, X2, X4) < 0g e 0s campos vetoriais F; e F, sédo dados por:

2 3
X2+ Xg
Fi(X1, X2, X3) = § X1+baXsa gs+#H axxp+ ggxg) + gﬂé . (50
baxgs+gs+1
2
X2+ X4
F2(X1, X2, X3) = g X1+bgXs g5+ axXo + ggxg) 942 . (51

baxs+gs 1

A proposicao a seguir descreve o comportamento do uxo desse sistema em regides

proximas a fronteira S:
Proposicdo 4.1. Para o sistemad@), a fronteira de descontinuidadé divida como segue:
(i) Aregido de costura é dadador 2 S:jx; baXs+0gsj> jg4j0.

(i) Sesgn(gs) = 1, ndo existe regido de sliding e a regido de escape é ddfla por2 S :

JX1  Xaba+9s5j< j04j0.

(i) Sesgn(gs) = 1, ndo existe regido de escape e a regido de sliding é da8la fior2 S :

IX1 X4bs+gsj< jg4jg.
(iv) Segs =0, ndo existem regides de escape e sliding.

DemonstracdoConsiderando que L H(X) = X1+ bsXa+9s gselLpH(X)= x1+
bsXs 94 s, ObtemosLpH(X) LeH(X) = (X1 Xsbs+gs)? g7 A desigualdade
LrH(X) LrH(X)> Oresultaemjx; bsxs+gsj> jgaj, € obtemos ().

Suponha agorasgn(gs) = 1. E facil ver que L H(X) > LgH(X). Portanto, ndo existe
regido de sliding. A regido de escape € dada quando Lg,H(x) < 0 < LgH(x). A
desigualdade L H(x) LgH(x) < Oresulta em E=fx2S: JX1  baXs+gsi< jg4jg,
e obtemos (ii). Agora, suponhamos sgn(gs) = 1. Claramente obtemos L H(x) <
L ,H(x). Portanto, ndo existe regidao de escape e analogamente ao itengii), obtemos
S=fx2 S:jx;1 bsXs+09s< jgajg, como em (iii). O caso onde g, = 0, implica em
LrH(X) = Lg,H(x). Dessa forma, néo existe regiéo de sliding nem escape. Concluimos
o teorema.
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Em nosso estudo, consideraremosg, < 0. Nesse caso, o campo vetorial ¢49) tem
regido de sliding onde a de nimos utilizando o método de controle de Utkin, dado em
[9]. Tal campo é apresentado na seguinte proposicao:

Proposicao 4.2. O campo vetorial sliding Jdo campo s.p.p4¢) é dado por:

2 3
X4

Fs(X1, X2, X4) = § 0 : (52
&(Xl baxa(1  g4)+9s(1+9a4))

DemonstracdoA forma geral para o campo ks é dada pela expressao £0), sendo
. 1

gue h(x, p) tem a seguinte forma h(x, g4, b4,9s5) = g_ X1 Xg4bs+gs , onde x =
4

(X1, X2, Xa) 2 R3. Substituindo tal expressdo em

F1+F2+h R R

F =
S 2 2 ’

(53

obtemos o resultado.

Propriedades do sistema

Relembrando da de ni¢éo de ponto de equilibrio para campos s.p.p., dada em ( 2.13), a
proposicao que segue fornece algumas propriedades que nos seréo uteis nesse estudo.

Proposicao 4.3. Sdo validas as seguintes propriedades:

1+gs
ba '

(i) O sistema8) admite os planos invariantds = (Xq,X2,X4) 2 R3: %4 =

(i) O campo vetoriaF; ndo possui pontos de equilibrio admissiveis. Além disso, o campo

F tem um unico ponto de equilibrio admissivel, dado(gerxo, X4) = (A+gy)+
az 93 3 1 0505 >
# b4(95 1) bf;(gs 1)° , bs ' ba se e somente sg; > 1.

Demonstracaoba Ultima equacédo do sistema (48) obtemos diretamente (i).
Resolvendo o sistemaF;(x1, X2, X3) = 0, obtemos:

1+gs gs5+1
b, ' bs

o a
(%%, @) = (1+ga)+# (2G5 +1) %(gwl)s , (54)
4
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+ _ 1+
95 > 0, temos que Xo = gs
4 4
b,. Dessa formax, 2 S;. Portanto, o ponto de equilibrio de F;, é ndo-admissivel.

1 .
Como < 0, para quaiquer valores de gs e

Considerando o campo F,, resolvendo F(x1, X2, X3) = 0, obtemos:

1 g505 1
bs ' by

(K%)= (L+g)+# ~2(gs 1) po(gs 1P | (55
ba b3

Os
by

1 L
Consequentemente xo = < 0 se e somente sgys > 1, haja vista que by > 0.

Obtemos o resultado.

O proximo resultado garante a existéncia de solugdes periddicas para o sistema ¢8)
sempre que #=0

Proposicao 4.4. Restrito ao plano invariant® , o campd- tem, para# = 0, um ponto de
equilibrio do tipo centro eifxq, X2, X3).

Demonstracdobe fato, tomando #= 0 no campo F, e restringindo ao plano invariante
P temos:

05
by (56)
Xo = 1 X1  0O4.

X1 = Xo+t

E facil ver que tal sistema é linear e tem um ponto de equilibrio em x = ( 1
1 gs
94,

) do tipo centro.

A partir de agora, investigaremos a existéncia de ciclos limite para o sistema (48). Para
este m, faremos uso do método Averaging de primeira ordempara garantir condicdes de
existéncia para tais ciclos sempre que#' 0*.

O teorema Averaging cuja demonstracdo pode ser encontrada na paginal69de [10],
€ dado por:

Teorema 4.5. (Método Averaging de primeira ordem) ConsidereD R" subconjunto
aberto dR" e considere um sistema de EDO's do tipo:

X = #1(t, X) + #o(t, X, B, (57)
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ondef;:R D! R", f,:R D ( #,#)! R"sao funcdes continuak;periodicas
na primeira variavel. De nimos o campo médio como sepddh! R" satisfazendo:
Zq
ho(2) = f1(t, 2)dz, (58
0

Assumindo que:

. f 2f1 ~ . ] -
(i) fq, fo, % e % sao funcdes bem de nidas, continuas e limitadas por uma congtante

(independente d& no subconjuntd0,¥ ) D , sendo que # < #< #;.
(i) Se ly(a) =0, para algum & D, tem-se d€Dhg(a)) 6 0.
Entdo, parg#> 0 su cientemente pequeno, existe uma solutgmeriddicaj dependente de
#tal quej (0, ! asempre qug! O.
Usando esse teorema, queremos mostrar o seguinte resultado:

3g3( 1+gs)?

Teorema 4.6. Para#' 0" ed, o2
4

> 0, o sistema48) admite um ciclo limite

inteiramente contido em,S

DemonstracaoE su ciente considerarmos o campo F, restrito ao plano invariante P,

dado por:
Js
X1 = Xo+ :
LT, (59)
Xo=  Xp+# aXe+0sx3) g4 1.
e 0 ponto de equilibrio
_ A 1 12 1
(K%)= 1 gar# 3 T g9 D 1 O 60

b4 bi ' b4
Através da translacdo do ponto de equilibrio para a origem e usando coordenadas
polares x; = r cosq e X = r sin g, reescrevemos o sistema da seguinte forma:

1+g2 -
= r#sin’q az+3g3( g5) 3rgs( 1+g5)smq+
b7 by

-

+rlgssin’q .

3g3( 1+g2)cosgsing (61)

b

g= 1+#  aycosgsing+

3rgs( 1+gs)cosqsin?q
b4

+r2gzcosqsin®q .
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Associado a esse sistema, considere a equagao auxiliar:

2 .
ﬂ = r#Sinzq 9-2"'393( 1+g5) +3rg3( 1+95)S|nq r2935in2q
dqg b2 ba
2 .
r# cosqsin®q 3, + 293 1*05)7  3rgs( 1+gs)sing 62)

2 b P4
r2ggsin’q +O(#).

Note que esta equacdo estd na forma candnica para aplicar o método Averaging.
Nesse caso, 0 campo médio é dado por:

2
ho(r) = 1p 43, 3%, 1293 1799 (63
4 bﬁ
CUjoS zeros sao: s

2 . 3g3( 1+gs)?
r = —— ay — =7 64
p@ 2 bi (64)

Além disso, temos:
S !

d .3 1+gs)?

Dow )= pi 3 2, DA ZTOL gq 9)
r b4

dhy

dho 393( 1+gs)® S
dr

Como g3 > 0, concluimos que 02
4

(r )60emR, se e somente s&,

3g3( 1+0s)?
b
solugcdo 2p periddica satisfazendo f, ! r* sempre que # ! 0. Observando a

Portanto, sempre que tomarmos a, > 0, o sistema (49) admite uma

terceira equacao do campoF no sistema de Filippov (49), é facil ver que o campo R, é
contrativo fora do semiplano P . Consequentemente, o campo ¢9) tem uma solucéo
2p periédica inteiramente contida em S,.

Bifurcacdes de ciclos limite

Nessa secao, estudaremos que tipo de bifurcacdes sliding surgem do sistema 48).
Inicialmente, vamos supor que o sistema tem um ciclo limite G 2p -periédico contido
em S_z tangente aS em x , satisfazendo as condi¢cbes do teorema averaging. O resultado
seguinte exibe algumas propriedades do sistema (48).
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Lema 4.7. Suponha que o sistem&d) admita orbita2p periddicaG tangente & inteiramente
contida em &. As seguintes propriedades séo validas:

G P,
(i) O ponto de tangenci&\ S =fx g é dado por:

g5 1
by

X = (Xq1,Xp,Xg) = g4 1,0,

DemonstracdoConsiderando que a dinamica fora do plano é contrativa, € facil ver (i).

Para (ii), o ponto X = (X, X,, X,) deve satisfazerL ;,H = 0. Usando tal equacéo e o fato

05

=—— obtemos (ji).
b4

dex,=0ex, =
Neste momento, podemos enunciar o principal resultado desse capitulo, resumido
no teorema a seguir.

Teorema 4.8. Considere o sistemd{) e suponhaG=fx 2 R3:x=1f,(x ,1),0 t 2pg
solucad®?p periddica do tipo grazing-sliding. Esta solucado esta contid®&emP e encontra
S no ponto de tangencia quadratica, xlado no lema4(7). Temos também:

(i) Quando vista como 6rbita suav@¢ hiperbdlica e instavel, para quaisquer valores admissi-
veis de parametro.

(i) Quando vista como Orbita sliding, para qualquer raiz do polinbri@)( G é nao-
hiperbdlica. Além disso, para uma vizinhanca su cientemente proxinpa dmnsiderando
vo(p)2 +4vp(p) Va(p) > O, temos 0s seguintes cenarios:

(@) Sob a condicam(p) > 0, vo(p) > 0evy(p) > 0, existe uma Unica solucdo periddica
com uma pequena evolugdo do uxo sliding contida erh Sg bifurcando dea

(b) Sob a condicaay(p) > 0, vo(p) > 0 vu(p) < O, coexistem duas solugdes periodicas,
com uma pequena evolugdo do uxo sliding contidasSein S que bifurcam d&

(c) Sob a condicam(p) < 0, va(p) > 0evy(p) > 0, existe uma solugéo periddica suave
inteiramente contida ers, bifurcando de5e ndo existem solu¢des periddicas sliding.

As ferramentas necessarias para a demonstracdo do teorema4.8) bem como as
funcdes vo(p), v2(p) e va(p) serdo construidas na demonstracdo dos teoremas 4.9) e
(4.11), mais especi camente, a partir dos sistemas de equagdes (3) e (76). As expressoes
gerais de vp(p), v2(p) e va(p) serdo dadas na observacdo 4.10) e nas expressdes em{b).
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Para o estudo das bifurcagdes deGapresentadas no teorema {.8), faremos uso da
funcdo Py :Pn RM¥2 1D | dada pela expressio:

=N (X p) - P(f 2(X! 2p ) p)! p) , SeH (f 2(X, 2p , p)) 0. (66)
’ g(P(f 2(x,2p,p), p), p) , seH(f(x,2p,p) O.

onde p=(m,k,n,mr,J b,as,ay,az,#M)2 R, P:D R?2! Py éaprojecdo sobre
a superficie Py = fx 2 RS : L H(X, p) = 0g, usando o uxo f, pelo menor caminho
possivel de F,, dada por:

LgH(x, p)
P , = —_— , 6
(=X e )PP (67)
eg:Pn R¥! Py éo mapa de descontinuidade ZDM para o campo F,. Tal mapa
tem a forma
g(x, p) = X+ b(x,y, p)y> + O(y°). (68)
ondey = P Hmax(X, p) € b(x,y, p) = M O fato da fungéo P fazer uso da menor
LrH(X, p)

trajetéria possivel de F, estd associada a construcao da aplicacdo de Poincaré, dada pelo
teorema (.17) (que se encontra no apéndicel), haja vista que a aplicacaot (x) em geral,
ndo é conhecida. A funcdot calcula o tempo necessario a evolugdo do uxo para atingir

a superficie P . Dito isto, a aplicacdo P 'completa’ o ciclo, projetando o ponto sobre a
superficie desejadaP .

Para as trajetorias que ndo envolvem sliding, a primeira expresséao P(f »(X, 2p, p), p)
€ a aplicacéo de Poincaré classica associada a orbit& Para trajetorias que envolvem
evolugdes do uxo sliding, note que a segunda expressdo ndo necessariamente mapeia
pontos para P . Dessa forma, tal expressédo nao representa a aplicagdo de Poincaré
suave por partes associada aG mas como as aplicacdesPDM e ZDM sao conjugadas, a
aplicacdo Py é localmente equivalente a ela. As construcdes associadas as aplicacoeR
e g serdo dadas no apéndice 4.

Primeiramente, note que Gpode ser vista de duas formas: contendo uma pequena por-
cdo de uxo sliding, dada pelo ponto X , ou como Orbita suave. Quando consideramos
gue Gtangencia S em x , dizemos que ocorre uma bifurcacdo do tipo grazing-sliding,
lembrando que x satisfaz as seguintes propriedades:

H(x . p)

LFZH(X ’p)
LEH(X . p)
LFdH(X ’p)

0 eHx(x ,p) 60;
0;
0;
0.

(69)

o A
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A m de determinar as ferramentas necessarias ao estudo de uma Orbita como G
na proxima subsecéo faremos um estudo tedrico de um sistema de Filippov com duas
zonas, que possui uma solucao periodica em contato tangente com a fronteira de
descontinuidade satisfazendo as hipéteses acima.

4.1.1 Consideracoes teoricas

Considere um sistema de Filippov do tipo:

F(x,p), x2 S.

que admite uma solugdo T  periddica da forma G=fx 2 R" : f(x ,t,p ) = x,0

s Tg S, satisfazendo H(f o(x ,s,p ) 0Oe H(f 2(x ,s,p)) = 0 sempre que
s Omod T ,onde p2 R™é um ponto no espaco de parametros R™. Faremos uso da
aplicacdoPy : D R™M!D , escrita na forma:

Py (X, ) = P(f2(x, T ,p), p) , seH(f2(x, T ,p) O. -
gP(f2(x, T ,p),p),p) , seH(f2x, T ,p) O.

para o estudo das bifurcacdes sliding que emergem de G no espacgo de parametros.
Suponhamos também que G¢é hiperbdlica quando vista como Orbita periddica suave de
F (isto €, ponto xo hiperbdlico da aplicacao de Poincaré classica associada ao campo
F) e ndo-hiperbdlica quando vista como Orbita periddica sliding (isto €, ponto xo néo-
hiperbdlico da aplicagdo de Poincaré suave por partes associada). Usando as expressoes
dadas em (68) e (67), as derivadas de P(f>(x ,T ,p),p) e g(P(f2(x , T ,p), p), p) em

relacdo a variavel x sdo dadas respectivamente por:
|

RO, p) (LeHXx(X . p)
LEH(x ,p) !

I b(x,0,p)Hx(x ,p) A.

A = I

f2,X(X ’T P )!
(72)
AS

LeH H f
onde (L Hx(X B) = 52X, B), Halx 1 B) = (¢ D) ef2ulx T P ) = T2 T p).

Orbitas periddicas suaves

O préximo resultado fornecera ferramentas para o estudo de 6érbitas periddicas de F
contidas em S, que bifurcam de G
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Teorema 4.9. Considere um sistema de Filippov do tig@)(tendo pargp = p uma solucao
T periodica hiperbdlica (se vista como suave) tangeiterax satisfazendo as condi¢c88)(

Entdo, existem funcbes suavEp) e'IT(p) bem de nidas em uma vizinhanca ge satisfazendo:

X fax,T,p) = 0,
X 2(_X p) 73
LrH(X, p) = 0.
DemonstracidoConsidere afuncdo f :R R"™ R™ ! R"1 dada por:
" #
f !tl
f(t,x, p) = X 2(X, 1, p)
LrH(X, p)
Note que: "o
f(x , T ,p)=

Para z = (t,x), considerando J = fox(X,t,p), V = (LgH)x(X,p) e F, = R(X ,p)
obtemos: " #
F,
Vv 0
onde f, denota a derivada de f em relacdo a variavel z. O determinante de f,(z ,p ) é
dado por:

f(z,p)=

de(f,(z ,p)) =LEH(x ,p) de(l A). (74)
!
L H)x(x,
onde A = 1 2 I_(%;l:x) ();) P) fox(X ,T,p) = P(fa(x ,T,p),p). Pelas con-

dicbes dadas em (9), temos Lr,H(x ,p) < 0 e como G é hiperbdlica, obtemos
detl A )60. Logo def(f,(T,x ,p))60.

Sendo f,(z , p ) matriz ndo singular (isto é, det(f,(z ,p )) 6 0), o teorema da fungéo
implicita garante a existéncia de funcdes suavesx(p) and 'F(p) bem de nidas em uma
vizinhanca de p = p , tal que:

" #
F(X(P), T(p), P) =

Portanto, obtemos o resultado.

89

Observacao 4.10. Note que, associada com a soluggs) obtida no teorema anterior, podemos

de nir a fungéo real:
vo(p) = H(x(p). p), (75
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Neste casax(p) corresponde a um ponto de uma 6rbita peridédica admissivel do siSt@mse(e
somente seg(p) < O.

Orbitas periodicas sliding

O proximo resultado fornece ferramentas para estudarmos a existéncia de orbitas
periodicas sliding que emanam do ponto de bifurcacdo x :

Teorema 4.11. Considere o sistema de FilippoW), tendo pargp = p umasolu¢cad periddica
nao-hiperbdlica (se vista como sliding)Rletangente & emx satisfazendog@). Entéo existe
uma funcéo suave%p, y) bem de nida em uma vizinhanca e , 0) e T2 R satisfazendo:

L HE p) - o,
xO f(x99T%%p) = 0,
0 2( ) p) (76)
X a(x5 p.y) = 0,
y2  HEC p) = 0.
Além disso, a linearizacdo dérgf »(x° T%p), p), p) dada por:
L =gx(x%p) P(x%p) f2x(x*9T%p) 77

tem autovalorl se, e somente sk, Hy(X, pA(I  A) 1tT:_OeHX(x_(p),p)PT(I A) 2b 60,
Fa(x(p), ) .
LrH(X(P), p)

Observacdo 4.12. O pontox®esté associado com a solucdo periddicadiege contém uma
pequena porc¢ao sliding conforme indicamos na gurd.(Dessa forma, sk2 S, signica
que, quando vista como Orbita periddica sliding, tal solu¢éo é nédo-hiperbdlica.

ondex(p) é o ponto xo obtido no teorema.9) eb=

Demonstracdo do teorenid 1: Considere a funcdo: f :R" R R™ R! R" dada
por:

f(X1 t,y, p) =X P(f Z(t’ XOQX,y, p)! p)! p)

onde x%% a expressédo daZDM associada ao campoF,, dada pela terceira equacéo de
(76).
Note que:

00 00, ™X%9
fX(X1t!y’ p) =1 PX(f Z(t’ X5 p)! p)f 2,X(t! X7, p)W(X’yi p) (78)
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Figura 24: Solugéo peridédica com pequena por¢ao sliding, representada pelo sistema (76)

Aplicando a expressao acima em (X(p), ‘F(p), 0,p):

fx(X(p), T(p), 0, p)

| P(X(p), P 2x(X(P), T(P), P)
=1 A.

Do fato que Gé solugdoT periddica hiperbdlica quando vista como suave, obtemos:
defl A)60. Além disso, f(X,T,0,p)=x X=0.

Novamente pelo teorema da funcéo implicita, existe x°em uma vizinhaca de x tal
que:

fxqty, p).t,y, p) =0, (79
para (t,y,p) 2 V(7,0p ), Onde V(7. ) € uma vizinhanca su cientemente pequena de
(T,0,p ).

Como queremos resolver o sistema (76), devemos mostrar que o ponto x° satisfaz
todas as condicdes esperadas. Primeiramente, temos

x0= P(f »(x%%, p), p). (80)

Do fato que P é a projecéo suave emP y (ver 67), obtemos x°2 P . Consequente-
mente, deve existir T°%2 R satisfazendo:

0= 1 5(T%0xp)

91
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Isto implica que x°satisfaz a primeira e segunda equacées de {6). Em particular, a
terceira equacao de (76) arma que x%°% azZDM de x° Consequentementex®satisfaz
todas as a rmacdes requeridas.

Observando a quarta equacéao de (76) e considerando y como variavel independente,
em y = 0 notamos que X = x°= x%% T = T% Como o teorema da funco implicita nos
garante x{t, p, y) como funcéo tao suave quanto f, podemos expandi-la em séries de
Taylor em torno de y = 0 como segue:

2,0 2 q3,0 3 q4y0 4
57O P% s 0p% + o n 1000 (@)

onde obtemos as derivadas dex®em relacdo ay de f(t, xqy, p),y, p) = 0. Dessa forma,

0
x{y, p) = x40, p) + %(0, p)y +

temos:
xg(O,p) = x(p).
1%mo,O) = o,
2 _ _ _
%(O,p) = 2A( A) lb.
30 _ _ _
%(o,p) = 6A(I A) by
4.,0 _ _ _
%(o,p) = (1 A) ! 12Aby (R0, +12  Bu(X pP+ 82
+Py(X, P)f 2xx(T, X, 2p) b(X;, 0, p) + Aby(X; 0, p)
2( A) Ab(X,0,p)+3 Pux(X, p)f 2x(T, X, 2p)%+
#
P(X, P)f 2xx(T. X, P) 4((1  A) *Ab(X, p))? .
Portanto, a funcéo xqy, p) é da forma:
— - o1 10 A 5
Xy, p) = x(p) + A(l  A) Y(b+yby)y +ﬂ—w(0,p)ﬂ+0(y) (83

Substituindo tal expressdo na equacdoy? H(x% p) e expandindo em séries de Taylor

em torno de y = 0, tomando apenas os termos emy, obtemos:
! !

2 3 3

x0

- 0
HOPL P+ 2 ML Pz 0) 5+ Hu(RP) P s 0p) 5t
! (84)
4,,0 4
£ R, P Op) 24007 =0,

O 24
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Substituindo (82) na expressao anterior e considerando:

va(p) = 1 Hx(X(p),p)A(I A) b,

va(p) =  Hx(X(p), p)A(I A) by, (89
_ 1 _ ﬂ4Xo

Vi) = oHx(P). P O P)

do fato que X)Q(O, p) = 0 podemos reescrever G4) da seguinte maneira:

Vo(p) + V2(p)y? + va(p)y® + va(p)y* + O(y°) = 0. (86)

0 que conclui a primeira parte do teorema.

No que segue, inicialmente precisamos das expressdes das matrizegi (P(f 2(x°°T%p), p), p)
e P«(x4p, y), p)f 2x(T99x%%p). Considerando y como dependente de x e computando a
derivada da terceira equacédo de (76) (Que € o mapa de descontinuidade ZDM , dado
pela expresséo (8)) em relacéo a variavel x, obtemos

1
o (X4t y), p) = 1 + by (X% p,y)y?+ b(x® p,y)+ Eby(xo, PY)Y 2yxY. (87)

Derivando y2 H(x% p) = 0 em relacéo a variavel x, n6s obtemos2yyy Hy(x% p) = 0.
Substituindo na equacgao anterior:

ax(xqp,y), p) = 1 + bx(x® p,y)y?+ b(x%p,y)+ %by(xo, p.y)y Hx(x%p). (89

Agora, expandindo gx(x4p,y), p) em torno de y = 0, obtemos:

GOAPYL ) = 1+ BEP), P0)+Sby(Tp),P,0) He(Kp) +O0D). (89

Analogamente, expandindo P(xq(p, y), p)f 2x(x°9T%p) em torno de (x,t,y, p) = (X(p), T(p), p, 0)
temos que:

P (XX, ¥), PF 2x(x%%T%%p) = P(x(p), P)F 2x(X(P), T(P), P) + O(Y). (90

Finalmente, considerando b = b(x(p), p, 0), by = by(X(p), p, 0) e substituindo (90) e
(89) em L, obtemos:

L= 1+ b+ by H(P.P) (A+OW). (1)

isto €,
L=A+0W)+ b+ by (H(X(p), MA+O00). ©2)



94 aplicacdes

O polindmio caracteristico de L é dado por:
defl | L)=detll A b_+gb_yy (Hx(X(p), p)A) +O(y?) = 0. 93)

Do fato que
def(M + NR) = de(M)(1+R M 1 N).

para qualquer matriz invertivel M, vetor coluna N e vetor linha R, nés obtemos:
defl I L)=de(l | A) 1 HyxX(p),pAll A) ' b+ gb_yy +0(y?) = 0. (94)

Sel nao é autovalor de A, devemos ter:
I

1 H(E).PAGT A) T beby 4002 =0

Como x(p) € orbita T periddica hiperbdlica dada pelo teorema (4.9), podemos
expandir a expressao anterior em torno de | =1 para obter:

1 H(EP,PAN A) Y broby  HG(XPLDAN A) %0 D+
+O((  12%y) =0
Aplicando em y = 0 e notando que va(p) =1 Hx(x_(p),p)AT(I AT) 1h, nés obtemos:
va(p)  Hx(X(p), DA(I A) *b(I  1)+O((  1p)=0. (95)

Como vo(p)  Hx(X(p), p)A(I  A) 2b(  1)+O((l 1)? = 0 e usando a hipétese
inicial Hy(x(p), ))A(I A) 2b 60, segue quel =1 se e somente sev,(p) = 0.

Observacédo 4.13. Este teorema fornece as expressoes das fun¢@es/z(p) e va(p), necessa-
rias & demonstragédo do teorema).
Condicao de existéncia para orbitas sliding

Observando a equacéao @6), esta nos da as informacdes necessarias para a existéncia ou
nao de oOrbitas periddicas sliding. No que segue, faremos um estudo da equacao:

vo(p) + Va(p)y? + va(p)y® + Va(p)y* + O(y®) = 0. (96)

De acordo com o teorema (4.9), se para algum valor de parametro p a orbita sliding
tem autovalor 1, entdo vo(p ) = vo(p ) = 0. Dessa forma, através da analise em sequéncia
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do sinal dos elementos vg, v, v3 € V4 podemos concluir sobre a existéncia de tais 6rbitas.
Em particular, quando ( 96) tem uma raiz dupla positiva, devemos ter:

2vo(py + 3va(p)y? + 4va(p)y® + O(y*) = 0. 97

Portanto, se garantirmos condi¢des para a existéncia de certoy > 0 satisfazendo (96)
e (97), ocorre um fenébmeno conhecido como bifurcacéo sela-ndquando duas 6érbitas
periodicas com porc¢des sliding se ‘chocam’, formando uma Unica).

No que segue, faremos a demonstracao do teorema ¢.8). Visto que encontrar a solugao
periddica G do problema é tao dificil quanto analisa-la, ndo faremos esse processo
neste trabalho. Estamos supondo que tal solugdoGexiste e satisfaz as condi¢cdes que
precisamos.

4.1.2 Estudo da orbitaG
Em se tratando da solucéo analitica para o campo vetorial F,, expandindo as solucfes

x1(t) e x»(t) em séries de Taylor em torno de #= 0, obtemos:

X1(t) = Xqa(t) + #x12(t) + OF),

98
Xa(t) = Xa(t) + #xao(t) + O(FR). 49

onde X11(t) e Xp1(t) sé@o solucbes do sistema dado porF, quando #= 0. Além disso,
escreveremosx;j (0) = X;; e, consequentemente

X11(0) +#x12(0) = X171+ #12.

. . (99
X21(0) +#%22(0) = Xz1 + #X22.
Portanto, a primeira aproximacédo do uxo em #=0 é da forma
2 3
X11(t) + #x12(t)
f2((X11 + #K12, Xo1 + #K22, X4), 1) = §X21(t) + #x22(1)5 - (100
X4(t)

onde x4(t) € dada pela solugéo da terceira equacao de $1).

Considerando os autovalores da linearizacdo da Aplicacdo de Poincaré classica,
dada pela matriz A = Px(x ,p) fax(Xx ,2p,p), denotando S5, como o conjunto dos
autovalores de A , desconsiderando o autovalor trivial 1, obtemos:

Sy =fl+#e 2PPg, (101)

95
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que, como b, > 0e 1l +#> 1, podemos concluir que, quando vista como o6rbita suave, G
€ instavel o que mostra o item (i) do teorema (4.8).
Considerando agora a matriz Ag = gx(x ,p) Px(x ,p) fax(x ,2p,p), obtemos:

Sa, = 10,1 (p)g. (102

onde p=(b,J, M, mr,n,as, ax, a;,# 2 R10. Para simpli car a expressao geral de | (p),
consideraremos m = k= 1. A saber:

2p Z1(p)
H(p)y=e ’ 10
P=€ 2w (109
onde
21(p) = 4bhgJa#+ 48PhoPagt+ 92Pho Pagt+abll  2+e hy+ nJrilﬂ .

+504?ho T agtr?h?  432hgPaghr?h?  756be S Ppag#reh?  72bthe P
(2Fay+agr2h?) + b5 4R 13+8% T hy+85g,  132% 3 pag#r?h? +

Ja;

+303F 487 €T hy+ p— 595 3 pag#r’h?+ 70’ ¥ 4¥ 5+

9eTho+9g,  45e T paghth? +b® P 52+60 hy+60g,

21eF pas#r’h?
zo(p) = 437+ P)3(b*+ 1302 F + 3679,
Jag
J4 = + e
hp = 1+ et
hy = M nmr
h2 = 1+ pag#

Na secdo que segue, encontraremos condi¢des sob as quais se tei(p) = 1.

4.1.3 Orbita periodica ndo-hiperbolica

Existéncia do autovalor 1

Considerando a expressao obtida paral em (103), a m de obtermos | =1, considerando
#como variavel principal, construimos um polinébmio h:R ! R daforma:

h(r) = ag + au# (109
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onde

a = nmrd(4) b?+ P)(bBay + 130°FPay + 360* Fa, 1807 Fagr 2h? + 108Fasr 2h2)+
+e T (4b'0Ja, + 4808 Pa, + 920° Pa, + 4bl1pa, + 50467 ' agr 2h?
4328r2h? 7560 FPpasr2h? + b°Fp (340Fa,  1323gr 2hd)+
+303Fp (48Fa, 595asr2h?) +3b°p (20Pa,  7agr?h?)+
+63b’ Pp (4FPa, 5agr?h?) 720°P(2Fa, + agr2h))),
a = cy(Jday(b?+ JZ)(eZ%E 1) + 2b%nmrd),
co = 4Ab3(?+ P)(? +4FP)(b? +9F).

Aqui a funcéo h foi construida de tal forma que h =0 se, e somente sd = 1. Assim,
para mostrar o item (ii) do teorema (4.8), basta mostrar a existéncia de valores de
parametro que anulam o polinbmio h. Nossa principal ferramenta sera a andlise dos
sinais dos termos de h em (104) ay e &, considerando as expressdes acima. Comdh(#), #

é uma reta em R2, tomando

= 2 (105

a]_’
obtemos (h(#),#)) = (0,#)). Dessa forma, precisamos garantir condicbes para que
# > 0.

Observacéao 4.14. Observando a expressaoldem (L03), devemos tez,(p) 6 0. Nesse termo,

a expressadbd(b? + F)2(b* + 1302 F + 36J%) é estritamente positiva (devido ao fato de todos os
parametros serem estritamente positivos). Além disso, para a existéncia do campo sliding, usando
a proposicac4(1), concluimos qugs < 0 e consequentemente; X nmr? (em m= 1).

Observacgéo 4.15. Para uma escolha admissivel de parametros, o tegn@estritamente
negativo.

De fato, como o termo ¢g > O e eF 1> 0, obtemos co(Jag (b? + ﬁ)(e@ 1) +
2b?nmr?) > 0. Portanto ag < 0.

Para garantir ¢ > 0, tomando a condi¢do Ja; < nmr, considere a seguinte escolha
parcial de parametros:

C, = fk=m=r=m=n=a;=b=1,J=0.59, (106
Para tal condicédo satisfazera; > 0, devemos ter

a
as < 0.205286(172“/')2, (107)
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Dessa forma, concluimos que sempre que tomarmos#= ? com as condi¢desC, e
(107) devemos ter | = 1. Nesse caso, chamamos a solugao pelriédica grazing-slidingG
de nao-hiperbdlicdcaso ela exista).

4.1.4 Bifurcacdes da oOrbit&

Em se tratando do campo (51), para este caso em particular, o termovs é identicamente
nulo, ou sejavsy 0, 8p 2 R0, Portanto, fazendo uso da expresséo Q6), a equacdo para
existéncia de odrbitas sliding a ser analisada sera dada por

Vo(p) + V2(p)y? + va(p)y* + O(y®) = 0. (108

Neste momento, buscamos soluc¢des positivas emy para o polindmio acima. Cada
solucdo emy desse polinbmio representa a existéncia de uma o6rbita periddica com uma
pequena porcéo sliding, sendo que tal y satisfaz o sistema do teorema @.11).

Desconsiderando os termos de ordem O(y®), a equac&o (.08 tem solucdo analitica

emy, dada por:
s
1 wp) 1

2 va(p) va(p)

Estamos interessados no caso em queg/ > 0. Assim, em (109 devemos ter

y= V2(p)? + 4vo(p)va(p)- (109

s
1 vap) 1T
= _ \V + 4v V ,
VEPS o v VAP Ave(pva(p)
ou seja: q
VZ(p) 1 2
\ + 4vo(p)V. > 0. 11
v v V2P Avo(Pva(p) (119
Analisando separadamente cada sinal dos termos acima, inicialmente considere
vy > 0.
Caso y > 0: de (110, temos:
q
va(p)  va(p)? +4vo(p)va(p) > O. (11D

Em (111), supondo vo(p)? + 4vo(p)va(p) > 0, a Unica opcdo em (L11) que satisfaz a

condicdo esperada é:

q
Vo(p) +  Va(p)? +4vo(p)va(p) > 0. (112
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haja vista que v2(p) P Vo(p)2 +4vg(p) Va(p) < 0. Dessa forma, temosvg(p) Va(p) >
0. Portanto, a primeira condi¢éo para solugdo Unica € dada por vo(p), va(p), va(p) > 0, e
v2(p)? + 4vo(p)va(p) > O.

Caso y < 0: em (110 devemos ter:

q
vo(p)  Vva(p)? +4vo(p)va(p) < O. (113

Precisamos analisar duas inequacoes:

p
Vot va(p)?+4vo(p) va(p) < O.

11
V2 sz(p)2+4Vo(p) va(p) < O. 9

Da primeira inequacao em (114) obtemos diretamente vo(p) Vva(p) < 0. Da segunda
inequacao em (114), temos

q
Vo(p)+  Va(p)? +4vo(p) va(p) > O, (115

que, supondo vy(p)2 +4vg(p) Va(p) > 0, a condicdo vo(p) Va(p) < O é su ciente para
satisfazer (115. Portanto, a primeira condi¢cdo para obtermos duas soluc¢des positivas
de (109 deve servo(p), va(p) > 0, va(p) < 0 eVa(p)*+4vo(p) V4(p) > O.

Para o casov, < 0, temos as seguintes consideracdes:

Casoy > 0: em (110, temos:
q
va(p)  va(p)?+4vo(p) va(p) > O. (116

0 que nos deixa duas inequagdes para analisar:

vap)+ . Va(p)Z+ &vo(p) va(p) > O.

(117
vo(p)  Vva(p)2+4vo(p) va(p) > O.

A primeira condic&o é claramente satisfeita, considerando va(p)? + 4vg(p)va(p) > O e
vo(p) < 0. Da segunda condicdo em (L17), obtemos:

Va(p)? > Va(p)? +4vo(p) Va(p). (118

de onde se concluivg(p) Vva(p) < 0. Dessa forma, para que existam duas solucdes reais
emy > 0, temos que a segunda condicao para existéncia de duas solucdes positivas é
dada por vo(p), v2(p) < 0, va(p) > 0 eva(p)* +4vo(p) Va(p) > O.

Casoy < 0:em (110:

q
vo(p)  va(p)2+4vg(p) va(p) < O. (119

99
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gue, considerando v, < 0, temos apenas:

q
va(p)  va(p)?+4vg(p) va(p) < 0. (120

haja vista que Vvy(p) + P vo(p)2 + 4vo(p) Vva(p) > 0. Dai:

q
Vo(p) < Va(p)? +4vg(p) Va(p). (121)

que implica diretamente em vg(p) Vva4(p) > 0.Dessa forma, a segunda condicao para que
exista uma Unica solucdo para (109 é vo(p), Va(p), Va(p) < 0 e va(p)? +4vg(p) Vva(p) > O

Dos casos apresentados acima, concluimos que, para a existéncia de duas raizes
positivas de (109, além da condic&o vo(p)? + 4vg(p) Va(p) > 0, devemos ter:

vo(p),va(p) < O.
v4(p) > 0.

ou (122
Vo(p),v2(p) > 0.
v4(p) < O

e para a existéncia de uma Unica raiz positiva de (109), além da condic¢ao vo(p)? + 4vo(p)
v4(p) > 0, devemos ter:

vo(p), v2(p), va(p) > O.
ou (123)

Vo(p), v2(p), va(p) < O.

A andlise para encontrar as condicdes de ndo-existéncia segue da desigualdade:

va(p) 1 9
va(p)  Vva(p)

v2(p)? +4vo(p) Va(p) < 0. (124
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Usando um raciocinio andlogo ao anterior, as condicées de ndo-existéncia sdo dadas
pelas seguintes:

va(p),va(p) > O.
Vvo(p) < 0.
ou

va(p),vo(p) > O.
va(p) < 0.
ou (125

va(p),vo(p) < O.
va(p) > 0.
ou

v4(p),v2(p) < O.
Vo(p) > 0.

Com essas consideracdes, podemos agora demonstrar o teorema principal 4.8).

4.1.5 Prova do teorema (4.8)

Considere o conjunto dos autovalores da aplicacdo de Poincaré classica associada a
solucéo periédica G dada pela expressao (L01), desconsiderando o autovalor trivial 1.
Como 1+#> 1, a solugdoGé instavel, conforme a rma o item ( i).

Para o item (ii), considere a escolha parcial de parametros C;, dada em (106).
Completando-a com os parametros remanescentes, considere as seguintes condicdes:

C, = fk=m=r=m=n=a;=b=1,J=05M=11,a;=1,a,=1,

az = 1g.
(126
C, = fk=m=r=m=n=a;=b=1,J=05M =1.1,a, =0.1,a, = 4,
az = 81.9.

Para a condicéo 51, obtemos #= 0.1554319802467071&mo raiz positiva do polind-
mio (104). A condi¢cdo C, forneceu #= 0.4941022756212668Em ambas as condigoes,
note que | = 1. Em particular, a condicédo (107) é também satisfeita.

Ambas as condig6e551 e 62 nos forneceram:

sgn(vy) = 1. 127
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em uma vizinhanga su cientemente pequena Vyx do ponto de tangéncia x .

Dessa forma, precisamos analisar o sinal dos termosvg(p) e v4(p). Assuma que
va(p)2 +4vg(p) Vva(p) > O e considere os seguintes casos:

Caso y(p) > 0 : Tal situacédo nos permite as fornece os seguintes resultados:

(a) Para a condicéo 51, segue quevy = 3.2947> 0. Como vy(p) > O, temos vg >
0,vo > 0,v4 > 0. Dessa forma, a condicdo (.23 revela a existéncia de uma Unica
solucao periddica sliding que bifurca de G demonstrando o item ii  a

(b) Para a condicao 52, segue quevy = 0.435493< 0. Como vy(p) > 0, temos
Vo> 0,v2 > 0,v4 < 0que, considerando a condicao (122), temos a coexisténcia de
duas solucdes periodicas sliding que bifurcam de G demonstrando o item ii  b.

Casovg(p) < 0 : Usando a observacgéo ¢.10), existe uma solugdo periddica suave
inteiramente contida em S,. Além disso, temos as seguintes consideracoes:

(c) Para a condicao 51, obtivemos v4 = 3.2947> 0. Como vy(p) > 0, temos vy <
0,vo > 0,v4 > 0. Considerando a condicao (125, ndo existem solucdes periddicas
sliding bifurcando de G

(d) Para a condicao 52, obtivemos v4 = 0.435493< 0. Como vy(p) > 0, temos
Vo < 0,vp > 0,v4 < 0. Considerando a condicdo (125 novamente nao existem
solucdes periodicas sliding bifurcando de G

Ambos os casosc e d, demonstram a ndo existéncia de solugdes periddicas bifurcando
de G que demonstra o item ii ¢ do teorema (4.8). Concluimos o resultado.
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