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RESUMO

Nesse trabalho estudamos a boa colocagdo, a formagdo de singularidades, propriedades
de persisténcia de solu¢do, comportamento assintético e continuac¢do tinica para solugdes
de uma equacdo do tipo Camassa-Holm com uma funcdo arbitrdria e um parametro
ndo negativo relacionado a dissipagdo. Descrevemos cendrios para a ocorréncia de
wave breaking quando a fungdo é par e o dado inicial é impar e também para dados
ou fungdes iniciais mais gerais, desde que estas satisfacam certas condi¢des em suas

primeiras derivadas.

Palavras-chave: Camassa-Holm, wave breaking de solucdo, quantidade conservada,

propriedade de persisténcia.
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ABSTRACT

In this work we study well-posedness, formation of singularities, persistence properties
of solutions, asymptotic behavior and unique continuation properties for solutions of a
Camassa-Holm type equation with an arbitrary function and a non-negative parameter
corresponding to dissipation. We describe scenarios for the occurrence of wave breaking
when the function is even and subject to an odd initial datum, as well as for more
general initial data or functions, provided that they satisfy certain conditions on their

first derivatives.

Keywords: Camassa-Holm, wave breaking of solutions, Conserved quantities, Persis-

tence properties.
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INTRODUCAO

Para introduzir o problema da nossa tese, deixe-nos apresentar a equacdo de Camassa-
Holm (CH) que foi inicialmente deduzida por Fuchsteiner e Fokas em [1] e posterior-

mente estudada por Roberto Camassa e Darryl D. Holm em [2]:
Ut — Upxy + Uy — Ullyxy — 2UxUyy = 0, (1)

que descreve a altura u = u(t,x) de uma onda viajante de dguas rasas. Em [3] sdo
estudadas as condi¢des que garantem o desenvolvimento de blow-up e wave breaking na
solucdo do problema, que foi a motivagdo principal do capitulo 4. Em [4] sdo estudadas
propriedades de continuagdo tnica para solu¢des da CH, que junto com [5, 6, 7, 8],
motivaram as ideias do capitulo 5. Entre as propriedades que a equagdo CH possui,

podemos ver:
e estrutura bi-Hamiltoniana completamente integravel;
¢ uma quantidade infinita de leis de conservacao;
e solugdes peakon;
* solugdes do tipo soliton.

Na pag. 3871 de [4] sdo dadas diversas referéncias para verificar essas propriedades.

Em 2019, Darés e Arruda escrevem [9] que estuda a instabilidade de solugdes de
ondas viajantes elipticas da equac¢do modificada de Camassa-Holm (mCH) e foi a
inspirac¢do para escrevermos [10] em 2020.

Estudamos nesta tese o problema do tipo Camassa-Holm:

Up — Upyy +3UUy — Ullyry — 2UyUyy + AU — Uyy) +dch(u) = 0,
u(0, x) up(x).

em que A > 0,k € C*®(R) é Lipschitz, h(0) = 0 e up(x) € H(R),s > 3/2.
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Mais precisamente, estudamos a solu¢do u de forma qualitativa quando o dado inicial
up possui algumas caracteristicas, ou seja, quais propriedades a solugdo herda do dado
inicial e quais singularidades u pode desenvolver.

No capitulo 2 fazemos uma revisdo tedrica para facilitar a leitura e indicar os teoremas
que utilizamos no decorrer do texto. No capitulo 3 levantamos a hip6tese que o problema
estudado é bem posto e a demonstramos utilizando o Teorema de Kato. No capitulo 4
demonstramos que se a solugdo u desenvolve blow-up, entdo esta singularidade ocorre
como wave breaking e apresentamos algumas condigdes que garantem o desenvolvimento
de uma wave breaking em um tempo T(A, ug) < oo, utilizando as ideias de [11, 12, 10].
No capitulo 5 mostramos que se ug e u6 tém decaimento exponencial, entdo essa
propriedade é herdada por u, uy, e se u se anula em um conjunto aberto, a solugdo u s6
pode ser a solugao nula, utilizando as ideias em [5, 6, 7]. No capitulo 6 fazemos um
breve comentario dos resultados obtidos e uma sugestdo para trabalho futuro.

Por fim, vale resaltar que esta tese gerou dois artigos na Journal of Differential Equations:

O artigo [10] publicado em 2020 e o artigo [13] publicado em 2023.
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Neste capitulo iremos fornecer uma revisdo teérica das principais ferramentas utilizadas
ao longo do texto. A bibliografia utilizada na construgdo deste capitulo foi princi-
palmente [12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21]. Também foram utilizadas as referéncias
[11, 22, 23] na construgdo das defini¢des e das notagdes utilizadas.

Apresentaremos alguns exemplos que serdo retomados nos capitulos seguintes com o
proposito de facilitar o entendimento e tornar a leitura mais fluida.

O capitulo esta dividido em nog¢des preliminares, operadores, semigrupo, funcdes
LP(R), espaco de Schwartz, transformadas de Fourier, distribui¢des temperadas e o
espago de Sobolev.

Optamos por utilizar o ambiente de Lema para designar resultados conhecidos e
demonstrados na bibliografia, o de Proposi¢do para resultados que ndo sdo originais,

mas que a demonstracdo é nossa, Teorema para os resultados originais da tese e

Coroldrio quando a demonstragao for imediata do resultado anterior.

2.1 NOCOES PRELIMINARES

Seja X um espacgo vetorial real (ou complexo). Uma norma sobre X é uma funcdo

l|-][x : X = [0, c0) tal que
1. |[x||x =0 se, e somente se x =0,
2. ||Ax|[x = |All|x]x, Vx € X,A € R (ou C),
3 Mx+yllx < lxllx +l[yllx Yoy € X.

Dois espacos vetoriais normados X e Y sdo ditos espagos vetoriais isométricos se

existe uma bijecdo linear L : X — Y tal que ||[L(x)||y = ||x]|x, Vx € X.
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Duas normas |||y, e [|-||x, sobre um espaco vetorial X sdo ditas normas equivalentes
se existem constantes a, > 0 tais que a ||x[[x, < [|x|x, < B x|y, ,Vx € X.

Considere X um espaco vetorial normado, dizemos que a sequéncia {x, },en C X é
uma sequéncia de Cauchy se

n%f_r}oo |20 — xXm||x = 0.

Chamamos de espago de Banach um espago vetorial normado completo, ou seja, toda
sequéncia de Cauchy deste espago converge para um elemento nele mesmo.

A grande maioria dos resutados que seguem foram retirados da bibliografia e estdo
identificados como lemas. Optamos por usar o conjunto R ao invés de R” sempre que

este aparece nas demonstragdes, visto que nosso objetivo se dd em IR.

Definicao 2.1.1. Seja X um espago de Banach real. Entdo um funcional linear sobre X é uma

transformacdo linear limitada de X em R.

O espaco de todos os funcionais lineares sobre X é chamado espago dual de X e é

denotado por X* .

Definicao 2.1.2. Sejay € X*. Um espago de Banach é chamado reflexivo se a isometria x — I

de X — X** definida por Iy = y(x) é sobrejetiva.

Definigao 2.1.3. Seja H um espago vetorial sobre R (ou C). Um produto interno (x,y) é

uma transformagdo (-, ) : H x H = R (ou C) com as seguintes propriedades:

1. Para todo x € H, a transforamgdo y — (x,y) € linear.

2. (y, )y = (%, Y)y, Y2,y € H.

3. (x,x)y > 0,Yx € H com a igualdade ocorrendo se, e somente se x = 0.

Lema 2.1. Seja H um espago vetorial com produto interno (-, -) . Entdo para todo x,y € H

temos
|<xry>H|2§ ()Y, ) - (2)

Além disso, a espressio

1€l = /(X %) m

define uma norma em H.
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Demonstracdo. [16] pdgs 180-181. O

A desigualdade (2) é chamada de desigualdade de Cauchy-Schwarz. A notagdo
acima, embora possa parecer carregada, é interessante em um primeiro momento para
fazermos a distin¢do e deixar claro para o leitor em qual espago estamos trabalhando.
Pode ocorrer também que um espago vetorial tenha mais de uma norma (ou produto
interno). Durante o texto deixaremos claro qual norma (ou produto interno) estamos
utilizando. Quando ndo houver perigo de confusdo, adotaremos uma nota¢do mais
simples.

Um espago de Hilbert é um espago vetorial com produto interno, completo.

2.2 OPERADORES

Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear de X em Y é o par (D(A), A)
consistindo em um subespaco D(A) C X (chamado de dominio do operador) e uma
transformacdo linear A : D(A) — Y.

A imagem do operador (D(A), A) é um subespaco R(A) C Y definido por R(A) =
{y € Y|y = A(x), para algum x € D(A)}.

O niicleo do operador (D(A), A) é um subespaco N(A) C X definido por N(A) =
{x € X|A(x) = 0}.

Também podemos definir, caso exista, o operador inverso de (D(A), A), como o
operador (R(A), A7 que associa todo y € R(A) a um tinico x € D(A) tal que, y = A(x),

ou seja, A~ (y) = x.

Lema 2.2. Sejam X e Y espacos de Banach e (D(A), A) um operador linear de X em Y com

imagem R(A). Entdo ocorrem as sequintes afirmagoes:
1. O operador inverso (R(A), A~1) existe se, e somente se, N'(A) = {0}.
2. Se o operador inverso existir, entdo ele é linear.

Demonstracdo. [16] pdg. 230. O

Um operador linear (D(A), A) de X em Y é dito operador limitado se existe uma

constante C > 0, tal que
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Ay < Clixllx Vx € D(A). (3)

O menor valor de C em que (3) ocorre chamaremos de norma do operador. Ou seja,

0 numero nao negativo

IA[l:= sup sup [|AM)[ly -
x € D(A) x € D(A)
llxllx #0 lxllx =1
Definicao 2.2.1. Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que X estd continuamente
mergulhado em Y e escrevemos X — Y, se X C Y e existe uma constante C tal que ||u|, <

Cllu|ly, Yu € X.

O gridfico de um operador linear (D(A), A) é o conjunto de pares ordenados
['(A) = {(x, Ax)|x € D(A)} C X x Y.

Dado um operador linear (D(A), A), denotamos por (D(A*), A*) o operador adjunto
de (D(A), A) definido pela relagdao

(Ax,y)y = (x, A"y)x

para todo x € D(A) ey € D(A*). Se (D(A), A) = (D(A*), A*), dizemos que o operador
é auto-adjunto. E claro que neste caso precisamos ter R(A) = R(A*) = D(A) = D(A™).

Dizemos que um operador auto-adjunto (D(A), A) é positivo se

(Ax,x)x >0, Vx € D(A).

2.3 SEMIGRUPO

As defini¢des e lemas apresentadas a seguir foram tiradas de [15] e [16]. Apresentamos
apenas um recorte para dar uma base minima para o leitor acompanhar os lemas

seguintes.

Definic¢do 2.3.1. Seja X um espago de Banach. Uma familia {T(t)}, t > 0 de operadores
lineares limitados em X é chamada semigrupo de operadores lineares limitados em X, se

sdo satisfeitas as sequintes propriedades:
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1. T(t+s)=T({)T(s), t,s >0;

2. T(0) = I

Um semigrupo de operadores lineares limitados T(t) é uniformemente continuo se
lim ||T(t) — I||x = 0.
jim | 7(6) — 1|

Definicdo 2.3.2. Seja {T(t)}, t > 0, um semigrupo de operadores lineares limitados sobre o

espago de Banach X. O gerador infinitesimal do semigrupo é o operador A definido por

Ax = lim M
h—0* h

e o dominio de A é o conjunto de todos os vetores x € X para o qual este limite existe.

Definicdo 2.3.3. Seja A o gerador infinitesimal do semigrupo {T(t)}, t > 0 de operadores

lineares limitados sobre X. Entdo ¢!, t > 0 denota o semigrupo gerado por A. Ou seja,
T(t) = .

Lema 2.3. Um operador linear A é um gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente

continuo se, e somente se, A é um operador linear limitado.
Demonstracdo. [15], pdg. 2, teorema 1.2. O

Lema 2.4. Seja T(t) um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares limitados.
Entdo,
(a) existe uma constante w > 0 tal que ||T(t)|| < evt;

(b) existe um inico operador linear limitado A tal que T(t) = e*4;

(c) o operador A na parte (b) é o gerador infinitesimal de T(t);

(d) t — T(t) é diferencidvel e
% = AT(t) = T(t)A.

Demonstracdo. [15], pdg. 3, coroldrio 1.4. [
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Definicao 2.3.4. Um semigrupo T(t), 0 < t < oo de operadores lineares limitados em X é um

semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados ou Cy semigrupo, se

lim T(t)x =
poy Tt = x

para todo x € X.

2.4 FUNCOES LP(R)
Nesta secdo, iremos admitir familiaridade com conceitos e terminologia da Teoria da

Medida. O leitor poderé ler mais sobre este assunto em [18], apéndice C.

Defini¢io 2.4.1. Sejam A # @ um espago de medida e f : A — R. Sejam ainda as fungoes
f*, f~ + A — [0, ) definidas por f*(x) = max{f(x),0} e f~(x) = —min{f(x),0}. Uma

funcdo f é dita Lebesgue integrdvel (ou absolutamente integrdvel) se

/,4 FHx)dx < oo

/A F(x)dx < co.

Neste caso, diremos que

/Af(x)dx:/Af+(x)dx—/Af_(x)dx,

Sejal < p < 0. O conjunto de todas as fun¢des mensuréveis de R em R tais que

If1l, = (/R\f(X)|pdx>l/p < oo

¢ denotado por LP(RR). Aqui pedimos licenca para o abuso da notagéo |-||,,. De fato, a
expressdo anterior ndo caracteriza uma norma e sim uma pseudo norma como veremos

adiante.

Lema 2.5. (Desigualdade de Hélder para integrais). Sejam p,q > 1 tais que % + % =1. Se
f € LPR)eg € LIR), ento fg € L1R) e || £8lly < [IfIl, - l1g]l,-

Demonstracao. [18] pdg. 8. O



2.4 FUNGOEs LP(IR)

Lema 2.6. (Desigualdade de Minkowski para integrais). Considere 1 < p < oco. Se
fr8 € LP(R), entdo f+g € LPR) e ||f +gll, < [Ifll,+ 8],

Demonstracdo. [18] pdgs. 8-9. O

Exemplo 2.7. Seja f : R — R definida por

f(x):{ 0 se x#1

1 se x=1.

11, = (/le(x)V’dx)l/P o

Mas f #0. Isto mostra que |-||,, ndo define uma norma em L¥(R), e sim uma pseudo norma.

Entdo

Sejam f, g : R — R. Dizemos que f é equivalente a g se f(x) = g(x) para todo x € R
exceto para um conjunto de medida nula. Denotando a classe de equivaléncia de uma

fungdo f por [f], podemos ver que o conjunto quociente

LF(R) := {[f]: f € LP(R)},

munido das operagdes [f]+[g] = [f + gl e c[f] = [cf] fazem de LP(IR) um espago vetorial.

Observe que as operagdes estdo bem definidas. Além disso, definindo

I M ey = LA

tornamos |-|| . pr) uma norma em LF(R). Veja mais em [18].

Lema 2.8. Se 1 < p < oo, entdo LP(IR) é um espago de Banach com a norma

1/p
”[f]HLP(]R) = (/]R|f(x)|pdx) .

Demonstracdo. [18] pdgs. 10-11. O

Seja L*(IR) o conjunto de todas as fun¢des mensuraveis que sdo limitadas exceto em

um conjunto de medida nula N. Isto é, |f(x)|< K,Vx € R\ N. Para todo N C R de

medida nula, tome

S¢(N) = sup{|f(x)|: x ¢ N}.
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Definimos
[ flleo := Inf{S¢(N) : N C R é um conjunto de medida nula}.

Novamente, pode ocorrer que || f||,, = 0 para alguma func¢do f que ndo seja identica-
mente nula. Corrigimos este problema da mesma forma que fizemos anteriormente,

com classes de equivaléncia. O conjunto quociente

L) :={[f]: f € L2R)}

munido das mesmas operagdes citadas fazem de L*(IR) um espago vetorial. Além disso,

definindo
1T oy = M1 f 1l oo »

tornamos |- ||~y uma norma em L= (R).
Lema 2.9. L®(IR) é um espago de Banach.
Demonstracdo. [18] pdg. 13. O

Lema 2.10. Sejam f(t), g(t) funcdes ndo negativas e integrdveis em um intervalo [0, Tp]. Se

u'(t) < f(tyu(t) +g(1),

entdo ,
d
u(t) < u(O)e/O fs)ds + /Otg(r)dr.

A desigualdade do Lema 2.10 é conhecida como desigualdade de Grénwall e também
pode ser vista da forma a seguir.

Se f(t) é ndo negativa, t >0, e

t
u(t) < A+ /0 F(s)u(s)ds,

entao
u(t) < Aelo f6)ds,

A demonstracdo da desigualdade de Gronwall é deixada como exercicio em [14], pag.

29 e [16], pag. 10.
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2.5 ESPACO DE SCHWARTZ

O espacgo de Schwartz (ou das fungbes C* rapidamente decrescentes), denotado por
S(R), é a colegdo das fungdes f : R — C tais que, f € C*(R) e

1Fllyp 2= suplx® FO )] < o0
xeR

para todo par («, B) € IN x IN.

Seja f : O — R. Chamamos de suporte de f o conjunto

supp f = {x € Q[f(x) #0}.

Denotamos por Cy°(R), o conjunto das fungdes infinitamente diferencidveis sobre
0s reais, com suporte contido em um conjunto compacto. Tal conjunto chamamos de
conjuto das fungées testes. E fcil ver que CF(R) C S(R). Porém, S(R) ¢ C5°(R), basta

2

tomar como exemplo a fungao * y(x) = e T,

Suponha que f € S(R), entdao dc > 0 tal que, [x*f(x)|< ¢, ou seja,
[f)I< # Vx € R*,Va € N.

Da relacdo anterior, podemos concluir que se f € S(R), entdo f é absolutamente
integravel e
lim f(x)=0.

|x|—00

Sejal < p < 0. Se f € S(R), entdo Jc > 0 tal que |f(x)|< IJC‘%,Vx € R*. Logo
f € LP(R). De fato,

/le(x)|pdx:/|x§1|f(x)|pdx+/x|>l|f(x)|pdx

P
C
< 2max{1, | f% 5} + /x|>1 (W) dx < co.

Portanto, se f € S(R), entdo f € LP(R),1 < p < co.

1 Veja mais em [17], pag. 282.
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2.6 A TRANSFORMADA DE FOURIER

A bibliografia utilizada nesta secdo foi principalmente [17] e [20], porém adotamos a
notacdo de [11] pela énfase na transformada de Fourier e pela estética mais agradavel na

opinido deste autor. Comegaremos introduzindo a transformada de Fourier em LY(R).

A
Seja f € LY(R). A transformada de Fourier de f é a funcdo F f = f dada por

A 1 .
F()@=FE)=@mn2 /]R e~V F(x)dox.

Lema 2.11. A transformada de Fourier de f € L'(IR) é uma fungdo continua, limitada e satisfaz

y

A
Em particular, a aplicacio f — f é um operador limitado de L'(R) em L®(RR) e

a desiqualdade

< @m) /2 1l ) -
L(RR)

A
lim f(¢) = 0.

¢ o0
Demonstracdo. [17] pdg. 274-275. O

Lema 2.12. Se f € S(R) e n € N, entdo f € S(R) e

F(f) @=G@"F ()@ e R
Demonstracgdo. [20] pdg. 225. O
Lema 2.13. Se f € S(R), entdo jJ}E S(R).

Demonstragdo. [20] pdg. 226-227. O

Lema 2.14. A transformada de Fourier F define uma bijecio linear de S(IR) em si mesmo e sua

inversa é dada por

Y .
FUw = f) = @2 [ @ Vx € R, f € SR).
Demonstrac¢do. [20] pdgs.226-229. O

A
Corolario 2.15. Se f € S(R), entdo vale a férmula de inversio
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A . A
7 (F) 0= = o2 [ o
R
Definimos o produto interno em L*(R) por
(f, 8>L2(1R) = /]RWX(X)CZX-

Lema 2.16. A identidade de Parseval vale em S(R). Ou seja, se f,g € S(R), entdo

(f'8) 2wy = <f'§>L2(lR)

e = 7] , -
L2(R)
Demonstracdo. [17] pdg. 178. O

A convolugdo de duas fungdes integraveis f, g : R — C é definida pela férmula

U&ﬂ@aéﬂwmmww

sempre que for possivel calcular a integral. No caso em que f € L}(R) e ¢ € L®(R),

temos que f * ¢ estd bem definida e vale

1f %8l ey < 811wy 11wy -

A convolugao é associativa, comutativa, tem a propriedade distributiva em relacdo a
adigdo e se uma fungdo f estiver multiplicada por uma constante, a convolugao de f
por g também estard multiplicada por esta mesma constante, ou seja, se A € C, f,geh

sdo fungdes para que a convolugdo esteja bem definida, entdo:
L (Af)xg=Af*g)=f*(Ag);
2. (f+9)xh=fxh+gxh;
3 frg=8*f
4. (fxg)xh=fx(g*h).

Lema 2.17. Sejam f € S(R) e g continua e limitada.

13
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(i) fxg € C®(R)e(f+g)® = f® xgparatodoa € N.

(ii) Suponha que
@+l swldy < oo
para todo « € IN. Entdo f * g € S(R).

Demonstracdo. [17] pdgs.181-182. O

Proposicao 2.18. Sejam f,g € S(R). Entdo, f x g € S(R) e

F(f*g) (@) =QmY2F (f) (®F () (€),VEeR,

Demonstracdo. [20] pdg. 234-235.

2.7 DISTRIBUICAO TEMPERADA

Iremos introduzir agora o conceito de fungdes generalizadas ou distribui¢do temperada
associada a S(R). As defini¢des e lemas desta secao foram retirados de [17].
Uma distribuicdo temperada é um funcional linear T : S(R) — C com a propriedade

que existe uma sequéncia {®, }7>; C S(R) tal que

Tg) = lim | ®u(x)p(x)dx 4)

n—oo
para toda ¢ € S(R). A colegdo de todas as distribui¢des temperadas forma um espago
vetorial sobre os complexos e denotaremos por S’(IR). Por hora, iremos adotar a notagao

T(¢) = (T, ¢), T € S'R), ¢ € S(R).

Lema 2.19. Seja f : R — C continua e limitada. Entio f define um elemento Ty € S'(R)

através da férmula

(Tr, @) = /]Rf(x)q)(x)dx, ¢ € S(R).
Demonstracdo. [17] pdgs. 184-185. -

Nem toda distribui¢do provém de uma fung¢do continua e limitada. Um exemplo de

uma distribui¢cdo que ndo é uma fungdo continua e limitada é a distribuigdo ¢ de Dirac.
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Exemplo 2.20. Seja ¢ € S(R). A distribuigdo 6 de Dirac centrada em x é definida por

Sx(@) = (0x, @) = @(x).

Quando a distribuicdo  de Dirac for centrada no zero, escrevemos apenas é.

Defini¢do 2.7.1. Sejam f € S'(R) e ¢ € S(R). Entdo a convolugio
(fro¥)=(f 9 x¥) ¥eSR),

em que ¢~ (x) = @(—x).
Definicao 2.7.2. Seja
n ai
L = Ty
gal ox

coma; € R,V 0 < i < n, um operador diferencial com coeficientes constantes. A solugdo
fundamental da equacio associada ao operador L é uma distribuicio ¢ € S'(R) satisfazendo a

equagdo Lg = 6. A distribuicdo g é chamada de fungdo de Green para o operador L.

Observe que se u € S(R), e tomando f = g*u, entdo Lf = u, uma vez que ¢
é o elemento neutro da convolugdo. Ainda, se o operador L admite inversa, entdo

L1y =g*U.

Defini¢do 2.7.3. Sejam f € S'(R), ¢ € S(R) e « € IN. Entdo a derivada da distribui¢do f

de ordem « é definida por

<f(“),¢> = (—1)”‘<f, q)(”‘)>-

Definicdo 2.7.4. Seja f € S(R), entdo fe S(R) e define uma distribuicdo temperada dada por
A A 1 .
(Fo) = [ oo = [[@nr [ e oo -

= [emt [ e oz f(dx,
ou seja,

<J¢ <p> = (£,8),Yp € SR).

A transformada de Fourier em S’(IR) se define de forma analoga a definida em S(R).

A
Exemplo 2.21. A transformada de Fourier da distribuicio 6 de Dirac é 6 = 2m)~1/2,

15
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De modo andlogo, definimos a inversa da transformada de Fourier por

r Y
(Fro) = (19} ¥p e s
E por fim, temos que se f € S'(R),« € N entdo

EF(£)@ = (—)"F (f9) @

O =CFF N

[
em que f@ e ;l_g“]: (f) (¢) denotam a derivada de ordem « de f e F(f), respectivamente.
2.8 ESPACOS DE SOBOLEV
Nesta secdo utilizamos principalmente as referéncias [14, 16, 17, 19, 21, 12]. Seguimos

utilizando o mesmo critério citados no inicio do capitulo para os ambientes de lema,

proposicgdo e teorema. Os exemplos propostos serdo tteis nos capitulos seguintes.

Definigdo 2.8.1. Seja s € R. Os espacos de Sobolev (de tipo L*(R)) sdo os sequintes
subconjuntos de S’(R)

A
H[R) = {f € SR+ *f € LR)},
munido do produto interno em H°(R)

-
Fo8hmm = [ 1+ FOREME G

e norma induzida em H°(IR)

A :
Il = ( [0+ 1P ©)

Com o produto interno (5) e a norma (6), H*(IR) é um espaco de Hilbert.
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Seja k € R, definimos o operador AF sobre S’'(IR) por
k —1 2 k/2*
A(f)=F " | @+3)7f ).
Exemplo 2.22. O operador A¥: HS(R) — HK(R) é um isomorfismo isométrico. De fato

A A
I ey = [+ E1f@PdE = [ 1+ 1+ 7)1z =

= /IR (1+ 8|1+ (o) Pde
de onde concluimos

2

If e = [ @+ HFA @R = [)]

Hsfk(IR) )

Exemplo 2.23. Considere o operador A? sobre S'(R). Entiio a solugio fundamental definida em

2.7.2 para este operador é dada por
=«
e

g(x) = >

De fato, observe que
- A
A g) = F7' (1+82%) = 4.
Aplicando a transformada de Fourier, obtemos
Awy _ A -
(1+3)3@) =0=@m) 2
Logo,

3@ = m) 21+ ),

fazendo a inversa de ?(@), obtemos
— x|

g(ac):e2 :

Exemplo 2.24. Seja u € H*(R). Entdo

A% = %/Re_x_y'u(y)dy.

Basta utilizar o exemplo anterior e a observagdo da definigdo (2.7.2).

Lema 2.25. Sejam s, s’ € R. Entdo:

17
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(i) H°(R) C HS/(]R) se s > s'. Além disso, esta inclusdo é continua e densa;
(i) F (H(R)) = L2(R, (1 + &2)°d?).
Demonstracdo. [17] pdgs. 304-306. O

Lema 2.26. Seja m € IN. Entdo f € H™(R) se, e somente se, f® € L%(R) para todo

IN > a < m, onde as derivadas sio calculadas no sentido das distribuigoes.
Demonstracdo. [17] pdg. 307. O

Lema 2.27. Seja s > 1/2. Entido H°(R) pode ser continuamente mergulhado em Ce(R)

(a colegio das fungoes continuas de R em C que tendem a zero quando |x|— o0) e vale a

desigualdade
1/2
1oy < @712 {/]R(1+62)S} 11 sy -
Ainda,
, 1/2
< Wl | [0+ )—S} .
7], < W |,
Demonstracdo. [17] pdg. 308. O

Lema 2.28. Sejam s,t € R tais que —s < t < s. Considere u € H(R) e v € H'(R). Entdo

10| ey s>1/2,

C||U|| s 0 >
H HH(IR) H ||Ht(]R) { ||uU||Hs+t71/2(]R) S<1/2’

em que ¢ é uma constante positiva dependendo de s e t.

Demonstrac¢do. [21] Lema A1, pdg. 65. O

Um caso particular do Lema 2.28 que utilizamos nesta tese é considerando s > 3/2 e
u,v € H*(R), entdo
[uvx || gs—1ry < € lJull gsry 102l gs—1(w) -
A desigualdade anterior é um coroldrio do Lema 2.28 e sua demonstragado é imediata.
Lema 2.29. Seja h : R — R infinitamente diferencidvel e assuma que h(0) = 0. Entdo u — h(u)

define uma transformagdo continua h : H*(R) — H*(R), para s > 1/2. Se s = 1/2 e a derivada
W' de h for limitada, entdo h(u) € H*(R) sempre que u(x) € H(R). Ainda

huE)l<  sup  {[H@)|}Hu@), x € R.

y<[lul poo(my
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Demonstracdo. [12] pdg. 1062, Lema 1. O

Para s > 0, considere o espaco X; = H*(R) N L*(R) com a norma

1l x, = 1f sy + (1l Loy - V. € X

Lema 2.30. Seja F € C*(R). Se f,g € Xs,s > 0. Entio

IE(f) = F@llx, < KIlf = gllx, -

em que K depende de ||f| . e [|g]|x.-
Demonstracdo. [12] pdgs. 1064-1065. O

O espago X é um espago de Banach. Basta observar que H*(IR) C L’(R), Vs>0e

tanto L2(R) quanto L®(RR) sdo espagos de Banach como podemos ver nos lemas 2.8 e
2.0.

Proposicdo 2.31. Se f € H'(R) e s > 3/2, entio | fx|| oy < € [|fll psw) para alguma

constante ¢ > 0 dependente apenas de s.

Demonstragao. Temos que | f+(x)|= | F~LF(fv(x))|= |f’1(§ﬁ§))|. Portanto,

fe(0)] = o) /IR eféi@f@))dc <@m! /IR |§ﬁé)|d§
< @n)! /R F@IE]+ /2@ + 22~/ de.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos entdo

1/2

A 1/2
fuw)< @n) ! ( [if@ras Cz)sdé) ( R czrsczdc)
<@ ([ a2 1 o,
Como
[a+edea < [(a+e ez = [+ e <o,
R R R

pois s > 3/2, temos
1 fxll ey < € L1 by -

em que ¢ = (277)"! /IR (1+E2)5E2d¢. 0

19
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Proposicdo 2.32. Seja s € IN. Entdo a norma ||-|| ys (g, € equivalente a

S d? 2 %
g dx L2(R)

S ), 2(R)

- 2 2
Se s =1, entdo ||||H5(]R) = ||||L2(]R)

Demonstragdo. Seja f € H°(R), s € IN. Entio

A
If I = [ a+eIr@Pae

/. 2( ><cz> 7P

S i 2
1 )/Ruc)f(cn 2

j ) L7 (f) @f
)

'M“

Il
o

M-

N
I
o

S

-

Il
o

|7

I2(R)

Pela identidade de Parseval, temos

I Fll sy = ZO ( ) [

I2(R)

Tomandoa:max{(s.)}eﬁ:min{(s,>},temos
i i

Proposicao 2.33. Sejam s > % e u € H°. Entdo temos as relagdes:

el g ry < 1l s ry-

2. Hax/\‘zuHHsﬂ(m < ull sy -

% S dl
> < N fllswy < VB +1) <Z ;(f)
L2(R) i=0

L2(R)

)

N|—
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3 ||””Hs—1(IR) < H“HHS(]R)-

Demonstracdo. Para demonstrar o primeiro item, basta observar que

gy = [ 1+ F () @PPde
L+ e F (u) @)7dg
(L+E3 182 F (u) (@S

< ]{R(1+Cz)s\f(“)(§)|zd§: 20 ]| s ) -

Lembrando que A=2 é um isomorfismo e utilizando o item anterior, chegamos no resultado do

segundo item. Para demonstrar o terceiro item, notemos que

iy = [+ NF () @PdE < [ +EVIF () @PdE = ] xy

21
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Dada uma equagdo diferencial parcial (EDP) com uma condicdo inicial, dizemos que
o problema é bem posto se ele tem solugdo tnica e esta solugdo depende de forma
continua da condigdo inicial.

Com o objetivo de verificar se um problema é bem posto, apresentaremos o Teorema
de Kato que nos garante que, sob certas condi¢des, um problema de Cauchy' é bem
posto.

As principais referéncias deste capitulo sdo [15, 16, 17, 11, 21, 12, 24, 10].

3.1 TEOREMA DE KATO

Tosio Kato em [21] tem o objetivo de apresentar um tratamento unificado para o
problema de Cauchy para vérias equagdes diferenciais parciais quase-lineares. Neste
trabalho ele prova dois teoremas importantes que utilizamos na tese. O primeiro sobre
existéncia e unicidade e o outro sobre a dependéncia da solucdo de forma continua
do dado inicial. Ainda neste trabalho, ele mostra que estes teoremas sdo aplicéveis
em diversas EDPs importantes como equagdes de ondas, a equagdo Korteweg-de Vries
(K.d.V), Navier-Stokes, entre outras. A juncdo dos dois teoremas de Kato provadas em

[21] é compilada no lema a seguir.

Lema 3.1. (Teorema de Kato). Seja A(u) um operador linear, e considere o problema

du
dt

+ A(u)u
u(0)

fuyeXx, t>0,
ug €Y.

(7)

Assuma que as condigdes sequintes sdo satisfeitas:

1 Uma equagdo diferencial sujeita a certas condi¢des iniciais sobre a solugéo.

23
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(I) X eY sdo espagos de Banach reflexivos, tais que Y C X e a inclusdo Y — X é continua e

densa. Ainda, existe um isomorfismos S : Y — X, tal que ||u||y= ||Su||x.

(II) Existem uma bola W de raio v, com 0 € W C Y e uma familia de operadores (A(u)),ew C
L(X), tal que —A(u) gera um semigrupo Cy em X com He_SA(”)HE(X) < ePs, para todo

u € W,s > 0, para um certo niimero real B.

(III) Seja S o isomorfismo da condigdo (I). Entdo B(u) = [S, Aw)]S™! € L(X), em que
[S, A(u)] = SA(u) — A(u)S. Além disso, existem constantes cy e cy, tais que || B(u)|| £x)<
c1, ||B(u) — B(©)| g < c2llu — v||y, para todo u,v € W.

(IV) Para todo w € W, Y C dom(A(w)) e ||A(u) — A@®)| cvx)< c3l|lu — v||x, para todo
u,v € Wem que c3 é uma constante.
(V) A fungio f : X — X, satisfaz as sequintes condigdes
a) flw: W — Y é limitada, isto é, existe uma constante c4 tal que || f(w)||y < cg, YVw €
W;
b) flw: W — X é Lipschitz em relagiio a norma em X, isto é, existe uma outra constante
cs tal que || f(u) — f(v)||x< cs||u — v]|x, Yu,v € W.

Se ug € W, entio existe T > 0 tal que o problema (7) tem solugdo vinica u € C°([0, T), W) N
CL([0, T), X), com u(0) = uq. Além disso, a solucio u depende de forma continua de uy.

Demonstracdo. [21] pdgs. 36-45. e [15] pdgs. 135-141. ]

A ideia de compilar os dois teoremas de Kato pode ser vista em vdrios artigos, entre
eles o [25], Lema 2.5. Em [24], Liu e Yin provam o seguinte lema que utilizaremos na

proxima secao.

Lema 3.2. Sejam a,b € Ry, ¢: R = R, ¢ € C",n > 5 com g(0) = 0 e considere o operador
A(u) = (b+ag(u))oy com u € H(R), s > 3/2. Entdo o operador A(u) satisfaz as condicdes
(II) — (IV) do teorema de Kato.

Demonstrac¢do. [24] pdgs. 2500-2502. [

3.2 RESULTADO PRINCIPAL DA TESE

Vamos agora retomar o nosso problema:



3.2 RESULTADO PRINCIPAL DA TESE

01
u0,x) = up(x),

(8)

{ ut - utxx + 31/”/[_)( - uuxxx - zuxuxx + )\(u - uxx) + axh(u)

em que A > 0,h € C*®(R) é Lipschitz, h(0) =0 e uy € H(R),s > 3/2.
Observe que se A = 0 e h = 0, a EDP do problema (8) se torna a equacdo de
Camassa-Holm.

Se aplicarmos A2 na EDP de (8), obtemos o seguinte problema equivalente:

Up+ Ully

u(0, x)

—9, A2 (uz + ”2—92‘ + h(u)) — Au,

up(x).

9)

Como A~2 é um isomorfismo, se aplicarmos A% em (9) recuperamos (8) de maneira
mais simples.

Iremos mostrar, utilizando o teorema de Kato, que (9) é bem posto. Tomando:

e 5s>3/2,

Y := H%(R), X := HS"}(R),

o A(u) := uody,

F(u) = —0: A2 <u2 I h(u)> “due

u(0, x) = up(x), ug € H*(R),

o problema (9) estard nas condi¢des do Teorema de Kato. Nao encontramos dificuldade
para demonstrar a condigdo (I), e as condigdes (II)-(IV) estdo bem estabelecidas em [11]
e [24]. Nosso problema é um caso particular dos citados nestes trabalhos, tomando
b =0eag(u) = uem [24], pdgs. 2500-2502, e tomando v = 1 em [11], p4dg. 1389. A

condicdo (V) do Teorema de Kato é demonstrada de forma andloga a [10].

Proposicao 3.3. H°(R) é espaco de Banach reflexivo para todo s € R, tais que H*(R) C
H*"Y(R) e a inclusido H(R) — H*"Y(R) é continua e densa. Ainda, existe um isomorfismo
S: H3(R) — H* X(R), tal que ||u|| gsqry= [|Sull gs—1ry-

Demonstracdo. Em [16] pdg. 196-197, podemos ver que todos os espagos de Hilbert sio
reflexivos. O restante da demonstragdo é resultado direto do Lema 2.25 item (i) e o Exemplo 2.22
tomando k = 1. O
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Proposicdo 3.4. O operador A(u) = udy com u € H’(R), s > 3/2 satisfaz as condicdes
(II) — (IV) do teorema de Kato.

Demonstracdo. Basta tomar b =0 e ag(u) = u no Lema 3.2. O]
Teorema 3.5. Sejam f : H*(R) — H°(R),

f(u) ;== —0,A2 (u2 + ”72 + h(u)) — Au,

W C H*(R) uma bola de raio r(podemos assumir de centro em 0) e s > 3 /2. Entdo, a fungio f

satisfaz as sequintes condigdes:

1. flw: W — H*(R) € limitada, isto é, existe uma constante c4 tal que || f(w)| gsg) <
cy, Yw € W;

2. flw: W — H*"I(R) é Lipschitz em relacio a norma em H5~Y(R), isto é, existe uma

constante cs tal que || f(u) — f(0)|| g1 gy < 5 [[1 — 0| g1 gy, Vi, 0 € W.

Demonstra¢ao. Primeiro vamos mostrar que f estd bem definida. Seja u € H°(IR). Entdo
u2 € HS"Y(R) e 0,A"2(u2) € H5(R), 9;A"%(u?) € H’(R). Como h € C*®(R) e h(0) = 0,
entdo para todo u € H*(R), temos h(u) € H*(R), como podemos ver no Lema 2.29. Portanto
9xA~2(h(u)) € H3(R) e com isso concluimos que f estd bem definida. Para mostrar o primeiro
item, lembre que h(u) é Lipschitz, h € C* e que h(0) = 0, de onde podemos concluir, pelo Lema
2.29, que

[R@)|| sy < @ 10| sy -

em que a = sup{|l'(y)|}. Daqui em diante ¢ denota genericamente qualquer constante, eventu-
y=r

almente dependente de s. Temos que

7

_ w2
@y = |-2:872 (w245 b)) ~ 2w
H*(R)

pela Proposicdo 2.33 item 2 e pela desigualdade tridngular, temos

2
x

Hs~1(R) ¢ H 2

+ ¢ [[h(w)|| -1 gy + |/\|HwHHS(1R) /

If@) gy < e |w?]
Hs—1(R)
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pela Proposigdo 2.33 itens 1 e 3, e considerando que Hwi : < ||wx||%{s,1(]R) temos

Hsfl(]R

2
ve| 210 el + Ml = or
H5(R) 2 H5(R)

2
If@lpg < c|e?|
Para mostrar o sequndo item, fazemos

| f(u) — f(v)HHS*l(]R)Z ,
= ’ —9, A2 (uz + % + h(u)) — AU+ 9, A? (vz + % + h(v)) + Av

, . H1(R)
< ‘—ax/\—z <u2 + ”7 + h(u)) + A2 (vz + % + h(v))

+[Al[Jo — ”HHs—l(lR)
HS—l(]R)

2 2
< ‘—axA_2 <u2 + % + h(u)) + 0, A2 (v2 + % + h(v)) ’

+ Mo —ull gs-1g) -
H5(R)

Utilizando novamente a Proposicio 2.33 e a desigualdade tridngular,

2

v%c_ux

2 .2 c
| f(u) —f(U)HHS*l(IR) sc HU —H ’ H51(R) " 2 ‘

+C ||h(U) - h(u)HHs*l(]R) + |/\| ||U - MHHS*l(]R)'

Hsfl(]R)

Utilizando a relacio u*> — v* = (u +v)(u — v) e 0 Lema 2.28, chegamos em

/() = fO g1y < cllo+ull g 10 = D] 1w
+C [|ox + x| g1 (ry (0% = sl psr ) + € |0 = utl[ goary + A0 — 1l o1y

Comou,v € W, ||ul| gs—2gy < llull gs-1(w) (Proposigdo 2.33 item 3 e ||ux || gs—2(ry < |1l gs-1(r)
(Proposigdo 2.33 item 1), obtemos

Hf(u) _f(U)HHSfl(]R) S c Hl/l — UHHS_l(]R) ,
em que ¢ > 0. 0

Com estes resultados demonstrados, temos satisfeita a hip6tese do item (V) do

Teorema de Kato, de modo que obtemos o seguinte resultado de Boa Colocagéo:

Teorema 3.6. O problema

|
S

{ Up — Upyy + SUUy — Ullyyy — 2UxUyyx + MU — Uyy) + O h(11)

u(0,x) = up(x),

27



28

BOA POSTURA

em que A > 0,h € C®(R) é Lipschitz, h(0) = 0 e ug(x) € H*(R),s > 3/2, é bem posto com
solugdo
u € C°([0, T), H(R)) N C'([0, T), H*"Y(R)),s > 3/2,

T > 0 é o tempo mdximo de existéncia da solugdo dependendo de u(0, x) = uy.



SOLUCAO GLOBAL E WAVE
BREAKING

No capitulo anterior, vimos que o problema

(10)

Up — Upyy + SUUy — Ullyyy — 2UxUyy + AU — Uyy) +Ich(u) = 0,
u(0,x) = wup(x)

em que h € C*(R), h(u) é Lipschitz, A > 0,h(0) = 0 e up(x) € H*(R) tem solugdo tnica

u € C%[0, T), H*(R)) N C}([0, T), H*"Y(R)), s > 3/2.

As proximas defini¢des foram feitas com base no trabalho de Escher em [3] e caracte-

rizam o tipo de solucdo que estamos interessados neste trabalho.

Uma solucdo u(t,x) € C°([0, T), H(R)) de um problema proposto é dita soluc¢do
global se T = co em que T é o tempo méximo de existéncia da solugdo. Se T < oo,

dizemos que ocorre em u o fendmeno de blow-up. Neste caso, em que T < oo, temos

li t, sy = 00.
fim sup [[u(t, )|y = o
Assuma agora que H*(R) C CI(R) e que T < 0. Se

sup  |u(t, x)|< oo, lim sup{sup|u.(t, x)|} = oo,
(t,)€[0,T) xR = x€R

chamamos o blow-up de wave breaking.

Vamos mostrat, sob certas condigdes, que em toda solucio u(t, x) € C([0, T), H¥(R)) N
CY([0, T), H*"1(R)), s > 3/2 do problema (10), se T < o e uy(x) € H*(R), entdo ocorre
uma solucgdo do tipo wave breaking. Para mostrar essa propriedade da solugdo iremos

apresentar um resultado importante a seguir.

29
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4.1 QUANTIDADE CONSERVADA

Vamos mostrar agora uma lei de conservagao da nossa equagédo (10). Considere u uma

2Mt

solucdo do problema (10) e multiplique a primeira equagdo por e“**u, obtendo

e (uut — Uy + 3u2ux — uzuxxx — 22Ul Uyy + /\(u2 — Ullyy) + uaxh(u)> =0,

que é equivalente a

2., .2
0t (eZ)‘t (%)) + 0y (ez}”(u3 — Ullpy — Uy — /\uux)> + eZAtuaxh(u) =0.
Tome g(u) tal que, 9x(g(1)) = udyh(u) e g(0) = 0. Substituindo acima, obtemos

o (U2 g 2At(, 3 2
0 (e t (Tx)> + 0y (e Fud — unpe — uP e — Aty +g(u))> =0.
Integrando em relagdo a x, temos

d [ o u? + uz _ 2Ats, 3 2 ®
pr (e /]R <T dx | = — (e (U° — Ulhpy — U Uy — AUy +g(u))> |-

Supondo que

lim u(t,x) =0,
|x[—e0

que suas derivadas até segunda ordem sejam limitadas e que

/ <u2 + ui) dx < +0o,
R

para todo t € [0, T) , obtemos

d 2M/ u? +u? ~
7 (e IR > dx | =0.

Tomando



4.2 WAVE BREAKING

2t ) )
H(t) = - /R <u + ux> dx,
podemos observar que H(t) ndo depende de t, ou seja,

eZAt 5 1 » 1 ’
- [u(t, )5 w) = H(E) = H(0) = 5 110, ) En ) = > [0/ 0wy -

e portanto, H(t) é uma lei de conservagdo da equacgdo (10), ainda

[[u(t, ')||H1(JR) —e M ||“0HH1(1R) < ||”0HH1(]R)- (11)

Observe que esta relacdo é necessdria para ocorrer uma wave breaking. De fato,

u(t, )| < [[ult, M oy < N1t M ey < ol ey -

e portanto

sup  |u(t, x)|< oo.
(t,x)€[0,T)xR

4.2 WAVE BREAKING

Os resultados que veremos a seguir, mostram quais sdo as condi¢des para garantirmos
a ocorréncia de wave breaking. As ideias para construir e realizar as demonstracdes
foram inspiradas nos trabalhos de Escher [3], Constantin e Escher em [26], Freire em

[25] e Freire et al. em [10].

Considere a funcao m(t, x) := Azu(t, x) = u(t, x) — uxx(t, x). Observando que

BUlly — Ullyxy — 2UxUyy = Ully — Ullyyx + 2(Uly — Uxlyy) = U (Uy — Uyyy) F2Uy (U — Uxy),
—_——— ———

My m

podemos reescrever a EDP do problema (10) como segue:

M+ umy + 2uxm + Am + o h(u) = 0. (12)

Observe que se u € H*(R), entdo m € H'(R).
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Teorema 4.1. Assuma que up(x) = u(0,x) € H3(R) é o dado inicial do problema (10) e
mo(x) = up(x) — ug(x). Seja u(t, x) solugdo do problema (10) e suponha que exista k > 0 tal
que ux(t, x) > —k. Entdo existe k = x(k, A) tal que ||u]| sy < e [|mo g (ry- Em particular,

a norma H3(R) da solugio é finita para qualquer tempo finito tal que a solugio exista.

Demonstracdao. Como podemos ver no exemplo (2.22), temos que

Il = [ A7)y gy = I iy (13)
Portando, basta mostrar que ||m|| 1) < x [|mol| g (ry- Considerando a EDP (12), temos

(m, mt>L2(JR) = —(m, ”mx>L2(1R) —2(m, ”xm>L2(1R) - A<m'm>L2(]R) —(m, axh(”)>L2(R)/
como (f, gh) 2y = (f& M) 12wy = (& f1) 12(w), €1t

2
(m, mt>L2(]R) = —<“rmmx>L2(1R) - 2<”xr m2> —A ||mHL2(1R) — (m, axh(“»Lz(m)-

LA(R)

1
Utilizando a relagdo: mm, = zax(mz), temos

1 2
(m, me)2g) = —§<u,8x(m2)>L2(]R) - 2<ux, m2>L2(IR) — Mm|| T2y — (m, 9xh(u)) 2Ry,

2 _ 2 .
lembrando que <u, 0x(m )>L2(]R) = <ux,m >L2(R), entdo
3 2 2
(m,me) oy = —§<ux,m >L2(]R) — AM|ml| T2y — (m, 9xh(u)) 2R)- (14)

Derivando a EDP (12) com relagdo a x, temos
My + 3UxMy + UMy + 2Up M+ ATy + aih(u) =0,
e portanto
(M, Mex) 2Ry = —3<mxz“xmx>L2(1R) — (M, Ux) 2Ry — 2(1Mx, ”xxm>L2(1R)

_/\<mx/ mx>L2(]R) — <mxz aih(u)>L2(lR)’
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utilizando as mesmas relagdes anteriores, chegamos em

5 2

<mx; mtx>L2(]R) = _§<ux/ My - 2<uxx/ mmx>L2(]R) —A ||mx||%2(]R) - <mx; agzch(u)>

> L2(R) L2(R)

Agora, observe que

1
<u/ mmx>L2(]R) — <uxxz mmx>L2(]R) = <u — Uxy, mmx>L2(IR) = <m; mmx>L2(IR) = g /]R axmsdx/

como a integral acima é igual a zero, temos que (u, MMy) 2Ry = (Uxx, MMMx) 2Ry E como

1
(u,mmx>L2(R) = —§<ux, m2>L2(]R), obtemos
(M, Mix) = —§<u m2> +<u m2> —A|m ||2
xr X [ T2(R) > xr ey L2(R) X7 L2(R) ¥ I L2(R) (15)
2
—<mx,8xh(u)>L2(IR).
Das relagdes (14) e (15) e lembrando que ||m||%z(]R) + ||mx||%2(]R) = ||m||%{1(1R), temos
d 2 d 2 2
at HmHHl(JR) BT (Hm”LZ(IR) + ||mx||L2(1R)> = 2<m'mt>L2(]R) +2<mxfmtx>L2(]R)
_ 2 2
2
—2<mx,axh(u)>L2(]R).

Observe agora que

(1, k(1)) 12y + (1, D3N(w) ) (m, (1)) 12y — (1, 93(w))

L2(R) L2(R)
= (m () ~Ehw)
_ <m,A2(8xh(u))>L2(]R)
utilizando Cauchy-Schwarz
<m,8xh(u)>L2(1R)+<mxfa§h(”)>m(u<> Sl gy [[A2@x @) | 2,
HmH%Z(]R) + HA2(axh(”))Hi2(R)

- 2
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Lembrando que A% é um isomorfismo de H*(R) em HY(R) (Exemplo 2.22), tomando h nas
condigdes do teorema e g = 0, temos pelo Lema 2.30 que ||h(u)||x, < c||u|lx, para alguma

constante ¢ > 0. Observando que se s > 1/2, entdo Xs = H*(R) e a relagio (13), entio
2 2 2 2
| A?(@xh(w)) HLZ(IR) |A%(@ h(”))||L2(R)+ A (h(u))HLZ(]R) = A (h(”))HHl(]R)
= ||h(”)HH3(IR) <c H“HH3(1R <c Hm”Hl(lR)-

Como ||m|| 2y < [|m|| g (w), concluimos entdo que

-2 ((m, 8xh(u)>Lz(]R) + <mx/ agzch(u)>L2(]R)) < €1 HmH%—Il(]R) :

Observe que a desigualdade anterior é valida para
2 (m,0:h o3h < f
(m, Ox (”)>L2(1R) + <mx/ wh(u) e® )| = €1 ||m||H1(IR) .

Estimando —<ux,m2> e — 5< X ch> , com base na hipétese do teorema, em que
L2(R) L2(R)

uy(t,x) > —k, k > 0, temos

2 _ 2 2 _ 2
(e, m >L2(R) _ /]R—uxm dx < k/]Rm dx = k||m |2,

2
—5<ux,m >L2(]R) < 5k ||mx||L2(IR)
Logo,
2 2 2

nos permitindo concluir que

d
at ||m||H1(JR) (5k +2A +¢1) ||m||H1(IR)

Utilizando a desigualdade de Gronwall ,

2 k20 2
Il gy < €2 |3y -
[l

Em outras palavras, se T < o e 1y € H*(R), para que ocorra o blow-up na solugio u

do problema (10) é necessario que ux(t, x) ndo seja limitada inferiormente.
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Teorema 4.2. Seja u € C°([0, T), H*(R)) N C1([0, T), H*(R)) solugdo do problema (10) e
ug € H3(R). Se ocorre um blow-up na solugio u em um tempo T < oo, entdo u desenvolve uma

wave breaking.

Demonstrac¢do. Pelo teorema anterior, temos que

lim sup{sup|ux(t, x)|} = oo,
t—T x€R

considerando que H(t) é uma lei de conservagio da equagdo (10), e que portanto

[l oy < N1t sy < N0l ey -

entdo

sup  |u(t, x)|< oo,
(t,x)€[0,T) xR

considerando (16) e (17) temos que a solugdo u desenvolve wave breaking.

Derivando em relacdo a x a EDP

2
Up + Ully + 0y A2 (u2 + % + h(u)) +Au =0,

obtemos:

2
0 =0y (ut + ULy + 0y A T2 (uz + % + h(u)) + Au)
2

u
= Upy + U3+ Ullyy + OFA 2 <u2 + 7" + h(u)) + Ally.

Considerando a relagdo: 92A~2 = A~2 — 1, obtemos:

2

0=ty + ufc + Ullyy + (A‘2 — 1) u? + % + h(u)) + AUy = Upy + ui + Ullyy
U2 u?

+A 72 <u2 + ?" + h(u)) — (uz + ?" + h(u)) + Aty

2
:utx—u2+%—h(u)+uuxx+/\_2 <u2+%+h> + Ally.

O que nos dé a equacdo:

u? u?
Upy + ?x =u?+h(u) — A? (u2 + 7" + h(u)> — Ay — Ullyy.

(16)

(17)

(18)
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36 SOLUGAO GLOBAL E wave breaking

Proposicao 4.3. Sejam u(0, x) € H°(R),s > 3/2 e u solugio do problema (10). Entio

Demonstra¢do. Observemos que

A2 <u2+%§> ) 2/ ~fx=y] <u " )(y)

L[ e y<u+ )(y)dy+1/°°e o yl(u+ )(y)dy

= —/ ey<u+ )(y)dy+ /ey(”"‘ )(y)dy

2

Como u” + ui > 2uuy, entdo:

e " /_x eV (u +u )(y)dy > 2e” x/_xooeyu(y)ux(y)dy,

integrando por partes e observando que u(y) — 0 quando |y|— oo, chegamos em

e " /_xoo eY <u +u >(y) > e Y ul(x) —e ¥ /x eVu?(y)dy

> ul(x) —e ¥ /x eVu?(y)dy.

Somando
X
ex/ eyuZ(y)dy

e dividindo por dois de ambos os lados,

X 2 2
—Xx Y 2, Uy > u (x)
e /_Ooe <u +—2>(y)dy >

De modo andlogo, temos:

De onde concluimos:
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42 —-x  rx u2
a2 ()@ = G e (e ) o e ()

S u*(x)
- 2
O
Da equacdo (18) e do resultado acima, temos:
2 2
Upy + 7’( < 5+ h(u) — A72h(1) — Aty — Uiy (19)

O préximo teorema nos dd as condi¢des para que ocorra wave breaking. As ideias
para construir e resolver os lemas e teoremas foram inspiradas principalmente em [3]

teoremas 5 e 6, pags. 101 e 107, e em [10] Teorema 1.3 pag. 58.

Teorema 4.4. Seja u(t, x) € C°([0, T), H3*(R)) N C'([0, T), H*(R)), solugdo do problema de
Cauchy (10). Assuma que ug = u(0,x) € H3(R) seja impar, u((0) < —2A e h seja par, Lipschitz
e h € C*(R). Entdo u desenvolve uma wave breaking no tempo finito T < T*,

( 2 /\
_, se =0,
|up(0)]

T = 4
1 ul(0) )
“In(—22 ), se A>0.
{ A (u6(0)+2/\

Demonstragao. Seja u € C([0, T), H3(R)) N CY([0, T), H*(R)) a tinica solucio de (10) com
a condigdo inicial uy. Defina v(t, x) = —u(t, —x) para todo (t,x) € [0, T) x R. Como h é par,

temos que a derivada de h é impar, e portanto:

3:1(v) = dch(—u(t, —x)) = —dch(u(t, —x)).

Logo:
Ut - vtxx + 3’0’03{ - vvxxx - vavxx + /\(U - vxx) + axh(v) =
= —up(t, —x) + tper(t, —x) — 3u(t, —x)ux(t, —x) + u(t, —X)Uyrx(t, —X)
F2ux(t, = X)uyr(t, —x) — Au(t, —x) — uyr(t, —x)) — oxh(u(t, —x))) =0
e v(0,x) = —u(0, —x) = —up(—x) = up(x), ou seja, v(t, x) é solugdo de (8). Como a solugio é

linica, temos que v = u e concluimos que u é impar em x. Ainda,
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u(t,0) = uxe(t,0) =0, h(u(t,0)) =h(0)=0. (20)
Seja g(t) := uy(t,0). Observe que g(t) € C'[0,T) e que g(0) = uy(0) < —2A por hipdtese.

Combinando (19) com (20) temos:

g0+ 1g0) < —S (21)

Se A = 0 entio g'(t) < 0 e portanto g(t) é nio crescente, ou seja, g(t) < g(0) < O e:

ELLJ__ﬂ0>1
st gt~ 2

Integrando de O até t temos:

1 1 t
30~ 50 "2
e concluimos que
T < —2/5(0).

Se A > 0, multiplicamos (21) por e™, obtendo:

2
eMo'(t) + eMAg(t) < —e)‘t—g(zt) .
Ou seja:
d (i A8(H)?
dt < (t)) I

Tome z(t) = e g(t). Substituindo na desigualdades acima temos:

_yz(t)?
2 (et) < —e

Daqui concluimos que z(t) é nio crescente e portanto z(t) < z(0) = g(0) < 0. Dividindo a

desigualdade anterior por z(t)* obtemos

Ou seja,
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Integrando de O até t temos:

1 1 1 e M

z(t) — z(0) 2A 21
Lembrando que z(t) < 0

0~ 1 1 e—M
z(O) 2\

Substituindo z(0) = g(0), chegamos em

e~ M 1 1

22 g0 T2

nos levando a sequinte desigualdade:

Observando que 2A + g(0) < 0 e que g(0) = u((0), temos:

1 1,(0)
<yl <u6(0)+2/\) '

]

Proposicao 4.5. Seja u solugio da equagdo (10) com problema de valor inicial u(0, x) = ug(x) €
H*(R), s > 3/2. Entdo |ut, )| < e [[ug| 1 ).

Demonstracdo. Seja xg € R, entdio:

X o0
2u2(t, Xo) =2 (/ ’ ULy — / uux> dx
—00 X0

e
X [oe] [ee]
2 (/ ' ULy —/ uux) dx < ‘( Uy — / Zuux) dx
—00 X0 X0 o
< / dx+/ <u2+u§> dx
X0
< [ (1) dx = e uol,

como podemos ver em (11). De onde concluimos:

- ) V2
2u(t,x) < e 2At||”0||Hl(1R) = Ju(t,x)| < Bl At||“0||H1(1R)'
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O
Da desigualdade (19), podemos chegar na seguinte desigualdade:
u2 u?
Upy + ?x + Aty + Uty < || + |h(u)|+| A2 h(w)]. (22)

Se considerarmos a fungéo h € C*(R), h(0) = 0, [|u| Ry < l[t0l| 1Ry, Pelo Lema 2.29

temos,

V2
e Mo sup {IH @)Y ol ry

|y‘SHMOHH1(]R)

[h(ut, x)|< sup  {[I'(y)|}|u(t, x)|<

‘y|S HuOHHl(]R)

e utilizando o Exemplo 2.24,

e —|x=y|
dy <a ||”||L°°(JR)/ ——4y,

—|x—y]
|A2<h<u)\=‘ | S5ty BT

e
</
IR
|( |

e
emquea = sup  {I@[}. Como [ ‘o —dy=1e ullm < [t <

yI<luoll g1 gy

A luo || H1(R) concluimos que

A )< e sup (WO ol

‘y|S HuOHHl(IR)

Pela Proposigdo 4.5, temos

u?(t, x)
2

u(t, x)
2

21 2
< Z 2ol wy

e substituindo em (22), obtemos
2

u 1 _ _
Utx + 7x + Al + Uty < 1€ M ||”O||%{1(1R) +V2e M sup  {[F'w)} ||“0||H1(]R) . (23)
|y‘§HMOHH1(]R)
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Proposigao 4.6. Sejam T > 0 e u € C'([0, T), H*(R)). Entdo, para qualquer t € [0, T) existe
pelo menos um ponto ¢(t) € R tal que

y(t) = 1nf{ux(t x)} = ux(t, (1)),

e a fungio y(t) é diferencidvel em quase todo ponto (q.t.p) t € (0, T) com

d
TV =y (1) = unt, 5(1).
Demonstracdo. [3], pdg.104. O

Analisando a desigualdade (23) em x = ¢(f) e substituindo

y(t) = gg%{uX(tl X)} = uX(t/ g(t))/

e observando que uyx(t, ¢(t)) = 0 pois ux(t, ¢(t)) € minimo temos a EDO:

2
PO a0 < 2o ol 2y +V2e ™ sup (KO ol gy

ly|< HuOHHl(]R)

y'(t) +

Se A > 0, entdo:

y( t)>

Y+ 2+ Ay(t) < = ||”0||H1(1R)+\/— sup {|h/(y)|}||u0||H1(lR)'

|y|S HuOHHl(]R)

Tome

P(ug) = _HuOHHl )+\/_ sup  {[F' W)} [[uoll gar),

‘y|<||u0HH1(R)

entao temos:

y( t)>

Y (1) + 75— + Ay(t) < p(uo). (24)

Proposicdo 4.7. Sejam u(t, x) € C([0, T), H3(IR)) N CY([0, T), H*(R)) uma solucio da equacio
(10), up(x) = u(x,0) € H(R),

1
P(uo) = 7 ||“0||%11(1R) V2 sup {F® [0 ]| 1wy

\y|§||“0”H1(]R)

Suponha que 3xy € R tal que:
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1o (x0) < —V24/9(uo),

e sejam ainda

2
_ 2p(wo) _ . ||”0H1L11(]R)+4\/§‘Z [140]] )
1y (x0)> 2ug(xo)? ’

€0 =

emquea= sup {|Hy)} e

lyl< HuOHHl(]R)
y(t) = inf {ux(t, 0 };

entdo, dado € € (0, €g],
2 € 2
y(t)” > (1 — —2> y(0)7, vt €10, T).

Demonstracao. Temos que

(x>

P(uo) <

Tome € € (0, €9] pequeno tal que:

Pl < (1 - o U000,

Pela hipétese temos, 0 > u((xg) = (0, x9) > y(0) e substituindo acima, temos:

puo) < -t

Substituindo na desigualdade (24):

, 07
v+ aye) < -0 Y

(25)

Multiplicando por eM temos

1—

M (y/(t) + )\y(t)) < oM (Tey(o)z N %ty) '
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Como p
M (v ()+Ay(0) = (Mv®),

entdo p . n2

Queremos mostrar que:

y(H>? > (1 . g) (02, vt € [0, T).

Suponha que a desigualdade anterior ndo seja verdadeira para algum ty € [0, T) . Como para

t = 0 ela é verdadeira e y é continua, temos que:

y®? > (1= 3) w02 ¥t € [0, ) (26)

y(to)? = (1-3) v 7)

Assumimos em (26) e (277) que tg é o primeiro elemento que isso ocorre. Combinando a desigual-

dade (26) com
d . 2
& (vn) < e (25502 - 1),

temos:

% (e“y(t)) <eM (_Tey(O)Z) <0.

De onde concluimos que y é decrescente em [0, ty). Como y(0) = inﬂg {ux(0,x)} <uy(0,x) <0,
xe

temos:
y(t) < y(0)<0,Vte[0,ty)

y(to)* > y(0),

contrariando assim a iqualdade (27). Temos entdo que

(2 > (1 . g) y(0)%, vt € [0, T).

O resultado do lema que acabamos de ver nos da
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YOP < 52—y}

e portanto, utilizando a Desigualdade 25

o0 < (155) (520 ver - v

—€

1—-¢ 1 2

< 2_€—§>y(t)
- 2 € 2

Teorema 4.8. Sejam u(t, x) € C([0, T), H*(R)) N C'([0, T), H*(R)) uma solucdo do problema
de Cauchy (10) com dado inicial u(0,x) = ug(x) € H3(R), com h € C®(R), Lipschitziana e
h(0) =0;

1
Puo) = luolliny + V2 sup  {IK@)I} [luollry

|y‘§HMOHHl(]R)

y(t) = inf {ux(t, 0 };
suponha que Ixg € R tal que u)(xo) < —V2~/P(ug). Sejam ainda
cnm]— H”OH%Jl(R)’L‘L\/E” [0 ()
o 201 (x0)?
y(©)

emquea=  sup {|HW)|} ero:= —e0=
|y|§HMOHH1(]R)

Se 0 < A < Ay, entdio ocorre uma wave breaking em u em um tempo t limitado superiormente

por

1 €oy(0)
Aln <4A+€0y(0)) , seA >0,

4
eoy(0)’
Demonstragao. Utilizando a deisiqualdade obtida na demonstragdo da Proposigio 4.7 para

se A =0.

€ = €, concluimos que

y(B)+ Ay <~ Lye? (28)
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Multiplicando a desigualdade (28) por eM, temos

My )+ Ay(h) < — Ly,

ou seja,
d —€
T (euy(f)> <eM (Toy(t)z) ,

de onde concluimos que e“y(t) é decrescente e consequentemente y(t) também. Seja z(t) = e)‘ty(t),

d [ —1 —e Mg
— | —= < .
dt \ z(t) 4

Considerando A > 0, e integrando de 0 a t, temos:

entdo:

-1 1 €0 _\t €
0720 5w T@

Manipulando a desigualdade anterior e substituindo z(0) = y(0), chegamos em

1 € € 1
At~ 50} 0 el
‘ (y(m ' 4A> IR0
Por hipétese temos que 0 > u((xg) = ux(0, xo) > y(0). E como y(t) é decrescente, entdo y(t) < 0
e portanto

1 € €
w1 e €
¢ (y(0)+4A) < o

1 €0
m+ﬁ>0

Observando que

concluimos que

1 60]/(0)
i (a Vo)

Se A =0, pela equagio (28) temos:

/ €0 2
vy < <y

concluindo assim que y(t) é decrescente. Manipulando a desigualdade anterior, chegamos em
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d 1 €0
i) = %

1 1 €0

y(t) y0) — 4~

Integrando de 0 a t, obtemos

Como y(t) < y(0) <O,

y(0) ~ 4 PR e



PERSISTENCIA E CONTINUACAO
UNICA DE SOLUCAO

Neste capitulo consideremos o problema:

{ Up + Ully —0, A2 <u2 + ”2—’2“ + h(u)) — Au (20)
u(0,x) = wup(x).

em que A > 0,h € C®(R), h(x) > 0 (exceto no Teorema 5.2) ocorrendo a igualdade
apenas em x = 0 e uy(x) € H(R),s > 3/2.

Sabemos, pelo teorema de Kato [21], que o problema (29) tem uma tnica solugdo
(Teorema 3.6). Seja u(t, x) € C°([0, T), H*(R)) N C'((0, T), H*~1(R)) solugéo do problema.
Para cada t € (0, T) fixado, definimos f! : R — R por

Fh(x) = uP(t, x) + @ + h(u(t, x)), (30)
eFf:R—> R por:
Fi(x) := 0y (A—2 (u2 + ”2—2 + h(u)> ) (t, x). (31)

Observe que f! € H*"(R) e F! € H5(R). Pelo exemplo (2.24), podemos reescrever (31)

como

2
Fi(x) = (% /]R —sign(x — y)e*‘x*y| (uz(t, y)+ @ + h(u(t, y))) dy). (32)

51 PERSISTENCIA

As ideias utilizadas nesta se¢do foram retiradas dos trabalhos de Himonas et al. [5],

Henry [6], da Silva e Freire [7] e Linares e Ponce [4].
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O principal resultado desta segdo é observar que se
u(t, x) € C([0, T), H*(R) N C'(0, T), H* "1 (R)), s > 3/2

é solugdo de (29) e tanto 1o(x) quanto u((x) tém decaimento exponencial, entdo u e uy
também tém decaimento exponencial.

Dizemos que |f(x)|~ o(e?x1y quando x — Foo se

F0l

lim
et |x|

|x| =00

Definicao 5.1.1. Dadas as fungoes f : D — R e g : D — [0,00), utilizamos a notagio
"f=0()", ou |f|~ O(g) se para alguma constante C > 0, | f(x)|< Cg(x), Vx € D.

—a|x|

No caso particular em que g(x) = e~?1*, dizemos que |f(x)|~ O(e~*l) se para alguma

constante C > 0, |e?* f(x)|< C,Vx € D.
Dizemos que |f(x)|~ O(e™*) quando x — oo se além do C > 0, existir algum xp € D,

tal que se x > xp, entdo desigualdade da defini¢do anterior é valida.

Proposicdo 5.1. Seja u € H*(R),s > 1/2. Entdo u € LP(R),Vp > 2. Ainda, se f : R — R
for limitada e integrdvel, entdo fu € LF(R),Vp > 2.

Demonstragdo. Como s > 1/2, pelo Lema 2.27, temos que u € L*(IR) N L*(R). Logo

/R\“(x)!pdx = /]R|M(x)\2’”(x)|rdx < max{1, ||| ;o) } ||u||%2(]R)

em que r = p — 2. E da mesma forma temos
s = [ F P ue) dx < ul fagy

emt gue k = max{L, | Fluqge - 11y - -

Teorema 5.2. Assuma que u(t,x) € C°([0,T), H*(R)) N CY((0, T), H*"'(R)), s > 3/2 ¢
solugdo de (29). Assuma que para algum 0 € (0, 1),

lig(x) |~ O™y e [ufy(x)|~ O™ quando x — +oo.

Entdo

|lu(t, x)|~ Oy e [uy(t, x)|~ O~ quando x — +oo
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uniformemente em [0, To] C [0, T).

Para demonstrar o teorema acima, precisamos dos resultados a seguir:

Sejam N um inteiro positivo e 6 € (0, 1). Considere a familia ¢y : R — R

9|x|
or () = { e <N, (33)

efN, se |x|> N.

Podemos observar que {¢n}nen C CO(IR) é uma sequéncia que converge pontual-

mente para a funcio ¢(x) = e’I*l e que para cada N, PN < on em q.t.p.

Proposicao 5.3. Sejam pn(x) : R — R a fungio definida em (33), u(t, x) € C°([0, Tol, H*(R)) N
CY((0, Tol, H*~(R)) com s > 3/2 solugio de (29), F!(x) como definido em (31) e 2 < p < co.
Entdo:

i [ oG, DNt O Hdx = o 3 L onCutt, M g

-~
-~

[ st D@n (e, X)) < st ) gy NN, My

!

ii. [ PN @@t 0P dx < [[FOONO)| gy [N ) [Py

o, [ Agn(u(t, ) dx = A @nCutt, D gy
R O - L OTRCR [
o [ (@n (ol 0t ) < [N Ot gy 13 ) oy
Vil / 4>N<x)<4>N<x>ux<t,x))zv*u(t,xmx(t,x)dx

||1/lx(i' )||L°°(]R ”(PN( )ux t )HLZV(IR)+ ||u t )||L°°(IR) ||4)N( )uX(t )HLZp(]R)
viii, / 0P (PN (NN (X)it(t, 22 el < [[9F OOPN | 2y Nt ) [2E e -

ix. / MPN ()t (t, x))*Pdx < A lpn ()ux(t, )||L2P(IR), para todo A > 0.

Demonstracao. As ideias da demonstragio desta proposicio foram retiradas de Himonas em [5]
e Freire em [27].
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Nos item (iii) e (viii) utilizamos a desigualdade de Holder e a relagdo

=L 2p—1
2p 2p

Observe que ¢pn(x)ur(t, x), pn(x)u(t, x) € LZP(IR) N L*(IR) (Proposigdo 5.1).
/ N Ot x><¢N<x)u<t X)) dx = / B (Pn(@yu(t, ) dx

ii. Comos > 3/2, entdo u, € L°°(]R) e portanto
[ st D@n (e, )P < st )| oy / (@n(@)ut, )P dx
< ”ux(t ||L°°(]R) ||(PN u(t )HLZP(]R

1ii. Temos

/RFt(x>¢N<x)(¢N<x)u(t,x))ZP—ldxs /IR [F () pn () (pn (opult, x))*P " |dx

2p—1

< (fr@aeneprras) " ( [ losena, 02w

L 2p—1
= [F OO 2wy (( [ @, x>>|2pdx) >

= [F'OONO| 2o O8O o, -

iv. Segue da definicdo da norma L?P(R).
/ ON(uxe(t, x)(ng(x)ux(t O ldx = o / 0PN (xX)ux(t, 1))V dx

2 dt HQDN( )le(t )HLZP(]R)

vi. Aqui utilizamos novamente o fato que uy € L*(R) e o resultado sai diretamente da
definicio da norma L?P(R)

J oGOt 0t 00 < [ Pn Ittt gy It oy
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vii. Iremos integrar / PN () (Pn(x)ux(t, X)) u(t, x)uxe(t, x)dx por partes.
R

Tomando U(t, x) = pn(x)(Pn(x)ux(t, x))?P~Lu(t, x), temos

OxU(t, x) = (PN(X)tx(t, X))*F + (2p)pi () (PN (x)ux(t, )P Lu(t, x)
+(2p — D2 () (PN ()1 (t, X)) 2u(t, X)ure(t, X).

Como u(t, x), ux(t, x) — 0 quando |x|— oo, concluimos que

/RQbN(QbNMx)Zp_luuxxdx = _$ /]R Mx(ngMx)Zp + (Zp)uxu4)§\](¢Nux)2P_1dx.

Como ¢y, < P, entio

[ @GO )P (e XYt )
: $/1R|ux<f/ X)|[(pn () ux(t, x))*P |dx + /]Rlu(t, )| (pn(x)ux(t, x))*P |dx

1 2 2
< E ||ux(t/ ')||L°°(IR) H‘PN(’)ux(t/ )||L§p(R) + ||M(t, ')||L°°(]R) H‘PN()”x(t/ )“er)p(]R)

viii. Temos

/IRaxF“xWN(x)@N(x)ux(t, )P ldx < /IR\afo<x>4>N(x>(¢N<x>ux<t, X))~ |dx

2p-1

< ( /IRiafo(wa(x)l"-”dx)Zp ( /IR |(Pn ()t x))zp—1|2;&dx) !
2p—1

= [|0xF' PN O | 2y ey 1Nt I o e -

ix. Seque da definicdo da norma L?P(R).
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Considere que u(t, x) € C([0, T], H*(R)) N C1((0, To], H*~!(R)), com s > 3/2 solugio

de (29) e Ff(x) como definido em (31). Entdo, temos:

ue(t, x) + u(t, X)ux(t, x) = —F (x) — Au(t, x). (34)

Proposicao 5.4. Sejam ¢n(x) : R — R a funcio definida em (33), u(t, x) € C°([0, Tol, H*(R)) N
CY((0, Tol, H*~Y(R)), com s > 3/2 solugio de (29), F(x) como definido em (31),2 < p < o e

M := max q[[u(t, )| peory + [[Ux(E, ) || poo(ry s - Entdo:
te[o,TO]{” ( )HL (R) H x( )”L (IR)}

t
i loN Gt )l oy < NN o) e(MM)t’“/O IF* PN ooy AT

t
ii. [Nt ) ooy < ([ ONC#C)| ooy €34V + /0 19 F* () ()| oo ey AT

Demonstracdo. : Aqui também utilizamos as mesmas ideias de Himonas em [5], Henry em [6]

e Freire em [27].

i. Multiplicando (34) por ¢pn(x)(Pn(X)u(t, x))*P~1, seque que:

N PN ()t X))P ug(t, ) + PN () (PN (x)ult, x))P~ ult, X)u(t, x)
= —pn ()N (u(t, )P F () — Apn (x) (P ()ult, )*~u(t, x).

Integrando, de ambos os lados, a equagdo anterior em relagdo a x, temos

[ NNt 0P it ) = = [ pnE@n Gt ) ult, xJus(t, i
— [ onE@n ot ) T F @ — | Agn G, D) ut, x)dx

Pela Proposicio 5.3 de (i — iv),

d 2 2
ﬁ ||¢N()u(t/ )HL’;P(]R) S ||1/lx(t, ')||L°°(IR) ||¢N()u(t’ )HL’Z?p(]R)

+[FOPNO 2y 1ONOuE | gy + A @MUt DI oy, -

Ou seja

1 d 1
||4’N(')”(tz')||i§p(;) it [N (u(t, ')||L2P(]R) < E (H”x(tr ')||L°°(]R) [pn(ult, ')||i;27p(1R)

+[[EOPNO gy N Ot My + A N@N O, Doy ) -

Simplificando a desigualdade,
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d 1
i [N CIudt, ) 2pmy < 2 (H”x(tr Wiy [ENCut, ) 2rw)

+ Hpt()(PN()Hsz(]R) +A ”((PN()M(t, ’))HLzP(]R)) .

1
Como M > |lux(t, )|l Ry € g < 1 temos

d
E H(PN()M(t, ')HLZP(]R) < (M + )L) H(PN()U(t, ')HLZP(]R) + ||Ft()¢N()HL2p(]R) .

Pela desigualdade de Gronwall e fazendo p — oo, temos

t
[onCult, ) Loy < (1PN Lo(m) e(MM)tJf/O IFT PN | Loy AT

Derivando (34) com respeito a x e multiplicando por dn(x)(Pn(x)ux(t, x))*P 1, seque que

ON(PNUR)P Mt + PN (PNUR)P T UE + PN (PN Utix
= —0 F ()N (N1 ™! — AN (i)

Integrando a igualdade acima em x,

/]R4>N<x)<4>N<x>ux<t, )P (8, x)dx = — /IR PN (X PN (X)1ux(t, X))P~ ui(t, x)dx
~ [ NN 0P, Dt )

- /}R AxF' ()N () (pn (W) (t, )P~ dx — /IR At (t, )N () (@n () (t, x))2Pdx.

Pela Proposigdo 5.3 de (v — ix), temos

d _
2 Nt oy NN Ot ) oy,

1 2p 1 2p
< E (HQDN(')MX(t/ ')HLZp(]R) Hux(t/ ')”L‘”(IR) + E Hux(t, ')”LOO(IR) H47N(')ux(t, ')HLZP(IR)
2p—1

+ ||u(t/ ')||L°°(]R) ||¢N(')ux(t/ )Higp(IR) + Haxpt(')(PN(')HLZp(]R) ||¢N(')Mx(t, ')||L2p(1R)

+ Ml pn Ot )75 ) -

Simplificando,

d
7 [Nt ) p2pry < IENCOuxt, )| p2pry (2M +A) + Hath(')CPN(')Hsz(R) :
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Utilizando a desigualdade de Gronwall e fazendo p — oo, concluimos que

t
PN, ooy < N[ ONCC)| ooy €MV + /0 19xFT ()N )| ooy AT

Proposicao 5.5. Considere ¢pn(x) a familia de fungdes definida em (33). Se

e_‘x_y‘

N

Kn(x) = pn(x) /R dy,

entdo )
OSKN(X)Sm, VXEIR, N € IN.

Demonstragdo. Em [6] pag. 104, é dada uma demonstracio de uma funcio ¢n(x) similar a
que nds utilizamos aqui. No entanto, nossa demonstragdo é diferente da utilizada ld. Também foi
realizada uma demonstracio simplificada desta proposicdo em [13] lema 5.1, pdg. 471. E ficil

ver que Kn(x) > 0 para todo N e todo x. Podemos observar também que:

0< INW eyl vy y e RN € N (35)
(D)

De fato, suponha que |x|< N, entdo

pn(x) _ e

ONY)  ON)

Se ly|< N,

0
iwzx; _ ee_w' _ Iy < byl
NY) e

Se |ly|> N,

iNg; (R )
N e

Suponha agora que |x|> N,

pn(x) N

oY) PN
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Se |ly|< N,

ON
PN e NIy < Bx -l < Byl
On(y) el - B

Se |y|> N,

(PN(X) _ ﬂ -1< 69|x7y|.

on(y) N
Como (0 —1) <0,
P = [ NGy @-Dlx—ylg, 2
K(a) = (o) [ ey = [y < [0y =

Proposicgdo 5.6. Sejam u(t, x) € C°([0, T), H*(R)) com s > 3/2 solucio de (29), F'(x) como
definido em (31) e n(x) : R — R a fungdo definida em (33). Entdo

t t t
LI OOy dr+ [ 1F OOl gy 4T < € [ (IonOu oy

+ N, ) oy ) AT

em que c é uma constante positiva.

Demonstrac¢ao. Temos por (32)

2
[N () FE(x)]= |pn(x) (% /IR —sign(x —y)e 7Vl <u2(t, y) + @ +h(u(t, y))) dy) ‘

2
= lowe (5 [ (w2 + S8 bt ) av) .

logo
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2
2L (0F () ¢Nuo/"e'xy'<ua s +hauty»>

|x—y 2
=¢mﬂ¢@m@@m2“”+mwﬁ|

IA

€—|X—y|
4’N(x)/]R P~ <||47N(‘)“(tr')||L°°(]R) [, ) Loy +
1
5 [N CIux(t, ) oo qry 1182 )| Loy + ([N IR(u(E, '»HL“’(]R)) :

=yl
o) [ G| <

2

S71—4=k

e |h(u(t, x))| < Clu(t, x)| em que C é uma constante positiva, obtenos

[pn(0)F'(x)] < [Nt | oy [[1CE | Loy

[N st | ooy 11t (E ) ooy + C lPN(uilt, '))HL""(I[{))

TS
NI = —

< (kM+C) (H‘PN(')”(tz ‘)HLoo(IR) + [N (ux(t, ')||L°°(1R)> ,

em que M := rr[loa%(]{Hu(t, Mgy + 1ux(t, ) Lory - Observando que (2A %) = (A2 —
t

Du=A"2u—u,

9PN (x)F (x)|< d (quN(~)u(t, W peory + PN (ux(t, ')HLoo(lR)>

em que d é uma constante positiva. Logo, podemos concluir que
H(PN(x)Ft(x)HLm(R) < (H‘PN(')”(E Wiy + 1PN ux(t, ‘)HLOO(JR))
HaX(PN(x)Pt(x)HLoo(]R) < ¢ (||4’N(')M(t/ ')||L°°(1R) + [N (ux(t, ')||L°°(1R)>

em que c1 e ¢y sdo constantes positivas. Somando as duas desigualdades acima e integrando em

0 < t<T, concluimos
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t t t
/0 IF* PN o) dT+/() [0xFT (PN C) | ooy AT < C/o <||4’N(')u(t/')”L°°(R)

+ ||¢N()ux(t; )HL‘X’(]R)> dat
em que ¢ = c1 + Cy. -

Todos esses resultados técnicos demonstrados até aqui servirdo para demonstrar o
resultado principal desta segdo que é o Teorema 5.2.

Demonstra¢do do Teorema 5.2. Pelas proposicoes 5.4 e 5.6, temos

N, gy + 9Ot oy < TENCOC) | ooy €

t t
+ H¢N(')u6(')HLoo(1R) €(2M+/\)t+/0 ||FT(')¢N(')HL°°(]R) dT+/0 HaxFT('M)N(')HL”(IR) dt

NIt ) sy + 1Nt gy < NN oy "

t
OO oy €2+ [ (loNOuE oy + 10N Oa(E, oy )

Seja d := max{eM*Nt @M+ME o1 Entdo

N CE Mgy + 8O gy < [ IPNCO0C |y + [N | oy +

t
/0 <||¢N(')“(t/ W ey + |PNCuex(t, ')||L°°(]R)) dT}

utilizando a desigualdade de Gronwall e fazendo N — oo,

Heg'(')“(f">HLw< [0l | wmeemuo(.)‘ 90l

L®(R) )L"O(IR) H L*(R) ]

em que w é uma constante positiva. Defina

|| =L/

L”(R)
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e

°°(]R)
Seja L := max{wLy, wLy}, entido

H 9|()|u(t )H H A0l t, )H

L>(R) L°°(1R)

Portanto,

0lxl (¢t 0lxly, (£, x)| < H 0103y, H H /()| tH <L
le”Mlu(t, x)|+|e” ™ ux(t, x)| < u(t,-) Lo®) ux(t,-) Loy =
Logo
ol L
le”Mu(t, x)|< L = |u(t, x)|<
e9‘x|
e
0l L
|e"™Muy(t, x)|< L = |ux(t, x)|< .
eG\x|

[]

Antes de enunciar e demonstrar o préximo teorema, observe que se 1/2 <a <1
e |f(x)|~ O(e"?*) quando x — oo, entdo |f(x)|~ o(e™™) quando x — co. De fato, se
|f(x)|~ O(e™2"*) quando x — co, entdo existem C > 0 e xp € R, tais que se x > xo,
entao:

™ f(x)]< C,

como 2a > 1, existe r > 0, tal que

e f()l< C,

e portanto
C
le" f(x)|< p=—
o que nos leva a concluir que
0 < lim ’f( | < lim © =0=|f(x)|~ o(e™™). (36)

x—oo e~ x—o0 g~ IX



5.1 PERSISTENCIA

Nao ¢é dificil mostrar também que se u, uy ~ O(e™), entdo uuy, u?, ui ~ O(e*™).

As ideias do teorema a seguir e sua demonstracdo foram motivadas pelo artigo [5].

Teorema 5.7. Assuma que u(t, x) € C°([0, To], H*(R)) N C'((0, Tol, H*~}(R)), s > 3/2 seja
solugdo de (29), para algum Ty > 0. Assuma que para algum 6 € (1/2,1),
l1g(x) |~ o(e™ 1) e [uh(x)|~ O(e™*l) quando x — oo,

suponha a existéncia de algum t1 € (0, Tp] com

\u(ty, x)|~ o(e~ 1y quando x — £00

e que h(u) > 0 é Lipschitz, ocorrendo h(0) = 0. Entdo u = 0.

Demonstracdo. Integrando de [0, t1] a equagio (29), temos

u(ty, x) —u(0, x) + /Ot1 u(t, X)ux(t, x)dt =

H 42 t (37)
- / 9 A2 (uz(r, )+ 2, %) + hu(r, x))) dt — / Au(t, x)dT
0 2 0

Pela hipétese,

u(0, x) — u(ty, x) ~ o(e™ ") quando x — oo . (38)

Também pela hipétese e pelo Teorema 5.2, temos que u(t, x), ux(t, x) ~ O(e_9|x |) e portanto

t
/0 1 u(t, X)ux (T, x)dt ~ Oy quando x — +oo , (39)

e como visto em (36),

t
/ 1 u(t, x)ux(t, x)dt ~ o(e_‘x|) quando x — £oo . (40)
0

Ou seja, temos que o primeiro membro da equagio (37)

<u(0, x) — u(ty, x) + /Ot1 u(T, x)u(T, x)d’c) ~ o(e ). (41)

Vamos mostrar que se u # 0, entdo o segundo membro da equagio (37) nio é o(e~1*1), nos

rendendo assim uma contradicdo. O Teorema 5.2 nos dd
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/0 " Au(T, 1)t ~ OOy, (42)

Analisando a primeira parcela do sequndo membro da equagdo (37), temos

/ DA~ ( 2, x)+u—’2‘(r %) + h(u(t, x))) it =
[ (3 fostsne— e (e + B b ) ) ae e
- % /]R sign(x — y)e~ ¥V < /0 1 (uz(r, y) + %y) + h(u(r, y))) dr) dy.

Jd vimos que |h(u(t, x))| < c|u(t, x)|, assim

/IRsign(x —y)e Y (/Otl (h(u(t,y))) dT> dy=e* /x e’ (/Otl (h(u(t,y))) dr) dy

—0o0

0 tq
—ex/x eV (/0 (h(u(T,y))) dr) dy.

(44)
Suponha que u(t, x) # 0, entdo h(u(t, x)) > 0, h(u(t,x)) Z0e
0 t
co = /Oo e’ </0 (h(u(t,y))) dT) dy >0,
e portanto
e ¥ /x e¥ (/Otl (h(u(t,y))) dT) dy > cpe™*, para x > 1 (45)
0 que nos dd que
x t
—Xx ~ O(e~ !
e /oo eY (/0 (h(u(t,y))) dr> dy ~ O(e™ ™)
mas ndao o(e_|x‘). Temos também
o [T (" ~ (e~
o [T ([ e e ) dy ~ O (46)

Definindo

o= [ (e + S5 ) ar

temos que 0 < p(y) ~ O(e~2X1), e portanto p(y) ~ o(e™ 1), e
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X

oy~ [T tpmdy. )

Considereando x > 0, a sequnda parcela do sequndo membro da equagdo (47) nos dd

: . —|x—y| _ X
| signtx e oy =

& [~ e Yoy ~ oyt [ ey ~ ofe . (48)

Como u(t, x) # 0, entdo p(y) # 0 e a primeira parcela do sequndo membro da equagio (47) é

maior que zero. Portanto

X
e " / 0oeyp(y)dy > cre” ¥, para x> 1, (49)

em que

0
1= / e’p(y)dy > 0.

X
O que nos dd novamente que e~ / e’p(y)dy ~ O(e*m) mas ndo o(e~*1), nos rendendo uma

contradicdo com as equagoes (37)-(2;9). Se x — —oo as equagoes (45) e (49) nos ddo

% / T ( /0 " hu(r, y))) dr) dy — oo

—o0

X
e_x/ e’ o(y)dy — oo,

nos levando novamente a uma contradigdo. Logo u(t, x) = 0. [

5.2 CONTINUACAO UNICA DE SOLUCAO

Nesta secdo, iremos mostrar que se u € C%([0, T), H*(R)), s > 3/2 é solucéo de (29),
tal que u se anula em um aberto R C [0,T) x R, entdo u = 0 em todo lugar. Uma
conclusdo direta deste teorema é que se u(0, x) = up(x) # 0, entdo ndo existe um aberto
R C[0,T) x R para o qual u(t, x) =0, V(t,x) € R em que u € C°([0, T), H*(R)),s > 3/2
é solugdo de (29).

As ideias utilizadas nesta se¢do foram motivadas pelo trabalho de Freire [8].

Temos que o problema (29) tem a seguinte quantidade conservada
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PERSISTENCIA E CONTINUACAO UNICA DE SOLUCAO

H(t) = M /IR W (t, x) + w3t 0)dx = M Jult, )|, - (50)

Sejam ty,t1,a,b € R, tais que tg < t; e a < b. Defina o retangulo aberto

R = (to, t1) % (a,b) C [0, T) x R.

Considere as seguintes condi¢des

C1 u é solugdo de (29) tal que

(uz + ”73‘ + h(u)> (t,-) € C°(R),t € [0, T),

C2 u]R: 0,

C3 a solugdo u conserva (50).

Proposicdo 5.8. Seja u uma solugdo de (29) satisfazendo C3. Se existe um ty € R tal que
H(to) = 0, entdo H(t) =0,Vt € [0, T). Em particular, u(t,x) = 0,V(t,x) € [0,T) x R.

Demonstracao. Como H(t) é uma quantidade conservada, entdo H(t) = H(tg) = 0,Vt € [0, T).
Além disso, temos que 0 = 2e " 2MH(t) = |Ju(t, ')”%{1(]1{)/ o que implica que u(t, x) = 0,V(t, x) €
[0,T) x R. 0

Proposigao 5.9. Seja u solugdo de (29) satisfazendo C1 e f' : R — R definida em (30). Entio
1. a fungdo f'(x) é continua e ndo negativa;

2. se a solugdo satisfaz a condigido C3 e existir t* € [0, T) tal que f F(x) =0,Vx € R, entio
u(t*, x) = 0. Em particular, f'(-) = 0,Vt € [0, T).

Demonstrac¢ao. O primeiro item é trivial. No sequndo item, suponha existir tal t*, entdo temos

2

0=F"(x)= (u2 + ”7 + h(u)) (t*, x) = u?(t*, x)

2 (1%
S e ), vx € R,

Como u? > 0, u% > 0e h(u) > 0, entdo a soma é igqual a zero se, e somente se, cada um dos
termos forem zero. Logo u?(t*, x) = 0 e u(t*, x) = 0,Vx € R. O que implica que H(t*) =0e o

resultado segue da proposigio anterior. O



5.2 CONTINUAGAO UNICA DE SOLUGAO

Proposigdo 5.10. Seja (f')ico,r) uma familia de fungdes em que f* é definida em (30). Para
cada t € [0, T), A=2f!(x) = 0 se, e somente se, f*(x) = 0.

Demonstracao. Sabemos que

2t gt
AW = [ gte=f W)y

— x|
em que g(x) =

. Podemos observar que g é estritamente positiva e pela Proposigdo 5.9 temos
que f' é continua e nio negativa. Portanto, sob essas afirmagoes, g * f' = 0 se, e somente se,
ft =0. [l

Teorema 5.11. Considere a familia de fungoes (Ft)te[O,T) definida em (31). Se u satisfaz as
condigdes C1 e C3 e existem niimeros t*,a,b com a < b, tal que {t*} x (a,b) C (0,T) x
R, f*"| 5= 0 e F* (a) = F* (b), entdo F'(-) = 0,Vt € [0, T). Em particular, f!(x) = u(t, x) =
0,V(t,x) € [0, T) x R.

Demonstra¢do. Sabemos que E)%A_z =A2-1], logo, se x € (a, b)

%Pf" (¥) = RAT () = AT () = () = AT ()

pois f F(x) = 0,Vx € (a,b). Pelo teorema fundamental do cdlculo, temos

. . b . b .
0=F'@-F' @)= [ A2 x= ( | se=nr (y)dy) dx

Como A2 f F(x) > 0, entdo necessariamente temos A~2 ft*(x) = 0. Temos pela Proposigio
5.10 que f Fx)=0e pela Proposigdo 5.9-item 2, sabemos que f'(x) = 0,Vt € [0, T), de onde
concluimos que F'(x) = 0, u(t, x) = 0,V(t, x) € [0, T) X R. O

Teorema 5.12. Se u € C%([0, T), H(R)),s > 3/2, é uma solugdo de (29) satisfazendo C2,

entdo u = 0.

Demonstra¢do. Para todo t > 0, das equagdes (31) e (29), podemos reescrever

Fi(x) = —uy — uuy — A

Tomando t* € (to, t1) e observando que u(t, x) = 0,V(t, x) € R, entdo us(t*,x) =0,Vx € (a,b).
Concluimos que F*' (a) = F¥' (b) = 0 e que f* (x) = 0,Vx € (a,b). Logo, pelo Teorema 5.11 temos

o resultado. O
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Teorema 5.13. Suponha que u € C°([0, T), H(R)), s > 3/2, é uma solucdo de (29). Se
para algum t* € (0, T) existirem niimeros a,b € R com a < b,u(t*,x) = 0,Vx € (a,b) e
us(t*,a) = up(t*, b) = 0, entdo u(t,x) =0,V(t,x) € [0,T) x R.

Demonstracgio. Sob as condicdes do teorema, temos que F' (a) = F*' (b) e que f* (x) = 0,Vx €

(a,b), logo, pelo Teorema 5.11 temos o resultado. O

Corolario 5.14. Suponha que u € C°([0, T), H*(R)), s > 3/2, é uma solugio de (29). Suponha
ainda que para algum t* € (0, T) a fungdo u(t*, ) tenha suporte ). Se pudermos encontrar
um conjunto compacto [a,b] € Q) tal que u(t*, a) = us(t*,b) = 0, entdo u(t,x) = 0,V(t,x) €
[0,T) x R.

Demonstragdo. Basta observar que u(t*,x) = 0,Vx € (a, b) e caimos nas hipéteses do Teorema

5.13. [



CONCLUSAO

No presente trabalho, estudamos o problema de Cauchy

0,

I/lo(X),

ut - ut_xx + 31/”/[_)( — uu_xxx - zuxuxx + )\(u - uxx) + axh(u)
u(0, x)

em que A > 0,h € C®°(R) é Lipschitz, h(0) = 0 e ug(x) € H*(R),s > 3/2. Mostramos que
ele é bem colocado, encontramos condi¢des que garantem o desenvolvimento de wave
breaking da solucdo, mostramos que a solugdo u e sua derivada u, herdam a propriedade
de decaimento do dado inicial g e uj, e que se u(t,x) =0,V(t,x) € R C [0,T) x R em
que R é um aberto, entdo a solugdo do problema é nula em todo o dominio.

Embora o ultimo resultado nos leve a conjecturar que u(-, x) ndo tenha suporte
compacto, nés ndo temos resultados para provar isso, deixando este tema para trabalhos
futuros.

Por fim, a tese gerou dois artigos na revista Journal of Differential Equations, o que

mostra a relevancia e a contribui¢do do tema para area.
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