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RESUMO

Nesta tese, apresentamos quatro resultados principais obtidos durante a pesquisa de douto-

rado da autora, no contexto do estudo de estruturas algébricas alternativas. Os três primeiros

foram elaborados considerando uma ∗-álgebra alternativa com identidade contendo um

idempotente simétrico não trivial e sujeita a determinadas condições estruturais. O primeiro

deles consiste em uma caracterização de uma n-função ∗-Lie multiplicativa. O segundo

também apresenta uma caracterização, no entanto de uma n-função ∗-Jordan multiplicativa,

e o terceiro, por sua vez, estabelece a aditividade de derivações ∗-Jordan. O quarto resul-

tado trata da aditividade de isomorfismos em álgebras alternativas generalizadas. Além

disso, fizemos a construção de um exemplo de álgebra alternativa generalizada que não

é alternativa, uma construção que, até onde sabemos, não foi previamente encontrada na

literatura.

Palavras-chave: aditividade, derivação ∗-Jordan, ∗-derivação, isomorfismo multiplicativo,

∗-álgebra, alternativa, alternativa generalizada.
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ABSTRACT

In this thesis, we present four main results obtained during the author’s doctoral research

on alternative algebraic structures. The first three results concern alternative ∗-algebras

with identity and a non-trivial symmetric idempotent, under certain structural conditions.

The first result provides a characterization of multiplicative ∗-Lie n-map. The second one

also offers a characterization, this time of multiplicative ∗-Jordan n-map. The third result

establishes the additivity of ∗-Jordan derivations. The fourth result addresses the additivity

of isomorphisms in generalized alternative algebras. Additionally, we introduce an example

of a generalized alternative algebra that is not alternative, a construction which, to the best

of our knowledge, has not previously appeared in the literature.

Keywords: additivity, ∗-Jordan derivation, ∗-derivation, multiplicative isomorphism,

∗-algebra, alternative algebra, alternative generalized algebra
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1 INTRODUÇÃO

Ao longo da história da matemática, certas equações se destacaram não apenas pela sua

utilidade, mas também pela elegância com que expõem ideias fundamentais. Um exemplo

claro disso são as chamadas equações funcionais de Cauchy, que foram formuladas por

Cauchy [5] em 1821 e podemos encontrar nas páginas 103 e 104 do livro Cours d’analyse. A

mais famosa é a equação funcional Cauchy aditiva e é dada por

f (x + y) = f (x) + f (y),

para todos x, y ∈ R. Uma função que satisfaz tal equação é conhecida como função aditiva.

Apesar de parecer simples, essa equação nos leva a um questionamento: quais funções

satisfazem essa relação? Essa resposta depende diretamente de quais outras propriedades

exigimos das funções, por exemplo, se exigirmos que a função seja contínua, a resposta

é qualquer função do tipo f (x) = ax. Porém, se deixarmos de lado condições como

continuidade, monotonicidade ou outras restrições, a resposta pode não ser uma função tão

bem conhecida.

Além da versão aditiva, existe a equação funcional Cauchy multiplicativa, que é dada

por

f (xy) = f (x) f (y),

para todos x, y ∈ R. Uma função que satisfaz tal equação é conhecida como função multi-

plicativa. Ela também busca funções que preservem uma estrutura, só que agora ligada à

multiplicação. Nessa versão, as funções do tipo f (x) = xa, a ∈ R costumam ser as soluções

mais conhecidas, desde que o domínio e a imagem da função estejam bem definidos. As

equações funcionais Cauchy aditiva e multiplicativa, apesar de bem teóricas, aparecem em

várias áreas da matemática da álgebra à teoria da medida, passando por análise funcional e

até questões envolvendo simetrias.
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2 introdução

A busca por estruturas que tenham certas propriedades quando submetidas a operações

específicas, apareceu em vários momentos da história e continua presente nos dias atuais.

Um exemplo de onde essa busca consta na história da matemática é a descoberta dos

quatérnios. Ela foi feita por Hamilton, no ano de 1843. Já familiar com os números comple-

xos, tentava encontrar uma maneira de representar o espaço tridimensional usando uma

estrutura algébrica semelhante. Mas ele se deparou com uma barreira teórica: simplesmente

não havia uma forma de fazer isso funcionar perfeitamente com apenas três dimensões.

Com isso a única forma de solucionar tal problema foi adicionar uma quarta dimensão.

Durante uma caminhada, Hamilton teve uma ideia que mudaria o futuro da álgebra: em

uma ponte Hamilton gravou a famosa relação

i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

Diferente do que é válido para os números reais e complexos, os quatérnios não satisfaz a

propriedade de comutatividade. Essa não comutatividade abre espaço para várias aplicações,

por exemplo as rotações no espaço. A multiplicação entre os elementos i, j e k pode ser

visualizada como um ciclo, onde, por exemplo, ij = k, mas ji = −k. A multiplicação nos

quatérnios é representada pelo seguinte diagrama

i

jk

Assim percebemos que tanto as equações funcionais de Cauchy quanto os quatérnios de

Hamilton tiveram origem do mesmo desejo profundo de entender e formalizar padrões,

simetrias e transformações.

Por sua vez, a criação dos octônios está ligada a Graves, colega e amigo de Hamilton,

que, inspirado pela descoberta dos quatérnios, desenvolveu uma álgebra de dimensão 8.

Ainda em 1843, Graves apresentou os octônios como uma álgebra de divisão normada e

formulou o “teorema dos oito quadrados”. Embora Hamilton tenha se oferecido para ajudar



introdução 3

na divulgação desse trabalho, seu foco nos quatérnios atrasou a publicação. Isso permitiu

que Cayley publicasse primeiro sobre os octônios, o que levou à atribuição da autoria a

ele, passando os octônios a serem conhecidos como “números de Cayley”. Posteriormente,

Graves descobriu que o teorema dos oito quadrados já havia sido estabelecido por Degen em

1818, o que contribuiu para que os octônios permanecessem por muito tempo em segundo

plano. Além disso, a multiplicação nos octônios não é associativa.

Em 1933, Artin realizou duas contribuições significativas nesse campo. A primeira foi a

introdução da notação

(x, y, z) = (xy)z − x(yz),

conhecida como o associador de x, y e z. Mais ainda, foi Artin quem mostrou que qualquer

álgebra que satisfaça as identidades

x(xy) = x2y e (xy)y = xy2

para todos x e y na álgebra é dita uma álgebra alternativa. Se apenas a primeira identidade

for satisfeita então a álgebra é dita alternativa à esquerda e se apenas a segunda identidade

for satisfeita a álgebra é dita alternativa à direita.

A segunda contribuição de Artin se trada da demonstração de que toda subálgebra gerada

por um par de elementos de uma álgebra alternativa é,necessariamente, associativa.

É imperativo ressaltar que este resultado, amplamente conhecido como Teorema de Artin,

possui uma importância central na teoria das álgebras não associativas. Ele atua como um

critério fundamental para avaliar a proximidade estrutural de uma álgebra alternativa em

relação à propriedade da associatividade.

Também foi Artin quem primeiro levantou a hipótese de que a chamada lei alternativa se

aplicaria aos números de Cayley. Essa lei pode ser expressa pela seguinte identidade

(σ(x), σ(y), σ(z)) = sng(σ)(x, y, z),

com x, y, z são números de Cayley e σ é uma permutação de três elementos. Apesar da

conjectura inicial ter sido feita por Artin, foi Zorn quem mais tarde conseguiu demons-

trar formalmente que essa propriedade de fato é válida para os octônios. Além disso, a

multiplicação nesta álgebra é dada pela tabela abaixo
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1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

1 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 e1 −1 e3 −e2 e5 −e4 −e7 e6

e2 e2 −e3 −1 e1 e6 e7 −e4 −e5

e3 e3 e2 −e1 −1 e7 −e6 e5 −e4

e4 e4 −e5 −e6 −e7 −1 e1 e2 e3

e5 e5 e4 −e7 e6 −e1 −1 −e3 e2

e6 e6 e7 e4 −e5 −e2 e3 −1 −e1

e7 e7 −e6 e5 e4 −e3 −e2 e1 −1

Tabela 1: Tabela de multiplicação dos octônios

Considerando i = e1, j = e2, k = e3, l = e4, li = e5, l j = e6 e lk = e7 na tabela acima podemos

representá-la no plano de Fano a seguir

e6

e3 e1

e2 e5e7

e4

Os quatérnios são facilmente reconhecidos como uma subálgebra dos octônios, o que

pode ser observado tanto na tabela de multiplicação quanto no plano de Fano, que mostra a

relação entre os diagramas dessas duas estruturas.
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À medida que os conjuntos numéricos são expandidos, iniciando pelo conjunto dos

números reais e prosseguindo para os complexos, os quatérnios e os octônios, observamos

um aumento dimensional acompanhado pela perda de propriedades algébricas cruciais.

Por exemplo, o corpo dos números reais possui uma relação de ordem total, uma proprie-

dade que é perdida no corpo dos números complexos. Ao progredir para os quatérnios, a

operação de multiplicação deixa de ser comutativa. Finalmente, com a transição para os octô-

nios, ocorre a perda da associatividade da multiplicação. Essa expansão está relacionada ao

processo chamado duplicação de Cayley-Dickson, desenvolvido em 1919 por Dickson [12],

que generalizou um método inicialmente proposto por Cayley em 1845. Essa construção

consiste em dobrar a dimensão da álgebra a cada passo, criando pares de elementos da

etapa anterior e definindo uma nova multiplicação. Para que essa multiplicação seja coerente

e preserve certas propriedades, algumas regras algébricas precisam ser flexibilizadas. É

justamente por isso que, ao aumentar a dimensão, perdemos a ordem, a comutatividade e,

finalmente, a associatividade. Esse processo pode ser visualizado no diagrama abaixo

R C H O

No estudo dessas estruturas, uma ferramenta importante para analisar álgebras asso-

ciativas é a decomposição de Peirce, descoberta em 1870. Peirce mostrou que, dado um

idempotente não trivial e em uma álgebra associativa A, definida sobre um corpo K, é possí-

vel decompor A em uma soma direta de subespaços vetoriais de alguma forma relacionadas

com e. Essa decomposição foi estendida para álgebras alternativas por Zorn em 1935.

Em 1971, Kleinfeld [30] introduziu uma nova classe de estruturas algébricas, chamadas

álgebras alternativas generalizadas. Nesse trabalho, ele propôs uma generalização dos anéis

alternativos com o objetivo de ampliar o estudo de álgebras não associativas que, embora

não satisfaçam todas as identidades das álgebras alternativas, ainda preservam algumas de

suas propriedades essenciais. Essa iniciativa buscava estender o escopo da teoria algébrica

para além de exemplos já bem conhecidos, como os números de Cayley (ou octônios), que

são álgebras alternativas clássicas. O trabalho de Kleinfeld contribuiu significativamente

para a compreensão de estruturas mais gerais dentro da álgebra não associativa, abrindo

novas direções para a pesquisa na área.
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Ao longo do tempo outras álgebras não associativas também receberam atenção especial

de diversos autores. Algumas das álgebras que mais se destacaram estão presentes no

diagrama abaixo

Associativa

Standard Alternativa

Acessível
Standard

generalizada

Alternativa

generalizada

Acessível

generalizada

Algumas perguntas ainda estão em aberto como, por exemplo, se existe relação entre as

álgebras standard e as álgebras alternativas generalizadas ou entre as standard generalizadas

e as alternativas generalizadas, ou ainda, entre a acessível e a alternativa generalizada. Porém

uma pegunta que temos a resposta, até o momento, é quanto a relação entre as álgebras

alternativas e álgebras alternativas generalizadas: toda álgebra alternativa, por definição,

satisfaz as condições necessárias para ser considerada uma álgebra alternativa generalizada.

Isso acontece porque as identidades que caracterizam a alternatividade, à esquerda e à

direita, implicam diretamente as condições mais fracas que definem as estruturas alternativas

generalizadas. No entanto, a recíproca não é verdadeira como veremos ao decorrer dessa

tese.

O estudo de estruturas alternativas generalizadas tem despertado crescente interesse ao

longo dos anos, resultando em diversas contribuições relevantes na literatura. Pesquisadores

como os citados em [26, 27, 29, 31, 39] têm desenvolvido investigações significativas nesse

campo, consolidando-o como uma área promissora para novas descobertas e aplicações

teóricas.

A decomposição de Peirce é um recurso importante para as investigações sobre álgebras

alternativas, e, como era de se esperar, tal estrutura também desempenha um papel crucial
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no estudo das álgebras alternativas generalizadas. Em 2020, Da Motta Ferreira, Guzzo Jr

e Ferreira [18] descreveram o radical de uma álgebra bárica alternativa generalizada de

dimensão finita e também propuseram a decomposição de Peirce para o caso das álgebras

alternativas generalizadas. Tal decomposição foi descrita no resultado abaixo

Teorema 1.1. [18, Theorem 1.1] Seja A uma álgebra alternativa generalizada sobre um corpo K de

característica diferente de 2 e 3, com um idempotente e não trivial. Então A admite uma decomposição

de Peirce em soma direta de subespaços

A = A11 ⊕A10 ⊕A 1
2

1
2
⊕A01 ⊕A00,

com Aij := {xij ∈ A | exij = ixij e xije = jxij}, para i, j ∈ {0, 1} ou (i, j) = (1
2 , 1

2). É fácil ver que

e ∈ A11. A regra de multiplicação entre os espaços da decomposição de Peirce é

AijAjl ⊆ Ail , (i, j, l ∈ {0, 1}),

AijAij ⊆ Aji, i ̸= j (i, j ∈ {0, 1}),

AijAkl = {0}, se j ̸= k e (i, j) ̸= (k, l) (i, j, k, l ∈ {0, 1}),

x2
ij = 0, i ̸= j (i, j ∈ {0, 1}),

AiiA 1
2

1
2
⊆ A 1

2
1
2
, A 1

2
1
2
Aii ⊆ A 1

2
1
2
, (i ∈ {0, 1}),

AijA 1
2

1
2

= A 1
2

1
2
Aij = {0}, i ̸= j (i, j ∈ {0, 1}),

A 1
2

1
2
A 1

2
1
2

= {0}.

Além do estudo estrutural das álgebras alternativas (generalizadas), outro aspecto funda-

mental abordado ao longo desta tese diz respeito à aditividade de certas funções definidas

sobre estas estruturas. O estudo de aditividade de funções é o foco desta tese e teve início

no contexto associativo no ano de 1969 com as investigações de Martindale III [35], que

inicialmente estabeleceu o resultado a seguir

Teorema 1.2. [35, Theorem] Seja R uma anel associativo possuindo uma família {eα | α ∈ Λ} de

idempotentes satisfazendo as seguintes condições

(i) Se x ∈ R é tal que xR = 0, então x = 0.
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(ii) Se eαRx = 0, para cada α ∈ Λ, então x = 0.

(iii) Para cada α ∈ Λ, eαR(1 − eα) = 0 implica em eαx(1 − eα) = 0.

Então todo isomorfismo multiplicativo de R sobre um anel associativo qualquer é aditivo.

O artigo de Daif [8] publicado em 1991 investigou quando uma derivação multiplicativa,

ou seja, uma função que satisfaz d(ab) = d(a)b + ad(b), é aditiva. A partir da questão proposta

por Martindale, o autor analisou o problema usando a decomposição de Peirce com relação

a um elemento idempotente do anel. Neste trabalho foi mostrado que sob certas condições

(condições de Martindale), a derivação multiplicativa é necessariamente aditiva.

Uma questão natural é se vale a recíproca ao questionamento feito por Martindale no

que diz respeito à aditividade de funções. Em particular, para anéis booleanos, Jarboui e

Subaiei [28] mostraram o resultado a seguir

Teorema 1.3. [28, Theorem 2.3] Sejam R um anel booleano não nulo com unidade e S um anel

qualquer com característica diferente de 2. Se φ : R → S é uma função ∨-aditiva, então são

equivalentes

(i) Para qualquer x ∈ R, φ(x) + φ(1R − x) = φ(0R) + φ(1R).

(ii) Para qualquer x ∈ R, φ(x)φ(1R − x) = φ(0R).

(iii) φ é multiplicativa.

O estudo da aditividade de funções em estruturas não associativas teve início em 2013 com

a investigação elaborada por Da Motta Ferreira, Guzzo Jr e Ferreira [13], no qual os autores

generalizaram o resultado de Martindale para o caso não associativo, mais especificamente,

para anéis standard. Desde então, como veremos a seguir, vários pesquisadores se dedicaram

ao estudo de funções que satisfazem a equação funcional Cauchy aditiva. No ano de 2014,

Da Motta Ferreira e Guzzo Jr com o artigo [7] estabeleceram o teorema a seguir o qual nos

exibe uma condição sobre um anel alternativo para que um isomorfismo seja aditivo.
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Teorema 1.4. Seja S um anel alternativo contendo uma família {eα | α ∈ Λ} de idempotentes.

Suponha que R seja um subanel de S tal que

(i) Para cada α ∈ Λ, eαR ⊆ R e Reα ⊆ R.

(ii) Se x ∈ R é tal que xR = 0, então x = 0.

(iii) Se x ∈ R é tal que (eαR)x = 0 (ou eα(Rx) = 0) para todo α ∈ Λ, então x = 0 (e portanto,

Rx = 0 implica x = 0.

(iv) Para cada α ∈ Λ e x ∈ R, se (eαReα)
(

R(1 − eα)
)

= 0, então eαxeα = 0.

Então qualquer isomorfismo multiplicativo φ de um anel R em um anel alternativo arbitrário é

aditivo.

Agora, no artigo publicado em 2014, Ferreira e Nascimento [14] investigaram anéis

alternativos livres de 3-torção e apresentaram uma generalização de um resultado ante-

riormente obtido por Daif. Especificamente, os autores demonstraram que, ao se impor

certas condições sobre um anel alternativo R, toda derivação multiplicativa em R é aditiva.

Como consequências imediatas desse resultado, os pesquisadores mostraram que, se R

for um anel alternativo primo, livre de 3-torção e contendo um idempotente não trivial,

então toda derivação em R é uma função Cauchy aditiva. Além disso, eles provam que,

sob determinadas condições sobre o anel R, toda derivação também é uma função Jordan

derivável.

Em um estudo publicado em 2016, Ferreira e Ferreira [24] se dedicaram à análise da

aditividade das derivações de Jordan multiplicativas no contexto de anéis alternativos. Os

autores impuseram certas condições sobre um anel alternativo R e demonstraram que uma

derivação de Jordan multiplicativa em R é uma função Cauchy aditiva. No mesmo trabalho,

provaram que, se uma derivação em um anel alternativo R satisfizer algumas condições, de

modo que D(ab + ba) = D(a)b + aD(b) + D(b)a + bD(a), então D é aditiva. Os pesquisadores

finalizaram este artigo provando que uma derivação em um anel alternativo primo com

algumas características é uma função Cauchy aditiva.
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Ainda no ano de 2016, Da Motta Ferreira e Ferreira [6] apresentaram um teorema

mais abrangente sobre a aditividade de isomorfismos n-multiplicativos e derivações n-

multiplicativas para a classe de anéis alternativos. O resultado é o seguinte:

Teorema 1.5. [6, Theorem 2.2] Sejam R e R′ dois anéis alternativos. Suponha que R seja um anel

com uma família {eα | α ∈ Λ} de idempotentes que satisfazem

(i) Se x ∈ R é tal que xR = 0, então x = 0.

(ii) Se x ∈ R é tal que (eαR)x = 0 (ou eα(Rx) = 0) para todo α ∈ Λ, então x = 0 (e portanto,

Rx = 0 implica x = 0).

(iii) Para cada α ∈ Λ e x ∈ R, se (eαxeα)
(

R(1 − eα)
)

= 0, então eαxeα = 0.

Então, todo isomorfismo n-multiplicativo φ de R em um anel alternativo arbitrário R′ é aditivo.

Já no ano de 2018, Ferreira e Ferreira [21] investigaram sobre as triplas derivações de

Jordan que satisfazem a equação funcional Cauchy aditiva e também forneceram a seguinte

caracterização de anéis alternativos primos livres de 3-torção que é de grande importância

para os resultados apresentados no desenvolvimento desta tese

Teorema 1.6. [21, Theorem 1.1] Seja R um anel alternativo livre de 3-torção, temos que R é primo

se, e só se, dados a, b ∈ R, com (aR)b = {0} (ou a(Rb) = {0}) implica a = 0 ou b = 0.

Continuando a história sobre a linha de pesquisa no contexto não associativo, no ano

de 2020, Ferreira et al [20] demonstraram no resultado principal que uma derivação de

Jordan, sob um anel alternativo R satisfazendo algumas condições, pode ser unicamente

determinada como uma soma de uma derivação de R e uma derivação de Jordan singular

de R.

Nesse contexto, é relevante mencionar uma das multiplicações utilizadas nesta tese,

definida por [a, b]∗ = ab − ba∗, introduzida em 1990 por Šemrl [38]. Nesse trabalho,

o autor observou que aplicações da forma x 7→ [x, a]∗ surgem de maneira natural no

estudo da representação de funcionais quadráticos por meio de funcionais sesquilineares,

especialmente em contextos relacionados à teoria de operadores em espaços de Hilbert. Essa
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multiplicação difere da comutação usual por envolver uma modificação no segundo termo,

o que gera novas propriedades algébricas e funcionais.

Inspirado pelas observações de Šemrl, Molnár [36] iniciou, em 1996, um estudo sistemático

da multiplicação [a, b]∗. Em seu trabalho, Molnár considerou a álgebra B(H) de todos os

operadores lineares limitados definidos em um espaço de Hilbert H, e investigou a relação

entre essa multiplicação e as estruturas de ideais de uma álgebra. Seu principal resultado

mostrou que um subespaço de B(H) é um ideal no sentido tradicional se, e somente se,

for um ∗-ideal à esquerda, ou seja, um subespaço fechado sob multiplicações à esquerda e

também compatível com a operação de conjugação definida em B(H). Esse resultado abriu

caminho para uma nova abordagem na caracterização de ideais em álgebras de operadores,

agora considerando essas multiplicações modificadas.

Posteriormente, no ano de 2000, Brešar e Fošner [4] generalizaram o resultado de Molnár

utilizando uma abordagem puramente algébrica, sem recorrer a métodos analíticos. Eles

exploraram de forma sistemática diversas identidades envolvendo a multiplicação [a, b]∗
e a multiplicação associativa original (multiplicação da álgebra), e conseguiram descrever

condições mais amplas sob as quais certos subespaços se comportam como ideais. Em um

trabalho publicado no ano de 2003, Fošner [25] introduziu e estudou uma nova multiplicação,

dada por {a, b}∗ = ab + ba∗, que pode ser vista como uma versão modificada da multiplicação

de Jordan. Nesse estudo, a autora investigou como os ideais usuais de um anel R se

relacionam com os ideais à direita em relação a essa nova operação. A multiplicação

{a, b}∗ será amplamente utilizada ao longo desta tese como uma ferramenta central para

desenvolvimento dos nossos estudos.

O interesse por multiplicações como {a, b}∗ também se estendeu à caracterização de

funções entre álgebras. Em 2013, Fang, Li e Fu [32] mostraram que, sob certas condições,

uma função ϕ entre duas álgebras de von Neumann preserva a multiplicação {a, b}∗ se, e

somente se, for um isomorfismo de ∗-anéis, o que reforça a importância estrutural dessa

operação. No ano de 2018, Taghavi et al. [40] também consideraram a multiplicação {a, b}∗
e estudaram propriedades de funções bijetivas entre ∗-álgebras, com foco em identificar

quando essas funções preservam a aditividade, contribuindo assim para uma melhor

compreensão do comportamento estrutural de tais aplicações. Avançando nessa direção,
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em 2022, Ferreira e Costa [17] ampliaram o campo dessas investigações ao introduzir dois

novos conceitos: a n-função ∗-Lie multiplicativa e a n-função ∗-Jordan multiplicativa. Os

autores utilizaram essas definições para estabelecer condições sob as quais obtiveram uma

caraterização de uma n-função ∗-Lie–Jordan entre C∗-álgebras como um isomorfismo de

∗-anel.

Dessa forma, notamos que as condições de Martindale são fundamentais na análise de

funções Cauchy aditivas. Esse entendimento serviu como ponto de partida e motivação

para o desenvolvimento das nossas pesquisas que sustentam a elaboração desta tese, as

quais se apoiam em definições e resultados estruturais essenciais que são apresentados ao

longo do trabalho.

Nesta tese, o Capítulo 2, é de suma importância para o desenvolvimento deste trabalho,

pois reúne definições fundamentais para a compreensão dos resultados apresentados poste-

riormente. Entre os conceitos abordados, destacam-se as definições de álgebra alternativa

e álgebra alternativa generalizada, que desempenham papel central na estruturação dos

tópicos que se seguem. Além disso, apresentamos teoremas relevantes, como o Teorema

de Artin, que estabelece uma conexão significativa entre álgebras alternativas e álgebras

associativas, contribuindo para uma melhor compreensão das propriedades dessas estrutu-

ras. Com o intuito de tornar mais acessíveis os conceitos discutidos, também são incluídos

exemplos concretos que ilustram as definições, facilitando a visualização das ideias abstratas

desenvolvidas ao longo da tese.

Dando continuidade aos fundamentos estabelecidos no capítulo anterior, o Capítulo 3

é dedicado à análise de duas classes específicas de funções introduzidas por Ferreira e

Costa [17]. Nesse capítulo, apresentamos caracterizações precisas dessas funções, baseando-

nos em generalizações das multiplicações estudadas anteriormente. Mostramos que se

considerarmos φ uma função bijetiva multiplicativa unital escalar sobre C, então φ é uma

n-função ∗-Lie multiplicativa se, e somente se, ela for um isomorfismo. Essa caracterização

é feita por meio da multiplicação qn∗ , uma generalização da operação introduzida por

Šemrl [38]. De forma análoga, demonstramos que considerando φ como anteriormente,

temos que φ é uma n-função ∗-Jordan multiplicativa se, e somente se, φ é um isomorfismo,

sendo que, nesse caso, utilizamos a multiplicação qn∗ definida por Fošner [25].
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No Capítulo 4, damos continuidade à abordagem iniciada nos capítulos anteriores e

seguimos explorando a multiplicação qn∗ , desta vez no contexto de derivações. Nesse

capítulo, apresentamos uma caracterização na qual mostramos que, sob certas restrições,

uma função φ definida em álgebras alternativas é uma n-derivação ∗-Jordan não linear

se, e somente se, φ é uma derivação ∗-aditiva. Esse resultado reforça a aplicabilidade das

multiplicações generalizadas não apenas na caracterização de isomorfismos, como visto

no Capítulo 3, mas também no estudo de derivações em contextos onde não se assume

aditividade.

No Capítulo 5, retomamos o estudo dos isomorfismos, agora no contexto das álgebras

alternativas generalizadas. Nos capítulos anteriores, trabalhamos com álgebras alternativas,

com foco principal na caracterização de funções que preservam as multiplicações p∗n e q∗n.

Neste capítulo, porém, seguimos por um caminho diferente. Consideramos os isomorfismos

e estudamos as características que conseguimos extrair dessas funções. Para isso, utilizamos

a decomposição de Peirce, uma ferramenta essencial para a análise interna das álgebras

alternativas generalizadas.

Essa decomposição, apresentada por Da Motta Ferreira, Guzzo Jr e Ferreira [18], permite

descrever de forma precisa a estrutura dessas álgebras a partir de idempotentes. Com

base nessa ferramenta, mostramos que, sob determinadas condições, todo isomorfismo

multiplicativo entre álgebras alternativas generalizadas é também aditivo. Além disso, após

uma busca extensa na literatura, não encontramos exemplos concretos dessas álgebras. Por

isso, apresentamos aqui um exemplo inédito, que representa uma contribuição original e

significativa para a área.

Encerrando a tese, o último capítulo apresenta a conclusão do trabalho. Nele, reunimos

os principais resultados obtidos ao longo dos capítulos e destacamos como cada parte

contribuiu para o avanço no estudo da aditividade de funções em estruturas alternativas.

Também mostramos os frutos diretos da pesquisa, como as citações em artigos científicos

e a citação de nossos trabalhos em um livro da área, o que reforça a relevância dos temas

abordados. Por fim, indicamos algumas questões que surgiram durante o desenvolvimento

dos nossos trabalhos e que pretendemos investigar em estudos futuros, com o objetivo de

dar continuidade a esta linha de pesquisa.
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Destacamos que a ordem dos capítulos foi cuidadosamente escolhida de maneira a refletir

a progressão natural dos conceitos e resultados facilitando a compreensão do leitor e

garantindo uma apresentação lógica e coesa da tese.



2 PREL IMINARES

Neste capítulo, reunimos definições, conceitos fundamentais e exemplos que servirão de

base para o desenvolvimento da teoria apresentada ao longo deste trabalho. Nosso obje-

tivo é fornecer ao leitor as ferramentas conceituais necessárias para a compreensão dos

resultados que serão discutidos nos capítulos posteriores. Como principais referências para

a elaboração deste material introdutório, utilizamos o livro An Introduction to Nonassoci-

ative Algebras, Schafer [37], que oferece uma exposição clara e sistemática das estruturas

algébricas não associativas, com ênfase em álgebras alternativas, de Jordan e de Lie. Com-

plementamos essa abordagem com o livro Rings That Are Nearly Associative, de Zhevlakov,

Slin’ko, Shestakov e Shirshov [41], que trata de maneira aprofundada diversas classes de

álgebras não associativas, oferecendo uma perspectiva mais abrangente e técnica sobre este

tema. Sempre que necessário, recorreremos também à literatura complementar, incluindo

artigos científicos, com o intuito de enriquecer a discussão teórica e apoiar formalmente os

resultados apresentados. Assim, estabelecemos neste capítulo os alicerces conceituais sobre

os quais se apoiará o restante da tese.

2.1 conceitos gerais

Partimos do pressuposto de que o leitor já possui conhecimento prévio de estruturas

algébricas básicas, como por exemplo grupos, anéis, ideais e álgebra linear.

15
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Ao longo deste capítulo sempre que utilizarmos R estaremos nos referindo a um anel

associativo com identidade, denotada por 1R. Dizemos que um grupo abeliano (M, +) é um

R-módulo à esquerda se existe uma operação de multiplicação escalar

· : R × M → M, (r, α) 7→ r · α

tal que, para todos r, s ∈ R e α, β ∈ M, valem as seguintes propriedades:

1. (r + s) · α = r · α + s · α

2. r · (α + β) = r · α + r · β

3. (rs) · α = r · (s · α)

4. 1R · α = α

Assim como podemos considerar a multiplicação escalar agindo à esquerda, também é

possível definí-la agindo à direita. Isso nos leva à noção de módulo à direita.

Um grupo abeliano (M, +) é chamado de R-módulo à direita se existe uma operação

· : M × R → M, (α, r) 7→ α · r

tal que, para todos r, s ∈ R e α, β ∈ M, são satisfeitas as seguintes propriedades:

1. α · (r + s) = α · r + α · s

2. (α + β) · r = α · r + β · r

3. α · (rs) = (α · r) · s

4. α · 1R = α

Se R é um anel comutativo com identidade e (M, +, ·) é um R-módulo à esquerda, então

podemos definir naturalmente uma estrutura de R-módulo à direita em M por:

α ∗ r = r · α

para todo α ∈ M e r ∈ R.
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Analogamente, se (M, +, ∗) é um R-módulo à direita, podemos definir um R-módulo à

esquerda por r · α = α ∗ r. Assim, no caso em que R é um anel comutativo com identidade

não é necessário distinguir entre as ações à esquerda e à direita. Nesses casos, dizemos

simplesmente que M é um R-módulo.

Um R-módulo M é dito fiel se, para qualquer a ∈ R, aM = 0 implica que a = 0. Um

exemplo conhecido de Z-módulo fiel é Z. Com efeito, seja a ∈ Z tal que am = 0, para todo

m ∈ Z. Claramente, a = 0 e, portanto, Z é um Z-módulo fiel.

Sejam R e S anéis e M um grupo abeliano que é simultaneamente um módulo à esquerda

sobre R e um módulo à direita sobre S. Então, M é chamado de (R, S)-bimódulo se, para

todos r ∈ R, s ∈ S e m ∈ M, vale

(rm)s = r(ms).

Por exemplo, Z é um (Z, Z)-bimódulo.

Uma K-álgebra, ou simplesmente álgebra, é um espaço vetorial A sobre um corpo

K munido de uma função bilinear ·:A× A → A, denotada ·(a, b) = a · b, e chamada de

multiplicação. Uma álgebra A é dita uma álgebra associativa se satisfaz

(a, b, c) = 0,

para todos a, b, c ∈ K. O espaço vetorial dado pelas matrizes quadradas de ordem n, com

coeficientes em R, munido do produto matricial é uma R-álgebra associativa, chamada de

álgebra das matrizes de ordem n, com coeficientes em R.

No estudo de álgebras não associativas alguns operadores desempenham papel central

para descrever suas propriedades. Entre eles, destacam-se o comutador e o associador , que

são definidos, respectivamente, por

[x, y] = xy − yx

e

(x, y, z) = (xy)z − x(yz),

para todos x, y, z ∈ A.

Sejam A e A′ álgebras. Uma função φ : A → A′ é dita função aditiva se satisfaz a

equação funcional Cauchy aditiva φ(x + y) = φ(x) + φ(y), para todos x, y ∈ A e é dita função
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multiplicativa se satisfaz a equação funcional Cauchy multiplicativa φ(xy) = φ(x)φ(y), para

todos x, y ∈ A.

Uma função ∗ : A → A é uma involução se

(a + b)∗ = a∗ + b∗, (a∗)∗ = a, (ab)∗ = b∗a∗,

para todos a, b ∈ A. Uma álgebra A munida de uma involução é chamada ∗-álgebra. Um

elemento a ∈ A é um elemento simétrico se a∗ = a. Um exemplo conhecido é quando

consideramos A = Mn(R) e a aplicação T : A → A que é transposta usual da álgebra de

matrizes. É conhecido que para quaisquer A, B ∈ A temos

(A + B)T = AT + BT , (AT)T = A, (AB)T = BT AT .

Logo, T é uma involução. Agora, seja A =

(
a b

b d

)
∈ M2(R). Observemos que

AT =

(
a b

b d

)T

=

(
a b

b d

)
= A.

o que faz de A uma matriz simétrica.

Definição 2.1. Seja A uma álgebra. Para x ∈ A, sejam Lx, Rx : A → A os operadores multiplicação

à esquerda e à direita, definidos respectivamente por

Lx(a) = xa e Rx(a) = ax,

para todo a ∈ A.

Definição 2.2. Uma álgebra A sobre um corpo K é dita alternativa se satisfaz

a(ab) = a2b e (ba)a = ba2,

para todos a, b ∈ A.

No livro de Schafer [37] são apresentadas algumas identidades envolvendo associadores

que se aplicam as álgebras alternativas. Para todos x,y ∈ A, temos

(x, y, x) = 0
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de onde

(xy)x = x(yx) (2.1)

ou em termos da multiplicação à esquerda e à direita,

LxRx = RxLx.

A identidade da Equação (2.1) é conhecida por flexibilidade ou regra de flexibilidade.

Conforme apresentado em [41], linearizando a identidade em (2.1), obtemos a seguinte

identidade

(x, z, y) + (z, x, y) = 0,

para todos x, y, z ∈ A.

Definição 2.3. Sejam A uma álgebra, I e J ideais de A. Dizemos que A é uma álgebra prima se

I J = {0}, então I = {0} ou J = {0}.

Em 1987 Beidar et al. [3] e em 2018 Ferreira et al. [22], de forma independente, estabelece-

ram um resultado fundamental no contexto dos anéis, o qual fornece uma caracterização

eficaz das álgebras alternativas primas. O resultado a seguir exibe tal caracterização e será

muito utilizado ao longo desta tese.

Proposição 2.4. [22, Theorem 1.1] Seja A uma álgebra alternativa sobre um corpo de característica

diferente de 3. Então A é prima se, e só se, dados a, b ∈ A, (aA)b = {0} (ou a(Ab) = {0}) implica

a = 0 ou b = 0.

Exemplo 2.5. Um exemplo clássico de álgebra alternativa prima é a álgebra dos octônios, que

denotamos por O.

Sejam A e A′ duas álgebras com identidades 1A e 1A′ , respectivamente e φ : A → A′ uma

função. Dizemos que

(i) φ preserva o produto se φ(ab) = φ(a)φ(b), para todos a, b ∈ A;

(ii) φ preserva o produto de Lie se φ(ab − ba) = φ(a)φ(b) − φ(b)φ(a), para todos a, b ∈ A;

(iii) φ preserva o produto de Jordan se φ(ab + ba) = φ(a)φ(b) + φ(b)φ(a), para todos a, b ∈ A;



20 preliminares

(iv) φ é aditiva se φ(a + b) = φ(a) + φ(b), para todos a, b ∈ A;

(v) φ é um isomorfismo se φ é uma bijeção aditiva que preserva o produto e a multiplica-

ção por escalar e

(vi) φ é unital se φ(1A) = 1A′ .

Consideramos M2(R) a álgebra das matrizes 2 × 2 com coeficientes em R, P ∈ M2(R)

invertível e φ : M2(R) → M2(R) dada por φ(A) = PAP−1. Vamos mostrar que φ satisfaz o

item (i). Sejam A, B ∈ M2(R). Assim φ(AB) = PABP−1 = PAP−1PBP−1 = φ(A)φ(B). Agora

mostraremos o iten (ii).

φ(AB − BA) = P(AB − BA)P−1 = PABP−1 − PBAP−1 = PAP−1PBP−1 − PBP−1PAP−1

= φ(A)φ(B) − φ(B)φ(A).

Logo φ preserva o produto de Lie. O item (iii) também é mostrado de forma simples

φ(AB + BA) = P(AB + BA)P−1 = PABP−1 + PBAP−1 = PAP−1PBP−1 + PBP−1PAP−1

= φ(A)φ(B) + φ(B)φ(A).

Logo φ preserva o produto de Jordan. A aditividade é provada da seguinte forma

φ(A + B) = P(A + B)P−1 = PAP−1 + PBP−1 = φ(A) + φ(B).

Observamos que, pela invertibilidade de P, φ é bijetiva. Seja α ∈ R. Assim, φ(αA) =

P(αA)P−1 = αPAP−1 = αφ(A). Logo, φ preserva a multiplicação por escalar. Como φ é

bijetiva, preserva a multiplicação por escalar e pelos itens (i) e (iv), temos que φ é um

isomorfismo. Finalmente, mostraremos o item (v). Seja I ∈ M2(R) a identidade. Assim,

φ(I) = PIP−1 = PP−1 = I. Logo, φ é unital.

Duas operações bilineares s1, s2:A → A são ditas equivalentes quando existir uma

constante não nula λ ∈ K tal que para todos a, b ∈ A temos s1(a, b) = λs2(a, b).

Definição 2.6. Seja A uma álgebra. Uma derivação D : A → A é uma função linear que satisfaz

D(ab) = D(a)b + aD(b), para todos a, b ∈ A.
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Um exemplo elementar de derivação é aquele que encontramos no cálculo diferencial. Seja

A = R[x] a álgebra dos polinômios com coeficientes em R. Consideramos D : R[x] → R[x]

a função tal que D( f (x)) =
d f (x)

dx
. Observamos que D é de fato uma derivação, pois dados

f (x), g(x) ∈ R[x] e λ ∈ R, temos

D
(

f (x)g(x)
)

= f ′(x)g(x) + f (x)g′(x) = D
(

f (x)
)

g(x) + f (x)D
(

g(x)
)

,

D
(

f (x) + g(x)
)

= D
(

f (x)
)

+ D
(

g(x)
)

,

D
(

λ f (x)
)

= λD
(

f (x)
)

.

Nossa próxima definição introduz uma estrutura mais geral do que as álgebras alter-

nativas, sobre a qual estudaremos a equação funcional de Cauchy. Com as ferramentas

anteriores podemos agora introduzir a noção de álgebra alternativa generalizada.

Definição 2.7. Uma álgebra A sobre um corpo K de característica diferente de 2 e 3 é chamada

álgebra alternativa generalizada se as seguintes três identidades são satisfeitas

(wx, y, z) + (w, x, [y, z]) = w(x, y, z) + (w, y, z)x, (2.2)

([w, x], y, z) + (w, x, yz) = y(w, x, z) + (w, x, y)z, (2.3)

(x, x, x) = 0, (2.4)

para todos x, y, z, w ∈ A.

Toda álgebra alternativa, por definição, satisfaz as condições que caracterizam uma

álgebra alternativa generalizada. Contudo, a recíproca não é verdadeira: existem álgebras

alternativas generalizadas que não são alternativas no sentido clássico. Na Seção 5.2 do

Capítulo 5, apresentamos um exemplo explícito de uma álgebra alternativa generalizada

que não satisfaz as identidades de alternatividade. Até onde verificamos na literatura, não

há registros prévios de exemplos com essas características, o que reforça a relevância da

construção apresentada.
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2.2 decomposição de peirce

Consideremos A uma álgebra sobre um corpo K. Um elemento e ∈ A é chamado idem-

potente se e2 = e. Observamos facilmente que 0 é um idempotente e se A possuir uma

identidade, que denotaremos por 1A, então 1A também é um idempotente e ambos recebem

o nome de idempotentes triviais. Se e for um idempotente diferente de 0 e 1A, o chamaremos

de idempotente não trivial. Quando e, f ∈ A são idempotentes não triviais e f e = e f = 0,

com e ̸= f , os denominamos idempotentes ortogonais.

A decomposição de Peirce desempenha um papel fundamental na análise das álgebras

associativas, especialmente quando considerada em relação a um elemento idempotente.

Dado um idempotente não trivial e pertencente a uma álgebra associativa A, definida sobre

um corpo arbitrário K é possível expressar A como uma soma direta de subespaços vetoriais

A = A00 ⊕A01 ⊕A10 ⊕A11,

em que cada subespaço Ajk é formado pelos elementos xjk ∈ Ajk que satisfazem as condições

exjk = jxjk e xjke = kxjk, para todos j, k ∈ {0, 1}.

Seja A uma álgebra sobre um corpo K e consideremos um subconjunto X ⊆ A. A

subálgebra gerada por X, denotada por A[X], é definida como a menor subálgebra de A

que contém todos os elementos de X. Quando o conjunto gerador é finito, dizemos que a

subálgebra é finitamente gerada.

No caso particular em que a estrutura é gerada por um único elemento x ∈ A, utilizamos

a notação A[x]. Nesse cenário, as potências de x podem ser construídas de forma recursiva,

adotando-se a convenção x1 = x e xj+1 = xxj, para todo j ≥ 1. Dizemos que A é associativa

nas potências se, para cada elemento x ∈ A, a subálgebra A[x] for associativa.

Cabe observarmos que essa definição implica o uso de potências obtidas por multiplicação

à esquerda. Em álgebras que não são associativas, essas potências podem, em princípio,

diferir daquelas formadas pela multiplicação à direita, isto é, xj+1 = xjx. Entretanto, no

contexto das álgebras analisadas nesta tese, ambas as formas coincidem, não havendo

ambiguidade na definição das potências de um elemento.
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Um elemento a de uma álgebra associativa nas potências A é dito nilpotente se existir

um inteiro n ∈ N tal que an = 0. Uma álgebra composta exclusivamente por elementos

nilpotentes é chamada de nilálgebra.

Nas álgebras associativas, a decomposição de Peirce depende crucialmente da existência

de ao menos um elemento idempotente que não seja trivial. Esse aspecto torna fundamental

o resultado que será apresentado a seguir.

Proposição 2.8. [37, Proposition 3.3, p. 32] Toda álgebra associativa nas potências de dimensão

finita A, que não é uma nilálgebra, possui um idempotente não trivial.

No contexto das álgebras alternativas, a identidade flexível possibilita a aplicação da

técnica de decomposição de forma análoga ao que ocorre nas álgebras associativas. Assim,

quando uma álgebra alternativa A possui um idempotente não trivial e, é possível expressar

A como uma soma direta de subespaços vetoriais associados a esse idempotente. Essa

decomposição é dada por

A = A11 ⊕A10 ⊕A01 ⊕A00,

com Ajk o subespaço vetorial de A dado por

Ajk = {xjk|exjk = jxjk e xjke = kxjk},

para todos j, k ∈ {0, 1}.

No âmbito das álgebras alternativas com identidade 1A, ter em consideração a existência

de 2 idempotentes não triviais e1 e e2 = 1A − e1 permite a obtenção de uma decomposição

da álgebra A como soma direta de subespaços vetoriais

A = A11 ⊕A12 ⊕A21 ⊕A22.

Cada subespaço Ajk, com j, k ∈ {1, 2}, é definido da seguinte forma

Ajk =
{

xjk | emxjk = δmjxjk e xjkem = δmkxjk, com m ∈ {1, 2}
}

,

com δjk a delta de Kronecker. Nessas condições, segue que Ajk = ejAek. Demonstraremos

essa igualdade analisando os cassos possíveis e vamos utilizar de maneira decisiva a

alternatividade da álgebra em questão.
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Inicialmente vamos considerar o caso Ajk = ejAek j ̸= k, j, k ∈ {1, 2}. Seja xjk ∈ Ajk. Assim,

ejxjk = δjjxjk = xjk e xjkek = δkkxjk = xjk, de onde, ejxjkej = 0 e

xjk = ejxjk − ejxjkej = ejxjk(1 − ej) ∈ ejAek.

Inversamente, dado x ∈ ejAek, existe y ∈ A tal que x = ejyek. Como ej e ek são idempotentes

ortogonais, segue que x ∈ Ajk.

Agora consideraremos o caso Ajj = ejAej, j ∈ {1, 2}. Seja xjj ∈ Ajj. Assim, ejxjj = xjj e

xjjej = xjj, de onde xjj ∈ ejAej. Por outro lado, dado x ∈ ejAej, existe y ∈ A tal que x = ejyej.

Apresentaremos uma proposição que diz respeito à multiplicação entre os espaços de

Peirce. Caso o leitor tenha necessidade de verificar a demonstração da Proposição 2.9, a

mesma pode ser encontrada na página 36 do livro [37].

Proposição 2.9. [37, Proposition 3.4] Propriedades da decomposição de Peirce para álgebras alterna-

tivas

(i) AjkAkl ⊆ Ajl, j, k, l ∈ {1, 2},

(ii) AjkAjk ⊆ Akj, j, k ∈ {1, 2},

(iii) AjkAlm = {0}, se k ̸= l e (j, k) ̸= (l, m), j, k, l, m ∈ {1, 2},

(iv) x2
jk = 0, com j ̸= k, j, k ∈ {1, 2}.

No que diz respeito à decomposição de Peirce para álgebras associativas, temos AjkAjk =

{0}, com j ̸= k, j, k ∈ {0, 1}, enquanto para o caso de uma álgebra alternativa, em geral, isso

não é válido.

Assim como ocorre no caso das álgebras associativas e das álgebras alternativas, as

álgebras alternativas generalizadas também admitem uma decomposição de Peirce. Essa

decomposição, fundamentada na existência de elementos idempotentes, permite dividir a

álgebra em subespaços que revelam aspectos relevantes da sua estrutura interna de mul-

tiplicação. Embora o procedimento de decomposição siga, em linhas gerais, os mesmos

princípios utilizados nos contextos associativo e alternativo, o cenário das álgebras alternati-

vas generalizadas apresenta particularidades que requerem atenção especial. Em especial,
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torna-se necessário verificar cuidadosamente as propriedades de simetria e de fechamento

entre os componentes obtidos na decomposição, pois elas nem sempre se manifestam de

maneira imediata.

Na proposição a seguir, formalizamos a decomposição de Peirce no contexto das álge-

bras alternativas generalizadas, destacando suas principais propriedades e ressaltando os

elementos que a diferenciam da formulação clássica.

Proposição 2.10. [18, Theorem 1.1] Seja A uma álgebra alternativa generalizada sobre um corpo K

de característica diferente de 2 e 3, com um idempotente e. Então A admite uma decomposição de

Peirce em soma direta de subespaços

A = A11 ⊕A10 ⊕A 1
2

1
2
⊕A01 ⊕A00,

com Aij := {xij ∈ A | exij = ixij e xije = jxij}, para i, j ∈ {0, 1} ou (i, j) = (1
2 , 1

2). A regra de

multiplicação entre os espaços da decomposição de Peirce é

AijAjl ⊆ Ail , (i, j, l ∈ {0, 1}),

AijAij ⊆ Aji, i ̸= j (i, j ∈ {0, 1}),

AijAkl = {0}, if j ̸= k e (i, j) ̸= (k, l) (i, j, k, l ∈ {0, 1}),

x2
ij = 0, i ̸= j (i, j ∈ {0, 1}),

AiiA 1
2

1
2
⊆ A 1

2
1
2
, A 1

2
1
2
Aii ⊆ A 1

2
1
2
, (i ∈ {0, 1}),

AijA 1
2

1
2

= A 1
2

1
2
Aij = {0}, i ̸= j (i, j ∈ {0, 1}),

A 1
2

1
2
A 1

2
1
2

= {0}.

Proposição 2.11. Seja A uma álgebra, para y, z ∈ A definimos a derivação

Σy,z(a) =
(

[Ly, Lz] + [Ly, Rz] + [Ry, Rz]
)

(a),

para todo a ∈ A, é aditiva.

Demonstração. Os operadores Ly e Rz são lineares para quaisquer y, z ∈ A. Assim, os

comutadores [Ly, Lz], [Ly, Rz] e [Ry, Rz] também são lineares, e a sua soma

Σy,z = [Ly, Lz] + [Ly, Rz] + [Ry, Rz]

é linear. Em particular, para a, b ∈ A, Σy,z(a + b) = Σy,z(a) + Σy,z(b).
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Observação 2.12. Além das propriedades estruturais obtidas por meio da decomposição de Peirce,

convém destacar uma característica adicional de operadores que desempenharão papel relevante em

nossos resultados posteriores. Em particular, a derivação Σy,z, introduzida na Proposição 2.11,

apresenta comportamento aditivo. Essa propriedade é imediata ao observar que Σy,z é definida como

combinação linear de comutadores de operadores lineares, o que garante sua linearidade. Para fins de

completude, registramos abaixo a verificação direta dessa aditividade.



3 FUNÇÕES ∗ - L IE E ∗ - JORDAN EM

∗ -ÁLGEBRAS ALTERNATIVAS

Dedicamos este capítulo à caracterização de duas funções que foram estudadas no artigo

"∗-Lie-type maps on alternative ∗-algebras" [9] publicado em 2023 no Journal of Algebra and its

applications e daquela estudada no artigo "∗-Jordan-type maps on alternative ∗-algebras" [10]

publicado em 2024 no Journal of Mathematical Sciences.

Tais funções são chamadas n-função ∗-Lie multiplicativa e n-função ∗-Jordan multiplica-

tiva, e foram introduzidas no artigo [17].

Ao longo deste capítulo os resultados serão provados considerando as álgebras sobre o

corpo dos números complexos e a involução será a conjugação complexa.

3.1 função ∗-lie em ∗-álgebras alternativas

Nesta seção descrevemos a investigação realizada em colaboração com os pesquisadores

Elisabete Barreiro e Bruno Ferreira, que resultou no artigo "∗-Lie-type maps on alternative

∗-algebras" [9]. Neste trabalho demonstramos que sob algumas hipóteses, uma função

bijetiva multiplicativa unital é ∗-aditiva, e adicionamos uma hipótese às já existentes para

obtermos que uma função bijetiva multiplicativa e escalar sobre C é um ∗-isomorfismo. E

em consequência desse último resultado obtivemos uma caracterização de uma n-função

bijetiva multiplicativa escalar sobre C como um ∗-isomorfismo.

A definição a seguir é fundamental para o desenvolvimento desta seção e pode ser

consultada em [17].

27
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Definição 3.1. Seja A uma ∗-álgebra. Denotamos [a1, a2]∗ = a1a2 − a2a∗1 e as sequências de

polinômios

p1∗(a1) = a1 e pn∗(a1, a2, . . . , an) = [p(n−1)∗(a1, a2, . . . , an−1), an]∗,

para todo inteiro n ≥ 2 e a1, a2, . . . , an ∈ A.

Levando em conta a Definição 3.1, temos p2∗(a1, a2) = [a1, a2]∗ = a1a2 − a2a∗1 , para todos

a1, a2 ∈ A, p3∗(a1, a2, a3) = [[a1, a2]∗ , a3]∗, para todos a1, a2, a3 ∈ A, e assim sucessivamente.

Segundo Brešar e Fošner [4], o primeiro registro que temos da multiplicação p2∗ é no

trabalho de Šemrl [38]. Observamos que a multiplicação p2∗ é aditiva. De fato, sejam a, a1,

a2, b, b1, b2 ∈ A, temos

[a1 + a2, b]∗ = (a1 + a2)b − b(a1 + a2)∗ = a1b + a2b − ba∗1 − ba∗2 = [a1, b]∗ + [a2, b]∗

e

[a, b1 + b2]∗ = a[b1 + b2] + [b1 + b2]a∗ = ab1 + ab2 − b1a∗ − b2a∗ = [a, b1]∗ + [a, b2]∗.

Lema 3.2. Notamos que para todo inteiro n ≥ 2 e para j ∈ {1, . . . , n− 1}, temos pn∗(a1, a2, . . . , an) =

p(n−j+1)∗

(
pj∗(a1, a2, . . . , aj), aj+1, . . . , an

)
.

Demonstração. Fixaremos n e faremos indução sobre j. Para j = 1, segue que pn∗(a1, a2, . . . , an) =

pn∗

(
p1∗(a1), a2, . . . , an

)
. Logo é válido para j = 1. Suponhamos que seja válido para para

algum j > 1, ou seja,

pn∗(a1, a2, . . . , an) = p(n−j+1)∗

(
pj∗(a1, a2, . . . , aj), aj+1, . . . , an

)
.

Segue da Definição 3.1 que

pn∗(a1, a2, . . . , an) = p(n−j+1)∗

(
pj∗(a1, . . . , aj), aj+1, . . . , an

)
= [. . . [[pj∗(a1, . . . , aj), aj+1]∗, aj+2]∗, . . . , an]∗

= p(n−j+1−1)∗

(
p(j+1)∗(a1, . . . , aj+1), aj+2, . . . , an

)
= p(n−(j+1)+1)∗

(
p(j+1)∗(a1, . . . , aj+1), aj+2, . . . , an

)
.
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Logo, pela hipótese de indução, temos pn∗(a1, a2, . . . , an) = p(n−j+1)∗

(
pj∗(a1, a2, . . . , aj), aj+1, . . . , an

)
,

para j ∈ {1, . . . , n − 1}. Por exemplo para j = n − 1,

pn∗(a1, a2, . . . , an) = p2∗

(
p(n−1)∗(a1, a2, . . . , an−1), an

)
.

□

Uma propriedade que será muito utilizada ao longo desta seção é a seguinte:

Proposição 3.3. A multiplicação pn∗ dada na Definição 3.1 é n-aditiva, para todo n ≥ 1 inteiro.

Demonstração. Nesta prova vamos utilizar indução sobre n. Sejam b, c, a1, . . . , an−1 ∈ A.

Para n = 1, verificamos que p1∗(b + c) = b + c = p1∗(b) + p1∗(c). Suponhamos que p(n−1)∗ seja

(n − 1)-aditiva, ou seja, para todo j ∈ {1, . . . , n − 1}

p(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, b + c, aj+1, . . . , an−1) = p(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an−1)

+ p(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, c, aj+1, . . . , an−1).

Vamos mostrar que pn∗ é n-aditiva. Para j ∈ {2, . . . , n − 1}

pn∗(a1, . . . , aj−1, b + c, aj+1, . . . , an) =

= [p(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, b + c, aj+1, . . . , an−1), an]∗

= [p(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an−1) + p(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, c, aj+1, . . . , an−1), an]∗

= [p(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an−1), an]∗ + [p(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, c, aj+1, . . . , an−1), an]∗

= pn∗(a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an) + pn∗(a1, . . . , aj−1, c, aj+1, . . . , an).

Para j = n, como p2∗ é aditiva, segue que

pn∗(a1, . . . , an−1, b + c) = [p(n−1)∗(a1, . . . , an−1), b + c]∗

= [p(n−1)∗(a1, . . . , an−1), b]∗ + [p(n−1)∗(a1, . . . , an−1), c]∗

= pn∗(a1, . . . , an−1, b) + pn∗(a1, . . . , an−1, c).

Logo, pela hipótese de indução, temos que pn∗ é n-aditiva.

□

Agora apresentaremos o primeiro resultado principal desta seção.
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Teorema 3.4. Sejam A e A′ duas ∗-álgebras alternativas com identidades 1A e 1A′ , respectivamente.

Consideramos e1 e e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais em A. Suponha que A satisfaz a

seguinte condição: para x ∈ A,

(ejA)x = {0} , para todo j ∈ {1, 2}, implica que x = 0. (3.1)

Se φ:A → A′ é uma função bijetiva unital que satisfaz

φ
(

pn∗(a, b, ξ, . . . , ξ)
)

= pn∗

(
φ(a), φ(b), φ(ξ), . . . , φ(ξ)

)
, (3.2)

para todos a, b ∈ A e ξ ∈ {e1, e2, 1A}, então φ é ∗-aditiva.

Um questionamento que deve surgir é o seguinte: vale a recíproca do Teorema acima?

Para o caso de ∗-álgebras alternativas é uma questão em aberto.

Outro questionamento natural é: existem exemplos de álgebras alternativas que satisfazem

a Condição (3.1) do Teorema 3.4? A resposta para esta pergunta é positiva e o exemplo é

dado a seguir.

Exemplo 3.5. Sejam A uma álgebra com identidade 1, de base {1, e, a12, b12, a21, b21} em que e é

um idempotente simétrico não trivial e a multiplicação nesta é dada por

· 1 e a12 b12 a21 b21

1 1 e a12 b12 a21 b21

e e e a12 b12 0 0

a12 a12 0 0 b21 e 0

b12 b12 0 −b21 0 0 0

a21 a21 a21 1 − e 0 0 b12

b21 b21 b21 0 0 −b12 0

Note que A constitui uma álgebra alternativa que satisfaz a Condição (3.1) do Teorema 3.4. Observa-

mos, contudo, que A não é associativa. De fato, por definição, se uma álgebra A é associativa, então

(x, y, z) = 0 para todos x, y, z ∈ A. Entretanto, como

(a12b12)a21 = −b12 e a12(b12a21) = 0,

obtemos que (a12, b12, a21) = −b12 ̸= 0. Portanto, A não é associativa.
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Agora daremos início a demonstração dos resultados necessários para a prova do Teo-

rema 3.4, que tem como objetivo mostrar que φ é aditiva. Vamos considerar que são válidas

as hipóteses do Teorema 3.4. Utilizaremos a decomposição de Peirce de A com respeito ao

idempotente e1, dada por A = A11 ⊕A12 ⊕A21 ⊕A22, com

Ajk := {ajk | etajk = δtjajk e ajket = δktajk}, j, k, t ∈ {1, 2},

onde δt1t2 denota a delta de Kronecker. Observamos que para os idempotentes e1 e e2 =

1A − e1, temos e1A = A11 ⊕A12 e e2A = A21 ⊕A22.

As Proposições 3.6, 3.7 e 3.8 serão de grande importância para demonstração dos resulta-

dos desta seção.

Proposição 3.6. (Akj)∗ ⊂ Ajk, para todos j, k ∈ {1, 2}.

Demonstração. Seja akj ∈ Akj, para todos j, k ∈ {1, 2}, então

a∗kj = (ekakjej)∗ = (ej)∗(akj)
∗(ek)∗ = ej(akj)

∗ek ∈ Ajk.

□

Proposição 3.7. Sejam a, b, h ∈ A tais que φ(h) = φ(a) + φ(b). Para c ∈ A, temos

φ(pn∗(h, c, ξ, . . . , ξ)) = φ(pn∗(a, c, ξ , . . . , ξ)) + φ(pn∗(b, c, ξ , . . . , ξ)),

φ(pn∗(c, h, ξ, . . . , ξ)) = φ(pn∗(c, a, ξ , . . . , ξ)) + φ(pn∗(c, b, ξ , . . . ξ)),

para ξ ∈ {e1, e2, 1A}.

Demonstração. Dados c ∈ A e ξ ∈ {e1, e2, 1A}, pela Condição (3.2) do Teorema 3.4 e pela

Proposição 3.3, temos

φ(pn∗(h, c, ξ, . . . , ξ)) = pn∗(φ(h), φ(c), φ(ξ), . . . , φ(ξ)) = pn∗(φ(a) + φ(b), φ(c), φ(ξ), . . . , φ(ξ))

= pn∗(φ(a), φ(c), φ(ξ), . . . , φ(ξ)) + pn∗(φ(b), φ(c), φ(ξ), . . . , φ(ξ))

= φ(pn∗(a, c, ξ , . . . , ξ)) + φ(pn∗(a, c, ξ , . . . , ξ)).

De modo análogo provamos a segunda identidade.

□
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Proposição 3.8. φ(0) = 0.

Demonstração. Como φ é sobrejetiva, existe x ∈ A tal que φ(x) = 0. Pela Condição (3.2),

segue que

φ(0) = φ(pn∗(0, x, 1A, . . . , 1A)) = pn∗(φ(0), φ(x), φ(1A), . . . , φ(1A))

= pn∗(φ(0), 0, φ(1A), . . . , φ(1A)) = 0.

□

Nas Proposições 3.9 e 3.10 vamos apresentar uma parte dos cálculos necessários para as

demonstrações dos Lemas 3.11– 3.21.

Proposição 3.9. Sejam ajk ∈ Ajk, a ∈ A e φ(a) ∈ A′. Para todo n ≥ 2, temos

pn∗(ajk, e1, . . . , e1) =


2n−2(a11 − a∗11), (j, k) = (1, 1),

a21 − a∗21, (j, k) = (2, 1),

0, (j, k) = (1, 2) ou (j, k) = (2, 2).

(3.3)

pn∗(ajk, e2, . . . , e2) =


2n−2(a22 − a∗22), (j, k) = (2, 2),

a12 − a∗12, (j, k) = (1, 2),

0, (j, k) = (1, 1) ou (j, k) = (2, 1).

(3.4)

pn∗(a12 + a21, el , . . . , el) =

a21 − a∗21, l = 1,

a12 − a∗12, l = 2.
(3.5)

pn∗(a, 1A, . . . , 1A) = 2n−2(a − a∗). (3.6)

pn∗

(
φ(a), 1A′ , . . . , 1A′

)
= 2n−2

(
φ(a) − φ(a)∗

)
. (3.7)

Demonstração. Para esta demonstração utilizaremos o processo de indução sobre n. Vamos

mostrar a Equação (3.3), e Equação (3.4) é demonstrada de forma análoga. Assim, calculando

p2∗(ajk, e1) = ajke1 − e1a∗jk = δk1ajk − δ1ka∗jk, de onde,

p2∗(a11, e1) = δ11a11 − δ11a∗11 = a11 − a∗11, p2∗(a12, e1) = δ21a12 − δ12a∗12 = 0,

p2∗(a21, e1) = δ11a21 − δ11a∗21 = a21 − a∗21, p2∗(a22, e1) = δ21a22 − δ12a∗22 = 0.
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Concluímos que é válido para n = 2. Suponhamos que também seja válido para n − 1, isto

é,

p(n−1)∗(a11, e1, . . . , e1) = 2n−3(a11 − a∗11) e p(n−1)∗(a21, e1, . . . , e1) = a21 − a∗21.

Para (j, k) = (1, 1), pelo Lema 3.2 e pela aditividade da multiplicação pn∗ , segue que

pn∗(a11, e1, . . . , e1) = p2∗

(
p(n−1)∗(a11, e1, . . . , e1), e1

)
= p2∗(2n−3a11, e1) − p2∗(2n−3a∗11, e1)

= 2n−3(a11e1 − e1a∗11) − 2n−3
(

a∗11e1 − e1(a∗11)∗
)

= 2n−3(δ11a11 − δ11a∗11 − δ11a∗11 + δ11a11) = 2n−2(a11 − a∗11).

Analogamente para (j, k) = (2, 1), pelo Lema 3.2 e pela aditividade da multiplicação pn∗ ,

obtemos

pn∗(a21, e1, . . . , e1) = p2∗

(
p(n−1)∗(a21, e1, . . . , e1), e1

)
= p2∗(a21, e1) − p2∗(a∗21, e1)

= a21e1 − e1a∗21 − a∗21e1 + e1(a∗21)∗

= δ11a21 − δ11a∗21 − δ21a∗21 + δ12a21

= a21 − a∗21.

Logo, pela hipótese de indução, para todo n ≥ 2, chegamos a

pn∗(ajk, e1, . . . , e1) =


2n−2(a11 − a∗11), (j, k) = (1, 1),

a21 − a∗21, (j, k) = (2, 1),

0, (j, k) = (1, 2) ou (j, k) = (2, 2).

Agora, mostraremos a Equação (3.5). Pela aditividade de pn∗ , segue que

pn∗(a12 + a21, el , . . . , el) = pn∗(a12, el , . . . , el) + pn∗(a21, el , . . . , el).

Pelas Equações (3.4) e (3.3), temos

pn∗(a12 + a21, el , . . . , el) =

a21 − a∗21, l = 1,

a12 − a∗12, l = 2.
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Neste passo vamos demonstrar a Equação (3.6). Notamos que a Equação (3.7) pode ser

provada de forma similar. Para n = 2, p2∗(a, 1A) = a − a∗. Suponhamos que seja válido para

n − 1, isto é, p(n−1)∗(a, 1A, . . . , 1A) = 2n−3(a − a∗). Agora, pela aditividade de pn∗ , obtemos

pn∗(a, 1A, . . . , 1A) = p2∗

(
p(n−1)∗(a, 1A, . . . , 1A), 1A

)
= p2∗

(
2n−3(a − a∗), 1A

)
= p2∗(2n−3a, 1A) − p2∗(2n−3a∗, 1A)

= 2n−3(a − a∗) − 2n−3(a∗ − a)

= 2n−2(a − a∗).

□

Proposição 3.10. Dados ajk, bjk ∈ Ajk, com j, k ∈ {1, 2}, para todo inteiro n ≥ 3

pn∗(e1, ajk, e1, . . . , e1) =

−a21 + a∗21, (j, k) = (2, 1),

0, (j, k) ̸= (2, 1),
(3.8)

pn∗(e2, ajk, e2, . . . , e2) =

−a12 + a∗12, (j, k) = (1, 2),

0, (j, k) ̸= (1, 2).
(3.9)

pn∗(b21, ajk, e1, . . . , e1) =


b21ajk − (b21ajk)∗, (j, k) = (1, 1),

−ajkb21 + (ajkb∗21)∗, (j, k) = (1, 2),

0, (j, k) = (2, 1) ou (j, k) = (2, 2).

(3.10)

pn∗(b12, ajk, e2, . . . , e2) =


b12ajk − (b12ajk)∗, (j, k) = (2, 2),

−ajkb∗12 + (ajkb∗12)∗, (j, k) = (2, 1),

0, (j, k) = (1, 1) ou (j, k) = (1, 2).

(3.11)

Para j, k ∈ {1, 2}, com j ̸= k, segue que

pn∗(b11, ajk, ek, . . . , ek) =

−a21b11 + (a21b∗11)∗, (j, k) = (2, 1),

b11a12 − (b11a12)∗, (j, k) = (1, 2).
(3.12)
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pn∗(b22, ajk, ek, . . . , ek) =

b22a21 − (b22a21)∗, (j, k) = (2, 1),

−a12b22 + (a12b∗22)∗, (j, k) = (1, 2).
(3.13)

pn∗(ajk, bjk, ej, . . . , ej) =

a12b12 − (a12b12)∗ − 2n−3(b12a∗12) + 2n−3(b12a∗12)∗, (j, k) = (1, 2)

a21b21 − (a21b21)∗ − 2n−3(b21a∗21) + 2n−3(b21a∗21)∗, (j, k) = (2, 1).
(3.14)

Demonstração. Sejam ajk, bjk ∈ Ajk. Ao longo desta demonstração utilizaremos indução

sobre n.Inicialmente vamos mostrar que é válida a Equação (3.8). Assim, calcularemos

p2∗(e1, ajk). Observamos que p2∗(e1, ajk) = e1ajk − ajke∗1 = e1ajk − ajke1 = δ1jajk − δk1ajk. Assim,

p2∗(e1, a11) = δ11a11 − δ11a11 = 0, p2∗(e1, a12) = δ11a12 − δ21a12 = a12

p2∗(e1, a21) = δ12a21 − δ11a21 = −a21, p2∗(e1, a22) = δ12a22 − δ21a22 = 0.
Agora, vamos

calcular p3∗(e1, ajk, e1) apenas para os casos em que p2∗(e1, ajk) ̸= 0. Assim, p3∗(e1, a12, e1) =

[p2∗(e1, a12), e1]∗ = [a12, e1]∗ = a12e1 − e1a∗12 = δ21a12 − δ12a∗12 = 0 e p3∗(e1, a21, e1) = [p2∗(e1, a21), e1]∗ =

[−a21, e1]∗ = −a21e1 + e1a∗21 = −δ11a21 + δ11a∗21 = −a21 + a∗21. Suponhamos que isso seja vá-

lido para n − 1, ou seja, p(n−1)∗(e1, a21, e1, . . . , e1) = −a21 + a∗21. Logo, pn∗(e1, a21, e1, . . . , e1) =

p2∗

(
p(n−1)∗(e1, a21, e1, . . . , e1), e1

)
. Pela Proposição 3.3 e aditividade da multiplicação pn∗ ,

temos

pn∗(e1, a21, e1, . . . , e1) = p2∗

(
p(n−1)∗(e1, a21, e1, . . . , e1), e1

)
= p2∗(−a21 + a∗21, e1)

= p2∗(−a21, e1) + p2∗(a∗21, e1) = −a21e1 + e1a∗21 + a∗21e1 − e1(a∗21)∗

= −a21e1 + e1a∗21 + a∗21e1 − e1a21 = −δ11a21 + δ11a∗21 + δ21a∗21 − δ12a21

= −a21 + a∗21.

Logo, pela hipótese de indução, segue que pn∗(e1, a21, e1, . . . , e1) = −a21 + a∗21, para todo

n ≥ 3. Refazendo estes cálculos e trocando e1 por e2 e a21 por a12, obtemos a Equação (3.9).

Vamos mostrar a Equação (3.10) e a prova da Equação (3.11) é feita de forma simi-

lar. Primeiro, consideraremos ajk = a11. Para n = 2, temos p2∗(b21, a11) = b21a11 − a11b∗21.

Utilizaremos indução sobre n. Para n = 3, pelo Lema 3.2 e pela Proposição 3.3, segue que
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p3∗(b21, a11, e1) = p2∗

(
p2∗(b21, a11), e1

)
= p2∗(b21a11 − a11b∗21, e1)

= p2∗(b21a11, e1) − p2∗(a11b∗21, e1)

= (b21a11)e1 − e1(b21a11)∗ − (a11b∗21)e1 + e1(a11b∗21)∗

= δ11b21a11 − δ11(b21a11)∗ − δ21(a11b∗21) + δ12(a11b∗21)∗

= b21a11 − (b21a11)∗.

Suponhamos que seja válido para n − 1, isto é, p(n−1)∗(b21, a11, e1, . . . , e1) = b21a11 − (b21a11)∗.

Pelo Lema 3.2 e pela aditividade da multiplicação pn∗ , concluímos que

pn∗(b21, a11, e1, . . . , e1) = p2∗

(
p(n−1)∗(b21, a11, e1, . . . , e1), e1

)
= p2∗

(
b21a11 − (b21a11)∗, e1

)
= p2∗(b21a11, e1) − p2∗

(
(b21a11)∗, e1

)
= (b21a11)e1 − e1(b21a11)∗ − (b21a11)∗e1 + e1

(
(b21a11)∗

)∗
= δ11b21a11 − δ11(b21a11)∗ − δ21(b21a11)∗ − δ12(b21a11)

= b21a11 − (b21a11)∗.

Logo, pela hipótese de indução, temos pn∗(b21, a11, e1, . . . , e1) = b21a11 − (b21a11)∗, para todo

n ≥ 3.

Agora, vamos considerar o caso ajk = a12. Para n = 2, p2∗(b21, a12) = b21a12 − a12b∗21.

Utilizaremos indução sobre n. Para n = 3, pelo Lema 3.2 e aditividade da multiplicação pn∗ ,

temos

p3∗(b21, a12, e1) = p2∗

(
p2∗(b21, a12), e1

)
= p2∗(b21a12 − a12b∗21, e1)

= p2∗(b21a12, e1) − p2∗(a12b∗21, e1)

= (b21a12)e1 − e1(b21a12)∗ − (a12b∗21)e1 + e1(a12b∗21)∗

= δ21b21a12 − δ12(b21a12)∗ − δ11a12b∗21 + δ11(a12b∗21)∗

= −a12b∗21 + (a12b∗21)∗.

Vamos supor que também seja válido para n − 1, ou seja,

p(n−1)∗(b21, a12, e1, . . . , e1) = −a12b∗21 + (a12b∗21)∗.
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Pelo Lema 3.2 e como a multiplicação pn∗ é aditiva, segue que

pn∗(b21, a12, e1, . . . , e1) = p2∗

(
p(n−1)∗(b21, a12, e1, . . . , e1), e1

)
= p2∗

(
− a12b∗21 + (a12b∗21)∗, e1

)
= p2∗(−a12b∗21, e1) + p2∗

(
(a12b∗21)∗, e1

)
= −a12b∗21e1 + e1(a12b∗21)∗ + (a12b∗21)∗e1 − e1

(
(a12b∗21)∗

)∗
= −δ11a12b∗21 + δ11(a12b∗21)∗ + δ21(a12b∗21)∗ − δ12a12b∗21

= −a12b∗21 + (a12b∗21)∗.

Portanto, pela hipótese de indução, concluímos que pn∗(b21, a12, e1, . . . , e1) = −a12b∗21 +

(a12b∗21)∗, para todo n ≥ 3.

Neste passo vamos mostrar a Equação (3.12). Existem dois casos para considerar que

são (j, k) = (2, 1) e (j, k) = (1, 2), no entanto demonstraremos apenas o caso (j, k) = (2, 1),

pois o caso (j, k) = (1, 2) pode ser demonstrado de forma análoga. Para n = 2, segue que

p2∗(b11, a21) = b11a21 − a21b∗11 = −a21b∗11. Utilizaremos indução sobre n. Para n = 3, pelo

Lema 3.2, concluímos

p3∗(b11, a21, e1) = p2∗

(
p2∗(b11, a21), e1

)
= p2∗(−a21b∗11, e1) = −(a21b∗11)e1 + e1(a21b∗11)∗

= −δ11a21b∗11 + δ11(a21b∗11)∗ = −a21b∗11 + (a21b∗11)∗.

Suponhamos que seja válido para n − 1, isto é,

p(n−1)∗(b11, a21, e1, . . . , e1) = −a21b∗11 + (a21b∗11)∗.

Pelo Lema 3.2 e Proposição 3.3, obtemos

pn∗(b11, a21, e1, . . . , e1) = p2∗

(
p(n−1)∗(b11, a21, e1, . . . , e1), e1

)
= p2∗(−a21b∗11, e1) + p2∗

(
(a21b∗11)∗, e1

)
= −(a21b∗11)e1 + e1(a21b∗11)∗ + (a21b∗11)∗e1 − e1

(
(a21b∗11)∗

)∗
= −δ11a21b∗11 + δ11(a21b∗11)∗ + δ21(a21b∗11)∗ − δ12a21b∗11
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= −a21b∗11 + (a21b∗11)∗.

Portanto, pela hipótese de indução, temos pn∗(b11, a21, e1, . . . , e1) = −a21b∗11 + (a21b∗11)∗, para

todo n ≥ 3.

Demonstraremos agora a Equação (3.13). Assim como na demonstração anteior, existem

dois casos para considerar, a saber, k = 1 e k = 2. Faremos a prova para k = 1, já que o caso

k = 2 é similar. Quando k = 1, como j, k ∈ {1, 2} e j ̸= k, temos j = 2. Para n = 2, segue que

p2∗(b22, a21) = δ22b22a21 − δ12a21b∗22 = b22a21. Utilizaremos indução sobre n. Para n = 3, pela

Observação 3.2, concluímos

p3∗(b22, a21, e1) = p2∗(b22a21, e1) = (b22a21)e1 − e1(b22a21)∗ = δ11b22a21 − δ11(b22a21)∗

= b22a21 − (b22a21)∗.

Suponhamos que seja válido para n − 1, ou seja,

p(n−1)∗(b22, a21, e1, . . . , e1) = b22a21 − (b22a21)∗.

Pelo Lema 3.2 e aditividade da multiplicação pn∗ , obtemos

pn∗(b22, a21, e1, . . . , e1) = p2∗

(
p(n−1)∗(b22, a21, e1, . . . , e1), e1

)
= p2∗(b22a21, e1) − p2∗

(
(b22a21)∗, e1

)
= (b22a21)e1 − e1(b22a21)∗ − (b22a21)∗e1 + e1

(
(b22a21)∗

)∗
= δ11b22a21 − δ11(b22a21)∗ − δ12(b22a21)∗ + δ21

(
(b22a21)∗

)
= b22a21 − (b22a21)∗.

Logo, pela hipótese de indução, temos pn∗(b22, a21, e1, . . . , e1) = b22a21 − (b22a21)∗, para todo

n ≥ 3. Seguindo o mesmo procedimento que utilizamos para demonstrar as Equações (3.12)

e (3.13), podemos mostrar a Equação (3.14).

□

Agora daremos início a demonstração de uma série de lemas que serão necessários para a

demonstração do Teorema 3.4.



3.1 função ∗-lie em ∗-álgebras alternativas 39

Lema 3.11. Se a11 ∈ A11 e b22 ∈ A22, então

φ(a11 + b22) = φ(a11) + φ(b22).

Demonstração. Como φ é sobrejetiva, dado φ(a11) + φ(b22) ∈ A′ existe h ∈ A tal que

φ(h) = φ(a11) + φ(b22). Podemos escrever, h = h11 + h12 + h21 + h22. Pela Equação (3.8),

pn∗(e1, h, e1, . . . , e1) = −h21 + h∗21. Pela Condição (3.2) do Teorema 3.4, decorre que

φ
(

pn∗(e1, h, e1, . . . , e1)
)

= pn∗

(
(φ(e1), φ(h), φ(e1), . . . , φ(e1))

)
= pn∗

(
φ(e1), φ(a11) + φ(b22), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= pn∗

(
φ(e1), φ(a11), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
+ pn∗

(
φ(e1), φ(b22), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= φ
(

pn∗(e1, a11, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(e1, b22, e1, . . . , e1)
)

= φ(0) + φ(0) = 0 = φ(0).

Logo, φ(−h21 + h∗21) = φ(pn∗(e1, h, e1, . . . , e1)) = φ(0). Como φ é injetiva, segue que −h21 +

h∗21 = 0. Utlizando o fato de que h∗21 ∈ A12 e h21 ∈ A21, obtemos h21 = 0. Agora, pela

Proposição 3.10, concluímos que pn∗(e2, h, e2, . . . , e2) = −h12 + h∗12. Seguindo o mesmo

processo que anteriormente, chegamos a

φ
(

pn∗(e2, h, e2, . . . , e2)) = pn∗(φ(e2), φ(h), φ(e2), . . . , φ(e2)
)

= pn∗

(
φ(e2), φ(a11) + φ(b22), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= pn∗

(
φ(e2), φ(a11), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
+ pn∗

(
φ(e2), φ(b22), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= φ
(

pn∗(e2, a11, e2, . . . , e2)
)

+ φ
(

pn∗(e2, b22, e2, . . . , e2)
)

= φ(0) + φ(0) = 0 = φ(0).

Logo, φ(−h12 + h∗12) = φ
(

pn∗(e2, h, e2, . . . , e2)
)

= φ(0). Novamente pela injetividade de φ,

segue que −h12 + h∗12 = 0 e como h12 ∈ A12 e h∗12 ∈ A21, obtemos h12 = 0.

Agora, vamos mostrar que h11 = a11. Seja d21 ∈ A21 qualquer. Da Equação (3.10),

segue que pn∗(d21, a11, e1, . . . , e1) = d21a11 − (d21a11)∗ e pn∗(d21, b22, e1, . . . , e1) = 0, e então

deduzimos que

φ(pn∗(d21, h, e1, . . . , e1)) = pn∗

(
φ(d21), φ(h), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
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= pn∗

(
φ(d21), φ(a11) + φ(b22), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= pn∗

(
φ(d21), φ(a11), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
+ pn∗

(
φ(d21), φ(b22), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= φ
(

pn∗(d21, a11, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(d21, b22, e1, . . . , e1)
)

= φ
(

d21a11 − (d21a11)∗
)

+ φ(0)

= φ(d21a11 − (d21a11)∗).

Por outro lado, pela Equação (3.10), obtemos φ
(

pn∗(d21, h, e1, . . . , e1)
)

= φ
(

d21h11 − (d21h11)∗
)

.

Da injetividade de φ, concluímos que d21h11 − (d21h11)∗ = d21a11 − (d21a11)∗. Como d21h11,

d21a11 ∈ A21 e (d21h11)∗, (d21h11)∗ ∈ A12, pela decomposição de Peirce em soma direta, temos

d21h11 − d21a11 = 0, equivalentemente, d21(h11 − a11) = 0. Mais ainda, pela arbitrariedade

de d21 ∈ A21, resulta que (e2A)(h11 − a11) = {0} e pela Condição (3.1) do Teorema 3.4,

constatamos que h11 − a11 = 0 e, portanto, h11 = a11.

Finalmente, mostraremos que h22 = a22. Seja d12 ∈ A12 qualquer. Pela Equação (3.11),

temos pn∗(d12, a11, e2, . . . , e2) = 0 e pn∗(d12, b22, e2, . . . , e2) = d12b22 − (d12b22)∗. Logo,

φ
(

pn∗(d12, h, e2, . . . , e2)
)

= pn∗

(
φ(d12), φ(h), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= pn∗

(
φ(d12), φ(a11) + φ(b22), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= pn∗

(
φ(d12), φ(a11), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
+ pn∗

(
φ(d12), φ(b22), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= φ
(

pn∗(d12, a11, e2, . . . , e2)
)

+ φ
(

pn∗(d12, b22, e2, . . . , e2)
)

= φ(0) + φ
(

d12b22 − (d12a22)∗
)

= φ
(

d12b22 − (d12b22)∗
)

.

Por outro lado, pela Equação (3.11), segue que

φ
(

pn∗(d12, h, e2, . . . , e2)
)

= φ
(

d12h22 − (d12h22)∗
)

.

Da injetividade de φ, concluímos que d12b22 − (d12b22)∗ = d12h22 − (d12h22)∗. Assim, d12h22 −
d12b22 = 0, ou seja, d12(h22 − b22) = 0. Além disso, pela arbitrariedade de d12 ∈ A12,

obtemos (e1A)(h22 − b22) = {0} e novamente pela Condição (3.1) do Teorema 3.4, constatamos

h22 = b22.
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□

Lema 3.12. Para quaisquer a12 ∈ A12 e b21 ∈ A21, temos

φ(a12 + b21) = φ(a12) + φ(b21).

Demonstração. Como φ é sobrejetora, dado φ(a12) + φ(b21) ∈ A′ existe h ∈ A tal que

φ(h) = φ(a12) + φ(b21), com h = h11 + h12 + h21 + h22.

Inicialmente vamos mostrar que h21 = b21 e h12 = a12. Pela aditividade da multiplicação

pn∗ , Condição (3.2) do Teorema 3.4 e Equação (3.8), temos

φ
(

pn∗(e1, h, e1, . . . , e1)
)

= pn∗

(
φ(e1), φ(h), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= pn∗

(
φ(e1), φ(a12) + φ(b21), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= pn∗

(
φ(e1), φ(a12), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
+ pn∗

(
φ(e1), φ(b21), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= φ
(

pn∗(e1, a12, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(e1, b21, e1, . . . , e1)
)

= φ(0) + φ(−b21 + b∗21) = φ(−b21 + b∗21).

Por outro lado, da Equação (3.8), segue que pn∗(e1, h, e1, . . . , e1) = −h21 + h∗21. De onde,

φ(pn∗(e1, h, e1, . . . , e1)) = φ(−h21 + h∗21) e φ
(

pn∗(e1, h, e1, . . . , e1)
)

= φ(−b21 + b∗21). Logo,

φ(−h21 + h∗21) = φ(−b21 + b∗21). Pela injetividade de φ, obtemos −h21 + h∗21 = −b21 + b∗21 e

pela decomposição de Peirce, concluímos que h21 = b21. Para mostrar que h12 = a12 faremos

os mesmos cálculos porém trocando e1 por e2, ou seja,

φ
(

pn∗(e2, h, e2, . . . , e2)
)

= pn∗

(
φ(e2), φ(h), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= pn∗

(
φ(e2), φ(a12) + φ(b21), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= pn∗

(
φ(e2), φ(a12), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
+ pn∗

(
φ(e2), φ(b21), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= φ
(

pn∗(e2, a12, e2, . . . , e2)
)

+ φ
(

pn∗(e2, b21, e2, . . . , e2)
)

= φ(−a12 + a∗12) + φ(0) = φ(−a12 + a∗12).

Entretanto, pela Equação (3.9), temos φ
(

pn∗(e2, h, e2, . . . , e2)
)

= φ(−h12 + h∗12). Logo, φ(−h12 +

h∗12) = φ(−a12 + a∗12). Novamente pela injetividade de φ, temos −h12 + h∗12 = −a12 + a∗12. Assim,

h12 = a12.
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Agora, mostraremos que h11 = 0. Seja d21 ∈ A21 qualquer. Pela aditividade da multiplica-

ção pn∗ e Equação (3.10), temos pn∗(d21, h, e1, . . . , e1) = d21h11 − (d21h11)∗ − h12d21 + (h12d∗21)∗,

pn∗(d21, a12, e1, . . . , e1) = −a12d21 + (a12b∗21)∗ e pn∗(d21, b21, e1, . . . , e1) = 0. Segue da aditividade

da multiplicação pn∗ e Condição (3.2) do Teorema 3.4, que

φ
(

pn∗(d21, h, e1, . . . , e1)
)

= pn∗

(
φ(d21), φ(h), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= pn∗

(
φ(d21), φ(a12) + φ(b21), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= pn∗

(
φ(d21), φ(a12), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
+ pn∗

(
φ(d21), φ(b21), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= φ
(

pn∗(d21, a12, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(d21, b21, e1, . . . , e1)
)

= φ
(
− a12d21 + (a12d∗21)∗

)
+ φ(0) = φ

(
− a12d21 + (a12d∗21)∗

)
.

Por sua vez, da Equação (3.10), obtemos

φ
(

pn∗(d21, h, e1, . . . , e1)
)

= φ
(

d21h11 − (d21h11)∗ − h12d21 + (h12d∗21)∗
)

.

Da injetividade de φ, concluímos que d21h11 − (d21h11)∗ = 0. De onde, d21h11 = 0. Logo, pela

arbitrariedade de d21 ∈ A21, chegamos a (e2A)h11 = {0} e pela Condição (3.1) do Teorema 3.4,

deduzimos que h11 = 0.

Finalmente, vamos provar que h22 = 0. Seja d12 ∈ A12 qualquer. Da Equação (3.11), temos

pn∗(d12, h, e2, . . . , e2) = (d12, h21, e2, . . . , e2) + pn∗(d12, h22, e2, . . . , e2)

= −h21d∗12 + (h21d∗12)∗ + d12h22 − (d12h22)∗,

pn∗(d12, a12, e2, . . . , e2) = 0 e pn∗(d12, b21, e2, . . . , e2) = −b21d12 + (b21d∗12)∗. Como a multiplica-

ção pn∗ é aditiva e pela Condição (3.2) do Teorema 3.4, segue que

φ
(

pn∗(d12, h, e2, . . . , e2)
)

= pn∗

(
φ(d12), φ(h), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= pn∗

(
φ(d12), φ(a12) + φ(b21), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= pn∗

(
(φ(d12), φ(a12), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
+ pn∗

(
φ(d12), φ(b21), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= φ
(

pn∗(d12, a12, e2, . . . , e2)
)

+ φ
(

pn∗(d12, b21, e2, . . . , e2)
)
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= φ(0) + φ
(
− b21d12 + (b21d∗12)∗

)
= φ
(
− b21d12 + (b21d∗12)∗

)
.

Por outro lado, pela Equação (3.11), obtemos

φ
(

pn∗(d12, h, e2, . . . , e2)
)

= φ
(

d12h22 − (d12h22)∗ − b21d12 + (b21d∗12)∗
)

.

Da injetividade de φ, concluímos que d12h22 − (d12h22)∗ = 0. De onde, d12h22 = 0. Além disso,

pela arbitrariedade de d12 ∈ A12, chegamos a (e1A)h22 = {0} e novamente pela Condição (3.1)

do Teorema 3.4, deduzimos que h22 = 0.

□

No próximo lema mostraremos que φ preserva a aditividade se considerarmos um

elemento de cada subespaço da decomposição de Peirce.

Lema 3.13. Para quaisquer a11 ∈ A11, b12 ∈ A12, c21 ∈ A21 e d22 ∈ A22, temos

φ(a11 + b12 + c21 + d22) = φ(a11) + φ(b12) + φ(c21) + φ(d22).

Demonstração. Como φ é sobrejetiva, dado φ(a11) + φ(b12) + φ(c21) + φ(d22) ∈ A′ existe h ∈ A

tal que φ(h) = φ(a11) + φ(b12) + φ(c21) + φ(d22), com h = h11 + h12 + h21 + h22. Pelos Lemas 3.11

e 3.12, decorre que

φ(h) = φ(a11) + φ(b12) + φ(c21) + φ(d22) = φ(a11 + d22) + φ(b12 + c21).

Inicialmente, mostraremos que h21 = c21. Pela aditividade da multiplicação pn∗ , pelo

Lema 3.12, pela Equação (3.8) e aditividade da multiplicação pn∗ , obtemos

φ
(

pn∗(e1, h, e1, . . . , e1)
)

= pn∗

(
φ(e1), φ(a11 + d22), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
+ pn∗

(
φ(e1), φ(b12), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
+ pn∗

(
φ(e1), φ(c21), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= φ
(

pn∗(e1, a11 + d22, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(e1, b12, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(e1, c21, e1, . . . , e1)
)

= φ
(

pn∗(e1, c21, e1, . . . , e1)
)

= φ
(
− c21 + c∗21

)
.
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Também, φ
(

pn∗(e1, h, e1, . . . , e1)
)

= φ(−h21 + h∗21). Logo, φ(−h21 + h∗21) = φ(−c21 + c∗21). Pela

injetividade de φ, chegamos a −h21 + h∗21 = −c21 + c∗21. Da decomposição de Peirce, deduzi-

mos que h21 = c21. Analogamente, considerando as mesmas contas com e2 no lugar de e1,

constatamos que h12 = b12.

Agora, vamos provar que h11 = a11. Dado t21 ∈ A21 qualquer, pela aditividade da

multiplicação pn∗ , temos

φ
(

pn∗(t21, h, e1, . . . , e1)
)

= φ
(

pn∗(t21, a11 + d22, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(t21, b12 + c21, e1, . . . , e1)
)

.

Pela Equação (3.10) e aditividade da multiplicação pn∗ , segue que pn∗(t21, b12 + c21, e1, . . . , e1) =

−b12t21 + (b12t∗21)∗ e pn∗(t21, d22, e1, . . . , e1) = 0, de onde,

φ
(

pn∗(t21, h, e1, . . . , e1)
)

= φ
(

pn∗(t21, a11, e1, . . . , e1)
)

.

Ainda pela Equação (3.10), temos pn∗(t21, h, e1, . . . , e1) = t21h11 − (t21h11)∗− b12t21 + (b12t∗21)∗ e

pn∗(t21, a11, e1, . . . , e1) = t21a11 − (t21a11)∗. Logo, como φ é injetora, obtemos t21(h11 − a11) =

0. Agora, pela arbitrariedade t21 ∈ A21, concluímos que (e2A)(h11 − a11) = {0} e pela

Condição (3.1) do Teorema 3.4, chegamos a h11 = a11. De forma similar, dado t12 ∈ A12

qualquer e trocando e1 por e2, deduzimos que h22 = d22.

□

O próximo lema nos mostra que φ é aditiva quando os elementos pertencem aos espaços

A12 ou A21.

Lema 3.14. Para ajk, bjk ∈ Ajk, com j ̸= k, j, k ∈ {1, 2}, temos φ(ajk + bjk) = φ(ajk) + φ(bjk).

Demonstração. Devemos analisar dois casos, a saber (j, k) = (1, 2) e (j, k) = (2, 1) e nesta

demonstração consideraremos apenas o caso (j, k) = (2, 1), já que o outro caso é análogo.

Dados φ(−a21) + φ(−b21) ∈ A′ e φ(a∗21) + φ(b∗21) ∈ A′, como φ é sobrejetiva, existem h, r ∈ A

tais que φ(h) = φ(−a21) + φ(−b21) e φ(r) = φ(a∗21) + φ(b∗21), com h = h11 + h12 + h21 + h22 e

r = r11 + r12 + r21 + r22.

Nosso primeiro objetivo é mostrar que h ∈ A21, e inicialmente vamos provar que h12 = 0.

Pela aditividade da multiplicação pn∗ , Proposição 3.7 e Equação (3.9), temos
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φ(−h12 + h∗12) = φ
(

pn∗(e2, h, e2, . . . , e2)
)

= φ
(

pn∗(e2,−a21, e2, . . . , e2)
)

+ φ
(

pn∗(e2,−b21, e2, . . . , e2)
)

e φ
(

pn∗(e2,−a21, e2, . . . , e2)
)

= 0, φ
(

pn∗(e2,−b21, e2, . . . , e2)
)

= 0. Portanto φ(−h12 + h∗12) = 0.

Pela injetividade de φ e decomposição de Peirce, segue que h12 = 0.

Vamos provar que h11 = 0. Dado d21 ∈ A21 qualquer, pela Proposição 3.7 e Equação (3.10),

obtemos

φ
(

d21h11 − (d21h11)∗
)

= φ
(

pn∗(d21, h, e1, . . . , e1)
)

= φ
(

pn∗(d21,−a21, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(d21,−b21, e1, . . . , e1)
)

= 0.

Logo, d21h11 = 0. Pela arbitrariedade de d21 ∈ A21, concluímos que (e2A)h11 = {0} e pela

Condição (3.1) do Teorema 3.4, chegamos a h11 = 0.

Finalmente, vamos demonstrar que h22 = 0. Da Equação (3.4) e Proposição 3.7, temos

φ
(

2n−2(h22 − h∗22)
)

= φ
(

pn∗(h, e2, . . . , e2)
)

= φ
(

pn∗(−a21, e2, . . . , e2)
)

+ φ
(

pn∗(−b21, e2, . . . , e2)
)

= 0.

Como φ é injetora, segue que 2n−2(h22 − h∗22) = 0, o que implica em h22 = h∗22.

Pela Proposição 3.7 e Equação (3.19), deduzimos

φ
(

2n−2i(h22 + h∗22)
)

= φ
(

pn∗(ie2, h, e2, . . . , e2)
)

= φ
(

pn∗(ie2,−a21, e2, . . . , e2)
)

+ φ
(

pn∗(ie2,−b21, e2, . . . , e2)
)

= φ(0) + φ(0)

= 0.

Da injetividade de φ, resulta que 2n−2i(h22 + h∗22) = 0 e utilizando o fato de que h22 = h∗22,

constatamos que h22 = 0. Portanto, h = h21 ∈ A21.
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Agora, nosso objetivo é mostrar que r ∈ A12. Inicialmente mostraremos que r21 = 0. Pela

Equação (3.8) e Proposição 3.7, segue que

φ(−r21 + r∗21) = φ
(

pn∗(e1, r, e1, . . . , e1)
)

= φ
(

pn∗(e1, a∗21, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(e1, b∗21, e1, . . . , e1)
)

= 0.

Pela injetividade de φ e pela decomposição de Peirce, concluímos que r21 = 0.

Neste passo, mostraremos que r22 = 0. Dado d12 ∈ A12 qualquer, pela Equação (3.11),

obtemos

φ
(

d12r22 − (d12r22)∗
)

= φ
(

pn∗(d12, r, e2, . . . , e2)
)

= φ
(

pn∗(d12, a∗21, e2, . . . , e2)
)

+ φ
(

pn∗(d12, b∗21, e2, . . . , e2)
)

= 0

e, pela injetividade de φ, concluímos que d12r22 = 0. Assim, pela arbitrariedade de d12 ∈ A12,

chegamos a (e1A)r22 = {0} e pela Condição (3.1) do Teorema 3.4, deduzimos que r22 = 0.

Da Equação (3.3) e da Proposição 3.7, concluímos que

φ
(

2n−2(r11 − r∗11)
)

= φ
(

pn∗(r, e1, . . . , e1)
)

= φ
(

pn∗(a∗21, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(b∗21, e1, . . . , e1)
)

= 0.

Como φ é injetora, deduzimos que 2n−2(r11 − r∗11) = 0, o que implica em r11 = r∗11. Agora,

mostraremos que r11 = 0. Da Equação (3.18) resulta que

φ
(

2n−2i(r11 + r∗11)
)

= φ
(

pn∗(ie1, r, e1, . . . , e1)
)

= φ
(

pn∗(ie1, a∗21, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(ie1, b∗21, e1, . . . , e1)
)

= φ(0) + φ(0)

= 0.
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Como φ é injetiva e utilizando o fato de que r11 = r∗11, constatamos que 2n−1ir11 = 0. Logo,

r11 = 0. Portanto, r = r12 ∈ A12.

Agora, pela aditividade da multiplicação pn∗ e Equação (3.22), temos

φ
(
− a21 − b21 + a∗21 + b∗21

)
= φ
(

pn∗(e2 − a21, e1 − b21, e1, . . . , e1)
)

= pn∗

(
φ(e2 − a21), φ(e1 − b21), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
e pelo Lema 3.13, temos

φ
(
− a21 − b21 + a∗21 + b∗21

)
= pn∗

(
φ(e2) + φ(−a21), φ(e1) + φ(−b21), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
.

Pela aditividade da multiplicação pn∗ , segue que

φ
(
− a21 − b21 + a∗21 + b∗21

)
= pn∗

(
φ(e2), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
+ pn∗

(
φ(−a21), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
+ pn∗

(
φ(e2), φ(−b21), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
+ pn∗

(
φ(−a21), φ(−b21), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
.

Logo, pelas Equações (3.3) e (3.21), concluímos que

φ
(
− a21 − b21 + a∗21 + b∗21

)
= φ
(

pn∗(−a21, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(e2,−b21, e1, . . . , e1)
)

= φ(−a21 + a∗21) + φ(−b21 + b∗21)

= φ(−a21) + φ(a∗21) + φ(−b21) + φ(b∗21)

= φ(h) + φ(r)

= φ(h21) + φ(r12)

= φ(h21 + r12).

Agora, pela injetividade de φ, obtemos −a21 − b21 + a∗21 + b∗21 = h21 + r12. Pela decomposição

de Peirce, chegamos a h21 = −a21 − b21 e r12 = a∗21 + b∗21. De onde, φ(h) = φ(−a21 − b21),

φ(h) = φ(−a21) + φ(−b21), φ(r) = φ(a∗21 + b∗21) e φ(r) = φ(a∗21) + φ(b∗21). Logo, φ(−a21 − b21) =

φ(−a21) + φ(−b21) e φ(a∗21 + b∗21) = φ(a∗21) + φ(b∗21). Portanto, φ(ajk + bjk) = φ(ajk) + φ(bjk), com

j ̸= k, j, k ∈ {1, 2}.

□
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Lema 3.15. Para quaisquer ajj, bjj ∈ Ajj, com j ∈ {1, 2}, temos φ(ajj + bjj) = φ(ajj) + φ(bjj).

Demonstração. Observamos que temos dois casos a serem analisados, mostraremos o caso

j = 2, o caso j = 1 é análogo. Dados φ(a22), φ(b22) ∈ A′, como φ é sobrejetora, existe h ∈ A,

h = h11 + h12 + h21 + h22, tal que φ(h) = φ(a22) + φ(b22). Pela Equação (3.8) e Proposição 3.7,

segue que

φ(−h21 + h∗21) = φ
(

pn∗(e1, h, e1, . . . , e1)
)

= pn∗

(
φ(e1), φ(h), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= φ
(

pn∗(e1, a22, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(e1, b22, e1, . . . , e1)
)

= 0.

Pela injetividade de φ, segue que h21 = 0. Da mesma forma, pela Equação (3.9) e Proposi-

ção 3.7, obtemos

φ(−h12 + h∗12) = φ
(

pn∗(e2, h, e2, . . . , e2)
)

= pn∗

(
φ(e2), φ(h), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= φ
(

pn∗(e2, a22, e2, . . . , e2)
)

+ φ
(

pn∗(e2, b22, e2, . . . , e2)
)

= 0

e pela injetividade de φ, concluímos que h12 = 0. Dado d21 ∈ A21 qualquer, pela Equa-

ção (3.10) e Proposição 3.7, chegamos a

φ(d21h11 − (d21h11)∗) = φ
(

pn∗(d21, h, e1, . . . , e1)
)

= pn∗

(
φ(d21), φ(h), φ(e1), . . . , φ(e1)

)
= φ
(

pn∗(d21, a22, e1, . . . , e1)
)

+ φ
(

pn∗(d21, b22, e1, . . . , e1)
)

= 0.

Novamente, pela injetividade de φ, temos d21h11 = 0. Logo, (e2A)h11 = {0} e pela Condi-

ção (3.1) do Teorema 3.4, deduzimos que h11 = 0.

Para concluir a demonstração deste lema, resta mostrarmos que h22 = a22 + b22. Dado

d12 ∈ A12 qualquer, pela Equação (3.11), resulta que

φ
(

d12h22 − (d12h22)∗
)

= φ
(

pn∗(d12, h, e2, . . . , e2)
)

= pn∗

(
φ(d12), φ(h), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= φ
(

pn∗(d12, a22, e2, . . . , e2)
)

+ φ
(

pn∗(d12, b22, e2, . . . , e2)
)

= φ
(

d12a22 − (d12a22)∗
)

+ φ
(

d12b22 − (d12b22)∗
)

.
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Como d12a22, d12b22 ∈ A12 e (d12a22)∗, (d12b22)∗ ∈ A21, pelos Lemas 3.12 e 3.14, e pela

definição de involução, constatamos que

φ
(

d12h22 − (d12h22)∗
)

= φ(d12a22) + φ
(
− (d12a22)∗

)
+ φ(d12b22) + φ

(
− (d12a22)∗

)
= φ(d12a22 + d12b22) + φ

(
− (d12a22)∗ − (d12b22)∗

)
= φ(d12a22 + d12b22) + φ

(
−
(

d12(a22 + b22)
)∗)

= φ
(

d12(a22 + b22) −
(

d12(a22 + b22)
)∗)

.

Pela injetividade de φ, temos d12h22 − (d12h22)∗ = d12(a22 + b22) −
(

d12(a22 + b22)
)∗

, e da

decomposição de Peirce segue que d12h22 = d12(a22 + b22) e (d12h22)∗ =
(

d12(a22 + b22)
)∗

.

Logo, pela arbitrariedade de d12 ∈ A12, obtemos (e1A)
(

h22 − (a22 + b22)
)

= {0} e pela

Condição (3.1) do Teorema 3.4, concluímos que h22 − (a22 + b22) = 0, de onde, h22 = a22 + b22.

Portanto, φ(a22 + b22) = φ(a22) + φ(b22).

□

Agora temos condições para demonstrar o primeiro teorema principal desta seção. Lem-

braremos o enunciado do Teorema 3.4: Sejam A e A′ duas ∗-álgebras alternativas com

identidades 1A e 1A′ , respectivamente. Consideramos e1 e e2 = 1A − e1 idempotentes simétri-

cos não triviais em A. Suponha que A satisfaz a seguinte condição: dado x ∈ A,

(ejA)x = {0} para todo j ∈ {1, 2} implica em x = 0.

e φ:A → A′ é uma função bijetiva unital tal que

φ
(

pn∗(a, b, ξ , . . . , ξ)
)

= pn∗

(
φ(a), φ(b), φ(ξ), . . . , φ(ξ)

)
,

para todos a, b ∈ A e ξ ∈ {e1, e2, 1A}, então φ é ∗-aditiva.

Demonstração do Teorema 3.1. Usando os Lemas 3.13–3.15, temos que φ é aditiva. Com

efeito, se a, b ∈ A, com a = a11 + a12 + a21 + a22 e b = b11 + b12 + b21 + b22, temos
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φ(a + b) = φ(a11 + a12 + a21 + a22 + b11 + b12 + b21 + b22)

= φ(a11 + b11) + φ(a12 + b12) + φ(a21 + b21) + φ(a22 + b22)

= φ(a11) + φ(b11) + φ(a12) + φ(b12) + φ(a21) + φ(b21) + φ(a22) + φ(b22)

= φ(a) + φ(b).

Mais ainda, como φ é aditiva e unital, para todo a ∈ A e pela Equação (3.6), segue que

2n−2
(

φ(a) − φ(a)∗
)

= pn∗

(
φ(a), 1A′ , . . . , 1A′

)
= pn∗

(
φ(a), φ(1A), . . . , φ(1A)

)
= φ
(

pn∗(a, 1A, . . . , 1A)
)

= φ
(

2n−2(a − a∗)
)

= 2n−2φ(a − a∗)

= 2n−2
(

φ(a) − φ(a∗)
)

.

Logo, φ(a)∗ = φ(a∗). Portanto, φ é ∗-aditiva.

□

Agora vamos enunciar o segundo resultado principal desta seção. Neste teorema estamos

considerando válidas as mesmas hipóteses do Teorema 3.4 e acrescentamos uma condição

sobre o contradomínio.

Teorema 3.16. Sejam A e A′ ∗-álgebras alternativas com identidades 1A e 1A′ , respectivamente,

e1 e e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais em A. Seja φ : A → A′ uma bijeção unital

multiplicativa escalar sobre C. Suponha que A satisfaz as condições do Teorema 3.4, a saber

(ejA)x = {0} , para todo j ∈ {1, 2}, implica em x = 0,

φ
(

pn∗(a, b, ξ , . . . , ξ)
)

= pn∗

(
φ(a), φ(b), φ(ξ), . . . , φ(ξ)

)
,

para todo a, b ∈ A e ξ ∈ {e1, e2, 1A}.

Além disso, se A′ satisfaz a condição

(φ(ej)A′)y = {0} , para todo j ∈ {1, 2}, implica em y = 0, (3.15)

então φ é um ∗-isomorfismo.
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Notamos que uma parte das condições do Teorema 3.16 é a mesma do Teorema 3.4 e por

isso temos que φ é ∗-aditiva. Assim, nos resta mostrar que φ preserva a multiplicação, ou

seja, φ(ab) = φ(a)φ(b), para todos a, b ∈ A, e para demonstrar este fato são necessários a

proposição e os lemas a seguir.

Proposição 3.17. Seja i a identidade imaginária em C, temos

pn∗(b21, ia12, e2, . . . , e2) = 2n−3 i
(

b21a12 + (b21a12)∗
)

. (3.16)

pn∗(b12, ia21, e1, . . . , e1) = 2n−3i
(

b12a21 + (b12a21)∗
)

. (3.17)

pn∗(ie1, ajk, e1, . . . , e1) =


2n−2i(a11 + a∗11), (j, k) = (1, 1),

i(a21 + a∗21), (j, k) = (2, 1),

0, (j, k) = (1, 2) ou (j, k) = (2, 2).

(3.18)

pn∗(ie2, ajk, e2, . . . , e2) =


2n−2i(h22 + h∗22), (j, k) = (2, 2)

i(a12 + a∗12), (j, k) = (1, 2),

0, (j, k) = (1, 1) ou (j, k) = (2, 1).

(3.19)

E para todo inteiro n ≥ 2, segue que

pn∗(ej, ek, ej, . . . , ej) = 0, se j ̸= k, com j, k ∈ {1, 2}, (3.20)

e para todo inteiro n ≥ 3, obtemos

pn∗(e2, a21, e1, . . . , e1) = a21 − a∗21, (3.21)

pn∗(e2 − a21, e1 − b21, e1, . . . , e1) = −a21 − b21 + a∗21 + b∗21. (3.22)

Demonstração. Sejam ajk, bjk ∈ Ajk e i a identidade imaginária em C. Ao longo desta

demonstração utilizaremos indução sobre n. Inicialmente provaremos a Equação (3.16). A

demonstração da Equação (3.17) é feita de forma similar e por isso não iremos apresentá-la.

Para n = 2, temos

p2∗(b21, ia12) = b21(ia12) − (ia12)b∗21 = ib21a12 − ia12b∗21.
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Vamos utilizar indução sobre n. Para n = 3, pelo Lema 3.2 e aditividade da multiplicação

pn∗ , segue que

p3∗(b21, ia12, e2) = p2∗(ib21a12, e2) − p2∗(ia12b∗21, e2)

= i(b21a12)e2 − e2(ib21a12)∗ − (ia12b∗21)e2 + e2

(
ia12b∗21

)∗
= ib21a12 + i(b21a12)∗.

Suponhamos que seja válido para n − 1, isto é,

p(n−1)∗(b21, ia12, e2, . . . , e2) = 2n−4
(

ib21a12 + i(b21a12)∗
)

.

Pelo Lema 3.2 e como a multiplicação pn∗ é aditiva, concluímos que

pn∗(b21, ia12, e2, . . . , e2)

= p2∗

(
2n−4ib21a12, e2

)
+ p2∗

(
2n−4i(b21a12)∗, e2

)
= 2n−4(ib21a12)e2 − 2n−4e2(ib21a12)∗ + 2n−4

(
i(b21a12)∗e2

)
− 2n−4e2

(
i(b21a12)∗

)∗
= 2n−4

(
iδ22b21a12 + iδ22(b21a12)∗ + iδ22(b21a12)∗ + iδ22b21a12

)
= 2n−4

(
2ib21a12 + 2i(b21a12)∗

)
= 2n−3i

(
b21a12 + (b21a12)∗

)
.

Logo, pela hipótese de indução, temos pn∗(b21, ia12, e2, . . . , e2) = 2n−3i
(

b21a12 + (b21a12)∗
)

,

para todo n ≥ 3.

Neste passo vamos demonstrar a Equação (3.18). A demonstração da Equação (3.19) é

feita da mesma forma considerando as modificações necessárias. Para n = 2, constatamos

que p2∗(ie1, ajk) = ie1ajk − ajk(ie1)∗ = iδ1jajk + iδk1ajk, de onde

p2∗(ie1, a11) = iδ11a11 + iδ11a11 = 2ia11, p2∗(ie1, a12) = iδ11a12 + iδ21a12 = ia12

p2∗(ie1, a21) = iδ12a21 + iδ11a21 = ia21, p2∗(ie1, a22) = iδ12a22 + iδ21a22 = 0.
Vamos calcu-

lar p3∗(ie1, ajk, e1) apenas para os casos em que p2∗(ie1, ajk) ̸= 0. Pelo Lema 3.2, resulta que

p3∗(ie1, a11, e1) = p2∗

(
p2∗(ie1, a11), e1

)
= p2∗(2ia11, e1) = 2ia11e1 − 2e1(ia11)∗

= 2iδ11a11 + 2iδ11a∗11 = 4i(a11 + a∗11),
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p3∗(ie1, a12, e1) = p2∗

(
p2∗(ie1, a12), e1

)
= p2∗(ia12, e1) = ia12e1 − e1(ia12)∗

= iδ21a12 − iδ12a∗12 = 0, p3∗(ie1, a21, e1) = p2∗

(
p2∗(ie1, a21), e1

)
= p2∗(ia21, e1)

= iδ11a21 + iδ11a∗21 = i(a21 + a∗21).

Suponhamos que seja válido para n − 1, isto é,

p(n−1)∗(ie1, a11, e1, . . . , e1) = 2n−3i(a11 + a∗11) e p(n−1)∗(ie1, a21, e1, . . . , e1) = i(a21 + a∗21).

Para (j, k) = (1, 1), pelo Lema 3.2 e aditividade da multiplicação pn∗ , constatamos que

pn∗(ie1, a11, e1, . . . , e1) = p2∗

(
p(n−1)∗(ie1, a11, e1, . . . , e1), e1

)
= p2∗(2n−3ia11, e1) + p2∗(2n−3ia∗11, e1)

= 2n−3ia11e1 − 2n−3e1(ia11)∗ + 2n−3ia∗11e1 − 2n−3e1(ia∗11)∗

= 2n−3i(a11 + a∗11 + a∗11 + a11) = 2n−2(a11 + a∗11).

De forma similar, pelo Lema 3.2 e aditividade da multiplicação pn∗ , decorre que

pn∗(ie1, a21, e1, . . . , e1) = p2∗

(
p2∗(ie1, a21), e1

)
= p2∗(ia21, e1) + p2∗(ia∗21, e1)

= ia21e1 − e1(ia∗21) + ia∗21e1 − e1(ia∗21)∗

= ia21 + ia∗21 = i(a21 + a∗21).

Portanto, pela hipótese de indução, para todo n ≥ 2, temos

pn∗(ie1, ajk, e1, . . . , e1) =


2n−2i(a11 + a∗11), (j, k) = (1, 1),

i(a21 + a∗21), (j, k) = (2, 1),

0, (j, k) = (1, 2) ou (j, k) = (2, 2).

Agora mostraremos a Equação (3.20). Suponhamos, sem perda de generalidade que j = 1

e k = 2. Para n = 2, temos, p2∗(e1, e2) = e1e2 − e2e∗1 . Assim,

p2∗(e1, e2) = e1e2 − e2e1 = e1(1 − e1) − (1 − e1)e1 = e1 − e2
1 − e1 + e2

1 = 0.

Suponhamos que seja válido para n − 1, ou seja, p(n−1)∗(e1, e2, e1, . . . , e1) = 0. Logo,

pn∗(e1, e2, e1, . . . , e1) = p2∗(p(n−1)∗(e1, e2, e1, . . . , e1), e1) = p2∗(0, e1) = 0.
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Portanto, pela hipótese de indução, temos pn∗(e1, e2, e1, . . . , e1) = 0, para todo n ≥ 2.

Na Proposição 3.10, consideramos apenas a multiplicação pn∗ quando os idempotentes

e1 e e2 estão nas posições à direita, uma vez que pn∗(es, . . . , es, btl , ajk) = 0, para todos

j, k, l, t, s ∈ {1, 2}. Basta notarmos que p2∗(es, es) = eses − ese∗s = e2
s − e2

s = es − es = 0. De

onde, indutivamente, segue que p(n−2)∗(es, . . . , es) = 0 e daí, p(n−1)∗(es, . . . , es, btl) = 0. Logo,

p2∗

(
p(n−1)∗(es, . . . , es, btl), ajk

)
= 0.

Neste passo mostraremos a Equação (3.21). Para n = 2,

p2∗(e2, a21) = e2a21 − a21e2 = δ22a21 − δ12a21 = a21.

Para n = 3 e pelo Lema 3.2, segue que

p3∗(e2, a21, e1) = p2∗

(
p2∗(e2, a21), e1

)
= p2∗(a21, e1) = a21e1 − e1a∗21 = δ11a21 − δ11a∗21 = a21 − a∗21.

Suponhamos que seja válido para n − 1, ou seja, p(n−1)∗(e2, a21, e1, . . . , e1) = a21 − a∗21. Assim,

pela aditividade da multiplicação pn∗ , concluímos que

pn∗(e2, a21, e1, . . . , e1) = p2∗

(
p(n−1)∗(e2, a21, e1, . . . , e1), e1

)
= p2∗(a21, e1) − p2∗(a∗21, e1)

= a21e1 − e1a∗21 − a∗21e1 + e1a21

= δ11a21 − δ11a21 − δ21a∗21 + δ12a21

= a21 − a∗21.

Logo, pela hipótese de indução, temos pn∗(e2, a21, e1, . . . , e1) = a21 − a∗21, para todo n ≥ 3.

Resta provarmos a Equação (3.22). Pela aditividade da multiplicação pn∗ , pela Proposi-

ção 3.9 e das Equações (3.10), (3.20) e (3.21), temos

pn∗(e2 − a21, e1 − b21, e1, . . . , e1)

= pn∗(e2, e1, e1, . . . , e1) − pn∗(e2, b21, e1, . . . , e1) − pn∗(a21, e1, e1, . . . , e1) + pn∗(a21, b21, e1, . . . , e1)

= −pn∗(e2, b21, e1, . . . , e1) − pn∗(a21, e1, e1, . . . , e1)

= −a21 − b21 + a∗21 + b∗21.

□
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Lema 3.18. Se ej ∈ A é um idempotente simétrico, então f j = φ(ej) é um idempotente simétrico em

A′.

Demonstração. Seja φ uma função multiplicativa escalar sobre C. Assim,

2n−1i f j = 2n−1iφ(ej) = φ(2n−1iej) = φ
(

pn∗(iej, ej, 1A, . . . , 1A)
)

= pn∗

(
iφ(ej), φ(ej), φ(1A), . . . , φ(1A)

)
.

Como φ é unital, temos

2n−1i f j = pn∗

(
iφ(ej), φ(ej), 1A′ , . . . , 1A′

)
= 2n−1iφ(ej)2 = 2n−1i f 2

j .

Logo, qj é um idempotente. Agora mostraremos que qj é simétrico. Como ej é um idempo-

tente simétrico, temos pn∗(ej, 1A, . . . , 1A) = 0. Logo,

0 = φ(0) = φ
(

pn∗(ej, 1A, . . . , 1A)
)

= pn∗(qj, 1A′ , . . . , 1A′) = 2n−1( f j − f ∗j ),

de onde q∗j = qj. Portanto, qj é simétrico.

□

Conforme será demonstrado no próximo lema, φ configura-se como uma função Cauchy

multiplicativa quando um dos elementos considerados é idempotente.

Lema 3.19. Se a ∈ A, então φ(eja) = φ(ej)φ(a) e φ(aej) = φ(a)φ(ej), j ∈ {1, 2}.

Demonstração. Vamos mostrar que φ(aej) = φ(a)φ(ej). A outra igualdade é provada de

forma análoga. Pela Condição (3.2) do Teorema 3.4, temos

φ
(

2n−2(aej − eja∗)
)

= φ
(

pn∗(a, ej, 1A, . . . , 1A)
)

= pn∗

(
φ(a), φ(ej), φ(1A), . . . , φ(1A)

)
= 2n−2

(
φ(a)φ(ej) − φ(ej)φ(a)∗

)
, (3.23)

e

φ
(

2n−2i(aej + eja∗)
)

= φ
(

pn∗(ia, ej, 1A, . . . , 1A)
)

= pn∗

(
φ(ia), φ(ej), φ(1A), . . . , φ(1A)

)
= 2n−2i

(
φ(a)φ(ej) + φ(ej)φ(a)∗

)
. (3.24)
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Como φ é ∗-aditiva, multiplicando a Equação (3.23) por i e somando com a Equação (3.24),

segue que

φ
(

2n−2i(aej + eja∗)
)

+ φ
(

2n−2i(aej − eja∗)
)

= 2n−1iφ(a)φ(ej)

e, pela aditividade de φ, concluímos que

φ(2n−2iaej + 2n−2ieja∗ + 2n−2iaej − 2n−2ieja∗) = φ(2n−1iaej) = 2n−1iφ(aej).

Logo, φ(a)φ(ej) = φ(aej).

□

Consideremos também a decomposição de Peirce de A′ com respeito ao idempotente

f j = φ(ej), com j ∈ {1, 2}, dada por A′ = A′
11 ⊕ A′

12 ⊕ A′
21 ⊕ A′

22, com A′
kj: = fkA

′ f j, para

k, j ∈ {1, 2}.

Lema 3.20. φ(Ajk) ⊂ A′
jk, para todos j, k ∈ {1, 2}.

Demonstração. Seja a ∈ Ajk, para alguns j, k ∈ {1, 2}. Pela definição dos espaços da

decomposição de Peirce, temos a = ejaek. Aplicando o Lema 3.19, temos

φ(a) = φ(ejaek) = φ(ej)φ(aek) = φ(ej)φ(a)φ(ek) = qj φ(a)qk.

Novamente pela definição dos subespaços da decomposição de Peirce, concluímos que

φ(a) ∈ A′
jk.

□

Os próximos lemas estabelecem a multiplicatividade da aplicação φ. Vale observar que

no item (iv), há uma diferença em relação ao caso associativo, uma vez que os produtos

entre certos espaços da decomposição de Peirce Ajk não são, em geral, nulos, o que exige

uma análise específica.

Lema 3.21. Sejam j, k ∈ {1, 2} com j ̸= k.

(i) Dados ajj ∈ Ajj e bjk ∈ Ajk, segue que φ(ajjbjk) = φ(ajj)φ(bjk).

(ii) Dados ajk ∈ Ajk e bkj ∈ Akj, segue que φ(ajkbkj) = φ(ajk)φ(bkj).
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(iii) Dados ajk ∈ Ajk e bkk ∈ Akk, segue que φ(ajkbkk) = φ(ajk)φ(bkk).

(iv) Dados ajk, bjk ∈ Ajk, segue que φ(ajkbjk) = φ(ajk)φ(bjk).

Demonstração. Vamos provar os itens (i), (ii) e (iv), uma vez que o item (iii) é demonstrado

de forma análoga. Inicialmente vamos mostrar o item (i). Sejam ajj ∈ Ajj e bjk ∈ Ajk. Como

φ é ∗-aditiva, pelas Equações (3.12) e (3.13), obtemos

φ(ajjbjk) −
(

φ(ajjbjk)
)∗

= φ
(

ajjbjk − (ajjbjk)∗
)

= φ
(

pn∗(ajj, bjk, ek, . . . , ek)
)

= pn∗

(
φ(ajj), φ(bjk), φ(ek), . . . , φ(ek)

)
= pn∗

(
φ(ajj), φ(bjk), qk, . . . , qk

)
= φ(ajj)φ(bjk) −

(
φ(ajj)φ(bjk)

)∗
.

Assim, φ(ajjbjk) − φ(ajj)φ(bjk) =
(

φ(ajjbjk)
)∗

−
(

φ(ajj)φ(bjk)
)∗

. Logo, pelo Lema 3.20 e pela

decomposição de Peirce, concluímos que φ(ajjbjk) = φ(ajj)φ(bjk).

Neste passo vamos mostrar o item (ii) para (j, k) = (2, 1), o caso (j, k) = (1, 2) pode ser

demonstrado de forma similar. Sejam a21 ∈ A21 e b12 ∈ A12 quaisquer. Pela Equação (3.16),

chegamos a pn∗(a21, ib12, e2, . . . , e2) = 2n−3i
(

a21b12 + (a21b12)∗
)

. Como φ é aditiva e multipli-

cativa unital escalar sobre C e pelo Lema 3.20, deduzimos que

φ
(

pn∗(a21, ib12, e2, . . . , e2)
)

= 2n−3i
(

φ(a21b12) + φ((a21b12)∗)
)

e

φ
(

pn∗(a21, ib12, e2, . . . , e2)
)

= pn∗

(
φ(a21), iφ(b12), φ(e2), . . . , φ(e2)

)
= 2n−3i

(
φ(a21)φ(b12) + (φ(a21)φ(b12))∗

)
.

Logo,

φ(a21)φ(b12) +
(

φ(a21)φ(b12)
)∗

= φ(a21b12) + φ(a21b12)∗. (3.25)

Pela arbitrariedade de a21 ∈ A21, podemos trocar a21 por ia21 ∈ A21 na Equação (3.25).

Assim, φ(ia21b12) + φ(ia21b12)∗ = i
(

φ(a21b12) − φ(a21b12)∗
)

. Por sua vez,

φ(ia21)φ(b12) +
(

φ(ia21)φ(b12)
)∗

= i
(

φ(a21)φ(b12) − (φ(a21)φ(b12))∗
)

.
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Consequentemente,

φ(a21)φ(b12) −
(

φ(a21)φ(b12)
)∗

= φ(a21b12) − φ(a21b12)∗. (3.26)

Somando as Equações (3.25) e (3.26), resulta que 2φ(a21)φ(b12) = 2φ(a21b12). Portanto,

φ(a21b12) = φ(a21)φ(b12).

Finalmente iremos demonstrar o item (iv) para (j, k) = (1, 2); o caso (j, k) = (2, 1) pode ser

demonstrado de forma análoga. Sejam a12, b12 ∈ A12 quaisquer. Pela Equação (3.14) e como

φ é ∗-aditiva, constatamos que

φ(a12b12) − φ(a12b12)∗ − 2n−3φ(b12a∗12)∗ + 2n−3φ(b12a∗12)∗

= φ
(

a12b12 − (a12b12)∗ − 2n−3(b12a∗12)∗ + 2n−3(b12a∗12)∗
)

= φ
(

pn∗(a12, b12, e1, . . . , e1)
)

= pn∗

(
φ(a12), φ(b12), q1, . . . , q1

)
= φ(a12)φ(b12) −

(
φ(a12)φ(b12)

)∗
− 2n−3φ(b12)φ(a12)∗ + 2n−3

(
φ(b12)φ(a∗12)

)∗
.

Da decomposição de Peirce, segue que φ(a12b12) = φ(a12)φ(b12).

□

Lema 3.22. Sejam ajj, bjj ∈ Ajj, com j ∈ {1, 2}, temos φ(ajjbjj) = φ(ajj)φ(bjj).

Demonstração. Sejam ajj, bjj ∈ Ajj e ckj ∈ Akj, com j ̸= k, j, k ∈ {1, 2}. Relembramos que em

toda álgebra alternativa é flexível, ou seja, (ckj, ajj, bjj) + (bjj, ajj, ckj) = 0. Como (bjj, ajj, ckj) = 0,

constatamos que (ckj, ajj, bjj) = 0.

Pelo item (iii) do Lema 3.21 decorre que φ(ckj)φ(ajjbjj) = φ(ckjajjbjj) e

φ(ckj)φ(ajjbjj) = φ(ckjajjbjj) = φ(ckjajj)φ(bjj) = φ(ckj)φ(ajj)φ(bjj).

Assim, φ(ckj)
(

φ(ajjbjj) − φ(ajj)φ(bjj)
)

= 0. Como φ(ckj) ∈ A′
kj e φ(ajjbjj), φ(ajj), φ(bjj) ∈ A′

jj,

temos (
φ(ek)A′

)(
φ(ajjbjj) − φ(ajj)φ(bjj)

)
= {0}.

Pela Condição (3.15) do Teorema 3.16, segue que φ(ajjbjj) = φ(ajj)φ(bjj).

□
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Agora estamos em condições de demonstrar o Teorema 3.16.

Demonstração do Teorema 3.2. Observamos que, pelo Teorema 3.4, φ é ∗-aditiva, e pelos

Lemas 3.21 e 3.22, temos φ(ab) = φ(a)φ(b). Portanto, como φ é uma bijeção ∗-aditiva e

preserva a multiplicação, resulta que φ é um ∗-isomorfismo.

□

Proposição 3.23. Notamos que se φ é um ∗-isomorfismo então φ preserva a multiplicação pn∗ para

todo inteiro n ≥ 2, ou seja,

φ
(

pn∗(a, b, ξ , . . . , ξ)
)

= pn∗

(
φ(a), φ(b), φ(ξ), . . . , φ(ξ)

)
,

para todos a, b ∈ A, ξ ∈ {e1, e2, 1A} .

Demonstração. Seja φ:A → A′ um ∗-isomorfismo. Para n = 2, segue que φ
(

p2∗(a, b)
)

=

φ(ab − ba∗) = φ(a)φ(b) − φ(b)φ(a)∗ = p2∗

(
φ(a), φ(b)

)
. Para esta demonstração utilizaremos

indução sobre n. Para n = 3, como φ é um ∗-isomorfismo, obtemos

φ
(

p3∗(a, b, ξ)
)

= φ
(

p2∗(ab − ba∗, ξ)
)

= φ
(

(ab − ba∗)ξ − ξ(ab − ba∗)∗
)

= φ(ab − ba∗)φ(ξ) − φ(ξ)
(

φ(ab − ba∗)
)∗

=
(

φ(a)φ(b) − φ(b)φ(a)∗
)

φ(ξ) − φ(ξ)
(

φ(a)φ(b) − φ(b)φ(a)∗
)∗

= p2∗

(
φ(a)φ(b) − φ(b)φ(a)∗, φ(ξ)

)
= p3∗

(
φ(a), φ(b), φ(ξ)

)
.

Suponhamos que seja verdadeiro para n − 1, ou seja,

φ
(

p(n−1)∗(a, b, ξ , . . . , ξ)
)

= p(n−1)∗

(
φ(a), φ(b), φ(ξ), . . . , φ(ξ)

)
.

Neste caso,

φ
(

pn∗(a, b, ξ , . . . , ξ)
)

= φ
(

p2∗(p(n−1)∗(a, b, ξ , . . . , ξ), ξ)
)

= p2∗

(
φ
(

p(n−1)∗(a, b, ξ , . . . , ξ)
)

, φ(ξ)
)

= p2∗

(
p(n−1)∗

(
φ(a), φ(b), φ(ξ), . . . , φ(ξ)

)
, φ(ξ)

)
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= pn∗

(
φ(a), φ(b), φ(ξ), . . . , φ(ξ)

)
.

Logo, pela hipótese de indução, concluímos que

φ
(

pn∗(a, b, ξ , . . . , ξ)
)

= pn∗

(
φ(a), φ(b), φ(ξ), . . . , φ(ξ)

)
,

para todo inteiro n ≥ 2.

□

Este teorema tem algumas consequências imediatas que listaremos a seguir.

Corolário 3.24. Sejam A e A′ ∗-álgebras alternativas com identidades 1A e 1A′ , respectivamente, e1 e

e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais em A. Seja φ : A → A′ uma bijeção multiplicativa

unital escalar sobre C. Supondo que A e A′ satisfazem as seguintes condições,

(ejA)x = {0} , j ∈ {1, 2}, implica em x = 0

e

(φ(ej)A′)y = {0} , j ∈ {1, 2}, implica em y = 0.

Então, φ é uma n-função ∗-Lie multiplicativa se, e só se, φ é um ∗-isomorfismo.

Demonstração. Com efeito, se φ : A → A′ é uma n-função ∗-Lie multiplicativa, ou seja,

satisfaz

φ
(

pn∗(a1, . . . , an)
)

= pn∗

(
φ(a1), . . . , φ(an)

)
,

para todos a1, . . . , an ∈ A e n ≥ 2, pelo Teorema 3.16, temos que φ é um ∗-isomorfismo.

Observamos que a implicação contrária é imediata. De fato, se φ é um ∗-isomorfismo,

então φ é uma bijeção unital ∗-aditiva que preserva a multiplicação e, em particular, preserva

a multiplicação pn∗ . Portanto φ é uma n-função ∗-Lie multiplicativa.

□

Observamos que, neste caso do Corolário 3.24, o grau de liberdade é n, enquanto no

Teorema 3.16 é 2 (a liberdade de variação se restringe às duas primeiras variáveis). Sendo

assim, resultado com grau de liberdade n decorre diretamente do Teorema 3.16.
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Lembramos que para toda álgebra alternativa prima, consideramos a caracterização

apresentada nas preliminares na qual dados a, b ∈ A, (aA)b = {0} (ou a(Ab) = {0}) implica

a = 0 ou b = 0. Logo, se A é uma álgebra alternativa prima, então A satisfaz a Condição (3.1)

do Teorema 3.4 e a Condição (3.15) do Teorema 3.16. Portanto, o resultado a seguir é uma

consequência imediata do Teorema 3.16.

Corolário 3.25. Sejam A e A′ ∗-álgebras alternativas primas com identidades 1A e 1A′ , respec-

tivamente, e1, e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais em A e φ:A → A′ uma função

multiplicativa escalar sobre C. Sob estas condições, φ é uma n-função ∗-Lie bijetiva multiplicativa

unital se, e só se, φ é um ∗-isomorfismo.

Nesta seção nossos esforços foram no sentido de classificar uma n-função ∗-Lie multi-

plicativa unital escalar sobre C e para tal classificação consideramos a multiplicação pn∗ .

Agora, a próxima seção terá como objetivo classificar uma n-função ∗-Jordan bijetiva unital

escalar sobre C e utilizando a multiplicação qn∗ , que iremos definir.

3.2 função ∗-jordan em ∗-álgebras alternati-

vas

Nesta seção vamos detalhar nossos estudos sobre a caracterização de funções ∗-Jordan bije-

tiva unital. Esta caracterização foi apresentada no artigo "∗-Jordan-type maps on alternative

∗-algebras" [10], elaborado em conjunto com Liudmila Sabinina e Bruno Ferreira, publicado

em 2024 no Journal of Mathematical Sciences.

Definição 3.26. Seja A uma ∗-álgebra. Denotamos {a1, a2}∗ = a1a2 + a2a∗1 , para todos a1, a2 ∈ A e

as sequências de polinômios

q1∗(a1) = a1 e qn∗(a1, a2, . . . , an) =
{

q(n−1)∗(a1, a2, . . . , an−1), an
}
∗ ,

para todo inteiro n ≥ 2 e a1, a2, . . . , an ∈ A.
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Neste caso, q2∗(a1, a2) = {a1, a2}∗ , q3∗(a1, a2, a3) = {{a1, a2}∗ , a3}∗ e assim por diante.

Notamos que q2∗ é a multiplicação introduzida por Fošner [25], que é aditiva. De fato, dados

a, a1, a2, b, b1, b2 ∈ A, temos

{a1 + a2, b}∗ = (a1 + a2)b + b(a1 + a2)∗ = a1b + a2b + ba∗1 + ba∗2 = {a1, b}∗ + {a2, b}∗

e

{a, b1 + b2}∗ = a(b1 + b2) + (b1 + b2)a∗ = ab1 + ab2 + b1a∗ + b2a∗ = {a, b1}∗ + {a, b2}∗.

Podemos questionar se as multiplicações pn∗ e qn∗ são equivalentes; entretanto, veremos

adiante que isso não ocorre. Esse fato, por sua vez, sustenta a validade de todos os resultados

estabelecidos a partir deste ponto.

Se as multiplicações pn∗ e qn∗ fossem equivalentes, existiria uma constante λ ∈ C não

nula, tal que pn∗(a1, . . . , an) = λqn∗(a1, . . . , an), para todos a1, . . . , an ∈ A. Seja e1 ∈ A um

idempotente simétrico não trivial. Consideramos aj = e1, para todo j ∈ {1, . . . , n}. Assim,

pn∗(a1, . . . , an) = pn∗(e1, . . . , e1) = 0 e qn∗(a1, . . . , an) = qn∗(e1, . . . , e1) = 2n−1e1. De onde

teríamos 2n−1λe1 = 0, como e1 é não trivial e estamos trabalhando sobre C, segue que λ = 0.

Portanto, as multiplicações pn∗ e qn∗ não são equivalentes.

O Lema 3.2 continua sendo válido quando substituímos a multiplicação pn∗ pela multipli-

cação qn∗ , isto é:

Lema 3.27. Notamos que, para todo inteiro n ≥ 2 e para j ∈ {1, . . . , n− 1}, temos qn∗(a1, . . . , an) =

q(n−j+1)∗

(
qj∗(a1, . . . , aj), aj+1, . . . , an

)
.

Demonstração. Com efeito, vamos fixar n e fazer indução sobre j. Para j = 1, q1∗(a1) = a1 e

segue que qn∗(a1, . . . , an) = qn∗

(
q1∗(a1), a2, . . . , an

)
. Assim, é válido para j = 1. Suponhamos

que seja válido para algum j > 1, ou seja,

qn∗(a1, . . . , an) = q(n−j+1)∗

(
qj∗(a1, . . . , aj), aj+1, . . . , an

)
.

Assim, pela Definição 3.26, concluímos que
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qn∗(a1, . . . , an) = q(n−j+1)∗

(
qj∗(a1, . . . , aj), aj+1, . . . , an

)
= {. . . {{qj∗(a1, . . . , aj), aj+1}∗, aj+2}∗, . . . , an}∗

= q(n−j+1−1)∗

(
q(j+1)∗(a1, . . . , aj+1), aj+2, . . . , an

)
= q(n−(j+1)+1)∗

(
q(j+1)∗(a1, . . . , aj+1), aj+2, . . . , an

)
.

Logo, pela hipótese de indução, obtemos qn∗(a1, . . . , an) = q(n−j+1)∗

(
qj∗(a1, . . . , aj), aj+1, . . . , an

)
,

para todo inteiro j ∈ {1, . . . , n − 1}. Por exemplo para j = n − 1,

qn∗(a1, . . . , an) = q2∗

(
q(n−1)∗(a1, . . . , an−1), an

)
.

□

A próxima proposição é de suma importância para o desenvolvimento desta seção e

é análoga à Proposição 3.3, porém estamos considerando a multiplicação qn∗ dada na

Definição 3.26.

Proposição 3.28. A multiplicação qn∗ é n-aditiva.

Demonstração. Para esta demonstração vamos utilizar indução sobre n. Sejam b, c, a1, . . . , an−1 ∈
A. Para n = 1, q1∗(b + c) = b + c = q1∗(b) + q1∗(c). Logo é válido para n = 1. Suponhamos que

seja válido para n − 1, isto é,

q(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, b + c, aj+1, . . . , an−1) = q(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an−1)

+ q(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, c, aj+1, . . . , an−1),

para todo j ∈ {1, . . . , n − 1}. Queremos mostrar que qn∗ é n-aditiva. Para j ∈ {1, . . . , n − 1},

pela hipótese de indução, segue que qj∗ é j-aditiva. Pelo Lema 3.27, concluímos que

qn∗(a1, . . . , aj−1, b + c, aj+1, . . . , an) =

= {q(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, b + c, aj+1, . . . , an−1), an}∗
= {q(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an−1) + q(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, c, aj+1, . . . , an−1), an}∗



64 funções ∗-lie e ∗-jordan em ∗-álgebras alternativas

= {q(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an−1), an}∗
+ {q(n−1)∗(a1, . . . , aj−1, c, aj+1, . . . , an−1), an}∗

= qn(a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an) + qn(a1, . . . , aj−1, c, aj+1, . . . , an).

Para j = n, como q2∗ é aditiva e pelo Lema 3.27, segue que

qn∗(a1, . . . , an−1, b + c) = {q(n−1)∗(a1, . . . , an), b + c}∗
= {q(n−1)∗(a1, . . . , an), b}∗ + {q(n−1)∗(a1, . . . , an), c}∗
= qn∗(a1, . . . , an−1, b) + qn∗(a1, . . . , an−1, c).

Portanto, pela hipótese de indução, a multiplicação qn∗ é n-aditiva.

□

Uma questão relevante é como qn∗ se comporta quando os elementos que estamos

considerando são os idempotentes simétricos não nulos. A resposta é a seguinte: se

ξ ∈ {1A, e1, e2}, então qn∗(ξ , . . . , ξ) = 2n−1ξ. De fato, faremos indução sobre n. Pela definição

de q2∗ e como ξ é um idempotente simétrico, temos

q2∗(ξ , ξ) = {ξ, ξ}∗ = ξξ + ξξ∗ = 2ξ2 = 2ξ .

Suponhamos que seja válido para n − 1, ou seja, q(n−1)∗(ξ, . . . , ξ) = 2n−2ξ. Pelo Lema 3.27,

segue que

qn∗(ξ , . . . , ξ) = {q(n−1)∗(ξ , . . . , ξ), ξ}∗ = {2n−2ξ , ξ}∗ = 2n−2ξξ + ξ2n−2ξ∗

= 2n−2ξ2 + 2n−2ξ2 = 2n−2ξ + 2n−2ξ = 2n−1ξ . (3.27)

Nosso próximo resultado exibe os cálculos que serão muito utilizados nas demonstrações

dos lemas que virão a seguir.

As contas apresentadas na demonstração da Proposição 3.29 têm apenas a finalidade de

permitir ao leitor verificar a veracidade das equações envolvidas na proposição. Elas não

serão retomadas em outras partes do trabalho, estando aqui exclusivamente como uma

forma de comprovação, caso o leitor desejar conferir os detalhes do desenvolvimento.
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Proposição 3.29. Sejam A = A11 ⊕A12 ⊕A21 ⊕A22 uma ∗-álgebra alternativa com unidade 1A, e1,

e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais de A, ajk ∈ Ajk, btl ∈ Atl . As seguintes igualdades

são válidas para n ≥ 2

qn∗(e1, . . . , e1, ajk) =


2n−1ajk, (j, k) = (1, 1),

2n−2ajk, (j, k) = (1, 2) ou (j, k) = (2, 1),

0, (j, k) = (2, 2).

(3.28)

qn∗(e2, . . . , e2, ajk) =


0, (j, k) = (1, 1),

2n−2ajk, (j, k) = (1, 2) ou (j, k) = (2, 1),

2n−1ajk, (j, k) = (2, 2).

(3.29)

qn∗(e1, . . . , e1, b11, ajk) = 2n−2
(

b11ajk + ajkb∗11

)
, se (j, k) ̸= (2, 2). (3.30)

qn∗(e2, . . . , e2, b11, ajk) = 0, para todos j, k ∈ {1, 2}. (3.31)

qn∗(e1, . . . , e1, b12, ajk) = 2n−3
(

b12ajk + ajkb∗12

)
, se (j, k) ̸= (1, 1). (3.32)

qn∗(e2, . . . , e2, b12, ajk) = 2n−3
(

b12ajk + ajkb∗12

)
, se (j, k) ̸= (1, 1). (3.33)

qn∗(e1, . . . , e1, b21, ajk) = 2n−3
(

b21ajk + ajkb∗21

)
, se (j, k) ̸= (2, 2). (3.34)

qn∗(e2, . . . , e2, b21, ajk) = 2n−3
(

b21ajk + ajkb∗21

)
, se (j, k) ̸= (2, 2). (3.35)

qn∗(e1, . . . , e1, b22, ajk) = 0, para todos j, k ∈ {1, 2}. (3.36)

qn∗(e2, . . . , e2, b22, ajk) = 2n−2
(

b22ajk + ajkb∗22

)
, se (j, k) ̸= (1, 1). (3.37)

Demonstração. Inicialmente, vamos mostrar as Equações (3.28) e (3.29). Pelo Lema 3.27,

segue que

qn∗(e1, . . . , e1, ajk) = q2∗

(
q(n−1)∗(e1, . . . , e1, e1), ajk

)
= q2∗

(
2n−2e1, ajk

)
= 2n−2e1ajk + 2n−2ajke∗1 = 2n−2

(
δ1jajk + δk1ajk

)
(3.38)

e, trocando e1 por e2, decorre que

qn∗(e2, . . . , e2, ajk) = 2n−2
(

δ2jajk + δk2ajk

)
(3.39)
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Vamos analisar todos os casos possíveis nas Equações (3.38) e (3.39):

(i) Se (j, k) = (1, 1), então qn∗(e1, . . . , e1, a11) = 2n−1a11 e qn∗(e2, . . . , e2, a11) = 0.

(ii) Se (j, k) = (1, 2), então qn∗(e1, . . . , e1, a12) = 2n−2a12 e qn∗(e2, . . . , e2, a12) = 2n−2a12.

(iii) Se (j, k) = (2, 1), então qn∗(e1, . . . , e1, a21) = 2n−2a21 e qn∗(e2, . . . , e2, a21) = 2n−2a21.

(iv) Se (j, k) = (2, 2), então qn∗(e1, . . . , e1, a22) = 0 e qn∗(e2, . . . , e2, a22) = 2n−1a22.

Agora, nossos cálculos serão no intuito de mostrar as demais equações. Da Equação (3.28),

temos q(n−1)∗(e1, . . . , e1, btl) = 2n−3δ1tbtl + 2n−3δl1btl , de onde segue que

qn∗(e1, . . . , e1, btl , ajk) = q2∗

(
q(n−1)∗(e1, . . . , e1, btl), ajk

)
= q2∗(2n−3δ1tbtl + 2n−3δl1btl , ajk)

= q2∗(2n−3δ1tbtl , ajk) + q2∗(2n−3δl1btl , ajk)

= 2n−3δ1t(btlajk + ajkb∗tl) + 2n−3δl1(btlajk + ajkb∗tl). (3.40)

De forma análoga, trocando e1 por e2, obtemos:

qn∗(e2, . . . , e2, btl , ajk) = 2n−3δ2t(btlajk + ajkb∗tl) + 2n−3δl2(btlajk + ajkb∗tl). (3.41)

Primeiro vamos demonstrar a Equação (3.30). Fazendo t = l = 1 na Equação (3.40),

concluímos que qn∗(e1, . . . , e1, b11, ajk) = 2n−2(b11ajk + ajkb∗11). Seguem imediatamente os

casos abaixo

(i) Se (j, k) = (1, 1), então qn∗(e1, . . . , e1, b11, a11) = 2n−2(b11a11 + a11b∗11).

(ii) Se (j, k) = (1, 2), então qn∗(e1, . . . , e1, b11, a12) = 2n−2b11a12.

(iii) Se (j, k) = (2, 1), então qn∗(e1, . . . , e1, b11, a21) = 2n−2a21b∗11.

(iv) Se (j, k) = (2, 2), então qn∗(e1, . . . , e1, b11, a22) = 0.

Agora vamos fazer a prova da Equação (3.31). Fazendo t = l = 1 na Equação (3.41),

concluímos que qn∗(e2, . . . , e2, b11, ajk) = 0.
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Da Equação (3.27), resulta que q(n−2)∗(e2, . . . , e2) = 2n−3e2 e pela Observação 3.27, consta-

tamos

q(n−1)∗(e2, . . . , e2, b11) = q2∗

(
2n−3e2, b11

)
= 2n−3(e2b11 + b11e∗2) = 0.

Consequentemente, qn∗(e2, . . . , e2, b11, ajk) = q2∗

(
q(n−1)∗(e2, . . . , e2, b11), ajk

)
= q2∗(0, ajk) = 0,

para todos j, k ∈ {1, 2}.

Para verificar a Equação (3.32), basta considerar t = 1 e l = 2 na Equação (3.40). A

Equação (3.33), por sua vez, é obtida ao se adotar t = 1 e l = 2 na Equação (3.41). De

modo análogo, a verificação da Equação (3.34) requer apenas tomar t = 2 e l = 1 na

Equação (3.40). Similarmente, para demonstrar a Equação (3.35), basta assumir t = 2 e l = 1

na Equação (3.41). Prosseguindo da mesma forma, a Equação (3.36) é verificada ao se fazer

t = l = 2 na Equação (3.40). Finalmente, para obter a Equação (3.37), deve-se substituir

t = l = 2 na Equação (3.41).

□

Definição 3.30. Sejam A e A′ ∗-álgebras. Uma função φ:A → A′ é uma n-função ∗-Jordan

multiplicativa se

φ
(

qn∗(a1, a2, . . . , an)
)

= qn∗

(
φ(a1), . . . , φ(aj), . . . , φ(an)

)
,

para todos a1, . . . , an ∈ A, com n um inteiro tal que n ≥ 2.

Enunciaremos agora o primeiro resultado principal desta seção. Tal resultado diz respeito

à aditividade de uma função bijetiva unital em ∗-álgebras alternativas que satisfazem uma

condição específica.

Teorema 3.31. Sejam A e A′ duas ∗-álgebras alternativas com identidades 1A e 1A′ , respectivamente

e e1 e e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais em A. Suponha que A satisfaz a seguinte

condição

x(Aei) = {0} , j ∈ {1, 2}, implica em x = 0, para x ∈ A, (3.42)

Se φ:A → A′ é uma função bijetiva unital que satisfaz

φ
(

qn∗(ξ , . . . , ξ, a, b)
)

= qn∗

(
φ(ξ), . . . , φ(ξ), φ(a), φ(b)

)
, (3.43)

para todos a, b ∈ A e ξ ∈ {e1, e2, 1A}, então φ é ∗-aditiva.
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Antes de começarmos a apresentar os resultados usados na demonstração do Teorema 3.31,

é importante destacarmos que a sequência adotada nesta seção não segue a mesma ordem

dos resultados semelhantes mencionados na Seção 3.1. Além disso, aqui também aparecem

afirmações que não têm correspondência na parte anterior, e o contrário também acontece.

Desde o Lema 3.32 até o Lema 3.40 estavamos consideraremos as mesmas hipóteses do

Teorema 3.31.

Lema 3.32. φ(0) = 0.

Demonstração. Como φ é sobrejetora, existe z ∈ A, tal que φ(z) = 0. Pelo Lema 3.27 e pela

Equação (3.27), segue que

φ(0) = φ
(

qn∗(1A, . . . , 1A, 0, z)
)

= qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ(0), φ(z)

)
= qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ(0), 0

)
= q3∗

(
2n−31A′ , φ(0), 0

)
= q2∗

(
2n−2φ(0), 0

)
= 0.

□

Lema 3.33. Sejam a, b, h ∈ A tais que φ(h) = φ(a) + φ(b). Então

φ
(

qn∗(ξ , . . . , ξ , c, h)
)

= φ
(

qn∗(ξ , . . . , ξ, c, a)
)

+ φ
(

qn∗(ξ , . . . , ξ, c, b)
)

,

e

φ
(

qn∗(ξ , . . . , ξ , h, c)
)

= φ
(

qn∗(ξ , . . . , ξ, a, c)
)

+ φ
(

qn∗(ξ , . . . , ξ , b, c)
)

,

para todos c ∈ A e ξ ∈ {e1, e2, 1A}.

Demonstração. Demonstraremos a primeira identidade. A segunda é demonstrada de

forma similar. Sejam a, b, h ∈ A tais que φ(h) = φ(a) + φ(b). Pela aditividade da multiplicação

qn∗ , obtemos

φ
(

qn∗(ξ , . . . , ξ, c, h)
)

= qn∗

(
φ(ξ), . . . , φ(ξ), φ(c), φ(h)

)
= qn∗

(
φ(ξ), . . . , φ(ξ), φ(c), φ(a) + φ(b)

)
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= qn∗

(
φ(ξ), . . . , φ(ξ), φ(c), φ(a)

)
+ qn∗

(
φ(ξ), . . . , φ(ξ), φ(c), φ(b)

)
= φ
(

qn∗(ξ, . . . , ξ , c, a)
)

+ φ
(

qn∗(ξ , . . . , ξ , c, b)
)

.

□

Agora daremos início a uma sequência de lemas necessários para demonstração do pri-

meiro teorema principal desta seção. Salientamos que para a demonstração do Teorema 3.31

serão necessários apenas 3 lemas, que a saber são 3.37, 3.39 e 3.40, e os demais lemas são

auxiliares. Ademais, notamos que a menos das multiplicações preservadas pelas funções de

cada um dos teoremas, o Lema 3.13 é semelhante ao Lema 3.37, o Lema 3.14 é semelhante

ao Lema 3.39 e o Lema 3.15 é semelhante ao Lema 3.40.

Lema 3.34. Se a11 ∈ A11 e b22 ∈ A22, então φ(a11 + b22) = φ(a11) + φ(b22).

Demonstração. Dado φ(a11) + φ(b22) ∈ A′, como φ é sobrejetora existe h ∈ A tal que

φ(h) = φ(a11) + φ(b22). Pela decomposição de Peirce, podemos escrever h = h11 + h12 + h21 + h22.

Pelo Lema 3.33, temos

φ
(

2n−2(ejh + hej)
)

= φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, h)
)

= φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, a11)
)

+ φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, b22)
)

,

com j ∈ {1, 2}. Usando a Equação (3.27), concluímos que

φ
(

2n−2(ejh + hej)
)

= φ
(

q2∗(2n−2ej, a11)
)

+ φ
(

q2∗(2n−2ej, b22)
)

= φ
(

2n−2(eja11 + a11ej)
)

+ φ
(

2n−2(ejb22 + b22ej)
)

.

Pelas Equações (3.28) e (3.29), chegamos a qn∗(e2, . . . , e2, a11) = 0 e qn∗(e1, . . . , e1, b22) = 0 e,

portanto, φ
(

2n−2(e2h + he2)
)

= φ
(

2n−2(e2b22 + b22e2)
)

e φ
(

2n−2(e1h + he1)
)

= φ
(

2n−2(e1a11 +

a11e1)
)

. Desenvolvendo estes cálculos, obtemos

φ(2n−1a11) = φ
(

2n−2(e1a11 + a11e1)
)

= φ
(

2n−2(e1h + he1)
)

= φ
(

2n−2(e1h11 + e1h12 + e1h21 + e1h22 + h11e1 + h12e1 + h21e1 + h22e1)
)

= φ
(

2n−2(h11 + h12 + h11 + h21)
)

= φ
(

2n−1h11 + 2n−2h12 + 2n−2h21

)
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e

φ(2n−1b22) = φ
(

2n−2(e2b22 + b22e2)
)

= φ
(

2n−2(e2h + he2)
)

= φ
(

2n−2(e2h11 + e2h12 + e2h21 + e2h22 + h11e2 + h12e2 + h21e2 + h22e2)
)

= φ
(

2n−2(h21 + h22 + h12 + h22)
)

= φ
(

2n−2h12 + 2n−2h21 + 2n−1h22

)
.

Pela injetividade de φ, decorre que 2n−1h11 + 2n−2h12 + 2n−2h21 = 2n−1a11 e 2n−2h12 + 2n−2h21 +

2n−1h22 = 2n−1b22. Agora, pela decomposição de Peirce, segue que h11 = a11, h12 = 0, h21 = 0

e h22 = b22. Portanto, φ(a11 + b22) = φ(a11) + φ(b22).

□

Lema 3.35. Se a12 ∈ A12 e b21 ∈ A21, então φ(a12 + b21) = φ(a12) + φ(b21).

Demonstração. Dado φ(a12) + φ(b21) ∈ A′, pela sobrejetividade de φ, existe h ∈ A tal

que φ(h) = φ(a12) + φ(b21), com h = h11 + h12 + h21 + h22. Inicialmente vamos mostrar que

h11 = h22 = 0. Pelo Lema 3.33, obtemos

φ
(

qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−2 , h
))

= φ
(

qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−2 , a12

))
+ φ

(
qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−2 , b21

))
Agora, pela Equação (3.28), pelo Lema 3.27 e pela Equação (3.27), concluímos que

qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−2 , a12

)
= q2∗

(
q(n−1)∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−2

)
, a12

)
= q2∗(e1, a12)

= e1a12 + a12e1 = a12

e, analogamente, qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−2 , b21

)
= b21. Assim,

φ
(

qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−2 , h
))

= φ(a12) + φ(b21) = φ(h).

Por outro lado, decorre que

φ
(

qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−2 , h
))

= φ
(

q2∗

(
q(n−1)∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−2

)
, h
))

= φ
(

q2∗(e1, h)
)

= φ(2h11 + h12 + h21).
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Logo, φ(2h11 + h12 + h21) = φ(h11 + h12 + h21 + h22) e, da injetividade de φ, deduzimos que

2h11 + h12 + h21 = h11 + h12 + h21 + h22. Pela decomposição de Peirce, resulta que h11 = 0 e

h22 = 0.

Neste passo vamos mostrar que h12 = a12. Seja c21 ∈ A21 qualquer. Pela Equação (3.27) e

pelo Lema 3.27, constatamos que

qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , h, c21

)
= q3∗(e1, h, c21) = q2∗

(
h12 + h21, c21

)
= q2∗(h12, c21) + q2∗(h21, c21)

= h12c21 + c21h∗12 + h21c21 + c21h∗21,

qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , a12, c21

)
= q3∗(e1, a12, c21) = q2∗(a12, c21) = a12c21 + c21a∗12,

qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , b21, c21

)
= q3∗(e1, b21, c21) = q2∗(b21, c21) = b21c21 + c21b∗21.

Sendo assim, pela aditividade de qn∗ , temos

qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , a12 + b21, c21

)
, e1

)
= qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , qn∗

(
e1 . . . , e1,

e1

2n−3 , a12, c21

)
, e1

)
+ qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , qn∗

( e1

2n−3 , e1, . . . , e1, b21, c21

)
, e1

)
= qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , a12c21 + c21a∗12, e1

)
+ qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , b21c21 + c21b∗21, e1

)
= q3∗(e1, a12c21, e1) + q3∗(e1, c21a∗12, e1) + q3∗(e1, b21c21, e1) + q3∗(e1, c21b∗21, e1)

= q2∗(2a12c21, e1) + q2∗(c21a∗12, e1) + q2∗(b21c21, e1) + q2∗(0, e1)

= 2
(

a12c21 + (a12c21)∗
)

. (3.44)

Da mesma forma,

φ
(

qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , h, c21

)
, e1

))
= φ

(
qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , h12 + h21, c21

)
, e1

))
= φ
(

2
(

h12c21 + (h12c21)∗
))

.

e
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φ
(

qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , h, c21

)
, e1

))
= qn∗

(
φ(e1), . . . , φ(e1), φ

( e1

2n−3

)
, qn∗ (φ(e1), . . . , φ(e1), φ(h), φ(c21)) , φ(e1)

)
= qn∗

(
φ(e1), . . . , φ(e1), φ

( e1

2n−3

)
, qn∗

(
φ(e1), . . . , φ(e1), φ

( e1

2n−3

)
, φ(a12) + φ(b21), φ(c21)

)
, φ(e1)

)
.

Por sua vez, pela aditividade da multiplicação qn∗ e Equação (3.44), segue que

φ
(

qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , h, c21

)
, e1

))
= qn∗

(
φ(e1), . . . , φ(e1), φ

( e1

2n−3

)
, qn∗

(
φ(e1), . . . , φ(e1), φ

( e1

2n−3

)
, φ(a12), φ(c21)

)
, φ(e1)

)
+ qn∗

(
φ(e1), . . . , φ(e1), φ

( e1

2n−3

)
, qn∗

(
φ(e1), . . . , φ(e1), φ

( e1

2n−3

)
, φ(b21), φ(c21)

)
, φ(e1)

)
= φ

(
qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , a12, c21

)
, e1

))
+ φ

(
qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , qn∗

(
e1, . . . , e1,

e1

2n−3 , b21, c21

)
, e1

))
= φ
(

2
(

a12c21 + (a12c21)∗
))

.

De onde, φ
(

2
(

a12c21 + (a12c21)∗
))

= φ
(

2
(

h12c21 + (h12c21)∗
))

. Pela injetividade de φ, obte-

mos a12c21 + (a12c21)∗ = h12c21 + (h12c21)∗. Pela decomposição de Peirce, segue que(
h12 − a12

)
c21 + c∗21

(
h∗12 − a∗12

)
= 0 (3.45)

Agora, pela arbitrariedade de c21 ∈ A21, podemos considerar ic21 ∈ A21 no lugar de c21, a

fim de concluir que i
(

h12 − a12

)
c21 − ic∗21

(
h∗12 − a∗12

)
= 0. Assim,(

h12 − a12

)
c21 − c∗21

(
h∗12 − a∗12

)
= 0.

Ao somarmos esta última e a Equação (3.45), obtemos
(

h12 − a12

)
c21 = 0, para todo c21 ∈ A21,

o que implica em (h12 − a12)(Ae1) = {0}. Pela Condição (3.42) do Teorema 3.16, deduzimos

que h12 − a12 = 0, isto é, h12 = a12.

Mostraremos que h21 = b21 utilizando cálculos análogos aos realizados anteriormente,

trocando e1 por e2 e c21 por c12. Notamos que para c12 ∈ A12 qualquer, resulta que

qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , h, c12

)
= h21c12 + h12c12 + c12h∗21 + c12h∗12,
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qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , a12, c12

)
= a12c12 + c12a∗12,

qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , b21, c12

)
= b21c12 + c12b∗21.

Além disso, pela aditividade da multiplicação qn∗ , constatamos que

φ
(

qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , h, c12

)
, e2

))
= qn∗

(
φ(e2), . . . , φ(e2), φ

( e2

2n−3

)
, qn∗

(
φ(e2), . . . , φ(e2), φ

( e2

2n−3

)
, φ(h), φ(c12)

)
, φ(e2)

)
= qn∗

(
φ(e2), . . . , φ(e2), φ

( e2

2n−3

)
, qn∗

(
φ(e2), . . . , φ(e2), φ

( e2

2n−3

)
, φ(a12) + φ(b21), φ(c12)

)
, φ(e2)

)
= qn∗

(
φ(e2), . . . , φ(e2), φ

( e2

2n−3

)
, qn∗

(
φ(e2), . . . , φ(e2), φ

( e2

2n−3

)
, φ(a12), φ(c12)

)
, φ(e2)

)
+ qn∗

(
φ(e2), . . . , φ(e2), φ

( e2

2n−3

)
, qn∗

(
φ(e2), . . . , φ(e2), φ

( e2

2n−3

)
, φ(b21), φ(c12)

)
, φ(e2)

)
= φ

(
qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , a12, c12

)
, e2

))
+ φ

(
qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , b21, c12

)
, e2

))
= φ

(
qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , a12c12 + c12a∗12, e2

))
+ φ

(
qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , b21c12 + c12b∗21, e2

))
= φ(0) + φ

(
2
(

b21c12 + (b21c12)∗
))

= φ
(

2
(

b21c12 + (b21c12)∗
))

.

Logo,

φ
(

qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , h, c21

)
, e2

))
= φ (2 (b21c12 + (b21c12)∗))

e de forma similar

φ
(

qn∗

(
e2, . . . , e2,

e2

2n−3 , qn∗

(
e2, . . . , e2,

e1

2n−3 , h, c21

)
, e2

))
= φ (2 (h21c12 + (h21c12)∗)) .

Pela injetividade de φ, temos (h21 − b21)c12 + c∗12(h∗21 − b∗21) = 0, para todo c12 ∈ A12. Agora

considerando ic12 ∈ A12 no lugar de c12, segue que i
(

(h21 − b21)c12 − c∗12(h∗21 − b∗21)
)

= 0, o

que implica em (h21 − b21)c12 − c∗12(h∗21 − b∗21) = 0. Somando com a equação anterior, obtemos

2(h21 − b21)c12 = 0, de onde (h21 − b21)c12 = 0. Pela arbitrariedade de c12 ∈ A12, decorre que

(h21 − b21)(Ae2) = {0} e pela Condição (3.42) do Teorema 3.31, concluímos que h21 = b21.

Portanto, φ(a12 + b21) = φ(a12) + φ(b21).

□



74 funções ∗-lie e ∗-jordan em ∗-álgebras alternativas

Lema 3.36. Se a11 ∈ A11, b12 ∈ A12, c21 ∈ A21 e d22 ∈ A22, então

φ(a11 + b12 + c21) = φ(a11) + φ(b12) + φ(c21) e φ(b12 + c21 + d22) = φ(b12) + φ(c21) + φ(d22).

Demonstração.

Vamos mostrar a segunda identidade, a primeira é provada de forma similar. Dado

φ(b12) + φ(c21) + φ(d22) ∈ A′, pela sobrejetividade de φ, existe h ∈ A tal que φ(h) = φ(b12) +

φ(c21) + φ(d22). Pelo Lema 3.33 e Equação (3.28), temos

φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, h)
)

= φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, b12)
)

+ φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, c21)
)

+ φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, d22)
)

= φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, b12)
)

+ φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, c21)
)

.

Como qn∗(e1, . . . , e1, b12) = 2n−2b12 ∈ A12 e qn∗(e1, . . . , e1, c21) = 2n−2c21 ∈ A21, pelo Lema 3.35,

segue que

φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, h)
)

= φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, b12) + qn∗(e1, . . . , e1, c21)
)

. (3.46)

Da injetividade de φ, obtemos qn∗(e1, . . . , e1, h) = qn∗(e1, . . . , e1, b12) + qn∗(e1, . . . , e1, c21). Pela

Equação (3.27), concluímos que

qn∗(e1, . . . , e1, h) = q2∗

(
q(n−1)∗(e1, . . . , e1), h

)
= q2∗(2n−2e1, h) = 2n−2(2h11 + h12 + h21),

qn∗(e1, . . . , e1, c21) = q2∗(2n−2e1, c21) = 2n−2c21,

qn∗(e1, . . . , e1, b12) = q2∗(2n−2e1, b12) = 2n−2b12.

Logo, pela Equação (3.46) e injetividade da φ, obtemos 2h11 + h12 + h21 = b12 + c21. Da

decomposição de Peirce, chegamos a h11 = 0, h12 = b12 e h21 = c21.

Neste passo iremos mostrar que h22 = d22. Pela aditividade da multiplicação qn∗ , deduzi-

mos que

qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, b12) = q3∗(2n−31A, e1 − e2, b12)

= q3∗(2n−31A, e1, b12) − q3∗(2n−31A, e2, b12)

= q2∗(2n−2e1, b12) − q2∗(2n−2e2, b12)

= 2n−2b12 − 2n−2b12 = 0,
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e, analogamente, qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, c21) = 0 e qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, d22) = −2n−1d22. Da

aditividade de qn∗ e Condição (3.43) do Teorema 3.31 resulta que

φ
(

qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, h)
)

= φ
(

qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, b12)
)

+ φ
(

qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, c21)
)

+ φ
(

qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, d22)
)

= φ
(

qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, d22)
)

.

Por outro lado, pela Equação (3.27), constatamos que qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, h) = −2n−1h22.

Como

φ
(

qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, h)
)

= φ
(

qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, d22)
)

e como φ é injetiva, decorre que h22 = d22. Portanto, φ(b12 + c21 + d22) = φ(b12) + φ(c21) +

φ(d22).

□

No próximo lema, utilizaremos os três anteriores para demonstrar que φ é aditiva na

soma dos espaços de Peirce.

Lema 3.37. Se a11 ∈ A11, b12 ∈ A12, c21 ∈ A21 e d22 ∈ A22, então

φ(a11 + b12 + c21 + d22) = φ(a11) + φ(b12) + φ(c21) + φ(d22).

Demonstração. Dado φ(a11) + φ(b12) + φ(c21) + φ(d22) ∈ A′, pela sobrejetividade de φ, existe

h ∈ A tal que φ(h) = φ(a11) + φ(b12) + φ(c21) + φ(d22), com h = h11 + h12 + h21 + h22. Pela

aditividade de qn∗ , segue que

φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, h)
)

= φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, a11)
)

+ φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, b12)
)

+ φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, c21)
)

+ φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, d22)
)

.

Pela Equação (3.28), obtemos

φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, h)
)

= φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, a11)
)

+ φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, b12)
)

+ φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, c21)
)

.
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Agora, como qn∗(e1, . . . , e1, a11) = 2n−1a11 ∈ A11, qn∗(e1, . . . , e1, b12) = 2n−2b12 ∈ A12 e

qn∗(e1, . . . , e1, c21) = 2n−2c21 ∈ A21, pelo Lema 3.36, concluímos que

φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, h)
)

= φ
(

qn∗(e1, . . . , e1, a11) + qn∗(e1, . . . , e1, b12) + qn∗(e1, . . . , e1, c21)
)

.

Da injetividade de φ, obtemos

qn∗(e1, . . . , e1, h) = qn∗(e1, . . . , e1, a11) + qn∗(e1, . . . , e1, b12) + qn∗(e1, . . . , e1, c21).

Em contrapartida, temos qn∗(e1, . . . , e1, h) = 2n−2(2h11 + h12 + h21), de onde,

2n−2(2h11 + h12 + h21) = 2n−1a11 + 2n−2b12 + 2n−2c21.

Logo, pela decomposição de Peirce, deduzimos que h11 = a11, h12 = b12 e h21 = b21.

Agora, mostraremos que h22 = d22. Da aditividade de qn∗ e Condição (3.43) do Teo-

rema 3.31, resulta que

φ
(

qn∗(e2, . . . , e2, h)
)

= φ
(

qn∗(e2, . . . , e2, a11)
)

+ φ
(

qn∗(e2, . . . , e2, b12)
)

+ φ
(

qn∗(e2, . . . , e2, c21)
)

+ φ
(

qn∗(e2, . . . , e2, d22)
)

.

Pela Equação (3.29), constatamos que

φ
(

qn∗(e2, . . . , e2, h)
)

= φ
(

qn∗(e2, . . . , e2, b12)
)

+ φ
(

qn∗(e2, . . . , e2, c21)
)

+ φ
(

qn∗(e2, . . . , e2, d22)
)

e como qn∗(e2, . . . , e2, b12) = 2n−2b12 ∈ A12, qn∗(e2, . . . , e2, c21) = 2n−2c21 ∈ A21 e

qn∗(e2, . . . , e2, d22) = 2n−1d22 ∈ A22, pelo Lema 3.36, decorre que

φ
(

qn∗(e2, . . . , e2, h)
)

= φ
(

qn∗(e2, . . . , e2, b12) + qn∗(e2, . . . , e2, c21) + qn∗(e2, . . . , e2, d22)
)

.

Da injetividade de φ segue que

qn∗(e2, . . . , e2, h) = qn∗(e2, . . . , e2, b12) + qn∗(e2, . . . , e2, c21) + qn∗(e2, . . . , e2, d22).

Da mesma forma, qn∗(e2, . . . , e2, h) = 2n−2(h12 + h21 + 2h22). Consequentemente

2n−2(h12 + h21 + 2h22) = 2n−2b12 + 2n−2c21 + 2n−1d22.
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Logo, pela decomposição de Peirce, obtemos h12 = b12, h21 = b21 e h22 = d22. Portanto,

φ(a11 + b12 + c21 + d22) = φ(a11) + φ(b12) + φ(c21) + φ(d22).

□

Apresentaremos a seguir um lema técnico adicional, o qual será aplicado na demonstração

do Lema 3.39.

Lema 3.38. Se a12, b12 ∈ A12 e c21, d21 ∈ A21, então

φ(a12b12 + a∗12) = φ(a12b12) + φ(a∗12) e φ(a21b21 + a∗21) = φ(a21b21) + φ(a∗21).

Demonstração. Vamos mostrar apenas a segunda identidade, a primeira é provada de forma

análoga. Sejam a21, b21 ∈ A21. Notamos que, pelo Lema 3.27 e Equação (3.27), segue que

qn∗

(
1A, . . . , 1A, a21,

1
2n−2 (e1 + b21)

)
= q3∗

(
2n−31A, a21,

1
2n−2 (e1 + b21)

)
= q2∗

(
2n−2a21,

1
2n−2 (e1 + b21)

)
= q2∗

(
2n−2a21,

e1

2n−2

)
+ q2∗

(
2n−2a21,

b21

2n−2

)
= a21 + a∗21 + a21b21 + b21a∗21.

Como a21 ∈ A21, a∗21,a21b21 ∈ A12 e b21a∗21 ∈ A22, pelo Lema 3.37, obtemos

φ(a21) + φ(a∗21 + a21b21) + φ(b21a∗21) = φ(a21 + a∗21 + a21b21 + b21a∗21)

= φ

(
qn∗

(
1A, . . . , 1A, a21,

1
2n−2 (e1 + b21)

))
= qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ(a21), φ

(
1

2n−2 (e1 + b21)
))

= qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ(a21), φ

( e1

2n−2

)
+ φ

(
b21

2n−2

))
.

Como a multiplicação qn∗ é aditiva e pela Equação (3.27), continuamos com

φ(a21) + φ(a∗21 + a21b21) + φ(b21a∗21)

= qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ(a21), φ

( e1

2n−2

))
+ qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ(a21), φ

(
b21

2n−2

))
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= φ
(

qn∗

(
1A, . . . , 1A, a21,

e1

2n−2

))
+ φ

(
qn∗

(
1A, . . . , 1A, a21,

b21

2n−2

))
= φ

(
q3∗

(
2n−31A, a21,

e1

2n−2

))
+ φ

(
q3∗

(
2n−31A, a21,

b21

2n−2

))
= φ

(
q2∗

(
2n−2a21,

e1

2n−2

))
+ φ

(
q2∗

(
2n−2a21,

b21

2n−2

))
= φ(a21 + a∗21) + φ(a21b21 + b21a∗21).

Novamente, pelo Lema 3.37, deduzimos que

φ(a21) + φ(a∗21 + a21b21) + φ(b21a∗21) = φ(a21) + φ(a∗21) + φ(a21b21) + φ(b21a∗21).

Logo, φ(a21b21 + a∗21) = φ(a21b21) + φ(a∗21).

□

Agora, mostraremos a aditividade de φ no espaços A12 e A21.

Lema 3.39. Se ajk, bjk ∈ Ajk, com j, k ∈ {1, 2}, j ̸= k, então φ(ajk + bjk) = φ(ajk) + φ(bjk).

Demonstração. Da aditividade da multiplicação qn∗ , Equação (3.27) e pelo Lema 3.27 resulta

que

qn∗

(
1A, . . . , 1A,

ej + ajk

2n−2 , ek + bjk

)
= qn∗

(
1A, . . . , 1A,

ej

2n−2 , ek

)
+ qn∗

(
1A, . . . , 1A,

ajk

2n−2 , ek

)
+ qn∗

(
1A, . . . , 1A,

ej

2n−2 , bjk

)
+ qn∗

(
1A, . . . , 1A,

ajk

2n−2 , bjk

)
= q2∗(ej, ek) + q2∗(ajk, ek) + q2∗(ej, bjk) + q2∗(ajk, bjk)

= ajk + a∗jk + bjk + ajkbjk + bjka∗jk.

Pelos Lemas 3.37 e 3.38, segue que

φ(ajk + bjk) + φ(ajkbjk + a∗jk) + φ(bjka∗jk) = φ(ajk + bjk + ajkbjk + a∗jk + bjka∗jk)

= φ

(
qn∗

(
1A, . . . , 1A,

ej + ajk

2n−2 , ek + bjk

))
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= qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ

( ej + ajk

2n−2

)
, φ(ek + bjk)

)
= qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ

(
ej

2n−2

)
+ φ

( ajk

2n−2

)
, φ(ek) + φ(bjk)

)
.

Como qn∗ é aditiva, obtemos

φ(ajk + bjk) + φ(ajkbjk + a∗jk) + φ(bjka∗jk)

= qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ

(
ej

2n−2

)
, φ(ek)

)
+ qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ

( ajk

2n−2

)
, φ(ek)

)
+ qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ

(
ej

2n−2

)
, φ(bjk)

)
+ qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ

( ajk

2n−2

)
, φ(bjk)

)
= φ

(
qn∗

(
1A, . . . , 1A,

ej

2n−2 , ek

))
+ φ

(
qn∗

(
1A, . . . , 1A,

ajk

2n−2 , ek

))
+ φ

(
qn∗

(
1A, . . . , 1A,

ej

2n−2 , bjk

))
+ φ

(
qn∗

(
1A, . . . , 1A,

ajk

2n−2 , bjk

))
= φ(0) + φ(ajk + a∗jk) + φ(bjk) + φ(ajkbjk + bjka∗jk)

= φ(bjk) + φ(ajk + a∗jk) + φ(ajkbjk + bjka∗jk).

Logo, pelos Lemas 3.35 e 3.36, concluímos que

φ(bjk) + φ(ajk) + φ(a∗jk) + φ(ajkbjk + bjka∗jk) = φ(ajk + bjk) + φ(a∗jk) + φ(ajkbjk) + φ(bjka∗jk).

Portanto, φ(ajk + bjk) = φ(ajk) + φ(bjk).

□

Ainda nos resta mostrar que φ satisfaz a condição Cauchy aditiva quando os elementos

pertencem aos espaços A11 ou A22.

Lema 3.40. Se ajj, bjj ∈ Ajj, então φ(ajj + bjj) = φ(ajj) + φ(bjj), com j ∈ {1, 2}.

Demonstração. Dado φ(ajj) + φ(bjj) ∈ A′, pela sobrejetividade de φ existe h ∈ A tal que

φ(h) = φ(ajj) + φ(bjj), com h = hjj + hkj + hjk + hkk e j ̸= k.
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Inicialmente, mostraremos que hkj = hjk = hkk = 0. Pelo Lema 3.33, pelas Equações (3.28)

e (3.29), constatamos que

φ
(

qn∗(ek . . . , ek, h)
)

= φ
(

qn∗(ek, . . . , ek, ajj)
)

+ φ
(

qn∗(ek, . . . , ek, bjj)
)

= 0.

Por outro lado, como a multiplicação qn∗ é aditiva, decorre que

qn∗(ek, . . . , ek, h) = qn∗(ek, . . . , ek, hjj) + qn∗(ek, . . . , ek, hkj) + qn∗(ek, . . . , ek, hjk)

+ qn∗(ek, . . . , ek, hkk)

= q2∗(2n−2ek, hjj) + q2∗(2n−2ek, hkj) + q2∗(2n−2ek, hjk) + q2∗(2n−2ek, hkk)

= 2n−2hkj + 2n−2hjk + 2n−1hkk,

de onde φ
(

qn∗(ek, . . . , ek, h)
)

= φ
(

2n−2hkj + 2n−2hjk + 2n−1hkk

)
. Logo, pela injetividade de φ

e decomposição de Peirce, segue que hkj = 0, hjk = 0 e hkk = 0.

Mostraremos agora que hjj = ajj + bjj. Seja cjk ∈ Ajk qualquer. Assim, pela Lema 3.33,

obtemos φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, h, cjk)
)

= φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, ajj, cjk)
)

+ φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, bjj, cjk)
)

. Como

qn∗(ej, . . . , ej, ajj, cjk), qn∗(ej, . . . , ej, bjj, cjk) ∈ Ajk, pelo Lema 3.39, concluímos que

φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, h, cjk)
)

= φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, ajj, cjk) + qn∗(ej, . . . , ej, bjj, cjk)
)

.

Como φ é injetiva, chegamos a

qn∗(ej, . . . , ej, h, cjk) = qn∗(ej, . . . , ej, ajj, cjk) + qn∗(ej, . . . , ej, bjj, cjk)

= q2∗(2n−2ajj, cjk) + q2∗(2n−2bjj, cjk) = 2n−2
(

(ajj + bjj)cjk

)
.

Por sua vez, qn∗(ej, . . . , ej, h, cjk) = q2∗(2n−2hjj, cjk) = 2n−2hjjcjk. Assim, hjjcjk = (ajj + bjj)cjk, de

onde
(

hjj − (ajj + bjj)
)

cjk = 0. Pela arbitrariedade de cjk ∈ Ajk, deduzimos que(
hjj − (ajj + bjj)

)
(Aek) = {0}

e pela Condição (3.42) do Teorema 3.31, resulta que hjj − (ajj + bjj) = 0. Portanto, hjj = ajj + bjj.

□
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Neste ponto estamos em condições de provar o Teorema 3.31, cujo enunciado é: Sejam A e

A′ duas ∗-álgebras alternativas com identidades 1A e 1A′ , respectivamente, e e1 e e2 = 1A − e1

idempotentes simétricos não triviais em A. Suponha que A satisfaz para x ∈ A

x(Aei) = {0} , j ∈ {1, 2}, implica em x = 0.

Se φ:A → A′ é uma função bijetiva unital que satisfaz

φ
(

qn∗(ξ , . . . , ξ, a, b)
)

= qn∗

(
φ(ξ), . . . , φ(ξ), φ(a), φ(b)

)
,

para todos a, b ∈ A e ξ ∈ {e1, e2, 1A}. Então, φ é ∗-aditiva.

Demonstração do Teorema 3.3. Observamos que a aditividade de φ segue dos Le-

mas 3.37, 3.39 e 3.40. Devemos mostrar agora que φ preserva a involução. Como φ é

aditiva, temos φ(a + a∗) = φ(a) + φ(a∗). Por outro lado, também pela aditividade de φ e como

φ é unital, segue que

2n−2φ(a + a∗) = φ
(

2n−2(a + a∗)
)

= φ
(

qn∗(1A, . . . , 1A, a, 1A)
)

= qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ(a), φ(1A)

)
= qn∗

(
1A′ , . . . , 1A′ , φ(a), 1A′)

)
= q2∗

(
2n−2φ(a), 1A′)

)
= 2n−2

(
φ(a) + φ(a)∗

)
.

Assim, φ(a + a∗) = φ(a) + φ(a)∗. Logo, φ(a) + φ(a∗) = φ(a) + φ(a)∗. Portanto, φ(a∗) = φ(a)∗, isto

é, φ é ∗-aditiva. □

Assim como na seção anterior estamos usando uma equivalência da definição de álgebra

alternativa prima que consta no capítulo de preliminares e que é a seguinte: dados a, b ∈ A,

(aA)b = {0} (ou a(Ab) = {0}), implica a = 0 ou b = 0. Logo, é simples notarmos que toda

∗-álgebra alternativa prima satisfaz a Condição (3.42) do Teorema 3.31. Portanto, o resultado

que apresentaremos abaixo é uma consequência imediata do Teorema 3.31.
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Corolário 3.41. Sejam A uma ∗-álgebra alternativa prima e A′ uma ∗-álgebra alternativa com

unidades 1A e 1A′ , respectivamente e e1 e e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais em A. Se

φ:A → A′ é uma função bijetiva unital que satisfaça

φ
(

qn∗(ξ, . . . , ξ , a, b)
)

= qn∗

(
φ(ξ), . . . , φ(ξ), φ(a), φ(b)

)
para todos a, b ∈ A e ξ ∈ {1A, e1, e2}, então, φ é ∗-aditiva.

Uma questão relevante é se conseguimos identificar alguma outra propriedade significa-

tiva de φ. A resposta é afirmativa. A partir deste ponto, nosso objetivo será demonstrar que,

sob uma hipótese adicional, φ é um ∗-isomorfismo de anéis. Apresentaremos, a seguir, o

segundo resultado principal desta seção.

Teorema 3.42. Sejam A e A′ duas ∗-álgebras alternativas com unidades 1A e 1A′ , respecitivamente,

e e1 e e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais em A. Seja φ:A → A′ uma função bijetiva

unital. Supondo que A e A′ satisfaçam as seguintes condições, para x ∈ A

x(Aej) = {0}, j ∈ {1, 2}, implica em x = 0

e

y
(
A′φ(ej)

)
= {0}, j ∈ {1, 2} implica em y = 0. (3.47)

Se φ satisfaz

φ
(

qn∗(ξ, . . . , ξ , a, b)
)

= qn∗

(
φ(ξ), . . . , φ(ξ), φ(a), φ(b)

)
,

para todos a, b ∈ A e ξ ∈ {1A, e1, e2}, então φ é ∗-isomorfismo de anéis.

Observamos que no Teorema 3.16 supusemos que A satisfazia as condições do Teorema 3.4

e agora no Teorema 3.42 estamos supondo que A satisfaz as condições do Teorema 3.31.

Além disso, a condição que adicionamos em ambos os casos é a mesma. Salientamos que

apesar das semelhanças entre nossos dois resultados serem claras, nossos estudos fazem

sentido uma vez que as multiplicações que estamos considerando não são equivalentes.

Lema 3.43. Se ej, j ∈ {1, 2}, é um idempotente em A, então f j = φ(ej) é um idempotente em A′ e

f j fk = 0, com j ̸= k, j, k ∈ {1, 2}.
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Demonstração. Pelo Teorema 3.31, temos que φ é aditiva e como φ é também unital, temos

2n−1 f j = 2n−1φ(ej) = φ(2n−1ej) = φ
(

qn∗(1A, . . . , 1A, ej, ej)
)

= qn∗

(
φ(1A), . . . , φ(1A), φ(ej), φ(ej)

)
= qn∗

(
1A′ , . . . , 1A′ , f j, f j

)
= 2n−1 f j f j.

Assim, f j f j = f j. Além disso, f j − f j f j = 0, o que implica em, f j(1A′ − f j) = 0, ou seja, f j fk = 0,

com fk = 1A − f j.

□

Nosso próximo objetivo é mostrar que a função φ mantém os subespaços das decomposi-

ções de Peirce.

Lema 3.44. Se ajk ∈ Ajk, então φ(ajk) ∈ A′
jk.

Demonstração. Inicialmente vamos mostrar que φ(ajk) ∈ A′
jk, para j, k ∈ {1, 2}, j ̸= k. Seja

ajk ∈ Ajk. D aditividade de φ decorre que

2n−2φ(ajk) = φ(2n−2ajk) = φ
(

qn∗(ek, . . . , ek, ajk)
)

= qn∗

(
φ(ek), . . . , φ(ek), φ(ajk)

)
= qn∗

(
fk, . . . , fk, φ(ajk)

)
= 2n−2

(
fk φ(ajk) + φ(ajk) fk

)
.

Neste caso, φ(ajk) = fk φ(ajk) + φ(ajk) fk e como φ é unital, segue que

fk φ(ajk) fk = fk fk φ(ajk) fk + fk φ(ajk) fk fk = 2 fk φ(ajk) fk,

assim, fk φ(ajk) fk = 0. Analogamente, f j φ(ajk) f j = 0. Além disso,

0 = φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, ajk, ej)
)

= qn∗

(
f j, . . . , f j, φ(ajk), f j

)
= 2n−3

(
f j φ(ajk) f j + φ(ajk) f j + f j φ(ajk)∗ f j + f j φ(ajk)∗

)
.

Por conseguinte, f j φ(ajk) f j + φ(ajk) f j + f j φ(ajk)∗ f j + f j φ(ajk)∗ = 0. Multiplicando à esquerda

por fk e utilizando o fato de que f j e fk são ortogonais, obtemos

0 = fk f j φ(ajk) f j + fk φ(ajk) f j + fk f j φ(ajk)∗ f j + fk f j φ(ajk)∗ = fk φ(ajk) f j.

Portanto, φ(ajk) ∈ A′
jk.
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Finalmente vamos mostrar que φ(ajj) ∈ A′
jj, j ∈ {1, 2}. Note que,

2n−1φ(ajj) = φ(2n−1ajj) = φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, ajj)
)

= qn∗

(
f j, . . . , f j, φ(ajj)

)
= 2n−2

(
f j φ(ajj) + φ(ajj) f j

)
.

Assim, 2φ(ajj) = f j φ(ajj) + φ(ajj) f j. Como f j ∈ A′
jj, segue que

f j

(
φ(ajj)

)
kj

= 0,
(

φ(ajj)
)

jk
f j = 0, f j

(
φ(ajj)

)
kk

= 0 e
(

φ(ajj)
)

kk
f j = 0.

Logo, φ(ajj) ∈ A′
jj.

□

Os resultados que se seguem têm por objetivo comprovar que φ preserva a operação de

multiplicação.

Lema 3.45. Se ajj ∈ Ajj e bjk ∈ Ajk, com j ̸= k, então φ(ajjbjk) = φ(ajj)φ(bjk).

Demonstração. Sejam ajj ∈ Ajj e bjk ∈ Ajk, com j ̸= k. Pela aditividade de φ, deduzimos que

2n−2φ(ajjbjk) = φ(2n−2ajjbjk) = φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, ajj, bjk)
)

= qn∗

(
f j, . . . , f j, φ(ajj), φ(bjk)

)
.

Agora, do Lema 3.44 resulta que 2n−2φ(ajjbjk) = 2n−2φ(ajj)φ(bjk), de onde,

φ(ajjbjk) = φ(ajj)φ(bjk).

□

Lema 3.46. Se ajj, bjj ∈ Ajj, então φ(ajjbjj) = φ(ajj)φ(bjj).

Demonstração. Seja x ∈ Ajk, j ̸= k. Como ajjbjj ∈ Ajj, pela flexibilidade da álgebra alternativa

e pelo Lema 3.45, segue que

φ(ajjbjj)φ(x) = φ
(

(ajjbjj)x
)

= φ
(

ajj(bjjx)
)

= φ(ajj)φ(bjjx)

= φ(ajj)
(

φ(bjj)φ(x)
)

=
(

φ(ajj)φ(bjj)
)

φ(x).

Assim,
(

φ(ajjbjj) − φ(ajj)φ(bjj)
)

φ(x) = 0. Como φ(ajjbjj) − φ(ajj)φ(bjj) ∈ A′
jj, φ(x) ∈ A′

jk e φ é

sobrejetora, chegamos a
(

φ(ajjbjj)− φ(ajj)φ(bjj)
)(

A′φ(ek)
)

= {0}. Logo, pela Condição (3.47)

do Teorema 3.42, deduzimos que φ(ajjbjj) − φ(ajj)φ(bjj) = 0, ou seja, φ(ajjbjj) = φ(ajj)φ(bjj).

□
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Lema 3.47. Sejam ajk ∈ Ajk e bkj ∈ Akj, com j, k ∈ {1, 2}, j ̸= k, temos φ(ajkbkj) = φ(ajk)φ(bkj).

Demonstração. Sejam ajk ∈ Ajk e bkj ∈ Akj, com j, k ∈ {1, 2}, j ̸= k. Pela aditividade de φ,

segue que

2n−3φ(ajkbkj) = φ(2n−3ajkbkj) = φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, ajk, bkj)
)

= q2∗

(
2n−3φ(ajk), φ(bkj)

)
= 2n−3

(
φ(ajk)φ(bkj) + φ(bkj)φ(ajk)∗

)
Pelo Lema 3.44, obtemos φ(ajkbkj) ∈ A′

jj, φ(ajk)φ(bkj) ∈ A′
jj e φ(bkj)φ(ajk)∗ ∈ A′

jk e como a

decomposição de Peirce é dada pela soma direta de subespaços vetoriais, concluímos que

φ(ajkbkj) = φ(ajk)φ(bkj).

□

Lema 3.48. Se ajk ∈ Ajk e bkk ∈ Akk, com j, k ∈ {1, 2}, j ̸= k, então φ(ajkbkk) = φ(ajk)φ(bkk).

Demonstração. Seja x ∈ Akj, com k ̸= j. Pela flexibilidade da álgebra alternativa e pelos

Lemas 3.45 e 3.47, segue que

φ
(

ajkbkk

)
φ(x) = φ

(
(ajkbkk)x

)
= φ
(

ajk(bkkx)
)

= φ(ajk)φ(bkkx)

= φ(ajk)
(

φ(bkk)φ(x)
)

=
(

φ(ajk)φ(bkk)
)

φ(x),

de onde
(

φ(ajkbkk) − φ(ajk)φ(bkk)
)

φ(x) = 0. Como φ(x) ∈ A′
kj, φ(ajkbkk) − φ(ajk)φ(bkk) ∈

A′
jk e φ é sobrejetora, obtemos

(
φ(ajkbkk) − φ(ajk)φ(bkk)

)(
A′φ(ej)

)
= {0}. Portanto, pela

Condição (3.47) do Teorema 3.42, concluímos que φ(ajkbkk) = φ(ajk)φ(bkk).

□

Salientamos que no Lema 3.49 temos uma sutil diferença entre o caso associativo e o caso

alternativo. No caso associativo, ajkbjk = 0, j ̸= k, enquanto no caso alternativo, em geral,

isso não é válido.

Lema 3.49. Se ajk, bjk ∈ Ajk, com k ̸= j, então φ(ajkbjk) = φ(ajk)φ(bjk).

Demonstração. Sejam ajk, bjk ∈ Ajk, j, k ∈ {1, 2}, j ̸= k. Como φ é aditiva, segue que
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2n−3
(

φ(ajkbjk) + φ(bjka∗jk)
)

= φ
(

2n−3(ajkbjk + bjka∗jk)
)

= φ
(

qn∗(ej, . . . , ej, ajk, bjk)
)

= 2n−3
(

φ(ajk)φ(bjk) + φ(bjk)φ(bjk)∗
)

.

Como φ(ajk)φ(bjk) ∈ A′
kj, φ(bjk)φ(bjk)∗ ∈ A′

jj e φ(ajkbjk) ∈ A′
kj, obtemos

φ(ajkbjk) = φ(ajk)φ(bjk).

□

Finalmente temos todos os resultados necessários para a demonstração do Teorema 3.42.

Tal demonstração é feita de forma bem direta já que todos os cálculos necessários foram

feitos para demonstrar o Teorema 3.31 e os Lemas 3.43 – 3.49.

Demonstração do Teorema 3.4. Segue do Teorema 3.31 que φ é ∗-aditiva e dos Lemas 3.43 –

3.49, temos que φ preserva a multiplicação, ou seja, φ(ab) = φ(a)φ(b), para todos a, b ∈ A.

Portanto, φ é um ∗-isomorfismo de anéis.

□

Como consequência do Teorema 3.42, temos o seguinte corolário.

Corolário 3.50. Sejam A e A′ duas ∗-álgebras alternativas primas com unidades 1A e 1A′ , respecti-

vamente, e e1 e e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais em A. Se φ:A → A′ é uma função

bijetiva unital que satisfaz

φ
(

qn∗(ξ, . . . , ξ , a, b)
)

= qn∗

(
φ(ξ), . . . , φ(ξ), φ(a), φ(b)

)
,

para todos a, b ∈ A e ξ ∈ {1A, e1, e2}, então φ é um ∗-isomorfismo de anéis.

Observamos que, neste caso do Corolário 3.50, o grau de liberdade é n, enquanto no

Teorema 3.42 é 2 (a liberdade de variação se restringe às duas primeiras variáveis). Sendo

assim, o resultado com grau de liberdade n decorre diretamente do Teorema 3.42.
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Corolário 3.51. Sejam A e A′ ∗-álgebras alternativas com identidades 1A e 1A′ , respectivamente, e e1

e e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais em A. Seja φ:A → A′ uma bijeção multiplicativa

unital escalar sobre C. Assuma que A e A′ satisfazem as seguintes condições

x(Aej) = {0} , j ∈ {1, 2}, implica em x = 0

e

y(A′φ(ej)) = {0} , j ∈ {1, 2}, implica em y = 0.

Nestas condições, φ é uma n-função ∗-Jordan multiplicativa se, e só se, φ é um ∗-isomorfismo de

anéis.

Com efeito, se φ:A → A′ é uma n-função ∗-Jordan multiplicativa, ou seja, satisfaz

φ
(

qn∗(a1, . . . , an)
)

= qn∗

(
φ(a1), . . . , φ(an)

)
,

para todos a1, . . . , an ∈ A e n ≥ 2, pelo Teorema 3.42, temos que φ é um ∗-isomorfismo de

anéis.

Notamos que a implicação contrária pode ser verificada de forma direta. De fato, se φ é

um ∗-isomorfismo, então se trata de uma aplicação que preserva a adição, a multiplicação

e a operação de involução. Em particular, φ também conserva a multiplicação qn∗ . Sendo

assim, φ satisfaz as condições para ser considerada uma n-função ∗-Jordan multiplicativa.

Corolário 3.52. Sejam A e A′ duas ∗-álgebras alternativas primas com identidades 1A e 1A′ ,

respectivamente, e1 e e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais em A. Seja φ:A → A′ uma

bijeção multiplicativa unital escalar sobre C. Então φ é uma n-função ∗-Jordan bijetiva multiplicativa

se, e só se, φ é um ∗-isomorfismo de anéis.

Observação 3.53. Os teoremas principais deste capítulo são válidos para n ≥ 2. Contudo em

algumas demonstrações estamos utilizando proposições e equações válidas para n ≥ 3, mas isso

não afeta os resultados para uma 2-função ∗-Lie (∗-Jordan) multiplicativa, pois uma 2-função ∗-Lie

(∗-Jordan) multiplicativa é uma n-função ∗-Lie (∗-Jordan) multiplicativa, para n ≥ 3.
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Na Seção 3.2, estabelecemos que toda função ∗-Jordan bijetiva e unital, sob certas hipóteses,

constitui um ∗-isomorfismo de anéis.

No Capítulo 3 provamos que toda n-função ∗-Lie multiplicativa é um isomorfismo e que

toda n-função ∗-Jordan multiplicativa é um ∗-isomorfismo de anéis. Já no Capítulo 4, vamos

demonstrar que, sob condições apropriadas, uma derivação é uma n-derivação ∗-aditiva.



4 DERIVAÇÕES ∗ - JORDAN NÃO

L INEARES EM ∗ -ÁLGEBRAS

ALTERNATIVAS

Este capítulo é dedicado à investigação realizada em conjunto com os pesquisadores Gabriela

Moraes, Ruth Ferreira e Bruno Ferreira. Tal investigação culminou no artigo [11], intitulado

‘’Nonlinear ∗-Jordan-type derivations on alternative ∗-algebras” que foi publicado em 2022

na revista Siberian Electronic Mathematical Reports. Neste artigo exibimos uma caracterização

na qual, sobre algumas restrições, φ é uma derivação ∗-Jordan não linear se, e só se, φ é

uma derivação ∗-aditiva.

Definição 4.1. Seja A uma ∗-álgebra. Uma n-derivação ∗-Jordan não linear com n ≥ 2 é uma

função D : A → A tal que

D
(

qn∗(a1, . . . , an)
)

=
n

∑
k=1

qn∗

(
a1, . . . , ak−1,D(ak), ak+1, . . . , an

)
para todos a1, . . . , an ∈ A.

Observamos que se n = 2, então D é uma derivação ∗-Jordan não linear, e se n = 3, então

D é uma tripla derivação ∗-Jordan não linear, seguindo o mesmo padrão que os autores

utilizaram no artigo [16].

Para manter a notação que utilizamos no artigo [11], e que foi introduzida em [19], para

todos a, an−1, an ∈ A, escrevemos

ξa(an−1, an) := qn∗(a, . . . , a, an−1, an).

E para simplificar os cálculos futuros usamos ainda a seguinte notação:

∑
D(a)

ξD(a)(an−1, an) := qn∗(D(a), a, . . . , a, an−1, an) + · · · + qn∗(a, . . . , a,D(a), an−1, an).

89
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Destacamos que continuam válidas todas as propriedades da multplicação qn∗ , que provamos

na Seção 3.2 do Capítulo 3.

Agora, enunciaremos o resultado principal deste capítulo, que diz respeito à aditividade

de uma derivação sob algumas condições.

Teorema 4.2. Seja A uma ∗-álgebra alternativa com identidade 1A, e1 e e2 = 1A − e1 idempotentes

simétricos não triviais em A. Assuma que A satisfaz, para x ∈ A

(xA)ej = {0}, j ∈ {1, 2}, implica x = 0. (4.1)

Se D:A → A é tal que

D
(

qn∗(a1, . . . , an)
)

=
n

∑
k=1

qn∗

(
a1, . . . , ak−1,D(ak), ak+1, . . . , an

)
, (4.2)

para todos an−1, an ∈ A e ak = 1A, para todo k ∈ {1, . . . , n − 2}, então D é uma derivação ∗-aditiva.

Assim como fizemos no Capítulo 3, utilizaremos uma sequência de lemas para detalhar

as demonstrações dos resultados deste capítulo. Para os próximos resultados estamos

considerando válidas as condições do Teorema 4.2.

Lema 4.3. D(0) = 0.

Demonstração. Observamos que

D(0) = D
(

qn∗(1A, . . . , 1A, 0, 0)
)

= ∑
D(1A)

ξD(1A)(0, 0) + ξ1A

(
D(0), 0

)
+ ξ1A

(
0,D(0)

)
= 0.

□

Lema 4.4. Se a12 ∈ A12 e b21 ∈ A21, então D(a12 + b21) = D(a12) + D(b21).

Demonstração. Consideramos h = D(a12 + b21)−D(a12)−D(b21), com h = h11 + h12 + h21 + h22.

Assim,

ξ1A(e1 − e2, a12) = qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, a12) = q3∗
(

q(n−2)∗(1A, . . . , 1A), e1 − e2, a12

)
= q2∗

(
2n−2(e1 − e2), a12

)
= q2∗(2n−2e1, a12) − q2∗(2n−2e2, a12)
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= 2n−2(e1a12 + a12e1) − 2n−2(e2a12 + a12e2)

= 2n−2a12 − 2n−2a12 = 0

e

ξ1A(e1 − e2, b21) = qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2, b21) = q2∗

(
2n−2(e1 − e2), b21

)
= 2n−2(e1b21 + b21e1) − 2n−2(e2b21 + b21e2) = 2n−2(b21 − b21) = 0.

Como a multiplicação qn∗ é aditiva e pelo Lema 4.3 e Condição (4.2) do Teorema 4.2, temos

∑
D(1A)

ξD(1A)(e1 − e2, a12 + b21) + ξ1A

(
D(e1 − e2), a12 + b21

)
+ ξ1A

(
e1 − e2,D(a12 + b21)

)
= D

(
ξ1A(e1 − e2, a12 + b21)

)
= D

(
ξ1A(e1 − e2, a12) + ξ1A(e1 − e2, b21)

)
= D(0) = 0 = D(0) + D(0) = D

(
ξ1A(e1 − e2, a12)

)
+ D

(
ξ1A(e1 − e2, b21)

)
.

Desenvolvendo D
(

ξ1A(e1 − e2, a12)
)

e D
(

ξ1A(e1 − e2, b21)
)

, segue que

D
(

ξ1A(e1 − e2, a12)
)

+ D
(

ξ1A(e1 − e2, b21)
)

= qn∗(D(1A), 1A, . . . , 1A, e1 − e2, a12

)
+ · · · + qn∗

(
1A, . . . ,D(1A), e1 − e2, a12

)
+ qn∗(1A, . . . , 1A,D(e1 − e2), a12

)
+ qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2,D(a12)

)
+ qn∗(D(1A), 1A, . . . , 1A, e1 − e2, b21

)
+ · · · + qn∗

(
1A, . . . ,D(1A), e1 − e2, b21

)
+ qn∗(1A, . . . , 1A,D(e1 − e2), b21

)
+ qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2,D(b21)

)
= qn∗(D(1A), 1A, . . . , 1A, e1 − e2, a12 + b21

)
+ · · · + qn∗

(
1A, . . . ,D(1A), e1 − e2, a12 + b21

)
+ qn∗(1A, . . . , 1A,D(e1 − e2), a12 + b21

)
+ qn∗(1A, . . . , 1A, e1 − e2,D(a12) + D(b21)

)
= ∑

D(1A)
ξD(1A)(e1 − e2, a12 + b21) + ξ1A

(
D(e1 − e2), a12 + b21

)
+ ξ1A

(
e1 − e2,D(a12) + D(b21)

)
,
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de onde

∑
D(1A)

ξD(1A)(e1 − e2, a12 + b21) + ξ1A

(
D(e1 − e2), a12 + b21

)
+ ξ1A

(
e1 − e2,D(a12 + b21)

)
= ∑

D(1A)
ξD(1A)(e1 − e2, a12 + b21) + ξ1A

(
D(e1 − e2), a12 + b21

)
+ ξ1A

(
e1 − e2,D(a12) + D(b21)

)
.

Logo, ξ1A

(
e1 − e2,D(a12 + b21)

)
= ξ1A

(
e1 − e2,D(a12) + D(b21)

)
. Pela aditividade de qn∗ ,

obtemos ξ1A

(
e1 − e2,D(a12 + b21) −D(a12) −D(b21)

)
= 0, ou seja, ξ1A(e1 − e2, h) = 0.

Nosso objetivo é mostrar que h = 0. Inicialmente, vamos provar que h11 = 0 e h22 =

0. Como ξ1A(e1 − e2, h) = 0, concluímos que ξ1A(e1 − e2, h11 + h12 + h21 + h22) = 0. Pela

aditividade de qn∗ , decorre que

0 = q2∗(2n−2e1, h11 + h12 + h21 + h22) − q2∗(2n−2e2, h11 + h12 + h21 + h22)

= 2n−2
(

(e1h11 + e1h12 + e1h21 + e1h22 + h11e1 + h12e1 + h21e1 + h22e1)

− (e2h11 + e2h12 + e2h21 + e2h22 + h11e2 + h12e2 + h21e2 + h22e2)
)

= 2n−2(h11 + h12 + h21 + h11 − h21 − h22 − h12 − h22)

= 2n−1(h11 − h22).

Assim h11 − h22 = 0. Pela decomposição de Peirce, obtemos que h11 = 0 e h22 = 0.

Agora, vamos mostrar que h21 = 0. Pela Equação (3.27), deduzimos que

ξ1A(a12, e1) = qn∗(1A, . . . , 1A, a12, e1) = q2∗(2n−2a12, e1) = 2n−2(a12e1 + e1a∗12) = 0.

Como a multiplicação qn∗ é aditiva, resulta que

ξ1A(a12 + b21, e1) = ξ1A(a12, e1) + ξ1A(b21, e1) = ξ1A(b21, e1).

Dessa forma, pelo Lema 4.3, constatamos que
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∑
D(1A)

ξD(1A)(a12 + b21, e1) + ξ1A(D(a12 + b21), e1) + ξ1A(a12 + b21,D(e1))

= D
(

ξ1A(a12 + b21, e1)
)

= D
(

ξ1A(b21, e1)
)

= 0 + D
(

ξ1A(b21, e1)
)

= D
(

ξ1A(a12, e1)
)

+ D
(

ξ1A(b21, e1)
)

= ∑
D(1A)

ξD(1A)(a12 + b21, e1) + ξ1A(D(a12) + D(b21), e1) + ξ1A(a12 + b21,D(e1)).

Logo, ξ1A(D(a12 + b21), e1) = ξ1A(D(a12) + D(b21), e1). Pela aditividade da multiplicação qn∗ ,

temos ξ1A(D(a12 + b21) −D(a12) −D(b21), e1) = 0, ou seja, ξ1A(h, e1) = 0. Observamos, pela

Equação (3.27), que

0 = ξ1A(h, e1) = qn∗(1A, . . . , 1A, h, e1) = q2∗(2n−2h, e1) = 2n−2(he1 + e1h∗)

= 2n−2(h12e1 + h21e1 + e1h∗12 + e1h∗21) = 2n−2(h21 + h∗21).

Pela decomposição de Peirce, concluímos que h21 = 0.

Agora, nos resta mostrar que h12 = 0. Pela Equação (3.27), chegamos a

ξ1A(b21, e2) = qn∗(1A, . . . , 1A, b21, e2) = q2∗(2n−2b21, e2) = 2n−2b21e2 + 2n−2e2b∗21 = 0.

Como a multiplicação qn∗ é aditiva, deduzimos

ξ1A(a12 + b21, e2) = ξ1A(a12, e2) + ξ1A(b21, e2) = ξ1A(a12, e2).

Pelo Lema 4.3, resulta que

∑
D(1A)

ξD(1A)(a12 + b21, e2) + ξ1A(D(a12 + b21), e2) + ξ1A(a12 + b21,D(e2))

= D
(

ξ1A(a12 + b21, e2)
)

= D
(

ξ1A(a12, e2)
)

= D
(

ξ1A(a12, e2)
)

+ 0

= D
(

ξ1A(a12, e2)
)

+ D
(

ξ1A(b21, e2)
)
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= ∑
D(1A)

ξD(1A)(a12 + b21, e2) + ξ1A(D(a12) + D(b21), e2) + ξ1A(a12 + b21,D(e2)).

Logo, ξ1A(D(a12 + b21), e2) = ξ1A(D(a12) + D(b21), e2). Novamente pela aditividade da multi-

plicação qn∗ , constatamos ξ1A(D(a12 + b21) −D(a12) −D(b21), e2) = 0, ou seja, ξ1A(h, e2) = 0.

Pela Equação (3.27), decorre que

0 = ξ1A(h, e2) = qn∗(1A, . . . , 1A, h, e2) = q2∗(2n−2h, e2) = 2n−2he2 + 2n−2e2h∗

= 2n−2(h12e2 + e2h∗12) = 2n−2(h12 + h∗12).

Pela decomposição de Peirce, segue que h12 = 0. Portanto, h = 0, ou seja,

D(a12 + b21) = D(a12) + D(b21).

□

Lema 4.5. Se a11 ∈ A11, b12 ∈ A12, c21 ∈ A21 e d22 ∈ A22, então

D(b12 + c21 + d22) = D(b12) + D(c21) + D(d22)

e

D(a11 + b12 + c21) = D(a11) + D(b12) + D(c21).

Demonstração. Vamos demonstrar a primeira equação; a segunda é demonstrada de

forma similar. Consideremos h = D(b12 + c21 + d22) −D(b12) −D(c21) −D(d22), com h =

h11 + h12 + h21 + h22. Note que

ξ1A(e1, d22) = q2∗(2n−2e1, d22) = 2n−2(e1d22 + d22e1) = 0.

Pela aditividade da multiplicação qn∗ e pelos Lemas 4.3 e 4.4, segue que

∑
D(1A)

ξD(1A)(e1, b12 + c21 + d22) + ξ1A

(
D(e1), b12 + c21 + d22

)
+ ξ1A

(
e1,D(b12 + c21 + d22)

)
= D

(
ξ1A(e1, b12 + c21 + d22)

)
= D

(
ξ1A(e1, b12 + c21) + ξ1A(e1, d22)

)
= D

(
ξ1A(e1, b12 + c21)

)
= D

(
ξ1A(e1, b12 + c21)

)
+ D

(
ξ1A(e1, d22)

)
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= D
(

ξ1A(e1, b12)
)

+ D
(

ξ1A(e1, c21)
)

+ D
(

ξ1A(e1, d22)
)

= ∑
D(1A)

ξD(1A)(e1, b12) + ξ1A

(
D(e1), b12

)
+ ξ1A

(
e1,D(b12)

)
+ ∑

D(1A)
ξD(1A)(e1, c21) + ξ1A

(
D(e1), c21

)
+ ξ1A

(
e1,D(c21)

)
+ ∑

D(1A)
ξD(1A)(e1, d22) + ξ1A

(
D(e1), d22

)
+ ξ1A

(
e1,D(d22)

)
= ∑

D(1A)
ξD(1A)(e1, b12 + c21 + d22) + ξ1A

(
D(e1), b12 + c21 + d22

)
+ ξ1A

(
e1,D(b12) + D(c21) + D(d22)

)
.

Assim, ξ1A

(
e1,D(b12 + c21 + d22)

)
= ξ1A

(
e1,D(b12) + D(c21) + D(d22)

)
. Novamente pela aditi-

vidade da multiplicação qn∗ , obtemos

ξ1A

(
e1,D(b12 + c21 + d22) −D(b12) −D(c21) −D(d22)

)
= 0,

ou seja, ξ1A(e1, h) = 0. Pela Equação (3.27), concluímos que

0 = ξ1A(e1, h) = q2∗(2n−2e1, h) = 2n−2(2h11 + h12 + h21).

Da decomposição de Peirce, chegamos a h11 = h12 = h21 = 0.

Agora, para quaisquer t12 ∈ A12 e t21 ∈ A21, deduzimos

ξ1A(e1 − e2, t12) = q2∗(2n−2(e1 − e2), t12) = 2n−2
(

(e1 − e2)t12 + t12(e1 − e2)
)

= 2n−2(t12 − t12) = 0

e

ξ1A(e1 − e2, t21) = q2∗(2n−2(e1 − e2), t21) = 2n−2
(

(e1 − e2)t21 + t21(e1 − e2)
)

= 2n−2(−t21 + t21) = 0.

Da aditividade da multiplicação qn∗ e pelo Lema 4.3, resulta que
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∑
D(1A)

ξD(1A)(e1 − e2, b12 + c21 + d22) + ξ1A

(
D(e1 − e2), b12 + c21 + d22

)
+ ξ1A

(
e1 − e2,D(b12 + c21 + d22)

)
= D

(
ξ1A(e1 − e2, b12 + c21 + d22)

)
= D

(
ξ1A(e1 − e2, b12) + ξ1A(e1 − e2, c21) + ξ1A(e1 − e2, d22)

)
= D

(
ξ1A(e1 − e2, d22)

)
= D

(
ξ1A(e1 − e2, b12)

)
+ D

(
ξ1A(e1 − e2, c21)

)
+ D

(
ξ1A(e1 − e2, d22)

)
= ∑

D(1A)
ξD(1A)(e1 − e2, b12) + ξ1A

(
D(e1 − e2), b12

)
+ ξ1A

(
e1 − e2,D(b12)

)
+ ∑

D(1A)
ξD(1A)(e1 − e2, c21) + ξ1A

(
D(e1 − e2), c21

)
+ ξ1A

(
e1 − e2,D(c21)

)
+ ∑

D(1A)
ξD(1A)(e1 − e2, d22) + ξ1A

(
D(e1 − e2), d22

)
+ ξ1A

(
e1 − e2,D(d22)

)
= ∑

D(1A)
ξD(1A)(e1 − e2, b12 + c21 + d22) + ξ1A

(
D(e1 − e2), b12 + c21 + d22

)
+ ξ1A

(
e1 − e2,D(b12) + D(c21) + D(d22)

)
.

Dessa forma, ξ1A

(
e1 − e2,D(b12 + c21 + d22)

)
= ξ1A

(
e1 − e2,D(b12) + D(c21) + D(d22)

)
e,

portanto,

ξ1A

(
e1 − e2,D(b12 + c21 + d22) −D(b12) −D(c21) −D(d22)

)
= 0,

ou seja, ξ1A

(
e1 − e2, h

)
= 0. Assim, 0 = ξ1A(e1 − e2, h) = ξ1A(e1 − e2, h22) = −2n−1h22, ou

ainda, h22 = 0. Finalmente, h = h11 + h12 + h21 + h22 = 0, de onde,

h = D(b12 + c21 + d22) −D(b12) −D(c21) −D(d22),

concluímos que D(b12 + c21 + d22) = D(b12) + D(c21) + D(d22).

□

Lema 4.6. Se a11 ∈ A11, b12 ∈ A12, c21 ∈ A21 e d22 ∈ A22, então

D(a11 + b12 + c21 + d22) = D(a11) + D(b12) + D(c21) + D(d22).



derivações ∗-jordan não lineares em ∗-álgebras alternativas 97

Demonstração. Consideremos h = D(a11 + b12 + c21 + d22)−D(a11)−D(b12)−D(c21)−D(d22),

com h = h11 + h12 + h21 + h22. Notamos que

ξ1A(e2, a11) = q2∗(2n−2e2, a11) = 2n−2(e2a11 + a11e2) = 0.

Pela aditividade da multiplicação qn∗ e pelos Lemas 4.3 e 4.5, temos

∑
D(1A)

ξD(1A)(e2, a11 + b12 + c21 + d22) + ξ1A

(
D(e2), a11 + b12 + c21 + d22

)
+ ξ1A

(
e2,D(a11 + b12 + c21 + d22)

)
= D

(
ξ1A(e2, a11 + b12 + c21 + d22)

)
= D

(
ξ1A(e2, a11) + ξ1A(e2, b12 + c21 + d22)

)
= D

(
ξ1A(e2, b12 + c21 + d22)

)
= D

(
ξ1A(e2, b12) + ξ1A(e2, c21) + ξ1A(e2, d22)

)
= D

(
ξ1A(e2, b12)

)
+ D

(
ξ1A(e2, c21)

)
+ D

(
ξ1A(e2, d22)

)
= D

(
ξ1A(e2, a11)

)
+ D

(
ξ1A(e2, b12)

)
+ D

(
ξ1A(e2, c21)

)
+ D

(
ξ1A(e2, d22)

)
= ∑

D(1A)
ξD(1A)(e2, a11 + b12 + c21 + d22) + ξ1A

(
D(e2), a11 + b12 + c21 + d22

)
+ ξ1A

(
e2,D(a11) + D(b12) + D(c21) + D(d22)

)
,

de onde, ξ1A

(
e2,D(a11 + b12 + c21 + d22)

)
= ξ1A

(
e2,D(a11) + D(b12) + D(c21) + D(d22)

)
. Pela

aditividade da multiplicação qn∗ , segue que

ξ1A

(
e2,D(a11 + b12 + c21 + d22) −D(a11) −D(b12) −D(c21) −D(d22)

)
= 0,

ou seja, ξ1A(e2, h) = 0. Assim, pela Equação (3.27), decorre que

0 = ξ1A(e2, h) = q2∗(2n−2e2, h) = 2n−2(h12 + h21 + 2h22).

Pela decomposição de Peirce, obtemos h12 = h21 = h22 = 0.

Nos resta mostrar que h11 = 0. Refazendo os mesmos cálculos trocando e2 por e1,

concluímos que ξ1A(e1, h) = 0, de onde 0 = ξ1A(e1, h) = ξ1A(e1, h11) = q2∗(2n−2e1, h11) =

2n−1h11. Assim, h11 = 0. Logo, h = h11 + h12 + h21 + h22 = 0, isto é,

D(a11 + b12 + c21 + d22) = D(a11) + D(b12) + D(c21) + D(d22).
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□

Nosso próximo lema evidencia uma sútil diferença para o caso de álgebras associativas.

Como é bem conhecido, para as álgebras associativas, temos ajkbjk = 0, j ̸= k, mas este fato,

em geral, não é válido para álgebras alternativas.

Lema 4.7. Se a12, b12 ∈ A12 e c21, d21 ∈ A21, então

D(c21d21 + c∗21) = D(c21d21) + D(c∗21)

e

D(a12b12 + a∗12) = D(a12b12) + D(a∗12).

Demonstração. Vamos mostrar apenas a primeira equação; a segunda pode ser provada de

forma análoga. Observamos, pela Equação (3.27), que

ξ1A

(
c21,

e1 + d21

2n−2

)
= q2∗

(
2n−2c21,

e1

2n−2

)
+ q2∗

(
2n−2c21,

d21

2n−2

)
= c21 + c∗21 + c21d21 + d21c∗21.

Como c21 ∈ A21, c∗21, c21d21 ∈ A12 e d21c∗21 ∈ A22, pelo Lema 4.5, temos

D(c21) + D(c∗21 + c21d21) + D(d21c∗21)

= D(c21 + c∗21 + c21d21 + d21c∗21)

= D

(
ξ1A

(
c21,

e1 + d21

2n−2

))
= ∑

D(1A)
ξD(1A)

(
c21,

e1 + d21

2n−2

)
+ ξ1A

(
D(c21),

e1 + d21

2n−2

)
+ ξ1A

(
c21,D

(
e1 + d21

2n−2

))
= ∑

D(1A)
ξD(1A)

(
c21,

e1 + d21

2n−2

)
+ ξ1A

(
D(c21),

e1 + d21

2n−2

)
+ ξ1A

(
c21,D

( e1

2n−2

)
+ D

(
d21

2n−2

))
= D

(
ξ1A

(
c21,

e1

2n−2

))
+ D

(
ξ1A

(
c21,

d21

2n−2

))
= D

(
q2∗

(
2n−2c21,

e1

2n−2

))
+ D

(
q2∗

(
2n−2c21,

d21

2n−2

))
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= D(c21 + c∗21) + D(c21d21 + d21c∗21)

= D(c21) + D(c∗21) + D(c21d21) + D(d21c∗21).

Logo, D(c21d21 + c∗21) = D(c21d21) + D(c∗21).

□

Lema 4.8. Se ajk, bjk ∈ Ajk, j ̸= k, então D(ajk + bjk) = D(ajk) + D(bjk).

Demonstração. Pela aditividade da multiplicação qn∗ e Equação (3.27) , temos

ξ1A

( ej + ajk

2n−2 , ek + bjk

)
= ξ1A

(
ej

2n−2 , ek

)
+ ξ1A

(
ej

2n−2 , bjk

)
+ ξ1A

( ajk

2n−2 , ek

)
+ ξ1A

( ajk

2n−2 , bjk

)
= 0 + q2∗

(
2n−2 ej

2n−2 , bjk

)
+ q2∗

(
2n−2 ajk

2n−2 , ek

)
+ q2∗

(
2n−2 ajk

2n−2 , bjk

)
= bjk + ajk + a∗jk + ajkbjk + bjka∗jk.

Pelos Lemas 4.7 e 4.6, como ajk, bjk ∈ Ajk, ajkbjk ∈ Akj e bjka∗jk ∈ Ajj, segue que

D(ajk + bjk) + D(a∗jk + ajkbjk) + D(bjka∗jk) = D

(
ξ1A

( ej + ajk

2n−2 , ek + bjk

))
= ∑

D(1A)
ξD(1A)

( ej + ajk

2n−2 , ek + bjk

)
+ ξ1A

(
D

( ej + ajk

2n−2

)
, ek + bjk

)
+ ξ1A

( ej + ajk

2n−2 ,D(ek + bjk)
)

= ∑
D(1A)

ξD(1A)

( ej + ajk

2n−2 , ek + bjk

)
+ ξ1A

(
D

(
ej

2n−2

)
+ D

( ajk

2n−2

)
, ek + bjk

)
+ ξ1A

( ej + ajk

2n−2 ,D(ek) + D(bjk)
)

= D

(
ξ1A

(
ej

2n−2 , ek

))
+ D

(
ξ1A

( ajk

2n−2 , bjk

))
+ D

(
ξ1A

( ajk

2n−2 , ek

))
+ D

(
ξ1A

(
ej

2n−2 , bjk

))
= D(ajkbjk + bjka∗jk) + D(ajk + a∗jk) + D(bjk)
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= D(ajkbjk) + D(bjka∗jk) + D(ajk) + D(a∗jk) + D(bjk)

= D(ajk) + D(bjk) + D(a∗jk + ajkbjk) + D(bjka∗jk).

Logo, D(ajk + bjk) = D(ajk) + D(bjk).

□

Lema 4.9. Se ajj, bjj ∈ Ajj, j ∈ {1, 2}, então D(ajj + bjj) = D(ajj) + D(bjj).

Demonstração. Consideremos h = D(ajj + bjj) −D(ajj) −D(bjj), com h = h11 + h12 + h21 + h22.

Para qualquer cjj ∈ Ajj, da Equação (3.27), temos ξ1A(ek, cjj) = 2n−2(ekcjj + cjjek) = 0, com

k ̸= j. Pela aditividade da multiplicação qn∗ , segue que

∑
D(1A)

ξD(1A)(ek, ajj + bjj) + ξ1A

(
D(ek), ajj + bjj

)
+ ξ1A

(
ek,D(ajj + bjj)

)
= D

(
ξ1A(ek, ajj + bjj)

)
= D

(
ξ1A(ek, ajj) + ξ1A(ek, bjj)

)
= D

(
ξ1A(ek, ajj)

)
+ D

(
ξ1A(ek, bjj)

)
= ∑

D(1A)
ξD(1A)(ek, ajj) + ξ1A

(
D(ek), ajj

)
+ ξ1A

(
ek,D(ajj)

)
+ ∑

D(1A)
ξD(1A)(ek, bjj) + ξ1A

(
D(ek), bjj

)
+ ξ1A

(
ek,D(bjj)

)
= ∑

D(1A)
ξD(1A)(ek, ajj + bjj) + ξ1A

(
D(ek), ajj + bjj

)
+ ξ1A

(
ek,D(ajj) + D(bjj)

)
,

de onde, ξ1A

(
ek,D(ajj + bjj)

)
= ξ1A

(
ek,D(ajj) + D(bjj)

)
. Como a multiplicação qn∗ é adi-

tiva, obtemos ξ1A

(
ek,D(ajj + bjj) −D(ajj) −D(bjj)

)
= 0, ou seja, ξ1A(ek, h) = 0, e também

concluímos que

0 = ξ1A(ek, h) = ξ1A(ek, hjk) + ξ1A(ek, hkj) + ξ1A(ek, hkk) = 2n−2(hjk + hkj + 2hkk).

Pela decomposição de Peirce, obtemos que hjk = hkj = hkk = 0.

Resta mostrar que hjj = 0. Para qualquer cjk ∈ Ajk, j ̸= k, pelo Lema 4.6, deduzimos que
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∑
D(1A)

ξD(1A)(ajj + bjj, cjk) + ξ1A

(
D(ajj + bjj), cjk

)
+ ξ1A

(
ajj + bjj,D(cjk)

)
= D

(
ξ1A(ajj + bjj, cjk)

)
= D

(
ξ1A(ajj, cjk) + ξ1A(bjj, cjk)

)
= D

(
ξ1A(ajj, cjk)

)
+ D

(
ξ1A(bjj, cjk)

)
= ∑

D(1A)
ξD(1A)(ajj, cjk) + ξ1A

(
D(ajj), cjk

)
+ ξ1A

(
ajj,D(cjk)

)
+ ∑

D(1A)
ξD(1A)(bjj, cjk) + ξ1A

(
D(bjj), cjk

)
+ ξ1A

(
bjj,D(cjk)

)
= ∑

D(1A)
ξD(1A)(ajj + bjj, cjk) + ξ1A

(
D(ajj) + D(bjj), cjk

)
+ ξ1A

(
ajj + bjj,D(cjk)

)
,

de onde, ξ1A

(
D(ajj + bjj), cjk

)
= ξ1A

(
D(ajj) + D(bjj), cjk

)
, ou seja, ξ1A(h, cjk) = 0. Logo,

0 = ξ1A(h, cjk) = ξ1A(hjj, cjk) = 2n−2(hjjcjk + cjkh∗jj) = 2n−2hjjcjk.

e, portanto, hjjcjk = 0, para qualquer cjk ∈ Ajk. Assim, (hjjt)ek = 0, para todo t ∈ A.

Pela Condição (4.1) do Teorema 4.2, constatamos que hjj = 0. Consequentemente, h =

hjj + hjk + hkj + hkk = 0, ou seja, D(ajj + bjj) = D(ajj) + D(bjj).

□

Nosso próximo lema mostra a aditividade de D, e com isso teremos mostrado parte do

Teorema 4.2.

Lema 4.10. D é aditiva.

Demonstração. Sejam a, b ∈ A, com a = a11 + a12 + a21 + a22 e b = b11 + b12 + b21 + b22. Pelos

Lemas 4.6, 4.8 e 4.9, temos

D(a + b) = D(a11 + a12 + a21 + a22 + b11 + b12 + b21 + b22)

= D
(

(a11 + b11) + (a12 + b12) + (a21 + b21) + (a22 + b22)
)

= D(a11 + b11) + D(a12 + b12) + D(a21 + b21) + D(a22 + b22)
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= D(a11) + D(b11) + D(a12) + D(b12) + D(a21) + D(b21) + D(a22) + D(b22)

= D(a11 + a12 + a21 + a22) + D(b11 + b12 + b21 + b22) = D(a) + D(b).

□

O lema a seguir mostra que D(1A) anula o produto q2∗ para todo a ∈ A.

Lema 4.11. q2∗

(
D(1A), a

)
= 0.

Demonstração. Notamos que q2∗

(
D(1A), 1A

)
= D(1A)1A + 1AD(1A)∗ = D(1A) + D(1A)∗. Pela

aditividade de D, segue que

2n−1D(1A) = D(2n−11A) = D
(

ξ1A(1A, 1A)
)

= ∑
D(1A)

ξD(1A)(1A, 1A) + ξ1A

(
D(1A), 1A

)
+ ξ1A

(
1A,D(1A)

)
= (n − 2)2n−2q2∗

(
D(1A), 1A

)
+ 2n−2q2∗

(
D(1A), 1A

)
+ 2n−1D(1A)

= (n − 1)2n−2q2∗

(
D(1A), 1A

)
+ 2n−1D(1A),

de onde, q2∗

(
D(1A), 1A

)
= 0. Assim, para a ∈ A qualquer e pela aditividade de D, concluí-

mos que

2n−1D(a) = D(2n−1a) = D
(

ξ1A(1A, a)
)

= ∑
D(1A)

ξD(1A)(1A, a) + ξ1A

(
D(1A), a

)
+ ξ1A

(
1A,D(a)

)
= ξ1A

(
D(1A), a

)
+ ξ1A

(
1A,D(a)

)
= 2n−2

(
D(1A)a + aD(1A)∗

)
+ 2n−2

(
1AD(a) + D(a)1A

)
= 2n−2

(
D(1A)a + aD(1A)∗

)
+ 2n−1D(a).

Logo, D(1A)a + aD(1A)∗ = 0, ou seja, q2∗

(
D(1A), a

)
= 0.

□

A seguir vamos provar que a imagem de ej por D é um elemento simétrico, para todo

j ∈ {1, 2}.
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Lema 4.12. D(ej) = D(ej)∗, j ∈ {1, 2}.

Demonstração. Para todo a ∈ A simétrico, ou seja, a = a∗, temos

ξ1A(a, ej) = q2∗(2n−2a, ej) = 2n−2(aej + eja∗) = 2n−2(aej + eja) = 2n−2(eja + aej)

= q2∗(2n−2ej, a) = ξ1A(ej, a).

Assim, D
(

ξ1A(a, ej)
)

= D
(

ξ1A(ej, a)
)

. Como

D
(

ξ1A(a, ej)
)

= ∑
D(1A)

ξD(1A)(a, ej) + ξ1A

(
D(a), ej

)
+ ξ1A

(
a,D(ej)

)
e

D
(

ξ1A(ej, a)
)

= ∑
D(1A)

ξD(1A)(ej, a) + ξ1A

(
D(ej), a

)
+ ξ1A

(
ej,D(a)

)
pelo Lema 4.11, segue que ξ1A

(
D(a), ej

)
+ ξ1A

(
a,D(ej)

)
= ξ1A

(
D(ej), a

)
+ ξ1A

(
ej,D(a)

)
.

Logo,

q2∗

(
2n−2D(a), ej

)
+ q2∗

(
2n−2a,D(ej)

)
= q2∗

(
2n−2D(ej), a

)
+ q2∗

(
2n−2ej,D(a)

)
.

Desenvolvendo o cálculo acima, obtemos

2n−2
(
D(a)ej + ejD(a)∗

)
+ 2n−2

(
aD(ej) + D(ej)a∗

)
= 2n−2

(
D(ej)a + aD(ej)∗

)
+ 2n−2

(
ejD(a) + D(a)e∗j

)
.

Como a e ek são simétricos, decorre que 2n−2
(

ejD(a)∗ + aD(ej)
)

= 2n−2
(

aD(ej)∗ + ejD(a)
)

.

Assim,

ej

(
D(a)∗ −D(a)

)
= a
(
D(ej) −D(ej)∗

)
.

Multiplicando a equação acima por ek à esquerda, concluímos que eka
(
D(ej) −D(ej)∗

)
= 0,

para todo a ∈ A simétrico. Para cada b ∈ A, escrevemos b = b1 + ib2, em que b1 = b+b∗
2 e

b2 = b−b∗
2i são simétricos. Neste caso, ekb

(
D(ej) −D(ej)∗

)
= 0, para todo b ∈ A. Aplicando a

involução, deduzimos que
(
D(ej)∗ −D(ej)

)
b∗e∗k = 0, de onde,(

D(ej)∗ −D(ej)
)

b∗1e∗k +
(
D(ej)∗ −D(ej)

)
b∗2e∗k = 0.
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Da forma como b1 e b2 foram escritos e por serem simétricos, temos
(
D(ej)∗ −D(ej)

)
b1ek = 0

e
(
D(ej)∗ −D(ej)

)
b2ek = 0. Logo, (

D(ej)∗ −D(ej)
)

bek = 0.

Pela arbitrariedade de b ∈ A,
(

(D(ej)∗ −D(ej))A
)

ek = {0} e pela Condição (4.1) do Teo-

rema 4.2, constatamos que D(ej) = D(ej)∗.

□

Lema 4.13. D(ej) = e1D(ej)e2 + e2D(ej)e1, j ∈ {1, 2} e D(1A) = 0.

Demonstração. Inicialmente vamos provar que

e1D(e1)e2 + e2D(e1)e1 + e1D(e2)e2 + e2D(e2)e1 = 0.

Pelos Lemas 4.11 e 4.12, temos

2n−1D(ej) = D
(

ξ1A(ej, ej)
)

= ξ1A

(
D(ej), ej

)
+ ξ1A

(
ej,D(ej)

)
= 2n−2

(
D(ej)ej + ejD(ej)∗

)
+ 2n−2

(
ejD(ej) + D(ej)e∗j

)
= 2n−2

(
2D(ej)ej + 2ejD(ej)

)
= 2n−1

(
D(ej)ej + ejD(ej)

)
. (4.3)

Multiplicando ambos os lados da Equação (4.3) por ek, com k ̸= j, segue que

ekD(ej)ek = ekD(ej)ejek + ekejD(ej)ek = 0.

Agora multiplicando a Equação (4.3) por ej, obtemos

ejD(ej)ej = ejD(ej)ejej + ejejD(ej)ej = 2ejD(ej)ej,

de onde ejD(ej)ej = 0. Logo, obtemos a primeira parte do resultado,

D(ej) = e1D(ej)e2 + e2D(ej)e1, com j ∈ {1, 2}. (4.4)

Nossos cálculos agora serão no sentido de provar que D(1A) = 0. Pelo Lema 4.12 e pela

Equação (4.4), concluímos que
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0 = D
(

ξ1A(e1, e2)
)

= ξ1A

(
D(e1), e2

)
+ ξ1A

(
e1,D(e2)

)
= 2n−2

(
D(e1)e2 + e2D(e1)∗

)
+ 2n−2

(
e1D(e2) + D(e2)e∗1

)
= 2n−2

(
e1D(e1)e2e2 + e2e2D(e1)e1 + e1e1D(e2)e2 + e2D(e2)e1e1

)
= 2n−2

(
e1D(e1)e2 + e2D(e1)e1 + e1D(e2)e2 + e2D(e2)e1

)
,

ou seja,

e1D(e1)e2 + e2D(e1)e1 + e1D(e2)e2 + e2D(e2)e1 = 0.

Agora, pelo Lema 4.10, como e2 = 1A− e1 e pela aditividade de D e Equação (4.4), obtemos

que

D(1A) = D(e1 + 1A − e1) = D(e1 + e2) = D(e1) + D(e2)

= e1D(e1)e2 + e2D(e1)e1 + e1D(e2)e2 + e2D(e2)e1 = 0.

□

Lema 4.14. Se a, b ∈ A, então D
(

q2∗(a, b)
)

= q2∗

(
D(a), b

)
+ q2∗

(
a,D(b)

)
.

Demonstração. Para todos a, b ∈ A, pela aditividade da multiplicação qn∗ e pelos Lemas 4.10

e 4.13 , deduzimos que

2n−2D
(

q2∗(a, b)
)

= D
(

ξ1A(a, b)
)

= ξ1A

(
D(a), b

)
+ ξ1A

(
a,D(b)

)
= 2n−2

(
q2∗(D(a), b) + q2∗(a,D(b))

)
.

Assim,

D
(

q2∗(a, b)
)

= q2∗

(
D(a), b

)
+ q2∗

(
a,D(b)

)
.

□

A seguir mostraremos que D preserva a involução.

Lema 4.15. Se a ∈ A, então D(a∗) = D(a)∗.
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Demonstração. Para todo a ∈ A, pelos Lemas 4.10, 4.13 e 4.14, resulta que

D(a) + D(a∗) = D(a + a∗) = D
(

q2∗(a, 1A)
)

= q2∗

(
D(a), 1A

)
+ q2∗

(
a,D(1A)

)
= q2∗

(
D(a), 1A

)
= D(a)1A + 1AD(a)∗

= D(a) + D(a)∗.

Portanto, D(a∗) = D(a)∗, para todo a ∈ A.

□

A seguir vamos definir uma função que será utilizada nos próximos lemas que são

resultados técnicos necessários para mostrar que D é uma derivação. Definimos ∆:A → A

dada por ∆(a) = D(a) − Σy,z(a), para todo a ∈ A, em que Σy,z é uma ∗-derivação interna em

A, com y = e1D(e1)e2 + e2D(e1)e1 e z = e1.

Lema 4.16. As seguintes propriedades são válidas.

(i) Para todos a, b ∈ A, ∆
(

q2∗(a, b)
)

= q2∗

(
∆(a), b

)
+ q2∗

(
a, ∆(b)

)
.

(ii) ∆(ej) = 0, para todo j ∈ {1, 2}.

(iii) ∆ é aditiva.

(iv) Para todo a ∈ A, ∆(a∗) = ∆(a)∗.

(v) ∆ é uma derivação aditiva se, e só se, D é uma derivação aditiva.

Demonstração. Inicialmente, mostraremos o item (i). Para todos a, b ∈ A, temos

∆
(

q2∗(a, b)
)

= D
(

q2∗(a, b)
)
− Σy,z

(
q2∗(a, b)

)
= q2∗

(
D(a), b

)
+ q2∗

(
a,D(b)

)
− q2∗

(
Σy,z(a), b

)
− q2∗

(
a, Σy,z(b)

)
= D(a)b + bD(a)∗ + aD(b) + D(b)a∗ − Σy,z(a)b − bΣy,z(a)∗ − aΣy,z(b) − Σy,z(b)a∗

=
(
D(a) − Σy,z(a)

)
b + b

(
D(a) − Σy,z(a)

)∗
+ a
(
D(b) − Σy,z(b)

)
+
(
D(b) − Σy,z(b)

)
a∗

= ∆(a)b + b∆(a)∗ + a∆(b) + ∆(b)a∗ = q2∗

(
∆(a), b

)
+ q2∗

(
a, ∆(b)

)
.
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Agora, vamos mostrar o item (ii). Relembramos da Proposição 2.11, na qual

Σy,z(a) =
(

[Ly, Lz] + [Ly, Rz] + [Ry, Rz]
)

(a),

para todo a ∈ A, com Lx e Rx as multiplicações à esquerda e à direita por x, respectivamente,

para todo x ∈ A. Pela definição de ∆ e pelo Lema 4.13, para j ∈ {1, 2}, segue que

∆(ej) = D(ej) − Σyz(ej) = e1D(ej)e2 + e2D(ej)e1 − Σyz(ej)

= e1D(ej)e2 + e2D(ej)e1 −
(

[Ly, Lz](ej) + [Ly, Rz](ej) + [Ry, Rz](ej)
)

. (4.5)

Deveríamos analisar dois casos: j = 1 e j = 2, porém vamos demonstrar apenas o caso j = 1,

já que o caso j = 2 pode ser demonstrado de forma similar. Para j = 1, obtemos

[Ly, Lz](e1) = y(ze1) − z(ye1) =
(

e1D(e1)e2 + e2D(e1)e1

)
(e1e1) − e1

(
(e1D(e1)e2 + e2D(e1)e1)e1

)
= e1D(e1)e2e1 + e2D(e1)e1e1 − e1e1D(e1)e2e1 − e1e2D(e1)e1e1 = e2D(e1)e1,

[Ly, Rz](e1) = y(e1z) − (ye1)z =
(

e1D(e1)e2 + e2D(e1)e1

)
(e1e1) −

(
(e1D(e1)e2 + e2D(e1)e1)e1

)
e1

= e1D(e1)e2e1 + e2D(e1)e1e1 − e1D(e1)e2e1 − e2D(e1)e1e1

= e2D(e1)e1 − e2D(e1)e1 = 0

e

[Ry, Rz](e1) = (e1z)y − (e1y)z = (e1e1)
(

e1D(e1)e2 + e2D(e1)e1

)
−
(

e1(e1D(e1)e2 + e2D(e1)e1)
)

e1

= e1D(e1)e2 + e1e2D(e1)e1 − e1D(e1)e2e1 − e1e2D(e1)e1e1 = e1D(e1)e2.

Substituindo os valores encontrados acima na Equação (4.5) com j = 1, concluímos que

∆(e1) = e1D(e1)e2 + e2D(e1)e1 − e2D(e1)e1 − e1D(e1)e2 = 0.

Portanto, ∆(ej) = 0, para todo j ∈ {1, 2}.

Provaremos agora o item (iii). Pela aditividade de D, Proposição 2.11 e definição de ∆,

chegamos a

∆(a + b) = D(a + b) − Σy,z(a + b) = D(a) + D(b) − Σy,z(a) − Σy,z(b) = ∆(a) + ∆(b).
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Agora mostraremos o item (iv). Para todo a ∈ A, pela definição de ∆, pelo Lema 4.15 e

como Σy,z preserva a involução, deduzimos que

∆(a∗) = D(a∗) − Σy,z(a∗) = D(a)∗ − Σy,z(a)∗ = ∆(a)∗.

Finalmente, mostraremos o item (v). Suponhamos que ∆ é uma derivação aditiva. Como

Σy,z é uma derivação aditiva, para todos a, b ∈ A, resulta que

∆(a + b) = D(a + b) − Σy,z(a + b) =⇒ D(a + b) = ∆(a + b) + Σy,z(a + b).

Assim,

D(a + b) = ∆(a + b) + Σy,z(a + b) = ∆(a) + ∆(b) + Σy,z(a) + Σy,z(b) = D(a) + D(b).

Logo, D é aditiva. Além disso, como ∆ e Σy,z são derivações, constatamos que

D(ab) = ∆(ab) + Σy,z(ab) = ∆(a)b + a∆(b) + Σy,z(a)b + aΣy,z(b)

=
(

∆(a) + Σy,z(a)
)

b + a
(

∆(b) + Σy,z(b)
)

= D(a)b + aD(b).

Logo, D é uma derivação. Portanto, D é uma derivação aditiva.

Reciprocamente, vamos supor que D é uma derivação aditiva. Pelo item (iii), decorre que

∆ é aditiva. Assim, resta mostrar que ∆ é uma derivação. Para todos a, b ∈ A, como D e Σy,z

são derivações, segue que

∆(ab) = D(ab) − Σy,z(ab) = D(a)b + aD(b) − Σy,z(a)b − aΣy,z(b) = ∆(a)b + a∆(b).

Logo, D é uma derivação. Portanto, D é uma derivação aditiva.

□

Agora iremos localizar ∆(ajk), para todo ajk ∈ Ajk.

Lema 4.17. Se ajk ∈ Ajk, j, k ∈ {1, 2}, então ∆(ajk) ∈ Ajk.

Demonstração. Seja ajk ∈ Ajk, j, k ∈ {1, 2}. Primeiro vamos analisar o caso j ̸= k. Pelo

Lema 4.16, obtemos

∆(ajk) = ∆
(

q2∗(ej, ajk)
)

= q2∗

(
∆(ej), ajk

)
+ q2∗

(
ej, ∆(ajk)

)
= q2∗

(
ej, ∆(ajk)

)
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= ej∆(ajk) + ∆(ajk)ej. (4.6)

Multiplicando ambos os lados da Equação (4.6) por ek, concluímos que

ek∆(ajk)ek = ekej∆(ajk)ek + ek∆(ajk)ejek = 0.

Agora, multiplicando a Equação (4.6) por ej, decorre

ej∆(ajk)ej = ejej∆(ajk)ej + ej∆(ajk)ejej = 2ej∆(ajk)ej,

de onde ej∆(ajk)ej = 0. Por sua vez, pelo Lema 4.16 item (i), segue que

0 = ∆
(

q2∗(ajk, ej)
)

= q2∗

(
∆(ajk), ej

)
+ q2∗

(
ajk, ∆(ej)

)
= q2∗

(
∆(ajk), ej

)
= ∆(ajk)ej + ej∆(ajk)∗. (4.7)

Multiplicando a Equação (4.7) à esquerda por ek, obtemos que

0 = ek∆(ajk)ej + ekej∆(ajk) = ek∆(ajk)ej.

Portanto, ∆(ajk) ∈ Ajk, j, k ∈ {1, 2}, com j ̸= k.

Analisamos agora o outro caso. Seja ajj ∈ Ajj. Assim, para k ̸= j, e pelo Lema 4.16,

deduzimos que

0 = ∆
(

q2∗(ek, ajj)
)

= q2∗

(
∆(ek), ajj

)
+ q2∗

(
ek, ∆(ajj)

)
= q2∗

(
ek, ∆(ajj)

)
= ek∆(ajj) + ∆(ajj)ek. (4.8)

Multiplicando a Equação (4.8) por ej à esquerda, chegamos a

0 = ejek∆(ajj) + ej∆(ajj)ek = ej∆(ajj)ek.

Agora, multiplicando a Equação (4.8) por ej à direita, deduzimos

0 = ek∆(ajj)ej + ∆(ajj)ekej = ek∆(ajj)ej.

Finalmente, multiplicando a Equação (4.8) por ek em ambos os lados, resulta que

0 = ekek∆(ajj)ek + ek∆(ajj)ekek = 2ek∆(ajj)ek.
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Logo, ek∆(ajj)ek = 0. Portanto, ∆(ajj) ∈ Ajj.

□

Agora iremos mostrar como ∆ age nos espaços de Peirce, com respeito à multiplicação

entre seus elementos.

Lema 4.18. Sejam ajj, bjj ∈ Ajj, ajk, bjk ∈ Ajk, bkj ∈ Akj, bkk ∈ Akk, com j, k ∈ {1, 2} e j ̸= k. São

válidas

(i) ∆(ajjbjj) = ∆(ajj)bjj + ajj∆(bjj).

(ii) ∆(ajjbjk) = ∆(ajj)bjk + ajj∆(bjk).

(iii) ∆(ajkbkj) = ∆(ajk)bkj + ajk∆(bkj).

(iv) ∆(ajkbkk) = ∆(ajk)bkk + ajk∆(bkk).

(v) ∆(ajkbjk) = ∆(ajk)bjk + ajk∆(bjk).

Demonstração. Mostraremos inicialmente a identidade (ii). Observamos que, pela regra de

multiplicação das álgebras alternativas, temos

∆(ajjbjk) = ∆(ajjbjk + bjka∗jj) = ∆
(

q2∗(ajj, bjk)
)

= q2∗

(
∆(ajj), bjk

)
+ q2∗

(
ajj, ∆(bjk)

)
= ∆(ajj)bjk + bjk∆(ajj)∗ + ajj∆(bjk) + ∆(bjk)a∗jj = ∆(ajj)bjk + ajj∆(bjk).

Neste passo vamos provar o item (i). Seja cjk ∈ Ajk qualquer, com j ̸= k. Pela flexibilidade

da álgebra alternativa e pelo item (ii), temos

∆(ajjbjj)cjk + (ajjbjj)∆(cjk) = ∆
(

(ajjbjj)cjk

)
= ∆
(

ajj(bjjcjk)
)

= ∆(ajj)(bjjcjk) + ajj

(
∆(bjj)cjk

)
+ ajj

(
bjj∆(cjk)

)
=
(

∆(ajj)bjj

)
cjk +

(
ajj∆(bjj)

)
cjk + (ajjbjj)∆(cjk).

Logo,
(

∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj)
)

cjk = 0, para qualquer cjk ∈ Ajk. Assim, pela arbitrarie-

dade de cjk ∈ Ajk, segue que(
∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj)

)
(Aek) = {0}. (4.9)
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Observamos que ainda não é possível aplicar a Condição (4.1) do Teorema 4.2. No entanto,

mostraremos que, ao utilizarmos uma propriedade das álgebras alternativas, essa condição

poderá ser aplicada. Seja y ∈ A um elemento qualquer. Como em uma álgebra alternativa o

associador é alternante, obtemos

(
∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj), y, ek

)
= −

(
y, ∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj), ek

)
= −

(
y(∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj))

)
ek

+ y
(

(∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj))ek

)
= −

(
y(∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj))

)
ek. (4.10)

Como

y
(

∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj)
)
∈



Ajj, se y ∈ Ajj,

{0}, se y ∈ Ajk,

Akj, se y ∈ Akj,

{0}, se y ∈ Akk,

concluímos que
(

y
(

∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj)
))

ek = 0. Pela Equação (4.10), chegamos a(
∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj), y, ek

)
= 0, ou seja,(

(∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj))y
)

ek =
(

∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj)
)

(yek),

para todo y ∈ A. Pela Equação (4.9), deduzimos que
(

(∆(ajjbjj)−∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj))y
)

ek = 0,

para todo y ∈ A, isto é, (
(∆(ajjbjj) − ∆(ajj)bjj − ajj∆(bjj))A

)
ek = {0}.

Neste ponto, podemos utilizar a Condição (4.1) do Teorema 4.2 e constatar que,

∆(ajjbjj) = ∆(ajj)bjj + ajj∆(bjj).

Agora, mostraremos o item (iii). Da aditividade de ∆ decorre que
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∆(ajkbkj) + ∆(bkja∗jk) = ∆(ajkbkj + bkja∗jk) = ∆
(

q2∗(ajk, bkj)
)

= q2∗

(
∆(ajk), bkj

)
+ q2∗

(
ajk, ∆(bkj)

)
= ∆(ajk)bkj + bkj∆(ajk)∗ + ajk∆(bkj) + ∆(bkj)a∗jk.

Como ∆(ajkbkj) ∈ Ajj, ∆(bkja∗jk) ∈ Ajk, ∆(ajk)bkj ∈ Ajj, bkj∆(ajk)∗ ∈ Ajk, ajk∆(bkj) ∈ Ajj e

∆(bkj)a∗jk ∈ Ajk, pela decomposição de Peirce, temos ∆(ajkbkj) = ∆(ajk)bkj + ajk∆(bkj).

Nesta etapa vamos mostrar o item (iv). Seja ckj ∈ Akj qualquer, com j ̸= k. Pela flexibilidade

das álgebras alternativas e pelo itens(ii) e (iii), segue que

ckj∆(ajkbkk) + ∆(ckj)(ajkbkk) = ∆
(

ckj(ajkbkk)
)

= ∆
(

(ckjajk)bkk

)
= ∆(ckjajk)bkk +

(
ckjajk

)
∆(bkk)

=
(

∆(ckj)ajk

)
bkk +

(
ckj∆(ajk)

)
bkk +

(
ckjajk

)
∆(bkk)

= ∆(ckj)
(

ajkbkk

)
+ ckj

(
∆(ajk)bkk

)
+ ckj

(
ajk∆(bkk)

)
.

Logo, ckj∆(ajkbkk) = ckj

(
∆(ajk)bkk

)
+ ckj

(
ajk∆(bkk)

)
, ou seja,

ckj

(
∆(ajkbkk) − ∆(ajk)bkk − ajk∆(bkk)

)
= 0,

de onde
(

∆(ajkbkk) − ∆(ajk)bkk − ajk∆(bkk)
)∗

c∗kj = 0. Pela arbitrariedade de ckj, obtemos(
∆(ajkbkk) − ∆(ajk)bkk − ajk∆(bkk)

)∗(
Aek

)
= {0}, ou seja,(

∆(ajkbkk) − ∆(ajk)bkk − ajk∆(bkk)
)∗

(aek) = 0, (4.11)

para todo a ∈ A. Precisamos mostrar que((
∆(ajkbkk) − ∆(ajk)bkk − ajk∆(bkk)

)∗
A
)

ek = 0.

Para facilitar nossos cálculos vamos definir t∗jk =
(

∆(ajkbkk) − ∆(ajk)bkk − ajk∆(bkk)
)∗

. Mostra-

remos que (t∗jkA)ek = 0. Seja y ∈ A qualquer. Como t∗jk ∈ Akj, concluímos que t∗jk = ektej, para

algum t ∈ A. Assim,

(t∗jky)ek =
(

(ektej)y
)

ek = ekt(ejyek) = ektej(yek) = t∗jk(yek).
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Pela Equação (4.11), obtemos que (t∗jky)ek = 0. Como y ∈ A é arbitrário, resulta que (t∗jkA)ek =

0. Agora, pela Condição (4.1) do Teorema 4.2, constatamos que t∗jk = 0, isto é,(
∆(ajkbkk) − ∆(ajk)bkk − ajk∆(bkk)

)∗
= 0,

de onde, ∆(ajkbkk) − ∆(ajk)bkk − ajk∆(bkk) = 0, ou seja, ∆(ajkbkk) = ∆(ajk)bkk + ajk∆(bkk).

Para finalizar a prova deste lema, nos resta mostrar o item (v). Para quaisquer a, b, c ∈ A,

fazendo n = 2 na Definição 4.1 e pelo item (i) do Lema 4.16, ou seja, considerando ∆ uma

derivação ∗-Jordan, segue que

∆
(

q2∗(a, bc + cb∗)
)

= q2∗

(
∆(a), bc + cb∗

)
+ q2∗

(
a, ∆(bc + cb∗)

)
= ∆(a)(bc + cb∗) + (bc + cb∗)∆(a)∗ + a∆(bc + cb∗) + ∆(bc + cb∗)a∗.

Considerando a = ek, b = ajk e c = bjk, pelo Lema 4.16, item (iii) e pela decomposição de

Peirce, obtemos

∆(ajkbjk) = ∆
(

q2∗(ek, ajkbjk + bjka∗jk)
)

= ek∆(ajkbjk + bjka∗jk) + ∆(ajkbjk + bjka∗jk)ek

= ek∆
(

q2∗(ajk, bjk)
)

+ ∆
(

q2∗(ajk, bjk)
)

ek

= ek

(
q2∗

(
∆(ajk), bjk

)
+ q2∗

(
ajk, ∆(bjk)

))
+
(

q2∗

(
∆(ajk), bjk

)
+ q2∗

(
ajk, ∆(bjk)

))
ek

= ek

(
∆(ajk)bjk

)
+ ek

(
bjk∆(a∗jk)

)
+ ek

(
ajk∆(bjk)

)
+ ek

(
∆(bjk)a∗jk

)
+
(

∆(ajk)bjk

)
ek +

(
bjk∆(a∗jk)

)
ek +

(
ajk∆(bjk)

)
ek +

(
∆(bjk)a∗jk

)
ek

= ∆(ajk)bjk + ajk∆(bjk).

□

Nosso próximo resultado mostra que D é uma derivação e para prová-lo vamos utilizar

fortemente o fato de que ∆ é aditiva.

Lema 4.19. Se a, b ∈ A, então D(ab) = D(a)b + aD(b).

Demonstração. Dados a, b ∈ A, podemos escrever a = a11 + a12 + a21 + a22 e b = b11 + b12 +

b21 + b22. Assim,

ab = a11b11 + a11b12 + a12b12 + a12b21 + a12b22 + a21b11 + a21b12 + a21b21 + a22b21 + a22b22.
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Vamos inicialmente mostrar que ∆ é uma derivação. Pelo Lema 4.18 e pela aditividade de ∆,

concluímos que

∆(ab) = ∆(a11b11 + a11b12 + a12b12 + a12b21 + a12b22 + a21b11 + a21b12 + a21b21 + a22b21 + a22b22)

= ∆(a11b11) + ∆(a11b12) + ∆(a12b12) + ∆(a12b21) + ∆(a12b22) + ∆(a21b11) + ∆(a21b12)

+ ∆(a21b21) + ∆(a22b21) + ∆(a22b22)

= ∆(a11)b11 + a11∆(b11) + ∆(a11)b12 + a11∆(b12) + ∆(a12)b12 + a12∆(b12)

+ ∆(a12)b21 + a12∆(b21) + ∆(a12)b22 + a12∆(b22) + ∆(a21)b11 + a21∆(b11)

+ ∆(a21)b12 + a21∆(b12) + ∆(a21)b21 + a21∆(b21) + ∆(a22)b21 + a22∆(b21)

+ ∆(a22)b22 + a22∆(b22).

Agora, considerando todas as multiplicações entre os espaços de Peirce e pela aditividade

de ∆, chegamos a

∆(ab) = ∆(a11)(b11 + b12 + b21 + b22) + ∆(a12)(b11 + b12 + b21 + b22) + ∆(a21)(b11 + b12 + b21 + b22)

+ ∆(a22)(b11 + b12 + b21 + b22) + a11

(
∆(b11) + ∆(b12) + ∆(b21) + ∆(b22)

)
+ a12

(
∆(b11) + ∆(b12) + ∆(b21) + ∆(b22)

)
+ a21

(
∆(b11) + ∆(b12) + ∆(b21) + ∆(b22)

)
+ a22

(
∆(b11) + ∆(b12) + ∆(b21) + ∆(b22)

)
=
(

∆(a11) + ∆(a12) + ∆(a21) + ∆(a22)
)

(b11 + b12 + b21 + b22)

+ (a11 + a12 + a21 + a22)
(

∆(b11) + ∆(b12) + ∆(b21) + ∆(b22)
)

= ∆(a11 + a12 + a21 + a22)b + a∆(b11 + b12 + b21 + b22)

= ∆(a)b + a∆(b). (4.12)

Pela definição de ∆, para todos a, b ∈ A, deduzimos que D(ab) = ∆(ab) + Σy,z(ab). Pela

Equação (4.12) e como Σy,z é uma ∗-derivação, resulta que

D(ab) = ∆(a)b + a∆(b) + Σy,z(a)b + aΣy,z(b) =
(

∆(a) + Σy,z(a)
)

b + a
(

∆(b) + Σy,z(b)
)

= D(a)b + aD(b).

□
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Relembraremos o enunciado do Teorema 4.2: sejam A uma ∗-álgebra alternativa com

identidade 1A, e e1 e e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais em A. Suponhamos

que A satisfaça

(xA)ej = {0}, j ∈ {1, 2} implica em x = 0.

Se D:A → A satisfaz

D
(

qn∗(a1, . . . , an)
)

=
n

∑
k=1

qn∗

(
a1, . . . , ak−1,D(ak), ak+1, . . . , an

)
,

para todos an−1, an ∈ A e aj = 1A, para todo j ∈ {1, . . . , n − 2}, então D é uma derivação

∗-aditiva.

Notamos que a demonstração do Teorema 4.2 segue diretamente dos Lemas 4.10, 4.15

e 4.19. De fato, pelo Lema 4.10, temos que D é aditiva, do Lema 4.15 segue que D preserva

a involução e, pelo Lema 4.19, deduzimos que D é uma derivação. Portanto, D é uma

derivação ∗-aditiva.

Assumamos que A satisfaz a Condição (4.1) do Teorema 4.2. Supondo que D seja uma n-

derivação ∗-Jordan não linear, segue imadiatamente do Teorema 4.2 que D é uma derivação

∗-aditiva. Reciprocamente, supondo que D seja uma derivação ∗-aditiva, por definição,

temos que D satisfaz a seguinte condição: para todos a1, . . . , an ∈ A, obtemos

D
(

qn∗(a1, . . . , an)
)

=
n

∑
k=1

qn∗

(
a1, . . . , ak−1,D(ak), ak+1, . . . , an

)
,

ou seja, D é uma n-derivação ∗-Jordan não linear. E assim concluímos o resultado abaixo.

Corolário 4.20. Sejam A uma ∗-álgebra alternativa com identidade 1A, e1 e e2 = 1A − e1 idempo-

tentes simétricos não triviais. Assuma que é válida a Condição (4.1). Então D é uma n-derivação

∗-Jordan não linear em A se, e só se, D é uma derivação ∗-aditiva.

Uma consequência do Teorema 4.2 é o seguinte resultado sobre álgebra alternativa prima.

Corolário 4.21. Seja A uma ∗-álgebra alternativa prima com identidade 1A e e1, e2 = 1A − e1

idempotentes simétricos não triviais. Se D : A → A satisfaz

D
(

qn∗(a1, . . . , an)
)

=
n

∑
k=1

qn∗

(
a1, . . . , ak−1,D(ak), ak+1, . . . , an

)
,
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para todos an−1, an ∈ A e ai = 1A para todo j ∈ {1, . . . , n − 2}, então D é uma derivação ∗-aditiva.

Neste ponto o leitor já deve ter se perguntado por qual motivo neste capítulo estudamos

apenas derivações ∗-Jordan. A resposta para este questionamento é que Lin [34], em

2018, apresentou um resultado semelhante ao nosso, porém no caso associativo, mais

especificamente para as álgebras de von Neumann. Verificamos que tal resultado também

é válido para as derivações ∗-Lie em ∗-álgebras alternativas. Enunciaremos o resultado

para ∗-álgebras alternativas, mas nos preservamos no direito de não demonstrá-lo, pois sua

prova segue de forma análoga à do artigo [34].

Convém observar que, embora a demonstração de Lin utilize o Lema 2.2(1), cuja prova

foi estabelecida por Changjing Li et al. [33], o argumento empregado não depende da

primalidade da álgebra, mas sim de propriedades analíticas específicas das álgebras de

von Neumann, como a densidade do subespaço gerado pelos vetores da forma BP(x), com

B ∈ A e x ∈ H. No entanto, a hipótese assumida em nosso contexto alternativo, a saber,

(xA)ej = {0} =⇒ x = 0,

para j ∈ {1, 2}, desempenha papel análogo e garante que o mesmo raciocínio continue

válido. Em particular, se a álgebra for prima, a condição acima também assegura o resultado,

embora a demonstração de Lin não dependa dessa propriedade.

Esclarecemos ainda que, na expressão anterior, a notação (xA)ej deve ser entendida como

{(xa)ej : a ∈ A},

isto é, o conjunto obtido multiplicando x à esquerda por todos os elementos de A e, em

seguida, pelo idempotente simétrico ej. Esta observação evita possíveis ambiguidades de

leitura, já que não se trata de x(Aej). Observamos ainda que, na demonstração de Lin [34], a

condição essencial utilizada corresponde exatamente à

xAej = {0} ⇒ x = 0,

como formulada no Teorema 4.2 com ordem específica de parênteses. Embora, em geral,

não possamos trocar livremente a ordem dos parênteses em uma álgebra não associativa, o
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cálculo feito por Lin permanece válido com esta leitura, de modo que sua demonstração se

estende naturalmente ao caso alternativo sob a hipótese assumida neste trabalho.

Conforme mencionado anteriormente, optamos por não reproduzir integralmente a

demonstração do Teorema 4.22, uma vez que esta se desenvolve de forma análoga à

apresentada por Lin em [34]. No entanto, julgamos necessário elucidar uma etapa específica

dos cálculos realizados pelo autor, com o objetivo de preservar a completude lógica da

exposição e proporcionar maior clareza ao leitor, sobretudo no que se refere à aplicação de

certas condições técnicas e resultados auxiliares.

Na demonstração original, Lin utiliza a decomposição de Peirce como ferramenta fun-

damental para decompor a derivação em componentes que pertencem aos respectivos

subespaços da álgebra associados aos projetores da decomposição. Essa abordagem permite

analisar separadamente o comportamento da derivação em cada componente, o que facilita

a identificação de propriedades específicas. Em particular, na Claim 8 do artigo [34], o

autor faz uso de certos resultados intermediários que, em essência, são equivalentes à

Condição (4.13) enunciada em nosso Teorema 4.22.

A seguir, apresentaremos uma justificativa para a validade de uma das afirmações

finais daquela demonstração, na qual o autor recorre ao Lema 2.2(1) do artigo [33]. Tal

esclarecimento se faz oportuno, visto que a aplicação deste lema depende diretamente

de uma condição estrutural da álgebra, que como dito anteriormente é equivalente a

Condição (4.13), e cuja verificação exige atenção cuidadosa.

Consideremos M = D(aij + bij) −D(aij) −D(bij), e, com base na decomposição de Peirce,

escrevamos M como

M = Mjj + Mjk + Mkj + Mkk.

Para concluir que M = 0, é suficiente demonstrar que cada um dos componentes da

decomposição é nulo, ou seja,

Mjj = Mjk = Mkj = Mkk = 0.

Até este ponto, todos os cálculos são análogos aos realizados por Lin em sua demonstração.

Já foi verificado que Mjk = Mkj = Mkk = 0, restando, portanto, apenas mostrar que Mjj = 0.
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Seja ckj ∈ Akj qualquer. Como mostrado por Lin, obtemos que Mjjc∗kj = 0 para todo

ckj ∈ Akj, o que, à luz da decomposição de Peirce, é equivalente à condição (MjjA)ek = {0}.

Aplicando, então, a Condição (4.13) do Teorema 4.22, concluímos que Mjj = 0.

Dessa forma, obtemos M = 0, o que implica diretamente que

D(aij + bij) = D(aij) + D(bij).

Com isso temos a demonstração do resultado a seguir.

Teorema 4.22. Sejam A uma ∗-álgebra alternativa, com identidade 1A, e1 e e2 = 1A− e1 idempotentes

simétricos não triviais em A. Suponhamos que A satisfaça

(xA)ej = {0}, j ∈ {1, 2}, implica em x = 0. (4.13)

Então D:A → A satisfaz

D
(

pn∗(a1, . . . , an)
)

=
n

∑
k=1

pn∗

(
a1, . . . , ak−1,D(ak), ak+1, . . . , an

)
,

para todos a1, . . . , an ∈ A se, e só se, D é uma derivação ∗-aditiva.

Neste capítulo provamos que D é uma derivação ∗-Jordan não linear em A se, e só se, D

é uma derivação ∗-aditiva. No Capítulo 5 vamos demonstrar que, sob algumas condições,

todo isomorfimo entre álgebras alternativas generalizadas é aditivo.



5 I SOMORF ISMOS EM ÁLGEBRAS

ALTERNATIVAS GENERAL IZADAS

Neste capítulo, apresentamos o estudo desenvolvido em colaboração com os pesquisadores

Elisabete Barreiro e Bruno Ferreira, realizado durante o período em que realizei o meu

doutorado sanduíche na Universidade de Coimbra. Apresentaremos, também, os resultados

de um artigo ainda em preparação, no qual demonstraremos que, ao se impor determinadas

condições a uma álgebra alternativa generalizada, todo isomorfismo é necessariamente

aditivo. Além disso, exibiremos um exemplo inédito, que representa uma contribuição

original e significativa para a área.

5.1 álgebra alternativas generalizadas

É importante salientar que todos os resultados que apresentaremos neste capítulo serão

considerados sobre um corpo K de característica diferente de 2 e 3, enquanto nos Capítulos 3

e 4 nossos resultados foram obtidos considerando o corpo dos números complexos, como

o leitor pode verificar, nos capítulos anteriores utilizamos explicitamente a identidade

imaginária para cálculos.

Sabemos que toda álgebra alternativa é uma álgebra alternativa generalizada. Com

isso em mente, é importante explicitar que neste capítulo estamos considerando álgebras

alternativas generalizadas que não são álgebras alternativas, pois no caso alternativo, um

resultado equivalente ao que desejamos provar já foi apresentado em [6].

As álgebras alternativas generalizadas foram introduzidas por Kleinfeld [30] em 1971. E

neste estudo foi explorada a generalização de anéis alternativos.

119
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Definição 5.1. Uma álgebra A sobre um corpo K de característica diferente de 2 e 3 é chamada

álgebra alternativa generalizada se as seguintes três identidades são satisfeitas

(wx, y, z) + (w, x, [y, z]) = w(x, y, z) + (w, y, z)x, (5.1)

([w, x], y, z) + (w, x, yz) = y(w, x, z) + (w, x, y)z, (5.2)

(x, x, x) = 0, (5.3)

para todos x, y, z, w ∈ A.

Sejam A e A′ duas álgebras alternativas generalizadas. Uma função φ:A → A′ é chamada

multiplicativa se

φ(xy) = φ(x)φ(y),

para todos x, y ∈ A. Além disso, se φ é bijetivo diremos que φ é um isomorfismo multipli-

cativo.

Salientamos que nos Lemas 5.2, 5.3, 5.5 e na Observação 5.4 a única condição que deve

ser satisfeita é que φ seja um isomorfismo multiplicativo de álgebras.

Lema 5.2. φ(0) = 0.

Demonstração. Como φ é sobrejetivo, existe x ∈ A, tal que φ(x) = 0. Assim,

φ(0) = φ(0x) = φ(0)φ(x) = φ(0)0 = 0.

□

Lema 5.3. φ−1 é um isomorfismo multiplicativo.

Demonstração. Sejam x′, y′ ∈ A′. Como φ é sobrejetivo, existem x, y ∈ A tais que x′ = φ(x)

e y′ = φ(y). Neste caso, x = φ−1(x′) e y = φ−1(y′). Assim, x′y′ = φ(x)φ(y) = φ(xy), e também

φ−1(x′y′) = xy = φ−1(x′)φ−1(y′), (5.4)

ou seja, φ−1 é multiplicativo.

□
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Observação 5.4. Se φ é um isomorfismo multiplicativo, como φ(0) = 0, segue que φ−1(0) = 0.

Seja A uma álgebra alternativa generalizada e φ um isomorfismo multiplicativo. Definimos

g:A×A −→ A por

g(x, y) = φ−1
(

φ(x + y) − φ(x) − φ(y)
)

, (5.5)

para todos x, y ∈ A. A função g desempenhará um papel fundamental nas demonstrações

de nossos resultados, e por esta razão estudaremos algumas de suas propriedades.

Lema 5.5. A função g definida na Equação (5.5) é simétrica e satisfaz as seguintes propriedades

g(x, 0) = g(0, y) = 0, (5.6)

ug(x, y) = g(ux, uy) e g(x, y)u = g(xu, yu), (5.7)

para todos x, y, u ∈ A.

Demonstração. Inicalmente mostraremos a simetria da função g. Sejam x, y ∈ A. Assim,

g(x, y) = φ−1
(

φ(x + y) − φ(x) − φ(y)
)

= φ−1
(

φ(y + x) − φ(y) − φ(x)
)

= g(y, x).

Logo, g é simétrica.

Agora mostraremos a Condição (5.6). Suponhamos, sem perda de generalidade, que y = 0.

Pelo Lema 5.2, temos

g(x, 0) = φ−1
(

φ(x) − φ(x)
)

= φ−1(0) = 0.

Para finalizar, provaremos a primeira identidade da Equação (5.7). A segunda é provada

de forma similar. Como φ é um isomorfismo multiplicativo e pela Equação (5.4), segue que

ug(x, y) =uφ−1
(

φ(x + y) − φ(x) − φ(y)
)

= φ−1
(

φ(u)
)

φ−1
(

φ(x + y) − φ(x) − φ(y)
)

=φ−1
(

φ(u)
(

φ(x + y) − φ(x) − φ(y)
))

=φ−1
(

φ(ux + uy) − φ(ux) − φ(uy)
)

=g(ux, uy),

para todos u, x, y ∈ A. □
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Assim como nos capítulos anteriores, uma ferramenta fundamental para o estudo das

álgebras alternativas generalizadas é a decomposição de Peirce, que foi apresentada a

primeira vez por Ferreira, Guzzo Jr e Da Motta Ferreira [18].

Teorema 5.6. [18, Theorem 1.1] Seja A uma álgebra alternativa generalizada sobre um corpo K de

característica diferente de 2 e 3, com um idempotente e. Então A admite uma decomposição de Peirce

em soma direta de subespaços

A = A11 ⊕A10 ⊕A 1
2

1
2
⊕A01 ⊕A00,

com

Aij := {xij ∈ A | exij = ixij e xije = jxij},

para i, j ∈ {0, 1} ou (i, j) =
(

1
2 , 1

2

)
. A regra de multiplicação entre os espaços da decomposição de

Peirce é

AijAjl ⊆ Ail , (i, j, l ∈ {0, 1}),

AijAij ⊆ Aji, i ̸= j (i, j ∈ {0, 1}),

AijAkl = {0}, if j ̸= k e (i, j) ̸= (k, l) (i, j, k, l ∈ {0, 1}),

x2
ij = 0, i ̸= j (i, j ∈ {0, 1}),

AiiA 1
2

1
2
⊆ A 1

2
1
2
, A 1

2
1
2
Aii ⊆ A 1

2
1
2
, (i ∈ {0, 1}),

AijA 1
2

1
2

= A 1
2

1
2
Aij = {0}, i ̸= j (i, j ∈ {0, 1}),

A 1
2

1
2
A 1

2
1
2

= {0}.

Nosso próximo lema é importante, pois localiza as imagens dos elementos de A pela

função g e utilizaremos essa localização várias vezes ao longo deste capítulo.

Lema 5.7. Sejam A uma álgebra alternativa generalizada e a função g definida por (5.5). Então

g(Aij,A00) ⊆ A00, g(Aij,Aij) ⊆ Aij, para todos i, j ∈ {0, 1} ou (i, j) =
(

1
2 , 1

2

)
, g(A11,Akl) ⊆ Akl ,

para todos k, l ∈ {0, 1}, e g(A10,A01) ⊆ A00.
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Demonstração. Sejam x11 ∈ A11 e x01 ∈ A01. Pela Equação 5.4 e como φ é um isomorfismo

multiplicativo, temos

eg(x11, x01) =eφ−1
(

φ(x11 + x01) − φ(x11) − φ(x01)
)

=φ−1
(

φ(e)
)

φ−1
(

φ(x11 + x01) − φ(x11) − φ(x01)
)

=φ−1
(

φ(e)φ(x11 + x01) − φ(e)φ(x11) − φ(e)φ(x01)
)

=φ−1
(

φ(ex11 + ex01) − φ(ex11) − φ(ex01)
)

=φ−1
(

φ(x11) − φ(x11)
)

= 0

e

g(x11, x01)e =φ−1
(

φ(x11 + x01) − φ(x11) − φ(x01)
)

φ−1
(

φ(e)
)

=φ−1
(

φ(x11 + x01)φ(e) − φ(x11)φ(e) − φ(x01)φ(e)
)

=φ−1
(

φ(x11e + x01e) − φ(x11e) − φ(x01e)
)

=φ−1
(

φ(x11 + x01) − φ(x11) − φ(x01)
)

= g(x11, x01),

o que implica que g(x11, x01) ∈ A01. Analogamente demonstramos os outros casos.

□

Lema 5.8. Se x11 ∈ A11 e x01 ∈ A01, então

g(x11, x10)A = {0}.

Demonstração. Seja aij ∈ Aij qualquer, com i, j ∈ {0, 1} ou (i, j) =
(

1
2 , 1

2

)
. Inicialmente, con-

sideremos a11 ∈ A11. Pela decomposição de Peirce para álgebras alternativas generalizadas,

segue que

g(x11, x10)a11 = g(x11a11, x10a11) = g(x11a11, 0) = 0,

ou seja,

g(x11, x10)a11 = 0. (5.8)

Analogamente concluímos que

g(x11, x10)a 1
2

1
2

= 0, (5.9)
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g(x11, x10)a01 = 0, (5.10)

g(x11, x10)a00 = 0. (5.11)

Finalmente, para a10 ∈ A10, observamos que pelo Lema 5.7, g(x11, x10) ∈ A10 e g(x11, x10) +

a10 ∈ A10. Pela decomposição de Peirce, deduzimos
(

g(x11, x10) + a10

)2
= 0 e g(x11, x10)a10 =

−a10g(x11, x10). Assim,

g(x11, x10)a10 = −a10g(x11, x10) = −g(a10x11, a10x10) = 0. (5.12)

Pelas Equações (5.8)–(5.12), obtemos que g(x11, x10)A = 0.

□

Agora enunciaremos o teorema principal deste capítulo.

Teorema 5.9. Seja A uma álgebra alternativa generalizada sobre K um corpo de característica

diferente de 2 e 3, contendo e um idempotente não trivial e A = A11 ⊕ A10 ⊕ A 1
2

1
2
⊕ A01 ⊕ A00 a

decomposição de Peirce de A relativa a e, satisfazendo as condições:

(i) xA = {0} implica em x = 0;

(ii) Se (eA)x = {0} ou e(Ax) = 0, então x = 0 (e portanto Ax = {0} implica em x = 0);

(iii) Para cada t11 ∈ A11, se t11

((⊕
i,j∈{0,1} Aij

)
(1 − e)

)
= {0}, então t11 = 0;

(iv) Para cada t 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2
, se t 1

2
1
2
A00 = {0} ou A00t 1

2
1
2

= {0}, então t 1
2

1
2

= 0.

Então todo isomorfismo multiplicativo entre álgebras alternativas generalizadas é aditivo.

Observação 5.10. Observamos que eA = A11 ⊕ A10 ⊕ A 1
2

1
2
. A soma direta do item (iii) do

Teorema 5.9 está escrita em uma forma apropriada para ser aplicada aos nossos cálculos, mas podemos

reescrevê-la como
(⊕

i,j∈{0,1} Aij

)
(1 − e) = A10 ⊕A00.

Assumiremos que o conjunto de condições (i)–(iv) do Teorema 5.9 seja válido. Sejam

A e A′ álgebras alternativas generalizadas e φ : A −→ A′ um isomorfismo multiplicativo.

Organizaremos a prova do teorema em uma sequência de lemas. Ressaltamos que o teorema
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principal é consequência direta do Lema 5.24, e os demais resultados visam fundamentar

esse lema.

Lema 5.11. Se x11 ∈ A11 e xjk ∈ Ajk, com j ̸= k, j, k ∈ {0, 1}, então

φ(x11 + xjk) = φ(x11) + φ(xjk).

Demonstração. Inicialmente, consideraremos o caso k = 1 e j = 0. Como φ é sobrejetiva,

existe z ∈ A tal que φ(z) = φ(x11) + φ(x01). Para qualquer a11 ∈ A11, como φ é multiplicativo,

segue que

φ(a11z) = φ(a11)φ(z) = φ(a11)
(

φ(x11) + φ(x01)
)

= φ(a11)φ(x11) + φ(a11)φ(x01) = φ(a11x11) + φ(a11x01)

= φ(a11x11) + φ(0) = φ(a11x11) = φ(a11x11 + 0)

= φ(a11x11 + a11x01) = φ(a11(x11 + x01)).

Pela injetividade de φ, obtemos a11z = a11(x11 + x01), ou seja,

a11

(
z − (x11 + x01)

)
= 0. (5.13)

Analogamente, para quaisquer a10 ∈ A10 e a 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2
, concluímos que

a10

(
z − (x11 + x01)

)
=0, (5.14)

a 1
2

1
2

(
z − (x11 + x01)

)
=0. (5.15)

Pelas Equações (5.13)–(5.15), chegamos a (eA)(z − (x11 + x01)) = {0} e pelo item (ii) do

Teorema 5.9, deduzimos que z = x11 + x01, isto é, φ(x11 + x01) = φ(x11) + φ(x01).

Agora, consideraremos j = 1 e k = 0. Pela sobrejetividade de φ, existe z ∈ A tal que

φ(z) = φ(x11) + φ(x10). Para qualquer a11 ∈ A11, pelo Lema 5.8, resulta que g(x11, x10)a11 = 0.

Pela Equação (5.5), constatamos que
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g(x11, x10)a11 = φ−1
(

φ(x11 + x10) − φ(x11) − φ(x10)
)

φ−1(φ(a11))

= φ−1
((

φ(x11 + x10) − φ(x11) − φ(x10)
)

φ(a11)
)

= φ−1
(

φ(x11 + x10)φ(a11) −
(

φ(x11) + φ(x10)
)

φ(a11)
)

= φ−1
(

φ(x11 + x10)φ(a11) − φ(z)φ(a11)
)

= φ−1
(

φ((x11 + x10)a11) − φ(za11)
)

.

Assim, φ((x11 + x10)a11) = φ(za11). Pela injetividade de φ, temos(
z − (x11 + x10)

)
a11 = 0. (5.16)

De maneira similar podemos mostrar que, para quaisquer a10 ∈ A10, a 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2
, a01 ∈ A01,

a00 ∈ A00, segue que (
z − (x11 + x01)

)
a10 =0, (5.17)(

z − (x11 + x01)
)

a 1
2

1
2

=0, (5.18)(
z − (x11 + x01)

)
a01 =0, (5.19)(

z − (x11 + x01)
)

a00 =0. (5.20)

Pelas Equações (5.16)–(5.20), obtemos (z − (x11 + x10))A = {0} e, pelo item (i) do Teorema 5.9,

concluímos que z = x11 + x10, ou seja, φ(x11 + x10) = φ(x11) + φ(x10).

□

Mostraremos nos próximos resultados, que o isomorfismo é aditivo quando os elementos

pertencem a subespaços de Peirce distintos, tais como A10 e A01, ou A00 e Ajk, j ̸= k,

j, k ∈ {0, 1}.

Lema 5.12. Para quaiquer x10 ∈ A10 e x01 ∈ A01, temos φ(x10 + x01) = φ(x10) + φ(x01).

Demonstração. Inicialmente, mostraremos que g(x10, x01) = 0. Pelo Lema 5.7, g(x10, x01) ∈
A00. Neste caso, para qualquer a11 ∈ A11 e a10 ∈ A10, segue que g(x10, x01)a11 = 0
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e g(x10, x01)a10 = 0. Também para qualquer a 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2
, pelo Lema 5.5, obtemos que

g(x10, x01)a 1
2

1
2

= g(x10a 1
2

1
2
, x01a 1

2
1
2
) = g(0, 0) = 0, analogamente g(x10, x01)a00 = 0.

Por fim, consideremos a01 ∈ A01. Como x10a01 ∈ A11 e x01a01 ∈ A10, pelo Lema 5.11, con-

cluímos que g(x10a01, x01a01) = 0. Além disso, pela Equação (5.7), obtemos que g(x10, x01)a01 =

g(x10a01, x01a01) = 0, de onde g(x10, x01)A = {0}. Portanto, pelo item (i) do Teorema 5.9,

g(x10, x01) = 0. Logo, φ−1
(

φ(x10 + x01)− φ(x10)− φ(x01)
)

= 0, o que implica em φ(x10 + x01) =

φ(x10) + φ(x01).

□

Lema 5.13. Se x00 ∈ A00 e xjk ∈ Ajk, com j ̸= k, j, k ∈ {0, 1}, então

φ(x00 + xjk) = φ(x00) + φ(xjk).

Demonstração. Consideraremos j = 1 e k = 0. Pela sobrejetividade de φ, existe z ∈ A tal que

φ(z) = φ(x00) + φ(x10). Para qualquer a11 ∈ A11, segue que

φ(a11z) =φ(a11)φ(z) = φ(a11)
(

φ(x00) + φ(x10)
)

=φ(a11)φ(x00) + φ(a11)φ(x10) = φ(a11x00) + φ(a11x10)

=φ(0) + φ(a11x10) = φ(a11x10) = φ(0 + a11x10)

=φ(a11x00 + a11x10) = φ(a11(x00 + x10)).

Pela injetividade de φ, obtemos que a11z = a11(x00 + x10), ou seja,

a11

(
z − (x00 + x10)

)
= 0. (5.21)

Analogamente, para qualquer a 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2
, concluímos que

a 1
2

1
2

(
z − (x00 + x10)

)
= 0, (5.22)

já que a 1
2

1
2
x10 = 0. Dado a10 ∈ A10, como a10x00 ∈ A10 e a10x10 ∈ A01, pelo Lema 5.12,

chegamos a

φ(a10z) =φ(a10)φ(z) = φ(a10)
(

φ(x00) + φ(x10)
)

=φ(a10)φ(x00) + φ(a10)φ(x10) = φ(a10x00) + φ(a10x10)
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=φ(a10x00 + a10x10) = φ
(

a10(x00 + x10)
)

.

Como φ é injetiva, deduzimos a10z = a10(x00 + x10), ou seja,

a10

(
z − (x00 + x10)

)
= 0. (5.23)

Pelas Equações (5.21)–(5.23), da Observação 5.10 resulta que (eA)
(

z − (x00 + x10)
)

= {0} e

pelo item (ii) do Teorema 5.9, constatamos que z = x00 + x10, o que implica em φ(x00 + x10) =

φ(x00) + φ(x10).

Agora, vamos considerar o caso j = 0 e k = 1. Como φ é sobrejetora, existe z ∈ A tal que

φ(z) = φ(x00) + φ(x01). Para qualquer a11 ∈ A11, temos

φ(za11) =φ(z)φ(a11) =
(

φ(x00) + φ(x01)
)

φ(a11)

=φ(x00)φ(a11) + φ(x01)φ(a11) = φ(x00a11) + φ(x01a11)

=φ(0) + φ(x01a11) = φ(x01a11) = φ(x00a11 + x01a11) = φ((x00 + x01)a11).

Pela injetividade de φ, segue que za11 = (x00 + x01)a11, isto é,(
z − (x00 + x01)

)
a11 = 0. (5.24)

Analogamente, para quaisquer a10 ∈ A10, a 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2
, a00 ∈ A00, obtemos(

z − (x00 + x01)
)

a10 = 0, (5.25)(
z − (x00 + x01)

)
a 1

2
1
2

= 0, (5.26)(
z − (x00 + x01)

)
a00 = 0. (5.27)

Dado a01 ∈ A01, como x00a01 ∈ A01 e x01a01 ∈ A10, pelo Lema 5.12, concluímos que

φ(za01) =φ(z)φ(a01) =
(

φ(x00) + φ(x01)
)

φ(a01)

=φ(x00)φ(a01) + φ(x01)φ(a01) = φ(x00a01) + φ(x01a01)

=φ(x00a01 + x01a01) = φ((x00 + x01)a01)



5.1 álgebra alternativas generalizadas 129

e novamente pela injetividade de φ, chegamos a(
z − (x00 + x01)

)
a01 = 0. (5.28)

Pelas Equações (5.24)–(5.28), deduzimos que (z − (x00 + x01))A = {0} e pelo item (i) do

Teorema 5.9, resulta que z = x00 + x01. Portanto φ(x00 + x01) = φ(x00) + φ(x01).

□

Os dois enunciados a seguir são lemas técnicos que serão utilizados na demonstração do

Lema 5.16.

Lema 5.14. Se x10, y10 ∈ A10 e t00 ∈ A00, então φ(x10 + y10t00) = φ(x10) + φ(y10t00).

Demonstração. Observamos que
x10 + y10x10 = (e + y10)x10,

(e + y10)t00 = y10t00,

x10 = e(x10 + y10x10),

y10t00 = ey10t00.

(5.29)

Pelo Lema 5.13, temos g(x10, t00) = 0. Pelas Equações (5.29) e (5.7), segue que

g
(

x10 + y10x10, y10t00

)
= g
(

(e + y10)x10, (e + y10)t00

)
= (e + y10)g(x10, t00) = 0.

Novamente pelas Equações (5.29) e (5.7), obtemos

g(x10, y10t00) = g
(

e(x10 + y10x10), ey10t00

)
= eg

(
x10 + y10x10, y10t00

)
= 0,

de onde,

0 = g(x10, y10t00) = φ−1
(

φ(x10 + y10t00) − φ(x10) − φ(y10t00)
)

,

Portanto, φ(x10 + y10t00) = φ(x10) + φ(y10t00).

□

Lema 5.15. Se x11 ∈ A11, x10 ∈ A10 e t01 ∈ A01, então φ(x11 + x10t01) = φ(x11) + φ(x10t01).
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Demonstração. Observamos que

(x11 + x10)(e + t01) = x11e + x11t01 + x10e + x10t01 = x11 + x10t01.

Pelo Lema 5.11, concluímos que

φ(x11 + x10t01) = φ
(

(x11 + x10)(e + t01)
)

= φ(x11 + x10)φ(e + t01)

=
(

φ(x11) + φ(x10)
)(

φ(e) + φ(t01)
)

= φ(x11)φ(e) + φ(x10)φ(e) + φ(x11)φ(t01) + φ(x10)φ(t01)

= φ(x11e) + φ(x10e) + φ(x11t01) + φ(x10t01)

= φ(x11) + φ(x10t01).

□

Agora, demonstraremos que o isomorfismo é aditivo no subespaço de Peirce A10. Esta é a

primeira ocasião em que consideramos a aditividade em apenas um subespaço de Peirce.

Lema 5.16. φ é aditiva em A10.

Demonstração. Sejam x10, y10 ∈ A10. Como φ é sobrejetora, existe z ∈ A tal que φ(z) =

φ(x10) + φ(y10). Seja a11 ∈ A11 qualquer. Assim,

φ(za11) =φ(z)φ(a11) =
(

φ(x10) + φ(y10)
)

φ(a11)

= φ(x10)φ(a11) + φ(y10)φ(a11) = φ(x10a11) + φ(y10a11)

= φ(0) + φ(0) = 0 = φ(0) = φ
(

x10a11 + y10a11

)
= φ
(

(x10 + y10)a11

)
.

Pela injetividade de φ, obtemos que za11 = (x10 + y10)a11. Logo,(
z − (x10 + y10)

)
a11 = 0. (5.30)

Analogamente, para a 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2

qualquer, deduzimos que(
z − (x10 + y10)

)
a 1

2
1
2

= 0. (5.31)
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Para a00 ∈ A00 qualquer, consideremos t10 = x10a00 ∈ A10. Do Lema 5.14 resulta que

φ(za00) =φ(z)φ(a00) =
(

φ(x10) + φ(y10)
)

φ(a00) = φ(x10)φ(a00) + φ(y10)φ(a00)

=φ(x10a00) + φ(y10a00) = φ(t10) + φ(y10a00) = φ(t10 + y10a00)

=φ(x10a00 + y10a00) = φ
(

(x10 + y10)a00

)
.

Agora, como φ é injetiva, constatamos que za00 = (x10 + y10)a00, ou seja,(
z − (x10 + y10)

)
a00 = 0. (5.32)

Para a01 ∈ A01 qualquer, consideremos t11 = x10a01 ∈ A11. Pelo Lema 5.15, temos

φ(za01) =φ(z)φ(a01) =
(

φ(x10) + φ(y10)
)

φ(a01) = φ(x10)φ(a01) + φ(y10)φ(a01)

=φ(x10a01) + φ(y10a01) = φ(t11) + φ(y10a01) = φ(t11 + y10a01)

=φ(x10a01 + y10a01) = φ
(

(x10 + y10)a01

)
.

Mais uma vez pela injetividade de φ, segue que za01 = (x10 + y10)a01, ou seja,(
z − (x10 + y10)

)
a01 = 0. (5.33)

Por fim, seja a10 ∈ A10 qualquer. Dado x01 ∈ A01, observamos que
x01 = (x01 + y10)e,

y10a10 = (x01a10 + y10a10)e,

x01 = x01e.

(5.34)

Pelo Lema 5.11 e pelas Equações (5.34) e (5.7), obtemos

g(x01, x01a10 + y10a10) = g
(

(x01 + y10)e, (x01 + y10)a10

)
= (x01 + y10)g(e, a10) = 0.

Novamente pelas Equações (5.34) e (5.7), concluímos que

g(x01, y10a10) = g
(

x01e, (x01a10 + y10a10)e
)

= g(x01, x01a10 + y10a10)e = 0.

Consideremos t01 = x10a10 ∈ A01. Neste caso,

g(x10, y10)a10 = g(x10a10, y10a10) = g(t01, y10a10) = 0,
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de onde φ−1
(

φ(x10 + y10) − φ(x10) − φ(y10)
)

a10 = 0. Dessa forma,

0 =
(

φ(x10 + y10) − φ(x10) − φ(y10)
)

φ(a10)

⇔ 0 =φ(x10 + y10)φ(a10) −
(

φ(x10) + φ(y10)
)

φ(a10)

⇔ 0 =φ(x10 + y10)φ(a10) − φ(z)φ(a10)

⇔ 0 =φ
(

(x10 + y10)a10

)
− φ(za10),

isto é, φ(za10) = φ
(

(x10 + y10)a10

)
. Novamente pela injetividade de φ, deduzimos que

za10 = (x10 + y10)a10. Assim, (
z − (x10 + y10)

)
a10 = 0. (5.35)

Pelas Equações (5.30)–(5.33) e (5.35), resulta que
(

z − (x10 + y10)
)
A = {0}. Agora, pelo item

(i) do Teorema 5.9, constatamos que z = x10 + y10. Portanto φ(x10 + y10) = φ(x10) + φ(y10).

□

Lema 5.17. Se x11 ∈ A11 e x 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2
, então φ(x11 + x 1

2
1
2
) = φ(x11) + φ(x 1

2
1
2
).

Demonstração. Pela sobrejetividade de φ, existe z ∈ A tal que φ(z) = φ(x11) + φ(x 1
2

1
2
), com

z = z11 + z10 + z 1
2

1
2

+ z01 + z00 e zij ∈ Aij, para i, j ∈ {0, 1} ou (i, j) =
(

1
2 , 1

2

)
. Nosso objetivo é

provar que z11 = x11, z 1
2

1
2

= x 1
2

1
2
, z10 = 0, z01 = 0 e z00 = 0.

Inicialmente, vamos mostrar que z11 = x11. Seja a10 ∈ A10 qualquer. Assim, φ(za10) =

φ(x11a10) e por outro lado, obtemos

φ(za10) = φ
(

(z11 + z10 + z 1
2

1
2

+ z01 + z00)a10

)
= φ(z11a10 + z10a10 + z01a10).

Pela injetividade de φ e decomposição de Peirce, segue que

(z11 − x11)a10 = 0 e z10a10 = z01a10 = 0. (5.36)

Como (z11 − x11)a00 = 0 e pela Equação (5.36), obtemos

(z11 − x11)
(

(⊕i,j∈{0,1}Aij)(1 − e)
)

= {0}

e, pelo Condição (iii) do Teorema 5.9, concluímos que z11 − x11 = 0, ou seja, z11 = x11.
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Agora, demonstraremos que z10 = 0 e z 1
2

1
2

= x 1
2

1
2
. Dado a01 ∈ A01, temos φ(za01) =

φ(x11a01) + φ(x 1
2

1
2
a01) = 0. Já por outro lado,

φ(za01) = φ
(

(z11 + z10 + z 1
2

1
2

+ z01 + z00)a01

)
= φ(z10a01 + z01a01 + z00a01).

Novamente pela injetividade de φ e decomposição de Peirce, deduzimos que

z01a01 = z10a01 = z00a01 = 0. (5.37)

Dado a00 ∈ A00 qualquer, resulta que φ(za00) = φ(x 1
2

1
2
a00). Por outro lado,

φ(za00) = φ(z10a00 + z 1
2

1
2
a00 + z00a00).

Mais uma vez pela injetividade de φ e decomposição de Peirce, constatamos que

(z 1
2

1
2
− x 1

2
1
2
)a00 = 0 e z10a00 = z00a00 = 0. (5.38)

Como z10a11 = z10a 1
2

1
2

= 0 e das Equações (5.36)–(5.38), temos z10A = {0}. Pela Condição (i)

do Teorema 5.9, temos z10 = 0. Agora, pela Equação (5.38) e Condição (iv) do Teorema 5.9,

segue que z 1
2

1
2
− x 1

2
1
2

= 0. Logo, z 1
2

1
2

= x 1
2

1
2
.

Neste passo vamos provar que z01 = 0. Dado a10 ∈ A10 qualquer, obtemos φ(a10z) = 0. Por

sua vez, φ(a10z) = φ(a10z01 + a10z00). Pela decomposição de Peirce, concluímos que

a10z01 = 0 e a10z00 = 0. (5.39)

Para a11 ∈ A11, a 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2

quaisquer, como a11z01 = a 1
2

1
2
z01 = 0 e pela Equação (5.39),

chegamos a (eA)z01 = {0} e, pela Condição (ii) do Teorema 5.9, deduzimos que z01 = 0.

Por fim, vamos mostrar que z00 = 0. Seja h00 ∈ A00 qualquer. Como φ(za 1
2

1
2
) = φ(x11a 1

2
1
2
),

resulta que
(

φ(za 1
2

1
2
)φ(e)

)
φ(h00) = φ

(
((x11a 1

2
1
2
)e)h00

)
e, por outro lado, usando que z11 = x11,

constatamos que(
φ(za 1

2
1
2
)φ(e)

)
φ(h00) = φ

(
((za 1

2
1
2
)e)
)

φ(h00) = φ
(

((za 1
2

1
2
)e)h00

)
= φ
(

((z11a 1
2

1
2
)e)h00

)
+ φ
(

((z00a 1
2

1
2
)e)h00

)
= φ
(

((x11a 1
2

1
2
)e)h00

)
+ φ
(

((z00a 1
2

1
2
)e)h00

)
.
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Agora, como φ é injetora, temos 0 = φ
(

((z00a 1
2

1
2
)e)h00

)
= φ
(

1
2 (z00a 1

2
1
2
)h00

)
. Observamos que

z00a 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2

e, pela Condição (iv) do Teorema 5.9, segue que z00a 1
2

1
2

= 0. Além disso, como

z00a11 = z00a10 = 0 e pelas Equações (5.37) e (5.38), obtemos z00A = 0. Logo, pela Condição

(i) do Teorema 5.9, concluímos que z00 = 0. Portanto, φ(x11 + x 1
2

1
2
) = φ(x11) + φ(x 1

2
1
2
).

□

Lema 5.18. Se x 1
2

1
2
, y 1

2
1
2
∈ A 1

2
1
2

e t00 ∈ A00, então

φ(x 1
2

1
2

+ y 1
2

1
2
t00) = φ(x 1

2
1
2
) + φ(y 1

2
1
2
t00).

Demonstração. Observemos que

2e
(

(2e + y 1
2

1
2
)(x 1

2
1
2

+ t00)
)

= 2e(2ex 1
2

1
2

+ 2et00 + y 1
2

1
2
x 1

2
1
2

+ y 1
2

1
2
t00)

= 2e(x 1
2

1
2

+ y 1
2

1
2
t00) = 2ex 1

2
1
2

+ 2ey 1
2

1
2
t00

= x 1
2

1
2

+ y 1
2

1
2
t00.

Assim,

φ
(

2e((2e + y 1
2

1
2
)(x 1

2
1
2

+ t00))
)

= φ(x 1
2

1
2

+ y 1
2

1
2
t00). (5.40)

Em contrapartida, pelo Lema 5.17, segue que

φ
(

2e((2e + y 1
2

1
2
)(x 1

2
1
2

+ t00))
)

= φ(2e)φ
(

2e + y 1
2

1
2

)
φ(x 1

2
1
2

+ t00)

= φ(2e)(φ(2e) + φ(y 1
2

1
2
))φ(x 1

2
1
2

+ t00)

= φ(2e)
(

φ(2e)φ(x 1
2

1
2

+ t00) + φ(y 1
2

1
2
)φ(x 1

2
1
2

+ t00)
)

= φ(2e)
(

φ(x 1
2

1
2
) + φ(y 1

2
1
2
t00)
)

= φ
(

2ex 1
2

1
2

)
+ φ

(
2e(y 1

2
1
2
t00)
)

= φ
(

x 1
2

1
2

)
+ φ
(

y 1
2

1
2
t00

)
. (5.41)

Pelas Equações (5.40) e (5.41), obtemos

φ(x 1
2

1
2

+ y 1
2

1
2
t00) = φ(x 1

2
1
2
) + φ(y 1

2
1
2
t00).

□
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Agora nossos esforços serão no sentido de mostrarmos os resultados nos quais exibimos

que φ satisfaz a equação Cauchy aditiva quando os elementos nos quais avaliamos φ

pertencem ao espaço A 1
2

1
2

e ao espaço A11, respectivamente.

Lema 5.19. φ é aditiva em A 1
2

1
2
.

Demonstração. Sejam x 1
2

1
2
, y 1

2
1
2
∈ A 1

2
1
2

quaisquer. Como φ é sobrejetiva, existe z ∈ A,

tal que φ(z) = φ(x 1
2

1
2
) + φ(y 1

2
1
2
), com z = z11 + z10 + z 1

2
1
2

+ z01 + z00. Para a10 ∈ A10 qualquer,

concluímos que φ(za10) = 0. De maneira similar, para quaisquer a 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2

e a01 ∈ A01,

obtemos que φ(za 1
2

1
2
) = φ(za01) = 0. Pela injetividade de φ, deduzimos que

za10 = za 1
2

1
2

= za01 = 0. (5.42)

Por outro lado,

za10 = z11a10 + z10a10 + z01a10, (5.43)

za 1
2

1
2

= z11a 1
2

1
2

+ z00a 1
2

1
2
, (5.44)

za01 = z10a01 + z01a01 + z00a01. (5.45)

Pelas Equações (5.42), (5.43), (5.45) e pela decomposição de Peirce, resulta que

z10a10 = z10a01 = 0, z01a10 = z01a01 = 0 e z11a10 = z00a01 = 0. (5.46)

Inicialmente, mostraremos que z11 = 0. Como z11a00 = 0 e pela Equação (5.46), constatamos

z11

(
⊕i,j∈{0,1} Aij(1 − e)

)
= {0}.

Da Condição (iii) do Teorema 5.9, temos z11 = 0.

Agora, provaremos que z10 = 0 e z 1
2

1
2

= x 1
2

1
2

+ y 1
2

1
2
. Seja a00 ∈ A00 qualquer, considerando

t 1
2

1
2

= x 1
2

1
2
a00 ∈ A 1

2
1
2
. Pelo Lema 5.18, segue que

φ(za00) = φ(z)φ(a00) =
(

φ(x 1
2

1
2
) + φ(y 1

2
1
2
)
)

φ(a00) = φ(x 1
2

1
2
)φ(a00) + φ(y 1

2
1
2
)φ(a00)

= φ(x 1
2

1
2
a00) + φ(y 1

2
1
2
a00) = φ(t 1

2
1
2
) + φ(y 1

2
1
2
a00) = φ(t 1

2
1
2

+ y 1
2

1
2
a00)

= φ(x 1
2

1
2
a00 + y 1

2
1
2
a00) = φ

(
(x 1

2
1
2

+ y 1
2

1
2
)a00

)
.
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Por outro lado, φ(za00) = φ(z10a00 + z 1
2

1
2
a00 + z00a00). Como φ é injetiva e pela decomposição

de Peirce, obtemos

z 1
2

1
2
a00 =

(
x 1

2
1
2

+ y 1
2

1
2

)
a00 e z10a00 = z00a00 = 0. (5.47)

Pelas Equações (5.46), (5.47) e usando o fato de que z10a11 = z10a 1
2

1
2

= 0, concluímos que

z10A = 0. Pela Condição (i) do Teorema 5.9, chegamos a z10 = 0. Pela Equação (5.47),

deduzimos que (
z 1

2
1
2
− (x 1

2
1
2

+ y 1
2

1
2
)
)

a00 = 0,

de onde,
(

z 1
2

1
2
− (x 1

2
1
2

+ y 1
2

1
2
)
)
A00 = {0} e, pela Condição (iv) Teorema 5.9, resulta que

z 1
2

1
2

= x 1
2

1
2

+ y 1
2

1
2
.

Vamos mostrar agora que z00 = 0. Seja a 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2

qualquer. Usando o fato de que z11 = 0,

constatamos φ(z11a 1
2

1
2

+ z00a 1
2

1
2
) = φ(za 1

2
1
2
) = 0. Pela injetividade de φ, temos z00a 1

2
1
2

= 0.

Como z00a11 = z00a10 = 0, pelas Equações (5.46) e (5.47), segue que z00A = {0} e, pela

Condição (i) do Teorema 5.9, obtemos z00 = 0.

Por fim, demonstraremos que z01 = 0. Para a10 ∈ A10 qualquer, usando o fato de que

z10 = z00 = 0, temos φ(a10z01) = φ(a10z) = 0. Como φ é injetiva, concluímos que a10z01 = 0.

Agora, usando o fato de que a11z01 = a 1
2

1
2
z01 = 0, chegamos a (eA)z01 = {0} e, pela Condição

(ii) do Teorema 5.9, deduzimos que z01 = 0. Portanto, φ(x 1
2

1
2

+ y 1
2

1
2
) = φ(x 1

2
1
2
) + φ(y 1

2
1
2
).

□

Lema 5.20. φ é aditiva em A11.

Demonstração. Sejam x11, y11 ∈ A11. Como φ é sobrejetora, existe z ∈ A, tal que φ(z) =

φ(x11) + φ(y11), com z = z11 + z10 + z 1
2

1
2

+ z01 + z00.

Inicialmente vamos mostrar que z11 = x11 + y11. Seja a10 ∈ A10 qualquer, φ(za10) =

φ(z11a10 + z10a10 + z01a10) e em contrapartida, como x11a10, y11a10 ∈ A10, pelo Lema 5.16,

resulta que φ(za10) = φ(x11a10) + φ(y11a10) = φ(x11a10 + y11a10) = φ((x11 + y11)a10). Assim

φ(z11a10 + z10a10 + z01a10) = φ((x11 + y11)a10). Pela injetividade de φ e decomposição de

Peirce, constatamos que

(z11 − (x11 + y11))a10 = 0 e z10a10 = z01a10 = 0. (5.48)
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Como (z11 − (x11 + y11))a00 = 0 para todo a00 ∈ A00 e pela Equação (5.48), temos(
z11 − (x11 + y11)

)(
⊕i,j∈{0,1} Aij(1 − e)

)
= {0},

segue da Condição (iii) do Teorema 5.9 que z11 = x11 + y11.

Agora, provaremos que z01 = 0. Como φ(a10z) = 0 e φ(a10z) = φ(a10z10 + a10z01 + a10z00),

concluímos que 0 = φ(a10z10 + a10z01 + a10z00). Pela injetividade de φ e decomposição de

Peirce, chegamos a

a10z10 = a10z01 = a10z00 = 0. (5.49)

Como a11z01 = a 1
2

1
2
z01 = 0, pela Equação (5.49) e Condição (ii) do Teorema 5.9, deduzimos

que z01 = 0.

Neste passo vamos mostrar que z10 = 0, z 1
2

1
2

= 0 e z00 = 0. Seja a 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2

qualquer. Assim,

φ(za 1
2

1
2
) = φ(z11a 1

2
1
2

+ z00a 1
2

1
2
) e como x11a 1

2
1
2
, x11a 1

2
1
2
∈ A 1

2
1
2

do Lema 5.19 resulta que

φ(za 1
2

1
2
) = φ(x11a 1

2
1
2
) + φ(y11a 1

2
1
2
) = φ(x11a 1

2
1
2

+ y11a 1
2

1
2
) = φ

(
(x11 + y11)a 1

2
1
2

)
.

Pela injetividade de φ e usando o fato de que z11 = x11 + y11, constatamos

z00a 1
2

1
2

= 0. (5.50)

Para a01 ∈ A01 qualquer, temos φ(za01) = 0 e φ(za01) = φ(z10a01 + z00a01). Como φ é injetiva

e pela decomposição de Peirce, segue que

z10a01 = z00a01 = 0. (5.51)

Dado a00 ∈ A00 qualquer, φ(za00) = 0 e φ(za00) = φ(z10a00 + z 1
2

1
2
a00 + z00a00). Logo, pela

injetividade de φ e decomposição de Peirce, obtemos

z10a00 = z 1
2

1
2
a00 = z00a00 = 0. (5.52)

Agora, usando o fato de que z10a11 = z10a 1
2

1
2

= 0 e pelas Equações (5.48), (5.51) e (5.52),

concluímos que z10A = {0}. Pela Condição (i) do Teorema 5.9, chegamos a z10 = 0. Pela

Equação (5.52), deduzimos que z 1
2

1
2
A00 = {0} e pela Condição (iv) do Teorema 5.9, resulta

que z 1
2

1
2

= 0. Por fim, usando o fato de que z00a11 = z00a10 = 0 e pelas Equações (5.50)–(5.52),
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constatamos que z00A = {0} e mais uma vez, pela Condição (i) do Teorema 5.9, temos z00 = 0.

Portanto, φ(x11 + y11) = φ(x11) + φ(y11).

□

O lema a seguir é auxiliar e será utilizado para demonstrar o Lema 5.22.

Lema 5.21. Sejam x10 ∈ A10, x 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2

e t00 ∈ A00, temos

φ(x10 + x 1
2

1
2
t00) = φ(x10) + φ(x 1

2
1
2
t00).

Demonstração. Observamos que

x10 + x 1
2

1
2
t00 = (e + x 1

2
1
2
)(x10 + t00).

Assim,

φ(x10 + x 1
2

1
2
t00) = φ

(
(e + x 1

2
1
2
)(x10 + t00)

)
= φ(e + x 1

2
1
2
)φ(x10 + t00).

Como e ∈ A11, x 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2
, x10 ∈ A10 e t00 ∈ A00, pelos Lemas 5.13 e 5.17, segue que

φ(x10 + x 1
2

1
2
t00) =

(
φ(e) + φ(x 1

2
1
2
)
)(

φ(x10) + φ(t00)
)

= φ(e)φ(x10) + φ(e)φ(t00) + φ(x 1
2

1
2
)φ(x10) + φ(x 1

2
1
2
)φ(t00)

= φ(x10) + φ(x 1
2

1
2
)φ(t00) = φ(x10) + φ(x 1

2
1
2
t00).

□

Lema 5.22. Se x10 ∈ A10 e x 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2
, então φ(x10 + x 1

2
1
2
) = φ(x10) + φ(x 1

2
1
2
).

Demonstração. Pela sobrejetividade de φ, existe z ∈ A, tal que φ(z) = φ(x10) + φ(x 1
2

1
2
), com

z = z11 + z10 + z 1
2

1
2

+ z01 + z00.

Como e é um idempotente, concluímos que φ(2ze) =
(

φ(x10) + φ(x 1
2

1
2
)
)

φ(2e) = φ(x 1
2

1
2
) e por

outro lado, φ(2ze) = φ(2z11 + z 1
2

1
2

+ 2z01). Assim, pela injetividade de φ e pela decomposição

de Peirce, obtemos que z11 = 0, z 1
2

1
2

= x 1
2

1
2

e z01 = 0.

Finalmente mostraremos que z10 = x10 e z00 = 0. Seja a01 ∈ A01 qualquer. De onde,

φ(za01) = φ(x10a01). Por outro lado, φ(za01) = φ(z10a01 + z00a01). A injetividade de φ e a

decomposição de Peirce, nos garantem que

(z10 − x10)a01 = 0 e z00a01 = 0. (5.53)
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Seja a10 ∈ A10 qualquer. Assim, φ(za10) = φ(x10a10) e de outro modo, resulta que φ(za10) =

φ(z10a10). Agora, como φ é injetiva e pela decomposição de Peirce, constatamos que

(z10 − x10)a10 = 0. (5.54)

Seja a00 ∈ A00 qualquer. Consideremos t10 = x10a00 ∈ A10. Segundo o Lema 5.21, temos

φ(za00) = φ(x10a00) + φ(x 1
2

1
2
a00) = φ(t10) + φ(x 1

2
1
2
a00) = φ(t10 + x 1

2
1
2
a00) = φ(x10a00 + x 1

2
1
2
a00).

Por outro lado, φ(za00) = φ(z 1
2

1
2
a00 + z10a00 + z00a00). Pela injetividade de φ e pela decompo-

sição de Peirce, segue que

(z10 − x10)a00 = 0 e z00a00 = 0. (5.55)

Como (z10 − x10)a11 = 0, (z10 − x10)a 1
2

1
2

= 0 e pelas Equações (5.53)–(5.55), obtemos (z10 −
x10)A = {0}. Pela Condição (i) do Teorema 5.9, concluímos que z10 = x10. Seja a 1

2
1
2
∈ A 1

2
1
2

qualquer. Assim, φ(za 1
2

1
2
) = 0 e de outra forma, φ(za 1

2
1
2
) = φ(z00a 1

2
1
2
). A injetividade de φ,

nos dá

z00a 1
2

1
2

= 0. (5.56)

Como z00a11 = 0, z00a10 = 0 e pelas Equações (5.53), (5.55) e (5.56), deduzimos que

z00A = {0}. Novamente pela Condição (i) do Teorema 5.9, resulta que z00 = 0. Portanto,

φ(x10 + x 1
2

1
2
) = φ(x10) + φ(x 1

2
1
2
).

□

Com base nas propriedades previamente estabelecidas, podemos afirmar o seguinte

resultado.

Lema 5.23. Se x11 ∈ A11, x10 ∈ A10 e x 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2
, então

φ(x11 + x10 + x 1
2

1
2
) = φ(x11) + φ(x10) + φ(x 1

2
1
2
).

Demonstração. Pela sobrejetividade de φ, existe z ∈ A, tal que φ(z) = φ(x11) + φ(x10) + φ(x 1
2

1
2
),

com z = z11 + z10 + z 1
2

1
2

+ z01 + z00.
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Inicialmente vamos mostrar que z11 = x11, z 1
2

1
2

= x 1
2

1
2

e z01 = 0. Observamos que,

φ(2ze) = φ
(

2z11 + z 1
2

1
2

+ 2z01

)
, e por outro lado, φ(2ze) = φ(z)φ(2e) = φ(2x11) + φ(x 1

2
1
2
). Do

Lema 5.17, segue que

φ
(

2z11 + z 1
2

1
2

+ 2z01

)
= φ(2x11) + φ(x 1

2
1
2
) = φ(2x11 + x 1

2
1
2
)

e, pela injetividade de φ e pela decomposição de Peirce, obtemos

z11 = x11, z 1
2

1
2

= x 1
2

1
2

e z01 = 0. (5.57)

Neste passo provaremos que z00 = 0. Dado a10 ∈ A10, φ(a10z) = φ(a10z10 + a10z00) e, de

outra maneira, φ(a10z) = φ(a10x10). Pela injetividade de φ e pela decomposição de Peirce,

concluímos que

a10(z10 − x10) = 0 e a10z00 = 0. (5.58)

Se a 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2
. Assim, φ(a 1

2
1
2
z) = φ(a 1

2
1
2
z11 + a 1

2
1
2
z00) e, por outro lado, φ(a 1

2
1
2
z) = φ(a 1

2
1
2
x11).

Novamente pela injetividade de φ, chegamos a

a 1
2

1
2
z00 = 0. (5.59)

Como a11z00 = 0, pelas Equações (5.58) e (5.59), deduzimos que (eA)z00 = {0}. Logo, da

Condição (ii), resulta que z00 = 0.

Para finalizar resta-nos mostrar que z10 = x10. Seja a10 ∈ A10 qualquer. Observamos

que, φ(za10) = φ(z11a10 + z10a10). Consideremos t10 = x11a10 ∈ A10 e t01 = x10a10 ∈ A01. Pelo

Lema 5.12, constatamos que

φ(za10) = φ(x11a10) + φ(x10a10) = φ(t10) + φ(t01) = φ(t10 + t01) = φ(x11a10 + x10a10).

Mais uma vez, pela injetividade de φ e pela decomposição de Peirce, temos

(z10 − x10)a10 = 0. (5.60)

Seja a01 ∈ A01 arbitrário. Assim, φ(za01) = φ(z10a01) e por outro lado φ(za01) = φ(x10a01).

Segue da injetividade de φ que

(z10 − x10)a01 = 0. (5.61)
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Agora, seja a00 ∈ A00 qualquer. Assim, φ(za00) = φ(z10a00 + z 1
2

1
2
a00). Consideramos t10 =

x10a00 ∈ A10 e t 1
2

1
2

= x 1
2

1
2
a00 ∈ A 1

2
1
2
. Pelo Lema 5.22, obtemos que

φ(za00) = φ(x10a00) + φ(x 1
2

1
2
a00) = φ(t10) + φ(t 1

2
1
2
) = φ(t10 + t 1

2
1
2
) = φ(x10a00 + x 1

2
1
2
a00).

Novamente pela injetividade de φ, concluímos que

(z10 − x10)a00 = 0. (5.62)

Como (z10 − x10)a11 = (z10 − x10)a 1
2

1
2

= 0 e pelas Equações (5.60)–(5.62), obtemos que

(z10 − x10)A = {0}. De acordo com a Condição (i) do Teorema 5.9, deduzimos z10 = x10.

Portanto,

φ(x11 + x10 + x 1
2

1
2
) = φ(x11) + φ(x10) + φ(x 1

2
1
2
).

□

A demonstração do resultado a seguir fundamenta-se diretamente na Observação 5.10, a

qual será utilizada para mostrar que φ satisfaz a equação aditiva de Cauchy em eA.

Lema 5.24. φ é aditiva em eA.

Demonstração. Pela Observação 5.10, eA = A11 ⊕A10 ⊕A 1
2

1
2
. Sejam x, y ∈ A11 ⊕A10 ⊕A 1

2
1
2
,

com x = x11 + x10 + x 1
2

1
2
, y = y11 + y10 + y 1

2
1
2
, x11, y11 ∈ A11, x10, y10 ∈ A10 e x 1

2
1
2
, y 1

2
1
2
∈ A 1

2
1
2
.

Assim, φ(x + y) = φ((x11 + y11) + (x10 + y10) + (x 1
2

1
2

+ y 1
2

1
2
)). Agora, pelos Lemas 5.16, 5.19, 5.20

e 5.23, resulta que

φ(x + y) = φ(x11 + y11) + φ(x10 + y10) + φ(x 1
2

1
2

+ y 1
2

1
2
)

= φ(x11) + φ(y11) + φ(x10) + φ(y10) + φ(x 1
2

1
2
) + φ(y 1

2
1
2
)

= (φ(x11) + φ(x10) + φ(x 1
2

1
2
)) + (φ(y11) + φ(y10) + φ(y 1

2
1
2
))

= φ(x11 + x10 + x 1
2

1
2
) + φ(y11 + y10 + y 1

2
1
2
)

= φ(x) + φ(y).

□

Neste ponto estamos em condições de demonstrar nosso resultado principal deste capítulo.

Observamos que, para a demonstração do Teorema 5.9, utilizamos explicitamente apenas o
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Lema 5.24, os demais são utilizados de forma implícita e por isso os chamamos de lemas

auxiliares.

Lembremos o enunciado do Teorema 5.9: seja A uma álgebra alternativa generalizada

sobre um corpo de característica diferente de 2 e 3, contendo um idempotente não trivial e e

A = A11 ⊕A10 ⊕A 1
2

1
2
⊕A01 ⊕A00 a decomposição de Peirce de A relativa a e, satisfazendo

as condições

(i) xA = {0} implica em x = 0;

(ii) Se (eA)x = {0} ou e(Ax) = 0 então x = 0 (e portanto Ax = {0} implica em x = 0);

(iii) Para cada t11 ∈ A11, se t11

((
⊕i,j∈{0,1} Aij

)
(1 − e)

)
= {0}, então t11 = 0;

(iv) Para cada t 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2
, se t 1

2
1
2
A00 = {0} ou A00t 1

2
1
2

= {0}, então t 1
2

1
2

= 0.

Então todo isomorfismo multiplicativo entre álgebras alternativas generalizadas é aditivo.

Demonstração do Teorema 5.2. Sejam x, y ∈ A. Como φ é sobrejetora, existe z ∈ A tal que

φ(z) = φ(x) + φ(y). Para r ∈ A arbitrário e seja e um idempotente, temos

φ(e(rz)) = φ(e)φ(rz) = φ(e)(φ(r)φ(z)) = φ(e)
(

φ(r)(φ(x) + φ(y))
)

= φ(e)(φ(r)φ(x) + φ(r)φ(y)) = φ(e)(φ(rx) + φ(ry))

= φ(e)φ(rx) + φ(e)φ(ry) = φ(e(rx)) + φ(e(ry)).

Consideremos t = rx e w = ry. Como et, ew ∈ eA, pelo Lema 5.24, segue que

φ(e(rz)) = φ(e(rx)) + φ(e(ry)) = φ(et) + φ(ew)

= φ(et + ew) = φ(e(t + w)) = φ
(

e(r(x + y))
)

.

Agora, pela injetividade de φ, obtemos e(rz) = e(r(x + y)), ou seja, e
(

r(z − (x + y))
)

= 0.

Da arbitrariedade de r ∈ A, concluímos que e
(
A(z − (x + y))

)
= 0. Pela Condição (ii) do

Teorema 5.9,obtemos que z = x + y. Portanto, φ(x + y) = φ(x) + φ(y).

□
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5.2 construção de um exemplo de álgebra al-

ternativa generalizada

Apresentaremos a seguir um exemplo de álgebra alternativa generalizada que, até onde

alcança nosso conhecimento, não foi registrado anteriormente na literatura. A construção

ilustra de forma concreta as identidades definidas nesta seção e evidencia que a classe das

álgebras alternativas generalizadas admite modelos distintos daqueles já conhecidos. Esse

exemplo desempenha, portanto, um papel relevante para compreensão estrutural dessa

família de álgebras.

Consideremos V = C× M × N ×C, com C o corpo dos números complexos, M e N (C, C)-

bimódulos. Dados xj = (aj, mj, nj, bj), xk = (ak, mk, nk, bk) ∈ V, definimos a multiplicação em

V por

xjxk =
(

ajak,
1
2

(akmj + ajmk), njak + bjnk, bjbk

)
. (5.63)

Observamos que este exemplo continua válido se M = N = C.

Nosso objetivo é mostrar que V munido da multiplicação definida acima é uma álgebra

alternativa generalizada, isto é, que V satisfaz as Equações (5.1)–(5.3) da Definição 5.1. Sejam

x1 = (a1, m1, n1, b1), x2 = (a2, m2, n2, b2), x3 = (a3, m3, n3, b3), x4 = (a4, m4, n4, b4) ∈ V, com

aj ∈ C, mj ∈ M, nj ∈ N, bj ∈ C, para todo j ∈ {1, 2, 3, 4}. Inicialmente, vamos calcular

[x3, x4]. Assim,

[x3, x4] = x3x4 − x4x3

=
(

a3a4,
1
2

(a4m3 + a3m4), n3a4 + b3n4, b3b4

)
−
(

a4a3,
1
2

(a3m4 + a4m3), n4a3 + b4n3, b4b3

)
=
(

a3a4 − a4a3,
1
2

(a4m3 + a3m4 − a3m4 − a4m3), n3a4 + b3n4 − n4a3 − b4n3, b3b4 − b4b3

)
= (0, 0, n3a4 + b3n4 − n4a3 − b4n3, 0). (5.64)

Além disso,

x1x2 = (a1, m1, n1, b1)(a2, m2, n2, b2) =
(

a1a2,
1
2

(a2m1 + a1m2), n1a2 + b1n2, b1b2

)
,
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de onde,

(x1x2)x3 =
(

a1a2,
1
2

(a2m1 + a1m2), n1a2 + b1n2, b1b2

)
(a3, m3, n3, b3)

=
(

a1a2a3,
1
2

(
a3

1
2

(a2m1 + a1m2) + a1a2m3

)
, (n1a2 + b1n2)a3 + b1b2n3, b1b2b3

)
=
(

a1a2a3,
1
4

(a3a2m1 + a3a1m2) +
1
2

a1a2m3, n1a2a3 + b1n2a3 + b1b2n3, b1b2b3

)
. (5.65)

Por outro lado,

x2x3 = (a2, m2, n2, b2)(a3, m3, n3, b3) =
(

a2a3,
1
2

(a3m2 + a2m3), n2a3 + b2n3, b2b3

)
.

Assim,

x1(x2x3) = (a1, m1, n1, b1)
(

a2a3,
1
2

(a3m2 + a2m3), n2a3 + b2n3, b2b3

)
=
(

a1a2a3,
1
2

(
a2a3m1 + a1

1
2

(a3m2 + a2m3), n1a2a3 + b1(n2a3 + b2n3), b1b2b3

))
=
(

a1a2a3,
1
2

a2a3m1 +
1
4

(a1a3m2 + a1a2m3), n1a2a3 + b1n2a3 + b1b2n3, b1b2b3

)
. (5.66)

Subtraindo as Equações (5.65) e (5.66), segue que

(x1, x2, x3) = (x1x2)x3 − x1(x2x3) =
(

0,−1
4

a3a2m1 +
1
4

a1a2m3, 0, 0
)

. (5.67)

Vamos provar que V satisfaz a Equação (5.1) da Definição 5.1, ou seja,

(x1x2, x3, x4) + (x1, x2, [x3, x4]) = x1(x2, x3, x4) + (x1, x3, x4)x2,

para todos xj = (aj, mj, nj, bj) ∈ V, com j ∈ {1, 2, 3, 4}. Utilizando a Equação (5.67), obtemos

(x2, x3, x4) =
(

0,
1
4

(a2a3m4 − a4a3m2), 0, 0
)

(5.68)

e

(x1, x3, x4) =
(

0,
1
4

(a1a3m4 − a4a3m1), 0, 0
)

. (5.69)
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Agora, da Equação (5.63) decorre que

x1x2 = (a1, m1, n1, b1)(a2, m2, n2, b2) =
(

a1a2,
1
2

(a2m1 + a1m2), n1a2 + b1n2, b1b2

)
,

(x1x2)x3 =
(

a1a2,
1
2

(a2m1 + a1m2), n1a2 + b1n2, b1b2

)
(a3, m3, n3, b3)

=
(

a1a2a3,
1
2

(
a3

1
2

(a2m1 + a1m2) + a1a2m3

)
, (n1a2 + b1n2)a3 + b1b2n3, b1b2b3

)
=
(

a1a2a3,
1
4

a3a2m1 +
1
4

a3a1m2 +
1
2

a1a2m3, n1a2a3 + b1n2a3 + b1b2n3, b1b2b3

)
,

(
(x1x2)x3

)
x4

=
(

a1a2a3,
1
4

a3a2m1 +
1
4

a3a1m2 +
1
2

a1a2m3, n1a2a3 + b1n2a3 + b1b2n3, b1b2b3

)
(a4, m4, n4, b4)

=
(

a1a2a3a4,
1
2

(
a4

(
1
4

a3a2m1 +
1
4

a3a2m3

)
+ a1a2a3m4

)
,

n1a2a3a4 + b1n2a3a4 + b1b2b3n4, b1b2b3b4

)
=
(

a1a2a3a4,
1
8

a4a3a2m1 +
1
8

a4a3a1m2 +
1
4

a4a1a2m3 +
1
2

a1a2a3m4,

n1a2a3a4 + b1n2a3a4 + b1b2n3a4, b1b2b3b4

)
(5.70)

e

(x1x2)(x3x4)

=
(

a1a2,
1
2

(a2m1 + a1m2), n1a2 + b1n2, b1b2

)(
a3a4,

1
2

(a4m3 + a3m4), n3a4 + b3n4, b3b4

)
=
(

a1a2a3a4,
1
2

(
a3a4

1
2

(a2m1 + a1m2) + a1a2
1
2

(a4m3 + a3m4)
)

,

(n1a2 + b1n2)a3a4 + b1b2(n3a4 + b3n4), b1b2b3b4

)
=
(

a1a2a3a4,
1
4

a3a4a2m1 +
1
4

a3a4a1m2 +
1
4

a1a2a4m3 +
1
4

a1a2a3m4,

n1a2a3a4 + b1n2a3a4 + b1b2n3a4 + b1b2b3n4, b1b2b3b4

)
. (5.71)



146 isomorfismos em álgebras alternativas generalizadas

Subtraindo as Equações (5.70) e (5.71), constatamos que

(x1x2, x3, x4) =
(

0,−1
8

a4a3a2m1,−1
8

a4a3a1m2 +
1
4

a1a2a3m4, 0, 0
)

. (5.72)

Como na Equação (5.64) as primeira e a quarta coordenadas são nulas e, pela Equação (5.67),

temos

(x1, x2, [x3, x4]) = (0, 0, 0, 0). (5.73)

Assim,

(x1x2, x3, x4) + (x1, x2, [x3, x4]) = (x1x2, x3, x4)

=
(

0,−1
8

a4a3a2m1,−1
8

a4a3a1m2 +
1
4

a1a2a3m4, 0, 0
)

. (5.74)

Neste passo vamos calcular x1(x2, x3, x4) + (x1, x3, x4)x2. Da Equação (5.68) segue que

x1(x2, x3, x4) = (a1, m1, n1, b1)
(

0,
1
4

(a2a3m4 − a4a3m2), 0, 0
)

=
(

a1.0,
1
2

a1
1
4

(a2a3m4 − a4a3m2), n1.0 + b1.0, b1.0
)

=
(

0,
1
8

a1a2a3m4 −
1
8

a1a4a3m2, 0, 0
)

. (5.75)

Pela Equação (5.69), obtemos

(x1, x3, x4)x2 =
(

0,
1
4

(a1a3m4 − a4a3m1), 0, 0
)

(a2, m2, n2, b2)

=
(

0.a2,
1
2

a2
1
4

(a1a3m4 − a2a3m1) +
1
2

0.m2, 0.b2 + 0.n2, 0.b2

)
=
(

0,
1
8

(a2a1a3m4 − a2a4a3m1), 0, 0
)

. (5.76)

Das Equações (5.75) e (5.76), concluímos que

x1(x2, x3, x4) + (x1, x3, x4)x2 =
(

0,
1
8

a1a2a3m4 −
1
8

a1a4a3m2, 0, 0
)

+
(

0,
1
8

(a2a1a3m4 − a2a4a3m1), 0, 0
)
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=
(

0,
1
4

a1a2a3m4 −
1
8

a4a3(a1m2 + a2m1), 0, 0
)

. (5.77)

Portanto, das Equações (5.74) e (5.77), chegamos a

(x1x2, x3, x4) + (x1, x2, [x3, x4]) = x1(x2, x3, x4) + (x1, x3, x4)x2.

Neste ponto demonstraremos que V satisfaz a Equação (5.2) da Definição 5.1, isto é,

([x4, x1], x2, x3) + (x4, x1, x2x3) = x2(x4, x1, x3) + (x4, x1, x2)x3.

Utilizando a Equação (5.64) trocando x3 por x1, deduzimos que

[x4, x1] = (0, 0, n4a1 + b4n1 − n1a4 − b1n4, 0).

Da Equação (5.67) resulta que o associador depende apenas da primeira e segunda compo-

nentes. Logo,

([x4, x1], x2, x3) = (0, 0, 0, 0). (5.78)

Neste passo iremos calcular (x4x1, x2x3). Assim,

x2x3 = (a2, m2, n2, b2)(a3, m3, n3, b3) =
(

a2a3,
1
2

(a3m2 + a2m3), n2a3 + b2n3, b2b3

)
e

x4x1 = (a4, m4, n4, b4)(a3, m3, n3, b3) =
(

a4a3,
1
2

(a1m4 + a4m1), n4a1 + b4n1, b4b1

)
,

de onde

x1(x2x3) = (a1, m1, n1, b1)
(

a2a3,
1
2

(a3m2 + a2m3), n2a3 + b2n3, b2b3

)
=
(

a1a2a3,
1
2

(
a2a3m1 + a1

1
2

(a4m3 + a3m4)
)

, n1a2a3 + b1(n2a3 + b2n3), b1b2b3

)
=
(

a1a2a3,
1
2

a2a3m1 +
1
4

a1a4m3 +
1
4

a1a3m4, n1a2a3 + b1n2a3 + b1b2n3, b1b2b3

)
,

x4

(
x1(x2x3)

)
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= (a4, m4, n4, b4)
(

a1a2a3,
1
2

a2a3m1 +
1
4

a1a4m3 +
1
4

a1a3m4, n1a2a3 + b1n2a3 + b1b2n3, b1b2b3

)
=
(

a4a1a2a3,
1
2

a1a2a3m4 +
1
2

a4

(
1
2

a2a3m1 +
1
4

a1a4m3 +
1
4

a1a3m4

)
,

n4a1a2a3 + b1b2b3(n1a2a3 + b1n2a3 + b1b2n3), b1b2b3b4

)
=
(

a4a1a2a3,
1
2

a1a2a3m4 +
1
4

a4a2a3m4 +
1
4

a4a2a3m1 +
1
8

a4a1a3m4,

n4a1a2a3 + b4n1a2a3 + b4b1n2a3 + b4b1b2n3, b1b2b3b4

)
(5.79)

e

(x4x1)(x2x3)

=
(

a2a3,
1
2

(a3m2 + a2m3), n2a3 + b2n3, b2b3

)(
a4a3,

1
2

(a1m4 + a4m1), n4a1 + b4n1, b4b1

)
=
(

a4a1a2a3,
1
2

(
a2a3

1
2

(a1m4 + a4m1) + a4a1
1
2

(a3m2 + a2m3)
)

,

(n4a1 + b4n1)a2a3 + b4b1(n2a3 + b2n3), b4b1b2b3

)
=
(

a4a1a2a3,
1
4

a2a3a1m4 +
1
4

a2a3a4m1 +
1
4

a4a1a3m2 +
1
4

a4a1a2m3,

n4a1a1a2a3 + b4n1a2a3 + b1b4n2a3 + b4b1b2n3, b4b1b2b3

)
. (5.80)

Subtraindo as Equações (5.79) e (5.80), concluímos que

(x4, x1, x2x3) = (x4x1)(x2x3) − x4

(
x1(x2x3)

)
=
(

0,
1
8

(a4a1a3 + a4a1a2m3 − 2a2a3a1m4), 0, 0
)

, (5.81)

somando as Equações (5.78) e (5.81), decorre que

([x4, x1], x2, x3) + (x4, x1, x2x3) = (x4, x1, x2x3)

=
(

0,
1
8

(a4a1a3m2 + a4a1a2m3 − 2a2a3a1m4), 0, 0
)

. (5.82)

Agora, vamos calcular que x2(x4, x1, x3) + (x4, x1, x2)x3. Primeiro calcularemos x2(x4, x1, x3).

Pela Equação (5.67), temos

(x4, x1, x3) =
(

0,
1
4

(a4a1m3 − a3a1m4), 0, 0
)

,
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de onde,

x2(x4, x1, x3) = (a2, m2, n2, b2)
(

0,
1
4

(a4a1m3 − a3a1m4), 0, 0
)

=
(

0,
1
2

0.m2 +
1
2

a2
1
4

(a4a1m3 − a3a1m4), n2.0 + b2.0, b2.0
)

=
(

0,
1
8

(a2a4a1m3 − a2a3a1m4), 0, 0
)

. (5.83)

Da mesma forma, pela Equação (5.67), segue que

(x4, x1, x2) =
(

0,
1
4

(a4a1m2 − a2a1m4), 0, 0
)

.

Assim,

(x4, x1, x2)x3 =
(

0,
1
4

(a4a1m2 − a2a1m4), 0, 0
)

(a3, m3, n3, b3)

=
(

0,
1
2

a3
1
4

(a4a1m2 − a2a1m4) +
1
2

0.m3, 0.a3 + 0.n3, 0.b3

)
=
(

0,
1
8

(a3a4a1m2 − a3a2a1m4), 0, 0
)

. (5.84)

Somando as Equações (5.83) e (5.84), obtemos

x2(x4, x1, x3) + (x4, x1, x2)x3

=
(

0,
1
8

(a2a4a1m3 − a2a3a1m4), 0, 0
)

+
(

0,
1
8

(a3a4a1m2 − a3a2a1m4), 0, 0
)

=
(

0,
1
8

(a2a4a1m3 + a3a4a1m2 − 2a2a3a1m4), 0, 0
)

. (5.85)

Portanto, comparando as Equações (5.82) e (5.85), concluímos que

([x4, x1], x2, x3) + (x4, x1, x2x3) = x2(x4, x1, x3) + (x4, x1, x2)x3.

Finalmente vamos demonstrar que V satisfaz a Equação (5.3) da Definição 5.1, ou seja,

(x1, x1, x1) = 0,
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para todo x1 ∈ V. Assim,

x1x1 = (a1, m1, n1, b1)(a1, m1, n1, b1) =
(

a2
1,

1
2

(a1m1 + a1m1), n1a1 + n1b1, b2
1

)
= (a2

1, a1m1, n1a1 + n1b1, b2
1),

de onde,

(x1x1)x1 = (a2
1, a1m1, n1a1 + n1b1, b2

1)(a1, m1, n1, b1)

=
(

a2
1a1,

1
2

a1a1m1 +
1
2

a1a1m1, (n1a1 + b1n1)a1 + b1b1n1, b2
1b1

)
= (a3

1, a2
1m1, n1a2

1 + b1n1a1 + b2
1n1, b3

1) (5.86)

e

x1(x1x1) = (a1, m1, n1, b1)(a2
1, a1m1, n1a1 + n1b1, b2

1)

=
(

a1a2
1,

1
2

a2
1m1 +

1
2

a1a1m1, n1a2
1 + b1(n1a1 + n1b1), b1b2

1

)
= (a3

1, a2
1m1, n1a2

1 + b1n1a1 + b1n1b1, b3
1). (5.87)

Logo, das Equações (5.86) e (5.87) decorre que

(x1, x1, x1) = (x1x1)x1 − x1(x1x1)

= (a3
1, a2

1m1, n1a2
1 + b1n1a1 + b2

1n1, b3
1) − (a3

1, a2
1m1, n1a2

1 + b1n1a1 + b1n1b1, b3
1)

= (0, 0, b2
1n1 − b1n1b1, 0) = (0, 0, 0, 0).

Portanto, V = C × M × N × C é uma álgebra alternativa generalizada.

Agora vamos explicitar ainda mais o exemplo acima. Consideremos o espaço

V = C × C × C × C,

em que C denota o corpo dos números complexos. Para elementos

xj = (aj, mj, nj, bj) e xk = (ak, mk, nk, bk) ∈ V,
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definimos a multiplicação em V por

xjxk =
(

ajak,
1
2

(akmj + ajmk), njak + bjnk, bjbk

)
.

Mostrou-se na tese que V é uma álgebra alternativa generalizada. Observemos, entretanto,

que V não é alternativa. De fato, sejam

x1 = (1 + i, 2, 3, 1 − i), x2 =
(

1
2

, 1, −1, 2
)

.

A multiplicação em V é dada por

x1x2 =
(

a1a2,
1
2

(a2m1 + a1m2), n1a2 + b1n2, b1b2

)
.

Inicialmente, calculamos x1x1:

x1x1 = (a2
1, a1m1, n1a1 + b1n1, b2

1),

a2
1 = (1 + i)2 = 2i,

a1m1 = (1 + i) · 2 = 2 + 2i,

n1a1 + b1n1 = 3(1 + i) + (1 − i)3 = 6,

b2
1 = (1 − i)2 = −2i.

Assim,

x1x1 = (2i, 2 + 2i, 6, −2i).

Em seguida, calculamos (x1x1)x2:

a = 2i · 1
2

= i,

m =
1
2

(
1
2

(2 + 2i) + 2i · 1
)

=
1
2

(1 + 3i) =
1
2

+
3
2

i,

n = 6 · 1
2

+ (−2i)(−1) = 3 + 2i,

b = (−2i) · 2 = −4i.

Logo,

(x1x1)x2 =
(

i,
1
2

+
3
2

i, 3 + 2i, −4i
)

.
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Analogamente, obtém-se

x1x2 =
(

1
2

+
1
2

i, 1 +
1
2

i,
1
2

+ i, 2 − 2i
)

,

e, consequentemente,

x1(x1x2) =
(

i,
3
4

+
5
4

i, 3 + 2i, −4i
)

.

Assim,

(x1, x1, x2) = (x1x1)x2 − x1(x1x2)

=
(

0, −1
4

+
1
4

i, 0, 0
)

.

Como (x1, x1, x2) ̸= 0, concluímos que a álgebra V não é alternativa.

comentário final

Para complementar a análise do exemplo apresentado é importante esclarecer a situação

atual da investigação. A construção descrita fornece, de fato, uma álgebra alternativa

generalizada (no sentido de que não é alternativa), no entanto ela não satisfaz integralmente

as condições do Teorema 5.9. Isso levanta um questionamento natural: “Será que toda

álgebra alternativa generalizada satisfazendo as condições do Teorema 5.9 é necessariamente

alternativa?” A resposta para esta pergunta ainda não está completamente estabelecida.

Caso a resposta seja afirmativa, nosso resultado se aplica também às algebras alternativas,

mostrando que o teorema abrange esse caso clássico. Por outro lado, se a resposta for

afirmativa, então o resultado possui ainda mais alcance, pois descreve uma classe mais

ampla de estruturas do que as das álgebras alternativas.

Até o presente momento, não encontramos um exemplo conclusivo que resolva definitiva-

mente essa questão. Assim, deixamos esse problema em aberto, como direção interessante

para futuras pesquisas.
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Apresentamos, a seguir, algumas observações acerca das álgebras alternativas generaliza-

das que satisfazem as condições do Teorema 5.9. Caso a álgebra fosse alternativa, teríamos

necessariamente A 1
2

1
2

= {0}. Nesse cenário, as condições do Teorema 5.9 anulariam esse

subespaço, e é precisamente esse fenômeno que buscamos compreender.

Outra observação relevante é a seguinte: se a álgebra alternativa generalizada em questão

possui elemento identidade, então o subespaço A 1
2

1
2

também é trivial, ou seja, A 1
2

1
2

= {0}.

Esse fato decorre diretamente da Condição (iv) do Teorema 5.9.

Por outro lado, se a álgebra não possui identidade e existirem t 1
2

1
2
∈ A 1

2
1
2

com t 1
2

1
2
̸= 0 e

a00 ∈ A00 tais que

a00t 1
2

1
2
̸= 0 e t 1

2
1
2
a00 ̸= 0,

então essa situação satisfaz a Condição (iv) do Teorema 5.9. A partir dessas observações,

obtemos uma indicação sobre a estrutura do exemplo que satisfaz as condições do nosso

resultado principal: trata-se de uma álgebra para a qual o subespaço A 1
2

1
2

é não trivial, isto é,

A 1
2

1
2
̸= {0}, já que buscamos uma álgebra alternativa generalizada que não seja alternativa.

Destacamos ainda um fato interessante: nem toda álgebra alternativa generalizada que

satisfaz A 1
2

1
2

= {0} é necessariamente uma álgebra alternativa. De fato, no exemplo apresen-

tado na Seção 5.2, se tomamos M = 0, de modo que

V = C × 0 × N × C,

então V não é alternativa, como demonstrado anteriormente. Assim, obtemos o seguinte

panorama: se A é uma álgebra alternativa generalizada tal que A 1
2

1
2
̸= {0}, então A não é

alternativa; por outro lado, o fato de A 1
2

1
2

= {0} não implica que A seja alternativa.





6 CONCLUSÃO

6.1 desdobramentos

Ao longo desta tese, evidenciou-se que a investigação de funções que preservam determi-

nadas estruturas algébricas constitui uma área de estudo ampla e em constante desenvol-

vimento. Pesquisadores de diferentes países têm se dedicado a analisar essas funções e

suas propriedades, o que confirma o interesse e a relevância do tema dentro do contexto

matemático atual.

A inserção de nossos trabalhos nessa linha de pesquisa pode ser observada, por exemplo,

no artigo de Ali, Tasleema e Khan [1], que menciona duas de nossas publicações: "∗-Lie-type

maps on alternative ∗-algebras"e "∗-Jordan-type maps on alternative ∗-algebras". Nessa

mesma direção, o trabalho de Ferreira, Barreiro e Smigly [15] cita o artigo "∗-Jordan-type

maps on alternative ∗-algebras", enquanto Ferreira, Ferreira, Costa e Silva [23] fazem

referência a ambos os artigos citados anteriormente.

Além disso, o livro Differential Identities in Rings and Algebras and their Applications [2]

inclui menção ao artigo "∗-Lie-type maps on alternative ∗-algebras". Essa referência em uma

obra de caráter abrangente e didático evidencia que os resultados obtidos têm alcançado

não apenas publicações especializadas, mas também materiais de consulta mais gerais.

Essas referências, em conjunto, indicam que nossas contribuições estão sendo incorporadas

e discutidas no cenário acadêmico internacional, o que reforça a pertinência do tema e abre

perspectivas para a continuidade das investigações nesta linha de pesquisa.

155
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6.2 estudos futuros

Dando continuidade à linha de pesquisa que envolve a aditividade de funções, a autora

tem como objetivo aprofundar sua investigação sobre o comportamento de certas funções

específicas, como as derivações, as funções ∗-Lie e ∗-Jordan, dentro do contexto das álgebras

alternativas generalizadas. A intenção é compreender melhor como essas funções se

relacionam nesse tipo mais amplo de estrutura algébrica, buscando identificar padrões,

propriedades e possíveis generalizações teóricas.
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ÍND ICE REMISS IVO

∗-álgebra, 18

associador, 17

bimódulo, 17

comutador, 17

elemento simétrico, 18

flexibilidade, 19

função

aditiva, 17, 20

multiplicativa, 18

preserva o produto, 19

preserva produto de Lie, 19

idempotente, 22

não trivial, 22

idempotentes

ortogonais, 22

involução, 18

isomorfismo, 20

módulo

fiel, 17

módulo à direita, 16

módulo à esquerda, 16

nilpotente, 23

preserva produto

de Jordan, 19

álgebra, 17

alternativa, 18

alternativa generalizada, 21, 120

associativa, 17

associativa nas potências, 22

finitamente gerada, 22

prima, 19
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