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RESUMO

Nesta tese, apresentamos quatro resultados principais obtidos durante a pesquisa de douto-
rado da autora, no contexto do estudo de estruturas algébricas alternativas. Os trés primeiros
foram elaborados considerando uma *-dlgebra alternativa com identidade contendo um
idempotente simétrico ndo trivial e sujeita a determinadas condigdes estruturais. O primeiro
deles consiste em uma caracterizacdo de uma n-fungdo *-Lie multiplicativa. O segundo
também apresenta uma caracterizagdo, no entanto de uma n-funcdo *-Jordan multiplicativa,
e o terceiro, por sua vez, estabelece a aditividade de deriva¢des *-Jordan. O quarto resul-
tado trata da aditividade de isomorfismos em éalgebras alternativas generalizadas. Além
disso, fizemos a construgdo de um exemplo de algebra alternativa generalizada que nédo

é alternativa, uma construcao que, até onde sabemos, nao foi previamente encontrada na

literatura.

Palavras-chave: aditividade, derivagdo *-Jordan, *-derivacdo, isomorfismo multiplicativo,

x-4lgebra, alternativa, alternativa generalizada.
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ABSTRACT

In this thesis, we present four main results obtained during the author’s doctoral research
on alternative algebraic structures. The first three results concern alternative *-algebras
with identity and a non-trivial symmetric idempotent, under certain structural conditions.
The first result provides a characterization of multiplicative *-Lie n-map. The second one
also offers a characterization, this time of multiplicative *-Jordan n-map. The third result
establishes the additivity of *-Jordan derivations. The fourth result addresses the additivity
of isomorphisms in generalized alternative algebras. Additionally, we introduce an example
of a generalized alternative algebra that is not alternative, a construction which, to the best

of our knowledge, has not previously appeared in the literature.

Keywords: additivity, *-Jordan derivation, *-derivation, multiplicative isomorphism,

x-algebra, alternative algebra, alternative generalized algebra
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INTRODUCAO

Ao longo da histéria da matematica, certas equagdes se destacaram nao apenas pela sua
utilidade, mas também pela elegadncia com que expdem ideias fundamentais. Um exemplo
claro disso sdo as chamadas equagdes funcionais de Cauchy, que foram formuladas por
Cauchy [5] em 1821 e podemos encontrar nas paginas 103 e 104 do livro Cours d’analyse. A

mais famosa é a equacdo funcional Cauchy aditiva e é dada por

fe+y) = f)+ f(y),

para todos x,y € R. Uma fungdo que satisfaz tal equacdo é conhecida como func¢do aditiva.

Apesar de parecer simples, essa equagdo nos leva a um questionamento: quais fungdes
satisfazem essa relacdo? Essa resposta depende diretamente de quais outras propriedades
exigimos das fungdes, por exemplo, se exigirmos que a funcdo seja continua, a resposta
é qualquer fungdo do tipo f(x) = ax. Porém, se deixarmos de lado condi¢des como
continuidade, monotonicidade ou outras restri¢des, a resposta pode ndo ser uma fungdo tdo
bem conhecida.

Além da versdo aditiva, existe a equagdo funcional Cauchy multiplicativa, que é dada
por

fly) = f)fy),

para todos x,y € R. Uma funcdo que satisfaz tal equagdo é conhecida como fungdo multi-
plicativa. Ela também busca fun¢des que preservem uma estrutura, s6 que agora ligada a
multiplicagdo. Nessa versdo, as fung¢des do tipo f(x) = x?, a € R costumam ser as solugdes
mais conhecidas, desde que o dominio e a imagem da funcdo estejam bem definidos. As
equacgdes funcionais Cauchy aditiva e multiplicativa, apesar de bem tedricas, aparecem em
vérias areas da matemadtica da dlgebra a teoria da medida, passando por analise funcional e

até questdes envolvendo simetrias.
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A busca por estruturas que tenham certas propriedades quando submetidas a operagdes
especificas, apareceu em vdrios momentos da histéria e continua presente nos dias atuais.
Um exemplo de onde essa busca consta na histéria da matematica é a descoberta dos
quatérnios. Ela foi feita por Hamilton, no ano de 1843. J4 familiar com os ntiimeros comple-
x0s, tentava encontrar uma maneira de representar o espago tridimensional usando uma
estrutura algébrica semelhante. Mas ele se deparou com uma barreira tedrica: simplesmente
ndo havia uma forma de fazer isso funcionar perfeitamente com apenas trés dimensdes.
Com isso a tnica forma de solucionar tal problema foi adicionar uma quarta dimensao.
Durante uma caminhada, Hamilton teve uma ideia que mudaria o futuro da élgebra: em

uma ponte Hamilton gravou a famosa relagao

Diferente do que é valido para os ntimeros reais e complexos, os quatérnios nao satisfaz a
propriedade de comutatividade. Essa ndo comutatividade abre espago para vérias aplicagdes,
por exemplo as rotagdes no espago. A multiplicacdo entre os elementos i, j e k pode ser
visualizada como um ciclo, onde, por exemplo, ij = k, mas ji = —k. A multiplicagdo nos

quatérnios é representada pelo seguinte diagrama

.

Assim percebemos que tanto as equagdes funcionais de Cauchy quanto os quatérnios de
Hamilton tiveram origem do mesmo desejo profundo de entender e formalizar padrdes,
simetrias e transformacoes.

Por sua vez, a criagdo dos octonios esta ligada a Graves, colega e amigo de Hamilton,
que, inspirado pela descoberta dos quatérnios, desenvolveu uma &lgebra de dimenséo 8.
Ainda em 1843, Graves apresentou os octonios como uma algebra de divisdo normada e

formulou o “teorema dos oito quadrados”. Embora Hamilton tenha se oferecido para ajudar
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na divulgagdo desse trabalho, seu foco nos quatérnios atrasou a publicagdo. Isso permitiu
que Cayley publicasse primeiro sobre os octdonios, o que levou a atribuigdo da autoria a
ele, passando os octonios a serem conhecidos como “ntmeros de Cayley”. Posteriormente,
Graves descobriu que o teorema dos oito quadrados ja havia sido estabelecido por Degen em
1818, 0 que contribuiu para que os octdnios permanecessem por muito tempo em segundo
plano. Além disso, a multiplicagdo nos octénios ndo é associativa.

Em 1933, Artin realizou duas contribui¢des significativas nesse campo. A primeira foi a

introducdo da notacao
(x,y,2) = (xy)z — x(yz),
conhecida como o associador de x, y e z. Mais ainda, foi Artin quem mostrou que qualquer

algebra que satisfaca as identidades

x(xy)=xty e (xy)y=xy?

para todos x e y na élgebra é dita uma 4lgebra alternativa. Se apenas a primeira identidade
for satisfeita entdo a algebra é dita alternativa a esquerda e se apenas a segunda identidade
for satisfeita a dlgebra é dita alternativa a direita.

A segunda contribuicdo de Artin se trada da demonstragdo de que toda subdlgebra gerada
por um par de elementos de uma &lgebra alternativa é necessariamente, associativa.

E imperativo ressaltar que este resultado, amplamente conhecido como Teorema de Artin,
possui uma importancia central na teoria das dlgebras ndo associativas. Ele atua como um
critério fundamental para avaliar a proximidade estrutural de uma algebra alternativa em
relacdo a propriedade da associatividade.

Também foi Artin quem primeiro levantou a hipétese de que a chamada lei alternativa se

aplicaria aos nameros de Cayley. Essa lei pode ser expressa pela seguinte identidade

(0(x),0(y), 0(2)) = sng(0)(x, ¥, 2),

com x, Y,z sdo numeros de Cayley e ¢ é uma permutacdo de trés elementos. Apesar da
conjectura inicial ter sido feita por Artin, foi Zorn quem mais tarde conseguiu demons-
trar formalmente que essa propriedade de fato é vélida para os octonios. Além disso, a

multiplicacdo nesta algebra é dada pela tabela abaixo
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1 e1 (o) e3 €4 és5 €6 ey
1 1 €1 € €3 €4 es5 €6 ey
e1leg =1 e3 —ep es —es —e7 e
ey || &2 —€3 — 1 €1 €6 ey —€4 —65
es|les e —e1 —1 e —es €5 —ey
€4 || €64 —€5 —€¢ —€7 —1 €1 (o) €3
és5 || €5 €4 —ey €6 —e] -1 —e3 (5]
€6 || €6 ey €4 —eé5 —én e3 —1 —e1
ey || ez —eg e5 ey —e3 —epy e —1

Tabela 1: Tabela de multiplicagdo dos octénios

Considerando i =e1, j=ep, k=e3, ] = ey, li = e5, |j = e e lk = e7 na tabela acima podemos

representa-la no plano de Fano a seguir

Os quatérnios sdo facilmente reconhecidos como uma subdlgebra dos octonios, o que

pode ser observado tanto na tabela de multiplicacdo quanto no plano de Fano, que mostra a

relacdo entre os diagramas dessas duas estruturas.
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A medida que os conjuntos numéricos sdo expandidos, iniciando pelo conjunto dos
nuimeros reais e prosseguindo para os complexos, os quatérnios e os octdnios, observamos
um aumento dimensional acompanhado pela perda de propriedades algébricas cruciais.

Por exemplo, o corpo dos niimeros reais possui uma relacdo de ordem total, uma proprie-
dade que é perdida no corpo dos nimeros complexos. Ao progredir para os quatérnios, a
operagdo de multiplicagdo deixa de ser comutativa. Finalmente, com a transi¢do para os octo-
nios, ocorre a perda da associatividade da multiplicacdo. Essa expansdo esta relacionada ao
processo chamado duplica¢do de Cayley-Dickson, desenvolvido em 1919 por Dickson [12],
que generalizou um método inicialmente proposto por Cayley em 1845. Essa construgao
consiste em dobrar a dimensdo da &lgebra a cada passo, criando pares de elementos da
etapa anterior e definindo uma nova multiplicagdo. Para que essa multiplica¢do seja coerente
e preserve certas propriedades, algumas regras algébricas precisam ser flexibilizadas. E
justamente por isso que, ao aumentar a dimensdo, perdemos a ordem, a comutatividade e,

tinalmente, a associatividade. Esse processo pode ser visualizado no diagrama abaixo

R C H O

No estudo dessas estruturas, uma ferramenta importante para analisar dlgebras asso-
ciativas é a decomposicdo de Peirce, descoberta em 1870. Peirce mostrou que, dado um
idempotente ndo trivial e em uma dlgebra associativa 2, definida sobre um corpo K, é possi-
vel decompor 2 em uma soma direta de subespacos vetoriais de alguma forma relacionadas
com e. Essa decomposigdo foi estendida para algebras alternativas por Zorn em 1935.

Em 1971, Kleinfeld [30] introduziu uma nova classe de estruturas algébricas, chamadas
dlgebras alternativas generalizadas. Nesse trabalho, ele prop6s uma generalizagdo dos anéis
alternativos com o objetivo de ampliar o estudo de 4lgebras ndo associativas que, embora
ndo satisfacam todas as identidades das dlgebras alternativas, ainda preservam algumas de
suas propriedades essenciais. Essa iniciativa buscava estender o escopo da teoria algébrica
para além de exemplos j4 bem conhecidos, como os nimeros de Cayley (ou octonios), que
sdo algebras alternativas classicas. O trabalho de Kleinfeld contribuiu significativamente
para a compreensdo de estruturas mais gerais dentro da dlgebra ndo associativa, abrindo

novas dire¢des para a pesquisa na drea.
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Ao longo do tempo outras algebras ndo associativas também receberam atencdo especial
de diversos autores. Algumas das algebras que mais se destacaram estdo presentes no

diagrama abaixo

Associativa
Standard Alternativa
. / Standard Alternativa
Acessivel
\\\\\\\\& generalizada generalizada
Acessivel
generalizada

Algumas perguntas ainda estdo em aberto como, por exemplo, se existe relacdo entre as
algebras standard e as dlgebras alternativas generalizadas ou entre as standard generalizadas
e as alternativas generalizadas, ou ainda, entre a acessivel e a alternativa generalizada. Porém
uma pegunta que temos a resposta, até o momento, é quanto a relagdo entre as algebras
alternativas e dlgebras alternativas generalizadas: toda dlgebra alternativa, por definigao,
satisfaz as condi¢Oes necessarias para ser considerada uma &lgebra alternativa generalizada.
Isso acontece porque as identidades que caracterizam a alternatividade, a esquerda e a
direita, implicam diretamente as condi¢des mais fracas que definem as estruturas alternativas
generalizadas. No entanto, a reciproca ndo é verdadeira como veremos ao decorrer dessa
tese.

O estudo de estruturas alternativas generalizadas tem despertado crescente interesse ao
longo dos anos, resultando em diversas contribui¢des relevantes na literatura. Pesquisadores
como os citados em [26, 27, 29, 31, 39] tém desenvolvido investiga¢des significativas nesse
campo, consolidando-o como uma drea promissora para novas descobertas e aplicacdes
tedricas.

A decomposicdo de Peirce é um recurso importante para as investigacdes sobre algebras

alternativas, e, como era de se esperar, tal estrutura também desempenha um papel crucial
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no estudo das algebras alternativas generalizadas. Em 2020, Da Motta Ferreira, Guzzo Jr
e Ferreira [18] descreveram o radical de uma algebra barica alternativa generalizada de
dimensdo finita e também propuseram a decomposi¢do de Peirce para o caso das algebras

alternativas generalizadas. Tal decomposigdo foi descrita no resultado abaixo

Teorema 1.1. [18, Theorem 1.1] Seja A uma dlgebra alternativa generalizada sobre um corpo K de
caracteristica diferente de 2 e 3, com um idempotente e ndo trivial. Entdo 2 admite uma decomposigio

de Peirce em soma direta de subespagos
2 =RA11 O Ao O Ay D Aoy S oo,

com Wi == {x;; € A | ex;j = ix;j e xje=jx;}, parai,j € {0,1} ou (i,j) = (3, 3). E ficil ver que
e € 2Aq1. A regra de multiplicagdo entre os espagos da decomposigdo de Peirce é
Ay € Ay, (5,1 € {0,1}),
;i C Ay, i #7 (1,7 €1{0,1}),
Wi = {0}, sej#ke (i, )) # k1) Gjk1e{01}),
x5=0,i#j(i,je{0,1}),

A1 1 ™A © Ay, (€ {0,1}),
;11 =A% = {0}, i 7 (1] €{0,1}),
Ay =10

Além do estudo estrutural das algebras alternativas (generalizadas), outro aspecto funda-
mental abordado ao longo desta tese diz respeito a aditividade de certas fun¢des definidas
sobre estas estruturas. O estudo de aditividade de fungdes é o foco desta tese e teve inicio
no contexto associativo no ano de 1969 com as investiga¢cdes de Martindale III [35], que

inicialmente estabeleceu o resultado a seguir

Teorema 1.2. [35, Theorem] Seja R uma anel associativo possuindo uma familia {e, | x € A} de

idempotentes satisfazendo as seguintes condigdes

(i) Se x € R étal que xR = 0, entdo x = 0.
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(ii)) Se exRx =0, para cada « € A, entdo x = 0.
(iii) Para cada o € A, eaR(1 — e,) = 0 implica em eyx(1 — ey) = 0.
Entdo todo isomorfismo multiplicativo de R sobre um anel associativo qualquer é aditivo.

O artigo de Daif [8] publicado em 1991 investigou quando uma derivacdo multiplicativa,
ou seja, uma fungdo que satisfaz d(ab) = d(a)b + ad(b), é aditiva. A partir da questdo proposta
por Martindale, o autor analisou o problema usando a decomposigdo de Peirce com rela¢do
a um elemento idempotente do anel. Neste trabalho foi mostrado que sob certas condicdes
(condig¢des de Martindale), a derivagdo multiplicativa é necessariamente aditiva.

Uma questdo natural é se vale a reciproca ao questionamento feito por Martindale no
que diz respeito a aditividade de fung¢des. Em particular, para anéis booleanos, Jarboui e

Subaiei [28] mostraram o resultado a seguir

Teorema 1.3. [28, Theorem 2.3] Sejam R um anel booleano ndo nulo com unidade e S um anel
qualquer com caracteristica diferente de 2. Se ¢ : R — S é uma fungio \V-aditiva, entdo sdo

equivalentes
(i) Para qualquer x € R, ¢(x) + ¢(1gr — x) = ¢(Or) + ¢(1R).
(ii) Para qualquer x € R, ¢(x)p(1g — x) = @(0R).
(iii) @ é multiplicativa.

O estudo da aditividade de fun¢des em estruturas ndo associativas teve inicio em 2013 com
a investigagdo elaborada por Da Motta Ferreira, Guzzo Jr e Ferreira [13], no qual os autores
generalizaram o resultado de Martindale para o caso ndo associativo, mais especificamente,
para anéis standard. Desde entdo, como veremos a seguir, varios pesquisadores se dedicaram
ao estudo de fungdes que satisfazem a equagdo funcional Cauchy aditiva. No ano de 2014,
Da Motta Ferreira e Guzzo Jr com o artigo [7] estabeleceram o teorema a seguir o qual nos

exibe uma condic¢do sobre um anel alternativo para que um isomorfismo seja aditivo.
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Teorema 1.4. Seja S um anel alternativo contendo uma familia {e, | « € A} de idempotentes.

Suponha que R seja um subanel de S tal que
(i) Para cada x € A, e,R C Re Re, C R.
(ii) Se x € R é tal que xR = 0, entdo x = 0.

(iii) Se x € R é tal que (exR)x = 0 (ou ex(Rx) = 0) para todo « € A, entdo x = 0 (e portanto,
Rx = 0 implica x = 0.

(iv) Paracadaw € Aex € R, se (eaRea)<R(1 — ea)> =0, entdo eyxe, = 0.

Entdo qualquer isomorfismo multiplicativo ¢ de um anel R em um anel alternativo arbitrdrio é

aditivo.

Agora, no artigo publicado em 2014, Ferreira e Nascimento [14] investigaram anéis
alternativos livres de 3-torcdo e apresentaram uma generalizacdo de um resultado ante-
riormente obtido por Daif. Especificamente, os autores demonstraram que, ao se impor
certas condi¢des sobre um anel alternativo R, toda derivagdo multiplicativa em R é aditiva.
Como consequéncias imediatas desse resultado, os pesquisadores mostraram que, se R
for um anel alternativo primo, livre de 3-tor¢do e contendo um idempotente néo trivial,
entdo toda derivacdo em R é uma fun¢do Cauchy aditiva. Além disso, eles provam que,
sob determinadas condicGes sobre o anel R, toda derivagdo também é uma func¢ao Jordan
derivével.

Em um estudo publicado em 2016, Ferreira e Ferreira [24] se dedicaram a andlise da
aditividade das derivagdes de Jordan multiplicativas no contexto de anéis alternativos. Os
autores impuseram certas condi¢des sobre um anel alternativo R e demonstraram que uma
derivagdo de Jordan multiplicativa em R é uma fun¢do Cauchy aditiva. No mesmo trabalho,
provaram que, se uma derivacdo em um anel alternativo R satisfizer algumas condigdes, de
modo que D(ab + ba) = D(a)b +aD(b) + D(b)a + bD(a), entdo D é aditiva. Os pesquisadores
finalizaram este artigo provando que uma derivacdo em um anel alternativo primo com

algumas caracteristicas é uma funcdo Cauchy aditiva.
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Ainda no ano de 2016, Da Motta Ferreira e Ferreira [6] apresentaram um teorema
mais abrangente sobre a aditividade de isomorfismos n-multiplicativos e derivag¢des n-

multiplicativas para a classe de anéis alternativos. O resultado é o seguinte:

Teorema 1.5. [6, Theorem 2.2] Sejam R e R’ dois anéis alternativos. Suponha que R seja um anel

com uma familia {e, | & € A} de idempotentes que satisfazem
(i) Se x € R é tal que xR = 0, entdo x = 0.

(ii)) Se x € R é tal que (e,R)x = 0 (ou ey(Rx) = 0) para todo « € A, entdo x = 0 (e portanto,
Rx = 0 implica x = 0).

(iii) Para cada x € A e x € R, se (eaxea)(R(l — e,x)> =0, entdo eyxe, = 0.
Entdo, todo isomorfismo n-multiplicativo ¢ de R em um anel alternativo arbitrdrio R’ é aditivo.

Ja no ano de 2018, Ferreira e Ferreira [21] investigaram sobre as triplas derivac¢des de
Jordan que satisfazem a equagdo funcional Cauchy aditiva e também forneceram a seguinte
caracterizagdo de anéis alternativos primos livres de 3-tor¢do que é de grande importancia

para os resultados apresentados no desenvolvimento desta tese

Teorema 1.6. [21, Theorem 1.1] Seja R um anel alternativo livre de 3-torgio, temos que R é primo
se, e s6 se, dados a,b € R, com (aR)b = {0} (ou a(Rb) = {0}) implica a =0 ou b = 0.

Continuando a histéria sobre a linha de pesquisa no contexto ndo associativo, no ano
de 2020, Ferreira et al [20] demonstraram no resultado principal que uma derivagdo de
Jordan, sob um anel alternativo R satisfazendo algumas condigdes, pode ser unicamente
determinada como uma soma de uma deriva¢do de R e uma derivagdo de Jordan singular
de R.

Nesse contexto, é relevante mencionar uma das multiplica¢des utilizadas nesta tese,
definida por [a,b]* = ab — ba*, introduzida em 1990 por Semrl [38]. Nesse trabalho,
o autor observou que aplicacdes da forma x +— [x,a]. surgem de maneira natural no
estudo da representagdo de funcionais quadraticos por meio de funcionais sesquilineares,

especialmente em contextos relacionados a teoria de operadores em espagos de Hilbert. Essa
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multiplicacdo difere da comutagdo usual por envolver uma modificagdo no segundo termo,

0 que gera novas propriedades algébricas e funcionais.

Inspirado pelas observacoes de Semrl, Molnar [36] iniciou, em 1996, um estudo sistematico
da multiplicagdo [a, b]«. Em seu trabalho, Molndar considerou a dlgebra B(H) de todos os
operadores lineares limitados definidos em um espago de Hilbert H, e investigou a relagdo
entre essa multiplicacdo e as estruturas de ideais de uma algebra. Seu principal resultado
mostrou que um subespago de B(H) é um ideal no sentido tradicional se, e somente se,
for um *-ideal a esquerda, ou seja, um subespago fechado sob multiplicacbes a esquerda e
também compativel com a operagdo de conjugacdo definida em B(H). Esse resultado abriu
caminho para uma nova abordagem na caracterizagdo de ideais em dlgebras de operadores,

agora considerando essas multiplicagdes modificadas.

Posteriormente, no ano de 2000, BreSar e Fosner [4] generalizaram o resultado de Molnér
utilizando uma abordagem puramente algébrica, sem recorrer a métodos analiticos. Eles
exploraram de forma sistemética diversas identidades envolvendo a multiplicagdo [a, b].
e a multiplicagdo associativa original (multiplicacdo da dlgebra), e conseguiram descrever
condi¢des mais amplas sob as quais certos subespagos se comportam como ideais. Em um
trabalho publicado no ano de 2003, Fosner [25] introduziu e estudou uma nova multiplicagdo,
dada por {a,b}. = ab+ba*, que pode ser vista como uma versdao modificada da multiplicagdo
de Jordan. Nesse estudo, a autora investigou como os ideais usuais de um anel R se
relacionam com os ideais a direita em relacdo a essa nova operacdo. A multiplicacdo
{a, b}, serd amplamente utilizada ao longo desta tese como uma ferramenta central para

desenvolvimento dos nossos estudos.

O interesse por multiplica¢cdes como {a,b}, também se estendeu a caracterizagdo de
funcoes entre dlgebras. Em 2013, Fang, Li e Fu [32] mostraram que, sob certas condicdes,
uma funcdo ¢ entre duas dlgebras de von Neumann preserva a multiplicacdo {a,b}. se, e
somente se, for um isomorfismo de *-anéis, o que refor¢a a importancia estrutural dessa
operagdo. No ano de 2018, Taghavi et al. [40] também consideraram a multiplicagdo {a,b}.
e estudaram propriedades de fungdes bijetivas entre x-algebras, com foco em identificar
quando essas fung¢des preservam a aditividade, contribuindo assim para uma melhor

compreensdo do comportamento estrutural de tais aplicagdes. Avancando nessa diregao,

11



12

INTRODUGAO

em 2022, Ferreira e Costa [17] ampliaram o campo dessas investigagdes ao introduzir dois
novos conceitos: a n-fungdo *-Lie multiplicativa e a n-fun¢do *-Jordan multiplicativa. Os
autores utilizaram essas defini¢des para estabelecer condi¢des sob as quais obtiveram uma
caraterizacdo de uma n-funcdo *-Lie-Jordan entre C*-dlgebras como um isomorfismo de

*-anel.

Dessa forma, notamos que as condi¢des de Martindale sdo fundamentais na andlise de

fung¢oes Cauchy aditivas. Esse entendimento serviu como ponto de partida e motivacdo
y S

para o desenvolvimento das nossas pesquisas que sustentam a elaboracdo desta tese, as

quais se apoiam em defini¢des e resultados estruturais essenciais que sdo apresentados ao

longo do trabalho.

Nesta tese, o Capitulo 2, é de suma importancia para o desenvolvimento deste trabalho,
pois retine defini¢des fundamentais para a compreensdo dos resultados apresentados poste-
riormente. Entre os conceitos abordados, destacam-se as defini¢des de algebra alternativa
e algebra alternativa generalizada, que desempenham papel central na estruturagdo dos
topicos que se seguem. Além disso, apresentamos teoremas relevantes, como o Teorema
de Artin, que estabelece uma conexdo significativa entre 4lgebras alternativas e 4lgebras
associativas, contribuindo para uma melhor compreensao das propriedades dessas estrutu-
ras. Com o intuito de tornar mais acessiveis os conceitos discutidos, também sdo incluidos
exemplos concretos que ilustram as definicdes, facilitando a visualizagdo das ideias abstratas

desenvolvidas ao longo da tese.

Dando continuidade aos fundamentos estabelecidos no capitulo anterior, o Capitulo 3
é dedicado a andlise de duas classes especificas de fun¢des introduzidas por Ferreira e
Costa [17]. Nesse capitulo, apresentamos caracteriza¢des precisas dessas fung¢des, baseando-
nos em generaliza¢des das multiplicagdes estudadas anteriormente. Mostramos que se
considerarmos ¢ uma funcao bijetiva multiplicativa unital escalar sobre C, entdo ¢ é uma
n-funcdo *-Lie multiplicativa se, e somente se, ela for um isomorfismo. Essa caracterizagdo
é feita por meio da multiplica¢do g,,, uma generalizacdo da operacdo introduzida por
Semrl [38]. De forma andloga, demonstramos que considerando ¢ como anteriormente,
temos que ¢ é uma n-fungdo *-Jordan multiplicativa se, e somente se, ¢ é um isomorfismo,

sendo que, nesse caso, utilizamos a multiplicacdo g,, definida por Fosner [25].
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No Capitulo 4, damos continuidade a abordagem iniciada nos capitulos anteriores e
seguimos explorando a multiplicagdo gq,,, desta vez no contexto de derivacdes. Nesse
capitulo, apresentamos uma caracteriza¢do na qual mostramos que, sob certas restri¢des,
uma funcdo ¢ definida em 4lgebras alternativas é uma n-deriva¢do *-Jordan ndo linear
se, e somente se, ¢ é uma derivacdo *-aditiva. Esse resultado reforga a aplicabilidade das
multiplica¢des generalizadas ndo apenas na caracterizagdo de isomorfismos, como visto
no Capitulo 3, mas também no estudo de derivagdes em contextos onde ndo se assume
aditividade.

No Capitulo 5, retomamos o estudo dos isomorfismos, agora no contexto das adlgebras
alternativas generalizadas. Nos capitulos anteriores, trabalhamos com algebras alternativas,
com foco principal na caracterizagdo de fun¢des que preservam as multiplica¢des p;; e g;;.
Neste capitulo, porém, seguimos por um caminho diferente. Consideramos os isomorfismos
e estudamos as caracteristicas que conseguimos extrair dessas fung¢des. Para isso, utilizamos
a decomposicdo de Peirce, uma ferramenta essencial para a andlise interna das 4lgebras

alternativas generalizadas.

Essa decomposigdo, apresentada por Da Motta Ferreira, Guzzo Jr e Ferreira [18], permite
descrever de forma precisa a estrutura dessas dlgebras a partir de idempotentes. Com
base nessa ferramenta, mostramos que, sob determinadas condi¢des, todo isomorfismo
multiplicativo entre algebras alternativas generalizadas é também aditivo. Além disso, apds
uma busca extensa na literatura, ndo encontramos exemplos concretos dessas dlgebras. Por
isso, apresentamos aqui um exemplo inédito, que representa uma contribuicdo original e

significativa para a drea.

Encerrando a tese, o tltimo capitulo apresenta a conclusdo do trabalho. Nele, reunimos
os principais resultados obtidos ao longo dos capitulos e destacamos como cada parte
contribuiu para o avango no estudo da aditividade de fun¢des em estruturas alternativas.
Também mostramos os frutos diretos da pesquisa, como as citagdes em artigos cientificos
e a citagdo de nossos trabalhos em um livro da drea, o que reforga a relevancia dos temas
abordados. Por fim, indicamos algumas questdes que surgiram durante o desenvolvimento
dos nossos trabalhos e que pretendemos investigar em estudos futuros, com o objetivo de

dar continuidade a esta linha de pesquisa.
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Destacamos que a ordem dos capitulos foi cuidadosamente escolhida de maneira a refletir
a progressdo natural dos conceitos e resultados facilitando a compreensdo do leitor e

garantindo uma apresentacdo légica e coesa da tese.
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Neste capitulo, reunimos defini¢des, conceitos fundamentais e exemplos que servirdo de
base para o desenvolvimento da teoria apresentada ao longo deste trabalho. Nosso obje-
tivo é fornecer ao leitor as ferramentas conceituais necessarias para a compreensdo dos
resultados que serdo discutidos nos capitulos posteriores. Como principais referéncias para
a elaboracdo deste material introdutério, utilizamos o livro An Introduction to Nonassoci-
ative Algebras, Schafer [37], que oferece uma exposicdo clara e sistemdtica das estruturas
algébricas ndo associativas, com énfase em algebras alternativas, de Jordan e de Lie. Com-
plementamos essa abordagem com o livro Rings That Are Nearly Associative, de Zhevlakov,
Slin’ko, Shestakov e Shirshov [41], que trata de maneira aprofundada diversas classes de
algebras ndo associativas, oferecendo uma perspectiva mais abrangente e técnica sobre este
tema. Sempre que necessdrio, recorreremos também a literatura complementar, incluindo
artigos cientificos, com o intuito de enriquecer a discussdo tedrica e apoiar formalmente os
resultados apresentados. Assim, estabelecemos neste capitulo os alicerces conceituais sobre

0s quais se apoiara o restante da tese.

2.1 CONCEITOS GERAIS

Partimos do pressuposto de que o leitor ja possui conhecimento prévio de estruturas

algébricas bésicas, como por exemplo grupos, anéis, ideais e algebra linear.
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Ao longo deste capitulo sempre que utilizarmos R estaremos nos referindo a um anel
associativo com identidade, denotada por 1. Dizemos que um grupo abeliano (M, +) é um

R-médulo a esquerda se existe uma operacdo de multiplicacdo escalar
tRxM—-M, Fra)—r-«o
tal que, para todos 1,5 € R e o, B € M, valem as seguintes propriedades:
1. (r+s)-a=r-a+s-«a
2.r-(a+pP)=r-a+r-fB
3. (rs)-a=r-(s-u)
4. lp-a=n

Assim como podemos considerar a multiplicagdo escalar agindo a esquerda, também é
possivel defini-la agindo a direita. Isso nos leva a nogdo de médulo a direita.

Um grupo abeliano (M, +) é chamado de R-médulo a direita se existe uma operacdo
- MXR—->M, (ar)—a-r
tal que, para todos 7,5 € R e a, B € M, sdo satisfeitas as seguintes propriedades:
1. a-(r+s)=a-r+a-s
2. (a+p)-r=a-r+p-r
3. a-(rs)=(a-1)-s
4. a-1lg =«

Se R é um anel comutativo com identidade e (M, +, -) é um R-moédulo a esquerda, entdo

podemos definir naturalmente uma estrutura de R-médulo a direita em M por:
K*kT=7-Q

paratodoa € Mer € R.
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Analogamente, se (M, +, *) € um R-moédulo a direita, podemos definir um R-médulo a
esquerda por 7 - a = a * r. Assim, no caso em que R é um anel comutativo com identidade
ndo é necessdrio distinguir entre as a¢gdes a esquerda e a direita. Nesses casos, dizemos
simplesmente que M é um R-médulo.

Um R-médulo M é dito fiel se, para qualquer a € R, aM = 0 implica que 2 = 0. Um
exemplo conhecido de Z-médulo fiel é Z. Com efeito, seja a € Z tal que am = 0, para todo
m € Z. Claramente, a = 0 e, portanto, Z é um Z-médulo fiel.

Sejam R e S anéis e M um grupo abeliano que é simultaneamente um moédulo a esquerda
sobre R e um moédulo a direita sobre S. Entdo, M é chamado de (R, S)-bimédulo se, para
todosr € R,se€ Sem & M, vale

(rm)s = r(ms).

Por exemplo, Z é um (Z, Z)-bimédulo.
Uma K-algebra, ou simplesmente algebra, é um espago vetorial 2l sobre um corpo
K munido de uma funcéao bilinear -:2{ x 2 — 2, denotada -(a,b) = a - b, e chamada de

multiplicacdo. Uma 4lgebra A é dita uma algebra associativa se satisfaz
(a,b,c)=0,

para todos a, b, c € K. O espago vetorial dado pelas matrizes quadradas de ordem 7, com
coeficientes em IR, munido do produto matricial é uma R-dlgebra associativa, chamada de
algebra das matrizes de ordem 1, com coeficientes em IR.

No estudo de algebras ndo associativas alguns operadores desempenham papel central
para descrever suas propriedades. Entre eles, destacam-se o comutador e o associador , que

sdo definidos, respectivamente, por

[x,yl = xy —yx

(xl ]// Z) = (x}/)z - x(]/Z)/
para todos x, y, z € 2.
Sejam 2l e A’ algebras. Uma fungdo ¢ : A — 2 é dita func¢do aditiva se satisfaz a

equacdo funcional Cauchy aditiva ¢(x +y) = ¢(x) + ¢(y), para todos x,y € A e é dita funcao
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multiplicativa se satisfaz a equacdo funcional Cauchy multiplicativa ¢(xy) = ¢(x)¢(y), para
todos x,y € 2.

Uma fungdo * : 24 — 24 é uma involugao se
(a+b)" =a*+b*, (@) =a, (ab)*=b"a",

para todos a,b € 2. Uma algebra 2 munida de uma involugdo é chamada x-algebra. Um
elemento a2 € 2 é um elemento simétrico se a* = a. Um exemplo conhecido é quando
consideramos 2 = M, (R) e a aplicagdo T : A — 2 que é transposta usual da algebra de

matrizes. E conhecido que para quaisquer A, B € A temos

(A+B)T=AT+BT, (ADHT=4A, (AB)T=BTAT.

b
Logo, T é uma involugdo. Agora, seja A = ( Z P > € M,(R). Observemos que

T
ar_ [ b _ (@ b _ 4
b d b d
o que faz de A uma matriz simétrica.

Definig¢ao 2.1. Seja A uma dlgebra. Para x € 2, sejam Ly, Ry : 2 — A 0s operadores multiplicagio

a esquerda e a direita, definidos respectivamente por
Ly(a) = xa e Ry(a) = ax,
para todo a € .
Definicao 2.2. Uma dlgebra 2 sobre um corpo K é dita alternativa se satisfaz
a(ab) = a®b e (ba)a = ba?,
para todos a,b € .

No livro de Schafer [37] sdo apresentadas algumas identidades envolvendo associadores

que se aplicam as algebras alternativas. Para todos x,y € 2, temos

(x,y,x)=0
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de onde
(xy)x = x(yx) (2.1)

ou em termos da multiplicagdo a esquerda e a direita,
LxRx = RxLx.

A identidade da Equagdo (2.1) é conhecida por flexibilidade ou regra de flexibilidade.
Conforme apresentado em [41], linearizando a identidade em (2.1), obtemos a seguinte
identidade

(x,z,y)+(z,x,v) =0,

para todos x, y, z € 2.

Definicao 2.3. Sejam A uma dlgebra, 1 e | ideais de A. Dizemos que A é uma dlgebra prima se
1] = {0}, entdo I = {0} ou J = {0}.

Em 1987 Beidar et al. [3] e em 2018 Ferreira et al. [22], de forma independente, estabelece-
ram um resultado fundamental no contexto dos anéis, o qual fornece uma caracterizagdo
eficaz das dlgebras alternativas primas. O resultado a seguir exibe tal caracterizagdo e serd

muito utilizado ao longo desta tese.

Proposicao 2.4. [22, Theorem 1.1] Seja A uma dlgebra alternativa sobre um corpo de caracteristica
diferente de 3. Entio 2 é prima se, e s6 se, dados a,b € A, (a20)b = {0} (ou a(Ab) = {0}) implica
a=00ub=0.

Exemplo 2.5. Um exemplo cldssico de dlgebra alternativa prima é a dlgebra dos octonios, que

denotamos por O.

Sejam 2 e A" duas algebras com identidades 1y e 1y, respectivamente e ¢ : 20 — 2’ uma

fungdo. Dizemos que
(i) @ preserva o produto se ¢(ab) = ¢(a)@(b), para todos a,b € ;
(ii) ¢ preserva o produto de Lie se ¢(ab — ba) = ¢(a)p(b) — ¢(b)¢(a), para todos a,b € 2;

(iii) ¢ preserva o produto de Jordan se ¢(ab+ba) = ¢(a)p(b) + p(b)p(a), para todos a,b € 2;
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(iv) ¢ é aditiva se ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b), para todos a,b € 2;

(V) @ é um isomorfismo se ¢ é uma bijegdo aditiva que preserva o produto e a multiplica-

¢do por escalar e
(vi) @ é unital se ¢(1g) = Ly.

Consideramos M;(IR) a dlgebra das matrizes 2 x 2 com coeficientes em R, P € M(R)
invertivel e ¢ : Mp(IR) — M,(RR) dada por ¢(A) = PAP~!. Vamos mostrar que ¢ satisfaz o
item (i). Sejam A, B € M,(R). Assim @(AB) = PABP~! = PAP~'PBP~! = ¢(A)@(B). Agora

mostraremos o iten (7).

@(AB — BA) = P(AB — BA)P~! = PABP~! — PBAP~! = PAP~'PBP~! — PBP!PAP™!
= ¢(A)p(B) — ¢(B)p(A).

Logo ¢ preserva o produto de Lie. O item (iii) também é mostrado de forma simples

@(AB+BA) = P(AB+BA)P~! = PABP~! + PBAP~! = PAP~'PBP~! + PBP~!PAP!
= ¢(A)p(B) + ¢(B)p(A).

Logo ¢ preserva o produto de Jordan. A aditividade é provada da seguinte forma
@(A+B) =P(A+B)P~! = PAP~! + PBP™! = ¢(A) + ¢(B).

Observamos que, pela invertibilidade de P, ¢ é bijetiva. Seja &« € R. Assim, p(aA) =
P(@A)P~! = aPAP~! = ap(A). Logo, ¢ preserva a multiplicagio por escalar. Como ¢ é
bijetiva, preserva a multiplicacdo por escalar e pelos itens (i) e (iv), temos que ¢ é um
isomorfismo. Finalmente, mostraremos o item (v). Seja I € M>(R) a identidade. Assim,
@(I) = PIP~! = PP~! = I. Logo, ¢ é unital.

Duas operagdes bilineares s, sp:2 — 2 sdo ditas equivalentes quando existir uma

constante ndo nula A € K tal que para todos a,b € 2 temos s1(a, b) = Asy(a, b).

Definicdo 2.6. Seja A uma dlgebra. Uma derivagdo ® : A — A é uma fungdo linear que satisfaz
D(ab) = D(a)b +a®(b), para todos a, b € 2.
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Um exemplo elementar de derivagdo é aquele que encontramos no célculo diferencial. Seja
20 = R[x] a 4lgebra dos polindmios com coeficientes em IR. Consideramos © : R[x] — R[x]
a funcdo tal que D(f(x)) = %
f(x), g(x) € R[x] e A € R, temos

. Observamos que ® é de fato uma derivagao, pois dados

9 (f(()) = £ (g + f(IF' @) = D (fx))2x) + D (),
O (f()+50)) =D (@) +D(s),
@(Af(x)) - \D ( f(x)).

Nossa proxima defini¢do introduz uma estrutura mais geral do que as algebras alter-
nativas, sobre a qual estudaremos a equacdo funcional de Cauchy. Com as ferramentas

anteriores podemos agora introduzir a nogao de dlgebra alternativa generalizada.

Definicao 2.7. Uma dlgebra A sobre um corpo K de caracteristica diferente de 2 e 3 é chamada

dlgebra alternativa generalizada se as segquintes trés identidades sio satisfeitas

(wx,y,z)+ (w,x, [y, z]) = w(x,y,z)+(w,y,2)x, (2.2)
([w, x],y,z) + (w, x, yz) = y(w, x, z) + (W, X, y)z, (2.3)
(x,x,x)=0, (2.4)

para todos x,y,z, w € 2.

Toda algebra alternativa, por definicdo, satisfaz as condi¢des que caracterizam uma
algebra alternativa generalizada. Contudo, a reciproca ndo é verdadeira: existem dlgebras
alternativas generalizadas que ndo sdo alternativas no sentido classico. Na Se¢do 5.2 do
Capitulo 5, apresentamos um exemplo explicito de uma &lgebra alternativa generalizada
que ndo satisfaz as identidades de alternatividade. Até onde verificamos na literatura, ndo
ha registros prévios de exemplos com essas caracteristicas, o que reforca a relevancia da

construgdo apresentada.
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2.2 DECOMPOSICAO DE PEIRCE

Consideremos 2l uma 4algebra sobre um corpo K. Um elemento ¢ € 2 é chamado idem-

2 = ¢. Observamos facilmente que 0 é um idempotente e se 2l possuir uma

potente se e
identidade, que denotaremos por 1y, entdo 1g também é um idempotente e ambos recebem
o nome de idempotentes triviais. Se e for um idempotente diferente de 0 e 1y, 0 chamaremos
de idempotente nao trivial. Quando ¢, f € 2 sdo idempotentes ndo triviais e fe =ef =0,
com e # f, os denominamos idempotentes ortogonais.

A decomposic¢do de Peirce desempenha um papel fundamental na anélise das dlgebras
associativas, especialmente quando considerada em relagdo a um elemento idempotente.
Dado um idempotente ndo trivial e pertencente a uma élgebra associativa 2, definida sobre

um corpo arbitrario K é possivel expressar 2 como uma soma direta de subespagos vetoriais
A = oo O Ao1 & A0 © A1,

em que cada subespaco 2, € formado pelos elementos xjx € 2 que satisfazem as condigoes
exjk = jxjx e xje = kxji, para todos j, k € {0,1}.

Seja 2l uma algebra sobre um corpo K e consideremos um subconjunto X C A. A
subdlgebra gerada por X, denotada por A[X], é definida como a menor subdlgebra de A
que contém todos os elementos de X. Quando o conjunto gerador é finito, dizemos que a
subalgebra é finitamente gerada.

No caso particular em que a estrutura é gerada por um tinico elemento x € , utilizamos
a notacdo 2A[x]. Nesse cendrio, as poténcias de x podem ser construidas de forma recursiva,
adotando-se a convengao x1 = x e x/*! = xx/, para todo j > 1. Dizemos que 2 é associativa
nas poténcias se, para cada elemento x € 2, a subélgebra 2([x] for associativa.

Cabe observarmos que essa defini¢cdo implica o uso de poténcias obtidas por multiplicacdo
a esquerda. Em dlgebras que ndo sdo associativas, essas poténcias podem, em principio,
diferir daquelas formadas pela multiplicacdo a direita, isto é, x/*! = x/x. Entretanto, no
contexto das dlgebras analisadas nesta tese, ambas as formas coincidem, ndo havendo

ambiguidade na defini¢do das poténcias de um elemento.
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Um elemento a de uma 4lgebra associativa nas poténcias 2 é dito nilpotente se existir
um inteiro n € IN tal que 4" = 0. Uma 4algebra composta exclusivamente por elementos
nilpotentes é chamada de nildlgebra.

Nas algebras associativas, a decomposi¢do de Peirce depende crucialmente da existéncia
de a0 menos um elemento idempotente que néo seja trivial. Esse aspecto torna fundamental

o resultado que serd apresentado a seguir.

Proposicdo 2.8. [37, Proposition 3.3, p. 32] Toda dlgebra associativa nas poténcias de dimensdo

finita A, que ndo é uma nildlgebra, possui um idempotente ndo trivial.

No contexto das &lgebras alternativas, a identidade flexivel possibilita a aplicacdo da
técnica de decomposigdo de forma analoga ao que ocorre nas algebras associativas. Assim,
quando uma &lgebra alternativa 2 possui um idempotente nao trivial e, é possivel expressar
20 como uma soma direta de subespagos vetoriais associados a esse idempotente. Essa
decomposicdo é dada por

2 =11 & R0 D Ao1 D Koo,

com 2 0 subespaco vetorial de 2 dado por
Aj = {xjklexr = jxjx e xjee = kxj},

para todos j, k € {0,1}.
No ambito das élgebras alternativas com identidade 1g(, ter em consideracdo a existéncia
de 2 idempotentes ndo triviais e; e ey = 1gy — €1 permite a obtencdo de uma decomposicdo

da &lgebra 2( como soma direta de subespacos vetoriais
A =Aq11 D Apo D Apy D Ano.
Cada subespaco ™Ak, com j, k € {1,2}, é definido da seguinte forma
RAjk = {xjk | emXjk = OmjXjx €  Xjkem = OpkXjk, com m € {1,2}},

com Jjx a delta de Kronecker. Nessas condicdes, segue que 2 = e¢;2e;. Demonstraremos
essa igualdade analisando os cassos possiveis e vamos utilizar de maneira decisiva a

alternatividade da algebra em questdo.
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Inicialmente vamos considerar o caso 2Uj; = e;%ey | #k, j, k€ {1,2}. Seja Xjx € Aj. Assim,
e]-xjk = (5]]x]k = x]‘k e x]-kek = ékkxjk = x]'k, de onde, e]-xjkej =0e

Xjk = €jXjk — ejXjkej = ij]'k(l - 8]) S eleek.

Inversamente, dado x € e;Rey, existe y € 2 tal que x = ¢jyer. Como e¢; e e sdo idempotentes
ortogonais, segue que x € 2.
Agora consideraremos o caso 2U;; = ejfej, j € {1,2}. Seja xj; € ;. Assim, ejx;; = xj; e
xjiej = xjj, de onde x;; € e;Re;. Por outro lado, dado x € ¢;%Ae;, existe y € A tal que x = ¢;jye;.
Apresentaremos uma proposi¢do que diz respeito a multiplicacdo entre os espagos de
Peirce. Caso o leitor tenha necessidade de verificar a demonstragdo da Proposicdo 2.9, a

mesma pode ser encontrada na pagina 36 do livro [37].

Proposicao 2.9. [37, Proposition 3.4] Propriedades da decomposicdo de Peirce para dlgebras alterna-
tivas

(1) ApAy S Ay, j, k1 € {1,2},

(ii) Ay C Ay, j,k € {1,2},
(iii) Wy = {0}, sek #Le (k) # (L,m), j,k,1m e {1,2},
(iv) szk =0,comj#k,j ke {1,2}.

No que diz respeito a decomposicdo de Peirce para algebras associativas, temos 22 =
{0}, com j#k, j ke {0,1}, enquanto para o caso de uma algebra alternativa, em geral, isso
ndo é valido.

Assim como ocorre no caso das algebras associativas e das algebras alternativas, as
algebras alternativas generalizadas também admitem uma decomposicdo de Peirce. Essa
decomposigdo, fundamentada na existéncia de elementos idempotentes, permite dividir a
algebra em subespagos que revelam aspectos relevantes da sua estrutura interna de mul-
tiplicagdo. Embora o procedimento de decomposicdo siga, em linhas gerais, os mesmos
principios utilizados nos contextos associativo e alternativo, o cendrio das dlgebras alternati-

vas generalizadas apresenta particularidades que requerem atencdo especial. Em especial,
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torna-se necessdrio verificar cuidadosamente as propriedades de simetria e de fechamento
entre os componentes obtidos na decomposicdo, pois elas nem sempre se manifestam de
maneira imediata.

Na proposicdo a seguir, formalizamos a decomposicdo de Peirce no contexto das alge-
bras alternativas generalizadas, destacando suas principais propriedades e ressaltando os

elementos que a diferenciam da formulagéo cléssica.

Proposicdo 2.10. [18, Theorem 1.1] Seja A uma dlgebra alternativa generalizada sobre um corpo K
de caracteristica diferente de 2 e 3, com um idempotente e. Entio 21 admite uma decomposicio de

Peirce em soma direta de subespagos

2 = gy & Aso B A1 & Aoy S Aoo,
com Aj; = {x;; € A | ex;; = ix;; e xjje = jx;}, parai,j € {0,1} ou (i, ]) = (%,%) A regra de
multiplicagdo entre os espacos da decomposigio de Peirce é
;%A C Ay, (7,1 €4{0,1}),
Uiy Ay, i #7 (€ {0,1}),
WAy = {0}, if j# ke, )) # (k1D Gj k1 e{0,1}),
X2 =0,i#jG,j € {0,1)),

ARy SRy, AR C ALy, (€ {0,1)),
RAi11 =A% = {0}, i 7 (1] €{0,1}),
Ay =10

Proposicdo 2.11. Seja A uma dlgebra, para y, z € A definimos a derivagdo
Zy,z(a) = <[Ly/ L]+ [Ly/ R:]+ [Ry/ Rz]) (a),
para todo a € A, é aditiva.

Demonstragio. Os operadores L, e R; sdo lineares para quaisquer y,z € 2. Assim, os

comutadores [Ly, L;], [Ly, R;] e [Ry, R;] também sdo lineares, e a sua soma
Zy,z = [Ly; L]+ [Ly/ R:]+ [Ry/ R]

é linear. Em particular, para a,b € 4, ¥, -(a + b) = ¥y -(a) + Xy, 2 (). O
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Observacao 2.12. Além das propriedades estruturais obtidas por meio da decomposicio de Peirce,
convém destacar uma caracteristica adicional de operadores que desempenhardo papel relevante em
nossos resultados posteriores. Em particular, a derivagio %, ., introduzida na Proposicdo 2.11,
apresenta comportamento aditivo. Essa propriedade é imediata ao observar que ¥, € definida como
combinagdo linear de comutadores de operadores lineares, o que garante sua linearidade. Para fins de

completude, registramos abaixo a verificagdo direta dessa aditividade.



FUNCOES %-LIE E x-JORDAN EM
+-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Dedicamos este capitulo a caracterizagdo de duas fun¢des que foram estudadas no artigo
"x-Lie-type maps on alternative *-algebras" [9] publicado em 2023 no Journal of Algebra and its
applications e daquela estudada no artigo "*-Jordan-type maps on alternative *-algebras" [10]

publicado em 2024 no Journal of Mathematical Sciences.

Tais fungdes sdo chamadas n-fungdo *-Lie multiplicativa e n-fun¢do *-Jordan multiplica-

tiva, e foram introduzidas no artigo [17].

Ao longo deste capitulo os resultados serdo provados considerando as algebras sobre o

corpo dos niimeros complexos e a involucdo serd a conjugacdo complexa.

3.1 FUNQAO x-LIE EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Nesta secdo descrevemos a investigacdo realizada em colaborac¢do com os pesquisadores
Elisabete Barreiro e Bruno Ferreira, que resultou no artigo "*-Lie-type maps on alternative
x-algebras" [9]. Neste trabalho demonstramos que sob algumas hipéteses, uma fungado
bijetiva multiplicativa unital é x-aditiva, e adicionamos uma hipétese as ja existentes para
obtermos que uma fungdo bijetiva multiplicativa e escalar sobre C é um *-isomorfismo. E
em consequéncia desse ultimo resultado obtivemos uma caracterizagdo de uma n-fungdo

bijetiva multiplicativa escalar sobre C como um *-isomorfismo.

A definicdo a seguir é fundamental para o desenvolvimento desta secdo e pode ser

consultada em [17].
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Definicdo 3.1. Seja A uma x-dlgebra. Denotamos [a1,az]« = ayay — araj e as sequéncias de
polindémios

pl*(al) =a € Pnu, ([’11/ az,..., an) = [p(n—l)* (all az, ..., an—l)/ an]*/
para todo inteiron > 2 e ay, az,...,a, € 2.

Levando em conta a Definicdo 3.1, temos p», (a1, 2) = [a1,a2], = a1a; — aaj, para todos
ay,a € A, p3,(a1,a2,a3) = [[a1,a2), , a3],, para todos a;, ap, a3 € 2, e assim sucessivamente.
Segundo Bresar e Fosner [4], o primeiro registro que temos da multiplicacdo p,, é no
trabalho de Semrl [38]. Observamos que a multiplicacdo p,, é aditiva. De fato, sejam a, a1,

a,, b, by, by € 2, temos

[a1 + ap, bl« = (a1 + a2)b — b(ay + a2)* = a1b + axb — ba] — ba; = [a1, b« + [ay, b]«

[a, by + bals = a[by + bo] + [by + bpla™ = aby +aby — bya™ — boa™ = [a, by]s + [a, b2]s.

Lema 3.2. Notamos que para todo inteiron > 2eparaj € {1,...,n—1}, temos p,, (a1, az,...,a,) =

P(n—j+1)* (pj*(al/ az, ..., lZ]‘), aj+1r ceesln ).
Demonstrac¢do. Fixaremos n e faremos inducdo sobre j. Para j = 1, segue que p,, (a1, a2, ..., a,) =
Pn. (pl*(al),az, ey an>. Logo é vélido para j = 1. Suponhamos que seja vélido para para
algum j > 1, ou seja,
Pn. (a1, a2, ..., 8n) = Pn—js1), (pj*(al,az, e ), A1, ,an>.
Segue da Definicdo 3.1 que
Pn, (alr az, ..., al/l) = P(nfj+l)* (P]* (all ceey aj)/ a]'+1/ sy an)
=[...[pj.(a1, ..., a)), a1« a2l - . ., anls
= Pn—j+1-1), (P(j+1)*(a1, e j51), 812, -, an>

= P(n—(j+1)+1), (P(j+1)* (a1, ..., 8541),8j12, -, an> :
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Logo, pela hipétese de indugdo, temos py,, (a1, 4z, ..., a,) = P(n—j+1), (p]-*(al, A, ..., 07), 041, -+ -, an) ,
paraje {1,...,n—1}. Por exemplo para j=n—1,

pu.(ar,az,...,a,) = pa, <P(n—1)* (a1,a2,...,a,-1), tln)-

Uma propriedade que serd muito utilizada ao longo desta secdo é a seguinte:
Proposicdo 3.3. A multiplicacio p,, dada na Definicdo 3.1 é n-aditiva, para todo n > 1 inteiro.

Demonstra¢ao. Nesta prova vamos utilizar indugdo sobre n. Sejam b, c,ay,...,a,-1 € 2.
Para n = 1, verificamos que p1, (b +c¢) = b +c = p1,(b) + p1,(c). Suponhamos que p(,_1), seja

(n — 1)-aditiva, ou seja, para todo j € {1,...,n—1}

p(l’l—l)*(all ceey aj—]_l b+ ¢, ﬂ]'+1, sy an—l) = p(n—l)* (all sy ﬂ]'_l, b/ ﬂ]'+1, sy an—l)
+ p(n—l)*(alr cees 1,641, - - - ,an_l).
Vamos mostrar que p,, é n-aditiva. Paraj € {2,...,n—1}
Pn*(all-'-/a'—1/b+cia'+1/- . -;an) =
] ]

= [P(Tl—l)* (all ey aj—l/ b+ c, Ll]'+1, ceey ai’l—l)l al’l]*

= [p(n—l)*(alr .. ,Cljfl, b, a]-+1, NN ,Eln_l) + p(n_l)*(al, e ,ﬂjfl, c, El]'+1, .. .,Eln_l), an]*

=[pu-v.(@1,...,ai-1,b, 4541, ..., an-1), anls + [Pu-1), (a1, - - -, 4j-1,C, )51, - .., An—1), An]-

= pu@1,..., 41,081, ..., an) + pu (@1, ..., 8j-1,C,8j11, - .-, An).

Para j = n, como py, é aditiva, segue que

Pn.@1,.-., 801, b+¢) = [pr—1).(a1,...,an-1), b+«
= [P(n—l)*(alz sy anfl)/ b]* + [p(n—l)* (Ell, ceey anfl)/ C]*

=pn.(a1,...,8,-1,b)+pp.(a1,...,a,-1,0).

Logo, pela hipétese de indugdo, temos que p;, é n-aditiva.

Agora apresentaremos o primeiro resultado principal desta secéo.
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Teorema 3.4. Sejam 2 e A" duas x-dlgebras alternativas com identidades 1g e g, respectivamente.
Consideramos ey e ep = 19y — eq idempotentes simétricos ndo triviais em 2(. Suponha que 2 satisfaz a

seguinte condigdo: para x € A,
(ejA)x = {0}, para todo j € {1,2}, implica que x =0. (3.1)
Se ¢: A — A’ é uma fungdo bijetiva unital que satisfaz
?(pr@ b8, 0) = pu. (9@, 9(1), 90), ... D)), G2)
para todos a,b € Ae ¢ € {e1, e, 1y}, entdo ¢ é x-aditiva.

Um questionamento que deve surgir é o seguinte: vale a reciproca do Teorema acima?
Para o caso de *-algebras alternativas ¢ uma questdo em aberto.

Outro questionamento natural é: existem exemplos de dlgebras alternativas que satisfazem
a Condicdo (3.1) do Teorema 3.4? A resposta para esta pergunta é positiva e o exemplo é

dado a seguir.

Exemplo 3.5. Sejam A uma dlgebra com identidade 1, de base {1, e, a1, b1z, a1, b1} em que e é

um idempotente simétrico ndo trivial e a multiplicacdo nesta é dada por

1 |e |ap |b|an boy

1 |1 Je |an |bip|an |bn

e e e aip b12 0

aip | a1 0 0 521 e
bip | b1 |0 | =by |0 | O
ar; | ax |axp |[1—e|0 |0 b12

boy | boy | b1 | O 0 |—b2|0

Note que A constitui uma dlgebra alternativa que satisfaz a Condigdo (3.1) do Teorema 3.4. Observa-
mos, contudo, que 2 ndo é associativa. De fato, por definicdo, se uma dlgebra A é associativa, entio

(x,y,z) =0 para todos x, y, z € 2. Entretanto, como

(a12b12)az; = —b1p e agp(bipaz) =0,

obtemos que (a1, b1z, a21) = —b1p # 0. Portanto, A ndo é associativa.
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Agora daremos inicio a demonstragdo dos resultados necessérios para a prova do Teo-
rema 3.4, que tem como objetivo mostrar que ¢ é aditiva. Vamos considerar que sao validas
as hipoteses do Teorema 3.4. Utilizaremos a decomposicdo de Peirce de 2 com respeito ao

idempotente e1, dada por A = 2011 S Ajp B Apy B Ao, com
Ql]'k = {El]'k ‘ et jk = 5t]-a]~k e ajer = 5ktajk}, j, k,te {1,2},

onde ét,4, denota a delta de Kronecker. Observamos que para os idempotentes ¢; e e; =
1oy — €1, temos e12A = A1 B Aqjp e exA = A1 D Apo.
As Proposigdes 3.6, 3.7 e 3.8 serdo de grande importancia para demonstracdo dos resulta-

dos desta secdo.
Proposicdo 3.6. ()" C Uy, para todos j, k € {1,2}.
Demonstrac¢io. Seja agj € 2Ayj, para todos j, k € {1,2}, entdo

ag; = (exaxje;)” = (e))" (ax;)"(ex)” = ej(axj)"ex € Ajk.

Proposicdo 3.7. Sejam a,b, h € A tais que p(h) = ¢(a) + ¢(b). Para c € 2, temos
¢(pn.(h,c, ¢, 0)) = @(pn.(a,c, G, O + @(pn, (b, ¢, E, ..., ),
¢pn.(c, 1, C, ..., 0)) = @(pu.lc,a,, ..., O+ @(pu.(c, b, G, ... 0)),
para ¢ € {e1, ez, 19}

Demonstragido. Dados ¢ € A e ¢ € {e1, ez, 19}, pela Condicdo (3.2) do Teorema 3.4 e pela

Proposicao 3.3, temos

G"(Pn*(hr ¢, g/ ceey g)) = Pn*((P(h)r q)(C), G"(C)/ RN q)(g)) = Pn*(q’(ﬂ) + Go(b)r QO(C)/ 4’(5)/ ceey 90(5))
= pn.(9(a), 9(c), ¢(3), - - -, 9(3)) + Pn.(@(b), 9(c), 9(C), - - ., ¢(T))
= QD(Pn*((Z, ¢, ‘:/ ter ‘:)) + (P(pn*(a/ ¢, ‘:/ ety C))

De modo analogo provamos a segunda identidade.
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Proposicao 3.8. ¢(0) =0.

Demonstragdao. Como ¢ é sobrejetiva, existe x € 2 tal que ¢(x) = 0. Pela Condigao (3.2),

segue que

@(0) = ¢(pn.(0,x, 1y, - - ., 1a)) = pn.(9(0), 9(x), p(121), - - ., (1))
= Pu.(9(0),0, (1), - .., ¢(1%)) = 0.

4

Nas Proposig¢des 3.9 e 3.10 vamos apresentar uma parte dos cdlculos necessdrios para as

demonstracdes dos Lemas 3.11— 3.21.

Proposicao 3.9. Sejam aj € Ay, a € Ae ¢p(a) € 2. Para todo n > 2, temos

(21-2(ay; —ay), (k) =(1,1),
pﬂ*(ajk/ €lr---y 61) =421 — azll (]/ k) = (2/ 1)/ (33)
0, (7, k) =(1,2) ou (7, k) =(2,2).

21’172(&22 - a;Z)/ (]/ k) = (2/ 2)/
Pn.@jp €2, .., 02) = § 12 — a}y, (. k) = (1,2), (3-4)
0, (k) = (1, 1) ou (j, k) = (2,1).

\

ar1 — aél, I = 1,
pn.(a12 +az1,e, ..., €) = (3-5)
aip — QTZ’ [=2.

pu(a, g, ..., 1g) = 2" 2(a — a*). (3.6)

pu. (9@, 10, 1) =2"72(p(0) — 9(@)" ). (57)

Demonstra¢do. Para esta demonstracdo utilizaremos o processo de indugdo sobre n. Vamos

mostrar a Equacao (3.3), e Equagdo (3.4) é demonstrada de forma analoga. Assim, calculando
p2. (@, e1) = ajxe; — ela]’.‘k = djk — 51ka]’-‘k, de onde,

p2.(a11,e1) = dp1a11 — 6naj; = ann —ajy,  pa.(an,er) = dxnap — 610aj, =0,

p2.(a21,e1) = 811401 — 61145 = ag1 — a3y,  p2.(ax,e1) = dx1a2 — b10a3, = 0.
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Concluimos que é valido para n = 2. Suponhamos que também seja vélido para n — 1, isto
€,
Pa-1).(@1,e1,...,e1)=2"(a1 —ajy) e  pu_1,(@a, e, ... 1) =axn — ay.
Para (j, k) = (1,1), pelo Lema 3.2 e pela aditividade da multiplicagdo p,,, segue que
pu.(a11,€1,...,61) = p2, <P(nf1)*(5111, e1,.--,€1), €1>
= p2.(2" a1y, e1) — p2, (2" a3y, e1)
=2""3(ay1e1 — eyaj;) — 2" 3 <ai‘161 - el(afl)*)
= 2"3(0pan — dnay — dnayy +611a11) = 2" (an — ajy).
Analogamente para (j, k) = (2,1), pelo Lema 3.2 e pela aditividade da multiplica¢do py,,
obtemos
Pn.(az1,€1,-..,€1) = pa, (P(n—l)*(ﬂzl, e1,.--,e1), 61)
= p2.(a21,€1) — p2,(a31, €1)
= ap1e1 — e1dy) — Ay e1 +e1(ay)”
= 01121 — 611431 — 621851 + 012421
= a1 — a3
Logo, pela hipétese de indugdo, para todo n > 2, chegamos a
2" 2ay —ayy), (1,0 =(1,1),
Pn.@jk, €1, ..., 61) =  ax — aky, (G, k) = (2,1),
0, (G, k) =(1,2) ou (j, k) = (2,2).

Agora, mostraremos a Equacdo (3.5). Pela aditividade de p;,, segue que
pn*(ﬂllz +dazy, €, ... ,el) = pn*(alz,el, e ,el) + pn*(azl,el, .. .,el).
Pelas Equagdes (3.4) e (3.3), temos

ay1 — El;l, [ = 1,
pn.(a12 +az1,€,...,€) =
aip — 611‘2, [=2.
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Neste passo vamos demonstrar a Equagdo (3.6). Notamos que a Equagdo (3.7) pode ser
provada de forma similar. Para n = 2, p»,(a, 19) = a — a*. Suponhamos que seja valido para

n—1,isto & py—1). (@ 1y, ..., 19) = 2"=3(a — a*). Agora, pela aditividade de p;,, obtemos

@, 1a, ..., 19) = pa. (W_l)*(a, Too ..., 1), 19[)
= po, <2”*3(a —a"), 1Q[> = po, (2"*3a, 1o) — po, (2”*341*, 1g)

- 271—3([1 _ a*) _ 21’1—3(a* _ a)

=2""2(q — %),
O
Proposicdo 3.10. Dados aj, by € 2Ujy, com j, k € {1,2}, para todo inteiron > 3
—ao1 +ay, (j,k)=@2,1),
Pn. (ell ajkr €1,y el) = 21 ) (38)
0, (. k) #(2,1),
—ap+ aTZI (]/ k) = (1/ 2)/
Pn, (62/ ﬂ]‘k, €2,..., 62) = . (39)
0, (J. k) # (1,2).
bonaj — (bnap)*, (G, k) =(1,1),
pu.(b21,ajk, 01, - 1) = § —ajbo + (apbyy)*, (k) =(1,2), (3.10)
0, (G, k) =@2,1) ou (j, k) = (2,2).
bipaj — (b2ajr)*, (k) = (2,2),
Pn.(b12,aj, €2, ..., €2) = —ajbi, +(aibyy)", (k) =(2,1), (3.11)
0, (j, k) =(1,1) ou (j, k) = (1,2).

\

Para j, k € {1,2}, com j # k, segue que

—ay by + (anby))*, (k) =(2,1),
Pn.(b11, ajk, e, ..., ex) = ! . (3.12)
bi1arp — (bria)*, (k) =(1,2).
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byay — (bnar)*, (k) =(2,1),
Pn. (b2, ajg, ek, ... ) = _ (3.13)
—aypby + (a12b3,)*, (j, k) = (1,2).
A12b1p — (a12b12)* — 2" 3(b1pay) + 2" 3(b1oaiy)*, (k) = (1,2)

an by — (anby)* — 2" 3(byasy) + 2" 3(bnaz)*, (G, k) = (2,1).
(3-14)

pn*(a]-k, bjk/ejz ce ,6]') =

Demonstragdo. Sejam aj, by € 2j. Ao longo desta demonstracdo utilizaremos indugéao

sobre n.Inicialmente vamos mostrar que é valida a Equacdo (3.8). Assim, calcularemos

p2. (61, a]-k). Observamos que pa, (61, a]'k) = elajk - a]-kei‘ = elajk - a]-kel = (51ja]-k — 5k1ajk- Assim,
p2,(e1,a11) = 011411 — 611411 =0, p2,(e1,a12) = 611412 — 621412 = 12

p2,(e1,a21) = 612821 — S11421 = —a21, p2,(e1,a22) = 612820 — 621422 = 0.
calcular p3,(e1, 4, e1) apenas para os casos em que pz,(e1, djk) # 0. Assim, p3, (e1,a12,€1) =

[p2.(e1,a12), e1l« = [a12, e1]« = aper — e1ay, = dx1a12 — 61247, = 0 e p3,(e1, 421, €1) = [p2,(e1,a21), 1]« =

[—a21,e1]« = —an1e1 +ejay; = —0d11a21 + 61145, = —an + a5, Suponhamos que isso seja va-

Agora, vamos

lido para n — 1, ou seja, p(,—1),(e1,a21,€1,-..,€1) = —a +ay;. Logo, pu,(e1,a21,€1,...,€1) =
P2, (p(n_l)* (e1,a1,¢€1, ... ,el),el>. Pela Proposicdo 3.3 e aditividade da multiplicacdo py,,
temos

pu.(e1,a21,€1,...,€1) = pa, <P(n71)*(€11021161/ coase1), el) = p2,(—ax +ay,eq)

= pa.(—az1,e1) + p2,(a51, 1) = —agieq +e1as; +aze; — e1(as;)”

* * * *
= —dan1€e1 + €14y + ay161 — e1dx = —(5116121 + (511(121 + (521&121 — (5126121
*
Logo, pela hipotese de indugao, segue que py,(e1,az1,¢€1,...,€1) = —ap; + a3, para todo

n > 3. Refazendo estes cdlculos e trocando e; por e; e ay; por a1y, obtemos a Equacao (3.9).
Vamos mostrar a Equagdo (3.10) e a prova da Equagdo (3.11) é feita de forma simi-
lar. Primeiro, consideraremos aj; = a1y. Para n = 2, temos pa,(ba1,a11) = baay — aiby;.

Utilizaremos indugdo sobre n. Para n = 3, pelo Lema 3.2 e pela Proposigdo 3.3, segue que
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p3, (021,411, €1) = p2, (Pz* (1921,6111),31> = p2,(bn1a11 — anbsy, e1)
= pa.(bx1a11, 1) — p2.(a11b3y, 1)
= (bnar)er — ex1(ba1a11)™ — (a11by1)er +ex(arnbyy)”
= 011bo1a11 — 611(bnann)” — 621(a11by) + 612(a110%)"
= bya11 — (ba1a11)™
Suponhamos que seja vélido para n — 1, isto €, p(,—1),(b21, 411, €1, - . ., €1) = byrary — (ba1a11)*.
Pelo Lema 3.2 e pela aditividade da multiplicagdo p;,, concluimos que
Pn.(b21,a11,€1,...,€1) = p2, (P(n—l)*(bﬂ,ﬂn,é’l, e ,61),€1> = pa2, (bzﬂn — (17215111)*,61)
= p2,(ba1a11, €1) — p2, ((bzﬂn)*, €1>
= (ban1a11)er — e1(ba1arn)” — (ba1ain) er +ep ((bzlﬂn)*)*
= d11byar — 011(ba1an)* — 621(b21a11)* — S12(b21411)
= bya11 — (ba1a11)™
Logo, pela hipétese de inducgao, temos py, (b1, 411, €1, - ..,€1) = bayayy — (bp1a11)*, para todo
n > 3.

Agora, vamos considerar o caso ajy = app. Paran =2, p2.(ba1,a12) = byrain — apbs;.
Utilizaremos indugédo sobre n. Para n = 3, pelo Lema 3.2 e aditividade da multiplica¢do py,,
temos

p3.(ba1,a12,€1) = pa, (pZ*(bZLIZlZ)/el) = p2.(ba1a1y — a12byy, 1)
= p2,(bn1a12, €1) — p2,(a12b3y, €1)
= (bnar)er — e1(ba1a12)™ — (a12by1)er +e1(a12bsy)”
= onbnary — S12(b21412)" — 0111205 + 011(a12031)"
= —appbyy + (a12b57)".

Vamos supor que também seja valido para n — 1, ou seja,

Pn—1).(ba1, 412, €1, ..., 1) = —aabsy + (a2by)".
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Pelo Lema 3.2 e como a multiplicagdo p,, é aditiva, segue que

Pu,(b21,a12,€1,...,€1) = p2, (P(n—1)*(b21, a1z, e1,---,e1), 61)
= p2, ( — appby + (ﬂ12b§1)*,€1>
= pa,(—azby, e1) + pa, ((ﬂub;l)*, €1>
= —anpbyer +e1(arnbyy)” + (a12byy) er — e <(ﬂ1zb§1)*>
= —0O11a12b31 + 611(a12b31)" + 621(a12b31)™ — S12a12b5;
= —a12b§1 + (1112[9;1)*.
Portanto, pela hipétese de indugdo, concluimos que py, (b1, a12,€1,...,e1) = —apby +
(a12b3,)*, para todo n > 3.

Neste passo vamos mostrar a Equagdo (3.12). Existem dois casos para considerar que
sdo (j, k) = (2,1) e (j, k) = (1,2), no entanto demonstraremos apenas o caso (j, k) = (2,1),
pois o caso (j, k) = (1,2) pode ser demonstrado de forma andloga. Para n = 2, segue que
p2,(b11,a21) = byiax — axbj; = —ayby;. Utilizaremos indugdo sobre n. Para n = 3, pelo
Lema 3.2, concluimos

ps,(b11, 421, €1) = p2, (Pz*(b11,ﬂz1),€1> = p2,(—anbiy, e1) = —(anbiy)er +e1(axnbiy)”

= —0O11a01b71 + 611(a1b71)" = —anbyy + (axb1y)™.
Suponhamos que seja vélido para n — 1, isto §é,
Pin—1),(b11,a21, €1, . ..,€1) = —anbyy + (a21b77)".
Pelo Lema 3.2 e Proposic¢do 3.3, obtemos

Pn,(b11,821,€1,...,€1) = p2, <P(n71)*(bn, a, e, ..., e1), €1>
= po,(—anbiy, e1) + pa, ((ﬂzlbiﬁ)*, el)
= —(ap1biq)er + e1(anbiy)” + (ax1bjy) e1 — eq ((ﬂzllfﬁ)*)

* * \% _ *
—011a21b11 + d11(a21b71)" + 621(a21b71)” — d12421b71
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= —a21b1‘1 + (azlbfl)*.

Portanto, pela hipétese de indugdo, temos py, (b11,a21,¢€1, ..., 1) = —a bj; + (ax1b7;)*, para
todon > 3.

Demonstraremos agora a Equagdo (3.13). Assim como na demonstrac¢do anteior, existem
dois casos para considerar, a saber, k =1 e k = 2. Faremos a prova para k = 1, jd que o caso
k =2 é similar. Quando k =1, como j, k € {1,2} e j #k, temos j = 2. Para n = 2, segue que
p2,(b2a, a21) = b2obonany — d12a21b3, = byoasy. Utilizaremos indugdo sobre n. Para n = 3, pela
Observacao 3.2, concluimos

p3. (b2, 21, €1) = p2,(b22an1, €1) = (b2an)er — e1(bazn1)* = 611b2a21 — 611(b2221)"

= bopany — (bopany)*.

Suponhamos que seja valido para n — 1, ou seja,

Pin—1,(b22,a21,€1,...,e1) = bpay — (bnas)".

Pelo Lema 3.2 e aditividade da multiplicagdo p;,, obtemos

Pn. (b2, a1, €1, ..., €1) = p2, (p(n—l)*(b2215121131/ . -,61),61)
= p2.(b22a21, €1) — pa2, <(19226121)*, €1>
= (ba2a1)er — e1(ba2an)” — (bxnaa1) ey +e; ((bzzﬂm)*) '
= 011022821 — 011(b22421)" — 012(b22a21)" + 021 ((bzzﬂzl)*>

= byapy — (bpany)”.

Logo, pela hipétese de indugdo, temos py, (b, a21, €1, . . ., €1) = baaz — (baap)*, para todo
n > 3. Seguindo o mesmo procedimento que utilizamos para demonstrar as Equagdes (3.12)

e (3.13), podemos mostrar a Equagdo (3.14).
g

Agora daremos inicio a demonstracdo de uma série de lemas que serdo necessarios para a

demonstracdo do Teorema 3.4.
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Lema 3.11. Se a1 € 2441 e by € AUy, entdo

@(ar1 +bxn) = @(a11) + ¢(byn).

Demonstragio. Como ¢ é sobrejetiva, dado ¢(a11) + @(bp) € A existe h € 2 tal que
p(h) = ¢@(a11) + ¢(byn). Podemos escrever, h = hyy + hip + hyy + hy. Pela Equacdo (3.8),

pn.(e1,h,eq,...,e1) = —hy + 3. Pela Condigdo (3.2) do Teorema 3.4, decorre que

o(putevher, ... en) = pu((gler), (i), plen), .., gle))

= pu. (@(er), plar) + 9(bz), plen), .., plen))

= pu. (@e), plan), @ler), ., g(er)) +pu. (9(er), @bz, ger), .., plen)

= §0<Pn*(€11011,€1, . ,61)> + ¢<Pn*(€1,522,€1, . -161))

= ¢(0) + ¢(0) = 0 = ¢(0).
Logo, ¢(—h1 +h3) = @(pn.(e1, h,e1,...,e1)) = ¢(0). Como ¢ ¢ injetiva, segue que —hyy +
h3; = 0. Utlizando o fato de que h3; € Ry e hy; € RAp;, obtemos hy; = 0. Agora, pela
Proposicdo 3.10, concluimos que py,(ez, h,ez,...,e2) = —hyp + hj,. Seguindo o mesmo
processo que anteriormente, chegamos a

@ (pn*(ez, h,es, ... e)) = pugle), (h), ¢le), ..., (P(€2)>

= pu. (9(e2), @(a11) + @(b2), g(e2), .., 9(e2))

= pu. (9(e2), @(@11), p(e2), -, 9(e2)) + pu. (9(e2), 9(022), @(e2), ., le2)

= (P<Pn*(€2,011,€2, e .,ez)> + q0<pn*(ez, by, e, .. -,ez)>

= ¢(0) + ¢(0) = 0 = ¢(0).
Logo, ¢(—hip +hi,) = (p(pn*(ez,h, ez,...,ez)) = ¢(0). Novamente pela injetividade de ¢,
segue que —hp +hj, =0 e como hyp € 2jp e hj, € Apq, obtemos hyp = 0.

Agora, vamos mostrar que hy; = aj1. Seja dp; € RAp; qualquer. Da Equacgdo (3.10),

segue que py,(da1,a11,€1,-..,€1) = dyay — (d21a11)" € pu,(d21,b2,e1,...,61) = 0, e entdo
deduzimos que

@(pn.(d21,h,e1,...,€1) = pn, <(P(d21)z o(h), pe), .-, (P(el))

39
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= pu. (9(d), 9(an) + 9(b22), 9(e), -, plen))

= Pn. (4’(‘121)/ p(an), per), .- -, (P(el)) + Pn. ((P(d21)/ p(b22), p(e1), .- -, (P(el))
= §0<Pn* (da1,a11,€1,.. -, 61)) + (P<Pn* (da1, b2, €1, .. -, 61))

= ¢<d21ﬂ11 - (d21ﬂ11)*) +¢(0)

= @(dp1a11 — (dnan1)*).

Por outro lado, pela Equagdo (3.10), obtemos ¢ (pn*(dp_l, h,eq,..., el)> =¢ (d21h11 — (dzlhll)*).
Da injetividade de ¢, concluimos que dp1h11 — (d21h11)* = da1a11 — (d21a11)*. Como daihyg,
dyran € 2App e (darhi1)*, (da1h11)* € AUip, pela decomposicdo de Peirce em soma direta, temos
dy1hy1 — dy1a11 = 0, equivalentemente, dpq(h11 — a11) = 0. Mais ainda, pela arbitrariedade
de dy; € 2y, resulta que (ex2A)(h17 — a11) = {0} e pela Condigdo (3.1) do Teorema 3.4,
constatamos que h1; — a11 = 0 e, portanto, /111 = ay;.

Finalmente, mostraremos que hyy = ax. Seja dip € 2Ajp qualquer. Pela Equagdo (3.11),

temos py, (d12, 411, €2, .. .,€2) =0 € pu,(diz, b, €2, ..., €2) = d12bx — (d12b22)*. Logo,
o (pa.(diz e, e2)) = pu. (i), @), ple2), .., ple2)
= pu. (9012, plan) + 9(b2), 9(e2), -, 9(e2)
= Pn. (fp(dlz), ¢(a11), p(e2), - - ., (P(€2)> + Pn. <§0(d12), ¢(b2), (), - - ., (P(€2)>
= (P(Pn* (di2, a11,€2, ..., ez)) + (P<Pn* (d12, b2, €2, .. -, ez))
= ¢(0) + (P(d12b22 - (dlzﬂzz)*>
= §0<d12b22 — (dlzbzz)*>-
Por outro lado, pela Equagdo (3.11), segue que
§9<Pn*(d12/ hey,..., 32)) = ¢(d12h22 - (dlzhzz)*>-

Da injetividade de ¢, concluimos que d12byy — (d12b22)* = d12h2o — (d12h22)*. Assim, dyphpp —
dipbyy = 0, ou seja, dip(hy — bpo) = 0. Além disso, pela arbitrariedade de di, € iy,

obtemos (e124)(hy — b22) = {0} e novamente pela Condigao (3.1) do Teorema 3.4, constatamos

hao = boo.
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Lema 3.12. Para quaisquer ajp € 2Aqp e by € Apq, temos

@(ai2 +b21) = @(ar2) + ¢(bx).

Demonstra¢io. Como ¢ é sobrejetora, dado ¢(arp) + p(ba) € A existe h € 2 tal que
@(h) = p(a12) + (by1), com h = hqy + hyp + ho1 + hoo.
Inicialmente vamos mostrar que hy; = by e hyp = aj,. Pela aditividade da multiplicagdo

pu., Condicdo (3.2) do Teorema 3.4 e Equacéo (3.8), temos
o(prterhen,....en) = pu. (9ler) o), gler), .., plen))
= pu. (pler), 9(a12) + 9b21), @(en) -, plen))
= pu. (plen), 9(an2), g(er), ., p(en)) + pu. (9(er), @b, @len), -, 9ler))
= @(Pn*(elf a12,€1, - - -, 61)> + ?(Pn*(ell ba e, ..., €1)>
= @(0) + ¢(—b21 + by1) = @(—ba1 + by).

Por outro lado, da Equagao (3.8), segue que py, (e1,h,e1,...,e1) = —hy1 +h3;. De onde,
¢(pn.(er, b eq, ... e1)) = @(—ha +h3) e @(pn*(el,h,el,-.-,eﬂ) = ¢(—bx +b3). Logo,
¢(—hy1 + h3,) = @(—by1 + b3;). Pela injetividade de ¢, obtemos —hy; + hy; = —by; + b3, e

pela decomposicdo de Peirce, concluimos que hy; = bp1. Para mostrar que hy; = a;, faremos

os mesmos calculos porém trocando e; por e, ou seja,

o(prleres....e) = pu. (9le2) (), glea), .., ple2) )

= pu. (9(e2), () + p(b21), 9e2), ., 9le2)

= P, (9(e2), 9(a12), 9(e2), ., 9(e2)) + pu. (9(e2), @b21), @(e2), ., 9(e2))
= fP(Pn*(@z, a12,€2, - - ., ez)) + (P<Pn* (e2, 021, €2, ..., ez))

= @(—a12 +ay) + 9(0) = ¢(—a12 + ay).

Entretanto, pela Equacéo (3.9), temos ¢ (pn*(ez, h,ep,..., ez)) = @(—h1p +hi,). Logo, ¢p(—h1p +
hi,) = (—aiz +aj,). Novamente pela injetividade de ¢, temos —hy, +hj, = —ajp +aj,. Assim,

hiz = ass.
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Agora, mostraremos que hq; = 0. Seja dy; € QA qualquer. Pela aditividade da multiplica-
Gao pnu, e Equagdo (3.10), temos py, (d21, h, ey, ..., e1) = dathiy — (da1hi1)* — hagdar + (had3y)",
Pn,(d21,a12,€1,...,e1) = —aipday +(a12b31)" € pu,(da1, bo1, €1, - .., e1) = 0. Segue da aditividade
da multiplica¢do p,, e Condicdo (3.2) do Teorema 3.4, que

o (pn.dor e, .. e) = pu. (9(da), @(h), 9ler), .., plen))

= pu. (9(d21), 9(a12) + @b, @le) -, plen)

= pu. (@(21), 9(ar), @), -, 9(e1)) + pu. (9(dar), @(b), 9ler), ., len)
= ?(Pn* (dn, a12,€1, .., el)) + (P<Pn*(d21/ by, eq,. .. 161))

= §0< — aipdy + (ﬂlzdﬁl)*> +¢(0) = §0< — aipdy + (ﬂlzdﬁl)*)

Por sua vez, da Equacdo (3.10), obtemos

@(Pn*(dzl,h, ey, ... ,6’1)> = (P<d21h11 — (d21h11)" — h1odoy + (hlzd%)*)-

Da injetividade de ¢, concluimos que dy1h11 — (d21h11)* = 0. De onde, d»1h11 = 0. Logo, pela
arbitrariedade de dy; € 1, chegamos a (e;2A)h11 = {0} e pela Condigéo (3.1) do Teorema 3.4,
deduzimos que hy1 = 0.

Finalmente, vamos provar que hy = 0. Seja djp € 2, qualquer. Da Equacéo (3.11), temos

pn.(d12,h,ez,...,e2) = (d12, ho1,€2,...,62) + pu.(di2, h22, €2, ..., €2)
= —hy1diy + (ho1d1p)" + dioha — (d12h2o)",

Pn.(di2,a12,€2,...,€) = 0e py (di2, b1, e2,...,€) = —bydip + (bn1dj,)*. Como a multiplica-
¢do py, é aditiva e pela Condicdo (3.2) do Teorema 3.4, segue que

@ (pa.(diz ez, e2)) = pu. (9(ero), @), ple2), ., ple2)

= pu. (@(d12), 9@12) + pb1), 9(e2), ., p(e2))

= pu. (o), 9@12), 9(e2), -, 9(€2)) + pu. (9(d12), 9(b21), les), ., ples) )

= (P<Pn*(d12/ i, e, ..., 62)) +¢ <p1’l*(d121 ba, e, ..., ez))
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= 9(0) + ¢ — bz + (b1d,)")
= (P< — bndip + (b21d>1k2)*)-

Por outro lado, pela Equagédo (3.11), obtemos

fP(Pn*(dlz,h, e, ... ,62)> = @(dlzhn — (d12h)" — byydip + (b21dT2)*>-

Da injetividade de ¢, concluimos que di2h2 — (d12h22)* = 0. De onde, dq2h22 = 0. Além disso,

pela arbitrariedade de dq, € 215, chegamos a (e12A)h; = {0} e novamente pela Condigao (3.1)
do Teorema 3.4, deduzimos que hy, = 0.

O

No préximo lema mostraremos que ¢ preserva a aditividade se considerarmos um

elemento de cada subespago da decomposicdo de Peirce.

Lema 3.13. Para quaisquer a1 € A1, b1y € Aqp, c1 € Apy e dyp € Apo, temos

@(ar1 + bia + co1 +d2) = @(arr) + e(b12) + ¢(c21) + @(da2).

Demonstragdo. Como ¢ é sobrejetiva, dado ¢(a11) + @(b12) + ¢(c21) + @(da) € A existe h € A
tal que @(h) = @(a11) + @(b12) + @(c21) + @(d22), com h = hyy + hyp + hpy + hop. Pelos Lemas 3.11
e 3.12, decorre que

@(h) = g(a11) + ¢(b12) + @(c21) + @(d22) = @(a11 +da2) + @(b12 + c21).

Inicialmente, mostraremos que hy; = cp;. Pela aditividade da multiplicacdo p,,, pelo

Lema 3.12, pela Equagéo (3.8) e aditividade da multiplicacdo p,+, obtemos

(P(Pn*(elrhr e1, - -/61))
= pu. (pler), @(ant +d2), 9e1), -, 9(er)) + pu. (@ler), 9(br2), plen), ., plen) )
+pu. (@), 9(can), plen), -, plen)
= (p(pn*(el, ar1 +dp, e, .. .,el)) + (P<Pn*(€1/ b1, eq, - .,el)) + (P<Pn*(€1,621,€1, . ,61))
= @(Pn*(€1/021/€1/ e /61)> = 4’( —ot C§1>~
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Também, @ (pu.(e1, hyer ... e1)) = p(—har +h5;). Logo, g(—hot +13,) = p(—ca1 + ). Pela
injetividade de ¢, chegamos a —hy1 + h3; = —cp1 + ¢3;. Da decomposi¢do de Peirce, deduzi-
mos que hy; = ¢p1. Analogamente, considerando as mesmas contas com e; no lugar de ej,
constatamos que hyy = byy.

Agora, vamos provar que hj; = aj;. Dado fp; € 2p; qualquer, pela aditividade da

multiplicacdo p;,, temos

(P(Pn*(tzlf h,eq,.. -,61)) = (P<Pn*(lefﬂ11 +d, ey, ... ,61)> + @(pﬂ*(i?l/ bia +coe1, ... 161)>-

Pela Equagdo (3.10) e aditividade da multiplicacdo py,, segue que py, (t21,b12+c21,€1,...,€1) =

—biotyr + (b12t51)" € pu,(t21,d2z,e1,...,e1) =0, de onde,

(P(Pn*(tzh h,e,..., el)) = 4’<Pn*(t21, a1, e, - - -, 61))-

Ainda pela Equagdo (3.10), temos py, (to1, h,e1, ..., e1) = tarhiy — (tarh11)* — biator +(b1at5) " e

pn.(t21,a11,€1,...,e1) = tp1a;; — (t21411)*. Logo, como ¢ é injetora, obtemos fy1(h11 — a11) =

0. Agora, pela arbitrariedade tp; € RAy;, concluimos que (e;)(h11 — a11) = {0} e pela

Condigdo (3.1) do Teorema 3.4, chegamos a hy; = a1;. De forma similar, dado t1, € %4y
qualquer e trocando e; por ey, deduzimos que hyy = dp.

O

O préximo lema nos mostra que ¢ € aditiva quando os elementos pertencem aos espagos

9[12 ou 9[21.
Lema 3.14. Para aj, by € Ay, com j #k, j, k € {1,2}, temos p(aj +bjx) = ¢(ajx) + ¢(bj)-

Demonstra¢do. Devemos analisar dois casos, a saber (j, k) = (1,2) e (j, k) = (2,1) e nesta
demonstragdo consideraremos apenas o caso (j, k) = (2,1), ja que o outro caso é analogo.
Dados ¢(—az1) + ¢(—ba1) € A e ¢(a};) + ¢(b3;) € A, como ¢ é sobrejetiva, existem 11,7 € A
tais que @(h) = @(—az) + ¢(—b2) e ¢(r) = @(ay;) + ¢(b3;), com h = hyg +hip+hyp +hyp e
v =711+ 710+ 01 + 0.
Nosso primeiro objetivo é mostrar que h € (51, e inicialmente vamos provar que hp = 0.

Pela aditividade da multiplicagdo p;,, Proposicdo 3.7 e Equagdo (3.9), temos
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@(—h12 + hip) = @(Pn*(ez, he,..., €2)>
= (P<Pn*(32; —daz1,€2,..., 62)> + @(Pn*(eb _b211 €2,..., 62))
e go(pn*(eZ, —ap1,6€2,.. .,ez)) =0, cp(pn*(ez, —by, e, .. .,ez)> = 0. Portanto ¢(—hiy + hj,) = 0.
Pela injetividade de ¢ e decomposigdo de Peirce, segue que hy, = 0.

Vamos provar que hq; = 0. Dado dy; € 2p; qualquer, pela Proposicado 3.7 e Equagéo (3.10),

obtemos

¢<d21h11 — (dzlhn)*> = 90<Pn*(d21,h, 61,---,61)>

= (P<Pn*(d21/ —az1,e1,-- -, el)) + §0<Pn* (da1, —boy, e, ..., el))

Logo, dy1h11 = 0. Pela arbitrariedade de dy; € 2»1, concluimos que (e;2A)h11 = {0} e pela
Condicéo (3.1) do Teorema 3.4, chegamos a hy; = 0.

Finalmente, vamos demonstrar que h = 0. Da Equacéo (3.4) e Proposigdo 3.7, temos

(P<2n72(h22 - h§2)> = €0<Pn*(h, e, . -,62))
= (P<Pn*(—ﬂ21, e, ... ,62)> + (P(pn*(_b21/€2/ . -,62)>
=0.

Como ¢ é injetora, segue que 2" 2(hy — h3,) = 0, 0 que implica em hyy = h3,.

Pela Proposicdo 3.7 e Equagdo (3.19), deduzimos

) <2”*2i(h22 + h§2)> =@ (pn*(iez, h,e,..., €2))
= qo(pn*(iez, —a»1,6€2,..., ez)> + go(pn*(iez, —by,en, ..., ez)>
= ¢(0) + ¢(0)
=0.

Da injetividade de ¢, resulta que 2"2i(hyy + h3,) = 0 e utilizando o fato de que hy; = h3,,

constatamos que hyy = 0. Portanto, h = hy; € 2Ap;.
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Agora, nosso objetivo é mostrar que r € ;5. Inicialmente mostraremos que o1 = 0. Pela
Equacdo (3.8) e Proposicdo 3.7, segue que
90(_7”21 + r;l) = (P <p}’l*(ell 7, 61/ ey el))
= @(pn*(ew’ﬁl,el, = -,61)> + q)(pn*(el, by, eq, .- .,61)>
=0.

Pela injetividade de ¢ e pela decomposicao de Peirce, concluimos que 71 = 0.
Neste passo, mostraremos que ry; = 0. Dado dy, € 2y, qualquer, pela Equagdo (3.11),

obtemos

(P<d12722 — (dlzrzz)*) = §0<Pm (dio, 1,62, - - ,62)>

= (P(Pn*(du/ 3, €, .. -,62)) + (P(pn*(dlb by1, €2, .. -162)>

e, pela injetividade de ¢, concluimos que d1,7r22 = 0. Assim, pela arbitrariedade de d1, € 21>,
chegamos a (e12)ry = {0} e pela Condicdo (3.1) do Teorema 3.4, deduzimos que 2, = 0.
Da Equacédo (3.3) e da Proposigdo 3.7, concluimos que
90(2”_2(711 - rikl)) = (P<Pn*(7, e, ,61))
=g (put@enen) +o(pu i e, en)
=0.
Como ¢ ¢é injetora, deduzimos que 2"2(r;; — r5;) = 0, 0 que implica em ry; = r¥;. Agora,
mostraremos que 11 = 0. Da Equagédo (3.18) resulta que
q0<2”*2i(r11 + rikl)> = (p(pn*(iel, e, ..., el)>
= go(pn*(iel, Ay, €1, .-, el)> + go(pn* (ie1,b3,€1,..., el)>

= ¢(0) + ¢(0)
= 0.
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Como ¢ é injetiva e utilizando o fato de que r11 = r};, constatamos que 2"~ tiry; = 0. Logo,
r11 = 0. Portanto, r = r1p € 2qp.
Agora, pela aditividade da multiplicacdo p,, e Equagdo (3.22), temos
(P< —ay — by +ay + b§1) = (P<Pn*(€2 —ay,e1— by, ey, ... ,61))
= Pn, ((P(é’z —a), gler — bo), ple), - - -, 90(61))

e pelo Lema 3.13, temos

@ — a0 —bar +a3y +31 ) = pu. (9(e2) + p(=a2), pler) + @(—bn), 9er), .., plen) ).

Pela aditividade da multiplicacdo py,, segue que

o —an —ba +a3 +531) = pu. (9(e2), @e), -, (1)) + pu. (9(—a2), @len), ., gen))
+pu. (9(e2), 9(=b2), plen), ., plen) )
+pu. (9(=a2), 9(=b21), ler), .., plen) )

Logo, pelas Equacgdes (3.3) e (3.21), concluimos que

go( —ay; — by +ay + b§1> = (p(pn*(—am,el, . .,el)) + qo(pn*(ez, —byy,eq,... ,el)>
= @(—az +a31) + (—ba1 + byy)
= @(—ax) + ¢(az;) + ¢(—b21) + ¢(by)
= ¢(h) + ¢(r)
= ¢(h21) + ¢(r12)
= @(ho1 +112).

Agora, pela injetividade de ¢, obtemos —ay — by +aj3; + b3, = hp1 +715. Pela decomposicao
de Peirce, chegamos a hy; = —ap; — by e r1 = a3, +b3,. De onde, ¢(h) = ¢(—ap1 — byy),
¢(h) = p(—az1) + (=ba1), ¢(r) = @(az +b3y) e ¢(r) = ¢(ay) + ¢(b3;). Logo, ¢(—az — ba1) =
@(—az) + ¢(—b2) e @(as; + by) = p(ay) + ¢(bs). Portanto, ¢(aj +bj) = ¢(ap) + ¢(bjx), com

i#k, jke{1,2}.
O
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Lema 3.15. Para quaisquer ajj, bjj € i, com j € {1,2}, temos ¢(aj; + bjj) = ¢(a;j) + ¢(bj).

Demonstracao. Observamos que temos dois casos a serem analisados, mostraremos o caso
j=2,0casoj=1¢éandlogo. Dados ¢(a2), ¢(bxn) € A/, como ¢ é sobrejetora, existe h € 2,
h = h11 + hip + hp1 + hyo, tal que @(h) = @(ax) + ¢(byp). Pela Equacgdo (3.8) e Proposicgdo 3.7,
segue que
ot +151) = o (pu. (e, e, . e0)) = pu (plen), o), glen), -, plen)
= (P(Pn*(elzaﬂ/el/ = .,el)) + fp(pn*(el, by, e, ... ,61)) =0.
Pela injetividade de ¢, segue que hip; = 0. Da mesma forma, pela Equacao (3.9) e Proposi-
¢do 3.7, obtemos
(P(_h12 + hTZ) =@ (Pn*(eZ/ h/ €2,..., eZ)) = Pn. <(P(62)/ ?(h)/ (P(eZ)/ ceey 4’(32))
= §0<Pn*(€2, ax,€, ..., €2)) + (P<Pn*(€2, by, e, ..., 62))

=0

e pela injetividade de ¢, concluimos que hyp = 0. Dado dy; € 2 qualquer, pela Equa-
¢do (3.10) e Proposigdo 3.7, chegamos a
¢(darhy1 — (dxnh11)") = (P<Pn* (da1,h, e, - -,61)) = Pn. ((P(dm), ¢(h), (e1), .-, (P(€1)>

= QD(Pn*(dzpazz,el, - .,e1)> + (p(pn*(dm,bzz,el, e ,el)> =0.

Novamente, pela injetividade de ¢, temos dy1h11 = 0. Logo, (ex20)h17 = {0} e pela Condi-
¢do (3.1) do Teorema 3.4, deduzimos que hy; = 0.
Para concluir a demonstracdo deste lema, resta mostrarmos que hyy = ax + by. Dado

dyp € Aqp qualquer, pela Equacao (3.11), resulta que

@ <d12h22 - (d12h22)*> =¢ (Pn*(du, h,e,..., 62)) = Pn, <(P(d12), @(h), plez), ..., §0(€2)>
¢ (Pn*(dlzf ax,e, ..., ez)) +¢ <Pn*(d12, by, e, ..., 82))
= (P<d12azz - (d12¢122)*> + (P<d12bzz - (d12b22)*)-
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Como dypan, dipbyn € 2qp e (d12a22)*, (d12bxn)* € A, pelos Lemas 3.12 e 3.14, e pela

defini¢do de involugdo, constatamos que

go(dlzh22 . (d12h22)*> = g(d1pax) + 4)( - (dlzazz)*> + @(d1aban) + go( - (d12a22)*>
= Pz +diobn) + ¢ — (d12a2)" — (d1ab)")
= (1o + dabz) + ¢ — (dra(am + b)) )
= ¢(d1a(a2 + br) — (dha(an +b2) ) ).

Pela injetividade de ¢, temos diphyy — (d12h22)* = dia(axn + byp) — (dlz(ﬂzz + b22)>*, e da
decomposicdo de Peirce segue que diphay = di(axn + b)) e (d1ohxn)* = (dlz(azz + bzz))*.

Logo, pela arbitrariedade de di, € 2;5, obtemos (e12l) <h22 — (ap + b22)> = {0} e pela
Condigdo (3.1) do Teorema 3.4, concluimos que hyy — (a2 + byp) = 0, de onde, hyp = ax + bao.

Portanto, ¢(ax + by) = ¢(ax) + ¢(bx).
OJ

Agora temos condicdes para demonstrar o primeiro teorema principal desta segdo. Lem-
braremos o enunciado do Teorema 3.4: Sejam A e A’ duas x-dlgebras alternativas com
identidades 1g e 1y, respectivamente. Consideramos e; e e = 19 — ¢; idempotentes simétri-

cos ndo triviais em 2. Suponha que 2 satisfaz a seguinte condi¢do: dado x € ,
(e;A)x = {0} paratodoj € {1,2} implicaem x =0.

e ¢:2A — A’ é uma funcdo bijetiva unital tal que
?(pn@b,....0) = pu. (0@, 9(0), 9@, -, 9®),

para todos a,b € A e { € {e1, ez, 19}, entdo ¢ é x-aditiva.

Demonstra¢ao do Teorema 3.1. Usando os Lemas 3.13—3.15, temos que ¢ é aditiva. Com

efeito, se a,b € A, com a = ay1 + a2 + a»1 +ax e b = byy + byp + byy + byp, temos

49
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@(a+Db) = @(ar + a1+ ax + a2 + b1 + bia + byy + b22)
= @(a11 + b11) + @(a12 + b12) + p(az1 + ba1) + p(ag + b2)
= @(a11) + @(b11) + @(a12) + @(b12) + @(a21) + @(b21) + @(a22) + ¢(b22)
= ¢(a) + ¢(b).

Mais ainda, como ¢ é aditiva e unital, para todo a € 2 e pela Equagédo (3.6), segue que

22 (9(@) ~ 9@") = p. (9@, 1ar, -, 1) = p. (9(@), p(12), ., (1))
= @(pn* (@l ..., 191)) = g0<2”_2(11 — a*))
=2""2¢p(a — a*)
=2"2(g(a) - 9(a")).

Logo, ¢(a)* = ¢(a*). Portanto, ¢ é *-aditiva.
O

Agora vamos enunciar o segundo resultado principal desta secdo. Neste teorema estamos
considerando validas as mesmas hip6teses do Teorema 3.4 e acrescentamos uma condigdo

sobre o contradominio.

Teorema 3.16. Sejam 2 e A’ x-dlgebras alternativas com identidades 1 e gy, respectivamente,
e1 e ey = 1o — ey idempotentes simétricos nio triviais em 2. Seja ¢ : A — A’ uma bijecdo unital

multiplicativa escalar sobre C. Suponha que A satisfaz as condigdes do Teorema 3.4, a saber
(ejA)x = {0}, paratodoj € {1,2}, implicaem x=0,

?(pn.@b,5..,0) = pu. (0@, 9(®), 9C), .. 9@),
para todo a,b € A e € {e1,er, 19}

Além disso, se U satisfaz a condigdo

(p(e))A)y = {0}, paratodojc {1,2}, implicaem y=0, (3.15)

entdo ¢ é um *-isomorfismo.
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Notamos que uma parte das condi¢des do Teorema 3.16 é a mesma do Teorema 3.4 e por
isso temos que ¢ é x-aditiva. Assim, nos resta mostrar que ¢ preserva a multiplicacdo, ou
seja, p(ab) = @(a)p(b), para todos a,b € 2, e para demonstrar este fato sdo necessarios a

proposicdo e os lemas a seguir.

Proposicao 3.17. Seja i a identidade imagindria em C, temos
pu.(b21,iar, €2, ..., €2) =2"73 i(bzlﬂu + (bzlalz)*>- (3.16)

Pn.(b12,ia21,€1,...,€1) = 2n73i<1712ﬂ21 + (blzﬂzl)*>- (3-17)

(

2" %i(ayy +ayy), (k) =(1,1),
pn.(ier, ajg e, ..., e1) = < i(ay +aky), (G, k) = (2,1), (3.18)
0, (. k) =(1,2) ou (j, k) = (2,2).

\
2n_2i(h22 + h;z), (], k) = (2/ 2)

pu.(iez, aj, €2, ) =  i(ary +ajy), (G,k)=(1,2), (3.19)

0, G, k)= (1,1) ou (j, k) = (2,1).

\

E para todo inteiro n > 2, seque que
pn.(ej e e, ...,¢) =0, sej #k, comj, ke {1,2}, (3.20)
e para todo inteiro n > 3, obtemos
pn.(e2, a1, €1, ..., €1) = A2 — a3, (3.21)

* *
Pn.(e2 —azi,e1 — by, e1,...,e1) = —ax — by +ay; + by (3-22)

Demonstragdo. Sejam aj, by € j e i a identidade imagindria em C. Ao longo desta

demonstragao utilizaremos indugdo sobre 7. Inicialmente provaremos a Equagédo (3.16). A

demonstragdo da Equacdo (3.17) é feita de forma similar e por isso ndo iremos apresenta-la.

Para n = 2, temos

pa.(ba1, ia1p) = by1(ia1n) — (ia12)byy = ibyraip — iagpby;.

51



52

FUN(;()ES *-LIE E *-JORDAN EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Vamos utilizar indugado sobre n. Para n = 3, pelo Lema 3.2 e aditividade da multiplicagdo
Pn., Segue que
p3.(ba1,ia12, €2) = p2,(ibx1a1z, €2) — p2,(ia12b3y, €2)
*
= i(bya12)ex — ea(ibya12)™ — (ia12bsy)ex + €2 (ialzb§1>
= ibya1n +i(ba1a12)"

Suponhamos que seja valido para n — 1, isto §é,

Pty (ba1,ia1n, €, ..., e0) =2"* (ibzlﬁlz + i(bzlﬂlz)*> :

Pelo Lema 3.2 e como a multiplicacdo p,, é aditiva, concluimos que

Pn.(b21,1a12,€2,...,€2)

- 1, (2”*41'19210112, ez) + po, (2”*41'(17210112)*’ eZ)

= 2" (ibyrags)er — 2" dey(ibyyagy)” + 27 (i(bzwlz)*ez) — 2" e (i(bzlﬂlz)*> *
=4 (i5221721ﬂ12 +1022(b21812)" +1022(b21412)" + i522521”12)

=n—4 (Zibzmlz + 2i(bz1a1z)*>

=2"73 <b216112 + (b21a12)*)'

Logo, pela hipétese de indugdo, temos py,, (ba1,ia12,€2,...,62) = 2”’3i<b21a12 + (b21a12)*),
para todo n > 3.

Neste passo vamos demonstrar a Equacédo (3.18). A demonstragdo da Equacédo (3.19) é
feita da mesma forma considerando as modifica¢cdes necessarias. Para n = 2, constatamos
que pa, (ie1, aj) = ieraj, — aj(ie)” = ibyjaj + idpaj, de onde

p2,(ie1, a11) = id11a11 + 1611411 = 2iayy,  pa,(iey, a12) = id11a12 +idx1a12 = iy

p2.(ie1, ax1) = id10ap1 + 611491 = i1,  po,(ie1, axn) = id10a2 +idr1ap = 0.
lar ps3, (ie, Ajk, e1) apenas para 0s casos em que py, (ie, a]-k) # 0. Pelo Lema 3.2, resulta que

Vamos calcu-

p3.(ie1, a11,€1) = pa, <P2* (iel,all),ﬁ) = p2.(2ia1q, e1) = 2iaye; — 2e1(iagg)”

= 21511&111 + 215116111 = 41(6111 + all),
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p3.(ie1, a1z, €1) = pa, <P2* (i€1,1112),€1> = pa,(ia1p, 1) = iagpe; — ey(iagn)”
= 01412 — 101247, = 0, p3,(ie1, az1, €1) = pa, (Pz*(iel,ﬂ21)161> = pa,(ian, e1)
= 011001 + 101145, = i(ap + ay;).
Suponhamos que seja vélido para n — 1, isto ¢,
Py, (e, an e, ... e1) =2"Pi(ay +ajy) e pu_i), e, an, e, ..., e1) = i(az +ajz).
Para (j, k) = (1, 1), pelo Lema 3.2 e aditividade da multiplicagdo p,,, constatamos que
pn,(ie1,a11,e1,...,€1) = pa, <p(n71)*(iell a, e, ..., e1), €1>

= p2, (2" iayy, 1) + p2. (2" iafy, )
= 2n_3ia11€1 — Zn_3€1 (iﬂ11)* + 2n_3iaT1€1 — 2n_3€1 (lﬂﬁ)*

= 2" 3i(ayy + a3y +ai; +an) = 2" 2(arg +aly).
De forma similar, pelo Lema 3.2 e aditividade da multiplicagdo p;,, decorre que

pn,(ie1,az1,€1,...,€1) = pa, (PZ*(ielraﬂ);el) = pa,(iap, e1) + pa,(iay,, €1)

= iay1eq — e1(iayy) + iay e1 — eq(iay)”

= ia21 + ia§1 = i(a21 + (Z;l).
Portanto, pela hipétese de indugdo, para todo n > 2, temos
2" 2i(ary +ayy), (k) =(11),

pn.(ier, ajg e, ..., e1) = i(an +a}y), (G, k) = (2,1),

0, (7, k) =(1,2) ou (j, k) = (2,2).

Agora mostraremos a Equacdo (3.20). Suponhamos, sem perda de generalidade que j =1

e k =2. Para n =2, temos, py,(e1, e2) = e1ep — exe]. Assim,
2 2
p2.(e1,€2) = erex —ezey =eq(l —ey) — (1 —ey)e; =e; —ef —e; +e7 =0.
Suponhamos que seja valido para n — 1, ou seja, p(,—1),(e1,€2, €1, ..,€1) = 0. Logo,

Pn.(e1,e2,€1,...,e1) = p2,(Pm—1),(e1,e2,€1,...,e1),e1) = p2,(0,e1) = 0.
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Portanto, pela hip6tese de indugdo, temos py, (e1,e2,€1,...,e1) =0, para todo n > 2.

Na Proposicdo 3.10, consideramos apenas a multiplicacdo p,, quando os idempotentes
e; e ey estdo nas posicdes a direita, uma vez que pj, (es,...,es,btl,ajk) = 0, para todos
j k,1,t,s € {1,2}. Basta notarmos que pa,(es,es) = eses — esel = e2 —e? = es —es = 0. De
onde, indutivamente, segue que p(,_»),(es, ..., es) = 0 e dai, p(,_1),(es, ..., es, by) = 0. Logo,

P2. (p(”_l)* (es, .- es, btl)r”jk> =0.
Neste passo mostraremos a Equacao (3.21). Para n = 2,

p2.(e2,a21) = e2az1 — a1z = 622421 — 612421 = A21.
Para n = 3 e pelo Lema 3.2, segue que
p 3 gue q
* * *
p3,(e2, a21,€1) = p2, (Pz* (62,1121),61> = p2,(az1,e1) = azier — e1ay = 61141 — 61141 = A1 — 5.
Suponhamos que seja vélido para n — 1, ou seja, p(,—1), (€2, 421, €1, .. .,€1) = a1 — ay;. Assim,
pela aditividade da multiplica¢do p;,, concluimos que
pn*(eZI a21,€1, ..+, 81) = p2, (p(n—l)*(eZI a1,€1, ..+, 81), 61)

= p2,(az1,€1) — p2.(a3, €1)

* *
= dp1e1 — €14y — dy1€1 +e1dr1

*
011421 — 011421 — 021457 + 01241

*
Logo, pela hipétese de indugédo, temos py, (€2, a21,¢€1, . ..,€1) = A1 — a5, para todo n > 3.

Resta provarmos a Equagdo (3.22). Pela aditividade da multiplicacdo pj,, pela Proposi-

¢do 3.9 e das Equagdes (3.10), (3.20) e (3.21), temos

Pn.(e2 —azxi,e1 — by, eq,...,e1)

= pu.(e2,€1,€1,...,01) — pu.(e2,bo1,€1,...,€1) — pu.(a21,€1,€1,...,€1) + pu.(a21,b21,€1,...,€1)

—pn.(e2,b01,€1,...,€1) — pn,(a21,€1,€1,...,€1)

* *
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Lema 3.18. Se ¢; € %A é um idempotente simétrico, entdo f; = ¢(e;) é um idempotente simétrico em
2.

Demonstrac¢do. Seja ¢ uma func¢do multiplicativa escalar sobre C. Assim,
2”_1ifj = 2”_11'@(@]-) = q)(Zn_liej) = go(pn*(ze], ej, 1o, ..o, 1Q()>
= pu. (i(ep, plep, (12, -, (12)).

Como ¢ ¢é unital, temos

211—11][] — pn* (Z(P(e])/ qp(e])l 1Ql/l ey 1%/) = zn_ll(P(e])Z = 2”—11-]"]2

Logo, g; € um idempotente. Agora mostraremos que 4; € simétrico. Como ¢; € um idempo-

tente simétrico, temos pn*(e]-, 1g,...,19) = 0. Logo,

0= (P(O) = (P(p”*(ej/ Lo, - rlQl)> = pn*(q]; Tov,oon lgr) = zn_l(fj _f]‘*)/

de onde q;f = g;. Portanto, q; é simétrico.
O

Conforme serd demonstrado no préximo lema, ¢ configura-se como uma fung¢do Cauchy

multiplicativa quando um dos elementos considerados é idempotente.

Lema 3.19. Se a € 2, entio ¢(e;a) = ¢(e;)p(a) e p(ae;) = p(a)g(ej), j € {1,2}.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que ¢(aej) = @(a)p(e;). A outra igualdade é provada de

forma andloga. Pela Condigdo (3.2) do Teorema 3.4, temos

@ (2”_2(ae]- — e]-a*)) =@ <pn* (a,ej,1g,..., 1g[)> = Pn. <(P(a)/ ¢(ej), o(la), - - -, (P(19l)>
=2"2(p(@)g(e) — ple)p(@" ), (3-23)

¢ (2n_2i(ﬂ€j + eja*)) =¢ (Pn*(iﬂ/ ej, la, ..., 19{)) = P, ((p(ia), plej), p(lar), - - -, (P(lﬂ))
= 2" 2 p(a)g(e)) + 9(e)g(@)" ). (3:24)
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Como ¢ é *x-aditiva, multiplicando a Equagédo (3.23) por i e somando com a Equacéo (3.24),
segue que
(p(Z”_zi(ae]- + eja*)> + q)<2”_2i(ae]- — e]-a*)> = 2”_1iq)(a)(p(e]~)

e, pela aditividade de ¢, concluimos que
q)(Z”*Ziaej + 2”*21'6]'»1* + 2”*2iae]~ — 2”*21'6]-51*) = q)(Z"*liaej) = 2”*1i(p(aej).

Logo, ¢(a)p(ej) = ¢(ae)).
O

Consideremos também a decomposi¢do de Peirce de 2’ com respeito ao idempotente
fi = @lej), com j € {1,2}, dada por A’ = A}y & A, & Ay & A, com A= fil'fj, para
k,je{1,2}.

Lema 3.20. ¢(™j) C Q[}k, para todos j, k € {1,2}.
Demonstragido. Seja a € 2, para alguns j,k € {1,2}. Pela definicio dos espagos da
decomposicdo de Peirce, temos a = ejae;. Aplicando o Lema 3.19, temos

p(a) = p(ejae) = @(ej)p(aer) = ¢(ej)p(a)p(ex) = g;9(a)gx-

Novamente pela definicdo dos subespagos da decomposicdo de Peirce, concluimos que

@(a) € QI;k.
]

Os préximos lemas estabelecem a multiplicatividade da aplicagdo ¢. Vale observar que
no item (iv), ha uma diferenca em relagdo ao caso associativo, uma vez que os produtos
entre certos espacos da decomposigdo de Peirce 2, ndo sdo, em geral, nulos, o que exige

uma anadlise especifica.
Lema 3.21. Sejam j, k € {1,2} com j #k.
(i) Dados aj; € Uj; e bjx € Ay, segue que ¢(ajibjx) = @(a;;)@(bjk)-

(it) Dados aj € Aj e by; € Ay, segue que ¢(ajxbyj) = @(ajx) p(by;)-
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(iii) Dados aji € Ujy e by € gy, segue que @(ajxbyr) = @(ajx) (byr)-
(iv) Dados ajy, bjx € Ujx, segue que ¢(ajxbix) = ¢(aj)@(bjx)-

Demonstracdo. Vamos provar os itens (i), (ii) e (iv), uma vez que o item (iii) é demonstrado
de forma analoga. Inicialmente vamos mostrar o item (i). Sejam a;; € 2;; e bjx € 2. Como
¢ é x-aditiva, pelas Equagdes (3.12) e (3.13), obtemos
p(ajibjx) — (fP(ﬂjjbjk)) = fP(ﬂjjbjk - (ﬂjjbjk)*> = (P<pn*(ajj/ ik, ek, - - - rek)>
= P, <§0(‘1jj)z @(bjr), plex), - - -, qo(ek)>
= Pn. <(P(‘1jj)r o), Gis - -+, qk)
= plap (i) — (@b

*

Assim, ¢(a;;bjx) — ¢(a;;)@(bjx) = ((p(a]-jbjk)) T (go(aj]-)(p(bjk)> *. Logo, pelo Lema 3.20 e pela
decomposicdo de Peirce, concluimos que ¢(a;;bjx) = ¢(a;;)p(bjx).

Neste passo vamos mostrar o item (ii) para (j, k) = (2,1), o caso (j, k) = (1,2) pode ser
demonstrado de forma similar. Sejam ap; € 21 e bjp € Ajp quaisquer. Pela Equagdo (3.16),
chegamos a py, (a21,1ib12, €2, ... ,€2) = 2”_3i<a21b12 + (a21b12)*>. Como ¢ é aditiva e multipli-

cativa unital escalar sobre C e pelo Lema 3.20, deduzimos que

qv(pn*(ﬂzl, ibyp, e, ..., 62)) = 2"_3i(§0(az1b12) + (P((ﬂ21b12)*))

QD(Pn* (a21,ib1z, €2, . . ., ez)) = Pn. (90(6121)/ ig(b12), (e2), - - -, €0(€2))
= 2" g(an)g(bra) + ((a)p(b12) ).
Logo,
P(a)@(b2) + (4’(0121)40(1712))* = @(anbp) + p(az b1n)". (3-25)
Pela arbitrariedade de ay; € 2p;, podemos trocar ap; por iay; € %A1 na Equagdo (3.25).

Assim, @(iapy1bip) + @(iap1bip)* = i<¢(a21b12) — go(a21b12)*). Por sua vez,

plia)p(bn) + (@lian)ebr)) = i(pan)gbn) - (p@n)er)").
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Consequentemente,

@(az1)p(br2) — <(P(ﬂ21)§0(b12))* = @(ax1b1z) — ¢(axnbrp)". (3-26)

Somando as Equacgdes (3.25) e (3.26), resulta que 2¢(az1)@(b12) = 2¢(az1b1). Portanto,
¢(a21b12) = @(a21)9(b12).

Finalmente iremos demonstrar o item (iv) para (j, k) = (1,2); o caso (j, k) = (2,1) pode ser
demonstrado de forma andloga. Sejam a1y, b1 € %415 quaisquer. Pela Equagdo (3.14) e como

@ é x-aditiva, constatamos que

P(a12b12) — @(arabr2)* — 2" P p(broaty)* + 2" p(b1aaty)*
= §0<11121912 — (a12b12)" — 2" P (braaty) " + 2”_3(%712“?2)*)
= (P<Pn* (a12, b1z, €1, - - -, 6’1)) = Pn. <(P(a12)/ ¢(b12), 91, - -, q1>
= p(a)g(bn) — (pa)p(br)) — 2" pbr2)p(ar)” +2" > (pb)p(a}y))

Da decomposicdo de Peirce, segue que ¢(ai2b12) = @(a12)(b12).

Lema 3.22. Sejam aj;, bj; € Aj;, com j € {1,2}, temos @(a;ibj;) = ¢(a;;)@(bj)).

Demonstracio. Sejam 4;;, b]-]- € Ajj e ¢y € Ayj, com j #k, j, k € {1,2}. Relembramos que em
toda algebra alternativa é flexivel, ou seja, (ck]-, ajj, bjj) + (bj]', ajj, ckj) = (0. Como (bjj, ajj, ckj) =0,
constatamos que (ckj, aj;, bjj) = 0.

Pelo item (iii) do Lema 3.21 decorre que ¢(ckj)@(a;;bj;) = ¢(ckjajibj;) e
Plekj)plajibjj) = plcxjajibjj) = plexja)(by) = lex;)plajp) p(by).

Assim, g(ci) (@(@ajiby) — 9(a;)g(by)) = 0. Como glcy) € AL, e plajiby), @), @lby) € A,
temos

(pteont') (9jiby) — playe;) = {0}.
Pela Condicéo (3.15) do Teorema 3.16, segue que ¢(a;;bj;) = ¢(a;;)p(bj;).
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Agora estamos em condi¢des de demonstrar o Teorema 3.16.

Demonstracao do Teorema 3.2. Observamos que, pelo Teorema 3.4, ¢ é *-aditiva, e pelos
Lemas 3.21 e 3.22, temos ¢(ab) = ¢(a)@(b). Portanto, como ¢ é uma bijecdo *-aditiva e
preserva a multiplicacdo, resulta que ¢ é um *-isomorfismo.

O

Proposicao 3.23. Notamos que se ¢ é um x-isomotrfismo entio ¢ preserva a multiplicacio p,, para

todo inteiro n > 2, ou seja,

?(pr@ b8, 0) = pu. (9@, 9(1), 92), ... D)),
para todos a,b € 2, ¢ € {e1,e2, 19} .

Demonstragio. Seja ¢:2 — 2’ um *-isomorfismo. Para n = 2, segue que go(pz*(a, b)) =

p(ab — ba*) = g(a)p(b) — ¢(b)p(a)* = pa, (q)(a), qv(b)). Para esta demonstracao utilizaremos

inducdo sobre n. Para n = 3, como ¢ é um *-isomorfismo, obtemos
?(p3.0,0,0)) = ¢(p2.(ab — ba*,0)) = ¢ (@b — ba")¢ — &(ab — ba")")
= 9lab — ba")p(C) ~ 9(@) (p(ab — ba"))
= (p@e®) — pB)p(@)" ) (@) ~ 9@ (P@(®) — Pb)o(@" )
= p2. (9@0®) — p®)p(a)", 9(©)) = pa. (2(@), (1), 9(©) )

Suponhamos que seja verdadeiro para n — 1, ou seja,

?(Pu1.@ 8,8 ,0) = pu, (9@, 90), 9@, ., 9@)).
Neste caso,
o(pr@b8,..0) = (P2 b1, @ 8, ... 0,0)

= p2.(9(Po-0.@ b8, D), 9(0))
= p2. (. (9@, (1), @), -, 0©®), 9())
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= pu. (9@, 9(®), 9@, -, 9(@))-

Logo, pela hipé6tese de indugédo, concluimos que

?(pn@b,8..,0) = pu. (0@, 9(1), 9C), .. 9@),

para todo inteiro n > 2.

Este teorema tem algumas consequéncias imediatas que listaremos a seguir.

Corolario 3.24. Sejam U e A *-dlgebras alternativas com identidades 1y e 1y, respectivamente, e e
ep = 1y — €1 idempotentes simétricos ndo triviais em A. Seja ¢ : A — A’ uma bijecdo multiplicativa

unital escalar sobre C. Supondo que 2 e ' satisfazem as sequintes condicdes,

(e)x = {0}, j € {1,2}, implica em x=0

(pepA)y = {0}, j e {1,2}, implica em y=0.
Entdo, ¢ é uma n-fungio x-Lie multiplicativa se, e s6 se, ¢ é um *-isomorfismo.

2

Demonstragio. Com efeito, se ¢ : 2 — 2’ é uma n-fungdo *-Lie multiplicativa, ou seja,

satisfaz
o (prtar.. o) = pu. (@), .., 9an)),

para todos ay,...,a, € A en > 2, pelo Teorema 3.16, temos que ¢ é um *-isomorfismo.
Observamos que a implicagdo contraria é imediata. De fato, se ¢ é um *-isomorfismo,
entdo ¢ é uma bijegdo unital x-aditiva que preserva a multiplica¢do e, em particular, preserva
a multiplica¢do py,. Portanto ¢ é uma n-funcdo *-Lie multiplicativa.
O
Observamos que, neste caso do Coroldrio 3.24, o grau de liberdade é n, enquanto no
Teorema 3.16 é 2 (a liberdade de variagdo se restringe as duas primeiras varidveis). Sendo

assim, resultado com grau de liberdade n decorre diretamente do Teorema 3.16.
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Lembramos que para toda algebra alternativa prima, consideramos a caracterizacao
apresentada nas preliminares na qual dados a,b € 2, (a)b = {0} (ou a(2b) = {0}) implica
a=0oub=0.Logo, se 2 é uma &lgebra alternativa prima, entdo 2 satisfaz a Condigdo (3.1)
do Teorema 3.4 e a Condigdo (3.15) do Teorema 3.16. Portanto, o resultado a seguir é uma

consequéncia imediata do Teorema 3.16.

Corolario 3.25. Sejam 2 e A’ x-dlgebras alternativas primas com identidades 1y e gy, respec-
tivamente, e1, eo = lg — ey idempotentes simétricos nio triviais em A e ¢:A — A uma fungdio
multiplicativa escalar sobre C. Sob estas condigdes, ¢ é uma n-fungio *-Lie bijetiva multiplicativa

unital se, e s0 se, ¢ é um *-isomorfismo.

Nesta se¢do nossos esforcos foram no sentido de classificar uma n-fungdo *-Lie multi-
plicativa unital escalar sobre C e para tal classificagdo consideramos a multiplicagdo py,.
Agora, a proxima secdo terd como objetivo classificar uma n-fun¢do *-Jordan bijetiva unital

escalar sobre C e utilizando a multiplicacdo g,,, que iremos definir.

3.2 FUNQAO *-JORDAN EM *-ALGEBRAS ALTERNATI-
VAS

Nesta secdo vamos detalhar nossos estudos sobre a caracterizagdo de fun¢des *-Jordan bije-
tiva unital. Esta caracterizagdo foi apresentada no artigo "*-Jordan-type maps on alternative
x-algebras" [10], elaborado em conjunto com Liudmila Sabinina e Bruno Ferreira, publicado

em 2024 no Journal of Mathematical Sciences.

Definicdo 3.26. Seja 2 uma *-dlgebra. Denotamos {a1,a}« = aia; + axaj, para todos a;,a, € A e

as sequéncias de polindmios

lh*(al) =a e Qn*(alr az,..., an) = {Q(n—l)*(alz az, ..., anfl)/ a?’l}* s

para todo inteiron > 2 e ay, az,...,a, € 2.
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Neste caso, qa«(a1,a2) = {a1,a2},, g3«(a1,a2,a3) = {{a1,a2},,a3}, e assim por diante.
Notamos que g2, é a multiplicagdo introduzida por Fosner [25], que é aditiva. De fato, dados

a,ay,a»,b, by, by €2, temos

{a1+ a2, b} = (a1 + ax)b + b(ay + ap)* = a1b + axb + baj + bay = {a1,b}. + {az, b}

{tl, bl + bz}* = ll(bl + bz) + (bl + bz)a* = ab1 + abz + bla* + bzll* = {ll, bl}* + {ll, bz}*

Podemos questionar se as multiplicagdes p;, e g, sdo equivalentes; entretanto, veremos
adiante que isso ndo ocorre. Esse fato, por sua vez, sustenta a validade de todos os resultados
estabelecidos a partir deste ponto.

Se as multiplica¢bes p;, e g,, fossem equivalentes, existiria uma constante A € C ndo
nula, tal que py, (a1,...,a,) = Aqu.(ay,...,a,), para todos ay,...,a, € A. Sejae; € A um
idempotente simétrico nao trivial. Consideramos a; = e, para todo j € {1,...,n}. Assim,
pn.(a1,...,an) = puer,...,e1) = 0 e qu.(ay,...,an) = qu.(e1,...,€61) = 2"-1¢;. De onde
terfamos 2" 1 Ae; = 0, como e; é ndo trivial e estamos trabalhando sobre C, segue que A = 0.

Portanto, as multiplicagdes p, e g, ndo sdo equivalentes.

O Lema 3.2 continua sendo valido quando substituimos a multiplicagdo p,, pela multipli-

cagao gy, isto é:

Lema 3.27. Notamos que, para todo inteiron > 2eparaj € {1,...,n—1}, temos qn, (a1, ...,a,) =

q(nfj+1)* (‘1]* (all ey [1]‘), a]'+1/ ceey an) .

Demonstracao. Com efeito, vamos fixar n e fazer indugdo sobre j. Para j =1, g1,(a1) =4a; e
segue que gy, (a1,...,a,) = qn, (ql*(al), ar,... ,an). Assim, é valido para j = 1. Suponhamos

que seja valido para algum j > 1, ou seja,

qm (al, ey an) = q(i’l—j+1)* <%* (a]./ ey aj)/ aj+1/ c ey an) .

Assim, pela Definigdo 3.26, concluimos que
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Gn,(a1,...,a,) = A(n—j+1), <q]-*(a1, .. .,a]-),aj+1, .. ,an>
={... {{qj*(al,...,a]'), a]-+1}*,aj+2}*,...,an}*
= J(n—j+1-1), (07(]41)*(&11, oo 0j41),Aj52, -, ﬂn>
= J(n—(j+1)+1), (%41)*(611, e j51), 8442,y ﬂn) :

Logo, pela hipétese de indugédo, obtemos gy, (a1, . . ., a,) = Q(n—j+1), (q]-* (a1,..., aj), Aji1, -, an> ,

para todo inteiro j € {1,...,n — 1}. Por exemplo paraj=n—1,

Qn*(alz ceey an) =2, (q(n—l)* (ﬂlr ceey ﬂn—l)/ an)-

O

A préoxima proposicdo é de suma importancia para o desenvolvimento desta segdo e
é andloga a Proposigdo 3.3, porém estamos considerando a multiplicagdo g,, dada na

Definicao 3.26.
Proposicao 3.28. A multiplicagio q,, é n-aditiva.
Demonstrac¢do. Para esta demonstragdo vamos utilizar indugdo sobre n. Sejam b, c,ay,...,a,_1 €

A. Paran=1,q1,(b+c)=b+c=q1,()+q1,(c). Logo é valido para n = 1. Suponhamos que

seja vélido para n — 1, isto é,

L](n_l)*(ﬂl, . ,[1]',1, b+c, [1]'+1, ey an_l) = q(n_l)*(al, .. .,Ll]',1, b, Ll]'+1, .. -/an—l)

+ q(n_l)*(al, e @j-1,C, 41, - - - ,an_l),

para todoj € {1,...,n — 1}. Queremos mostrar que g,, é n-aditiva. Paraj € {1,...,n —1},

pela hipétese de indugdo, segue que g, € j-aditiva. Pelo Lema 3.27, concluimos que

Gn. a1, ...,aj-1,b+c,a541,...,a0) =
={qm-1.(@a1, ..., aj_1,b+c,a51,...,a,-1), A s

= {Q(n—l)*(all . ,[1]',1, b, [1]'+1, . ,tln_l) + q(n_l)*(al, ey a]',l, c, LZ]'+1, . /an—l)/ [ln}*



64

FUN(;()ES *-LIE E *-JORDAN EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

={qm-1).@1,---,8j-1,b,aj41,...,8,1),8n }«
+{q9m-1),(a1,...,8j-1,¢,811,...,8,_1), n }

= qu(ay, ..., aj-1, b, Aji1, s an) +qn(ay, ..., aj-1,€,0j41,- - -, an).

Para j = n, como g, é aditiva e pelo Lema 3.27, segue que

In.(a1,...,0y-1,b+¢) = {gu-1).(@1,..., 1), b+c}s
={qm-1).(@1, ..., an), b}« +{gn_1),(@1,...,an), c}«

=qn,(a1,...,8,-1,b)+qn.(a1,...,a,-1,C).

Portanto, pela hipétese de inducdo, a multiplicacdo g, é n-aditiva.
O

z

Uma questdo relevante é como g,, se comporta quando os elementos que estamos
considerando sdo os idempotentes simétricos ndo nulos. A resposta é a seguinte: se
&€ {lg,e1,e2}, entdo q,,(E, ..., &) = 2" & De fato, faremos inducao sobre 7. Pela definicao

de g7, e como ¢ é um idempotente simétrico, temos

02.(6,8) = {6, 6}« = €5 +4¢* =287 = 2¢.

Suponhamos que seja valido para n — 1, ou seja, q,—1),(C, ..., &) = 2" 2¢. Pelo Lema 3.27,

segue que

In, (é/ sy C) = {q(n—l)*((?/ ceey é)/ g}* = {21172@(, g}* = 2”*266 T (:2”*26*
— 2n—2é:2 + 211—262 — 211—26 + 211—26 — 2n—1é:. (3_27)

Nosso proximo resultado exibe os célculos que serdo muito utilizados nas demonstra¢oes
dos lemas que virdo a seguir.

As contas apresentadas na demonstra¢do da Proposicdo 3.29 tém apenas a finalidade de
permitir ao leitor verificar a veracidade das equagdes envolvidas na proposic¢do. Elas ndo
serdo retomadas em outras partes do trabalho, estando aqui exclusivamente como uma

forma de comprovagdo, caso o leitor desejar conferir os detalhes do desenvolvimento.
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Proposicdo 3.29. Sejam A = Ay @ Aqp B Ay B Aoy uma x-dlgebra alternativa com unidade 1y, e1,
ez = 1o — ey idempotentes simétricos nio triviais de U, ajy. € A, by € Ay As seguintes igualdades

sdo vdlidas para n > 2

2n_1a]'k/ (]/k):(lrl)/

qn.(e1, -, e1,a) = $ 2" 2ay,  (j,k) = (1,2) ou (j, k) = (2, 1), (3-28)
0, (G, k) = (2,2).
0, G, k) =(1,1),

qn.(e2, -, e2,a5) = $ 2" 2ay,  (j, k) = (1,2) ou (j, k) = (2, 1), (3-29)
(2" Y, () = (2,2).

qn.(e1, ..., e1,b11,aj) = 2n=2 <b11a]-k + u]-kbi]), se (j, k) #(2,2). (3.30)
n,(€2, ..., €2, b11,aj) =0, para todos j, k € {1,2}. (3.31)
qn.(e1, ..., e1,b1p, ap) =2"° (blzﬂjk + ﬂjkbE) , se (j, k) #(1,1). (3:32)
Gn.(e2, ..., €2, b1z, a5) =2"73 (buajk + ﬂjkbfz) , se (j, k) # (1,1). (3-33)
qn.(e1, ... e1,bo1,a5) =2"73 <bzlﬂjk + ﬂjkb§1> , se (j, k) #(2,2). (3-34)
T2, 02, bor, ) = 27 (bonage + ajebsy ), se (j,0) # (2,2). (3:35)
qn.(e1,---,€1,bx,ay) =0, para todos j, k € {1,2}. (3.36)
n. (€2, ..., €2, b, a) = 2" 2 <b2211jk + ﬂjkb§2> , se(j, k) #(1,1). (3-37)

Demonstra¢ao. Inicialmente, vamos mostrar as Equagdes (3.28) e (3.29). Pelo Lema 3.27,

segue que
qn.(e1, ., €1,a5%) = g2, (07(;1—1)*(61, oy ,€1,€1),ﬂjk> =02, (2”*261,%)
=2"2era +2" Pape; =22 <51]~ajk + §k1ajk) (3.38)
e, trocando e; por e;, decorre que

n.(e2, ..., e2,a5) = 2" 2 <52jajk + 5kzajk> (3-39)
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Vamos analisar todos os casos possiveis nas Equacgdes (3.38) e (3.39):

(i) Se (j, k) = (1,1), entdo gn.(e1, ..., e1,a11) =2"lay; e gu.(ea, ..., e, a11) =0.
(ii) Se (j, k) = (1,2), entdo qn,(e1, ., €1,a12) = 2" 2a1p e gu.(ea, ..., e2,a12) = 2" 2ay;.
(iii) Se (j, k) = (2,1), entdo gy, (e1, - --,e1,a21) =2" a1 e qn,(ea, ..., €2, a01) = 2" 2ay.

(iv) Se (], k) = (2,2), entdao qn*(el, ...,e1,a2»)=0 e qn*(ez, .e.,€2,020) = 2n_11122.

Agora, nossos célculos serdo no intuito de mostrar as demais equagdes. Da Equagéo (3.28),

temos g, —1y,(e1,...,e1,by) = 217361,by + 273611 by, de onde segue que

qn.(e1,---, €1, by, ajx) = qa, (61(71*1)* (e1,---,e1,by), ﬂjk) = q2,(2"3814by + 2" by, ay)

= 42.(2" 281y, aje) + 42, (2" 61by, aje)
= 2"735y(byaj + agby) + 2" (byaj + apby). (3.40)

De forma andloga, trocando e; por ey, obtemos:
n, (€2, .. €2, by, aj) = 2" 250 (byag + ajby) + 2" 26 (byaj + apby). (3.41)

Primeiro vamos demonstrar a Equacdo (3.30). Fazendo t = | = 1 na Equacdo (3.40),
concluimos que qy,(e1,...,e1,b11,4%) = 2”’2(b11a]~k +a;by;). Seguem imediatamente os

casos abaixo
(i) Se (j, k) =(1,1), entao gu,(e1, ..., €1, b11,411) = 2”_2(b11a11 +ay1b7;).
(ii) Se (j, k) = (1,2), entdo gqu,(e1,...,6€1,b11,012) = 2"2p11a1p.
(iii) Se (j, k) = (2,1), entdo g, (€1, ..., €1, b11,a21) = 2”_2021171*1.
(iv) Se (j, k) = (2,2), entdo gy, (e1,...,e1,b11,a2) =0.

Agora vamos fazer a prova da Equacdo (3.31). Fazendo t = | = 1 na Equacdo (3.41),

concluimos que qy,(e2, - - -, €2,b11,4j) = 0.



3.2 FUN(;AO *-JORDAN EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Da Equagéo (3.27), resulta que g(,—»),(e2,...,e2) = 2"=3¢, e pela Observagao 3.27, consta-
tamos

qn—1),(€2,...,€2,b11) = q2, (2"_362, b11> = 2"3(eaby1 + bye3) = 0.

Consequentemente, g, (e, ..., €2, bn,ajk) = qo, (q(n,l)*(ez, ce., 62, b11),ajk> = 72,0, a]-k) =0,
para todos j, k € {1,2}.

Para verificar a Equacdo (3.32), basta considerar t = 1 e I = 2 na Equacédo (3.40). A
Equacédo (3.33), por sua vez, é obtida ao se adotar t = 1 e [ = 2 na Equagdo (3.41). De
modo andlogo, a verificagdo da Equacgdo (3.34) requer apenas tomar t = 2 el = 1 na
Equagdo (3.40). Similarmente, para demonstrar a Equagdo (3.35), basta assumir t =2 e/ =1
na Equacdo (3.41). Prosseguindo da mesma forma, a Equagdo (3.36) é verificada ao se fazer
t = 1 = 2 na Equacdo (3.40). Finalmente, para obter a Equacdo (3.37), deve-se substituir
t =1 =2na Equacgdo (3.41).

O

Definicdo 3.30. Sejam A e A’ «-dlgebras. Uma fungio ¢:2A — A é uma n-fungio *-Jordan
multiplicativa se

) (qn*(al, a,..., an)> = qp, (go(al), @), (p(an)),
para todos ay, ... ,a, € 2, com n um inteiro tal que n > 2.

Enunciaremos agora o primeiro resultado principal desta segdo. Tal resultado diz respeito
a aditividade de uma funcao bijetiva unital em x-algebras alternativas que satisfazem uma

condigdo especifica.

Teorema 3.31. Sejam A e A" duas x-dlgebras alternativas com identidades 1g e gy, respectivamente
e e e ep = 1o — ey idempotentes simétricos ndo triviais em 2(. Suponha que U satisfaz a sequinte
condicdo

x(Ae;) = {0}, j € {1,2}, implicaem x=0, parax € 2, (3-42)

Se ¢: A — A’ é uma fungdo bijetiva unital que satisfaz
#(0. @8 0,0) = u. (90, -, 9D, 9(a), 9 1)), (3.43)

para todos a,b € A e ¢ € {e1, e, 19}, entdo ¢ é x-aditiva.
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Antes de comecarmos a apresentar os resultados usados na demonstragdo do Teorema 3.31,
é importante destacarmos que a sequéncia adotada nesta se¢do ndo segue a mesma ordem
dos resultados semelhantes mencionados na Sec¢do 3.1. Além disso, aqui também aparecem
afirmacdes que ndo tém correspondéncia na parte anterior, e o contrario também acontece.
Desde o Lema 3.32 até o Lema 3.40 estavamos consideraremos as mesmas hip6teses do
Teorema 3.31.

Lema 3.32. ¢(0) = 0.

Demonstracao. Como ¢ é sobrejetora, existe z € 2, tal que ¢(z) = 0. Pelo Lema 3.27 e pela

Equacdo (3.27), segue que

?0) = ¢ (4.2, 12,0,2)) = 4. (9120, -, 9(12), 9(0), 9(2))
= . (¢(12), -, 9(12), 9(0),0) = 45. (2" 1, 9(0),0)

= . (2”*24)(0), 0)
- 0.

Lema 3.33. Sejam a, b, h € A tais que @(h) = @(a) + ¢(b). Entdo

P(9.@ e stiem) = 9(40. o bem) + 9 (40 E o e ),

?(00.@ - 61 0) = 9(0.C o 8,0,0) +9(90.E -, E,0),

para todos c € A e & € {e1, ez, 1o}

Demonstra¢do. Demonstraremos a primeira identidade. A segunda é demonstrada de
forma similar. Sejam a, b, h € 2 tais que @(h) = p(a) + ¢(b). Pela aditividade da multiplicagdo
dn,, obtemos

0(90. o Ee) =30, (90, 9(0), 9(0), 9(1))
=30, (9(©),- -, 9(), 9(c), 9(a) + 9(1))
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= 9. (9@, -, 9, 9(0), 9@) + 1. (9@, -, 9(2), 9(0), (1))
= 9(90.@ - 8cm) + 9 (9. 8 D).

d

Agora daremos inicio a uma sequéncia de lemas necessarios para demonstragdo do pri-
meiro teorema principal desta secdo. Salientamos que para a demonstracdo do Teorema 3.31
serdo necessdrios apenas 3 lemas, que a saber sdo 3.37, 3.39 e 3.40, e 0os demais lemas sdo
auxiliares. Ademais, notamos que a menos das multiplica¢gdes preservadas pelas fun¢des de
cada um dos teoremas, o Lema 3.13 é semelhante ao Lema 3.37, o Lema 3.14 é semelhante

ao Lema 3.39 e 0 Lema 3.15 é semelhante ao Lema 3.40.

Lema 3.34. Se ay1 € Ay e by € Wny, entdo ¢(ary +ba) = @(ar1) + ¢(b2n).

Demonstragdo. Dado ¢(a11) + ¢(bp) € A/, como ¢ é sobrejetora existe h € 2 tal que
p(h) = ¢(ai1) + @(ba). Pela decomposicao de Peirce, podemos escrever I = hyq +hyp + hoy + hpo.

Pelo Lema 3.33, temos

(260 o0 ) om0 )
com j € {1,2}. Usando a Equagdo (3.27), concluimos que
o (2" 2ejh+hep) = @(02.2"2ej a1 ) + 9 (2. (2" e bao)
=¢ <2”’2(eja11 + 0116]')> + @ (2”72(6]'1922 + b22€j)> .

Pelas Equagoes (3.28) e (3.29), chegamos a g, (e2,...,e2,a11) =0 e gu.(e1,...,€1,b0) =0e,
portanto, (p(Z”_z(ezh + hez)> =g (2“‘2(621922 + b22€2)> e @(2”_2(e1h + hel)> = (p(Z”_Z(elan +

a1161)>. Desenvolvendo estes calculos, obtemos

p(2" lay) = ¢ <2"_2(€11111 + ﬂ11€1)> =¢ (2"_2(€1h + hel))
=¢ (2”_2(€1h11 +e1hip +e1hyy +ethy + hirey + higer + hojeq + h22€1)>

= 4’(2”_2(}111 +hip+hyp + h21)> =@ (zn_lhll +2" 2Ry + 211_2}121)
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P bx) = p(2" Aeabrn + be) ) = (27 X(eah + hes)
= @( 2" %(eah11 + exh1n + exhoy + exhay + hyten + hypes + hyjen + h22€2)>

(
_ (z”—2(h21 +hyy + hpp + h22)> - (2”—2;112 + 212y 4 2”—1h22) .

Pela injetividade de ¢, decorre que 2"~ 1hyy + 2" 2h1p + 2" 2hyy = 2" 1agy e 2" 2y + 2" 2hyy +
2"y = 2" 1py,. Agora, pela decomposigdo de Peirce, segue que hyy = ayy, hip =0, hop = 0

e hyy = byy. Portanto, 4)(1111 + bzz) = 4)(1111) + Q)(bzz)
U

Lema 3.35. Se ajp € Aqp e byy € Ay, entdo ¢(arn + ba1) = ¢(arn) + ¢(ba).

Demonstragdo. Dado ¢(a12) + ¢(ba1) € 2, pela sobrejetividade de ¢, existe h € 2 tal
que @(h) = ¢(a2) + ¢(bp1), com h = hyy + hy1p + hy1 + hpp. Inicialmente vamos mostrar que

hi1 = hpp = 0. Pelo Lema 3.33, obtemos

) <qn* (el, el 01, %,h)) =¢ (qn* (el, ce., 01, %,au)) +¢ (qn* (el, ce., 01, 2:—172' b21))
Agora, pela Equacdo (3.28), pelo Lema 3.27 e pela Equacao (3.27), concluimos que
In, (61,---,61, %ﬂu) =42, (0](;1—1)* (61, o€, %) ,ﬂ1z) = q2,(e1,412)

= e1a12 +a12e1 = 4q2

e
211_1—2’ b21) = b21. Assim,

e, analogamente, gy, (el, ce., 01,
e
@ (an. (1, e, 505,1) ) = 9lana) + p(ban) = 9(h).

Por outro lado, decorre que

¢ (‘h* <€1/---/€1/ 2:—1,2/}1» =9 (‘72* (‘1(;1—1)* (61,...,61, %) ,h)) = €0<Q2*(€1,h))

= @(2h11 + h12 + hp).
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Logo, ¢(2h11 + hip + hp1) = @(h11 + h1p + hp1 + h22) e, da injetividade de ¢, deduzimos que
2h11 + hyp + hpy = hy1 + hyp + hoy + hop. Pela decomposigdo de Peirce, resulta que h1; =0 e
hy = 0.

Neste passo vamos mostrar que hyp = a1p. Seja cp1 € %A1 qualquer. Pela Equacéo (3.27) e

pelo Lema 3.27, constatamos que

e
In, (31/ Y 2,1—1_3,}1, Cz1> =qs.(e1,h,c21) = g, <h12 + h21,021>

= q2,(h12, c21) + q2,(h21, c21)

* *
= 1221 + c21h7 + ho1001 + €215y,
€1 _ _ _ *
Gu. €1/, €1 5,75, 012, €21 ) = 3. (€1, 812, €21) = G2, (a12, €21) = A12C21 + 1001,

€1 *
In, (61, R Tt b21,C21> = q3,(e1, b21, c21) = q2,(b21, €21) = ba1c21 + C21b35.

Sendo assim, pela aditividade de g,,, temos

€1 €1

G €101 5=, An. (€1 - €1 555, @12 + b1, €01 ) €

€1 €1

= {n, 51,---131,W/%* €1...,€1, W,ﬂulcm €1

€1 €1
+Qn* 61,. . 'Iell Wr‘]n* 211—_3,61,...,61,1721,(:21 161
€1 %
03 bp1c21 + €21byq, €1>
* *
= q3,(e1, 412021, €1) + q3,(e1, c21a7y, €1) + g3, (e1, ba1c21, €1) + g3, (€1, c21b51, €1)

_ €1 *
= {n, 61,---,61,W,ﬂ12021+Czlﬂ12,€1 +qn, (€1,-..,€1,

= (2, (2a12021, 1) + 42, (c21a75, €1) + G2, (21021, €1) + 42,0, €1)

= 2(1112C21 + (012C21)*>- (3-44)
Da mesma forma,
e e
@ (qlfl* (61/ e, €1y 21,1—173/ n. <€1I cees €1y 21,1—173/ h/ C21> s el))

=¢ (%* (el, .l 2:—1,3, In, (el, ...,e1, %,hu + oy, Cz1> ,61))
= §0<2 <h12021 + (h12021)*> )
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) (qn* (el, Sl %,qn* (el, Sl %,h, c21) ,el)>
= qn, (fp(el), o ple), @ (%) (. (@ler), -, plen), @(h), glean)), qv(eﬂ)
= u. (Per), - 90, 9 (5555 ) an. (90, 0en), @ (55 ) - 9lara) + p(ba), 9lca) ) gen))

Por sua vez, pela aditividade da multiplicacdo g,, e Equagdo (3.44), segue que

® (qn* (81, S, %,%* (61, S, 2:—1,3,}1, 021> ,€1>)
= 0u. (1), 90, 9 (5755 ) . (900, plen), @ (55 )  9(an), 9ea) , glen))
. (90 90,9 (555 ) . (@), pler), @ (575 ) , 02, 9le2n)) , 9(en))
=@ (%1* <€1, Y %,Qn* (31, -..,01, %ﬂuﬂm) ,€1>>
e1

+¢ (%* (61, ..e1, 2:—1_3,%* <61, ..e, 211—_3,}921,@1) ,€1>)
=¢ (2 <a12€21 + (6112621)*> ) )

De onde, q)<2 <a12c21 + (a12c21)*>> = q)<2 <h12C21 + (h12621)*> ) Pela injetividade de ¢, obte-
mos a12Cp1 + (a12¢21)™ = hipco1 + (h12021)*. Pela decomposicdo de Peirce, segue que

(h12 — a12> €21+ <hTz - aTz) =0 (3-45)
Agora, pela arbitrariedade de cp; € 231, podemos considerar icp; € 1 no lugar de ¢p1, a
tim de concluir que i <h12 — a12> Co1 — iC3y (hi‘2 — aﬁ) = (0. Assim,

<h12 — alz)cm —Cy (hfz — af2> = 0.

Ao somarmos esta tltima e a Equagao (3.45), obtemos <h12 — a12> c21 = 0, para todo cp1 € Apg,
o que implica em (h1p — ay2)(™Ue1) = {0}. Pela Condigdo (3.42) do Teorema 3.16, deduzimos
que hyp —ajp =0, isto é, hyp = app.

Mostraremos que hy; = by utilizando célculos andlogos aos realizados anteriormente,

trocando e; por ey e cp; por c1p. Notamos que para cj; € 2045 qualquer, resulta que

() * *
n. <€2, e 5=l C12> = hp1012 + 112 + c12h91 + C12h7,,
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62 *
dn. <€2, e, €2, n—3’ a12, C12) = a12€12 + C1247,

32 *
qn. (62, s €2 5 b, Cu) = byic12 + c12b37.-

Além disso, pela aditividade da multiplica¢do g,,, constatamos que

[ (qn* (62,...,62,%,(],1* (ez,.. , €2, 25 51, c12) 62))

= n. (92, 9,9 (525) 0. (02), -, pled) 9 (525 ) @), @(e2) ) 9e2))
= gu. (02, 92, 9 (5775 ) n. (9(eD) -, 9(e2, 9 (55 )  9(a12) + 9(b21), 9(c2) ) , ple2)
= gu. (9(e2), - 9, 9 (525 ) . (9e), ., plea), 40(25_3) @12), 9(c12)) , 9(e2) )

. (02, 9,9 (5775) . (92,02, @ (5155 ) @), plen) ) 9e2))

= (p (I]n* (62, ...,62, %,qn* (62, ...,62, %,E[n,ﬁz) ,62))
€2 €2
+@ (qn* (62, ..., 62, W’q”* (62, ..., 62, W,bzhClz) ,62))
€2 * €2 *
=¢ <Qn* (62, €2, 55, A12012 F 01287, €2>) +¢ (qm (62, SR T L C12b21,€2)>

=90)+¢ (2 <b21€12 + (521612)*) ) =¢ (2 (1721612 + (b21c12)*> ) .

Logo,

@ (Qn* (62, e, 0, 2:—%3,%* (62, a0, 2: 51, C21) ,€2>> = @ (2 (by1c12 + (bo1c12)™))

e de forma similar

® (Qn* (62,---,62, %/‘h* (62, .., 25 51 621) ,€2>> = ¢ (2 (haic12 + (hp1012)™)) -

Pela injetividade de ¢, temos (hy1 — by1)c1p + c],(h3; — b3;) = 0, para todo c12 € R44p. Agora
considerando icjp € 2y no lugar de ¢y, segue que i ((h21 — by1)c1p — cjp(h3y — b§1)> =0,0
que implica em (hp1 — bp1)c12 — ¢35 (h3; — b3;) = 0. Somando com a equagédo anterior, obtemos

2(hp1 — bo1)c12 = 0, de onde (hp1 — bap)cyn = 0. Pela arbitrariedade de c1p € 2jp, decorre que

(ho1 — bp1)(Rlep) = {0} e pela Condigédo (3.42) do Teorema 3.31, concluimos que hy; = by;.

Portanto, ¢(az + ba1) = ¢(a12) + ¢(by).
]

73



74

FUN(;()ES *-LIE E *-JORDAN EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Lema 3.36. Se ay1 € 11, bip € A1p, 21 € ™Apy e dop € RUpy, entido

@(a11 + bz + c21) = @(a11) + @(b12) + p(c21) e @(b12 +c21 +d2) = @(b12) + ¢(c21) + P(d22).

Demonstracao.

Vamos mostrar a segunda identidade, a primeira é provada de forma similar. Dado
@(b12) + @(c21) + p(d) € A, pela sobrejetividade de ¢, existe h € 2 tal que ¢(h) = ¢p(b12) +
¢(c21) + p(d2). Pelo Lema 3.33 e Equagdo (3.28), temos

o(anter- o eu) = (0. re1,02) + (0.1, et c) + 9 (e, 1, d2))
= q)(qn*(el, P b12)> + qo(qn*(el, .. ,el,c21)>.
Como g, (e1, . .., e1,b12) =2"2b1y € Ap e gu,(e1, ..., €1,¢01) = 2" 2cp1 € Apy, pelo Lema 3.35,
segue que
(P(qn*(eh . -,61,h)) = 4’(%*(31/ ..,e1,b)+que, ... e, 021)>- (3-46)

Da injetividade de ¢, obtemos g, (e1,...,e1,h) =qu,(e1,...,€1,b12) + qun.(€1,...,€1,c21). Pela
Equacéo (3.27), concluimos que

qn.(e1,...,e1,h) = qa, <17(n71)*(€1, e ,61),h> = q2,(2" %e1, h) = 2""2(2h11 + h1z + hoy),

qn.(e1, ... e1,c01) = q2.(2" 21, c21) = 2" 2y,

qn.(e1, ..., e1,b12) = G2, (2" 2e1, b1p) = 2" %byy.

Logo, pela Equacdo (3.46) e injetividade da ¢, obtemos 2hyy + hip + hp1 = bip + 1. Da
decomposicdo de Peirce, chegamos a hy1 =0, h1p = b1 e hy1 = cp1.
Neste passo iremos mostrar que hy = dy,. Pela aditividade da multiplicagdo g,,, deduzi-

mos que

. (Lo, -, 1o, 01 — €2, b12) = q3,(2" 1y, €1 — €2, by2)
= 3.(2" 1y, e1, b12) — 43, (2" 1, €2, br2)
= 42,(2" %1, b12) — q2,(2" ey, brn)
=2""2pyp — 2" 2byp = 0,
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e, analogamente, q,,, (1g(, ..., 19,61 —e2,¢21) =0 e gu, (1, ..., Ly, 61 — e, d2) = —2"14,,. Da
aditividade de gq,,, e Condigao (3.43) do Teorema 3.31 resulta que
¢ <Qn*(1m, o e — e, h))
=¢ <Qn*(19[r 1y e1 — ey, b1z)) + @(Qn*(lmr o lge1 — ey, C21)>
+ go(qn*(lm, o1y, 61 —eo, d22)>
=¢ <‘7n*(1Ql/ Loy er — ey, dzz)) :

Por outro lado, pela Equagdo (3.27), constatamos que g, (1y, ..., 1y, e1 — ez, h) = —2n=1p,,.

Como
¢ (‘M*(lm, o lge1 — ey, h)) = §0<Qn*(1m, ooy, e — e, dzz))

e como ¢ € injetiva, decorre que hyy = dy. Portanto, ¢(bio + c1 +d22) = @(b12) + ¢(co1) +

P(d22).
U

No préximo lema, utilizaremos os trés anteriores para demonstrar que ¢ é aditiva na

soma dos espacos de Peirce.
Lema 3.37. Se ay1 € Aq1, bia € A1p, 21 € Apy e doy € Rpy, entido
@(ar1 + b1 + co1 +daz) = @(ar1) + @(b12) + p(c21) + @(da2).

Demonstragdo. Dado ¢(a11) + ¢(b12) + ¢(ca1) + ¢(dan) € 2/, pela sobrejetividade de ¢, existe
h € A tal que q)(h) = gD(Elll) + gD(blz) + q)(Czl) + q)(dzz), com h = hll + ]’112 + ]’121 + ]’122. Pela

aditividade de g,,, segue que

§0<Qn*(61,---,€1,h)> = §0<Qn*(€1, : --,61,011)) + §0<6]n*(€1, . -,€1,b12)>
+ (P(Qn*(é’l/ . e /31/621)> + (P(qn*(eq, ... ,el,d22)>.

Pela Equacdo (3.28), obtemos

(P(%*(fﬁ/ . -,€1/h)) = (P<Qn*(€1, . -,61,0111)) +(P(%*(€1/ . -,€1/b12)) + 4’(%*(61/ . -/61,621)>-
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Agora, como gy, (e1,...,e1,a11) = 2" tayy € i1, quler, ... e1,b12) = 2" 2byp € AWpp e
Gn,(€1,...,€1,C21) = 220y € Ay, pelo Lema 3.36, concluimos que

go(qn*(el, ..., h)> = go(qn*(el, ...,e1,a11) +qn.(e1, ..., e1,b12) +qu.(er, ... e, c21)> .
Da injetividade de ¢, obtemos
dn. (€1, .., e1,h) = qu.(e1, ..., e1,a11) + qu,(e1, . .., €1, b12) + qn.(e1, . . ., €1, 1)
Em contrapartida, temos gy, (e1,...,e1,h) = 2"=2(2hyq + h1p + hp1), de onde,
2722011 + hip + hop) = 2" Lagy + 2" 2b1p + 2" 20y

Logo, pela decomposicdo de Peirce, deduzimos que hy; = ay1, h1p = byp e hpy = byy.
Agora, mostraremos que hy; = dpy. Da aditividade de g,, e Condicdo (3.43) do Teo-

rema 3.31, resulta que
@(qn*(ez, L€ h)) = 4’(%*(@2/ L€ an)) + (P<¢7n*(€2, coes€2 blz))
+0(gnerr- - e2,c20) + 9 (n ez 02, d0)).
Pela Equacio (3.29), constatamos que
o(gn. (2o re2) = @(uer, - e2,012)) + @ (gn. (2o ez, em) ) + @ (.- e2,d20))

€ como QH*(eZ/ ..., 62, 1712) = 2n_2b12 e A, qn*(€2, ce.,0,C01) = 2n_2C21 e Ay e
Gn, (€2, ..., e2,dx) =2""1dyy € Ay, pelo Lema 3.36, decorre que

0 (qn*(ez, ..., h)> =@ <qn*(ez, ...,e,b)+qn.(ex, ..., e2,001)+qn.(e2,...,€2, d22)> .
Da injetividade de ¢ segue que
Gn.(€2,...,e2,h) =qn,(e2,...,€2,b12) +qn,(e2,...,€2,C21) +qu.(€2, ..., €2,dm).
Da mesma forma, gy, (ez,...,e2,h) = 2" 2(hyp + hpy + 2h0). Consequentemente

2”72(1112 + h21 + 2]’122) = 2n72b12 + 2”72C21 + Znildzz.
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Logo, pela decomposicdo de Peirce, obtemos hyy = bip, hy1 = byy e hyp = dyp. Portanto,
@(a11 + b1+ co1 +d2) = @(ai1) + @(b12) + ¢(ca1) + @(d22).

O

Apresentaremos a seguir um lema técnico adicional, o qual serd aplicado na demonstragao

do Lema 3.39.
Lema 3.38. Se a1p, b1y € AUqp e 1, day € Ay, entdo
@(a1obio +ajp) = (annbi2) + @(aty) e @(anby +ay) = @(axnbn) + ¢(az).

Demonstragao. Vamos mostrar apenas a segunda identidade, a primeira é provada de forma

analoga. Sejam a5, by; € 201. Notamos que, pelo Lema 3.27 e Equacdo (3.27), segue que
1 s 1
. (1% <o Loy a2, g (e + b21)) = {3, (2 Lo, 21, o= (en + b21)>
= {2, (2"_25!21, %(61 + bm))
= g, (2“‘2a21, %) +q2, (2”_21121, %)
= ap1 + Ay, + ap byy + boyazy.
Como ay € RAp1, a31,a21b21 € Aqp € byjay; € Ay, pelo Lema 3.37, obtemos
@(a21) + @(azy + a21ba) + @(bnay) = ¢(ax +az; +anby + bnay)
=¢ (5]11* (1% ooy Ly, a21, 2,3—_2(61 + bz1)>>
=, (9019, 9012), 9oz, 9 ( rmgter + o)) )
= . (ﬁl’(lm), 9020, pla), ¢ (575 ) + ¢ (%)) -
Como a multiplicac¢do g,, é aditiva e pela Equagéo (3.27), continuamos com

@(ax) + @(ay; + axbxn) + e(byaz,)

b
= u. (P(12), -, (1), 9(@20), @ (5,5 ) ) + 4. (w(lgo, o 9(l2), 9(a), ¢ (2—2_12))
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=@ (qn* (1% oo Ly, a0, %)) +¢ (qn* (19[, o 1y, a0, 22%))
P <Q3* (2"_3191, a1, %)) +@ (%* (2”_3191, a1, ;l%))

. <IJ2* (211—25[21’ 2?4)) + ¢ (qz* (2”_25121/ 21171212>>

= @(ay1 + ay;) + @(axn by + byray;).

Novamente, pelo Lema 3.37, deduzimos que
@(az1) + (ay +a21bo1) + @(ba1ay) = @(a1) + ¢(az) + (azba) + ¢(ba1az ).
Logo, ¢(az1by1 +a3y) = ¢(axiba) + ¢(az;).
Agora, mostraremos a aditividade de ¢ no espagos 241, e 2p;.
Lema 3.39. Se aji, b € Uy, com j, k € {1,2}, j #k, entio @@k +bjx) = e(aj) + e(bjx)-

Demonstrac¢ao. Da aditividade da multiplicagdo ¢q,,, Equagdo (3.27) e pelo Lema 3.27 resulta

que

€j+€l]'k
dn, 1%,...,1m,w,ek+bﬂ(

=g, (1 1y, - 1 1y, 1 Lo, ~ b
= qn, Aseeey Ql/ﬁ/ek +Qn* Aseeey mlwlek ‘H]n* Aseeey Ql’ZT’lTZ’ ik

a]-k
+qn* 19{,. . .,19{, W,b]’k

= q2,(ej, ex) + 92.(@jx, ex) + 92.(ej, bjx) + 2. (aj, bjx)

= El]'k + El;fk + b]k + ll]'kb]'k + bjka;-kk.
Pelos Lemas 3.37 e 3.38, segue que

P@jk +bjie) + (ajbji + ay) + @(bjxaz) = @(aje+ bj + ajbj + ay + bjeay)

6]' + LZ]'k
:(P Qn* 19[/-"/1?2[/21,1—_2/ek+b]‘k
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€]+€l

= qn, (go(lm), o 0(ly), @ ( én_zjk) , plex + b]‘k))

€j Ajk
= qn, (4)(191), s (L), @ (W) +¢ (271—_2) , lex) + Go(bjk)) :

Como gy, é aditiva, obtemos

Paj+ i) + p(ajcbje + ay) + p(bja,)
= qn, ((p(lm), o 9(la), @ <2:—J_2) ,fp(ek)> +n, (fp(lm), s 9(a), @ (;’fz) /(P(ek))
e (#0092, (525 ) 0000
El]'k
+qn, ((P(lm)/ o 9(la), @ (W) , (P(bjk)>

- 1o .., Loy (U Py
_q) Qn* Ay eeey 9112”__2161( +§0 Qn* D/ Ql/zn__zlek
e; Aif
+@ (qn* (1@,...,19{, 2n_]—2’b]k)> +@ (qn* (19{,...,19{, 2n_]—2’b]k>>

= 9(0) + ¢ + aj) + @(bji) + p(apbjc + bjxajy)

= (i) + paj + aj) + @(ajbj + bixay).

Logo, pelos Lemas 3.35 e 3.36, concluimos que
P(bji) + e(aje) + (az) + ajbj + bjxaz) = eaj + bjx) + @(aj) + e(abj) + e(bjay).

Portanto, ¢(aj, + bjx) = ¢(ajx) + ¢(bjk).
O
Ainda nos resta mostrar que ¢ satisfaz a condi¢do Cauchy aditiva quando os elementos

pertencem aos espagos 21 ou 2p.

Lema 3.40. Se aj;, bj; € Uj;, entdo @(aj; + bjj) = @(aj;) + ¢(bjj), com j € {1,2}.

Demonstragdo. Dado ¢(aj;) + ¢(bj)) € 2, pela sobrejetividade de ¢ existe h € 2 tal que
q)(h) = go(a]]) + g[)(b]]), comh = h]] + hk] + h]k + hkk e ] ?/ k.
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Inicialmente, mostraremos que hy; = hjx = hyy = 0. Pelo Lema 3.33, pelas Equagdes (3.28)

e (3.29), constatamos que

go(qn*(ek ) ..,ek,h)> = (p(c]n*(ek, cee, €k, aj]-)> + qo(qn*(ek,...,ek, bj]-)> =0.

Por outro lado, como a multiplicagdo q,, é aditiva, decorre que

An, (ks - - sk, ) = qn. (ks - - - s, Mjj) + G (Cks - - -, €k i) + G (ek, - - -, ek, k)
+qn.(ek, - -, €k, Mxk)
= 02, (2" Per, hjj) + 42, (2" Pex, hyg) + q2, 2" Per, hjg) + 2, (2" Zex, hig)
= 2" 2y + 2" PRy + 2" hyy,,

de onde (p(qn*(ek, cee, €, h)> = go(Z”_zhkj + 2”_2h]-k + 2”_1hkk>. Logo, pela injetividade de ¢
e decomposigao de Peirce, segue que fii; =0, hjx =0 e Iy = 0.

Mostraremos agora que hj; = aj; + bj;. Seja cjx € «Uj qualquer. Assim, pela Lema 3.33,
obtemos ¢ (qn*(e]-, e, h, cjk)> =¢ (qn*(ej, cee s, djj, c]-k)> +¢ (qn* (j,---,€j, b]-j, c]-k)>. Como
qn*(ej, cee s €, jj, c]-k), qn*(ej, s €y b]-j, cjk) € Ay, pelo Lema 3.39, concluimos que

(p(gn*(ej, e ,6]', h, Cjk)> = (p(qn*(e], e ,6]', (Z]']', C]'k) + qn*(ej, .. .,ej, b]], C]'k)) .

Como ¢ é injetiva, chegamos a

qn*(ej, .. .,8]', h, C]'k) = qn*(e]-, Ce ,6]', a]']', C]'k) + qn*(ej, .. .,6]', b]], C]'k)
= 02.(2" a5, cj6) + 42.2" by c) = 2" ((aj+ by)ee ).
Por sua vez, n, (6]', sy h, Cjk) = 6]2*(2”_2}1]']', Cjk) = 2n_2]’l]']'C]'k. Assim, ]’l]]C]k = (61]] + b]])C]k, de
onde (hj]- — (aj; + b]-j)> cjx = 0. Pela arbitrariedade de cj; € 2, deduzimos que

e pela Condigéo (3.42) do Teorema 3.31, resulta que hj; — (aj; + bj;) = 0. Portanto, hj; = a;; + ;.
0
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Neste ponto estamos em condi¢des de provar o Teorema 3.31, cujo enunciado é: Sejam 2 e
2" duas x-algebras alternativas com identidades 1y e 1y, respectivamente, e e1 e e = 19 — €3

idempotentes simétricos ndo triviais em 2. Suponha que 2 satisfaz para x € A

x(Ae;) = {0}, j e {1,2}, implica em x = 0.

Se ¢:21 — 2’ é uma fungao bijetiva unital que satisfaz

?(a0.C - 80,) = 4. (90, -, 9(0), (@), (1)),

para todos a,b € A e ¢ € {e1, ez, 19 }. Entdo, ¢ é x-aditiva.

Demonstracio do Teorema 3.3. Observamos que a aditividade de ¢ segue dos Le-
mas 3.37, 3.39 e 3.40. Devemos mostrar agora que ¢ preserva a involugdo. Como ¢ é
aditiva, temos @(a +a*) = ¢(a) + ¢(a*). Por outro lado, também pela aditividade de ¢ e como

@ é unital, segue que
2 2g@a+a) = ¢(2" Ha+a")) = ¢(qn.(lay -, 1,0, 1))

=gu. (9(12), -, 9(12), 9(a), 910 )

= qn, <1Ql'1 ey 191/, gD(ﬂ), 1Q[/)>

=02, (2" 290, 1))

=22(p(a) + 9la)").
Assim, ¢(a+a*) = ¢(a) + ¢(a)*. Logo, ¢(a) + ¢(a*) = ¢(a) + ¢(a)*. Portanto, ¢(a*) = ¢(a)*, isto
é, @ é x-aditiva. 4

Assim como na segdo anterior estamos usando uma equivaléncia da defini¢do de dlgebra
alternativa prima que consta no capitulo de preliminares e que é a seguinte: dados a,b € 2,
(a0)b = {0} (ou a(Ab) = {0}), implica a = 0 ou b = 0. Logo, é simples notarmos que toda
x-dlgebra alternativa prima satisfaz a Condigdo (3.42) do Teorema 3.31. Portanto, o resultado

que apresentaremos abaixo é uma consequéncia imediata do Teorema 3.31.

81



82

FUN(;()ES *-LIE E *-JORDAN EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Coroldario 3.41. Sejam 2 uma *-dlgebra alternativa prima e " uma x-dlgebra alternativa com
unidades 1y e 1y, respectivamente e e1 e ep = 1o — ey idempotentes simétricos ndo triviais em 2. Se

@: A — A’ é uma fungio bijetiva unital que satisfaca

¢ (a0 80, 0) = an. (), 9(©), 9(@), 9(0))
para todos a, b € A e § € {1y, e1,ex}, entdo, ¢ é x-aditiva.

Uma questdo relevante é se conseguimos identificar alguma outra propriedade significa-
tiva de ¢. A resposta é afirmativa. A partir deste ponto, nosso objetivo serd demonstrar que,
sob uma hipétese adicional, ¢ é um *-isomorfismo de anéis. Apresentaremos, a seguir, o

segundo resultado principal desta secao.

Teorema 3.42. Sejam A e A’ duas x-dlgebras alternativas com unidades 1g( e 1y, respecitivamente,
e e e ey = 1o — ey idempotentes simétricos nio triviais em 2. Seja ¢:2 — A’ uma fungdo bijetiva

unital. Supondo que 2 e A’ satisfacam as seguintes condigdes, para x € 2

x(Re;) = {0}, j € {1,2}, implica em x=0

y(Q(’go(q-)) ={0}, j e {1,2} implicaem y=0. (3-47)
Se @ satisfaz
?(00.C - 80,0) = 4. (90, 90, 9@, (1)),

para todos a,b € Ae ¢ € {1y, e1,ex}, entido ¢ é x-isomorfismo de anéis.

Observamos que no Teorema 3.16 supusemos que 2 satisfazia as condi¢des do Teorema 3.4
e agora no Teorema 3.42 estamos supondo que 2 satisfaz as condi¢des do Teorema 3.31.
Além disso, a condigdo que adicionamos em ambos os casos é a mesma. Salientamos que
apesar das semelhangas entre nossos dois resultados serem claras, nossos estudos fazem

sentido uma vez que as multiplicagdes que estamos considerando ndo sdo equivalentes.

Lema 3.43. Seej, j € {1,2}, é um idempotente em 2, entdo f; = (e;) é um idempotente em A’ e
fifk =0,comj#k j, ke {1,2}.



3.2 FUNCAO *-JORDAN EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS 83

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.31, temos que ¢ € aditiva e como ¢ é também unital, temos
2" =2""1g(e) = 92" ej) = 90<ﬂln*(1m, 1, 3]')) =qp, (qo(lm), o o(1), @le)), ¢(ej)>
= (n, (191/, .. .,1m/,fj,f]~> - Znilfjfj-

Assim, f]f] = f] Além disso, f] — f]f] =0, o que implica em, _fj(lm/ — f]-) =0, ou seja, f]fk =0,
com fi =19 — f;.

O

Nosso préximo objetivo é mostrar que a fun¢do ¢ mantém os subespagos das decomposi-

¢Oes de Peirce.
Lema 3.44. Se aj € Ay, entdo p(ay) € Ql;.k.

Demonstracdo. Inicialmente vamos mostrar que ¢(aj) € Ql;.k, para j, k € {1,2}, j # k. Seja
ajx € Aj. D aditividade de ¢ decorre que

2" 2 g(ay) = 92" Pay) = (P<67n* (€, - - - s €k, ajk)) = qn. (fP(ek), - plex), ¢(ajk))
= qn, (fk/ oo o (P(ﬂjk)> =2"2 (fkq’(ajk) + 4’(ﬂjk)fk>-

Neste caso, ¢(ajx) = fro(ajx) + ¢(ajx) fx € como ¢ € unital, segue que

feo@i) fe = fifep(aj) fx + frepaj) fifx = 2fxp(@aji) frer
assim, fr@(ajx)fx = 0. Analogamente, f;p(aj)f; = 0. Além disso,
0= 4’(%* (6]‘, sy 8]', a]'k/ 6])> = qn, (f]/ s /f]'/ q)(ajk)/ fj)
=273 (figlag) i + plaje)fy + Figpap) fi + Fioa)" ).

Por conseguinte, fi@(aj)fj+ ¢ap)fi+ fip@ap)*fi+ fipaj)* = 0. Multiplicando a esquerda

por fi e utilizando o fato de que f; e fx sdo ortogonais, obtemos

0= fefip@i)fi+ frplai) fi + frfi@ai)™ fi + fufje(ai)” = frpajn)fj-

Portanto, ¢(aj) € Ql;.k.



FUN(;()ES *-LIE E *-JORDAN EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Finalmente vamos mostrar que go(a]-j) € 2[; ir

2”_1(p(ajj) = go(Z”_laj]-) = go(qn*(ej, €, a]-]-)> = qn, <f], o fis go(ajj))
= 2”72 <f](p(ﬁl]]) + q)({/l]])f]) .
Assim, 2¢(aj;) = fip(ajj) + ¢(aj) fj. Como f; € Ay, segue que
filo@), =0, (o) fi=0 fio@p), =0 e (o@), fi=0
Logo, ¢(aj;) € A

j € {1,2}. Note que,

O
Os resultados que se seguem tém por objetivo comprovar que ¢ preserva a operagdo de

multiplicagao.

Lema 3.45. Se aj; € Aj; e by € Uy, com j # k, entdo ¢(ajibi) = ¢(a;;)p(bjr)-

Demonstragdo. Sejam aj; € 2Uj; e by, € Ajx, com j # k. Pela aditividade de ¢, deduzimos que
2" 2 (aiby) = 92" *ajiby) = (P<%* (€, ..., e, ajj, bjk)) = qn, <ij -0 fie9(ajp), (P(bjk)>-

Agora, do Lema 3.44 resulta que 2”’24)(11]-]'19]';{) = 2”’2g0(a]-]-)(p(b]~k), de onde,

@(ajibje) = ¢(a;) p(bjr).-

Lema 3.46. Se ajj, b]] € ﬂ]], entdo go(a]]b]]) = go(a]])go(b]])
Demonstragdo. Seja x € Ay, j # k. Como a;;bj; € 2}, pela flexibilidade da dlgebra alternativa
e pelo Lema 3.45, segue que
@(ajibjj)p(x) = Gf’((ﬂjjbjj)x) = Gf’(ﬂjj(bjjx)) = ¢(aj;)@(bjjx)
= p(a) (p(b)e()) = (9@e®;)) o).
sobrejetora, chegamos a <g0(ajjbj]-) — go(aj]-)(p(b]-j)) <Q(’ (p(ek)> = {0}. Logo, pela Condigéo (3.47)

do Teorema 3.42, deduzimos que ¢(a;;b;;) — ¢(a;;))¢(b;;) = 0, ou seja, ¢(a;ibj;) = p(a;;)@(bj;)-
O
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Lema 3.47. Sejam aj. € Ujy e by; € Azj, com j, k € {1,2}, j #k, temos ¢(ajby;) = p(aj) p(by;)-
Demonstragdo. Sejam a;; € 2Uj e by; € Ay, com j, k € {1,2}, j # k. Pela aditividade de ¢,
segue que
2" 3 pajby) = 9" Payby) = §D<Qn*(ej/ e €, Ak, bkj)) =02, (2"_3(P(ﬂjk), ¢(bkj)>
= 2" (@(ﬂjk)éo(bkj) + ¢(bkj)§0(ﬂjk)*>
Pelo Lema 3.44, obtemos ¢(ajby;) € Ql;-]-, P(aj)(by) € Ql}j e p(br)paj)* € Q(}k e como a
decomposicdo de Peirce é dada pela soma direta de subespacos vetoriais, concluimos que

P(ajkbrj) = @(aji) p(by;)-
L]

Lema 3.48. Se aj; € Ajy e by € Uy, com j, k € {1,2}, j #k, entido p(ajbyr) = ¢(ajx) o (bip)-
Demonstragdo. Seja x € 2;;, com k # j. Pela flexibilidade da &lgebra alternativa e pelos
Lemas 3.45 e 3.47, segue que
(P<ajkbkk) P(x) = (P<(ﬂjkbkk)x) = (P<ajk(bkkx)> = (k) 9(brkx)
= (@) (ptrI9()) = (P Pbx0) ) 9,

de onde (fP(ﬂjkbkk) - (P(ajk)(P(bkk)> ¢(x) = 0. Como ¢(x) € Ay, @apbu) — (aj)p(bu) €

Ql;-k e ¢ é sobrejetora, obtemos (go(ajkbkk) — q)(ajk)q)(bkk)> <91’ go(ej)) = {0}. Portanto, pela
Condigao (3.47) do Teorema 3.42, concluimos que ¢(axbi) = @(ajx) P(byr)-
O

Salientamos que no Lema 3.49 temos uma sutil diferenca entre o caso associativo e o caso
alternativo. No caso associativo, a]-kb]-k =0, j # k, enquanto no caso alternativo, em geral,
isso ndo é valido.

Lema 3.49. Se ajy, bjx € Uy, com k # j, entdo g(ajbjx) = ¢(ajr)(bjr).

Demonstragdo. Sejam aj, b € Ay, j, k € {1,2}, j # k. Como ¢ ¢é aditiva, segue que
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2"3 (Go(ajkbjk) + §0(bjkﬂ;'kk)> =¢ (2n73(ajkbjk + bjk”fk)) =¢ (qn*(ejr e €Ak, bjk)>
= 2" (paj) p(bj0) + (b p(bye)" ).

Como go(a]k)(p(b]k) c Q(]/(], go(b]k)go(b]k)* S Q[;] e qo(a]kb]k) € Q[;(], obtemos
P(ajkbjx) = @(aj ) @(bje)-

O

Finalmente temos todos os resultados necessérios para a demonstracdo do Teorema 3.42.
Tal demonstragédo é feita de forma bem direta ja que todos os calculos necessarios foram

teitos para demonstrar o Teorema 3.31 e os Lemas 3.43 — 3.49.

Demonstra¢ao do Teorema 3.4. Segue do Teorema 3.31 que ¢ é *-aditiva e dos Lemas 3.43 —
3.49, temos que ¢ preserva a multiplicacdo, ou seja, ¢(ab) = ¢(a)@(b), para todos a, b € 2.
Portanto, ¢ é um *-isomorfismo de anéis.

O

Como consequéncia do Teorema 3.42, temos o seguinte corolario.

Corolério 3.50. Sejam 2 e A" duas *-dlgebras alternativas primas com unidades 1g e gy, respecti-
vamente, e ey e ey = lg — ey idempotentes simétricos ndo triviais em . Se @: A — A’ é uma fungio

bijetiva unital que satisfaz

¢(40.C - 800)) = 4. (90, -, 90, 9(@), (1)),

para todos a, b € A e § € {1y, e1,ex}, entdo ¢ é um x-isomorfismo de anéis.

Observamos que, neste caso do Corolério 3.50, o grau de liberdade é 1, enquanto no
Teorema 3.42 é 2 (a liberdade de variagdo se restringe as duas primeiras varidveis). Sendo

assim, o resultado com grau de liberdade n decorre diretamente do Teorema 3.42.
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Corolério 3.51. Sejam A e A" x-dlgebras alternativas com identidades 1g e 1y, respectivamente, e e
e ey = 1o — eq idempotentes simétricos nio triviais em 2. Seja ¢: A — A" uma bijecdo multiplicativa

unital escalar sobre C. Assuma que 2 e A satisfazem as sequintes condicdes

x(Rej) = {0} ,j € {1,2}, implica em x=0

y@&'p(e)) = {0}, j € {1,2}, implica em y=0.

Nestas condigoes, ¢ é uma n-fungdo x-Jordan multiplicativa se, e s6 se, ¢ é um x-isomorfismo de

anéis.
Com efeito, se ¢:2A — 2’ é uma n-fungdo *-Jordan multiplicativa, ou seja, satisfaz

fP(qn*(al, . -,an)) = qn, (cp(al), ey fp(an)>,

para todos ay,...,a, € Aen > 2, pelo Teorema 3.42, temos que ¢ é um *-isomorfismo de
anéis.

Notamos que a implica¢do contraria pode ser verificada de forma direta. De fato, se ¢ é
um *-isomorfismo, entdo se trata de uma aplicagdo que preserva a adi¢do, a multiplicagdo
e a operacdo de involug¢do. Em particular, ¢ também conserva a multiplica¢do g,,. Sendo

assim, ¢ satisfaz as condigdes para ser considerada uma n-fun¢do *-Jordan multiplicativa.

Corolario 3.52. Sejam A e A’ duas x-dlgebras alternativas primas com identidades 1y e 1y,
respectivamente, e1 e ey = 1o — ey idempotentes simétricos ndo triviais em . Seja ¢: A — A" uma
bijeciio multiplicativa unital escalar sobre C. Entdo ¢ é uma n-fungdo *-Jordan bijetiva multiplicativa

se, e s0 se, @ é um x-isomorfismo de anéis.

Observacao 3.53. Os teoremas principais deste capitulo sio vilidos para n > 2. Contudo em
algumas demonstragoes estamos utilizando proposicoes e equagdes vdlidas para n > 3, mas isso
ndo afeta os resultados para uma 2-fungio *-Lie (x-Jordan) multiplicativa, pois uma 2-fungdo *-Lie

(x-Jordan) multiplicativa é uma n-fungdo x-Lie (x-Jordan) multiplicativa, para n > 3.
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Na Secdo 3.2, estabelecemos que toda funcado *-Jordan bijetiva e unital, sob certas hip6teses,
constitui um *-isomorfismo de anéis.

No Capitulo 3 provamos que toda n-fun¢do *-Lie multiplicativa é um isomorfismo e que
toda n-funcdo *-Jordan multiplicativa é um *-isomorfismo de anéis. J4 no Capitulo 4, vamos

demonstrar que, sob condi¢des apropriadas, uma derivacdo é uma n-derivagdo *-aditiva.



DERIVACOES %*-JORDAN NAO
LINEARES EM x-ALGEBRAS
ALTERNATIVAS

Este capitulo é dedicado a investigacdo realizada em conjunto com os pesquisadores Gabriela
Moraes, Ruth Ferreira e Bruno Ferreira. Tal investigacdo culminou no artigo [11], intitulado
“Nonlinear *-Jordan-type derivations on alternative x-algebras” que foi publicado em 2022
na revista Siberian Electronic Mathematical Reports. Neste artigo exibimos uma caracterizagao
na qual, sobre algumas restri¢des, ¢ é uma derivagdo *-Jordan ndo linear se, e s6 se, ¢ é

uma derivagado *-aditiva.
Definicao 4.1. Seja A uma x-dlgebra. Uma n-derivagdo *-Jordan ndo linear com n > 2 é uma

fungdo ® : A — A tal que

0 (qn*(alz e /an)> = 1:21‘711* (alr ooy g1, D(ak), s, - - /an)

para todos ay, ..., a, € 2.

Observamos que se n = 2, entdo ® é uma derivagdo *-Jordan ndo linear, e se n = 3, entdo
® é uma tripla derivagdo *-Jordan ndo linear, seguindo o mesmo padrdo que os autores
utilizaram no artigo [16].

Para manter a notagdo que utilizamos no artigo [11], e que foi introduzida em [19], para

todos a,a,_1,a, € 2, escrevemos
Cal@n—1,an) = qn,(@, ..., 8,851, an).
E para simplificar os cdlculos futuros usamos ainda a seguinte notagao:

Y Cow(n—1,an) = qn, (D), a,...,8,8,_1,a80) + -+, (@, ..., 0,D(a), ay_1, ay).
D(a)

89



90

DERIVAQC)ES *-JORDAN NAO LINEARES EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Destacamos que continuam vélidas todas as propriedades da multplicagdo g,,, que provamos
na Secdo 3.2 do Capitulo 3.
Agora, enunciaremos o resultado principal deste capitulo, que diz respeito a aditividade

de uma derivacdo sob algumas condicdes.

Teorema 4.2. Seja A uma x-dlgebra alternativa com identidade 1y, ey e ep = 1o — eq idempotentes

simétricos nio triviais em A. Assuma que U satisfaz, para x € A

(xA)ej = {0}, € {1,2}, implica x =0. (4.1)
Se ®:A — A é tal que
£3) (qn*(al, .. .,an)) = Z In. (al, cee A1, D(ag), g, - - - ,an), (4.2)
k=1

para todos a,_1, a, € A eay =1y, paratodok € {1,...,n — 2}, entdo © é uma derivacio x-aditiva.

Assim como fizemos no Capitulo 3, utilizaremos uma sequéncia de lemas para detalhar
as demonstracdes dos resultados deste capitulo. Para os préoximos resultados estamos

considerando vélidas as condi¢des do Teorema 4.2.
Lema 4.3. ©(0) =0.

Demonstra¢ao. Observamos que

D(0) = D (qn*(lg[, 19,0, 0)) - @(; | Eo1y)(0,0) + 1y (@(0), o) + 1y (o, @(0)) - 0.

Lema 4.4. Se ayp € Aqp e byy € Ayq, entdo D(an + by1) = D(an) + D(bx).

Demonstragdo. Consideramos h = ©(a1p + by1) — D(a12) — D(ba1), com h = hyq + hyo + oy + .

Assim,

G161 —e2,a12) = qu, (Lo, - ., 1o, €1 — €2, 412) = g3« (%;72)*(12[, oo 1), e1 — ey, a12>

=qo, <2”_2(€1 —e), a12> = 2.(2"2eq, a12) — G2, (2" 2z, a12)
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) )
=2""%(e1a12 + aiper) — 2" “(eaarp + arper)

= 2”_21112 — 2”_21112 =0

C1g(e1 —e2,b21) = qn,(Lar, - - ., 1o, 61 — €2, b21) = g2, (2"_2(81 — e2), bz1>

= 2""2(e1by + byre1) — 2" 2(e2by + boez) = 2" (by1 — b)) = 0.
Como a multiplicacdo g,, é aditiva e pelo Lema 4.3 e Condigdo (4.2) do Teorema 4.2, temos

Y Coay)(er — e, a12 + b)) + E1y (9(61 —ep), a2 + bz1> + 1y (61 — ez, D(ap + bm))
D(1a)

=9 (5191(61 — e, a1 + bz1)> =D <§1m(€1 —ep,0a12) +C1,(e1 — €2, b21)>
=D(0) = 0= D(0) +D(0) =D (G161 = e2,a12) ) + D (&1 (e1 — e2,b)).

Desenvolvendo © ((;‘1%(61 — ey, a12)> e® (élm(el — ey, b21)>, segue que

kY (Clm(el — ey, ﬂu)) +D (Clg{(el — ey, b21))
= qn, (Do), Lo, - .-, Lo, 01 — 62&12) e, <1m, o D(ly), e — 62/[112>
+qn, (Lo, ..., 19, D(e1 — ep), a12> +qn, (Lo, ..., 1o, 61 — e, @(a12)>
+qn, (Dg), 1o, ..., 19,61 — e, b21) +- g, (19[, oo, D(y), e1 — e, b21>
+qn. (lay - 1oy Der = €2), bar ) + . (Tay - T 01 — €2, D(ba))
=qn, (D), Lo, ..., 1o, 61 — €2, a12 + b21> + o+ qn, (191, oo, D(y),e1 —en,a1n + b21)
+qn, (L, -, 1o, D(er — e2), a1z + b21> +qn, (Lo, -, 1o, €1 — €2, D(ag2) + @(bzl)>

= ) Gouy(e1 — e, a1+ b)) + Gy (9(6’1 —e), a1+ 1721)
D(1a)

+ 1y (61 — e, D(ap) + @(b21)> ,

91



92

DERIVAQC)ES *-JORDAN NAO LINEARES EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

de onde

Y Coag)(er — e a1n+bo1) + &1y (53(61 —e),a12 + b21> +C1y (61 —e,D(ap + b21)>
D(1a)

= Y Zoay(e1 — ez, a1+ by) + C1y (9(61 —ep),app + bm)
D(1g)

+ 1y <€1 —e2,D(a2) + @(bzl)) :

Logo, C1,y <€1 — ey, D(app + b21)) = (g <31 — ey, D(app) + @(b21)>. Pela aditividade de g,,,
obtemos (71, (6‘1 — ey, D(a1p + by1) — D(ayp) — @(b21)) =0, ou seja, G1,(e1 — e, ) = 0.

Nosso objetivo é mostrar que & = 0. Inicialmente, vamos provar que hyi; = 0 e hp =
0. Como ¢14(e1 —e2,h) = 0, concluimos que (1,(e1 — e, h11 + hip + hp1 + hpp) = 0. Pela
aditividade de g,,, decorre que

0 = q2. (2" 2eq, hyy + h1p + Iy + hon) — 92,27 2ep, hyy + hyp + oy + o)
=212 ((elhn +e1hp +ethyy +ethy + hyger + higeq + hprer + hoer)
— (e2h11 + exhqp + exhoy + exhop + hyren + hinex + hojen + h22€2)>
= 2" 2(hyy + hya + hoy + 11 — hyy — hop — ha — o)

= 2"y — hyy).

Assim hyq — hpp = 0. Pela decomposigdo de Peirce, obtemos que h1; =0 e hpp = 0.

Agora, vamos mostrar que hy; = 0. Pela Equacéo (3.27), deduzimos que
C1y(a12,€1) = qn. (Lo, ..., 1o, a1, €1) = 42,27 2a1p, 1) = 2" (arpey +e1a,) = 0.
Como a multiplicacdo g,, é aditiva, resulta que
C1g (@12 + bo1, 1) = C1,(a12, €1) + C1y (D21, €1) = C14 (D21, €1)-

Dessa forma, pelo Lema 4.3, constatamos que
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Y Zog) (@12 + ba1, e1) + &1 (D(an2 + b21), €1) + E1,(a12 + bo1, D(er))
D(1a)

=9 (6191(6112 + by, el))
=D (glm(bzl, el)) =0+ <§1m(b21/ el))
=9 ((519[(6112/ e1)> +9 <(§1m(bz1, 61))

= Y Coag (@12 +bo1, 1) + 1, (D(a12) + D(bp1), 1) + E1y (A12 + b1, D(en)).
D(1ar)

Logo, 81, (D(a12 + b21), e1) = C14(D(ar2) + D(b21), e1). Pela aditividade da multiplicagdo q;,,
temos 1, (D(a12 + br1) — D(arz) — D(ba1),e1) = 0, ou seja, {1,(h,e1) = 0. Observamos, pela
Equacdo (3.27), que

0=_Cry(te1) =g, Loy e1) = g2, (2" 2h, e1) = 2" 2(hey + ey ™)

= 2" 2(higey + hyen + ey +e1h3y) = 2" 2 (hoy + 13y).

Pela decomposicdo de Peirce, concluimos que hy; = 0.

Agora, nos resta mostrar que hip = 0. Pela Equacao (3.27), chegamos a
g (b21,€2) = qu. (L, . ., Loy, bot, €2) = 42, (2" 2bay, €2) = 2" 2byren + 2" %erb3y = 0.
Como a multiplicagdo g, é aditiva, deduzimos
C1y(a12 + b21, €2) = 81y (a12, €2) + 814 (b21, €2) = C14(a12, €2).
Pelo Lema 4.3, resulta que

Y Coay) (@12 + b1, €2) + C1y (D(a12 + b21), €2) + &1, (a12 + b1, D(e2))
D(1a)

0 <Clg¢(‘112 + b1, 6’2))
0 ((319[(1112, 62)) =9 (Clm(ﬂu, 62)) +0
Y (Clm(au, €2)) +D (élm(bm/ 62))
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= Y Zoay) (@12 +bo1, €2) + &1y (D(a12) + D(b21), €2) + E14 (a12 + b21, D(e2)).
D(1a)

Logo, C14(D(a12 + b21), €2) = 81, (D(a12) + D(b21), €2). Novamente pela aditividade da multi-
plicagdo q;,, constatamos Gy, (D(a12 + ba1) — D(arn) — D(ba1),e2) = 0, ou seja, &1, (h, e2) = 0.
Pela Equacéo (3.27), decorre que

O = Clg[(h'/ 62) = Qn*(lm/ sy 19[/ h/ 62) = qZ* (21’!72]/[’ 62) = 2”72]’162 + 2”7262]/[*

= 2n72(h1262 + eZhTZ) = 2”72(}112 + hTZ)
Pela decomposicdo de Peirce, segue que hyp = 0. Portanto, i = 0, ou seja,

D(ai2 + by1) = D(a12) + D(b21).

Lema 4.5. Se a11 € 11, b1y € A1p, c21 € Anq e dyy € App, entio

D (b1 + co1 +d2p) = D(b12) + D(c21) + D(d22)

D(ayy +bia +cp1) = D(agr) + D(b12) + D(c21).

Demonstragdo. Vamos demonstrar a primeira equacdo; a segunda é demonstrada de
forma similar. Consideremos h = @(blg +Cy1 + dzz) — @(blz) — @(Czl) — @(dzz), com h =
hi1 + hyy + ho1 + hop. Note que

C1y (1, d22) = 42,(2" 21, dop) = 2" (eqdpp + dpper) = 0.

Pela aditividade da multiplicagdo g, e pelos Lemas 4.3 e 4.4, segue que

Y Zoag)(er, bio + o1 +dao) + 1y (9(61), bip +co1 + dzz) + 81y (61, D(b12 +c21 + dzz))
D(1g)

=9 (glg{(elf bio +cp1 + dzz)) =D (Clm(é’l, b1o + c21) + C1y (€1, dzz))
=9 (5191(61/ bip + 621)) =D <<§1m(€1, b1z + 021)) +9 <€1m(311 dzz))
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=9 (E1y(e1,b12)) +D (1 (er,c20)) +D (E1y(er, )
= Y Zoag(er bi2) + C1g (9(61), b1z> + 81y (61, @(blz))

D(1a)

+ Y Zoag(er )+ Ciy <@(€1), 021) +C1y (61, ©(C21))

D(1g)

+ Y Zoag(er, d) + 1y (Q(el), dzz) + 81y (61, Q(dzz))

D(1g)

= Y Coag(er, b+ oo +da) + 81y (@(el), bip +co1 + dzz)
D(1ga)

+C1y (61, D(b12) + D(c1) + ©(d22)> :

Assim, 6191 (61, D(b1p +cp1 + d22)> = (jlm (61, D(b1p) + D(c1) + @(dzz)) . Novamente pela aditi-
vidade da multiplica¢do g,,, obtemos

Gy (61, D(b12 +c21 +d2) — D(b12) — D(c21) — ©(d22)> =0,
ou seja, {1, (e1, h) = 0. Pela Equagéo (3.27), concluimos que
0 = &1y(e1, h) = q2,(2" 21, h) = 2" 2(2hyq + hyp + ).

Da decomposicdo de Peirce, chegamos a h11 = hyp = hp; = 0.

Agora, para quaisquer t1p € dqp e ty1 € Apy, deduzimos

C1ge1 — €2, t12) = G2, (2" (e — €2), t12) = 2" 2 ((31 —e)typ +tia(eg — ez))

=2""2(t;p — tp) =0

C1y(e1 — €2, 11) = 42, (2" 2(e1 — ), t21) = 2" 2 ((61 —ep)tr +tor1(er — ez))

=2""2(—ty1 +1y1) = 0.

Da aditividade da multiplicagdo g, e pelo Lema 4.3, resulta que



96

DERIVAQC)ES *-JORDAN NAO LINEARES EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Y Zoag)(e1 — 2, b1p + o1 +da) + 1y (’9(61 —ep),bip+co1 + dzz)
D(1g)

+ 81 (€1 — 2, D(b1z + o1 + d20))

=D (Ga(e1 — e, bro + o1 +d))

=D <§1g(€1 — e, b12) + 81, (e1 — €2, 021) + C1 (€1 — €2, dzz))

=D <§1g(61 — e, dzz)) =9 (Clg{(el — e, bu)) +D <Clg(31 — e, 021)>
+D (glm(el — ey, dzz))

= Y Coagler — e, b12) + 81y (33(61 — e2), b12> + 1y (61 — e, @(bu))

D(1g)
+ Y Zoag)(er — e, 1) + 81y (9(61 — e), 6‘21> + 1y (61 - 82,@(C21)>
D(12)
+ Y Zoag)(er — 2, dm) + E1y (9(61 —e), dzz) +C1y (61 — e, @(d22)>
D(1g)
= Y Coag(er — e, bio + oo +dp) + 81y (53(61 —e3),b1p+co1 + dzz)
D(1g)

+C1y <€1 — ez, D(b12) + D(cp1) + @(d22)> :

Dessa forma, G, (61 — e, D(bp + ¢ + dzz)) = C1y (61 —e2,D(b12) + D(c21) + @(d22)> e,
portanto,

Cly (61 — e, D(b12 + c21 +d22) — D(b12) — D(c21) — @(d22)> =0,

ou seja, Clg{ (61 — €7, I’l) = 0. Assim, 0= Clm(el — €y, h) = (’512[(61 — €7, hzz) = —anlhzz, ou
ainda, hy, = 0. Finalmente, h = hy1 + hyp + ho1 + hap = 0, de onde,

h =39 (b1 + cp1 +d22) — D(b12) — D(c21) — D(d22),

concluimos que @(blz +Cy1 + dzz) = @(bu) + @(Cgl) + @(dzz).

Lema 4.6. Se a1 € AUq1, bip € Aqn, o1 € Anq e dyy € Ay, entdo

D(a11 + b1p + cp1 +d2p) = D(ary) + D(b12) + D(ca1) + D(d22).
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Demonstragdao. Consideremos h = D(aq1 + b1 + ¢p1 +d22) — D(a11) — D(b12) — D(c21) — D(d22),
com h = hyy + hyp + hy1 + hy. Notamos que

1y (€2, 811) = G2,(2" %3, a11) = 2" *(e2a11 + a11€2) = 0.

Pela aditividade da multiplicacdo g,, e pelos Lemas 4.3 e 4.5, temos

Y Zoag (€2, a11 + bip + o1 +dap) + 1y (5‘3(62), a1y +bip +co1 + dzz)
D(1a)

+ C1y (62, D(a11 + b1z + o1 + d22)>

=9 <§1m(€2, ar1 + b +cp + dzz)) =D (512[(6’2, a11) + G1y(e2, bio +co1 + dzz))
kY <€1Q[(82/ bip +cp1 + dzz)) =9 <§1m(€2, b12) + C14(e2, C21) + C14 (€2, dzz))
Ky
Ky

<€1m(€2/ blz)) +D (519[(62, Cz1)> +D ((;Ilg[(eL dzz))
(Clg{(EZI ﬂn)) +D (Clg{(EZI bu)) +D <€1g{(621 C21)> +D (Clm(ez, dzz))

= Y Coag(er 11 +bia+ oo +do) + 81y (’9(62), a1y +bip +co1 + dzz)
D(1a)

+ 1y (62, D(a1) + D(b12) + D(c21) + @(dzz)) ,

de onde, &1y (e2, D@11 + b + ca1 +da2) ) = 1y (€2, D(a11) + D(br2) + D(ean) + D(dz2) ). Pela

aditividade da multiplicagao g,,, segue que
Clg <€2, D(ay1 + bia +c21 +d22) — D(a1y) — D(b12) — D(c21) — @(d22)> =0,
ou seja, {1, (e2, h) = 0. Assim, pela Equagéo (3.27), decorre que
0 = C1y(e2, h) = G2, (2" e, h) = 2" 2(h1p + Iy + 2h2)).

Pela decomposicdo de Peirce, obtemos hip = hp; = hyp = 0.

Nos resta mostrar que hj; = 0. Refazendo os mesmos calculos trocando e; por ey,
concluimos que {1,(e1,h) = 0, de onde 0 = {1,(e1,h) = C1,(e1, 1) = qz*(Z”’zel,hn) =
2"=1hy. Assim, hy1 = 0. Logo, h = hyy + hyp + hoy + hoyp = 0, isto &,

D(a11 + b1p + cp1 +d2p) = D(ary) + D(b12) + D(ca1) + D(d22).
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O

Nosso préximo lema evidencia uma sttil diferenga para o caso de dlgebras associativas.
Como é bem conhecido, para as dlgebras associativas, temos ajkbjk =0, j # k, mas este fato,

em geral, ndo é valido para 4lgebras alternativas.

Lema 4.7. Se aqy, bip € Aqp e caq, dog € RUp1, entido

D(c1da1 + ¢51) = D(ca1d21) + D(c31)

D(a12b12 + a7y) = D(anbr) + D(aiy,).

Demonstra¢do. Vamos mostrar apenas a primeira equagdo; a segunda pode ser provada de

forma analoga. Observamos, pela Equacdo (3.27), que
e1+d»xn _ €1 — d21
Cly (021, W) =12, (Zn 2001, W) +q2, (2n 201, W)
=Cy + C;l + C21d21 + dzlcél.
Como cp1 € Aoy, €31, C21d1 € ™Uqp € dpic;; € A, pelo Lema 4.5, temos

D(c21) +D(c3 + c21d21) + D(dr1¢5)

* *
= @(CQl + Cr1 + C21d21 + d21C21)

e1+d
=9 (Clgi (CZII %))

e1+d e1+d e1+d
= Y Zodw <021, 12n_221> + Gy (33(021), 12n_221) + Gy (C21,33 ( 12n_221)>

D(1g)

e+ d21 e + d21
= Y. &oaq) (CZL 2 ) +G1y <©(C21)/ 2 )

D(12)

+ Gy <021,® (2:—1,2> +D (2?1212))
SR CESY)
0 (1 (2 e 525)) #0 (1 (e £2)
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= D(co1 + ¢31) + D(c21d1 + d1651)

= D(c21) + D(c51) + D(c21d21) + D(da1637)-

LOgO, @(C21d21 + C;l) = @(C21d21) + @(C;l).

Lema 4.8. Se aj, by € Ay, j # k, entdo D(aj; +by) = D(aj) + D (bj).

Demonstragdo. Pela aditividade da multiplicagdo g,, e Equacdo (3.27) , temos
e;i+aj
1y (]2,1—_2] e + bjk)

e]- 6]' b lljk tljk b
=C1y erk +C1y Sn—27Yjk +C1y 2,1—_2/€k +C1y Sn—2jk

2 & _2 Gjk Ajk
= O+q2* (2n 22n]_2’bjk) taq2, (211 22n]_2’ek) T2, (271 22n Z’b]k)

= b]k + El]'k + El;k + El]'kb]'k + b]'kﬁl;k.

Pelos Lemas 4.7 € 4.6, como aj, bjx € Ujy, apbjx € Ay e bjka]’-‘k € 2j;, segue que
% N e; +El]k
@(ajk + b]k) + @(a]-k + tl]'kb]'k) + @(bjkajk) élm = o 6kt b]k
e+ aj e+ aj
= ) $o0w (]Zrz—ZJ’ek+bjk) + Gy <© ( T )f‘fk+bﬂ<)
D(1g)

ej+a
+€1Q[( n—2 /Q(ek'i'b]k))
= ) Zoaa) (E—”f,ekm]k) +C1y ( (;@) +9D (%) ,ek+bjk)
D(1a)
ey (Lt D) + D0t )
oo ) 2 ) < )
(o ()

= D(ajkbjk + bjka;k) + @(a]-k + bl;k) + Q(b]k)
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= D(ajbjk) + D(bjaj) + D(aj) + D(aj) + D(bjk)
= D(a]k) + Q(b]k) + @(ﬂ;k + El]'kb]'k) + @(b]kﬂ;kk)

Logo, @(a]-k + bjk) = @(”jk) + D(bjk)'

Lema 4.9. Se aj;, bj; € j;, j € {1,2}, entdo D(aj; + bj;) = D(ajj) + D(bj)).

Demonstragdo. Consideremos h = D(aj; + bjj) — D(aj;) — D(bjj), com h = hyy + hip + hoy + ho.
Para qualquer cj; € 2;;, da Equac@o (3.27), temos {1, (e, ¢jj) = 2”_2(ekc]-]~ +cjjex) = 0, com
k # j. Pela aditividade da multiplicacdo g,,, segue que
> Soaa(er ajj +bjj) + G1q (’D(ek), ajj + bj]') +C1y (ek, D(ajj + b]']')>
D(1y)

=D (&1 (ex aj+ by)

=D (&1 (ex, 1) + G100k, b))

=9 (Clm(ekz ﬂjj)) +9 (Clm(ek, bjj))

= Y Zoag e aj)) + C1y <@(€k), ajj) +C1g <€k, @(ﬂjj)>

D(1a)

+ Y Zoag (e bjj) +C1y <@(€k), bjj) + 81y <€k, @(bjj))

D(1g)

= ) Sk aji+bjj) + C1g (@(ek), ajj + bff) 1y <ek, D(ajj) + ©(b]-]-)),
D(1y)

de onde, (i, (ek,@(ajj + bjj)> = Cly (ek,D(a]-j) + @(bjj)). Como a multiplica¢do g,, é adi-
tiva, obtemos (1, (ek,CD(ajj +bjj) — D(aj;) — @(b]-]-)> = 0, ou seja, {1, (ex, 1) = 0, e também
concluimos que

0 = &1y (e, h) = Erg(ex, hjx) + E1y (e i) + E1g (e i) = 22 (i + hyj + 2y

Pela decomposigdo de Peirce, obtemos que hj = hyj = hyy = 0.
Resta mostrar que hj; = 0. Para qualquer cj; € 2Lj, j # k, pelo Lema 4.6, deduzimos que
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> $o012)(@jj + bjj, Ci) + G1q (Q(%‘ +bjj), Cjk) +C1y (“]’J‘ +bjj, i’(ka))
D(1a)

=D <§1m(afj +bjj, ka))
=9 (glm(a]-j, cjk) + C1q (bjj, Cjk)> =9 <§1m(ajj, Cjk)> +D (glgl(bj]’r Cjk))
= Y Eoau(@,ci0) + &1 (D), cje ) + &1y (a5, Dlcye) )

D(12)

+ 3 Eoa Oy ) + 1 (D) e ) + &1y (b7 Dleio))

D(1y)
= ) S0 +bjj ciK) + 1y (9(%) +D(bj)), Cjk) + 1y (a]-]- +bjj, @(Cjk))r
D(1y)

de onde, 612[ <@(ﬂ]] + b]]), C]'k> = élm (@([1]]) + @(b]]), C]'k> , ou seja, Clm(hl C]'k) =0. LOgO,

0= G1y (h, cjp) = G1g (hjj, cip) = 2" *(hjicje + ciphty) = 2" *hjjcir.

e, portanto, hjicjy = 0, para qualquer cj € 2j. Assim, (hjjt)e, = 0, para todo t € 2

Pela Condigdo (4.1) do Teorema 4.2, constatamos que hj; = 0. Consequentemente, h =
]’l]] + h]'k + hk]' + hkk = 0, ou seja, @(11]] + b]]) = @(a]]) + @(b]])
O

Nosso proximo lema mostra a aditividade de ©, e com isso teremos mostrado parte do

Teorema 4.2.

Lema 4.10. © é aditiva.

Demonstragao. Sejam a, b € 2, com a = aj1 +ayp + a1 +ax e b = byy +byp + by + by, Pelos
Lemas 4.6, 4.8 e 4.9, temos
@(ﬂ + b) = @(011 + a1y +dz +ax + bll + blZ + b21 + b22)
=9 ((1111 +b11) + (@12 + b12) + (a1 + b21) + (a2 + bzz))

= D(a1 + by1) + D(a1z + biz) + D(ax + bpy) + D(ax + byy)
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= D(a11) + D(b11) + D(a12) + D(b12) + D(az1) + D(ba1) + D(a22) + D(b2)
_D

(a11 + a12 + ap1 + axn) + D(byy + bip + by + b)) = D(a) + D(b).

O lema a seguir mostra que ©(1y) anula o produto g, para todo a € 2.
Lema 4.11. qp, <©(1m),a> =0.

Demonstracao. Notamos que g2, (@(h[), 19() =D (1g) 1y + 19D (19)* = D(1gy) + D(1y)*. Pela
aditividade de ©, segue que
2'719(1) = D" Ma) = D (&1, (lay, 1)
= Y Coag(a 1a) + &1y (9(12[), 1Ql> +C1y <1m, @(191))

D(1ga)
= (1 = 2)2" g5, (D), 1ar) + 27205, (D(1a0), 1) +2"'D(1a)
= (n = 12" 205, (D(1a), 1) + 2" 1D (1),

de onde, g7, (@(19[), 191> = 0. Assim, para a € 2 qualquer e pela aditividade de ®, conclui-

mos que

2"1D(a) = D" la) =D (élm(lﬂf ﬂ))
= Z Co(g) (Lo, a) + 1y <©(1§2{), a) +C1y (191, @(a))

D(1y)
= &1 (20120, 0) + &1 (12, 2@)
— =2 (’D(lm)a + a’i)(lgl)*> 412 (1@(11) + ’D(a)lg[>
= "2 (@(191)0 + a@(l@*) + 2" 19(a).
Logo, ®(1y)a +a®(1ly)* =0, ou seja, g2, (@(19[),51) =0.
]

A seguir vamos provar que a imagem de e; por © é um elemento simétrico, para todo

je{1,2}.
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Lema 4.12. D(ej) = D(e))*, j € {1,2}.
Demonstrac¢do. Para todo a € 2 simétrico, ou seja, a = a*, temos
C19(a,€)) = o, (2" 2g, ej) = 2”_2(aej +eja’) = 2”_2(aej +eja) = 2”_2(e]-a +ae;)

= 02,(2" %¢j,a) = G1, (e, ).
Assim, © (glm(a, ej)) =9 ({flm(e]-, a)). Como

9 (12 €)) = Y Eo1a)(@ )+ E1a (D(@) ¢)) + 1, (2,96

D(1a)

D (E1a(ep M) = Y Eo1a)(€)s D + Gt (Dle), ) + 1y (€5, D(@) )

D(1y)
pelo Lema 4.11, segue que {y,, (@(a), ej> +C1y (a,@(ej)) = Clg <®(e]-),a> +C1y (e]-,@(a)>.
Logo,
72, (2”‘2®(a), e]-) +qo, (2“‘251, @(ej)> =qo, (2”_29(6]-), a) +qo, (2"_ze]~, @(a)).
Desenvolvendo o cdlculo acima, obtemos
2n=2 (@(a)ej + e]-@(a)*> +2"2 (a@(ej) + @(ej)a*)
N (@(e]-)a + a@(ej)*) 1 on2 (e]@(a) + @(a)e;f> .

Como a e ¢ sdo simétricos, decorre que 2" 2 (e]-@(a)* + a@(ej)) =212 <a©(ej)* + e]@(a)>.
Assim,

¢; (@(a)* - @(a)) —q (@(ej) - @(ej)*).

Multiplicando a equagdo acima por e, a esquerda, concluimos que exa (@(e]-) — ZD(ej)*> =0,

para todo a € A simétrico. Para cada b € 2, escrevemos b = by +iby, em que by = % e

by = % sdo simétricos. Neste caso, e;b (@(ej) — @(e]-)*> =0, para todo b € 2. Aplicando a

involugdo, deduzimos que (@(ej)* — @(ej)) b*ef =0, de onde,

(2e)” = D(ep) ) biej + (Dlep)* —D(ey) ) bief = 0.
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Da forma como by e by foram escritos e por serem simétricos, temos (@(e]-)* — ’D(e]-)> biey =0

e (D(e))* —De) ) baei = 0. Logo,
(@(ej)* - @(ej))bek - 0.

Pela arbitrariedade de b € %, ((@(e]-)* — @(q))&[) ex = {0} e pela Condigédo (4.1) do Teo-

rema 4.2, constatamos que D(e;) = D(ej)".

O
Lema 4.13. D(¢)) = e1D(ej)ex +e2D(ej)er, j € {1,2} e D(1g) = 0.
Demonstrac¢do. Inicialmente vamos provar que
e19(e1)ex +ex®D(eq)er +e1D(ez)ex + ex®(ex)er = 0.
Pelos Lemas 4.11 e 4.12, temos
2171D(e) = D (8101 = 81 (Dlep)s ;) + 814 (€1, D(e))
=2 <©(e]')e]- + eji)(ej)*> +212 (ej’D(e]-) + @(eﬁe}‘)
= "2 (2@(ej)ej + 26]-@(6]-)) =21 <®(e]-)e]- + e]@(ej)) : (4-3)
Multiplicando ambos os lados da Equagdo (4.3) por ek, com k # j, segue que
exD(e))ex = exD(ej)ejex + exejD(ej)ex = 0.
Agora multiplicando a Equagéo (4.3) por ¢;, obtemos
eiD(ej)ej = ejD(ej)ejej +ejejD(ej)ej = 2eiD(e))e;,
de onde ¢/D(e;j)e; = 0. Logo, obtemos a primeira parte do resultado,
D(ej) = e1D(ej)ex +e2D(ej)ey, com j € {1,2}. (4.4)

Nossos cédlculos agora serdo no sentido de provar que D(1g) = 0. Pelo Lema 4.12 e pela

Equacdo (4.4), concluimos que



DERIVA(;GES *-JORDAN NAO LINEARES EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

0=2 (Clg[(ell 32)) = glm (@(81), 62) + 6191 (31; 9(62)>
=212 (9(61)62 + 629(81)*> +2r <61©(62) " 9(62)6T>
=22 (619(61)6262 +e20pD(e1)e +e1e1D(e2)er + 629(62)6161>

_on-2 (61@(61)32 +exD(eq)e; + e1D(er)er + €2©(32)€1> ’

ou seja,

e19(e1)er + ex®D(e1)er + e1D(en)er + erD(en)er = 0.

Agora, pelo Lema 4.10, como e = 1y — e e pela aditividade de © e Equagéo (4.4), obtemos

que

D(1g) =D(e1 + 1o —e1) = D(eg +e2) = D(eq) + D(e2)

=e1D(e1)ex +e2D(e1)er +e1D(er)er + ex®D(ep)er = 0.

Lema 4.14. Sea, b € 2, entido © <q2*(a, b)) =qa, (Z)(a), b) +4q2, (a, @(b)).

Demonstrac¢do. Para todos a, b € 2, pela aditividade da multiplicagdo g,, e pelos Lemas 4.10

e 4.13 , deduzimos que

229 <q2*(u, b)) =D (Clm(a, b)) =&, (@(a), b) 1y (a, @(b))
=2"2(g,,(D(@), b) + 2.(a, D) ).

Assim,

D (qz* (a, b)) = g, <©(a), b) + 0o, (a,@(b)).

A seguir mostraremos que ® preserva a involugao.

Lema 4.15. Se a € 2, entdo ©(a*) = D(a)*.
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Demonstra¢do. Para todo a € 2, pelos Lemas 4.10, 4.13 e 4.14, resulta que

D(@)+ D) = D(a+0") =D (42.(3,10) = 42. (@), 1) + 2. (2,910
=g (@(a), 1m> - D(a)1g + 19D(a)*
=D(a)+D(a)".

Portanto, ®(a*) = ®(a)*, para todo a € 2.
O
A seguir vamos definir uma func¢do que serd utilizada nos préximos lemas que sdo
resultados técnicos necessarios para mostrar que ® é uma derivagdo. Definimos A: 2l — 2
dada por A(a) = D(a) — Xy,;(a), para todo a € 2, em que X, ; € uma *-derivagdo interna em

2, com y =e1D(e1)ex +e2D(e1)e; e z = ey.
Lema 4.16. As sequintes propriedades sdo vdlidas.

(i) Para todos a,b € A, A(qz* (a, b)) =q2, <A(a), b> + 42, (a, A(b)).

(ii) Alej) =0, para todo j € {1,2}.

(iii) A é aditiva.

(iv) Para todo a € A, A(a*) = A(a)*.

(v) A é uma derivacdo aditiva se, e s6 se, ® é uma derivacdo aditiva.
Demonstragao. Inicialmente, mostraremos o item (i). Para todos a,b € 2, temos

A(02.@5)) =2(92.0,0)) =y (2.0, b))

e (@(a), b) e (a, @(b)) — 0, (zy,z(a), b) . (a, zy,z(b))
= D(a)b + bD(a)" +aD(b) + D(b)a" — Ty o(a)b — bEy,2(a)" — aZy2(b) — Ty 2(b)a”

= (2() = £y-(0) ) b+ b(D(a) — %y.(a)) '
+a <@(b) _ zy,z(b)) + (@(b) — zy,z(b)) a*
= A(a)b + bA(a)* +aA(b) + A(b)a* = go, (A(a), b) e <a, A(b)> .
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Agora, vamos mostrar o item (ii). Relembramos da Proposigdo 2.11, na qual
%,2(a) = <[Ly, L.]+[Ly, R +[R,, Rz]> (@),

para todo a € %, com Ly, e Ry as multiplica¢des a esquerda e a direita por x, respectivamente,

para todo x € 2. Pela defini¢do de A e pelo Lema 4.13, para j € {1,2}, segue que
Alej) = D(ej) — Lyz(ej) = e1D(ej)ez + e2D(ej)er — Zyz(ej)
= e1D(ej)ez + e2D(ej)er — ([Ly/ L:](ej) + [Ly, R:](ej) + [Ry, Rz](ej)>- (4.5)

Deverfamos analisar dois casos: j =1 e j = 2, porém vamos demonstrar apenas o caso j =1,

j& que o caso j = 2 pode ser demonstrado de forma similar. Para j = 1, obtemos

[Ly, Ll(e) = y(zer) — 2(yer) = (e1D(en)e + exD(en)en ) erer) — e1 (1D (er)er + erDen)en)en

= e1D(e1)exer +e2D(e1)erer — ere1D(er)ere; — ejerD(eq)erer = exD(eq)eq,

[Ly, Re)(er) = y(e12) — (yer)z = (erDlenea +exD(ener ) erer) — ((erDleres +exD(ener)er )ex
= e1D(e1)ezer + e2D(er)erer — erD(er)ezer — e2D(er)eren

= exD(er)er — 2D (er)er =0
e

[Ry, R:l(er) = (@12)y — (@19)z = (erer) (erD(er)ea + exDen)er ) — (er(@rDen)es + exD(er)en) ey
= e1D(e1)ex + e1e29D(e1)er — e1D(er)exer — ereaD(er)erer = e1D(eq)er.
Substituindo os valores encontrados acima na Equacgéo (4.5) com j = 1, concluimos que
A(e1) = e1D(er)ez + e2D(e1)er — e2D(er)er — e D(er)ex = 0.

Portanto, A(ej) = 0, para todo j € {1,2}.
Provaremos agora o item (iii). Pela aditividade de ®, Proposicdo 2.11 e defini¢do de A,

chegamos a

Ala+b)=D(a+b) — Xy (a+b)=D(a) +D(0b) — Ly.(a) — Zy2(b) = Aa) + A(b).
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Agora mostraremos o item (iv). Para todo a € 2, pela definicdo de A, pelo Lema 4.15 e

como %, preserva a involugao, deduzimos que
Aa*) =D(a") — Zy.(a") = D(a)" — Zy2(a)" = Aa)™.

Finalmente, mostraremos o item (v). Suponhamos que A é uma derivagdo aditiva. Como

.- € uma derivacdo aditiva, para todos 4,b € 2, resulta que
Aa+b)=D@+b)—Xy.(a+b)= D(a+b)=Aa+b)+Z,.(a+D).
Assim,
D(a+b)=Aa+b)+Zy.(a+b)=Aa)+ADb)+Zy.(a) +Zy,(b) = D(a) + D(b).
Logo, ® é aditiva. Além disso, como A e Zy,z sdo derivagdes, constatamos que

D(ab) = Mab) + %y z(ab) = A(a)b + aA(b) + Xy 2 (a)b + aXy, - (b)
- <A(a) + zy,z(a)> b+a (A(b) 4 zy,z(b)) = D(a)b + aD(b).

Logo, ® é uma derivagdo. Portanto, © é uma derivagado aditiva.
Reciprocamente, vamos supor que ® é uma derivacdo aditiva. Pelo item (iii), decorre que
A é aditiva. Assim, resta mostrar que A é uma derivagdo. Para todos a,b € 2, como D e Yy

sdo derivagdes, segue que
A(ab) = D(ab) — L 2(ab) = D(a)b + aD(b) — L z(a)b — aZy-(b) = Aa)b + aA(b).

Logo, ® é uma derivacdo. Portanto, ©® é uma derivagdo aditiva.

Agora iremos localizar A(aj), para todo aj; € 2j.

Lema 4.17. Se aj; € Ay, j, k € {1,2}, entio AMaj) € Uj.

Demonstragdo. Seja a; € 2y, j,k € {1,2}. Primeiro vamos analisar o caso j # k. Pelo

Lema 4.16, obtemos

@) = (2.0 = 32, (e ae) + 2. (e, 5a50) ) = 02, (e, Ma0)
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= ¢jAaj) + Alaj)e;. (4.6)
Multiplicando ambos os lados da Equagao (4.6) por ek, concluimos que
exMajr)ex = exejAaj)ex + exMajx)ejer = 0.
Agora, multiplicando a Equagéo (4.6) por e;, decorre
eiMajr)ej = ejejAajr)ej + ejMajr)eje; = 2ejA(aj)e;,

de onde ¢;A(ajr)ej = 0. Por sua vez, pelo Lema 4.16 item (i), segue que

0= A(QZ*(ﬂjk, ej)) = {2, (A(ajk)/ ej) + 42, (ﬂjk, A(ej)) =12, <A(ajk); €j>
= Maj)ej +ejMaj)". (4.7)
Multiplicando a Equagdo (4.7) a esquerda por e, obtemos que
0= ekA(ajk)e]- + ekejA(ajk) = ekA(ajk)e]-.

Portanto, A(aj) € Aj, j, k € {1,2}, com j # k.
Analisamos agora o outro caso. Seja aj; € 2Uj;. Assim, para k # j, e pelo Lema 4.16,

deduzimos que
0= A(ﬂlz(% ﬂjj)) = {2, (A(ek), ﬂjj) +q2, (ek/ A(ﬂjj)> = {2, (ek, A(ﬂjj))
= ekA(a]-j) + A(aj]-)ek. (48)

Multiplicando a Equagéo (4.8) por ¢; a esquerda, chegamos a

0 = ejerA(ajj) + ejA(ajj)ex = ejA(aj;)ey.
Agora, multiplicando a Equagéo (4.8) por ¢; a direita, deduzimos

0= ekA(aj]-)e]- + A(aj]-)eke]- = ekA(El]']')Ej.
Finalmente, multiplicando a Equacgdo (4.8) por ¢, em ambos os lados, resulta que

0= ekekA(aj]-)ek + ekA(aj]')ekek = ZekA(ajj)ek.
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Logo, exA(ajj)ex = 0. Portanto, A(aj;) € 2j;.
4
Agora iremos mostrar como A age nos espagos de Peirce, com respeito a multiplicagdo

entre seus elementos.

Lema 4.18. Sejam aj;, bj; € Ujj, ajp, bix € Uy, by; € A, by € gy, com j, k € {1,2} e j # k. Sdo

vdlidas
(0) Alajjbjj) = Aaj)bjj +ajiAby)
(ii) Majibie) = Majj)bi +a;A(by).
(iii) Majebi) = Aajby; +aiA(by).
(iv) Majkbk) = Aajr)brk + ajA(bik)-
(v) Aajxbj) = Maji)bj + ajxAbj).

Demonstra¢dao. Mostraremos inicialmente a identidade (ii). Observamos que, pela regra de

multiplicagdo das algebras alternativas, temos
Aajibj) = Majibj + bjaj;) = A(% (aj;, bjk)) =42, (A(ajj)/ bjk) +02, (ajj, A(bjk))
= A(ll]])b]k + b]kA(IZ]])* + a]]A(b]k) + A(b]k)a;k] = A(ll]])b]k + a]]A(b]k)

Neste passo vamos provar o item (i). Seja cjx € 2 qualquer, com j # k. Pela flexibilidade

da algebra alternativa e pelo item (ii), temos
Aajibjp)ejr + (ajibjAleje) = A <(ajjbjf>cjk) =4 <“J’J'(bjjcjk)>
= Aajj)(bjicie) + ajj (A(bjf)cjk) +ajj (bfjA(Cjk))
= (A(”J'J')bif> Cjk + (“ﬁA(bﬁ)) Cjie + (ajibjAlcjk)-

Logo, (A(a]'jbjj) — A(ajj)bj; — aj]-A(b]'j))cjk = 0, para qualquer cj; € 2. Assim, pela arbitrarie-
dade de cjx € 2y, segue que

(A(ﬂjjbjj) — Aaj)bj; — ﬂjjA(bjj)> (Re) = {0}. (4.9)
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Observamos que ainda ndo é possivel aplicar a Condicado (4.1) do Teorema 4.2. No entanto,
mostraremos que, ao utilizarmos uma propriedade das algebras alternativas, essa condigao
podera ser aplicada. Seja y € 2 um elemento qualquer. Como em uma &lgebra alternativa o

associador é alternante, obtemos

(A(“jjbjj) — Aajjbjj — ajiAby), y, @k> == <y/ Majjibjj) — Majj)bjj — a;A(bj;), ek)
== <3/(A(“jjbjf) — Aaj)bjj — “jjA(bz’j))> Ck
+y <(A(ajjbfj) — Aajpbjj — ajjA(bﬁ))ek>
= — (vt — @by — aAG) )ex.  (4.10)

Como )
2, sey € Ajj,
{0}, sey € A,
yj, sey € Ay,
| {0}, sey € Ay,

y(A(a]'jb]'j) — Majjbj; — ajjA(bfj)> <

concluimos que (y (A(ajjbjj) — A(ajj)bj; — aj]-A(b]-j)>>ek = 0. Pela Equacdo (4.10), chegamos a
(A(&l]]b]]) — A(&l]])b]] - a]]A(b]]), Y, €k> =0, ou seja,

<(A(ajjbjj) — Aajjbjj — affA(bff))y> ex = (A(ﬂjjbjj) — Aajj)bjj — ajjA(bjf)) (vex),

para todo y € 2. Pela Equacdo (4.9), deduzimos que <(A(ajjb]-]~) — M ajjbjj — a]-jA(bjj))y) er =0,
para todo y € 2, isto é,

((A(a]]b]]) — A(a]])b]] — a]]A(b]]))Ql) ey = {0}
Neste ponto, podemos utilizar a Condigdo (4.1) do Teorema 4.2 e constatar que,
Aajjbjj) = Alajj)bjj + ajiA(bj;).

Agora, mostraremos o item (iii). Da aditividade de A decorre que
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A(ajeby;) + Albyjaz) = Majbyj + brjag) = A (qz* (@, bkj))
=2, (A(ﬂjk), bkj) +1q2, (ﬂjk, A(bkj)>
= A(a]-k)bkj + bij(ajk)* + a]-kA(bk]-) + A(bk]')a;fk.

Como A(a]-kbk]-) S Qlj]', A(bkja]’.‘k) S 91]'1(, A(a]'k)bk]' S Ql]‘]', bij(ajk)* S Ql]'k, a]'kA(bk]') € Ql]‘j e
A(bk]-)a]*k € Ajr, pela decomposicado de Peirce, temos A(ajrby;) = A(ajx)by;j + ajxA(by;).
Nesta etapa vamos mostrar o item (iv). Seja ¢x; € 2y; qualquer, com j # k. Pela flexibilidade

das algebras alternativas e pelo itens(ii) e (iii), segue que
ckiajkbir) + Blckj)@jkbe) = A <ij(ajkbkk)> =A ((ijajk)bkk)
= A(cxjajk) bk + <ijﬂ]'k> A(brk)
= (A(Ck]‘)ﬂjk> bk + (ijA(ﬂjk)> be + <ijﬂjk> A(bik)
= A(cy;) <ﬂjkbkk> + Cxj (A(ﬂjk)bkk> + Cxj <ﬂjkA(bkk)>-
Logo, ckjAajkby) = cx; <A(a]~k)bkk) + Ckj (ajkA(bkk)), ou seja,
Ckj (A(ﬂjkbkk) — Aaji) b — ﬂjkA(bkk)) =0,
de onde <A(a]~kbkk) — A@j) by — ajkA(bkk))*c;;j = 0. Pela arbitrariedade de c;, obtemos
(A(ajkbkk) — A (@) by — ﬂjkA(bkk)> ' (Qlek> = {0}, ou seja,
(A(ﬂjkbkk) — A@ji)brr — ﬂjkA(bkk)> ‘(aep) = 0, (4.11)
para todo a € 2. Precisamos mostrar que

((A(ﬂjkbkk) — A (aji) by — ﬂjkA(bkk)> *91> ex = 0.

*
Para facilitar nossos calculos vamos definir t;-kk = (A(ajkbkk) — A@j) by — ajkA(bkk)> . Mostra-
remos que (t;‘kﬁl)ek = 0. Seja y € A qualquer. Como t;.kk € 2y, concluimos que t;‘k = extej, para
algum t € A. Assim,

(Erydex = ((ektej)y> ex = ext(ejyex) = extej(yer) = ti(yex).
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Pela Equacéo (4.11), obtemos que (t;?‘ky)ek = 0. Como y € 2 é arbitrario, resulta que (t;ka()ek =
0. Agora, pela Condigdo (4.1) do Teorema 4.2, constatamos que t]’fk = (), isto é,
*
(A(ajkbkk) — A@j)br — ﬂjkA(bkk)> =0,

de onde, A(ajxbkr) — Majk)bxx — ajxA(bgr) = 0, ou seja, A(ajxbyr) = A(ajx)brx + ajxA(b)-
Para finalizar a prova deste lema, nos resta mostrar o item (v). Para quaisquer a, b, c € ,
tazendo n = 2 na Defini¢do 4.1 e pelo item (i) do Lema 4.16, ou seja, considerando A uma

derivacdo *-Jordan, segue que
A (qz* (a,bc+ cb*)> =qp, <A(a), be + cb*) +1qn, (a, A(bc + cb*))
= A(a)(bc + cb®) + (bc + cb*)A(a)* + aA(bc + cb*) + A(bc + cb*)a™.

Considerando a = ¢, b = aj, e ¢ = by, pelo Lema 4.16, item (iii) e pela decomposigdo de

Peirce, obtemos
Majbj) = A (072* (ex, ajxbjr + bjk“}}))
= exAajibjic + beaj) + Majebj + bjag)ex
= erA (lh* @, bjk)) +A (‘72* (@, bjk)) ek
= ek (% (A(ajk)r bjk) + 12, (ﬂjk/ A(bjk)>> + <QZ* (A(ajk)/ bjk) + 12, (ajk/ A(bjk)> ) ek
= e <A(ﬂjk)bjk> + ek <bjkA(a;'<k)> + ek (ﬂjkA(bjk)> +eg (A(bjk)ﬂfk>
+ (A(ﬂjk)bjk> ep + (bjkA(ﬂfk)> ep + (ﬂjkA(bjk)> ep + (A(bjk)a7k> ek
= A@j)bik + aA(byp).

O
Nosso préximo resultado mostra que © é uma derivagdo e para prové-lo vamos utilizar

fortemente o fato de que A ¢é aditiva.
Lema 4.19. Sea, b € A, entdo D(ab) = D(a)b + aD(b).

Demonstragdo. Dados a,b € 2, podemos escrever a = a1 +ajp +ap; +ap e b = byg + by +

b21 + bzz. Assim,

ab = ay1by1 + a11b1p + a1abi + a1oboy + arobon + as1biy + ax1bip + az1bay + axby + axnbo;.

113



114 DERIVAQC)ES *-JORDAN NAO LINEARES EM *-ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Vamos inicialmente mostrar que A é uma deriva¢do. Pelo Lema 4.18 e pela aditividade de A,

concluimos que

A(ab) = Alar1b11 + a11b1z + a12b12 + a12b21 + a12b22 + az1b11 + a21b1a + a21 b1 + a22byn + a22b22)
= A(a11011) + A(a11b12) + A(arabiz) + Ala12bo1) + Aa12b) + Aaz b)) + Alaz bro)
+ A(a21b21) + Alazbo1) + Alazbzo)
= Aa11)b11 + a11A(b11) + A(ar1)biz + a11A(b12) + Aa12)b1z + a128(b12)
+ A(a12)b21 + a12A(b21) + A(a12)bzz + a120(b22) + A(az1)bir + a21A(b11)
+ A(a21)b12 + a21A(b12) + A(a21)b21 + a210(b21) + A(azx)bor + a22A(ba1)

+ A(a)bx + anA(by).

Agora, considerando todas as multiplicagdes entre os espagos de Peirce e pela aditividade

de A, chegamos a
A(ab) = Ala11)(b11 + b1z + bo1 + b22) + A(ar2)(b11 + biz + ba1 + bao) + Ala1)(b11 + b1z + by + b2o)

+ A(az2)(b11 + b1 + b1 +b) + a1 (A(bll) + A(b12) + A(bar) + A(bzz))
+ 12 (A(b11) + A1) + Aba1) + Abz2) ) + a1 (A1) + Albr) + Albar) + Abz)
+a22 (B(01) + A(b1o) + Abn) + Ab22))

= (A(ﬂn) + A(a12) + Mag) + A(@z)) (b11 + b1a + ba1 + b2)
+(a11 + a1z + az +ax) (A(bll) +A(b12) + A(b21) + A(1722)>

= A(aq1 + a1z + a1 +axn)b + al(byy + bin + bay + ba)

= A(a)b + aA(b). (4.12)

Pela definicdo de A, para todos a,b € 2, deduzimos que D(ab) = A(ab) + L .(ab). Pela

Equacdo (4.12) e como X, € uma *-derivagado, resulta que

D(ab) = Ma)b + aA(b) + y,(a)b + a%, . (b) = <A(a) + zy,z(a)) b+a (A(b) + zy,z(b))
= D(@)b + aD(b).
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Relembraremos o enunciado do Teorema 4.2: sejam 2 uma *-algebra alternativa com
identidade 1y, e e; e ex = 19y — €1 idempotentes simétricos ndo triviais em 2. Suponhamos
que 2 satisfaga

(xRA)ej = {0},j € {1,2} implica em x

I
e

Se ©: A — 2 satisfaz

n

@(qn*(al,...,an)> = ;; Gn, <a1,...,ak_l,@(ak),ak+1,...,an>,

para todos a,_1, a, € A e aj = 1y, para todo j € {1,...,n—2}, entdo D é uma derivagdo
x-aditiva.

Notamos que a demonstragdo do Teorema 4.2 segue diretamente dos Lemas 4.10, 4.15
e 4.19. De fato, pelo Lema 4.10, temos que ® é aditiva, do Lema 4.15 segue que © preserva
a involucdo e, pelo Lema 4.19, deduzimos que ® é uma derivacdo. Portanto, ® é uma

derivacao x-aditiva.

Assumamos que 2 satisfaz a Condigdo (4.1) do Teorema 4.2. Supondo que ® seja uma n-
derivagao *-Jordan ndo linear, segue imadiatamente do Teorema 4.2 que ® é uma derivagdo
x-aditiva. Reciprocamente, supondo que ® seja uma deriva¢do *-aditiva, por defini¢do,
temos que © satisfaz a seguinte condi¢do: para todos ay, ..., a, € 2, obtemos

n

Ky (qn*(al, ceey an)) = ;; Gn, <a1, ce, k1, D(ag), ags1, - - -, an>,

ou seja, ® é uma n-derivacdo *-Jordan ndo linear. E assim concluimos o resultado abaixo.

Corolario 4.20. Sejam A uma *-dlgebra alternativa com identidade 1g(, e1 e e, = 1y — ey idempo-
tentes simétricos ndo triviais. Assuma que é vdlida a Condigdo (4.1). Entdo ® é uma n-derivagio

x-Jordan ndo linear em 2 se, e sO se, © é uma derivagdo x-aditiva.
Uma consequéncia do Teorema 4.2 é o seguinte resultado sobre algebra alternativa prima.

Coroldrio 4.21. Seja 20 uma x-dlgebra alternativa prima com identidade 19 e eq, ez = 1y —eg

idempotentes simétricos nio triviais. Se © : A — A satisfaz

D (qn*(al, e, an)> = kiqn* <a1, cee, A1, 0(a), g1, - - -, an>,
=1
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para todos a,_1,a, € A ea; =1y paratodoj € {1,...,n—2}, entdo ® é uma derivagio x-aditiva.

Neste ponto o leitor ja deve ter se perguntado por qual motivo neste capitulo estudamos
apenas derivagdes *-Jordan. A resposta para este questionamento é que Lin [34], em
2018, apresentou um resultado semelhante ao nosso, porém no caso associativo, mais
especificamente para as dlgebras de von Neumann. Verificamos que tal resultado também
é vélido para as derivagdes *-Lie em x-algebras alternativas. Enunciaremos o resultado
para x-algebras alternativas, mas nos preservamos no direito de ndo demonstra-lo, pois sua

prova segue de forma andloga a do artigo [34].

Convém observar que, embora a demonstragdo de Lin utilize o Lema 2.2(1), cuja prova
foi estabelecida por Changjing Li et al. [33], 0 argumento empregado ndo depende da
primalidade da algebra, mas sim de propriedades analiticas especificas das algebras de
von Neumann, como a densidade do subespaco gerado pelos vetores da forma BP(x), com

B € A e x € H. No entanto, a hipétese assumida em nosso contexto alternativo, a saber,
(x)e; = {0} = x=0,

para j € {1,2}, desempenha papel andlogo e garante que o mesmo raciocinio continue
vélido. Em particular, se a algebra for prima, a condigdo acima também assegura o resultado,

embora a demonstragdo de Lin ndo dependa dessa propriedade.

Esclarecemos ainda que, na expressédo anterior, a notagdo (x2()e; deve ser entendida como
{(xa)e; : a € A},

isto é, o conjunto obtido multiplicando x a esquerda por todos os elementos de 2 e, em
seguida, pelo idempotente simétrico e;. Esta observagdo evita possiveis ambiguidades de
leitura, ja que ndo se trata de x(%e;). Observamos ainda que, na demonstragdo de Lin [34], a

condicdo essencial utilizada corresponde exatamente a
xRAe;={0} = x=0,

como formulada no Teorema 4.2 com ordem especifica de parénteses. Embora, em geral,

ndo possamos trocar livremente a ordem dos parénteses em uma 4lgebra nado associativa, o
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célculo feito por Lin permanece vélido com esta leitura, de modo que sua demonstragédo se
estende naturalmente ao caso alternativo sob a hipétese assumida neste trabalho.

Conforme mencionado anteriormente, optamos por nido reproduzir integralmente a
demonstracdo do Teorema 4.22, uma vez que esta se desenvolve de forma andloga a
apresentada por Lin em [34]. No entanto, julgamos necessario elucidar uma etapa especifica
dos calculos realizados pelo autor, com o objetivo de preservar a completude légica da
exposicdo e proporcionar maior clareza ao leitor, sobretudo no que se refere a aplicagdo de
certas condicdes técnicas e resultados auxiliares.

Na demonstragao original, Lin utiliza a decomposi¢do de Peirce como ferramenta fun-
damental para decompor a derivagdo em componentes que pertencem aos respectivos
subespagos da élgebra associados aos projetores da decomposicdo. Essa abordagem permite
analisar separadamente o comportamento da derivacdo em cada componente, o que facilita
a identificacdo de propriedades especificas. Em particular, na Claim 8 do artigo [34], o
autor faz uso de certos resultados intermedidrios que, em esséncia, sdo equivalentes a
Condicao (4.13) enunciada em nosso Teorema 4.22.

A seguir, apresentaremos uma justificativa para a validade de uma das afirmacoes
tinais daquela demonstrac¢do, na qual o autor recorre ao Lema 2.2(1) do artigo [33]. Tal
esclarecimento se faz oportuno, visto que a aplicagdo deste lema depende diretamente
de uma condigdo estrutural da algebra, que como dito anteriormente é equivalente a
Condigao (4.13), e cuja verificagdo exige atencdo cuidadosa.

Consideremos M = D(a;; + b;;) — D(a;j;) — D(b;;), e, com base na decomposigao de Peirce,
escrevamos M como

M = M]] + M]'k + Mkj + Mkk-

2

Para concluir que M = 0, é suficiente demonstrar que cada um dos componentes da

decomposicdo é nulo, ou seja,
M]] = M]‘k = Mk]' = M =0.

Até este ponto, todos os célculos sdo andlogos aos realizados por Lin em sua demonstragao.

Jé foi verificado que M = My; = My = 0, restando, portanto, apenas mostrar que M;; = 0.
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Seja ¢xj € Ay; qualquer. Como mostrado por Lin, obtemos que M]-jczj = 0 para todo
ckj € RAyj, 0 que, a luz da decomposicao de Peirce, é equivalente a condigao (M;;RA)ex = {0}.
Aplicando, entdo, a Condigdo (4.13) do Teorema 4.22, concluimos que M;; = 0.

Dessa forma, obtemos M = 0, o que implica diretamente que
@(ai]' + b,]) = ”D(aij) + @(blj)
Com isso temos a demonstracdo do resultado a seguir.

Teorema 4.22. Sejam A uma x-dlgebra alternativa, com identidade 1g(, e1 e e; = 1o — ey idempotentes

simétricos ndo triviais em A. Suponhamos que A satisfaca
(xR0e; = {0},j € {1,2}, implicaem x=0. (4.13)

Entdo ©: — A satisfaz
n
£y <Pn*(‘11/ sy an)) = Z Pn, (all cee k-1, @(ﬂk), Afs1r -+ s an) ’
k=1
para todos ay, ..., a, € % se, e s6 se, © é uma derivagdo *-aditiva.

Neste capitulo provamos que ® é uma deriva¢do *-Jordan ndo linear em 2 se, e s6 se, ©
é uma derivagdo *-aditiva. No Capitulo 5 vamos demonstrar que, sob algumas condigdes,

todo isomorfimo entre dlgebras alternativas generalizadas é aditivo.



ISOMORFISMOS EM ALGEBRAS
ALTERNATIVAS GENERALIZADAS

Neste capitulo, apresentamos o estudo desenvolvido em colabora¢do com os pesquisadores
Elisabete Barreiro e Bruno Ferreira, realizado durante o periodo em que realizei o meu
doutorado sanduiche na Universidade de Coimbra. Apresentaremos, também, os resultados
de um artigo ainda em preparagdo, no qual demonstraremos que, ao se impor determinadas
condi¢des a uma algebra alternativa generalizada, todo isomorfismo é necessariamente
aditivo. Além disso, exibiremos um exemplo inédito, que representa uma contribui¢do

original e significativa para a 4rea.

5.1 ALGEBRA ALTERNATIVAS GENERALIZADAS

E importante salientar que todos os resultados que apresentaremos neste capitulo serdo
considerados sobre um corpo K de caracteristica diferente de 2 e 3, enquanto nos Capitulos 3
e 4 nossos resultados foram obtidos considerando o corpo dos ntimeros complexos, como
o leitor pode verificar, nos capitulos anteriores utilizamos explicitamente a identidade
imagindria para célculos.

Sabemos que toda &lgebra alternativa é uma dalgebra alternativa generalizada. Com
isso em mente, é importante explicitar que neste capitulo estamos considerando &lgebras
alternativas generalizadas que ndo sdo algebras alternativas, pois no caso alternativo, um
resultado equivalente ao que desejamos provar jé foi apresentado em [6].

As &lgebras alternativas generalizadas foram introduzidas por Kleinfeld [30] em 1971. E

neste estudo foi explorada a generalizacdo de anéis alternativos.
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Definic¢do 5.1. Uma dlgebra A sobre um corpo K de caracteristica diferente de 2 e 3 é chamada

dlgebra alternativa generalizada se as seguintes trés identidades sio satisfeitas

(wx,y,z)+ W, x, [y, z]) =wx,y,z) +(w,vy, 2)x, (5.1)
([w, x1,y,z) + (w, x, yz) = y(w, x, z) + (W, X, y)z, (5.2)
(x/ X, X) =0, (53)

para todos x,y,z, w € 2.

Sejam 2 e 2 duas algebras alternativas generalizadas. Uma fungdo ¢: 2 — 2’ é chamada

multiplicativa se
plxy) = p(x)e(y),

para todos x,y € 2. Além disso, se ¢ é bijetivo diremos que ¢ é um isomorfismo multipli-
cativo.
Salientamos que nos Lemas 5.2, 5.3, 5.5 e na Observacdo 5.4 a inica condi¢do que deve

ser satisfeita é que ¢ seja um isomorfismo multiplicativo de 4lgebras.
Lema 5.2. ¢(0) = 0.

Demonstra¢ao. Como ¢ é sobrejetivo, existe x € 2, tal que ¢(x) = 0. Assim,

9(0) = ¢(0x) = ¢(0)p(x) = ¢(0)0 = 0.

Lema 5.3. ¢~ ! é um isomorfismo multiplicativo.

Demonstrac¢do. Sejam x’, ' € 2A'. Como ¢ é sobrejetivo, existem x,y € 2 tais que x’ = ¢(x)

ey = ¢(y). Neste caso, x = ¢~ 1(x") e y = ¢~ 1(y'). Assim, x'y’ = ¢(x)p(y) = ¢(xy), e também
¢ (@Y) =ay =97 (N9, (5-4)

ou seja, ¢~ é multiplicativo.
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Observagao 5.4. Se ¢ é um isomorfismo multiplicativo, como ¢(0) = 0, seque que ¢~1(0) = 0.

Seja 2l uma 4lgebra alternativa generalizada e ¢ um isomorfismo multiplicativo. Definimos
g x A — A por

8y = 07 (el 1) — 9(x) — 0), (5:5)

para todos x,y € 2. A funcdo g desempenhard um papel fundamental nas demonstragdes

de nossos resultados, e por esta razdo estudaremos algumas de suas propriedades.
Lema 5.5. A funcdo g definida na Equacdo (5.5) é simétrica e satisfaz as sequintes propriedades
8(x,0)=g0,y) =0, (5.6)

ug(x,y) = glux,uy) e glx,yyu = glxu, yu), (5.7)
para todos x,y,u € 2.

Demonstra¢ao. Inicalmente mostraremos a simetria da funcdo g. Sejam x,y € . Assim,
g =07 (o +y) = 9 = 91) = ¢ (Pl + 1) — o) — 9() = g, ).

Logo, g € simétrica.

Agora mostraremos a Condicao (5.6). Suponhamos, sem perda de generalidade, que y = 0.

Pelo Lema 5.2, temos

8,0 = 97! (9(x) — 9(x)) = 7' () = 0.

Para finalizar, provaremos a primeira identidade da Equacéo (5.7). A segunda é provada

de forma similar. Como ¢ é um isomorfismo multiplicativo e pela Equacéo (5.4), segue que
ug(x,y) =up™ (p(x+y) — o(x) = ) = ¢~ (90) )0~ (9 x +¥) — 0 (x) = 9
=0~ (¢ (P +y) — 90— 9»)) )
=p! <q)(ux +uy) — e(ux) — go(uy))
:g(“x/ uy)/

para todos u, x,y € 2. O
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Assim como nos capitulos anteriores, uma ferramenta fundamental para o estudo das
algebras alternativas generalizadas é a decomposicdo de Peirce, que foi apresentada a

primeira vez por Ferreira, Guzzo Jr e Da Motta Ferreira [18].

Teorema 5.6. [18, Theorem 1.1] Seja A uma dlgebra alternativa generalizada sobre um corpo K de
caracteristica diferente de 2 e 3, com um idempotente e. Entdo 2 admite uma decomposigio de Peirce

em soma direta de subespagos

A =2A11 DA D A1 D ™Ay D Ao,

1
com

RUj = {xjj € A | ex;j = ix;; e xjje =jx;j},
parai,j € {0,1} ou (i,j) = (%, %) A regra de multiplicagdo entre os espagos da decomposigio de

Peirce é

WAy S Ay, (07,1 € {0,1}),

Ay C Ajp, i 7 (,j € {0,1}),

Wii2Aq = {0}, if j #ke (i,)) # (kD) (i,j, k1 € {0,1}),
x;=0,i#j(i,j€{0,1}),

RAiRA11 SRA1, A Ay S A1, ((€1{0,1}),
22 22 22 22

A1y =A% = {0}, i 7 (G,j €{0,1}),

Uy =100

Nosso préximo lema é importante, pois localiza as imagens dos elementos de 2l pela

funcdo g e utilizaremos essa localizagdo varias vezes ao longo deste capitulo.

Lema 5.7. Sejam A uma dlgebra alternativa generalizada e a fungdo g definida por (5.5). Entdo
g(RLij, ™Aoo) € oo, §(Asj, Aij) S Ay, para todos i,j € {0,1} ou (i, f) = <%, %>, 8211, Axy) € Ay,
para todos k,1 € {0,1}, e (10, 2A01) C Ago.
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Demonstra¢do. Sejam x17 € 2Ajq e xg1 € App. Pela Equacdo 5.4 e como ¢ é um isomorfismo

multiplicativo, temos

eg(x11, x01) =€ ' (G”(xll +x01) — @(x11) — (P(x01)>
(P(€)> ( (x11 + x01) — @(x11) — @(xm))

=@ -1

-1

¢ p@)@(x11 + x01) — p(e)@(x11) — §0(€)§0(x01)>

(

(

¢! <(P(€x11 +exg1) — glexq1) — <P(€x01)>
(

o (x11) — (X11) 0

-1

g(x11, X01)e =@~ | @(x11 + x01) — ¢(x11) — 40(x01)> o ! <§0(€)>

o~ (@G + xo)9(e) — 9(x11)9(e) — @(xo1)p(@))
A

¢~ | p(x11€ + x01€) — P(X11€) — (P(x01€)>
=~ <(P(x11 +x01) — ¢(x11) — (P(x01)> = g(x11, X01),

o que implica que g(x11, xg1) € YAp1. Analogamente demonstramos os outros casos.

Lema 5.8. Se x11 € U171 e xg1 € ™Up1, entido

g(x11, x10)2 = {0}.

Demonstragao. Seja a;; € 2l;; qualquer, com #,j € {0,1} ou (i,}) = <2, 2) Inicialmente, con-

sideremos a11 € ;1. Pela decomposicdo de Peirce para algebras alternativas generalizadas,

segue que
g(x11, x10)a11 = g(x11411, X10011) = §(¥11411,0) = 0,
ou seja,
g(x11, x10)a11 = 0. (5-8)
Analogamente concluimos que
8(x11,x10)11 =0, (5.9)
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g(x11, x10)a01 = 0, (5.10)

g(x11, x10)a00 = 0. (5.11)

Finalmente, para a1y € 29, observamos que pelo Lema 5.7, g(x11, x19) € 210 € g(x11, x10) +
2
a1p € 2Aqp. Pela decomposicdo de Peirce, deduzimos <g(x11, X10) + a10> =0e g(x11, x10)a10 =

—a108(x11, X10)- Assim,

g(x11, x10)a10 = —a108(x11, X10) = —g(a10%11, 410%10) = 0. (5.12)

Pelas Equagdes (5.8)—(5.12), obtemos que g(x11, x19)2 = 0.

Agora enunciaremos o teorema principal deste capitulo.

Teorema 5.9. Seja A uma dlgebra alternativa generalizada sobre IK um corpo de caracteristica
diferente de 2 e 3, contendo e um idempotente ndo trivial e A = A7 G A19 O Q[% ! D Ap1 b Ago a
decomposicio de Peirce de 2 relativa a e, satisfazendo as condigoes:

(i) x2A = {0} implica em x = 0;
(ii) Se (eA)x = {0} ou e(Ax) = 0, entdo x = 0 (e portanto Ax = {0} implica em x = 0);

(iii) Para cada t11 € 211, se tll((®i,j€{0,l} Ql”) (1— e)) = {0}, entdo t11 = 0;

(iv) Para cada ty1 € Apy setyyAgo = {0} ou Acoty1 = {0}, entdo t11 = 0.

11 11
22 22

Entdo todo isomorfismo multiplicativo entre dlgebras alternativas generalizadas é aditivo.

Observagao 5.10. Observamos que e = A1q  Ajp B 2(% 1 A soma direta do item (iii) do
Teorema 5.9 estd escrita em uma forma apropriada para ser aplicada aos nossos cdlculos, mas podemos

reescrevé-la como ( @i,je (0,1} Qlij) (1 —e) = A1 B Ago.

Assumiremos que o conjunto de condig¢des (i)—(iv) do Teorema 5.9 seja vélido. Sejam
2 e A’ dlgebras alternativas generalizadas e ¢ : 2 — 2’ um isomorfismo multiplicativo.

Organizaremos a prova do teorema em uma sequéncia de lemas. Ressaltamos que o teorema



5.1 ALGEBRA ALTERNATIVAS GENERALIZADAS

principal é consequéncia direta do Lema 5.24, e os demais resultados visam fundamentar

esse lema.

Lema 5.11. Se x17 € 21y e xjx € Ay, com | #k, j, k € {0,1}, entdo

P(x11 + xjk) = @(x11) + P(Xjk)-

Demonstrac¢io. Inicialmente, consideraremos o caso k =1 e j = 0. Como ¢ é sobrejetiva,
existe z € A tal que ¢(z) = ¢(x11) + ¢(xp1). Para qualquer a;; € 2441, como ¢ é multiplicativo,

segue que
¢(a11z) = @(a11)@(z) = (P(an)((P(xll) + (P(Xm))
= @(a11)@(x11) + @(a11)@(xo01) = @(a11x11) + ¢(a11x01)

= @(a11x11) + 9(0) = @(a11x11) = @(a11x11 +0)

= @(a11x11 +a11x01) = @(a11(x11 + xo1))-

Pela injetividade de ¢, obtemos a11z = a11(x11 + x01), ou seja,

a1 (Z — (v11 + Xo1)) =0. (5.13)
Analogamente, para quaisquer a1y € 2y e a1 € Ql% 1 concluimos que

a1g (Z — (v + xm)) =0, (5.14)

a11 <Z — (v + x01)> =0. (5.15)

Pelas Equagdes (5.13)—(5.15), chegamos a (e2)(z — (x11 + x01)) = {0} e pelo item (ii) do

Teorema 5.9, deduzimos que z = x11 + xq1, isto é, @(x11 + x01) = @(x11) + P(X01).

Agora, consideraremos j = 1 e k = 0. Pela sobrejetividade de ¢, existe z € 2 tal que
¢(z) = p(x11) + @(x10). Para qualquer a1; € 2441, pelo Lema 5.8, resulta que g(x11, x109)a11 = 0.

Pela Equacdo (5.5), constatamos que
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g(x11, x10)a11 = ¢!

@(x11 + x10) — @(x11) — Go(xlo)) ¢ (p(ar1))
( (x11 + x10) — @(x11) — §0(x10)> 90(0111)>

(
=o7'(
¢ 1((p(x11 +x10)(a11) — <§0(x11)+ (P(x10)> (P(ﬂ11)>
o
o

-1

@(x11 + x10)@(a11) — (P(Z)(P(ﬂll))
1

@((x11 + x10)a11) — CP(Zﬂn))

Assim, @((x11 + x10)a11) = @(za1). Pela injetividade de ¢, temos

(Z — (%11 + x10)> a1 = 0. (5.16)
De maneira similar podemos mostrar que, para quaisquer ajg € 209, 4 11 € 2 11, 801 € o1,
ago € 2go, segue que

(Z — (%11 + x01)> ayo =0, (5.17)

(Z — (%11 + xm)) a1; =0, (5.18)

22
(Z — (%11 + x01)> ag =0, (5.19)
(Z — (%11 + x01)> ago =0. (5.20)

Pelas Equacdes (5.16)—(5.20), obtemos (z — (x11 + x10))2 = {0} e, pelo item (i) do Teorema 5.9,
concluimos que z = x11 + x19, ou seja, @(x11 + x109) = @(x11) + P(x10)-

O

Mostraremos nos préximos resultados, que o isomorfismo é aditivo quando os elementos

pertencem a subespagos de Peirce distintos, tais como 239 e g1, ou Agp e A, j # k,
j.ke{0,1}.

Lema 5.12. Para quaiquer x19 € Aqg e xg1 € g1, temos @(x19 + xo1) = ¢(x10) + P(x01).

Demonstracdo. Inicialmente, mostraremos que g(x19, Xo1) = 0. Pelo Lema 5.7, g(x10, x01) €

20pp. Neste caso, para qualquer a;; € A e a;p € Ry, segue que g(x19,x01)a11 = 0
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e g(x10,x01)a10 = 0. Também para qualquer a 11 € Ql% L pelo Lema 5.5, obtemos que
g(x10, xm)a%% = g(xloa%%, xma%%) = ¢(0,0) = 0, analogamente g(x19, x01)a00 = 0.

Por fim, consideremos ap; € 20p1. Como x19a91 € 2Aq1 e xp1a01 € 10, pelo Lema 5.11, con-
cluimos que g(x10401, X01401) = 0. Além disso, pela Equagdo (5.7), obtemos que g(x10, X01)a01 =
g(x10a01, X01401) = 0, de onde g(x19, x01)2 = {0}. Portanto, pelo item (i) do Teorema 5.9,
g(x10, x01) = 0. Logo, qo‘l <g0(x10 +x01) — ¢(x10) — q)(x(n)) =0, o que implica em ¢(x19+ x01) =
@(x10) + ¢(x01)-

O

Lema 5.13. Se xop € Ao € Xjx € Ajy, com j £k, j, k € {0,1}, entio

@(x00 + Xjk) = @(x00) + P(Xjk)-
Demonstragao. Consideraremos j = 1 e k = 0. Pela sobrejetividade de ¢, existe z € 2 tal que
¢(z) = ¢(x00) + @(x10). Para qualquer a1; € 2441, segue que
#(a12) =9(a11)9(2) = g(ar) ((@(xo0) + 9(x10)
=@(a11)(x00) + ¢(a11)9(x10) = @(a11X00) + P(a11X10)
=9(0) + p(a11x10) = @(a11x10) = ¢(0 + a11x10)

=@(a11x00 + a11X10) = @(a11(xo0 + X10))-

Pela injetividade de ¢, obtemos que a1z = a11(xpo + X10), OU seja,

a1 (Z — (%00 + x10)> = 0. (5.21)
Analogamente, para qualquer a 11 € QI% 1 concluimos que
a11 < — (xo0 + x10)> =0, (5.22)

jd que ai11x19 = 0. Dado ajy € Ay, como ajpxgy € Ajo e ajpx1o € Ap1, pelo Lema 5.12,
22
chegamos a

#(0102) =9(@109() = 9(a10) (9(x00) + 9(x10))
=@(a10)@(xo0) + ¢(a10)¢(x10) = @(a10x00) + ¢(a10X10)
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=@(a1pxoo + A10X10) = @ (ﬂlo(xoo + x10)> .

Como ¢ é injetiva, deduzimos a9z = a19(xgp + X10), ou seja,
a10 (Z — (o0 + xlo)) =0.

Pelas Equagdes (5.21)—(5.23), da Observagdo 5.10 resulta que (e) (z — (xgo + Xlo)) =

(5-23)

{0} e

pelo item (ii) do Teorema 5.9, constatamos que z = xgo + X109, 0 que implica em @(xpo + x19) =

@(x00) + ¢(x10)-

Agora, vamos considerar o caso j = 0 e k = 1. Como ¢ é sobrejetora, existe z € 2 tal que

@(z) = ¢(x00) + @(x01). Para qualquer a1; € 241, temos

pa11) =p@)p(an) = (9(xo0) + (x01) ) 9lan)
=@(x00)@(a11) + ¢(xo1)@(a11) = ¢(xp0a11) + @(X01411)

=¢(0) + ¢(x01a11) = @(x01a11) = @(X00a11 + X01411) = @((X00 + X01)a11)-
Pela injetividade de ¢, segue que zaj; = (xgp + xp1)a11, isto é,
(Z — (xo0 + x01)> ay = 0.
Analogamente, para quaisquer ajy € 29, 4
(Z — (x00 + x01)> a1

(Z — (%00 + x01)) a

(Z — (xp0 + x01)> ago = 0.

=0,
-0,

Dado ag; € Qdp1, como xgoap; € Ap1 € xp1401 € Aqp, pelo Lema 5.12, concluimos que

¢(zag1) =@(z)p(an) = <(P(x00) + Gv(x01)> ¢(ao1)
=@(x00)@(ao1) + ¢(xo1)p(ao1) = ¢(xooao1) + ¢(x01401)

=@(x00a01 + X01401) = ¢((X00 + X01)401)

(5-24)

(5.25)
(5.26)

(5.27)
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e novamente pela injetividade de ¢, chegamos a

(Z — (%00 + X01)> ap1 = 0. (5-28)

Pelas Equacoes (5.24)—(5.28), deduzimos que (z — (xp + x01))2 = {0} e pelo item (i) do
Teorema 5.9, resulta que z = xgo + xg1. Portanto ¢(xpo + x01) = @(x00) + ¢(x01)-
O

Os dois enunciados a seguir sdo lemas técnicos que serdo utilizados na demonstragdo do

Lema 5.16.
Lema 5.14. Se x10, Y10 € 1o € too € oo, entido ¢(x10 +Y1otoo) = ¢(x10) + ¢(Y10too)-
Demonstra¢ao. Observamos que

X10 + Y10X10 = (€ + Y10)X10,
(e +y10)too = Y1otoo,

(5-29)
x10 = e(x10 + Y10X10),
Y1otoo = ey1otoo-
Pelo Lema 5.13, temos g(x19, foo) = 0. Pelas Equacgdes (5.29) e (5.7), segue que
g <x10 + y10x10,y10t00> =g ((6 +110)X10, (€ + ]/10)t00> = (e +y10)8(x10, too) = 0.
Novamente pelas Equagdes (5.29) e (5.7), obtemos
8(x10, y10too) = g(e(Xm +110X10), €y10t00> =eg <x10 + yloxlo,ylofm) =0,
de onde,
0 = g(x10, y10too) = ¢ <qo(x10 + Y10too) — ¢(x10) — (P(waoo)),
Portanto, ¢(x19 + y10too) = ¢(x10) + @(Y10t00)-
[l

Lema 5.15. Se x11 € 2041, X190 € Ay e tor € Aoy, entdo @(x11 + x10t01) = @(x11) + P(x10t01)-
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Demonstra¢ao. Observamos que

(x11 + x10)(e + to1) = X118 + X11t01 + X10€ + X10t01 = X11 + X10f01-

Pelo Lema 5.11, concluimos que

@(x11 + x10t01) = §0<(x11 +x10)(e + tm)) = @(x11 + x10)@(€ + fo1)
= (fP(Xn) + (P(x10)> ((P(é’) + (P(tm))
= ¢(x11)9(e) + p(x10)@(e) + @(x11)P(to1) + P(x10)P(t01)
= ¢(x118) + @(x10) + @(x11t01) + P(X10t01)
= ¢(x11) + @(x10f01)-

O
Agora, demonstraremos que o isomorfismo é aditivo no subespago de Peirce 241o. Esta é a

primeira ocasido em que consideramos a aditividade em apenas um subespaco de Peirce.

Lema 5.16. ¢ é aditiva em .

Demonstragao. Sejam x19,y190 € 2j0. Como ¢ é sobrejetora, existe z € 2 tal que ¢(z) =
@(x10) + ¢(y10)- Seja aj1 € A1 qualquer. Assim,
¢(zar1) =@(z)@(ai1) = (Qo(xw) + fP(}/lO)) ¢(a11)
= @(x10)(a11) + ¢(y10)@(a11) = ¢(x10a11) + ¢(Y10411)
= ¢(0)+ ¢(0) =0 = ¢(0) = 90(96100111 +}/10ﬂ11)
=¢ ((xlo + ylo)ﬂn)-

Pela injetividade de ¢, obtemos que zaj; = (x10 + y10)a11. Logo,

<Z —(x10+ ]/10)) a1 = 0. (5.30)

Analogamente, para a 1 € 2 11 qualquer, deduzimos que

N|—

z—(x10+ y1o)>ﬂ%% = 0. (5-31)
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Para agy € 2gp qualquer, consideremos t1p = x10a00 € 2Aj0. Do Lema 5.14 resulta que

9(za00) =9(2)p(ac0) = (@(x10) + P(110) ) @aco) = 9(x10)9(a00) + (y10)p(aco)
=¢(x10400) + ¢(Y10400) = @(t10) + ¢(Y10400) = @(t10 + Y10400)
=@(X10400 + Y10400) = @ ((xm + y1o)ﬂoo) :
Agora, como ¢ é injetiva, constatamos que zagg = (x19 + ¥10)400, OU Seja,
(Z — (x10+ y10)> ago = 0. (5.32)
Para ag; € 2p; qualquer, consideremos t11 = x19401 € 211. Pelo Lema 5.15, temos
@(zaop1) =@(z)p(ao) = (Gv(xlo) + (P(y10)> @(ao1) = ¢(x10)@(ao1) + ¢(¥10)@(a01)
=@(x10a01) + @(y10401) = @(t11) + P(y10401) = @(t11 + Y10401)
=@(X10401 + Y10401) = ¢ ((xlo + ylo)am)-
Mais uma vez pela injetividade de ¢, segue que zap; = (X109 + Y10)401, OU s€ja,
<Z — (x10+ ylo)) ap1 = 0. (5-33)

Por fim, seja a1y € 29 qualquer. Dado xp; € 2{p;, observamos que

xo1 = (X01 + Y10)e,
Y10a10 = (X01410 + Y10410)E, (5-34)

X01 = Xo1€-
Pelo Lema 5.11 e pelas Equacdes (5.34) e (5.7), obtemos
(01, X01410 + Y10410) = g((xm +y10)e, (xo1 + ]/10)‘110) = (x01 +Y10)g(e, a10) = 0.
Novamente pelas Equagdes (5.34) e (5.7), concluimos que
8(x01, y1010) = g<x01€/ (xp1410 + ]/10010)€> = g(x01, X01410 + Y10410)€ = 0.

Consideremos ty; = x19a19 € Ap1. Neste caso,

2(x10, y10)210 = §(x10410, Y10410) = §(t01, Y10410) =0,
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de onde ¢! (go(xlo +110) — @(x10) — qo(y10)> a0 = 0. Dessa forma,

0= ((P(xlo +Y10) — ¢(x10) — 4’(3/10)) ¢(a10)
< 0=¢(x10 +y10)¢(a10) — <€0(x10) + 4’(]/10)) ¢(a10)
< 0 =¢(x10 + y10)9(a10) — @(2)@(a10)
<0 =(P((x10 + ylo)ﬂm) — ¢(za10),

isto é, @(zay) = go((xlo + ylo)am). Novamente pela injetividade de ¢, deduzimos que
zZa1g = (Xlo + le)alO- Assirn,
(Z — (x10+ y10)> ayo = 0. (5-35)

Pelas Equacoes (5.30)—(5.33) e (5.35), resulta que (z — (x10 + ym))%l = {0}. Agora, pelo item
(i) do Teorema 5.9, constatamos que z = x1g + y19. Portanto ¢(x19 + y10) = ¢(x10) + ¢(¥10)-
O

Lema 5.17. Se x11 € 241 e x11 € A11, entdo p(xq7 + x%%) = @(x11) + (p(x%%).

NI—=

AR
Demonstragao. Pela sobrejetividade de ¢, existe z € 2 tal que ¢(z) = p(x11) + ¢(x 1 ), com
Z= 2114210+ 211 + 201 + Z00 € Zjj € A, para i, j € {0,1} ou (4, ) = <%, %) Nosso objetivo é
provar que z11 = X11, Z11 = X11, Z10 = 0,z091 =0ezgp =0.

Inicialmente, vamos mostrar que z1; = x11. Seja a19 € Ajg qualquer. Assim, ¢(zayg) =

¢(x11a10) e por outro lado, obtemos

¢(zai) = @ ((211 +2z10+ 211 +201 + Zoo)alo) = @(z11a410 + 210410 + Z01410)-

11
22

Pela injetividade de ¢ e decomposicao de Peirce, segue que
(z11 —x11)a10=0 e  zyoa10 = 201410 = 0. (5.36)
Como (z11 — x11)a00 = 0 e pela Equacdo (5.36), obtemos
(z11 — x11) ((@i,je{o,l}mij)(l - €)> = {0}

e, pelo Condicao (iii) do Teorema 5.9, concluimos que z1; — x11 = 0, ou seja, z11 = x13.
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Agora, demonstraremos que z19p = 0 e z . Dado ag; € 201, temos ¢(zagr) =

Nj=
N —

@(x11401) + qv(x%%am) = 0. Ja por outro lado,

¢(zap) = 4’((211 +z10+211 +201 + Zoo)ﬁo1) = (210401 + Z01401 + Z00401)-

11
22

Novamente pela injetividade de ¢ e decomposicdo de Peirce, deduzimos que

201801 = 210401 = ZooAdo1 = 0. (5-37)

Dado agg € oo qualquer, resulta que ¢(zag) = @(x 1 agp). Por outro lado,

@(zago) = ¢(z10400 + Z11a00 + Z00400)-

Mais uma vez pela injetividade de ¢ e decomposicdo de Peirce, constatamos que

(z

11— X11)a0 =0 e z10800 = Zo0Ao0 =0 (5.38)
Como zqpa11 = z10011 = 0 e das Equacdes (5.36)—(5.38), temos z192 = {0}. Pela Condicao (i)
do Teorema 5.9, temos z19 = 0. Agora, pela Equacao (5.38) e Condigdo (iv) do Teorema 5.9,
segue que zj1 — X11 = 0. Logo, Z11 =X11-

Neste passo vamos provar que zg; = 0. Dado a19 € 2o qualquer, obtemos ¢(a10z) = 0. Por

sua vez, ¢(a10z) = ¢(a10zo1 + 410200)- Pela decomposicdo de Peirce, concluimos que

a10zo1 =0 e ajpzeo = 0. (5-39)

Para a;1 € Aq1, a%% € Q[%% quaisquer, como a11Zg; = a%%zm = 0 e pela Equagdo (5.39),
chegamos a (e2()zg; = {0} e, pela Condicao (ii) do Teorema 5.9, deduzimos que zy; = 0.

Por fim, vamos mostrar que zg = 0. Seja hgo € Rgp qualquer. Como qo(za% %) = ¢(x11a 1 ),

resulta que ((p(za )(p(e)) ¢p(hoo) = @ (((xna 1 )e)h00> e, por outro lado, usando que z11 = x13,

11
22
constatamos que

)9(©) pllo0) = @ ((zay)e) ) glhoo) = 9 (((za
= ?(((leﬂ%%)e)hoo) + §0<((Zooa%%)€)hoo>
= §0<((x110%%)€)h00) + §0<((Zooﬂ%%)€)hoo)'

<(p(za

11
22
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Agora, como ¢ € injetora, temos 0 = ¢ <((Zooa 1 )e)hoo) =¢ (%(zooa 1 )ho()). Observamos que
20011 € Ql% 1€ pela Condigdo (iv) do Teorema 5.9, segue que zgoa 11 = 0. Além disso, como

zooa11 = zood10 = 0 e pelas Equacgdes (5.37) e (5.38), obtemos zgo2 = 0. Logo, pela Condicdo

(i) do Teorema 5.9, concluimos que zyy = 0. Portanto, ¢(x1; + X131 ) = @(x11) + (p(x% 1 ).
O
Lema 5.18. Se x11, y11 € 211 ety € Ao, entio
22 22 22
¢(x11 +¥11to0) = @(x11) + @(y11t00)-
Demonstra¢ao. Observemos que
2e ((2e+y%%)(x%% + too)) = 26(263(%% +2€t()0 +y%%x%% +y%%t00)
= Ze(x%% +y%%t00) = 2ex%% +2€y%%t00
BREERRETAL
Assim,
fP<2€((2€ Y1)+ foo))) = ¢(x11 +Y11t0)- (5-40)
Em contrapartida, pelo Lema 5.17, segue que
go(Ze((Ze + y%%)(x%% + too))) = go(Ze)(p(Ze + y%%> qo(x%% + too)
= ¢(2¢)(9(2¢) + 9(y11))@(x11 +too)
= 9(2) (9(20)p(xy +tao) + @y31) 9l +too) )
= (P(Ze)(q’(x%%) + fP(y%%foo))
= 9(2exyy) + 0 (2e(0)y10)
= 9(ryy) +o(vyym). (547
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Agora nossos esforgos serdo no sentido de mostrarmos os resultados nos quais exibimos
que ¢ satisfaz a equacdo Cauchy aditiva quando os elementos nos quais avaliamos ¢

pertencem ao espago 211 e ao espago 21, respectivamente.
22

Lema 5.19. ¢ é aditiva em 2 1

NI—=

Demonstracao. Sejam xi11, y1

22 2

tal que ¢(z) = ¢(x11) + @(y11), com z = z11 +z10 + 211 + 201 + Zoo- Para ajp € Ajg qualquer,
22 22 22

€ 211 quaisquer. Como ¢ é sobrejetiva, existe z € ,
22

N —

concluimos que ¢(zajp) = 0. De maneira similar, para quaisquer a 11 € Q[% 1 eap € A,
obtemos que (p(za% 1 ) = ¢(zap1) = 0. Pela injetividade de ¢, deduzimos que

NI

z0 = 2411 = 2a0] = 0. (5.42)
Por outro lado,
za1g = 211410 + 210410 + Z01410, (5-43)
zay1 = znAy1 +200011, (5-44)
zag = 210401 + 201401 + 200401 - (5-45)

Pelas Equagdes (5.42), (5.43), (5.45) e pela decomposicdo de Peirce, resulta que
210410 = 210401 = 0, zo1410 = 201401 =0 € z11410 = Zoodo1 = 0. (5.46)

Inicialmente, mostraremos que z;; = 0. Como z114a¢p = 0 e pela Equagdo (5.46), constatamos

z1 ( i jefo1y Aij(1 — 6)) ={0}.

Da Condicao (iii) do Teorema 5.9, temos z11 = 0.

Agora, provaremos que zjg =0 e z11 =x11 +Y11. Seja agp € App qualquer, considerando
22 22 22
t11 = x%%aoo e Ay

1 Pelo Lema 5.18, segue que

11
22

9Gza00) = 9(2)g(an) = (9(x

11
22

)+ qv(y%%)> ¢(an) = GD(X%%)QO(QOO) + 90(]/%%)40(6100)
= (P(x%%ﬂoo) + q’(y%%ﬂoo) = (P(f%%) + (P(y%%ﬂoo) = Go(f%% +y%%ﬂoo)

= GD(x%%ﬂoo +y%%aoo) = (P((xll +y
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Por outro lado, ¢(zagp) = ¢(z10a00 + 211400 + Zooaoo). Como ¢ é injetiva e pela decomposigdo
22

de Peirce, obtemos

Z%%aoo = (x%% +y%%> app €  Z10800 = Zoodoo = 0. (5-47)

Pelas Equagdes (5.46), (5.47) e usando o fato de que zjpa11 = z104 11 = 0, concluimos que
z102l = 0. Pela Condicdo (i) do Teorema 5.9, chegamos a zjp = 0. Pela Equagdo (5.47),

deduzimos que

de onde, (z% 1 - (x% 1+Y1 %)) 200 = {0} e, pela Condicdo (iv) Teorema 5.9, resulta que
Zi1 =X11+Y11.
22 22 22

Vamos mostrar agora que zpp = 0. Seja a 11 € Ql% 1 qualquer. Usando o fato de que z1; =0,
constatamos ¢(z11a 11+ 200711 ) = ¢(za 1 ) = 0. Pela injetividade de ¢, temos Zo0a11 = 0.
Como zgoa11 = zooa1p = 0, pelas Equagdes (5.46) e (5.47), segue que zgo2A = {0} e, pela
Condicao (i) do Teorema 5.9, obtemos zgpy = 0.

Por fim, demonstraremos que zg; = 0. Para a;p € 2y qualquer, usando o fato de que
z10 = zo0 = 0, temos ¢(a10z01) = ¢(a10z) = 0. Como ¢ é injetiva, concluimos que a;9zp; = 0.
Agora, usando o fato de que a11zp; = a 11201 = 0, chegamos a (e)zg; = {0} e, pela Condigdo
(ii) do Teorema 5.9, deduzimos que zy; = 0. Portanto, (p(x%% + y%%) = go(x%%) + (p(y%%).

0

Lema 5.20. ¢ é aditiva em q1.

Demonstragao. Sejam x11, y11 € 2411. Como ¢ é sobrejetora, existe z € 2, tal que ¢(z) =
¢(x11) + @(y11), com z = 11 + 210 + 211 +Z01 + Z00-

Inicialmente vamos mostrar que z1; = x11 +y11. Seja ajgp € RAjp qualquer, ¢(zajg) =
@(z11a10 + Z10410 + Z01410) € em contrapartida, como x11419, Y11410 € 2o, pelo Lema 5.16,
resulta que @(zaip) = @(x11410) + @(Y11410) = @(x11a10 + Y11410) = P((X11 + Y11)a10). ASsim
@(z11a10 + Z10410 + 201410) = @((X11 + Y11)a10). Pela injetividade de ¢ e decomposicdo de

Peirce, constatamos que

(z11 —(x11+y11))a10=0 e zy0a10 = 201410 = 0. (5-48)
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Como (z11 — (x11 + ¥11))a00 = 0 para todo agy € 2y e pela Equacao (5.48), temos

<211 — (11 + y11)> ( ®ijefo1) Aij(1 — €)> = {0},

segue da Condicdo (iii) do Teorema 5.9 que z11 = X171 + Y11.
Agora, provaremos que zg; = 0. Como ¢(a19z) = 0 e ¢(a10z) = @(a10z10 + A10201 + 410200),
concluimos que 0 = @(a19z19 + a10Z01 + 410200)- Pela injetividade de ¢ e decomposicdo de

Peirce, chegamos a
10210 = @10Zo1 = 10200 = 0. (5.49)

Como ay1zp1 = a 11201 = 0, pela Equacéo (5.49) e Condigédo (ii) do Teorema 5.9, deduzimos
que zg; = 0.

Neste passo vamos mostrar que z1g = 0,z11 =0e zgp = 0. Seja a1 € ™A11 qualquer. Assim,
22 22

1
2

1
2
QD(ZIZ%%) = go(zna%% + Zooa%%) e como xna%%, X114 S Ql%% do Lema 5.19 resulta que

11
22

¢p(zai1) = (P(xnﬂ%%) + GD(]/llﬂ%%) = (P(xlla%% +y11a%%) = (P<(x11 +y11)a%%)-

11
22

Pela injetividade de ¢ e usando o fato de que z1; = x11 + y11, constatamos

zgoay1 = 0. (5.50)

11
22
Para ag; € dp1 qualquer, temos ¢(zap) = 0 e ¢(zap1) = @(z10401 + Zood01). Como ¢ é injetiva

e pela decomposicdo de Peirce, segue que

z10401 = ZooAo1 = 0. (5.51)

Dado agy € Rdpp qualquer, ¢(zago) = 0 e ¢(zapo) = @(z10400 + z% 1 aoo + zoodoo). Logo, pela

injetividade de ¢ e decomposicdo de Peirce, obtemos

210400 = 21100 = Z0o00 = 0. (5.52)

Agora, usando o fato de que zjpa1; = Z10811 = 0 e pelas Equacgdes (5.48), (5.51) e (5.52),
concluimos que z1p2A = {0}. Pela Condicéo (i) do Teorema 5.9, chegamos a z1y = 0. Pela
Equacéo (5.52), deduzimos que z 1 %2[00 = {0} e pela Condigéo (iv) do Teorema 5.9, resulta

que z11 = 0. Por fim, usando o fato de que zppa11 = zpoa10 = 0 e pelas Equagdes (5.50)—(5.52),

11
22
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constatamos que zgo2l = {0} e mais uma vez, pela Condicao (i) do Teorema 5.9, temos zgo = 0.

Portanto, ¢(x11 +y11) = ¢(x11) + ¢(y11)-

O
O lema a seguir é auxiliar e serd utilizado para demonstrar o Lema 5.22.
Lema 5.21. Sejam x19 € Ay, X11 € Q[%% e tog € oo, temos
¢(x10 +x11t00) = ¢(x10) + @(x11f00)-
Demonstra¢ao. Observamos que
x10+X11to0 = (e +x11)(x10 + to0)-
22 22
Assim,
¢(x10 +X11t00) = @((6 +x11)(x10 + too)) = (e +x11)@(x10 + to0)-
Como e € 2y, X11 € 2[%%, x10 € 2Ago e too € Ago, pelos Lemas 5.13 e 5.17, segue que
¢(x10+x11t00) = (fP(e) + (P(x%%)> <€0(X10) + 90(1500)>
= @(e)e(x10) + p(e)@(too) + p(x11)@(x10) + ¢(x11)¢(to0)
= ¢(x10) + (x11)9(to0) = P(x10) + P(x11t00)-
O
Lema 5.22. Se x19 € /g e X131 € Ql%%, entdo ¢(x1g + x%%) = ¢(x10) + (p(x%%).

Demonstragado. Pela sobrejetividade de ¢, existe z € 2, tal que ¢(z) = ¢(x19) + ¢(x 11 ), com
z =211+ 210 + 211 + 201 + Z00-

Como e é um idempotente, concluimos que ¢(2ze) = ((p(xlo) + @(x 1 )) p(2e) = p(x 1 ) e por
outro lado, ¢(2ze) = ¢(2z11 +z 1+ 2zg1). Assim, pela injetividade de ¢ e pela decomposigdo
de Peirce, obtemos que z11 =0, Z11 =11 €201 = 0.

Finalmente mostraremos que z1g = x19 € zg0 = 0. Seja ag; € 2p; qualquer. De onde,
¢(zap1) = @(x104a01). Por outro lado, ¢(zap1) = @(z10a01 + z00a01)- A injetividade de ¢ e a

decomposicdo de Peirce, nos garantem que

(z10 — x10)a01 =0 e  zpoapr = 0. (5-53)
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Seja ajp € Ay qualquer. Assim, ¢(zajg) = ¢(x10a10) e de outro modo, resulta que ¢(za1o) =

¢(z10410). Agora, como ¢ é injetiva e pela decomposigdo de Peirce, constatamos que

(z10 — x10)a10 = 0. (5.54)

Seja agp € Apo qualquer. Consideremos t1g9 = x1pa00 € 2419. Segundo o Lema 5.21, temos

@(zago) = ¢(x10a00) + <P(x%%ﬂ00) = @(t10) + (P(x%%ﬂoo) = @(t1o + x%%aoo) = @(x10a00 + x%%ﬂoo)-

Por outro lado, ¢(zay) = ¢(z 11400 + 210400 + zooa00)- Pela injetividade de ¢ e pela decompo-

sigdo de Peirce, segue que

(z10 — x10)a00 =0 e  zgoago = 0. (5-55)

Como (z19 — x10)a11 =0, (210 — xlo)a%% = 0 e pelas Equagoes (5.53)—(5.55), obtemos (z19 —
x10)2 = {0}. Pela Condigéo (i) do Teorema 5.9, concluimos que z19 = x19. Seja a1 € Ql%%
qualquer. Assim, ¢(za 1 ) = 0 e de outra forma, ¢(za 1 ) = ¢(zpoa 1 %). A injetividade de ¢,
nos da

=0. (5.56)

Como zgoa11 = 0, zpoa10 = 0 e pelas Equagdes (5.53), (5.55) e (5.56), deduzimos que
2ol = {0}. Novamente pela Condicéo (i) do Teorema 5.9, resulta que zgo = 0. Portanto,

¢(x10 +x11) = @(x10) + @(x11)-

11
72
]

Com base nas propriedades previamente estabelecidas, podemos afirmar o seguinte

resultado.

Lema 5.23. Se x11 € 11, X190 € Aype x11 € ™A1, entdo

1
2

NI—

11
22

@x11+x10 +x11) = @(¥11) + @(x10) + P(¥11)-

11
22

Demonstracao. Pela sobrejetividade de ¢, existe z € 2, tal que ¢(z) = @(x11) + @(x10) + p(x

11
zf)’
com z =211 +Z190+ 211 +2Zp1 + Z00.

22
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Inicialmente vamos mostrar que z1; = x11, z11 = X11 € zg; = 0. Observamos que,
22 22

p(2ze) = ¢ (2211 + z%% +2201> , e por outro lado, ¢(2ze) = ¢(z)p(2e) = ¢(2x11) + go(x%%). Do

Lema 5.17, segue que

¢ (2211 +211 +2201> = p(2x11) + @(X%%) = @(2x11+x11)

11
22

e, pela injetividade de ¢ e pela decomposicdo de Peirce, obtemos

Z11 =X11, Z11 =X e zg;=0. (5-57)

11 =X11
22 22

Neste passo provaremos que zgg = 0. Dado a1y € 40, ¢(a10z) = ¢(a10z10 + 410200) €, de
outra maneira, ¢(a10z) = @(a1px10). Pela injetividade de ¢ e pela decomposigdo de Peirce,

concluimos que

a10(z10 — x10) =0 e ajpzpo = 0. (5.58)

Se IZ%% € Ql%% Assim, q)(a%%z) = 43(11%%211 + a%%zoo) e, por outro lado, qo(a%%z) = (p(a%%xn)
Novamente pela injetividade de ¢, chegamos a

ay1z00 = 0. (5.59)

Como a1z = 0, pelas Equagdes (5.58) e (5.59), deduzimos que (e20)zoo = {0}. Logo, da
Condicao (ii), resulta que zgg = 0.

Para finalizar resta-nos mostrar que zjp = x19. Seja ajp € 219 qualquer. Observamos
que, ¢(zajp) = @(z11a10 + Z210410). Consideremos t19 = x11a410 € Aqp € to1 = X10a10 € 2Ap1. Pelo

Lema 5.12, constatamos que
¢(zaip) = @(x11410) + ¢(x10a10) = @(t10) + @(to1) = @(t10 + to1) = @(x11a10 + X10410)-
Mais uma vez, pela injetividade de ¢ e pela decomposicdo de Peirce, temos
(z10 — x10)a10 = 0. (5.60)

Seja ag; € 2y arbitrdrio. Assim, ¢(zag1) = ¢(z10401) e por outro lado ¢(zap1) = ¢(x10401)-
Segue da injetividade de ¢ que

(z10 — x10)a01 = 0. (5.61)
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Agora, seja agp € 2lpp qualquer. Assim, ¢(zap) = ¢(z10a00 +211 agp). Consideramos t1g =

X10400 € Ao e ti1 = x%%aoo eA

11 11. Pelo Lema 5.22, obtemos que

22

@(zago) = @(x10a00) + (P(x%%ﬂoo) = ¢(t10) + fP(f%%) = @(t1o +t11) = @(x10a00 + x%%aoo)-

11
22

Novamente pela injetividade de ¢, concluimos que

(z10 — x10)a00 = 0. (5.62)

Como (z19 — x10)a11 = (z10 — xlo)a%% = 0 e pelas Equacgdes (5.60)—(5.62), obtemos que

(z10 — x10)2 = {0}. De acordo com a Condigédo (i) do Teorema 5.9, deduzimos z1p = x19.

Portanto,

@(x11+x10 +x11) = @(¥11) + @(x10) + P(¥11)-

11
22

g
A demonstracdo do resultado a seguir fundamenta-se diretamente na Observagdo 5.10, a

qual serd utilizada para mostrar que ¢ satisfaz a equagdo aditiva de Cauchy em e%.
Lema 5.24. ¢ é aditiva em e2l.

Demonstracdo. Pela Observagao 5.10, e2 = 411 & A19 B Ql% 1 Sejam x, y € Ay ™A DA
com X = X131 +X10+X11, ¥ = Y11+ Y10 +Y11, X11, Y11 € 2011, X10, Y10 € ™Aqp € X1, Y11 € 2A
Assim, p(x +y) = ¢((x11 +y11) + (X10 + Y10) + (x%% + y%%)). Agora, pelos Lemas 5.16, 5.19, 5.
e 5.23, resulta que

Nl—= NI

1,
2
1
2
0

N

@lx +y) = @(x11 +y11) + @(x10 + Y10) + @(x11 +y11)
)
= (@(x11) + @(x10) + GD(X%%)) +(@y11) + ¢(y10) + @y

= ¢(x11) + @(y11) + @(x10) + (W10) + @lx11) + Py

11
22
1)

= @(x11 +x10+x11) + @(Y11 + Y10 +}/%%)

= ¢(x) + @(y)-

O
Neste ponto estamos em condi¢des de demonstrar nosso resultado principal deste capitulo.

Observamos que, para a demonstragdo do Teorema 5.9, utilizamos explicitamente apenas o
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Lema 5.24, os demais sdo utilizados de forma implicita e por isso os chamamos de lemas

auxiliares.

Lembremos o enunciado do Teorema 5.9: seja 2 uma 4lgebra alternativa generalizada
sobre um corpo de caracteristica diferente de 2 e 3, contendo um idempotente néo trivial e e

A=A DA DA 1 @ Ap; ® Ago a decomposicdo de Peirce de U relativa a e, satisfazendo
as condigdes

(i) x2A = {0} implica em x = 0;
(ii) Se (e2A)x = {0} ou e(2Ax) = 0 entdo x = 0 (e portanto 2Ax = {0} implica em x = 0);
(iii) Para cada t;1 € 11, se 11 << Dijcfo1} Qlij> (1— e)) = {0}, entdo t1; = 0;

(iv) Paracadat;; € Ai1,set11%p = {0} ou Rooty1 = {0}, entdo t11 = 0.

11
22

NI—=
N|—

11,
22

NI—=

1
2

Entdo todo isomorfismo multiplicativo entre algebras alternativas generalizadas é aditivo.

Demonstracdo do Teorema 5.2. Sejam x, y € 2. Como ¢ é sobrejetora, existe z € 2 tal que

¢(z) = ¢(x) + @(y). Para r € 2 arbitrario e seja e um idempotente, temos

p(e(rz)) = pe)(rz) = p(e)(@(r¢(z)) = ¢(e)(¢(r)(90(x) + 90(1/))>
= ¢(e)(p(g(x) + (oY) = ple)(@(rx) + ¢(ry))
= p(e)p(rx) + p(e)p(ry) = @(e(rx)) + @(e(ry)).

Consideremos t = rx e w = ry. Como et, ew € €2, pelo Lema 5.24, segue que

p(e(rz)) = (e(rx)) + @(e(ry)) = @let) + p(ew)
= @(et +ew) = @(e(t +w)) = ¢ (e(r(x + y))> )

Agora, pela injetividade de ¢, obtemos e(rz) = e(r(x +y)), ou seja, e(r(z — (x+ y))) = 0.

Da arbitrariedade de r € 2, concluimos que e(Ql(z —(x+ y))) = 0. Pela Condigao (ii) do
Teorema 5.9,0btemos que z = x +y. Portanto, ¢(x +y) = ¢(x) + ¢(v).
O
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5.2 CONSTRUCAO DE UM EXEMPLO DE ALGEBRA AL-
TERNATIVA GENERALIZADA

Apresentaremos a seguir um exemplo de algebra alternativa generalizada que, até onde
alcanga nosso conhecimento, néo foi registrado anteriormente na literatura. A construgao
ilustra de forma concreta as identidades definidas nesta se¢do e evidencia que a classe das
algebras alternativas generalizadas admite modelos distintos daqueles ja conhecidos. Esse
exemplo desempenha, portanto, um papel relevante para compreensdo estrutural dessa
familia de &lgebras.

Consideremos V = C x M x N x C, com C o corpo dos niimeros complexos, M e N (C, C)-
bimédulos. Dados x; = (a;, mj, nj, b;), xy = (ax, mg, ng, by) € V, definimos a multiplicagdo em

V por
1
XjXg = (a]-ak, E(akm]- + a]-mk), n;dy + b]-nk, b]bk) . (5.63)

Observamos que este exemplo continua vélido se M = N = C.

Nosso objetivo é mostrar que V munido da multiplicacdo definida acima é uma algebra
alternativa generalizada, isto é, que V satisfaz as Equagdes (5.1)—(5.3) da Defini¢do 5.1. Sejam
x1 = (a1, my,n1,b1), X2 = (a2, mp, n2, b2), x3 = (az, ms, n3,b3), x4 = (ag,my,n4,by) € V, com
aj € C,mj € M, nj € N, bj € C, para todo j € {1,2,3,4}. Inicialmente, vamos calcular

[x3, x4]. Assim,
[x3, x4] = x3x4 — x4X3
1 1
= | azay, §(a4m3 +azmy), n3ay + bang, b3by | — ( aaas, E(a3m4 +agms), ngaz + bgnz, bybz

1
= (ﬂ3ﬂ4 — a4az, E(a4m3 +azmy — azmy — agmz), naay + b3ng — ngaz — bynz, baby — bybs

= (0,0, n3ay + byng — ngas — byns, 0). (5.64)

Além disso,

1
x1X2 = (a1, my, ny, by)(ag, my, ny, by) = (ﬂ1ﬂ2, E(a2m1 +aymy), nyaz +byny, b1by |,
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de onde,
1
(x1x2)x3 = <a1612, E(azml +aymy), nyaz + byny, b1b2> (a3, m3,n3, bz)
1 1
= | ma2as, 5 1135(5127”1 +aymy) +ajayms |, (n1az + bing)az + bibongz, bibobs
1 1
= | ayaza3, 1(613&27711 +aza;my) + 501A21M3, 111203 + bingas + bybans, bibybs | . (5.65)
Por outro lado,
1
X2x3 = (a2, my, na, by)(az, mz, n3, b3) = (ﬂzﬂ:»s, 5(1137712 +ayms), npaz + byns, b2b3) -
Assim,
1
x1(x2x3) = (a1, mq, ny, by) <112113, 5(037712 +apmsz), npaz + bons, bzb3>
1 1
= | ma2a3, 5 | a283m1 + 01 E(asmz +ayms), n1aaz + by(naaz + byng), bbbz
1 1
= | ayapa3, §a2a3m1 + Z(alagmz + a1ayms), nqaxas + bynyas + bibyns, bibybs | . (5.66)

Subtraindo as Equacdes (5.65) e (5.66), segue que

1 1
(%1, x2, x3) = (x1X2)x3 — x1(xX2X3) = (0, — g faaam + 4—16110127713,0, 0) . (5.67)

Vamos provar que V satisfaz a Equacéo (5.1) da Defini¢do 5.1, ou seja,
(v1x2, X3, x4) + (x1, X2, [X3, X4]) = x1(x2, x3, x4) + (X1, X3, X4) X2,

para todos Xj = (a]-, mj, nj, bj) € V,comj € {1,2,3,4}. Utilizando a Equagéo (5.67), obtemos

1
(x2, x3,x4) = (0, Z(ﬂza3m4 — agazmy), 0, 0) (5.68)

1
(x1, x3,x4) = <0, Z(a1a3m4 — agazmy),0, 0) - (5.69)
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Agora, da Equacdo (5.63) decorre que

1
x1xp = (a1, my, ny,by)(az, my, ny, by) = (‘11’12/ E(azml +aymy), nyaz + bing, biby |,
1
(x1x2)x3 = ( aiaz, E(azml +aymy), nyas + byny, biby | (az, mz, nz, bs)

1 1

= | ma2a3, 5 ﬂai(ﬂlzml +aymy) +ayjayms |, (nyaz + byng)az + bybangz, b1bybsz
1 1 1

= | Ma283, 1a3az1m + S a301M + 5 A1A2M3, 11203 + binpaz + bybyng, bibybs |,

<(x1x2)x3> X4

1 1 1
= <a1a2a3, 103021 + L a3011M2 + 5 (1821113, 1114203 + binaasz + bibang, bibabs | (a4, my, ny, by)

1 1 1
= <a1a2a3a4, 5 ay 10302"11 + Zﬂsazm;@ +aiaxasty | ,
nianasay + b1n2a3a4 + b1b2b31’l4, b1b2b3b4>

1 1 1 1
= (a1a2a3a4, —a40a30yMm1 + —0A40301M + —aAg0102M3 + §a1a2a3m4,

8 8 4
n1a2a3a4 + bynaazay + bibanzay, b1b2b3b4> (5.70)
(x1x2)(x3x4)

1 1
(ﬂlﬂzf §(ﬂ2m1 +aymy), niax + byny, blbz) (613114, 5(6147713 +azmy), n3as + bany, b3b4)

1 1 1
a102304, a3a4§(a2m1 +aymy) + a1a25(114m3 +azmy) |,

(n1az + bing)azas + biby(nzas + b3ny), b1b2b3b4>

1 1 1
(111(220304, Za3a4a2m1 + Za3a4a1m2 + Z(l1612£24ﬂ13 + Za1a2a3m4,

n1a2a3a4 + bynsasay + bybonzay + bibobzng, b1b2b3b4> ) (5.71)
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Subtraindo as Equagoes (5.70) e (5.71), constatamos que

1 1 1
(x1x2, X3, X4) = (0, — g4z, — S 043 M2 + 4 01A2A31M4, 0, 0) - (5.72)

Como na Equacdo (5.64) as primeira e a quarta coordenadas sdo nulas e, pela Equacdo (5.67),
temos
(x1/x2/ [x3/ x4]) = (O/ 0,0, O) (573)

Assim,
(x1x2, X3, X4) + (x1, X2, [x3, X4]) = (x1x2, X3, X4)
1 1 1
= (0, —§a4a3a2m1, —ga4a3a1m2 + Za1a2a3m4, 0, O) . (5.74)

Neste passo vamos calcular xi(x, x3, x4) + (x1, X3, X4)x2. Da Equacao (5.68) segue que

1
x1(x2, X3, x4) = (a1, mq, ny, by) (0, Z(a2a3m4 — agazmy), 0, 0)

1 1
= (al.O, 56114—1(0261371’14 — 11411317’12), Yll.O + b1.0, bl.O)

1 1
= (0, §a1a2a3m4 — §a1a4a3m2, 0, 0) . (5.75)

Pela Equacgdo (5.69), obtemos

1
(x1, X3, X4)X2 = (0, 1(6116137114 — agazmy), 0, 0) (a2, my, ny, by)
1 1 1
= ( 0.4y, EaZZ(a1a3m4 — apasmy) + io.mz, 0.y +0.115,0.by
1
= (0, g(ﬂzﬂ1ﬂsm4 — axagazmy), 0, 0) : (5.76)
Das Equagdes (5.75) e (5.76), concluimos que
1 1
x1(x2, x3, X4) + (x1, X3, X4)x2 = ( O, g1a2031M4 — §ﬂ104ﬂ3m2,0,0

1
+ (0, g(a2a1a3m4 — apagazmy), 0, 0)



5.2 CONSTRU(;AO DE UM EXEMPLO DE ALGEBRA ALTERNATIVA GENERALIZADA 147

= (0, 4116116126137714 — éﬂ4ﬂ3(ﬂ1m2 + ﬂzml),OIO) - (5.77)
Portanto, das Equagdes (5.74) e (5.77), chegamos a
(x1x2, X3, x4) + (x1, X2, [x3, x4]) = x1(x2, X3, X4) + (x1, X3, X4)X2.
Neste ponto demonstraremos que V satisfaz a Equacdo (5.2) da Definigao 5.1, isto é,
([xq, x1], x2, X3) + (x4, X1, X2X3) = X2(X4, X1, X3) + (X4, X1, X2)X3.
Utilizando a Equagéao (5.64) trocando x3 por x1, deduzimos que
[x4, x1] = (0,0, ngay + byny — nyay — byng, 0).

Da Equacéo (5.67) resulta que o associador depende apenas da primeira e segunda compo-

nentes. Logo,
([x4/ xl]/ X2, .X'3) = (O/ O/ O/ O) (578)

Neste passo iremos calcular (x4x1, Xpx3). Assim,

1
xox3 = (ap, my, ny, by)(az, ms, n3, bz) = <ﬂ2ﬂ3, E(ﬂ3m2 +aymsa), npaz + bonz, bobs

1
xX4x1 = (a4, Mg, Ny, bsy)(az, ms, n3, bz) = (ﬂ4ﬂ3, E(ﬂ1m4 +agmy), naay + bany, baby |,

de onde
1
x1(x2x3) = (a1, mq, ny, by) (a2a3, §(ﬂam2 +ayms3), npaz + byns, bzb:a)

1 1
= (ﬂ1a2613, 5 (a2a3m1 + ﬂ1§(ﬂ4m3 + 0137114)) , n1a2a3 + by(npasz + bons), b1bzb3)

1 1 1
= | M0283, 50203101 + a1041M3 + 4 M1A3M4, 110203 + binaasz + bibang, bibabs |,

X4 (x1 (x2x3)>
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1 1 1
= (ag, my, nyg, by) | a1azas, 5020311 + 781041113 + 7 4183114, 1110203 + binpaz + bibyng, bibybs

2 2

1 1 1
=apa3My + —a1a4m3 + —a143m
512031 + 1 A4mms + 7 014314 |,

1 1
= (a4ﬂ1ﬂ2ﬂ3, ~A1a2a3My + a4

ngaianas + b1b2b3(n1a2113 + b1n2a3 + blbzng), b1b2b3b4>

4 4 8

41025 + by aras + bybnaas + bybibons, bbobaby (5:79)

1 1 1 1
= <a4a1a2a3, §a1a2a3m4 + —a40203M4 + —A40203111 + - 44010314,

(x4x1)(x2x3)

1 1
= (ﬂzﬂss, E(ﬂamz +apmz), naaz + bons, bzb3) <a4a3, E(ﬂ1m4 +agmy), ngay + bany, b4b1>

1 1 1
= | aamaaz, 5 02a35(01m4 +agmy) + 046115(03”12 +apymsz) |,

(n4a1 + bany)azaz + baby (n2a3 + byns), b4b1bzb3>
= (a4a1a2a3, 702030114 + 023041101 + 2 A401 83112 + 4 A4a182113,
n4a1a102a3 + byniazas + bibgnoas + bybbyns, b4b1b2b3> . (5.80)
Subtraindo as Equagdes (5.79) e (5.80), concluimos que
(x4, x1, X2x3) = (4x1)(x2X3) — X4 <x1(x2x3)>
= (0, %(a4a1a3 + agai1ayms — 2aasa1my), 0, O) , (5.81)
somando as Equagdes (5.78) e (5.81), decorre que
([xa, x1], x2, x3) + (x4, X1, X2X3) = (x4, X1, X2X3)
= (O, %(a4a1a3m2 + agaiayms — 2axasaymy), 0, O) . (5.82)

Agora, vamos calcular que x2(x4, X1, X3) + (x4, X1, X2)x3. Primeiro calcularemos x(x4, x1, x3).

Pela Equacao (5.67), temos

1
(X4, X1, X3) = <O, Z(a4a1m3 — (1361117’14), O, 0) ,
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de onde,

1
x2(x4, X1, X3) = (a2, ma, 12, bz) (0, 1(04017113 — azaymy), 0, 0)
1 1 1
=10, EO-mZ + EQZZ(awlmg — 03017114), le.o + b2.0, bz.o
1
= <0, g(a2a4a1m3 — apaza;my), 0, 0) : (5.83)
Da mesma forma, pela Equacao (5.67), segue que

1
(x4, x1,x2) = <0, Z(ﬂ4ﬂ1m2 — apaymy),0, 0) :

Assim,

1
(x4, X1, X2)Xx3 = (0, Z(a4a1m2 — axaymy), 0, 0) (a3, ms, n3, bs)

1 1 1
(O, EQBZ(aMlmZ — apaymy) + §O.m3, 0.a3 + 0.n3, 0.b3)

1
(0, g(saaarmy — azazaymy), 0, 0> : (5.84)
Somando as Equacdes (5.83) e (5.84), obtemos

x2(xg, X1, x3) + (x4, X1, X2)X3

= <O, %(a2a4a1m3 — a2a3a1m4),0,0> + (O, %(a3a4a1m2 — a3a2a1m4),0,0>
= <O, %(a2a4a1m3 +aszagaimy — 2aazaymy), 0, O> . (5.85)
Portanto, comparando as Equagdes (5.82) e (5.85), concluimos que
([xq, x1], X2, x3) + (x4, X1, X2X3) = X2(xa, X1, X3) + (X4, X1, X2)X3.
Finalmente vamos demonstrar que V satisfaz a Equacdo (5.3) da Defini¢do 5.1, ou seja,

('xll X1, xl) = O/
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para todo x; € V. Assim,

» 1 2
x1x1 = (a1, my, ny, by)(ay, my, ny, by) = (ap E(alml +aymy), nyay + niby, bl)

2 2
= (a]/ aymi,nia; + nlbll b])/

de onde,
2 2
(x1x1)x1 = (a1, aymy, nyay + n1by, by)(ay, my, ny, by)
2 1 1 2
= | @141, Ealalml + Ealalml, (1’11611 + blnl)al + blblnl, blbl
3 2 2 2 3
= (aq, aymy, nyaj + bynyay + biny, by) (5.86)
e
2 2
x1(x1x1) = (a1, my, ny, by)(ay, aymy, nyay + nyby, by)

2 1 2 1 2 2
<a1a1, Ealml + 5111[1177’11, niaj + b1(1’l1611 + Tllbl), b1b1>

(a3, a?my, nyat + byniay + byniby, b3). (5.87)

Logo, das Equagdes (5.86) e (5.87) decorre que

(x1,x1, x1) = (x1%1)x1 — x1(X1X7)
= (a?, a%ml, nla% + bynyaq + b%nl, b?) — (a?, a%ml, nla% + bynyay + bynyby, b%)

= (0,0, b3n; — bynyby,0) = (0,0,0,0).

Portanto, V = C x M x N x C é uma algebra alternativa generalizada.

Agora vamos explicitar ainda mais o exemplo acima. Consideremos o espago
V=CxCxCxC(C,
em que C denota o corpo dos nimeros complexos. Para elementos

Xj= (a]-, mj, nj, b]) e X = (ax, mg, ng, by) €'V,
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definimos a multiplicacdo em V por

1
XjXp = (ajak, E((ka]‘ +llj1”l’lk), n;ay + b]'nk, b]bk) .

Mostrou-se na tese que V é uma algebra alternativa generalizada. Observemos, entretanto,

que V ndo é alternativa. De fato, sejam

1
x=(1+i,2 3, 1—i), 1= (E’ 1, -1, 2>.

A multiplicacdo em V é dada por

X1Xp = (alaz, %(uzml +aymy), nyaz +biny, b1b2> .
Inicialmente, calculamos x1x7:

x1x1 = (af, aymy, nyay +byny, by),
0 = (1+0)? =

aymy = (1+1)-2=2+2i,

niay +biny =3(1+i)+(1—10)3 =6,
b2 =(1—i)? =
Assim,
x1x1 = (2, 2+2i, 6, —2i).

Em seguida, calculamos (x1x1)x2:

1
a=2i-§=1,
1 1 3,
m= 5((2+21)+21 )z—(1+3z)—§+2
1
n==6- > +(—2i)(—1)=3+2i,

Logo,

1
(x1x1)x2 = (i, 5 + gi, 3+2i, —41’) .
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Analogamente, obtém-se
1 1. 1. 1 . .
X1Xp = <§+§1, 1+§1, §+z, 2—21) ,

e, consequentemente,
.3 5. . .
x1(x1x2) = (z, 1 + ZZ’ 3+ 2i, —41) .

Assim,
(x1x1)x2 — x1(X1x2)
1 1.
<O, _ZL+ZZ' 0, 0> .

Como (x1, x1, x2) # 0, concluimos que a dlgebra V nao é alternativa.

(x1, x1,x2)

COMENTARIO FINAL

Para complementar a andlise do exemplo apresentado é importante esclarecer a situagdo
atual da investigacdo. A construcdo descrita fornece, de fato, uma &lgebra alternativa
generalizada (no sentido de que ndo ¢ alternativa), no entanto ela nao satisfaz integralmente
as condi¢des do Teorema 5.9. Isso levanta um questionamento natural: “Serd que toda
algebra alternativa generalizada satisfazendo as condi¢des do Teorema 5.9 é necessariamente
alternativa?” A resposta para esta pergunta ainda ndo estd completamente estabelecida.
Caso a resposta seja afirmativa, nosso resultado se aplica também as algebras alternativas,
mostrando que o teorema abrange esse caso classico. Por outro lado, se a resposta for
afirmativa, entdo o resultado possui ainda mais alcance, pois descreve uma classe mais
ampla de estruturas do que as das algebras alternativas.

Até o presente momento, ndo encontramos um exemplo conclusivo que resolva definitiva-
mente essa questdo. Assim, deixamos esse problema em aberto, como direc¢do interessante

para futuras pesquisas.
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Apresentamos, a seguir, algumas observagdes acerca das algebras alternativas generaliza-
das que satisfazem as condi¢des do Teorema 5.9. Caso a algebra fosse alternativa, terfamos
necessariamente Ql% ] = {0}. Nesse cendrio, as condi¢des do Teorema 5.9 anulariam esse
subespaco, e é precisamente esse fendmeno que buscamos compreender.

Outra observagao relevante é a seguinte: se a dlgebra alternativa generalizada em questdo

- {0}.

possui elemento identidade, entdo o subespago 2;; também é trivial, ou seja, ;1
22 22
Esse fato decorre diretamente da Condigéo (iv) do Teorema 5.9.

€A1 com ¢

#0e

Por outro lado, se a dlgebra ndo possui identidade e existirem ¢t 11
22

N|—

%
ago € 2go tais que

t t
agot11 #0 e 11400 #0,

entdo essa situacdo satisfaz a Condicdo (iv) do Teorema 5.9. A partir dessas observagdes,
obtemos uma indicagdo sobre a estrutura do exemplo que satisfaz as condi¢des do nosso
resultado principal: trata-se de uma 4lgebra para a qual o subespago A 1 é ndo trivial, isto é,
211 # {0}, ja que buscamos uma dlgebra alternativa generalizada que nao seja alternativa.

2[z)es’tacamos ainda um fato interessante: nem toda algebra alternativa generalizada que
satisfaz A 11 = {0} é necessariamente uma dlgebra alternativa. De fato, no exemplo apresen-

tado na Segao 5.2, se tomamos M = 0, de modo que
V=Cx0xNxC,

entdo V ndo é alternativa, como demonstrado anteriormente. Assim, obtemos o seguinte
panorama: se 2 é uma dlgebra alternativa generalizada tal que 2,1 # {0}, entdo 2 néo é
22

alternativa; por outro lado, o fato de 21, = {0} ndo implica que 2 seja alternativa.

1
2

NI—
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CONCLUSAO

6.1 DESDOBRAMENTOS

Ao longo desta tese, evidenciou-se que a investigacdo de fun¢des que preservam determi-
nadas estruturas algébricas constitui uma drea de estudo ampla e em constante desenvol-
vimento. Pesquisadores de diferentes paises tém se dedicado a analisar essas fungdes e
suas propriedades, o que confirma o interesse e a relevancia do tema dentro do contexto

matematico atual.

A inser¢do de nossos trabalhos nessa linha de pesquisa pode ser observada, por exemplo,
no artigo de Ali, Tasleema e Khan [1], que menciona duas de nossas publicagdes: "x-Lie-type
maps on alternative x-algebras"e "+-Jordan-type maps on alternative *-algebras". Nessa
mesma diregdo, o trabalho de Ferreira, Barreiro e Smigly [15] cita o artigo "*-Jordan-type
maps on alternative x-algebras", enquanto Ferreira, Ferreira, Costa e Silva [23] fazem

referéncia a ambos os artigos citados anteriormente.

Além disso, o livro Differential Identities in Rings and Algebras and their Applications [2]
inclui mencéo ao artigo "*-Lie-type maps on alternative x-algebras". Essa referéncia em uma
obra de carater abrangente e didatico evidencia que os resultados obtidos tém alcangado

ndo apenas publica¢des especializadas, mas também materiais de consulta mais gerais.

Essas referéncias, em conjunto, indicam que nossas contribui¢des estdo sendo incorporadas
e discutidas no cenario académico internacional, o que reforga a pertinéncia do tema e abre

perspectivas para a continuidade das investigagdes nesta linha de pesquisa.
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CONCLUSAO

6.2 ESTUDOS FUTUROS

Dando continuidade a linha de pesquisa que envolve a aditividade de fungdes, a autora
tem como objetivo aprofundar sua investigacdo sobre o comportamento de certas fungdes
especificas, como as derivagoes, as fungdes *-Lie e *-Jordan, dentro do contexto das algebras
alternativas generalizadas. A intencdo é compreender melhor como essas fungdes se
relacionam nesse tipo mais amplo de estrutura algébrica, buscando identificar padrdes,

propriedades e possiveis generalizacdes tedricas.
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INDICE REMISSIVO

x-algebra, 18
associador, 17
bimédulo, 17
comutador, 17
elemento simétrico, 18

flexibilidade, 19

fungao
aditiva, 17, 20
multiplicativa, 18
preserva o produto, 19

preserva produto de Lie, 19

idempotente, 22
nio trivial, 22
idempotentes

ortogonais, 22

involugao, 18

isomorfismo, 20

modulo
fiel, 17
moédulo a direita, 16

modulo a esquerda, 16
nilpotente, 23

preserva produto

de Jordan, 19

algebra, 17
alternativa, 18
alternativa generalizada, 21, 120
associativa, 17
associativa nas poténcias, 22
finitamente gerada, 22

prima, 19
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