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Resumo

A proposta deste trabalho é estudar a função zeta em uma curva algébrica
sobre corpos finitos, provando a hipótese de Riemann nesse contexto seguindo
demonstração dada por André Weil em 1941. Também são apresentados
algumas aplicações desta teoria à códigos (lineares) corretos de erros; em
especial constrõem-se os códigos de Goppa.

Palavras chave: Curvas algébricas, funções zeta sobre curvas algébricas, corpos
finitos, códigos corretores de erros.
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Abstract

The purpose of this work is to study the zeta function in an algebraic curve
over finite bodies, proving the Riemann hypothesis in this context following a
demonstration given by André Weil in 1941. Some applications of this theory to
error-correcting code (linear) are also presented; in particular the Goppa’s codes
are constructed.

Key words: Algebraic curves, zeta functions over algebraic curves, finite fields,
error-correcting code.
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Introdução

0.1 Função Zeta: de Euler e Riemann

A função zeta foi introduzida por Leonhard Euler, em 1740, com o intuito de
resolver um importante problema da época, a saber, o Problema da Basileia. Em
[18] ele escreve:

Eu falo aqui sobre as séries de frações cujos numeradores são 1 e, de fato,
cujos denominadores são os quadrados, ou os cubos, ou outras potências,
dos números naturais; deste tipo são 1 + 1

4 +
1
9 +

1
16 +

1
25 + etc., igualmente

1+ 1
8 +

1
27 +

1
64 + etc. e analogamente para potências superiores, cujos termos

gerais estão contidas na forma 1
xn .

Posteriormente, num trabalho publicado em novembro de 1859 [60], Bernhard
Riemann a estendeu aos números complexos. Nesse trabalho ele escreve:

Nesta investigação, meu ponto de partida é a observação de Euler, de que o
produto

∏
1

1 − 1
ps

= ∑
1
ns ,

onde p percorre os números primos e n todos os números naturais. A função
de variável complexa s, que estas expressões definem, quando ambos são
convergentes, designarei por ζ (s).

Em seguida, Riemann explica que esta função só está definida quando Re s > 1
e faz uma extensão analítica de ζ:
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Ambas convergem somente quando a parte real de s é maior que 1; entretanto,
é fácil encontrar uma expressão da função que é válida sempre. Aplicando a
equação

ˆ ∞

0
e−nxxs−1dx =

Π (s − 1)
ns

se encontra em primeiro lugar

Π (s − 1) ζ (s) =
ˆ ∞

0

xs−1dx
ex − 1

.

Consideramos agora a integral

ˆ

(−x)s−1dx
ex − 1

estendida de +∞ a +∞ ao longo da fronteira, percorrida no sentido positivo
de um domínio que contém ao 0 mas a nenhuma outra descontinuidade da
função integrando, vemos sem dificuldade que é igual a

(

e−πsi − eπsi
)

ˆ ∞

0

xs−1dx
ex − 1

,

sempre que na função multi-avaliada (−x)s−1 = e(s−1) log(−x) fixemos o
valor do logaritmo de −x de forma que seja real para o valor real negativo.
Assim,

−2 sen πsΠ (s − 1) ζ (s) = i
ˆ ∞

∞

(−x)s−1dx
ex − 1

,

se definimos a integral como antes.

Esta equação dá o valor da função ζ (s) para todo número complexo s e
prova que está bem definida e é finita para todos os valores de s, distintos de
1, e que se anulam quando s é um inteiro negativo par.

Posteriormente, ele apresenta o que ficou conhecido como a Hipótese de
Riemann:

Tomemos agora s = 1
2 + ti e

Π
( s

2

)

(s − 1)π− s
2 ζ (s) = ξ (t) ,

de forma que

ξ (t) =
1
2
−
(

t2 +
1
4

)
ˆ ∞

1
ψ (x) x−

3
4 cos

(

1
2

t log x
)

dx

2
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ou ainda

ξ (t) = 4
ˆ ∞

1

d
(

x
3
4 ψ′ (x)

)

dx
x−

1
4 cos

(

1
2

t log x
)

dx.

Esta função é finita para todos os valores finitos de t e é desenvolvível em uma
série de potências em t2 que converge muito rapidamente. Posto que para um
valor de s cuja parte real seja maior que 1, log ζ (s) = − ∑ log (1 − p−s)
é finito é o mesmo é válido para o logaritmo dos fatores restantes de ξ (t), a
função ξ (t) pode anular-se somente quando a parte imaginária de t esteja
entre 1

2 i e − 1
2 i. O número de raízes de ξ (t) = 0, cuja parte real está

compreendida entre 0 e T é ao redor de

=
T

2π
log

T
2π

− T
2π

;

pois a integral
´

d log ξ (t) calculada no sentido positivo ao redor do domínio
dos valores de t cuja parte imaginária está entre 1

2 i e − 1
2 i e cuja parte real

está compreendida entre 0 e T é (salvo uma fração da ordem de 1
T ) igual a

(

T log T
2π − T

)

i e, por outro lado, é igual ao número de raízes de ξ (t) = 0 no
dito domínio, multiplicado por 2πi. De fato, encontramo-nos ao redor deste
número de raízes reais entre estes limites, e é bastante provável que todas as
raízes sejam reais. Sem dúvida seria desejável possuir uma prova rigorosa
disto, mas deixei de lado a investigação de tal prova depois de algumas
tentativas infrutíferas já que não é necessário para o objetivo imediato de
meu estudo.

A afirmação que todos os zeros da função ξ (t) são reais é a hipótese de Riemann.
A função ζ (s) tem zeros nos números pares negativos −2,−4,−6, . . . e eles

são referidos como os zeros triviais. Os outros zeros são os números complexos
1
2 + iα onde α é um zero de ξ (t). Assim, em termos da função ζ (s), podemos
afirmar:

Hipótese de Riemann (versão clássica). Todos os zeros não triviais de ζ (s) tem a
parte real igual a 1

2 .

0.2 Um pouco de história

Vamos nos ater um pouco mais a tudo o que foi dito até agora.
A função zeta ζ (s) é uma função de uma variável complexa s = σ + it, que

pode ser expressa da seguinte forma

ζ (s) =
1

Γ (s)

ˆ ∞

0

xs−1

ex − 1
dx

3
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onde

Γ (s) =
ˆ ∞

0
xs−1e−xdx

é a função gamma.
Para o caso especial em que a parte real de s é maior do que 1, ζ (s) sempre

converge e mostra-se que pode ser expressa na forma:

ζ (s) =
∞

∑
n=1

n−s.

A função zeta de Riemann é definida como uma continuação analítica da função
definida para σ > 1 pela série acima, isto é, uma função que no domínio
indicado tem a forma dada, mas que no domínio em si a parte real de s se
estende além do intervalo (1, ∞).

A função ζ verifica o produto de Euler, isto é, se σ > 1 então

ζ (s) = ∏
p primo

1
1 − p−s .

Com efeito, cada fator (para um dado primo p) no produto acima pode ser
expandido para uma série geométrica consistindo dos recíprocos de p elevado a
múltiplos de s:

1
1 − p−s = 1 +

1
ps +

1
p2s +

1
p3s + · · ·+ 1

pks + · · · .

Como σ > 1, temos que |p−s| < 1 e a série converge absolutamente. Assim,
podemos tomar um número finito de fatores, multiplicá-los e reorganizar os
termos. Tomando todos os primos p menores que certo número primo q, temos

∣

∣

∣

∣

∣

ζ (s)− ∏
p≤q

(

1
1 − p−s

)

∣

∣

∣

∣

∣

<

∞

∑
n=q+1

1
nσ

.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, o produto parcial, quando expandido,
dá uma soma que consiste dos termos n−s, onde n é o produto dos primos
menores ou iguais a q. A desigualdade resulta no fato de que apenas inteiros
maiores que q podem falhar nesse produto parcial expandido. Como a diferença
entre o produto parcial e ζ (s) vai para zero quando σ > 1, temos convergência
nesta região.

A função zeta satisfaz também a seguinte equação funcional:

ζ (s) = 2sπs−1 sen
(πs

2

)

Γ (1 − s) ζ (1 − s) .

4
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Esta é uma igualdade de funções meromorfas válida em todo o plano complexo.
A equação relaciona valores da função zeta de Riemann nos pontos s e 1 − s,
em particular relacionando inteiros positivos com inteiros negativos ímpares.
Devido aos zeros da função seno, a equação funcional implica que ζ (s) tem um
zero simples em cada inteiro negativo par s = −2n, conhecido como os zeros
triviais de ζ (s). Quando s é um inteiro positivo, o produto sen

(

πs
2

)

Γ (1 − s) à
direita é diferente de zero porque Γ (1 − s) tem um polo simples, que cancela o
zero simples do fator senoidal.

A motivação de Riemann para estudar a função zeta e seus zeros foi sua
ocorrência em sua fórmula explícita para o número de primos π (x) menor ou
igual a um dado número x, publicada no artigo supramencionado. Para isso ele
utiliza a função

Π (x) = π (x) +
1
2

π
(

x
1
2

)

+
1
3

π
(

x
1
3

)

+
1
4

π
(

x
1
4

)

+
1
5

π
(

x
1
5

)

+
1
6

π
(

x
1
6

)

+ · · · .

Usando a função de Möbius, definida para n = 1 ou n = ∏
k
j=1 p

aj
j (fatoração em

potências de primos) dada por

µ (n) =











1 se n = 1,
(−1)k se aj = 1 para todo j,

0 se aj = 1 para algum j,

e a fórmula da inversão de Möbius, a saber, se g e f são funções aritméticas
satisfazendo

g (n) = ∑
d|n

f (d)

então
f (n) = ∑

d|n
µ (d) g

(n
d

)

,

o número de primos pode ser recuperado pelo seguinte:

π (x) =
∞

∑
n=1

µ (n)
n

Π
(

x
1
n

)

= Π (x)− 1
2

Π
(

x
1
2

)

− 1
3

Π
(

x
1
3

)

− 1
5

Π
(

x
1
5

)

+
1
6

Π
(

x
1
6

)

− · · · .

A fórmula de Riemann é então

Π0 (x) = Li (x)−∑
ρ

Li (xρ)− log 2 +
ˆ ∞

x

dt
t (t2 − 1) log t

,

5
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onde a soma é sobre os zeros não triviais da função zeta e onde Π0 é uma
versão ligeiramente modificada de Π que substitui seu valor em seus pontos de
descontinuidade pela média de seus limites superior e inferior:

Π0 (x) = lim
ε→0

Π (x − ε) + Π (x + ε)

2
;

a função Li que ocorre no primeiro termo é a função logaritmo integral dada por

Li (x) =
ˆ x

0

dt
log t

.

A soma na fórmula de Riemann não é absolutamente convergente, mas pode
ser avaliada tomando os zeros ρ na ordem do valor absoluto de sua parte
imaginária. Os termos Li (x) envolvendo os zeros da função zeta precisam de
algum cuidado em sua definição, pois Li possui pontos de ramificação em 0 e
1, e são definidos (para x > 1) por continuação analítica na variável complexa ρ

na região Re (ρ) > 0, ou seja, eles devem ser considerados como a exponencial
integral de ρ log x, isto é,

Ei (ρ log x) = −
ˆ ∞

−ρ log x

e−t

t
dt.

Os outros termos também correspondem a zeros: o termo dominante Li (x) vem
do polo s = 1, considerado como um zero de multiplicidade −1, e os pequenos
termos restantes advém dos zeros triviais. Essa fórmula diz que os zeros da
função zeta de Riemann controlam as oscilações de primos em torno de suas
posições “esperadas”. Riemann sabia que os zeros não triviais da função zeta
eram distribuídos simetricamente sobre a linha s = 1

2 + it, e sabia também que
todos os seus zeros não triviais devem estar no intervalo 0 ≤ Re s ≤ 1. Ele
verificou que alguns dos zeros estavam na linha crítica com a parte real igual a
1
2 e sugeriu que todos eles estivessem; esta é a hipótese de Riemann.

Hardy [29] e Hardy & Littlewood [30] mostraram que existem infinitos zeros
na linha crítica, considerando momentos de certas funções relacionadas à função
zeta. Selberg [64] provou que pelo menos uma (pequena) porção positiva de
zeros está na linha. Levinson [46] melhorou isso para um terço dos zeros
relacionando os zeros da função zeta com os da sua derivada, e Conrey [13]
melhorou isso ainda mais para dois quintos.

A maioria dos zeros fica perto da linha crítica. Mais precisamente, Bohr
& Landau [8] mostraram que, para qualquer ε positivo, todos, menos uma
porção infinitamente pequena de zeros, estão dentro de uma distância ε da linha
crítica. Ivić [41] fornece várias versões mais precisas desse resultado, chamadas
estimativas de densidade zero, que limitam o número de zeros em regiões com
parte imaginária no máximo T e parte real no mínimo 1

2 + ε.

6
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0.3 Formas de Representar a Função Zeta

0.3.1 Séries de Dirichlet

A série

ζ (s) =
1

s − 1

∞

∑
n=1

(

n
(n + 1)s −

n − s
ns

)

converge para Re (s) > 0, enquanto que

ζ (s) =
1

s − 1

∞

∑
n=1

n (n + 1)
2

(

2n + 3 + s

(n + 1)s+2 − 2n − 1 − s
ns+2

)

converge para todo Re (s) > −1.

0.3.2 Funções theta

2π− s
2 Γ
( s

2

)

ζ (s) =
ˆ ∞

0
(θ (it)− 1) t

s
2−1dt,

em que

θ (τ) =
∞

∑
n=−∞

eπin2τ

é a função theta de Jacobi. No entanto, essa integral só converge se a parte real
de s for maior que 1, mas pode ser regularizada. Isto dá a seguinte expressão
para a função zeta, que é bem definida para todos os s, exceto 0 e 1:

π− s
2 Γ
( s

2

)

ζ (s) =
1

s − 1
− 1

s
+

1
2

ˆ 1

0

(

θ (it)− t−
1
2

)

t
s
2−1dt+

1
2

ˆ ∞

1
(θ (it)− 1) t

s
2−1dt.

0.3.3 Séries de Laurent

ζ (s) =
1

s − 1
+

∞

∑
n=0

(−1)nγn

n!
(s − 1)n.

A constante γn, chamadas constantes de Stieltjes, podem ser definidas pelo
limite

γn = lim
m→∞

[(

m

∑
k=1

(log k)n

k

)

− (log m)n+1

n + 1

]

.
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0.3.4 Integral

Para s 6= 1, tem-se

ζ (s) =
1

s − 1
+

1
2
+ 2
ˆ ∞

0

sen (s arctan t)

(1 + t2)
s
2 (e2πt − 1)

dt.

Esta expressão é bastante usada para o cálculo numérico da função zeta.

0.3.5 Fatorial descendente

ζ (s) =
s

s − 1
−

∞

∑
n=1

(ζ (s + n)− 1)
s (s + 1) · · · (s + n − 1)

(n + 1)!
.

0.3.6 Produto de Hadamard

ζ (s) =
e(log(2π)−1− γ

2 )s

2 (s − 1) Γ
(

1 + s
2

) ∏
ρ

(

1 − s
ρ

)

e
s
ρ ,

onde o produto é sobre os zeros não triviais ρ de ζ e a letra γ denota a constante
de Euler-Mascheroni, dada por

γ = lim
n→∞

(

− log n +
n

∑
k=1

1
k

)

=

ˆ ∞

1

(

−1
x
+

1
⌊x⌋

)

dx.

Uma expansão mais simples em termos de produto infinito é

ζ (s) = π
s
2

∏ρ

(

1 − s
ρ

)

2 (s − 1) Γ
(

1 + s
2

) .

Essa forma exibe claramente o polo simples em s = 1 e os zeros triviais em
−2,−4, . . ., devido ao termo da função gamma no denominador e os zeros não
triviais em s = ρ. (Para assegurar a convergência na última fórmula, o produto
deve ser tomado sobre “pares correspondentes” de zeros, isto é, os fatores para
um par de zeros da forma ρ e 1 − ρ devem ser combinados).

0.3.7 Séries globalmente convergentes

Em 1930, Helmut Hasse provou [32] que se s 6= 1 + 2πi
log 2 então as séries

ζ (s) =
1

1 − 21−s

∞

∑
n=0

1
2n+1

n

∑
k=0

(

n
k

)

(−1)k

(k + 1)s

8
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e

ζ (s) =
1

s − 1

∞

∑
n=0

1
n + 1

n

∑
k=0

(

n
k

)

(−1)k

(k + 1)s−1

são globalmente convergentes.

0.4 Função Zeta e Distribuição de Primos

A fórmula explícita de Riemann para o número de primos menores que um dado
número em termos de uma soma sobre os zeros da função zeta de Riemann diz
que a magnitude das oscilações dos primos em torno de sua posição esperada é
controlada pelas partes reais dos zeros da função zeta. Em particular, o termo de
erro no teorema do número primo está intimamente relacionado com a posição
dos zeros. Por exemplo, se β é o limite superior das partes reais dos zeros, então

π (x)− Li (x) = O
(

xβ log x
)

.

Já é conhecido que 1
2 ≤ β ≤ 1.

Von Koch [86] provou que a hipótese de Riemann implica o “melhor possível”
para o erro do teorema do número primo. Uma versão precisa do resultado de
Koch, devido a Schoenfeld [63], diz que a hipótese de Riemann implica

|π (x)− Li (x)| < 1
8π

√
x log x para todo x ≥ 2657.

Também, no mesmo artigo, Schoenfeld mostrou que

|ψ (x)− x| < 1
8π

√
x log2 x para todo x ≥ 73.2,

onde ψ (x) é a segunda função de Chebyshev, dada por

ψ (x) = ∑
pk≤x

p primo

log p = ∑
p≤x

p primo

⌊

logpx
⌋

log p.

0.5 Analogia com Curvas Algébricas

O que apresentamos nesta dissertação é o análogo e sua demonstração da
hipótese de Riemann para corpos finitos ou, mais precisamente, para curvas
algébricas sobre corpos finitos. Isto é, tomando uma curva C definida sobre o
corpo Fq, definimos a função ζ de C em um número complexo s como

ζC (s) = ζC/Fq (s) = ∑
D

N(D)−s,

9
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em que D percorre todos os divisores efetivos (i.e. D > 0) definidos sobre Fq de
C, e N (D) = qgr(D) é a norma de D com gr (D) o grau do divisor D. Assim, a
hipótese de Riemann para corpos finitos, análoga a formulação clássica, nos diz
que ζC (s) = 0 então Re s = 1

2 . Naturalmente o resultado não se apresenta nessa
forma direta, existem algumas formas equivalentes de se enunciar a hipótese de
Riemann para corpos finitos, a mais simples delas é a seguinte:

Seja f (x, y) um polinômio irredutível a coeficientes inteiros. Para qualquer
número primo p, denotamos por Np ( f ) o número de soluções da congruência
f (x, y) ≡ 0 (mod p). Então existe um inteiro A dependendo apenas de f
tal que

∣

∣Np ( f )− p
∣

∣ ≤ A
√

p.

0.6 Entendendo a Importância do Problema

A prova da hipótese de Riemann para corpos finitos que iremos apresentar é
devida a André Weil, que a publicou nos anos quarenta e que foi um momento
matemático deveras extraordinário por muitas razões: o contexto dramático
em que este trabalho foi produzido e escrito por Weil, a controvérsia com o
matemático Helmut Hasse que se seguiu, a história dos desenvolvimentos que
o precederam, incluindo a contribuições de E. Artin, H. Hasse, F.K. Schmidt
e, claro, B. Riemann e, finalmente, os desenvolvimentos prodigiosos que
se seguiram, por um lado, no campo da matemática aplicada (teoria dos
códigos corretores lineares) e, por outro lado, no coração da matemática
pura com as famosas “Conjecturas de Weil”, que orientaram e estimularam
o desenvolvimento dramático da geometria algébrica durante as décadas
seguintes, culminando com sua comprovação por Grothendieck e Deligne.

0.6.1 Contexto

Em 1940, em meio a Segunda Guerra Mundial, André Weil, após incidentes que
ele narra em suas Souvenirs d’Apprentissage [89], está preso por insubordinação
na prisão “Boas Novas” em Rouen. Ele ficará lá por alguns meses, trabalhará
intensamente em sua matemática, se corresponderá com Henri Cartan [4], com
sua irmã Simone Weil [95] e demonstrará a famosa “hipótese de Riemann para
uma curva sobre um corpo finito”, trabalho que ele resume em uma nota [92]
de três páginas no Proceedings of the Academy, apresentado via Elie Cartan, na
reunião de 22 de abril de 1940. O resumo desliza sob o esteio de um enunciado
(“Aqui está um lema importante”) que ele não fornece prova. Libertado da prisão
e tendo conseguido ingressar nos Estados Unidos, André Weil publica uma

10
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segunda nota [93] no Proceedings of National Academy of Sciences, onde simplifica
sua prova, mas sempre deixando um ponto importante sem nenhuma evidência
(“Em Severi”). A nota americana termina com o seguinte anúncio:

Um relato detalhado desta teoria [. . .] e da teoria “transcendental”, conforme
descrito na nota anterior, está sendo preparado para publicação.

Na verdade Weil publicará em 1946, quando estava em São Paulo, Foundations of
Algebraic Geometry [88] e em 1948 dois livros sobre curvas algébricas e variedades
abelianas [90, 91] que completarão este programa, resumido por Jean-Pierre
Serre em [68] como:

Depois de oito anos, e mais de 500 páginas, sua Nota de 1940 está finalmente
justificada!

0.6.2 Polêmica

Hasse, que havia conseguido alguns anos antes provar a chamada hipótese de
Riemann para as curvas elípticas (curvas algébricas de gênero 1) [33, 34], ficou
indignado com a atitude de Weil. Este último também descreveu explicitamente
seus motivos e rivalidade com Hasse em uma carta a Henri Cartan, datada de 8
de abril de 1940 [4]:

Enviei a nota sem ter demonstrado o lema fundamental; mas estou bem claro
sobre essas questões agora, para assumir o risco. Nunca escrevi nada, e quase
nunca vi nada, que atinja um grau de concentração tão alto quanto essa nota.
Hasse só tem que se enforcar, porque eu resolvo (sujeito ao meu lema) todos
os principais problemas da teoria: 1) A hipótese de Riemann para as funções
ζ desses corpos (demonstrada por Hasse para o gênero 1); 2) As séries L de
Artin relativas aos caracteres das extensões algébricas desses corpos são os
polinômios, cujo grau eu determino.

Seguiu-se uma troca indireta de farpas, da qual citamos dois extratos:

Você tem uma ideia de um “aproveitador da guerra espiritual”? parece-me
que o nosso “amigo” André Weil é tal pessoa [. . .] Isto é o que eu chamo de
um jeito tipicamente judeu!
(Carta de Hasse a Gaston Julia, 14 de setembro de 1941)

E muitos anos mais tarde, nos comentários de suas obras, Weil escreve:

Devemos concluir que as mentes desses [algebristas alemães] tinham sido um
tanto intoxicados pelos sucessos de seus generais?

11
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0.6.3 Gênese

As analogias entre os corpos numéricos (o corpo Q e suas extensões finitas) e os
corpos de funções em um corpo finito (o corpo Fp (X) e suas extensões finitas)
ou entre aritmética e geometria têm fascinado muitos matemáticos, talvez o
primeiro sendo Kronecker. O próprio Weil estava quase obcecado com essa
ideia, acrescentando-lhe um vínculo com a topologia riemanniana, ele falava
de “texto trilíngue” [95]. Emil Artin introduziu [3] o análogo da funções
zeta para os corpos de funções em Fq e a teoria foi desenvolvida pela escola
alemã, notavelmente Deuring, Hasse e Schmidt [62, 33, 34], estabelecendo a
racionalidade (análogo da extensão analítica), a equação funcional e, para as
curvas de gênero 1, a hipótese de Riemann. O grande avanço e, em muitos
aspectos, a ideia central, frutífera e inovadora de Weil é tirar o problema do
arcabouço algébrico e colocá-lo em um contexto geométrico.

0.6.4 Desenvolvimentos ulteriores

Em 1949, André Weil publicou um artigo [94] sobre o número de pontos de
uma variedade algébrica em um corpo finito. Este artigo propõe uma série
de conjecturas (demonstradas por Grothendieck [27] e Pierre Deligne [14, 15])
que generalizam para variedades de dimensões arbitrárias as propriedades
da função zeta de uma curva. Este artigo visionário irá, durante três
décadas, catalisar e suscitar a maioria dos desenvolvimentos da geometria
algébrica abstrata, desenvolvimentos liderados por Grothendieck e mais tarde
completados por Deligne: esquemas, vigas, ciclos algébricos e teoria da
interseção, cohomologia étale, etc.

A hipótese de Riemann para curvas sobre corpos finitos também será
importante para as questões de telecomunicações e teoria da informação através
dos “códigos de Goppa” [24], onde o chamado limitante de Hasse-Weil, dado
por

∣

∣#C
(

Fq
)

− (q + 1)
∣

∣ ≤ 2g
√

q,

equivalente a hipótese Riemann para curvas sobre corpos finitos, desempenha
um papel importante. É uma questão de construir explicitamente bons códigos
(lineares) corretores de erros. A descoberta de Goppa é que alguns sistemas
lineares em curvas sobre um corpo finito fornecem tais códigos. Um dos
parâmetros importantes é o número de pontos racionais da curva, que deve
ser o mais amplo possível, isto é, na prática aproximando o máximo possível o
limite superior fornecido pelo chamado teorema de Hasse-Weil.
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Capítulo 1

Extensões e Corpos Finitos

1.1 Extensões de Corpos

Definição 1.1.1 A característica do corpo K, denotada por car (K), é o menor
inteiro positivo n tal que n1 = 1 + · · · + 1 (n vezes) é igual a 0; se tal n não
existe, diremos que a característica de K é zero.

O homomorfismo i : Z → K (K corpo) tem uma imagem que é um subanel
de integridade de K, logo Ker (i) é um ideal primo. Assim seja Ker (i) = {0} e
i é injetivo logo car (K) = 0, se existe um número primo p tal que Ker (i) = pZ

então car (K) = p. No primeiro caso K contém um subanel isomorfo a Z logo
contém um subcorpo isomorfo a Q; no segundo caso K contém um subcorpo
isomorfo a Z/pZ.

Definição 1.1.2 Sejam L e K corpos. Diremos que L é uma extensão de K se
K ⊂ L, escreveremos também L|K para indicar este fato.

Proposição 1.1.1 Seja f : K → L um homomorfismo de corpos, então f é injetivo.

Demonstração: Por definição f (1K) = 1L e por consequência, se x ∈ K \ {0}
temos 1L = f

(

xx−1
)

= f (x) f
(

x−1
)

logo f (x) 6= 0. �

Quando f : K → L é um homomorfismo de corpos, podemos identificar K
como um subcorpo de L; podemos também considerar L como um K-espaço
vetorial e introduzir a aplicação:

K × L → L

(x, y) 7→ f (x) y
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Neste contexto denotaremos [L : K] = dimKL a dimensão de L visto como K-
espaço vetorial.

Definição 1.1.3 A dimensão [L : K] definida acima é dito o grau da extensão L|K.

Teorema 1.1.1 Seja K ⊂ L ⊂ F uma torre de corpos, então

[F : K] = [F : L] [L : K] .

Demonstração: Damos a prova quando essas dimensões são finitas, de
fato o enunciado e até a prova permanecem válidos com cardinais quaisquer.
Consideremos e1, . . . , em uma base de L sobre K e f1, . . . , fn uma base de F sobre
L, mostraremos então que

{

ei f j
∣

∣ 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n
}

formam uma de L sobre
K. Mostraremos inicialmente que este é um conjunto gerador. Seja x ∈ F, então
existe λi ∈ L tal que x = ∑

n
i=1 λi fi (pois os f j formam uma L-base de F). Além

disso, existe αij ∈ K tal que λi = ∑
m
j=1 αijej (pois os ej formam uma K-base

de L) e portanto x = ∑i,j αijej fi. Mostraremos agora a independência linear.

Seja αij ∈ K e ∑i,j αijej fi = 0 então ∑i

(

∑j αijej

)

fi = 0 logo ∑j αijej = 0 (pois
os fi são L-linearmente independentes) e então os αij são nulos (pois os ej são
K-linearmente independentes). �

Seja K ⊂ L uma extensão de corpos e α ∈ L. Consideremos o homomorfismo
de anéis “avaliação em α” definido da seguinte maneira:

avα : K [X] → L

P 7→ P (α)

Quando Ker (avα) = {0}, diremos que α é transcendente sobre K. Quando
Ker (avα) 6= {0}, diremos que α é algébrico sobre K. Se Ker (avα) = PK [X],
chamaremos P o polinômio minimal de α sobre K (ele não é único, a menos que
imponhamos que seja mônico).

Note que K [α] é o menor subanel de L contendo K e α eK (α) é o menor
subcorpo de L contendo K e α. Por construção K [α] é a imagem de avα logo é
isomorfo a K [X] / Ker (avα). Se α é transcendente, vemos que K [α] ∼= K [X] e
K (α) ∼= K (X); em particular K (α) é de dimensão finita sobre K. Se α é algébrico
se P seu polinômio minimal sobre K, então P é irredutível em K [X] logo o ideal
gerado por P é maximal e K [α] = K (α) ∼= K [X] /PK [X]. Além disso, neste caso
[K (α) : K] = gr (P). Com efeito, uma base de K [α] = K (α) sobre K é dada por
1, α, α2, . . . , αgr(P)−1. Em particular, provamos o seguinte:

Proposição 1.1.2 Seja α ∈ L ⊃ K, então α é algébrico sobre K se e somente se
[K (α) : K] < ∞. Neste caso [K (α) : K] é o grau do polinômio minimal de α sobre K.
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Terminamos esta seção com um teorema cuja demonstração pode ser
encontrado em livros básico de álgebra que tratem da teoria dos corpos.

Teorema 1.1.2 Seja K um corpo e P ∈ K [X] não constante.

(i) Existe L ⊃ K tal que L contém uma raiz de P. Ademais, se P é irredutível em K [X]
e se L é minimal (i.e. se K ⊂ L′ ⊂ L e P possui uma raiz em L′ então L = L′)
então L é único a menos de isomorfismo e é chamado um corpo de ruptura de P
(de fato, L ∼= K [X] /PK [X]).

(ii) Existe uma extensão L ⊃ K tal que P se decompõe sobre L, ou seja, P =

a (X − α1) · · · (X − αn) com a, α1, . . . , αn ∈ L e minimal; uma tal extensão é
única a menos de isomorfismo e é chamada o corpo de decomposição de P
sobre K.

1.2 Corpos Finitos

Iniciemos esta seção recordando que todo corpo F tem um único menor
subcorpo, chamado o subcorpo primo, denotado Fp, que é a interseção de todos
os seus subcorpos.

Lema 1.2.1 Suponha que F é um corpo finito com um subcorpo K contendo q elementos.
Então F é um espaço vetorial sobre K e #F = qm, onde m é a dimensão F visto como um
espaço vetorial sobre K.

Demonstração: É fácil verificar que F é um espaço vetorial sobre K usando
as operações de corpo em F. Como F é finito, podemos escolher uma base
{β1, . . . , βm} para F sobre K. Todo elemento α de F pode então escrito sob a
forma α = a1β1 + · · ·+ amβm, onde ai ∈ K para 1 ≤ i ≤ m e a sequência a1, . . . , am

é unicamente determinada por α. Assim existem (#F)m = qm sequências
distintas de coeficientes, pois existem #K = q escolhas para cada ai. �

O m que ocorre no Lema 1.2.1, que é a dimensão de F como um espaço
vetorial sobre K, é chamado de grau de F sobre K. Ao combinar o lema com
o fato de que todo corpo finito tem uma característica prima, obtemos uma
caracterização do número de elementos que um corpo finito pode possuir:

Teorema 1.2.1 Seja F um corpo finito. A cardinalidade de F é pm, onde p é a
característica de F e m o grau de F sobre seu subcorpo primo.

Proposição 1.2.1 Se F é um corpo finito com q elementos e a ∈ F é não nulo, então
aq−1 = 1. Assim, aq = a para todo a ∈ F.
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Demonstração: Se a é não nulo, sabemos que a é uma unidade em F. Existem
q − 1 unidades em F, logo, pelo Teorema de Lagrange, a ordem multiplicativa
de a em F divide q − 1. Portanto aq−1 = 1 e aq = a. Se a = 0 então é imediato
que aq = a. �

Corolário 1.2.1 Se F um corpo finito com q elementos e a ∈ F \ {0}, então o inverso
de a é aq−2.

Demonstração: aq−2a = aq−1 = 1. �

Corolário 1.2.2 Se F é finito com #F = q, então todo elemento de F é raiz de
Xq − X ∈ F [X].

Demonstração: Se a ∈ F então aq = a, logo aq − a = 0. �

Proposição 1.2.2 Se F é um corpo finito com q elementos, então Xq − X se fatora em
F [X] como ∏a∈F (X − a).

Demonstração: Imediata. �

Teorema 1.2.2 (Existência e Unicidade dos Corpos Finitos) Para todo primo p e
um inteiro positivo n ≥ 1, existe um corpo finito com pn elementos. Qualquer corpo
finito com pn elementos é isomorfo ao corpo de decomposição de Xpn − X sobre Fp.

Demonstração: Primeiro provamos a parte da existência. Suponha que a
potência prima q seja da forma pn, onde p é um primo. Considere o polinômio
r (X) = Xq −X como um polinômio com coeficientes no corpo Fp. Seja F o corpo
de decomposição de r (X) sobre Fp.

Considere o conjunto S = {a ∈ F | aq − a = 0}. Como a derivada r′ (X) é
identicamente −1, ela não tem raízes. Assim o teste da derivada mostra que
r (X) não tem raízes múltiplas, logo #S = q. Como podemos ver facilmente
que S é um subcorpo de F, isso significa que S é um corpo finito com q = pn

elementos.
Pela Proposição 1.2.2, um corpo com q elementos é corpo de decomposição de

Xq − X. Como sabemos da teoria clássica dos corpos, corpos de decomposição
são únicos a menos de isomorfismos. �
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Observação 1.2.1 O teorema anterior mostra que um corpo finito de uma
determinada ordem é único a menos de isomorfismo. Assim, falamos “do”
corpo finito de uma ordem específica q e escrevemos Fq para denotar esse corpo.
Outra notação comum para um corpo de ordem q é GF (q), onde G significa
Galois e F significa corpo (field em inglês). Este nome é usado em homenagem a
Evariste Galois, que em 1830 foi a primeira pessoa a considerar corpos finitos em
geral, por isso esses corpos são também chamado de corpos de Galois. Usaremos
a notação Fq nesta dissertação.

Observação 1.2.2 Notemos que quando p é primo, o corpo Fp é o mesmo que
(isomorfo) o anel Z/pZ dos números inteiros módulo p. Entretanto, quando
m > 1 o corpo finito Fpm não é o mesmo que o anel Z/pmZ dos números
inteiros módulo pm, que não é um corpo.

Teorema 1.2.3 (Estrutura dos Subcorpos de Fpn) Todo subcorpo de Fpn tem pm

elementos, em que m é um divisor de n. Reciprocamente, para cada inteiro m dividindo
n existe um único subcorpo de Fpn de ordem pm.

Demonstração: Um subcorpo K de um corpo finito Fpn deve ter pm elementos
distintos para algum inteiro positivo m com m ≤ n. Pelo Lema 1.2.1, pn deve ser
uma potência de pm, logo m divide n.

Por outro lado, suponha que m divide n. Então

(

Xpm−1 − X
) ∣

∣

∣

(

Xpn−1 − X
)

,

e assim
(

Xpm − X
) ∣

∣

∣

(

Xpn − X
)

.

Segue então que cada raiz de Xpm − X é também uma raiz de Xpn − X. Logo o
corpo Fpn deve conter um corpo de decomposição do polinômio Xpm − X sobre
Fp e o corpo de decomposição deve ter exatamente pm elementos distintos. Se o
subcorpo não for único, isto é, se houvesse dois corpos contidos em Fpn , então
sua união conteria mais do que pm raízes do polinômio Xpm − X em Fpn , o que
é impossível. �
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Exemplo 1.2.1 (Subcorpos de Fp36)

Fp36

❉❉
❉❉

❉❉
❉❉

③③
③③
③③
③③

Fp18 Fp12

Fp9

④④④④④④④④

Fp6

③③③③③③③③

❉❉❉❉❉❉❉❉

Fp4

❈❈❈❈❈❈❈❈

Fp3

③③③③③③③③

❈❈❈❈❈❈❈❈

Fp2

④④④④④④④④

❉❉❉❉❉❉❉❉

Fp

③③③③③③③③

❉❉❉❉❉❉❉❉

Teorema 1.2.4 O grupo multiplicativo F×
q de todos os elementos não nulos do corpo

finito Fq é cíclico.

Demonstração: Para o caso em que q = 2 é trivial. Assumamos então que
q ≥ 3. Seja q − 1 = h > 1 e seja sua a fatoração prima ∏

t
i=1 pri

i . Para cada i
considere o polinômio fi (x) = xh/pi − 1. Este polinômio tem grau h/pi e, assim,
tem no máximo h/pi raízes. Como h/pi < h existe um elemento ai de Fq que
não é raiz de fi, em particular ai 6= 1. Seja

bi = a
h/p

ri
i

i

para cada i ≤ t. Vamos mostrar que a ordem multiplicativo de bi é pri
i .

Claramente

b
p

ri
i

i = ah
i = 1.

Assim, a ordem de bi deve dividir pri
i e, portanto, deve ser uma potência de pi.

Suponha

b
pk

i
i = 1

para algum k ≤ ri. Então temos

b
p

ri−1
i

i = b
pk

i p
ri−(k+1)
i

i = 1p
ri−(k+1)
i = 1.

Isto é impossível, pois

b
p

ri−1
i

i = ah/pi
i e ah/pi

i 6= 1.

18
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Assim a ordem de bi é exatamente pri
i .

Finalmente, seja b = ∏
t
i=1 bi. Então, com base na teoria dos grupos, a ordem

de b é q − 1, pois é o mínimo múltiplo comum das ordens dos elementos bi para
i = 1, . . . , t. �

Definição 1.2.1 Um elemento θ ∈ Fq que gera multiplicativamente o grupo F×
q

de todos os elementos diferentes de zero do corpo Fq é chamado de elemento
primitivo.

Observação 1.2.3 Se θ um elemento primitivo de um corpo finito F, todo
elemento não nulo de F pode ser escrito como uma potência de θ. Essa
representação facilita a computação da multiplicação de elementos do corpo.
Suponha, por exemplo, que a = θt e b = θr, então ab = θtθr = θt+r. É difícil, no
entanto, encontrar a potência s de θ tal que θt + θr = θs.

Teorema 1.2.5 (Teorema do Elemento Primitivo) Seja Fq um corpo finito e seja Fr

uma extensão finita de Fq. Então Fr é uma extensão algébrica simples de Fq, e para
qualquer elemento primitivo θ de Fr a relação Fr = Fq (θ) se verifica.

Demonstração: Seja θ um elemento primitivo de Fr. Tomemos α ∈ Fq (θ),
assim α = a0 + a1θ + · · ·+ amθm, onde m é o grau de Fr sobre Fq. Essa soma é
um elemento de Fr, portanto, α ∈ Fr. Agora observamos que Fq (θ) contém 0, θ

e todos as potências de θ. Portanto, Fq (θ) contém Fr. �

Corolário 1.2.3 Para qualquer potência prima q e qualquer número inteiro n > 1,
existe um polinômio irredutível de grau n sobre Fq.

Demonstração: Basta tomar f (X) o polinômio minimal sobre Fq de um
elemento primitivo de Fqn . �

Exemplo 1.2.2 Considere o polinômio f (X) = X2 + X + l sobre o corpo F2.
Como f (X) não tem raiz em F2, f (X) é irredutível sobre F2. Seja θ uma raiz
de f (X) de modo que θ2 + θ + 1 = 0, ou seja, θ2 = − (θ + 1) = θ + 1. O corpo
F4 = F22 pode ser representado como o conjunto {aθ + b | a, b ∈ F2}. Agora,
fornecemos as tabelas de adição e multiplicação para o corpo F22 :

+ 0 1 θ θ + 1
0 0 1 θ θ + 1
1 1 0 θ + 1 θ

θ θ θ + 1 0 1
θ + 1 θ + 1 θ 1 0

· 0 1 θ θ + 1
0 0 0 0 0
1 0 1 θ θ + 1
θ 0 θ θ + 1 1

θ + 1 0 θ + 1 1 θ
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Notemos que (depois de uma simplificação) (θ + 1) (θ + 1) = θ. Notemos
também que θ é um elemento primitivo do corpo F4, assim θ1 = θ, θ2 = θ + 1 e
θ3 = 1.

Exemplo 1.2.3 Considere o corpo F9, que é um espaço vetorial de dimensão
2 sobre F3. Considere f (X) = X2 + X + 2 em F3 [X]. Este polinômio não
tem raízes em F3, logo é irredutível em F3. Seja θ uma raiz de f (X), assim
θ2 + θ + 2 = 0. Logo θ2 = −θ − 2 = 2θ + 1. O corpo F32 é isomorfo ao corpo
{aθ + b | a, b ∈ F3} com suas operações naturais. Podemos computar as tabelas
de adição e multiplicação diretamente. Por exemplo, 2θ (θ + 2) = 2θ2 + 4θ =
2 (θ + 1) + θ = 2θ + 2. As tabelas completas de adição e multiplicação são dadas
abaixo:

+ 0 1 2 θ θ + 1 θ + 2 2θ 2θ + 1 2θ + 2
0 0 1 2 θ θ + 1 θ + 2 2θ 2θ + 1 2θ + 2
1 1 2 0 θ + 1 θ + 2 θ 2θ + 1 2θ + 2 2θ

2 2 0 1 θ + 2 θ θ + 1 2θ + 2 2θ 2θ + 1
θ θ θ + 1 θ + 2 2θ 2θ + 2 2θ + 1 0 1 2

θ + 1 θ + 1 θ + 2 θ 2θ + 1 2θ + 2 2θ 1 2 0
θ + 2 θ + 2 θ θ + 1 2θ + 2 2θ 2θ + 1 2 0 1

2θ 2θ 2θ + 1 2θ + 2 0 1 2 θ θ + 1 θ + 2
2θ + 1 2θ + 1 2θ + 2 2θ 1 2 0 θ + 1 θ + 2 θ

2θ + 2 2θ + 2 2θ 2θ + 1 2 0 1 θ + 2 θ θ + 1

· 0 1 2 θ θ + 1 θ + 2 2θ 2θ + 1 2θ + 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 θ θ + 1 θ + 2 2θ 2θ + 1 2θ + 2
2 0 2 1 2θ 2θ + 2 2θ + 1 θ θ + 2 θ + 1
θ 0 θ 2θ 2θ + 1 1 θ + 1 θ + 2 2θ + 2 2

θ + 1 0 θ + 1 2θ + 2 1 θ + 2 2θ 2 θ 2θ + 1
θ + 2 0 θ + 2 2θ + 1 θ + 1 2θ 2 2θ + 2 1 θ

2θ 0 2θ θ θ + 2 2 2θ + 2 2θ + 1 θ + 1 1
2θ + 1 0 2θ + 1 θ + 2 2θ + 2 θ 1 θ + 1 2 2θ

2θ + 2 0 2θ + 2 θ + 1 2 2θ + 1 θ 1 2θ θ + 2

Podemos usar a tabela de multiplicação para verificar que a ordem multiplicativa
de θ em F9 é 8, o que significa que θ é um elemento primitivo de F9.

Teorema 1.2.6 Seja Nq (n) o número de polinômio mônicos irredutíveis de grau n sobre
Fq. Então:

Nq (n) =
1
n ∑

d|n
µ (d) q

n
d .
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Em que µ é a função de Möbius, dada pela regra:

µ (n) =











1 se m = 1,
(−1)k se m = p1 · · · pk, o produto de primos distintos,

0 caso contrá rio.

Demonstração: [55, Teorema 1.6.4]. �

Hansen e Mullen [28] fornecem uma lista de polinômios primitivos (e,
portanto, irredutíveis) de grau n sobre Fp para cada primo p ≤ 97 com pn < 1050.

O próximo resultado, cuja demonstração é clara, mostra que um polinômio
irredutível sobre um corpo finito é o polinômio minimal para cada uma de suas
raízes.

Proposição 1.2.3 Seja f (X) um polinômio irredutível sobre Fq a seja α uma raiz de
f (X). Então para cada h (X) ∈ Fq [X], tem-se h (α) = 0 se e somente se f (X) divide
h (X).

Observação 1.2.4 Essa proposição mostra que se f (X) é irredutível sobre Fq e
f (α) = 0, então Fq (α) contém todas as raízes de f (X); portanto, Fq (α) = Fq (β)
sempre que α e β são raízes do mesmo polinômio irredutível sobre Fq.

Proposição 1.2.4 Seja f (X) um polinômio irredutível de grau m sobre Fq. Então
f (X) | Xqn − X se, e somente se, m | n.

Demonstração: Suponha inicialmente que m divide n, logo Fqm é um
subcorpo de Fqn . Seja α uma raiz de f (X) em seu corpo de decomposição,
logo

[

Fq (α) : Fq
]

= m. Assim, como m divide n, e Fq (α) = Fqm , temos
αqn − α = 0 em Fqm . Isto mostra que toda raiz de f (X) é raiz de Xqn − X, e
portanto f (X) | Xqn − X.

Para a recíproca suponha que f (X) | Xqn − X. Se α uma raiz de f (X), então
temos a torre de corpos Fq ⊂ Fq (α) ⊂ Fqn . Agora, como

[

Fqn : Fq
]

= n e
[

Fq (α) : Fq
]

= m, temos que necessariamente m divide n. �

O próximo teorema descreve as raízes de um polinômio irredutível sobre um
corpo finito.

Teorema 1.2.7 Seja f (X) um polinômio irredutível de grau m sobre Fq, então f tem
uma raiz α ∈ Fqm . Ademais, todas as raízes de f (X) são simples e são dados por

α, αq, αq2
, . . . , αqm−1

.
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Demonstração: Seja α uma raiz de f em seu corpo de decomposição. Como
[

Fq (α) : Fq
]

= m, o elemento α está em Fqm . Escrevemos f (X) = ∑
m
i=0 aiXi,

onde ai ∈ Fq. Seja β uma raiz qualquer de f (X). Então

f (βq) =
m

∑
i=0

ai(βq)i =
m

∑
i=0

ai

(

βi
)q

= 0.

Portanto βq é uma raiz de f . Analogamente, βqi
é uma raiz para todo i > 0.

Suponha que para 1 ≤ i < j < m tenhamos βqi
= βqj

. Elevando ambos os
lado à potência qm−j obtemos

βqi+m−j
= βqm

= β.

Logo β é uma raiz de Xqi+m−j − X, assim m | i + m − j. Desta forma, i e j são
congruentes módulo m, uma contradição. �

Definição 1.2.2 Diremos que um corpo F é perfeito se todos os polinômios
irredutíveis em F [X] tem todas as suas raízes simples.

Corolário 1.2.4 Os corpos Fq são perfeitos.

Definição 1.2.3 Seja α ∈ Fqm . Os elementos

α, αq, αq2
, . . . , αqm−1

são chamados os conjugados de α sobre Fq.

Observação 1.2.5 Um elemento α ∈ Fqm terá m conjugados distintos se e
somente se seu polinômio minimal tiver grau m. Se o polinômio minimal de
α tiver grau d (que deve ser um divisor de m), os conjugados distintos de α serão

α, αq, . . . , αqd−1
,

cada um repetido exatamente m/d vezes.

Corolário 1.2.5 Seja α ∈ Fqm e seja o polinômio minimal de α sobre Fq de grau d.
Considere o conjunto

{

α, αq, αq2
, . . . , αqm−1

}

dos conjugados de α. Os elementos deste conjunto são distintos se m = d; do contrário
cada conjugado é repetido m/d vezes.

O próximo resultado descreve o conjunto de automorfismos de um corpo
finito.
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Teorema 1.2.8 Os automorfismos distintos de Fqm sobre Fq são dados pelas funções
σ0, σ1, . . . , σm−1 onde σj : Fqm → Fqm é definida por

σj (α) = αqj

para cada α ∈ Fqm .

Demonstração: Mostramos acima que de β é um elemento primitivo de Fq e
i 6= j ∈ {0, 1, . . . , m − 1}, então

βqi 6= βqj
.

Logo, se i 6= j então σi 6= σj.
Agora seja σ qualquer automorfismo de Fqm sobre Fq e seja f (X) o seu

polinômio minimal sobre Fq. Um cálculo direto mostra que σ leva β em outra
raiz de f (X), de modo que podemos assumir que

σ (β) = βqk
.

Então σ = σk, pois a ação de um automorfismo de um corpo finito é
completamente determinada por sua ação sobre um elemento primitivo do
corpo. �

Observação 1.2.6 (Grupo de Galois) O conjunto de automorfismos de Fq forma
um grupo com a operação de composição de funções. Este grupo é chamado
grupo de Galois de Fqm sobre Fq, e é denotado por Gal (Fqm |Fq). Este um grupo
é cíclico com gerador σ1 : α 7→ αq, o qual é chamado de automorfismo de
Frobenius. Os conjugados de α são, portanto, os elementos aos quais α é levado
por aplicações iterados da aplicação de Frobenius.

Observação 1.2.7 Observe que os subcorpos de Fqm são exatamente os corpos
do forma Fqn em que n | m. Os subgrupos próprios do grupo Galois de Fqm

sobre Fq são exatamente os grupos gerados por σn
1 onde n | m. Além disso,

σn
1 (α) = α se e somente se um α ∈ Fqn . Assim, há uma correspondência um-a-

um entre os subcorpos de Fqm e os subgrupos de seu grupo Galois. Este é um
caso particular do Teorema da Correspondência de Galois.
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Capítulo 2

Corpos de Funções

2.1 O Conceito de Corpo de Funções de uma Variável

Se y é transcendente sobre K, então tem-se que a interseção de todos os
subcorpos de F que contém K e y é o subcorpo

K (y) :=
{

p (y)
q (y)

∈ F
∣

∣

∣

∣

p (X) , q (X) ∈ K [X] , q (X) 6= 0
}

,

que é isomorfo ao corpo de frações dos polinômios:

K (X) =

{

p (X)

q (X)

∣

∣

∣

∣

p (X) , q (X) ∈ K [X] , q (X) 6= 0
}

.

Isto reflete o fato de que se y é transcendente sobre K, então se comporta como
“uma variável” sobre K, uma vez que para quaisquer a0, . . . , an ∈ K tem-se que
∑

n
i=0 aiyi = 0 se, e somente se, ai = 0 para todo i = 0, . . . , n. Esta é a ideia do

conceito de corpo de funções.

Definição 2.1.1 Um corpo de funções algébricas sobre K (de uma variável) ou,
abreviadamente, corpo de funções é uma extensão F de K com a propriedade
de que existe um elemento x ∈ F, transcendente sobre K e tal que a extensão
F|K (x) é finita.

F

K (x)

extensão finita

K

x transcendente
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Doravante assumiremos que K é algebricamente fechado em F, o que significa
que se f ∈ F é um elemento algébrico sobre K, então f ∈ K (em outras palavras,
exceto os elementos de K, que obviamente são algébricos sobre K, não existem
outros elementos de F que sejam algébricos sobre K).

Exemplo 2.1.1 O exemplo mais básico de um corpo de funções se obtém ao
tomar F = K (X).

2.2 Valorizações

Definição 2.2.1 Um anel de valorização do corpo de funções F|K é um anel O tal
que K ( O ( F e, para qualquer elemento f ∈ F, tem-se f ∈ O ou f−1 ∈ O.

Proposição 2.2.1 Seja O um anel de valorização de F|K. Então O é um anel local, isto
é, O tem um único ideal maximal p, a saber, o conjunto dos elementos não invertíveis de
O, ou seja, p = O \O×, onde O× denota o conjunto dos elementos invertíveis de O.

Demonstração: Vamos provar inicialmente que p é um ideal. De imediato
temos que 0 ∈ p. Seja z ∈ p e f ∈ O, se z f = u ∈ O× temos que

(

zu−1) f = 1
e f ∈ O×, logo z = u f−1 ∈ O×, o que é um absurdo, portanto, z f ∈ p. Dados
f , g ∈ p \ {0} temos que f /g ∈ O ou g/ f ∈ O; suponhamos f /g ∈ O, logo
1 + f /g ∈ O e f + g = g (1 + f /g) ∈ p. Portanto p é um ideal de O.

Se m ⊂ O é um ideal não contido em p, então m deve conter um elemento de
O×, de modo que m = O. Logo p é o único ideal maximal de O. �

Proposição 2.2.2 Seja O um anel de valorização de F|K e seja p ⊂ O seu ideal
maximal. Então vale que:

(i) p é um ideal principal.

(ii) Seja t ∈ p tal que p = tO, então qualquer elemento não nulo z ∈ F se escreve de
maneira única como z = tnu, com n ∈ Z e u ∈ O×.

(iii) Sejam t ∈ p tal que p = tO e z ∈ F. Então z ∈ O se, e somente se, z = tnu, com
n ∈ N e u ∈ O×.

Demonstração: Para (i) e (ii) vide [75, Teorema 1.1.6].
(iii) Se z = tnu com u ∈ O× e n < 0, então não podemos ter z ∈ O pois,

neste caso, 1 = t−nzu−1 ∈ p, o que é um absurdo. A recíproca é imediata. �
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Definição 2.2.2 Uma valorização de F|K é uma função

v : F → Z ∪ {∞}

com as seguintes propriedades:

(i) v ( f ) = ∞ se, e somente se, f = 0.

(ii) v ( f h) = v ( f ) + v (h) para quaisquer f , h ∈ F.

(iii) v ( f + h) ≥ min {v ( f ) , v (h)} para quaisquer f , h ∈ F.

(iv) Existe t ∈ F tal que v (t) = 1.

(v) v (a) = 0 para qualquer a ∈ K×.

Observe que se a ∈ K× e f ∈ F então v (a f ) = v (a) + v ( f ) = v ( f ), em
particular v (− f ) = v ( f ).

Proposição 2.2.3 Seja v uma valorização de F|K e sejam f , h ∈ F. Se v ( f ) 6= v (h),
então

v ( f + h) = min {v ( f ) , v (h)} .

Demonstração: Suponhamos que v ( f ) < v (h) e suponhamos também que
v ( f + h) 6= min {v ( f ) , v (h)} = v ( f ). Da parte (iii) da Definição 2.2.2 obtemos
que v ( f + h) > v ( f ) e v ( f ) = v (( f + h)− h) ≥ min {v ( f + h) , v (−h)} >

v ( f ), uma contradição. �

A partir de trabalho de Hensel de 1897, Kürschák e Ostrowski introduziram
o conceito geral de valorização motivados pelo exemplo de valorização p-ádica
(vide o excelente artigo de Peter Roquette sobre história das valorizações [61]).

Exemplo 2.2.1 (Valorizações p-ádicas) Fixado um primo p. A valorização p-ádica
sobre os números racionais é uma função vp : Q → Z ∪ {∞} definida por:

vp (a) =

{

m se a = pm a′
b′ , mdc (a′b′, p) = 1,

∞ se a = 0.

Note que Q não é corpo de funções. Neste caso, somente os itens originais de
uma definição de valorização no sentido geral são satisfeitos, a saber, os itens (i),
(ii) e (iii) da Definição 2.2.2. Com efeito:

(i) Por definição temos que vp (0) = ∞.

(ii) Seja vp (a) = m e vp (b) = n, então a = pm · a′/b′ e b = pn · a′′/b′′ com
mdc (a′b′, p) = mdc (a′′b′′, p) = 1. Temos assim que vp (ab) = m + n, pois
ab = pm+n · a′a′′/b′b′′ e mdc (a′a′′b′b′′, p) = 1.
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(iii) Usando as notações do item anterior e supondo que n < m, como
a + b = pn · (pm−na′b′′ + a′′b′) /b′b′′, temos que vp (a + b) = n =

min
{

vp (a) , vp (b)
}

.

2.3 Lugares

Definição 2.3.1 Um ideal maximal p ⊂ F de um anel de valorização de F|K
diz-se um lugar do corpo de funções F|K.

Definição 2.3.2 Seja p = tO um lugar de F|K. A valorização associada a p é uma
função vp : F → Z ∪ {∞} definida por:

vp ( f ) =
{

n se f 6= 0 e f = tnu com u ∈ O×,
∞ se f = 0.

Observação 2.3.1 Note que para qualquer gerador t′ temos vp (t′) = 1, o que
implica que a definição desta função independe da escolha do gerador de p. Um
gerador de p diz-se um parâmetro local em p.

Proposição 2.3.1 Sejam O um anel de valorização do corpo de funções F|K, p seu ideal
maximal e vp a valorização associada. Então:

(i) O = { f ∈ F | vp ( f ) ≥ 0}.

(ii) O× = { f ∈ F | vp ( f ) = 0}.

(iii) p = { f ∈ F | vp ( f ) > 0}.

Demonstração: Seja t ∈ p tal que p = tO.
(i) Claramente, tnu ∈ O sempre que n ≥ 0 e u ∈ O×. Por outro lado, da

parte (iii) do Teorema 2.2.2 temos que O ⊂ { f ∈ F | vp ( f ) ≥ 0}.
(ii) Seja f = tnu ∈ O×. Como f−1 = t−nu−1 ∈ O, devemos ter n ≥ 0 e

−n ≥ 0. Portanto n = 0.
(iii) Segue de imediato dos itens anteriores, pois p = O \O×. �

Desta forma, um lugar determina uma valorização de F|K e do item (i) da
proposição acima vemos que existe um anel de valorização que contém um
lugar dado. Não é difícil de provar o seguinte resultado, que é uma espécie
de implicação inversa da proposição.

Proposição 2.3.2 Seja v : F → Z ∪ {∞} uma valorização de F|K e seja
O = { f ∈ F | vp ( f ) ≥ 0}, então O é um anel de valorização de F|K, que tem como
ideal maximal o conjunto p = { f ∈ F | vp ( f ) > 0}.

28



A PROVA DE WEIL DA HIPÓTESE DE RIEMANN PARA CORPOS FINITOS

Segue-se que existe uma bijeção entre o conjunto de funções de valorizações
de F|K e os lugares de F|K. Ademais, existe uma bijeção entre o conjunto
dos anéis de valorização de F|K e o conjunto dos lugares de F|K (isto é, os
subconjuntos de f são ideais maximais dos anéis de valorização de F|K).

Dado que p é um ideal maximal de O, temos que O/p é um corpo. Definimos
uma função π : F → O/p ∪ {∞} da seguinte forma:

{

Se z ∈ O então π (z) = z + p;

Se z ∈ F \ O então π (z) = ∞.

Como K ∩ p = {0}, π é injetora, podemos identificar K com sua imagem em
O/p e considerar O/p uma extensão de K. Pode-se mostrar que esta é uma
extensão finita, e seu grau é dito grau de p, que denotaremos por gr (p). Quando
gr (p) = 1 diremos que p é um lugar racional de F|K. A função π definida acima
chama-se a função de classe residual em relação a p e será denotada por resp.

Dado z ∈ O, é habitual escrever z (p), em lugar de z̄, para denotar a classe de
z no corpo O/p, usaremos esta notação livremente daqui por diante.

Exemplo 2.3.1 Uma importante valorização de K (X), geralmente denotada por
v∞ é a função definida por











v∞ (0) = ∞,

v∞

(

f (X)

g (X)

)

= gr f (X)− gr g (X) para todos
f (X)

g (X)
∈ K (X) \ {0} .

O anel de valorização correspondente é

O∞ =

{

f (X)

g (X)
∈ K (X)

∣

∣

∣

∣

gr f (X) ≤ gr g (X)

}

,

e o lugar correspondente, chamado lugar infinito, é

p∞ =

{

f (X)

g (X)
∈ K (X)

∣

∣

∣

∣

gr f (X) < gr g (X)

}

=
1
X
O∞,

logo

O×
∞ =

{

f (X)

g (X)
∈ K (X)

∣

∣

∣

∣

gr f (X) = gr g (X)

}

.

Por fim, a função de classe residual correspondente a p∞ para

z =
anxn + · · ·+ a0

bmxm + · · ·+ b0
com an, bm 6= 0,
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é determinada por

resp∞ (z) = z (∞) =







an/bm se n = m,
0 se n < m,
∞ se n > m.

Vide [75, Proposição 1.2.1] para demonstração destas afirmações.

2.4 Divisores

Definição 2.4.1 Seja P = PF o conjunto dos lugares de F|K. Uma soma formal
do tipo

∑
p∈P

npp,

onde np ∈ Z para todo p ∈ P e np 6= 0 somente para um número finito de
lugares p, diz-se um divisor de F|K.

As demonstrações das próximas duas proposições são imediatas.

Proposição 2.4.1 O conjunto Div (F) dos divisores de F|K é um grupo abeliano com a
soma

∑
p∈P

npp+ ∑
p∈P

spp := ∑
p∈P

(np + sp) p.

Proposição 2.4.2 Em Div (F) tem-se definida uma ordem parcial da seguinte forma:

∑
p∈P

npp ≤ ∑
p∈P

spp ⇔ np ≤ sp para todo p ∈ P.

Com base na relação de ordem em Div (F) dada acima, podemos colocar a
seguinte definição:

Definição 2.4.2 Um divisor ∑p∈P npp é dito efetivo (ou positivo) se ∑p∈P npp ≥ 0.

2.5 Grau de um Divisor

Definição 2.5.1 O grau do divisor ∑p∈P npp é definido como sendo o inteiro

∑
p∈P

np gr (p);

e seu suporte é definido como o conjunto (finito) de lugares p tal que np 6= 0.
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Definição 2.5.2 Seja f ∈ F \ {0}, o divisor principal de f é definido por:

div ( f ) := ∑
p∈P

vp ( f ) p.

Observação 2.5.1 Seja f ∈ F com f 6= 0. Pode-se mostrar que vp ( f ) 6= 0 somente
para um número finito de lugares p (vide [75, Corolário 1.3.4]).

Proposição 2.5.1 Sejam f , h ∈ F \ {0}. Então:

(i) div ( f h) = div ( f ) + div (h).

(ii) div (1) = 0.

(iii) div
(

f−1) = − div ( f ).

Demonstração: (i) Aplicando a propriedade (ii) da Definição 2.2.2, obtemos:

div ( f h) = ∑
p∈P

vp ( f h) p = ∑
p∈P

[vp ( f ) + vp (h)] p

= ∑
p∈P

vp ( f ) p+ ∑
p∈P

vp (h) p = div ( f ) + div (h) .

(ii) Como 1 = t01 temos, por definição, que vp (1) = 0, logo div (1) = 0.
(iii) Do item anterior temos que div (1) = div

(

f−1 f
)

= 0, logo aplicando o
(i) obtemos:

div
(

f−1 f
)

= 0 ⇒ div
(

f−1
)

+ div ( f ) = 0

⇒ div
(

f−1
)

= − div ( f ) .

�

Corolário 2.5.1 O conjunto de divisores principais

Princ (F) = {div ( f ) | f ∈ F \ {0}}

é um grupo.

Definição 2.5.3 O grupo do corolário anterior, que é por sua vez um é um
subgrupo de Div (F) (item (i) da proposição), é chamado grupo dos divisores
principais de F|K.

Definição 2.5.4 (1) Se p ∈ P é tal que vp ( f ) > 0 então diz-se que p é um zero
de f . Se vp ( f ) < 0 então diz-se que p é um polo de f .
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(2) Seja f ∈ F, f 6= 0. Definimos o divisor de zeros de f e o divisor de pólos de f ,
respectivamente, por:

div0 ( f ) = ∑
p∈P

vp( f )>0

vp ( f ) p e div∞ ( f ) = ∑
p∈P

vp( f )<0

(−vp ( f )) p.

Proposição 2.5.2 Seja f ∈ F, f 6= 0. Então:

(i) div0 ( f ) ≥ 0 e div∞ ( f ) ≥ 0.

(ii) div ( f ) = div0 ( f )− div∞ ( f ).

(iii) gr (div0 ( f )) = gr (div∞ ( f )).

Demonstração: Imediato da definição. �

Teorema 2.5.1 Todos os divisores principais tem grau zero. Mais precisamente, seja
f ∈ F \ K, então

gr (div0 ( f )) = gr (div∞ ( f )) = [F : K (x)] .

Demonstração: [75, Teorema 1.4.11]. �

2.6 Espaço de Riemann-Roch

Proposição 2.6.1 Seja D um divisor de F|K. O conjunto

L (D) := { f ∈ F \ {0} | div ( f ) + D ≥ 0} ∪ {0} .

é um K-espaço vetorial.

Demonstração: Observamos inicialmente que se D = ∑p∈P npp, então L (D)
pode-se ser descrito equivalentemente como o conjunto das funções f tal que
vp ( f ) + np ≥ 0 para todo p ∈ P. Desta forma, se f , h ∈ L (D) então

vp ( f + h) + np ≥ min {vp ( f ) , vp (h)}+ np ≥ 0,

para todo p ∈ P, logo f + h ∈ L (D). Da mesma forma, se a ∈ K e f ∈ L (D)
então

vp (a f ) + np = vp (a) + vp ( f ) + np =

{

vp ( f ) + np ≥ 0 se a 6= 0,
∞ ≥ 0 se a = 0,

para todo p ∈ P, logo a f ∈ L (D). Por fim, as propriedades de espaço vetorial
seguem de imediato da definição de L (D) e da Proposição 2.4.1. �
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Definição 2.6.1 O espaço L (D) da proposição anterior é chamado espaço de
Riemann-Roch associado D.

Definição 2.6.2 Uma série linear referente ao divisor D, denotada por |D|, é um
subespaço vetorial de L (D). Uma série linear é dita completa se ela é igual a
todo L (D). Diremos que a série linear tem grau d e dimensão n se gr (D) = d, e
o subespaço tem dimensão n + 1.

Definição 2.6.3 O grupo quociente

Cl (F) = Div (F) / Princ (F)

é chamado grupo de classes dos divisores de F|K. Para um divisor D ∈ Div (F),
o elemento correspondente no grupo quociente Cl (F) é denotado por [D], a
classe de divisor de D. Dois divisores D, D′ ∈ Div (F) são ditos equivalentes, e
escrevemos

D ∼ D′,

se [D] = [D′], isto é, D = D′ + div ( f ) para algum f ∈ F \ {0}.

Observação 2.6.1 Na definição acima assumimos que ∼ é uma classe de
equivalência. Com efeito, mostremos que de fato isso se verifica:

(i) Reflexividade: Se a ∈ K×, então div (a) = 0, logo D + div (a) = D, e assim
D ∼ D.

(ii) Simetria: Se D ∼ D′ então D′ = D + div ( f ) para f ∈ F \ {0}, logo
D′ + div

(

f−1
)

= D + div ( f ) + div
(

f−1
)

= D + div ( f ) − div ( f ) = D,
de forma que D′ ∼ D.

(iii) Transitividade: Se D ∼ D′ e D′ ∼ D′′, então existem f , h ∈ F \ {0} tais que
D′ = D + div ( f ) e D′′ = D′ + div (h), logo D′′ = D + div ( f ) + div (h) e
aplicando o item (i) da Proposição 2.5.1 concluímos que D′′ = D +div ( f h),
portanto D ∼ D′′.

�

Proposição 2.6.2 Se D e D′ são divisores de F|K tal que D ∼ D′, então

L (D) ∼= L
(

D′) .

Demonstração: Como D ∼ D′ temos que D′ = D + div ( f ) para algum
f ∈ F \ {0}. Definimos então ϕ : L (D) → L (D′) por:

h 7→ ϕ (h) =
h
f

.
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Seja h ∈ L (D) então div (h) + D ≥ 0, assim

div (h)− div ( f ) + div ( f ) + D = div (h/ f ) + div ( f ) + D ≥ 0,

isto é, div (h/ f ) + D′ ≥ 0, o que mostra que ϕ está bem definida. Mostremos
que ϕ é um isomorfismo de K-espaços vetoriais. Com efeito:

• Sejam h1, h2 ∈ L (D), então

ϕ (h1 + h2) =
h1 + h2

f
=

h1

f
+

h2

f
= ϕ (h1) + ϕ (h2) ,

logo ϕ é linear.

• Sejam h1, h2 ∈ L (D), então

ϕ (h1) = ϕ (h2) ⇒ h1

f
=

h2

f
⇒ h1 = h2,

portanto ϕ e injetiva.

• Seja z ∈ L (D′), então div (z) + D′ ≥ 0, logo

div (z) + div ( f ) + D = div (z f ) + D ≥ 0,

portanto z f ∈ L (D) e assim ϕ (z f ) = z, isto é, ϕ é sobrejetiva.

�

Definição 2.6.4 Para D divisor de F|K, o inteiro ℓ (D) = dim L (D) é chamado a
dimensão do divisor D.

Proposição 2.6.3 Sejam D e D′ divisores com D ∼ D′. Então

ℓ (D) = ℓ
(

D′) e gr (D) = gr
(

D′) .

Demonstração: Que ℓ (D) = ℓ (D′) segue de imediato da Proposição 2.6.2.
Por outro lado, como D′ = D + div ( f ) e com base no Teorema 2.5.1, temos que
gr (D′) = gr (D) + gr (div ( f )) = gr (D). �

Proposição 2.6.4 Seja D um divisor de F|K tal que gr (D) < 0, então ℓ (D) = 0, isto
é, L (D) = {0}.

Demonstração: Suponha que existe f ∈ L (D), f 6= 0, então div ( f ) + D ≥ 0.
Temos ainda que gr (div ( f ) + D) = gr (div ( f )) + gr (D) = gr (D), ou seja,
gr (D) ≥ 0, contrariando a hipótese. �
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Proposição 2.6.5 (i) Se D ≥ 0 então K ⊂ L (D).

(ii) Se D = 0 então L (D) = K, isto é, ℓ (D) = 1.

Demonstração: (i) Seja D ≥ 0 e seja a ∈ K \ {0}. Como vp (a) = 0 para todos
os lugares p de F|K, obtemos que div (a) = 0, portanto div (a) + D ≥ 0 e assim
K ⊂ L (D).

(ii) Seja D = 0, se f ∈ L (D) ∩ (F \ K) então da Proposição 2.5.2(ii) e do
Teorema 2.5.1 existe um lugar p tal que vp ( f ) < 0 e assim não podemos ter
div ( f ) + 0 ≥ 0 donde L (D) = K. �

2.7 Gênero de um Divisor

Definição 2.7.1 O gênero de F|K é definido por:

g = max {gr (D)− ℓ (D) + 1 | D ∈ Div (F)} .

Proposição 2.7.1 O gênero de F|K é um inteiro não negativo.

Demonstração: Se gr (D) < 0 existe −D ∈ Div (F) tal que gr (−D) > 0 e
g > 0, pois, neste caso, ℓ (D) = 0 (Proposição 2.6.4). Por outro lado, se D = 0
temos gr (D) = 0 e da Proposição 2.6.5 (ii) temos que ℓ (D) = 1, assim temos
que gr (0)− ℓ (0) + 1 = 0. Portanto g ≥ 0. �

Teorema 2.7.1 (Riemann) Seja F|K um corpo de funções de gênero g. Então:

(i) Para todo divisor D ∈ Div (F), tem-se que:

ℓ (D) ≥ gr (D) + 1 − g.

(ii) Existe um inteiro c, dependendo unicamente do corpo de funções F|K, tal que se
gr (D) ≥ c então

ℓ (D) = gr (D) + 1 − g.

Demonstração: (i) Isso é justamente a definição de gênero.
(ii) Tomemos um divisor D0 com g = gr (D0) − ℓ (D0) + 1 e seja c =

gr (D0) + g. Se gr (D) ≥ c então

ℓ (D − D0) ≥ gr (D − D0) + 1 − g ≥ c − gr (D0) + 1 − g = 1.
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Assim existe um elemento f ∈ L (D − D0) \ {0}. Consideremos agora o divisor
D′ = D + div ( f ), o qual é ≥ D0. Usando a Proposição 2.6.3, temos

gr (D)− ℓ (D) = gr
(

D′)− ℓ
(

D′) ≥ gr (D0)− ℓ (D0) = g − 1.

Portanto, ℓ (D) ≤ gr (D) + 1 − g. �

Exemplo 2.7.1 Vamos mostrar que o corpo de funções racionais K (X) |K tem
gênero g = 0. Para isso tomemos p∞ como no Exemplo 2.3.1 (p. 29). Considere
para r ≥ 0 o espaço vetorial L (rp∞). Naturalmente os elementos 1, X, . . . , Xr

estão em L (rp∞), logo

r + 1 ≤ ℓ (rp∞) = gr (rp∞) + 1 − g = r + 1 − g.

De forma que g ≤ 0. Como g ≥ 0 para todo corpo de funções, segue a afirmação.

2.8 O Teorema de Riemann-Roch

Definição 2.8.1 Para D ∈ Div (F) o inteiro

i (D) = ℓ (D)− gr (D) + g − 1

é chamado índice de especialidade de D.

Observação 2.8.1 O Teorema de Riemann 2.7.1 garante que i (D) é um inteiro
não negativo, e i (D) = 0 se gr (D) é suficientemente grande.

Definição 2.8.2 Um adele de F|K é uma aplicação

α : P → F
p 7→ αp

tal que αp ∈ Op para quase todo p ∈ P.

Observação 2.8.2 Em geral consideramos um adele como um elemento do
produto direto ∏p∈P F e portanto usamos a notação α = (αp)p∈P ou,
abreviadamente, α = (αp).

Definição 2.8.3 O conjunto

A = AF = {α | α é um adele de F|K}

é chamado espaço adélico de F|K.
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Observação 2.8.3 O espaço adélico pode ser considerado, de forma canônica,
como um espaço vetorial sobre K.

Definição 2.8.4 O adele principal de um elemento f ∈ F é o adele cujos
componentes são todas iguais a f .

Observação 2.8.4 A definição acima nos fornece o mergulho F →֒ A. As
valorizações vp de F|K estendem-se naturalmente a A pondo

vp (α) = vp (αp)

onde αp é a p-componente do adele α. Por definição temos que vp (α) ≥ 0 para
quase todo p ∈ P.

Definição 2.8.5 Para D ∈ Div (F) definimos

A (D) = AF (D) = {α ∈ A | vp (α) ≥ vp (D) para todo p ∈ P} .

Observação 2.8.5 O conjunto A (D) é um subespaço de A.

Teorema 2.8.1 Para qualquer divisor D tem-se que o índice de especialidade satisfaz a
equação:

i (D) = dim
(

A

A (D) + F

)

.

Demonstração: [75, Teorema 1.5.4] �

Observe que, embora os espaços vetoriais A, A (D) e F sejam de dimensão
infinita, o teorema afirma que o espaço quociente A/ (A (D) + F) tem dimensão
finita sobre K. Como corolário, obtemos outra caracterização do gênero F|K.

Corolário 2.8.1

g = dim
(

A

A (0) + F

)

.

Demonstração: i (0) = ℓ (0) + gr (0) + g − 1 = 1 − 0 + g − 1 = g. �

O Teorema 2.8.1 pode ser reescrito como segue: Para todo D ∈ Div (F) tem-se
a equação:

ℓ (D) = gr (D) + 1 − g + dim
(

A

A (D) + F

)

. (2-1)

Esta é uma versão preliminar do Teorema de Riemann-Roch que apresentare-
mos nesta seção.
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Definição 2.8.6 Um diferencial de Weil é uma aplicação K-linear ω : A → K que
se anula em A (D) + F para algum divisor D ∈ Div (F).

Definição 2.8.7 O módulo dos diferenciais de Weil de F|K é definido por

ΩF = {ω | ω é um diferencial de Weil de F|K} .

Definição 2.8.8 Para D ∈ Div (F) definimos

ΩF (D) = {ω ∈ ΩF | ω se anula em A (D) + F} .

Proposição 2.8.1 O conjunto ΩF é um K-espaço vetorial e ΩF (D) é um subespaço
de ΩF.

Demonstração: Se ω1 se anula em A (D1) + F e ω2 se anula em A (D2) + F
então ω1 + ω2 se anula em A (D3) para qualquer divisor D3 com D3 ≤ D1 e
D3 ≤ D2; e aω1 se anula em A (D1) + F para qualquer a ∈ K. A segunda parte
da proposição é imediata. �

Proposição 2.8.2 Para D ∈ Div (F) temos que

dim ΩF (D) = i (D) .

Demonstração: O conjunto ΩF (D) é canonicamente isomorfo ao espaço
das formas lineares em A/ (A (D) + F). Como, segundo o Teorema 2.8.1,
A/ (A (D) + F) é um espaço de dimensão finita de dimensão i (D), o resultado
segue. �

Corolário 2.8.2 ΩF 6= 0.

Demonstração: Para um divisor D com grau ≤ −2, temos

dim ΩF (D) = i (D) = ℓ (D)− gr (D) + g − 1 ≥ 1,

logo ΩF (D) 6= 0. �

Definição 2.8.9 Para f ∈ F e ω ∈ ΩF definimos f ω : A → K por

( f ω) (α) = ω ( f α) .

Proposição 2.8.3 A função f ω dado na definição acima é em si um diferencial de Weil
de F|K.
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Demonstração: De fato, como ω se anula em A (D) + F então f ω se anula em
A (D + div ( f )) + F. �

Proposição 2.8.4 ΩF é um espaço vetorial sobre F de dimensão 1.

Demonstração: [75, Proposição 1.5.9]. �

O próximo teorema associa a cada diferencial de Weil um divisor.

Teorema 2.8.2 Para cada ω ∈ ΩF \ {0}, definimos

M (ω) = {D ∈ Div (F) | ω se anula em A (D) + F} .

Assim existe um divisor unicamente determinado W ∈ M (ω) tal que D ≤ W para todo
D ∈ M (ω).

Demonstração: Pelo Teorema de Riemann (p. 35) existe uma constante c,
dependendo unicamente do corpo de funções F|K, com a propriedade i (D) = 0
para todo D ∈ Div (F) de grau ≥ c. Como, dim (A/A (D) + F) = i (D) de
acordo com o Teorema 2.8.1, temos que gr (D) < c para todo D ∈ M (ω).
Portanto, podemos escolher um divisor W ∈ M (ω) de grau máximo.

Suponha que W não tenha a propriedade do teorema. Então existe um divisor
D0 ∈ M (ω) com D0 6≤ W, i.e. vq (D0) > vq (W) para algum q ∈ P.

Afirmamos que

W + q ∈ M (ω) , (∗)

o que contradiz a maximalidade de W.
Com efeito, considere um adele α = (αp) ∈ A (W + q). Podemos escrever

α = α′ + α′′ com

α′
p =

{

αp para p 6= q,
0 para p = q,

e α′′
p =

{

0 para p 6= q,
αq para p = q.

Então α′ ∈ A (W) e α′′ ∈ A (D0), logo

ω (α) = ω
(

α′)+ ω
(

α′′) = 0.

Portanto ω se anula A (W + q) + F, e assim (∗) está provado.
A unicidade de W é imediata. �

A seguintes definições fazem sentido em vista do teorema anterior.

Definição 2.8.10 O divisor div (ω) de um diferencial de Weil ω 6= 0 é o divisor
unicamente determinado de F|K que satisfaz:
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(i) ω se anula em A (div (ω)) + F, e

(ii) se ω se anula em A (D) + F então D ≤ div (ω).

Definição 2.8.11 Para ω ∈ ΩF \ {0} e p ∈ P definimos vp (ω) = vp (div (ω)).

Definição 2.8.12 (1) Um lugar p diz-se um zero (respectivamente, um polo) de
ω se vp (ω) > 0 (respectivamente, vp (ω) < 0).

(2) O diferencial de Weil ω é dito regular em p se vp (ω) ≥ 0, e é dito regular (ou
holomorfo) se é regular em todos os lugares p ∈ P.

Definição 2.8.13 Um divisor W é dito um divisor canônico de F|K se W = div (ω)
para algum ω ∈ ΩF.

Como consequência imediata dessas definições temos que:

ΩF (D) = {ω ∈ ΩF | ω = 0 ou div (ω) ≥ D} . (2-2)

Desta forma,
ΩF (0) = {ω ∈ ΩF | ω é regular} .

Assim, como consequência da Proposição 2.8.2 e da Definição 2.8.1, obtemos

dim ΩF (0) = g.

Proposição 2.8.5 (i) Para f ∈ F \ {0} e ω ∈ ΩF \ {0} temos que

div ( f ω) = div ( f ) + div (ω) .

(ii) Quaisquer dois divisores canônicos de F|K são equivalentes.

Resulta dessa proposição que os divisores canônicos de F|K formam uma
classe completa [W] no grupo de classes de divisores Cl (F); esta classe é
chamada de classe canônica de F|K.

Demonstração da Proposição 2.8.5: Se ω se anula em A (D) + F então f ω se
anula em A (D + div ( f )) + F, consequentemente

div (ω) + div ( f ) ≤ div ( f ω) .

da mesma forma,

div ( f ω) + div
(

f−1
)

≤ div
(

f−1 f ω
)

= div (ω) .
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Combinando estas duas desigualdades, obtemos

div (ω) + div ( f ) ≤ div ( f ω) ≤ − div
(

f−1
)

+ div (ω) = div (ω) + div ( f ) .

Isto prova o item (i). O item (ii) segue do item (i) e da Proposição 2.8.4. �

Teorema 2.8.3 (Teorema da Dualidade) Seja D um divisor arbitrário de F|K e seja
W = div (ω) um divisor canônico de F|K. Então a aplicação

µ : L (W − D) → ΩF (D)
f 7→ f ω

é um isomorfismo de K-espaços vetoriais. Em particular,

i (D) = ℓ (W − D) .

Demonstração: Para f ∈ L (W − D) temos que

div ( f ω) = div ( f ) + div (ω) ≥ − (W − D) + W = D,

logo, de acordo com a equação (2-2), f ω ∈ ΩF (D). Portanto µ é uma
aplicação de L (W − D) em ΩF (D). Pode-se ver facilmente que µ é linear e
injetiva. Para mostrarmos que µ é sobrejetiva, consideramos o diferencial de Weil
ω1 ∈ ΩF (D). De acordo com a Proposição 2.8.4, podemos escrever ω1 = f ω

para algum f ∈ F. Como

div ( f ) + W = div ( f ) + div (ω) = div ( f ω) = div (ω1) ≥ D,

obtemos que div ( f ) ≥ − (W − D), logo f ∈ L (W − D) e ω1 = µ (x). Provamos
assim que

dim ΩF (D) = ℓ (W − D) .

Como dim ΩF (D) = i (D), conforme a Proposição 2.8.2, obtemos que i (D) =

ℓ (W − D). �

Estamos agora em condições de enunciar e demonstrar o principal resultado
da teoria dos corpos de funções.

Teorema 2.8.4 (Riemann-Roch) Seja W um divisor canônico de F|K. Então para cada
divisor D ∈ Div (F), vale a igualdade

ℓ (D) = gr (D) + 1 − g + ℓ (W − D) .
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Demonstração: Do Teorema da Dualidade temos que ℓ (W − D) = i (D)
e a definição de índice de especialidade de D nos diz que i (D) = ℓ (D) −
gr (D) + g − 1, logo ℓ (W − D) = ℓ (D) − gr (D) + g − 1, ou seja, ℓ (D) =
gr (D) + 1 − g + ℓ (W − D). �

Corolário 2.8.3 Se W é um divisor canônico, temos que

gr (W) = 2g − 2 e ℓ (W) = g.

Demonstração: Para D = 0, o Teorema de Riemann-Roch e a
Proposição 2.6.5(ii) nos dão que

1 = ℓ (0) = gr (0) + 1 − g + ℓ (W − 0) .

Assim ℓ (W) = g. Pondo D = W obtemos

g = ℓ (W) = gr (W) + 1 − g + ℓ (W − W) = gr (W) + 2 − g.

Portanto gr (W) = 2g − 2. �
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Capítulo 3

Curvas Algébricas

Salvo as seções 3.7 e 3.8, em todo este capítulo K denotará um corpo algebricamente
fechado.

3.1 Variedades Afins

Definição 3.1.1 O espaço afim n-dimensional An = An (K) é o conjunto de todas
n-uplas de elementos de K. Um elemento P = (a1, . . . , an) ∈ An é dito um ponto,
e a1, . . . , an as coordenadas de P.

Definição 3.1.2 Seja K [X1, . . . , Kn] um anel de polinômios em n variáveis
sobre K. Um subconjunto V ⊂ An é dito um conjunto algébrico se existe
M ⊂ K [X1, . . . , Xn] tal que

V = {P ∈ An | F (P) = 0 para todo F ∈ M} .

Definição 3.1.3 Dado um conjunto algébrico V ⊂ An, o conjunto de polinômios

a (V) = {F ∈ K [X1, . . . , Xn] | F (P) = 0 para todo P ∈ V}

é chamado ideal de V.

Observação 3.1.1 O conjunto a (V) é claramente um ideal de K [X1, . . . , Xn] e,
segundo o Teorema da Base de Hilbert ([22, Teorema III.5.2]), pode ser gerado
por um número finito de polinômios F1, . . . , Fr ∈ K [X1, . . . , Xn].

Em vista da observação acima temos a seguinte proposição:
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Proposição 3.1.1 Existem F1, . . . , Fr ∈ K [X1, . . . , Xn] tal que

V = {P ∈ An | F1 (P) = · · · = Fr (P) = 0} .

Definição 3.1.4 Um conjunto algébrico V ⊂ An é dito irredutível se não pode ser
escrito como V = V1 ∪V2, em que V1 e V2 são subconjunto algébricos próprios
de V

Proposição 3.1.2 O conjunto algébrico V ⊂ An é irredutível se, e somente se, seu ideal
correspondente a (V) é primo.

Demonstração: Se a (V) não é primo, existem F, G ∈ K [X1, . . . , Xn] tais
que FG ∈ a (V) mas F, G /∈ a (V). Assim, existem P1, P2 ∈ V tais que
F (P1) 6= 0 e G (P2) 6= 0, logo F ∈ a (V \ {P1}) e G ∈ a (V \ {P2}), portanto,
V = (V \ {P1}) ∪ (V \ {P2}). Invertendo os passos temos a recíproca. �

Definição 3.1.5 Uma variedade afim é um conjunto algébrico irredutível V ⊂ An.

Definição 3.1.6 O anel de coordenadas de uma variedade V é seguinte anel das
classes residuais:

Γ (V) =
K [X1, . . . , X2]

a (V)
.

Proposição 3.1.3 O anel Γ (V) é um domínio de integridade.

Demonstração: Conforme a Proposição 3.1.2, a (V) é um ideal primo, donde,
por definição, segue o resultado. �

Observação 3.1.2 Todo f = F + a (V) ∈ Γ (V) induz uma função f : V → K
tomando f (P) = F (P) para P ∈ V.

Definição 3.1.7 O corpo de frações

K (V) = cf (Γ (V))

é dito o corpo de funções de V.

Proposição 3.1.4 O corpo de funções K (V) contém a K como subcorpo.

Demonstração: Segue da Observação 3.1.2 acima. �

Definição 3.1.8 A dimensão de uma variedade afim V é o grau de transcendência
de K (V) sobre K.
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Proposição 3.1.5 Para cada ponto P ∈ V, conjunto

OP (V) =
{

f ∈ K (V)
∣

∣

∣ f =
g
h

com g, h ∈ Γ (V) e h (P) 6= 0
}

.

é um anel local com corpo de frações K (V) e cujo único ideal maximal é:

mP (V) =
{

f ∈ K (V)
∣

∣

∣
f =

g
h

com g, h ∈ Γ (V) , h (P) 6= 0 e g (P) = 0
}

.

Demonstração: Basta observar que OP (V) é a localização de Γ (V) em mP (V)
[12, Capítulo 4]. �

Definição 3.1.9 O anel OP (V) é chamado anel local de V.

3.2 Variedades Projetivas

Proposição 3.2.1 A relação ∼ sobre An \ {(0, . . . , 0)} definida abaixo é um relação de
equivalência:

(a0, . . . , an) ∼ (b0, . . . , bn)

m
existe um elemento λ ∈ K \ {0} tal que bi = λai para 0 ≤ i ≤ n.

Demonstração: (a0, . . . , an) = (1a0, . . . , 1an), logo (a0, . . . , an) ∼ (a0, . . . , an).
Se (a0, . . . , an) ∼ (b0, . . . , bn), existe λ ∈ K \ {0} tal que bi = λai para todo i.

Assim ai =
1
λ bi, ou seja, (b0, . . . , bn) ∼ (a0, . . . , an).

Se (a0, . . . , an) ∼ (b0, . . . , bn) e (b0, . . . , bn) ∼ (c0, . . . , cn), existem elementos
λ1, λ2 ∈ K \ {0} tais que bi = λ1ai e ci = λ2bi para todo 0 ≤ i ≤ n. Desta forma,
ci = (λ2λ1) ai e assim (a0, . . . , an) ∼ (c0, . . . , cn). �

Notação: A classe de equivalência de (a0, . . . , an) em relação a ∼ é denotada por
(a0 : . . . : an).

Definição 3.2.1 O espaço projetivo n-dimensional Pn = Pn (K) é o conjunto de
todas as classes de equivalência da relação ∼:

Pn = {(a0 : . . . : an) | ai ∈ K e não são todos nulos} .

Um elemento P = (a0 : . . . : an) ∈ Pn é um ponto, e a0, . . . , an são as coordenadas
homogêneas de P.
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Definição 3.2.2 Um monômio de grau d é um polinômio G ∈ K [X0, . . . , Xn] da
forma

G = a
n

∏
i=0

Xdi
i com a ∈ K \ {0} e

n

∑
i=1

di = d.

Um polinômio F é um polinômio homogêneo se F é a soma de monômios de mesmo
grau. Um ideal a ⊂ K [X0, . . . , Xn] que é gerado por polinômios homogêneos é
chamado ideal homogêneo.

Definição 3.2.3 Seja P = (a0 : . . . : an) ∈ Pn e F ∈ K [X0, . . . , Xn] um polinômio
homogêneo. Diremos que F (P) = 0 se F (a0, . . . , an) = 0.

Observação 3.2.1 A definição acima faz sentido na seguinte medida: como

F (λa0, . . . , λan) = λdF (a0, . . . , an) (com d = gr (F) ),

temos que
F (a0, . . . , an) = 0 ⇔ F (λa0, . . . , λan) = 0.

Definição 3.2.4 Um subconjunto V ⊂ Pn é dito um conjunto algébrico projetivo se
existe M ⊂ K [X1, . . . , Xn] tal que

V = {P ∈ Pn | F (P) = 0 para todo F ∈ M} .

Definição 3.2.5 Um conjunto algébrico projetivo V ⊂ Pn é dito irredutível se não
pode ser escrito como V = V1 ∪V2, em que V1 e V2 são subconjunto algébricos
projetivos próprios de V

Definição 3.2.6 O ideal a (V) ⊂ K [X0, . . . , Xn], que é gerado por todos os
polinômios homogêneos F com F (P) = 0 para todo P ∈ V, é chamado ideal
de V.

Proposição 3.2.2 O conjunto V ⊂ Pn é irredutível se, e somente se, a (V) é um ideal
homogêneo primo em K [X0, . . . , Xn].

Demonstração: Análoga a demonstração da Proposição 3.1.2. �

Definição 3.2.7 Uma variedade projetiva é um conjunto algébrico projetivo
irredutível.

Definição 3.2.8 Seja V ⊂ Pn. O anel de coordenadas homogêneas de V é definido
por:

Γh (V) =
K [X0, . . . , Kn]

a (V)
.
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Proposição 3.2.3 Γh (V) é um domínio de integridade contendo K.

Demonstração: Segue de imediato, fazendo a analogia adequada, da
Proposição 3.1.3 e da Observação 3.1.2. �

Definição 3.2.9 Um elemento f ∈ Γh (V) é dito uma forma de grau d se f =
F + a (V) para algum polinômio homogêneo F ∈ K [X0, . . . , Xn] com gr (F) = d.

Definição 3.2.10 O corpo de funções de V é definido por

K (V) =
{g

h

∣

∣

∣
g, h ∈ Γh (V) são formas de um mesmo grau e h 6= 0

}

.

Observação 3.2.2 K (V) é um subcorpo de cf (Γh (V)), o corpo de frações
de Γh (V).

Definição 3.2.11 A dimensão de uma variedade projetiva V é o grau de transcen-
dência de K (V) sobre K.

Seja P = (a0 : . . . : an) ∈ V e f ∈ K (V). Escrevemos f = g/h em que
g = G + a (V) , h = H + a (V) ∈ Γh (V) e G e H são polinômios homogêneos de
grau d. Como

G (λa0, . . . , λan)

H (λa0, . . . , λan)
=

λdG (a0, . . . , an)

λd H (a0, . . . , an)
=

G (a0, . . . , an)

H (a0, . . . , an)
,

podemos definir f (P) = G(a0,...,an)
H(a0,...,an)

∈ K, se H (P) 6= 0. Então, neste caso, diremos
que f está definido em P e chamaremos f (P) o valor de f em P.

Proposição 3.2.4 O anel

OP (V) = { f ∈ K (V) | f é definida em P} ⊂ K (V)

é um anel local cujo único maximal é

mP (V) = { f ∈ OP (V) | f (P) = 0} .

Demonstração: Segue diretamente da Proposição 3.1.5, fazendo a analogia
adequada. �
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3.3 Cobrindo Variedades Projetivas por Variedades Afins

Para cada 0 ≤ i ≤ n consideramos a aplicação ϕi : An → Pn dada por

ϕi (a0, . . . , an−1) = (a0 : . . . : ai−1 : 1 : ai : . . . : an−1) .

Assim sendo, ϕi é uma bijeção de An sobre o conjunto

Ui = {(c0 : . . . : cn) ∈ Pn | ci 6= 0} ,

e Pn =
⋃n

i=1 Ui. Portanto temos:

Proposição 3.3.1 O espaço projetivo Pn pode ser coberto por n + 1 cópias do espaço
afim An.

Seja V ⊂ Pn uma variedade projetiva, então V =
⋃n

i=1 (V∩ Ui). Suponha
que V∩ Ui 6= ∅. Então

Vi = ϕ−1
i (V∩ Ui) ⊂ An

é uma variedade afim, e o ideal a (Vi) é dado por

a (Vi) = {F (X0, . . . , Xi, 1, Xi+1, . . . , Xn) | F ∈ a (V)} .

Por conveniência restringiremo-nos no que segue ao caso i = n (e V∩ Un 6= ∅).

Definição 3.3.1 O complemento

Hn = Pn \ Un = {(a0 : . . . : an) ∈ Pn | an = 0}

é dito o hiperplano (no infinito), e os pontos P ∈ V ∩ Hn são os pontos no infinito
de V e podem serem denotados por ∞.

Proposição 3.3.2 Existe um K-isomorfismo natural α de K (V) (o corpo de funções da
variedade V) sobre K (Vn) (o corpo de funções da variedade Vn = ϕ−1

n (V ∩ Un)).

Demonstração: Com efeito, este isomorfismo é definido da seguinte forma:
Seja f = g/h ∈ K (V), onde f , g ∈ Γh (V) são formas de mesmo grau e h 6= 0.
Tomamos polinômios homogêneos G, H ∈ K [X0, . . . , Xn] que representam g
respectivamente h. Sejam G∗ = G (X0, . . . , Xn−1, 1) e H∗ = H (X0, . . . , Xn−1, 1)
em K [X0, . . . , Xn−1]. Suas classes residuais em Γ (V) = K [X0, . . . , Xn−1] /a (Vn)
são g∗ respectivamente h∗. Então α ( f ) = g∗/h∗. �

Notemos que sobre o isomorfismo α da proposição anterior, o anel local de
um ponto P ∈ V∩ Un é levado sobre o anel local de ϕ−1

n (P) ∈ Vn.

Corolário 3.3.1 Os anéis locais OP (V∩ Un) e Oϕ−1
n (P) (Vn) são isomorfos.
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3.4 Fecho Projetivo de uma Variedade Afim

Definição 3.4.1 Para um polinômio F = F (X0, . . . , Xn−1) ∈ K [X0, . . . , Xn−1] de
grau d, definimos

F∗ = Xd
n F
(

X0

Xn
, . . . ,

Xn−1

Xn

)

∈ K [X0, . . . , Xn] .

Proposição 3.4.1 F∗ é um polinômio homogêneo de grau d em n + 1 variáveis.

Demonstração: Seja F = F0 + F1 + · · · + Fd ∈ K [X0, . . . , Xn], em que Fi,
0 ≤ i ≤ d, são polinômios homogêneos de grau i, respectivamente. Então:

F0Xd
n + F1Xd−1

n + · · ·+ Fd−1Xn + Fd

= Xd
n

(

F0 +
1

Xn
F1 + · · ·+ 1

Xd−1
n

Fd−1 +
1

Xd
n

Fd

)

= Xd
n F
(

X0

Xn
, · · · ,

Xn−1

Xn

)

= F∗.

�

Definição 3.4.2 Consideremos agora a variedade V ⊂ An e seu ideal
correspondente a (V) ⊂ K [X0, . . . , Xn−1]. Definimos a variedade projetiva
V ⊂ Pn como segue:

V = {P ∈ Pn | F∗ (P) = 0 para todo F ∈ a (V)} .

A variedade V é dita o fecho projetivo de V.

Observação 3.4.1 Podemos recuperar V de V pelo processo descrito na
Proposição 3.3.2, a saber:

V = ϕ−1
n
(

V∩ Un
)

=
(

V
)

n.

Proposição 3.4.2 Os corpos de funções de V e de V são naturalmente isomorfos, e V e
V têm a mesma dimensão.

Demonstração: Decorre da Observação 3.4.1 acima e da Proposição 3.3.2. �
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3.5 Aplicações Racionais e Morfismos

Definição 3.5.1 Seja V ⊂ Pm e W ⊂ Pn variedades projetivas. Suponha
que F0, . . . , Fn ∈ K [X0, . . . , Xm] são polinômios homogêneos com as seguintes
propriedades:

(a) F0, . . . , Fn têm o mesmo grau;

(b) Nem todos Fi estão em a (V);

(c) Para todo H ∈ a (W) tem-se H (F0, . . . , Fn) ∈ a (V).

Seja Q ∈ V e assumamos que Fi (Q) 6= 0 para ao menos um i ∈ {0, . . . , n}
(por (b) um tal ponto existe). Então o ponto (F0 (Q) : . . . : Fn (Q)) ∈ Pn

está em W, por (c). Seja (G0, . . . , Gn) uma outra n-upla de polinômios
homogêneos satisfazendo (a), (b) e (c). Diremos que (F0, . . . , Fn) e (G0, . . . , Gn)
são equivalentes se

(d) FiGj ≡ FjGi (moda (V)) para 0 ≤ i, j ≤ n.

A classe de equivalência de (F0, . . . , Fn) em relação a esta relação de equivalência
é denotada por

φ = (F0 : . . . : Fn) ,

e φ é dita uma aplicação racional de V em W.

Definição 3.5.2 Uma aplicação racional φ = (F0 : . . . : Fn) é dita regular (ou
definida) em um ponto P ∈ V se existem polinômios homogêneos G0, . . . , Gn ∈
K [X0, . . . , Xm] tais que φ = (G0 : . . . : Gn) e Gi (P) 6= 0 para ao menos um i.
Então definimos

φ (P) = (G0 (P) : . . . : Gn (P)) ∈ W,

que está bem definida pelas condições (a) e (b) da definição anterior.

Definição 3.5.3 Duas variedades V1 e V2 são ditas birracionalmente equivalentes
se existem aplicações racionais φ1 : V1 → V2 e φ2 : V2 → V1 tais que φ1 ◦ φ2 e
φ2 ◦ φ1 são aplicações identidades sobre V2 e sobre V1, respectivamente.

Proposição 3.5.1 As variedades V1 e V2 são birracionalmente equivalentes se, e
somente se, seus corpos de funções K (V1) e K (V2) são K-isomorfos.

Demonstração: Vide [20, Proposição 12 da Seção 6.6]. �
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Definição 3.5.4 Uma aplicação racional φ : V → W que é regular em todos os
pontos P ∈ V é dito um morfismo. Diremos que tal aplicação é um isomorfismo se
existe um morfismo ψ : W → V tal que φ ◦ ψ e ψ ◦ φ são aplicações identidade
sobre W e V, respectivamente. Neste caso, V e W são ditas isomorfas. Por
fim, diremos que φ é birracional se existem abertos V ∈ V e W ∈ W, e um
isomorfismo ϕ : V → W que representa φ.

3.6 Curvas Algébricas

Definição 3.6.1 Uma curva algébrica projetiva (afim) C é uma variedade projetiva
(afim) de dimensão um.

A definição indica que o corpo K (C) das funções racionais sobre C é um
corpo de funções algébricas de uma variável, tal como estudado em todo
Capítulo 2.

Uma curva plana afim é uma curva C ⊂ A2. Seu ideal a (C) ⊂ K [X0, X1]
é gerado por um polinômio irredutível G ∈ K [X0, X1] (que é único a menos de
fator constante). Reciprocamente, dado um polinômio irredutível G ∈ K [X0, X1],
o conjunto C =

{

P ∈ A2
∣

∣ G (P) = 0
}

é uma curva plana afim, e G gera
seu ideal correspondente a (C). Consequentemente, o ideal de uma curva
plana projetiva C ⊂ P2 é gerado por um polinômio homogêneo irredutível
H ∈ K [X0, X1, X2].

Definição 3.6.2 O grau de uma curva C, indicado por gr (C), é o grau de um
polinômio definidor da curva.

Proposição 3.6.1 Se C =
{

P ∈ A2
∣

∣ G (P) = 0
}

é uma curva plana afim de grau d,
o fecho projetivo C ⊂ P2 é dado pelos zeros do polinômio homogêneo

G∗ = Xd
2 G

(

X0

X2
,

X1

X2

)

.

Definição 3.6.3 Seja C uma curva afim (projetiva) gerada pelo polinômio
(homogêneo) irredutível f ∈ K [X0, . . . , Xn] e seja P ∈ C. Diremos que P é um
ponto singular de C se, e somente se,

∂ f
∂X0

(P) = · · · = ∂ f
∂Xn

(P) = 0.

Em caso contrário, P é dita não singular (ou simples).

Observação 3.6.1 Existe somente um número finito de pontos singulares em
uma curva C.
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Proposição 3.6.2 Um ponto P ∈ C é não singular se o anel local OP (C) é um anel
de valorização (i.e., OP (C) é um domínio de ideais principais contendo exatamente um
ideal maximal 6= {0}).

Demonstração: [20, Teorema 1 da Seção 3.2.] �

Definição 3.6.4 Um curva C é dito não singular (ou suave ou lisa) se todos os
pontos são não singulares.

Definição 3.6.5 Seja C uma curva não singular. O gênero de C é definido como
sendo o gênero do corpo de funções K (C) (Definição 2.7.1, p. 35).

Em 1839, Julius Plücker publicou um importante artigo [56] que deu origem
ao seguinte teorema:

Teorema 3.6.1 (Fórmulas de Plücker) Seja C uma curva plana projetiva não singular
de grau d. O gênero de C é dado pela seguinte fórmula:

g =
(d − 1) (d − 2)

2
.

Por outro lado, se C uma curva plana projetiva qualquer de grau d, então

g =
(d − 1) (d − 2)

2
− ∑

P∈S
δ (P),

em que S é o conjunto de pontos singulares de C e δ (P) ≥ 1 é uma medida de
singularidade associada a cada P ∈ S.

Para um estudo mais aprofundado das Fórmulas de Plücker, bem como suas
demonstrações veja [26, Capítulo 2, Seção 4].

Consideremos agora uma aplicação racional φ : C1 → C2 onde C1 e C2 são
curvas projetivas. Temos então que:

(a) φ é definido em todos os pontos não singulares P ∈ C. Portanto, se C é uma
curva não singular, φ é um morfismo.

(b) Se C é não singular e φ é não constante, então φ é sobrejetiva.

Proposição 3.6.3 Seja C uma curva projetiva. Então existe uma curva projetiva não
singular C′ e um morfismo birracional φ′ : C′ → C. O par (C′, φ′) é único seguinte
sentido: dada outra curva não singular C′′ e um morfismo birracional φ′′ : C′′ → C,
existe um único isomorfismo φ : C′ → C′′ tal que φ′ = φ′′ ◦ φ.

52



A PROVA DE WEIL DA HIPÓTESE DE RIEMANN PARA CORPOS FINITOS

Demonstração: [20, Teorema 3 da Seção 7.5] �

Definição 3.6.6 A curva C′ (ou mais precisamente: o par (C′, φ′)) da proposição
acima é chamado modelo não singular da curva C.

Proposição 3.6.4 Se φ′ : C′ → C é um modelo não singular de C e P ∈ C é não
singular, então existe um P′ ∈ C′ com φ′ (P′) = P; para um ponto singular P ∈ C o
número de P′ ∈ C′ com φ′ (P′) = P é finito (podendo ser um).

Demonstração: [20, Lema 2 da Seção 7.5] �

Teorema 3.6.2 Seja o corpo de funções algébricas de uma variável F|K, então existe uma
curva projetiva não singular C (única a menos de isomorfismo) cujo corpo de funções
K (C) é (K-isomorfo a) F.

Demonstração: Vamos construir C da seguinte forma: tomamos x, y ∈ F
tal que F = K (x, y). Seja G (X, Y) ∈ K [X, Y] um polinômio irredutível com
G (x, y) = 0. Seja V =

{

P ∈ A2
∣

∣ G (P) = 0
}

e V o fecho projetivo de V. Seja C

o modelo não singular de V, então K (C) ∼= F. �

Corolário 3.6.1 Seja C uma curva projetiva não singular e F = K (C) seu corpo de
funções. Então existe uma correspondência um-a-um entre os pontos P ∈ C e os lugares
de F|K, dada por

P 7→ mP (C) ,

o ideal maximal do anel local OP (C) (os pontos de C desta correspondência são chamados
pontos fechados).

Essa correspondência torna possível traduzir definições e resultados de
corpos de funções algébricas para curvas algébricas (e vice-versa). Damos alguns
exemplos abaixo:

• Um divisor de C é uma soma formal D = ∑P∈C nPP onde nP ∈ Z e é quase
sempre igual a zero. O grau de D é gr (D) = ∑P∈C nP. Os divisores de C

formam um grupo aditivo Div (C), o grupo de divisores de C.

• A ordem de uma função racional f em um ponto P ∈ C é definida como vP ( f ),
em que vP é a valorização de K (C) correspondente ao anel de avaliação
OP (C).

• O divisor principal div ( f ) de uma função racional f ∈ K (C) \ {0} é
div ( f ) = ∑P∈C vP ( f ) P . O grau de um divisor principal é 0.
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• Os divisores principais formam um subgrupo Princ (C) do grupo divisor
Div (C). O grupo quociente Jac (C) = Div0 (C) / Princ (C), onde Div0 (C)
é o grupo de divisores de grau 0, é chamado jacobiano de C. O grupo
quociente Cl (C) = Div (C)

/

Princ (C) é chamado grupo das classes dos
divisores de C. A ordem de Cl (C) é dita o número de classes de C.

• Para D ∈ Div (C), o espaço L (D) é definido como no caso de corpos de
funções. É um espaço vetorial de dimensão finita sobre K, cuja dimensão é
dada pelo teorema de Riemann-Roch.

3.7 Variedades sobre Corpos Não Algebricamente Fechados

Assumimos até agora que K é um corpo algebricamente fechado. Agora
abandonamos essa suposição e supomos apenas que K é um corpo perfeito.
Seja K ⊃ K o fecho algébrico de K.

Definição 3.7.1 Dizemos que uma variedade afim V ⊂ An
(

K
)

é definida sobre K,
e denotado por V/K, se o seu ideal a (V) ⊂ K [X1, . . . , Xn] pode ser gerado pelos
polinômios F1, . . . , Fr ∈ K [X1, . . . , Xn]. Se V for definido sobre K, o conjunto

V (K) = V∩ An (K) = {P = (a1, . . . , an) ∈ V | ai ∈ K}

é chamado o conjunto dos ponto K-racionais de V.

Similarmente:

Definição 3.7.2 Uma variedade projetiva V ⊂ Pn
(

K
)

é definida sobre K
se a (V) ⊂ K [X0, . . . , Xn] pode ser gerado pelos polinômios F1, . . . , Fr ∈
K [X0, . . . , Xn]. Um ponto P ∈ V é dito K-racional se existem coordenadas
homogêneas a0, . . . , an de P que estão em K, e estabelecemos

V (K) = {P ∈ V | P é K-racional} .

Seja V ⊂ An
(

K
)

uma variedade afim definida sobre K. Definimos então o
ideal

a (V/K) = a (V) ∩ K [X1, . . . , Xn]

e o anel das classes residuais

Γ (V/K) =
K [X1, . . . , Xn]

a (V/K)
.

O corpo de quociente

K (V) = cf (Γ (V/K)) ⊂ K (V)
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é dito o corpo de funções K-racionais de V. A extensão de K (V) |K é finitamente
gerada, seu grau de transcendência é a dimensão de V. Pode-se definir da
mesma forma o corpo das funções K-racionais de uma variedade projetiva
definida sobre K.

Considere duas variedades V ⊂ Pm
(

K
)

e W ⊂ Pn
(

K
)

. Uma aplicação
racional φ : V → W é definida sobre K se existirem polinômios homogêneos
F0, . . . , Fn ∈ K [X0, . . . , Xm] satisfazendo as condições (a), (b) e (c) da
Definição 3.5.1 (p. 50), de modo que φ = (F0 : . . . : Fn).

Outra maneira de descrever pontos K-racionais, funções K-racionais etc.
em uma variedade definida sobre K é a seguinte: Seja Gal

(

K|K
)

o grupo
Galois de K|K. A ação de Gal

(

K|K
)

sobre K estende-se naturalmente a uma
ação nos conjuntos An

(

K
)

, Pn
(

K
)

, K [X1, . . . , Xn], V, Γ (V), K (V) etc. Por
exemplo, considere uma variedade projetiva V ⊂ Pn

(

K
)

(definida sobre K),
um ponto P = (a0 : . . . : an) ∈ V e um automorfismo σ ∈ Gal

(

K|K
)

; então
σ (P) = (σ (a0) : . . . : σ (an)). Vê-se então que

V (K) =
{

P ∈ V
∣

∣ σ (P) = P para todo σ ∈ Gal
(

K|K
)}

,

K (V) =
{

f ∈ K (V)
∣

∣ σ ( f ) = f para todo σ ∈ Gal
(

K|K)} ,

e assim por diante.

3.8 Curvas sobre Corpos Não Algebricamente Fechados

Considere uma curva projetiva C ⊂ Pn
(

K
)

que é definida sobre K (onde K é um
corpo perfeito e K é o fecho algébrico de K, como na seção anterior). Então o
campo K (C) das funções K-racionais sobre C é um corpo de funções algébricas
de uma variável sobre K.

Um divisor D = ∑P∈C nPP ∈ Div (C) é definido sobre K se σ (D) = D para
todos os σ ∈ Gal

(

K|K) (isso significa que nσ(P) = nP para todos os P ∈ C). Os
divisores de C definidos sobre K formam um subgrupo Div (C/K) ⊂ Div (C).
Para D ∈ Div (C/K), o espaço LK (D) é dado por

LK (D) = K (C) ∩ L (D) .

Este é um K-espaço vetorial de dimensão finita e sua dimensão (sobre K) é igual
à dimensão de L (D) (sobre K).

Um divisor Q ∈ Div (C/K) com Q > 0 é dito um divisor primo de C/K se
Q não puder ser escrito como Q = Q1 + Q2 com divisores efetivos Q1, Q2 ∈
Div (C/K).
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Capítulo 4

Funções Zeta e a Hipótese de Riemann para

Corpos Finitos

4.1 A Função Zeta de uma Curva sobre um Corpo Finito

Definição 4.1.1 Para o número complexo s, a função zeta de C definida sobre Fq

é definida por

ζC (s) = ζC/Fq (s) = ∑
D

1
N (D)

, (4-1)

em que D percorre todos os divisores efetivos definidos sobre Fq de C, e
N (D) = qgr(D) é a norma de D.

Teorema 4.1.1 Para Re (s) > 1, a série (4-1) converge para a função

F0 (q) = F
(

q−s)+
hq1−gq(1−s)m

(q − 1)
(

1 − qe(1−s)
) − h

(q − 1) (1 − q−es)
,

onde:

(i) F (q−s) é um polinômio em q−s de grau no máximo 2g − 2;

(ii) h é o número de classes de C;

(iii) g é o gênero de C;

(iv) e é o menor grau positivo dos divisores em Div (C);

(v)

m =

{

0 se g = 0,
2g − 2 + e se g ≥ 1.
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Demonstração: A minimalidade de e implica que o grau de qualquer divisor
de C definido sobre Fq é divisível por e, mas não implica que qualquer múltiplo
de e é o grau de algum divisor de C definido sobre Fq. Com efeito, temos que
e = 1, isto será mostrado mais tarde, na Proposição 4.1.1; enquanto isso, nenhum
uso é feito disso.

Os divisores efetivos de C definidos sobre Fq são particionados em classes
de divisores, dois dos quais D1 e D2 são equivalentes se, e somente se, existe
u ∈ Fq (C) tal que D1 = D2 + div (u). Cada classe consiste de todos os divisores
definidos sobre Fq de uma série linear completa |C| para um divisor C definido
sobre Fq de C; isto é, ela coincide com o conjunto |C| ∩ Div

(

Fq (C)
)

. Pode-se
mostrar que o número nq (|C|) de tais divisores definidos sobre Fq é

qdim|C|+1 − 1
q − 1

=
qℓ(C) − 1

q − 1

(veja [39, Teorema 8.39]).
Do Teorema de Riemann-Roch, temos:

ℓ (C) =



































0 se gr (C) < 0,
1 se C é um divisor de zero,
0 se C não é um divisor de zero e gr (C) = 0,

g − 1 se C não é um divisor canônico e gr (C) = 2g − 2,
g se C é um divisor canônico,

gr (C)− 1 + 1 se gr (C) > 2g − 2.

A curva C tem algum divisor canônico definido sobre Fq (vide [39,
Observação 8.27]). Logo e divide 2g − 2.

Na soma abaixo, |C| percorre todas as series lineares definidas sobre Fq de C

contendo algum divisor efeito definido sobre Fq. Assim sendo:

ζC (s) = ∑
D

N(D)−s = ∑
|C|

∑
D∈|C|

N(D)s

= ∑
|C|

∑
D∈|C|

q−s gr(D) = ∑
|C|

nq (|C|) q−s gr(C).

Logo,

ζC (s) = ∑
|C|

q−s gr(C)
(

qℓ(C) − 1
)

q − 1

= (q − 1)−1
∑

gr(C)≥0

qℓ(C)−s gr(C) − (q − 1)−1
∑

gr(C)≥0

q−s gr(C).
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Se Re (s) > 1, então

∑
gr(C)≥0

q−s gr(C) = ∑
gr(C)=ve

∞

∑
v=0

q−s gr(C)h
∞

∑
v=0

q−sve =
h

1 − q−es ,

daí

ζC (s) = (q − 1)−1
∑

gr(C)≥0

qℓ(C)−s gr(C) − h
(q − 1) (1 − q−es)

.

Se g = 0, então ℓ (C) = gr (C) + 1, e h = 1 (vide [39, Exemplo 8.36]). Assim,
para g = 0,

ζC (s) = (q − 1)−1
∞

∑
v=0

∑
gr(|C|)=ve

qgr(C)+1−s gr(C) − 1
(q − 1) (1 − q−es)

= q(q − 1)−1
∞

∑
v=0

qe(1−s)v − 1
(q − 1) (1 − q−es)

=
1

(q − 1)
(

1 − qe(1−s)
) − 1

(q − 1) (1 − q−es)
.

Para g ≥ 1,

ζC (s) = (q − 1)−1
∑

0≤gr(C)≤2g−2

qℓ(C)−s gr(C)

+(q − 1)−1
∑

gr(C)>2g−2

qℓ(C)−s gr(C) − h
(q − 1) (1 − q−es)

= (q − 1)−1

2g−2
e

∑
v=0

q−esv
h

∑
i=1

qℓ(Cve
i )

+h(q − 1)−1
∞

∑
v= 2g−2

e +1

qe(s−1)v−g+1 − h
(q − 1) (1 − q−es)

,

onde
∣

∣Cve
i

∣

∣ denota uma classe de divisores definidos sobre Fq de grau ve. Logo
ζC (s) converge para

F0 (q) = F
(

q−s)+
hq1−gq(1−s)m

(q − 1)
(

1 − qe(1−s)
) − h

(q − 1) (1 − q−es)
,

com

F
(

q−s) = (q − 1)−1

2g−2
e

∑
v=0

q−esv −
h

∑
i=1

qℓ(C
ve),

que é um polinômio em q−s de grau no máximo 2g − 2. �
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O Teorema 4.1.1 mostra que ζC (s) possui um prolongamento analítico a todo
plano complexo. Seus pólos de primeira ordem são de dois tipos, a saber,

su =
2πiu

e log q
e sv = 1 − 2πiv

e log q
, com u, v ∈ Z.

Teorema 4.1.2 (Produto de Euler) Para Re (s) > 1, o produto

∏
P∈C

(

1 − N(P)−s
)−1

, (4-2)

em que N (P) = qgr(P), converge absolutamente para a função ζC (s). Em particular, o
produto independe da ordem de seus fatores.

Demonstração: Para qualquer N ≥ 1,

∏
N(P)≤N

(

1 − N(P)−s
)−1

= ∏
N(P)≤N

(

∞

∑
n=0

N(P)−ns

)

.

Como o produto do lado direito tem um número finito de fatores e cada fator é
uma série absolutamente convergente, segue por multiplicação que

∏
N(P)≤N

(

1 − N(P)−s
)−1

= ∑
N(D)≤N

N(D)−s + ∑
N(D)>N

N(D)−s,

onde o primeiro somatório do lado direito é definido sobre todos os divisores
efetivos definidos sobre Fq com N (D) ≤ N enquanto que o segundo é sobre
todos os divisores D definidos sobre Fq com N (D) > N que não contém pontos
fechados com N (P) > N. Então

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∏
N(P)≤N

(

1 − N(P)−s
)−1

− ∑
N(D)≤N

N(D)−s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ∑
N(D)>N

N(D)−Re(s).

A soma do lado direito pode ser vista como o erro da série convergente ζC (s), e
logo tende a zero. Isto prova a convergência. A convergência absoluta segue da
desigualdade:

∣

∣

∣

∣

∣

∞

∑
n=1

N(D)−ns

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∞

∑
n=1

N(D)−n Re(s).

�

O Teorema 4.1.2 implica que ζC (s) não tem zeros para Re (s) > 1.

Proposição 4.1.1 A curva C possui um divisor definido sobre Fq de grau 1.
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Demonstração: Com as notações do Teorema 4.1.1 é suficiente mostrar que
e = 1. Devido a minimalidade de e, o divisor D é definido sobre Fq de grau e
se, e somente se, D é um ponto fechado de grau e; isto é,

D = P + σ (P) + · · ·+ σe−1 (P) ,

para algum ponto Fq-racional de C, e σ é o automorfismo de Frobenius. Note
que as imagens dos automorfismos de Frobenius Pi = σi (P) de P, para
i = 1, . . . , e − 1, são também pontos Fq-racionais de C. Seja

ζC (s) = ∏
P

(

1 − N
(

P
)−s
)−1

a função zeta de C considerada como uma curva sobre Fq. Então

ζC (s) = ∏
P

(

1 − q−se gr(P)
)−1

=
e

∏
i=1



∏
Pi

(

1 − q−se gr(Pi)
)−1



.

Como gr (P) = e gr
(

Pi
)

, segue-se que

ζC (s) =
e

∏
i=1

(

∏
P

(

1 − q−se gr(P)
)−1

)

= ζC(s)
e.

Como ambas ζC (s) e ζC (s) têm um polo de mesma ordem 1 em s = 1, isto
implica que e = 1. �

A Proposição 4.1.1 permite a possibilidade de simplificar o Teorema 4.1.1.

Teorema 4.1.3 A função zeta de C pode ser escrita como

ζC (s) =
L (q−s)

(1 − q−s) (1 − q1−s)
,

em que L (q−s) = ∑
2g
j=0 ajq−js com a0 = 1 e a2g = qg.

Demonstração: A prova é realizada em três partes, de acordo com g sendo
tomado como 0, 1 e ≥ 2.

Para g = 0,

ζC (s) =
q

(q − 1) (1 − q1−s)
− q

(q − 1) (1 − q−s)
=

1
(1 − q−s) (1 − q1−s)

.
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Para g = 1,

ζC (s) =
1

q − 1 ∑
gr(C)=0

qℓ(C)−s gr(C) +
hq1−s

(q − 1) (1 − q1−s)
− h

(q − 1) (1 − q−s)

=
h − 1
q − 1

+
q

q − 1
+

hq1−s

(q − 1) (1 − q1−s)
− h

(q − 1) (1 − q−s)

=
1 + (h − q − 1) q−s + q · q−2s

(1 − q1−s) (1 − q−s)
.

Para g ≥ 2,

ζC (s) =
1

q − 1 ∑
gr(C)=0

qℓ(C)−s gr(C) +
1

q − 1 ∑
0≤gr(C)<2g−2

qℓ(C)−s gr(C)

+
1

q − 1 ∑
gr(C)≥2g−2

qℓ(C)−s gr(C) +
hq1−gq(1−s)(2g−1)

(q − 1) (1 − q1−s)

− h
(q − 1) (1 − q1−s)

=
h + q − 1

q − 1
+

1
q − 1 ∑

1≤gr(C)<2g−2

qℓ(C)−s gr(C)

+
(h − 1) qg−1−s(2g−2) + qg−s(2g−2)

q − 1

+
hq1−gq(1−s)(2g−1)

(q − 1) (1 − q1−s)
− h

(q − 1) (1 − q−s)

=
1

q − 1

2g−3

∑
j=1

ajq
−js +

(h + q − 1)
(

qg−1q−2(g−1)s + 1
)

q − 1

+
hqgq−(2g−1)s

(q − 1) (1 − q1−s)
− h

(q − 1) (1 − q−s)

=
1 + a1q−s + · · ·+ a2g−1q−(2g−1)s + qgq−2gs

(1 − q−s) (1 − q1−s)
.

�

Teorema 4.1.4 (Equação Funcional) A função zeta em C satisfaz a equação

ζC (1 − s) = q(g−1)(2s−1)ζC (s) . (4-3)

Demonstração: Novamente, trataremos separadamente três casos de acordo
com que g seja igual a 0, 1, e ≥ 2.
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Para g = 0,

ζC (1 − s) =
1

(1 − qs) (1 − qs−1)
= q1−2sζC (s) .

Para g = 1,

ζC (1 − s) =
1 + (h − q − 1) qs−1 + q

(

q2s−2
)

(1 − qs) (1 − qs−1)
= ζC (s) .

Para g ≥ 2, seja
ζC (s) = ζ′C (s) + ζ′′C (s) ,

em que

ζ′C (s) = (q − 1)−1
∑

1≤gr(C)<2g−2

qℓ(C)+1−s gr(C),

ζ′′C (s) = 1 +
1

q(g−1)(2s−1)
+

h
q − 1

(

1 + q(g−1)(2s−1) +
qgq−(2s−1)s

1 − q1−s − 1
1 − qs−1

)

.

Então,

ζ′′C (1 − s) = 1 + q(g−1)(2s−1) +
h

q − 1

(

1 + q(g−1)(2s−1) +
qgq(2g−1)(s−1)

1 − qs − 1
1 − qs−1

)

= q(g−1)(2s−1)ζ′′C (s) .

Resta-nos provar que ζ′C (s − 1) = q(g−1)(2s−1)ζ′C (s). Seja ρ (C) = ℓ (C) −
1
2 gr (C), então

ζ′C (s) =
1

q − 1 ∑
1≤gr(C)<2g−2

qℓ(C)−s gr(C) +
1

q − 1 ∑
1≤gr(C)<2g−2

qρ(C)− (2s−1) gr(C)
2 .

Do Teorema de Riemann-Roch,

ρ (C) = ρ (W − C) ,

para um divisor canônico W definido sobre Fq de C. Logo, se C percorre
todos o conjunto de todas as classes de divisores satisfazendo a condição
1 ≤ gr (C) < 2g − 2, então W − C faz o mesmo. Portanto

ζ′C (s) =
1

q − 1 ∑
1≤gr(W−C)<2g−2

qρ(W−C)− (2s−1)(2g−2−gr(C))
2

=
1

q − 1 ∑
1≤gr(C)<2g−2

qρ(C)− (2s−1)(2g−2−gr(C))
2 ,
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e assim:

ζ′C (1 − s) =
1

q − 1 ∑
1≤gr(C)<2g−2

qρ(C)− (2s−1)gr(C)
2

= q(g−1)(2s−1) 1
q − 1 ∑

1≤gr(C)<2g−2

qρ(C)− (2s−1)(2g−2−gr(C))
2

= q(g−1)(2s−1)ζ′C (s) .

�

Definição 4.1.2 Para t = q−s, definimos:

ZC (t) = ζC (s) .

Teorema 4.1.5 Se |t| < q−1, então

ZC (t) = exp

(

∞

∑
i=1

Niti

i

)

em que Ni é o número de pontos Fqi-racionais de C.

Demonstração: A hipótese, |t| < q−1, se verifica se, e somente se, Re (s) > 1.
Assim, para Re (s) > 1,

ζC (s) = ∏
P

(

1 − N(P)−s
)−1

= ∏
P

(

1 − q−s gr(P)
)−1

= ∏
P

(

1 − tgr(P)
)−1

= ZC (t) .

Logo,

log ZC (t) = −∑
P

log
(

1 − tgr(P)
)

= ∑
P

∞

∑
m=1

tm gr(P)

m

=
∞

∑
n=1



 ∑
m gr(P)=n

1
m



 tn =
∞

∑
n=1



 ∑
gr(P)|n

gr (P)





tn

n
.

Seja N∗
n = ∑gr(P)|n gr (P). Então

ZC (t) = exp

(

∞

∑
n=1

N∗
n tn

n

)

.

Isto mostra que é suficiente provar a igualdade:

∑
gr(P)|n

gr (P) = Nn. (4-4)
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Todo ponto Q Fqn-racional de C dá origem a um ponto fechado Fq-racional

P = Q + σ (Q) + · · ·+ σn−1 (Q)

de C (onde σ é o automorfismo de Frobenius). Neste contexto, dois pontos Fqn-
racionais de C são equivalentes se definem o mesmo ponto fechado Fq-racional
de C. Assim o conjunto de pontos Fqn-racionais de C é particionado em classes
de equivalência. Se ∆ é um sistema representante de tais classes, então

N∗
q = ∑

P∈∆

gr (P).

Por outro lado, se o ponto fechado P surge do ponto Q de C, isto é, se

P = Q + σ (Q) + · · ·+ σn−1 (Q)

então a condição gr (P) | n neste somatório significa que σm (Q) = Q com m | n.
Portanto Q é um ponto Fqm-racional de C, e a condição de divisibilidade m | n
implica que Fqm é um subcorpo de Fqn . Deste argumento, segue a equação (4-4),
como queríamos obter. �

Seja An denotando o número de todos os divisores efetivos definidos sobre
Fqn de C de grau n. Então

ZC (t) = 1 +
∞

∑
n=1

Antn. (4-5)

Isto segue do Teorema 4.1.2, pois como

∏
P

(

1 − N(P)−s
)−1

= ζC (s) = ZC (t) = ∏
P

(

1 − qgr(P)
)−1

,

onde P percorre todos os pontos fechados Fq-racionais de C, e cada fator pode
ser escrito como uma série geométrica, dando origem a equação

∏
P

(

1 − qgr(P)
)−1

= ∏
P

∞

∑
n=0

tgr(nP) = ∑
D

tgr(D) = 1 +
∞

∑
n=1

Antn,

em que D percorre todos os divisores efetivos definidos sobre Fq de C.

Proposição 4.1.2 Se g ≥ 1, então

ZC (t) = G (t) + H (t) ,

com

G (t) =
1

q − 1 ∑
0≤gr(C)<2g−2

qℓ(C)tgr(C),

H (t) =
h

q − 1

(

q1−g(qt)2g−1

1 − qt
− 1

1 − t

)

.
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Demonstração: Aqui vamos utilizar o fato de que

nq (|C|) =
qdim|C|+1 − 1

q − 1

[39, Teorema 8.39]; e o fato de que

An =
h

q − 1

(

qn+1−g − 1
)

para n > 2g − 2,

onde h é o número de classes de C e g é o gênero de C [39, Proposição 8.40].
Desta forma,

ZC (t) =
∞

∑
n=0

Antn = ∑
gr(C)≥0

nq (|C|) tgr(C) + (q − 1)−1
∑

gr(C)≥0

(

qℓ(C) − 1
)

tgr(C)

= (q − 1)−1
∑

0≤gr(C)≤2g−2

qℓ(C)tgr(C)

+ (q − 1)−1



 ∑
gr(C)>2g−2

qℓ(C)+1−gtgr(C) − ∑
gr(C)≥0

tgr(C)





= G (t) + H (t) .

�

O Teorema 4.1.3 mostra que a função zeta ZC (t) tem a forma

ZC (t) =
L (t)

(1 − t) (1 − qt)
, (4-6)

em que

L (t) = LFq (t) =

{

1 para g = 0,
1 + ∑

2g−1
i=1 aiti + qgt2g para g ≥ 1,

(4-7)

é o L-polinômio de C, visto como uma curva definida sobre Fq. Note que
L (t) ∈ Z [t]. Para g ≥ 1, da Proposição 4.1.2,

L (t) = (1 − t) (1 − qt) G (t) + h(q − 1)−1
[

qgt2g−1 (1 − t)− (1 − qt)
]

. (4-8)

Proposição 4.1.3 O L-polinômio tem as seguintes propriedades:

(i) L (t) = qgt2g L((qt)−1) = 1 + a2g−1qg−1t + · · ·+ qgt2g;

(ii) a2g−i = qg−iai para i = 0, . . . , g.
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Demonstração: A primeira afirmação é uma consequência da equação
funcional (4-3). Comparando os coeficientes de ti, a segunda afirmação segue. �

Seja

L (t) =
2g

∏
i=1

(1 − ωit) (4-9)

a fatoração de L (t) em fatores lineares em alguma extensão finita de Q. O
seguinte resultado, de suma importância para esta dissertação, desempenha um
papel essencial no estudo dos pontos Fq-racionais de C.

Teorema 4.1.6 Seja Nn o número de pontos Fqn-racionais de uma curva irredutível, não
singular C de gênero g definida sobre Fq. Então

Nn = qn + 1 −
2g

∑
i=1

ωn
i , (4-10)

onde ω1, . . . , ω2g são os recíprocos das raízes do L-polinômio de C.

Demonstração: Da relação

ZC (t) = exp

(

∞

∑
n=1

Nn

n
tn

)

=
∏

2g
i=1 (1 − ωit)

(1 − t) (1 − qt)
,

segue que

∞

∑
n=1

Nn

n
tn =

2g

∑
i=1

log (1 − ωit)− log (1 − t)− log (1 − qt)

=
∞

∑
n=1

n−1

(

qn + 1 −
2g

∑
i=1

ωn
i

)

tn.

E assim o resultado segue comparando os coeficientes. �

Se os números Nn são conhecidos para n = 1, . . . , r e r suficientemente
grande, então os coeficientes de L-polinômio podem ser calculados pelo
seguinte:

Proposição 4.1.4 Seja L (t) = ∑
2g
i=0 aiti o L-polinômio de C definida sobre Fq, e seja

sn = Nn − (qn + 1).

(i) A derivada logarítmica é dada por:

dL (t) /dt
L (t)

=
∞

∑
n=1

sntn−1.
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(ii) Para n = 1, . . . , g, tem-se

nan = sn + sn−1a1 + · · ·+ s1an−1. (4-11)

Em particular, de N1, . . . , Ng, os coeficientes de L (t) podem ser calculados
usando (4-11) e as equações

{

a0 = 1,

a2g−n = qg−nan para n = 1, . . . , g.

Demonstração: (i) Usando o Teorema 4.1.6 obtemos que:

dL (t) /dt
L (t)

=
2g

∑
n=1

−ωi

1 − ωnt
=

2g

∑
n=1

(−ωi) ·
∞

∑
k=0

(ωnt)k

=
∞

∑
k=0

(

2g

∑
n=1

−ωk
n

)

tk−1 =
∞

∑
k=1

sktk−1.

(ii) Do item (i) temos:

a1 + 2a2t + · · ·+ (2g − 1) a2g−1t2g−2 + 2gqt2g−1

=
(

1 + a1t + · · ·+ a2g−1t2g−2 + 2gqt2g
) ∞

∑
k=1

sktk−1.

Logo (4-11) segue comparando os coeficientes de ti para i = 0, . . . , g − 1. �

Exemplo 4.1.1 Seja

C/F2 =
{

(X0, X1, X2) ∈ P3 (F2)
∣

∣

∣
X3

0 + X3
1 + X3

2 = 0
}

.

Assim
C (F2) = {(0, 1, 1) , (1, 0, 1) , (1, 1, 0)} .

Então
a1 = s1 = N1 − 3 = 0.

Logo

ZC/F2 (t) =
1 + 2t2

(1 − t) (1 − 2t)
, (4-12)

e

∑
Niti

i
= log ZC/F2 (t) = ∑

ti

i
+ ∑

(2t)i

i
+∑

(−1)j−1(2t2)j

j
.
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Portanto,

Nh =







1 + 2h para h ímpar,
1 + 2h + 2 · 2h/2 para h ≡ 2 (mod4) ,
1 + 2h − 2 · 2h/2 para h ≡ 0 (mod4) .

Por fim, de (4-12) segue que

ZC/F2 (t) = 1 + 3 ∑
i>0

(

2i − 1
)

ti,

donde tem-se que

Ai = 3
(

2i − 1
)

para i > 0.

4.2 Hipótese de Riemann para Corpos Finitos

Como colocado na introdução, a hipótese de Riemann diz que se s não é um zero
trivial então ζ (s) = 0 se, e somente se, Re (s) = 1

2 , em que ζ é a função clássica
de Riemann, dos racionais. Para o caso em que ζ está na curva C definida sobre
o corpo Fq, isto se traduz no seguinte teorema:

Teorema 4.2.1 (Hipótese de Riemann para Corpos Finitos) Os recíprocos das raí-
zes ω1, . . . , ω2g do L-polinômio de uma curva não singular irredutível definida sobre Fq

satisfaz
|ωi| = q1/2.

Escólio. Para ver que de fato o que diz este teorema se refere a hipótese de
Riemann para uma curva definida sobre um corpo finito, observamos que se
ζC (s) = 0, do Teorema 4.1.3 e da equação (4-6), temos que ZC (q−s) = 0, isto
é, L (q−s) = 0 e o teorema nos diz que |qs| = q

1
2 , por fim, como |qs| = qRe(s),

concluímos que ζC (s) = 0 implica Re (s) = 1/2.

Lema 4.2.1 Se existe uma constante c ∈ R tal que, para todo n ≥ 1,

|Nn − (qn + 1)| ≤ c
√

qn, (4-13)

então a hipótese de Riemann para corpos finitos se verifica.

Demonstração: O Teorema 4.1.6 e a equação (4-13) implicam, para todo n ≥ 1,
que

∣

∣

∣

∣

∣

2g

∑
i=1

ωn
i

∣

∣

∣

∣

∣

≤ c
√

qn. (4-14)
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Seja agora

ρ = min
i∈{1,...,2g}

{∣

∣

∣
ω−1

i

∣

∣

∣

}

.

Então o raio de convergência da expansão em séries de potência da função
meromorfa

H (t) =
2g

∑
i=1

ωit
1 − ωit

é ρ, e os únicos pontos de singularidades de H (t) são ω−1
1 , . . . , ω−1

2g . Para |t| < ρ,

H (t) =
2g

∑
i=1

∞

∑
n=1

(ωit)
n =

∞

∑
n=1

(

2g

∑
i=1

ωn
i

)

tn.

Por (4-14), esta é uma série convergente para |t| < q−1/2, onde q−1/2 ≤ ρ.
Portanto

√
q ≥ |ωi|. Por fim, |ωi| =

√
q, pois

2g

∏
i=1

ωi = qs,

o qual é uma consequência imediata de (4-7) e (4-9). �

Lema 4.2.2 Sobre as hipóteses do Teorema 4.2.1 tem-se que
∣

∣C
(

Fq
)− (q + 1)

∣

∣ ≤ 2g
√

q. (4-15)

Demonstração: Do Teorema 4.1.6 temos que

#C
(

Fq
)

− (q + 1) = −
2g

∑
i=1

ωi.

Logo, com base na equação (4-7) e a Proposição 4.1.4, tem-se que desigual-
dade (4-15) é uma consequência imediata do Teorema 4.2.1. �

Definição 4.2.1 A desigualdade (4-15) é chamada limitante de Hasse-Weil.

Como consequência dos Lemas 4.2.1 e 4.2.2 temos a seguinte equivalência da
hipótese de Riemann para corpos finitos:







Hipótese de Riemann para Corpos Finitos

m
Limitante de Hasse-Weil






(4-16)
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Exemplo 4.2.1 No Art. 358 de Disquisitiones Arithmeticae, Gauss provou o
seguinte teorema:

Suponha que p ≡ 1 (mod3). Então existem inteiros A e B tais que
4p = A2 + 27B2. Se tomamos A tal que A ≡ 1 (mod3), então A é
unicamente determinado, e

#
{

(x, y) ∈ F2
p

∣

∣

∣
x3 + y3 = 1

}

= p − 2 + A.

Desta forma, se

C
(

Fp
)

=
{

(x, y) ∈ F2
p

∣

∣

∣
x3 + y3 − 1 = 0

}

,

temos que

g =
(3 − 1) (3 − 2)

2
= 1.

Assim, se tomarmos p = 13 e A = 9 temos que

#C (F13) = 13 − 2 + 9 = 20,

e que
2g

√
p = 2

√
13 = 2 × 3.605551275 = 7.211102551,

e, portanto,
∣

∣#C
(

Fp
)− (p + 1)

∣

∣ = 6 < 2
√

p.

4.3 A Prova Original de Weil

Como indicamos na introdução, a prova de Weil ([92, 93]) suscitou polêmicas,
pois repousa sobre um “lema-chave” que ele não havia demonstrado naquele
momento, veja a este propósito a correspondência com Henri Cartan [4]. Os dois
artigos repousam sobre um enunciado de positividade em geometria algébrica
sobre um corpo finito cuja analogia era conhecida de Weil sobre o corpo dos
números complexos, mas cuja demonstração era de natureza “transcendente”,
utilizando Análise Holomorfa e Topologia e, portanto, não aplicável diretamente.

Apresentamos a seguir a prova do artigo de 1941, baseada na desigualdade
de Castelnuovo-Severi.

A prova de Weil utilizava um trabalho em variedades algébricas de
dimensões superiores. A primeira versão (de 1940) usava uma variedade
de dimensão g; a segunda versão (de 1941) requer apenas um trabalho na
superfície C× C.

Definimos um “divisor” em uma superfície como uma soma formal com
coeficientes inteiros de curvas; o divisor de uma função é a soma de seus zeros
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(contados positivamente) e de seus pólos (contados negativamente); dizemos
que dois divisores são linearmente equivalentes se sua diferença é o divisor de
uma função.

No plano projetivo, duas retas distintas sempre se intersectam em um ponto.
Essa afirmação elementar pode ser amplamente generalizada, primeiro com o
seguinte resultado.

Sejam C1 e C2 duas curvas (não necessariamente irredutíveis) em P2 de graus d1 e d2,
sem componentes comuns, então C1 ∩ C2 é finito e o número de pontos desta intersecção,
computando sua multiplicidade, é d1d2.

Este resultado clássico é conhecido como Teorema de Bézout, demonstrado
por Étienne Bézout em 1779; uma demonstração moderna pode ser encontrada
em [31, Corolário 7.8, p. 54].

Assim sendo, por meio do Teorema do Bézout podemos definir uma forma
bilinear sobre os pares de curva de P2 que a duas curvas C1 e C2 associa
C1 · C2 = d1d2 e que, quando as curvas se interceptam propriamente, contamos
o número de pontos na interseção; definimos então C · C = C2 = (gr (C))2.

Podemos generalizar este processo a toda superfície S (lisa e projetiva) e
associar a todo par de divisores (curvas) D1 e D2 o “número de interseção”
D1 · D2. Estes números são invariantes por deformação de divisores e, em
particular por equivalência linear, i.e., para toda função f e divisor D sobre a
superfície tem-se que D · div ( f ) = 0; se D1 e D2 se interceptam propriamente,
eles são iguais ao número de pontos de interseção. Mergulhemos a superfície S
num espaço projetivo Pn e consideremos a interseção D de S com um hiperplano
de Pn: trata-se de um divisor que tem a particularidade de reencontrar todas as
curvas traçadas sobre S ; um tal divisor é dito uma seção hiperplana.

Outra relação fundamental envolvendo números de interseção em uma
superfície projetiva não singular irredutível S é a desigualdade de Riemann-Roch:

ℓ (D) + ℓ (K − D) ≥ 1
2

D (D − K) + χ (OS) ; (4-17)

aqui D é um divisor arbitrário sobre S , K um divisor canônico e χ (OS) é um
invariante dependendo somente S e não de D.

Teorema do Índice de Hodge. Se D é um divisor sobre a superfície S e D · H = 0,
onde H é uma seção hiperplana, então D2 ≤ 0.

Demonstração: Suponha que D2 > 0. Provaremos que, para todos n > 0
suficientemente grandes, ℓ (nD) > 0 ou ℓ (−nD) > 0. O teorema seguirá do
seguinte: se, digamos, ℓ (nD) > 0, então nD é linearmente equivalente a um
divisor efetivo, ou seja; nD ∼ D > 0; portanto nD · H = D · H > 0, pois cada
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curva intercepta um hiperplano. Daí nD · H > 0 e também D · H > 0, o que
contradiz a hipótese.

Usando (4-17), a suposição de que D2 > 0 implica que

ℓ (nD) + ℓ (K − nD) ≥ c (n) e ℓ (−nD) + ℓ (K + nD) ≥ c (n) ,

onde c (n) cresce com n ilimitado. Se ℓ (nD) = ℓ (−nD) = 0, temos
ℓ (K − nD) ≥ c (n) e ℓ (K + nD) ≥ c (n). Mas agora se ℓ (D1) > 0, sempre
temos ℓ (D1 + D2) ≥ ℓ (D2); assim deduzimos que ℓ (2K) ≥ c (n), que é uma
contradição óbvia. Assim o teorema é provado. �

Se D é um divisor qualquer, tomamos

D1 =
(

H2
)

D − (D · H) H.

Assim sendo, temos que D1 · H = 0 e logo D2
1 ≤ 0, donde obtemos a

desigualdade aparentemente mais geral
(

D2
) (

H2
)

≤ (D · H)2.

Vejamos agora a desigualdade-chave utilizada por Weil.

Desigualdade de Castelnuovo-Severi. Seja C uma curva lisa projetiva e D um
divisor sobre C× C. Seja P um ponto de C, tomamos F1 = C× {P} e F2 = {P} × C.
Escrevemos d1 = D · F1 e d2 = D · F2. Temos então

D2 = D · D ≤ 2d1d2.

Demonstração: Esta desigualdade segue do Teorema do Índice de Hodge.
Inicialmente observamos que F1 · F2 = 1 e que

F1 · F1 = F2 · F2 = 0.

No caso em que S = C× C, podemos tomar H = F1 + F2. Introduzindo

D1 = D − d2F1 − d1F2

verificamos então que

D1 · H = (D − d2F1 − d1F2) (F1 + F2) = 0.

Portanto, obtemos que

0 ≥ D2
1 = D2 − 2d2 (D · F1)− 2d1 (D · F2) + 2d1d2 (F1 · F2) = D2 − 2d1d2.

Assim temos exatamente a desigualdade de Castelnuovo-Severi. �
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Lema 4.3.1 (Cálculo do Número de Interseção) Seja Γ o gráfico de Frobenius
C → C definido por x 7→ xq, seja ∆ a diagonal de C × C e seja N = #C

(

Fq
)

o
número de pontos fixos do Frobenius e g o gênero de C. Assim sendo, temos as fórmulas:

Γ · ∆ = N, ∆2 = 2 − 2g, Γ2 = q (2 − 2g) ,

Γ · F1 = q e Γ · F2 = 1.

Demonstração: A intersecção do gráfico Γ com ∆ é igual ao número de pontos
fixos do morfismo de Frobenius, logo o número de pontos definidos sobre Fq.
Como Γ é um gráfico, seu número de interseção com F2 é igual a 1; portanto o
Frobenius é de grau q (o número de antecedentes de um ponto é em geral q),
logo o número de interseção com F1 é igual a q.

O cálculo da auto-interseção da diagonal é mais delicado, faremos o cálculo
em um exemplo concreto. A curva hiperelíptica C dada pela equação afim
y2 = h (x), onde h é um polinômio separável de grau ímpar 2g + 1. O inteiro g
é o gênero da curva possuindo um único ponto no infinito denotado por ∞ e, se
tomarmos

Q1 =

(

0,
√

h (0)
)

, Q2 =

(

0,−
√

h (0)
)

e Pj =
(

aj, 0
)

,

onde aj percorre os zeros de h, verificamos que

div (x) = (Q1) + (Q2)− 2 (∞) ,

e, sobretudo que, tomando f (Q, P) = x (P)− x (Q), temos

div ( f ) = ∆ + ∆− − 2 (∞)× C− 2C× (∞) ,

onde ∆− é o gráfico da involução ι (x, y) = (x,−y). Obtemos então que

0 = ∆ · ∆ + ∆− · ∆ − 2 ((∞)× C) · ∆ − 2 (C× (∞)) · ∆.

O número de interseção de ∆ e ∆− é igual ao número de pontos fixos de ι, i.e.
2g + 2 (os 2g + 1 pontos Pj e o ponto ∞), donde obtemos o cálculo

∆ · ∆ = 2 · 2 + 2 · 2 − (2g + 2) = 2 − 2g.

Por fim, podemos escrever Γ como a imagem recíproca da diagonal pela
aplicação Φ × IdC : C× C → C× C e deduzimos que

Γ · Γ = gr (Φ × IdC)∆ · ∆ = q∆ · ∆ = q (2 − 2g) .

�
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Aplicamos as fórmulas do Lema 4.3.1 acima ao divisor D = rΓ+ s∆, obtemos:

d1 = D · F1 = rq + s e d2 = D · F2 = r + s.

Desta forma, a desigualdade de Castelnuovo-Severi se escreve como

D · D = D2 = r2q (2 − 2g) + 2rsN + s2 (2 − 2g) ≤ 2 (rq + s) (r + s) ,

donde obtemos
gqr2 + (q + 1 − N) rs + gs2 ≥ 0.

Se observarmos que o discriminante da inequação em r, s deve ser negativo,
obtemos a desigualdade desejada:

|q + 1 − N| ≤ 2g
√

q.
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Capítulo 5

Aplicação: Códigos Corretores de Goppa

5.1 Generalidades

Definição 5.1.1 Um código linear C sobre o alfabeto Fq é um subespaço vetorial
de Fn

q . Se d é a dimensão de C sobre Fq dizemos que C é um [n, d]-código.

Há várias maneiras de se descrever um código, podemos, por exemplo, dar
uma base v1, . . . , vd de C. Neste caso, se vi = (vi1, . . . , vin) então a aplicação
V : Fd

q → Fn
q dada por

V (a1, . . . , ad) =
d

∑
i=1

aivi =

(

d

∑
i=1

aivi1, . . . ,
d

∑
i=1

aivin

)

é um “codificador”, isto é, pensando Fd
q como o conjunto das palavras numa

linguagem “natural” a função V nos diz como codificar as palavras.

Definição 5.1.2 A matriz V =
(

vij
)

que descreve a aplicação linear V é chamada
a matriz geradora do código. Diremos que V está na forma padrão se

V = (IdP)

para uma matriz P, isto é, vij = δij para i, j = 1, . . . , d (onde δij = 0 se i 6= j,
δii = 1). Neste caso diremos que os primeiros d símbolos ou coordenadas de
c ∈ C são os símbolos de informação e os restantes os símbolos de controle.

Porque símbolos de controle? Dado um vetor x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn
q , para

checar se x ∈ C basta verificar se x = V (a) para algum a e neste caso (estamos
supondo C padrão) xj = aj, j ≤ d e xj = ∑

d
i=1 aivij = ∑

d
i=1 xivij para j > d. Logo,

para checar se x ∈ C basta verificar se xj = ∑
d
i=1 xivij, para j = d + 1, . . . , n.
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Definição 5.1.3 Diremos que dois códigos C1 e C2 são equivalentes se pudermos
obter C2 a partir de C1 por permutação das coordenadas.

Pode-se provar que todo código é equivalente a um código que pode ser
gerado por uma matriz na forma padrão.

Pelo que vimos acima a informação contida numa palavra c ∈ C depende de
d coordenadas e o resto é redundância, que é usada para controle. Definimos
então a razão de informação de C, denotada por i (C), como sendo n/d. Isso
medirá então a razão entre o número de coordenadas “informativas” e o número
total de coordenas.

Outra maneira de descrever um código é dar uma aplicação linear sobrejetiva
H : Fn

q → Fn−d
q tal que o núcleo de H é C. Neste caso temos (x1, . . . , xn) ∈ C se,

e somente se, H (x1, . . . , xn) = 0. Se H =
(

bij
)

então a última equação se escreve

n

∑
j=1

hijxj = 0, i = 1, . . . , n − d.

Definição 5.1.4 A matriz H definida acima é chamada de matriz de controle de
paridade de C.

Se C é dado pela matriz geradora (IdP) como acima, isto é, C é padrão, é
fácil calcular a matriz de controle de C. De fato, temos x ∈ C se e somente se
xj = ∑

d
i=1 xivij, j > d, como vimos acima, logo a matriz controle é dada por

(

−tPIn−d
)

onde tP é a transposta de P.

Exemplo 5.1.1 Um exemplo ilustrativo que origina o nome “controle de
paridade” é o código de controle de paridade sobre F2 definido pela matriz
geradora (In1) onde 1=t (1, . . . , 1), isto é, C ⊂ Fn+1

q dado por
{

(x1, . . . , xn, x1 + · · ·+ xn)
∣

∣

∣ (x1, . . . , xn) ∈ Fn
q

}

.

A matriz controle de paridade de C é (1, . . . , 1). É fácil ver então que x ∈ C se,
e somente se, ∑ xi = 0, isto é, x tem um número par de coordenadas não nulas,
daí o nome controle de paridade.

Em geral tomamos os códigos de tal modo que duas palavras do código
sejam sempre bem diferentes, para que quando recebamos uma mensagem
com possíveis erros poderemos decodificá-la como a palavra no código mais
parecida com a mensagem recebida. Para formalizar os conceitos de “diferente”
e “parecido” definimos a norma de Hamming em Fn

q pondo para x ∈ Fn
q ,

|x| = número de coordenadas não nulas de x.
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Vale então as seguintes propriedades:

(1) |x| = 0 se e só se x = 0;

(2) |λx| = |x| se λ ∈ Fq, λ 6= 0;

(3) |x + y| ≤ |x|+ |y|.

Definimos também a distância de Hamming pondo

d (x, y) = |x − y| ,

que satisfaz:

(1′) d (x, y) = 0 se e só se x = y;

(2′) d (x, y) = d (y, x);

(3′) d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z).

Note que d (x, y) é o número de coordenadas onde x e y diferem, logo d (x, y)
mede quão diferentes são x e y. d é uma métrica em Fn

q .
Vamos provar que de fato as propriedades acima são verificadas.
Note que (1′) segue de (1), (2′) de (2) (com λ = −1) e (3′) de (3). As

propriedades (1) e (2) são imediatas. Provaremos a propriedade (3).
Sejam

I = {i ∈ {1, . . . , n} | xi = 0} e J = {i ∈ {1, . . . , n} | yi = 0}

então, por definição,

|x| = n − #I e |y| = n − #J.

Logo
|x|+ |y| = 2n − (#I + #J) .

Por outro lado, temos que #I + #J = # (I ∪ J) + # (I ∩ J) e # (I ∪ J) ≤ n, logo

|x|+ |y| ≥ n − (#I ∩ #J) .

Porém, se i ∈ I ∩ J, temos que xi = yi = 0, logo xi + yi = 0. Então x + y tem a
i-ésima coordenada nula para i ∈ I ∩ J, consequentemente

|x + y| ≤ n − # (I ∩ J) .

Isso conclui a demonstração. �
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Já podemos então medir quanto as palavras de um código diferem umas das
outras. Definimos então o peso de um código C, denotado por w (C) pondo

w (C) = min {d (x, y) | x, y ∈ C, x 6= y} .

Como o código é um subespaço, temos que x − y ∈ C toda vez que x, y ∈ C,
logo

w (C) = min {|x| | x ∈ C, x 6= 0} .

Podemos então passar a correção e detecção de erros. Dizemos que um
código C corrige e erros se para todo y ∈ Fn

q existe no máximo um único x ∈ C
com d (x, y) ≤ e. Isso significa que ao recebermos uma mensagem y com no
máximo e erros, isto é, y difere de algum elemento x ∈ C em no máximo e
coordenadas, esse elemento x sendo a mensagem enviada, então x é o único
elemento de C tão próximo de y, logo podemos recuperar x a partir de y.
Mais adiante veremos como implementar esse procedimento. Agora vamos ver
quantos erros um código pode corrigir.

Teorema 5.1.1 Seja C um código de peso w (C), então C corrige

⌊

w (C)− 1
2

⌋

erros.

Demonstração: Seja e = ⌊w(C)−1
2 ⌋, então 2e + 1 ≤ w (C). Suponha que C

não corrija e erros, e seja y ∈ Fn
q tal que existam x1, x2 ∈ C, x1 6= x2, com

d (x1, x2) ≤ e, i = 1, 2. Por (3′) temos que

d (x1, x2) ≤ d (x1, y) + d (y, x2) ≤ 2e.

Por outro lado, como x1 6= x2, pela definição de w (C) temos que

d (x1, x2) ≥ w (C) ≥ 2e + 1,

contradição. �

Um resultado útil para se determinar w (C) é o seguinte:

Proposição 5.1.1 Seja C um código com matriz de controle H e peso w (C). Então
quaisquer w (C) − 1 colunas de H são linearmente independentes e existem w (C)
colunas de H linearmente dependentes.
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Demonstração: Seja s o inteiro tal que quaisquer s colunas de H
são linearmente independentes e existem s + 1 colunas de H linearmente
dependentes.

Sejam h1, . . . , hn as colunas de H. Se hi1 , . . . , his+1 são linearmente
dependentes, existem ci1 , . . . , cis+1 ∈ Fq com ∑ cij

hij
= 0. Seja c = (c1, . . . , cn)

definido por ci = cij
se i ∈ {i1, . . . , is+1}, ci = 0 caso contrário. Então ∑ cihi = 0 e

c ∈ C, porém c tem no máximo s + 1 coordenadas não nulas, logo w (C) ≤ s + 1.
Se w (C) < s+ 1 existe c ∈ C, c 6= 0, com no máximo s coordenadas não nulas,

digamos ci = 0 se i 6= i1, . . . , is. Como c ∈ C, ∑
n
i=1 cihi = 0, logo ∑

s
j=1 cij

hij
= 0

e então hi1 , . . . , his são linearmente dependentes, isso contradiz a definição de s,
logo w (C) = s + 1, como queríamos demonstrar. �

Corolário 5.1.1 (Singleton) Se C é um [n, d]-código, então

w (C) ≤ n − d + 1.

Demonstração: Seja H a matriz de controle de C. Como as colunas de H estão
em Fn−d

q , quaisquer n − d + 1 colunas de H são linearmente dependentes. O
resultado agora segue da proposição. �

Definição 5.1.5 Códigos com w (C) = n − d + 1 são chamados códigos separáveis
pela distância máxima ou MDS (maximum distance separable).

Os códigos MDS tem uma descrição interessante com conjuntos satisfazendo
certas propriedades geométricas em espaços projetivos sobre corpos finitos que
discutiremos no Seção 5.4.

Passamos agora a dar um procedimento simples de decodificação.
Se C é um [n, d]-código dado como núcleo de H : Fn

q → Fn−d
q . Se x ∈ Fn

q

chamaremos H (x) de síndrome de x. Para cada v ∈ Fn−d
q escolha ev tal que

H (ev) = v e tal que |ev| é mínima. ev é chamado um líder da classe lateral
H−1 (v). ev pode não ser único, mas fixemos um em cada classe. Se recebermos
uma mensagem y, calculamos H (y) = v e tomamos c = y − ev como a
decodificação de y.

Note primeiro que H (c) = H (y) − H (ev) = v − v = 0, logo c ∈ C. Note
também que d (c, y) = |ev|. Como ev foi escolhido minimizando a norma em
H−1 (v) temos que c é o elemento de C mais próximo de y. Consequentemente,
se C corrige e erros, a decodificação nos dará a mensagem enviada toda vez que
a mensagem recebida tem síndrome v satisfazendo |ev| ≤ e. Esse processo é
chamado decodificação por semelhança máxima.
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Em geral esse procedimento é muito custoso, pois nos obriga a calcular os ev.
Códigos com propriedades particulares podem ter algoritmos de decodificação
mais eficientes. Encontraremos alguns exemplos disso mais adiante.

5.2 Cotas

Quais são os melhores códigos que podemos construir? Nessa generalidade essa
pergunta não está resolvida. O que podemos dizer, por outro lado, é que não
podemos ser otimista demais, há limitações no que podemos conseguir.

Já provamos um tal resultado, a cota de Singleton (Corolário 5.1.1) que afirma
que um [n, d]-código C satisfaz w (C) ≤ n − d + 1. Passaremos agora a discutir
outros resultados desse tipo.

Introduzimos algumas notações.
Se r ≤ n é um inteiro e a ∈ Fn

q , definimos a bola de centro a e raio r, como o
conjunto

B (a, r) =
{

x ∈ Fn
q

∣

∣

∣
d (x, a) ≤ r

}

.

Se n e w são inteiros tais que w ≤ n, definimos

Aq (n, w) = max
{

dim C
∣

∣

∣
C ⊂ Fn

q , código com w (C) = w
}

.

Então, Aq (n, w) é a maior dimensão possível entre os códigos de peso e
comprimento w e n dados sobre Fq e os resultados que estamos procurando
são cotas superiores para Aq (n, w). Por exemplo, a cota de Singleton diz que
Aq (n, w) ≤ n − w + 1.

Seja

Vq (n, r) = #B (a, r) =
r

∑
i=0

(

n
i

)

(q − 1)i.

Essa última definição merece um comentário. Primeiro ela afirma que
#B (a, r) não depende de a. De fato, a função

x 7→ x − a

estabelece uma bijeção entre B (a, r) e B (0, r). Segundo, a igualdade #B (a, r) =
∑

r
i=0 (

n
i )(q − 1)i. Bom, B (0, r) é o conjunto dos x ∈ Fn

q com |x| ≤ r. Mostraremos

que o conjunto dos x ∈ Fn
q com |x| = i tem cardinalidade (n

i )(q − 1)i e isso
provará o que queremos.

Como escolher x tal que |x| = i? Primeiro, x tem i coordenadas não nulas,
temos que escolher quais as coordenadas, temos então (n

i ) escolhas. Agora temos
que escolher o valor de cada coordenada em Fq \ {0}, temos q − 1 escolhas para
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cada coordenada logo (q − 1)i escolhas para todas as coordenadas não nulas e o
resultado segue. �

A nossa primeira cota é conhecida como cota do empacotamento de esferas.

Teorema 5.2.1 (Hamming)

Aq (n, w) ≤ logq





qn

Vq

(

n,
⌊

w−1
2

⌋)



 .

Demonstração: Seja C um [n, d]-código de peso w e e =
⌊

w−1
2

⌋

. Vimos na

Seção 5.1 que C corrige e erros e isso significa que as bolas B (c, e), c ∈ C, são
disjuntas, então

∑
c∈C

#B (c, e) ≤ #Fn
q = qn,

logo
#C · Vq (n, e) ≤ qn,

mas #C = qd e o resultado segue. �

Essa cota tem relações com o problema clássico de empacotamento de esferas.
Esse problema pode ser descrito da seguinte maneira: quantas bolas de pingue-
pongue cabem numa caixa dada? Evidentemente podemos formular o problema
em um número qualquer de dimensões. O caso de dimensão dois foi resolvido
por uma abelha há alguns milhões de anos atrás! Mas em dimensões maiores o
problema é bem mais difícil.

Mas as relações não param aí e o problema se conecta com reticulados em Rn,
cristais, grupos finitos e outras coisas mais. Não trataremos dessas coisas aqui,
para maiores informações sobre esse tratamento vide [78].

A técnica de empacotar esferas leva ao seguinte resultado na direção inversa
do Teorema 5.2.1.

Teorema 5.2.2 (Gilbert-Varshamov) Se w ≤ n, então

Aq (n, w) ≥ logq

(

qn

Vq (n, w − 1)

)

.

Demonstração: Suponha que d é um inteiro satisfazendo

d < logq

(

qn/Vq (n, w − 1)
)

e que C é um [n, d]-código com w (C) = w. Vamos mostrar que podemos
construir um código C′ com dimensão d + 1 em Fn

q e com w (C) = w.
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Temos que

∑
c∈C

#B (c, w − 1) = qdVq (n, w − 1) < qn = #Fn
q .

Logo, existe x ∈ Fn
q , x /∈ ⋃

c∈C B (c, w − 1). Em particular c /∈ C e d (x, c) ≥ w
para todo c ∈ C. Considere o código C′ gerado como espaço vetorial por C e x.
Mostraremos que C′ é o código desejado. Claramente a dimensão de C′ é d + 1.
Calculemos w (C′).

Se c′ ∈ C′, c′ 6= 0, então c′ = c + λx, c ∈ C, λ ∈ Fq. Se λ = 0 então c 6= 0 e
|c′| = |c| ≥ w. Se λ 6= 0 então

∣

∣c′
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

1
λ

c′
∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣
c +

c
λ

∣

∣

∣
= d

(

x,− c
λ

)

.

Como − c
λ ∈ C, pois C é um subespaço linear de Fn

q , devemos ter d
(

x,− c
λ

)

≥ w
pela construção de x, logo |c′| ≥ w. Mostraremos então que w (C′) ≥ w, porém
existe c ∈ C com |c| = w, como C ⊂ C′ concluímos que w (C′) = w.

Para provar o teorema começamos com um elemento a ∈ Fn
q , |a| = w, e

consideremos C1 =
{

λa
∣

∣ λ ∈ Fq
}

que é um código de dimensão 1 e w (C1) =

w. O procedimento dado acima nos permite, se 1 < logq

(

qn
/

Vq (n, w − 1)
)

,
construir um código C2 de peso w e dimensão 2. Sucessivamente, então
construímos, se d < logq

(

qn
/

Vq (n, w − 1)
)

códigos C1, C2, . . . , Cd+1 tais que
w (Ci) = w e dim Ci = i e isso prova teorema. �

Notemos que a prova do teorema nos dá um algoritmo para construir bons
códigos. Porém, na prática esse algoritmo é impraticável, pois consome muito
tempo. Goppa e outros autores construíram códigos por algoritmos praticáveis
e partir de uma construção devida a Goppa que produz códigos satisfazendo

dim C ≥ logq

(

qn

Vq (n, w − 1)

)

.

Mais ainda, esses códigos fazem parte de uma família infinita de bons códigos.
Veremos esta construção na Seção 5.5.

Voltando ao problema das cotas superiores para Aq (n, w), temos ainda:

Teorema 5.2.3 (Plotkin) Ponha θ = 1 − 1
q . Se w > θn então

Aq (n, w) ≤ logq

(

w
w − θn

)

.
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Demonstração: Seja C um [n, d]-código de peso w > nθ. Considere os
conjuntos {c ∈ C | ci 6= 0}, i = 1, . . . , n. Dado um elemento c ∈ C este elemento
aparece em |c| destes conjuntos, logo temos

∑
c∈C

|c| =
n

∑
i=1

# {c ∈ C | ci 6= 0}.

Seja i inteiro, 1 ≤ i ≤ n e considere D = {c ∈ C | ci 6= 0}. D é um subespaço
linear de C e a codimensão de D em C é no máximo 1, logo dim D = d ou d − 1,
logo #D = qd ou qd−1. Por outro lado # {c ∈ C | ci 6= 0} = #C − #D. Logo, em
qualquer hipótese, # {c ∈ C | ci 6= 0} ≤ qd − qd−1 = θqd. Concluímos que

∑
c∈C

|c| ≤ nθqd.

Por outro lado, se c ∈ C, c 6= 0 temos |c| ≥ w, logo

∑
c∈C

|c| ≥ w
(

qd − 1
)

.

Segue-se então que

qd ≤ w
w − θn

e o teorema está demonstrado. �

Vamos agora comparar as cotas obtidas. Para isso é conveniente olhas as
coisas assintoticamente. Para isso definimos

αq (δ) = lim sup
n→∞

Aq (n, ⌊δn⌋)
n

, 0 ≤ δ ≤ 1.

Isto é, αq (δ) é o supremo dos números α tal que exista uma sequência de códigos
Ci, i = 1, 2, . . . , Ci ⊂ F

ni
q tais que

w (Ci)

ni
→ δ e

dim Ci

ni
→ α.

Isso nos permite considerar as cotas para n grande sem se ater a peculiaridades
de um número finito de valores de n.

O primeiro resultado interessante sobre αq (δ) é devido a Manin ([51]): αq (δ)
é uma função contínua e decrescente. A cota de Singleton nos dá

αq (δ) ≤ 1 − δ.

A cota de Plotkin nos dá, (θ = 1 − 1
q )

αq (δ) ≤ 0 se θ ≤ δ ≤ 1,
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logo
αq (δ) = 0 se θ ≤ δ ≤ 1.

Usando a cota de Plotkin podemos deduzir o seguinte

αq (δ) ≤ 1 − δ

θ
, 0 ≤ δ ≤ θ.

O raciocínio é o seguinte. Suponha que C é um [n, d]-código de peso w com

w ≤ θn. Ponha n′ =
⌊

w−1
θ

⌋

e tome um subcódigo C′ de C obtido anulando

n − n′ coordenadas.
Então podemos considerar C′ como um [n′, d′]-código e d′ ≥ d + n′ − n e

w (C′) = w. Podemos aplicar o Teorema 5.2.3 a C′ e obtemos

d′ ≤ logq

(

w (C′)
w (C′)− θn′

)

= logq

(

w
w − n′θ

)

.

Se tomarmos C uma sequência com w
n → δ e d

n → α então

n′

n
→ δ

θ
e

d
n
≤ d′ + n − n′

n
≤ 1

n
logq

(

w
w − n′θ

)

+ 1 − n′

n
,

e temos que
1
n

logq

(

w
w − n′θ

)

→ 0,

logo

α ≤ 1 − δ

θ
e o resultado segue.

A cota de Hamming nos dá

αq (δ) ≤ 1 − Hq

(

δ

2

)

, 0 ≤ δ ≤ θ,

onde

Hq (x) =

{

0 se x = 0,
xlogqθ − xlogqx − (1 − x) logq (1 − x) se 0 < x ≤ θ.

Isso segue do seguinte fato que se prova facilmente através da fórmula de
Stirling∗ (ver [80, Lema 5.1.6]):

lim
n→∞

logqVq (n, ⌊λn⌋)
n

= Hq (λ) .

∗ lim
n→+∞

n!√
2πn

( n
e

)n = 1.
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Das três cotas mencionadas, a pior é a de Singleton. A cota de Hamming
é melhor que a de Plotkin para 0 ≤ δ ≤ δ0 para um certo δ0 ∈ (0, θ), para
δ0 ≤ δ ≤ θ a de Plotkin é melhor. A melhor cota conhecida, devida a Elias, é a
seguinte

αq (δ) ≤ 1 − Hq

(

θ −
√

θ (θ − δ)

)

, 0 ≤ δ ≤ θ. (∗)

Uma prova desta cota pode ser vista em [80]. Quando q = 2 há uma cota
melhor ainda ([50]).

Para constar, o Teorema 5.2.2 nos dá:

αq (δ) ≥ 1 − Hq (δ) , 0 ≤ δ ≤ θ. (∗∗)

Há um espaço entre (∗) e (∗∗) e no presente momento não se sabe o que
ocorre aí nesse espaço.

5.3 Códigos Cíclicos

Definição 5.3.1 Um código cíclico C ⊂ Fn
q é um código tal que

(cn−1, c0, . . . , cn−2) ∈ C sempre que (c0, . . . , cn−1) ∈ C. Isto é, C é invariante com
respeito a permutações cíclicas de coordenadas.

O interesse fundamental dos códigos cíclicos é que eles admitem um
representação interessante em termos de polinômios sobre Fq que permite a
descrição de um algoritmo de decodificação muito simples.

Consideramos o anel A = Fq [x] / (xn − 1), quociente de Fq [x] pelo ideal
gerado por xn − 1. Todo elemento de A pode ser representado unicamente
por um polinômio a0 + · · · + an−1xn−1 de grau no máximo n − 1 (pelo
algoritmo de divisão de polinômios). Vamos identificar Fq com A identificando
a = (a0, . . . , an−1) com a0 + · · · + an−1xn−1 = a (x). Note que se b =

(an−1, a0, . . . , an−2) então

b (x) ≡ xa (x) (modxn − 1) .

De fato,

xa (x) = a0x + · · ·+ an−1xn

≡ an−1 + a0x + · · ·+ an−2xn−1 (modxn − 1) .

Então os códigos cíclicos podem ser caracterizados como os subespaços C de A
tais que

c (x) ∈ C ⇒ xc (x) ∈ C.
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Notemos agora que se C é um código cíclico e c (x) ∈ C então

xc (x) ∈ C, x2c (x) ∈ C, . . . ,

logo b (x) a (x) ∈ C para todo b (x) ∈ A. Bem, isto quer dizer que C é um ideal
de A. Reciprocamente, se C é um ideal de A então C é um subespaço de A e
xc (x) ∈ C sempre que c (x) ∈ C, logo C é um código cíclico. Resumindo os
códigos cíclicos são ideais de A. Os ideais de A tem a seguinte caracterização:

Proposição 5.3.1 Todo ideal de A é da forma (g) onde g é um divisor mônico de xn − 1.
Além disso, tal g é unicamente determinado pelo ideal.

Demonstração: Seja ϕ : Fq [x] → A a aplicação canônica. Se C é um ideal
de A então obviamente ϕ−1 (C) é um ideal de Fq [x]. Como Fq [x] é euclidiano
ϕ−1 (C) é principal, ϕ−1 (C) = (h). Logo C é gerado por h em A. Escrevamos
h = f g onde g é um divisor mônico de xn − 1 e mdc ( f , xn − 1) = 1, isto é, g é
o máximo divisor comum de h e xn − 1. Mostraremos que C = (g). Como f e
xn − 1 são coprimos existe f tal que f f ≡ 1 (modxn − 1). Seja c ∈ C, sabemos
então que c = ah = a f g logo c ∈ (g), isto é, C ⊂ (g). Se mostrarmos que g ∈ (h)
então teremos C = (h) ⊃ (g) e consequentemente C = (g). De fato, g ∈ (h) pois
f h = f f g ≡ g (modxn − 1) logo g = f h em A.

Para a unicidade suponha que (g) = (g′), então g′ = f g e g = f ′g′ logo
f f ′ = 1 e f é invertível em A. Isso implica que f é coprimo com xn − 1. Como
g′ divide xn − 1 devemos então ter que f ∈ Fq e como g e g′ são mônicos, f = 1
e logo g = g′. �

Se C = (g) é um código cíclico então o polinômio g é chamado o gerador
de C e o polinômio h (x) = (xn − 1) /g é chamado o polinômio de controle de
C. Notemos que c (x) ∈ C se, e somente se, h (x) c (x) ≡ 0 (modxn − 1), daí o
nome de controle.

Lembramos agora que se a (x) ∈ A, a (x) = a0 + · · ·+ an−1xn−1 então existem
polinômios b (x) e r (x) tais que

a (x) = b (x) g (x) + r (x) , gr (r (x)) < gr (g (x)) .

Mais ainda, gr (b (x)) < n − gr (g (x)). Seja d o grau de g. Então para todo
elemento a (x) ∈ C, devemos ter r (x) = 0, logo a (x) = b (x) g (x) onde
gr (b (x)) < n − d. Dai segue imediatamente que dim C = n − d.
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Vemos também que g (x) , xg (x) , . . . , xn−d−1g (x) é uma base de C sobre Fq,
logo, se g = g0 + g1x + · · ·+ gdxd, então

G =















g0 g1 · · · · · · gd 0 · · · · · · 0
0 g0 · · · · · · · · · gd · · · · · · 0
0 0 g0 · · · · · · · · · gd · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · 0 g0 · · · · · · · · · gd















é uma matriz geradora de C.
Vimos acima também que c (x) ∈ C se, e somente se, h (x) c (x) = 0. Daí

conclui-se facilmente que

H =









0 · · · 0 hn−d · · · h1 h0

0 · · · hn−d · · · · · · h0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

hn−d · · · h0 0 · · · · · · 0









é uma matriz de controle de C, onde h (x) = xn−1
g(x) = ∑

n−d
i=0 hixi.

De agora em diante suporemos que mdc (n, q) = 1.
Estudaremos agora o peso de um código cíclico, para isso introduziremos o

chamado polinômio de Mattson-Solomon (ou transformada de Fourier discreta).
Seja Fq o fecho algébrico de Fq e β ∈ Fq uma raiz primitiva

n-ésima da unidade e T o conjunto de polinômios de grau menor do que n
com coeficientes em Fq. Define-se F : T → T pondo

F (a) =
n

∑
j=0

a
(

βj
)

xn−j.

Lema 5.3.1
F (a)

(

βk
)

= nak .

Demonstração: Calculemos F (a)
(

βk
)

:

F (a)
(

βk
)

=
n

∑
j=0

(

n−1

∑
i=0

aiβ
ij

)

(

βk
)n−j (βn=1)

=
n

∑
j=0

n−1

∑
i=0

aiβ
ijβ−kj

=
n

∑
j=0

n−1

∑
i=0

aiβ
j(i−k) =

n−1

∑
i=1

(

n

∑
j=0

βj(i−k)

)

ai.

Afirmamos que:
n

∑
j=0

βjr =

{

n se r = 0,
0 se −n < r < n.
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Desta afirmação seguirá que A
(

βk
)

= nak . A afirmação é trivial se r = 0. Nos
outros casos temos

n

∑
j=0

βjr =
βrn − 1
βr − 1

=
(βn)r − 1

βr − 1
= 0.

�

Teorema 5.3.1 Seja r o grau de mdc (xn − 1,F (a)), então |a| = n − r.

Demonstração: n − |a| é o número de coeficientes de a (x) que são nulos.
Temos que ak = 0 se, e somente se, F (a)

(

βk
)

= 0, pelo Lema 5.3.1. Então
n − |a| é o número de raízes n-ésimas da unidade que são zeros F (a), isto é, o
número de raízes comuns de F (a) e xn − 1 que é o grau de mdc (xn − 1,F (a)),
provando o teorema. �

Vamos agora estudar mais detalhadamente uma classe especial de códigos,
conhecidos como códigos BCH (i.e., Bose, (Ray) Chaudhuri, Hocquenghem).
Seja β ∈ Fq uma raiz primitiva n-ésima da unidade e denotemos por g(i) (x)
o polinômio mínimo de βi sobre Fq, isto é, o polinômio mônico não nulo de
menor grau com coeficientes em Fq que tem βi como raiz.

Definição 5.3.2 O código BCH de distância designada δ é o código cíclico com
polinômio gerador

g (x) = mmc
(

g(1), . . . , g(δ−1)
)

.

Seja m o menor inteiro positivo tal que qm ≡ 1 (modn) então Fqm é a menor
extensão de Fq que contém todas as raízes de xn − 1 = 0. Consequentemente
gr (g(i)) ≤ m para i = 1, . . . , n, logo gr (g) ≤ m (δ − 1). Daí se conclui que

dim C ≥ n − m (δ − 1) .

O resultado seguinte nos dá uma estimativa para o peso de C e justifica o
nome de distância designada.

Teorema 5.3.2
w (C) ≥ δ.

Demonstração: Seja c (x) ∈ C, c (x) 6= 0. Como g (x) | c (x) e g
(

βi
)

= 0,
i = 1, . . . , δ − 1, temos g

(

βi
)

= 0, i = 1, . . . , δ. Consequentemente, o grau
de F (c) é no máximo n − δ. Segue-se que o grau de mdc (F (c) , xn − 1) é no
máximo n − δ, logo |c| ≥ δ pelo Teorema 5.3.1. �
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Suponha que escolhemos um código BCH de distância designada δ = 2t + 1,
sabemos então que esse código corrige t erros. O que torna os códigos BCH
muito interessantes é que há um algoritmo de decodificação eficiente, devido a
Berlekamp, que passamos a expor.

Seja C ∈ A então um código BCH de distância designada δ = 2t + 1 e β a
raiz primitiva n-ésima da unidade usada para definir C.

Seja a (x) ∈ A uma palavra recebida com no máximo t erros. Suponhamos
inicialmente que conhecemos a palavra enviada c (x) e seja e (x) = a (x)− c (x)
o erro. Definimos então, se e (x) = e0 + · · ·+ en−1xn−1,

M = {i | ei 6= 0} ,

r = #M,

ℓ (x) = ∏
i∈M

(

1 − βix
)

,

s (x) =

(

∑
i∈M

eiβ
ix

)



 ∑
j∈M\{i}

(

1 − βjx
)



 .

M é o conjunto das posições onde os erros ocorrem e r é o número de erros,
que estamos supondo ser no máximo t. ℓ (x) é chamado o polinômio localizador
de erros. De fato, i ∈ M se, e somente se, ℓ

(

β−i
)

= 0, logo conhecendo ℓ (x)
saberemos onde os erros estão. O polinômio s (x) servirá para nos dizer qual foi
o erro. De fato, se i ∈ M temos

s
(

β−i
)

= ei ∑
j∈M\{i}

(

1 − βjβ−i
)

= −eiℓ
′
(

β−i
)

onde ℓ′ é a derivada de ℓ. Desta equação podemos calcular ei a partir de ℓ e s.
Resumindo se conhecemos ℓ e s saberemos onde os erros ocorreram e quais
foram os erros. O algoritmo consistirá então de se obter ℓ (x) e s (x) somente a
partir de a (x). Se pudermos fazer isso então obtemos o processo de correção
como foi feito acima.

A observação crucial é a seguinte (onde trabalhos com séries formais, ver
apêndice):

s (x)
ℓ (x)

= ∑
i∈M

eiβ
ix

1 − βix
= ∑

i∈M
ei

∞

∑
j=1

(

βix
)j

=
∞

∑
j=1

(

∑
i∈M

eiβ
ij

)

xj =
∞

∑
j=1

e
(

βj
)

xj.

(∗)

Por outro lado, e
(

βj
)

= a
(

βj
)

− c
(

βj
)

= a
(

βj
)

para j = 1, . . . , δ − 1. Logo
conhecemos os valores e

(

βj
)

para 1 ≤ j ≤ 2t a partir de a (x) somente.
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O ponto crucial agora é que, por hipótese, r ≤ t e como o gr (ℓ) , gr (s) ≤ r
temos gr (ℓ) , gr (s) ≤ t.

Seja f (x) = ∑
2t
j=1 a

(

βj
)

xj, a equação (∗) se reescreve como

s (x)
ℓ (x)

≡ f (x)
(

modx2t+1
)

. (∗)

Como f (x) é conhecido, isso nos permite determine ℓ e s. De fato,

s (x)− ℓ (x) f (x) ≡ 0
(

modx2t+1
)

,

como mdc (ℓ, s) = 1 e ℓ (0) = 1, isso segue do resultado do Apêndice 5.A, no
final deste capítulo.

Para mais informações sobre códigos cíclicos e códigos BCH vide [50].

5.4 Relacionado Códigos e Geometria Algébrica: Códigos MDS

O objetivo aqui é relacionar os códigos MDS (C é MDS se C é um
[n, d]-código com w (C) = n − d + 1) com certos conjuntos definidos por
propriedades geométricas em espaços projetivos sobre corpos finitos.

Definição 5.4.1 Uma transformação projetiva f : Pn → Pn é por definição a
transformação induzida a partir de uma transformação linear

A : Fn+1
q → Fn+1

q

invertível, isto é, det A 6= 0. Isto é,

f ((x0 : . . . : xn)) =

(

n

∑
j=0

a0jxj : . . . :
n

∑
j=0

anjxj

)

, det
(

aij
)

6= 0.

Definição 5.4.2 Um conjunto K ⊂ Pn, n ≥ 2 é chamado um arco se #K > n e K
não contiver n + 1 pontos contidos num mesmo hiperplano.

Exemplo 5.4.1 Um exemplo de arco é o conjunto, em Pn, n ≤ q, dado por:

Kn =
{(

1 : λ : . . . : λn−1
) ∣

∣

∣
λ ∈ Fq

}

∪ {(0 : . . . : 0 : 1)} .

Definição 5.4.3 O arco Kn, dado no exemplo acima, diz-se uma curva normal
racional.

Observação 5.4.1 #Kn = q + 1.
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Pela Proposição 5.1.1 (p. 80) se H =
(

bij
)

, i = 1, . . . , n − d, j = 1, . . . , n, é a
matriz de controle de um [n, d]-código MDS, então qualquer menor (n − d) ×
(n − d) de H tem determinante não nulo, isso significa que podemos obter um
arco K =

{(

h1j : . . . : hn−d,j
) ∣

∣ j = 1, . . . , n
}

em Pn−d−1. Reciprocamente, dado
um arco K em Pm com #K = n, podemos construir um código MDS em Fn

q de
dimensão n − m − 1. Daí, a relação entre arcos e códigos MDS.

Vamos agora estudar mais cuidadosamente os arcos de Pn.

Definição 5.4.4 Diremos que um arco é completo se não for subconjunto próprio
de outro arco. Da mesma forma, diremos que um arco K ⊂ Pn é maximal se não
houver nenhum arco em Pn com cardinalidade maior que #K. A cardinalidade
de um arco maximal será denotada por m (n, q).

Começaremos tratando o caso do plano, isto é, n = 2.

Teorema 5.4.1 (Bose)

m (2, q) =
{

q + 1 se q é ímpar,
q + 2 se q é par.

Demonstração: Seja K um arco e k = #K. As retas ℓ de P2 contam K em 0, 1 ou
2 pontos. Se # (ℓ ∩ K) = 1 dizemos que ℓ é uma unissecante a K e se # (ℓ ∩ K) = 2
dizemos que ℓ é uma bissecante a K.

Seja P ∈ K e t (P) o número de unissecantes a K que contém P. As bissecantes
a K contendo P são em número de k − 1, uma para cada Q ∈ K \ {P}. Como há
q + 1 retas passando por P concluímos que t (P) = t = q + 2 − k.

Como t (P) foi definido como a cardinalidade de um conjunto, temos t (P) ≥
0, logo k ≤ q + 2. Vamos mostrar que k ≤ q + 1 se q é ímpar.

Suponha q ímpar e k = q + 2 então k = 0 e logo t (P) = 0, para todo P ∈ K,
o que significa que não há nenhuma unissecante a K. Seja Q ∈ P2 \ K e m o
número de retas passando por Q que intersectam K. Cada uma dessas m retas
então contém exatamente dois pontos de K e esses pontos são distintos para
retas distintas. Logo k = 2m, assim q = 2 (m − 1) é par, absurdo.

Provamos então que

m (2, q) ≤
{

q + 1 se q é ímpar,
q + 2 se q é par.

Se q é ímpar, #K2 = q + 1, logo m (2, q) = q + 1.
Se q é par, K2 ∪ {(0 : 1 : 0)} é um arco, como se verifica facilmente e logo

m (2, q) = q + 2. �
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Notemos que K2 é dado pelo conjunto dos pontos (x0 : x1 : x2) satisfazendo
x2x0 = x2

1. Um conjunto de pontos C satisfazendo uma equação f (x0, x1, x2) = 0
onde f ∈ Fq [x0, x1, x2] é um polinômio homogêneo de grau 2, irredutível sobre
Fq é chamado uma cônica. Como f tem grau 2 podemos ver que uma reta corta
C no máximo em 2 pontos (ver Seção 5.5) logo toda cônica é um arco. Pode-se
mostrar também que toda cônica tem q + 1 pontos e temos:

Teorema 5.4.2 (Segre) Se q é ímpar, todo arco maximal é uma cônica.

Não provaremos este teorema, ver [38, Teorema 8.1.3, p. 164].
Se q é par e C é uma cônica, existe um único ponto P de P2 \ C tal que

C ∪ {P} é um arco, este ponto é dito o núcleo de C. Porém, o análogo ao Teorema
de Segre não vale em geral, para q ≥ 8 existem arcos maximais em P2 que não
são da forma C ∪ {P} com C uma cônica e P seu núcleo. (Ver [38]).

Para classificar os arcos de P2 podemos nos restringir aos arcos completos.
Esse problema ainda está em aberto, mas temos alguns resultados parciais
concernentes as possíveis cardinalidades de arcos completos.

Proposição 5.4.1 Se K é um arco completo de cardinalidade k, então

k (k − 1)
2

≥ q2 + q + 1
q + 1

.

Demonstração: Considere o conjunto de bissecantes a K, como uma bissecante
está determinada pelos dois pontos de K que ela corta, K tem k (k − 1)/2
bissecantes. Cada bissecante tem q + 1 pontos, logo se #P2 > (q + 1) k(k−1)

2
existe P ∈ P2 que não está em nenhuma bissecante de K, logo K ∪ {P} é um
arco e K não é completo. Como #P2 = q2 + q + 1, a proposição segue. �

Muito mais difícil é uma cota superior para a cardinalidade de um arco
completo não maximal.

Teorema 5.4.3 Se K um arco completo não maximal.

(i) Se q é par, #K ≤ q −√
q + 1.

(ii) Se q é ímpar, #K ≤ q −
√

q
4 + 7

4 .

(iii) Se q é primo, #K ≤ 44q
45 + 2.

Os itens (i) e (ii) são devidos a Segre, ele provou-os relacionando, por um
argumento engenhoso, a cardinalidade de K e o número de pontos racionais
numa curva algébrica sobre um corpo finito e conclui o resultado da hipótese de
Riemann para Corpos Finitos, principal teorema desta dissertação, os detalhes
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do argumento de Segre podem ser visto em [38]. Thas, em [77], deu uma prova
elementar do item (i). O item (iii) foi provado por J.F. Voloch ([84]) utilizando-se
dos resultados mais finos que a hipótese de Riemann que foram obtidos em [74].

Por outro lado conhecem-se arcos completos não maximais K satisfazendo

#K =

⌊

q +
√

q
2

⌋

e #K ≤ q1− 1
10

(ver [76] e [83], onde outros exemplos também são dados). E também com
#K = q −√

q + 1 se q é um quadrado (ver [19]).
E o caso n ≥ 3? Vamos estuda-lo reduzindo-o ao caso n = 2. Seja V ⊂ Pn

um subespaço de dimensão n − 3 e W ⊂ Pn um subespaço de dimensão 2 tal
que V∩W = ∅. Definimos

π : Pn \V → W,

chamada a projeção sobre W ao longo de V, da seguinte maneira. Dado
P ∈ Pn \ V existe um único subespaço VP de dimensão n − 2 contendo V e
P. Temos ainda que VP ∩W consiste de um único ponto e é esse ponto que
chamamos π (P).

Então W, como tem dimensão 2, pode ser identificado com P2. Seja K ⊂ Pn

um arco e P1, . . . , Pn−2 ∈ K, defina V como o menor subespaço contendo
P1, . . . , Pn−2 e escolha W de dimensão 2 com V ∩ W = ∅. Vê-se facilmente
que π (K \ {P1, . . . , Pn−2}) é um arco em W = P2. Essa construção permitiu
Thas provar o seguinte teorema:

Teorema 5.4.4 (Thas) Suponha q ímpar, q > (4n − 5)2. Então:

(i) m (n, q) = q + 1.

(ii) Se K ⊂ P
n é um arco maximal então K = f (Kn) onde f é uma transformação

projetiva.

(iii) Se K é um arco completo não maximal, então #K ≤ q −
√

q
4 + n−1

4 .

A prova completa deste teorema pode ser vista em [77]. A ideia é usar
projeções variando os pontos P1, . . . , Pn−2 como acima e usar os teoremas
mencionados acima para o caso plano. No caso em que além de q > (4n − 5)2,
q ímpar, q for primo, então podemos melhor o item (iii) do teorema para
#K ≤ 44q

45 + n + 2 usando o item (iii) do Teorema 5.4.3.
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Conjectura.

m (n, q) =
{

q + 1 se 3 ≤ n ≤ q,
n + 1 se n > q.

Além dos casos cobertos pelo item (i) do Teorema 5.4.4 essa conjectura foi
provada apenas para i = 3, 4, 5, q ≥ n + 1 e q ≤ 11, n ≤ q, ver [50]. Sabe-se
que em geral m (n, q) ≤ q + n − 4, ver [50]. Mais recentemente, em 2012, esta
conjectura foi demonstrada S. Ball [5], no caso em que o número q é primo mas
continua aberta em geral.

5.5 Códigos de Goppa

Neste capítulo descreveremos duas classes de códigos que chamaremos de
códigos de Goppa. Essas duas classes serão englobadas em uma classe mais
ampla na próxima seção. Esses códigos tem uma excelente performance.

5.5.1 Primeira classe

Seja g (x) ∈ Fqm [x], mônico de grau t e L = {γ0, γ1, . . . , γn−1} ⊂ Fqm , g (γi) 6= 0.
Definimos o código de Goppa C (L, g) ⊂ Fn

q como o conjunto

{

(c0, . . . , cn−1) ∈ Fn
q

∣

∣

∣

∣

∣

n−1

∑
i=0

ci

x − γi
≡ 0 (modg (x))

}

.

A condição ∑
n−1
i=0

ci
x−γi

≡ 0 (modg (x)) significa que ao escrevermos a função

racional do lado direito a(x)
b(x) , a, b ∈ Fqm [x] teremos mdc (a (x) , b (x)) = 1 e a (x)

é divisível por g (x).

Teorema 5.5.1

dim C (L, g) ≥ n − mt, w (C (L, g)) ≥ t + 1.

Demonstração: Temos que:

1
x − γi

≡ −1
g (γi)

(

g (x)− g (γi)

x − γi

)

(modg (x)) ,

logo (c0, . . . , cn−1) ∈ C (L, g) se, e somente se,

n−1

∑
i=0

ci
g (x)− g (γi)

g (γi) (x − γi)
≡ 0 (modg (x)) , i = 0, . . . , n − 1.
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Por outro lado, Gi (x) = g(x)−g(γi)
g(γi)(x−γi)

é um polinômio de grau t − 1, que podemos
escrever como

Gi (x) =
t−1

∑
j=0

gijx
j, gij ∈ Fqm .

Logo, em particular, ∑
n−1
i=0 ciGi (x) é um polinômio de grau ≤ t − 1 e como

g (x) tem grau t, se g (x) divide ∑
n−1
i=0 ciGi (x) então ∑

n−1
i=0 ciGi (x) = 0, logo

(c0, . . . , cn−1) ∈ C (L, g) se, e somente se,

n−1

∑
i=0

cigij = 0, j = 0, . . . , t − 1. (∗)

Fqm é um espaço m-dimensional sobre Fq, logo tem uma base α1, . . . , αm.
Podemos então escrever

gij =
m

∑
k=1

λijkαk, λijk ∈ Fq.

As equações (∗) se tornam então:

n

∑
i=0

ciλijk = 0, j = 0, . . . , t − 1, k = 1, . . . , m. (∗∗)

Isso mostra que dim C (L, g) ≥ n − mt. Escolhendo-se um subconjunto maximal
linearmente independente das equações (∗∗) podemos construir uma matriz de
controle para C (L, g), mas não precisamos disto aqui.

Para mostrar a estimativa do peso seja c = (c0, . . . , cn−1) ∈ C (L, g) e
M = {i | ci 6= 0}, então

n−1

∑
i=0

ci

x − γi
= ∑

i∈M
ci

∏j∈M\{i}
(

x − γj
)

∏i∈M (x − γi)
.

O numerador desta expressão tem que ser divisível por g (x), mas o grau do
numerador é no máximo #M − 1, logo #M − 1 ≥ t ou #M ≥ t + 1. Porém
#M = |c|, logo w (C (L, g)) ≥ t + 1, como queríamos demonstrar. �

A ideia da demonstração de que o peso de C (L, g) é pelo menos t + 1 pode
ser refinada para mostrar que existe uma sequência de códigos de Goppa tão
perto quanto se queira da cota de Gilbert-Varshamov (Teorema 5.2.2, p. 83).

Teorema 5.5.2 Existe uma sequência de códigos de Goppa sobre Fq que atinge
assintoticamente a cota de Gilbert-Varshamov.
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Demonstração: Fixe n = qm, t, w e ponha L = Fqm . Vamos tentar construir
C (L, g) com peso ≥ w e g irredutível de grau t.

Se c = (c0, . . . , cn−1) ∈ Fn
q é tal que |c| = j < w então, como na prova do

Teorema 5.5.1, g (x) deve dividir um polinômio de grau j− 1. Como o polinômio

de grau j − 1 tem no máximo
⌊

j−1
t

⌋

divisores de grau t, devemos excluir
⌊

j−1
t

⌋

polinômios para cada c ∈ Fn
q com |c| = j. Temos então que excluir

w−1

∑
j=1

⌊

j − 1
t

⌋

(q − 1)j
(

n
j

)

polinômios. Porém (ver Seção 5.2)

w−1

∑
j=1

⌊

j − 1
t

⌋

(q − 1)j
(

n
j

)

≤ w
t

Vq (n, w − 1) .

Se provarmos que

#
{

g (x) ∈ Fqm [x]
∣

∣ gr (g (x)) ≤ t, g é irredutível
}

= f (t)

é tal que f (t) >
w
t Vq (n, w − 1), então tal código existirá. Pode-se provar

(ver [80]) que

f (t) >
1
t

qmt
(

1 − q−
1

2mt+1
)

.

Basta então exigir que

qmt
(

1 − q−
1

2mt+1
)

> wVq (n, w − 1) .

Se w = ⌊δn⌋ e n é grande isso valerá se limn→∞
mt
n > Hq (δ). Mas

dim C (L, g) ≥ n − mt, logo dim C(L,g)
n = 1 − mt

n . Podemos então escolher t tal
que Hq (δ) <

mt
n < Hq (δ) + ε e teremos que

lim
n→∞

C (L, g) ≥ 1 − Hq (δ)− ε

e C (L, g) está próximo da cota de Gilbert-Varshamov. �

Códigos de Goppa têm também um algoritmo de decodificação similar ao
dos códigos BCH.
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Sejam L = {γ0, . . . , γn−1} e g ∈ Fqm [x], mônico de grau t, e C = C (L, g) ⊂
Fn

q . Seja r = (r0, . . . , rn−1) a mensagem recebida e c = (c0, . . . , cn−1) a mensagem
enviada, suponha que |c − r| ≤ t/2. Seja (e0, . . . , en−1) = r − c. Definimos:

M = {i | ei 6= 0} ,

e = #M,

ℓ (x) = ∏
i∈M

(x − γi),

s (x) = ∑
i∈M

ei ∏
j∈M\{i}

(

x − γj
)

.

Exatamente como no caso dos códigos BCH o nosso problema é calcular ℓ e s
conhecendo apenas r.

Seja

S (x) =
n−1

∑
i=0

ri
−1

g (γi)

g (x)− g (γi)

x − γi

então

S (x) ≡
n−1

∑
i=0

ri

x − γi
≡

n−1

∑
i=0

ei

x − γi
(modg (x)) .

Temos então:

S (x) ℓ (x)≡
n−1

∑
i=0

ei

x − γi
∏
j∈M

(

x − γj
)

≡
n−1

∑
i=0

ei ∏
j∈M\{i}

(

x − γj
)

≡ s (x) (modg (x)) .

S (x) é conhecido, g (x) também e temos que achar ℓ e s de grau < t/2 tais que

S (x) ℓ (x) ≡ s (x) (modg (x))

e lembramos que o grau de g (x) é t. Isso é uma generalização
do problema tratado no caso dos códigos BCH onde tínhamos
g (x) = x2n+1. A solução neste caso é uma generalização direta do que
fizemos anteriormente.

5.5.2 Segunda classe

Definimos
Vm =

{

g ∈ Fq [x, y]
∣

∣ gr (g) ≤ m
}

.
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Vm é um espaço vetorial sobre Fq de dimensão (m+2
2 ). Definimos também

φm : Vm → FN
q por

φm (g) = (g (P1) , . . . , g (PN)) .

O código de Goppa Cm ( f ) é definido então como a imagem de φm.
Para analisar os códigos Cm ( f ) vamos assumir de agora em diante que

m < N/d.

Teorema 5.5.3 Suponha m < N/d. Então:

dim Cm ( f ) =























(

m + 2
2

)

se m < d,

md − d (d − 3)
2

se m ≥ d,

e w (Cm ( f )) ≥ N − md.

Demonstração: Vamos primeiro calcular dim Cm ( f ). Vejamos então qual é o
núcleo de φm. Se φm ( f ) = 0 então f = g = 0 tem N soluções, como estamos
assumindo que md < N, isso implica, pelo Teorema de Bézout (vide p. 72) que
f divide g. Se m < d então g = 0 e logo φm é injetivo para m < d, o que
prova a fórmula enunciada neste caso. Para m ≥ d o núcleo de φm é o conjunto
{

f h
∣

∣ h ∈ Fq [x, y] , gr (h) ≤ m − d
}

, que é isomorfo (via f h 7→ h) a Vm−d logo
a dimensão do núcleo de φm é (m−d+2

2 ), assim, para m ≥ d,

dim Cm ( f ) =
(

m + 2
2

)

−
(

m − d + 2
2

)

= md − d (d − 3)
2

.

Seja agora c ∈ Cm ( f ) com |c| = r e seja g ∈ Vm tal que φm (g) = c. Então g
tem N − r zeros em comum com f . Se c 6= 0 devemos ter que f não divide g,
logo pelo Teorema de Bézout temos N − r ≤ md ou r ≥ N − md, o que prova o
teorema. �

Pelo teorema, para d e m fixos a dimensão de Cm ( f ) não depende de N (se
N > md), então para achar o melhor código entre os Cm ( f ) é suficiente achar f
tal que N é máximo.

5.6 Códigos de Goppa Associado a Divisores

Nesta seção daremos a construção de uma família de códigos construída por
Goppa [25], relacionada com curvas sobre corpos finitos. Essa relação tem-se
provada ser bastante importante para as duas áreas.
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Sejam P1, . . . , Pn ∈ C
(

Fq
)

pontos distintos e G um divisor efetivo de C.
Suporemos também que nenhum dos Pi está no suporte de G. Por fim, tomamos
D = ∑

n
i=1 Pi.

Definimos os códigos de Goppa C (D, G) , C′ (D, G) ⊂ Fn
q da seguinte

maneira:
C (D, G) = imagem de φD,G,

φD,G : L (G) → Fn
q , φD,G ( f ) = ( f (P1) , . . . , f (Pn)) ,

C′ (D, G) = imagem de ψD,G,

ψD,G : Ω′ (−G + D) → Fn
q ,

ψD,G (ω) = (resP1 (ω) , . . . , resPn (ω)) ,

em que

Ω′ (−G + D) = {ω diferencial de Weil em C | div (ω)− G + D ≥ 0}

e resP (ω) denota o resíduo do diferencial de Weil ω em P.
O código C (D, G) generaliza os códigos Cm ( f ) da seção anterior. Cm ( f ) =

C (D, G) onde C é a curva plana f = 0, P1, . . . , Pn são os pontos afins de C e
G = mH onde H é o divisor cortado pela reta no infinito em C.

O código C′ (D, G) generaliza os códigos C (L, g) no caso particular em que
L ⊂ Fq e g ∈ Fq [x]. Neste caso C = P1, L = {P1, . . . , Pn} e G é o divisor de
zeros de g. Existe uma forma de generalizar a definição dos C′ (D, G) de modo
a englobar todos os C (L, g).

Teorema 5.6.1 (Goppa [25]) (i) Se gr (G) < n, então

dim C (D, G) = ℓ (G) ≥ gr (G) + 1 − g,

w (C (D, G)) ≥ n − gr (G) .

(ii) Se 2g − 2 < gr (G) < n + g − 1, então

dim C′ (D, G) = dim Ω′ (−G + D) ≥ n − gr (G) + g − 1,

w
(

C′ (D, G)
) ≥ gr (G)− 2g + 2.

Se f1, . . . , fr, r = ℓ (G) é uma base de L (G) então a matriz
(

fi
(

Pj
))

é
uma matriz geradora para C (L, G). Similarmente, se ω1, . . . , ωs é uma base
de Ω′ (D − G) então a matriz (resPj (ωi)) gera C′ (L, G). Quanto ao controle
lembremos a fórmula dos resíduos:

∑
P∈C

resP (ω) = 0,
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para qualquer diferencial ω em C. Então temos que se f ∈ L (G) e
ω ∈ Ω′ (D − G):

0 = ∑
P∈C

resP ( f ω) =
n

∑
i=1

f (Pi) resPi (ω). (∗)

Quando 2g − 2 < gr (G) < n, contando as dimensões verifica-se rapidamente
que as equações (∗) para f = f1, . . . , fr nos dá uma matriz de controle para
C′ (D, G), isto é, a matriz de controle de C′ (D, G) é a matriz geradora de
C (D, G). Podemos ver também por (∗) que a matriz geradora de C (D, G) é
a matriz de controle de C′ (D, G).

Proposição 5.6.1 Nas hipóteses do Teorema 5.6.1, se g = 0, os códigos C (D, G) e
C′ (D, G) são MDS.

Demonstração: Temos, para C (D, G) que, pelo Teorema 5.6.1,

w (C (D, G))≥ n − gr (G)

= n − (gr (G) + 1) + 1

≥ n − dim C (D, G) + 1.

Pelo Cota de Singleton (Corolário 5.1.1, p. 81), temos também

w (C (D, G)) ≤ n − dim C (D, G) + 1.

Logo a vale a igualdade e C (D, G) é MDS.
A prova para C′ (D, G) é análoga. �

Observemos (ver [20]) que quando g = 1 (curva elíptica), podemos definir
uma lei de grupo abeliano ⊕ em C, fixando um ponto arbitrário 0 ∈ C, da
seguinte maneira. Pomos P ⊕ Q = R se R é o único ponto de C tal que
P + Q − R − 0 = div ( f ) para algum ponto fecho f em C.

Se G = ∑
m
i=1 niQi, definimos

PG = n1Q1 ⊕ · · · ⊕ nmQm,

então temos:

Teorema 5.6.2 (Driencourt-Michon [16]) Nas hipóteses do Teorema 5.6.1, se g = 1,
então:

dim C (D, G) = gr (G) e dim C′ (D, G) = n − gr (G) .

Se existem i1, . . . , ir, r = gr (G) e i1, . . . , ir ∈ {1, . . . , r} tais que PG = Pi1 ⊕ · · · ⊕ Pir ,
então

w (C (D, G)) = n − gr (G) e w
(

C′ (D, G)
)

= gr (G) .

Caso contrário, C (D, G) e C′ (D, G) são MDS.
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Driencourt e Michon deram também no caso g = 1 um eficiente algoritmo de
decodificação.

Suponhamos agora que {P1, . . . , Pn} = C
(

Fq
)

. Temos então, pelo
Teorema 5.6.1, que

dim C + w (C)
n

≥ 1 − g − 1
n

,

para C = C (D, G) ou C′ (D, G). Uma maneira de se obter bons códigos é
maximizar este número. Para isso temos que maximizar n/g para Fq fixo. Pelo
Limitante de Hasse-Weil temos

n
g
≤ q + 1

g
+ 2q1/2.

Esse resultado nem sempre é o melhor possível, especialmente para g grande.
De fato, Drinfeld e Vladut ([17]) mostraram que

n
g
≤ q1/2 − 1 + f (g) onde f (g) → 0 quando g → ∞.

Por outro lado, Ihara ([40]) e Tsfasman-Vladut-Zink ([79]) construíram uma
sequência de curvas para cada q quadrado,

√
q ≥ 7, tendo n/g → q1/2 − 1.

Esses códigos são assintoticamente os melhores conhecidos, estando inclusive
acima da cota de Gilbert-Varshamov. Outros autores mostraram também que
estes exemplos podem ser calculados eficientemente [81].

Apêndice 5.A Séries Formais

Definição 5.A.1 Seja F um corpo. O corpo de séries formais F ((x)) é o conjunto
das expressões

∞

∑
i=n

aix
i, ai ∈ F, n ∈ Z.

Note que as expressões da definição são apenas formais, não discutiremos
nenhuma noção de convergência.

Definição 5.A.2 Em F ((x)) definimos a soma e o produto de dois elementos
pondo

∑ aix
i +∑ bix

i = ∑ (ai + bi) xi,
(

∑ aix
i
) (

∑ bix
i
)

= ∑ cix
i,

onde ck = ∑i+j=k aibj.

Proposição 5.A.1 Com as operações definidas acima F ((x)) é um corpo.
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Definição 5.A.3 Se ϕ = ∑
∞
i=n aixi ∈ F ((x)) e an 6= 0, dizemos que n é a ordem de

ϕ, denotado por ord (ϕ). Se ord (ϕ) ≥ 0 dizemos que ϕ é inteiro.

Proposição 5.A.2 ord (ϕψ) = ord (ϕ) + ord (ψ) .

Observação 5.6.1 Claramente F [x] ⊂ F ((x)). Como F ((x)) é um corpo, temos
então F (x) ⊂ F ((x)).

Proposição 5.A.3
1

1 − ax
=

∞

∑
i=0

aixi.

Demonstração:
(

∞

∑
i=0

aixi

)

(1 − ax) =
∞

∑
i=0

aixi −
∞

∑
i=1

aixi = 1.

�

Definição 5.A.4 Se ϕ ∈ F ((x)) e ord (ϕ) ≥ n > 0, escrevemos ϕ ≡ 0 (modxn).

Teorema 5.A.1 (Padé) Seja ϕ ∈ F ((x)), ord ϕ ≥ 0 e N um inteiro positivo. Então
existem a, b ∈ F [x], b 6= 0 de grau no máximo N satisfazendo

ord (a − bϕ) ≥ 2N + 1.

Se a e b forem tais polinômios que além disso satisfaçam mdc (a, b) = 1 e b (0) = 1
então eles são únicos com esta propriedade.

Demonstração: Escrevamos ϕ = ∑
∞
i=0 ϕixi, a = ∑

N
i=0 aixi e b = ∑

N
i=0 bixi, onde

os coeficientes ai e bi ainda estão por serem determinados. Considere o sistema
de equações, equivalente a ord (a − bϕ) ≥ 2N + 1,

∑
i+j=k

bi ϕi = ak, k = 0, . . . , N, (I)

∑
i+j=k

bi ϕi = 0, k = N + 1, . . . , 2N. (II)

O sistema (II) é um sistema de N equações mas N + 1 incógnitas bi, logo tem
uma solução não nula (b0, . . . , bN) e a0, . . . , aN estão determinados por (I). Isso
prova a primeira parte do Teorema. Quanto a unicidade sejam a, b, a, b soluções
satisfazendo todas as propriedades. Temos então que

ord
(

ab − ba
)

= ord
(

b (a − bϕ)− b
(

a − bϕ
))

≥ 2N + 1,
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como o grau de ab − ba é no máximo 2N isso implica ab − ba = 0 ou a/b = a/b.
Como mdc (a, b) = mdc (a, b) = 1, isso implica a = λa, b = λb, λ ∈ F. Como
b (0) = b (0) = 1, temos λ = 1 logo a = a e b = b, o que prova o teorema. �

Daremos agora um algoritmo para se obter os polinômios a e b do teorema
que é mais rápido que resolver o sistema linear (II). Primeiramente, façamos a
observação importante que a e b dependem somente de ϕ0, . . . , ϕ2N. Podemos
então supor que

ϕ = ϕ0 + ϕ1x + · · ·+ ϕ2Nx2N.

Definiremos polinômios r−1, r0, . . . , q1, q2, . . ., pelo algoritmo de Euclides, pondo

r−1 = x2N+1, r0 = ϕ,

ri−2 = qiri−1 + ri, gr (ri) < gr (ri−1) .

Isto é, ri é o resto da divisão de ri−2 por ri−1.
Definimos também os polinômios ti, i = −1, 0, 1, . . . , por

t−1 = 0, t0 = 1,

ti = ti−2 − qiti−1, i ≥ 1.

Lema 5.A.1
ti ϕ ≡ ri

(

modx2N+1
)

, i = −1, 0, 1, . . . .

Demonstração: A afirmação é óbvia para i = −1, 0. Supondo por indução que
vale para i − 1 e i − 2, temos

ti ϕ − ri = (ti−2 − qiti−1) ϕ − (ri−2 − qiri−1)

(ti−2ϕ − ri−2)− qi (ti−1ϕ − ri−1) ≡ 0
(

modx2N+1
)

,

logo a afirmação verdadeira. �

Notemos agora que como os graus dos ri decrescem e r−1 tem grau 2N + 1,
temos que ri = 0, i > 2N. Seja n o maior inteiro tal que rn 6= 0.

Lema 5.A.2 Existe um único j, 0 ≤ j ≤ n, tal que

gr
(

tj
)

, gr
(

rj
) ≤ N.

Demonstração: Pode-se provar que gr (ri−1) + gr (ti) = 2N + 1, 0 ≤ i ≤ n + 1.
Como gr (ri) decresce de 2N a 0 para 0 ≤ i ≤ n existe um único j, 0 ≤ j ≤ n,

tal que
gr
(

rj−1
)

> N e gr
(

rj
) ≤ N,
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então gr
(

tj
)

= 2N + 1 − gr
(

rj−1
) ≤ N. Isso mostra a existência do j como

anunciado no lema. Para provar a unicidade, notemos que se gr (ri) , gr (ti) ≤ N
então

gr (ri−1) = 2N + 1 − gr (ti) > N,

logo i = j. Com isso, o lema está provado. �

O algoritmo para achar a e b no Teorema 5.A.1 então é o seguinte. Calculamos
os qi e ri sucessivamente pelo algoritmo da divisão até que achamos j como na
prova do lema, então calculamos os ti pela sua definição recursiva e temos a = rj

e b = tj. O Lema 5.A.2 garante que gr (a) , gr (b) ≤ N e o Lema 5.A.1 garante
que ord (a − bϕ) ≥ 2N + 1.

Os polinômios a e b do Teorema 5.A.1 são chamados de aproximantes de Padé
de ordem N de ϕ. Quando b (0) 6= 0, a/b é chamado um quociente parcial (da
fração contínua) de ϕ.
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