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Resumo

A proposta deste trabalho é estudar a funcdo zeta em uma curva algébrica
sobre corpos finitos, provando a hip6tese de Riemann nesse contexto seguindo
demonstragdo dada por André Weil em 1941. Também sdo apresentados

algumas aplicacdes desta teoria a codigos (lineares) corretos de erros; em
especial constroem-se os cédigos de Goppa.

Palavras chave: Curvas algébricas, fungdes zeta sobre curvas algébricas, corpos
finitos, c6digos corretores de erros.
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Abstract

The purpose of this work is to study the zeta function in an algebraic curve
over finite bodies, proving the Riemann hypothesis in this context following a
demonstration given by André Weil in 1941. Some applications of this theory to
error-correcting code (linear) are also presented; in particular the Goppa’s codes
are constructed.

Key words: Algebraic curves, zeta functions over algebraic curves, finite fields,
error-correcting code.
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Introducao

0.1 Funcao Zeta: de Euler e Riemann

A funcdo zeta foi introduzida por Leonhard Euler, em 1740, com o intuito de
resolver um importante problema da época, a saber, o Problema da Basileia. Em
[18] ele escreve:

Eu falo aqui sobre as séries de fracdes cujos numeradores sido 1 e, de fato,

cujos denominadores sido os quadrados, ou os cubos, ou outras poténcias,

dos niimeros naturais; deste tipo sido 1 + % + % + % + 21—5 + etc., igualmente
1,1, 1 i , .

1+ g + o7 + gz +etc. eanalogamente para poténcias superiores, cujos ternos

gerais estdo contidas na forma xl—n

Posteriormente, num trabalho publicado em novembro de 1859 [60], Bernhard
Riemann a estendeu aos niameros complexos. Nesse trabalho ele escreve:

Nesta investigacdo, meu ponto de partida é a observagio de Euler, de que o

produto
1
[l

p

1

=Y

onde p percorre os niimeros primos e n todos os niimeros naturais. A fungio
de varidvel complexa s, que estas expressdes definem, quando ambos sdo
convergentes, designarei por { (s).

Em seguida, Riemann explica que esta funcdo s6 estd definida quando Res > 1
e faz uma extensao analitica de :
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Ambas convergem somente quando a parte real de s é maior que 1; entretanto,
é fdcil encontrar uma expressio da fungdo que é vdlida sempre. Aplicando a

equagao
/oo e—nxxs—ldx — I1 (S - 1)
0 ne

se encontra em primeiro lugar

x5~ ldx

H(s—l)g(s):/ooo —

Consideramos agora a integral

/ (—x)* ldx
er—1
estendida de +o0 a +o0 ao longo da fronteira, percorrida no sentido positivo

de um dominio que contém ao 0 mas a nenhuma outra descontinuidade da
fungdo integrando, vemos sem dificuldade que é igual a

0o ,s—1
< — 7181 nsi) X dx
e —e ,
0 ex —1

s—1

sempre que na fungdo multi-avaliada (—x) — e5=D108(=%) fixemos o

valor do logaritmo de —x de forma que seja real para o valor real negativo.
Assim,

—2senmslI(s —1)Z(s) = i/oo (_x)S—ldx

4
0o eX —1
se definimos a integral como antes.

Esta equacio dd o valor da fungdo { (s) para todo niimero complexo s e
prova que estd bem definida e é finita para todos os valores de s, distintos de
1, e que se anulam quando s é um inteiro negativo par.

Posteriormente, ele apresenta o que ficou conhecido como a Hipdtese de
Riemann:

Tomemos agora s = 5 +tie

S

M(3) =107 ig(s) =¢(t),

de forma que
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ou ainda

ood()(glljl (X)> 1 1
¢(t) = 4/1 gy X *cos (Etlogx) dx.
Esta fungdo é finita para todos os valores finitos de t e é desenvolvivel em uma
série de poténcias em t* que converge muito rapidamente. Posto que para um
valor de s cuja parte real seja maior que 1, log (s) = — Y log(1—p~°)
é finito é o mesmo é vdlido para o logaritmo dos fatores restantes de & (t), a
fungdo ¢ (t) pode anular-se somente quando a parte imagindria de t esteja

entre %i e —%i. O niimero de raizes de ¢ (t) = 0, cuja parte real estd
compreendida entre 0 e T é ao redor de
T T T

“on Bon 2n

pois a integral [ dlog¢ (t) calculada no sentido positivo ao redor do dominio
dos valores de t cuja parte imagindria estd entre %i e —%i e cuja parte real
estd compreendida entre 0 e T é (salvo uma fragdo da ordem de %) igual a
(Tlog 5= — T) ie, por outro lado, é igual ao niimero de raizes de & (t) = 0 no
dito dominio, multiplicado por 2rti. De fato, encontramo-nos ao redor deste
niimero de raizes reais entre estes limites, e é bastante provdvel que todas as
raizes sejam reais. Sem divida seria desejdvel possuir uma prova rigorosa
disto, mas deixei de lado a investigacdo de tal prova depois de algumas
tentativas infrutiferas jd que ndo é necessdrio para o objetivo imediato de
meu estudo.

A afirmacdo que todos os zeros da fungdo ¢ (t) sdo reais é a hipdtese de Riemann.

A fungdo ( (s) tem zeros nos nimeros pares negativos —2, —4, —6, ... e eles
sdo referidos como os zeros triviais. Os outros zeros sdo os ntimeros complexos
3 +ia onde a é um zero de ¢ (t). Assim, em termos da fungéo { (s), podemos
afirmar:

Hipétese de Riemann (versdo cldssica). Todos os zeros ndo triviais de { (s) tem a
parte real igual a %

0.2 Um pouco de histéria

Vamos nos ater um pouco mais a tudo o que foi dito até agora.
A fungdo zeta { (s) é uma funcdo de uma varidvel complexa s = o + it, que
pode ser expressa da seguinte forma

1 0 xs—l
g(s)zm/o ex—ldx

3




INTRODUCAO

onde -
['(s)= / ¥ lem¥dx
0

é a funcdo gamma.
Para o caso especial em que a parte real de s é maior do que 1, { (s) sempre
converge e mostra-se que pode ser expressa na forma:

A funcgdo zeta de Riemann é definida como uma continuagdo analitica da funcdo
definida para ¢ > 1 pela série acima, isto é, uma funcdo que no dominio
indicado tem a forma dada, mas que no dominio em si a parte real de s se
estende além do intervalo (1, o).

A fungdo ( verifica o produto de Euler, isto é, se ¢ > 1 entdo

7(s)= T1

— p—s
p primo 1 p

Com efeito, cada fator (para um dado primo p) no produto acima pode ser
expandido para uma série geométrica consistindo dos reciprocos de p elevado a
multiplos de s:
1o, 1. 1 1 1
1—7;7_5_ +E+ﬁ+ﬁ+"'+%+"'.

Como ¢ > 1, temos que |p~°| < 1 e a série converge absolutamente. Assim,
podemos tomar um numero finito de fatores, multiplica-los e reorganizar os
termos. Tomando todos os primos p menores que certo nimero primo g, temos

1 — 1
‘C(S)—H<ﬁ)‘ < X o
p<q P n=q+1 n
Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, o produto parcial, quando expandido,
d4 uma soma que consiste dos termos n~°, onde n é o produto dos primos
menores ou iguais a q. A desigualdade resulta no fato de que apenas inteiros
maiores que g podem falhar nesse produto parcial expandido. Como a diferenga
entre o produto parcial e { (s) vai para zero quando ¢ > 1, temos convergéncia
nesta regido.
A funcdo zeta satisfaz também a seguinte equacao funcional:

7TS

7 (s) = 2°7° !sen (7) T(1-s){(1—s).

4
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Esta é uma igualdade de fun¢des meromorfas valida em todo o plano complexo.
A equacdo relaciona valores da funcdo zeta de Riemann nos pontos s e 1 —s,
em particular relacionando inteiros positivos com inteiros negativos impares.
Devido aos zeros da fung¢do seno, a equagdo funcional implica que  (s) tem um
zero simples em cada inteiro negativo par s = —2n, conhecido como os zeros
triviais de ¢ (s). Quando s é um inteiro positivo, o produto sen (52)I'(1—s) a
direita é diferente de zero porque I' (1 — s) tem um polo simples, que cancela o
zero simples do fator senoidal.

A motivacdo de Riemann para estudar a funcdo zeta e seus zeros foi sua
ocorréncia em sua férmula explicita para o nimero de primos 7 (x) menor ou
igual a um dado ntmero x, publicada no artigo supramencionado. Para isso ele
utiliza a funcédo

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I (x) = 7t (x) + 57 (xZ) +37 (x3> + 7 <x4) +e7 (xS) + o7 <x6> + -
Usando a fungdo de Mobius, definida paran =1 oun = ]_[;":1 pjj (fatoragdo em
poténcias de primos) dada por

1 se n=1,
wn) =< (-1 se a; = 1 para todo j,
0 se 4;=1 paraalgum j,

e a férmula da inversdo de Mobius, a saber, se g e f sdo func¢des aritméticas
satisfazendo

g(n) =3 f(d)

d|n

entao

fo)=Yueg(3),

d|n

o ntimero de primos pode ser recuperado pelo seguinte:

mT(x) = i yiln)l—[ (ﬁ)

n=1

— T1(x) — %H (x?) - I (x3) - I (x%) + I (x6) -+
A féormula de Riemann é entao

: : ° dt
Iy (x) :Ll(x)—;Ll(xp)—logZ—l—/x FE—1)logt’

5
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onde a soma é sobre os zeros nao triviais da fungdo zeta e onde Iy é uma
versao ligeiramente modificada de I1 que substitui seu valor em seus pontos de
descontinuidade pela média de seus limites superior e inferior:

o II(x—¢e)+1I(x+¢
(1) = timy LEZO G4,

a funcdo Li que ocorre no primeiro termo é a funcéo logaritmo integral dada por

X
Lig) = [ 2
o logt

A soma na férmula de Riemann ndo é absolutamente convergente, mas pode
ser avaliada tomando os zeros p na ordem do valor absoluto de sua parte
imagindria. Os termos Li (x) envolvendo os zeros da fungdo zeta precisam de
algum cuidado em sua defini¢do, pois Li possui pontos de ramificagdo em 0 e
1, e sdo definidos (para x > 1) por continuacdo analitica na varidvel complexa p
na regidao Re (p) > 0, ou seja, eles devem ser considerados como a exponencial
integral de plog x, isto &,

e} —t

Ei(plogx) = —/ .
—plogx

Os outros termos também correspondem a zeros: o termo dominante Li (x) vem
do polo s = 1, considerado como um zero de multiplicidade —1, e os pequenos
termos restantes advém dos zeros triviais. Essa férmula diz que os zeros da
fungdo zeta de Riemann controlam as oscilagdes de primos em torno de suas
posicoes “esperadas”. Riemann sabia que os zeros ndo triviais da fungdo zeta
eram distribuidos simetricamente sobre a linha s = % + it, e sabia também que
todos 0s seus zeros ndo triviais devem estar no intervalo 0 < Res < 1. Ele
verificou que alguns dos zeros estavam na linha critica com a parte real igual a
% e sugeriu que todos eles estivessem; esta é a hipétese de Riemann.

Hardy [29] e Hardy & Littlewood [30] mostraram que existem infinitos zeros
na linha critica, considerando momentos de certas fun¢des relacionadas a fungdo
zeta. Selberg [64] provou que pelo menos uma (pequena) porcdo positiva de
zeros estd na linha. Levinson [46] melhorou isso para um ter¢co dos zeros
relacionando os zeros da func¢do zeta com os da sua derivada, e Conrey [13]
melhorou isso ainda mais para dois quintos.

A maioria dos zeros fica perto da linha critica. Mais precisamente, Bohr
& Landau [8] mostraram que, para qualquer e positivo, todos, menos uma
porcdo infinitamente pequena de zeros, estdo dentro de uma distancia ¢ da linha
critica. Ivi¢ [41] fornece vérias versdes mais precisas desse resultado, chamadas
estimativas de densidade zero, que limitam o ntimero de zeros em regides com
parte imagindria no maximo T e parte real no minimo % + €.

6
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0.3 Formas de Representar a Funcao Zeta

0.3.1 Séries de Dirichlet

A série

=1L (o)

converge para Re (s) > 0, enquanto que

1 in(n-i—l) <2n+3+s 2n—1—s>

S) = —
g( ) 5 — 1 = 2 (1’1 + 1)S+2 nS+2

converge para todo Re (s) > —1.

0.3.2 Fungoes theta

em que

é a funcdo theta de Jacobi. No entanto, essa integral s6 converge se a parte real
de s for maior que 1, mas pode ser regularizada. Isto da a seguinte expressao
para a funcdo zeta, que é bem definida para todos os s, exceto 0 e 1:

73T (%) £(s) = - i - _§+%/01 (9 (it) —t—%) ti—ldt+%/loo (6 (it) — 1) 2 1dt.

0.3.3 Séries de Laurent

{(s)=—=+ é%(s—l)”.

A constante 7,, chamadas constantes de Stieltjes, podem ser definidas pelo

limite
. " (logk)"\ (logm)"*!
%—m[@ e )T e

7
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0.3.4 Integral

Para s # 1, tem-se

*© t
7(s) = 1 . 1 . 2/ sen (séarctan ) m
s—1 2 0 (1+41£2)2 (e27 —1)

Esta expressdo é bastante usada para o calculo numérico da fungdo zeta.

0.3.5 Fatorial descendente

0.3.6 Produto de Hadamard

e(log(Zn)—l—%)s s s
6(s) = 2(s—1)T (1+3) Q(l‘;) e

onde o produto é sobre os zeros ndo triviais p de { e a letra -y denota a constante
de Euler-Mascheroni, dada por

= lim | —lo n—f—il —/oo(—l-i—i)dx
v n—00 & k:lk 1 X [xj '

Uma expansdo mais simples em termos de produto infinito é

I (1)
2(s—1)T(1+3%)

Nlw

Cls)=m

Essa forma exibe claramente o polo simples em s = 1 e os zeros triviais em
—2,—4, ..., devido ao termo da fun¢do gamma no denominador e os zeros nao
triviais em s = p. (Para assegurar a convergéncia na ultima férmula, o produto
deve ser tomado sobre “pares correspondentes” de zeros, isto é, os fatores para
um par de zeros da forma p e 1 — p devem ser combinados).

0.3.7 Séries globalmente convergentes

Em 1930, Helmut Hasse provou [32] que se s # 1 + liglz entdo as séries

1 &1 & e (-
{(5) = 7031 L zom k;) <k) (k+1)°

n=0

8
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1 &1 &\ (-
€(S)_s—1n‘;‘0n—f—1k‘§)(k)

sdo globalmente convergentes.

0.4 Funcdo Zeta e Distribuicao de Primos

A férmula explicita de Riemann para o nimero de primos menores que um dado
numero em termos de uma soma sobre os zeros da funcao zeta de Riemann diz
que a magnitude das oscilagdes dos primos em torno de sua posi¢do esperada é
controlada pelas partes reais dos zeros da funcdo zeta. Em particular, o termo de
erro no teorema do niimero primo esta intimamente relacionado com a posi¢do
dos zeros. Por exemplo, se B é o limite superior das partes reais dos zeros, entdo

m(x)—Li(x) =0 (xﬁ logx) .
Ja é conhecido que % <B<L1
Von Koch [86] provou que a hipétese de Riemann implica o “melhor possivel”

para o erro do teorema do ntimero primo. Uma versdo precisa do resultado de
Koch, devido a Schoenfeld [63], diz que a hip6tese de Riemann implica

|7t (x) — Li(x)] < S%ﬁlogx para todo x > 2657.
Também, no mesmo artigo, Schoenfeld mostrou que
[P (x) — x| < S%ﬁlogzx para todo x >73.2,
onde ¢ (x) é a segunda fun¢do de Chebyshev, dada por
p(x)= ) logp= ). {logpr log p.

pr<x psx
p primo p primo

0.5 Analogia com Curvas Algébricas

O que apresentamos nesta dissertacdo é o andlogo e sua demonstracdo da
hipétese de Riemann para corpos finitos ou, mais precisamente, para curvas
algébricas sobre corpos finitos. Isto é, tomando uma curva ¢ definida sobre o
corpo IF;, definimos a funcdo ¢ de € em um ndmero complexo s como

Ce (s) = Cesr, () = ;N(D)_S,

9
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em que D percorre todos os divisores efetivos (i.e. D > 0) definidos sobre IF,; de
¢, e N (D) = ¢8'(P) ¢ a norma de D com gr (D) o grau do divisor D. Assim, a
hipétese de Riemann para corpos finitos, andloga a formulagdo cléssica, nos diz
que (¢ (s) = 0 entdo Res = % Naturalmente o resultado ndo se apresenta nessa
forma direta, existem algumas formas equivalentes de se enunciar a hipétese de

Riemann para corpos finitos, a mais simples delas é a seguinte:

Seja f (x,y) um polindémio irredutivel a coeficientes inteiros. Para qualquer
niimero primo p, denotamos por Ny, (f) o miimero de solucdes da congruéncia
f(x,y) =0 (modp). Entdo existe um inteiro A dependendo apenas de f
tal que

‘Np(f)—m < AVp.

0.6 Entendendo a Importincia do Problema

A prova da hipétese de Riemann para corpos finitos que iremos apresentar é
devida a André Weil, que a publicou nos anos quarenta e que foi um momento
matematico deveras extraordindrio por muitas razdes: o contexto dramaético
em que este trabalho foi produzido e escrito por Weil, a controvérsia com o
matematico Helmut Hasse que se seguiu, a histéria dos desenvolvimentos que
o precederam, incluindo a contribui¢cdes de E. Artin, H. Hasse, FK. Schmidt
e, claro, B. Riemann e, finalmente, os desenvolvimentos prodigiosos que
se seguiram, por um lado, no campo da matematica aplicada (teoria dos
cédigos corretores lineares) e, por outro lado, no coragdo da matemética
pura com as famosas “Conjecturas de Weil”, que orientaram e estimularam
o desenvolvimento dramdético da geometria algébrica durante as décadas
seguintes, culminando com sua comprovagdo por Grothendieck e Deligne.

0.6.1 Contexto

Em 1940, em meio a Segunda Guerra Mundial, André Weil, ap6s incidentes que
ele narra em suas Souvenirs d’Apprentissage [89], estd preso por insubordinagdo
na prisdo “Boas Novas” em Rouen. Ele ficard 14 por alguns meses, trabalhara
intensamente em sua matemadtica, se corresponderd com Henri Cartan [4], com
sua irma Simone Weil [95] e demonstrard a famosa “hip6tese de Riemann para
uma curva sobre um corpo finito”, trabalho que ele resume em uma nota [92]
de trés péaginas no Proceedings of the Academy, apresentado via Elie Cartan, na
reunido de 22 de abril de 1940. O resumo desliza sob o esteio de um enunciado
(“Aqui estd um lema importante”) que ele ndo fornece prova. Libertado da prisdo
e tendo conseguido ingressar nos Estados Unidos, André Weil publica uma

10
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segunda nota [93] no Proceedings of National Academy of Sciences, onde simplifica
sua prova, mas sempre deixando um ponto importante sem nenhuma evidéncia
(“Em Severi”). A nota americana termina com o seguinte antincio:

Um relato detalhado desta teoria |[. . .| e da teoria “transcendental”, conforme
descrito na nota anterior, estd sendo preparado para publicagio.

Na verdade Weil publicard em 1946, quando estava em Sao Paulo, Foundations of
Algebraic Geometry [88] e em 1948 dois livros sobre curvas algébricas e variedades
abelianas [90, 91] que completardo este programa, resumido por Jean-Pierre
Serre em [68] como:

Depois de oito anos, e mais de 500 pdginas, sua Nota de 1940 estd finalmente
justificada!

0.6.2 Polémica

Hasse, que havia conseguido alguns anos antes provar a chamada hipétese de
Riemann para as curvas elipticas (curvas algébricas de género 1) [33, 34], ficou
indignado com a atitude de Weil. Este tiltimo também descreveu explicitamente

seus motivos e rivalidade com Hasse em uma carta a Henri Cartan, datada de 8
de abril de 1940 [4]:

Enviei a nota sem ter demonstrado o lema fundamental; mas estou bem claro
sobre essas questoes agora, para assumir o risco. Nunca escrevi nada, e quase
nunca vi nada, que atinja um grau de concentragdo tio alto quanto essa nota.
Hasse s6 tem que se enforcar, porque eu resolvo (sujeito ao meu lema) todos
0s principais problemas da teoria: 1) A hipétese de Riemann para as fungoes
{ desses corpos (demonstrada por Hasse para o género 1); 2) As séries L de
Artin relativas aos caracteres das extensoes algébricas desses corpos sio 0s
polindmios, cujo grau eu determino.

Seguiu-se uma troca indireta de farpas, da qual citamos dois extratos:

Vocé tem uma ideia de um “aproveitador da guerra espiritual”? parece-me
que o nosso “amigo” André Weil é tal pessoa |...] Isto é o que eu chamo de
um jeito tipicamente judeu!

(Carta de Hasse a Gaston Julia, 14 de setembro de 1941)

E muitos anos mais tarde, nos comentérios de suas obras, Weil escreve:

Devemos concluir que as mentes desses [algebristas alemdes] tinham sido um
tanto intoxicados pelos sucessos de seus generais?

11
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0.6.3 Génese

As analogias entre os corpos numéricos (o corpo Q e suas extensdes finitas) e os
corpos de fungdes em um corpo finito (o corpo [Fj, (X) e suas extensodes finitas)
ou entre aritmética e geometria tém fascinado muitos matematicos, talvez o
primeiro sendo Kronecker. O préprio Weil estava quase obcecado com essa
ideia, acrescentando-lhe um vinculo com a topologia riemanniana, ele falava
de “texto trilingue” [95]. Emil Artin introduziu [3] o andlogo da funcgdes
zeta para os corpos de fungdes em IF; e a teoria foi desenvolvida pela escola
alemd, notavelmente Deuring, Hasse e Schmidt [62, 33, 34], estabelecendo a
racionalidade (andlogo da extensdo analitica), a equagdo funcional e, para as
curvas de género 1, a hipétese de Riemann. O grande avango e, em muitos
aspectos, a ideia central, frutifera e inovadora de Weil é tirar o problema do
arcabougo algébrico e colocd-lo em um contexto geométrico.

0.6.4 Desenvolvimentos ulteriores

Em 1949, André Weil publicou um artigo [94] sobre o nimero de pontos de
uma variedade algébrica em um corpo finito. Este artigo propde uma série
de conjecturas (demonstradas por Grothendieck [27] e Pierre Deligne [14, 15])
que generalizam para variedades de dimensdes arbitrdrias as propriedades
da funcdo zeta de uma curva. Este artigo visiondrio ird, durante trés
décadas, catalisar e suscitar a maioria dos desenvolvimentos da geometria
algébrica abstrata, desenvolvimentos liderados por Grothendieck e mais tarde
completados por Deligne: esquemas, vigas, ciclos algébricos e teoria da
intersecdo, cohomologia étale, etc.

A hipétese de Riemann para curvas sobre corpos finitos também serd
importante para as questdes de telecomunicacdes e teoria da informacédo através
dos “cédigos de Goppa” [24], onde o chamado limitante de Hasse-Weil, dado

por
[#¢ (Fy) — (g +1)] <283,

equivalente a hip6tese Riemann para curvas sobre corpos finitos, desempenha
um papel importante. E uma questio de construir explicitamente bons c6digos
(lineares) corretores de erros. A descoberta de Goppa é que alguns sistemas
lineares em curvas sobre um corpo finito fornecem tais cédigos. Um dos
parémetros importantes é 0 numero de pontos racionais da curva, que deve
ser o mais amplo possivel, isto é, na prética aproximando o maximo possivel o
limite superior fornecido pelo chamado teorema de Hasse-Weil.
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Capitulo 1

Extensdes e Corpos Finitos

1.1 Extensdes de Corpos

Definicao 1.1.1 A caracteristica do corpo K, denotada por car (K), é o menor
inteiro positivo n tal que nl = 14 ---+1 (n vezes) é igual a 0; se tal n ndo
existe, diremos que a caracteristica de K é zero.

O homomorfismo i : Z — K (K corpo) tem uma imagem que é um subanel
de integridade de K, logo Ker (i) é um ideal primo. Assim seja Ker (i) = {0} e
i é injetivo logo car (K) = 0, se existe um ntimero primo p tal que Ker (i) = pZ
entdo car (K) = p. No primeiro caso K contém um subanel isomorfo a Z logo
contém um subcorpo isomorfo a Q; no segundo caso K contém um subcorpo
isomorfo a Z/pZ.

Definicdo 1.1.2 Sejam L e K corpos. Diremos que L é uma extensio de K se
K C L, escreveremos também L|K para indicar este fato.

Proposicdo 1.1.1 Seja f : K — L um homomorfismo de corpos, entdo f é injetivo.

DEMONSTRAGAO: Por defini¢do f (1x) = 1. e por consequéncia, se x € K\ {0}

temos 1;, = f (xx™ 1) = f (x) f (x71) logo f (x) # 0. O

Quando f : K — L é um homomorfismo de corpos, podemos identificar K
como um subcorpo de L; podemos também considerar L como um K-espago
vetorial e introduzir a aplicagdo:

KxL—L
(x,y) = f(x)y
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Neste contexto denotaremos [L : K] = dimgL a dimensdo de L visto como K-
espago vetorial.

Defini¢do 1.1.3 A dimenséo [L : K] definida acima é dito o grau da extensao L|K.

Teorema 1.1.1 Seja K C L C F uma torre de corpos, entio
[F:K]=[F:L][L:K].

DEMONSTRAGAO:  Damos a prova quando essas dimensdes sdo finitas, de
fato o enunciado e até a prova permanecem vélidos com cardinais quaisquer.
Consideremos ey, ..., e, uma base de L sobre K e fy, ..., f, uma base de F sobre
L, mostraremos entdo que {ei f] ‘ 0<i<m0<;< n} formam uma de L sobre
K. Mostraremos inicialmente que este é um conjunto gerador. Seja x € F, entdo
existe A; € L tal que x = Y1 A;f; (pois os f; formam uma L-base de F). Além
disso, existe a;; € K tal que A; = Yi'; ajje; (pois os e; formam uma K-base
de L) e portanto x = ) ;ajjejf;, Mostraremos agora a independéncia linear.
Seja a;; € K e Xij ajjeifi = 0 entdo ) (2]- oc,-jej> fi = 0 logo yjuijej =0 (pois
os f; sdo L-linearmente independentes) e entdo os a;; sdo nulos (pois os ¢; sdo
K-linearmente independentes). [

Seja K C L uma extensdo de corpos e o« € L. Consideremos o homomorfismo
de anéis “avaliagdo em a” definido da seguinte maneira:

avy : K[X] = L
P P(a)

Quando Ker (av,) = {0}, diremos que « é transcendente sobre K. Quando
Ker (av,) # {0}, diremos que « é algébrico sobre K. Se Ker (av,) = PK[X],
chamaremos P o polinomio minimal de a sobre K (ele ndo é tinico, a menos que
imponhamos que seja monico).

Note que K [a] é o menor subanel de L contendo K e « eK(«) é o menor
subcorpo de L contendo K e a. Por construgdo K [a] é a imagem de av, logo é
isomorfo a K[X] / Ker (av,). Se a é transcendente, vemos que K [a] = K [X] e
K () = K(X); em particular K («) é de dimenséo finita sobre K. Se « é algébrico
se P seu polindmio minimal sobre K, entdo P é irredutivel em K [X] logo o ideal
gerado por P é maximal e K [a] = K (¢) = K [X] /PK [X]. Além disso, neste caso
[K (a) : K] = gr (P). Com efeito, uma base de K [¢] = K («) sobre K é dada por
1,a,a2, ..., a8'(P)=1 Em particular, provamos o seguinte:

Proposicdo 1.1.2 Seja « € L DO K, entdo a é algébrico sobre K se e somente se
[K (a) : K] < o0. Neste caso [K («) : K] é o grau do polindmio minimal de « sobre K.
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Terminamos esta se¢do com um teorema cuja demonstracdo pode ser
encontrado em livros basico de dlgebra que tratem da teoria dos corpos.

Teorema 1.1.2 Seja K um corpo e P € K [X] ndo constante.

(i) Existe L D K tal que L contém uma raiz de P. Ademais, se P é irredutivel em K [X]
e se L é minimal (i.e. se K C L' C L e P possui uma raiz em L' entdo L = L')
entdo L é 1inico a menos de isomorfismo e é chamado um corpo de ruptura de P
(de fato, L = K [X] /PK [X]).

(ii) Existe uma extensio L O K tal que P se decompde sobre L, ou seja, P =
a(X—w1) - (X—way) coma,ny,...,ay, € L e minimal; uma tal extensio é
linica a menos de isomorfismo e é chamada o corpo de decomposi¢cdo de P
sobre K.

1.2 Corpos Finitos

Iniciemos esta se¢do recordando que todo corpo F tem um tnico menor
subcorpo, chamado o subcorpo primo, denotado F,, que € a intersegdo de todos
0s seus subcorpos.

Lema 1.2.1 Suponha que F é um corpo finito com um subcorpo K contendo q elementos.
Entdo F é um espago vetorial sobre K e #F = q"", onde m é a dimensdo F visto como um
espago vetorial sobre K.

DemoNsTRAGAO:  E facil verificar que F é um espago vetorial sobre K usando
as operagdes de corpo em F. Como F é finito, podemos escolher uma base
{B1,...,Bm} para F sobre K. Todo elemento a« de F pode entdo escrito sob a
formaa =a181+---+amPm,ondea; € Kparal <i < measequénciaay,...,an
é unicamente determinada por a. Assim existem (#F)" = g™ sequéncias
distintas de coeficientes, pois existem #K = q escolhas para cada a;. [

O m que ocorre no Lema 1.2.1, que é a dimensdo de F como um espago
vetorial sobre K, é chamado de grau de F sobre K. Ao combinar o lema com
o fato de que todo corpo finito tem uma caracteristica prima, obtemos uma
caracterizagdo do ntiimero de elementos que um corpo finito pode possuir:

Teorema 1.2.1 Seja F um corpo finito. A cardinalidade de F é p™, onde p é a
caracteristica de F e m o grau de F sobre seu subcorpo primo.

Proposicdo 1.2.1 Se F é um corpo finito com q elementos e a € F é nido nulo, entdo
a1~ = 1. Assim, a1 = a para todo a € F.
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DEMONSTRAGAO: Se a é ndo nulo, sabemos que a2 é uma unidade em F. Existem
g — 1 unidades em F, logo, pelo Teorema de Lagrange, a ordem multiplicativa
de a em F divide q — 1. Portanto a7~ ! = 1 e a’ = a. Se a = 0 entdo é imediato
que a7 = a. O

Corolario 1.2.1 Se F um corpo finito com q elementos e a € F \ {0}, entido o inverso
deaéal=2.

DEMONSTRACAO: a7 2q =171 =1. O
Corolario 1.2.2 Se F ¢ finito com #F = gq, entdo todo elemento de F é raiz de
X7—-X e F[X].

DEMONSTRAGAO: Sea € F entdo a? = a, logo a7 —a = 0. ]

Proposic¢do 1.2.2 Se F é um corpo finito com q elementos, entdo X1 — X se fatora em
F [X] como [Tep (X —a).

DEMONSTRACAO: Imediata. U

Teorema 1.2.2 (Existéncia e Unicidade dos Corpos Finitos) Para todo primo p e
um inteiro positivo n > 1, existe um corpo finito com p" elementos. Qualquer corpo
finito com p" elementos é isomorfo ao corpo de decomposicio de XP" — X sobre Ep.

DEMONSTRAGCAO:  Primeiro provamos a parte da existéncia. Suponha que a
poténcia prima g seja da forma p”, onde p é um primo. Considere o polindmio
r (X) = X9 — X como um polindmio com coeficientes no corpo F,. Seja F o corpo
de decomposicdo de r (X) sobre F,.

Considere o conjunto S = {a € F | a7 —a =0}. Como a derivada ' (X) é
identicamente —1, ela ndo tem raizes. Assim o teste da derivada mostra que
r (X) ndo tem raizes multiplas, logo #S = 4. Como podemos ver facilmente
que S é um subcorpo de F, isso significa que S é um corpo finito com g = p"
elementos.

Pela Proposicdo 1.2.2, um corpo com g elementos é corpo de decomposicdo de
X7 — X. Como sabemos da teoria cldssica dos corpos, corpos de decomposicdo
sdo tnicos a menos de isomorfismos. O]

16



A PROVA DE WEIL DA HIPOTESE DE RIEMANN PARA CORPOS FINITOS

Observagdo 1.2.1 O teorema anterior mostra que um corpo finito de uma
determinada ordem é tnico a menos de isomorfismo. Assim, falamos “do”
corpo finito de uma ordem especifica g e escrevemos IF,; para denotar esse corpo.
Outra nota¢do comum para um corpo de ordem g é GF (g), onde G significa
Galois e F significa corpo (field em inglés). Este nome é usado em homenagem a
Evariste Galois, que em 1830 foi a primeira pessoa a considerar corpos finitos em
geral, por isso esses corpos sdo também chamado de corpos de Galois. Usaremos

a notacdo IF, nesta dissertagao.

Observacdo 1.2.2 Notemos que quando p é primo, o corpo IF, é o mesmo que
(isomorfo) o anel Z/pZ dos ntmeros inteiros médulo p. Entretanto, quando
m > 1 o corpo finito Fy» ndo é o mesmo que o anel Z/p™Z dos ntmeros
inteiros moédulo p™, que ndo é um corpo.

Teorema 1.2.3 (Estrutura dos Subcorpos de IFyn) Todo subcorpo de F,n tem p™
elementos, em que m é um divisor de n. Reciprocamente, para cada inteiro m dividindo
n existe um iinico subcorpo de IF yn de ordem p™.

DEMONSTRAGAO: Um subcorpo K de um corpo finito IF,» deve ter p™ elementos
distintos para algum inteiro positivo m com m < n. Pelo Lema 1.2.1, p" deve ser
uma poténcia de p™, logo m divide n.

Por outro lado, suponha que m divide n. Entdo
(et =x) [ (e =),

e assim
(XP”I - X) ) (XP” - X)

Segue entdo que cada raiz de X?" — X é também uma raiz de X”" — X. Logo o
corpo IF,» deve conter um corpo de decomposigdo do polindmio XP" — X sobre
IF, e o corpo de decomposicao deve ter exatamente p™ elementos distintos. Se o
subcorpo nao for tnico, isto é, se houvesse dois corpos contidos em Fpyn, entéo
sua unido conteria mais do que p™ raizes do polindmio X?" — X em F,n, 0 que
é impossivel. Ll
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/\
/\/\
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Teorema 1.2.4 O grupo multiplicativo S de todos os elementos ndo nulos do corpo
finito I, é ciclico.

DEMONSTRAGAO: Para o caso em que g = 2 é trivial. Assumamos entdo que
q>3. Sejaq—1=h > 1e seja sua a fatoragdo prima [];_, p;’. Para cada i
considere o polindmio f; (x) = x//?i — 1. Este polindmio tem grau h/p; e, assim,
tem no méximo h/p; raizes. Como h/p; < h existe um elemento 4; de IF; que
ndo é raiz de f;, em particular a; # 1. Seja

b; = " ;

1

para cada i < t. Vamos mostrar que a ordem multiplicativo de b; é p..
Claramente

Pl
bl-l - Ell = ]..

Assim, a ordem de b; deve dividir pfi e, portanto, deve ser uma poténcia de p;.
Suponha

bl =1
para algum k < r;. Entdo temos
71'—1 k Vi—(k+1) k+1
bPi = bplpl = 1p1 S =1.
1 1
Isto é impossivel, pois
Pt n/p
i Pi i
bz i a; 7& 1
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Assim a ordem de b; é exatamente p'.

Finalmente, seja b = []}_; b;. Entdo, com base na teoria dos grupos, a ordem
de b é g — 1, pois é o minimo multiplo comum das ordens dos elementos b; para
i=1,...,¢t O

Defini¢do 1.2.1 Um elemento 6 € F; que gera multiplicativamente o grupo F;
de todos os elementos diferentes de zero do corpo [F; é chamado de elemento
primitivo.

Observagao 1.2.3 Se 0 um elemento primitivo de um corpo finito F, todo
elemento ndo nulo de F pode ser escrito como uma poténcia de 6. Essa
representacgdo facilita a computacdo da multiplicagdo de elementos do corpo.
Suponha, por exemplo, que a = 0' e b = 0", entdao ab = 6'" = 6'*". E dificil, no
entanto, encontrar a poténcia s de 6 tal que 6" 4 6" = 6°.

Teorema 1.2.5 (Teorema do Elemento Primitivo) Seja IF; um corpo finito e seja IF,
uma extensdo finita de F,. Entdo IF, é uma extensio algébrica simples de F,, e para
qualquer elemento primitivo 6 de IF, a relagdo IF, = I, (0) se verifica.

DEMONSTRAGAO:  Seja 6 um elemento primitivo de IF,. Tomemos a € [, (6),
assim a = ag +a10 + - - - + a,0™, onde m é o grau de [, sobre F;. Essa soma é
um elemento de F,, portanto, « € IF,. Agora observamos que F, (0) contém 0, 6
e todos as poténcias de 6. Portanto, IF; (6) contém [F,. O

Corolario 1.2.3 Para qualquer poténcia prima q e qualquer niimero inteiro n > 1,
existe um polindmio irredutivel de grau n sobre IF,.

DEMONSTRAGAO:  Basta tomar f (X) o polindmio minimal sobre FF; de um
elemento primitivo de IF . [

Exemplo 1.2.2 Considere o polindmio f(X) = X?> + X + I sobre o corpo [F,.
Como f (X) ndo tem raiz em [Fp, f (X) é irredutivel sobre [F;. Seja 6 uma raiz
de f (X) de modo que 6>+ 0 +1 =0, ou seja, 6> = — (§ +1) = 6 + 1. O corpo
F; = FFj pode ser representado como o conjunto {af +b | a,b € F}. Agora,
fornecemos as tabelas de adi¢do e multiplicagdo para o corpo Fy.:

+ 0 1 0 06+1 : 0 1 0 6+1
0 0 1 g 0+1 0 (0 O 0 0
1 1 0O 6+1 0 1 (0 1 0 06+1
0 6 6+1 0 1 & (0 6 06+1 1
e+110+1 6 1 0 0+1|0 0+1 1 0
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Notemos que (depois de uma simplificacdo) (6 +1) (6 +1) = 6. Notemos
também que 6 é um elemento primitivo do corpo Fy, assim 8! =6, 0> =0+ 1e
6° = 1.

Exemplo 1.2.3 Considere o corpo Fg, que é um espaco vetorial de dimensdo
2 sobre F3. Considere f(X) = X?+ X +2 em FF3[X]. Este polindmio nio
tem raizes em [F3, logo é irredutivel em F3. Seja 6 uma raiz de f (X), assim
62 +0+2=0. Logo 0> = —0 —2 = 20 + 1. O corpo 5, é isomorfo ao corpo
{a6 +b | a,b € F3} com suas operag¢des naturais. Podemos computar as tabelas
de adicdo e multiplicagdo diretamente. Por exemplo, 20 (0 +2) = 20% + 40 =
2(0+1)+06 =20 +2. As tabelas completas de adi¢do e multiplicagdo sdo dadas
abaixo:

+ 0 1 2 6 6+1 6+2 20 20+1 20+2
0 0 1 2 0 6+1 6+2 20 20+1 2042
1 1 2 0 6+1 6+2 0 20+1 2042 20
2 2 0 1 0+ 2 6 0+1 204+2 20 2041
0 0 0+1 6+2 20 20+2 20+1 0 1 2
0+1 | 6+1 60+2 0 20+1 20+2 20 1 2 0
6+2 | 042 0 0+1 2042 20 20+1 2 0 1
20 20 20+1 20+2 0 1 2 0 6+1 6+2
204+1(20+1 20+2 20 1 2 0 0+1 6+2 0
2042 20+2 20 20+1 2 0 1 0+2 0 0+1
. 0 1 2 0 6+1 6042 20 20+1 2042
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 0 6+1 6042 20 20+1 2042
2 0 2 1 20 20+2 20+1 0 0+2 6+1
0 0 0 20 2041 1 0+1 0+2 20+2 2
0+1 (0 0+1 2042 1 0+ 2 20 2 0 20 +1
0+2 10 042 20+1 6041 20 2 20 +2 1 0
20 |0 20 0 0+ 2 2 20+2 20+1 0+1 1
20+1(0 204+1 042 2042 0 1 0+1 2 20
20+2|0 2042 041 2 20 +1 0 1 20 0+ 2

Podemos usar a tabela de multiplicagdo para verificar que a ordem multiplicativa
de 0 em [Fg é 8, o que significa que # é um elemento primitivo de [Fo.

Teorema 1.2.6 Seja N, (1) o miimero de polindmio monicos irredutiveis de grau n sobre
IF,. Entio:

Ny (n) = ~ Y (d) g%

n d|n
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Em que p é a fungdo de Mobius, dada pela regra:

1 sem=1,
p(n) =< (=1 sem=pi---p oproduto de primos distintos,
0 caso contrd rio.

DEMONSTRACAO: [55, Teorema 1.6.4]. U

Hansen e Mullen [28] fornecem uma lista de polindmios primitivos (e,
portanto, irredutiveis) de grau n sobre [F, para cada primo p < 97 com p" < 10°°.

O préximo resultado, cuja demonstragdo é clara, mostra que um polindémio
irredutivel sobre um corpo finito é o polindmio minimal para cada uma de suas
raizes.

Proposigdo 1.2.3 Seja f (X) um polinomio irredutivel sobre IF; a seja « uma raiz de
f (X). Entdo para cada h (X) € F;[X], tem-se h (a) = 0 se e somente se f (X) divide

Observagio 1.2.4 Essa proposi¢do mostra que se f (X) é irredutivel sobre IF; e
f (a) = 0, entdo IF; () contém todas as raizes de f (X); portanto, IF; («) = IF; (B)
sempre que & e  sdo raizes do mesmo polindmio irredutivel sobre IF,.

Proposigao 1.2.4 Seja f (X) um polindmio irredutivel de grau m sobre IF,. Entdo
f(X) | X" — X se, e somente se, m | n.

DEMONSTRAGAO:  Suponha inicialmente que m divide n, logo Fm é um
subcorpo de FFgn. Seja & uma raiz de f(X) em seu corpo de decomposicdo,
logo [IF, («):F;] = m. Assim, como m divide n, e F,;(a) = IFyn, temos

al —a = 0 em Fgn. Isto mostra que toda raiz de f (X) é raiz de X7 — X, e
portanto f (X) | X7 — X,

Para a reciproca suponha que f (X) | X7 — X. Se « uma raiz de f (X), entdo
temos a torre de corpos F, C F,(x) C Fyp. Agora, como [Fgn:Fy] = n e
[F, («) : F;] = m, temos que necessariamente m divide n. O

O préximo teorema descreve as raizes de um polindmio irredutivel sobre um
corpo finito.

Teorema 1.2.7 Seja f (X) um polindmio irredutivel de grau m sobre IF,, entdo f tem
uma raiz & € Fyn. Ademais, todas as raizes de f (X) sio simples e sdo dados por

2 m—1
[ R
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DEMONSTRAGAO: Seja « uma raiz de f em seu corpo de decomposigdo. Como
[F; (x) : Fy] = m, o elemento & estd em Fyn. Escrevemos f (X) = Y a; X',
onde g; € [F;. Seja B uma raiz qualquer de f (X). Entao

FB) =Y a(p) =Yy a(p) =0
i=0 i=0
Portanto B9 é uma raiz de f. Analogamente, ,qu € uma raiz para todo i > 0.

Suponha que para 1 < i < j < m tenhamos B7 = B7. Elevando ambos os
lado a poténcia 4"/ obtemos

qui+m7j _ ﬁqm _ IB
Logo B é uma raiz de X7 " — X, assim m | i + m — j. Desta forma, i e j sdo
g J J
congruentes médulo m, uma contradicéo. [l

Definicdo 1.2.2 Diremos que um corpo F é perfeito se todos os polindmios
irredutiveis em F [X] tem todas as suas raizes simples.

Corolario 1.2.4 Os corpos Iy sio perfeitos.

Definicdo 1.2.3 Seja a € F;n. Os elementos
2 m—1
o, o, a7, . ., &l
sdo chamados os conjugados de a sobre IFy.

Observacido 1.2.5 Um elemento a« € IFgm terd m conjugados distintos se e
somente se seu polindmio minimal tiver grau m. Se o polindmio minimal de
« tiver grau d (que deve ser um divisor de m), os conjugados distintos de a serdo

s S &
cada um repetido exatamente m/d vezes.

Corolério 1.2.5 Seja « € Fym e seja o polindmio minimal de « sobre IF, de grau d.
Considere o conjunto
q qZ qm—l
{oc,uc ol }

dos conjugados de «. Os elementos deste conjunto sdo distintos se m = d; do contrdrio
cada conjugado é repetido m/d vezes.

O préximo resultado descreve o conjunto de automorfismos de um corpo
finito.
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Teorema 1.2.8 Os automorfismos distintos de IFym sobre Fy sdo dados pelas fungoes
00,01, -+, O—1 onde 0 : By — Bym é definida por

i
0 (@) = o
para cada o € Fgn.

DEMONSTRAGAO: Mostramos acima que de B é um elemento primitivo de IF; e
i#j€{0,1,...,m—1}, entdo 4 '
BT # BT
Logo, se i # j entdo 0; # 0;.
Agora seja ¢ qualquer automorfismo de Fyn sobre F; e seja f(X) o seu

polindmio minimal sobre IF;. Um cdlculo direto mostra que ¢ leva p em outra
raiz de f (X), de modo que podemos assumir que

o (B)=p.
Entdo ¢ = o0, pois a agdo de um automorfismo de um corpo finito é
completamente determinada por sua agdo sobre um elemento primitivo do
corpo. Ul

Observacdo 1.2.6 (Grupo de Galois) O conjunto de automorfismos de IF; forma
um grupo com a operacdo de composi¢do de fungdes. Este grupo é chamado
grupo de Galois de IFym sobre IF;, e é denotado por Gal (IF;n|F;). Este um grupo
é ciclico com gerador o7 : a +— af, o qual é chamado de automorfismo de
Frobenius. Os conjugados de a sdo, portanto, os elementos aos quais a é levado

por aplicagdes iterados da aplicagdo de Frobenius.

Observacgdo 1.2.7 Observe que os subcorpos de F;n sdo exatamente os corpos
do forma Fy» em que n | m. Os subgrupos préprios do grupo Galois de [Fymn
sobre IF; sdo exatamente os grupos gerados por ¢ onde n | m. Além disso,
07 (x) = a se e somente se um & € [Fyn. Assim, hd uma correspondéncia um-a-
um entre os subcorpos de [F;n e os subgrupos de seu grupo Galois. Este é um
caso particular do Teorema da Correspondéncia de Galois.

23



CAPITULO 1. EXTENSOES E CORPOS FINITOS

24



Capitulo 2

Corpos de Funcgoes

2.1 O Conceito de Corpo de Funcdes de uma Variavel

Se y é transcendente sobre K, entdo tem-se que a interse¢do de todos os
subcorpos de F que contém K e y é o subcorpo

_frly
K(y) = {q(y) cF } p(X),q(X)GK[X],q(X)#O},

que é isomorfo ao corpo de fragdes dos polindmios:

K(X) = {% ’ p(XLq(X)eK[X],q(X)#o}.

Isto reflete o fato de que se y é transcendente sobre K, entdo se comporta como
“uma varidvel” sobre K, uma vez que para quaisquer a,...,a,; € K tem-se que
L oaiy’ = 0 se, e somente se, q; = 0 para todo i = 0,...,n. Esta é a ideia do

conceito de corpo de fungdes.

Definicao 2.1.1 Um corpo de fungdes algébricas sobre K (de uma wvaridvel) ou,
abreviadamente, corpo de fungdes é uma extensdo F de K com a propriedade
de que existe um elemento x € F, transcendente sobre K e tal que a extensao
F|K (x) é finita.

F

extensao finita

K (x)

x transcendente

K
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Doravante assumiremos que K é algebricamente fechado em F, o que significa
que se f € F é um elemento algébrico sobre K, entdo f € K (em outras palavras,
exceto os elementos de K, que obviamente sdo algébricos sobre K, ndo existem
outros elementos de F que sejam algébricos sobre K).

Exemplo 2.1.1 O exemplo mais basico de um corpo de fun¢des se obtém ao
tomar F = K (X).

2.2 Valorizagoes

Defini¢do 2.2.1 Um anel de valorizagio do corpo de fung¢des F|K é um anel O tal
que K € O C F e, para qualquer elemento f € F, tem-se f € O ou f~! € O.

Proposic¢do 2.2.1 Seja O um anel de valorizagio de F|K. Entdo O é um anel local, isto
é, O tem um tinico ideal maximal p, a saber, o conjunto dos elementos ndo invertiveis de
O, ou seja, p = O\ O%, onde O* denota o conjunto dos elementos invertiveis de O.

DEMONSTRAGAO: Vamos provar inicialmente que p é um ideal. De imediato
temos que 0 € p. Sejaz €pe f € O, sezf =u € O temos que (zu™ 1) f =1
e fe 0% logoz=uf!e 0 oqueéum absurdo, portanto, zf € p. Dados
f,.g € p\ {0} temos que f/g € O ou g/f € O; suponhamos /g € O, logo
1+f/g€0Oef+g=g(1+f/g) €p. Portanto p é um ideal de O.

Se m C O é um ideal nao contido em p, entdo m deve conter um elemento de
0, de modo que m = O. Logo p é o tnico ideal maximal de O. O

Proposic¢do 2.2.2 Seja O um anel de valorizagdo de F|K e seja p C O seu ideal
maximal. Entdo vale que:

(i) p é um ideal principal.

(ii) Seja t € p tal que p = tO, entdo qualquer elemento nio nulo z € F se escreve de
maneira vinica como z = t"u, comn € Zeu € O*.

(iii) Sejam t € p tal quep = tO ez € F. Entdo z € O se, e somente se, z = t"u, com
nelNeuec O~

DEMONSTRAGAO: Para (i) e (ii) vide [75, Teorema 1.1.6].

(iii) Se z = t"u com u € O e n < 0, entdo ndo podemos ter z € O pois,
neste caso, 1 =t "zu~! € p, 0 que é um absurdo. A reciproca é imediata. [
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Definigdo 2.2.2 Uma valorizagio de F|K é uma funcio
v:F = ZU{x}

com as seguintes propriedades:

(i) v (f) = oo se, e somente se, f = 0.

(i) v (fh) =v(f) + v (h) para quaisquer f,h € F.
(i) v (f +h) > min{v (f),v (h)} para quaisquer f,h € F.
(iv) Existe t € F tal que v (t) = 1.

(v) v(a) = 0 para qualquer a € K*.

Observe que sea € K* e f € Fentdo v(af) = v(a)+v(f) = v(f), em
particular v (—f) = v (f).

Proposicdo 2.2.3 Seja v uma valorizagio de F|K e sejam f,h € F. Se v (f) # v (h),
entdo

v(f+h) =min{ov(f),v(h)}.

DEMONSTRAGAO: Suponhamos que v (f) < v (h) e suponhamos também que
v(f+h) #min{v(f),v(h)} =v(f). Da parte (iii) da Defini¢do 2.2.2 obtemos

que v(f+h) > o(f) e v(f) = v((f+h) —h) = min{o(f+h),o(=h)} >
v (f), uma contradigéo. O

A partir de trabalho de Hensel de 1897, Kiirschdk e Ostrowski introduziram
o conceito geral de valorizagdo motivados pelo exemplo de valorizagdo p-ddica
(vide o excelente artigo de Peter Roquette sobre histéria das valorizagdes [61]).

Exemplo 2.2.1 (Valorizagdes p-ddicas) Fixado um primo p. A valorizagdo p-ddica
sobre os niimeros racionais é uma fungao v, : Q — Z U {co} definida por:

oo se a=0.

_ ma 11/ _
vp(a)z{ m se a=p"y, mde(a'b,p) =1,

Note que Q ndo é corpo de func¢des. Neste caso, somente os itens originais de
uma defini¢do de valorizagdo no sentido geral sdo satisfeitos, a saber, os itens (i),
(ii) e (iii) da Definicado 2.2.2. Com efeito:

(i) Por definicdo temos que v, (0) = oo.

(ii) Seja vy (@) = m e v, (b) = n, entdoa = p™-a'/b' e b = p" -a"/V" com
mdc (a’t’, p) = mdc (a”b", p) = 1. Temos assim que vy, (ab) = m + n, pois
ab = p™t".a'a" /' e mdc (a'a"b'V", p) = 1.
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(iii) Usando as notagdes do item anterior e supondo que n < m, como
a+b = pn . (pm_”a’b”—i—a”b’) /b/b//, temos que o (ﬂ+b) _ o, =
min {v), (a),0p (D) }.

2.3 Lugares

Defini¢io 2.3.1 Um ideal maximal p C F de um anel de valorizagdo de F|K
diz-se um lugar do corpo de fungdes F|K.

Defini¢do 2.3.2 Seja p = tO um lugar de F|K. A wvalorizagio associada a p é uma
fungdo vy : F — Z U {oo} definida por:

n se f#0ef=t"ucomueO,

wn={ L %470

Observagdo 2.3.1 Note que para qualquer gerador ' temos v, (') = 1, o que
implica que a defini¢cdo desta funcdo independe da escolha do gerador de p. Um
gerador de p diz-se um pardmetro local em p.

Proposic¢do 2.3.1 Sejam O um anel de valorizagdo do corpo de fungdes F|K, p seu ideal
maximal e vy, a valorizagdo associada. Entdo:

(i) O={f €F | vy (f) >0}
(i) O* = {f € F | v, (f) = 0}.
(iii) p={f € F | v, (f) > 0}.

DEMONSTRAGAO: Sejat € p tal que p = tO.

(i) Claramente, t"u € O sempre que n > 0 e u € O*. Por outro lado, da
parte (iii) do Teorema 2.2.2 temos que O C {f € F | v, (f) > 0}.

(i) Seja f = t'u € O*. Como f~! =t "u"! € O, devemos ter n > 0 e
—n > 0. Portanto n = 0.

(iii) Segue de imediato dos itens anteriores, pois p = O\ O*. [

Desta forma, um lugar determina uma valorizagdo de F|K e do item (i) da
proposi¢do acima vemos que existe um anel de valorizagdo que contém um
lugar dado. Nao é dificil de provar o seguinte resultado, que é uma espécie
de implicagdo inversa da proposicao.

Proposi¢do 2.3.2 Seja v : F — Z U {co} uma wvalorizacio de F|K e seja
O ={f €F | vy,(f) >0}, entdo O é um anel de valorizagio de F|K, que tem como
ideal maximal o conjuntop = {f € F | v, (f) > 0}.
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Segue-se que existe uma bijecdo entre o conjunto de fungdes de valorizagdes
de F|K e os lugares de F|K. Ademais, existe uma bije¢do entre o conjunto
dos anéis de valorizagdo de F|K e o conjunto dos lugares de F|K (isto é, os
subconjuntos de f sdo ideais maximais dos anéis de valorizac¢do de F|K).

Dado que p é um ideal maximal de O, temos que O /p é um corpo. Definimos
uma fungdo 7t : F — O/p U {0} da seguinte forma:

Sez € O entdo 7 (z) =z+p;
Se z € F\ O entdo 7 (z) = oo.

Como KNp = {0}, 7t é injetora, podemos identificar K com sua imagem em
O/p e considerar O/p uma extensdo de K. Pode-se mostrar que esta é uma
extensdo finita, e seu grau é dito grau de p, que denotaremos por gr (p). Quando
gr (p) = 1 diremos que p é um lugar racional de F|K. A funcdo 7 definida acima
chama-se a funcio de classe residual em relagiio a p e sera denotada por res,.

Dado z € O, é habitual escrever z (p), em lugar de Z, para denotar a classe de
z no corpo O /p, usaremos esta notagao livremente daqui por diante.

Exemplo 2.3.1 Uma importante valorizagdo de K (X), geralmente denotada por
U € a funcdo definida por

Voo (0) = oo,
fFXN _ f(X)
Voo (m) =grf(X) —grg(X) para todos (X € K(X)\{0}.

O anel de valorizagdo correspondente é

O = {% € K(X) ‘ grf(X) < grg(X)}r

e o lugar correspondente, chamado [ugar infinito, é

[ OO !
o= { L5 € K0 | g1/ (0 <grg (0 | = 0w,

logo
g 0z = {15 e k(0 | grf (0 —grg ().

Por fim, a fungdo de classe residual correspondente a p, para

anx”+...+ao

Z:bmxm+,..+b0 com an,bm%o,
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é determinada por

a,/b,, se n=m,
resy., (z) =z (00) = 0 se n<m,
o se n>m.

Vide [75, Proposigdo 1.2.1] para demonstragdo destas afirmacdes.

2.4 Divisores

Defini¢do 2.4.1 Seja ‘B = Pr o conjunto dos lugares de F|K. Uma soma formal

do tipo
Z npp/
pEP

onde n, € Z para todo p € P e n, # 0 somente para um niumero finito de
lugares p, diz-se um divisor de F|K.

As demonstragdes das proximas duas proposi¢des sdo imediatas.

Proposicdo 2.4.1 O conjunto Div (F) dos divisores de F|K é um grupo abeliano com a

soma
Y mpp A Y sppi= ) (mp+sp)p.

peP peP peP

Proposicao 2.4.2 Em Div (F) tem-se definida uma ordem parcial da sequinte forma:

Y npp < Y spp & mp < s, para todo p € P.
peP pEP

Com base na relacdo de ordem em Div (F) dada acima, podemos colocar a
seguinte definicdo:

Definicdo 2.4.2 Um divisor ) ,cq npp € dito efetivo (ou positivo) se Y ,cqs npp > 0.

2.5 Grau de um Divisor

Definigdo 2.5.1 O grau do divisor } ,cq 11pp € definido como sendo o inteiro

Z ny gt (p);

peP

e seu suporte é definido como o conjunto (finito) de lugares p tal que n, # 0.

30



A PROVA DE WEIL DA HIPOTESE DE RIEMANN PARA CORPOS FINITOS

Definicdo 2.5.2 Seja f € F \ {0}, o divisor principal de f é definido por:

div (f) = ) vy (f)p.
peP

Observacio 2.5.1 Seja f € F com f # 0. Pode-se mostrar que v, (f) # 0 somente
para um numero finito de lugares p (vide [75, Corolério 1.3.4]).

Proposic¢do 2.5.1 Sejam f,h € F \ {0}. Entdo:
(i) div (fh) = div (f) + div (h).
(ii) div (1) = 0.
(iii) div (f~1) = — div (f).
DEMONSTRAGAO: (i) Aplicando a propriedade (ii) da Definicdo 2.2.2, obtemos:

div (fh) = Y vy (fh)p = ) [0p (f) +0p (W)]p

peP peP
=Y v (f)p+ Y vp(h)p=div(f)+div(h).
peP peP

(ii) Como 1 = t°1 temos, por definigdo, que v, (1) = 0, logo div (1) = 0.
(iii) Do item anterior temos que div (1) = div (f~1f) = 0, logo aplicando o
(i) obtemos:

div (f1f) =0 = div(f)+div(f) =0
= div(f‘l):—div(f).

Corolario 2.5.1 O conjunto de divisores principais
Princ (F) = {div (f) | f € F\ {0}}
¢ um grupo.

Definic¢do 2.5.3 O grupo do coroldrio anterior, que é por sua vez um é um
subgrupo de Div (F) (item (i) da proposi¢do), é chamado grupo dos divisores
principais de F|K.

Defini¢do 2.5.4 (1) Se p € P é tal que v, (f) > 0 entdo diz-se que p é um zero
de f. Se v, (f) < 0 entdo diz-se que p é um polo de f.
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(2) Seja f € F, f # 0. Definimos o divisor de zeros de f e o divisor de pélos de f,
respectivamente, por:

divo(f)= Y v(f)p e divw(f)= Y (=o(H)p.
peEP peP
0p(f)>0 vp(f)<0
Proposicdo 2.5.2 Seja f € F, f # 0. Entdo:
(i) divg (f) > 0edive (f) > 0.
(i) div (f) = divp (f) — dives (f).
(iii) gr (divo (f)) = gr (dives (f)).

DEMONSTRAGAO: Imediato da definicao. U

Teorema 2.5.1 Todos os divisores principais tem grau zero. Mais precisamente, seja
f € F\K, entdo

gr (divo (f)) = gr (dive (f)) = [F : K(x)].

DEMONSTRACAO: [75, Teorema 1.4.11]. 0]

2.6 Espaco de Riemann-Roch

Proposicdo 2.6.1 Seja D um divisor de F|K. O conjunto
L(D):={f e F\{0} | div(f)+D >0}uU{0}.
é um K-espago vetorial.

DEMONSTRAGAO:  Observamos inicialmente que se D = ) ,cq3 11pp, entéo L (D)
pode-se ser descrito equivalentemente como o conjunto das fungdes f tal que
vp (f) + ny > 0 para todo p € P. Desta forma, se f,h € L (D) entdo

vy (f +h) +np = min{op (f),0p (1)} + 1y 20,

para todo p € B, logo f +h € L (D). Da mesma forma, sea € Ke f € L(D)
entao

o af) 4y = 2y 0) 55 (1) 4y = { UL TmE0 S 07

para todo p € B, logo af € L (D). Por fim, as propriedades de espaco vetorial
seguem de imediato da defini¢do de L (D) e da Proposi¢do 2.4.1. O
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Definic¢do 2.6.1 O espago L (D) da proposi¢do anterior é chamado espaco de
Riemann-Roch associado D.

Definicdo 2.6.2 Uma série linear referente ao divisor D, denotada por |D|, é um
subespaco vetorial de L (D). Uma série linear é dita completa se ela é igual a
todo L (D). Diremos que a série linear tem grau d e dimensio n se gr (D) = d, e
o subespago tem dimensao n + 1.

Definigao 2.6.3 O grupo quociente
Cl(F) = Div (F) / Princ (F)

é chamado grupo de classes dos divisores de F|K. Para um divisor D € Div (F),
o elemento correspondente no grupo quociente Cl(F) é denotado por [D], a
classe de divisor de D. Dois divisores D, D’ € Div (F) sdo ditos equivalentes, e

escrevemos
D~ D/,

se [D] = [D'], isto é, D = D' +div (f) para algum f € F \ {0}.
Observacgdo 2.6.1 Na definicdo acima assumimos que ~ é uma classe de
equivaléncia. Com efeito, mostremos que de fato isso se verifica:
(i) Reflexividade: Se a € K*, entdo div (a) = 0, logo D + div (a) = D, e assim
D~ D.

(ii) Simetria: Se D ~ D’ entdo D' = D +div(f) para f € F\ {0}, logo
D' +div(f ') = D+div(f) +div(f ') = D+div(f) —div(f) = D,
de forma que D' ~ D.

(iii) Transitividade: Se D ~ D’ e D' ~ D", entdo existem f,h € F\ {0} tais que
D' = D+div(f) e D” = D' +div (h), logo D" = D +div (f) + div (h) e
aplicando o item (i) da Proposi¢do 2.5.1 concluimos que D" = D +div (fh),
portanto D ~ D"

O]

Proposi¢do 2.6.2 Se D e D’ sio divisores de F|K tal que D ~ D', entdo
L(D)=L (D).
DEMONSTRAGAO: Como D ~ D’ temos que D' = D + div (f) para algum

f € F\ {0}. Definimos entdo ¢ : L (D) — L (D’) por:

h|—>q)(h):;.
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Seja h € L (D) entdo div (h) + D > 0, assim
div (h) — div (f) +div(f) + D =div (h/f) +div(f) + D >0,

isto é, div (h/f) + D’ > 0, o que mostra que ¢ estd bem definida. Mostremos
que ¢ é um isomorfismo de K-espagos vetoriais. Com efeito:

e Sejam hy,hy € L (D), entdo
hy + hy hy hy

¢ (h1+hy) = 7 :7+7:§0(h1)+§0(’12),

logo ¢ é linear.
e Sejam hy,hy € L (D), entdo

o) = g () = %J}—z o=,

portanto ¢ e injetiva.
e Sejaz € L(D'), entdo div (z) + D’ > 0, logo
div (z) +div(f) + D =div(zf)+ D >0,
portanto zf € L (D) e assim ¢ (zf) = z, isto é, ¢ é sobrejetiva.
O

Definigdo 2.6.4 Para D divisor de F|K, o inteiro ¢ (D) = dim L (D) é chamado a
dimensdo do divisor D.

Proposic¢do 2.6.3 Sejam D e D' divisores com D ~ D’. Entio
((D)=¢(D') e gr(D)=gr(D').

DEMONSTRAGAO: Que ¢ (D) = ¢ (D’) segue de imediato da Proposi¢do 2.6.2.
Por outro lado, como D' = D + div (f) e com base no Teorema 2.5.1, temos que

gr(D’) = gr(D) + gr (div (f)) = gr (D). O
Proposic¢do 2.6.4 Seja D um divisor de F|K tal que gr (D) < 0, entdo £ (D) = 0, isto
é,L (D)= {0}.

DEMONSTRAGAO: Suponha que existe f € L (D), f # 0, entdo div (f) + D > 0.
Temos ainda que gr(div(f)+ D) = gr(div(f)) +gr(D) = gr(D), ou seja,
gr (D) > 0, contrariando a hipoétese. O
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Proposi¢ido 2.6.5 (i) Se D > 0 entdo K C L (D).
(ii) Se D = Qentido L (D) = K, isto é, ¢ (D) = 1.

DEMONSTRAGAO: (i) Seja D > 0 e sejaa € K\ {0}. Como v, (a) = 0 para todos
os lugares p de F|K, obtemos que div (a) = 0, portanto div (a) + D > 0 e assim
K C L(D).

(ii) Seja D = 0, se f € L(D)N (F\K) entdo da Proposi¢do 2.5.2(ii) e do
Teorema 2.5.1 existe um lugar p tal que v, (f) < 0 e assim ndo podemos ter
div (f) + 0 > 0 donde L (D) = K. 0

2.7 Género de um Divisor
Defini¢do 2.7.1 O género de F|K é definido por:

g =max{gr(D)—-¢(D)+1 | D eDiv(F)}.
Proposic¢do 2.7.1 O género de F|K é um inteiro ndo negativo.

DEMONSTRAGAO: Se gr (D) < 0 existe —D € Div (F) tal que gr(—D) > 0 e
g > 0, pois, neste caso, ¢ (D) = 0 (Proposigdo 2.6.4). Por outro lado, se D = 0
temos gr (D) = 0 e da Proposicdo 2.6.5 (ii) temos que ¢ (D) = 1, assim temos
que gr (0) —¢(0) +1 = 0. Portanto g > 0. O

Teorema 2.7.1 (Riemann) Seja F|K um corpo de fungdes de género g. Entdo:

(i) Para todo divisor D € Div (F), tem-se que:

¢(D)>gr(D)+1—g.

(ii) Existe um inteiro ¢, dependendo unicamente do corpo de fungdes F|K, tal que se
gr (D) > c entdo
¢(D)=gr(D)+1—g.

DEMONSTRAGAO: (i) Isso é justamente a defini¢do de género.
(ii) Tomemos um divisor Dy com ¢ = gr(Dg) — ¢ (Dg) +1 e seja ¢ =
gr (Do) + g. Se gr (D) > c entdo

((D—Dg) >gr(D—Dg)+1—g>c—gr(Dg)+1-g=1.
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Assim existe um elemento f € L (D — Dy) \ {0}. Consideremos agora o divisor
D’ = D +div (f), o qual é > Dy. Usando a Proposigdo 2.6.3, temos

gr (D) —£(D) = gr (D) —£(D') = gr (Do) —£(Do) = g — 1.
Portanto, ¢ (D) < gr(D)+1—g. O
Exemplo 2.7.1 Vamos mostrar que o corpo de fungdes racionais K (X) |K tem
género ¢ = (. Para isso tomemos p., como no Exemplo 2.3.1 (p. 29). Considere

para r > 0 o espago vetorial L (rps). Naturalmente os elementos 1,X,..., X"
estdo em L (o), logo

r4+1</l(rpe) =gr (M) +1—g=r+1-g.

De forma que ¢ < 0. Como g > 0 para todo corpo de fungdes, segue a afirmacao.

2.8 O Teorema de Riemann-Roch
Defini¢io 2.8.1 Para D € Div (F) o inteiro

{(D) = £(D) —gr (D) +g—1
é chamado indice de especialidade de D.

Observacio 2.8.1 O Teorema de Riemann 2.7.1 garante que i (D) é um inteiro
ndo negativo, e i (D) = 0 se gr (D) é suficientemente grande.

Defini¢do 2.8.2 Um adele de F|K é uma aplicagdo

a: P — F
P

tal que a, € O, para quase todo p € ‘.

Observacao 2.8.2 Em geral consideramos um adele como um elemento do
produto direto [],cpF e portanto usamos a notagdo a = ("‘P)pem ou,
abreviadamente, & = ().

Definigao 2.8.3 O conjunto
A =Ar = {w | « é um adele de F|K}
é chamado espago adélico de F|K.
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Observacao 2.8.3 O espago adélico pode ser considerado, de forma candnica,
como um espago vetorial sobre K.

Defini¢ao 2.8.4 O adele principal de um elemento f € F é o adele cujos
componentes sdo todas iguais a f.

Observacao 2.8.4 A definicdo acima nos fornece o mergulho F — 2. As
valorizagdes v, de F|K estendem-se naturalmente a 2 pondo

vp (&) = vy (ap)

onde &, é a p-componente do adele a. Por defini¢do temos que v, (¢) > 0 para
quase todo p € B.

Defini¢io 2.8.5 Para D € Div (F) definimos
A(D) =Ar (D) ={a €A | vy (a) > vy (D) para todo p € P}.
Observacido 2.8.5 O conjunto 2 (D) é um subespago de 2.

Teorema 2.8.1 Para qualquer divisor D tem-se que o indice de especialidade satisfaz a

equagdo:
i(D) = dim (ﬁ) .

DEMONSTRACAO: [75, Teorema 1.5.4] (]

Observe que, embora os espagos vetoriais 2, 2 (D) e F sejam de dimensdo
infinita, o teorema afirma que o espago quociente 2/ (2 (D) + F) tem dimensao
finita sobre K. Como coroldrio, obtemos outra caracterizagdo do género F|K.

Corolario 2.8.1
~dim [
&= A0)+F)
DeEMONSTRAGAO: 1(0) =/¢(0)+gr(0)+g—1=1-0+g—-1=3g. O
O Teorema 2.8.1 pode ser reescrito como segue: Para todo D € Div (F) tem-se
a equagado:

¢(D) =gr(D)+1—g+dim (ﬁ) : (2-1)

Esta é uma versdo preliminar do Teorema de Riemann-Roch que apresentare-
mos nesta secao.
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Defini¢do 2.8.6 Um diferencial de Weil é uma aplicagdo K-linear w : A — K que
se anula em 2 (D) + F para algum divisor D € Div (F).

Definigdo 2.8.7 O mddulo dos diferenciais de Weil de F|K é definido por
Or = {w | w é um diferencial de Weil de F|K}.
Defini¢io 2.8.8 Para D € Div (F) definimos
Qr (D) ={w € Or | wseanulaem A (D) +F}.

Proposicao 2.8.1 O conjunto Q é um K-espago vetorial e Qp (D) é um subespago
de QF.

DEMONSTRAGCAO: Se w;p se anula em 2((D;) + F e wy se anula em A (Dy) + F
entdo wi + wy se anula em 2 (D3) para qualquer divisor D3 com D3 < Dj e
D3 < Dj; e aw; se anula em 2 (Dy) + F para qualquer a € K. A segunda parte
da proposicado é imediata. [l
Proposic¢do 2.8.2 Para D € Div (F) temos que

dimQr (D) =i(D).

DEMONSTRAGAO: O conjunto Qf (D) é canonicamente isomorfo ao espago
das formas lineares em A/ (A(D)+ F). Como, segundo o Teorema 2.8.1,
2/ (A (D) + F) é um espago de dimensao finita de dimensao i (D), o resultado
segue. ]
Corolario 2.8.2 Qf # 0.
DEMONSTRAGAO: Para um divisor D com grau < —2, temos

dimQr (D) =i(D)=¥¢(D)—gr(D)+g—-12>1,

logo Qf (D) # 0. O

Definicdo 2.8.9 Para f € F e w € Q) definimos fw : A — K por

(fw) (a) = w (fa).

Proposicdo 2.8.3 A funcgio fw dado na definicdo acima é em si um diferencial de Weil
de F|K.
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DEMONSTRAGAO: De fato, como w se anula em 2 (D) + F entdo fw se anula em
2A(D+div(f)) + F. O

Proposicdo 2.8.4 Q)r é um espaco vetorial sobre F de dimensdo 1.
DEMONSTRAGAO: [75, Proposi¢do 1.5.9]. U
O préximo teorema associa a cada diferencial de Weil um divisor.

Teorema 2.8.2 Para cada w € Qf \ {0}, definimos
M (w) ={D € Div (F) | w seanulaem A(D)+ F}.

Assim existe um divisor unicamente determinado W € M (w) tal que D < W para todo
D e M(w).

DEMONSTRAGAO:  Pelo Teorema de Riemann (p. 35) existe uma constante c,
dependendo unicamente do corpo de fungdes F|K, com a propriedade i (D) = 0
para todo D € Div (F) de grau > c¢. Como, dim (A/2 (D) + F) = i(D) de
acordo com o Teorema 2.8.1, temos que gr (D) < ¢ para todo D € M (w).
Portanto, podemos escolher um divisor W € M (w) de grau maximo.

Suponha que W ndao tenha a propriedade do teorema. Entdo existe um divisor
Dy € M (w) com Dy £ W, i.e. vq (Do) > vq (W) para algum q € ‘B.

Afirmamos que

W+qgeM(w), (%)

o que contradiz a maximalidade de W.
Com efeito, considere um adele & = (a,) € A (W 4+ q). Podemos escrever
a = a’ +a’ com

v [ @ para p#aq, y_ [ 0 para p#yq,
P 0 para p=yq, P xg para p=q.
Entdo o’ € A (W) e &’ € A (Dy), logo

w(w) =w(a)+w ") =0.

Portanto w se anula A (W + q) + F, e assim (*) estd provado.
A unicidade de W é imediata. O]

A seguintes defini¢des fazem sentido em vista do teorema anterior.

Defini¢do 2.8.10 O divisor div (w) de um diferencial de Weil w # 0 é o divisor
unicamente determinado de F|K que satisfaz:
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(i) w se anula em A (div (w)) + F, e

(i) se w se anula em A (D) + F entdo D < div (w).
Definicdo 2.8.11 Para w € Qf \ {0} e p € P definimos v, (w) = vy (div (w)).

Defini¢ao 2.8.12 (1) Um lugar p diz-se um zero (respectivamente, um polo) de
w se vp (w) > 0 (respectivamente, v, (w) < 0).

(2) O diferencial de Weil w é dito regular em p se v, (w) > 0, e é dito regular (ou
holomorfo) se é regular em todos os lugares p € L.

Definigdo 2.8.13 Um divisor W é dito um divisor candénico de F|K se W = div (w)
para algum w € Q.

Como consequéncia imediata dessas defini¢des temos que:
Qr (D) ={w € Qfr | w=0o0u div(w) > D}. (2-2)

Desta forma,
Or (0) = {w € Of | w éregular}.

Assim, como consequéncia da Proposi¢do 2.8.2 e da Defini¢do 2.8.1, obtemos
dim Qr (0) = g.
Proposi¢do 2.8.5 (i) Para f € F\ {0} e w € Qf \ {0} temos que
div (fw) = div (f) + div (w) .
(ii) Quaisquer dois divisores candnicos de F|K sdo equivalentes.

Resulta dessa proposicdo que os divisores candnicos de F|K formam uma
classe completa [W] no grupo de classes de divisores Cl(F); esta classe é
chamada de classe canonica de F|K.

DEMONSTRAGAO DA PROPOSICAO 2.8.5: Se w se anula em 2 (D) + F entdo fw se
anula em 2 (D + div (f)) + F, consequentemente

div (w) +div (f) < div (fw).
da mesma forma,
div (fw) + div (f—l) < div (f—lfw) = div (w).
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Combinando estas duas desigualdades, obtemos
div (w) + div (f) < div (fw) < — div (f‘1> +div (w) = div (w) + div (f).

Isto prova o item (i). O item (ii) segue do item (i) e da Proposigdo 2.8.4. [

Teorema 2.8.3 (Teorema da Dualidade) Seja D um divisor arbitririo de F|K e seja
W = div (w) um divisor candénico de F|K. Entdo a aplicagio

u: L(IW=D) — Qp(D)
f = fw

é um isomorfismo de K-espagos vetoriais. Em particular,
i(D)=¢(W-D).
DEMONSTRAGAO: Para f € L (W — D) temos que
div (fw) =div (f) +div(w) > —=(W—-D)+W =D,

logo, de acordo com a equagdo (2-2), fw € Qp (D). Portanto y é uma
aplicagdo de L (W — D) em Qf (D). Pode-se ver facilmente que u é linear e
injetiva. Para mostrarmos que y é sobrejetiva, consideramos o diferencial de Weil
w1 € Qf (D). De acordo com a Proposi¢do 2.8.4, podemos escrever w; = fw
para algum f € F. Como

div (f) + W = div () + div (w) = div (fw) = div (w1) > D,

obtemos que div (f) > — (W — D), logo f € L(W — D) e w; = p (x). Provamos
assim que
dimQr (D) =¢(W —D).

Como dim Qf (D) = i(D), conforme a Proposicdo 2.8.2, obtemos que i (D) =
¢(W—D). O

Estamos agora em condi¢des de enunciar e demonstrar o principal resultado
da teoria dos corpos de fungdes.

Teorema 2.8.4 (Riemann-Roch) Seja W um divisor candnico de F|K. Entdo para cada
divisor D € Div (F), vale a igualdade

¢t(D)=gr(D)+1—-g+¢(W-D).
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DEMONSTRAGAO: Do Teorema da Dualidade temos que ¢ (W —D) = i(D
e a definicdo de indice de especialidade de D nos diz que i (D) = ¢ (D) —
gr(D)+g¢—1, logo ¢{(W—-D) = ¢(D)—gr(D)+g—1, ou seja, {(D) =
gr(D)+1—-g¢g+¢(W-D,). O

Corolario 2.8.3 Se W é um divisor candnico, temos que
gr(W)=2¢9—-2 e ((W)=g.

DEMONSTRAGAO: Para D = 0, o Teorema de Riemann-Roch e a
Proposigdo 2.6.5(ii) nos dao que

1=40(0)=gr(0)+1—-g+¢(W-0).
Assim ¢ (W) = g. Pondo D = W obtemos
g=t(W)=gt(W)+1—-g+L(W-W)=gr(W)+2—g.

Portanto gr (W) = 2g — 2. O
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Capitulo 3

Curvas Algébricas

Salvo as segdes 3.7 e 3.8, em todo este capitulo K denotard um corpo algebricamente
fechado.

3.1 Variedades Afins

Defini¢do 3.1.1 O espago afim n-dimensional A" = A" (K) é o conjunto de todas
n-uplas de elementos de K. Um elemento P = (ay,...,a,) € A" é dito um ponto,
eday,...,a, as coordenadas de P.

Definicdo 3.1.2 Seja K[Xj,...,K,;] um anel de polindmios em n varidveis
sobre K. Um subconjunto U C A" é dito um conjunto algébrico se existe
M C K[Xy,...,X,] tal que

Y ={Pe A" | F(P) =0 paratodo F € M}.
Definic¢ao 3.1.3 Dado um conjunto algébrico U C A", o conjunto de polindmios
a(Y)={F € K[Xy,...,Xn] | F(P)=0 para todo P € U}
é chamado ideal de 0.

Observacao 3.1.1 O conjunto a (U) é claramente um ideal de K [Xy,...,X,] e,
segundo o Teorema da Base de Hilbert ([22, Teorema II1.5.2]), pode ser gerado
por um numero finito de polinémios F, ..., F € K[Xq,..., Xy].

Em vista da observagdo acima temos a seguinte proposigao:
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Proposicao 3.1.1 Existem Fy, ..., F, € K[Xq,..., Xy] tal que
Y={PecA" | L (P)=---=F(P)=0}.

Definic¢ao 3.1.4 Um conjunto algébrico U C A" é dito irredutivel se ndo pode ser
escrito como U = U1 U Yy, em que V; e Yy sdo subconjunto algébricos préprios
de ¥

Proposicdo 3.1.2 O conjunto algébrico T C A" é irredutivel se, e somente se, seu ideal
correspondente a (0) é primo.

DEMONSTRAGAO:  Se a () ndo é primo, existem F,G € K[Xy,...,X,] tais
que FG € a(¥) mas F,G ¢ a(Y). Assim, existem P;,P, € U tais que
F(P) #0e G(P) #0,logo F € a(B\{P1}) e G € a(V\ {P}), portanto,
U= (V\{P1})U (T \ {P}). Invertendo os passos temos a reciproca. O
Definicao 3.1.5 Uma variedade afim é um conjunto algébrico irredutivel U C A".
Definicdo 3.1.6 O anel de coordenadas de uma variedade U é seguinte anel das
classes residuais:

rog) = K [X;’('if)’ Xao]

Proposicao 3.1.3 O anel I' (0) é um dominio de integridade.
DeMONSTRAGAO: Conforme a Proposi¢do 3.1.2, a () é um ideal primo, donde,
por defini¢do, segue o resultado. O
Observacdo 3.1.2 Todo f = F+a(Y) € I' (*¥) induz uma funcéo f : Y — K
tomando f (P) = F (P) para P € 0.
Definicdo 3.1.7 O corpo de fragoes

K () = cf (I (1))
é dito o corpo de fungoes de *U.
Proposicao 3.1.4 O corpo de fungdes K () contém a K como subcorpo.
DEMONSTRAGAO: Segue da Observagdo 3.1.2 acima. U
Definicdo 3.1.8 A dimensdo de uma variedade afim 0 é o grau de transcendéncia
de K (0) sobre K.
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Proposicao 3.1.5 Para cada ponto P € U, conjunto
Op (V) = {fEK(QT) ‘ f= % com g, h € T (V) e h(P) 750}.
é um anel local com corpo de fragdes K () e cujo tinico ideal maximal é:
mp () = {f € K(2) ) f= % com g, €T (B), h(P) #0eg(P)=0}.

DEMONSTRAGAO: Basta observar que Op (U) é a localizagdo de I' () em mp (V)
[12, Capitulo 4]. (]

Defini¢io 3.1.9 O anel Op (U) é chamado anel local de V.

3.2 Variedades Projetivas

Proposicdo 3.2.1 A relagdo ~ sobre A"\ {(0,...,0)} definida abaixo é um relagio de
equivaléncia:

(ao,...,an) ~ (bo,...,bn)
)

existe um elemento A € K\ {0} tal que b; = Aa; para 0 < i < n.

DEMONSTRAGAO: (ag,...,a,) = (lag,...,1ay,), logo (ag,...,an) ~ (ag,...,an).
Se (ag,...,an) ~ (bo,...,by), existe A € K\ {0} tal que b; = Aa; para todo i.
Assim a; = %bi, ou seja, (bo,...,by) ~ (ao,...,an).
Se (ag,...,an) ~ (bo,...,bn) e (bo,...,by) ~ (co,...,cn), existem elementos
A1, Ay € K\ {0} tais que b; = Aqa; e ¢; = Apb; para todo 0 < i < n. Desta forma,
ci = (AgA1) a; e assim (ag, ..., a,) ~ (co, ..., Cn). O

Notacdo: A classe de equivaléncia de (ay, ..., a,) em relagdo a ~ é denotada por
(ag :...:ay).

Defini¢do 3.2.1 O espago projetivo n-dimensional P" = IP" (K) é o conjunto de
todas as classes de equivaléncia da relagdo ~:

P" = {(ap:...:a,) | a; € K e ndo sdo todos nulos} .

Um elemento P = (ag : ...:a,) € P" é um ponto, e ay,...,a, sdo as coordenadas
homogéneas de P.
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Definicdo 3.2.2 Um mondémio de grau d é um polindmio G € K[Xy,..., X,| da
forma

n n
G :aHX?i coma e K\ {0} e ) di=d.
i=0 i=1

Um polindémio F é um polindmio homogéneo se F é a soma de mondmios de mesmo
grau. Um ideal a C K [Xj,..., X,]| que é gerado por polindmios homogéneos é
chamado ideal homogéneo.

Definic¢do 3.2.3 Seja P = (ap : ...:a,) € P" e F € K[Xy,..., X,] um polindmio
homogéneo. Diremos que F (P) = 0se F (ag,...,a,) = 0.

Observacao 3.2.1 A defini¢do acima faz sentido na seguinte medida: como
F (Aag, ..., Aay) = AE (ag,...,an) (com d =gr(F)),

temos que
F(ag,...,ay) =0 & F(Aag,...,Aay) =0.

Definic¢ao 3.2.4 Um subconjunto U C P" é dito um conjunto algébrico projetivo se
existe M C K[Xj,..., X,| tal que

Y ={PecP" | F(P)=0paratodo F € M}.

Definic¢do 3.2.5 Um conjunto algébrico projetivo 0 C IP" é dito irredutivel se ndo
pode ser escrito como U = U; U Yy, em que Y e Vs sdo subconjunto algébricos
projetivos préprios de U

Definicdo 3.2.6 O ideal a(U) C K[Xo,...,Xu|, que é gerado por todos os
polindmios homogéneos F com F (P) = 0 para todo P € 9, é chamado ideal
de *U.

Proposicao 3.2.2 O conjunto U C P" é irredutivel se, e somente se, a (0) é um ideal
homogéneo primo em K [Xy, . .., Xn].

DEMONSTRAGAO: Andloga a demonstracdo da Proposigdo 3.1.2. ]

Definic¢ao 3.2.7 Uma wvariedade projetiva é um conjunto algébrico projetivo
irredutivel.

Definicao 3.2.8 Seja U C IP". O anel de coordenadas homogéneas de U é definido

por:
K[Xo, ..., Ky

Iy (m) = a (Qj)
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Proposicao 3.2.3 I'j, (V) é um dominio de integridade contendo K.

DEMONSTRAGAO: Segue de imediato, fazendo a analogia adequada, da
Proposigdo 3.1.3 e da Observacdo 3.1.2. U

Defini¢do 3.2.9 Um elemento f € I, () é dito uma forma de grau d se f =
F + a (V) para algum polindmio homogéneo F € K [X, ..., X;| com gr (F) = d.

Definigao 3.2.10 O corpo de fungdes de U é definido por

K(9) = {% ’ g, h €T}, (V) sdo formas de um mesmo grau e h #* O} .

Observacdo 3.2.2 K (U) é um subcorpo de cf (I'; (U)), o corpo de fracdes
de Th (%)

Definic¢ao 3.2.11 A dimensdo de uma variedade projetiva G é o grau de transcen-
déncia de K () sobre K.

Seja P = (ag:...:a,) € Ve f € K(U). Escrevemos f = g/h em que
g=G+a(Y),h=H+a(Y) €I, (V) e G e H sdo polindmios homogéneos de
grau d. Como

G (Aag, ..., Aay) AdG(ao,...,an) G (ag,...,an)

H(Aag,...,Aay)  AH(ag,...,a,) Hag,..., an)

G(ay,...,an)

podemos definir f (P) = 5 €K se H (P) # 0. Entdo, neste caso, diremos

" H(ag,...a
que f esta definido em P e chamaremos f (P) o valor de f em P.

Proposicao 3.2.4 O anel
Op (W) ={f € K(V) | f édefinidaem P} C K ()
é um anel local cujo inico maximal é

mp (V) = {f € Op (D) | f(P) = 0}.

DEMONSTRAGAO: Segue diretamente da Proposi¢do 3.1.5, fazendo a analogia
adequada. O
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3.3 Cobrindo Variedades Projetivas por Variedades Afins
Para cada 0 < i < n consideramos a aplicacdo ¢; : A" — IP" dada por
@i(ag,...,ap—1) = (ap:...:a1:1a;:...1a,1).
Assim sendo, ¢; é uma bijecdo de A" sobre o conjunto
Ui={(co:...:cn) €P" | c; #0},
e P" = UL, ;. Portanto temos:

Proposic¢do 3.3.1 O espaco projetivo P" pode ser coberto por n + 1 copias do espago
afim A",

Seja ¥ C P" uma variedade projetiva, entdo U = Ui, (T NL;). Suponha
que U NL; # . Entdo
U= ¢ 1 (VNY) C A"

é uma variedade afim, e o ideal a (*J;) é dado por
a(Y;) ={F(Xo,...,Xi,1,Xiy1,...,Xs) | F€a(V)}.
Por conveniéncia restringiremo-nos no que segue ao caso i = n (e BN i, # D).

Definic¢ao 3.3.1 O complemento
9y =P"\ U, ={(ap:...:a,) €P" | a, =0}

é dito o hiperplano (no infinito), e os pontos P € U N ), sdo os pontos no infinito
de U e podem serem denotados por .

Proposicdo 3.3.2 Existe um K-isomorfismo natural « de K (0) (o corpo de fungdes da
variedade 0) sobre K () (o0 corpo de fungdes da variedade B, = ¢, 1 (T N LLy)).

DEMONSTRAGAO: Com efeito, este isomorfismo é definido da seguinte forma:
Seja f = g/h € K(), onde f,g € I';, (V) sdo formas de mesmo grau e i # 0.
Tomamos polindmios homogéneos G, H € K|[Xy,...,X,] que representam g
respectivamente h. Sejam G, = G (Xo,...,X,-1,1) e H, = H(Xo,..., Xy-1,1)
em K [Xo, ..., X,_1]- Suas classes residuais em I' (U) = K [Xop, ..., X;;—1| /a (Dy)
sdo g« respectivamente h,. Entdo a (f) = g« /h.. O

Notemos que sobre o isomorfismo « da proposi¢do anterior, o anel local de
um ponto P € U N4, é levado sobre o anel local de ¢, ! (P) € .

Corolario 3.3.1 Os anéis locais Op (B N iUy,) e O o 1(P) () sdo isomorfos.
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3.4 Fecho Projetivo de uma Variedade Afim

Definicdo 3.4.1 Para um polindmio F = F (Xo,..., X,-1) € K[Xo, ..., X,-1] de
grau d, definimos

X X,
F* :XﬂF<X—:§—nl) e K[Xo, ..., Xn].

Proposic¢do 3.4.1 F* é um polindmio homogéneo de grau d em n + 1 varidveis.

DEMONSTRAGAO: Seja F = Fp+F +---+F; € K[Xop,...,Xy], em que F,
0 <1i < d, sdo polindmios homogéneos de grau i, respectivamente. Entao:

FoX+RX4& 4 4 B X, + Fy

1 1
:XZ (Fo—i-X—nFl—i—" + ¥ 1Fd—1+ﬁFd)
n n
XO Xn—l
=xiF(Z2, .. = F*
! (Xn, " X )
U

Definicdo 3.4.2 Consideremos agora a variedade U C A" e seu ideal
correspondente a (U) C K[Xo,...,X,—1]. Definimos a variedade projetiva
¥ C P" como segue:

Y={PelP"| F"(P)=0paratodo F € a(U)}.
A variedade U ¢ dita o fecho projetivo de 0.

Observacio 3.4.1 Podemos recuperar U de U pelo processo descrito na
Proposigdo 3.3.2, a saber:

T =g, (TNW) = (D),

Proposicio 3.4.2 Os corpos de fungoes de G e de 0 sdo naturalmente isomorfos, e 0 e
0 tém a mesma dimensao.

DEMONSTRAGAO: Decorre da Observacdo 3.4.1 acima e da Proposicdo 3.3.2. [
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3.5 Aplica¢des Racionais e Morfismos

Definicdo 3.5.1 Seja U C P™ e W C PP" variedades projetivas. Suponha
que Fy,...,F, € K[Xo,...,Xm] sdo polindbmios homogéneos com as seguintes
propriedades:

(a) Fy, ..., F, ttm o mesmo grau;
(b) Nem todos F; estdo em a (0);
(c) Para todo H € a (20) tem-se H (Fy, ..., F,) € a ().

Seja Q € U e assumamos que F; (Q) # 0 para ao menos um i € {0,...,n}
(por (b) um tal ponto existe). Entdo o ponto (Fp(Q):...:F,(Q)) € P"
estdi em 20, por (c). Seja (Gyp,...,Gn) uma outra n-upla de polindmios
homogeéneos satisfazendo (a), (b) e (c). Diremos que (Fy,...,F,;) e (Go,...,Gy)
sdo equivalentes se

(d) F,G; = F;G; (moda (%)) para 0 <1i,j <n.

A classe de equivaléncia de (F, ..., F;) em relagdo a esta relagdo de equivaléncia
é denotada por

p=(F:...:F),

e ¢ é dita uma aplicacdo racional de U em 20.

Defini¢do 3.5.2 Uma aplicacdo racional ¢ = (Fp:...:F,) é dita reqular (ou
definida) em um ponto P € U se existem polindmios homogéneos Gy, ..., G, €
K[Xo,..., Xp] tais que ¢ = (Go:...:Gy) e G;(P) # 0 para ao menos um i.
Entdo definimos

$(P)=(Go(P):...: G, (P)) €27,

que estd bem definida pelas condicoes (a) e (b) da defini¢do anterior.
Definigao 3.5.3 Duas variedades Uy e U, sdo ditas birracionalmente equivalentes
se existem aplica¢Oes racionais ¢1 : U1 — Uy e ¢ : Wy — Yy tais que 1oy e

¢2 o ¢1 sdo aplicagdes identidades sobre U, e sobre Uj, respectivamente.

Proposicao 3.5.1 As variedades 01 e Uy sdo birracionalmente equivalentes se, e
somente se, seus corpos de fungdes K (1) e K (02) sdo K-isomorfos.

DEMONSTRAGAO: Vide [20, Proposigdo 12 da Segdo 6.6]. ]
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Definic¢ao 3.5.4 Uma aplicagdo racional ¢ : U — 20 que é regular em todos os
pontos P € ¥ é dito um morfismo. Diremos que tal aplicagdo é um isomorfismo se
existe um morfismo ¥ : W — U tal que ¢ o P e P o ¢ sdo aplicagdes identidade
sobre 20 e U, respectivamente. Neste caso, U e 2U sdo ditas isomorfas. Por
fim, diremos que ¢ é birracional se existem abertos V € U e W € 2, e um
isomorfismo ¢ : V — W que representa ¢.

3.6 Curvas Algébricas

Definicao 3.6.1 Uma curva algébrica projetiva (afim) ¢ é uma variedade projetiva
(afim) de dimensao um.

A defini¢do indica que o corpo K(€) das funcdes racionais sobre ¢ é um
corpo de fungdes algébricas de uma varidvel, tal como estudado em todo
Capitulo 2.

Uma curva plana afim é uma curva ¢ C A2 Seu ideal a(¢) C K[Xp, X1
é gerado por um polindmio irredutivel G € K [Xp, X;| (que é tinico a menos de
fator constante). Reciprocamente, dado um polindmio irredutivel G € K [Xp, X1],
o conjunto ¢ = {Pe€ A% | G(P) =0} é uma curva plana afim, e G gera
seu ideal correspondente a(¢). Consequentemente, o ideal de uma curva
plana projetiva € C IP? é gerado por um polindmio homogéneo irredutivel
HeK [Xo, X, Xz].

Definigdo 3.6.2 O grau de uma curva ¢, indicado por gr(¢), é o grau de um
polinémio definidor da curva.

Proposi¢do 3.6.1 Se ¢ = {P € A% | G(P) =0} é uma curva plana afim de grau d,
0 fecho projetivo € C IP? é dado pelos zeros do polindmio homogéneo

X, ﬁ)

Defini¢do 3.6.3 Seja ¢ uma curva afim (projetiva) gerada pelo polindmio
(homogeéneo) irredutivel f € K[Xo,..., X| e seja P € €. Diremos que P é um
ponto singular de € se, e somente se,

of
ax, (D)

_ 9 oy
=55 (P) =0

Em caso contrdrio, P é dita ndo singular (ou simples).

Observacgdo 3.6.1 Existe somente um ntmero finito de pontos singulares em
uma curva €.
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Proposicao 3.6.2 Um ponto P € € é nao singular se o anel local Op (€) é um anel
de valorizagio (i.e., Op (€) é um dominio de ideais principais contendo exatamente um
ideal maximal # {0}).

DEMONSTRACAO: [20, Teorema 1 da Secdo 3.2.] U

Definic¢ao 3.6.4 Um curva € é dito nio singular (ou suave ou lisa) se todos os
pontos sdo ndo singulares.

Definic¢do 3.6.5 Seja ¢ uma curva ndo singular. O género de € é definido como
sendo o género do corpo de fungdes K (€) (Defini¢do 2.7.1, p. 35).

Em 1839, Julius Pliicker publicou um importante artigo [56] que deu origem
ao seguinte teorema:

Teorema 3.6.1 (Férmulas de Pliicker) Seja € uma curva plana projetiva nio singular
de grau d. O género de € é dado pela sequinte formula:

(d—1)(d—2)
N 2

Por outro lado, se € uma curva plana projetiva qualquer de grau d, entiio

- (d—1)(d-2) Y5 (P),

2 pPes

em que S é o conjunto de pontos singulares de € e 6 (P) > 1 é uma medida de
singularidade associada a cada P € S.

Para um estudo mais aprofundado das Férmulas de Pliicker, bem como suas
demonstragdes veja [26, Capitulo 2, Secao 4].
Consideremos agora uma aplicagdo racional ¢ : ¢; — ¢, onde ¢; e ¢, sdo

curvas projetivas. Temos entdo que:

(a) ¢ é definido em todos os pontos nao singulares P € €. Portanto, se € é uma
curva ndo singular, ¢ é um morfismo.

(b) Se € é ndo singular e ¢ é ndo constante, entdo ¢ é sobrejetiva.

Proposicdo 3.6.3 Seja € uma curva projetiva. Entdo existe uma curva projetiva nio
singular ¢ e um morfismo birracional ¢' : € — & O par (&, ") é iinico sequinte
sentido: dada outra curva ndo singular € e um morfismo birracional ¢" : € — €,
existe um tinico isomorfismo ¢ : € — € tal que ¢’ = ¢ o ¢.
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DEMONSTRACAO: [20, Teorema 3 da Segdo 7.5] U

Defini¢do 3.6.6 A curva ¢’ (ou mais precisamente: o par (¢, ¢’)) da proposigdo
acima é chamado modelo ndo singular da curva €.

Proposi¢do 3.6.4 Se ¢/ : € — € é um modelo ndo singular de € e P € € ¢é ndo
singular, entdo existe um P' € ¢ com ¢' (P") = P; para um ponto singular P € € o
niimero de P' € &' com ¢' (P") = P é finito (podendo ser um).

DEMONSTRACAO: [20, Lema 2 da Secdo 7.5] U

Teorema 3.6.2 Seja o corpo de fungdes algébricas de uma varidvel F|K, entdo existe uma
curva projetiva ndo singular € (iinica a menos de isomorfismo) cujo corpo de fungoes
K (€) é (K-isomorfo a) F.

DEMONSTRAGAO:  Vamos construir ¢ da seguinte forma: tomamos x,y € F
tal que F = K(x,y). Seja G(X,Y) € K[X,Y] um polindmio irredutivel com
G (x,y) =0.Seja ¥ = {P € A? | G(P) =0} e T o fecho projetivo de V. Seja €
o modelo néo singular de U, entdo K (¢) = F. O

Corolario 3.6.1 Seja € uma curva projetiva nio singular e F = K (&) seu corpo de
fungbes. Entdo existe uma correspondéncia um-a-um entre os pontos P € € e os lugares
de F|K, dada por

P+— mp (Q:) ,

0 ideal maximal do anel local Op (&) (os pontos de € desta correspondéncia sdo chamados
pontos fechados).

Essa correspondéncia torna possivel traduzir definicdes e resultados de
corpos de fungdes algébricas para curvas algébricas (e vice-versa). Damos alguns
exemplos abaixo:

e Um divisor de € é uma soma formal D = ) p.e npP onde np € Z e é quase
sempre igual a zero. O grau de D é gr (D) = Y pc¢np. Os divisores de €
formam um grupo aditivo Div (&), o grupo de divisores de €.

e A ordem de uma fungdo racional f em um ponto P € € é definida como vp (f),
em que vp € a valoriza¢do de K (&) correspondente ao anel de avaliacdo

Op ().

e O divisor principal div (f) de uma fung¢do racional f € K(€)\ {0} é
div (f) = Ypeevp (f) P . O grau de um divisor principal é 0.
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e Os divisores principais formam um subgrupo Princ (¢) do grupo divisor
Div (¢). O grupo quociente Jac (¢) = Div’ (€) / Princ (¢), onde Div® (¢)
é o grupo de divisores de grau 0, é chamado jacobiano de €. O grupo

quociente C1(€) = Div (€)/Princ(¢) é chamado grupo das classes dos
divisores de €. A ordem de Cl(€) é dita o miimero de classes de €.

e Para D € Div (€), o espaco L (D) é definido como no caso de corpos de
fungdes. E um espaco vetorial de dimensao finita sobre K, cuja dimensao é
dada pelo teorema de Riemann-Roch.

3.7 Variedades sobre Corpos Nao Algebricamente Fechados

Assumimos até agora que K é um corpo algebricamente fechado. Agora
abandonamos essa suposi¢cdo e supomos apenas que K é um corpo perfeito.
Seja K D K o fecho algébrico de K.

Definigdo 3.7.1 Dizemos que uma variedade afim ¥ C A" (K) é definida sobre K,
e denotado por U /K, se o seu ideal a (U) C K [Xj, ..., X,| pode ser gerado pelos
polindmios Fy, ..., F € K[Xy,..., Xy]. Se U for definido sobre K, o conjunto

U (K)=VNA"(K)={P=(a1,...,an) €V | a; € K}
é chamado o conjunto dos ponto K-racionais de *Q.

Similarmente:

Defini¢do 3.7.2 Uma variedade projetiva ¥ C P"(K) ¢é definida sobre K
se a(V) C K[Xop,...,Xu] pode ser gerado pelos polindmios F,..., F €
K[Xo,...,Xn]. Um ponto P € ¥ é dito K-racional se existem coordenadas
homogéneas ay, . ..,a, de P que estdo em K, e estabelecemos

U (K) ={P €% | P é K-racional} .

Seja U C A" (K) uma variedade afim definida sobre K. Definimos entdo o
ideal
0 (T/K) = a (V) NK[Xy, ..., X]

e o0 anel das classes residuais

K[X1,..., X
a(Y/K)

T (B/K) =

O corpo de quociente

K (%) = cf (T (B/K)) C K ()
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é dito o corpo de fungdes K-racionais de 0. A extensdo de K (U) |K é finitamente
gerada, seu grau de transcendéncia é a dimensdo de U. Pode-se definir da
mesma forma o corpo das fung¢des K-racionais de uma variedade projetiva
definida sobre K.

Considere duas variedades U C P" (K) e 20 C P" (K). Uma aplicacdo
racional ¢ : U — 2 é definida sobre K se existirem polindmios homogéneos
F,...,F, € K|[Xo,...,Xm| satisfazendo as condigdes (a), (b) e (c) da
Definicdo 3.5.1 (p. 50), de modo que ¢ = (Fy: ... : Fy).

Outra maneira de descrever pontos K-racionais, func¢des K-racionais etc.
em uma variedade definida sobre K é a seguinte: Seja Gal (K|K) o grupo
Galois de K|K. A agdo de Gal (K|K) sobre K estende-se naturalmente a uma
agdo nos conjuntos A" (K), P" (K), K[Xy,...,Xs], U, T (V), K(Y) etc. Por
exemplo, considere uma variedade projetiva U C P" (K) (definida sobre K),
um ponto P = (ap:...:a,) € U e um automorfismo ¢ € Gal (K|K); entdo
o(P)=(c(ag):...:0(an)). Vé-se entdo que

U (K)={P e | c(P) =P para todo ¢ € Gal (K|K) },
K(U)={fe€K(D) | c(f) = f para todo ¢ € Gal (K|K) },

e assim por diante.

3.8 Curvas sobre Corpos Nao Algebricamente Fechados

Considere uma curva projetiva € C P" (K) que ¢é definida sobre K (onde K ¢ um
corpo perfeito e K é o fecho algébrico de K, como na segdo anterior). Entdo o
campo K (€) das fungdes K-racionais sobre € é um corpo de fung¢des algébricas
de uma variével sobre K.

Um divisor D = Y pcenpP € Div (€) é definido sobre K se o (D) = D para
todos os o € Gal (K|K) (isso significa que 71,(py = np para todos os P € €). Os
divisores de € definidos sobre K formam um subgrupo Div (¢/K) C Div (€).
Para D € Div (€/K), o espago Lk (D) é dado por

Lx (D) = K (¢)NL(D).

Este é um K-espaco vetorial de dimensao finita e sua dimensdo (sobre K) é igual
a dimensao de L (D) (sobre K).

Um divisor Q € Div (¢/K) com Q > 0 é dito um divisor primo de €/K se
Q ndo puder ser escrito como Q = Q1 + Q> com divisores efetivos Q1, Q2 €
Div (€/K).
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Capitulo 4

Funcoes Zeta e a Hipdtese de Riemann para

Corpos Finitos

4.1 A Funcao Zeta de uma Curva sobre um Corpo Finito

Definigao 4.1.1 Para o nimero complexo s, a fungio zeta de € definida sobre IF,
é definida por
1
€¢ (S) = é@/ﬂ:q (S) = ZW, (4'1)

D

em que D percorre todos os divisores efetivos definidos sobre F, de €&, e
N (D) = ¢8"(P) é a norma de D.

Teorema 4.1.1 Para Re (s) > 1, a série (4-1) converge para a fungio
hql—gq(l—s)m h

Fo(q)=F(q°)+ (g—1) (1—g°0-9) -1 —g)

onde:
(i) F (q—%) é um polindmio em q—° de grau no mdximo 2g — 2;
(ii) h é o mimero de classes de €;
(iii) g é o género de €;
(iv) e é o menor grau positivo dos divisores em Div (€);

(v)

m— 0 se ¢=0,
|l 29—2+e se g>1.
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DEMONSTRAGAO: A minimalidade de e implica que o grau de qualquer divisor
de € definido sobre IF, é divisivel por ¢, mas nao implica que qualquer multiplo
de e é o grau de algum divisor de € definido sobre IF;. Com efeito, temos que
e = 1, isto serd mostrado mais tarde, na Proposicdo 4.1.1; enquanto isso, nenhum
uso é feito disso.

Os divisores efetivos de € definidos sobre IF; sdo particionados em classes
de divisores, dois dos quais D; e D; sdo equivalentes se, e somente se, existe
u € IF; (€) tal que Dy = D; +div (u). Cada classe consiste de todos os divisores
definidos sobre IF; de uma série linear completa |C| para um divisor C definido
sobre [F,; de ¢; isto ¢, ela coincide com o conjunto |C| N Div (IF, (¢)). Pode-se
mostrar que o namero 7, (|C|) de tais divisores definidos sobre IF; é

qdim|C|+1 -1 qf(C) -1

q—1 q—1

(veja [39, Teorema 8.39]).
Do Teorema de Riemann-Roch, temos:

0 se gr(C) <0,
1 se C é um divisor de zero,
0 se C ndo é um divisor de zero e gr (C) =0,
g—1 se C ndo é um divisor canonico e gr (C) = 2g — 2,
g se C é um divisor canodnico,
| gr(C)—1+1 se gr(C)>2¢g—2.

A curva € tem algum divisor canonico definido sobre IF, (vide [39,
Observagdo 8.27]). Logo e divide 2¢g — 2.

Na soma abaixo, |C| percorre todas as series lineares definidas sobre IF; de ¢
contendo algum divisor efeito definido sobre IF,;. Assim sendo:

:ZN(D)_S:Z Y N(D)’

\C\ De|C|
_Z Z q—sgr Zn |C| sgr
|C| De[C]| IC]
Logo,
q—sgr( ) <qF(C) — 1)
Ge(s) =),
C] -1
=@g-1)" Y g(C)=s&(C) _ (5 —1)7! Y. g58"(C)
gr(C)>0 gr(C)>0
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Se Re (s) > 1, entdo

o0 (o) h

Z q—sgr(C) — Z q—sgr(C)h Z g5 = —
gr(C)>0 gr(C)=ve v=0 v=0 q

dai

h
=11 Y gO-se0) _
g@ ( ) (q ) gr(c)zoq (q - 1) (1 _ q—es)

Seg=0,entdo ¢/ (C) = gr(C)+1,eh =1 (vide [39, Exemplo 8.36]). Assim,
para g =0,

d 1
s) = _ 1! gr(C)+1-sgr(C) _
g@: ( ) (q ) Z;)gru(%_veq (q _ 1) (1 _ q—es)
_ 1 -1 - e(l-s)v _
P G007
— 1 J—
(@-1)(1-g09) (-1 (1—gq7%)
Para g > 1,
Cels) = (1) g5 ©)
0<gr(C)<2g—2
+(g—1)" ((C)—sgr(C) _
KA G-D-79)
292 i
_ (q . 1)—1 Z q—esv Z qf(Cf’e)
v=0 i=1
_ > h
+h(g—1 1 e(s—1)v—g+1 _ ,
K S G- D7)

onde |C?| denota uma classe de divisores definidos sobre FF, de grau ve. Logo
(¢ (s) converge para

B L hql_gq(l_s)m B h
h@=Fa™) + o a—gay G Da )

com
S h
E (q—s) _ (q . 1)—1 2 q—esv . Z qE(CW)’
v=0 i=1
que é um polindmio em q—° de grau no maximo 2g — 2. O
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O Teorema 4.1.1 mostra que (¢ (s) possui um prolongamento analitico a todo
plano complexo. Seus polos de primeira ordem sdo de dois tipos, a saber,

27tiu 27Tiv
Sy = e sp,=1 , com u,ve”Z.

" elogg ~elogg
Teorema 4.1.2 (Produto de Euler) Para Re (s) > 1, o produto

11;[@ (1 - N(P)_S> ) (4-2)

em que N (P) = g8"(P), converge absolutamente para a fungdo g (s). Em particular, o
produto independe da ordem de seus fatores.

DEMONSTRAGAO: Para qualquer N > 1,

T (1—N(P)_S>_1: T (:ON(p)—”S>.

N(P)<N N(P)<N

Como o produto do lado direito tem um ntmero finito de fatores e cada fator é
uma série absolutamente convergente, segue por multiplicacdo que

[T (1-NP)7°) = ¥ ND)*+ ¥ ND)Y
N(P)<N N(D)<N N(D)>N

onde o primeiro somatério do lado direito é definido sobre todos os divisores
efetivos definidos sobre IF; com N (D) < N enquanto que o segundo é sobre
todos os divisores D definidos sobre IF; com N (D) > N que ndo contém pontos
fechados com N (P) > N. Entédo

[T (1-N@)7°) = ¥ ND)™

N(P)<N N(D)<N N(D)>N

A
1
=
R

z

A soma do lado direito pode ser vista como o erro da série convergente (¢ (s), e
logo tende a zero. Isto prova a convergéncia. A convergéncia absoluta segue da
desigualdade:

ilN(D)—HS

< Z N(D)—nRe(s).
n=1

O Teorema 4.1.2 implica que ¢ () ndo tem zeros para Re (s) > 1.
Proposicdo 4.1.1 A curva € possui um divisor definido sobre IF; de grau 1.
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DEMONSTRAGAO: Com as notagdes do Teorema 4.1.1 é suficiente mostrar que
e = 1. Devido a minimalidade de ¢, o divisor D é definido sobre IF; de grau e
se, e somente se, D é um ponto fechado de grau ¢; isto é,

D=P+c(P)+---+01(P),

para algum ponto [F;-racional de ¢, e ¢ é o automorfismo de Frobenius. Note
que as imagens dos automorfismos de Frobenius P; = ¢'(P) de P, para
i=1,...,e —1,sdo também pontos IF,-racionais de €. Seja

Ce@=T1(1-N@)")

P

a fungado zeta de € considerada como uma curva sobre IF;. Entdo
_ S\ —1 e 5y 1
£ =TT (1-=#) " [T (TT(1-3-®)
P i=1 ﬁ,‘
Como gr (P) = egr (P;), segue-se que
_ e ~1
('Q (S) = H (H (1 _ q—segr(P)> > — gc(s)e.
i=1 \ P

Como ambas (¢ (s) e (¢ (s) tém um polo de mesma ordem 1 em s = 1, isto
implica que e = 1. U

A Proposicdo 4.1.1 permite a possibilidade de simplificar o Teorema 4.1.1.

Teorema 4.1.3 A fungio zeta de € pode ser escrita como

L(q7%)

ST a

emque L (q7°) = Z]Z.io ajq~I* com ag =1 e ape = 8.

DEMONSTRAGAO: A prova é realizada em trés partes, de acordo com g sendo
tomado como 0,1 e > 2.
Para g =0,

ge(s): _ q_l—s_ _ q_—s = _—51 _ Al—s)"
(-1 1Q—qt>) @-1)1A-g7°) @QA-gq°)(1—-q'")
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Para g =1,
1 ¢(C)—sgr(C) hql_s i
s) = —— + B
Ce (s) _1gr(CZ)_0‘7 (-1 —-g) (@-1)(1—-97%)
k-1 g hq'~® _ f
g-1 " gq-1" (@-1)(1-¢") @-1)(1-g7)
1+ (h—g-1)g +qq >

(1—g")(1—gq7)

Para g > 2,
Le(s) = q%l DIUACRLCE qi—l Y g0 ss(©)
gr(C)=0 0<gr(C)<2g—2
f Ly s BT
9=1 0 (c)Sag2 (q-=1) (1 —-q")
h
(g—1)(1—q")
_ htq-1 1 Y O
q—1 q—1 1<gr(C)<2g—2
(h—1)g8 15282 4 qg—5(2g—2)
+ g1
N hql—gq(l—S)(Zg—l) h
(-1 A —-g") (@-1)1—-9g)
La kg (g e )
e —1
-1 4 q
hng—@g—l)s h

@-D1—-q"%) (-1)(1—9g)
1 + alq_s + e _|_ azg_lq—(Zg—l)s + ng—ng
(1—-g5)(1—q') '

Teorema 4.1.4 (Equacdo Funcional) A fungdo zeta em € satisfaz a equagio
Je(1—5) = g8 Nz (s). (4-3)

DEMONSTRACAO: Novamente, trataremos separadamente trés casos de acordo
com que g sejaiguala 0,1, e > 2.
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Para g =0,
_ 1 _ 1-2s
R I e A
Para g =1,
1 h—ag—1 s—1 2s—2
fe(l_sy = T—a-1a +4q(q ):MS).

(1=¢) (=g
Para g > 2, seja
Ce (5) = Ce () + e (s),
em que

Ge()=(-1)" Y gO77e©,
1<gr(C)<2g¢—2

"o 1 h (g-1s—1) , 45q~*7Ds 1
QZ(S) - 1+q(g—1)(2s—1) + q_l <1+q + 1_q1—s 1_qs—1 :

Entéao,

(2g=1)(s-1) 1

T(1—s) = 14qE DD q% (1 4 gl | 99

= s ICZL ().

1_qs _1_qs—1

Resta-nos provar que (, (s —1) = & DZ=Dl (s). Seja p(C) = £(C) —
3 gr(C), entao
1 Ceor 1 s 1)gr(©)
1= 1 1<gr(C)<2g—2 17— L 1<gr(C)<2g-2

Do Teorema de Riemann-Roch,

p(C)=p(W=0C),

para um divisor candnico W definido sobre IF; de €. Logo, se C percorre
todos o conjunto de todas as classes de divisores satisfazendo a condigdo
1 <gr(C) <2g—2,entdo W — C faz o mesmo. Portanto

‘ -

_(C)— (2s=1)(2g—=2-gr(C))
O e T

© T 1<gr(W—C)<2¢-2

A=)
—_

qp(c)_w,
-1 1<gr(C)<2g—2

=
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e assim:

G(l-s) = 1o Y @O e

q—1 1<gr(C)<2g—2

) 1 y e

9= 1 o (Gerg—2
q(g—l)(%—l)gét (s).

Defini¢do 4.1.2 Para t = g~ °, definimos:
Z@ (i’) = gg (S) .
Teorema 4.1.5 Se |t| < g7}, entio

2= ()

i=-1 !

em que Nj é o miimero de pontos I ;-racionais de €.

DEMONSTRAGAO: A hipétese, |t| < g7}, se verifica se, e somente se, Re (s) > 1.

Assim, para Re (s) > 1,

Ze(s)=T] (1 - N(P)_S> e I1 (1 - q_Sgr(P)> = [I (1 - tgr(P)>_1 = Zg (1) -

P p P

Logo,

Isto mostra que é suficiente provar a igualdade:

Y gr(P) =N,

gr(P)|n
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Todo ponto Q IFgn-racional de € da origem a um ponto fechado IF;-racional

P=Q+0(Q+:+c"1(Q)

de € (onde ¢ é o automorfismo de Frobenius). Neste contexto, dois pontos IFn-
racionais de € sdo equivalentes se definem o mesmo ponto fechado IF4-racional
de €. Assim o conjunto de pontos F i-racionais de € é particionado em classes
de equivaléncia. Se A é um sistema representante de tais classes, entdo

Ny = Y gr(P).
PeA
Por outro lado, se o ponto fechado P surge do ponto Q de ¢, isto é, se

P=Q+0(Q+ - +0"1(Q)

entdo a condigdo gr (P) | n neste somatorio significa que 0™ (Q) = Q com m | n.
Portanto Q é um ponto [F n-racional de €, e a condigdo de divisibilidade m | n
implica que [Fgm € um subcorpo de IF n. Deste argumento, segue a equagao (4-4),
como queriamos obter. O

Seja A, denotando o ntimero de todos os divisores efetivos definidos sobre
Fyn de € de grau n. Entao

Ze () =1+ i Apnt". (4-5)

n=1
Isto segue do Teorema 4.1.2, pois como
H(l—N(P)—S> = ¢ (s) = Ze (1) :H(l_qgr(P)) ’
P P

onde P percorre todos os pontos fechados IF;-racionais de €&, e cada fator pode
ser escrito como uma série geométrica, dando origem a equagdo

[0 #) =I5 - E 1 f
P n=0 D

p n=1
em que D percorre todos os divisores efetivos definidos sobre F; de €.

Proposicao 4.1.2 Se g > 1, entdo
Ze(t) =G(t)+H(t),

com
1

GH=-—s YOm0,
q 0<gr(C)<2g—2

1—g 2g—1
Ht) = flﬁ - 1)-
q qt 1t
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DEMONSTRAGAO: Aqui vamos utilizar o fato de que

dim|C|+1 __ 1
q
m (el = —
[39, Teorema 8.39]; e o fato de que
Ay = R (q”+1_g— 1) paran > 2g—2
n q - 1 7

onde /1 é o nimero de classes de ¢ e g é o género de € [39, Proposigdo 8.40].
Desta forma,

[ee]

Ze() =L At = ¥ mg (IO -1 ¥ (419 1) #©
n=0 gr(C)=>0 gr(C)>0

-1 Y OO
0<gr(C)<2g¢—2

+(q_1)1( Y g"(C)+1=88r(C) _ Y tgr(C))
gr(C

)>29-2 gr(C)>0
=G(t)+H(t).
O]
O Teorema 4.1.3 mostra que a fungdo zeta Z¢ () tem a forma
L(t)
Ze (1) = : (4-6)
(1—1) (1 —qt)
em que
1 para ¢=0,
L(t)=Lg (t) = _ , 4-7
(t) = Lg, (t) {1+21-2§11ait1+qgt2g para g > 1, (4-7)

¢ o L-polinomio de €&, visto como uma curva definida sobre IF;. Note que
L(t) € Z[t]. Para g > 1, da Proposigdo 4.1.2,

L) =(1-)(1—g)G () +hig—1)" [qgfzg_l 1=t =(1—gt)]. (48)
Proposicao 4.1.3 O L-polindmio tem as sequintes propriedades:
(i) L(t) = q8t%8 L((qt)_l) =1+ azg_lqé’_lt + e+ g8t%8;
(ii) apg ; = g8 la; parai=0,...,g.
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DEMONSTRAGAO: A primeira afirmac¢do é uma consequéncia da equagdo
funcional (4-3). Comparando os coeficientes de t', a segunda afirmacado segue. [

Seja
28

L) =T~ wit) (4-9)

i=1
a fatoracdo de L (f) em fatores lineares em alguma extensdo finita de Q. O
seguinte resultado, de suma importancia para esta dissertacdo, desempenha um
papel essencial no estudo dos pontos F4-racionais de €.

Teorema 4.1.6 Seja Ny, 0 niimero de pontos IFyn-racionais de uma curva irredutivel, ndo

singular € de género g definida sobre IF;. Entdo

28
Ny =q"+1-) of, (4-10)
i=1

onde wy, ..., wag sd0 0s reciprocos das raizes do L-polindmio de €.

DEMONSTRACAO: Da relacdo

iyg)_nﬁﬂ—wﬂ
n

Z“t):exlf’( Sa-n-gy

n=1
segue que
Y —Et" =) log (1 —wjt) —log (1 —t) —log (1 — qt)
n=1 " i=1
) 28
=Y nt <q” +1-— Zw?) t.
n=1 i=1
E assim o resultado segue comparando os coeficientes. [
Se os nimeros N, sdo conhecidos para n = 1,...,r e r suficientemente

grande, entdo os coeficientes de L-polindmio podem ser calculados pelo
seguinte:

Proposicao 4.1.4 Seja L (t) = Z?ﬁ oait' 0 L-polinémio de € definida sobre F,, e seja
Sy = Nn - (qi’l + 1).
(i) A derivada logaritmica é dada por:
dL (t) /dt & 1
— = Spt" .
RO
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(ii) Paran =1,...,g, tem-se
na, =Sy +Sy_1a1 + -+ +s14,_1. (4-11)

Em particular, de Ny,...,Ng, os coeficientes de L (t) podem ser calculados
usando (4-11) e as equagoes

ap = 1
azgn=q% "apparan=1,...,g.

DeMONSTRAGAO: (i) Usando o Teorema 4.1.6 obtemos que:

/dt 2w 28 0 .
= —wj) - Wyt
n= 11 wWnt 11;1( ) k;)( )
00 Zg
:Z( wﬁ)t“—Zst“
k=0 \n=1 k=1

(ii) Do item (i) temos:

ay +2at +-- -+ (29— 1) azg_1t2g_2 +2gqt%8 1

= <1 +at+---+ azg_ltZg_Z + 2gqt23> 2 st L
k=1

Logo (4-11) segue comparando os coeficientes de # parai =0,...,¢ — 1. l

Exemplo 4.1.1 Seja

¢/Fs = { (X0, X1, X0) € PP (Fa) | G+ X§ + X3 =0}

Assim
¢ (F,) = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} .
Entédo
m=s5=N —-3=0.
Logo
14 2#
Ze/w, (1) = A=H_2) (4-12)

e

N (-1 (2

j

logZ(’j/IFz ) - Zt?l +2 (zlt)l +2
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Portanto,
142" para h impar,
Ny=1{ 1+4+2"4+2.2"2 para h =2 (mod4),
142" —2.2"2 para h=0 (mod4).

Por fim, de (4-12) segue que

Zesp, () =1+3Y (21' . 1) f

i>0
donde tem-se que
A,-:3(2"—1> para i > 0.

4.2 Hipoétese de Riemann para Corpos Finitos

Como colocado na introducéo, a hipétese de Riemann diz que se s ndo é um zero
trivial entdo { (s) = 0 se, e somente se, Re (s) = 1, em que { é a fungéo classica
de Riemann, dos racionais. Para o caso em que { estd na curva ¢ definida sobre

o corpo [y, isto se traduz no seguinte teorema:

Teorema 4.2.1 (Hipétese de Riemann para Corpos Finitos) Os reciprocos das rai-
zes wy, . . ., wag do L-polindmio de uma curva nio singular irredutivel definida sobre IF,
satisfaz

jwi] = q'/2.

Escélio. Para ver que de fato o que diz este teorema se refere a hipétese de
Riemann para uma curva definida sobre um corpo finito, observamos que se
le (s) = 0, do Teorema 4.1.3 e da equagdo (4-6), temos que Z¢ (3 °) = 0, isto
é, L(g7°) = 0 e o teorema nos diz que |°| = q%, por fim, como |g°| = gRe®),
concluimos que (¢ (s) = 0 implica Re (s) = 1/2.

Lema 4.2.1 Se existe uma constante c € R tal que, para todon > 1,

N, — (9" +1)| <cv/q", (4-13)
entdo a hipdtese de Riemann para corpos finitos se verifica.

DEMONSTRAGAO: O Teorema 4.1.6 e a equacgdo (4-13) implicam, para todon > 1,
que
28

) wf

i=1

<c\/q" (4-14)
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Seja agora
p= l_e{rlr}i.gg} {’wi_l)} '

Entdo o raio de convergéncia da expansdo em séries de poténcia da fungdo
meromorfa

28 wit
H (t) - 1_21 1-— wit

1

é p, e os Tinicos pontos de singularidades de H (t) sdo w; -, ..., wz_gl. Para |t| < p,

2 o0 00 2g
H(t) = ; Zl(wit)” = 21 <'_1w?> £

Por (4-14), esta é uma série convergente para |f| < q_l/ 2, onde q_l/ 2 < 0.
Portanto /g > |w;|. Por fim, |w;| = /g, pois

28
[Jwi=¢,
i=1
o qual é uma consequéncia imediata de (4-7) e (4-9). (]

Lema 4.2.2 Sobre as hipéteses do Teorema 4.2.1 tem-se que

€ (Fy) — (9 +1)| <287 (4-15)

DEMONSTRAGAO: Do Teorema 4.1.6 temos que

2g
#C(Fg) — (+1) = —Ewi.

Logo, com base na equacdo (4-7) e a Proposi¢do 4.1.4, tem-se que desigual-
dade (4-15) é uma consequéncia imediata do Teorema 4.2.1. (]

Definicao 4.2.1 A desigualdade (4-15) é chamada limitante de Hasse-Weil.

Como consequéncia dos Lemas 4.2.1 e 4.2.2 temos a seguinte equivaléncia da
hipétese de Riemann para corpos finitos:

Hipoétese de Riemann para Corpos Finitos

0 (4-16)

Limitante de Hasse-Weil
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Exemplo 4.2.1 No Art. 358 de Disquisitiones Arithmeticae, Gauss provou o
seguinte teorema:

Suponha que p = 1 (mod3). Entdo existem inteiros A e B tais que
4p = A? +27B% Se tomamos A tal que A = 1 (mod3), entdo A é
unicamente determinado, e

#{(xy) € F} ‘ Py =1)=p-2+4
Desta forma, se

¢(Fy) = {(xy) B} | P+y>—1=0},
temos que
g=B-0B-D

Assim, se tomarmos p = 13 e A = 9 temos que

#¢ (Fi3) = 13 —2+9 = 20,

e que
2¢/p = 2V13 = 2 x 3.605551275 = 7.211102551,

e, portanto,

4 (F,) — (p+1)] = 6 <2/

4.3 A Prova Original de Weil

Como indicamos na introdugdo, a prova de Weil ([92, 93]) suscitou polémicas,
pois repousa sobre um “lema-chave” que ele ndo havia demonstrado naquele
momento, veja a este propdsito a correspondéncia com Henri Cartan [4]. Os dois
artigos repousam sobre um enunciado de positividade em geometria algébrica
sobre um corpo finito cuja analogia era conhecida de Weil sobre o corpo dos
nimeros complexos, mas cuja demonstra¢do era de natureza “transcendente”,
utilizando Anélise Holomorfa e Topologia e, portanto, ndo aplicavel diretamente.

Apresentamos a seguir a prova do artigo de 1941, baseada na desigualdade
de Castelnuovo-Severi.

A prova de Weil utilizava um trabalho em variedades algébricas de
dimensdes superiores. A primeira versdo (de 1940) usava uma variedade
de dimensdo g; a segunda versdo (de 1941) requer apenas um trabalho na
superficie € x €.

Definimos um “divisor” em uma superficie como uma soma formal com
coeficientes inteiros de curvas; o divisor de uma fungédo é a soma de seus zeros
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(contados positivamente) e de seus polos (contados negativamente); dizemos
que dois divisores sdo linearmente equivalentes se sua diferenga é o divisor de
uma funcgao.

No plano projetivo, duas retas distintas sempre se intersectam em um ponto.
Essa afirmacdo elementar pode ser amplamente generalizada, primeiro com o
seguinte resultado.

Sejam €1 e € duas curvas (ndo necessariamente irredutiveis) em P? de graus dy e do,
sem componentes comuns, entdo €1 N &, é finito e o niimero de pontos desta intersecgio,
computando sua multiplicidade, é dd.

Este resultado cldssico é conhecido como Teorema de Bézout, demonstrado
por Etienne Bézout em 1779; uma demonstracio moderna pode ser encontrada
em [31, Coroldrio 7.8, p. 54].

Assim sendo, por meio do Teorema do Bézout podemos definir uma forma
bilinear sobre os pares de curva de P> que a duas curvas €; e €, associa
¢ - ¢ = didy e que, quando as curvas se interceptam propriamente, contamos
o ntimero de pontos na intersecdo; definimos entio ¢ - ¢ = ¢2 = (gr (¢))*.

Podemos generalizar este processo a toda superficie S (lisa e projetiva) e
associar a todo par de divisores (curvas) D; e D, o “nimero de interse¢do”
D1 - Dy. Estes ntimeros sdo invariantes por deformagdo de divisores e, em
particular por equivaléncia linear, i.e., para toda funcdo f e divisor D sobre a
superficie tem-se que D - div (f) = 0; se D; e D; se interceptam propriamente,
eles sdo iguais ao nimero de pontos de intersecdo. Mergulhemos a superficie S
num espago projetivo IP” e consideremos a interse¢do D de & com um hiperplano
de IP": trata-se de um divisor que tem a particularidade de reencontrar todas as
curvas tracadas sobre S; um tal divisor é dito uma segdo hiperplana.

Outra relagdo fundamental envolvendo niimeros de interse¢do em uma
superficie projetiva ndo singular irredutivel S é a desigualdade de Riemann-Roch:

1
t(D)+¢(K=D) > 5D(D—K)+x(0Os); (4-17)
aqui D é um divisor arbitrdrio sobre S, K um divisor candnico e x (Os) é um
invariante dependendo somente S e ndo de D.

Teorema do indice de Hodge. Se D é um divisor sobre a superficie S e D - H = 0,
onde H é uma segdo hiperplana, entdo D?> < 0.

DEMONSTRAGAO: Suponha que D? > 0. Provaremos que, para todos n > 0
suficientemente grandes, ¢ (nD) > 0 ou ¢/ (—nD) > 0. O teorema seguird do
seguinte: se, digamos, ¢ (nD) > 0, entdo nD é linearmente equivalente a um
divisor efetivo, ou seja; nD ~ D > 0; portanto nD - H = D - H > 0, pois cada
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curva intercepta um hiperplano. Dai nD -H > 0 e também D -H > 0, o que
contradiz a hipétese.
Usando (4-17), a suposigdo de que D? > 0 implica que

¢(nD)+{¢(K—nD)>c(n) e £(—nD)+{¢(K+nD)>c(n),

onde c(n) cresce com n ilimitado. Se ¢(nD) = ¢(—nD) = 0, temos
¢(K—nD) > c(n) e {(K+nD) > c(n). Mas agora se (D7) > 0, sempre
temos ¢ (D1 + Dy) > ¢(D;); assim deduzimos que ¢ (2K) > c(n), que é uma
contradicdo 6bvia. Assim o teorema é provado. [

Se D é um divisor qualquer, tomamos
Dy = (H2>D—(D-H)H.

Assim sendo, temos que D;-H = 0 e logo D% < 0, donde obtemos a
desigualdade aparentemente mais geral

(D2> (H2> < (D-H

Vejamos agora a desigualdade-chave utilizada por Weil.

Desigualdade de Castelnuovo-Severi. Seja € uma curva lisa projetiva e D um
divisor sobre € x €. Seja P um ponto de €, tomamos F; = € x {P} e F, = {P} x €.
Escrevemos d1 = D - Fy edy, = D - F,. Temos entio

D?> = DD < 2dqd,.

DeEMONSTRAGAO: Esta desigualdade segue do Teorema do Indice de Hodge.
Inicialmente observamos que F; - F, = 1 e que

F-FF=FK-FE=0.
No caso em que § = € x €, podemos tomar H = F; + F,. Introduzindo
Dy =D —dyF, —d1 b
verificamos entdo que
Di-H= (D —-dyF, —d1R) (L +Fk) =0.
Portanto, obtemos que
0> D? =D?—2d(D-F))—2d; (D-F)+2dds (F - ) = D?* — 2d,d».

Assim temos exatamente a desigualdade de Castelnuovo-Severi. O
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Lema 4.3.1 (Célculo do Numero de Intersecdao) Seja I' o grdfico de Frobenius
¢ — € definido por x — x9, seja A a diagonal de € x € e seja N = #€ (F,) o
niimero de pontos fixos do Frobenius e g o género de €. Assim sendo, temos as férmulas:

I"A=N, A>=2-2¢, T?=g(2-29),
FFlzq e TF2:1

DEMONSTRAGAO: A intersec¢do do grafico I' com A é igual ao ntiimero de pontos
fixos do morfismo de Frobenius, logo o niimero de pontos definidos sobre IF,.
Como I' é um grafico, seu ntiimero de interse¢do com F, é igual a 1; portanto o
Frobenius é de grau g (o nimero de antecedentes de um ponto é em geral g),
logo o ntiimero de intersecdo com F; é igual a g.

O célculo da auto-intersecdo da diagonal é mais delicado, faremos o calculo
em um exemplo concreto. A curva hipereliptica ¢ dada pela equacdo afim
y?> = h(x), onde h é um polinémio separavel de grau impar 2¢ + 1. O inteiro g
é o género da curva possuindo um tinico ponto no infinito denotado por o e, se
tomarmos

o= (0h0), @=(0-/i0) e 5=(0),
onde 4; percorre os zeros de h, verificamos que
div (x) = (Q1) + (Q2) — 2 (e0),
e, sobretudo que, tomando f (Q,P) = x (P) — x (Q), temos
div(f) =A+A" —2(0) x €—2€ X (o),
onde A~ é o grafico da involugdo ¢ (x,y) = (x, —y). Obtemos entdo que
0=A-A+A"-A—2((0) x€)-A—2(C x (00)) - A.

O ntimero de interse¢cdo de A e A~ é igual ao ntiimero de pontos fixos de 4, i.e.
2g +2 (0s 2¢ + 1 pontos P;j e o ponto o), donde obtemos o calculo

AA=2.2+42.2—(2g+2) =2—2g.

Por fim, podemos escrever I' como a imagem reciproca da diagonal pela
aplicagdo ® x Idg : € X € — € x € e deduzimos que

' T=gr(®xIdg)A-A=gA-A=q(2—-2g).
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Aplicamos as féormulas do Lema 4.3.1 acima ao divisor D = rI" 4 sA, obtemos:
diy=D -FF=rq+s e dy=D -F=r+s.
Desta forma, a desigualdade de Castelnuovo-Severi se escreve como
D-D=D?=r%q(2—2¢)+2rsN +5*(2—-29) <2(rg+s) (r+s),

donde obtemos
gqr* + (g +1—N)rs+gs> > 0.

Se observarmos que o discriminante da inequagdo em r,s deve ser negativo,
obtemos a desigualdade desejada:

[g+1— N[ <284
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Capitulo 5

Aplicacao: Codigos Corretores de Goppa

5.1 Generalidades

Definicdo 5.1.1 Um cddigo linear C sobre o alfabeto IF; € um subespaco vetorial
de [F. Se d é a dimensdo de C sobre [F; dizemos que C € um [, d]-cédigo.

Ha varias maneiras de se descrever um cédigo, podemos, por exemplo, dar
uma base vy,...,v; de C. Neste caso, se v; = (vj1,...,0;,) entdo a aplicagdo
. pd n
Vg — [ dada por

d d d
V(al,...,ad):Zaivi: (Zaivﬂ,...,Zaivin>
i=1 i=1 i=1

é um “codificador”, isto é, pensando IF? como o conjunto das palavras numa
. ~ . q . e
linguagem “natural” a funcdo V nos diz como codificar as palavras.

Defini¢do 5.1.2 A matriz V = (vi]') que descreve a aplicacdo linear V é chamada
a matriz geradora do cédigo. Diremos que V estd na forma padrio se

V = (I;P)

para uma matriz P, isto é, v;; = J;; parai,j = 1,...,d (onde ¢;; = 0 se i * J,
0;i = 1). Neste caso diremos que os primeiros d simbolos ou coordenadas de
c € C sdo os simbolos de informagio e os restantes os simbolos de controle.

Porque simbolos de controle? Dado um vetor x = (x1,...,x,) € ]Fg, para
checar se x € C basta verificar se x = V (a) para algum a e neste caso (estamos
~ . d d .
supondo C padrdo) x; =a;, j < dex; =}, a;0;; = );_q X;v;; para j > d. Logo,
para checar se x € C basta verificar se x; = Z?:1 xivjj, paraj=d+1,...,n
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Definic¢do 5.1.3 Diremos que dois c6digos C; e Cy sdo equivalentes se pudermos
obter C; a partir de C; por permutagdo das coordenadas.

Pode-se provar que todo cédigo é equivalente a um cédigo que pode ser
gerado por uma matriz na forma padrao.

Pelo que vimos acima a informacdo contida numa palavra c € C depende de
d coordenadas e o resto é redundéncia, que é usada para controle. Definimos
entdo a razio de informagio de C, denotada por i (C), como sendo n/d. Isso
medird entdo a razdo entre o nimero de coordenadas “informativas” e o nimero
total de coordenas.

Outra maneira de descrever um c6digo é dar uma aplicacdo linear sobrejetiva
H: ]FZ; — ]F:;_d tal que o ntcleo de H é C. Neste caso temos (x1,...,x,) € C se,
e somente se, H (x1,...,x,) =0. Se H = (bi]-) entdo a ultima equagdo se escreve

n
Zhi]-xj:0, iZl,...,Tl—d.
j=1

Definicao 5.1.4 A matriz H definida acima é chamada de matriz de controle de
paridade de C.

Se C é dado pela matriz geradora (I;P) como acima, isto é, C é padrao, é
facil calcular a matriz de controle de C. De fato, temos x € C se e somente se
Xj = v4 X;vjj, j > d, como vimos acima, logo a matriz controle é dada por

(—='PL,_4)

onde P é a transposta de P.

Exemplo 5.1.1 Um exemplo ilustrativo que origina o nome “controle de
paridade” é o codigo de controle de paridade sobre F, definido pela matriz
geradora (I,1) onde 1= (1,...,1),isto é, C C IF;“r1 dado por

{(xl,...,xn,x1+ coodxy) | (X1, x0) € ]Fg}

A matriz controle de paridade de C é (1,...,1). E facil ver entdo que x € C se,
e somente se, ) x; = 0, isto €, x tem um ntdmero par de coordenadas nédo nulas,
daf o nome controle de paridade.

Em geral tomamos os cddigos de tal modo que duas palavras do cédigo
sejam sempre bem diferentes, para que quando recebamos uma mensagem
com possiveis erros poderemos decodificd-la como a palavra no cédigo mais
parecida com a mensagem recebida. Para formalizar os conceitos de “diferente”
e “parecido” definimos a norma de Hamming em IF; pondo para x € Fg,

|x| = niimero de coordenadas ndo nulas de x.
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Vale entdo as seguintes propriedades:

(1) |x| =0seesbdsex=0;

(2) |Ax| = |x| se A € Fy, A #0;

(3) Jx+y] < [x] + Iyl

Definimos também a distincia de Hamming pondo
d(xy) = x—yl,

que satisfaz:

(1) d(x,y) =0seesésex=uy;

(2') d(x,y) = d(y,%);

(3') d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).

Note que d (x,y) é o nimero de coordenadas onde x e y diferem, logo d (x,y)
mede qudo diferentes sdo x e y. d € uma métrica em IFy.

Vamos provar que de fato as propriedades acima sdo verificadas.

Note que (1') segue de (1), (2) de (2) (com A = —1) e (3') de (3). As
propriedades (1) e (2) sdo imediatas. Provaremos a propriedade (3).

Sejam

I={ie{l,...,n} | x;=0} e J={ie{l,...,n} |y =0}
entdo, por definicdo,
x| =n—#I e |y|=n—#].

Logo
x|+ |y| =2n — (I +#]).

Por outro lado, temos que #] +#] =#(IU])+#(INJ)e#(IU]) < n, logo
x| 4yl = n— (#1N4)).

Porém, sei € I N ], temos que x; = y; = 0, logo x; +y; = 0. Entdo x +y tem a
i-ésima coordenada nula para i € I N J, consequentemente

lx+y|<n—#(IN]J).
Isso conclui a demonstracéo. ]
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Ja podemos entdo medir quanto as palavras de um cédigo diferem umas das
outras. Definimos entdo o peso de um cédigo C, denotado por w (C) pondo

w(C) =min{d (x,y) | x,y € C, x #y}.

Como o cédigo é um subespago, temos que x —y € C toda vez que x,y € C,
logo
w(C) =min{|x| | x € C, x # 0}.

Podemos entdo passar a correcdo e deteccdo de erros. Dizemos que um
codigo C corrige e erros se para todo y € IFj existe no maximo um tnico x € C
com d (x,y) < e. Isso significa que ao recebermos uma mensagem y com no
méximo e erros, isto é, y difere de algum elemento x € C em no maximo e
coordenadas, esse elemento x sendo a mensagem enviada, entdo x é o tnico
elemento de C tdo préximo de y, logo podemos recuperar x a partir de y.
Mais adiante veremos como implementar esse procedimento. Agora vamos ver
quantos erros um cédigo pode corrigir.

Teorema 5.1.1 Seja C um cédigo de peso w (C), entio C corrige

e

2

erros.

DEMONSTRAGAO: Seja e = [w(cz)_lj, entdo 2¢ +1 < w(C). Suponha que C

ndo corrija e erros, e seja y € Iy tal que existam x3,x, € C, x; # x, com
d(x1,x2) <e,i=1,2. Por (3') temos que

d(x1,x) <d(x1,y) +d(y,x2) < 2e.
Por outro lado, como x; # X, pela defini¢do de w (C) temos que
d(x1,x) >w(C) >2e+1,
contradicgéo. O

Um resultado ttil para se determinar w (C) é o seguinte:

Proposicdo 5.1.1 Seja C um cédigo com matriz de controle H e peso w (C). Entdo
quaisquer w (C) — 1 colunas de H sdo linearmente independentes e existem w (C)
colunas de H linearmente dependentes.
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DEMONSTRAGAO: Seja s o inteiro tal que quaisquer s colunas de H
sdo linearmente independentes e existem s + 1 colunas de H linearmente
dependentes.

Sejam hy,...,h; as colunas de H. Se hj,...,h;, sdo linearmente
dependentes, existem c¢;,...,¢;,, € F; com Zc,-jh,-j =0. Sejac = (c1,...,cn)
definido por ¢; = ci; se i€ {i,...,is11}, ¢; = 0 caso contrario. Entdo ) c;h; =0e
c € C, porém c tem no maximo s + 1 coordenadas nado nulas, logo w (C) < s+ 1.

Sew (C) < s+1existec € C, ¢ # 0, com no méximo s coordenadas ndo nulas,
digamos ¢; = 0se i # iy,...,is. Comoc € C, }}' ; cih; = 0, logo 2;21 Cijhij =0
e entdo h;, ..., h; sdo linearmente dependentes, isso contradiz a definicdo de s,
logo w (C) = s+ 1, como queriamos demonstrar. [

Corolario 5.1.1 (Singleton) Se C é um [n, d|-cédigo, entdo
w(C)<n—d+1.

DEMONSTRAGAO: Seja H a matriz de controle de C. Como as colunas de H estdo
em ]Fg_d, quaisquer n —d + 1 colunas de H sdo linearmente dependentes. O
resultado agora segue da proposigao. O

Defini¢do 5.1.5 Codigos com w (C) = n —d + 1 sdo chamados cddigos separdveis
pela distancia mdxima ou MDS (maximum distance separable).

Os c6digos MDS tem uma descrigdo interessante com conjuntos satisfazendo
certas propriedades geométricas em espagos projetivos sobre corpos finitos que
discutiremos no Segao 5.4.

Passamos agora a dar um procedimento simples de decodificacdo.

Se C é um [n,d]-c6digo dado como ntcleo de H : Fj — ]Fg_d. Se x € FFj
chamaremos H (x) de sindrome de x. Para cada v € ]Ff;_d escolha ¢, tal que
H(ey) = v e tal que |ey| é minima. e, é chamado um lider da classe lateral
H~1(v). e, pode ndo ser tinico, mas fixemos um em cada classe. Se recebermos
uma mensagem Y, calculamos H (y) = v e tomamos ¢ = y — e, como a
decodificacdo de y.

Note primeiro que H (¢) = H(y) — H(ey) = v—v = 0, logo ¢ € C. Note
também que d (c,y) = |ey|. Como e, foi escolhido minimizando a norma em
H~1 (v) temos que c é o elemento de C mais préximo de y. Consequentemente,
se C corrige e erros, a decodificagdo nos dard a mensagem enviada toda vez que
a mensagem recebida tem sindrome v satisfazendo |e,| < e. Esse processo é
chamado decodificagiio por semelhanga mdxima.
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Em geral esse procedimento é muito custoso, pois nos obriga a calcular os e;.
Codigos com propriedades particulares podem ter algoritmos de decodificagdo
mais eficientes. Encontraremos alguns exemplos disso mais adiante.

5.2 Cotas

Quais sdo os melhores cédigos que podemos construir? Nessa generalidade essa
pergunta ndo esta resolvida. O que podemos dizer, por outro lado, é que ndo
podemos ser otimista demais, ha limita¢gdes no que podemos conseguir.

Ja provamos um tal resultado, a cota de Singleton (Corolério 5.1.1) que afirma
que um [n,d]-cédigo C satisfaz w (C) < n —d + 1. Passaremos agora a discutir
outros resultados desse tipo.

Introduzimos algumas notagdes.

Ser <mnéuminteiroea € ]Fg, definimos a bola de centro a e raio r, como O
conjunto

B(a,r) = {x €T

d(x,a)gr}.

Se n e w sdo inteiros tais que w < n, definimos
Ay (n,w) = max {dimC ’ C C F}, codigo com w (C) = w} :

Entdo, A, (n,w) é a maior dimensdo possivel entre os cédigos de peso e
comprimento w e n dados sobre [F,; e os resultados que estamos procurando
sdo cotas superiores para A, (n,w). Por exemplo, a cota de Singleton diz que
Ag(n,w) <n—w+ 1.

Seja

r n .
Vo (n,r) =#B(a,r) = <,)(q—1)1.
i L,

Essa ultima definigdo merece um comentédrio. Primeiro ela afirma que

#B (a,r) ndo depende de a. De fato, a fungdo

X—X—a

estabelece uma bijecdo entre B (a,7) e B (0,7). Segundo, a igualdade #B (a,r) =
Y7 o(M)(g—1)". Bom, B(0,r) é o conjunto dos x € IFj com [x| < r. Mostraremos
que o conjunto dos x € FFj com |x| = i tem cardinalidade (})(q — 1)" e isso
provard o que queremos.

Como escolher x tal que |x| = i? Primeiro, x tem i coordenadas nao nulas,
temos que escolher quais as coordenadas, temos entéo (/) escolhas. Agora temos
que escolher o valor de cada coordenada em IF; \ {0}, temos g — 1 escolhas para
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cada coordenada logo (g — 1)" escolhas para todas as coordenadas ndo nulas e o
resultado segue. O

A nossa primeira cota é conhecida como cota do empacotamento de esferas.

Teorema 5.2.1 (Hamming)

n

(o 57

DEMONSTRAGAO: Seja C um [n,d]-c6digo de peso w e e = {—J Vimos na

Aq (n,w) <log,

2
Secdo 5.1 que C corrige e erros e isso significa que as bolas B (c,e), ¢ € C, sdo
disjuntas, entdo
< n__ n
CGZC#B (c,e) <#F; =q",
logo
#C -V, (n,e) < q",

mas #C = g% e o resultado segue. l

Essa cota tem relagdes com o problema classico de empacotamento de esferas.
Esse problema pode ser descrito da seguinte maneira: quantas bolas de pingue-
pongue cabem numa caixa dada? Evidentemente podemos formular o problema
em um nimero qualquer de dimensdes. O caso de dimensdo dois foi resolvido
por uma abelha ha alguns milhdes de anos atras! Mas em dimensdes maiores o
problema é bem mais dificil.

Mas as relagdes ndo param ai e o problema se conecta com reticulados em IR",
cristais, grupos finitos e outras coisas mais. Nao trataremos dessas coisas aqui,
para maiores informagdes sobre esse tratamento vide [78].

A técnica de empacotar esferas leva ao seguinte resultado na direcdo inversa
do Teorema 5.2.1.

Teorema 5.2.2 (Gilbert-Varshamov) Se w < n, entdo

qn
> .
Ag (n,w) = log, (Vq (n,w— 1))
DEMONSTRAGAO: Suponha que d é um inteiro satisfazendo

2 < log, (¢" /Yy (n,w—1))

e que C é um [n,d]-c6digo com w (C) = w. Vamos mostrar que podemos
construir um cédigo C’ com dimensao d + 1 em F} e com w (C) = w.
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Temos que

Y #B(c,w—1) =gV, (n,w—1) < q" = #F}.
ceC

Logo, existe x € Fy, x ¢ Ucec B (c,w —1). Em particular ¢ ¢ C e d(x,c) > w
para todo ¢ € C. Considere o cédigo C’' gerado como espago vetorial por C e x.
Mostraremos que C’ é o codigo desejado. Claramente a dimensao de C’' é d + 1.
Calculemos w (C').

Sec e C,c’#0,entdoc’ =c+Ax,c€ C,A€F;. SeA=0entioc #0e
Ic'| = |¢] > w. Se A # 0 entédo

o 1/
= 3¢

=leril=a(==3)

Como — % € C, pois C é um subespago linear de IF;, devemos ter d (x, —%) > w
pela construgdo de x, logo |¢'| > w. Mostraremos entdo que w (C') > w, porém
existe ¢ € C com |c| = w, como C C C’ concluimos que w (C') = w.

Para provar o teorema comegamos com um elemento a € F/, |a| = w, e
consideremos C; = {Aa | A € F;} que é um c6digo de dimensdo 1 e w (Cy) =
w. O procedimento dado acima nos permite, se 1 < log, (7"/Vy (n,w —1)),
construir um cédigo C, de peso w e dimensdo 2. Sucessivamente, entdo
construimos, se d < l'ogf7 (9" /Vy (n,w —1)) codigos C1,C,...,Cyyq tais que
w (C;) = w e dimC; =i e isso prova teorema. O

Notemos que a prova do teorema nos da um algoritmo para construir bons
codigos. Porém, na prética esse algoritmo é impraticavel, pois consome muito
tempo. Goppa e outros autores construiram cédigos por algoritmos praticaveis
e partir de uma construgdo devida a Goppa que produz cédigos satisfazendo

n

Mais ainda, esses cédigos fazem parte de uma familia infinita de bons cédigos.
Veremos esta construcdo na Segao 5.5.
Voltando ao problema das cotas superiores para A, (1, w), temos ainda:

Teorema 5.2.3 (Plotkin) Ponha 6 =1 — % Se w > On entio

w
Aq (n,w) < log, (m) .
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DEMONSTRAGAO:  Seja C um [n,d]-cédigo de peso w > nf. Considere os
conjuntos {c € C | ¢; #0},i=1,...,n. Dado um elemento c € C este elemento
aparece em |c| destes conjuntos, logo temos

Z|c|:i#{cec | ¢; #0}.
i=1

ceC

Seja i inteiro, 1 < i < n e considere D = {c € C | ¢; # 0}. D é um subespago
linear de C e a codimensao de D em C é no méximo 1, logo dimD =d oud —1,
logo #D = ¢* ou ¢*~!. Por outro lado #{c € C | ¢; # 0} = #C — #D. Logo, em
qualquer hipétese, # {c € C | ¢; # 0} < g9 — g?~1 = 6¢*. Concluimos que

Y [e| < ng?.
ceC
Por outro lado, se ¢ € C, ¢ # 0 temos |c| > w, logo
Y le| >w (g7 —1).
ceC < )

Segue-se entdo que

e o0 teorema estd demonstrado. O

Vamos agora comparar as cotas obtidas. Para isso é conveniente olhas as

coisas assintoticamente. Para isso definimos
A, (n,|on
ag (6) = lim sup M, 0<s<1
n
n—oo

Isto é, a; (0) € o supremo dos niimeros « tal que exista uma sequéncia de c6digos
C,i=12,...,C; C ]ng tais que

w (C) 5 e dim C; s
nj n;

Isso nos permite considerar as cotas para n grande sem se ater a peculiaridades
de um ntmero finito de valores de n.

O primeiro resultado interessante sobre a; () é devido a Manin ([51]): &, (4)
é uma fungdo continua e decrescente. A cota de Singleton nos da

A cota de Plotkin nos d&, (6 =1 — %)
ag(6) <0 se 0<0<1,
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logo
ag(6) =0 se 0<6<1.

Usando a cota de Plotkin podemos deduzir o seguinte
)
0)<1—-, 0<6<6.
o (0) < 0 SO0

O raciocinio é o seguinte. Suponha que C é um [n,d]-c6digo de peso w com
w < On. Ponha n' = V’T_lJ e tome um subcddigo C' de C obtido anulando
n —n’ coordenadas.

Entdo podemos considerar C' como um [n’,d’]-cédigo e ' > d+n' —n e

w (C") = w. Podemos aplicar o Teorema 5.2.3 a C’ e obtemos

) w
Fton (€)Y e ()
d _logq (w(C’)—Hn’) logq <w—n’9)

Se tomarmos C uma sequéncia com 37 — 6 e % — « entdo
n' R )
n 0
d _d+n—-n _1 w n'
—<— < -log, | —— | +1——,
n - n =5 %1\ w—no n

e temos que

logo
a<1-— g
e o resultado segue.
A cota de Hamming nos da
onde
0 se x=20,
Hy (x) = { xlog 0 — xlog,x — (1—x) log, (I1—x) se 0<x<0.

Isso segue do seguinte fato que se prova facilmente através da férmula de
Stirling™ (ver [80, Lema 5.1.6]):

_log.Vy (n, |An])
lim

n—00 n

— H, (A).

*lim ——— =1

P Vo (2)”
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Das trés cotas mencionadas, a pior é a de Singleton. A cota de Hamming
é melhor que a de Plotkin para 0 < § < §y para um certo Jy € (0,6), para
6o < 0 < 0 a de Plotkin é melhor. A melhor cota conhecida, devida a Elias, é a
seguinte

aq(a)g—Hq(e— 9(9—5)), 0<6<86. (%)

Uma prova desta cota pode ser vista em [80]. Quando g4 = 2 ha uma cota
melhor ainda ([50]).
Para constar, o Teorema 5.2.2 nos da:

wg(6) >1—-Hy(s), 0<0<0. (%)

H4 um espacgo entre (x) e (x*) e no presente momento ndo se sabe o que
ocorre ai nesse espago.

5.3 Cddigos Ciclicos

Definicdo 5.3.1 Um cddigo ciclico C C F; é um co6digo tal que
(¢ch—1,¢0,...,cn—2) € C sempre que (co,...,c,—1) € C. Isto é, C é invariante com
respeito a permutagdes ciclicas de coordenadas.

O interesse fundamental dos coédigos ciclicos é que eles admitem um
representacdo interessante em termos de polindmios sobre IF; que permite a
descrigdo de um algoritmo de decodificacdo muito simples.

Consideramos o anel A = IF;[x] / (x" — 1), quociente de F; [x] pelo ideal
gerado por x" — 1. Todo elemento de A pode ser representado unicamente
por um polindmio ag + -+ + a,_1x""! de grau no méximo n — 1 (pelo
algoritmo de divisdo de polindmios). Vamos identificar IF; com A identificando
a = (ap,...,a,_1) com ag+ - - +a, 1x" 1 = a(x). Note que se b =
(ay—1,4a0,...,0,—2) entdo

b(x)=xa(x) (modx" —1).
De fato,

xa (x)=apx + - +a,_1x"

=0, 1+agx + -+ ay_px" ! (modx" —1).

Entdo os codigos ciclicos podem ser caracterizados como os subespagos C de A
tais que
c(x) eC = xc(x) eC.
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Notemos agora que se C é um céddigo ciclico e ¢ (x) € C entdo
xc(x) € C,x’c(x) €C,...,

logo b (x)a(x) € C para todo b (x) € A. Bem, isto quer dizer que C é um ideal
de A. Reciprocamente, se C é um ideal de A entdo C é um subespago de A e
xc (x) € C sempre que c (x) € C, logo C é um cddigo ciclico. Resumindo os
coédigos ciclicos sdo ideais de A. Os ideais de A tem a seguinte caracterizagao:

Proposicdo 5.3.1 Todo ideal de A é da forma (g) onde g é um divisor monico de x™ — 1.
Além disso, tal g é unicamente determinado pelo ideal.

DEMONSTRAGAO:  Seja ¢ : Fy [x] — A a aplicacdo canodnica. Se C é um ideal
de A entdo obviamente ¢! (C) ¢ um ideal de F, [x]. Como F, [x] é euclidiano
¢~ 1 (C) é principal, 9! (C) = (h). Logo C é gerado por h em A. Escrevamos
h = fg onde g é um divisor monico de x" —1 e mdc (f,x" —1) =1, isto é, g é
o maximo divisor comum de & e ¥ — 1. Mostraremos que C = (g). Como f e
x" — 1 sdo coprimos existe f tal que ff =1 (modx" —1). Seja ¢ € C, sabemos
entdo que c = ah =afglogoc € (g),isto é, C C (g). Se mostrarmos que g € (h)
entdo teremos C = (h) D (g) e consequentemente C = (g). De fato, g € (h) pois
fh=ffg=g (modx" —1)logo g = fhem A.

Para a unicidade suponha que (g) = (¢), entdo ¢’ = fg e g = f'¢’ logo
ff' =1e f éinvertivel em A. Isso implica que f é coprimo com x" — 1. Como
g divide x" — 1 devemos entdo ter que f € IF, e como g e g’ sdo mdnicos, f = 1
elogo g =g O

Se C = (g) é um cddigo ciclico entdo o polindmio ¢ é chamado o gerador
de C e o polindmio h (x) = (x" —1) /g é chamado o polinémio de controle de
C. Notemos que c (x) € C se, e somente se, i (x)c(x) =0 (modx™ —1), dai o
nome de controle.

Lembramos agora que se a (x) € A, a (x) = ag+ - - - +a,_1x" "1 entdo existem
polindmios b (x) e r (x) tais que

a(x)=b(x)g(x) +r(x), gr(r(x)) <gr(g(x)).

Mais ainda, gr(b(x)) < n —gr(g(x)). Seja d o grau de g. Entdo para todo
elemento a(x) € C, devemos ter r(x) = 0, logo a(x) = b(x)g(x) onde
gr (b (x)) < n—d. Dai segue imediatamente que dimC = n —d.
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Vemos também que g (x),xg (x),...,x" 41

g (x) é uma base de C sobre FF,
logo, se ¢ = g0 + g1X + - - - + g4x%, entdo

g & -~ 0 & 0 - 0

é uma matriz geradora de C.
Vimos acima também que ¢ (x) € C se, e somente se, 1 (x)c(x) = 0. Dai
conclui-se facilmente que

0 - 0 h,4 - h ho
b 0 - hy,y -+ - hy O
h, g - hg 0 -+ --- 0

¢ uma matriz de controle de C, onde h (x) = % = Z?Z_Od hix'.

De agora em diante suporemos que mdc (n,4q) = 1.

Estudaremos agora o peso de um cédigo ciclico, para isso introduziremos o
chamado polinémio de Mattson-Solomon (ou transformada de Fourier discreta).

Seja F, o fecho algébrico de F, e p € I, uma raiz primitiva
n-ésima da unidade e T o conjunto de polindmios de grau menor do que n
com coeficientes em F,. Define-se F : T — T pondo

Fla)=Y a(p) .
(a) Jga(ﬁ)x
Lema 5.3.1

F (a) (ﬁk) = nay.

DeMONsTRAGAO: Calculemos F (a) (8):

n n—1 B n—i n_ n n-1 . ;
}-(a) (lgk): Z (Z aiﬁ”) (lgk) ] (.3:1) Z Z aiﬁljﬁ_k]
j=0 \\i=0 j=01i=0
_ }: ’Eaiﬁf(i—k) _ f (Z ,rsJ'(i—k)) a;.
j=0i=0 i=1 \j=0

Afirmamos que:
i Bir — n se r=0,
= L0 se —n<r<n
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Desta afirmagao seguird que A (B¥) = nay. A afirmagdo ¢ trivial se r = 0. Nos
outros casos temos

=7 T p-1 0 g1

S A 0 et Y

Teorema 5.3.1 Seja r o grau de mdc (x" — 1, F (a)), entio |a| = n —r.

DEMONSTRAGAO: 7 — |a| é o numero de coeficientes de a (x) que sdo nulos.
Temos que a; = 0 se, e somente se, F (a) (8X) = 0, pelo Lema 5.3.1. Entdo
n — |a| é o nimero de raizes n-ésimas da unidade que sdo zeros F (a), isto é, o
numero de raizes comuns de F (a) e x" — 1 que é o grau de mdc (x" — 1, F (a)),
provando o teorema. O

Vamos agora estudar mais detalhadamente uma classe especial de cédigos,
conhecidos como cédigos BCH (i.e., Bose, (Ray) Chaudhuri, Hocquenghem).
Seja p € FF; uma raiz primitiva n-ésima da unidade e denotemos por g (x)
o polindmio minimo de B’ sobre IF;, isto ¢, o polindbmio monico ndo nulo de
menor grau com coeficientes em IF; que tem ' como raiz.

Definic¢ao 5.3.2 O cdédigo BCH de distancia designada 6 é o cédigo ciclico com
polinémio gerador

g (x) = mmc <g(1), . .,g(5_1)> .

Seja m o menor inteiro positivo tal que 4" =1 (modn) entdo [F;m é a menor
extensdo de IF; que contém todas as raizes de x"" —1 = 0. Consequentemente
gr(g)) <mparai=1,...,n logo gr(g) < m(é—1). Daf se conclui que

dimC>n—-m((6—1).

O resultado seguinte nos dd uma estimativa para o peso de C e justifica o
nome de distancia designada.

Teorema 5.3.2
w(C) > 9.

DEMONSTRAGAO:  Seja ¢ (x) € C, ¢(x) # 0. Como g(x) | c(x) e g(p) =0,
i=1,...,6 —1, temos g(,Bi) =0,i=1,...,6 Consequentemente, 0o grau
de F (c) é no maximo n — ¢. Segue-se que o grau de mdc (F (¢),x" —1) é no
maximo n — 4, logo |c| > J pelo Teorema 5.3.1. O
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Suponha que escolhemos um cédigo BCH de distancia designada § = 2t 4-1,
sabemos entdo que esse codigo corrige t erros. O que torna os cédigos BCH
muito interessantes é que hd um algoritmo de decodificacdo eficiente, devido a
Berlekamp, que passamos a expor.

Seja C € A entdo um coédigo BCH de distancia designada 6 = 2t +1e B a
raiz primitiva n-ésima da unidade usada para definir C.

Seja a (x) € A uma palavra recebida com no méximo ¢ erros. Suponhamos
inicialmente que conhecemos a palavra enviada c (x) e seja e (x) = a (x) — ¢ (x)
o erro. Definimos entdo, se e (x) = eg + - - - + e, 12"},

M={i| e #0},
r=%#M,
(x) = 1—Bx),
(x) £L< Bx)
s(x) = <Z ei,Bix> Y. (1 — ,Bjx)
ieM jeM\{i}

M é o conjunto das posigdes onde os erros ocorrem e r é o niimero de erros,
que estamos supondo ser no maximo f. ¢ (x) é chamado o polindémio localizador
de erros. De fato, i € M se, e somente se, ¢ (871) = 0, logo conhecendo / (x)
saberemos onde os erros estdo. O polindmio s (x) servird para nos dizer qual foi
o erro. De fato, se i € M temos

()= L (1-pp7) = et (57)
jeM\{i}

onde ¢ é a derivada de /. Desta equagdo podemos calcular ¢; a partir de £ e s.
Resumindo se conhecemos ¢ e s saberemos onde os erros ocorreram e quais
foram os erros. O algoritmo consistird entdo de se obter ¢ (x) e s (x) somente a
partir de a (x). Se pudermos fazer isso entdo obtemos o processo de corre¢do
como foi feito acima.

A observacdo crucial é a seguinte (onde trabalhos com séries formais, ver
apéndice):

ieM | ieM  j=1 )
=Z<Zaw>ﬂ—ie@0ﬂ
j=1 \ieM j=1

Por outro lado, e (/) = a (B/) —c(p/) =a(p/) paraj=1,...,6 — 1. Logo
conhecemos os valores e (,B] ) para 1 < j < 2t a partir de a (x) somente.
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O ponto crucial agora é que, por hipétese, ¥ < t e como o gr (¢),gr(s) <r
temos gr({),gr(s) <t.
Seja f (x) = ZJZt: a (p) x/, a equagdo (x) se reescreve como

SE—;Z) = f (x) (modetH) : (%)

Como f (x) é conhecido, isso nos permite determine /¢ e s. De fato,
s(x) —£(x) f(x) =0 (modefH) ,

como mdc (¢,s) = 1 e £(0) = 1, isso segue do resultado do Apéndice 5.A, no
final deste capitulo.
Para mais informagdes sobre cédigos ciclicos e cédigos BCH vide [50].

5.4 Relacionado Cédigos e Geometria Algébrica: Codigos MDS

O objetivo aqui é relacionar os cédigos MDS (C é MDS se C é um
[n,d]-c6digo com w(C) = n —d+ 1) com certos conjuntos definidos por
propriedades geométricas em espagos projetivos sobre corpos finitos.

Definic¢ao 5.4.1 Uma transformagio projetiva f : P" — IP" é por defini¢do a
transformacdo induzida a partir de uma transformacao linear

A - ]Fn—H N ]Fn+1
] q

invertivel, isto é, det A # 0. Isto é,

f((xo L. xn)) = (i)aojx]' L.t i‘aan]x]> P det (ai]-) 75 0.
= =

Definic¢ao 5.4.2 Um conjunto K C IP", n > 2 é chamado um arco se #K > n e K
ndo contiver n + 1 pontos contidos num mesmo hiperplano.

Exemplo 5.4.1 Um exemplo de arco é o conjunto, em IP", n < g, dado por:
Kn={<1:)\:...:/\”_1> ‘ AEIFq}U{(O:...:Ozl)}.

Definic¢ao 5.4.3 O arco K;,, dado no exemplo acima, diz-se uma curva normal
racional.

Observacgao 5.4.1 #K;, = g+ 1.
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Pela Proposigdo 5.1.1 (p. 80) se H = (bjj), i =1,...,n—d,j=1,...,n,éa
matriz de controle de um [n,d|-c6digo MDS, entdo qualquer menor (n —d) x
(n —d) de H tem determinante ndo nulo, isso significa que podemos obter um
arco K = {(hyj:...:hy_qj) | j=1,...,n} em P""~1. Reciprocamente, dado
um arco K em IP" com #K = n, podemos construir um cédigo MDS em [ de
dimensdo n — m — 1. Dai, a relagdo entre arcos e cddigos MDS.

Vamos agora estudar mais cuidadosamente os arcos de IP".

Definic¢ao 5.4.4 Diremos que um arco é completo se ndo for subconjunto préprio
de outro arco. Da mesma forma, diremos que um arco K C IP" é maximal se ndo
houver nenhum arco em IP" com cardinalidade maior que #K. A cardinalidade
de um arco maximal serd denotada por m (n,q).

Comecaremos tratando o caso do plano, isto é, n = 2.

Teorema 5.4.1 (Bose)

m(2,q) = { g+1 se g e:z’mpar,
q+2 se qépar.

DEMONSTRAGAO: Seja K um arco e k = #K. As retas ¢ de IP? contam K em 0, 1 ou
2 pontos. Se # (¢ N K) = 1 dizemos que ¢ é uma unissecante a K e se # (¢ N K) = 2
dizemos que ¢ é uma bissecante a K.

Seja P € K et (P) o nimero de unissecantes a K que contém P. As bissecantes
a K contendo P sdo em namero de k — 1, uma para cada Q € K\ {P}. Como h4
g + 1 retas passando por P concluimos que t (P) =t =g+2 —k.

Como ¢ (P) foi definido como a cardinalidade de um conjunto, temos ¢ (P) >
0, logo k < g+ 2. Vamos mostrar que k < g+ 1 se g é impar.

Suponha g impar e k = g + 2 entdo k = 0 e logo t (P) = 0, para todo P € K,
0 que significa que ndo ha nenhuma unissecante a K. Seja Q € P>\ K e m o
numero de retas passando por Q que intersectam K. Cada uma dessas m retas
entdo contém exatamente dois pontos de K e esses pontos sdo distintos para
retas distintas. Logo k = 2m, assim q = 2 (m — 1) é par, absurdo.

Provamos entdo que

g+1 se g éimpar,

<
m(2,q) < { g+2 se qépar.

Se g é impar, #K, =g+ 1,logom (2,q) =g+ 1.
Se g é par, KU{(0:1:0)} é um arco, como se verifica facilmente e logo
m(2,9) =q+2. O
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Notemos que K, é dado pelo conjunto dos pontos (xp : x1 : xp) satisfazendo
X2Xo = x%. Um conjunto de pontos C satisfazendo uma equacgao f (xg, x1, x2) =0
onde f € [F; [xo, x1, x2] € um polindmio homogéneo de grau 2, irredutivel sobre
IF; é chamado uma conica. Como f tem grau 2 podemos ver que uma reta corta
C no méximo em 2 pontos (ver Se¢do 5.5) logo toda conica é um arco. Pode-se
mostrar também que toda conica tem g + 1 pontos e temos:

Teorema 5.4.2 (Segre) Se q é impar, todo arco maximal é uma conica.

Na&o provaremos este teorema, ver [38, Teorema 8.1.3, p. 164].

Se g é par e C é uma conica, existe um tnico ponto P de P2\ C tal que
CU{P} é um arco, este ponto é dito o niicleo de C. Porém, o andlogo ao Teorema
de Segre ndo vale em geral, para 4 > 8 existem arcos maximais em IP? que néo
sdo da forma CU {P} com C uma conica e P seu nacleo. (Ver [38]).

Para classificar os arcos de P> podemos nos restringir aos arcos completos.
Esse problema ainda estd em aberto, mas temos alguns resultados parciais
concernentes as possiveis cardinalidades de arcos completos.

Proposicao 5.4.1 Se K é um arco completo de cardinalidade k, entio

k(k—=1) _ @ +q+1
2 T g+1 °

DEMONSTRAGAO: Considere o conjunto de bissecantes a K, como uma bissecante
estd determinada pelos dois pontos de K que ela corta, K tem k(k—1)/2
bissecantes. Cada bissecante tem g + 1 pontos, logo se #P? > (q+1) @
existe P € IP? que nido estd em nenhuma bissecante de K, logo KU {P} é um

arco e K ndo é completo. Como #P? = g% + g + 1, a proposigéo segue. O

Muito mais dificil é uma cota superior para a cardinalidade de um arco
completo ndo maximal.

Teorema 5.4.3 Se K um arco completo nido maximal.
(i) Seqépar, #K < q— /9 + 1.

(ii) Se q é impar, #K < g — 4—1—%.

(iii) Se q é primo, #K < % +2.

Os itens (i) e (ii) sdo devidos a Segre, ele provou-os relacionando, por um
argumento engenhoso, a cardinalidade de K e o nimero de pontos racionais
numa curva algébrica sobre um corpo finito e conclui o resultado da hipétese de
Riemann para Corpos Finitos, principal teorema desta dissertacdo, os detalhes
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do argumento de Segre podem ser visto em [38]. Thas, em [77], deu uma prova

elementar do item (i). O item (iii) foi provado por J.E. Voloch ([84]) utilizando-se

dos resultados mais finos que a hipétese de Riemann que foram obtidos em [74].
Por outro lado conhecem-se arcos completos ndo maximais K satisfazendo

(ver [76] e [83], onde outros exemplos também sdo dados). E também com
#K = q — \/q + 1 se q € um quadrado (ver [19]).

E o caso n > 3? Vamos estuda-lo reduzindo-o ao caso n = 2. Seja ¥ C P”"
um subespago de dimensdo n — 3 e 20 C P" um subespago de dimensao 2 tal
que U NW = @. Definimos

P\ U — 27,

chamada a projecio sobre 20 ao longo de 2, da seguinte maneira. Dado
P € P"\ U existe um tinico subespago Up de dimensdo n — 2 contendo U e
P. Temos ainda que Up N2 consiste de um tnico ponto e é esse ponto que
chamamos 7 (P).

Entdo 20, como tem dimensdo 2, pode ser identificado com P2 Seja K C P"
um arco e Py,...,P,_» € K, defina %0 como o menor subespago contendo
Py,...,P,_» e escolha 2U de dimensdo 2 com U NYW = @. Vé-se facilmente
que 7 (K\{Py,...,P,_5}) é um arco em 20 = P2, Essa construgio permitiu
Thas provar o seguinte teorema:

Teorema 5.4.4 (Thas) Suponha q impar, g > (4n — 5)*. Entio:
(i) m(n,q) =q+1.

(ii) Se K C P" é um arco maximal entdo K = f (K,) onde f é uma transformagdo
projetiva.

(iii) Se K é um arco completo ndo maximal, entdo #K < q — @ + ”T_l.

A prova completa deste teorema pode ser vista em [77]. A ideia é usar
proje¢des variando os pontos Pj,...,P,_» como acima e usar os teoremas
mencionados acima para o caso plano. No caso em que além de g > (4n — 5)2,
g impar, g for primo, entdo podemos melhor o item (iii) do teorema para
#K < % + n + 2 usando o item (iii) do Teorema 5.4.3.
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Conjectura.

_Jg+1 se 3<n<qy,
m(n,q)—{n+1 se n>q.

Além dos casos cobertos pelo item (i) do Teorema 5.4.4 essa conjectura foi
provada apenas parai = 3,4,5,q > n+1eq < 11, n < g, ver [50]. Sabe-se
que em geral m (n,q) < q+n —4, ver [50]. Mais recentemente, em 2012, esta
conjectura foi demonstrada S. Ball [5], no caso em que o niimero g é primo mas
continua aberta em geral.

5.5 Cébdigos de Goppa

Neste capitulo descreveremos duas classes de codigos que chamaremos de
cédigos de Goppa. Essas duas classes serdo englobadas em uma classe mais
ampla na préxima secdo. Esses cddigos tem uma excelente performance.

5.5.1 Primeira classe

Seja g (x) € Fgm [x], monico de graute L = {yo,71,...,Yn—1} C Egn, g (i) # 0.
Definimos o cddigo de Goppa C (L,g) C [Fj como o conjunto

{(Co,---,cn—l) E]F;’

g
;)x_% =0 (modg(x))}.

A condigdo Y1 - ’7 = 0 (modg (x)) significa que ao escrevermos a fungdo

racional do lado direito %, a,b € Fyn [x] teremos mdc (a (x),b(x)) =1ea(x)
é divisivel por g (x).

Teorema 5.5.1
dimC(L,g) >n—mt, w(C(L,g)) >t+1.

DEMONSTRAGAO: Temos que:

1 _ -1 <8(x)—g(%')
x=7  §(7i) X =

) (modg (x),

logo (cq,...,cy—1) € C(L,g) se, e somente se,

ch (x_(rlyyll))z() (modg (x)), i=0,...,n—1.
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Por outro lado, G; (x) = % é um polindmio de grau t — 1, que podemos
escrever como

=28, 8ij € Fym.
=0
Logo, em particular, Zf’;l ciGi(x) é um polindmio de grau < t—1 e como

g (x) tem grau t, se g (x) divide Y/~ o CiGi (x) entao Y, LeiGi(x) = 0, logo
(co,...,cn—1) € C(L,g) se, e somente se,

n—1
Zcigij=0, j=0,...,t—1. (%)
i=0

Fgm € um espago m-dimensional sobre IF;, logo tem uma base ay, ..., ax.
Podemos entdo escrever

m
gij = Y Ak, Aije € Fy.
k=1
As equag0es () se tornam entdo:
n
Y cidig=0, j=0,...t—1, k=1,...,m (%)
i=0

Isso mostra que dim C (L,g) > n — mt. Escolhendo-se um subconjunto maximal
linearmente independente das equagdes (**) podemos construir uma matriz de
controle para C (L, g), mas ndo precisamos disto aqui.

Para mostrar a estimativa do peso seja ¢ = (co,...,cy—1) € C(L,g) e
M = {i | ¢; # 0}, entdo

3 c; _ZIH]eM\{}( ).

i—0 X i B ieM [Tiem (x —7i)

O numerador desta expressdo tem que ser divisivel por g (x), mas o grau do
numerador é no maximo #M — 1, logo #M —1 > t ou #M > t+ 1. Porém
#M = |c|, logo w (C(L,g)) > t+ 1, como queriamos demonstrar. O

A ideia da demonstragdo de que o peso de C (L, g) é pelo menos t + 1 pode
ser refinada para mostrar que existe uma sequéncia de cédigos de Goppa tdo
perto quanto se queira da cota de Gilbert-Varshamov (Teorema 5.2.2, p. 83).

Teorema 5.5.2 Existe uma sequéncia de cédigos de Goppa sobre F, que atinge
assintoticamente a cota de Gilbert-Varshamov.
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DEMONSTRAGAO: Fixe n = g",t,w e ponha L = [Fyn. Vamos tentar construir
C(L,g) com peso > w e g irredutivel de grau t.

Se ¢ = (co,...,cn-1) € F € tal que |c| = j < w entdo, como na prova do

Teorema 5.5.1, g (x) deve dividir um polindmio de grau j — 1. Como o polinémio

de grau j — 1 tem no maximo V_TlJ divisores de grau t, devemos excluir V_TlJ

polindmios para cada ¢ € [Fj com |c| = j. Temos entdo que excluir

L |5 oo ()

polindmios. Porém (ver Segdo 5.2)

Se provarmos que
#{g(x) e Fyn[x] | gr(g(x)) <t, géirredutivel} = f ()

é tal que f(t) > FV,;(n,w—1), entdo tal cédigo existird. Pode-se provar
(ver [80]) que

f(t) > %q”” (1-g72"1).

Basta entdo exigir que

g™ (1 — q_ﬁH) > wV, (n,w—1).

Se w = [én] e n é grande isso valera se lim,_% > H,(5). Mas
dimC (L,g) > n — mt, logo dlm%@’g) = 1— 2 Podemos entdo escolher ¢ tal

que H, (6) < < H, (6) + ¢ e teremos que

limC(L,g) >1—H,(5) —¢

n—o0o
e C(L,g) estd proximo da cota de Gilbert-Varshamov. O

Codigos de Goppa tém também um algoritmo de decodificagdo similar ao
dos c6digos BCH.
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Sejam L = {v0,...,Yn—1} € § € Fym [x], moOnico de graut, e C = C(L,g) C
]FZ; Sejar = (rg,...,r,—1) a mensagem recebida e c = (cy,...,c,—1) @ mensagem
enviada, suponha que |c —r| < t/2. Seja (ep, ..., e4,—1) =t — c. Definimos:

M={i| e #0},
e =#M,
Cx) =TT (&—m),
ieM
@)=Y [ (—m)

ieM  jeM\{i}

Exatamente como no caso dos cédigos BCH o nosso problema é calcular 7 e s
conhecendo apenas r.

Seja
. -1 g(x)—g(rn
S = Er'g(fr')g( D)C—i( |
i=0 1 z
entao o . -
S(x) = = (modg (x))
Sx—vi S
Temos entdo:
n—1 e;
sEE=Y T (x—)
i=0 Vi jem
n—1

Il
D
—~
=
I
=
~—

=s(x) (modg(x)).

S (x) é conhecido, g (x) também e temos que achar ¢ e s de grau < t/2 tais que

§(x)£(x) =s(x) (modg (x))

e lembramos que o grau de g(x) é t. Isso é uma generalizagdo
do problema tratado no caso dos cédigos BCH onde tinhamos
g(x) = x¥*1. A solugdo neste caso é uma generalizacio direta do que
fizemos anteriormente.

5.5.2 Segunda classe

Definimos
V= {g€Fylxy] | gr(g) <m}.
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U, € um espago vetorial sobre IF; de dimenséo (m; 2).

Om UV — ]Fé\] por

Definimos também

¢m (g) = (g (P1),...,8(PN))-

O cédigo de Goppa Cy, (f) € definido entdo como a imagem de ¢y,.
Para analisar os cédigos Cy, (f) vamos assumir de agora em diante que
m < N/d.

Teorema 5.5.3 Suponha m < N /d. Entdo:

m+ 2
’ se m<d,

dim Cp, (f) =
d(d—3)

d— ,
m 5 =

ew (Cpm (f)) > N —md.

DEMONSTRAGAO: Vamos primeiro calcular dim Cy, (f). Vejamos entdo qual é o
nucleo de ¢,,. Se ¢ (f) = 0 entdo f = ¢ = 0 tem N solugdes, como estamos
assumindo que md < N, isso implica, pelo Teorema de Bézout (vide p. 72) que
f divide g. Se m < d entdo g = 0 e logo ¢y, é injetivo para m < d, o que
prova a férmula enunciada neste caso. Para m > d o nucleo de ¢, é o conjunto
{fh | h € Fyx,y], gr(h) <m—d}, que é isomorfo (via fh — h) a B,,_4 logo

a dimensao do nucleo de ¢y, é (m_zd +2)

dim Cyy (f) = <’”2+2) - (’”_2“2) :md—@.

, assim, param > d,

Seja agora c € Cy, (f) com |c| =1 e seja § € V), tal que ¢y, (¢) = c. Entdo g
tem N — r zeros em comum com f. Se ¢ # 0 devemos ter que f ndo divide g,
logo pelo Teorema de Bézout temos N —r < md our > N — md, o que prova o
teorema. U

Pelo teorema, para d e m fixos a dimensdo de Cy, (f) ndo depende de N (se
N > md), entdo para achar o melhor c6digo entre os Cy, (f) € suficiente achar f
tal que N é méximo.

5.6 Coédigos de Goppa Associado a Divisores

Nesta secdo daremos a constru¢do de uma familia de cédigos construida por
Goppa [25], relacionada com curvas sobre corpos finitos. Essa relacdo tem-se
provada ser bastante importante para as duas &reas.
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Sejam Pi,...,P, € €(FF;) pontos distintos e G um divisor efetivo de €.
Suporemos também que nenhum dos P; estd no suporte de G. Por fim, tomamos
D=y",P.

Definimos os cédigos de Goppa C(D,G),C'(D,G) C [F} da seguinte
maneira:

C(D,G) = imagem de ¢p c,

¢pc:L(G) = F, ¢pc(f)=(f(P1),....f(Pn)),
C'(D,G) = imagem de ¢pg,

lPDIG QY (—G + D) — IFZ’

Yp,c (w) = (resp, (w),...,resp, (w)),

em que
Q' (=G + D) = {w diferencial de Weil em € | div (w) — G + D > 0}

e resp (w) denota o residuo do diferencial de Weil w em P.

O cédigo C (D, G) generaliza os c6digos Cp, (f) da secdo anterior. Cy, (f) =
C(D,G) onde € é a curva plana f = 0, Py,..., P, sdo os pontos afins de € e
G = mH onde H é o divisor cortado pela reta no infinito em €.

O codigo C' (D, G) generaliza os codigos C (L, g) no caso particular em que
L C Fyeg € Fylx]. Neste caso ¢ = P}, L = {P,...,P,} e G é o divisor de
zeros de g. Existe uma forma de generalizar a definigdo dos C’ (D, G) de modo
a englobar todos os C (L, g).

Teorema 5.6.1 (Goppa [25]) (i) Se gr (G) < n, entdo

dimC (D,G) = £(G) > gr (G) +1—g,
w(C(D,G)) > n—gr(G).

(i) Se2¢ —2 < gr(G) <n+g—1, entio

dimC'(D,G) =dim Q' (-G+D)>n—gr(G)+g—1,
w (C"(D,G)) > gr(G) —2¢g+2.

Se fi,...,fr, ¥ = £(G) é uma base de L(G) entio a matriz (f; (P;)) é
uma matriz geradora para C(L,G). Similarmente, se wj,...,ws é uma base
de Q' (D — G) entdo a matriz (resp, (w;)) gera C'(L,G). Quanto ao controle
lembremos a formula dos residuos:

) resp (w) =0,

pec
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para qualquer diferencial w em €. Entdo temos que se f € L(G) e
we Q' (D-G):

0= ¥ resy (fu) = Y. (B resy, (). €

pec

Quando 2¢ —2 < gr(G) < n, contando as dimensdes verifica-se rapidamente
que as equagdes () para f = fi,...,f nos dd uma matriz de controle para
C'(D,G), isto é, a matriz de controle de C' (D,G) é a matriz geradora de
C(D,G). Podemos ver também por (*) que a matriz geradora de C(D,G) é
a matriz de controle de C’ (D, G).

Proposicao 5.6.1 Nas hipéteses do Teorema 5.6.1, se § = 0, os cédigos C (D, G) e
C' (D, G) sio MDS.

DEMONSTRAGAO: Temos, para C (D, G) que, pelo Teorema 5.6.1,
w(C(D,G))>n—gr(G)
=n—(gr(G)+1)+1
>n—dimC (D,G) + 1.
Pelo Cota de Singleton (Corolério 5.1.1, p. 81), temos também
w(C(D,G)) <n—dimC (D,G) + 1.
Logo a vale a igualdade e C (D, G) é MDS.
A prova para C' (D, G) é analoga. O

Observemos (ver [20]) que quando ¢ = 1 (curva eliptica), podemos definir
uma lei de grupo abeliano © em ¢, fixando um ponto arbitrdrio 0 € ¢, da
seguinte maneira. Pomos P® Q = R se R é o tnico ponto de ¢ tal que
P+ Q — R —0=div (f) para algum ponto fecho f em €.

Se G =Y | n;Q;, definimos

P =mQ1® - ®nmQm,
entao temos:
Teorema 5.6.2 (Driencourt-Michon [16]) Nas hipéteses do Teorema 5.6.1, se g = 1,

entdo:
dimC(D,G) =gr(G) e dimC' (D,G)=n—gr(G).

Se existem iy,..., i, v = gr(G)eiy,..., iy € {1,...,r} taisque P = P, ®---® P,
entio

w(C(D,G))=n—gr(G) e w(C'(D,G)) =gr(G).
Caso contrdrio, C (D, G) e C' (D, G) sido MDS.
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Driencourt e Michon deram também no caso ¢ = 1 um eficiente algoritmo de
decodificacgao.
Suponhamos agora que {P;,...,P,} = €(F;). Temos entdo, pelo
Teorema 5.6.1, que
dim C+ w (C) S 1_g—1

n n

para C = C(D,G) ou C'(D,G). Uma maneira de se obter bons codigos é
maximizar este niimero. Para isso temos que maximizar n/g para IF; fixo. Pelo
Limitante de Hasse-Weil temos

Esse resultado nem sempre é o melhor possivel, especialmente para g grande.
De fato, Drinfeld e Vladut ([17]) mostraram que

oq | R

§§q1/2—1+f(g) onde f(g) -0 quando g — <.

Por outro lado, Thara ([40]) e Tsfasman-Vladut-Zink ([79]) construiram uma
sequéncia de curvas para cada g quadrado, /g > 7, tendo n/g — g'/? — 1.
Esses codigos sdo assintoticamente os melhores conhecidos, estando inclusive
acima da cota de Gilbert-Varshamov. Outros autores mostraram também que
estes exemplos podem ser calculados eficientemente [81].

Apéndice 5.A Séries Formais

Definicdo 5.A.1 Seja F um corpo. O corpo de séries formais F ((x)) é o conjunto
das expressdes

w .
Y ax', a;,€F, neZ
i=n

Note que as expressdes da definicdo sdo apenas formais, ndo discutiremos
nenhuma nogdo de convergéncia.

Definicao 5.A.2 Em F ((x)) definimos a soma e o produto de dois elementos
pondo ’ ’ .
Y aix +) bix' =) (a; +b;) X,

(Za,-xi> <Zbixi) =Y o,

onde ¢, = Ytk a;bj.
Proposicao 5.A.1 Com as operagdes definidas acima F ((x)) é um corpo.
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Definigdo 5.A.3 Se ¢ = Y a;x' € F((x)) e a, # 0, dizemos que n é a ordem de
¢, denotado por ord (¢). Se ord (¢) > 0 dizemos que ¢ é inteiro.

Proposic¢do 5.A.2 ord (¢y) = ord (¢) + ord (¢) .

Observacado 5.6.1 Claramente F [x] C F((x)). Como F ((x)) é um corpo, temos
entdo F (x) C F((x)).

Proposicao 5.A.3

DEMONSTRAGAO:
o . . 0 . . o . .
Y oa'x' )| (1—ax) =) dx' =) ax' =1
i=0 =0 i=1

O

Defini¢do 5.A.4 Se ¢ € F((x)) eord (¢) > n > 0, escrevemos ¢ =0 (modx™).

Teorema 5.A.1 (Padé) Seja ¢ € F((x)), ord ¢ > 0 e N um inteiro positivo. Entdo
existem a,b € F [x], b # 0 de grau no mdximo N satisfazendo

ord (a —bg) > 2N + 1.

Se a e b forem tais polindmios que além disso satisfacam mdc (a,b) = 1e b(0) =1
entdo eles sdo 1inicos com esta propriedade.

_ | e . N . . N .
DEMONSTRAGAO: Escrevamos ¢ =) > @;x',a =Y, ya;x' eb =Y, ,b;x', onde
os coeficientes a; e b; ainda estdo por serem determinados. Considere o sistema
de equagdes, equivalente a ord (a — bp) > 2N + 1,

Y bigi=a, k=0,...,N, @)
i+j=k
Y big;i=0, k=N+1,...,2N. (IT)
i+j=k

O sistema (II) é um sistema de N equagdes mas N + 1 incognitas b;, logo tem
uma solugdo néo nula (by,...,by) e ag,...,aN estdo determinados por (I). Isso
prova a primeira parte do Teorema. Quanto a unicidade sejam a, b, 4, b solugdes
satisfazendo todas as propriedades. Temos entdo que

ord (aE—bE) = ord (E(a—lxp)—b(ﬁ—ﬁq))) > 2N +1,
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como o grau de ab — ba é no maximo 2N isso implica ab — ba = 0 ou a/b = a/b.
Como mdc (a,b) = mdc (a, b) = 1, isso implica a = A7, b = Ab, A € F. Como
b(0)=b(0) =1, temos A =1logoa =aeb=>b, oque prova o teorema. O

Daremos agora um algoritmo para se obter os polindmios a e b do teorema
que é mais rdpido que resolver o sistema linear (II). Primeiramente, fagamos a
observagdo importante que a e b dependem somente de ¢y, ..., ¢2n. Podemos

entdo supor que

Q= @0+ g1x+ -+ panx”,

Definiremos polindmios r_1, 19, ...,q1,42, - .., pelo algoritmo de Euclides, pondo

ra=x" =g,
tiip =qiri—1+1;, gr(r) <gr(ri_q).

Isto é, r; é o resto da divisdo de r;_p por r;_;.
Definimos também os polindmios ¢;, i = —1,0,1,..., por

ti=tio—qiti-, 121

Lema 5.A.1
tip =r; (modeNH) , i=-1,0,1,....

DEMONSTRAGAO: A afirmacédo é 6bvia parai = —1,0. Supondo por indugéo que
vale parai—1ei— 2, temos

tig—ri=(tia—qitii1) ¢ — (riia — qiti_1)
(ti2p —ri2) = qi (i@ —1im1) =0 (mOdXZNH)

7

logo a afirmacédo verdadeira. O]

Notemos agora que como os graus dos r; decrescem e r_; tem grau 2N + 1,
temos que r; = 0, 7 > 2N. Seja n o maior inteiro tal que r,, # 0.

Lema 5.A.2 Existe um inico j, 0 < j < n, tal que
gr (tj) gr (17) < N.

DEMONSTRAGAO: Pode-se provar que gr (r;—1) +gr(t;)) =2N+1,0<i<n+1.
Como gr (r;) decresce de 2N a 0 para 0 < i < 1 existe um tnico j, 0 <j <,
tal que
gr(ri-1)) >N e gr(rj) <N,

105



CAPITULO 5. APLICACAO: CODIGOS CORRETORES DE GOPPA

entdo gr(tj) = 2N +1—gr(rj—1) < N. Isso mostra a existéncia do j como
anunciado no lema. Para provar a unicidade, notemos que se gr (1;),gr (t;) < N
entao

gr(ri_1) =2N+1—gr(t) > N,

logo i = j. Com isso, o lema esta provado. O

O algoritmo para achar a e b no Teorema 5.A.1 entdo é o seguinte. Calculamos
0s g; e r; sucessivamente pelo algoritmo da divisdo até que achamos j como na
prova do lema, entdo calculamos os ¢; pela sua definigdo recursiva e temos a = r;
e b =t;. O Lema 5.A.2 garante que gr(a),gr (b) < N e o Lema 5.A.1 garante
que ord (a — bep) > 2N + 1.

Os polindmios a e b do Teorema 5.A.1 sdo chamados de aproximantes de Padé
de ordem N de ¢. Quando b (0) # 0, a/b é chamado um quociente parcial (da
fracdo continua) de ¢.
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