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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um modelo matematico que descreve o crescimento da area
foliar lesionada por fungos, posteriormente aos efeitos da aplicacao do fungicida. Propomos
o controle 6timo linear e o nao linear, cujo interesse é maximizar a produgao, minimizar
o custo e também para o controle nao linear, minimizar a quantidade de fungicida usado,
pois o excesso deste produto pode causar impactos negativos no meio ambiente e na satude
humana. Realizamos experimentos numéricos usando alguns parametros vistos em [Bas-
sanezi et al.1997] para o fungo Phacoisariopsis griseola causador da mancha-angular, com a
finalidade de comparar os resultados obtidos para as duas estratégias de otimalidade.

Palavras-chave: Controle 6timo, Controle 6timo nao linear, feijoeiro.
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Abstract

In this work, we present a mathematical model that describes the growth of the injured
leaf area by fungi, after the application of fungicide. We propose a linear optimal control
and a nonlinear optimal control, where the goals are: maximize the production, minimize
the costs and also, for nonlinear optimal control, minimize the amount of fungicide used
for controlling, due to the excess of fungicide may cause negative environmental and human
health impacts. We introduce some numerical experiments, using some parameters found
in [Bassanezi et al.1997] for the fungus Phaeoisariopsis griseola responsible for the angular
leaf spot disease, in order to compare this result obtained for the two optimality strategies.

Keywords: optimal control, nonlinear optimal control, bean plantation.
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Capitulo 1

Introducao Geral

Atualmente o Brasil é o maior produtor de feijao do mundo. De acordo com [Wander2005],
mesmo produzindo cerca de trés milhoes de toneladas de feijao anualmente, o Brasil ainda
importa cem mil toneladas por ano, pois os graos de feijao sao um dos componentes basicos
da dieta alimentar da populacao brasileira e importante fonte de proteinas para as classes
economicamente menos favorecidas.

Antigamente, o feijao era cultivado no Brasil por pequenos produtores, voltados apenas
para a subsisténcia das familias. Nos tltimos vinte anos cresceu o interesse de alguns pro-
dutores de outras classes economicas, os quais adotaram tecnologias avancadas tais como,
irrigacao e colheita mecanizada, entre outras, em cultivos de feijao em grande escala. E é por
isso, que a area de plantio de feijao no Brasil teve uma diminuicao de cerca de 25%, contudo
a producao aumentou em 16%.

A plantacao de feijao pode ser atacada por mais de vinte doencas durante todo o seu
ciclo, essas doengas sao causadas por fungos, bactérias, virus e nematdides. A distribuicao
dessas doencas no Brasil varia de acordo com as condi¢oes ambientais e as caracteristicas do
sistema de producao praticado por cada regiao. Dependendo da espécie da praga, da fase de
desenvolvimento, da cultura, da cultivar plantada e da época de plantio, os danos causados
por estas pragas podem ser de até 100%.

A mancha-angular, de acordo com [Sannazzaro et al.2003] é uma dessas doencas que ataca
a plantacao de feijao, é causada pelo fungo Phaeoisariopsis Griseola. Antes da década de 80,
esta doenca era considerada de pouca importancia econoémica, pois s6 ocorria nos finais do
ciclo da plantagao, porém nos 1ltimos anos ela tem aparecido cada vez mais precocemente e
consequentemente seus surtos sao mais intensos.

Como todas as outras doengas que atacam a plantacao de feijao, a mancha-angular
também depende das condicoes ambientais para um melhor desenvolvimento, como pode
ser visto em [Sannazzaro et al.2003], [Bassanezi et al.1997], [Pria et al.2003]. Seus sintomas

aparecem principalmente nas folhas, podendo aparecer também nos caules, ramos e vagens.
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As lesoes nas folhas sao inicialmente irregulares, cinzas ou marrons, depois elas assumem
formato angular, causando o amarelecimento e desfolhamento prematuro da planta, figuras
(1.1, 1.2, 1.3). O desfolhamento, prejudica o enchimento das vagens, reduzindo o tamanho
dos graos. Nas vagens, as lesoes sao superficiais, de coloragao castanho-avermelhada, quase
circulares com bordas escuras de tamanhos variados. As vagens infectadas podem produzir
sementes mal desenvolvidas e/ou totalmente enrugadas. Nos caules e ramos as lesoes sao

alongadas de coloracao castanho-escura.

Figura 1.1: Fase inicial da Figura 1.2: Manchas angu- Figura 1.3:  Desfolhamento
doenca. lares. precoce.

Os controles usados por agricultores para a mancha angular sao: desenvolvimento de novas
cultivares com resisténcia, tratamento quimico das sementes e da parte aérea das plantas, uso
de sementes de boa qualidade, rotacao de culturas, remocao de residuos culturais, variacao
da época de plantio. Porém, o mais comum e o mais eficiente é a utilizacao do controle
quimico, sendo este um dos principais métodos devido a facilidade do uso e também pelos
resultados imediatos.

O uso de fungicidas teve inicio no final do século X7X com a descoberta da calda bor-
dalesa, que é uma mistura composta por sulfato de cobre e cal hidratada. Esta descoberta foi
feita por um agricultor francés, quando ele aplicava dgua com cal para evitar que os cachos
de uva de seu parreiral préximo de uma estrada fossem roubados. Com isso percebeu que
as plantas tratadas estavam livres de algumas doencas. O pesquisador Millardet descobriu
que o efeito estava associado ao fato do leite de cal ter sido preparado em tachos de cobre.
Foi através disso que desenvolveu-se pesquisas para chegar a formulacao mais adequada da
proporcao entre cal e o sulfato de cobre.

A calda bordalesa nao penetra nos tecidos das plantas pois seria altamente téxica a elas.
Apoés a aplicagao, formam uma finissima camada que recobre os orgaos vegetais e é esta
camada que d& protecao contra a instalacao das doencas.

A partir da Segunda Guerra Mundial, descobriram substancias quimicas que atuam sobre
os fungos sem serem toxicas a cultura tratada. Ao contrario dos fungicidas anteriores, estes
podem se mover ao longo do sistema das plantas, por isso sao denominados sistémicos,
veja [Kuhn and Junior|, [Azevedo2003].
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O uso excessivo dos fungicidas sistémicos causa consequéncias como: promove a selecao
natural dos fungos resistentes, colocando em risco a eficiéncia do método, persisténcia de
produtos no meio ambiente, residuos acima dos limites de tolerancia em alimentos, intoxicacao
dos agricultores e a eliminacao dos microorganismos responsaveis pela degradacao de matéria
organica. Resumindo, no caso da doenca mancha-angular a utilizacao de fungicidas sistémicos
¢ a medida mais eficiénte e viavel para controld-la e garantir a sustentabilidade da atividade
agricola. Por outro lado, é também uma tecnologia que traz impactos negativos ao meio
ambiente, a saide publica e ainda promove a selecao de fungos resistentes. E esta selecao
de fungos resistentes que tem estimulado iniimeras pesquisas sobre o estudo da dinamica de
fungos resistentes e também da determinagao de estratégias para o controle da resisténcia,
com o objetivo de minimizar perdas , tanto para o agricultor quanto para a industria quimica
em geral.

Pelos fatos que foram comentados acima, neste trabalho o objetivo é estudar uma dinamica
da drea foliar total lesionada por fungos, como pode ser visto em [Zotin et al.2000], que é a
area lesionada por fungos sensiveis (0os que morrem com a aplicagao do fungicida), mais a area
lesionada por fungos resistentes. Neste nosso caso estamos falando do fungo Phacoisariopsis
Griseola, que é o causador da mancha-angular. A finalidade é de encontrar uma estratégia
de aplicacao 6tima de fungicida sistémico que, como vimos acima, é a medida mais eficiente,
dentro de um perfodo pré-fixado (momento em que a doenca é detectada até o momento
em que ocorre a colheita), de modo a minimizar a area foliar final lesionada pelos fungos
e também o custo da aplicacao, ou seja, obter uma maior produgao com um menor custo.
Num segundo instante tivemos a preocupacao com a minimizacao da quantidade de fungicida
utilizado para o controle da praga, pelo fato de que este causa alguns impactos negativos no
meio ambiente e na vida humana.

No capitulo 2, fizemos uma revisao tedrica de controle 6timo, veja [Kamien and Schwartz1991],
[Baumeister and Leitao2008], [Faleiros and Yoneyama2002], [Golgalves and Silveira] e
[Philippil988], pois é esta ferramente que usaremos para resolver o problema que serd ap-
resentado no capitulo 3. Comecamos desde os primeiros problemas de maximos e minimos
de Fermat, depois comentamos sobre Newton e Leibniz, que, com as idéias de Fermat e com
o advento do célculo que inventaram independentemente, chegaram a uma equagao que nos
fornece méaximos e minimos de fung¢oes. Ainda comentamos sobre o inicio do cédlculo das
variagoes, que ocorreu com o problema da Braquistocrona, sugerido por Johann Bernoulli.
Depois vieram os problemas de controle 6timo, que surgiram durante a corrida espacial entre
os Estados Unidos e a antiga Uniao Soviética. Estes problemas sao mais gerais que os proble-
mas de célculo das variagbes. Demonstramos o principio do minimo (méximo) de Pontryagin

no caso mais simples e no caso mais geral, que sao condig¢oes necessarias para o problemas em
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questao. Depois comentamos sobre outros casos especiais, sem demonstra-los, e em seguida
alguns exemplos para um melhor entendimento. Por final mostramos as condicoes suficientes
para esses problemas de controle 6timo.

Nos capitulos 3 e 4, propomos um modelo nao linear para o controle do crescimento
da &area foliar total lesionada pelos fungos. Com o objetivo de minimizar esta area final
lesionada e o custo da aplicacao do fungicida, ou seja, maximizar a produ¢ao com um menor
custo. Consideramos todos 0s nossos parametros constantes e a ferramenta utilizada para este
estudo foi a Teoria de Controle Otimo, consequentemente o Principio do Minimo (Maximo)
de Pontryagin e assim obtivemos uma estratégia 6tima de controle para este problema.

O controle 6timo que encontramos, foi do tipo bang-bang

0, 0<t<t

a(t) = N
®) {1, t<t<ty

Porém nao conseguimos uma forma explicita para nosso ¢ que é conhecido como ponto de
Switch, onde ocorre a troca de controle e também de outros parametros do modelo. Para
suprir esta dificuldade, fizemos experimentos numéricos usando o Matlab, [Yang et al.2005],
[Kiusalaas2005], cuja descrigao do Cédigo-fonte do script encontra-se no Apéndice A. Também
usamos alguns parametros encontrados em [Bassanezi et al.1997] para taxa de infecgao da
mancha-angular.

No capitulo 5, usamos um funcional quadratico ao invés de um funcinal linear para o
mesmo modelo que descreve o crescimento da area foliar total lesionada por fungos. Isto
porque estamos interessados em minimizar a quantidade de fungicida usado, pois seu uso
indiscriminado causa impactos negativos no meio ambiente e no ser humano. Esta mesma
estratégia de otimalidade pode ser vista em [Joshi2002].

Usamos a mesma ferramenta do capitulo anterior para o estudo do problema. Fize-
mos experimentos numéricos, também usando o Matlab, [Yang et al.2005], [Kiusalaas2005],
para encontrar alguns parametros que nao foram explicitados analiticamente. Durante o
desenvolvimento deste capitulo, foi feita uma comparacao entre os resultados obtidos para o
funcional quadratico e o funcional linear.

Por final, no capitulo 7, fizemos uma conclusao dos resultados obtidos além de comentarios

sobre possiveis trabalhos futuros.



Capitulo 2

Controle Otimo

2.1 Introducao

Problemas de Controle 6timo ou otimizagao sao de grande importancia na fisica , matemaética,
biologia e economia, pois se estuda formas de se controlar as variaveis de um determinado
problema com a intencao de achar a melhor solugao, ou seja, a solugao 6tima.

A Histéria da Ciéncia nos mostra que a procura de formas étimas nao é tao recente.
Podemos encontré-la por exemplo na lenda da Princesa Dido da Fenicia (século IX a.C.)
como pode ser visto em [Vieira et al.2005], contada pelo poeta romano Virgilio (70 a.C. a 19
a.C.) em Eneida. Dido teve seu marido, o grande sacerdote Arquebas, assassinado pelo seu
irmao Pigmaliao, para subtrair-lhe seus tesouros. Temendo sua prépria morte, Dido fugiu
em um navio com um grande nimero de seguidores dispostos a fundar uma nova cidade
chamada Cartago. Tentou comprar terras com o rei Jarbas da Numidia, para que pudessem
se estabelecer. O que conseguiu foi que, sé teria em terras o que pudesse abranger com a
pele de um boi. Dido e seu povo entao decidiram cortar a pele do boi em tiras bem finas,
emendar todas e englobar num semicirculo um terreno as margens do Mediterraneo. Foi
provado matematicamente, veja [Vieira et al.2005], que sua decisao estava correta. Outro
exemplo da busca pela otimalidade aparece no trabalho de um médico Portugués chamado
Pedro Nunes, veja [Melo2000], que lecionou aulas de matemética na Universidade de Coimbra
e em 1547 foi nomeado Cartégrafo-mor do rei D. Joao III. Ele foi o primeiro a perceber que se
um navio se mantivesse em rota fixa nao conseguiria navegar através de uma circunferéncia
que é o caminho 6timo numa esfera, este devia seguir uma rota em espiral chamada lo-
xodromica Tratado da esfera, 1537. O trabalho de Pedro Nunes despertou curiosidades em
outros matematicos e seu tratamento pelo étimo permitiu estabelecer a base da explosao de
conhecimento durante a Revolucao Cientifica do século XVII.

Fermat (1601-1665) era filho de um comerciante de couro. Se formou em Direito, e

o exercicio de sua profissao dava-lhe a oportunidade de estudar o que realmente gostava,
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que era a Matematica. Por volta de 1629, Fermat fez uma grande descoberta que nao
foi publicada durante sua vida, que era sobre Método para achar Maximos e Minimos de
fungoes polinomiais. Ele descobriu uma forma para encontrar pontos de maximos e minimos
em curvas polinomiais y = f(x) como pode ser notado em [Boyer1974]. Ele tomava x e um
ponto vizinho x + E, e comparava as imagens f(z) e f(x + F). Em geral, dizia que esses
pontos vao ser muito diferentes, porém em altos e em baixos de curvas lisas a variagao é
quase imperceptivel. Logo para achar esses pontos de maximo e minimo, igualava f(z) e
f(x+ E), dividia tudo por F e fazia ' = 0. Os resultados lhe davam as abscissas dos pontos
de maximo e minimo do polindémio.

Na verdade seu método, equivale a achar nos dias de hoje

Lo JE+ B) = f(@)

E=0 E =0

Fermat também descobriu como aplicar seu processo de valores vizinhos para achar a

tangente a uma curva algébrica da forma y=f(x).

Figura 2.1: Método de Fermat para encontrar a tangente de uma curva algébrica.

Se P da figura (2.1) é o ponto da curva y = f(z) em que se procura a tangente, e se as
coordenadas de P sdo (a,b), entdo o ponto vizinho da curva com coordenadas = = a + F,
y = f(a+E), estard tao perto da tangente que podemos considerar que estao sobre a tangente.
Se temos T'Q) = ¢, os triangulos podem ser considerados praticamente semelhantes. Desta
semelhanca temos entao,

b fla+B) = f(a)

c FE

Multiplicando em cruz, cancelando os termos semelhantes, lembrando que b=f(a), dividindo

tudo por E e fazendo finalmente E=0, acha-se facilmente a subtangente c.
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Nos dias de hoje, é equivalente a dizer que

. fla+ E)— f(a)
Hmy E ’

o qual ¢ a inclinagao da reta tangente no ponto r = a.

Com base no seu trabalho anteriormente citado, pode-se concluir que, se temos um ponto
de maximo ou minimo, entao, a inclinagao da reta tangente nestes pontos tem que ser zero.

Ainda, em 1657 enunciou seu principio, chamado Principio de Fermat, o qual dizia que,
a luz, ao propagar-se de um ponto para outro, escolhe o caminho para o qual o tempo de
percurso é minimo, mesmo que, para tal, se tenha que desviar relativamente do caminho mais
curto.

Os problemas de maximos e minimos de Fermat, acabaram por ser sistematizados com o
advento do Célculo pelas maos de Newton e Leibniz. Isaac Newton, que nasceu em Londres
em 1643 e viveu até 1727, era cientista, quimico, fisico, mecanico e matematico. Gottfried
Wilhelm Leibniz que nasceu na Alemanha em 1646, e viveu até 1716, estudou Teologia,
Direito, Filosofia e Matematica. Sabemos que, de forma independente, eles desenvolveram o
que hoje é conhecido como Calculo.

Em 1684, Leibniz publicou um novo método para encontrar méaximos e minimos e também
tangentes de curvas algébricas. Neste, também deu as féormulas para produtos, quocientes
e poténcias(ou raizes) de derivadas, juntamente com suas aplicagoes geométricas. Dois anos
mais tarde, publicou a explicacao sobre a relacao inversa entre diferenciacao e integracao.

Newton recorria a conceitos como infinitesimais que careciam de rigor, porém em 1687,
ele publicou Principia Mathematica, onde foi o primeiro a reconhecer que o limite deveria ser
o ponto de partida para problemas de tangéncia, quadratura (célculo de dreas) e outros.

Como pode ser notado, Fermat quando descobriu o método para encontrar maximos,
minimos e tangentes em curvas algébricas ainda nao tinha conhecimento sobre limite, mas
com base em suas idéias junto as defini¢oes e notagoes de Newton e Leibniz, podemos enunciar
que a Condicao Necessaria de Otimalidade, melhor dizendo, se x é um ponto de méaximo ou

minimo local, entao é necessario que

. flz+E) - f(z)
Dy E

= f'(x) =0,

ou seja, a inclinagao da reta tangente em pontos de maximos ou minimos é zero, como pode
ser visto na figura(2.2).

Em 1696, Johann Bernoulli desafiou a comunidade matematica, mais precisamente New-
ton, pois era amigo de Leibniz, a resolver o Problema da Braquistécrona, que vem do grego,

brdquis que significa menor e cronos que significa tempo.
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-
=

Figura 2.2: Inclinagao nula da reta tangente em maximos e minimos

O Problema era: dado dois pontos num plano vertical e em desnivel A e B (isto é, a reta
que os contém nao estd nem na horizontal e nem na vertical), qual é a curva que os liga de
tal modo que uma particula partindo do repouso do ponto mais alto A e deslizando sobre ela
sem atrito, sob a acao da gravidade, gasta o menor tempo para atingir o ponto mais baixo
B?

Bernoulli nao foi o primeiro a propor este problema. FEm 1638 Galileu estudou-o no
seu famoso trabalho Discourse on two new science. Neste, Galileu propos que um arco de
circunferéncia seria a solucao, no entanto, como veremos, a solucao de Galileu estava errada
pois, ao invés de um arco de circunferéncia, a solucao correta seria um arco de cicléide.

Em maio de 1697 foram publicadas quatro solugoes, cujos autores eram o proprio Bernoulli,
seu irmao mais velho Jacob Bernoulli, Leibniz e Newton. Todos mostraram que a solugao
era um arco de cicléide. Johann Bernoulli é considerado o primeiro a resolver este problema,
ele baseava-se no Principio de Fermat .

Imaginava que a particula era um raio de luz, e este sofria um pequeno desvio e mudava
sua velocidade ao passar em cada camada (meio) com densidade diferente.

Assim, fazendo com que a espessura das camadas sejam cada vez menores, figura (2.3),
entao, o nimero de camadas aumentara infinitamente, e o trajeto feito pelo raio de luz sera
a curva Braquistécrona. O vetor velocidade v da particula tangente a curva procurada esta
bem definido, figura (2.4).

Valera entao, a lei do fisico Holandés Snell(1591-1626) [Vieira et al.2004], que em 1621
equacionou a relagao entre os diferentes angulos em que a luz passa de um meio transparente

a outro:
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particula

Figura 2.3: Raio de luz ao atravessar meios com densidades diferentes.

Fl

Figura 2.4: Vetor velocidade da particula tangente a braquistécrona.
onde

K = constante,
v = vetor velocidade,

a = angulo de incidéncia do raio de luz no meio.

Tomando o comprimento do raio de luz (As) e suas projegoes (Ax) e (Ay) paralelos aos

eixos coordenados, como na figura (2.5), teremos
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P

Figura 2.5: Comprimento do raio de luz e suas projegoes.

(As)* = (Az)*+ (Ay)*,

. Az
sina/ = —.

As

Fazendo As — 0 temos o — «

(ds)? = (dx)* + (ds)?,

dx dx

. 1
sina = — =

dx
@ @r  gfirm 0P

Pela Lei de conservacao de energia, temos

(2.1)

magy = 57711)2,

entao
v =4/2gy. (2.2)

Substituindo (2.1) e (2.2) na equagao de Snell, teremos
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logo
y(1+ ) = &,

2
= y’:\/%—l.

Agora, basta resolver a equagao diferencial nao linear.

Fazendo a mudanca de varidvel y = ¢?sin? ©, teremos

c? 1—sin’0
’z\/——lz\/—zcot O,
Y c2sin’? © sin?© g

isto é

dy _ cos©
dr  sin®’
Como
2 .. 92 dy 2 .
y = ¢“sin“0 = e = 2¢" sin O(z) cos O(x)
x
assim
cosO(z) 5 . doe
o) 2¢”sin ©(x) cos @(az)%
entao

2¢%sin® O(2)dO = dx.

Fazendo ainda a mudanca de variavel 20 = w

20(z) = w(x)= O(z) = @
d© dw dw
dr 2 T
assim
dw

2¢? sin%%)T = dx

@
dx

)

11
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= siHQ(%)dw =dx

= /c2sin2(%)dw :/dx

1—
= /02$dw:x+d

2 2
N /%dw—/c Cgswdw:x+d

2
= (w—sinw)g =z +d.

Quando z =0
y(0) =0 = *sin?©(0) =0
assim
_ w(0) _
entao

Logo d = 0, e concluimos

Como y = ?sin* ©

22w
y—csm(2)
1 —cosw
_ 2
= 2

c
= —(1—
2( cosw),

¢

assim a curva “ otima ”"sera um arco de cicldide.

12
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O Matematico francés Lagrange descartou os argumentos geométricos de Euler e dos
irmaos Bernoulli para a resolugao do problema da braquistécrona, por métodos mais analiticos.
Considerava o problema, dentre todas as curvas diferenciais y : t € [zg,z1] — y(t) €

R"™ com extremos pré-fixados y(zo) = vi,y(x1) = yy qual era a que minimizava L(y) =

Sl Lt y(t), o/ () dt.
Con81derou 7(t) a curva 6tima e tomou variagoes nela da forma y(t) = y(t) + eh(t) onde
h(t) tem sua primeira derivada continua, ou seja, h(t) de classe C* com h(zy) = h(z1) = 0.

Tomou y(t) no funcional, tendo
[ .yt = [ L300+ e(0),5(0) + en'(0)d = g(e)

Quando € = 0, entao y(t) = y(t), assim g(e) é uma fungdo no qual € = 0 é um ponto de

minimo local. Portanto, pela condigao de otimalidade ¢’(0) = 0. Assim

J© = [ LT+ (0,70 + et (0)ar

= /w1 [Ly (8, Y1) + €h(t), Y (t) + el (£))h(t) + Ly (£, 5(t) + €h(t), ¥ (t) + eh' () h' (1)) dt,

xo
entao

g(0) = / Ly (6,50, T ()h(E) + Ly (4,50, 7 ()W (D)t = 0.

Integrando por partes o segundo termo da integral

[ b0 7O = Laso @m0 - [ 5 Lo, 7 om0

x0 o

— [ Sty 7 @m0,

Zo

assim

usando o Lema (2.2) dado a seguir, teremos
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A equagao 2.3 é conhecida como Equagao de Euler- Lagrange, [Rafikov and de Araiijo1995],
[Kamien and Schwartz1991]), pois Euler encontrou o método geral de solugao e Lagrange lhe
deu a forma definitiva. Em uma carta escrita a Euler, Lagrange sugeriu o nome Célculo das
Variacoes, cuja teoria é mantida até os dias de hoje.

Devemos ressaltar que a equagao de Euler- Lagrange é andloga a equacao f'(z) = 0 do
calculo clédssico, pois ambas determinam os condidatos de maximos ou minimos dos seus
respectivos problemas.

Para garantirmos que o extremo encontrado é um minimo (maximo) do problema, usamos
as condigbes de segunda ordem. No calculo cldssico por exemplo, se f'(x) = 0 e f"(x) >
0 (f"(x) < 0), entdo x é um ponto de minimo (méximo) do problema. Em calculo das
variacoes teremos um resultado semelhante. Acima, afirmamos que para termos um candidato

a minimo entao

90) = [ [Ly(ETO. TR0 + Ly 70,5 ()W ()t = 0. (2.4)

Se 7(t) realmente minimiza 2.4 entdao também é necessario que

9"(0) :/ [Lyy (8, 7(8), 7' ()R (1) 42 Ly (8, G(8), T ()R ()R (6)+ Ly (¢, 7(1), 7 (£)) (R)*(1)]dt > 0.
" (2.5)
A equagao 2.5 realmente serd nao negativa se L é convexa em (y,7(t)), veja [Kamien and
Schwartz1991]. Porém, para muitos problema de nosso interesse, L nao serd convexa em
(y,9(t)). Entao a Condigdo de Legendre requer que o integrando seja localmente convexo em
y(t) ao longo da curva Gtima.
Se integrarmos o termo do meio da equacao 2.5, ou seja, tomaremos z = L, e dv = 2hh/,
entdo dz = (£ L,,) e v = h?. Entao
1 1 d
/ 2Ly (6, 5(1), 7 (1)) h(ON (t)dt = —/ W2 (0) (5 Ly (1:7(6), 7 (6)) (2.6)
fy) zo

pois h(xg) = h(z1) = 0. Substituindo 2.6 em 2.5 teremos
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5'0) = [T (0. 500.5(0) = 1 L 50T DI+ Ly (1500700 > 0.
" (2.7)

Pelo lema(2.3) concluimos que
Ly (6,50, 7(1)) > 0, (25)

caso estejamos interessados na nao positividade de 2.7, entao 2.8 deve ser menor ou igual a
Zero.

Logo se 7(t) satisfaz a equacao de Euler 2.3 e também a condigao de Legendre 2.8, entao
y(t) é a curva minima.

Lemas utilizados na deducao da equacao de Euler-Lagrange e na deducao da Condicao
de Legendre, [Kamien and Schwartz1991], [Baumeister and Leitao2008]):

Lema 2.1 Seja f(t) pertencente a classe das fungoes continuas em [xg, 1] (f(t) € Clxo, x1])

/mfwwwﬁ:a

para todo h(t) € C§ := {w € Cxg, x1]/w(xo) = w(z1) = 0}. Entdo a fungdo f(t) € constante

no intervalo [xg, x1).

tal que

Demonstragao: Definamos a funcgao h(t) := f;o(f(s) — c¢)ds com t € [xg,x1] € ¢ €
R. Por construgao, temos que h(t) € C'[xg, ], pois W'(t) = (f(s) — ¢) que é continua
por hipétese, e ainda h(xy) = 0 pois h(xg) = f;;o(f(s) — ¢)ds = 0. Tomemos a escolha
particular ¢ := 1/(x; — ) f;;l f(s)ds que nos gera uma funcdo h(t) que como ja vimos E( ) €
C'o, 1], h(xo) = 0 e ainda h(x1) = 0, pois h(x1) = [ (f(s) = (1/(x1—x0) [, f(s)ds))ds =
Lo f(s)ds — [71 1/ (w1 —xo)ds [ f(s)ds = [} f(s)ds — [} f(s)ds = 0. Assim h( ) assume
todas as hipdteses do nosso lema, entao

os/mﬁw—a%tz /muw—aﬁww

=§/f? ()dt — [h(t)]7: =0,

pois por hip6tese temos que f;}l f(t)ﬁl(t)dt = 0 e ainda h(zy) = h(x;) = 0.

Chegamos entao que ffol(f(t) — ¢)dt = 0, assim provamos que f(t) = ¢, para t € [z, x1].
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Lema 2.2 Seja f(t) pertencente a classe das fungoes continuas em [xg, x1]( f(t) € Clxo, z1]); Vh(t) €
Clzg, z1], h(xg) = h(x1) = 0 tenhamos f;: f(@)h(t)dt =0, entao f(t) =0 em [xg,x1].

Demonstragao: Definimos primeiramente g(t) := f;o f(s)ds. Integraremos por partes a

nossa hipotese

/ Y rnde = (g — / g on ()

Zo

:—/WWW@% Vh(t) € Cylzo, 1)

zo

O lema (2.1) implica que g(t) = ¢, t € [xg,z1]. O lema (2.2) segue agora da identidade
g'(t) = f(t), assim f(t) = 0.

Lema 2.3 Seja P(t) e Q(t) fungdes continuas em [xg,x1] e tomemos o funcional quadrdtico

/ﬂﬂWWW”@@WWWﬁ (2.9)
zo
definido para toda fungdo continuamente diferencidvel h(t) em [xg,x1] desde que h(xy) =
h(z1) = 0. A condigdo necessdria para que a equagdo 2.9 seja ndo positiva (nao negativa)
para todo h € que P(t) <0 (P(t) >0), g <t < .

Demonstragao: Suponhamos por contradi¢ao que para algum s pertencente ao intervalo
[0, 1] vai existir algum b > 0 tal que P(s) = 2b > 0. Como P é continuo, entao existe uma

vizinhanga de s tal que P excede b. Assim, existe ¢ > 0 tal que,
rp<s—c<s<s+c<z; e P(t)>b para s—c<t<s+ec.
Correspondente a esta fungao P, contruimos uma funcdo particular h(t) continuamente

diferencidvel da forma

sin?m(t —s)/e, s—c<t<s+c
h(t) =
0, em outros pontos.

Entao

h'(t) = (7 /c)2sinfcost = (7/c)sin26, 60 =x(t —s)/c.
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Como h(t) satisfaz todos os requerimentos, entao

/ xl[P(h’)Q + Qh?)dt = / S+CP(7T/C)2sin229dt + / N Qsin*0dt. (2.10)

) s—c

Como P(t) >bem s —c <t < s+ ¢, temos que

s+c s+c ™
/ P(m/c)*sin*20dt > / b(m/c)?sin?20dt = / b(m/c)sin?(20)(c/7)df = br?/c.
) ) ) (2.11)
Ainda temos que @) é continua em um intevalo fechado [s — ¢, s + ¢], entdo existe algum
M tal que —M < Q(t) < M paras —c <t <s+c. Logo

s+c s+c s+c
/ Qsin*0dt > / — M sin*0dt = / —Msin*(n(t — s)/c)dt = —ZMC. (2.12)

—C S§—C

Assim, substituindo 2.12 e 2.11 em 2.10 teremos

/ “ PN + QRdt > b2 /e — ZMC, (2.13)

zo
como ¢ pode ser tao pequeno quanto se queira, logo br?/c — %776 > 0.

Teremos de 2.13 que
/ [P(W)? + Qh*)dt > 0, (2.14)

xo
o que contradiz a hipdtese.

Portanto teremos que a equagao 2.9 serd nao positiva para qualquer h(t) adimissivel so-
mente se P(t) < 0em zo <t < .

Os problemas de Controle foram apresentados aos matematicos, devido ao avango tec-
noldgico, mais especificamente a corrida espacial entre os Estados Unidos da América e Ex-
Uniao Soviética. Pontryagin, Boltyanskii, Gamkrelidze e Mischenko estabeleceram condigoes
necessarias para otimalidade, hoje denominado Principio do Méximo de Pontryagin. A na-
tureza dessas condigoes e a forma das solugoes 6timas eram muito diferentes dos problemas
classicos do calculo das variacoes, com isso, os cientistas da época passaram a dizer que
um novo calculo variacional tinha sido inventado. Mas em 1962 Dubovitiskii e Milyutin
encontraram uma teoria de condigoes necessarias para otimalidade em espacos abstratos,
assim, podendo deduzir quase todos os resultados de condi¢oes de otimalidade, logo unifi-

cando novamente ao céalculo das variagoes. Estes resultados, mais precisamente o Teorema
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de Duboviskii-Milyutin é usado na demonstracao do Principio do Minimo (Méximo) de Pon-

tryagin, veja por exemplo [Baumeister and Leitao2008], [Girsanov1972].

2.2 Principio do Minimo de Pontryagin no caso mais simples

O Principio do minimo ou méaximo de Pontryagin é muito importante em controle 6timo,
pois nos fornece condi¢oes necessérias de otimalidade nos moldes da equacao f'(z) = 0 do
calculo classico e da equacao de Euler-Lagrange no cdlculo das variagoes e através destas
podemos resolver problemas em formas explicitas e em outros casos reduzir o nosso problema
a problemas mais simples.

Sabemos que os problemas de Controle 6timo sao mais gerais que os problemas de Célculo
das Variagoes. Assim, todo problema de calculo variacional pode ser transformado em um
de controle, porém, o inverso nem sempre é possivel .

O caso que serd apresentado abaixo, se encaixa na familia do Calculo das Variagoes, entao,
a maneira para encontrar condigoes necessarias para este problema sera semelhante ao usado
anteriormente para encontrar a equacgao de Euler-Lagrange, que ¢ a condicao necesséaria do
problema do célculo variacional.

Consideremos o problema (2.15), onde, devemos encontrar uma fungdo controle wu(t),

continua por partes em [tg, t1], que

minimize J :/ttl f(t,z(t),u(t))dt (2.15)

sujeito a
Z'(t) = g(t, z(t), u(t)) (2.16)
x(tg) =z e x(ty) livre (2.17)

u(t) nao restringido, to e t; especificados.

Este 6 considerado um Problema de Controle Otimo e a varidvel de estado x(t) dependera
da varidvel de controle u(t). As fungdes f, g sdo continuamente diferencidveis em x, u para
todo t. Este problema se encaixa nos problemas de cdlculo das variacoes, porém, em controle
existe a dificuldade de explicitar z(t) , pois z(t) muda ao longo do tempo, de acordo com a
equagao diferencial (2.16).

Para encontrarmos as condigoes necessarias do problema (2.15) a (2.17), precisaremos de
alguns conceitos.

Temos que o espaco vetorial das fungoes continuas C|tg, t1] é completo (espaco de Banach)
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com a norma do supremo, definida por

flloe == sup {[f (D)}, f € Clto, ta].

te [to ,tﬂ

Esta norma induz a métrica

dZSt(fag) = ||f _g||007 \V/fag € C[t[btl]

Analogamente podemos construir uma métrica para o conjunto das fungoes continuamente

diferenciaveis (C![to, t1])

1f = glliee = [If = glloe +[1f' = ¢llocs V.9 € CMto, t1].

Definigao 2.1 : Z(t) pertencente ao conjunto das fungoes admissiveis (X,q), ou seja, satis-

faz as condigoes 2.16-2.17, é denominado minimo local fraco de J, quando
30 > 0; Va(t) € Xaa, ||2(t) —ZT(t)||100 <, temos J(x(t)) > J(T(1)).

Entao uma funcao z(t) com gréfico dado na figura (2.6), ndo se encaixaria na definigao (2.1).

x(H

to t.l
Figura 2.6: Variagao na curva x(t) de estado em torno de Z(t)

Definicao 2.2 M¢étodo dos multiplicadores de Lagrange: Sendo f e suas m restricoes g de

classe C* tal que Ag # 0 . Se f tiver um extremo relativo dentro de suas restrigoes, esse

ponto ocorre em um ponto P(T1,T3,...,T,), tal que P pertenca a uma superficie de restrigdo
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de f na qual os gradientes V f (71, Tz, ..., Tn) € Vg(T1, T2, ..., Tn) sao paralelos, ou seja, existe
um A , tal que
V[(@1,72, ... Tn) = AV(T1, T3, ..., T).

Aplicando o Método dos Multiplicadores de Lagrange no Problema (2.15—2.17), transfor-
maremos (2.15—2.17) em um problema sem restri¢ao, onde A(¢) é uma func¢éo continuamente

diferencidvel em [to, t1] pois a restricao (2.16) tem que ser satisfeita para todo ¢ no intervalo
[t0> tl] .

J = / 1[f(t,x(t),u(t)) — A2 (t) + At)g(t, z(t), u(t))]dt. (2.18)

to
Como a condicao (2.16) é satisfeita para todo ¢, temos entdo que J = .J independente de
A(t). Logo podemos pensar no problema de maximizar J ao invés de J.

Por conveniéncia assumiremos
H(t, o(t), u(), M) = £t 2(t) u(t)) + AE)g(t, o(t), u(t)),
chamada funcao Hamiltoniana. Integrando por partes seu ultimo termo, temos:
z=\t) dz=N(t)dt,

v=ux(t) dv=2'(t)dt,

entao

/ At 2(t), u(t)dt = / A (t)dt

to to

= A0l — [ sloN @i = MOl - [ s

to to

substituindo esta integragao e a fun¢ao Hamiltoniana na equagao (2.18) teremos

j = / (G 20), () + At 2(t), ult)) — A ())de

to

= ()\(to)x(to)—)\(t1)x(t1))+/1[(H(t,x(t),u(t),)\(t))+x(t))\’(t)]dt.

to

Sendo (Z(t),u(t)) o minimo local fraco de J, onde (t) é o controle timo e Z(t) é estado

correspondente, determinado pela restrigdo (2.16) e a condigao inicial (2.17).
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Dado h(t) € Cto,t1] e €9 > 0 suficientemente pequeno, definimos a familia de fungoes
u(t) = u(t) + eh(t), €€ (—eo,e€o).

Temos que para u(t) dada acima, teremos a varidvel de estado correspondente,porém a
variavel de estado é dada implicitamente por (2.16), entao a representaremos por y(t, €).
Podemos notar, que quando € = 0 teremos u(t) = @(t), ou seja, o controle 6timo,cuja

correspondente variavel de estado é Z(t), entao
y(t,0) = z().
E ainda tem que satisfazer a condigao (2.17), entao
y(to,€) = xg, Ve >0.

Substituindo u(t) e sua correspondente y(t,€) em J teremos

t1

J(€) = Alto)y(to, €)= A(t1)y(t1, €)+/ [(H (2, y(t,€), u(t)+eh(t), At))+y(t, )X (t)]dt
t

’ (2.19)

Como u(t) é o controle minimo, ou seja, o 6timo, entdo a fungao J(e) , assume seu minimo

em ¢ = 0, assim pelo condicdo de otimalidade, teremos que J'(0) = 0. Assim

7€) = Mewelto, =N}t )+ | S0, T +eh(6) MOyl N ()
’ (2.20)

Ccomo

OHdt OHdr OHdu OHdA

d J—
ge Uyl 0,4 b N = 5t e B de o de

de

entao

7€) = Alta)ultos ) = Mer)ueltn, ) + [ 500+ (G + N(O)w]

o, Ou
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Notamos que agora estamos omitindo as variaveis de H para uma simplificacao da notacao.

Calculando para € = 0, temos

b OH OH

J'(0) = =A(t1)ye(t1,0) + /t [%h(t) + (% + N(t))ye(t, €)]dt = 0. (2.21)

Como fica dificil a determinagao de y., entao escolheremos A(t) de forma que nao precise-

mos explicité-lo. Logo

Sobrando entao

Como J'(0) =0 Vh(t), entao escolheremos h(t) = 4L

entao

7(0) = / (O -

Assim podemos concluir que
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Resumindo, obtemos as seguintes condicoes necessarias para o problema 2.15-2.17,

1. 2/(t) = g(t,z(t),u(t)), equagao de estado;

2. x(tg) =z, condi¢ao no tempo inicial;

3' )\/(t) — _8H(t,$(t),u(t),>\(t))

o , equacao adjunta
4. A(t;) =0, condigdo no tempo final;

5 0= 8H(t,x(té)),u(t),A(t)),

equagcao de otimalidade.

2.3 Principio do Maximo mais geral e alguns casos especiais

Para encontrarmos as condigoes necessarias dos problemas de controle usados anteri-
ormente, partimos do pressuposto de que as variagoes em torno da trajetoria 6tima eram
pequenas no sentido de que [a(t) —u(t)| < € e ainda |@'(t) — u'(t)| < € para e suficientemente
pequeno. E claro, que estas suposigoes implicam que as solugoes achadas pelas condigoes
necessarias nao admitem descontinuidade.

Achar condigoes necessarias com suposi¢oes menos restritas é uma tarefa muito dificil. Por
exemplo, se s6 supormos que [u(t) — u(t)| < € é possivel estabelecer uma condi¢ao que deve
ser satisfeita nos pontos em que a derivada é descontinua. Mas nao nos prenderemos neste
caso, pois, consideraremos uma situagao mais geral onde a variavel u(t) pode ser continua
por partes e ainda ¢é restringida. Neste caso, as condi¢oes necessarias sao conhecidas como
Principio do Maximo de Pontryagin.

Para encontrarmos estas condigoes, consideraremos o seguinte caso

maxr J = F(z(t),t) + /ttl f(t,z(t),u(t))dt (2.22)
sujeito a
() = g(t,z(t),u(t)), x(t) =g (2.23)
u(t) € U

Podemos notar que, a diferenca entre este modelo e os usados anteriormente (caso mais
simples), é que neste temos que u(t) é restringido, logo, as variagoes que consideraremos
em torno de uma trajetéria 6tima u(¢) ndo podem ser arbitrarias, ja que devem pertencer

a U. Este é o motivo pelo qual nao podemos usar o mesmo modo para encontrar condigoes
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necessarias dos problemas de controle anteriores, pois, era a arbitrariedade da variacao

[u(t) — u(t)| = du = |¢e|||h(t)]| que nos permitia concluir que o 6timo devia cumprir

OH

— =0.
ou

A equagao acima nao serd necessariamente vélida se existir restri¢do sobre u(t), porém o
principio do maximo nos oferece uma nova condicao que deve ser satisfeito neste caso.

Uma outra diferenca encontrada neste problema é que, além da variavel u(t), poder ser
parcialmente continua, temos ainda que o estado x(t) é diferenciavel por partes no intervalo
de tempo [to, t;]. Enquanto as funcoes f e g devem ser continuas com respeito a u, e de classe
(C1) com respeito a . Como pode ser notado, estas suposi¢oes sao menos restritivas que as
requeridas anteriormente.

Novamente usaremos o Teorema de Lagrange no problema (2.22 — 2.23), assim

J = F(a(tr), tr) + / 1[f(tﬂf(lﬁ),u(t)) + A(t)g(t, z(t), u(t)) — A(t)' (t)]dt, (2.24)

to

notemos que, J = J pois (2.23) tem que ser satisfeito para todo t .

Integrando parcialmente o tltimo termo de .J

z = MNt) dz=N(t)dt,

v = x(t) dv=2'(t)dt,
entao

—/tl MO/ (t)dt = —\(t)z(t) §;+/tlx(t)>\’(t)dt

to to

= Ato)z(to) — At)z(t) + / tla:(t)X(t)dt, (2.25)

to

assim, substituindo (2.25) em (2.24) teremos

J = F(ﬂ?(tl),t1)H(to)x(to)—A(tl):v(tl)Jr/ (@ (8), ulO) AL a(t), u(t)) +o(HN (D]d.

to
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Tomando por conveniéncia

H(t, x(t), ut), A1) = f(t,2(t), u(t) + At)g(t, (1), u(t)),

J = F(a(ty), t1) + Mto)x(te) — At1)z(ty) + / H (L 2(0), u(t), (1) + 2(ON(O)]d. (2.26)

to

Suporemos que u(t) € U é o controle 6timo e que Z(t) é o correspondente vetor estado
determinado por (2.23). Consideremos agora, uma pequena variagao em torno da trajetoria

6tima u(t). Neste caso, consideraremos a variacao em u(t) da forma
t1
/ [a(t) — u(t)|dt < e, (2.27)
to

com € pequeno. A equacao (2.27) é muito diferente da variacdo que usamos nos problemas
anteriores, pois neste caso u(t) pode se distanciar bastante de u(t), desde que isso ocorra

num intervalo pequeno de tempo da variagao total, figura (2.7).

u(t)

t0 1"]

Figura 2.7: Variagao de u(t) em torno do controle étimo u(t)

Substituindo agora o novo vetor u(t) = u(t) 4+ ou(t), préximo de @(t) no sentido de (2.27),
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veremos qual mudanga este causa em (2.26). E claro que também teremos uma modificagao

em Z(t), que denotaremos por Z(t) + dx(t), assim a variacio d.J serd

6 = J@(t) +ox(t),ut), t) — J(@(t),u(t),t)
= F@(t) +ox(tr),tr) — F(@(t1), t1) — M)T], — At)ox(t)]is

+ / P H(E + 80,0, 0) + X(OT + X5t + MOTO[L — / @) + N (O3]

to to

+ / HE®) + 208, u(t), £, M) — HE®),0(t), £, \()) + N )z ()]dt,

to

como x(ty) = xg = dx(ty) = 0, assim

t1

+ / [H(Z(t) + dz(t), u(t), t, \(t)) — H(Z(t),u(t), t, \(t)) + N (¢)ox(t)]dt.
to

Sabemos que o Hamiltoniano H e F' sao diferencidveis com respeito a x, podemos entao

aproximar a equagao (2.28) em torno da soluc¢ao 6tima, mediante ao Teorema de Taylor.

OH (T(t),u(t),t, A(t))

pe 0x(t),

H(Z(t) + 0z(t), u(t), t, \(t)) = H(Z(t),u(t),t, \(t)) +

OF (T(t1),t1)

F(@(t) + 0w(t), h) = Fa(h), ) + ———

(5$(t1)

logo
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“A(0))ox(t)+ / tl[(%%’(max(mmz,u,t, N —H (7, a,t,\)dt.

v (2.29)

Escolheremos A(t) de forma que nao precisemos explicitar a varia¢do no vetor estado

5F o (8F(Ta(1;1),t1)

)\(tl) - g_i(x(tl)’ tl)

N = - ,

assim ficando

§J = / 1[H(f(t),u(t),t,/\(t)) — H(Z(t),u(t),t, \(t))]dt. (2.30)

to
Como 7(t) é o controle 6timo, entdao §J < 0, caso contrério existiria um novo vetor u(t)
e um Z(t) + 0z(t) que quando aplicado em J nos daria um valor maior de que quando .J
aplicado em Z(t), u(t). Assim, esta observagao nos permite concluir que uma condi¢ao para

u(t) 6timo é que, para cada valor de t € [tg, t1] se cumpra
H(Z(t),u(t), t, \(t)) < H@(t),au(t),t,\(t)), YuelU. (2.31)

Se a desigualdade (2.31) ndo corresponder para algum ¢(t), haverd entdao um w € U tal
que
H(z(1), u(t), t, A1) > H(@(1),ult), 1, A1),

e portanto, poderiamos modificar u(t) de modo que (2.30) tenha um valor positivo, con-
tradizendo entao a otimalidade de w(t).

A condicao (2.31) estabelece que, para cada t, u(t) € U deve maximizar o valor de H para
z(t) e A(t) fixos. Logo se u(t) estd no interior de U, figura 2.8, H ¢é diferenciavel com respeito

a u(t) e o problema nao tem restricdo em u(t), a condigdo necessaria de maximizagao seria

OH
—— =0,
ou
0 que recupera o caso mais simples.
Mas se H nao é diferencidvel em u(t) ou se u(t) se encontra na fronteira de U, figura 2.9

a caracterizacao acima do 6timo nao ¢é valido, logo a condicao correta seria

uI(rL}?éXU H(j@)a u(t>7 t, )‘(t))7
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H()

I
|
1
|
|
|
:
u u

Figura 2.8: Controle 6timo no interior de U

Hiu)

\

Figura 2.9: Controle 6timo na fronteira de U

que determina @(t) neste caso.

Resumindo, as condigoes necessarias para o problema (2.22) sao
L 2'(t) = g(t,z(t),u(t)), equacio de estado;
2. x(tg) = zp, condigdo no tempo inicial;

3. A(t1) = %E(x(t1),t1), condigdo no tempo final;

4' )\/(t) — _8H(E(t)7ﬂ(t)7tv/\(t))

o , equacao adjunta;

5. max,ey H(Z(t),u(t), t,A(t)), equagao de otimalidade.

Podemos ainda ter problemas com restrigoes do tipo abaixo ao invés das que usamos nos

problemas anteriores

e Variavel de estado restrita no tempo final que é especificado

Uo(z(t1)) =0, ¢ especificado
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e Variavel de estado restringida no tempo final que nao é especificado

Uy (x(t1)) =0, t; nao especificado

Restricao do estado num ponto interior

\Ifz(x(tz)) = O, to < t; < ty.

Integrante restrito

/ " B (t), u(t). )t > 0.

to

Restricao de igualdade nas funcoes estado e controle

Wy(x(t),u(t),t) =0, Vi€ [to,t]

Restrigoes de desigualdade nas funcoes estado e controle

Us(z(t),u(t),t) >0, Ve ty,t],

entre outras.

Problemas com condicoes do tipo citadas acima nao serao de grande importancia neste tra-
balho, por isso ndo entraremos em detalhes. Porém, nas literaturas convencionais, [Philippil988|
e [Kamien and Schwartz1991] pode-se encontrar as condigoes necessérias para estas.

Ainda temos como resultado as condigoes necesséaria de segunda ordem, veja [Kamien
and Schwartz1991], no mesmo sentido que as condigoes de segunda ordem do calculo classico
(f"(x) <0ou f"(x) > 0) e do calculo das variagdes (L., (¢,5(t), 7 (t)) < 0ou Ly, (¢, 5(t), 7 (t)) >
0 - condicao de Legendre 2.8). Ou seja se u(t) maximiza H(t,u(t), u, A(t)) com respeito a u,
entao é necessario que

H,.(t,z(t),u(t), \) <0.

E se w(t) minimiza H(t,u(t),u, A(t)) com respeito a u, entdo é necessario que

Abaixo apresentaremos um exemplo retirado de [Philippi1988], para um melhor entendi-
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mento do conteido que foi apresentado acima.

Exemplo 2.2.1 Suponhamos que uma empresa fabrica um tunico produto. Os produtos pro-
duzidos podem ser vendidos ou estocados. O produto da venda € reinvestido para aumentar a
producao futura. Especuladores estio convencidos de que dentro do préximo periodo [0,T] o
preco do produto aumentard e por isso, desejam estabelecer um politica de vendas que assequre

poder armazenar a maior quantidade de produto neste periodo.

Modelagem do Problema

Temos duas possibilidades
e Estocar o produto

e Vender e Reinvestir

z(t) = taxa de produgao,

u(t) = fragao de retirada dos produtos do estoque.

Para um intervalo de tempo At a quantidade produzida serd aproximadamente x(t)At.
E assumido que se nao houver reinvestimento a taxa de producao permanece constante
e esta crescerd exponencialmente com uma taxa igual da fragdo u(t) da produgado que é

vendida(portanto reinvestida). Assim
Z'(t) = u(t)z(t), x(0) >0 (especificado)

com 0 < wu(t) <1.

E obvio que se u(t) = 0 se segue que z(t) = z(0) e em geral z(t) = x(O)efot u(s)ds - com isto
podemos assegurar que z(t) > 0.

Como a intencao da empresa é maximizar a produgao acumulada no periodo estipulado,

entao o modelo do problema sera

maxr J = /T(l —u(t))x(t)dt (2.32)
sujeito a

'(t) = wu(t)z(t), x(0) conhecido, (2.33)
1

o
IA
A
&=
IA

(2.34)
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Solugao: O Hamiltoniano deste problema é

H(x(t), u(t), t, M) = (1 —u(t)z(t) + M) (u(t)x(t))

= x(t) + u(t)x(t)(A(t) — 1).
As condigoes necessérias sao

N(t) = —Z= = —1+u(t)(1 — (b)), (2.35)

AT) =0, (2.36)

e ainda u(t) deve maximizar o Hamiltoniano, ou seja

{ maxr  H =x(t) +u(t)z(t)(A(t) — 1), (2.37)

u
sujeito a  u(t) € [0,1].

De (2.37) temos que H é uma funcao linear de u(t) e ainda x(t) > 0,Vt € [0,T] e
u(t) € [0,1], assim o maximo de H sujeito a u(t) € [0, 1], dependera de A(t).
Se tivermos (A(t) — 1) < 0, entdo o méximo de H serd obtido quando u(t) = 0, como

pode ser notado na figura (2.10).

5

Figura 2.10: H quando g é menor que zero

Agora se (A(t) — 1) > 0, entd@o o méximo de H serd obtido quando u(t) = 1, como pode
ser notado na figura (2.11).
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2| :

0 1

Figura 2.11: H quando o g é maior que zero

Assim temos o Controle do tipo Bang-Bang

0 At)—1<0,
u(t)=< 7 At)=0,
1 At)—1>0.
De (2.36) temos
ANT) = 0

= NMT)—-1=-1<0.

Seja t tal que parat € t <t <T A(t) —1<0 ,assim Vt € (¢,T)

{ () = -1 (2.38)

Resolvendo (2.38), temos

integrando ambos os lados

= AMt)=—-t+ K

= MT)=-T+K=0
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portanto teremos

Devemos notar que para

AMt)—1< 0 At) <1

= —t+T1T<1

=T-1<t,

portanto t =T — 1.

Para 0 <t < T — 1 temos, A(t) — 1 > 0, assim

u(t)y=1, e
N(t) = —=\(t) (2.30)
NT —1)=1. '

Resolvendo (2.39), temos

A _ :>db:jgyﬂ

integrando ambos os lados

—In|]\ =t+c = X'=¢eT"=ke,

como A(T'— 1) =1 entao

portanto teremos
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Podemos entao resumir nossas solugoes 6timas nas seguintes figuras (2.12, 2.13, 2.14), os
quais nos dizem que até o tempo T'— 1 deve-se vender tudo, ou seja, reinvestir tudo. Depois
de T'— 1 até T deve-se estocar todo o produto.

A quantidade armazenada é

J= /T z(0)e" tdt = z(0)e’ 1.

T-1

AfE)

Figura 2.12: Grafico da funcao adjunta

[

Figura 2.13: Grafico da fungao Controle

=(t)

=0

Figura 2.14: Grafico da equagao de estado
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2.4 Um sistema de equacoes diferenciais como restricao

Queremos encontrar um controle wu(t) continuo por partes e o vetor estado z;(t) =
(x1(t),...,x,(t)) correspondente continuamente diferencidvel por partes, definida sobre um

intervalo de tempo fixo [to, ;] que

min J = Fla(t),h)+ /t:l F(t2i(8), ult))dt (2.40)
sujeito 3
zi(t) = gi(t,zi(t), u(t)), wito) = wi, (2.41)
w € U
onde

gi(txi(t),ut)) = (gu(t; 2i(t), u(t), .., gn(t, 2i(t), u(t)))-

Ou seja, ao invés de uma equacao diferencial como restri¢ao temos um sistema de equacgoes
diferenciais.

Agindo da mesma maneira que foi feito no problema (2.22 —2.23),assumimos que f, g;, 5 8f

dg i

Di; sao funcoes continuas em todos seus argumentos, Vi = 1, ..., n.

e
A fim de que u(t) e 7;(t) sejam o 6timo para o problema (2.40 — 2.41) é necessario que

exista uma fungoes continuas \;(t) = (A1(t), ..., An(t)), tal que o hamiltoniano
H(t, 2i(t), u(t), \(2) = F(t, (¢ 4—§£:A )gi(t, 25(t), u(t)),

satisfaca
1. 2i(t) = gi(t, xi(t),u(t)), equagoes de estado;
2. x;(to) = x4, condigbes no tempo inicial;

3. N(t) = —6H(t’ji(gg’cﬂ_(t)’)‘i(t)) i=1,..,n, equagoes adjuntas;

4. \(ty) = F(I,(tl) t1), condigoes no tempo final;
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5. max,ey H(t,Z;(t), u(t), \i(t)), equacdo de otimalidade.

As equagoes acima sao conhecidas como condigoes necessarias do problemas (2.40 —2.41).

2.5 Condicoes Suficientes para o Problema de Controle Otimo

Estamos interessados em verificar quando nossas condigoes necessarias que foram mostradas
nas segoes anteriores sao também suficientes. Para isso, vamos supor que f(t,z(t),u(t)) e

g(t,z(t),u(t)) sdo fungdes diferenciaveis convexas de x(t), u(t) no problema de

min /t “ b 2(t), u(t))dt (2.42)
sujeito a
2'(t) = g(t, z(t),u(t)), =x(to) = 0. (2.43)

Tomaremos Z(t),u(t), A(t) que satisfazem as condi¢oes necessarias

OH _ 0f(t,x(t), u(t)) g, x(t), u(t))

- = > +A(t) o0 =0, (2.44)
V(g = O IO 2000, 2.45)
A(t) =0, (2.46)

e também a restrigao (2.43) é satisfeita para todo ty <t < ¢;. Ainda suporemos que x(t) e

A(t) sdo continuas com
A(t) >0, (2.47)

para todo ¢ no caso em que g(t, z(t), u(t)) é ndo-linear em z(t), u(t) ou em ambas. Com todas
estas suposigoes as condigoes necesarias que satisfazem (2.43)-(2.46) sao também suficientes
para a otimalidade. Para verificarmos a afirmacao feita acima para termos uma condicao
suficiente para otimalidade, suporemos que Z(t), u(t), A(t), satisfazem (2.43)-(2.46). Tomemos
x(t), u(t) satisfazendo (2.43), f*, g* s@o fungoes avaliadas sobre (¢,Z(t),u(t)) e f, g s@o as

fungoes avaliadas sobre as possiveis curvas (¢, x(t), u(t)). Entao basta mostrar que

D= /tl(f* _ pde<o. (2.48)
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Desde que f seja uma fungao convexa de (z(t),u(t)), teremos

of* _ afr _
S (alt) = 7(0) + 2 -(u = T(t),

>+
entao

SO i
f =z S lt) ~ 7)) + S (ul) - T(0))

multiplicando a equagao por (—1) teremos

7 1 < o) — o) + ) — i) (2.49)

De (2.48) e (2.49) temos

D < [ - o) + @l - uie)a

= [ 10 — ) AZE ~ N (0) + @(0) — ) (A0

to

— [ Al g - @)~ o0) 2~ o) — ute) Lo

to

< 0, (2.50)

que era o que queriamos mostrar de acordo com (2.48). A segunda linha de (2.50) foi obtida
substituindo (2.45) para % e (2.44) para %. A terceira linha foi obtida fazendo uma
integragao por partes de (T(t) — z(t))N(t) e ainda usando (2.43) e (2.46). A ultima linha foi
obtida levando em consideragao (2.47) e também assumindo a convexidade de g em z(t) e u(t).
Assim fica mostrado que se temos f, g convexas em x(t) e u(t), entao as condigoes necessérias
sao também suficiente (levando também em consideragdo A(t) > 0 se g é nao-linear em x(t)
e u(t)).

Se a fungao ¢ é linear em x(t),u(t), entdo A(t) pode assumir qualquer valor. E se f
é concava enquanto g é convexa e A(t) < 0, entdo as condigdes necesdrias também serdo
suficiente para a otimalidade.

Os teoremas de suficiencia sao facilmente aplicados. Contudo, alguns problemas inter-
essantes nao sao convexos em z(t) e u(t). Uma versdo generalizada para este teorema foi
descoberta por Arrow, [Kamien and Schwartz1991], porém este pode ser mais dificil e checar

se ¢é aplicavel.
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Para se entender os resultados da suficiéncia descoberto por Arrow precisaremos de algu-
mas definigoes.

Tomaremos u = U(t, z(t), A(t)) denota o valor do controle que maximiza
H(t,2(t), u(t), A(t) = f(t,2(t), ut)) + Ag(t, 2(t), u(t)), (2.51)
para dado valores de (¢, z(t), A\(t)). Tomemos

HO(, (1), \(t)) = max H(t,z(t), u(t), A\(t))

u(t)

= f(t,z(t), U(t,z(t),A(t))) + A(t)g(t,x(t), U(t,x(t), A(t))). (2.52)
Teremos entao o seguinte teorema de Arrow.

Teorema 2.4 Se HO(t,x(t), \(t)) € uma fungdo conveza de x(t) para dado \(t), to <t < ty,

e se existir T(t), u(t), A\(t) continuas satisfazendo (2.43) e também

u(t) = U(t, z(t), A1), (2.53)

N(t) = —(% + A(t)%), (2.54)
of dg

So T A =0, (2.55)

A(ty) =0, (2.56)

entao T(t), u(t) minimizard (2.42) sujeito a (2.43).



Capitulo 3

Modelos que Descrevem Areas Foliares Lesion-

adas

Até 1969 os fungos eram considerados vegetais, sé a partir dai foram classificados em um
reino a parte, o reino Fungi. Este sistema foi proposto por Whittaker em 1969, [de Aratjo
and Bossolan2006]. Onde os seres vivos eram subdivididos em cinco reinos, Protista, Monera,
Plantae, Fungi e Animalia. Posteriormente, em 1979, Whittaker apresentou alteracao em seu
sistema, o qual, passou a incluir as algas no reino Protista. Esta modificacao, levou alguns
autores a sugerir a alteracao de reino Protista para Protoctista.

Propostas de outros sistemas de classificacao, como por exemplo, a criacao de grupos
superiores ao reino, denominados por super- reinos ou dominios. Alguns propde a criagao
de dois dominios: Procariontes e Eucariontes. Dentro do Dominio dos Procariontes, o Reino
Monera com dois sub-reinos: Arqueobactérias e Eubactérias, e no dominio dos Eucariontes
os quatro reinos: Protoctista, Fungi, Plantae e Animalia.

Ainda houveram outras propostas de ambito de aplicacao mais restrito, porém o sistema
de classificacao com cinco reinos é o mais usado atualmente.

Os fungos constituem um grupo de organismos em que nao ocorre clorofila(sao heterétrofos),
possuem caracteristicas basicas que permitem separa-los de outros seres vivos, que sao: talo
eucaridtico, absorcao de nutrientes, formacao de esporos. Alguns fungos podem ser mi-
croscopicos em tamanho, enquanto outros sao muito maiores, como os cogumelos e fungos
que crescem em madeira imida ou solo. Ainda formam esporos, que sao dispersos por cor-
rentes de ar. Encontram-se no solo, nos vegetais, no homem e em detritos em geral.

Eles ainda podem ser classificados como saprofitas e parasitas. Os saprofitas se alimen-
tam de matéria organica animal ou vegetal morta e os parasitas vivem dentro ou sobre os
organismos vivos (animais e vegetais) deles retirando seus alimentos, absorvem nutrientes ao
invés de ingeri-los, secretando enzimas digestivas no substrato onde se desenvolvem. Essas

enzimas catalisam a quebra de moléculas suficientemente menores para serem absorvidas pela

39
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célula fungica, por esta razao, os fungos crescem dentro ou sobre os alimentos.

O reino Fungi ¢ dividido em cinco filos: OQomycota que sao os fungos aquaticos; Zygomy-
cota que sao os fungos terrestres; Ascomycota que sao as trufas, bolores verdes, amarelos e
vermelhos; Basidiomycota que sao os cogumelos, ferrugens e carvoes; Deuteromycota que sao
fungos do tipo Penicillium (que cresce em matéria organica morta). Como pode ser notado,
os fungos sao divididos em diversas espécies, alguns sao comestiveis (champignons), outros
sao usados na fabricagdo de bebidas (levedura da cerveja) e queijos, outros produzem an-
tibidticos(penicilina) e outros causam doengas, como os fungos parasitas que podem causar
doencas em plantas, animais e até em homens. A distribuicao destes se da em funcao
de fatores como temperatura, umidade, tipo de solo e vegetacao, presenca de hospedeiros
necessarios a sobrevivéncia de cada espécie.

Na agricultura, o prejuizo causado pelos fungos pertencentes ao filo Basidiomycota, rela-
tivo as infestagoes de plantas, tem motivado os pesquisadores a combaté-los. Uma tentativa
feita por eles foi a aplicacao de fungicidas que pode ser notado que nem sempre ¢é suficiente.

O uso indiscriminado de fungicidas pode promover a selecao de fungos resistentes colo-
cando em risco a eficiéncia do método.

Com a resisténcia, varios prejuizos podem ocorrer, tanto para as empresas fabricantes de
fungicidas, que tem que investir nas avaliagoes de risco de resisténcia realizadas durante o de-
senvolvimento a um novo produto, assim restringindo o langamento de fungicidas no mercado,
quanto para os agricultores, pois ao intensificar a aplicacao podera mascarar seu problema,
sendo que boa parte do fungicida que esta sendo aplicado pode nao estar contribuindo para o
controle, assim quando descobre a causa do problema, as perdas ja ocorreram. Além disso, a
resisténcia pode aumentar o consumo de fungicida que pode causar danos ao meio ambiente.

Foi por estes motivos que surgiu a necessidade de se entender e quantificar tais fenomenos.

Os primeiros modelos para descrever a dinamica populacional de fungos foram feitos na
auséncia de fungicidas, assim, tinha-se um crescimento exponencial das populagoes conside-
radas.

Com a tentativa de adicionar nos primeiros modelos as competicoes interespecifica (que é a
interacao de individuos de espécies diferentes que disputam algo como alimento, luminosidade,
territério, emprego, fémea, macho, etc.) e a intraespecifica (que é a disputa de todos os fatores
citados acima, s6 que entre individuos da mesma espécie) , [Barret1983] usou o modelo de

Kolmogorov(1936) considerando a dinamica de duas populagoes que se interagem. Este é



CAPITULO 3. MODELOS QUE DESCREVEM AREAS FOLIARES LESIONADAS 41
dado por

L = r Ny f1(Ny, Ny)
(3.1)

iV :7’2N2f1(N17N2)

dt
onde

e N; e N, sao as populagoes que interagem;

e 1| e ry taxas de crescimento relacionadas a N; e N, respectivamente;

e f1 e fy sao as fungoes que descrevem os efeitos das competigoes inter e intra especificas

entre as populagoes.

E dito ainda em [Barret1983], que se temos uma capacidade suporte para as populagoes,
entdo podemos reescrever (3.1) usando o modelo de competigao Lotka-Volterra como apro-

ximacao razoavel de f e fs.

dé\il = TlNl[l K_l I]\({?]
(3.2)
dfl\,? = 7’2]\[2[ K2 ﬁ%]

onde
e K e K, sao os nimeros maximos que as espécies podem assumir;
e « ¢ (3 descrevem a forma de interagao entre as duas populagoes.

Por exemplo, se a < 0 entao, a taxa de crescimento de Ny é favorecida pela populagao Ns.

De acordo com [Ghini et al.1994], os estudos das dinamicas de populagbes resistentes e
sensiveis através de modelos matematicos é fundamental para o desenvolvimento da estratégia
de anti-resistéencia. E ainda diz que, para se tornar possivel uma escolha correta do pro-
blema de controle, sera necessario estudar o comportamento da resisténcia sem a presenca
de fungicida, ou seja, um modelo inicialmente sem o controle. Para isso deve-se considerar o
seguinte sistema inicial de equacoes:

ds

= =18 —argh,

(3.3)

% =rrR+ arg$,

no qual
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e S é a quantidade de fungos sensiveis, R é a quantidade de fungos resistentes;
e rg e rp sao as taxas de infeccao de S e R respectivamente;
e « ¢é a frequéncia constante do fluxo de individuos sensiveis para resistentes.

A equacgao (3.3) nos da o numero de individuos resistentes em uma dada populagao de
fungos de tamanha inicial N antes da aplicacdo de fungicidas.

Os efeitos das competicoes inter e intra especificas com capacidades suporte das po-
pulagoes consideradas foram incorporados em (3.3) por [Varassin1996] , para estudo de uma

populagao subdividida em sensiveis (S) e resistentes (R).

cé_f = rgS[1 — % — CSR%] -, S[1— % — CSR%L
(3.4)

% = rpR[1 — % — CRS%] +a, S[1— % - CSR%L

no qual

e K ¢é a capacidade suporte;
e 1, e g sao as taxas de infeccao;

e o, S[1— % —CSR %] representa o fluxo de sensiveis para resistentes onde « é a frequéncia

da mudanca.

Em [Zotin et al.2000] foi proposto uma extengao do modelo (3.4), onde se adicionou os
efeitos da aplicacao do fungicida e mediu a populagao de fungos em termos de area lesionada,
ou seja, sera apresentado um modelo deterministico para o estudo de uma populagao de fungos
quando submetida a aplicacao de um controle quimico, considerando também a mudanca de
sensibilidade ao fungicida quando este esta presente a sua dinamica. O controle considerado
é na forma continua num intervalo de tempo.

O modelo proposto tem as seguintes hipdteses:

e A "populagao”de fungos (representada pela érea total ocupada N) analisada em uma
certa cultura ¢ subdividida em sensiveis e resistentes, sendo que S(t) e R(t) representam
a fracao de area foliar da cultura lesionada por sensiveis e resistentes, respectivamente,

em cada instante de tempo;
e antes da aplicagao de fungicida, temos que S(0) = Sy > 0e R(0) = Ry > 0;

e as taxas de infecgao provocadas por sensiveis e resistentes sao rg e rg, respectivamente;
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e a taxa de mudanca de sensivel para resistente é dada por «;

e a eficacia do fungicida aplicado é dada por 3 e este incorpora o fato da mesma depender

da concentracao do fungicida utilizado;

e a taxa de aplicacdo de fungicida é dada por u = wu(t), fungdo continua por partes.
Além disso, utilizamos uma limitagdo nessa aplicagao da forma 0 < u(t) < 1, ou seja,

consideramos u sempre em relacao a um valor ,,q, permitido;

e considera também que dS/dt > 0 e dR/dt > 0 no sentido de, uma vez que uma folha é
atacada por fungos, a drea lesionada nao mais se regenera mesmo com a aplicacao de

fungicida.
Considerando os itens acima, pode ser formulado o seguinte modelo matematico

(L =rgS(1-5—R)—arsS(1—S—R)—BulrsS(1 =S — R) —arsS(1 — S — R)],

4 — rpR(1— S~ R) +arsgS(1 — S — R) — BularsS(1 — S — R)), (3-5)

S(0) = So, R(0) = Ro,0 < u(t) < 1,

\

o qual pode ser reescrito como:

(L = (1-a)rsS(1—S—R)(1-pu),

B — 1 pR(1— S — R) +arsS(1 — S — R)(1 — Bu), (3.6)

S(0) = So, R(0) = Ro, 0 < u(t) < 1.

\

Para simplificar a notagao omite-se a variavel t das funcoes S,R,N e u.
Tomando (3.6) em termos da drea total lesionada, ou seja, a area ocupada por fungos
resistentes e os fungos sensiveis (N (t) = R(t)+S5(t)) e considerando rp = rg = 1 = constante,

o modelo fica:
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(9N — pN(1 = N)(1 — Bu) + rRBu(l — N),

dt

4B _ 1 R(1— N)+ar(N — R)(1 — N)(1 — Bu), (3.7)

dt

N(0) = Ny = So+ Ro,0 <u(t) <1

\

O interessante deste modelo (3.7) é que ele ndo é s6 usado para descrever o crescimento
de uma populacao de fungos que adquire resisténcia, ele também foi usado inicialmente com
o objetivo de analisar o crescimento tumoral e interpretar o fendmeno da resisténcia celular
aos farmacos anti-blasticos, veja [Leckar1996], [Vendite1988].

Devemos ressaltar que estamos interessados em determinar como o controle quimico deve
ser aplicado assim que detectada a doenca. Para isso propomos um problema de Controle
Otimo Linear e um Nao-Linear.

Usaremos o Principio do Minimo (Méximo) de Pontryagin, pois este nos fornece as
condigoes necessarias de otimalidade para o problema, afim de se obter a estratégia da
aplicacao do fungicida de modo a minimizar a area total ocupada pela populagao de fun-
gos, durante um intervalo de tempo fixo, o custo do controle aplicado e ainda para o controle
nao-linear, minimizar a quantidade de fungicida usado. Este intervalo de tempo citado

acima corresponde ao instante em que a doenga é detectada (¢t = 0) até o instante da colheita
(t=ty).
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Controle Otimo com o Funcional Linear

O problema de controle 6timo associado a dinamica (3.7) do capitulo anterior, consiste

em encontrar 0 < @(t) < 1 que minimize o funcional

J(u) = N(t;) + 1 /O "u()dt, (4.1)

sendo N(ty) a édrea final lesionada, c;u(t) podemos dizer que representa o custo do controle
e ty o tempo final fixo, que corresponde ao dia da colheita ou ao tempo méximo em que ¢é
permitida a aplicagdo do fungicida, retirado de [Zotin1999].

Aplicando o Principio do Minimo(Méaximo) de Pontryagin no modelo usado e omitindo a

variavel t de A\; e Ao, teremos que a funcao Hamiltoniana sera

H(t,u, i, 9,5, R) = ciu+ M[rN(1—N)(1— fu)+rRpfu(l — N)]
+ X[rR(1 = N)+ar(N — R)(1 - N)(1 - pu)]

= cu+M\[rN(1—N)—purN(l1—N)+rRpu(l — N)]
+ X[rR(1—N)+ar(N —R)(1 — N) — fuar(N — R)(1 — N)]

= U[Cl —+ rﬁ(l — N)(—)\lN + /\1R - )\2a(N - R))]
+ (1= N)MN 4+ AR + Aa(N — R))

= ufc; +78(1 = N)(M + aX2)(N — R))]
+ (1= N)NA 4+ adaNr(1 — N) + r(1 = N)RX\y — aXpRr(1 — N)

= uley —rB(1 — N)(A1 + ale)(N — R)] (4.2)

45
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+ (1= N)NX +aXr(l = N)(N —R)+r(1 — N)RMX,.

As condigoes necessarias sao

N o= —af)_NH = —N[r(1 =N)(1 - pu)+rN(—=1(1 — fu)) — rRpfu]
— X[-rR+ar(l —N)(1—pu) —ar(N — R)(1 — fu)]

= —\[r(1 = pu)(1 —2N) —rRBu] + XorR — Xo[ar(1l — fu)(1 — 2N + R)] (4.3)

Ay, = R = XM (rBu(l = N)) = Xo(r(1 = N) —ar(1 — N)(1 — Bu))
M (rBu(l— N)) — (1 — N1 — a(1 - Bu)) (1.4)
M= 220 1,
Molty) = aggf) 0

A 1ltima condicao necessaria é

min H = mig [u(cy —rB(1 — N)(A1 + aXe)(N — R))

0<u<1 0<u<l

+ (1= N)NA 4+ ador(1 — N)(N — R) + (1 — N)RAs]. (4.5)

Temos que H ¢ linear como fun¢ao de u e 0 < u < 1, entao existe u que minimizara o

problema.

Tomando

g=1c1 —rf(1l—=N)(A\ +aX)(N —R),
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temos que g é quem define o controle, pois é a funcao que acompanha v em H.

Entao se g > 0, para 0 < u < 1, H tera seu minimo em u(t) = 0.

2| :

0 1

Figura 4.1: H com g positivo

Caso g < 0, para 0 < u < 1, H terd seu minimo em @(t) = 1.

=

u

Figura 4.2: H com g negativo
Assim o controle 6timo é dado por

0,se g >0,
u(t)y =4 1,se g <0, (4.6)
7.se g=0.

Como o modelo (3.7), que descreve o crescimento da &érea total lesionada por fungos é
nao linear, fica dificil calcular analiticamente A1 e A\, assim nao é imediato a obtencao da lei
de controle, pois a funcao g dependera de A\; e As.

Contudo, serao apresentados dois lemas, [Zotin1999], os quais nos mostrarao os controles

possiveis para o modelo que estd sendo usado.

Lema 4.1 Se o controle dtimo for zero (u(t) = 0) durante algum intervalo de tempo (t,t;],
entdo u(t) =0 Vt € [0,t], considerando o = 0.

Demonstragao: Suponhamos que o controle seja da forma
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u(t) =

ou seja,

(t)

CONTROLE OTIMO COM O FUNCIONAL LINEAR

I,se 0<t<t
0,se t <t<ty,

Ly

=+

Figura 4.3: Suposto controle para o problema (4.1).

o controle acaba com zero e tem uma tnica troca em ¢, onde g(t) = 0.

48

(4.7)

Como w(t) = 0 em (¢,ts], entdo g > 0 em (f,¢7]. As equagodes diferenciais (4.3) e (4.4)

neste intervalo sao

\ At (tf) = 17
Resolvendo (4.8) para Ag

d)\y
ds

(N = =\ (r(1 = 2N)) + XAo7R — My(ar(1 — 2N + R))
Ay = =Xo(r(1 = N)(1 - a))

(4.8)
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t
= eln)\g _ eftfr(lfN)(lfa)derc

S (t) = Kefttf r0-N)(1-a)ds
como sabemos que \y(tf) = 0, ent@o
Ao(ty) = Kef:; r=Mmelds _ 0 — | =0 :
assim
No(t) = Kl 0-M0-a)ds _ o i e (7,4 . (4.9)

Agora resolveremos (4.8) para Aq, ja usando que A\o(t) = 0,Vt € (¢, ], assim

A\
= dh —r(1 —2N)ds
At

ty ty
= / & = / —r(1l —2N)ds
t Al t

tr
= In\ ::/ —r(1 —=2N)ds + ¢
¢

t
6ln/\1 _ eftf —r(1—2N)ds+c

- Al(t) _ Kefttf —r(1-2N)ds :
como sabemos que A\ (tf) = 1, ent@o

1-2N)ds

tf—r
M(ty) = Kelv ™ — K =K=1,

assim
= M\ (t) = el 0-2Nds 5 (4.10)

Agora vamos analizar o comportamento de ¢ ainda no intervalo (¢,t¢], pois é ela quem
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decide o controle.

No intervalo considerado sabemos que A\y(t) = 0, entdo de (3.7) e (4.8) teremos

N(t) = —r(1—2N)A,

N'(t) = rN(1-N), (4.11)

R'(t) = rR(1—N)+ar(N —R)(1—N),

g=c —rB(1— N)A(N - R). (4.12)
Derivando (4.12)
g(t) = rBN'M\ (N — R) — rB(1 — N)(N,(N — R) + M (N — R')). (4.13)
Substituindo (4.11) em (4.13), teremos
J(t) = rBrN(1—N)\(N —R) —rB(1 — N)[=r(1 — 2N)\ (N — R)

+ MON(1 = N)—rR(1 - N)+ar(N — R)(1 - N))]

— P2BN(1 = N)\(N = R) = r8(1 = N)[=r(1 = 2N)\(N - R)
+ Mr(1=N)N—-R)+ar(N—-R)(1-N))]

= 7BN(1 - N)A(N = R) +7?8(1 = N)(1 —=2N)A\ (N — R)
— 7?81 = N)’A\(N — R) —r?3(1 — N)>\;a(N — R)

= 1?B(1 = N)M(N = R[N + (1= 2N) = (1= N) = a1 = N)]

= r*B(1 — N)A\ (N — R)[-a(1 — N)].
Considerando agora a = 0 teremos

g ) =0 ,Yt e (t,ty]. (4.14)
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De (4.14) teremos que g = constante > 0 (pois u(t) = 0 = g > 0Vt € (¢,ts]). Entao

pela continuidade de g, nao é possivel g(t) = 0. Pois se tivessemos ¢(f) = 0 sendo g =

constante(c) > 0, entao g teria uma descontinuidade por salto, figura 4.4.

z(t)

TN

ty

Figura 4.4: Descontinuidade de g.

Assim ¢ suposto inicialmente nao existe, entao o controle étimo se nao for nulo (u(t) =
0, Vte|[0,tf]), deve ser tal que acabe com u(t) = 1.

Analisemos uma outra situacao.

Lema 4.2 Se o controle étimo terminar com u(t) = 1 e a = 0 entao, ele terd no mdximo
uma troca de controle.

Demonstragao: Suponhamos que o controle seja da forma

1,se0<t<t
u(t) =4 0,set; <t <ty (4.15)
Lsety <t <ty,

e com certeza teremos

<0,5e0<t<ty
g > 0,56 fl <t <%2 (416)
<O,S€Z2<t§tf.

Consideremos a = 0, teremos

g=c1—rB(1—N)\(N —R). (4.17)
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Analisemos o comportamento de g em cada subintervalo.

e Para 0 <t < t; como u(t) = 1 entdo, g < 0 neste mesmo intervalo, assim deve existir
5 > 0 tal que g seja crescente em todo t € (f; — §,t; + ¢), isso deve ocorrer devido a
troca de controle em ¢t = #;. Assim ¢'(t) > 0 em (¢; — 0,¢1 + 0).

Derivando (4.17) e substituindo
g(t) = =XRr’f(1 - N)(N — R),
entao
Ao(t) <0 Vt € (t — 0,1 +9). (4.18)

e Para f; <t < ty temos que u(t) = 0, assim as equagoes diferenciais para A; e Ay j&

considerando o ~ 0 sao

)\1(t> = —T(]_ — 2N))\1 + T’R)\Q,

Ao(t) = —r(1 — N) Ao,

cuja solugao para Ao(t) é

No(t) = No(Br)elns 70N vy e (7 F). (4.19)

Assim de (4.18) e (4.19) teremos que

Ao(t) <0, Vt € (t1,t). (4.20)

Como g >0 parat; <t <tyeg<0emiy <t<ts entdo deve existir um d; tal que g
decresga Vt € (ty — 01,62 + 01), assim ¢'(t) < 0,Vt € (t — 01,19 + 01), entdo de (4.18)

)\2<t> > O, YVt € (22 — (51,%2 -+ (51) (421)

Logo de (4.20) e (4.21) temos um absurdo.

Os dois Lemas nos levam ao seguinte resultado
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Teorema 4.3 Para o problema de controle (3.7)-(4.1), com a = 0, o controle dtimo u(t) é

do tipo

0, 0<t<t
1, t<t<ty,

com t € [0,t¢].

4.1 Aplicacao para a Mancha-Angular que Ataca o Feijoeiro

Anualmente, é perdido em média 10% da produgao mundial de feijao por causa de doengas,
esta perda seria ainda maior na auséncia de controle. Ainda, algumas destas doencas po-
dem ser causadas por fungos, cujos sintomas caracteristicos sao manchas de coloracao vari-
adas(marrom, amarela, preta) em folhas, sementes, raizes ou vagens.

A Mancha Angular é uma destas doencas fingicas causada pelo fungo Phaeoisariopsis
griseola, que ataca o feijoeiro. Seu desenvolvimento depende das condigdes ambientais fa-
voraveis. Esta pode sobreviver nas sementes e em restos das culturas.

Antes da década de 80, esta doenca era considerada de pouca importancia economica,
pois s6 ocorria nos finais dos ciclos, porém nos tultimos anos tém ocorrido surtos cada vez
mais precoces e intensos da doenca.

Os principais sintomas da mancha-angular aparecem principalmente nas folhas, podendo
também ocorrer nos caules, ramos e vagens. As lesoes nas folhas sao inicialmente irregu-
lares, cinzas ou marrons, depois elas assumem formato angular, causando o amarelecimento
e desfolhamento prematuro da planta, como pode ser visto nas figuras (4.5, 4.6, 4.7, 4.8) .
O desfolhamento, prejudica o enchimento das vagens, reduzindo o tamanho dos graos. Nas
vagens, as lesoes sao superficiais, de colaracao castanho-avermelhada, quase circulares com
bordas escuras de tamanhos variados. As vagens infectadas podem produzir sementes mal
desenvolvidas e/ou totalmente enrugadas. Nos caules e ramos as lesoes sao alongadas de
coloracao castanho-escura.

Os controles usados por agricultores para a mancha angular sao: desenvolvimento de novas
cultivares com resisténcia, tratamento quimico das sementes e da parte aérea das plantas, uso
de sementes de boa qualidade, rotacao de culturas, remogao de residuos culturais, variacao
da época de plantio. Porém, o mais comum e o mais eficiente é a utilizacao do controle
quimico, sendo este um dos principais métodos devido a facilidade do uso e também pelos
resultados imediatos e é por este fato que sé consideraremos o controle com fungicidas.

Em [Bassanezi et al.1997], foram quantificados alguns parametros do fungo causador da
mancha angular (Phaeoisariopsis griseola) a diferentes temperaturas.

O desenvolvimento do fungo foi analisado através da area lesionada e nao com o nimero
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Figura 4.6: Manchas angulares amareladas causado pelo fungoPhaeoisariopsis griseola.

Figura 4.7: Mancha-angular na fase mais avancada.
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Figura 4.8: Desfolhamento precoce causado pela mancha-angular.

de fungos, ainda foram observados parametros como, a severidade da doenga (% de area
foliar com lesoes) e a taxa de crescimento das lesoes.

Como nao foi obtido uma relagao explicita de ¢ e os outros parametros do modelo (3.7)-
(4.1) , entao os dados de [Bassanezi et al.1997] serao utilizados para as simula¢oes numéricas

e ainda sera analisado a variacao do controle quando for alterado cada um destes parametros.

4.2 Simulagoes numéricas

Para estas simulagoes usaremos o MATLAB, [Kiusalaas2005], [Yang et al.2005], cujos
cédigos dos programas estao no Apéndice A.

E essencial o Teorema (4.3), pois deste sabemos que se existe troca de controle ela ocorre
de v = 0 para u = 1, ou seja, se temos ¢ = 80 entao u(t) = 0,Vt € [0,80] e para t = 0 entao
u(t) = 1,vt € [0, 80].

As unidades de medida sdo: «a(adimensional), t,t; e ¢ (dias), r e B(dias™'), ci(drea
lesionada/dias).

Serd considerado que, 10% ¢é a érea total infectada inicialmente, ou seja, N(0) = 0.1, onde
S(0) =0.08 e R(0) =0.02,to =0, t; =80, a = 107", 8 = 0.6, ¢; = 0.002.

4.3 Verificagao de t (ponto de switch)

Usaremos os parametros acima a principio fixos e utilizaremos alguns valores de r obtidos
em [Bassanezi et al.1997] para a mancha-angular na cultivar Rosinha G-2. Dentre estes
valores de r foram escolhidos, r; = 0.026 10mm?/dia e r3 = 0.0336 10mm?/dia. Além disso
consideraremos diversos valores de r maiores que r3 e menores que r; para observarmos a
variagao de t, N(t;) e R(ty) em funcdo de r, tabela (4.1).

Através da anédlise dos graficos (4.9), (4.10) que plota os respectivos valores da tabela
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Tabela 4.1: Valor de ¢, R(ty) e N(tf) para cada taxa de crescimento dada, considerando fixos
N(0) = 0.1, R(0) = 0.02, tg = 0, t; = 80 , o = 1075, 3 = 0.6, ¢; = 0.002.

r t | N(ty) | R(ty)

0.01 | 79.100 | 0.1977 | 0.0397
0.015 | 78.017 | 0.2643 | 0.0539
0.016 | 77.233 | 0.2798 | 0.0571
0.017 | 78.910 | 0.3004 | 0.0604
0.018 | 78.998 | 0.3174 | 0.0639
0.019 | 76.115 | 0.3294 | 0.0674
0.02 | 61.435 | 0.3137 | 0.0716
0.021 | 50.018 | 0.3054 | 0.0763
0.022 | 39.746 | 0.2990 | 0.0816
0.023 | 31.911 | 0.2955 | 0.0874
0.024 | 23.111 | 0.2944 | 0.0936
0.025 | 18.621 | 0.2984 | 0.1079
0.026 | 13.515 | 0.2940 | 0.1079
0.027 | 8.835 | 0.2982 | 0.1153
0.028 | 10.373 | 0.3096 | 0.1258
0.029 | 5.123 | 0.3117 | 0.1308
0.03 | 1.873 | 0.3165 | 0.1401
0.031 | 2.160 | 0.3281 | 0.1479
0.032 | 0.953 | 0.3400 | 0.1560
0.036 | 1.860 | 0.3908 | 0.1911
0.04 | 0.627 | 0.4453 | 0.2303
0.045 | 0.6217 | 0.5171 | 0.2835
0.05 | 3.705 | 0.5949 | 0.3285
0.055 | 10.459 | 0.6732 | 0.3522
0.056 | 10.387 | 0.6911 | 0.3465
0.057 | 10.512 | 0.7031 | 0.3545
0.058 | 12.064 | 0.7186 | 0.3513
0.059 | 13.384 | 0.7299 | 0.3583
0.06 | 14.032 | 0.7457 | 0.3495
0.065 | 18.546 | 0.8040 | 0.3418
0.07 | 59.189 | 0.9356 | 0.2005
0.075 | 46.785 | 0.9342 | 0.2158
0.077 | 30.167 | 0.9087 | 0.2757
0.08 | 36.217 | 0.9304 | 0.2498

(4.1), podemos notar que:

e A medida que r cresce a area total lesionada também cresce;

e A medida que r cresce o t vai diminuindo, ou seja, o intervalo de aplicacao de fungicida

vai aumentando até que para r € [0.03,0.05] a aplicagao de fungicida se torna necessério
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Figura 4.9: Valor de ¢, R(ty) e N(ts) em funcao de r, considerando fixos N(0) = 0.1, R(0) = 0.02,
to=0,t;=80,a=10"" 8 =0.6, c; = 0.002.

tharra
B
4

Figura 4.10: Valor de ¢ em fungao de r, considerando fixos N(0) = 0.1, R(0) = 0.02, to = 0, t; = 80,
a=10"° 8=0.6, ¢c; = 0.002.

em quase todo intervalo de tempo considerado;

e Para r maiores que 0.05 o t volta a crescer, de modo que para r com valores muito

grandes ja nao ¢ mais viavel a aplicacao do controle quimico.

Como por exemplo, para r=0.08,

5.49%

Figura 4.11: Valor de N(ts), R(ts) quando ¢ = 36.2179 (grafico pontilhado) e quando ¢ = 80 (grafico

continuo).

quando t = 36.2179, entao N(t;) = 0.9304 e quando ¢ = 80, ou seja, nao se aplica o

fungicida, entdo N(ty) = 0.9853, como pode ser visto no grafico (4.11). Assim néo é vidvel a
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aplicaca@o pois se gastaria o fungicida aplicando em todo o intevalo [36.2179, 80], para garantir
apenas 0.0549 de area total lesionada.

Se tomarmos « = 0 nos experimentos numéricos podemos reconstruir a tabela (4.1).

Tabela 4.2: Valor de ¢, R(ty) e N(t;) para cada taxa de crescimento dada, considerando fixos
N(0) =0.1, R(0) =0.02,tp =0,tf =80 ,« =0, = 0.6, ¢; = 0.002.

r t | N(ty) | R(ty)

0.01 | 79.111 | 0.1977 | 0.0397
0.015 | 78.017 | 0.2643 | 0.0539
0.016 | 77.233 | 0.2798 | 0.0571
0.017 | 78.911 | 0.3004 | 0.0604
0.018 | 78.998 | 0.3174 | 0.0639
0.019 | 76.111 | 0.3294 | 0.0674
0.02 | 61.437 | 0.3137 | 0.0716
0.021 | 50.018 | 0.3054 | 0.0763
0.022 | 39.747 | 0.2990 | 0.0816
0.023 | 31.911 | 0.2955 | 0.0874
0.024 | 23.111 | 0.2944 | 0.0936
0.025 | 18.621 | 0.2984 | 0.1079
0.026 | 13.515 | 0.2940 | 0.1079
0.027 | 8.835 | 0.2982 | 0.1153
0.028 | 10.374 | 0.3096 | 0.1258
0.029 | 5.122 | 0.3117 | 0.1308
0.03 1.870 | 0.3165 | 0.1401
0.031 | 2.160 | 0.3281 | 0.1479
0.032 | 0.953 | 0.3400 | 0.1560
0.036 | 1.860 | 0.3908 | 0.1911
0.04 0.627 | 0.4453 | 0.2303
0.045 | 0.6217 | 0.5171 | 0.2835
0.05 3.756 | 0.5949 | 0.3285
0.055 | 10.459 | 0.6732 | 0.3522
0.056 | 10.387 | 0.6911 | 0.3465
0.057 | 10.512 | 0.7031 | 0.3545
0.058 | 12.066 | 0.7186 | 0.3513
0.059 | 13.384 | 0.7299 | 0.3583
0.06 | 14.033 | 0.7457 | 0.3495
0.065 | 18.546 | 0.8040 | 0.3418
0.07 | 59.189 | 0.9356 | 0.2005
0.075 | 46.785 | 0.9342 | 0.2158
0.077 | 30.167 | 0.9087 | 0.2757
0.08 | 36.218 | 0.9304 | 0.2498

Como pode-se notar, a tabela (4.2) possui valores de R(tf) e N(t) exatamente iguais aos

valores da tabela (4.1), o que comprova o que o parametro a que é a mutagao de sensivel para
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resistente, exerce pouca influéncia para a determinacao do controle. Isso pode ser melhor

visto no gréfico (4.12).

Figura 4.12: N(ts) e R(ty) para a = 10~ 5(gréfico pontilhado) e o = 0 (gréfico continuo).

Mantendo os mesmos parametros da tabela (4.1), exceto os ¢; = 0.004 e § = 0.8, con-

struimos a tabela (4.3).

Pode ser notado que, para valores de ¢; = 0.004 e 3 = 0.8, ou seja, fungicida mais con-
centrado, nao vai existir nenhum intervalo de r onde sera necessério a aplicagao do fungicida
durante quase todo intervalo de tempo considerado, que é o que acontece com o fungicida

menos concentrado. Isto pode ser melhor visto no gréafico (4.13).

mais concentrado

tharra
s
o

menos concentrado

L n L L L
001 002 0.03 004 0.05 0.06 007 008

Figura 4.13: ¢ para cada valor de r com o fungicida menos concentrado( = 0.6, ¢; = 0.002) e com
o fungicida mais concentrado(8 = 0.8, ¢; = 0.004).

Quando analisamos o gréfico (4.14) da drea final lesionada para o fungicida menos con-
centrado e mais concentrado, notamos que existe um intervalo de r no qual nao compensa o
uso do fungicida mais eficiente.

Este ultimo fato analisado, decorre do fato de que a partir do momento que aumentamos
a concentracao do fungicida também é aumentado seu custo, se isto nao ocorresse, ou seja,

se a concentracao de certo fungicida aumentace sem variar seu custo, entao nao existiria um
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Tabela 4.3: Valor de ¢, R(ty) e N(tf) para cada taxa de crescimento dada, considerando fixos

N(0) = 0.1, R(0) = 0.02, to = 0, t; =80 , a = 1075, 8 = 0.6, ¢; = 0.002.

T

t

N(ty)

R(ty)

0.01

0.015
0.016
0.017
0.018
0.019
0.02

0.021
0.022
0.023
0.024
0.025
0.026
0.027
0.028
0.029
0.03

0.031
0.032
0.036
0.04

0.045
0.05

0.055
0.056
0.057
0.058
0.059
0.06

0.065
0.07

0.075
0.077
0.08

79.095
77.043
79.887
79.454
79.472
79.486
77.506
79.802
79.800
79.321
77.661
79.796
71.152
62.763
57.574
53.494
49.842
45.602
40.535
32.484
28.693
30.561
27.805
29.927
29.900
30.225
30.588
30.979
31.169
34.174
49.589
42.395
42.368
40.523

0.1973
0.2626
0.2833
0.3004
0.3173
0.3347
0.3443
0.3746
0.3936
0.4087
0.4174
0.4522
0.4325
0.4237
0.4115
0.4078
0.4079
0.4032
0.4022
0.4226
0.4672
0.5403
0.5494
0.6737
0.6849
0.6958
0.7107
0.7212
0.7313
0.7889
0.8812
0.8869
0.8973
0.9053

0.0397
0.0539
0.0571
0.0604
0.639

0.0674
0.0710
0.0747
0.0785
0.0823
0.0863
0.0902
0.0946
0.0996
0.1055
0.1115
0.1178
0.1253
0.1331
0.1653
0.1960
0.2271
0.2642
0.2762
0.2809
0.2855
0.2838
0.2874
0.2909
0.2859
0.2259
0.2488
0.2480
0.2778

intervalo de r no qual nao compensaria a aplicacao do fungicida mais concentrado. Isso pode

ser visto no grafico(4.15).
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Figura 4.14: Area total lesionada para o fungicida mais concentrado(gréfico pontilhado) e o menos

concentrado (gréfico continuo).
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Figura 4.15: Area total lesionada para o fungicida mais concentrado(gréfico pontilhado) e o menos

concentrado (grafico continuo).

4.4 Influéncia de 3 e ¢; na determinacao de ¢

Tomando os parametros fixados, « = 107°, S(0) = 0.1, R(0) = 0.08, r = 0.026, t; = 80

e variando 3 e ¢1, encontramos o t, tabela (4.4). Por exemplo, para 3 = 0.8 e ¢; = 0.0015

teremos t = 0.6866.

Tabela 4.4: f para cada valor de 3 e ¢; com os seguintes parametros fixados, o = 107°, S(0) = 0.1,

R(0) = 0.08, r = 0.026, t; = 80.

¢, ] 0.0015 | 0.00175 | 0.002 | 0.00225 | 0.0025 | 0.003 | 0.0035 | 0.004 | 0.0045
0.8 0.6866 | 5.9 7.6 18.4 95.953 | 38.663 | 53.950 | 71.148 | 77.577
0.75 0.6155 | 6.4 10.887 | 18.902 | 26.619 | 42.400 | 58.932 | 79.288 | 77.532
0.7 6.026 | 1.786 11.232 | 21.109 | 29.509 | 50.400 | 69.671 | 79.177 | 77.351
0.65 0.8374 | 1.824 | 12.802 | 22.701 | 34.400 | 55.961 | 79.030 | 79.030 | 77.143
0.06 2.4 4.83 13.515 | 26.563 | 39.908 | 69.312 | 79.948 | 78.081 | 79.948

Podemos notar que para valores pequenos de ¢y, os quais representam os custos, vamos
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ter t préximo de zero independente do 3 que representa a concentracao do fungicida, ou seja,
temos que aplicar o controle em quase todo intervalo de tempo considerado. Conforme c; vai
aumentando, nosso intervalo de aplicacao do controle vai diminuindo, até que para valores

grandes de ¢; nosso t fica bem préximo de oitenta, ou seja, nao é mais vidvel fazer o controle.

Isso pode ser visto nas figuras (4.16), (4.17).

e — ©1=0.0045

7O+
50
T ¢1=0.0035
50

40
©1=0.0025

20

10 7__\—\_\—\\ <c1=0.002

o : n . . . T ©1—0.0015
06 062 064 066 063 o7 072 0.74 0.76 078 0.8
beta

tbarra

Figura 4.16: Valores de ¢ em fungao de 3 com ¢; fixo

tbarra

Figura 4.17: Valores de ¢t em funcao de ¢; com 3 fixo

Um fato que também achamos interessante comentar é que, quando nossa area inicial
lesionada esté abaixo ou igual a 0.3 entao compensa aplicar o controle para determinados
valores da taxa de infecgdo como pode se verificar nas figuras (4.18), (4.19). Para valores

acima a (.3 este controle nao é mais viavel independente do valor da taxa de infeccao, como

pode ser visto na figura (4.20).
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Figura 4.19: N(0) = 0.3, R(0) = 0.06

=—=rcom contrale
""""" sem controle

Figura 4.20: N(0) = 0.35, R(0) = 0.07
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Capitulo 5

Controle Otimo com o Funcional Nao-Linear

5.1 Introducao

De acordo com [Kimati et al.1995], a utilizacao de fungicidas é a medida mais eficiente
e economica de se garantir alta produtividade e boa qualidade dos produtos. Também é
considerada uma tecnologia que traz impactos negativos ao meio ambiente e a saiide humana.

Empresas tém investido em pesquisas para a obtencao de produtos menos toxicos, porém
em [Azevedo2003] é visto que 32% desses produtos sao extremamente téxicos ou altamente
toxicos, enquanto 27% sao pouco téxicos. E o uso em larga escala desses produtos pode
causar: a geracao de produtos de degradacao ou metabdlitos, a persisténcia de produtos no
meio ambiente, os residuos acima dos limites de tolerancia em alimentos, além da intoxicacao
dos agricultores, a eliminacao dos microorganismos responsaveis pela degradacao de matéria
organica e por controle bioldégico. Ainda esses fungicidas podem causar a selecao de fungos
resistentes colocando em risco a eficiéncia do método.

Preocupados com os fatos citados acima, neste capitulo vamos tomar o mesmo modelo
do capitulo anterior que descreve o crescimento da drea foliar total lesionada pelos fungos,
tentaremos minimizar um funcional quadratico, cuja preocupacao adicional agora é o meio
ambiente e a saide humana, ou seja, estamos interessados também em minimizar a quan-
tidade de fungicida que é usada para o controle dessa praga. O termo quadritico u? ird
representar a severidade dos efeitos do fungicida no meio ambiente e no homem. No sentido
de que com pouco fungicida a penalizagao é pequena (menor que a linear), mas com grandes

quantidades a penalizac¢do é grande (maior que o linear).

64
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5.2 Modelo para o funcional quadratico

O modelo sera

(A — »N(1 - N)(1 - fu) + rRBu(1 — N),

dt

4 — rR(1— N) + ar(N — R)(1 — N)(1 - Bu), (5.1)

L N(O):NOZSO—FR(),OSU@)SL

que descreve a area foliar total lesionada em cada instante.
O problema de controle 6timo, associado a dinamica (5.1) consiste em encontrar 0 <

u(t) < 1 que minimize o funcional

J(u) = N(ty) + /0 ' u?(t)dt, (5.2)
sendo

e N(ty) é a area foliar final lesionada;

e (t7) o tempo final fixo, que corresponde ao tempo méximo em que é permitida a

aplicacao do fungicida;
e ¢; é uma constante que serve como uma espécie de peso e como ajuste de unidades;

e u? reflete a severidade dos efeitos do fungicida no meio ambiente. Notemos que uma
estratégia de otimalidade anédloga a esta aparece por exemplo em [Joshi2002], no qual o
autor propoe um modelo para o controle dos efeitos do virus HIV em humanos através
da aplicacao de drogas e penaliza os efeitos destas drogas no organismo, através de um

funcional quadratico.

Nossa finalidade, entao, é encontrar uma estratégia para controlar a mancha-angular no
feijoeiro através da aplicacao de fungicidas, visando a minimizagao do custo envolvido e a
maior produtividade. Além disso, teremos ainda a preocupacao em penalizar os possiveis
efeitos deste tratamento no meio ambiente e na saide humana.

Aplicando o Principio do Minimo (Maximo) de Pontryagin no problema (5.1) - (5.2) usado

e omitindo a variavel t de Ai(t) e A\o(t), N(t), R(t), teremos que a fungdo Hamiltoniana serd

H(t,u, i, o, N,R) = ciu® + [—rB(1 — N)(A\ + aX)(N — R)Ju
+ (1= N)NA 4+ ador(1 = N)(N — R) + (1 — N)R)s
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As condigbes necessarias de (5.1)-(5.2) sao

A () = =M\i[r(1 = Bu)(1 = 2N) — rRBu] + Aor R — Ao[ar(1 — fu)(1 — 2N + R)]

Ay(t) = =Aa(rBu(l = N)) = Ao(r(1 = N)[1 = a(1 = Su)])

com

Mlty) = —n— =1,
OF(t
A ultima condicao necessaria é
min H = min [u’c; +u[—rB(1 — N)(A\1 + aXy)(N — R)]

0<u<l1 0<u<l1

+ r(1=N)NX +ador(l = N)(N —R)+7r(1— N)R)\,).
Da ultima condi¢ao necessaria, tomamos a funcao lagrangeana

L (t,u,wy,wy, N,R) = —2ciu® + [rB3(1 — N)(A1 + aXa)(N — R)]u
— (I =N)NX —alor(1 = N)(N—R)—r(1 = N)R)\;
+ w () (1 — u) + we(t)u

onde as condicoes necessarias para a funcao lagrangeana sao

o 8L:1_u2(), wy; >0, wi(t)(1—u)=0;

Owy

o L — >0, wy>0, wsy(t)u = 0;

Ows

o 91 = 2u+ - (—=BM\r(1 = N)(N = R) — Bhar(N — R)(1 = N) — w; 4 wy) = 0.

Entao

1

u(t) = 2

(BAMr(1 = N)(N — R) + Brear(N — R)(1 — N) + w; — ws).
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Tomando
1
z = %(ﬁ)\lr(l — N)(N — R) + fAsar(N — R)(1 — N)),
1
logo
0, 2<0
u(t) =< z, 0<z<l1
z>1.

Como o modelo (5.1) é ndo linear, fica dificil encontrar A;(t), \a(t), N(t) e R(t) analitica-
mente, entao faremos simulagdes numéricas usando o Matlab, [Yang et al.2005], [Kiusalaas2005],
cujos programas estarao descritos no apéndice A. Os parametros e as unidades de medidas

usados serao os mesmos do capitulo anterior.

5.3 Simulagoes Numéricas

Para as simulagoes foram considerados inicialmente N (0) = 0.1 que é a area total lesionada
antes da aplicacao do controle, sendo que R(0) = 0.02 e S(0) = 0.08, a = 1075, 3 = 0.6,
c1 = 0.002 e ty = 80.

Para o primeiro experimento feito, tomamos alguns valores de r (taxa de infec¢ao) obtidos
em [Bassanezi et al.1997] para a mancha-angular no cultivar Rosinha G-2. Dentre estes
valores de r, escolhemos r = 0.026  10mm?/dia e r = 0.0336  10mm?/dia. Foram consi-
derados valores maiores que r3 € menores que 7; com o proposito de comparar a variagao de

N(tr) e R(ty) para o funcional linear e para o funcional ndo-linear em fungao de r .

[u} R 1 1 L L 1 1
0.01 0.0z 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Figura 5.1: R(ts), N(ts) para o funcional quadrético (linha pontilhada) e para o funcional linear
(linha continua).

Na figura (5.1) que plota os valores encontrados na tabela (5.1), podemos notar que para

a maioria dos valores de r, a area total final lesionada é maior para o funcional quadratico,



CAPITULO 5. CONTROLE OTIMO COM O FUNCIONAL NAO-LINEAR 68

Tabela 5.1: Valor de R(t¢) e N(ts) para o funcional linear e para o funcional nao-linear em funcao
da taxa de infecgao. Considerando fixos N(0) = 0.1, R(0) = 0.02, tp = 0, t; = 80 , a = 1077,
B =06, ¢ = 0.002.

I N(tf) N(tf) R(tf) R(tf) N(tf)(néo—linear)—N(tf)(linear)
(ndo-linear) | (linear) | (linear) | (ndo-linear) (%)
0.01 0.1876 0.1977 | 0.0397 | 0.0254 -1,01
0.015 0.2363 0.2643 | 0.0539 | 0.0341 -2.8
0.016 0.2459 0.2798 | 0.0571 | 0.0380 -3.31
0.017 0.2554 0.3004 | 0.0604 | 0.0415 -4.5
0.018 0.2648 0.3174 | 0.0639 | 0.0449 -5.26
0.019 0.2742 0.3294 | 0.0674 | 0.0485 -5.52
0.02 0.2834 0.3137 | 0.0716 | 0.0524 -3.03
0.021 0.2926 0.3054 | 0.0763 | 0.0569 -1.28
0.022 0.3018 0.2990 | 0.0816 | 0.0600 -0.28
0.023 0.3110 0.2955 | 0.0874 | 0.0614 1.55
0.024 0.3202 0.2944 | 0.0936 | 0.0706 2.58
0.025 0.3294 0.2984 | 0.0998 | 0.786 3.1
0.026 0.3387 0.2940 | 0.1079 | 0.0854 4.47
0.027 0.3480 0.2982 | 0.1153 | 0.0815 4.98
0.028 0.3576 0.3096 | 0.1258 | 0.0879 4.8
0.029 0.3673 0.3117 | 0.1308 | 0.1045 5.56
0.03 0.3771 0.3165 | 0.1401 | 0.1114 6.06
0.032 0.3976 0.3400 | 0.1560 | 0.1360 5.76
0.036 0.4418 0.3908 | 0.1911 | 0.1680 5.18
0.04 0.4909 0.4453 | 0.2303 | 0.2029 4.56
0.045 0.5588 0.5171 | 0.2835 | 0.2472 4.17
0.05 0.6312 0.5949 | 0.3285 | 0.2872 3.63
0.055 0.7039 0.6732 | 0.3522 | 0.3175 3.07
0.056 0.7181 0.6911 | 0.3465 | 0.3220 1.99
0.057 0.7322 0.7031 | 0.3545 | 0.3259 2.91
0.058 0.7461 0.7186 | 0.3513 | 0.3293 2.75
0.06 0.7734 0.7457 | 0.3495 | 0.3343 2.77
0.065 0.8377 0.8040 | 0.3418 | 0.3303 3.37
0.07 0.8954 0.9356 | 0.2005 | 0.1903 -4.02
0.075 0.9425 0.9342 | 0.2158 | 0.2053 0.83
0.077 0.9564 0.9087 | 0.2757 | 0.2654 4.77
0.08 0.9710 0.9304 | 0.2498 | 0.2390 4.06

porém para todos valores de r a area lesionada por fungos resistentes é menor neste caso.

Isso ocorre porque esta sendo aplicado menos fungicida na plantacao e entao a area final

lesionada aumenta, mais este aumento nao passa de 6.06%, como pode ser notado na tabela

(5.1). Além disso, o meio ambiente ¢ a saide humana serdo menos afetados e a sele¢do

natural de fungos resistentes diminui, caracteristica esta que nao coloca em risco a eficiéncia
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do método.

Abaixo tomaremos alguns valores de r e mostraremos a quantidade de fungicida usado

para o controle com o funcional linear e para o controle com o funcional nao-linear.

_ =0 53.7319

= 76.32 S 0e
0.75
02
0.7
0 /
0.65
o 20 40 60 80 0 20 40 60 80
t t
(a) Funcional linear (b) Funcional nao-linear

Figura 5.2: Controle para o Funcional Linear e Nao-Linear para r=0.03.

= 60.1002

482670

0 20 40 60 80 04 20 40 60 80
t t

(a) Funcional linear (b) Funcional néo-linear

Figura 5.3: Controle para o Funcional Linear e Nao-Linear para r=0.065.

0.9
0.8 0.8
0.7
= 43382 5o
0.5
. s 19.6671

03
0

0.2
L] 20 40 60 80 0 20 40 60 80
t t

(a) Funcional linear (b) Funcional nao-linear

Figura 5.4: Controle para o Funcional Linear e Nao-Linear para r=0.08.

Através das figuras (5.2, 5.3, 5.4), confirmamos que a quantidade de fungicida usado para
o controle com o funcional nao-linear é menor do que para o controle com funcional linear. Isso
pode ser melhor verificado quando analisamos a area compreendida abaixo desses gréficos,

que pode ser obtida usando a fungao definida (quad) do Matlab, que realiza a integracao
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numérica , veja [Yang et al.2005], [Kiusalaas2005]. Como por exemplo, na figura (5.2), a
area compreendida abaixo do grafico quando tomamos o funcional linear é de 96.32 e quando
tomamos o funcional nao-linear é de 53.7319, o que significa que em média estd sendo usado
uma taxa de 0.954 (95.4%) por dia de fungicida para o controle da doenga para o funcional
linear e uma taxa de 0.671 (67.1%) por dia de fungicida quando tomamos o funcional
nao-linear, ou seja, estamos usando 28,3% de fungicida a mais por dia quando tomamos o
funcional linear ao invés do nao-linear. Este fato mostra que nossa principal hipdtese para
o uso do funcional nao-linear, que era a minimizagao do produto quimico usado, estd sendo
cumprida.

No préximo experimento aumentaremos a concentracao do fungicida de § = 0.6,¢; =
0.002 para 8 = 0.8,¢; = 0.004 e fixaremos r = 0.04.

ity

Figura 5.5: N(ts) para fungicida mais concentrado (linha pontilhada) e para o menos concentrado
(linha continua).

Analisando a figura (5.5), podemos notar que a drea final lesionada é maior para o fungi-
cida mais concentrado do que para o menos concentrado. Se nao estivéssemos preocupados
com os danos que este causa no meio ambiente, entao dirfamos que este aumento da concen-
tragdo nao compensa pois a area final lesionada fica maior quando hé esta mudanga. Porém,
a quantidade de fungicida usado é bem menor, como podemos notar na figura 5.6.

Analisando a drea compreendida abaixo dos graficos encontrados na figura 5.6, podemos
notar que estd sendo usado em média 80.59% de produto quimico por dia para o controle da
doenca quando tomamos o fungicida menos concentrado e 56.248% por dia quando tomamos
o fungicida mais concentrado. Assim, estamos economizando 24.342% de produto quimico
por dia quando usamos o fungicida mais concentrado ao invés do menos concentrado. Entao

para nosso interesse compensa o uso do fungicida mais concentrado.
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0.9

Soss 64.4759 =
/ oz 44.9984
0.8
0.8
075 /
% 20 40 60 80 % 20 40 60 80
t t

(a) Fungicida menos concen- (b) Fungicida mais concen-
trado

trado

Figura 5.6: Controle nao-linear para o fungicida mais concentrado e para o menos concentrado.



Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho encontramos estratégias 6timas para a aplicacao de fungicida na lavoura,
mais especificamente na plantacao de feijao.

Inicialmente tinhamos a intencao de maximizar a produc¢ao com um menor custo. Visto
que, a preocupacao com o meio ambiente tem sido um assunto muito discutido nesses iltimos
tempos, baseamo-nos em um problema, que nao sé tem por objetivo a minimizagao do custo
do controle e da maximizacao da producao, mas também, a diminuicao da quantidade de
produto quimico usado para o controle, pois assim as agressoes ao meio ambiente e a satde
humana serao menores. Para modelar tal situagao, utilizamos um funcional quadratico, pois
esta estratégia de otimalidade penaliza os efeitos do fungicida no meio ambiente.

Os resultados obtidos com o funcional quadratico foram promissores e apresentaram re-
sultados interessantes quando comparados com os resultados do funcional linear. De fato,
a quantidade de fungicida usado para o controle quadratico foi menor, e assim teremos po-
tencialmente menos agressoes para o meio ambiente e a satide do homem. Aliado a isso,
garantimos a eficiéncia do método, pois ha menos selecao natural dos fungos resistentes.

A &rea final lesionada para o funcional quadratico foi maior comparada com o funcional
linear, mas este aumento nao ultrapassou 6.06%. Porém, a quantidade de fungicida diminuiu
e consequentemente o custo do controle também caiu.

De acordo com o Professor Doutor Modesto Barreto da Universidade Estadual Paulista
Julio de Mesquita Filho, Faculdade de Ciéncias Agrarias e Veterinarias de Jaboticabal, De-
partamento de Fitossanidade, essas estratégias da aplicacao de fungicidas na lavoura que
encontramos, ainda nao foram testadas pelos agronomos.

Os agronomos nao fazem a aplicacao do fungicida como prevengao, diz que o ideal seria
fazer a aplicacao do fungicida assim que aparecer os primeiros sintomas, como funciona nosso
controle, porém, na maioria das vezes os agricultores nao ficam verificando sua plantagao para
detectarem esses primeiros sintomas, por isso, usam a época de florescimento, que é a fase

mais critica da plantacao, pois se algo acontecer neste periodo a producao pode ser muito

72
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danificada, para a aplicacao do fungicida.

Sao feitas no maximo duas ou trés aplicagoes do fungicida no cultivar, pois mais que isso
é inviavel financeiramente e essas aplica¢oes tém intervalo minimo de quinze dias.

Quanto a agressao ao meio ambiente, os préprios fabicantes de fungicidas ja tém esta
preocupacao, por isso estao tentando fabricar produtos quimicos menos téxicos a plantacao
e que agridem menos o meio ambiente.

E com relacao a selecao natural dos fungos, é aconselhavel a variagao do produto quimico
usado para o controle.

Pensamos como trabalhos futuros, substituir o controle normal por um controle impulsivo,
pois esta estratégia de otimalidade é mais parecido com que os agronomos praticam. Também

fazer o controle fuzzy da aplicacao de fungicidas na lavoura.



Apéndice A
Programas Computacionais

A.1 Cédigo-fonte do Controle linear Secao(4.2).

%%% Equacoes Adjuntas
function dlamdt = adjunta (t,lam,te,tf r, b, alf sol)

ut = ucontrol (t,te,tf);

xt = deval (sol,t);

dlamdt (1) = —lam (1)*(r*x(1—bsut)*(1—2%xxt (1))...
—rxbxutxxt (2))+lam (2)*rxxt (2)...

—lam (2)xalfsrx(1—b*xut)*(1—2xxt (1)+xt (2));
dlamdt (2) = —lam (1)*r*bxut*(1—xt (1))...
—rx(l—xt (1))*(1—alfx(1—=bxut))xlam (2);

dlamdt = dlamdt ’;

TSTTTSTISTISTISSITISTISSTTST IS SIS SIS SIS STSSTIS SIS SIS TS0

Y% Equacoes de Estado
function dxdt = derivada (t,x,te,tf r b, alf)

ut = ucontrol (t,te,tf);
dxdt (1) = rxx (1)*(1—x (1))*(1—=Dbxut)+r*x (2)xbsxutx(l—x (1));
dxdt (2) = r*x (2)*(1—x (1))+alfsrx(x (1)—x (2))*(1—x (1))*(1—bxut);

dxdt dxdt ’;

TSTTSSTISTISTISSITISTISSTTST IS TS ST IS SIS SIS ST IS SIS SIIS TS0
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%%% Funcao Controle

function u =ucontrol (t,te,tf)

if t<te
u= 0;
else
u = 1;
end

TISTISITTTSTITISTISISTTSITSISTISISSTISITTISTISISSTISTST T o

% Resolve as equacoes usando o ode4b

% Constroi a res que é o coeficiente de u em H(ultima condigdo necesséaria
% res estd ao quadrado pois queremos encontrar o tempo onde g zera
%(ponto de switch)

function res = funobj (te,tf,r,b,alf c¢,No,Ro)

sol = ode45 (Q(t,x)derivada (t,x,te,tf,r,b,alf) [0 tf] ,[No Ro]);

NR = deval (sol, te);

[t h] = oded5 (Q(t,x)adjunta (t,x,te,tf r,b,alf sol) [tf te 0],[1 0]);
laml = h (2,1);

lam2 = h (2,2);

N =NR (1);

R =NR (2);

res = [c—r*bx(1-N)x(laml+alf*xlam2)x(N-R))x*...
k(c—r*b*x(1—N)*(laml+alf*xlam2)x(N-R)];

TSTSTISITSTTSTITISTISISTISITS TSI ISISSISITSTSSTISISSTISIST IS o

function bangbangmi (tf,te)
%7% Parametros do Problema

r = 0.01;
b= 0.6;

alf = 10" —5;
c = 0.002;

%7% Condicao inicial
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No = 0.1;
Ro = 0.02;

TSISTISISTISITS TSI IS IS IS TSI IS TSI TS ITSTSSTISIS SIS TSI IS ITITSTIT o

% Encontrando o tempo de Switch ou onde o controle passa a ser um.
% ’fminbnd’ esta nos da a abcissa do ponto minimo de res (g)

opt = optimset (’MaxFunEvals’ ;10000);

[te fval | = fminbnd (@Q(t)funobj (t,tf,r ,b,alf c,No,Ro),0,tf opt)

TSTISTTISTITSTTSSTISST IS ST IS STIIS SIS TS STISST IS ST TS SIISSTIIS SIS STISSTIN

%/ Graficos
sol = ode4b (Q(t,x)derivada (t,x,te,tf,r ,b,alf),[0 tf],[No Ro]);
[t h] = oded5 (Q(t,x)adjunta (t,x,te,tf r b, ,alf sol) [tf 0],[1 0]);

for i = 1:length (t);

u (i) = ucontrol (t (i),te,tf);
end
figure (1)
plot (t,deval (sol(1),t));
xlabel (7t 7); ylabel ('N(t) ,R(t)7);
deval (sol ,t)
figure (2)
plot (t,h);
figure (3)
plot (t,u)

A.2 Cédigo-fonte do controle Secao(4.2).

% Aqui colocamos as condig¢oes de contorno,sendo ya(1l)=N(t_0),ya(2)=R(t-0),
%yb(3)= lambda_1(t_f), yb(4)=lambda 2(t_f)

function res = ccontorno(ya, yb)

res = [ya(1)=0.1; ya(2)—0.02; yb(3)—1; yb(4) |;
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TSTSTSTISSTISTISTISSTISSTISTISTIS SIS SIS TS SIS SIS SIS TIS SIS SIS ST IS TSI SIS STT S

function dydt = funccontorno(t, y)
% parametros do problema

r = 0.03;

b= 0.6;

alf = 10°(—5);

¢ = 0.002;

tbarra=80;

if t<tbarra
u = 0;
else
u = 1;

end

% Aqui sao colocadas as equacoes de estado e as equacgdes adjuntas, sendo
%y (1)=N(t), y(2)=R(t), y(3)=lambda_1(t), y(4)=lambda_2(t)
dydt = [rxy(1)x(1—y(1))*(1—=bxu)+r*y(2)*xbkux(l—y (1))

pey (2)(1—y (1)) + alfrr(y(1) =y (2))#(1 =y (1))*(1 —bsu)

—y (3)#(rx(1=bxu)x(1—2xy (1)) —rxbxuxy(2))+y(4)xrxy(2) —...
—y(4)*(alfxrx(1—bsu)x(1—2xy(1)+y(2)))
—y (3)*rxbkux(l—y (1)) —rx(1—y(1))*(1—alfx(1=bxu))xy(4)];

TSTSTISTSTISISTISIST IS TSI TS ISSIS TSI TSI ITTS T IS TSI IS IS IS TSI IS IS SIS TS ST IS TSI

% Este programa resolve o problema de contorno sem controle
solinit = bvpinit (linspace(0,80,100), [0.1, 0.02, 1, 2]);

sol= bvp4c(’funccontorno’, ’cccontorno’, solinit );

% Graficos

figure , plot(sol.x, sol.y(1,:),’r’, sol.x, sol.y(2,:),’b")

xlabel (7t 7); ylabel ('N(t), R(t)’);
)

figure , plot(sol.x, sol.y(3,:),’r’, sol.x, sol.y(4,:),’b")
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A.3 Cédigo-fonte do Controle quadratico Seg¢ao(5.3).

%aqui colocamos as condi¢des de contorno
%ya(1)=N(0), ya(2)=R(0), yb(3)= lambdal(tf), yb(4)=lambda2(tf)
function res = cccontorno(ya, yb)

res = [ya(l)—0.1; ya(2)—0.02; yb(3)—1; yb(4) ];

TSTTSTISSTISTISTISSTISSITSTIST IS SIS SISSTIS ST IS SIS SIISTISSTTS SIS SITST IS ST IS ST So

% Funcao Controle

function u = ucontrol (z)

if (z <= 0)
u = 0;
elseif (z<1)
u=z;
else
u = 1;

end
WSTTTSTTIISTTISSTTISSTTIISTTISSTISSSTITSSTTIIS ST IS SIITSSTIISTTISSTTISSTIIS o
function dydt = funccontorno(t, y)

%Parametros do modelo

r = 0.08;

b= 0.6;

alf = 0.00001;
c = 0.002;

s = (1)(25¢) ) [y (3)rx(1—y (1)) (y (1) ¥ (2))y (4) 5.
ebealfare(y(1)—y(2))%(1—y (1))]
ut = ucontrol (z);

I

%Equacoes de estado e equacoes adjuntas
dydt = [r*y(1)*(1—y(1))*(1—=bxut)+rxy(2)xbxutx(1—y (1))
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2)x(1—y(1))+alf*xrx(y(1)—y(2))*(1—y(1))*(1—bxut)

Y (r*(l—bxkut)*x(1—2xy (1)) —rxbkutxy(2))+y(4)*xr*xy(2)—...
Y (alfsxrx(l—b*xut)*x(1—2xy(1)+y(2)))
Jxrkbxutx(1—y (1)) —r*x(1—y(1))*(1—alfx(1—bxut))*xy(4)];

*

TSTISTTSSTTSTISTISSTISSTTSTISTIS SIS SIS T IS SIS SIS SIS T IS SIS SIS SIS TS S TSI SIS S

% Este programa resolve o problema de contorno com o controle quadratico

solinit = bvpinit (linspace(0,80,2), [0.1, 0.02, 1, 0]);

sol= bvp4c(’funccontorno’, ’cccontorno’, solinit );
r = 0.08:
b= 0.6;
alf = 0.00001;
¢ = 0.002:

za = (1/(2%c))*(bxrxsol.y(3,:).%(1—sol.y(1,:)).*%(sol.y(1l,:)—sol.y(2,:))...
+bxalfxrxsol.y(4,:).x(sol.y(1l,:)—sol.y(2,:)).x(1—sol.y(1,:)))

u = zeros(1,p);

for i=1:p, u(i) = ucontrol(za(i)); end;

u;

% Graficos

figure , plot(sol.x, sol.y(1,:)
xlabel ("t ’); ylabel ('N(t), R(t)’);

figure , plot(sol.x, sol.y(3,:),’r’, sol.x, sol.y(4,:),’b")

, 't sol.x, sol.y(2,:),’b")

figure , plot(sol.x, u,’'r”)
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