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Resumo

Neste trabalho utilizamos a teoria fuzzy de trés maneiras distintas (Esperanga Fuzzy,
Sistema p-fuzzy e Extensdo de Zadeh) para a modelagem de sistemas epidemiolégicos
como alternativa para a modelagem dos sistemas cléssicos.

Apresentamos a subjetividade na taxa de infeccao considerando-a uma funcao que
depende da carga viral e utilizamos a Esperanga Fuzzy (FEV) como método de defuzzi-
ficacao para determinar o nimero médio de infectados em cada instante do tempo.

A subjetividade na infeccao também foi incorporada nos modelos na condigao inicial
dos individuos infecciosos e na taxa da infeccao considerando-as um conjunto fuzzy, cuja
solugoes foram obtidas pelo Principio de Extensao de Zadeh.

Através do sistema p-fuzzy discreto obtemos as solugoes dos modelos classicos onde as
variacoes das entradas foram obtidas por meio de um controlador fuzzy.

Além disso, mostramos a dinamica da gripe suina utilizando os modelos classicos e
fuzzy.

Palavras-chave: Sistemas epidemiolégicos, Teoria Fuzzy, Modelagem Epidemioldgica

Fuzzy.
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Abstract

In this work we use the fuzzy theory in three ways (Fuzzy Hope, p-fuzzy System
and Zadeh’s Extension) for the epidemiological systems’ modeling as an alternative to
traditional modeling systems.

Introducing the subjectivity in the infection rate considering it a function that depends
on a viral load and use the fuzzy expected value (FEV) as a method of defuzzification to
determine the average number of infected in each moment of time.

The subjectivity in infection has been also incorporated in the models in the initial
condition infectious individuals and the rate of infection considered as a fuzzy set, whose
solutions were obtained by the Principle of Zadeh’s extension.

Through the discrete p-fuzzy system we obtain the solutions of the classical models
where the variations of the entries were obtained by means of a fuzzy controller.

Besides we show the dynamics of swine influenza using classical models and fuzzy.

Keywords: Epidemiological Systems, Fuzzy Theory, Fuzzy Epidemiological Modeling.
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Capitulo 1

Introducao Geral

Em momentos da histéria, grande parte da populacao morreu por ocorréncia de epi-
demias, em virtude das condicoes sanitarias das cidades e do desconhecimento das causas
de muitas doencas impossibilitando um trabalho preventivo. Tais epidemias foram rotu-
ladas como peste, embora muitas delas, provavelmente, tenham sido epidemias de variola,
tifo exantematico, célera, malaria ou febre tiféide e nao causada pelo bacilo da peste
(Yersinia pestis).

A primeira epidemia da historia, foi conhecida como “Praga de Atenas” ocorrida no
verao de 430 a.C em Atenas. Essa epidemia ocorreu durante o comeco da guerra do
Peloponeso e afetou o exército ateniense, 25% a 35% da populacao de Atenas morreu
dessa doencga.

Em 396 a.C. aconteceu a epidemia “Peste de Siracusa ” quando o exército cartagineés
sitiou Siracusa, na Italia. O Império Romano se beneficiou da epidemia, vencendo com
mais facilidade a guerra.

A Peste Antonina surgiu no século II d.C, o nome era uma alusao a familia que
governava o Império Romano na época. Esta epidemia causou grande ruina em Roma
que depois se espalhou para Itdlia e Galia (Franca). No épice da epidemia Roma chegava
a registrar em torno de 2000 mortes por dia, cerca de um terco da populacao de Roma
morreu e uma das vitimas foi o Imperador Marco Aurélio.

A peste do século III originou-se no Egito e se espalhou pela Grécia e Itédlia, devastando
o Império Romano. Em Roma e em certas cidades da Grécia, morriam até 5.000 pessoas
por dia.

No ano de 542 d.C. surgiu a peste justiniana, o nome refere-se pelo inicio da doenga no
Império bizantino, quando o Imperador Justiniano governava Bizancio e logo se espalhou
pela Asia e Europa, esta epidemia chegou a causar 10.000 mortes por dia.

Lepra na Europa medieval, surgiu entre os anos de 1000 a 1350. As pessoas eram
isoladas e sofriam preconceitos. Houve a criacao de muitos centros para leprosos e era
a Igreja Catdlica que controlava os doentes, dando-lhes uma cerimonia religiosa onde os
doentes ganhavam trajes especiais e um instrumento sonoro para anunciar sua chegada

em lugares publicos, o argumento utilizado pela igreja era que as lesoes ocasionadas pela
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doenga era sinal de impureza religiosa.

A pior epidemia da historia da humanidade, que teve inicio em 1347, foi a “peste
negra” matando cerca de um terco da populacao européia. Em 1348, a peste atingiu
as areas mais densas dos mundos cristao e mugulmano e por volta de 1350, a doenca
afetou toda a Europa central e ocidental. A coloracao azulada que da nome a doenca
ocorre pela falta de oxigenacao na pele e pela insuficiéncia pulmonar. Um grande fator
de disseminacao da doenca era os ratos que portavam pulgas contaminadas pelo bacilo.

No século XV houve uma doenca misteriosa e epidémica, na cidade de Londres,
chamada Suor inglés. Em poucas horas a vitima podia entrar em coma e morrer. De
cada trés pessoas que apresentava os sintomas uma morria. Essa doencga chegou a afetar
boa parte da corte de Henrique VIII. Em 1551, em seu quinto surto, a doenca matou
cerca de 900 pessoas nos primeiros dias e desapareceu completamente.

A Colera comecou a se espalhar pela fndia, em 1817, onde ja era uma endemia,
atingindo o leste da AsiaeoJ apao alguns anos depois. Bangcoc reportou 30 mil mortes,
numa populagao de 150 mil habitantes, no ano de 1820. Em 1831 a Célera chegou a
Europa pela Inglaterra, quase 30 mil pessoas morreram no Reino Unido.

Em 1918, na Primeira Guerra Mundial, os soldados além de lutar contra todos artefatos
de uma guerra ainda tinham que combater uma gripe mortal, esta gripe matou entre 40
milhoes a 50 milhoes, comecando pela Europa e Estados Unidos, logo depois foi para Asia
e Américas Central e do Sul. No Brasil esta gripe ficou conhecida como “gripe espanhola”,
segundo a Fundacao Oswaldo Cruz 65% da populacao se infectou. S6 no Rio de Janeiro
e Sao Paulo foram registradas 16.348 mortes, segundo o site Fiocruz.

A Gripe Asiatica atingiu a China em 1957 e no ano seguinte chegou aos Estados
Unidos, matando 70 mil pessoas. A Organizacao Mundial de Satde estima que 50% da
populacao foi afetada e passou de um milhao o niimero de mortes.

Em 1968 ocorreu a terceira pandemia de gripe do século XX, conhecido como Gripe
de Hong Kong, originou-se na China e se propagou pelo mundo, tendo a mesma linha de
difusao da Gripe Asidtica, matou de 1 milhao a 3 milhdes de pessoas.

As informagoes citadas acima foram extraidas em [20], [21] e [22].

Em meados de Marco de 2009 se iniciou em La Gloria, distrito de Perote no México,
uma pandemia de gripe, que foi conhecida como Gripe Suina. De acordo com o balanco
da OMS feito em Agosto de 2009 , cerca de 2 bilhoes de pessoas no mundo serao afetadas
pela doenca [23]. Até 06 de novembro de 2009 sao 482.300 casos de contdgio confirmados
em laboratorio, sendo que os paises nao informam a OMS todos os casos, principalmente
os brandos e 6.071 mortes em todo o mundo desde que a gripe suina foi identificada [24].

A palavra “epidemiologia’ deriva do grego, epi significa sobre, demos populagao e logos
estudo. Portanto, em sua etimologia, significa “estudo do que ocorre em uma populacao”.

O inicio de estudos epidemiolégicos deu-se a partir da percepcao de que medidas

profilaticas eram mais eficazes no combate de doengas com alto grau de mortalidade e
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morbilidade. A compreensao do mecanismo do funcionamento da doenca era importante
mais nao suficiente, assim foi necessario considerar o problema da doenca do ponto de
vista qualitativo.

A importancia de se estudar epidemiologia estd relacionada ao fato de se prever o
comportamento de epidemias, e antecipadamente, adotar prevencoes para que a doenca
nao se alastre e saia completamente do controle, evitando consequéncias catastréficas e
para melhor entendimento da propagacgao de doencas, sao utilizados modelos matematicos.

Na tultima metade do século XVIII, Daniel Bernoulli parece ter sido o primeiro a
estudar epidemiologia matematica. Mas foi somente em meados do século XIX que ocorreu
o desenvolvimento da teoria matematica para processos epidemioldgicos, em consequéncia
do avanco de conhecimento médico sobre as causas de doencas infecciosas.

Hamer, em uma publicacao em 1906, postulou que o desenvolvimento de uma epidemia
depende de alguns fatores fundamentais como, o nimero de suscetiveis, de infecciosos e
o encontro entre suscetivel e infeccioso. Em 1927, W. O. Kermack e A. G. McKendric
propuseram um modelo epidemiolégico (SIR) para estudar a disseminacao de uma doenga
em uma populacao, onde utilizaram a “lei da agdo das massas”, proveniente da fisica-
quimica, para identificar a taxa de infecciosidade. Este modelo serviu de paradigma para
a epidemiologia moderna.

Sabendo da importancia em se estudar o comportamento de epidemias, propuze-
mos neste trabalho um retrospecto dos modelos epidemioldgicos classicos SI (Suscetivel-
Infectado), SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel), SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado) e
SIRS (Suscetivel-Infectado-Recuperado-Suscetivel), acrescentando o modelo SET I5...Iy RS
onde o compartimento I é divido em k estagios e apresentamos modelagens alternativas
para os modelos classicos, utilizando a teoria fuzzy e concluindo com aplicagoes dos mo-
delos classicos e fuzzy para o estudo da dinamica da gripe suina.

No Capitulo 2 encontra-se os modelos epidemiolégicos classicos e o modelo SEL ... I, RS,
onde sao apresentados dinamica, formulacao e solucoes dos modelos, no Capitulo 3 uti-
lizamos algumas ferramentas da teoria fuzzy como a Esperanca Fuzzy, Sistema de Base de
Regras e Principio de Extensao de Zadeh nos modelos classicos e no Capitulo 4 mostramos

a dinamica da gripe suina através de modelos classicos e fuzzy.



Capitulo 2

Modelos Deterministicos

Os modelos mais usados para descrever doencas transmissiveis por microparasitas sao
do tipo compartimental, onde cada individuo de uma comunidade fechada' é rotulado
por seu estado de saide em relagao a alguma enfermidade, desta forma os individuos
sao situados em compartimentos, logo cada compartimento representa o estado em que
cada individuo se encontra no desenvolvimento da doenca. As escolhas de inclusao de
compartimentos no modelo depende das caracteristicas de cada doenca.

O modelo compartimental mais geral é composto de cinco compartimentos, rotulados
pelas letras M, S, E, I e R, onde M representa os individuos com imunidade passiva.
Essa imunidade é temporéria para algumas doencas e é adquirida pelos recém-nascidos
através de anticorpos da mae, transferidos pela placenta. Com o desaparecimendo desses
anticorpos, os individuos sao passados para a classe dos Suscetiveis representado pela
letra S. O compartimento S inclui todos os individuos que podem se infectar.

Quando um individuo da classe S tem um contato adequado® com um infeccioso, serd
removido para a classe dos Expostos, representada por E, nesta classe os individuos estao
na fase de laténcia, isto é, estao infectados mas ainda sao incapazes de transmitir a doenca
para outros individuos. Apds a fase de laténcia o individuo passa para a classe dos In-
fecciosos I, podendo infectar outros individuos. Terminando o periodo de infecciosidade
o individuo pertencerd a classe dos Recuperados R, ficando por algum tempo ou perma-
nentemente imune a doenca, a classe R também inclui os individuos que morrem devido
a doenca.

Admitiremos que a populagao total (N) de uma comunidade fechada num determinado

tempo t sera dada por:
N(t)=M(t)+ S(t)+ E(t)+ I(t) + R(t).

Todos os modelos apresentados neste trabalho baseiam-se na le: de acao das massas
originada do estudo de cinética quimica pelos noruegueses Cato Guldberg e Peter Waage

em 1864, esta lei postula que “a velocidade de uma reacao quimica é diretamente propor-

IEntende-se por comunidade fechada aquela onde néo se admite emigracdo e nem imigracao.
2Um contato adequado entre individuos sucetivel e infeccioso é quando o suscetivel adquire a doenca.

4



CAPITULO 2. MODELOS DETERMINISTICOS 5

cional as concentracoes dos reagentes”. Esta lei é baseada no fato de que, numa reacao
quimica os reagentes estao misturados e quando ha dois ou mais reagentes, cada particula
de um reagente possui a mesma chance de encontro com as particulas do outro (ou ou-
tros) reagente. A interpretacao desta lei para os modelos mateméticos é feita considerando
que o encontro entre variaveis é dado pelo produto delas, isto é, pelo possivel nimero de
encontro entre as variaveis de estado.

Apresentaremos a seguir os modelos epidemiolégicos classicos: SI (Suscetivel-Infectado),
SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel), SIR, (Suscetivel-Infectado-Recuperado) e SIRS (Sus-
cetivel-Infectado-Recuperado-Suscetivel), formuladas por Kermack e McKendric e o mo-

delo SEILI,...I; RS onde I; representa o j-ésimo estagio infeccioso do compatimento I.

2.1 Modelo SI

A dinamica do modelo SI consiste em analisar somente os individuos infectados, pois
ele nao nos fornece a recuperagao dos infecciosos, assim quando um individuo suscetivel
adquire a doenca, o mesmo nao volta a pertencer a classe dos suscetiveis. Neste caso,
também a classe R estd embutida em I.

A gripe é uma doenga que pode ser modelada por SI, pois quando adquirimos uma
gripe nao é possivel sermos infectados novamente pelo mesmo virus.

Este modelo, sem dinamica vital, é o mais simples dos modelos epidemioldgicos, seu

esquema compartimental pode ser observado abaixo:

16

| ———#|1

onde [ ¢ a taxa de transmissao da doenca e 55T é dado pelo principio de acao das
massas.
Desta forma o modelo SI pode ser descrito pelo sistema de duas equagoes diferenciais

ordinarias nao lineares,

as
ar =~ et
(2.1)
dl
— =BSI.

Como a populagao total N(t) = S(t) + I(t) é constante, pois dd—]tv = 0, assumiremos a
equacao na forma normal, isto é, N(t) = 1, para todo ¢t > 0. Assim S e [ sao entendidos
como proporgoes de individuos suscetiveis e infectados, respectivamente, assim podemos

escrever,

St)=1-1(t), V. (2.2)
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Substituindo a equagao (2.2) na segunda equagao do sistema (2.1), obtemos:
dl
— =3(1-11I. 2.3
s (23)
O sistema formado pelas equagoes (2.2) e (2.3) é equivalente ao sistema (2.1).

Podemos resolver a equagao (2.3), que é do tipo logistico, pelo método de separagao

de variaveis, assim

dl
———— = [dt
(1—-1)I p
Utilizando fragoes parciais obtemos,
1 A +B_B+(A—B)I
1-n1r 1-1 1T  (1-DI

entao
B =

(A-B)=0=A=1.

Desta forma,

/klind[+/%dhz/ﬁﬁ

—In(l—=I)+In(I)=pt+c

) = St
n(1 — I) pt+c
I
— Bttc
-1 ¢
eﬁt+c
1 4 eftte

onde ¢ é a constante de integracao.
Utilizando as condigoes iniciais 1(0) = Iy e S(0) = Sy, obtemos
e’ [g

Iy
Iy = Sef=—""=¢"=—.
T e T T 1100 ¢ T 5,

Portanto a solucao I (ver figura 2.1) é dada por:

. ]()eﬁt
N So + ]06675 '

1(t)

Note que quando t — oo temos que I — 1, logo, como previsto no préprio esquema

compartimental, toda populagao ficara infectada, ou seja, havera uma epidemia.
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09 s

0.8+ —

07 —

06 =1

05k B

0.4F =

03 B

02 F B

0.1 =

Figura 2.1: Solucao I = I(t) com S(0) =0.9; I(0) =0.1e §=0.5

2.2 Modelo SIS

O modelo do tipo SIS é caracterizado por nao conferir imunidade permanente para
os individuos que se recuperam da infecgao, fazendo com que os recuperados da doenca
voltem a ser suscetiveis e também por nao haver estdgio latente, isto é, os individuos que
se infectam ja sao considerados infecciosos.

Este modelo é mais adequado para doencas causadas por agentes bacterianos como
a meningite meningocdcica, a peste, doencas sexualmente transmissiveis, e também por
protozodrios, como a malaria.

Abaixo sera apresentado o esquema compartimental do modelo epidemioldgico SIS,

com dinamica vital e transmissao vertical®,

by pb qb2
o
ol — Y
HJ Ltz

onde,
e [ ¢é a taxa de transmissao da infeccao.

® /iy € i sao as taxas de mortalidade, a primeira considerada natural e a segunda

devido a doenga.

e b ¢ a taxa de procriagao das maes suscetiveis, onde os recém-nascidos pertencem a

classe de suscetiveis.

3A transmissdo vertical é a transferéncia da doenca da mae para seu filho ainda em gestacao.
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e b, é a taxa de procriacao das maes infecciosas, sendo pb, e gby as taxas de recém-
nascidos que pertencerao a classe dos suscetiveis e dos infecciosos, respectivamente,

onde p+q = 1.
e 7 ¢é a taxa de retorno dos infecciosos ao grupo dos suscetiveis.

A formulacao do modelo SIS, de acordo com o esquema compartimental, é estabele-
cida através de um sistema com duas equacoes diferenciais ordinarias nao lineares das

subpopulagoes S(t) e I(t)

%:(bl_ﬂl>s+<pb2+7_ﬁs)[:F(Saj)

(2.4)
dl
a (BS +qby — pz —v) I = G(S,I).

com as condigoes iniciais S(0) > 0 e I(0) > 0.
Os pontos criticos do sistema sao encontrados igualando a zero as equacao do sistema
(2.4)
(b1 — p1) S+ (pb2+ v — BS) I =0

(2.5)
(BS +gby — p2 —v) I =0.

Se I =0entdao (by —pu1)S=0=95=0

—ab [ — b p2+v—qbs [ — b H2+y—qbo
SeI%OentéoS:%eI: U —b) f ; :>I:<1 bl) 5

@®+7—ﬁ@ﬁ%u) 2
Assim os pontos de equilibrios sao:
e (0,0), que implica na extin¢ao da populacao;
—qb by — *

e (S*,I*) o equilibrio endémico, onde S* = pat Y 00 e [* = M, desde

B 2 — bo
que by # .

O ponto de equilibrio endémico é biologicamente vidvel' se S* > 0 e I* > 0, para isto
by —

> 0.
2 — by

devemos ter po +v —qby >0 e

2.2.1 Determinando o nimero basico de reproducao da doenca

O numero béasico de reproducao da doenca é um parametro adimensional simbolica-
mente representado por Ry e é definido como sendo o niimero médio de novos infecta-
dos gerados por um unico infeccioso, quando exposto a uma populacao em que todos
individuos sao suscetiveis a doenga. Este nimero basico ¢ muito importante para epi-

demiologia, essencialmente por medir a velocidade inicial do crescimento da epidemia.

4Dizer que um ponto de equilibrio é biologicamente vidvel significa a sua existéncia do ponto de vista
biolégico.
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[remos determinar Ry da seguinte forma:

O numero de novas infecgbes por unidade de tempo é (58S + gbs) I, assim cada infec-
cioso gera .S + qby infecgoes por unidade de tempo.

Considerando S ~ N = N(0), isto ¢, uma populagdo onde todos individuos sao
suscetiveis a doenca, assim teremos SN (0) + ¢gbs novas infecgoes por unidade de tempo.

A taxa de remogao (morte e recuperagao) de infecciosos é (ug + v)I, assim o tempo

médio da infecciosidade de cada infeccioso é .
. L , P+ . .
Finalmente se multiplicarmos o nimero de novas infecgoes por unidade de tempo

BN (0) + gby pelo tempo médio da infecciosidade de cada infeccioso n teremos Ry.
H2 7Y
Portanto,
R — BN (0> + qbo
g =/ 12
pa2 +

Uma epidemia se estabelece se % > 0, da segunda equagao do sistema (2.4) obtemos
BS + gby > o + 7y, considerando S = N = N(0), temos SN (0) + gby > o + 7.
Logo a condigao necesséaria para que se tenha uma epidemia é que Ry > 1. Se Ry < 1

a doenca desaparece.
2.2.2 Anadlise de Estabilidade

Considere um sistema bidimensional dado por

Ccll_f = fl(may>

(2.6)
% = fg(!L‘, y)

Defini¢ao 2.1 Sejaz* = (x*,y*) um ponto de equilibrio e x(t, xy) a solu¢ao, com condi¢ao
inicial xo = (xo,vo), do sistema (2.6). Dizemos que x* é estdvel se para todo € existe § > 0
tal que

d(zg, ") < d = d(x(t,z0),2") <,

para todo t > 0. O estado de equilibrio x* € assintoticamente estdavel quando € estavel e

lim d(z(t,z0),2") = 0.

t—o00

A métrica dada acima é a métrica usual em R2.

O estado de equilibrio é dito instavel quando nao for estavel.

Estudo do plano de fases

Para obtermos as nuldclinas de S e I, no plano SI, devemos impor Cé—f =0e % =0,

respectivamente, obtendo assim

= —0)S

= m IlU.léChl’l& de S
POo2 77 —
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o + v — gbs
B

Na tabela abaixo estao os valores dos parametros para as construgoes das nuléclinas

I=0o0us= nuléclinas de 1

e campo de direcoes através do software Mathematica®.

Figura | 8 | by | ba | 1 | p2 | Y| P | ¢
92(a) [07]35| 1| 1 |2 ]2]03[07
23() | 1 |12]05|15] 2 |2]08]02

Tabela 2.1: Valores dos parametros

T T T T T T T
=0 ':\\?\\‘.\\‘ o T R - L] - R i
\\\‘- £ P - - " (- - T T ‘“M_‘“‘-—.x
\\‘\\ T Tw e - - b E" - e el WL T el
P I T * e e, e e e ]
B T I P . T T R e IR WG W
T, T e Twe m om A A He o w wm wm e, e
sol TR OSUR R X oW KRR s v v owow wwm ]
Tha, T Tm - - - - - a:- o - - ™ -~ ™
e - - - - - e - X - - - - i
R R i,
T e e ey gt ae s = e ki T B oed B oo o
- . I R R e .
r 1 - - — - - — :r -— -— -— -— -— -_—
H
o= s e e ]
o RNy o B o B 2o aTss Seenw
1 1 L 1 L 1 1
- o ] 4 5 E 10

Figura 2.2: (a): A nuldclina de S é a curva verde e as nuldclinas de I sao as tracejadas.

A Vool N ik \ ]
\ ) | | | .

1.0 \‘- \ s Ll ! K ry » - e i o
W, '::'!. oW R % o I &% oo =i
WOl W ow o ; E B o’ G s
WVoooay ) vwow / -

..I".‘ '-: :'lz .I!' 'l' " 1 i ’ ¥ # » - i
! I\g,' 'l'| | IJ' ! 1 + * ¥ » - - - b
o5 A [ \ 1 1 . =
Y 'l'!. | S T T ¥y ' Fooowe om e e i
Y Y ! " 1 ] i ¥ ¥ » - - - L
" " £ 4 ¥ w " r » - - = < = E =
L] L] " " r r » L - - - - - - 'r -
o - 1 1 ¥ » . - - - o~ e - i E
| i e S T T e U e D SRR L e -=
L - 1 - - - - - - - - - - - -
& L3 y 3 - - - - - - - - - - =
LR, S S S TR TR S T T G
\ .'u '|l\. *. %\ L1 L1 L - L - - - ~ -
—0.5 - 'f'l " ."- Y ."‘ "; L L L] L] - - - - - ]
) \
o 1 = 3 Pl

Figura 2.3: (b): A nuléclina de S é a curva verde e as nuléclinas de I sdo as tracejadas.

Note que na figura 2.2 (a) temos by > pq; po > by e ps + 7 — gby > 0 e assim
o ponto endémico é vidvel e o ponto de equilibrio (S*, I*) é uma espiral estdvel, como
pode ser observado no campo de diregoes, ja na figura 2.3 (b) temos by < pq, o > by €

f2 + v — qbe > 0 e assim o ponto endémico nao é viavel e o ponto (0,0) é um né estavel.

5As construcdes de todas nuléclinas e campo de direcdes foram feitos no software Mathematica.
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Linearizacao

O Teorema de Linearizagao de Lyapunov-Poincaré nos auxiliard no estudo de estabi-

lidade dos pontos de equilibrio.

Teorema 2.1 (Teorema da Lineariza¢io de Lyapunov-Poincaré): Seja f(x) um sistema
de equacoes diferenciais de primeira ordem nao-lineares continuamente diferencidvel em
uma vizinhanca de um ponto de equilibrio O e considere o sistema linearizado em torno
de O obtido pela expansao em série de Taylor, isto €, f(x) = Ax + B(x).

a) Entao, se todos os autovalores da matriz quadrada A possuirem parte real negativa, o
ponto de equilibrio O serd assintoticamente estdavel para o sistema ndo-linear.

b) Se pelo menos um autovalor A de A for tal que Re(\) > 0 (parte real positiva), o ponto

de equilibrio O € instdvel para o sistema nao-linear.

Se o sistema f(z) é bidimensional, os autovalores (\) da matriz A sdo as soluges da
equacao algébrica
NM—AT+D=0 (2.7)

onde T e D sao o trago e o determinante da matriz A, respectivamente, e sao dados por

\ T+ T?—4D
12 = -

’ 2

Fazendo A = T? — 4D temos que:

e Se A > 0, entao as duas raizes serao reais e distintas;

e Se A < 0, entao as duas raizes sao complexas conjugadas;
e Se A =0, entao as raizes sao reais e iguais.

Se D = 0, temos um autovalor zero e o outro autovalor serd positivo se T > 0 e
negativo se T' < 0. Neste caso o ponto de equilibrio é considerado nao isolado, isto é, nao
se pode ter certeza da estabilidade deste ponto.

Para determinar a estabilidade dos pontos de equilibrio isolados do sistema nao-linear
autonomo iremos utilizar os critérios usados para os sistemas lineares, como segue na

tabela abaixo.
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A =T? — 4D | Determinante Traco Tipo de ponto critico | Estabilidade linear
A >0 D >0 T>0 noé instavel
D >0 T <0 no estavel
D <0 T<0ouT>0 ponto de sela instavel
A=0 D >0 T7>0 no instavel
D >0 T <0 no estavel
A <0 D >0 T>0 ponto espiral instavel
D >0 T <0 ponto espiral estavel
D >0 T=0 centro estavel

O sistema linear correspondente do sistema (2.4) é:

lzl gwj)[f:?]

dt

onde _ _
by —p — BI pby + v — BS

75,1) = [ g1 BS + qby — pa — v

oF  OF

_ | as a1
oG 9G
95 oIl

s 7]
é a matriz Jacobiana e (S, 1) é o ponto de equilibrio do sistema (2.4).

Pelas condicdes de estabilidade local, o ponto de equilibrio (S, 1) serd assintotica-
mente estével, se e somente se, T.J(S,1) < 0 e DJ(S,I) > 0, onde TJ(S,I) e DJ(S,I)

sd0 o traco e o determinante da matriz Jacobiana, respectivamente, isto é, —— (S, 1) +

MEn<oe (5eED) (XED) - (ren) (SEn) >0 :

Temos entao que

TJ(0,0) =by — 1 +gby —p2— e DJ(0,0) = (by — p1)(gba — pr2 — 7)-

Assim, o ponto (0,0) serd estavel se, e somente se,

gby —p2 =7 <0 e by <.

Observe que se o ponto endémico for vidvel, a condicao acima nao ¢é satisfeita, e
portanto, o equilibrio (0,0) serd instavel.

Temos que

TJ(S*1%) = by — u — BI +ﬁ(%)+qbg—m—v

— by — o — BI"
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D(‘S*aj*) - (bl — —ﬁl*) (5 <%_Qb2) +qby — o —7> -

o2ty —abs by —p1\ (7 —qbe
(pb2+7 6( B ))B<M2—b2) ( B )
_ _ p2 + v — qba S w4y —qby
B (p62+7 6( B ))ﬁ(m—@)( 5 )

_ (b — 1)
= (2 — b2)m(ﬂ +79 — qba)

= (b1 — ) (1 +v — qba)

Assim o ponto (S*, I*) serd estavel se, e somente se,
by — 1 —BI" <0 e (by — py)(u2 +v —gby) > 0.
Portanto, se o ponto (S*, I*) for biologicamente vidvel, ele serd estével, se
by > 1 e o > bo.

Abaixo sera apresentado uma tabela com os resultados obtidos da estabilidade linear.

Condicao 1 Condigao 2 | (0,0) (S*,I%) Interpretacao do

equilibrio estavel

ta + v —qbe >0 by < 1 estavel | nao viavel extingao da espécie
by >y instavel estavel S e I em equilibrio endémico
pa > by

2.2.3 Solucao Numérica

Os graficos das solugdes S(t) e I(t) em funcdo do tempo ¢ serdo dados pela resolucao do
sistema (2.4) através do software Matlab, utilizando os parametros da Tabela 2.1, sendo
o item (a) para gerar a Figura 2.4 e o item (b) para gerar a Figura 2.5 e considerando em
ambas S(0) =8 e 1(0) = 2.

Na figura 2.4 (a), a populagao estabele o equilibrio endémico (4.7,11.7), quando con-
sideramos by > pu1, fto > by € ps + v — qby > 0, e também temos que Ry = 1.92.

Na figura 2.5 (b), podemos observar que a partir de um certo ¢, N(t) — 0, isto é, a
populagao é extinta quando consideramos by < i1 € po + v — gbs > 0. Assim quando ha
maior niimero de mortes naturais do que nascimento na classe dos suscetiveis e quando a
taxa de remogao (2 +y) for maior que a taxa de natalidade do compartimento I teremos

que ambas as classes se extinguirao.
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T T T T T T T T T
Suscetiveis
Infecciosos
14

Populagéo

Termpo

Figura 2.4: (a): As solugao S e I em equilibrio endémico.

Suscetiveis
7 Infecciosos

B H .

stk .

Populago

Tempo

Figura 2.5: (b): As solugoes convergindo para 0.

2.2.4 Modelo SIS sem dinamica vital

Quando as taxas de natalidade e mortalidade nao representam uma variacao significa-
tiva na populacao total, podemos descartar essas taxas, tornando o modelo mais simples.

O esquema compartimental do modelo SIS, sem dinamica vital é:

.J'_‘::
b (e — |

~y

Assim a formulacao do modelo fica:

s _

K (2.8)

com as condigdes iniciais S(0) > 0 e I(0) > 0.
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Como a populacao total N é constante, pois % + % = 0, podemos substituir
S(t) = N(0) —1(t) (2.9)

na segunda equagao do sistema (2.8), obtendo:

dr

— =p(N —1)I —~I.

o =Bl )=
Separando as variaveis, obtemos

dl
= dt. 2.10

(BN —~—=BDI (2.10)

Utilizando fracoes parciais, temos
1 A B (BN —~v)B+ (A—-pB)I

—|—7:

(BN =~y —BII ~ BN —~ — BI (BN —~ = BI)I

entao
(BN —=7)B=1= B = 35—

Y
_ _B
A=BB=0= A= 57

Resolvendo a equagao (2.10) pelo método de separacao de varidveis, obtemos

_B8 _1
BN— BN—7 17 _
M_—Mdl—i—/%dl—/dt
In(BN —~ — 1 1
ﬂNﬁ—yn(/@ _g B)-I—ﬁN_Vln(I):t—i-c
L [ ! =t
BN—V(H<BN—7—BI))_ e
1
I — e(,BNf’y)tJrBch'yc
BN —~—pI

I = /BNe(IBN*'Y)IH’BNC*’}/C . ,Ye(ﬂNf'y)tJr,Bchfyc _ 516(51\777)154“3]\[6,76
(1 + BeBN-NHBNe=ve) [ — BN BN-Dt+Ne—ye _ ~o(BN=7)t+BNe—7e

(/BN — f}/)e(ﬁN_’Y)t"!‘ﬁNC_'yc
1 + Be(BN=)t+BNe—ye

onde ¢ é a constante de integragao.
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Usando as condigoes iniciais 1(0) = Iy e S(0) = Sy, temos

(3N — )
1 + BefNe—e

0=

Iy + joﬁe(BN—v)c = (BN — 7)e(ﬁN—v)c

(Lo — BN + W)G(BN_W)C = —1y

gBN-ye_ __ Lo
Io — BN +~
eBN=c _ _ [0_
=SB+
gBN-e _ o
Sod =

Portanto a solucao I é dada por,

o Ne(BN-t_Iy
(BN —7)eT i~

N—~)t__L
1+ ﬁe(ﬁ 20) 5050—7

I(t) =

- (BN — 7)]06(,fd‘va)t
~ BSo = v+ BlpelPN

Note que quando ¢t — oo temos que [ — % e S — % isto significa que para
t suficientemente grande existirda um equilibrio estavel entre as populagoes infectadas e
suscetiveis.

Abaixo serao apresentados graficos das solugoes S e I, considerando para ambos,

N(0) =10, 5(0) =9 e I(0) = 1.

Figura 2.6: Solucoes S e I, quando 8 =0.4 e v=0.8
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Figura 2.7: Solugoes S e I, quando 8 =0.2evy=1

2.3 Modelo SIR

A dinamica deste modelo consiste tanto em analisar os individuos infecciosos quanto
os que se recuperam da doenca.

O modelo SIR comtempla também o compartimento R, separado de I, ou seja, permite
que o individuo se recupere da doenca, ficando imune a reinfecgao, este modelo nos permite
computar a quantidade de infectados que se recuperam.

Doencas como Rubéola, Sarampo, Catapora, Cachumba e Gripe sao bem modeladas
por SIR.

O esquema compartimental do modelo SIR, com dinamica vital pode ser esbogado da

seguinte forma:

1L L4

onde,
e b ¢ a taxa de procriacao da populagao total.
e 3 ¢ a taxa de transmissao da doenca.

e ;1 sao as taxas de mortalidade natural de cada um dos compartimentos S, I e R

respectivamente.

e « ¢ a taxa de remocao dos infecciosos para a classe dos recuperados.
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De acordo com o esquema compartimental o modelo é dado por:

ds

dt ::pr'—'ﬁé;[‘—/bS

A — BST — (u+a) 1 (2.11)
At — ol — uR

dt

com as condigoes iniciais S(0) >0, I(0) > 0 e R(0) > 0.
Estamos interessados em analisar a dinamica da infeccao quando a populacao é cons-
tante, para isso consideraremos que as taxas de natalidade e mortalidade sao iguais, isto

é, b = p. Assim, o novo sistema é dado por:

45 _ N — BST — S
A — BST— (u+a)l (2.12)
Cil—}f =al — uR
com as condigoes iniciais S(0) >0, I(0) > 0 e R(0) > 0.
Como N(t) = N(0) = S(t) + I(t) + R(t), podemos escrever,

R(t) = N(0) — (S(t) + 1(1)). (2.13)
Neste caso (2.12) é equivalente ao sistema

S _ N — 8SI — S

h (2.14)
S = BSI — (p+a)l
com (2.13).
Igualando a zero as equagoes do sistema (2.12),
uN — BST — puS =0
ST —(p+a)l =0
al —uR =20
podemos encontrar as solugoes de equilibrio.
Se Il =0entao S=Ne R=0.
pto a”(Nif%g)
Se[#OentéoﬁS—u—a:O:S:“J“To‘eportanto]:M(];T;—LQT)eR: ﬁuT
Assim os pontos de equilibrio sao: ’
e (N(0),0,0), o ponto de equilibrio livre da doenca.
N(0) — 5"
o (S*,I*, R*), o equilibrio endémico, onde S* = /L—l—oz’ I = M e R =

p B+«
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al*

0

n+ o
5

2.3.1 Determinando o nimero basico de reprodugao da doenca

O ponto (S*, I*, R*) é biologicamente viavel se, N(0) >

O parametro Ry do modelo SIR sera determinado da mesma forma que apresentamos
no modelo SIS.

Assim o nimero bésico de reproducao da doenca do modelo SIR é:

_AN()
p+a

Ry

p+ o :>BN(O)

Note que equilibrio endémico s6 existe se, N(0) >
p P+ o

> 1= Ry > 1.

2.3.2 Analise de Estabilidade
Estudo do plano de fases

A nuléclina de S é obtida da primeira equacao do sistema (2.12) dada por:

_ 1(N(O) - 5)
[ =—"-
BS
Da segunda equagao do sistema (2.12) obtemos as nuldclinas de I,
pta
I=00usS = 3
Abaixo estao os graficos das Nuldclinas e campo de diregoes.
gl & v » Ay o e W W R "‘\\“\\"'\. -]
" v " - ..J: - . T T “-\\_ "\\ ‘\\
" r " - ..E - i~ e R e el R M "'\_\
sL v L4 - ..i - - - - T M e R e
" v L - - = - - - el L TR R R
L] L " - _.' = ._ = - - - - L R
e - ¥ ” - — - - - - - - - T N TEET
- - r - _i - —r - - - - - - . e
b1 » L] > -% - - - - - - - - - -
k. ™ o b r —- - - -~ - - - - - - -
Eom o e R ek e m e o e M w SRe Be % L
g = = — E - > - > > -~ -~ - - ~
I i 20 R st I RN O
:I' pr 4‘;' £ -3 1':':' IIJ

Figura 2.8: (a) Campo de diregoes e nuldclinas quando N(0) =10, 8 =0.5, p =0.3 e a = 1.5.

Na figura 2.8 (a) o equilibrio endémico é viavel e é uma espiral estdvel e o ponto de
equilibrio livre da doenga é um noé instavel, ja na figura 2.9 (b) o equilibrio endémico nao

¢é viavel e o ponto de equilibrio livre da doenca é uma espiral estavel.
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T T T
sl ™0™ b A 1 I F A e S ——
R L] ] i ] r ¥
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P e T TR L? ¥ ¥ (7 - L TS . - WSRO
i
e, Tl S A Ve R R e
Al S ™ o ™ W e ¥ » e T e —
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2t / il
——— ——— o - - - - - r - - - — - —
— —— ——— — - - - . - - - - - - -
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Figura 2.9: (b) Campo de direcoes e nuléclinas quando N(0) =10, 5 =02, p=15e a=1.2.

Linearizacao

A matriz Jacobiana do sistema linear correspondente do sistema (2.14) é:

—Bl—p  —BS

TED= i s a)

onde (S, 1) é o ponto de equilibrio do sistema (2.14).

Temos que
TJ(N(0),0) = —2u—a+ N e DJ(0,0) =—u(fN — p— «)

o ponto (N(0),0) serd estavel se, e somente se,

2
2u—a+pAN<0= N < “;O‘
e
—uw(BN —p—a)>0=N < ,u;oz.
Portanto para que o ponto de equilibrio livre da doenga (N (0),0,0) seja estavel, deve-
se ter N < a ; a
Temos que
+ «
TI(S* 1) = —BI" — i+ “T —(p+a)
=pI" = p
e

o1 (252 (452) (525
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= Bu(N = 57)

o ponto (S*, I*) serd estavel se, e somente se,

N — 5%
6]*—u<0:]*>—ﬁiu>—H:N—S*>—H—Q:N>O
g p+a g G
e
BM(N—S*)>O:>N>S*:>N>MZQ
A * Tk * : ‘ A+«
Portanto para que o ponto endémico (S*, I[*, R*) seja estavel, deve-se ter N > 3

Note que se o ponto endémico for viavel, o mesmo sera estavel.
Na tabela abaixo sera apresentado os resultados da estabilidade linear dos pontos de
equilibrio do sistema (2.12)
Condi¢ao 1 | (N(0),0,0) | (S*,I*, R*) Interpretagao do

equilibrio estavel

i¥a

estavel nao viavel populagao livre da doenca

instavel estavel S, I e R em equilibrio endémico

2.3.3 Solucao Numérica

Os graficos das solugoes S, I e R em funcao do tempo t serao dados pela resolucao
do sistema (2.12) através do software Matlab, considerando N(0) = 10, com S(0) = 9,
I(0) =1 e R(0) = 0 para construgao da Figura 2.10 e S(0) =7, 1(0) = 3 e R(0) = 0 para
a Figura 2.11.

Suscetiveis
Infecciosos
Recuperados

Populagdo

Termpo

Figura 2.10: Populacao estabele equilibrio endémico, quando = 0.5, 4y = 0.3 e a = 1.5.

Na Figura 2.10 utilizamos como parametros os valores § = 0.5, p = 0.3 e a = 1.5,
como pode ser visto no grafico, a populacao estabele o equilibrio endémico no ponto

(3.6,1.06,5.33) e na Figura 2.11 a doenga nao se estabelece.
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o

Suscetiveis o
Infecciosos
Recuperados |

Populagéo
[} - %] w R m m ~ w [la}
——— T —
1

Termpo
Figura 2.11: Populacao livre da doenca, quando 8 =0.2, y=1.5e o = 1.2.

2.3.4 Modelo SIR sem dinamica vital

Desconsiderando as taxas de mortalidade e natalidade, podemos tornar o modelo SIR

mais simples, o esquema compartimental pode ser visto abaixo.

I} v

S|——|I|—— | R

Desta forma o modelo é formulado pelas equagoes:

45— —BSI
%2651—@[ (2.15)
i — o]

dt

onde S(0) > 0e I(0) > 0.

N
Como e 0 temos que N ¢é constante, logo podemos escrever

R=N-—(S+1). (2.16)

O sistema (2.15) se reduz ao sistema bidimensional

B — —BSI

(2.17)
% =I1(BS — a)

com R=N—(S+1).
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Igualando as equagoes do sistema (2.15) a zero,

—BSI =0
BST —al =0 (2.18)
al =0

obtemos o ponto de equilibrio (S,0, N — S).

A Matriz Jacobiana do sistema linear correspondente do sistema (2.17) é:

_ —BI  —jS
‘]<S’I):[ 557 5?5— a]

onde (S, 1) é o ponto de equilibrio do sistema (2.17).

Temos que, os autovalores sao obtidos considerando
|J(S,0) = A} =0 = —A(BS —a—\) =0,

onde I; é a matriz Identidade, portanto A\; = 0 e Xy = S — a.

A solugao do sistema linear é dada por
S(t) = A+ BeM,
onde A e B sdo constantes, portanto (S,0) = (A, 0) é estével se, e somente se,
X =pBS —a<0.

A condicao de estabilidade para o ponto de equilibrio implica que a derivada de I, a
partir de um certo S, deve ser negativa, fazendo com que a solucdo I convirja para 0.

A solucao numérica deste modelo foi feita no software Matlab e pode ser vista na
figura 2.12.

i
m)

Suscetiveis  H
Infecciosos
Recuperados [

o = N W & M @ N D W
T T T T T T T T

Figura 2.12: Solucdes S, I e R quando 8 =0,4e a =1, 2.
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2.4 Modelo SIRS

O modelo SIRS permite que um individuo depois de infectado e recuperado volte no-
vamente a ser suscetivel, isto é, os individuos possuem imunidade temporaria a doenca,
podendo se reinfectar. Doencas sexualmente transmissiveis e causadas por agentes bacte-
rianos sao bem modeladas por SIRS.

Abaixo sera apresentado o esquema compartimental do modelo SIRS:

onde,
e 7 ¢ a taxa de imunidade perdida.

A descricao dos demais parametros sao as mesmas especificadas na secao do modelo

SIR.
Assim a formulacao do modelo, de acordo com e esquema compartimental é dado por:

45 = pN +~yR — BSI — puS
% = BSI —al — ul (2.19)

‘fi—lf:a]—uR—'yR

com as condigoes iniciais S(0) > 0, 1(0) > 0 e R(0) > 0.
[remos novamente analisar a dinamica da doenca quando a populagao é constante,

para isto consideraremos b = u, assim o novo sistema é dado por:

@ — N +~yR — BSI — S
d — BST — ol — pul (2.20)

dt

4t — ol — pR— R

com as condigoes iniciais S(0) > 0, 1(0) > 0 e R(0) > 0.

Como a populacao total N é constante podemos escrever:

R(t) = N(0) — (S(t) + I(t)). (2.21)
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Assim o sistema formado por

@ = nN +yR—BSI— S

(2.22)
% = BSI —al — ul

com (2.21) é equivalente a (2.20).

Igualando as equagoes do sitema (2.20) a zero

uN +~vR — BST —uS =0
BST —al —pul =0 (2.23)
al —pR—~vR =0

podemos encontrar os pontos de equilibrio do sistema.
Se I =0entao R=0e S = N(0).

Se]#OentéoﬁS—a—uzOéS:M—i_a

T, isolando R na terceira equacao do

sistema (2.23) e substituindo na primeira equac¢do do mesmo sistema, obtemos

al W+« pAao
MN+7(#+7>_ﬂ( 6 )I_M< [ )_O

7)) = (57 -0

(e )u <“+T“ - N(0)>
Yoo — (i +7) (1 + )

(47N = £5%)
At a+y

(u+y) (N—£52)
a pta+y
R= .

Bty

Portanto os pontos de equilibrio do sistema (2.20) sao:

assim,

e (N(0),0,0), equilibrio livre da doenga;

N(0) — S*
e (S*,I*, R*), equilibrio endémico, onde S* = M—i_—a, I" = (1 +7) (N (O) ) e
I6] W+ o+
-
Ht

O ponto de equilibrio endémico é biologicamente viavel se, N(0) > S*.
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2.4.1 Determinando o nimero basico de reprodugao da doenca

O numero basico de reproducao da doenga Ry do modelo SIRS sera determinado da

mesma forma que apresentamos no modelo SIS, assim temos:

_AN()
p+a

Ry

2.4.2 Analise de Estabilidade
Estudo do plano de fases

Da primeira equagao do sistema (2.20), obtemos a nuléclina de S:

() (V) - )
v+ BS '

E da segunda equagao do sistema (2.20) obtemos as nuléclinas de I,

pta
3

Na tabela abaixo estao os valores dos parametros para as construgoes dos graficos e
campo de direcoes.

I=0o0usS=

Figura | 8 | p | a | v
42(a) 05103 1 |05
42(b)02]05] 1.8 1.3

Tabela 2.2: Valores dos parametros

T T T T
" L] - e . T T T s “\“\\\'\_\ 1
- ¥, - E.. = = - o . W e U "‘\,\ "‘\\ “‘\
- w » i.. - ~- - g e Tw s e e TR D
sk = - » = T - e e MR TR TR
- b ¥ i—- - - - - - - b T A W,
- - L] e R - - ~ -~ T N T
'
Ll = - “ T - - - - - Moo T T Mo MG T o)
- - - E— " - - - ~ - - - - e
-~ ~ - ,._i - =] - - - - - - ™~ > -
e .- = T — F| * » - - - i - - ™ we L
z '
- - - =t - a E - - » ™ - - g -
[ - - -—E — - . K » * - - - - .
ol TiELTE o B o L S s ToMNL L I8 e
_ N il SEv e = i ko s -~ . “ - .
- - - - -— - - - -~ -~ - - - 2
\ \ \ L
o 2 4 & E 10 12

Figura 2.13: Figura (a): Campo de direc¢oes e nuléclinas com N (0) = 10

Na Figura 2.13 (a) temos N(0) > S*, isto é, o ponto de equilibrio endémico é bio-
logicamente viavel e é uma espiravel estavel, logo o ponto de equilibrio livre da doenca é

instavel, na Figura 2.14 (b) temos N(0) < S* e o ponto (N(0),0) é um né estavel.
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T
" 5 + ¥ W e e T e A e e o= =
'
£ R L] " » - e — —— —— e e ]
T, T, L] L] r - -~ e B e TR
'
B o - - - L - - - - P e R Rt S
'
- e - - - " - - — _— . :.. - - -
'
—— - - - - - A - - - — "p— — — -
'
'
e i wm i - - - -~ - - g — o
1
-
o = e e e e s e e - -
.
- - - - - - - - - -
1
— - - - - - - - - - ~ ~
'
T S e - - -
'
- — - SRS I S — - -
-5 1 8
e o S S — - P ——
P R P N R I S S — ——
P S S R S SR S O ——
L
o = 10 1

Figura 2.14: Figura (b): Campo de diregdes e nuléclinas com N (0) = 10.

Linearizacao

A matriz Jacobiana do sistema linear correspondente do sistema (2.22) é:

JET = | O —(r+65)
’ g1 BS = (u+a)

onde (S, 1) é o ponto de equilibrio do sistema (2.22).

Temos que

TJ(N(0),0) = BN(0) = 2u+a+v) e DJ(N(0),0) = (=7 — w)(BN(0) —a — p)

pelas condigoes de estabilidade local o ponto (N(0),0) seréd estdvel se, e somente se,

21+ o+
BN(0) = 2+ a+7) < 0= N(0) < %
e
n+«
(=7 = m(BN(0) —a=p) > 0= N(0) < =
Portanto para que o ponto livre da doenca (N(0),0,0) seja estavel, deve-se ter
pta
N(0) < 55
Temos que

TJ(S* I'R")=——BI"—p e DJ(S*,I",R") = (v + p+ a)(BI")

logo o ponto (S*, I*, R*) sera estéavel se, e somente se,

—7—61*—u<0:>1*>——p“+7:>

B
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(1 +79)(N(0) = 5%) (1 +7)

> — =
4o+ 16
N_S*>_M
B
/‘)/
N > —
B

(Y+p+a)BI*)>0=1">0= N> 5"

Portanto para que o ponto de equilibrio endémico (S*, I*, R*) seja estavel, deve-se ter
N > §*. Logo se o ponto for viavel ele também serd estavel.

Na tabela abaixo sera apresentado os resultados da estabilidade linear dos pontos de
equilibrio do sistema (2.20)
Condi¢ao 1 | (N(0),0,0) | (S*,I*, R*) Interpretagao do

equilibrio estavel

N(0) pta estavel nao viavel | populacao livre da doenca
ta
N(0) a 3 instavel estavel S, I e R em equilibrio

2.4.3 Solucao Numérica

Os gréficos das solugoes S, I e R em funcao do tempo t serao dados pela resolucao
do sistema (2.20) através do software Matlab e utilizaremos os parametros da Tabela 2.4,
considerando N(0) = 10, com S(0) =9, I(0) = 1 e R(0) = 0 para construir as solugoes
da Figura (a) e com S(0) =8, I(0) = 2 e R(0) = 0 para construir as solugoes da Figura
(b).

T
Suscetiveis
Infecciosos  H

Recuperados

Fooulagdo

Tempo
Figura 2.15: Figura (a): Populacao estabelece equilibrio endémico.

Na Figura 2.15 (a) a populac¢@o se mantém em equilibrio endémico, na Figura 2.16 (b)

a doenca vai pra extincao.
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Suscetiveis

Infecciosos  H
Recuperados

Populagéo
m
1

o L L L i
o 1 2 3 4 a1 B

Termpo

Figura 2.16: Figura (b): Populagao livre da doenca.

2.5 Modelo SEL,... I RS

Nesta secao apresentaremos dois modelos do tipo SEIRS que incorpora a infecciosi-
dade heterogénea, este modelo proposto em [16] leva em conta a quantidade varidvel de
eliminacao viral pelos individuos infecciosos e a resposta imunolégica entre os individuos.

Doencas como a Hepatite B e a Aids possuem longos e variaveis periodos infecciosos,
sendo assim, essas doencas seriam melhor modeladas se houvesse reparticoes no com-
partimento I, onde cada compartimento representa o grau de infeccao dos individuos

infecciosos.
2.5.1 Modelando a Carga Viral

Quando um individuo suscetivel é infectado por um microparasita, seu organismo
adquire uma resposta imunoldgica para combater este microorganismo invasor. O periodo
de infecciosidade é caracterizado pelo aumento da populacao viral seguido de seu decréscimo
devido aos anticorpos produzidos pelo sistema imunolégico estimulado. Durante este
periodo de infecciosidade a concentracao viral pode variar nos individuos infecciosos, de-
vido a resposta imunolégica de seus organismos, a formulacao do modelo levarara em
consideracao esta variacao.

Dividindo o compartimento I em k estédgios de acordo com a evolugao do mecanismo
do sistema imunolégico frente ao patégeno invasor, em que cada compartimento I;, com
1 < 5 <k, representa o estado da infeccao e considerando que a taxa de mortalidade seja

igual a taxa de natalidade, temos que o modelo resulta no sistema de equagoes diferenciais
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=u+oR— BSZ_le] — 1S
_:5523‘7163‘ Ij—(p+o)E

&L = oF — (u+7)h

i, (2.24)

=vj-1lj-1 — (p+;)L;; para j=2,...k—1
dlk = Vi1 Lb—1 — (0 + ) i

k
onde S + F + ijl I; + R =1, isto ¢, S, E, I; para j=1,....k, e R representam respecti-

vamente as proporcoes de individuos suscetivel, exposto, infeccioso e recuperado e,
e 3 ¢é a taxa de transmissao da doenca;

e 0! é 0 perfodo médio de incubacao do agente patogénico;

1 € a taxa de mortalidade;

0 é a taxa de perda da imunidade;

° 'yj_l é o periodo infeccioso do j-ésimo estagio;

€; ¢ a efetividade de transmissao do virus do j-ésimo estagio.

Cabe ressaltar que o perfodo infeccioso y~! = 2521 fyj’l é fixo e independe do niimero
de estagios infecciosos. Note também que este modelo torna-se do tipo SIRS expandido,
quando S+ FE = Se Z?lej = 1.

Os pontos de equilibrio do sistema (2.24) sdo dados por P, = (1,0, ...,0) correspon-
dendo  a populacao livre da doenga e o equilibrio endémico P, = (S, E, I1,..., I, R)

sendo
( 1
[
Ry
o CESNIED

aRo{l + (u+m) [l + u+5 +Z] =2 u+w]}

-1
I, = (4 71) (o ) P,_y; para 1=1,...k

(u+%-)Ro{1+(“+%) [_+ s + i 2’””]}
(1 +71)(Ro — 1)

R = Py,
\ (N+5)R0{1+(N+71) [E +Zy 2u+7]}
(2.25)
onde Ry é o niimero basico de reproducao definido por
k
Ro=——Y P, Pe (2.26)

H+o = M i
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e o termo P; é a probabilidade que um individuo entra no (i+1)-ésimo estagio é definido

por
L; se 1=1,2,...,k
P, = jzlﬂ‘l‘% (2.27)
1: se 1=0.

Note que Ry nao depende do parametro de perda de imunidade § e seu primeiro termo
o
to
estagio infeccioso.

Ti-1
Ht Y1
durante o (j-1)-ésimo estégio infeccioso e entra no j-ésimo estagio infeccioso. No entanto,

¢ a probabilidade que um individuo sobrevive no periodo latente e entra no primeiro

O termo da expressao P; é a probabilidade que um infeccioso sobrevive

P; é a probabilidade de sobrevivéncia do inicio do primeiro estagio infeccioso até fim do
i-ésimo estdgio infeccioso (1 = 1,2,....k — 1) e P, é a probabilidade de sobrevivéncia

do primeiro estagio infeccioso até o comeco do periodo imunolégico. O termo éa

]
duragao esperada do j-ésimo estégio e fe; ¢ a taxa de casos secunddrios que sao produzidos

durante o j-ésimo estagio infeccioso.
Observe que o ponto de equilibrio endémico é biologicamente vidvel se, e somente se,

tivermos Ry > 1.
Anadlise de estabilidade

A matriz Jacobiana do sistema linear correspondente ao sistema (2.24) é dado por

- </3 Z§:1 €1 + N) 0 —BerS —feS - —perS 1)
ﬁ Z?:l EjIj —(,u + O') ﬁelS 5625 e BCkS 0
A 0 o —(utm) 0 - 0 0
— (4 =+ i) 0
I Vi —(u+0)

com m =k + 3.

A Matriz Jacobiana calculada no ponto de equilibrio trivial P; resulta em

— U 0 3l —fey - —Bex
0 —(u+o) per Bea - Beg
A
— (4 ) 0
L Ve —(u+9)]
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cujo os autovalores sdo A\; = —p, Ag = —(p + ) mais os autovalores da matriz
[ —(n+0) per pes Ber—1 Ber |
o —(p+m) 0 0 0
0 —(p + 0 0
Y2 :
— (k4 Y1) 0
i V-1 —(p+ ).
comn=k+1.

Os autovalores da matriz A sao obtidos como as raizes do polinomio caracteristico

AN = X"+ a N N+ a. (2.29)

Se todos os autovalores tiver parte real negativa entao o ponto de equilibrio trivial é

localmente assintoticamente estavel.

Teorema 2.2 (Critério de Hurwitz): Os autovalores de uma matriz quadrada A possuem
parte real negativa se, e somente se, todos os coeficientes do polinomio caracteristico de A
sao positivos e se todos os determinantes A;, j = 1,...,n referentes a matriz de Hurwitz

5G0 Positivos.

A matriz de Hurwitz é a que da origem aos determinantes A;, j = 1,...,n que sao

dados por
Ay = ay;
a1 Qo
Ay = ;
az a2
aq ag 0
a3 a2 a1
Ay =
2p—1 QA2p—2 A2n-—3 : Qg

Supondo a; = 0 para k > n, onde a; sao os coeficientes do polindmio caracteristico da
matriz A.

Entao se o critério de Routh-Hurwitz é satisfeito, todos os autovalores possuem parte
real negativa, porém quando n é muito grande, como é no nosso caso, este critério se torna
inviavel. Apresentaremos a seguir um teorema que analisa a estabalidade do ponto de

equilibrio somente analisando o termo independete a,, do polinémio caracteristico dado
por (2.29).
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Teorema 2.3 [10] O ponto de equilibrio trivial Py € localmente assintoticamente estdvel
se o termo independente a, do polindmio dado pela expressio (2.29) é estritamente posi-

tivo, e instavel se a, € estritamente negativo.
A prova deste teorema precisa dos seguintes resultados.

Lema 2.4 O termo independente a,, do polindmio dado por (2.29) pode ser reescrito como

= (o) [T +) - Z 1:[ H (t+ Ym), (2.30)

7=1 m=I[+1

onde n=k+1.

Lema 2.5 Vamos considerar o modelo com k+1 estagio infeccioso construido a partir
do modelo com k estdgio infeccioso (a ordem da matriz A é n=k+1) introduzindo mais
um estdgio infeccioso. Entdo, o polinomio caracteristico correspondente para o modelo

estendido, com ordem m=k+2, € relativo a expressao (2.29) dado por

Am(N) = (4 Yo + M)A (A) = Beyo H Y- (2.31)

Lema 2.6 Se o termo independente a,, do polindmio dado por (2.29) é positivo, entdo

todos a;, 1 =1,...,n — 1, também sao positivos.

s

Coroléario 2.6.1 Se a,, > 0, entdao o polinomio A, (\), definido pela expressao (2.29), é

uma funcgao estritamente crescente para todo \ > 0.

Lema 2.7 Seja A = (a;j)1<ij<n wma matriz real com a;; > 0 para todo i # j, e o(A)
o conjunto de autovalores de A. Se X\ = max {Re(A\),\ € c(A)} entio X € o(A). Além

disso, exite um vetor nao nulo & € N7} que satisfaz AL = AE.
Nota: A matriz que obedece o Lema 2.7 é chamada quase mondtona.

Corolario 2.7.1 A Matriz A dada por (2.28) é quase mondtona e, portanto,
X = max {Re()\),\ € 0(A)} ¢ um autovalor de A. Além disso, o autovetor relacionado é

nao neqativo.

Prova do Teorema 2.3: Mostraremos que a,, > 0 é condicao suficiente para estabilidade
local do ponto de equilibrio trivial P;. Se a,, > 0, entao pelo Lema 2.6, temos
a; >0, V1 <i<mn,ondea;, i=1,..nsao os coeficientes do polinomio dado pela
equagao (2.29). Pelo Coroldrio 2.6.1 A,(\) é uma fungao crescente para todo A > 0, o
que implica que A = maz {Re(A\), A € 0(A)} é um autovalor de A, isto é, o autovalor

dominante de A é um numero real (pelo Lema 2.7 e Corolario 2.7.1). Observando que
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A, (0) = a, > 0, devemos ter A < 0, o que implica que Re(\) < 0 para todo A € o(A).

Por esta razao o ponto de equilibrio trivial P; é localmente assintoticamente estavel.
Inversamente, se P; é localmente assintoticamente estavel, entao devemos ter

Re(\) < 0 para todo A € g(A). Além disso o termo independente de A, (A), calculado

através de a,, = (—1)"detA, isto é,

n
an = (-1)" [N N €0(A),
i=1
¢ sempre positivo para todo n € N devido a Re()\;) < 0, parai = 1,2, ..., n. Este resultado
continua valendo se as raizes forem complexas, desde que aparecam em pares.

Dos resultados acima podemos afirmar o seguinte teorema.

Teorema 2.8 O niumero bdsico de reproducio Ry do sistema de equagoes (2.24) é dado
pela formula (2.26), isto €,

k

9 Be;
ROI Pz'fl

Note que se Ry > 1, entao o ponto de equilibrio trivial é instavel.

Teorema 2.9 Se o ponto de equilibrio trivial Py € localmente assintoticamente estavel

entao ele é globalmente assintoticamente estdvel.

Corolario 2.9.1 A condi¢ao necessdria e suficiente para o ponto de equilibrio nao trivial

P, seja biologicamente vidvel € a,, < 0.

Agora iremos analisar a estabilidade do ponto de equilibrio nao trivial P.
A matriz Jacobiana do sistema linear correspondente ao sistema (2.24) calculada no

ponto de equilibrio P, é dado por

[ (/3 S 6l +u> 0 —BaS —feS - —faS 5]
BYE 6l —(u+0) BaS  BeS - BeaS 0
J = : : : : - : :
—(p + ) 0

i Vi —(p+6)]

e seu polinémio caracteristico é dado por
AN = M3 1 @ A2 b o)+ gy
Depois de muitos célculos , o termo independente a3 é obtido como

apys = (—1)"3det] = C(Ry — 1), (2.32)
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3

onde C é definido

k

1
1+0'Zplfl
= B+m

C:’“‘D(“JFU)(“JFW)ﬁ(u+%~){u+a+5

j=1

com
-1

D=

1
1+(/~L+71)<E P k+zﬂ+%>

Observe que uma condigao necesséria e suficiente para ag,3 > 0 é Ry > 1.

Conjectura 1 A condicao a3 > 0 € necessdria e suficiente para que o ponto de equilibrio

nao trivial P, seja localmente assintoticamente estavel.

A légica subjacente da Conjectura 1 é dada da seguinte forma. Pelos Teoremas 2.3
e 2.8 foi provado que as condigoes de estabilidade para um ponto de equilibrio trivial
pode ser obtido através da avaliacao exclusiva do termo independente a, do polindmio
caracteristico. Observe que ag,3 > 0 se Ry > 1, por esta razao, a Conjectura 1 afirma

que todas condigoes de Routh-Hurwitz sao satisfeitas.
2.5.2 Modelando a Resposta Imunolégica

Aspectos genético e nutricional dos individuos infecciosos podem afetar tanto o periodo
infeccioso quanto a quantidade de carga viral, desta forma podemos considerar que a
resposta imunologica dos individuos infecciosos variam entre eles.

No modelo anterior, a infecciosidade heterogénea foi incorporada no modelo con-
siderando a variacao da concentracao viral de um individuo durante o perido infeccioso,
porém nao foi levado em conta a heterogeneidade entre os individuos.

Este modelo seréd formulado levando em conta a heterogeneidade da resposta imunoldgica
e para isto dividiremos a populagao inteira de individuos exposto em k diferentes estagios
de infeccao de acordo com suas respostas imunoldgicas ao patégeno invasor e também serd
considerado que as taxas de mortalidade e natalidade sejam iguais.

O modelo que abrange a resposta imunolédgica heterogénea descrevendo uma infecgao
transmitida diretamente pode ser definida em termos de proporcoes de individuos em cada

compartimento como

;

=+ O0R—BSY] I — S
%:BSijlej L= (p+o)E
T = 00E — ()l para j=1,..k

| =2l — (+O)R,

(2.33)

ondeS—i-E—i-Z?:le—i—R:le
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° fyj_l o periodo infeccioso da transmissao do j-ésimo estado infeccioso;
e ¢; ¢ a efetividade da transmissao do j-ésimo estado infeccioso;
e 0; ¢ a proporcao de individuos infecciosos que saem do j-ésimo estado infeccioso.

Os parametros 3, 0%, i e 6 foram definidos na subsecao anterior. Claramente temos
k
> 105 =1
Os pontos de equilibrio do sistema (2.33) é dado por P, = (1,0, ..., 0) correspondendo a
populagao livre da doenga e o nao trivial P, = (S, E, I, ..., I, R) correspondene a doenga

em nivel endémico em uma comunidade que é dado por

(

1
S=—

o Ry—1
E= ) .

Ro [1+021 1 Qi (;Hr'V +m #12%')]

Ry—1

I = o By = 1)o ; para j=1,...,k (2.34)

k i\’
Ro(p+ ;) [1 +0Y 0 (ﬁ + ;ﬁ X ul%)]

R— (Ro—l)O' ZQ

k K3
Ro(p+96) [1+Uzizlgi (lﬁjtﬁx e )] P u+%

\

onde o nuimero basico de reproducao Ry é dado por

k
o Be
Ry = / 2.35

Note que novamente Ry nao depende do parametro de perda de imunidade e seu

primeiro termo, ¢ a probabilidade que um individuo infectado sobrevive o periodo

ag
+ )
latente e entra em um dos k diferentes estégios infecciosos. O termo

¢é a duracao es-
+ i 5
perada do j-ésimo estdgio infeccioso e Be; é a taxa qual os casos secunddrios sao produzidos
durante o j-ésimo estagio.

Observe que o ponto de equilibrio nao trivial P, é biologicamente viavel se, e somente

se, tem-se Ry > 1.
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A matriz Jacobiana do sistema linear correspondente ao sistema (2.33) é dado por

—(BTeL+n) 0 —BaS  —BeS —BeS 5
BY L €l —(u+0o)  BeaS BesS BexS 0
0 010 —(p+m) 0 0 0
Tmxm = 0 020 0 —(/L‘i"}/Q) 0 0
0K0 0 0 — (e =+ k) 0
| 0 gs! Y2 Yk
com m =k + 3.
Esta matriz calculada no ponto de equilibrio trivial P resulta em
—H 0 —Be —per — e, 0
0 —(M + O') 561 /662 ﬁGk 0
0 010 —(n+m) 0 0 0
Jy = 020 0 — (1 +72) 0 0 (2.36)
0LO 0 0 —(p+ ) 0
] 0 M " Vi —(p+9)
cujo os autovalores correspondentes sdo A\ = —p e Aa = —(p + ) mais os autovalores da
matriz
[ —(u+o0) Ber Bes Bex—1 Ber ]
010 —(+m) 0 0 0
o 0 —(p+ 0 0
A = 02 7 . 72) (2.37)
Ok—10 —(p 4+ Yr-1) 0
| oo 0 — (1 + ) ]

comn=k+ 1.

Os autovalores da matriz A sao obtidos atrdaves das raizes do polinomio caracteristico

AN =(u+o+ N[+ +A

=1

k
)= 0B o€ [
j=1

k

i=1,i#j

H (1 +7i+A)

(2.38)

Teorema 2.10 O ponto de equilibrio trivial é Py € localmente assintoticamente estavel

se o termo independente a,, do polinémio caracteristico dado pela expressao (2.38) € es-
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tritamente positivo, e instdvel se a,, € estritamente negativo.
A demonstracao do teorema precisa dos seguinte resultados.

Lema 2.11 O termo independente a, do polinomio caracteristico dado pela expressao

(2.88) pode ser reescrito como

an = (u+0) [ (e+7) —UﬁZ@jq [ II (e+9) (2.39)

i=1 i=1,i#£]

onden=Fk-+1.
Lema 2.12 Todos autovalores da matriz A sao reais.

Agora provaremos o Teorema 2.10: Vamos considerar a,, > 0 e, por contradicao, vamos
supor que existe um autovalor A > 0. Entao A(\) = 0 e, pela expressao (2.38), pode-se

notar que as raizes caracteristicas sao as mesmas para a equacao

k
9j€j
AN = —(u+a+>\)+aﬁjzlm, (2.40)
entao A deve satisfazer .

05

u+a+)\:06;m. (2.41)
Pela suposicao de que A > 0, devemos ter
k 0:€; i 0:€;
u+a<u+a+A:aﬁ;Mﬁ<aﬁj21ﬁ. (2.42)
ko e

Isto implica que p+o < o) . Esta inequacao é equivalente para a,, < 0, que

J=1 ptyi
¢ uma contradigao.

Por outro lado, vamos supor que todos autovalores A sao estritamente positivos e
suponhamos agora que a, < 0. Isto implica que o polinémio dado pela expressao (2.38) é
estritamente negativo quando A = 0 e tende ao infinito quando A — oo. Disto segue que
existe pelo menos uma raiz positiva, que é uma contradicao.

Portanto, o ponto de equilibrio trivial P; é localmente assintoticamente estavel se
a, > 0 e instével se a,, < 0.

Note que a condicao a, > 0 é equivalente para Ry < 1. Portando podemos assegurar
que o ponto de equilibrio trivial é localmente assintoticamente estavel se Ry < 1.

Com o objetivo de tornar o modelo mais préximo a realidade foi preciso incorporar
muitos parametros no modelo, os quais sao muito dificieis de se mensurar, tornando-o

inviavel na pratica.
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Na secao 6 do capitulo 3, formularemos modelos mais simples usando a teoria fuzzy

para estudar as situagoes aqui apresentadas.



Capitulo 3

Modelos Fuzzy

Os modelos deterministicos epidemiologicos tem como caracteristica a precisao obtida
das solugoes, estas solugoes dependem de informagcoes precisas que sao inseridas na forma
de uma média dos parametros, este fato torna a chance de acerto da previsao minima.

Nos modelos epidemiolégicos tradicionais consideram-se que os individuos infecciosos
estao distribuidos homogeneamente em toda populacao, tém a mesma chance de transmitir
a doenca e as condicoes iniciais sao valores precisos, porém ¢é bem razoavel esperar o
contrario, isto é, que os individuos infecciosos possuam grau de infecciosidade diferentes
e que os valores das condicoes iniciais sejam valores aproximados.

Com a intencao de tornar os modelos mais préximos da realidade, consideraremos al-
gumas subjetividades nos modelos e para isso introduziremos a modelagem epidemioldgica
fuzzy.

Iremos apresentar trés modelagens fuzzy alternativas para cada modelo epidemiolégico
apresentado no Capitulo 2, que sao obtidos via Esperanca Fuzzy, Principio de Extensao
de Zadeh e Base de Regras.

I - Média (FEV) das solugoes

Nos modelos epidemioldgicos classicos um fator importante das equagoes diferenciais
¢ a taxa de infecciosidade . O valor de (8 utilizado, geralmente é obtido tornando-se uma

“média” dos dados na expressao

8~ & (It+1 - ]t)St]t

n
t=0

Desta forma, a solu¢ao deterministica de um modelo epidemiolégico é uma solucao
média. No entanto, numa epidemia a taxa [ nem sempre é constante e muitas vezes seu
valor depende de uma série de variaveis tais como carga viral dos infecciosos, ambiente
onde se propaga a doenca, clima, etc.

Assim, por exemplo, se na equacdo deterministica tomarmos 8 = f(v) como fungao
da carga viral, a solu¢do do modelo vai depender de S(v). A fungdo f que depende da

carga viral pode ser obtida também intuitivamente ou com uma base de regras.

40
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Neste caso, uma solucao é obtida tomando-se a solucao média das solugoes deter-
ministicas obtidas por cada valor de S(v). Se [(v) é um conjunto fuzzy tomamos a

Esperanca Fuzzy (FEV) das solugdes deterministicas.
II - Sistema Fuzzy

Quando a condigao inicial de um modelo epidemioldgico é parcialmente conhecido
podemos defini-la como sendo um conjunto fuzzy Yo, ou seja, cada valor y, pertence ao
suporte de Yo e tem um grau de pertinéncia ou de confiabilidade no intervalo [0,1].

Um sistema fuzzy consiste de um modelo deterministico cuja solu¢ao @(Xo,t) é dada
em funcao da condicao inicial fuzzy, ou seja, tomando Xy no lugar de yo € supp Xo. O
Principio de Extensao de Zadeh garante que cada solugao ¢(xo,t) deterministica tem o
mesmo grau de pertinéncia ao conjunto @(Xo,t) que o valor xo tem no conjunto Y.

Também neste caso podemos ter “solucao real” dada pela Esperanca Fuzzy de @(Xo, t).
Podemos observar que FEV[@(Xo,t)] # ©(Xo, 1)

III - Sistema p-fuzzy

O sistema p-fuzzy é muito util para modelagens de fenomenos cujo comportamento é
parcialmente conhecido, pois informagoes subjetivas sao incorporadas tanto nas variaveis
quanto nas variagoes e suas relagoes com as variaveis.

Um sistema p-fuzzy pode ser dado formalmente por

du — [(t continuo
u(a) = ug
ou
U1 = F(u discreto
wi=Flw)  (disereto) .
u(0) = u(to)
onde F é parcialmente conhecida e descrita por uma base de regras fuzzy.
No caso discreto, o fluxo (solugao) v, é dada pela solugao de
U1 = U + Aut = F(Ut) (33)

onde cada Awuy é obtido pela defuzzificagao da variacao fuzzy de u; dada através de um
controlador fuzzy (ver figura 3.1).
No caso continuo, consideramos a discretizacao das intregrais usando o método de
Euler para EDO
Auy = hF(t,u)

ou o método de Runge-Kutta de segunda ordem para EDO

A, = g[F(t, W)+ F(t+ hu+ hE(t )
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—

Controador Fly ————m A‘Hf

Sistema p-fuzzy
Uy =ty + Ay | ¢

Figura 3.1: Estrutura de funcionamento de um sistema p-fuzzy discreto.

e recaimos no sistema p-fuzzy discreto.

3.1 Preliminares

Defini¢ao 3.1 Seja Q um conjunto (classico) universo. Um subconjunto fuzzy F de 2
¢ um conjunto de pares ordenados F = {(w, xr(w)):w € Q} onde xp : Q — [0,1] €
uma fungao chamada grau de pertinéncia de w em F', com os graus 1 e 0 representando,
respectivamente, a pertinéncia completa e a nao pertinéncia do elemento ao conjunto

fuzzy.

Defini¢ao 3.2 (a-nivel). Seja A um subconjunto fuzzy de U e o € [0, 1]. O a-nivel de A

€ o subconjunto classico de U definido por
[Al*={z €U :pa(x) >a} para 0<a<l.

O suporte do subconjunto fuzzy A de U é dado por suppA = {x € U : pa(z) > 0}.
Assim temos que suppA = [A]°.

Definicao 3.3 o-dlgebra: Uma classe de subconjuntos €2, representada por A, é deno-
minada o-dlgebra se satisfaz as sequintes propriedades:

(A1) Q € A,

(A2) Se B € A, entao B € A;

(A3) Se B; € A, i > 1, entdo

Definigao 3.4 Medida fuzzy: Seja A uma o-dlgebra de Q0 # (). Uma aplicagdo
p:A—[0,1] € denominada uma medida fuzzy se

(0)u(0) =0 e p() =1

(1)) u(A) < u(B) sempre que A C B.
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Chamaremos a terna (2, A, ) de espago de medida fuzzy.

Defini¢ao 3.5 Uma distribuicdo de possibilidade sobre o conjunto 0 # () € uma funcao

@ : Q2 — [0, 1] satisfazendo p(w) =1 para algum w € )
Para as definigdes abaixo considere o espago de medida fuzzy (92, A, u).

Definigao 3.6 Uma func¢do P definida em A é uma medida de probabilidade em ) se:
i)P(A) >0, VAeA.

i) P(Q2) = 1.

iii)(o-aditividade). Se Ay, As, ... € A sao disjuntos, entdo

P (U An> 3 P(4)

Definicao 3.7 Uma funcao f: Q2 — [0,1] é dita mensurdvel se {f > a} =
{r €Q: f(x) > a} € A para todo o € [0, 1].

Definicao 3.8 A func¢dio f: Q — [0,1] é uma varidvel aleatoria se f for mensurdvel.

Defini¢ao 3.9 Seja f : Q — [0, 1], uma fun¢ao mensurdvel. A integral fuzzy com respeito

a medida p € dada por:
| fu=suprcocrlminla, ul{f = a} n A A € A
A

Representaremos a integral fuzzy [ 4 Jdu por $ , Sdp.

Defini¢ao 3.10 Uma varidvel inexata (v.i.) em Q € qualquer fun¢do mensurdvel
X :Q—[0,1].

Definigao 3.11 FEsperanca Fuzzy: O valor esperado fuzzy (FEV) ou esperanca fuzzy, de

uma varidvel inexata, é definido por

FEV(x) = ]ixd,u = supo<a<i {min{o, p{w € Q: x(w) > a}}}.

Teorema 3.1 Sejam f : Q — [0,1] uma fun¢ao (tipica de pertinéncia) e p uma medida

fuzzy sobre Q2. Se a func¢ao H(a) = p{w € Q: f(w) > a} tem um ponto fizo @, entdo

jifdu:&:H(a).

Demonstragao. A demonstracao deste teorema pode ser vista em [11]



CAPITULO 3. MODELOS FUZZY 44

Definicao 3.12 Uma relacdo fuzzy R sobre Uy x Uy X ... x U, € qualquer subconjunto
fuzzy do produto cartesiano Uy X Uy X ... X U,,. Assim, uma relagao fuzzy R € definida por

uma fungao de pertinéncia pg : Uy x Uy X ... x U, — [0, 1].

Definicao 3.13 O produto cartesiano fuzzy Ay X Ay X ... X A, dos subconjuntos fuzzy Ay,

Ag, ..., A, de Uy Us, ... U, € a relagao fuzzy R cuja funcdo de pertinéncia é

pr(T1, oy ooy @) = pra, (1) A pra, (z2) A oo A pia, (25)
onde N\ representa o minimo.

Os sistemas p-fuzzy discretos tém a forma

zen = Fla) (3.4)

g = I(to)

onde F': R — RN" é a funcdo F(r) = x + Az e Ax ¢é a saida defuzzificada dada por um
controlador fuzzy para a entrada x.
Um controlador fuzzy é constituido basicamente de quatro componentes: um fuzzifi-

cador, uma base de regras, um método de inferéncia e um defuzzificador (ver fig. 3.2).

Base de Regras Fuzy

1 I ; e
— Fizficador | ——m I —}h Defuzificador —fh

Wetodo de
Ineréncia de Mamaan

Figura 3.2: Estrutura de um controlador fuzzy tipo Mamdani.

No fuzzificador cada entrada do sistema p-fuzzy é transformada num conjunto fuzzy,
isto €, se x é uma entrada do sistema entao o fuzzificador associa a ela uma funcao de
pertinéncia y,(a) € [0,1]. A ajuda de um especialista é de fundamental importancia para
a construcao das fungoes de pertinéncia.

A base de regras é composta por sistema de regras fuzzy que relacionam os termos
linguisticos das variaveis de entrada e saida. As regras fuzzy do controlador fuzzy tem a

forma:

Se a esta em A; Entao b estd em B;
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onde A; e B; sao os conjuntos fuzzy que representam os termos linguisticos das variaveis
de entrada e saida, respectivamente. Os conjuntos fuzzy A; e B; podem ser produtos
cartesianos de conjuntos fuzzy, isto é, A; = Ay X Ajo XX Ay e B; = Bjy X Bjg X+ X By,
Desta forma cada conjunto fuzzy A;; e B, representa um termo linguistico para a j-ésima
variavel de entrada e k-ésima variavel de saida. Assim a expressao Se a estd em A; significa
que pa,(a) =min{pa,, pay, - pa,, t €[0,1]. A base de regras é considerada elemento
integrante do nicleo do controlador fuzzy.

O método de inferéncia traduz matematicamente cada regra fuzzy por meio das
técnicas da légica fuzzy. E onde se escolhe os operadores matematicos que irao definir a
relacao fuzzy que modela a base de regras. Juntamente com a base de regras, o método de
inferéncia é considerado elemento integrante do nticleo do controlador fuzzy. O método de
inferéncia utilizado neste trabalho é o método inferéncia de Mamdani, que considera cada
regra fuzzy como uma relagao fuzzy (ver fig. 3.3). A relagao entre as varidveis linguisticas
é caracterizado pelo operador MIN, isto é, cada regra é considerada uma relacao fuzzy R;

onde o grau de pertinéncia para cada par (a,b) é dada por:

:uRi(aa b) = min {:uAi (a)’ /’LBz(b)} :

A relacao entre cada regra é caracterizada pelo operador maximo, ou seja, a relagao
fuzzy R que representa o modelo determinado por uma base de regras é obtida pela uniao

de cada regra individual de modo que para cada par (a,b) temos:

pr(a,b) = mari<i<n {pa,(a) A g, (b)}-

Agora para cada conjunto A de dados de entrada queremos determinar um conjunto

B de saida, pelo Método de Mamdani, a funcao de pertinéncia de B é dada por:

pp(b) = mazi<icn {maxa, {pala) A pa,(a)} A pp,(b)}-

MIN MAX

v
=
v
B
L
¥

Figura 3.3: Mecanismo de inferéncia de Mamdani com duas varidveis linguisticas de entrada e
uma de saida.

O defuzzificador converte cada conclusao obtida pelo método de inferéncia em um

nimero real que melhor representa a acao tomada. O método de defuzzificacao utilizado
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neste trabalho é Centro de Area, este método é semelhante a média ponderada para a

distribuicao de dados. Para variaveis continua dado por:

~ JpuC(p)dp

O =

onde R ¢é a regiao de integracao e C' o conjunto fuzzy de saida.
Defini¢ao 3.14 (Equilibrio): Um nimero real T é um ponto de equilibrio do sistema
p-fuzzy discreto (3.4) se

F@)=T&T+AT =7 AT = 0.

Teorema 3.2 [15] (Estabilidade de equilibrio de sistemas p-fuzzy discretos). Suponha
que T seja um equilibrio do sistema p-fuzzy (3.4). Nestas condigoes valem

(a) T € assintoticamente estdvel se

_ d(Ax) d(Azx)
F’ 1 14+ —- 1 — —_ :
|F'(7)] <1< ’ +— |x:m‘ <le-2<— | <0
(b) T € instdvel se
d(Ax) d(Ax)
dx ‘:v:E <-2 ou dr ‘x:i >0

d(Ax)

Note que dependendo do sinal de == ‘xzi teremos variadas formas para o comporta-

mento de estabilidade dos sistemas discretos.

d(a — . . [ N ,
o se —1 < % oz < 0, T ¢é assintoticamente estavel com convergéncia mondtona;
d(A — 2 . . ’ A . . J
e se —2< % oz < —1, T é assintoticamente estavel com convergéncia oscilatoria;

e a intabilidade é oscilatéria se %} < =2
rT=x

Defini¢ao 3.15 (Principio de Extensao de Zadeh). Seja a funcio f: X — Z e A um
subconjunto fuzzy de X. A extensao de Zadeh de f € a fungdo ]/”\ que, aplicada a A, fornece

~

o subconjunto fuzzy f(A) de Z, cuja fungdo de pertinéncia € dada por

SUPLepy=palz) se {x: f(x)=2z}#0

i () = 0 se {x:f(x)=2}=0

Definigao 3.16 (Numero fuzzy). Um subconjunto fuzzy A € chamado de nimero fuzzy
quando o conjunto universo no qual pa esta definida, € o conjunto dos nimero reais R e
satisfaz as condigoes:

(1) todos os a-niveis de A sdo nao vazios, com 0 < a < 1;

(ii) todos os a-niveis de A sdo intervalos fechados de R;

(111) supp A ={x € R: pa(x) > 0} € limitado.



CAPITULO 3. MODELOS FUZZY 47
Os a-niveis do nimero fuzzy A serao denotados por
[A]* = a7, a5]

Defini¢ao 3.17 (Numero triangular) Um nimero fuzzy A € dito triangular se sua fun¢ao

de pertinéncia € da forma

o

se r<a

8
|
Q

se a<x<u

i
ST

se u<z<b

S e
&

se x>0

\

Representaremos um ndmero triangular fuzzy, quando simétrico, pela terna (a,c,b)
onde a e b representam as extremidades da base do triangulo e ¢ esta entre a e b e seu

grau de pertinéncia é igual a 1.

Teorema 3.3 Sejam [ : X — Z uma funcao continua e A um subconjunto fuzzy de X.

Entao, para todo o € [0, 1] vale

~

[f(A)]* = F(IA]Y).
Demonstragao. A demonstra¢ao deste teorema pode ser encontrada em [3]

3.2 Modelo SI Fuzzy

3.2.1 “Média” das Solugoes: Esperanca Fuzzy [14], [4]

Visando incorporar subjetividade na taxa de infeccao dos modelos tradicionais, iremos
considerar que para ocorrer uma nova infeccao devera haver um nimero minimo de virus
(ou outro agente patogénico) transmitido pelo hospedeiro, desta forma, a carga viral é
um fator influente na propagacao da doenca, assim admitiremos que os individuos com
alta carga viral possuem mais chance de transmissao da doenca do que aqueles com baixa
carga viral.

Sob a hipotese que os individuos infecciosos transmitem a doencga de acordo com sua
carga viral, assumiremos que a taxa de transmissao da doenca [ sera uma fungao nao
decrescente de v e limitada, 8 = S(v), onde v é a carga viral, pois espera-se que quanto
maior a carga viral, maior a chance de transmissao, entretanto quando a carga viral for
baixa dificilmente ocorrera a transmissao da doencga, logo assumiremos que existe uma
carga minima necessaria v,,;, para que possa ocorrer a chance de transmissao, além disso

a partir de uma certa carga viral vy; a chance de transmissao é maxima.
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Desta forma, escolhemos para /3 : [0, Vymaz] — [0, 1] & seguinte funcao:

0, se v < Unin

Bv) = Lmin ge gy, <0< vy (3.5)

UM —VUmin’

1, se vy <v < Una

O parametro v,,, € caracterizado pela suscetibilidade do grupo estudado, isto é,
quanto maior for v,,; maior a resisténcia dos individuos suscetiveis. O parametro v,
representa a carga viral onde a chance de transmissao da doenca é maxima, o que nao
significa que de fato a transmissao ocorra e v,,,, representa a quantidade maxima de virus
existente em um individuo.

Como f(v) € [0, 1] podemos interpretar  como uma fungao de pertinéncia de algum

subconjunto fuzzy.
Solucao Fuzzy e Analise do Modelo

Com a substituigao de 8 por 5(v), o sistema (2.1) tem como solucao a fungao:

T,eB)t
I(v,t) = m (3.6)
para cada v fixo.

Fixando ¢ > 0, temos que I(v,t) é uma varidvel aleatéria, desta forma podemos
calcular o nimero médio de infectados para cada instante t e também pode ser interpretada
como a fungdo pertinéncia de algum subconjunto fuzzy, pois I;(v) € [0, 1].

Para estimar um numero médio de infectados para cada instante ¢, devemos utilizar
algum procedimento de defuzzificagao, para isto, utilizaremos a esperanca fuzzy.

Consideraremos que a carga viral V' é uma variavel linguistica sendo classificada como
fraca, média ou forte, cada uma dessas classificacoes é um conjunto fuzzy que terao como
funcao pertinéncia a funcao distribuicao de possibilidade dada abaixo:

1—@ se v EIU—09,U+0

o) = 0 se vé¢[v—2051+0).

O parametro v é a carga viral média dos individuos infectados, enquanto § da a
dispersao.
Quando a carga viral V for fraca, consideraremos 0 < v — 9 e U 4+ § < Upnin, quando

for média v,,;, < — 6 e v+ 6 < vy e quando for forte vy <T—90 eV + 6 < Ve



CAPITULO 3. MODELOS FUZZY 49

Calculando a Esperancga fuzzy

Da defini¢ao (3.11), podemos escrever que a esperanca fuzzy de I(V)t) é:
FEVI[I(V,t)] = supg<a<imin [a, H(a)],

onde H(a) = p{v:I(v,t) > a} é uma medida fuzzy do conjunto classico a-nivel de
I(v,t).

Note que H(a) é uma funcao descrescente e se H for continua temos da intersecgao
da funcao H com a bissetriz do angulo formado pelos eixos o e H o ponto fixo & de H,
como pode ser visto na figura 3.4. Este ponto fixo @ de H pode ser interpretado como
supg<a<imin|a, H(«)] que é a esperanga fuzzy de I(V,t). Portanto a esperanga fuzzy de

I(V,t) é o ponto fixo de H, desde que H seja continua.

H

06 07 08 09 {

001 02 03 04 05

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.4: Funcao H e bissetriz

Utilizando o Teorema 3.1 temos que para cada t, a funcdo H(«), cujo ponto fixo é o
valor FEV[I(V,t)] é dado por

H(a)=p{v: I(v,t) Za}:}[{[(\/t)] p(w)dv =1—p{v:I(v,t) < a}.

Da desigualdade I(v,t) < o obtemos,

TyePt aSy

_ Bv)t Blp 70
- <a=(1-a)le <aSy=e <(1—a)10:>

S() + Igeﬁ(”)

B(v) < In (Of%) .

Como Im(B) € [0, 1], temos que:
1

Se In (%) < 0 entio {v :Bv) <In (%)

aSy < (1 —a)ly = a(Sy+ Iy) < Iy como Sy + [y =1 e a >0 temos que 0 < a < I.

o=

} = 0 e também temos
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So ' S
Se0 < In ((1?—;)1_() < 1l entao p {v : B(v) < In ((1%—0?)[0)

S, 0 S, B
onde B = Upin + (Va1 — Ui )0 <—a 0 ) e também temos 1 < (—a 0 ) <e=

1
t

}:,u{v:ve [0,B)},

(1 — C()IO (1 — Oé)]o
T t
(1-—a)y<aSy<e(l—a)ly=I)<a< S()—E—e[get’ note que v, < B < vyy.
So \* aSo \*
Se ln ((1i—o(c))lg> > 1 entdo p {v :Bv) <ln (ﬁ) } = 1 e também temos
OéSO t [oet
—_— 2= —.
Q- =" 7 = 8+ Il
Logo
1 se 0<a<li
1—p{v:vel0,B)} Iy < a < 1o
= —puf{v:wv se o< —
H(OZ) = ¥ t ) 0 S() + ]oet
106
0 — < a<l.
¢ So + I(]et ==
Utilizaremos como medida fuzzy
1
u(4) = 5 [ otoyto= [ a,
0 Ja a4 0
onde A C [0, Vmaz)-
: L R - " p(v)
A medida fuzzy dada acima é uma distribuicao de probabilidade, pois Tdv =
v—6
1.
Agora iremos calcular a esperanga fuzzy para os trés casos que a carga viral V foi
classificada.

e 1° Caso: Carga viral fraca

1
t

S
Como B = Vpin~+(Var—Umin)In (L> , temos que B > vy, e assim p{v € [0, B)} =

(1 — Oé)]o
1, logo
1 se 0<a<l]
H(a) =
0 se [[<a<l
e portanto

FEV[I(V,1)] = L.

Como o nimero de infectados em cada instante t permanece o mesmo valor da condicao
inicial, temos que a doenca nao se propaga. Podemos interpretar esta situagao como alta

resisténcia do grupo estudado, isto é, a suscebilidade para adquirir a doenca é baixa.

e 2° Caso: Carga viral forte
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Nesta situacao, temos B < vy, e assim u{v € [0, B)} = 0, logo

1 se 0<a< o

H(Oé) — — So+Iget
Ipet
0 se m <a<l
e portanto
]Oet
FEV|I(V,t)| = 7———.
(V0] = 525

Neste caso, obtemos a solugao classica para [ = 1.
e 3° Caso: Carga viral média

Se B<©— 4 entao u{v e€[0,B)} =0.
Se 7 — 4§ < B <7 entao

TN TS 2% R

1 (20B+ B* —20B — 200 + 20> — * 4 200 — 6° + 20° — 200
) 28

1 (BQ—2EB—E2+258—256+52>

5

1(3 B2 ©B 0% —200+ 62 62—65>

20

20

(B—7)° 2B—20
(=

((B—v)2+5(23—26+6)>

Setv < B <77+ 6 entao

1 [P —7
u{vE[O,B)}zi—l—g/ 1—Uévdv
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_1+1 B_B2+@B_ __62+62
—275 25 "5 \" 26" 7%
1.1 20B — B* 4+ 20B — 260 + 1° — 20°
206 26
11 (B—E)2+2E—2B
22 52 5

Finalmente, se T+ 0 < B < vy entdo u{v € [0,B)} =1

Portanto,

1 se 0<«
13 (50 +
LB 1 1) se I(@,t) <a<I(T+04,1)
0 se I(T+0,t)<a<]1

(6_5715)
se I(v—6,t) <a<I(v,1t)

<1
1)?

Como H ¢ continua e decrescente com H(0) = 1 e H(1) = 0, temos que H tem um
tnico ponto fixo que coincide com FEV[I(V,t)] e para calcular o valor de FEV[I(V,t)]

deve-se ter os valores dos parametros 0, vpin, Uar € 0.

Teorema 3.4 Teorema do Valor Intermedidrio: Seja f : [a,b] — R continua. Se f(a) <
d < f(b) entdo eziste c € (a,b) tal que f(c) = d.

Para cada t fixo, [(v — 6,t) e (v + 0,t) formam as extremidades inferior e superior,
respectivamente de um intervalo de reta, desde que v € [ —§, 7+ 4] e também temos que,
se vy > vy, entdo I(vy,t) > I(vy,t), deste modo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio,

para cada t > 0 existe um tnico v = v(t) € [v — §,v + J] tal que

TyeBeO)

FEVIIV D)) = I(v(t).1) = o= amm

Logo para cada t temos que o valor de FEV[I(V,t)] coincide com I(V,t) para algum

v, porém variando ¢ temos que FEV[I(V,t)] nao é solugao da equacao diferencial original,

dl

—=p(1-1)I.

=51 1)

Portanto o valor médio das solu¢oes nao coincide com as solugoes da média.

Numero basico de Reproducgao fuzzy

De acordo com nosso caso, para que o numero de individuos infectados se mantenha

constante e igual a I, deve-se ter u{v € [0, B)} = 1, para isto deve-se considerar 7 + § <
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Umnin -
Desta forma podemos determinar que o nimero basico de reproducao fuzzy do modelo

SIé

R g _ U+ (5‘
Umin

Através da redugao do valor do parametro R(J; podemos interferir na evolucao da
doenca, que podem ser feitas das seguintes formas:

Aumentar o valor de v,,,;,, isto é, aumentando a resisténcia do individuo a doenca e isto
pode ser feito através de vacinacao e saneamento basico. Outra forma é diminuir o valor
de T + ¢, diminuindo § através de agoes com os infectados (quarentena), e/ou diminuir
v através do uso de medicamentos. Obviamente que a combinacao das duas formas tem

melhor eficiéncia na prevencao e controle da doenca.
3.2.2 Sistema p-fuzzy: Base de Regras

Através de um sitema p-fuzzy discreto podemos estimar as solu¢oes dos modelos epi-
demioldgicos classicos, sem precisar utilizar de ferramentas matematicas sofisticadas e
nem realizar cdlculos macgantes e exaustivos.

Utilizaremos o sistema p-fuzzy discreto para construir as solugoes dos modelos epi-
demioldgicos classicos.

No modelo SI temos que a entrada é a populacdo de infectados (I) e a saida é a

variacao da populacao de infectados AI, a figura 3.5 representa a fungao pertinéncia de
Al

0.5

-05 04 -02 0 02 04 06 08 1
Figura 3.5: Fungao pertinéncia da variagao da populagao de infectados.

A base de regras utilizada deve estar coerente com o modelo SI, onde a principal
suposicao é que, em cada instante t, a taxa de crescimento de infectados é diretamente
proporcional & populacao de infectados, porém para valores “grandes” de [ a taxa de
crescimento sofre uma penalizagao. Desta forma, a base de regras serd dada por:

onde B, M, A, AT, N sao as qualificacoes das varidveis linguisticas que significam

baixa, média, alta, altissima e negativa respectivamente.
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R1: Se I é B entao AI M
R2: Se I é M entao Al A
R3: Se I é A entao AI B
R4: Se I é AT entao AI N

Tabela 3.1: Base de regras para modular a variagao da populagao de infectados

A funcao de pertinéncia da variavel de entrada, que é a populagao de infectados, pode

ser visto na figura 3.6.

Y

Figura 3.6: Funcao pertinéncia da populagao de infectados.

Adotando o método de Mandani como método de inferéncia, o centro de area como
defuzzificador, combinado com o sistema p-fuzzy discreto, chegamos que a solucao esti-

mada para o modelo SI, através de um controlador fuzzy estd representada na figura 3.7.

Figura 3.7: Solucao I do modelo SI, através de um controlador fuzzy.

3.2.3 Sistema Fuzzy: Extensao de Zadeh

Com o propésito de ampliar as solucoes dos modelos classicos iremos considerar sub-
jetividade na condicao inicial ou em algum parametro do modelo, utilizando o principio

de extensao de Zadeh para resolvé-los.
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Problema de Valor Inicial Fuzzy via Extensao de Zadeh - Modelo SI Fuzzy

O problema de valor inicial fuzzy quando o valor inicial é um ntmero fuzzy é dado

por

&= fta)

(3.7)
z(a) = up € F(RN),
onde f : [a,b] — R continua e F(R) é a familia dos nimeros fuzzy.
Supondo que para cada condi¢ao zy € R o problema deterministico
&= ftat))
(3.8)

z(a) = xo,

admita solugao tnica ¢; entao, para cada t, a solucdo fuzzy 1 de (3.7) é definida como a

extensao de Zadeh da solugao deterministica ¢;. Isto é, se ug € F(R) entao 1 (ug) = ¢(up).

Se ¢; é continua em relagao a condicao inicial, pelo Teorema 3.3, temos que

o~

[Ve(uo)]” = [91(u0)]* = Ge([uo]™) = dr([ugy, uGs))-

Desta forma temos que o PVI fuzzy do modelo SI, quando 1(0) é fuzzy é formalmente

dado por
L — 31 —1)I
I(0) ¢é Iy
onde Iy € F(R).
IyePt
Quando Iy € R a solu¢ao do modelo ST deterministico é I,(I) = ¢ entao a
S() -+ ]Oeﬁt

solucdo fuzzy vy de (3.9) é a extensdo de Zadeh da solu¢do deterministica I; , portanto
lpt([()) = It(Io), isto é, R
~ ToeP!
Ui(lo) = ——=—
S() + Ig@ﬁt

Como I;(1y) é continua para todo t > 0 temos que

[ (Io))* = [L(To))* = L([To]*) = ([T T2 ]).

Portanto para cada t fixo, nao temos mais um ntmero real quantificando os infectados,
mas sim um intervalo de valores representando limites inferior e superior da quantidade de
infectados, sendo que cada nimero real deste intervalo possui um grau de confiabilidade
através da funcao de pertinéncia.

Agora veremos a estabilidade de um PVI fuzzy, quando o sistema de equacoes dife-

renciais for autonomo e somente a condicao inicial for um nimero fuzzy.
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Um problema de valor inicial fuzzy generalizado (PVIFG) é dado por:

%Tf@mm (3.10)

onde F : [a,b] x F(R) = F(R), up € F(R) e £ representa a taxa de variacao continua

da funcao u, em algum sentido.

Defini¢ao 3.18 Um nimero fuzzy u € F(R) € um ponto de equilibrio ou estado esta-
ciondrio de 3.10 se
Y(w) =u, paratodo t> a,

ou seja, se u € ponto fixo para todas as 1, com t > 0.

Os resultados de estabilidade serao somente para problemas de valor incial fuzzy ge-

neralizado autonomo (PVIFGA) da forma:

du _ p(u(t) (3.11)
u(a) =up € F(RN).

A familia de solucoes v, tem a caracteristica de fluxo, ou seja,
1. o(up) = up para todo ug € F(R), isto é, ¢ é a funcdo identidade de F'(R);
2. Yiis(ug) = s (Vs(ug)) = (r010s)(ug) para todo ug € F(R).

Proposicao 1 Dado o problema de valor inicial deterministico autonomo

&= f=(t))

(3.12)
x(a) = xg
considere o PVIFGA (3.11) associado ao PVI (5.12)
de t
) .

z(a) = ug € F(R).

Nestas condigoes todo ponto de equilibrio de (3.12) € equilibrio de (3.13). E ainda, os
numeros reais que sao equilibrio de (3.13) sao também equilibrios de (3.12), se a solugdo

for dada pelo método de extensao de Zadeh.

Demonstra¢ao. Do Teorema 3.3 temos

~

[¢t<X{E}>]a = ¢t([X{f}]a) = ¢t(5)7
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sendo yz a fungao caracteristica de T, ¢, o fluxo deterministico e q@t o fluxo fuzzy.

Assim,
&(T) =T < [¢t(X{E})] = [X{f}]a,
ou seja, T € equilibrio de 3.12 se, e somente se, xz ¢ equilibrio de 3.13.

A estabilidade dos PVIFGA serd estudada por meio dos fluxos de suas solucoes.

Definicao 3.19 A métrica para conjuntos fuzzy, proveniente da métrica de Hausdorff, é

dada por:
d|A, B| = supo<a<idu([A]*, [B]?), (3.14)

onde A e B sdo conjuntos fuzzy e dg € a métrica de Hausdorff para intervalos compactos

de R, cuja definicao é
du(I,J) = mazx(supzer(d(x, J)), supyes(d(y, 1)) e d(r,s)=|r—s|.

Defini¢ao 3.20 Seja u o ponto de equilibrio de (3.13). Entao ele é

(a) Estdvel se para todo € > 0 existir 6 > 0 tal que se d(u,u) < 0, entdao d(u,¥(u)) < e,
para todo t > a. Os equilibrios que nao sao estdveis sao chamados instdveis.

(b) Assintoticamente estdvel se for estdvel e existir r > 0 de modo que

lim d(¢(u),w) =0 sempre que d(u,u) <r

t—+o0 -

Teorema 3.5 [15] Seja T um equilibrio do problema de wvalor inicial deterministico
(3.12). Entao:
(a) T € estavel para o PVI (3.12) se, e somente se, xz € estdvel para o PVIFGA (3.13);

(b) T € assintoticamente estavel para o PVI (3.12) se, e somente se, xz € assintoticamente

estdvel para o PVIFGA (3.13);

Agora iremos construir a solucao do problema de valor inicial fuzzy dado pela equacao

(3.9) através do software Matlab e consideramos I, um ndmero triangular fuzzy.

Figura 3.8: Solucao wt(fo) quando Iy = (0.1,0.2,0.3) e 3 =0.5
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Temos que Iy, = 0.2 possui grau de pertinéncia 1 e o grafico de sua solucao deter-
ministica é o mais escuro, conforme os valores de [y vao se distanciando de 0.2 o grau
de pertinéncia das solugoes destes valores vao diminuindo, este fato é representado pelo
clarcamento do grafico de solucao de 1 (Io).

Pelo teorema 3.5, podemos garatir que a solucao fuzzy converge para o ponto de
equilibrio I = 1.

Agora iremos aplicar a subjetividade no parametro (3, considerando-o um nimero
triangular fuzzy.

O problema de valor inicial fuzzy quando o valor inicial e/ou algum parametro (A)

sao numeros fuzzy é dado por

~

&) = f(t. A 2())
zo(a) = ug € F(R).

(3.15)

Acrescentando a equagao y = A, com ‘2—@; = 0 em (3.15), recaimos no caso que vimos
anterior, assim o parametro é visto como uma variavel no modelo deterministico e o par
(A, zo) as condigoes iniciais.

Desta forma, o PVI fuzzy do modelo SI, quando o parametro § é um nimero fuzzy, é

formalmente dado por:
ar  ~
—=06(1-1)1
—=B0-1

(3.16)
O PVI do modelo SI deterministico ampliado é
d—p1-1)1
d _ (3.17)

dt
I0)=IeR e y=p

o Ipe”

Sy + IyeBt A
Portanto a projecao da solugao fuzzy no plano-It de (3.16) é dada por ¥ (5) =
Tpelt

So + [oeBt'

Como [3]° = [B¢, 45] temos que,

e sua solucao é ¢:()

[0 (B, )] = [0(B, 1)) = &u([8)%, To)-

O grafico da solugao zbt(ﬁ ) também sera construido no software Matlab, onde B é um
nimero triangular fuzzy (ver figura 3.9).

Para cada instante ¢ > 0 temos que a solucao esta num intervalo de reta onde cada valor
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09r
08
07
06
05k
0.4
03

02F

0.1

Figura 3.9: Solucio (3, Iy) quando 3 = (0.3,0.4,0.5) e Iy = 0.1.

deste intervalo possui um grau de pertinéncia que indica a confiabilidade do resultado.

3.3 Modelo SIS Fuzzy

3.3.1 “Média” das Solugoes: Esperanca Fuzzy [12]

Nesta subsecgao iremos trabalhar com o modelo SIS, sem dinamica vital, formulado
pelo sistema (2.8) e iremos assumir 5(v) proposto no modelo SI da subegao Esperanca
Fuzzy (ver em 3.2.1), além disto consideraremos que a taxa de recuperagao -y também
serd uma funcao que depende da carga viral, tendo como hipdtese que quanto maior a
carga viral que o individuo possuir mais demorado serd sua recuperacao, desta forma

v+ [0, Vmaz] — [0, 1] deverd ser uma fungao decrescente, que serd dada por:

’7(”) — (70 - 1)U

Umax

+1

onde 7y > 0 é a menor taxa de recuperacao.
Considerando no sistema (2.8) que S + I = 1, temos que a solucao I deste sistema é

dado por

I8 — (B — ) LpeP—
)= BSo — v + BloelPt

Substituindo § e v por 5(v) e v(v), respectivamente, temos que o intervalo de pessoas

infectadas, a cada instante ¢, é dado por

(B(v) — v(v))TpeBO @)
B(v)Sy — v(v) + B(v)IeBEI-1@)E’

Através da Esperanca Fuzzy poderiamos calcular o nimero de infectados a cada ins-

I(v,t) =

tante t, porém nesta secao iremos analisar a estabilidade da doenca, desta forma, precisa-
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se encontrar os pontos de equilibrio do sistema estudado, fazendo

ds
—— =0= —BSI+~I=0
o = —BST +~

¢ dI
— =0 ST —~I =0.
7 = v

e | = 0 satisfaz as equagoes acima, como S+ I = 1 temos que um ponto de equilibrio
é P = (1,0).

e Se [ # 0 entao —(3S + v = 0 para satisfazer as equagoes acima, desta forma o

segundo ponto de equilibrio é P, = 1, 1-— 1) .

B B

A matriz Jacobiana do sistema linear correpondente ao sistema (2.8) é:

—BI —BS+~

J(m):[ 61 B5—+

Para o ponto de equilibrio P; = (1,0) temos,

|J =M1 =0= X = XB—~)=0, I, éamatrizidentidade.

Portanto, \y =0e Ay =5 — 7.

A solucao deste sistema linear é I = A 4 Bel?!

,onde A e B sao constantes. Assim

para que a solugao seja estavel deve-se ter f —v < 0 = % > 1.

Para o ponto de equilibrio P, = (%, 1— %) temos,

|lJ =AML =0= X +AB—-7)=0.

Portanto A\ =0 e Ay = —(8 — 7).
Logo, para que a solugao seja estavel deve-se ter 8 —~v > 0 = % < 1.

A analise de estabilidade feita acima nos mostra que quando o ponto de equilibrio

(1,0) é instavel, o ponto (1, 1-— 1) ¢é assintoticamente estavel, indicando que o nimero

B B

de infecciosos aumentam e estabiliza em 1 — %, desde que I, seja pequeno.

Substituindo as fungoes 5 e v no ponto de equilibrio P, obtemos

y(v)
B(v)

Quando

< 1, temos que o ponto P, é biologicamente viavel e assintoticamente
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estavel, e isso ocorre quando

(70— v e UV — Unmin
Umax UM — Umin

(’70 - ]-)U(UM - Uvmin) + Umaac(vM - Umin) < (U - vmin)vmaac

((’70 - 1)('UM - 'Umin) - Umaz)v < —Umaz (UM - Umin) — UmazUmin

v < “UmazUM
(’YO - 1)(UM - Umin) — Unaz
v > UmazUM _ U*

Umax + (1 - 70)<UM - Umin)
onde v,,;, < v < vy e v* é valor de bifurcacgao.
Desta forma, a carga viral v* é o valor de bifurcacao do modelo desde que o valor de
v seja menor que v*, o modelo tem somente P; como ponto instavel, e se v > v* 0 modelo
também tem que o ponto P, é assintoticamente estavel. Desta forma, podemos pensar
v* como um parametro relativo de controle da doenca, no sentido que se a doenca esta

estabelecida na populagao, devemos garantir que a carga viral v nao seja maior que v*,
V(v)

pv)

Numero Basico de Reproducao da doencga

caso contrario somente da populagao nao serd afetada.

O numero basico de reproducao da doenca do sistema deterministico SIS, sem dinamica

vital é dado por,

B(v)
Y(v)’

desta forma para controlar a doenga podemos impor maz Ry(v) < 1, porém esta medida

Como no nosso caso temos = fB(v) e v = y(v) devemos escrever Ry(v) =

¢ extrema, talvez fosse melhor encontrar um valor médio para Ry(v), desta forma classifi-
caremos a carga viral (V) como fraca, média e alta, tendo como fungao pertinéncia mesma
distribuigao de possibilidade (p) assumida no modelo SI da se¢ao Esperanca Fuzzy e assim

definiremos que o nimero de reprodugao bésico da doenca é

: FEV [y Ro(v)].

Rl ==
0 Yo

Note que g Rp(v) < 1, assim o valor de jo esta bem definido. Para calcularmos o valor

FEV[yRy(v)] devemos definir uma medida fuzzy, que serda a medida de possiblidade

1(A) = supyeap(v), ACR

onde Esta medida é cautelosa por considerar que a infecciosidade do grupo é dada pelo

individuo que pertencer ao grupo com a maior infecciosidade.
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1¢ Caso: Carga viral baixa

A carga viral é baixa quando consideramos T7+9 < Vi, como 5(v) =0 Vv < Vpin,
temos que R} = 0. Portanto quando a carga viral (V) for baixa, temos que R} < 1.

2° Caso: Carga viral média

A carga viral é média quando consideramos v,,;, < 7 —90 e U+ 0 < vy, como [ é

uma funcao crescente e v é decrescente temos que a fungao yy— € crescente para todo

v € [v— 6,7+ d]. Seja v’ a solugao da equagao 70% = «, logo
( a—
1 se 0<a< 70&_)
50 )
0] v
= ! < g T
U+
0 — <
7 mre) TS

Como H é continua e descrescente, temos que F'EV [yoRy(v)] é igual ao ponto fixo de
H.

E facil ver que ) < FEV[yvRo(v)] - B(T +9)

7(0) Yo Y@ +6)
3¢ Caso: Carga viral alta

A carga viral é alta quando consideramos vy, < ¥ — d. Como fS(v) = 1 para todo

v > vy temos que % = —, o calculo do F' EV[%%] é feito da mesma forma que foi
~v(v v(v
feito no segundo caso e através dele podemos concluir que,
1 1
— <Rl < —
@) " T AT +9)

Como v(v) € [0, 1] temos que ﬁ > 1 e assim Rg > 1, portanto podera acontecer uma

epidemia.
Comparando R, e R}

Em qualquer um dos trés casos como a carga viral foi classificada acima, vale

B
~

Bv)

Como a funcao R(J; = ﬂ é crescente e continua, pelo teorema do Valor Intermediario,
v(v

existe somente um 0, onde v < v < v + ¢, tal que

) - FEV[yRo(v)] - 5(?"‘5)'

(v
() Yo (0 +9)

R} = Ry(9) > Ry().
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3.3.2 Sistema p-fuzzy: Base de Regras

Utilizaremos a mesma metodologia usada no modelo SI para estimarmos a solugao S
e I do modelo SIS, tendo como entrada as variaveis S e I e de saida suas variagoes, isto
é, AS e Al.

As regras serao baseadas nas seguintes hipdteses:

1) A variacao AI crescera proporcionalmente a populacao de suscetiveis, podendo ser
negativa para quantidade pequena de suscetiveis ou para quantidade grande de infecciosos.

2) Consideraremos que a classe dos suscetiveis nunca se extingue, para isto, deter-
minaremos que quando a populacao de suscetiveis for muito baixa a variagdo AS serd
muito alta.

3) AS cresce proporcionalmente a quantidade de infecciosos, podendo ser negativa
para grande quantidade de S.

Assim definiremos que o sistema de base de regras para o modelo SIS, sera:

Rl: Se Sé Ael éBentao AS é NA e AT é MA

R2: Se S é¢ MA e I 6 MB entao AS é NMA e Al é A
R3: Se Sé M+ elé M entao AS é NMB e Al é MB
R4: Se Sé M- el é Mt entao ASEéNBe Al éB

Tabela 3.2: Base de regras para modular a variagdo da populagao dos suscetiveis e infectados.

onde B, MB, M~, M*, MA e A sdo as qualificacoes das varidveis linguisticas que
significam, em ordem crescente, baixa, média baixa, média menos, média mais, média
alta e alta respectivamente, quando a variacao for negativa estd sendo indicada pela letra
N na frente das qualificacoes.

As funcgoes de pertinéncia para as variaveis de entrada S e I podem ser vistas na figura
3.10 (a) e (b), respectivamente, e as fungdes de pertinéncia para as varidveis de saida AS

e Al podem ser vistas na figura 3.11 (a) e (b), respecticamente.

MB MA

0 1 2 &% 4 85 & 7T % 9 4w O 1 2 P 4 & &€ T @ 4 A
Figura (a) Fiqura (b)

Figura 3.10: fungoes pertinéncia das varidveis de entrada



CAPITULO 3. MODELOS FUZZY 64

MB MA A

P >

05 04 03 02 041 0 01 01 0 01 02 03 04 05 g
Figura (a) Figua b)

Figura 3.11: funcdes pertinéncia das variaveis de saida

Através do sistema p-fuzzy discreto e do sofware Matlab, obtemos as solugoes S e [

estimadas pelo controlador fuzzy.

suscetivel

infecciosos

Figura 3.12: Solugao S e I do modelo SIS, através de um controlador fuzzy.

3.3.3 Sistema Fuzzy: Extensao de Zadeh

No modelo SIS, que se segue, proporemos incerteza na condi¢ao inicial Iy. Assim a

formulacao modelo SIS fuzzy, com dinamica vital, é formalmente dado por

(3.18)

4 = (BS + qby — p2 — ) I

com as condicdes iniciais S(0) = Sy € R e 1(0) = Iy € F(R).
Como o modelo cldssico nao possui solugoes analiticas, iremos encontrar suas solugoes
fuzzy numericamente, usando o software Matlab e utilizando os parametros da tabela 2.1,

sendo Iy = (1,7,13). As solugoes S e I do sistema podem ser vistas na figura 3.13.
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*
n
%

0

S ST il j ‘ L ee—
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 ] 05 1 15 2 25 3
Figura (a)

Figura (b)

Figura 3.13: Solucdo S e I do modelo SIS, quando Iy = (1,7,13); Sy = 30, na figura (a) em
equilibrio endémico e na figura (b) a doenca extingue.

O problema de valor inicial fuzzy do modelo SIS, sem dinamica vital, com [, fuzzy é

dado por
‘fl—s = —B5ST +~+I
d; (3.19)

onde S(0) = Sy € Re I(0) = I, € F(R).

A solugao I deste sistema deterministico é dado por

Lo (BN — )N
O = 55, = + plocm

Através da extensao de Zadeh, temos que a solucao I é dada por

. N — ~) [neBN-t .
I(t) = (8 ) o e I(t) > N — 1 quando t — oo.
BSy = + Bloe PNk B

Abaixo sera apresentado as solugoes S e I construidas no software Matlab.

45 -

40

35

30

25

20

Figura 3.14: Solucao S e I do modelo SIS, sem dinamica vital quando Iy = (5,10,15), N = 50,
B8=02evy=2.
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Como N = S + I, note que I, = (5,10,15) implica que S(0) também deve ser um
nimero fuzzy, isto é, S(0) = Sy = (45,40, 35).

3.4 Modelo SIR Fuzzy

3.4.1 Sistema p-fuzzy: Base de Regras

Para estimarmos as solugoes S, I e R do modelo SIR, sem dinamica vital, utilizaremos
a metodologia utilizada nas se¢Oes anteriores, onde as entradas serdao S e [ e as saidas
suas respectivas variacoes, a solucao R serda dada através das solucoes S e I visto que
R=N—-(S+1).

As regras terao como base as seguintes hipdteses:
(1) Como nao existe fluxo entrando no compartimento S, teremos que sua variagao sem-
pre decrescera em funcao do tempo e sera praticamente nula quando nao houver mais
individuos infecciosos.
(2) No compartimento I existem fluxos entrando e saindo, assim a sua variagdo crescera
proporcionalmente a quantidade de suscetiveis, atigindo seu valor maximo aproximada-
mente quando as populacoes S e I forem iguais e decrescera proporcionalmente a quanti-
dade dos recuperados.

Desta forma, o sistema de base regras sera:

Rl: Se Sé Ael éBentao AS é NA e AI ¢ MB
R2: Se S ¢ MA e I é MB entao AS é NMA e AT é A
R3: Se Sé Mt el é M entao AS é NMA e Al é B
R4: Se Sé M~ eI é M* entao AS é NMB e AI é NB
R5: Se S ¢ MB e I ¢ MB entao AS é¢ NMB e Al é NA
R6: Se SéBel éBentao AS é NB e AI é NMB

Tabela 3.3: Base de regras para modular a variagao da populagao dos suscetiveis e infectados.

onde B, MB, M—, M, MA e A sao as qualificacoes das varidveis linguisticas que sig-
nificam, em ordem crescente, baixa, média baixa, média menos, média mais, média alta
e alta respectivamente, quando a variacao for negativa esta sendo indicada pela letra N
na frente das qualificagoes.

As funcoes de pertinéncia para as variaveis de entrada, podem ser vistas na Figura
3.15, sendo que o gréfico da figura (a) é referente a variavel I e o da figura (b) a varidvel
S e as varidveis de saida, estao dispostas na Figura 3.16, sendo que o gréfico da figura (a)
representa a variavel Al e a figura (b) a varidvel AS.

Através do sistema p-fuzzy discreto e do sofware Matlab, obtemos as solugoes S, I e

R estimadas pelo controlador fuzzy (ver figura 3.17).
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Figura 3.15: Funcoes pertinéncia das variaveis de entrada
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Figura (a) Figua (b

Figura 3.16: Funcoes pertinéncia das variaveis de saida

3.4.2 Sistema Fuzzy: Extensao de Zadeh

O modelo SIR, com dinamica vital, onde a condicao inicial fo é fuzzy é dado formal-

mente por:
s _
1S — pN — BSI — S

& =BSI—(n+a)l
Z—?:al—uR

com as condicoes iniciais S(0) = Sy € R, 1(0) = Iy € F(R) e R(0) = Ry € R.

05 94 03 02

01 0

01

67

(3.20)

Da mesma forma, como foi feito no modelo classico, temos interesse na dinamica da

doenga, para isso consideraremos b = u, logo o sistema

dt
G =0SI—(p+a)l
4 — o] — pR

fica:

4 — N — BST — uS

(3.21)
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infeccioso
suscetivel |
recuperado

Figura 3.17: Solugao S, I e R do modelo SIR, através do controlador fuzzy.

com as condigdes iniciais S(0) = Sy € R, 1(0) = I, € F(R) e R(0) = Ry € R.
As solugoes numéricas S, I e R fuzzy, construida no software Matlab, com os parametros
da tabela 2.3, sendo I= (1,2,3) podem ser vistas na Figura 3.16, sendo o gréfico do lado

esquerdo representando a extingao da doenca e o do lado direito em equilibrio endémico.

1 T

L

) . - ) T S S| (S B[S | S S| S
o1 2 3 4 &5 6 7 8 9N 012 31 4 5 8 7 8 80

Figura 3.18: Solugoes S, I e R do modelo SIR, com Iy fuzzy.

O modelo SIR, sem dinamica vital, quando I é fuzzy é dado pelo sistema

@ = —pSI
a — BT —al (3.22)
& _ oI

dt

com as condigdes iniciais S(0) = Sy € R, 1(0) = I, € F(R) e R(0) = Ry € R.

Através do softwares Matlab obtivemos a solugao numérica do modelo SIR sem dinamica
vital, dada na figura 3.17.

Para a construgao da solugao do sistema (3.22) consideramos Iy = (5,10, 15), Sy = 40,

N =50, 8 =0.2 e a=1.5. Note que Ry torna um nimero fuzzy, por N ser constante, I
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50 -
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30+
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DI5 ‘; 1 I5 é 2‘5 3I 3‘5 tll
Figura 3.19: Solugao S, I e R do modelo SIR, sem dinamica vital, com Iy fuzzy.

ser um numero fuzzy e Sy ser um nimero exato.

3.5 Modelo SIRS Fuzzy

3.5.1 Sistema p-fuzzy: Base de Regras

Estimaremos as solugoes S, I e R do modelos SIRS, sem dinamica vital utilizando as
variaveis S e I como entrada e suas varicoes como saida, onde a solucao R sera dada por
R =N — (S +1I). As hipéteses abaixo servirdo para a formulagao do sistema de base de
regras.

1) Como os individuos recuperados possuem imunidade tempordria, a variagdo AS
é inversamente proporcional a quantidade de individuos recuperados, que por sua vez
depende da quantidade de nimeros de infectados.

2) A variagdo Al é inversamente proporcional a quantidade de individuos suscetiveis,
atingindo seu valor maximo quando a quantidade de individuos infecciosos e suscetiveis
forem iguais e decrescera proporcionalmente a quantidade de individuos recuperados.

Assim, o sistema de base de regras é:

Rl: Se SéAelé Bentao ASENAe AT 6 MT

R2: Se Sé Mt el é M~ entao ASéNMe Al é M~
R3: Se Sé MeléMentao ASé NBT e AI é BT
R4: Se Sé M~ el é M entao ASEéNB™ e Al ¢ NB™
R5: Se SéBelé M entao ASEéNB e Al é¢ NB™
R6: Se Sé M- el éBentao ASé B e Al é¢ B~
R7: SeSéMeléBentao ASé B e Al é B~

Tabela 3.4: Base de regras para modular a variagdo da populagdo dos suscetiveis e infectados.

onde B~, B, BT, M~, M, M* e A sao as qualificacoes das varidveis de entrada e saida que
significam muito baixa, baixa, baixa alta, média baixa, média, média alta e alta, respecti-

vamente, e quando a letra N estiver na frente das letras que representam as qualificacoes
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significa que a variacao é negativa.
As fungoes de pertinéncia das variaveis S e I estao dispostas na figura 3.20, sendo o
grafico da figura (a) representando a variavel S e a figura (b) a varidvel I e na figura 3.21

estao as fungoes de pertinéncia das variagoes de S e 1.

61+ 2 3 & 5 6 F 8 9 A0 0 1 2 3 &5 6 7T & 98 10
Figura (a) Figura (b)

Figura 3.20: Funcoes de pertinéncia das varidveis de entrada.

NA NM_ NB* B 1 B m A

k

05 04 03 02 01 0 01 01 0 01 02 03 04 05
Figura (a) Figura (b)

Figura 3.21: Funcoes de pertinéncia das varidveis de saida.

Através do software Matlab e do sistema p-fuzzy discreto, estimamos as solugoes S, 1

e R do modelo SIRS sem dinamica vital (ver fig.3.22).

suscetivel
infeccioso
recuperado [

2 L I L L L L L L !
a] 20 40 B0 a0 100 120 140 160 180 200

Figura 3.22: Solugoes S, I e R através do controlador fuzzy.
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3.5.2 Sistema Fuzzy: Extensao de Zadeh

O modelo SIRS, com dinamica vital, onde a condicao inicial I, é um nimero fuzzy é
dado formalmente por:
4 = bN + yR — BST — pS
A — BST — ol — pl (3.23)
% =al —puR—~R

com as condicoes iniciais S(0) = Sy € R, 1(0) = Iy € F(R) e R(0) = Ry € R.
Como a intencao ¢ analisar a dinamica da doenca, iremos fazer b = i, obtendo o novo
sistema:
9 — N + yR — BSI — uS
i = MWN + R —BS5T —p
4 = BST —al — pl (3.24)
% =al —puR—7R
com as condicoes iniciais S(0) = Sy € R, 1(0) = Iy € F(R) e R(0) = Ry € R.
Através do software Matlab foram construidas as solugoes numéricas fuzzy S, I e R
considerando N = 10, S(0) = 8, R(0) = 0 e Iy = (1,2,3) e os parametros f = 0.5,
w=0.3 a=15ev=0.5.

Figura 3.23: Solugoes S, I e R com [y fuzzy.

3.6 Modelo SELI,...IxRS Fuzzy

No modelo SEIL I5...Ix RS deterministico em que se modela a carga viral a infecciosi-
dade heterogénea ¢é incorporada dividindo em k estagios o compartimento I, desta forma,
uma vez que o individuo é infectado vai possuir varios niveis de infecciosidade.

Através de um sistema p-fuzzy, podemos obter a solucao deste modelo, utilizando

termos linguisticos para representar os niveis de infecciosidade da variavel de entrada I
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e considerando que a variavel E é o estagio infeccioso Iy onde a taxa de transmissao da
doenca ¢é nula. Desta forma recaimos no modelo SIRS (ver 3.5.1).
Assim conseguimos incorporar a infecciosidade heterogenea no modelo sem precisar

utilizar de ferramentas matematicas complexas.
3.6.1 Modelando a taxa de infeccao [ por Base de Regras

Um dos parametros mais dificieis em quantificar é a taxa de infegao das doengas (3)
e quando o mesmo € determinado geralmente é dado como um valor constante.

No modelos SEII>...Ix RS deterministico exitem varios niveis de infecciosidade, isto
¢, para cada compartimento I; existe um valor 3; relacionado a ele.

Nossa proposta é modelar essa taxa de infeccao através de uma base de regras, onde
utilizaremos como entrada as variaveis S, I e R e saida a taxa de infecao f3.

As funcgoes de pertinéncia para as variaveis de entrada sao dadas por:

-

004 02 03 04 05 06 07 08 09 4 0 01 0203 0405 06 0708 09 1
Figura (a) Figura (b)

I

Figura 3.24: Funcoes de pertinéncia das varidveis de entrada.

Na figura (a) as fungoes de pertinéncia representam as variaveis linguisticas das variaveis
S e R e na figura (b) da variavel 1.

A fungao de pertinéncia da variavel de saida 5 é dado por:

i

1B

-
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 x10° 2

Figura 3.25: Funcgoes de pertinéncia da varidvel de saida (5.

As regras para modular a taxa de infeccao g foram dadas da seguinte forma:
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R1: Se SéA, I éBeRé Bentao fé B
R2: Se Sé M*, I é M~ eRéBentao 8¢ M
R3: SeSéM,IéMeRéM entao fé A
R4: Se Sé M~ 1 éMeRéMentao g é A
R5: Se S¢éB,IEM- e RéM" entdao 86 M
R6: Se SéM—, 1éBeRéAentao fé B
R7:SeSéM,[éBeRéAentao fé B

Tabela 3.5: Base de regras para modular a variagdo da populagao dos suscetiveis e infectados.

onde B, M~, M, M* e A sao as qualificacoes das varidveis linguisticas que significam,
em ordem crescente, baixa, média baixa, média, média alta e alta respectivamente.

Através do sistema p-fuzzy discreto

Tiy1 = T — Briy; + i
Yiv1 = Yi + Briyi — Oy (3.25)
Tiv1 =15+ 0yi — yri

onde v é a taxa de imunidade perdida dos recuperados e 6 é a taxa de recuperacao dos

individuos infectados.
Fazendo v = 0.002 e 8 = 0.003 obtemos a solucao

0.8

T
suscetivel
infeccioso |
recuperado

0.7

086 —

05k =1

o4t E

03 B

02 =1

01F =

a

L L L L L L L L L
u} 200 400 GO0 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figura 3.26: Solucao S, I e R, onde 3 é gerado por um controlador fuzzy.

Temos que a fungao (§ é crescente até quando a populagao dos individuos suscetiveis
chega a metade de seu valor inicial, atingindo o valor maximo de 0,0154 em seguida a
fungao descrece atingindo um minimo local de 0.01, sendo que o minimo global de 0.0078

se apresenta no inicio da doenca, o grafico pode ser visto na figura abaixo.
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Figura 3.27: Gréfico da fungao 3 gerado por um controlador fuzzy.
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Capitulo 4

Aplicacao: Gripe Suina

A gripe suina é uma doenca respiratéria causada pelo virus influenza A, chamado
de HIN1. Sua contaminagao da-se da mesma forma que a gripe comum, por via aérea,
contato direto com o infectado, ou indireto (através das maos) por objetos contaminados.
Nao ha contaminagao pelo consumo de carne ou produtos suinos. Nao foram identificados
animais (porcos) doentes no local da origem epidemica (México). Trata-se, possivelmente,
de um virus mutante, com material genético das gripes humana, aviaria e suina.

Tem sintomas semelhantes aos da gripe comum, com febre superior a 38°C, tosse, dor
de cabeca intensa, dores musculares e articulacoes, irritacao dos olhos e fluxo nasal.

A pandemia se iniciou em La Gloria, distrito de Perote, a 10 quilometros da criacao
de porcos das granjas Carroll. O paciente zero foi o0 menino de 4 anos Edgar Hernandes,
provavelmente seu organismo foi plataforma para a alteragao do virus. Em dezembro de
2008 ja havia sido constatada um gripe desconhecida que se espalhava rapidamente.

Os primeiros casos confirmados ocorreram no México em meados do més de marcgo de
2009, veio a espalhar-se pelo mundo. Tendo comecado pela América do Norte, atingia
pouco tempo depois a Europa e a Oceania. Atualmente (18/08/2009) 168 paises, dos
cinco continentes, ja resgistraram casos da gripe suina.

A Organizagdo Mundial da Saide (OMS) declarou em 25 de Abril de 2009 que a
epidemia é um caso de “emergéncia na saude publica internacional”, significando que
os paises em todo o mundo deverao acentuar a vigilancia em relacao a propagacao do
virus. No dia 27 de Abril a mesma organizagao elevou o nivel de alerta pandémico para
4 que significa que a transmissao ja é de pessoa a pessoa, com risco de surtos localizados.
Dois dias depois, no dia 29, OMS eleva para 5 o nivel de alerta, o que significa que hé a
transmissao da doenca entre pessoas em pelo menos dois paises com um risco de pandemia
iminente. A escala da OMS vai de 1 a 6. No dia 11 de junho o nivel de alerta subiu ao
méximo (nivel 6) e é decretada a pandemia, visto que, até no momento, existia em torno
de 75 paises e em varios continentes.

Os antigripais Tamiflu e Relenza, ja utilizados contra a gripe aviaria, sao eficazes
contra o virus HINT.

O primeiro caso da gripe suina no Brasil foi registrado em 07/05/2009 no Rio de

75



CAPITULO 4. APLICACAO: GRIPE SUINA 76

Janeiro, trata-se de um jovem de 21 anos que chegou ao Brasil de Cancin, em voo
com escala na Cidade do México. No dia 13/07/2009 o ministro da Saide, José Gomes
Temporao, afirmou que o virus da gripe suina, ja circulava livremente pelo Brasil, o
antncio foi feito logo apds o resultado do exame de um menino de 11 anos, que morreu
em Sao Paulo em 30/06/2009, depois de constatar que a vitima nao teve contato com
estrangeiros de areas de risco e nem viajou fora do pais recentemente.

A tabela abaixo apresenta os nimeros de infectados acumulativos da gripe suina no

Brasil e as datas de divulgacao, dadas pela OMS.

Data | Numero de Brasileiros
Infectados

08/05 4
22/05 9
02/06 23
15/06 74
19/06 131
20/06 240
23/06 334
24/06 399
25/06 452
28/06 627
01/07 680
08/07 1027
15/07 1175

Tabela 4.1: Fonte:Dados divulgados pela OMS e pelas Secretarias de Saidde dos Estados
Brasileiros reportados nos sites da Terra, uol e folha.

No inicio de uma epidemia o crescimento dos infectados costuma ser exponencial uma
vez que a quantidade de suscetiveis é muito grande.

Dispondo os dados da Tabela 4.1 na planilha do software Calc do BrOffice! e utilizando
como curva de ajuste, para os dados, uma funcao exponencial, temos que o software gera
f(z) = 4,64e%086177696t ¢om o coeficiente de correlagao sendo 0,93, o grafico pode ser visto
na Figura 4.1.

Como pode-se perceber pelo gréafico e pelo coeficiente de correlagao, a fungao exponen-
cial modela bem o nimero acumulativo de infectados, este fato pode ser explicado pelo

modelo SI sem dinamica vital, formulado pelo sistema de equacgoes

@ = —BSI
g P (4.1)

IEste software é uma folha de calculo similar ao Microsoft Excel, possuindo um sistema de definicdo
de series para graficos baseada na disposi¢ao dos dados na planilha.
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Figura 4.1: Dados da populacao brasileira infectada pelo virus HIN1 e a curva de ajuste

com S(0) =Sy e I(0) = Iy, onde (5 é a taxa de transmissibilidade.

Como N = S + I entao %{ = % + % = 0, logo a populacao total N é considerada

constante e assim para encontrar a solucao I em funcao de t basta resolver o PVI

A — BN —I)I 2)
1(0) = I '

Considerando N — I =~ N, pois I é muito pequeno comparado a N, o PVI (4.2) se

reduz a
d — BNI
a =0 (4.3)
A solucao deste PVI é uma funcio exponencial ilimitada I(t) = I,e’M. Quando

S =~ N ha maior probabilidade de um infeccioso encontrar um suscetivel e se a taxa de
transmissao for alta, a contaminacao do virus alastra rapidamente e em pouco tempo,

como podemos perceber no caso da gripe suina.

4.1 Numero Basico de Reproducao da Gripe Suina - Modelo
SIR

Visando a obtengao do niimero bésico de reprodugao (Ry) da gripe suina, utilizaremos

o modelo SIR classico, ou seja,

@ — —pSI
4 = BSI — I (4.4)
=91

com S(O) = S(], I(O) = I() e R(O) = Ro.

Onde f é a taxa de transmissibilidade e v a taxa de recuperacao dos infecciosos.
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Como — = 0 temos que N ¢é constante, considerando ainda S =~ N, temos da segunda

equagao do sistema (4.4) a solugao

I(t) = IePN=1¢,
Através da terceira equacao do sistema (4.4) e da solucdo I, obtemos a solugao

R(t) = TyyeBN-t
BN —~
A dinamica da doenca quando o virus é somente exportado é diferente daquela quando
o virus circunda no ambiente. Como somente nos interessa a dinamica da gripe suina
quando o virus comecou a circular no Brasil, iremos considerar que a populagao inicial de
infectados é 334, isto é, nosso ponto de partida é no dia 23/06.
Dispondo os dados da tabela 4.1 a partir do dia 23/06 no software Calc do BrOffice e

utilizando como curva de ajuste para estes pontos uma fungao exponencial, obtemos

1400
flx) = 399,69-1,06"
o R =092
200 |

1000 —

B0 — B populzgio brasikia
infecEds

™ Regressio sxponencizl de
populapio brasisins

infecEds

600 -

420

0 5 10 18 20 25

Figura 4.2: Numeros de infecciosos em cada instante ¢ e a curva de ajuste

Através da soma das solucoes R + I e a curva de ajuste f, podemos obter o valor de

BN, da seguinte forma
BN —~=1Inl1,06 = SN = Inl,06 + ~. (4.5)

Como o periodo de contdgio inicia-se 1 a 2 dias antes e até 5 dias apds o inicio dos

1
sintomas, consideramos y = =
dl
O valor de reproducao basica da gripe suina é obtido, tomando I >0< 0N —~v >
N
0= B— > 1.
Y
Logo,

N
Ry = — =1,4078.
v
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Visando melhorar a estimativa do valor Ry, incorporaremos ao modelo SIR a taxa de

mortalidade causada pela gripe, ou seja,

@ = —pSI
& — BST —~I — pl (4.6)
% =51+ pul

com S(0) =Sy, I1(0) = In e R(0) = Ry.

Onde ( é a taxa da forga da infecgao, v a taxa de recuperacao dos infectados e u a
taxa de mortalidade dos infectados.

Desta forma o compartimento R computa o nimero de individuos que se recuperaram
da doenca e os que morreram devido a doenca.

Como — = 0 temos que N é constante, considerando S ~ N, temos da segunda

equagao do sistema (4.6) a solugao

I(t) = TyePN=7=1t,
Através da terceira equagao do sistema (4.6) e da solucdo I, obtemos a solugao

IO</}/ — M)e(ﬁN_'Y_M)t
BN =~ —p

Abaixo serd apresentado o grafico de barras dos niimeros de mortes ocasionadas pelo

R(t) =

virus HIN1 na populacao brasileira com sua respectiva data do falecimento, os dados
foram extraidos até dia 19/08/2009.
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Figura 4.3: Fonte: Dado divulgados pela OMS e reportado pelo site Terra.

O médico pediatra Alfredo Gilio, diretor da Clinica Pedidtrica do HU da cidade de Sao
Paulo, explicou que todas as gripes tém indice de letalidade por volta de 0,3% - inclusive
a gripe suina.

Através da solugao R e da curva de ajuste da figura 4.2, obtemos
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BN —~ — p=1Inl,06 = BN = 0,204126051.

Desta forma o valor de Ry é

Ry = 1,3994.

4.2 Estimativa da Populagao Brasileira Infectada até o Final do
19 Inverno

A estimativa de infectados da populacao brasileira, serd feita através do modelo SIR,

sem dinamica vital, formulada pelo sistema de equagoes

4 — _BSI
Al _ GST — 1 (4.7)
=91

com S(0) =Sy e R, [(0) =1, € F(R) e R(0) = Ry € R.
Onde g ¢é a taxa de transmissibilidade e v a taxa de recuperacao dos infecciosos.

Considerando S =~ N, obtemos as solucoes,

T e(BN=)t
I(t) = [.eBN-Mt R(t _ e T
(1) = Toel ™ o R(t) = T

Comparando a curva de ajuste f da figura 4.2 com a funcao R + I podemos obter o

(4.8)

valor da condicao inicial Iy,

gl
BN —~

I(t)+ R(t) = I <1 + ) = 399,69 = [y = 115,795541

Desta forma o ntimero de infectados em cada instante, dado por I(t) + R(t), até o
final do inverno (¢ = 90) sera de aproximadamente 75.727 individuos, o grafico deste em
cada instante pode ser visto na figura 4.4.

Desde que o virus HIN1 passou a circular no Brasil houve muita especulagao sobre a
gripe suina e muito se falou da quantidade de pessoas infectadas por este virus.

Uma reportagem feita por Hélio Schwartsman em [25] dizia que o virus HIN1 poderia
atingir entre 35 milhoes e 67 milhoes de brasileiros até 23 de Agosto a 13 de Setembro, onde
3 milhoes a 16 milhoes desenvolveriam algum tipo de complicagao e exigiriam tratamento
médico e entre 205 mil e 4,4 milhoes precisariam ser hospitalizados.

Esta previsao foi feita por epidemiologistas de um modelo matematico estatico com
base no perfil de pandemias anteriores.

Pelos dados da OMS, em meados de setembro haviam 9.249 infectados [20], mesmo
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« 10*

Infectados

Figura 4.4: Numeros de infectados da gripe suina até o final do 1° inverno

que a OMS esteja contabilizando somente os casos mais graves, os nimeros estimados por

estes epidemiologistas estao fora da realidade.
4.2.1 Estimativa Fuzzy até o Final do 1° Inverno

Pela incerteza do exato instante em que o virus HIN1 passou a circular no territério
brasileiro, iremos considerar que a condigao inicial de infecciosos (Ip) nao sera mais um
nimero real e sim um numero triangular fuzzy dado por Iy = (92,115,138).

Assim, para obtermos o nimero de infectados até o final do inverno, devemos revolver

o sistema fuzzy

45— _BNI
4 — BNT —~I (4.9)
G =1

com S(0) = Sy~ N, I(0) = Iy e R(0) = R,.

As solucoes I e R sdo obtidas através da extensio de Zadeh das solugoes deterministicas
I e R respectivamente, portanto,

. s BN . v Ige BNt
I(t) = IePN=7 e R(t) = N

Logo no final do inverno, devemos ter de 60.165 a 90.248 individuos infectados, o
grafico do nimero de infectados pode ser visto na figura 4.5.

A determinacao do valor SN foi feito comparando-o a poténcia da solucao R com a
funcao ajuste dada através de dados, que por sua vez, sao incertos, pois muitos casos nao
sao contabilizados.

Na intencao de melhorar a solucao da estimativa de infectados, consideraremos agora,
que o valor SN — 7 serd um numero triangular fuzzy obtido através de uma variacao de

10% do valor In1,06 que possui grau de pertinéncia 1, desta forma (Bﬁv) € F(R) é
dado por (0.052442017,0.058268908, 0.064095798).
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Figura 4.5: Numero de infectados em cada instante quando Iy é fuzzy até o final do 1° inverno.

A obtencao das solugoes I e R do sistema fuzzy

B = _BNJI
il — GNT — I (4.10)
=1

com S(0) = Sy, 1(0) = Iy e R(0) = Ry. sao dadas através da extensdo de Zadeh das
solucoes I e R deterministicas, respectivamente.
Considerando Iy = 115, obtemos que no final do inverno teremos entre 50 mil a 120

mil infectados pelo virus da gripe suina. O gréafico dos infectados pode ser visto na figura
4.6.

¥ 10

Figura 4.6: Nimero de infectados em cada instante quando B/]\V é fuzzy.
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4.3 Estimativa para obitos ocasionadas pelo virus HIN1 até o
Final do 1° Inverno

A primeira morte ocorrida no Brasil foi no dia 28/06/2009, a vitima foi um camin-
honeiro de 29 anos, morador do Rio Grande do Sul, que provavelmente adquiriu a gripe
suina na Argentina.

A taxa de mortalidade da gripe suina sera dada pela razao do nimero de mortes pelo
nimero de infectados em cada instante do tempo, isto é, para cada t devemos encontrar
um valor para a taxa de mortalidade.

Como nao possuimos dados suficientes para calcular esta taxa, iremos utilizar as
solugoes I e R do modelo SIR, dado em (4.8), para obter o nimero de infectados em

cada instante t. Abaixo sera apresentado como esta taxa varia em relacao ao tempo.
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Figura 4.7: Taxa de letalidade da gripe suina em relagao ao tempo

Como pode ser visto no grafico da figura 4.7, no inicio a taxa cresce, este fato pode
ser explicado pela falta de informacao sobre a doenca. Aproximadamente entre t = 25
at = 35 a taxa se estabiliza e logo apds comeca a decrescer, é razoavel esperar este
decrescimento pelo fato das pessoas estarem mais atentas ao risco de contaminacao e
acaso se contaminem, procuram um centro de saude, porém, aproximadamente depois de
t = 42 a taxa volta a crescer, chegando ao seu valor méximo de 4,098%, este fato pode
ser explicado de duas formas, ou estao sendo contabilizadas pessoas que chegam ao 6bito
que nao possuem a gripe suina, pois provavelmente nao se faz, em todos, os exames para
garantir que a morte foi ocasionada pela doenga, ou o modelo classico SIR proposto neste
trabalho esta subestimado.

Utilizando a média aritmética para encontrar a taxa de letalidade da gripe suina
obtemos 0,02139915287 o que equivale a 2,14%. Tomando esta taxa, podemos estimar o
nimero de pessoas da populacao brasileira que morreram até o final do inverno devido a
essa doenca.

Tomando a previsao do modelo deterministico SIR, no final do inverno teremos 75.727
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pessoas infectadas; com a taxa de letalidade de 2, 14% teremos que 1.620 pessoas tenham

morrido até o final do inverno.

4.4 Estimativa de Infectados ao Fim da Doenga [5]

Para estimarmos quantas pessoas irao ficar doentes até que a gripe suina se extinga,

utilizaremos o modelo SIR, sem dinamica vital dado por:

@ — —BSI
4 _ BST — A1 (4.11)
@ =1

com [(0) = Ip, R(0) =0e S(0) =N — I.

Note que podemos reduzir as duas primeiras equagoes do sistema (4.11) a uma tnica

equacao,
dl - BSI —~I1 v
tal e S TR 4.12
iS ~  —BsSi * 33 (4.12)
cuja solucao é dada por
I=-S+ %lnS +e. (4.13)
Usando as condicoes iniciais, obtemos o valor de c
o Y
c= N — =InS,. (4.14)
p
Desta forma,
y S
[:N—S+—ln(—). 4.15
5\ s, (4.15)

Note que I — —o0 quando S — 0 e como I > 0 entao existe pelo menos um valor de
S tal que I = 0. Seja S = S, este valor.

A solucao I é uma funcao crescente se % > (), isto é, se S > % e decrescente se S < %
Observe que S é sempre decrescente, pois % < 0. Desta forma, quando t cresce, o ponto
(S,I) se movimenta ao longo da trajetéria, com S sempre decrescendo e I cresce se Sy > %
e decresce se Sy < % A trajetéria do ponto (S,I) pode ser vista na figura 4.8.

Tomando a primeira e a terceira equagoes do sistema (4.11), também podemos reduzi-

las a uma tnica equagao,

as — —SI _ -jS
drR  ~I oy

Resolvendo a equacao e colocando S em fungao de R, obtemos

(4.16)

BR

S = See 7. (4.17)
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Figura 4.8: Trajetéria no plano-SI.

Substituindo I = N — (Sge_BTR + R) na terceira equagao do sistema (4.11), obtemos

dR

_BR

Como a equacao (4.18) nao pode ser resolvida explicitamente, supondo que R seja

. _BR , .
suficientemente pequeno, escreveremos e~ 7 em forma de série de Taylor

¥ 2

m | AR

e 21 . (4.19)

De modo que a equacao (4.18) seja aproximadamente igual a

dR B B2 ’?

Utilizaremos a equacgao acima para estimar quantas pessoas serao infectadas pelo virus
HINI.

Se (Sg — %) é pequeno comparado com %, isto é, Sy = % entao é possivel mostrar
que o numero de indiviuos que contraem a doenca é aproximadamente 2 <SO — %) . Note
que desta forma S,, = Sy — 2 <S — %) = % — So. Supondo que Sy = N e tomando
h= <SO - g) entao Sy — Sa = 2h.

O numero maximo de infeccao se da quando S = % Neste caso quando S = N — h,

desta forma

dR _ 3 So32R
a2 1) 57 s
27880 — 27*

Assim Cil—}f =0 quando R=0o0u R = 525,

Neste caso, a quantidade final de recuperados, isto €, a quantidade final de infectados
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4y(BSo — )
B*So

Sabemos que a taxa de recuperagao da gripe suina é vy & % e para estipular o valor de

pelo virus é R, =

[ faremos as seguintes consideragoes:

Através do tultimo balanco feito pelo IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Es-
tatistica) em 2007, o Brasil possuia 183.987.291 habitantes, sendo 14.623.316 na regiao
Norte, 51.534.406 na regiao Nordeste, 77.873.120 na regiao Sudeste, 26.733.595 na regiao
Sul e 13.222.854 na regiao Centro-Oeste.

Pelo fato do virus HIN1 sobreviver mais tempo em lugares mais imidos e frios iremos
considerar que hd maior incidéncia de transmissao nas regioes Sudeste e Sul, consider-
aremos que 5 % dos habitantes das regides Sudeste e Sul sdo suscetiveis a gripe suina e
1,5 % nas demais regioes, isto nos d4 um total de 6.421.043 individuos sucestiveis a gripe
suina no Brasil.

Através da equacao SN + v = [nl1.06 dada em 4.5 conseguimos encontrar o valor
de BN quando a gripe suina estava em surto epidémico, desta forma estipularemos o
valor de 8 para calculo de R, utilizando 75 % deste valor. Tomando N = 6.421.043,
teremos aproximadamente 1.284.244 individuos infectados pelo virus HIN1 no Brasil até

a extingao da gripe suina.

4.5 Conclusao

Modelos deterministicos mais complexos tem sido utilizado para analisar a dinamica da
gripe suina. Em novembro de 2009, J. Velasco propos o seguinte modelo no VI Congresso

Latino Americano de Biomatemética (Acapulco):

p

' =1N — B s (1 4+ q)s + we,
¢ = BHLs — (it g+ +0)e

Yy =ve—(n+n+qy
r=oce+ny — (u+ q)r + we,

, o (4.22)
Cs =4S — (M +w)cs — B Nycs
c, =qe— (o + p+7)ce + Bulirtes
¢y = qy +vce — (L +n)cy
\c; =qr+oce +nc, — (L +w)e,

onde r é a taxa de nascimentos e p taxa da mortalidade.

Considera um modelo SEIR com isolamento social e uma taxa Ry = 1,85 para explicar
a segunda onda da epidemia. Entretanto, para uma terceira onda que ja comecou tal
modelo falha. Considerando crescimento populacional no modelo pode gerar a terceira
onda porém nao explica o observado.

Um modelo global adequado para esta doenca ainda nao apareceu. Acreditamos que
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Figura 4.9: As trés ondas da populagao infectada.

o modelo SIR com parametro periédicos fuzzy possa ser a solucao.

87



Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalhos fizemos uma revisao dos modelos epidemioldgicos classicos apresen-
tando uma nova alternativa de modelagem epidemiolégica utilizando a teoria fuzzy.

Através da suposicao de que taxa de infeccao  seja uma funcao que depende da carga
viral, tornamos o modelo mais realista obtendo para cada valor de §(v) uma solugao para
o modelo ST e encontramos o niimero de infectados a cada instante ¢ através da Esperanga
Fuzzy.

Incorporamos no modelo subjetividade tanto na condigao inicial I, quanto na taxa de
infeccao f ampliando as solu¢oes dos modelos, tornando a chance de acerto maior, através
do Principio de Extensao de Zadeh.

Mostramos o quanto um modelo pode ser simplificado incorporando subjetividades e
utilizando Base de Regras para modular as relagoes das varidveis de entrada e saida.

Na pratica percebemos o quanto é dificil determinar o valor de um parametro e quando
aplicamos subjetividade, seja ela, no condicao inicial Iy ou em algum parametro utilizando
a teoria fuzzy os modelos se tornam mais realistas e nao exige ferramentas matematicas

complexas.
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