Prova de Selecao para o Doutorado
Ingresso em 2023-1

22 de outubro de 2022

Analise

1. Diz-se que uma sequéncia de nimeros reais (z,) é uma sequéncia de Cauchy

quando, para todo € > 0 dado, existe ng € Ntal que m,n > ng = |z,,,—x,| < €.
Prove que uma sequéncia (z,) é convergente se, e somente se, é de Cauchy.

. Sejam a < b < ¢ numeros reais, A = (a,b) U (b,c¢) e f : A — R uma funcéo
uniformemente continua.
a) Mostre que lim, ;- f(x) e lim,_,+ f(x) existem.

b) Mostre que lim, ,,- f(z) = lim, .+ f(z) se, e somente se, para toda
sequéncia (x,)nen de pontos de A satisfazendo lim, . z, = b, tem-se
que (f(zn))nen é uma sequéncia convergente.

. Prove ou dé um contraexemplo: se f : R — R é uma funcao derivéavel tal que
f" é uma funcao limitada, entao existe ¢ € R tal que a funcao

g:R—=-R
r = f(x)+cx

¢ injetora.

. Seja f : R — R uma fungao continua tal que |[{x € R : f(z) = y}| < 2 para
todo y € R. Prove que existe yo € R tal que [{x € R: f(z) =yo}| = 1.

Algebra linear

5. Dizemos que uma matriz quadrada A é diagonalizavel se existe uma matriz

inversivel P de mesma ordem tal que PAP~' = D, onde D é uma matriz



diagonal. Mostre que uma matriz A, «, dada em bloco,

Bixk Okx (n—k)
Otm=r)xk  Clnek)x(n—k)

¢ diagonalizdvel se, e somente se, as matrizes Byxr € Cin_g)x(n—k) Sa0 diago-
nalizaveis.

. Considere o R-espago vetorial R3[x] dos polindmios de grau menor ou igual a
3 com coeficientes em R, e B = {f1(x), fo(z), f3(z), f1(x)}, onde

1

hz) = -5z -1z -2)(z-3)

o) = (e~ 2(a —3)

filw) = ~5o(e ~ 1)(x ~ 3)

falw) = gate = 1w - 2)

a) Mostre que B é uma base de Rs[z].

b) Se g(x) € Rs[z], encontre o vetor de coordenadas de g(z) com respeito a
base B.

. Sejam T : R3 — R%? e S : R? — R3 duas transformacoes lineares. Mostre que
S o T nao pode ser um isomorfismo.

. Sejam V um R-espaco vetorial e T': V' — V uma transformagao linear. Se
todo vetor nao-nulo de V' for um autovetor de T', mostre que T" = AI, onde
A€ Re [ éaidentidade.



