UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC

PROVA DE SELEQAO PARA O MESTRADO EM MATEMATICA
Instrucoes:

Esta prova contém 10 questoes.

Todas as questoes tém o mesmo valor.

Faca as questoes na ordem de sua preferéncia.
Identifique com clareza o espago onde fizer cada questao.
Justifique seus passos.

Nenhuma consulta é permitida. Em particular, calculadoras e celulares nao sao per-

mitidos.
A prova pode ser feita a lapis, mas as respostas,/conclusdes devem ser feitas a caneta.

Para a correcao, serao consideradas apenas as resolugoes nas folhas de res-

postas.
Escreva seu nome em cada folha de resposta e enumere as paginas.

O candidato s6 poderé deixar o local de prova depois de transcorrida uma hora do seu

inicio, e nao podera levar a folha de questoes e nem a folha de respostas.

Tempo maximo de prova: 4 horas.

Parte 1: Algebra Linear

. Encontre T : R?® — R3 linear tal que:

Im(T) = span{(1,0,—1), (1,2,2)}, onde Im(T) denota a imagem do operador linear
T.



2.

Considere o operador linear 7" : Py (R) — P, (R) definido por

T(p(t) =p"(t) +tp'(t) —p(t), teR
onde Py (R) = {p(t) = a + bt + ct?*; a,b,c € R}.

(a) Determine [T]g a matriz de T em rela¢do a base canodnica B = {1, ¢, t*}.
(b) Verifique se T' ¢é injetor e/ou sobrejetor. Justifique suas respostas.
(c¢) Determine todos os autovalores e autoespacos associados de T

(d) T é diagonalizavel? Em caso positivo encontre uma base D que diagolizada T e

a respectiva matriz diagonal [T]D .

Suponha que U e W sejam subespacos distintos de dimensao 4 de um espaco vetorial

de dimensao 6. Encontre as possiveis dimensoes de U [ W.

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita n. Defina
V¥ ={f : V — R;f éuma funcao linear} C F(V;R) onde F(V;R) = {f : V —

R; f é uma funcao}.

(a) Mostre que V* & um subespago vetorial de F(V;R).

(b) Mostre que dimV* = dimV = n onde dimV denota a dimensdo do espago

vetorial V.

Prove que uma projecao P : F — E, num espaco com produto interno, é ortogonal (isto

é, Nuc(P) = IM(P)') se, e somente se, para todo v € E tem-se (Pv,v — Pv) = 0.
Parte 2: Anélise na Reta

Calcule
lim £ sen(3x)
2—=0 T + sen(2x)



(b) %, onde y = sen(tg(vV1+ x3))

7. Seja f: R — R uma funcao. Dizemos que f é aditiva se satisfaz

flx+y) = fl@)+ fly) Vz,yeR.

(a) Mostre que se f ¢ aditiva entdo f(0) =0e f(—z) = —f(x), Yz € R.
(b) Mostre que se f é aditiva e continua em z = 0 entdo f é continua em R.

(c) Suponha que f seja aditiva e continua e seja ¢ = f(1). Mostre que f(z) = cx para

todo z € R.

1
2% sin (—) , x#£0,
8. Considere g.(z) = z

c, x=0.
(a) Encontre os valores de ¢ para os qualis a fungao g. seja continua em x = 0.

(b) Mostre que, para os valores encontrados em (a), a fungao g. resulta ser diferen-

ciavel para todo x € R mas que ¢’ nao é continua em z = 0.

9. Seja f [0,1] — R uma funcdo continua tal que Vz € [0, 1] tem-se 0 < f(x) < 1. Prove

que existe ¢ € [0,1] tal que f(c) = ¢, isto é, f admite pelo menos um ponto fixo em

0, 1].

10. Seja (an),cny C R uma sequéncia definida por

n4_ n
ap =1 e an+1:(%), n=12....

(a) Mostre que 1 < a, <2, Vn € N,
(b) Mostre que a,1 > a,, Vn € N.
(c) Justifique a existéncia do limite & partir de (a) e (b) e, a partir dai, encontre

lim a,,.
n—oo



