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Instrucoes

Esta prova contem 10 questoes.

Todas as questoes tém o mesmo valor.

Faca as questoes na ordem de sua preferéncia.
Identifique com clareza o espaco onde fizer cada questao.
Justifique seus passos.

Nenhuma consulta é permitida. Em particular, calculadoras e celulares nao
sao permitidos.

A prova pode ser feita a lapis, mas as respostas finais/conclusoes devem ser
feitas a caneta.

Para a corre¢do, serao consideradas apenas as resolucoes nas folhas
folhas de respostas.

Escreva seu nome em cada folha de respostas e enumere as paginas.

O candidato s6 podera deixar o local da prova depois de transcorrida uma
hora do seu inicio, e nao poderé levar a folha de questoes e nem a folha de
respostas.

Tempo méximo da prova: 4 horas.



Parte 1: Algebra Linear

. Encontre uma base do niucleo e outra da imagem de T : My(R) — M(R)
dada por T'(X) = AX + X, onde

A:@g)

. Seja A um operador linear sobre um espacgo vetorial real V' de dimensao 2.
Defina a exponencial de A, e como o operador
A2 A3
A — _ —_
e"=1+A+ o + a0 +...
(a) Prove que a série de poténcias converge para qualquer A nas condigoes
acima.

(b) Prove que se A e B comutam entdo eA*? = e4e¢®. Dé um contraexemplo

que esse fato é falso se A e B nao comutarem.

. Dado um operador linear A definido em um espaco vetorial de dimensao
finita V' diz-se que A é nilpotente se A" = 0 onde A" denota a composta de
A com ele mesmo n vezes. Mostre que A é nilpotente se, e somente se, todos
os seus autovalores forem iguais a zero.

. Prove que se m, n € N sao tais que m < n e fi, fo, ..., f;n sao funcionais
lineares em V' com dimg (V') = n entdo existe um vetor nao nulo z € V tal
que fi(x)=0,i=1,...m.

. Se U ¢é um espaco euclidiano de dimensao finita entao, um operador T €
L(U) & autoadjunto se e somente se a matriz de T com relagdo a uma base
ortonormal de U for simétrica.



Parte 2: Analise Real

. Responda:

(a) Mostre que se »_ |a,| < oo, entdo »_ a,z"™ converge uniformemente em
[—1, 1] para uma fun¢ao continua.

(b) Yo7, L representa uma funcdo continua em [—1,1]?

. Seja Seja f : I — R uma funcao continua em um intervalo I e tal que
f'(x) = 0 para todo z no interior de I. Mostre que f é constante. Dé um
contraexemplo que garanta que o resultado nao é verdadeiro se f nao for
continua em todo o intervalo I.

. Seja f:]0,1] — R uma funcao integravel tal que

/Olf(:c)dx:/ole(:c)dle.

Mostre que fol 2 (z)dx > 3.

. Sejam A C Re f : A — R. Dizemos que f é localmente limitada em x se
existe £ > 0 tal que f restrita a B.(z) N A é limitada.

(a) para A = (0,1) dé exemplo de f localmente limitada que nao seja
limitada em A.

(b) prove que se A & aberto, o conjunto dos pontos x € A tais que f é
localmente limitada em x é aberto;

(c) prove que se A é compacto e f localmente limitada para todo z € A
entao f é limitada em A.

5. Seja f uma funcao definida num intervalo I e n vezes derivavel em xq € [

com f'(z¢) = ... = f"V(x9) =0 e f™(z0) # 0. Mostre que:

(a) Sen émpare f™(zy) > 0, entdo zo é ponto de minimo local de f;
(b) Sen é par e f™(xy) <0, entdo z¢ é ponto de maximo local de f;

(c) Se n & impar, entdo z ndo é extremo local de f.



