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Instrucoes

e FEsta prova contém 10 questoes. Todas as questoes possuem o mesmo valor.

Identifique com clareza o espago onde fizer cada questao.

Justifique seus passos.

Nenhuma consulta é permitida. Em particular, calculadoras e celulares nao sao permitidos.

A prova deve ser feita a caneta.
e Escreva seu nome em cada folha de respostas e enumere as paginas.
e O candidato s6 podera deixar o local da prova depois de transcorrida uma hora do seu inicio.

e Tempo maximo da prova: 4 horas.

Analise Real

Ex. 1 — Seja I =[0,1] e seja uma fungao continua f : I — I. Mostre que existe ¢ € I tal que
f(c) =c.

Ex. 2 — Considere
2 1
f(x) = {x siny sex#0

C sex =0

1. Encontre os valores de ¢ para os quais a funcao f.(x) é continua em x = 0.

2. Mostre que para os valores encontrados em (1) a fungao f. resulta ser diferenciavel para
todo x € R, mas que f, nao é continua em x = 0.

Ex. 3 — Prove que se lim a, =Le lim b,=Le a, <c, < b, para todon € Z.

n—oo n—oo

entao lim ¢, = L. Ou seja, prove o Teorema do Confronto para Sequéncias.
n—oo

Ex. 4 — Prove a féormula de integragao por partes

r u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)] - Jb u’(x)v(x) dx

a a a
onde u e v sdo fun¢des de classe C' no intervalo [a, b] ou seja, sao diferencidveis e suas derivadas
sao continuas em [a, b]



Ex. 5 — Suponha f: R — R continua e que satisfaz:

f(x +y) = f(x) - f(y)

prove que existe « tal que f(x) = o*

Algebra Linear

Ex. 6 — Construa uma transformacao linear T : R* — R? tal que:
Ker(T):<(1»O»1>O))(1v1»0>1)> € Im(T):<(170)1)0)»(])])0)])>

Ex. 7 — Suponha que T seja uma transformagao invertivel com autovalor A e autovetor corres-

pondente v.

1. E verdade que v é autovetor de T~'? Em caso afirmativo, qual é o autovalor correspon-
dente? Se nao, explique por que nao.

2. E verdade que se A* é autovalor de T? entdo A ou —A é autovetor de T? Caso afirmativo,
prove. Se nao, dé um contra-exemplo.

Ex. 8 — Considere uma transformagao linear T : V — W.
1. Mostre que se os vetores T(vq),..., T(vy) € W sao L.I. entao os vetores vi,...,v, € V sao
L.I
2. Mostre que se V. = W e os vetores T(vy),..., T(v,) geram V entdo os vetores vi,...,v, € V
geram V
Ex. 9 — Dado um espago vetorial V munido do produto interno (-, -). E seja W um sub-espaco

proprio de V. Prove que existe W+ C V tal que:
a) Se w; € We wy; € Wt entao (wy,wy) =0
b) O espago vetorial V é soma direta de W e W isto é:

V=waeWw
Ex. 10 — Dado V um espago vetorial tal que dimV = n. Considere m funcionais lineares em
V:
fryeeeyfm
1. Prove que se m < n entdo existe um vetor nao nulo x € V tal que fi(x) = 0 para

i=1,...,m.

2. O que esse resultado implica para a solucao de sistemas lineares?
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