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Men wanted for hazardous journey. Low rages, bitter cold, long months of complete darkness,
isolation and starvation, constant danger, safe return doubtful.'

Ernest Shackleton

Recovery is overrated. What counts in a battle vs what you do when the pain sets in.

'Em 29 de dezembro de 1913, antincio de um jornal britanico, convocando voluntarios para viagem ao Pélo
Sul. Mais de cinco mil inscritos, dentre os quais trés mulheres.
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Corpos e Espacos Vetoriais 1

1.1 Corpos: definigoes fundamentais

Um corpo K é um conjunto nao-vazio dotado de duas operacoes bindrias, denotadas por +
e -, denominadas soma e produto, respectivamente, satisfazendo as seguintes propriedades:

1. A operacao de soma tem as seguintes propriedades:
(a) Comutatividade: para todos a,b €K, a+b=">b+ a.
(b) Associatividade: para todos a,b,c € K vale a4+ (b+¢) = (a +b) + c.
(c¢) Elemento neutro: existe um elemento 0 € K, chamado de elemento nulo, ou zero, tal que
a+ 0 = a para todo a € K.
(d) Inversa: para cada a € K existe um elemento denotado por b com a propriedade a + b = 0.
Esse elemento é mais comumente denotado por —a.

2. A operacao de produto tem as seguintes propriedades:
(a) Comutatividade: para todos a,b € K vale a.b =b.a
(b) Associatividade: para todos a,b,c € K vale a.(b.c) = (a.b).c
(c) Elemento neutro: existe um elemento 1 € K, chamado de unidade, tal que a.1 = a para todo
e K.
Inversa: para cada a € K, a # 0, existe um elemento denotado por b* com a propriedade

= 1. Esse elemento é mais comumente denotado por a~!.

)
b*

3. Distributividade: o produto é distributivo em relagao a adicdo: para todos a,b,c € K
vale a.(b+ ¢) = a.b + a.c. Alguns autores consideram conveniente incluir também a hipétese
de que o elemento neutro e o elemento nulo sao distintos, 1 # 0, pois de outra forma teriamos
K = {0} (Prove!), uma situagao trivial. Note-se que corpos sao grupos comutativos em relagao

a operacao de soma e mondides comutativos em relagao a operagao de produto.

» Obs.1: Um grupo é um conjunto nao-vazio G munido de uma operacao binaria G x G — G,
denominada produto, e de uma operacio G — G (g +— g~') (bijetora) denominada inversa, com
as seguintes propriedades:

1) Associatividade: para todos a,b,c € G vale (a.b).c = a.(b.c)
2) Elemento neutro: existe um elemento e € G, denominado elemento neutro, tal que g.e =
e.g = g para todo g € G. <«

A distributividade é a tnica propriedade listada acima que relaciona as operagoes de soma
e produto. Os elementos de um corpo sao comumente denominados escalares. Por motivos
estruturais, é importante enfatizar que um corpo depende da definicdo do conjunto K e das
operacoes binarias + e - nele definidas, e muitas vezes nos referiremos a um corpo como sendo
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uma tripla (K, +, -). E freqiiente omitir-se o simbolo “” de produto por escalares quando nao
houver confusao.

Em um corpo K sempre vale a.0 = 0 para todo a € K. De fato, como 0 = 0 + 0, segue que
a.0 = a.(0 4+ 0) = a.0 + a.0. Somando-se a ambos os lados o elemento inverso (—a.0), teremos
a.0 + (—a.0) = a.0 + a.0 + (—a.0), ou seja, 0 = a.0 + 0 = .0, como queriamos provar. Pela
comutatividade do produto vale também 0.a = 0 para todo a € K.

> Ex.1: Mostre que o elemento neutro da adig¢ao é tinico <

> Ex.2: Verifique que Q, R e C s@o corpos em relacao as operagoes usuais de soma e produto.

O conjunto das matrizes n x n para qualquer n > 2 com o produto usual de matrizes é um
corpo? Mostre que R[v/2] := {a + bv/2|a,b € R} ndo é um corpo. Mostre que Z e Zg nio sio
corpos. <

> Ex.3: Quais sdo os elementos invertiveis de Zjp com respeito a adigao e a multiplicacao
induzidas? <

1.2 Os corpos Z, (p primo)

Uma relagao de equivaléncia R em um conjunto X é uma relacao (i) reflexiva, (ii) simétrica e
(iii) transitiva, ou seja, (i) xRz, (ii) se Ry entao yRz, e (iii) se zRy e yRz entdo xRz, Vx,y,z €
X. O conjunto de todos os elementos equivalentes a z constituem a classe de equivaléncia de
x, denotada por [z] = {y € X |yRz}. O conjunto dessas classes de equivaléncia é denotado
por X = X/R = {[z]|x € X}, e denominado espago quociente. Uma notacao muita utilizada
para zRy é x ~ y. Um elemento x € [x] ou qualquer outro elemento em [z] é denominado
representante de [z].

Tais classes de equivaléncia sao disjuntas, no sentido de que [z] N[y] = @. Mostraremos que,
se [x]N[y] # @, entao [z] = [y]. Supondo entao que [z]N[y] # &, existe ¢ € [x]N[y] tal que c ~ x
e ¢ ~ y. Por transitividade, z ~ y. Agora mostraremos que [z] C [y], tomando um elemento
arbitrério x1 € [z] temos que z1 ~ x, e como x ~ y, entdo y ~ x1, isto é, x; € [y, e portanto,
[z] C [y]. Analogamente podemos mostrar que [y] C [z], e portanto [z] = [y].

> Exemplo 1: Para n € N, no conjunto dos inteiros Z podemos definir a seguinte relacao de
equivaléncia: a ~b< a—b=kn, k=0,4+1,42,... ou seja, os inteiros a e b sao considerados
equivalentes se diferirem por um miultiplo de n. A classe de equivaléncia de a consiste portanto
no conjunto

[al| ={c€Z|a=c+kn} ={c,ctn,ct2n,c£t3n,...}.

O conjunto das classes de equivaléncia é o conjunto Z,, = Z/ ~, o conjunto dos inteiros médulo
n. Lembramos que, se a,b € Z, dizemos que a é congruente a b médulo n — e denotamos a = b(
mod n) — se n| (a — b). Podemos ainda mostrar que nesse caso, a = b( mod n) se, e somente
se existir um inteiro k tal que a = b + km.

Portanto definimos o conjunto das classes de equivaléncia a partir da relagdo a ~ b <
a=>b (modn). <

> Ex.4: Prove que a ~ b definida por a = b mod n é uma relagdo de equivaléncia. <

> Ex.5: Dado (a,b) € Z X Z, com a,b € Z, defina a relacao R em Z x Z por (a,b)R(c,d) se, e
somente se ad = cb. Mostre que R é uma relagao de equivaléncia. <
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Denotamos também o conjunto Z, = {[0],[1],...,[n — 1]}, com n € N, n > 2, com a soma
definida por [a] +[b] = (a+b) (mod n) = [a+b], para [al, [b] € Z;,,. Podemos também considerar
em Z, uma operagao de produto, definida por [a] e [b] = ab (mod n) = [a.b].

» Teorema 1: Se o conjunto Z, € um corpo com as operagoes acima definidas, entGo n €
um numero primo. <«

Demonstragao: As operagoes de soma e produto definidas acima sdo comutativas, asso-

ciativas e distributivas (justifique!). Sempre vale que [—a] = [n — a], Y[a] € Z,, o que implica
na existéncia de um inverso aditivo. Resta-nos estudar a existéncia de elementos inversos [a] L.
Vamos supor que Z, seja um corpo. Entao [a] € {[2],...,[n — 1]} tem uma inversa em Z,, ou
seja, um numero [b] € {[1],...,[n — 1]} tal que [a] ® [b] = 1. Lembrando a definicdo de produto

em Zi, isso significa que existe um inteiro k£ tal que ab = kn + 1. Mas isso implica b — % =kZ.
Como o lado esquerdo nao ¢ um numero inteiro, o lado direito também nao pode ser. Portanto
n/a nao pode ser inteiro para nenhum a € {2,...,n—1}, ou seja, n nao tem divisores é portanto
¢ um numero primo. W

Os conjuntos Z, tém profundas aplicacbes em teoria de cédigos e relevante também em
outras areas de Algebra e Geometria.

> Exemplo 2: Tome por exemplo n = 7. Neste caso, [4] + [6] = [10] = [3], enquanto que
[6] ® [6] = [6.6] = [36] = [1]. A tabela de multiplicacao para Z; é dada por

LEo 1 2 B (4 [5] [6]] Lo 100 1 27 B (4 [5] [6]]
O | o] [ 2] 8] [4 [5] [6] o | [0] [o] [0o] [0] [0] [0] (0]
A [0 2 (3] 4] [5] [6] [0] Ao [j 2l B8] [4 [5 [6]
2] | (2] 8] [4 [5] [6] [0] [1] 21 (0] 2] [4] [6] 1] 3] [3]
Bl | B] [4] [5] [6] [0 [1] [2] Bl (0] B8] (6] 2] [5] [1] [4]
4 | [4 [5] (6] [0 [ [2 [3] 4 | 0] [4 [ 5] [2] [6] [3]
B B 6] (o] [t [2] [3] [4] B 0] 5] (8 (1] [6] [4] [2]
6 (6] [0 [1 [2] [3] [4] [ (6] | (0] [6] [5] [4] 8] 2] [1]

Os valores de [a]+[b] e [a] @ [b] para Z7 sdo exibidos na intersec¢ao da [a]-ésima linha [b]-ésima
coluna, na tabela apropriada. <

> Ex.6: Faca a tabela multiplicativa de Zg, Zg e Zg, identificando quais sao os respectivos
elementos inversiveis de tais conjuntos <

» Proposicao 1: As operacies @ e e estao bem definidas em Z,, <
Prova: Suponha que [a] = [c] e [b] = [d] em Z,,. Entdo a = c+un e b= d+vn, parau,v € Z

apropriados. Assim,

[a+b] = [c+un+d+wvn]=c+d+ (u+v)n]=[c+d+[(u+v)n]=[c+d +[0] =[c+d]
[a.b] = [(c+un).(d+vn)]=lcd+ (cv+u.d+unwv)n] = [cd] (1.1)

1.3 Isomorfismo entre corpos

Dois corpos (Ky,+,0) e (Kg,+,.) s@o ditos isomorfos se existir uma aplicacao bijetora ¢ :
K; — Kg que preserve as operagoes algébricas de K; e Ky, ou seja, tal que ¢(a+b) = ¢(a)+¢(b),



1. Corpos e Espacos Vetoriais Prof. Roldao da Rocha - CMCC - UFABC (2008) 5

p(aob) = ¢(a).¢(b). Podemos provar que ¢(lxk,) = 1k, e ¢(0k,) = Ok,. Acima, 1k, e Ok, sdo
a unidade multiplicativa e o elemento nulo, respectivamente, de K;, j = 1,2.

> Ex.7: Prove que ¢(—a) = —¢(a) para todo a € K; e que ¢(a!) = (¢(a))~! para todo
a€Ky,a#0g, <

. . . . a
> Ex.8: Considere o conjunto de todas as matrizes reais da forma <b ,com a,b € R.
a

Mostre que esse conjunto é um corpo em relagao as operagoes usuais de soma e produto de
matrizes. Mostre que esse corpo ¢é isomorfo ao corpo C, através da aplicacao

0:C — M(2,R)

(atib) — (Z'f) (1.2)

Considere agora um corpo K com unidade. Para um ntumero natural n, definimos n.1 =
n vezes

—_— o
1+ ---+ 1. Define-se a caracteristica de K — e denotamos por char(K) — como sendo o menor
nimero natural nao-nulo n tal que n.1 = (0. Se um tal niimero nao existir, dizemos que o corpo

tem caracteristica zero.

> Ex.9: Prove que Q,R,C tém caracteristica zero, e prove que Z,, com p primo, tem carac-
teristica p <

> Ex.10: Prove que, quando char(K) # 0, entdo char(K) é sempre um nimero primo <
> Ex.11: Prove que, quando char(K) = p, entao Va,b € K, (a + b)P = aP +b. <

> Ex.12: : Sejam a,b € K. Quais das seguintes relacoes plausiveis sao necessariamente
verdadeiras? Prove ou justifique.

1. 0.a=0
2. (-1).a=—-a
3. (—a).(=b) =a.b

4. 14140

ot

.Sea#0eb#0entao ab# 0

<

> Ex.13: Dado um isomorfismo de corpos ¢ : (Ky, +,*) — (Kg, +,.), mostre que
1. ¢(0x,) = Ok,
2. Se 1k, denota a identidade de Kj, entao a identidade em Ky é dada por ¢(1k, ).
3. (a") = (8la))"

4. ¢ : Ky — K; existe e também é isomorfismo.
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5. Se (Ks,H,) é um corpo, e se ¢ : (Ko, +,.) — (Ks,H,) é isomorfismo, entao ¢ o ¢ :
(Ky, 4+, %) — (Ks,H, ) é também um isomorfismo

<

1.4 QOutras estruturas algébricas

Considere elementos a, b, c em um conjunto S, e as seguintes propriedades:

Al) a+b=b+a

M2) (a.b).c = a.(b.c)

Jde € S tal que e.ca =a.e=a

A2) (a+b)+c=a+(b+c¢)
A3) IzeStalquez+a=a+z2=a
A4) paracadaa € S, Ja* € Stalquea+a*=a*+a=z
M1) a.b=
)
)

M3
M4) para cada a € S tal que a # z, 3da’ € S tal que a.a’ =d’.a=¢
D) a.(b+c¢)=ab+ace (a+b).c=a.c+bc
Z) Se a.b =z entado a = z ou b = z (ou ambos).

Usamos as palavras zero e identidade para descrever os elementos z e e respectivamente. Qual-
quer elemento a € S (incluindo a = z) para o qual existe b # 0 tal que a.b = z ou b.a = 0 é
chamado de divisor de zero. Substituimos as notacoes 0,1, —a, a~! respectivamente por z, e, a*
a' para evitarmos atribuir inconscientemente algumas propriedades que decorrem das definicoes,
mas nao sao axiomas e devem ser provadas. A seguinte tabela ilustra as diversas estruturas

algébricas advindas do conjunto S equipado com as operagoes binarias + e -:

[ Ar] A2] A3 A4 M2 D M1 M3[ M4 | Z | (S, +) |
° ° . . ° . — — — — anel
° ° ° ° ° ° ° — — — anel comutativo
° ° ° ° ° ° — ° — - anel unital
° ° ° ° ° ° — — - ° anel sem divisores de zero
° ° ° ° ° . ° ° — - anel comutativo unital
° ° ° ° ° ° ° — — e || anel comutativo sem divisores de zero
° ° ° ° ° ° — ° — ° anel unital sem divisores de zero
° ° ° ° ° ° ° ° — ° anel de integridade
° ° ° ° ° ° — ° ° ° anel de divisao
[ ] [ ] [} [ ] [ ] [} [ ] [} [ ] [ ] COI‘pO

Um exemplo de anel bastante utilizado é o anel dos polinémios.

> Ex.14: Prove que as propriedades M4 e Z nao sao satifeitas para Z, quando n é um inteiro
composto. Prove que todas as outras propriedades sdo satisfeitas <
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» Teorema 2: Seja p um inteiro positivo primo. Entdo Z, satisfaz as propriedades M4 e Z
|

Prova: a) Suponha que [a] € Z,, onde [a] # [0]. Entdo p { a em Z, e portanto (p,a)=L.

Portanto, existem r,s € Z tais que rp + sa = 1. Entao [1]=[rp + sa] = [sa] = [s] e [a]. Logo
[s] ® [a] = [a] @ [s] =1, e Z, satisfaz M4.

b) Agora suponha que [b], [c] € Z, tais que [b] ® [c] = 0. Ou [b] = [0] e ndo had mais nada a se
provar, ou [b] # [0]. Pela parte a) da prova, entdo existe [t]€ Z, tal que [t] o [b] = [1]. Entao,
[0] = [t] @ [0] = [t] ® ([b] ® [c]) = ([t] @ [b]) ® [c] = [1] ® [¢c] = [¢]. Portanto quando assumimos que

[b] ® [c] = [0] concluimos ou que [b] = [0] ou que [c] = [0], e portanto a propriedade Z ¢ satisfeita
para Z, B

1.5 Espacgos Vetoriais

Um espago vetorial V' sobre um corpo K é um conjunto de elementos chamados vetores,
munido de uma operacao aditiva +: V' x V — V, denominada soma vetorial, e também de um
produto por escalares -: K x V — V com as seguintes propriedades:

1) A cada par u,v € V de vetores, é associado um elemento u + v € V, denominado soma
de u e v, com as seguintes propriedades:
(a) A soma é comutativa: u + v = v + u para todos u,v € V
(b) A soma é associativa: u + (v +w) = (u + v) + w para todos u,v,w € V
(c) Existe um vetor denotado por 0, denominado vetor nulo, tal que v+ 0 = u para todo u € V'
(d) A cada u € V existe associado um unico vetor denotado por —u tal que u 4 (—u) =0

2) A cada par a € K, u € V existe associado um vetor denotado por a.u € V', denominado
produto de u por a, de forma que
(a) O produto por escalares é associativo: a.(b.u) = (ab).u, para todos a,b € K e u € V, onde
ab é o produto de a por b em K.
(b) 1.u = u para todo u € V, onde 1 denota a unidade de K.
(¢) O produto por escalares é distributivo em relagao a soma de vetores: a.(u + v) = a.u + a.v,
para todo a € K e todos u,v € V.
(d) O produto por escalares é distributivo em relagao a soma de escalares: (a+b).u = a.u+ b.u,
para todos a,b € K e todo u € V.

> Ex.15: Prove que os espacos vetoriais sao grupos comutativos em relacao a operagao de
soma <

Os elementos de um corpo sobre os quais um espagco vetorial se constitui sao freqiientemente
denominados escalares. Usamos o simbolo “+” tanto para a operagao de adigao do corpo K
quanto para a operacao de adi¢ao do espago vetorial V', ainda que se trate de operacoes distintas.
Igualmente usamos o mesmo simbolo “0” para designar o vetor nulo de V' e o elemento nulo de

K.

> Ex.16: Mostre que, usando os postulados acima, que 0.4 = 0 para todo v € V', onde, o 0 do

lado esquerdo representa o zero do corpo K e o do lado direito o vetor nulo de V. Em seguida,
prove que para todo a € K e todo u € V vale (—a).u = —(a.u), sendo que —a denota a inversa
aditiva de @ em K e —(a.u) denota a inversa aditiva de a.u € V' <
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> Ex.17: Prove que:

1.

<

Se K é um corpo, entao K é um espacgo vetorial sobre K com as mesmas operagoes de soma
e produto definidas em K.

. Se K é um corpo e L é um subcorpo de K (ou seja, um subconjunto de K que é por si s6

um corpo com as operagoes definidas em K), entdo K é um espago vetorial sobre L.

Se K é um corpo, o produto Cartesiano K" = {(k1,...,kn),k; € K,j =1,...,n} é um
espaco vetorial sobre K com a operagao de soma definida por (ki,...,kp) + (l1,...,1ln) =
(k1 +li,...,kn + ly) e o produto por escalares por a.(ki,...,k,) = (aki,...,ak,) para
todo a € K. O vetor nulo é o vetor (0, ..., 0).

. O conjunto M, x,,(K), de todas as matrizes m x n cujos elementos de matriz pertencem a

K, é um espago vetorial sobre K, com a soma sendo a soma usual de matrizes e o produto
por escalares sendo o produto usual de matrizes por nimeros escalares. O vetor nulo é a
matriz nula <«

> Ex.18: Determine se os seguintes conjuntos sao espacos vetoriais:

1.

2.

<

K = C, V = C, com soma usual, e multiplicacdo definida por aev = a?v, Vv € V e a € K.

K = C, V = C, com soma usual, e multiplicagdo definida por a e v = (Re a)v, Vv € V e
aeK

O conjunto de todas as fungoes pares.

. O conjunto de todas as func¢oes impares.

> Ex.19: Considere o conjunto R com a operagao de soma usual, um corpo Z,, com p primo

e o produto Z, x R — R, a € Z, e x € R dada pelo produto usual em R. Essa estrutura define

um espaco vetorial? Justifique <

1.5.1 Subespacos Vetoriais

Um subconjunto U # & de um espago vetorial V' é dito ser um subespaco vetorial de V se e

somente se, dados a,b € K e u,v € U, au + bv € U. Subespagos sao nesse sentido fechados com

relagdo a combinagoes lineares. Adicionalmente, o conjunto {0} é elemento de todo subespago

de V. De fato, se U é subespaco vetorial de V', entao se w é um elemento arbitrario de U, entao
0.weU,ejaque0.w=0, entao 0 € U para todo U C V.

> Ex.20: Considere V = C? e os seguintes conjuntos U C V consistindo dos vetores (a, b, c),

onde a, b, c € C tais que

1.

2.

3.

a=20
b=0

a+b=1
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4. a+b=0
5. a+b>0
6. a e R

Em quais desses casos U é subespago vetorial de V7 <

> Ex.21: Considere V' como sendo o espaco vetorial complexo dos polinomios de grau n e
U C V consistindo dos polinémios p(t) sobre um corpo K tais que:

1. possuem grau trés
2. 2p(0) = p(1)
3. p(t) > 0 sempre que 0 <t <1
4. p(t) =p(1 —t),Vt e K
Em quais desses casos U é subespaco vetorial de V? <

> Ex.22: Em um corpo finito Z,, p primo, calcule o nimero de subespacos vetoriais de
dimensao j em um Zy-espago vetorial (Z,)" <

> Ex.23: Prove que a intersecgao de subespacos vetoriais é um subespago vetorial <

> Ex.24: Prove que os unicos subespagos de R, sao o préprio R e o subspago nulo. Mostre
que todos os subespacos de R? sdo o préprio R?, o subespaco nulo ou o subespaco consistindo
de um miltiplo de um vetor fixo em R%. <

1.5.2 Bases de um Espaco Vetorial

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Um conjunto finito vy,...,v, € V de vetores
¢ dito ser linearmente dependente se existir um conjunto de escalares a1, ..., a, € K, nem todos
nulos, tais que ajv; + - -+ + apv, = 0. Um conjunto arbitrario de vetores é dito ser linearmente
independente se nao possuir nenhum subconjunto finito que seja linearmente dependente.

Para um conjunto finito de vetores {v1,...,v,} C V e de escalares {ai,...,a,} C K, uma
expressao como ajv; + - - - + apv, é dita ser uma combinagao linear dos vetores v;.

Considerando agora um conjunto de vetores U C V', o espago gerado por U (“linear span”)
de U denotado por spany, (U), ou (U), é o conjunto de todos os vetores de V' que podem ser
escritos como uma combinacao linear finita de elementos de U.

Denotando um conjunto arbitrario nao-vazio de indices por J, uma base em um espago
vetorial V' é um conjunto A = {v;,7 € J} de vetores linearmente independentes que geram V'
(qualquer vetor v € V' pode ser escrito de modo tinico como uma combinagcao linear de elementos
de A). Um espaco vetorial é dito ser de dimensao finita se possuir uma base finita. Se um espago
vetorial V' tem dimensao finita, sua dimensao é definida como sendo o nimero de elementos de
sua base.

> Ex.25: Dois conjuntos disjuntos de R? podem gerar o mesmo espaco vetorial? Qual é em
R3 o espaco gerado pelo conjunto {(1,1,1),(0,1,1),(1,0,0)}? <
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> Exemplo 3: V = C" sobre C e V = R" sobre R s&o ambos espacos vetoriais de dimensao

finita n, enquanto que V = C"™ sobre R é espaco vetorial de dimensao finita 2n. Isso mostra a
dependéncia da dimensao com o corpo utilizado. Esse conceito serd bastante utilizado quando
falarmos de produto tensorial <

> Exemplo 4: Os polinémios de uma varidvel real com coeficientes complexos P, (t) = a,t™ +
c-Fait+ag, t € R, a; € C, é polinébmio de grau n quando a, # 0 <

> Exemplo 5: V = R sobre o corpo dos reais. O conjunto dos reais sobre o corpo dos
reais é um espago vetorial de dimensao 1, pois qualquer elemento v € R pode ser escrito como
v =wv.1, onde {1} é o tnico elemento da base de R. Ao considerarmos V' = R sobre o corpo Q
dos racionais, tal espago vetorial nao possui dimensao finita, pois nao existe um conjunto finito
{z1,..., 2y} de nimeros reais tais que todo = € R possa ser escrito como x = q1x1+ -+ - + g Tm,
onde ¢; € Q. Como Q é um conjunto contavel, a colecao de nlimeros que podem ser escritos como
o lado direito é uma colecao contavel e tem a mesma cardinalidade de Q™, porém o conjunto R
nao é contavel <

» Teorema 3: Se em um espago vetorial V existir um conjunto {v;} de n vetores linearmente
independentes, entao a dimensdo de V é maior ou igual an <«

Prova: Suponhamos por absurdo que exista uma base B = {uj,...,ux} em V com k < n.
Entao podemos escrever v; = ajuy + - - -+ axuy pois B é uma base e pelo menos ag # 0, portanto

Up = (ak)fl(’l)l —aiuy — - — ak,luk,l) (13)

Analogamente temos que vy = byuj +- - -+ bguy e usando a Eq.(1.3) escrevemos vg = ciul +- - -+
Cr—1ugp—1 + div1. Os ¢; ndo podem ser todos nulos, senao vy = dyv1, contrariando a hipétese de
que os {v;} sao L.I.. Suponhamos que cj_; seja o elemento nao-nulo, podemos escrever ug_1
como uma combinacao linear envolvendo {ui,...,up_2} e os vetores vy e va. Apds k passos
provamos que vg41 = 191 + - - - + ok, contrariando a hipotese de que os v; sao L.I.. B

> Ex.26: Se K é um corpo com p elementos, quantas bases existem em K"? <

Vimos que o espaco V' tem dimensao finita se ele possui uma base finita. Duas bases quaisquer
de V' tém o mesmo numero (finito) de elementos.

> Ex.27: Prove as seguintes afirmagdes: a) O conjunto de vetores {e1,...,e,} é L.D. se e
somente se pelo menos um dos vetores e; for combinagao linear dos outros.
b) Se o conjunto {ej,...,e,} é L.I. e o conjunto {ey,...,en,ent1} é L.D., entdo e,y; é com-
binagao linear de ey, ..., e, <

> Ex.28: Considere K, _1[x] o espaco dos polinémios na varidvel z que tém grau menor ou
igual a n — 1, com coeficientes em um corpo K. Verifique que:
a) O conjunto {1,z,...,2" 1} forma uma base de K,_1[z], e as coordenadas de um polinémio
f € K,—1]x] em tal base sdo seus coeficientes.
b) O conjunto {1,z — a,(z — a)?,...,(r — a)"~'} forma uma base de K,,_1[z]. Se char(K)=
p > n, entdo os coeficientes de um polinémio f sao {f(a), f'(a),..., %}
¢) Sejam a1, ..., an € K elementos distintos dois a dois. Seja g;() = [[,;(z—a;)(a; —a;j)~L. Os
polinémios g1(x), ..., gn(x) formam uma base de K,,_1[z] — denominada base de interpolagao
— e as coordenadas do polindémio f nessa base é {f(a1),..., f(an)} <
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» Obs.2: Dado U = {ey,...,e,} um conjunto finito de vetores em V, e W = {e;,,...,¢€;, }
um conjunto L.I. de U, dizemos que W é maximal se cada elemento de U puder ser escrito como
uma combinagao linear dos elementos de W «

» Proposicao 2: Qualquer conjunto {ei,...,en,} C S maximal L.I. € uma base do espago
gerado (S) de S <

Prova: Mostraremos que qualquer vetor em (S) pode ser escrito como uma combinagao linear
de ey, ea,. .., e Por definigdo, qualquer vetor em (S) pode ser expresso como uma combinagao
linear de vetores em S. Qualquer vetor v € S pode ser expresso com uma combinacao linear
de ej,e9,...,ex. Parav € {e1,...,e,} C 8, isso é 6bvio. Para v ¢ {ej,...,e,}, sabemos que
um vetor v pode ser expresso como qualquer combinagao linear de eq,...,e, se, e somente se
v,eq,...,e, sao L.D.. Portanto segue o enunciado

Aplicando as consideracoes do Lema anterior a .S =V, obtemos o
» Teorema 4: Qualquer conjunto de vetores L.I. em V pode ser completado a uma base <

Em particular, qualquer 0 # v € V estd contido em alguma base de V', e qualquer conjunto
de n vetores L.I. em um espaco vetorial V' n-dimensional forma uma base de V.

» Teorema 5: Qualquer subespaco vetorial U de um espago vetorial de dimensdo finita V
também possui dimensao finita, e dim U < dim V. Além disso, se U # V, entdo dim U < dim
V «

Prova: Seja {ey,..., e} um sistema maximal de vetores L.I. em U. {ey,...,e;} é uma base de
Uedim U = k. O conjunto L.I. {eq,...,er} pode ser completado a uma base de V, ese U # V,
entao dim V > k£

> Ex.29: Dados U, W subespacos vetoriais de V', para quais espacos vetoriais V' temos vélida
a propriedade VN (U+W)=VNU+VNIW? <

> Ex.30: Prove que se U é um subespaco de V e dim U = dim V < oo, entao U =V <
1.5.3 Transformacoes Lineares

Considere U e V espagos vetoriais sobre um corpo K. Um mapa ¢ : U — V é dito ser
linear se Vu,v € U, a € K, tivermos ¢(au) = ap(u) e ¢p(u+v) = ¢(u) + ¢(v). Uma aplicacao
linear ¢ um homomorfismo de grupos aditivos. Com efeito, ¢(0) = ¢(0.0) = 0.¢(0) = 0 e
o(—u) = ¢((—1).u) = —¢p(u). Denotamos por Hom(U, V') o conjunto dos homomorfismos entre
UelV.

> Ex.31: Mostre que os mapas de homotetia f : V' — V, definidos por f(u) = a.u,Va € K,u €
V', sao transformagoes lineares <

Dizemos que dois K-espagos vetoriais U, V' sdo isomorfos se o homomorfismo ¢ : U — V for
uma aplicacao bijetiva. A aplicacdo ¢ é denominada isomorfismo entre U e V.

» Proposicao 3: Sejam U,V espacos vetoriais sobre um corpo K, e considere {e1,...,e,} CU
e {hi,...,hn} CV dois conjuntos de vetores com o mesmo nimero de elementos. Entdo, se
(e1,...,en) coincide com U, existe somente uma aplicagio v : U — V tal que ¥(e;) = h;, para
todo i entre 1 e n. Além disso, se {ei,...,en} for L.I. — e neste caso {e1,...,e,} forma uma

base de U — entao a aplicagdo i existe, e é um isomorfismo <
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Prova: Sejam v e ¢’ dois mapas tais que ¢(e;) = ¢'(e;) = h;. Considere o mapa ¢ = ¥—1’, onde
(W —1")(e;) = Y(e;) — ' (e;). Verifique que ¢ : U — V é linear, e dado uw = aye1+---+ane, € U,
temos que ¢(u) = 0. Portanto ¥ (u) = ¢'(u),Vu € U, logo ¢ = ¢)'. Agora, ja que cada elemento
de u € U pode ser unicamente representado na forma v = aje1+- - - +apey, definimos ¢ : U — V
por ¥(ajer + -+ + aneyn) = bihy + - -+ + byhy,. Prove que tal aplicacao é linear B

> Ex.32: Mostre que o conjunto Hom(U, V') é um espaco vetorial <

> Exemplo 6: Seja ¢ € Hom(U,V) um mapa bijetivo, e portanto existe £~ : V. — U.
Mostraremos que ! é linear. J4 que & é bijetiva, existem vetores — unicamente definidos —
ur,uz € U tais que V' 3 v; = £(u;). Das expressoes &(uj +uz) = &(ur)+&(u) e {(aur) = a&(ur),
aplicamos ¢! em ambos os lados dessas duas expressdes, e portanto ui +us = £ (E(u1)+E&(us))
e auy =& (a&(uy)). Portanto, E71(v1) + £ Hwg) = €1 (v1 +v2) e a &1 (v1) =€ L avy) <

> Ex.33: Mostre que se ¢ é uma aplicagao linear, entdao ¢" (¥n € N) também é linear <
» Proposicao 4: Qualquer K-espago vetorial V' n-dimensional € isomorfo a K" <

Prova: Seja {ej,...,e,} uma base de V. Considere o mapa ¢ : V' — K" que associa a cada
vetor v € V', a n-upla (a1, ...,a,) de coordenadas do vetor v na base {e;}. Tal mapa é bijetivo.
Agora, se v = aje1 + -+ - + anén, € u = brey + - - - + bpe,, entao

u+v=_(ar+bi)er+ -+ (an+byn)en
Av = (Aar)er + -+ (Aap)en

Portanto ¢ é isomorfismo W

» Teorema 6: Dois K-espacos vetoriais U,V de dimensdo finita sao isomorfos se, e somente
se eles possuem a mesma dimensao <

Prova: O isomorfismo ¢ : U — V leva a base de U na base de V, e portanto dim U = dim
V. Reciprocamente, considere dim U = dim V. Considere {ey,...,e,} C U e {h1,...,h,} C
V' respectivamente bases de U e V. A expressao ¢(aje; + -+ + anen) = bihy + -+ + byhy,
define uma aplicacao linear de U em V', de acordo com o Lema. Além disso ¢ é bijetiva, pois
ater + -+ ape, = ¢ L(brhy + -+ byhy,) B

» Obs.3: Na demonstragao acima tomamos o isomorfismo ¢ : U — V, e se {e1,...,e,} é
base de U, entao {¢(e1),...,¢(en)} é base de V, portanto dim U = dim V. Reciprocamente,
provamos no Teorema acima que qualquer K-espaco vetorial V' n-dimensional é isomorfo a K",
e portanto esses espacos também sao isomorfos entre si, por relagao de equivaléncia «

1.5.4 Bandeiras

Um dos métodos padrao para se estudar conjuntos S que possuem estruturas algébricas é
por meio de seqiiéncias de subconjuntos — ou cadeias crescentes — Sg C S1 C So C .... No
formalismo dos espagos vetoriais, uma seqiiéncia estritamente crescente de subespacos (supondo
dim V = n), correspondendo a filtracao Vy C V4 C ... C V, em V é denominada bandeira. O
ndmero r é denominado comprimento da bandeira Vo C V4 C ... C V,.. A bandeira V; C V5 C
... C V, é dita ser mazimal se Vp = {0}, U;_, Vi = V, e um subespago nao pode ser inserido
entre V; e Viy1: se V; C M C Vj4q, entdo ou V; = M ou M = Vj;41. Quando r = n, entao dim



1. Corpos e Espagos Vetoriais Prof. Roldao da Rocha - CMCC - UFABC (2008) 13

V; = i para todo i (1< ¢ < n), e a bandeira é denominada completa. Neste caso a bandeira é
uma série de composicao de V.

Denominamos assinatura da bandeira Vy C Vi C ... C V,, a seqiiéncia {dim Vp, dim Vi,...,
dim V,}.

Uma bandeira de comprimento n pode ser construida a partir de qualquer base do espago
V, definindo-se Vy = {0} e V; = span {ej,...,e;}, para i > 1. Tal bandeira é maximal e tal
construgao nos fornece todas as bandeiras maximais.

» Teorema 7: A dimensdo do espago vetorial V' € igual a dimensao de qualquer bandeira
mazimal de V <

Prova: Seja Vy C Vi C V4, C ... uma bandeira maximal em V. Para todo i > 1, tomamos
um vetor e; € V;\V;_1 e mostraremos que {eq,...,e;} formam uma base de V;. Primeiramente,
spanyy, {e1,...,ei—1} C Vi_1, e e; ¢ V;_1, portanto segue-se por indugao sobre i (ja que e; # 0),
que {eq,...,e;} é L.I. para todo i.

Agora, por indugao em ¢ mostramos que {ei,...,e;} gera V;. Assuma que tal afirmacao seja
verdadeira para i — 1 e seja M = spany, {e1,...,e;}. Entao V;_1 C M de acordo com a hipétese
de indugdo e V;_1 # M, ja que e; ¢ V;_1. A definigao de maximalidade de uma bandeira implica
que M =V;,.

SeVpc Vi c Vo C...CV, =V éuma bandeira maximal finita em V, entdo de acordo
com o que ja foi mostrado, os vetores {ej,...,e,}, onde e; € V;\V;_1, forma uma base de V tal
que dim V = n. Se V contém uma bandeira maximal infinita, entao essa construcao fornece um
nimero arbitrariamente grande de conjuntos de vetores em V', e portanto V possui dimensao
infinita W

> Ex.34: Prove que qualquer bandeira em um espaco V de dimensao finita pode ser estendida
a bandeira maximal, e seu comprimento nao excede a dim V <

> Ex.35: Mostre que em uma bandeira Vo C Vj C --- C V,., verifica-se que 0 < dim Vj < dim
Vi<--<dimV,<n<«

Uma bandeira de qualquer comprimento pode ser obtida a partir de uma bandeira completa,
quando eliminamos alguns subespagos vetoriais apropriados. Reciprocamente, qualquer bandeira
pode ser completada, inserindo também subespacos vetoriais apropriados. Em geral isso pode
ser feita de maneiras alternativas.

> Ex.36: Complete a seguinte bandeira de R3:
{0} c R? (plano-zy) C R3, de duas maneiras diferentes <

Sejam V e W dois K-espagos, com bases {ej,ea,...,e,} e {f1, fo,..., fn} respectivamente.
Uma transformagao ¢ : V. — W é denominada uma transformagao (ou aplicacdo) linear se
d(au+bv) = ap(u)+bp(v), Va,b € K, u,v € V. A matriz A € M,,xn(K) de ¢ em relagao as bases
acima tem elementos A;; tais que ¢(e;) = arifi + - + amifm, @ = 1,...,n. (Isto é, as colunas
de A sao as coordenadas dos vetores ¢(eq),. .., d(e,) em relacao a base {f1, fo,..., fn} C W.

1.6 Espaco Dual e Funcionais Lineares

Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Uma aplicagdo « : V — K, definida sobre todo
V, é dita ser um funcional linear se a(au + bv) = aa(u) + ba(v), Vu,v € V e para todo a,b € K.
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» Ex.32: Mostre que, de acordo com a definicdo acima, para qualquer funcional linear «
temos que a(0) =0 «

O conjunto de todos os funcionais lineares de V em K é denominado espago dual de V e
denotado V*. O conjunto V* é um espago vetorial (sobre K), ao definirmos (ac + bf3)(u) :=
alau) + p(bu), Vo, 3 € V¥, a,be Kju e V.

> Ex.37: Prove que V* é espago vetorial sobre K <

O vetor nulo de V* é o funcional linear que associa trivialmente todo vetor de V a zero:
a(u) =0,Yu e V.

> Exemplo 7: Sejam aq,...,a, € Kescalares. Definimos ¢ : K" — K a aplicagao ¢(z1,...,z,) =
a1x1+ -+ apTy. A matriz de ¢ é (aq,...,a,) em relagao a base usual de K" e & base {1} de K.
Notamos que todas as funcoes lineares sobre K™ sao dessa forma, e se x = x1e1+- - -+xpe, € K7,
entdo ¢(x) = x1p(e1) + -+ - + xpp(eyn). Denote ¢(e;) = a; <

> Ex.38: Defina um funcional a € (C?)* tal que a(1,1) = 0. Defina um funcional a em (C3)*
tal que a(1,1,1) =0e «(1,,3) =0. <

> Ex.39: Considere um funcional linear sobre um C-espago vetorial. Tal funcional pode
assumir somente valores reais? <

> Ex.40: Seja Cla,b] o espaco das funcoes continuas, f : [a,b] — R. Definimos ¢(f) =
f; f(t)dt. Prove que ¢ é um funcional linear <

O seguinte teorema é verdadeiro e serd implicitamente usado varias vezes no que segue.

» Teorema 8: Seja um espaco vetorial V sobre um corpo K. Se um vetor v tem a propriedade
que o(v) = 0 para todo o € V* entio v =0 <«

Prova: Seja B uma base em V. Para cada elemento u € B podemos associar um funcional
linear ay,, definido como

ay(v) =vy, Yo eV (1.4)

onde, como todo v € V' pode ser escrito como uma combinacao linear finita de elementos de B,
podemos sempre escrever v = v, u + v’, onde v é uma combinacao linear finita de elementos de
B, e v, € K. Além disso, v, = 0, caso u nao compareca na decomposicdo de v em uma soma
finita de elementos de B).

> Ex.41: Mostre que, para cada u € B, ay, : V — K dada pela Eq.(1.4) é um funcional linear
<

Seja ent@o v um vetor como no enunciado do teorema. Se a(v) = 0 para todo a € V*, vale
obviamente que oy, (v) = 0, para todo u € B. Isso implica que v = 0. |

> Ex.42: Considere o espago das matrizes n x n M(n, K). Denotando as componentes de
A € M(n,K) por {A;;}, defina o trago da matriz como sendo o operador

Tr: M(n,K) — K

A = ZAii:A11+A22+"'+Ann
i=1
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1. Mostre que Tr é um funcional linear sobre M(n, K).
2. Dadas matrizes A, B € M(n,K), mostre que Tr(AB) = Tr(BA).
3. Mostre que nao existem matrizes A, B € M(n, K) tais que AB — BA = I,xp,

4. Exiba operadores A, B € End(W), onde W é um espago vetorial de dimensao infinita,
onde AB — BA = Idw

5. Suponha que AB — BA = I. Mostre que A™B — BA™ = mA™ !, m e N.

<

» Proposicao 5: Sedim V =n, entdodim V* =neV ~V* 4

Prova: Seja {e1,...,e,} uma base de V. Para cada i, 1 < i < n, existe um tnico e’ € V*
tal que €’(ej) = d;j, j = 1,...,n. Os funcionais €', ..., e" sdo L.L.: se a = ajel + - a,e”, entdo
ale) =Y, ajel(e;) = aet(e;) = ;. Suponhamos o = 0, logo a;; = 0,7 = 1,...,n. O conjunto
{el,...,e"} forma uma base de V*: se a € V*, entdo a(e;) = oy, e @ = ajel + -+ + ape™. A

base {e/} é dita base dual de {¢;} W

> Coroldrio 1: Utilizando a notagao acima, a = > 1, a(e;)e’ e v = Y €(v)e;, para cada

a € V¥ ev e V. De fato, seja a = Y " | a;e'. As coordenadas «; sdo tnicas, dadas por
a(e;) = a;. Analogamente, se v = 1 be;, entao e’ (v) = bjel(ej) = b; <

» Obs.4: O isomorfismo (entre espagos vetoriais) V' ~ V* nao é candnico ou natural, no sentido
que tal isomorfismo depende da escolha de bases. Se mudamos de base em V, o isomorfismo
também ¢é modificado. <«

> Exemplo 8: Suponha V tal que dim V' = 1, para qualquer 0 # e; € V, o conjunto {e;}
é base de V. Considere a base dual {e'} C V*, que satisfaz por definicio e!(e;) = 1. Dado
a € K\{0}, tome outra base {ae;} de V, portanto {a~'el} C V* é a base dual associada. Mas
—1,1

e

os mapas lineares ¢ : e; — el e ¢, : ae; — a sdo diferentes no caso onde a? # 1 <

A todo espago vetorial V' estd naturalmente associado o espaco dual V* de V. Ja vimos que
esse espaco é o conjunto dos funcionais lineares o : V' — K — também denominados covetores.
Além disso os covetores e'(i = 1,...,n) foram definidos como

i ) L, =y,
e(eﬂ'):éj:{ 0, i#j.

Segue-se que os covetores {e'} formam uma base para V*. As coordenadas de um covetor

arbitrério  nessa base sao dadas pelo valor de o na base {e;} de V.. De fato, dado v = Y 1, v'e;,
entdo a(v) = a(X 1 vie;) = Y0 via(e) = Y0, via;.

> Ex.43: Seja {e1,e2,e3} uma base de V = R3 dada por e; = (1,0,1)7, e = (1,1,-1)T e
es = (0,1,2). Seja o € V* o covetor dado por a(e;) =4, a(ez) =1, a(ez) = 1. Determine a(v)
)T

para v = (a,b,c)” e expresse & em termos da base canénica de R3<



1. Corpos e Espagos Vetoriais Prof. Roldao da Rocha - CMCC - UFABC (2008) 16

Como V* é um espago vetorial, é natural nos perguntarmos se podemos definir também um
espaco dual ao espago V*. Isso é possivel, e para tal definimos os funcionais lineares
T:V = (VY
v = T,: V" — K

a — av) (1.5)

Nesse sentido, temos que 7,(a) = a(v). Obviamente 7, : V* — R. A soma desses funcionais
lineares ¢ dada por 7, + 7, = Ty+y € a multiplicagao por um escalar por a7, = T(qy). Nao € dificil
vermos que dim (V*)* = dim V. O resultado fundamental aqui é:

» Teorema 9: Os espagos vetoriais V e (V*)* sdo (canonicamente) isomorfos <

Prova: Pela defini¢io, dados a,b € K, u,v € V e o, 3 € V*, entdo T(qy4pw) (@) = a(au + bv) =
ac(u) + bB(v) = ary(a) + bry(a). Portanto 7, é elemento de (V*)* e é linear. Como dim V' =
dim V* = dim (V*)*, ent@o 7 é isomorfismo de V em (V*)* R

> Ex.44: Prove que se dim V < oo, entao toda base de V* é a dual de alguma base de V' <
> Ex.45: Seja dim V < oo e ¢ € (V*)*. Mostre que 3! v € V tal que ¢(a) = av), Va € V <

» Obs.5: E sabido que todos os espagos vetoriais com a mesma dimensao sao isomorfos, mas
o resultado aqui é mais forte: existe um isomorfismo natural (canoénico) entre V' e (V*)* dado
por 7. J& vimos que para um espaco vetorial V e o seu dual V* nao existe um isomorfismo
natural (no sentido discutido acima). Precisamos de uma estrutura a mais para definirmos o
isomorfismo entre estes espagos, e essa estrutura adicional é chamada uma correlacao. Para
tanto precisamos munir V' com uma métrica, i.e., uma forma bilinear simétrica nao-degenerada.
<

Considere agora um subespago U C V, definimos o anulador (ou aniquilador) de U:
U={aecV*|al) =0,Yve U} (1.6)
> Ex.46: Mostre que U é subespaco de V*. Se U = {0}, entao U= V* se U =V, entao
U={0}cCcV*«
» Lema 1: dim U =dim V— dim U <

Prova: Seja {e1,...,e,} uma base de V tal que U = (e1,...,e;). Se {e!,...,e"} é uma
base de V*, entdo U = (1, ... ") A

J& que sabemos identificar os espacos V' e (V*)*, o aniquilador de um subespago Z € V* estd
em V. Por defini¢do, Z = {r, € (V*)* | 7y(a) = a(v) =0 ,Ya € Z}.

» Teorema 10: U ~ U, para todo subespaco U C'V <
Prova: U = (7¢,, ... JTep) = (€1,...,e,) = U. O isomorfismo U é canénico
> Ex.47: Dado um K-espago vetorial V', mostre que se U C V, entao VcU«

> Ex.48: Sejam U; e U subespagos de um K-espago vetorial V. Mostre que (U; N Us) =
Ui+ U, «
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1.7 Ncleo e Imagem

Considere ¢ € Hom(U, V). O conjunto ker ¢ = {u € U | ¢p(u) = 0} C U é denominado nicleo
de ¢, e o conjunto Im ¢ = {v € V|Ju € U, p(u) = v} C V é denominado imagem de ¢.

> Ex.49: Seja A € End(R?) definida por: A(x1,x2,23) = (11 — 22 + 223, 271 + 22, —21 — 222 +
2x3). Verifique que A é uma transformagao linear e determine a imagem e o posto de A <

> Ex.50: Mostre que ker ¢ e Im ¢ sao respectivamente subespacos vetoriais de U e V' <
» Teorema 11: ¢ € Hom(U,V) € injetiva se, e somente se, ker ¢ = {0} <

Prova: Suponha que ker ¢ = {0}. Entao ¢(u;) = ¢(u2) = d(u1 — u2) = ¢(u1) — ¢(uz) =0
e u; — ug € ker ¢, o que implica que u; — us = 0, ou seja, u; = us. Reciprocamente, se u € ker
¢, entdo ¢(u) =0 = ¢(0) = u =0, logo ker ¢ = {0} W

> Ex.51: Mostre que ¢ € Hom(U, V) é injetiva se, e somente se, ¢ leva vetores L.I. em U em
vetores L.I. de V' <

» Obs.6: Vimos que um homomorfismo ¢ : U — V é uma aplicacao que preserva estruturas
algébricas, no sentido de que Yu,v € U, a € K, ¢(au + v) = ap(u) + ¢(v). Um homomorfismo
que possui o nicleo trivial — e portanto injetivo — é denominado monomorfismo (ou imersao).
No caso em que ¢p(U) = V, e portanto ¢ é sobrejetivo, ¢ é denominado um epimorfismo. Ainda,
denominamos por endomorfismo todo elemento ¢ € Hom(V, V)= End(V'), e por automorfismo
um isomorfismo ¢ : V' — V (isomorfismo do mesmo espago) <«

> Ex.52: No espago K, [z] dos polindémios na varidvel x, considere as aplicagdes ¢, 9 € End(V)
definidos por

(a0 + a1z 4 -+ apz™) = ay+asx+ -+ apt" !
Plao+maz+ - +apz") = apx+ a1z’ + -+ ant"t!

Mostre que powy =1 e o¢p # 1. A aplicagdo ¢ possui inversa? <

» Teorema 12: (Teorema do Nicleo e da Imagem) Seja U um espago vetorial de dimensao
finita e ¢ € Hom(U, V). Entao ker ¢ e Im ¢ tém dimensao finita, e dim ker ¢ + dim Im ¢ =
dim U «

Prova: ker ¢ tem dimenséao finita, ja que ker ¢ é subespaco vetorial de U. Tome uma base
{e1,...,em} de ker ¢ e estenda esta base a uma base {ei,...,em,€m+1,...,Emin} de todo o
espaco U. Mostraremos que os vetores ¢(€m+1), - - -, @(€mtn) formam uma base de Im ¢.

Qualquer vetor em Im ¢ possui a forma

m—+n m—+n
¢ (Z ai6i> = ) ai(e), (1.7)
i=1 i=m+1

pois Z;n:l ajp(e;) =0, jaque {er,...,en} Cker(¢), o que significa que ¢(e1) =0 =--- = ¢(em).
Portanto, ¢(€m+1), - - -, (€m+n) geram Im ¢. Seja agora a combinagao linear Z?Eﬁﬂ a;o(e;) =

0. Entao, ¢ (Z;E;;‘H aie;) = 0, o que significa que E?:TTH aje; € ker ¢, i.e., Z;E;;ZH aje; =

> jei(a))ej, pois {e1,...,em} é base de ker ¢. Mas ¢ (ZZZZ’H aie;) = 0 86 ¢ possivel se todos

os coeficientes a;,al forem nulos, pois {e1,...,em,€m+1,-..,emin} € base de U. Portanto os

vetores ¢(em41)s -« - @(€min) sd@o LI, pois em particular os a; sdo nulos B
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> Corolario 2: Temos que dim U = dim Im ¢ se, e somente se dim ker ¢ = 0, i.e., ker ¢ =
{0}. Neste caso, ¢ é injetiva e também sobrejetiva, i.e., ¢ é isomorfismo <

Um subespago de dimensao n — 1 de um K-espaco V' de dimensao n é denominado de
hiperplano — ou subespago de codimensao 1. Se 0 # a € V* e se dim V = n, entdo dim Im «
=1edim ker « = n — 1, pois Im a = K, e dim K = 1. O teorema do Nicleo e da Imagem nos

diz que dim ker o = n — 1.

» Obs.7: Quando a dimensao de V ¢ infinita, um hiperplano é um subespago U C V tal que
U#V,ese W éum subespaco, U CW C V,entao W =V ou W = U, o que caracteriza U
como um subespaco proprio maximal de V' <«

» Teorema 13: Se 0 # a € V*, entdo ker a € hiperplano em V. Reciprocamente, todo
hiperplano de V' € o nicleo de um funcional o € V* (v nao € unico). <

Prova: Dado 0 # « € V*, existe v € V tal que a # 0. Seja u € V, definamos a = a(u)/a(v).
Entao w = u — av € ker «, pois a(w) = a(u — av) = a(u) — aa(v) = 0. Portanto u = w + av €
(ker av + (v)), e portanto ker « é hiperplano. Reciprocamente, seja ker o um hiperplano em V,
e seja v € V\ ker a. Entdo, j& que ker o é subespaco préprio maximal de V', temos que V =
ker a + (v), e cada u € V tem a representagdo u = w + av, a € K e w € ker a.. Se tivéssemos
u=w+av,d € Kew € ker a, entdo (a —a')v =w —w. Se a —a’ # 0, temos v € ker a, 0

que nao é possivel. Portanto a =ad' e w =w'

> Ex.53: Seja V = M(n,K). Prove que End(V) ~ (End(V))* (Dica: Prove que para qualquer
a € V* existe uma unica matriz A € V' com a propriedade de que a(X) = Tr(AX), VX € V).
<

1.8 Soma Direta

Considere {V;}7_, subespacos vetoriais de um K-espaco vetorial V. Dizemos que V é soma
direta de Vi,...,V, se todo v € V puder ser representado da forma v = >, v;, onde v; € V;.

Se isso ocorrer, escrevemos

V=ToVo -oV,=EPV
=1

> Exemplo 9: Considere {ej,...,e,} uma base de V e seja V; = (e;). Entao V = @' ,V;. E
claro que quando V = @ ,V; entdao V = > | V;. A reciproca nao é verdadeira. <

Mais geralmente, se tivermos uma colecao finita de espagos vetoriais Vi, ..., V, sobre um
mesmo corpo K procedemos analogamente, primeiro definindo o grupo abeliano Vi & --- @V, e
depois definindo a multiplicacao por escalares por a(vy @ -+ @ vy,) = (avy) ® - - ® (avy), com
aceKevi®--Puv, e V1@---BV,. O espago vetorial (sobre K) assim definido é denotado
por‘/l@K"'@KVn-

> Ex.54: Mostre que dados v; € V;, as aplicagoes

p-VieWV)dVs — ViaV,dVs
(v +v2)+vs +— G((v1 +v2)+v3) =01 + V2 + U3 (1.8)
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v:Vie(VheW) -Viehels
v+ (va +v3) — Y(vr+ (v2+v3)) =v] + vy + U3 (1.9)

sao isomorfismos (canoénicos) <

> Ex.55: Sejam Vj e Vi subespagcos vetoriais de V', com V4 N Vo = {0}. Defina a aplicacao
linear

p:VixVo — ViV

(v1,v2) +— @(vi,v2) =vi +v2, v €V, 12 €V

Prove que ¢ é um isomorfismo. <

Agora, se V) NV, # {0}, defina a aplicagao linear

p:VixVa — Vi+V;

(vi,v2) = vit+uvy, v €V, eV

¢ é sobrejetiva, o que implica que dim Im ¢ = dim (V; 4+ V3). Além disso, ker ¢ = {(v, —v)|v €
VinVsa}. A aplicagao

Pp:VinVe — kero

v = (v,—v)
é um isomorfismo (Prove!). Portanto,

dimV; +dimVe = dim(Vj x V3)
= dimker ¢ + Im(¢), pelo Teorema do Nicleo e da Imagem,
= dimker ¢ + dim(V; + V3)
= dim(Vi NVe) + dim(V; + Va)

> Ex.56: Dados U; e Us subespagos vetoriais de U tais que Uy NUs = {0}, mostre que By U By
é base de Uy @ Us, onde By é base de Uy e By é base de Us. <

» Teorema 14: Sejam {V;}I; C V subespagos vetoriais de um K-espago vetorial V. Entdo
V =@} ,V; se, e somente se valer qualquer uma das sequintes condigoes:

a) V=>",Vie V]ﬂ(Z#JVZ) ={0}, Vj=1,...,n.

b)) V=>" Vied dimV;, =dim V (aqui assumimos que dimV =n < c0). <

Prova: a) A unicidade da representacao de qualquer vetor v € V na forma ) ., v; € V
é equivalente & unicidade do vetor 0 € V. Com efeito, se > ;v; = > ' v, entdo 0 =
i1 (v; — vf) e vice-versa. Se existir uma representagao nao-trivial de 0 = Y | (v; — v}), na
qual, digamos, v; — vg- # 0, entao v; — v} € Z#j Vin (Z#]‘ Vi), e portanto a condi¢ao a) nao é
mais valida.

b) Se V.= @' Vi, entao y ;" V; =V e > | dim V; > dim V, pois U, V; = V e portanto
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contém uma base de V. Pelo Teorema anterior — que diz que dim Vj dim V5 = dim (V4 NV3)
+ dim (V1 + V2) — aplicado aos subespacos Vj e > 2 Vi, temos

dim [ V;n () Vi) | +dimV = dimV; + dim(> _Vj)
i#] i#]
Mas a assercao a) nos diz que dim (V} N (Zi# Vl)) = 0. Ademais, se ) i, V; = @I, V}, entdo
> +; Vi = @iz;Vi, e, por indugao, provamos que

dim [ Y Vi | =) dimV;.
i#] i#]
Portanto, dim )", V; = dim V.

Reciprocamente, se dim ;" ; V; = dim V, entdo a unido das bases de todos os V; consiste
de dim V elementos, e gera todo o K-espaco vetorial V', sendo portanto uma base de V. Com
efeito, uma representacao nao-trivial do vetor 0 € V na forma ) ., v; € V forneceria uma
combinacao nula nao-trivial de elementos da base, o que seria impossivel B

Dizemos que uma aplicacio linear P : V — V é um operador de projecio se P> = PoP = P.

. .~ n . n - : Ty
Podemos associar n operadores de projecao {P;}7_; a soma direta @, _; V; da seguinte maneira:
para quaisquer v; € Vj,

n
Pi E ’Uj = Uy
Jj=1

Os mapas P; estao bem definidos, ja que v € V pode ser unicamente representado por v =
2?21 vj, vj € V;. A linearidade de P; e a propriedade P? = P, seguem diretamente da definicio.
Evidentemente, V; = Im P;.

> Ex.57: a) Verifique que P;P; =0, se i # j.

b) Prove que > " | P, =1 <

> Ex.58: Quando a soma de dois operadores de projegao é novamente um operador de projecao?
<

> Ex.59: Dado ¢ € Hom(U,V) tal que ¢*(1 — ¢) = 0, ¢ é idempotente? Tal condigio é
equivalente a ¢(1 — ¢)? = 0?7 <

» Teorema 15: Sejam Pi,..., P, : V — V um conjunto finito de operadores de projecao
satisfazendo as condi¢oes PiP; = 0, se i # j, e y - P, = I. Seja V; = Im P;. Entao,
V=B Vi «
Prova: Aplicando-se o operador I = > "' | P; a cada vetor v € V, obtemos v = > | P;(v),
onde P;(v) € V;. Portanto V = E?:l Vi. Para mostrar que essa soma é uma soma direta,
pelo critério a) do Teorema anterior, considere v € V; N (ZZ oy Vi>. A definicao dos espacos
Vi = Im P; implica que existem vetores vy, ..., v, tais que v = P;j(v;), pois em particular se

veV;N (Zi# Vi>, isso significa que v € V; =Im Py e v € 3, . Pi(v;). Portanto,

v=Pj(vj) = Y Pi(v).
oy
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Aplicando P; a igualdade acima, e usando que Pj2 = P;, P,P; =0, ¢ # j, obtemos

P;P;(vj) = Pj(v;) = > _ P;Pi(v;) =0. (1.10)
i#£]

Provamos que dado um vetor v € V; N <Zi¢j VZ> arbitrario, entdo v = 0, o que significa que
Vin (Z#j V;) = {0}, e portanto pelo critério a) do Teorema 14, segue-se que (), V; = {0} W

» Obs.8: Se dim V = n < oo, entao para qualquer subespago Vi C V, existe um subespago
Vo Cc V tal que V = V] @& V5. Dizemos que Vs é o complemento direto de V. «

Podemos definir somas diretas de operadores lineares, considerando U = @ U; e V =
@?:1 Vi e ¢ : U — V uma aplicacao linear tal que ¢(U;) = V;. Denotamos por ¢; : U; — V; o
mapa linear induzido, e escrevemos ¢ = ;. ; ¢;. Escolhendo bases de U e V como a respectiva
uniao de bases de U; e V;, a matriz de ¢ é a uniao de blocos diagonais.

> Ex.60: Considere V; C Vo C --- C V,, uma bandeira em um K-espaco vetorial de dimensao

finita, onde m; = dim V;. Prove que, dada uma outra bandeira V{ C Vj C --- C V! tal que m} =
dim V/, entdo existe ¢ € Aut(V) que leva uma bandeira na outra se, e somente se, m; = m,,
Vi<i<n«

» Teorema 16: Seja P € End(V). Se P2 =P, entioV =ker P& Im P «

Prova: Para todo v € V, podemos escrever v = P(v) + (v — P(v)). Um cdlculo imediato mostra
que (v — P(v)) € ker P, e portanto V' = ker P + Im P. Se u € ker PN Im P, temos que
P(u) =0e P(u) = u, pois Yu € Im(P), temos que u = P(w), para algum w € V', o que significa
que P(u) = P(P(w)) = P(w) = u. Portantou =0e¢ V =ker P® Im P W

> Ex.61: Considere uma involucio w € End(V) (isto é, w? = I). Defina os conjuntos Vi =
{veV|wl)=v}eVa={veV|ww) =—v}. Mostre que V; e V5 sdo subespagos vetoriais de
VequeV =V, @ Va. Mostre que para todo v = v 4 v2, onde v, € V, (a = 1,2), temos que
w(v) = vy — vy, e que P = £(w+I) é a projegdo sobre V; paralelamente a V5 <

> Ex.62: Considere K,[z] o conjunto dos polindémios de grau menor igual que n, sobre um corpo

K. Mostre que o conjunto de todos os polindémios pares K¥[z] (p(x) = p(—z)) e o conjunto de
todos os polinomios impares K?[z] (p(z) = —p(—=2)) sdo subespacos vetoriais. Mostre também
que Kn[z] = K [z] & KD [2] <

1.9 Espacos Quocientes

Considere um subespago vetorial U C V. Existem geralmente varios subespagos W C V
tais que WNU = {0} e W+ U = V. Em outras palavras, U pode ter diversos complementos,
e nao ha uma maneira natural de escolher qualquer um desses complementos. Contudo, existe
uma construgao natural que associa a U e V' um novo espago que para fins praticos desempenha
o papel de complemento de U em relagdo a V. A vantagem formal que essa construcao possui
sobre qualquer outra que possa descrever um complemento arbitrario de U é que ela tem um
carater natural, e em particular nao depende da escolha de uma base.

Suponha por exemplo V = R? e U = {(z,y) |y = 0} o eixo-z. Cada complemento de U é
uma linha — que nao seja o eixo-r — através da origem. Observando que cada complemento
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possui a propriedade de que a Unica intersecao com o eixo-z consta de um tnico ponto, a idéia
que paira sobre espacos quocientes neste caso é podermos construir todo o R? a partir de linhas
horizontais.

Voltando agora ao caso mais geral, se v € V', o conjunto v+ U que consiste de todos os vetores
v+ u, u € U, é denominado classe lateral de U. No exemplo do paragrafo anterior, as classes
laterais sao linhas horizontais. Pelo que vimos na Secao (1.2) podemos ter v1 + U = vy + U,
mesmo que v # va.

Dado um subespago vetorial U C V', as translacoes de U por um vetor v € V' correspondem
ao conjunto

v+U={v+u|ueU}.
Tais translagoes nao sao, necessariamente, subespacos vetoriais de V, e sao denominadas subvar-
tedades lineares.
» Definicao 1: Dados U C V um subespaco vetorial e v1,v9 € V', dizemos que vy é congruente
a vy médulo U se v1 — vg € U e escrevemos v1 = ve (mod U) ou v1 = vy (U) ou vy % va. A

congruéncia médulo U é uma relacao de equivaléncia sobre V. (Mostre!) «

» Obs.9: Sev € V, a classe lateral de v é dadapor v ={w e V]|v—w e U} = {v+w|w e U}.
Por essa razao indicamos v = {v 4+ U |v € V}. «

» Definigdo 2: A colegao de todas as classes laterais de U serd indicada por V/U. Dados
v1,v2 € V e a € K, definimos a soma e multiplica¢do por escalar como: a) v3 4+ U3 = v1 + v9
b) av; = av; «

A fim de verificarmos que a definicao estd correta, devemos mostrar que a soma e mul-
tiplicacao por escalar independem dos representantes, e dependem exclusivamente das classes
laterais. Suponha que v3(= v1 + U) = wi(= wy + U). Pela definigdo, v — w1 = uy € U e
v9g — w9 = ug € U. Portanto,

vitve=(v1+v2)+U = (wi+w)+u+us+U
= (w1 4+wy)+U

= wi+ w2
Agora, como vy — wy = u; € U, entao avy — awy = au; € U e portanto

avi =av1 +U = awi+au; +U
= aw +U

= awq

Isso mostra que a soma e multiplicacao por escalar dependem somente das classes laterais e
estao bem definidas. O espago vetorial V/U assim obtido é denominado espago quociente de V'
por U.

» Obs.10: O vetor nulo 0 de V/U ¢é a classe de equivaléncia que consiste de 0 = {0+ U} =U.
<

> Ex.63: Mostre que o conjunto V/U é um espago vetorial sobre o corpo K com as operagoes
definidas acima <
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» Definigao 3: A transformagao

TV — V/U

¢ denominada projecao canonica. <«

Podemos provar que m € Hom(V,V/U) e que ker m = U e Im m = V/U. De fato, dados u,v € V
e a € K, temos que m(au+v) =au+v+U =a(u+U) +v+U = an(u) + 7(v). Além disso,
ker m ={v eV |n(v)=0=0+U = U}, e portanto v € U. Podemos dai demonstrar o

» Proposicao 6: Se V' tem dimensao finita, entdo dim V/U =dim V — dim U <«

Prova: Em relacao a aplicagao candnica 7w : V — V/U, jd que ker 1 = U e Im 7 = V/U, pelo
Teorema do Ntcleo e da Imagem, temos que dim ker 7 + dim Im 7 = dim V, e portanto dim

U + dim V/U = dim V. Portanto,

(dim V/U = dim V — dim U |

» Obs.11: O ndmero dim V/U é geralmente denominado codimensao do subespago vetorial
U em V, e denotado por codim U ou codimy U«

» Definigao 4: Sejam W,V dois K-espagos vetoriais. Dado ¢ € Hom(W, V), a coimagem e o
conicleo de ¢ sao definidos por

coim ¢ = W/ker ¢, coker ¢ = V/Im ¢

A coimagem e o contcleo estao bem definidos, no sentido de que Im ¢ é subespago de V', enquanto
ker ¢ é subespaco vetorial de W.
Definimos também o indice de ¢ como sendo o nimero

ind ¢ = dim coker ¢ — dim ker ¢
<
No caso onde V e W possuem dimensao finita, obtemos do Teorema acima, que
ind¢ = (dimV —dimIm ¢) — (dim W — dim Im ¢)
= dimV —dim W
Nesse caso, o indice de um operador ¢ € Hom(W, V') somente depende dos espagos V e W.

> Ex.64: Prove que ind ¢ = 0, V¢ € Aut(V), onde V é um K-espaco vetorial de dimensao
finita <

Vimos que existe um epimorfismo natural (canénico) m entre V' e o espaco quociente V/U,
que mapeia v € V a sua classe de equivaléncia v = [v]. O nicleo de tal epimorfismo é o subespago
U. Definimos a seqiiéncia exata

0—>U—V "% V/U—0
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1.9.1 Teoremas de Isomorfismos

O Teorema a seguir diz que dado um homomorfismo ¢ : V — U entre dois K-espagos
vetoriais, entao

’V/ker o ~ Imgo‘

» Teorema 17: Seja ¢ € Hom(V,U) tal que o(V) = U. Entao existe um unico isomorfismo
@ :V/ker p — U tal que p = @om, onde w:V — V/ker ¢ € a projecao canénica 4

Prova: Note que 7 : V — V/ker p e ¢ : V/ker ¢ — U, e portanto p = ponm:V — U = (V).
Defina a aplicacao induzida
@:Vikerp — U=¢(V)
v=v+kery — @)
Primeiramente devemos verificar se ¢ é, de fato, bem definida. Com efeito, dados vy,ve € V e

portanto v; = v + ker ¢, va = vy + ker ¢ € V /ker ¢, se v1 = vy, significa que v; + ker p =
U2 = vy + ker . Dal, existe w € ker ¢ tal que v1 = vo + w. Segue-se que

(01) = p(v1) = pva+w) = p(v2) + p(w), pois ¢ € Hom(V,U)
= ¢(v2) + 0, pois w € ker ¢

= ¢(v2) = p(v2)

i

Portanto a funcao ¢ estd bem definida.

A fim de provar que @ é isomorfismo, resta agora provar que @ é bijetiva e linear. Por
construcao @ é linear, pois é a composi¢ao de duas aplicacoes lineares.

Para ver que ¢ é sobrejetiva, como ¢(v) = ¢(v) e ja que ¢(V/ker p) = (V) = U, entao a
funcao @ : V/ker ¢ — U contempla todo o espaco de chegada U.

Agora para provar que ¢ é injetiva, mostraremos que ker ¢ = 0. Por definicao,

ker o = {v € V/kerp|p(v) =0}
fo+Eerp|p(v) = 0}
= {v+kery|vekeryp}
ker ¢
= 04 kery
= 0 (1.11)

Ja demonstramos que se o nicleo de uma aplicagdo consistir somente do elemento zero, entao
tal aplicacao € injetiva. Portanto @ é bijetiva e linear, sendo portanto um isomorfismo. Resta
mostrar que tal isomorfismo é inico. Suponha que existam dois isomorfismos ¢ : V/ker ¢ — U
e ¢o : V/ker ¢ — U, ambos com a propriedade ¢(v) = ¢(v). Entao, para todo v € V,
01(0) —@2(v) = p(v) —¢(v) = 0, e portanto (@1 —@2)(v) = 0, Yo € V/ker . Conseqiientemente,
p1—p2=0ep1=¢p2=00



1. Corpos e Espagos Vetoriais Prof. Roldao da Rocha - CMCC - UFABC (2008) 25

O Teorema acima demonstrado pode ser ilustrado pelo seguinte diagrama:

¥

V U

P\ 2

V/ker ¢
» Obs.12: Esse Teorema é mais conhecido como o 1° Teorema dos Homomorfismos. Aqui ele
é enunciado em termos de espagos vetoriais por se tratarem de grupos abelianos com relagao a

soma.
> Exemplo 10: Ao tomarmos a projecdo P : R"*! — R” dada por P(z1,%2,...,Zn, Tni1) =
(x1,22,...,2n,0), podemos ver que ker P = (0,0,...,0,z,+1) ~ R e portanto pelo teorema acima,

considerando-se V = R"*!, temos que Im (P) = R", e portanto, segue-se que
R*" /R =R"
<
> Ex.65: Mostre que R"/RP ~ R" P para todop=0,1,...,n <
A seguir enunciaremos e demonstraremos o chamado 2° Teorema dos Homomorfismos «

» Teorema 18: Considere V1,Vo CV dois subespagos vetoriais de V. Entdo

VitV W
Vo VinV,
<
Prova: Defina a aplicacao
c:Vi — Vl‘—g‘é

vy = vt+Ve, Yy eV, i=1,2
Ja que v1 + Vo = 71, entdo o é um epimorfismo, pois sendo sobrejetiva, dados a € K e wy € Vi,

J(aU1+w1) = av1 + w1 = avy] +wy

= ao(vy) +o(wr)

e portanto o é linear. Agora provaremos que ker o = V3 N V. Por um lado, ker 0 = {v; €
Vilo(vy) =0 =0+ V2}. Mas o(v1) = v1 + Va, o que implica que vy deve estar em V5 também.
Portanto dado v € ker o, necessariamente v € V3 N Vs, Reciprocamente, dado v € Vi N Vs, entao
o(v) =v+ Va =Va =0, pois em particular v € V. Portanto ker o = V1 N V5.

A partir do 1° Teorema dos Isomorfismos, sabemos que para o € Hom(Vy, (Vi + V3)/V3)
segue-se que Vi /ker 0 ~ Imo, pelo Teorema 17. Como ker 0 = Vi NVa e Im o = (V] + V3)/ Vs,

portanto
Vi+Ve W

Vs R ZEeRZ) ’
> Ex.66: Dados Vi, Vs subespacos vetoriais de V', explicite o Segundo Teorema dos Isomorfis-

mos quando V; é o eixo-z e Vs é 0 eixo-y <
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> Ex.67: Suponha que um K-espaco vetorial V' possa ser escrito como V = V; @& V5. Considere

a aplicacao canonica

k:Vi —

v =

Mostre que « é um isomorfismo <

> Ex.68: Dado U um subespago vetorial de um K-espago vetorial V', mostre que (V/U)* ~ U
<



Operadores Lineares e Dualidade 2

2.1 Preliminares

Uma aplicagao linear ¢ : W — V é unicamente determinada pelas imagens dos vetores da
base de U. Com efeito, dada uma base {e;} de W, para todo vetor v =, a;e; temos

p(v) = Zai¢(€i)

Se v; € V sao vetores arbitrarios, entdao ¢ : W — V definido como ¢(v) = a;v; é linear, e
¢(e;) = v;. Considerando ¢ : K" — K™ um mapa linear, aplicando ¢ a ej,ea,...,e, € K",
temos que

¢(ej) - (a1j7a2j7 cee 7amj)T S Km, ] = 1, 2, o, n.
A matrix do operador ¢ na base {e;} é a matriz (a;;) determinada por ¢(e;) = >, a;je;.

» Definicao 5: Um subespaco vetorial U C V é invariante com respeito a um operador linear
¢ € End(V)se p(U) CU <

A restri¢do ¢ |y de ¢ ao subespago invariante U é uma aplicagao linear em U. Se escolhemos
uma base {e1,...,e,} de V, tal que U = (ey,...,ex) — 0 que é sempre possivel — entéo a
matriz de ¢ tem a forma

(A B ) (2.1)
0 C
onde A é a matriz do operador ¢|y na base {ei,...,er}, C é uma matriz de ordem n — k e B é
uma matriz k x (n — k).

No caso em que V =U @& W, onde U e W sao dois subespagos invariantes, se {ej,...,ex} é
base de U e {ej+1,...,en} é base de W, entdo {ey,...,e,} é base de V, e nessa base podemos

escrever a representacao matricial de ¢ como

(0 ¢)

onde A é a matriz do operador ¢|y na base {ej,...,er} e C é a matriz do operador ¢|; na base
{€k+1,.-.,en}t. Mais geralmente, se pudermos cindir V' como a soma direta de k subespacos
invariantes V =V, ® Vo & - - - ® V},, entao na base de V, formada por bases dos subespacos V;, a
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matriz de ¢ é da forma

A, 0 - 0
0 A, 0
0o 0 - A,

onde A; é a matriz do operador ¢|y;.

> Exemplo 11: A rotacdo de um vetor por um angulo # é um operador linear em R?. Em
uma base ortonormal sua matriz é dada por

cosf) —sind
I1(0) =
() (sin& cosf )

. ~ . . {0
Em particular, uma rotagdo de /2 nessa base corresponde a matriz (1

0 ) Encontremos a

matriz de tal operador na base

el = 2e

6/2 = e —ey

A matriz mudanga de base B é dada por

. (0 . ) gl (1/2 1/2)
2 1 10
a2 )0 (424 )

> Ex.69: Seja ¢ : K3 — K3 dada por ¢(x,y,2) = (v + 2, —2x + 3y, —x + 2y + 42). A matriz de
¢ em relacdo a base candnica de K? é dada por

Portanto

<

1
-2
-1

N = O
= O =

Seja uma outra base {f1, fo, f3} de R? dada por fi = (1,0,1), fo = (=1,2,1) e f3 = (2,1,1).
Determine a matriz de ¢ na base {f;}<

> Exemplo 12: Similarmente, a rotacdo em torno de um eixo por um angulo 8 é um operador
linear em R3®. Numa base ortonormal {e1, e2,e3} tal que e3 seja colinear com o eixo de rotagao,

(6) o
0 1

Isso concorda com a maneira pela qual R? é cindido na soma direta R = (e1,e3) @ (e3) <

o operador tem a seguinte forma:
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2.2 Transformacoes Gradiente e Contragradiente

A diferenca entre vetores e covetores pode ser bem explorada considerando-se, por exemplo,
o efeito de uma mudanca de base. Vamos considerar uma mudanca 8B B, B descrita por
e = Y i) BYjei. Um vetor v tem coordenadas {v'} na base B e coordenadas {v'} na base B/, de
modo que v = Y, vle; = Y, v'%]. A relagio entre essas coordenadas é portanto v/ =Y, B]%v”'.

Sejam agora B* = {e'} e B = {e} as bases respectivamente duais as bases B = {e;}
e B’ = {el}, respectivamente. Temos portanto e’(e;) = e"(¢;) = dij. Como vimos acima, as
coordenadas de um funcional o € V* nas bases B* e B sao dadas pelo valor desse funcional
nas bases B e B/, respectivamente. Logo a = a;e! = afe’* onde o; = ale;) e o = a(el). Se
e =Y B'jei entdao oy = Y7, BYa; e dai e/ =) B’¢". Em resumo, numa mudangca de base as
coordenadas de um covetor transformam-se da mesma maneira que os vetores da base, ou seja,
enquanto que as coordenadas de um vetor transformam-se da mesma maneira que os covetores
da base dual.

As vezes se denomina a transformacgao dos vetores da base de gradiente e a transformacao
das coordenadas de contragradiente. Segundo essa denominacao entao os vetores da base dual se
transformam de maneira contragradiente enquanto as coordenadas dos covetores se transformam

de maneira gradiente.

2.3 Funcionais Bilineares

Os axiomas de espago vetorial nao incorporam a geometria dos vetores no espago euclidiano
pois nao ha como se definir comprimento e angulo entre vetores sem introduzir o conceito de
métrica no seu espaco. Consideramos nesta Se¢ao fungoes que generalizam o produto interno.

» Defini¢ao 6: Um funcional bilinear (ou forma bilinear) em um K-espago vetorial V' é uma
fungdo g : V x V — K que é linear em cada argumento <«

Por bilinearidade entendemos a linearidade em cada um dos argumentos da aplicacao, ou seja,
dados a,b € K e u,v,w € V, entao g(av + bu,w) = ag(v,w) + bg(u,w) e g(v,au + bw) =
ag(v,u) + bg(v,w).

> Exemplo 13: O produto interno em R? é uma funcio bilinear em R3. A funcdo g(f1, f2) =
f: fi(x) fo(x)dx é uma funcao bilinear em Cfa,b]. J4 a funcdo g(X,Y) = Tr(XY') é uma funcao
bilinear no espago M(n,K) <

O niicleo de uma fungao bilinear g é o subespaco ker g = {v € V' |g(u,v) = 0, Yu € V}.
Dizemos que g é ndo-degenerada se ker g = {0}.

Pode-se mostrar que o funcional bilinear g é nao-degenerado se e somente se para cada vetor
v # 0 existir um vetor u # 0 tal que g(v,u) # 0.

O espaco vetorial equipado com um funcional bilinear g : V x V' — K é dito um espago com
produto escalar. A quantidade g(v,u) é muitas vezes chamada produto escalar entre os vetores
vewu. Se g(v,u) =0 dizemos que os vetores v e u sdo ortogonais em relagdo a g. Num caso
arbitrario um vetor nao-nulo v pode ser ortogonal a si préprio, ou seja, g(v,v) = 0. Tais vetores
sao ditos isotropicos.

Um funcional bilinear ¢g é dito simétrico se g(v,u) = g(u,v). Um espago vetorial equipado
com um funcional bilinear simétrico é dito um espaco quadrético. Um funcional bilinear simétrico
é completamente determinado pela forma quadratica Q(v) = g(v,v) através do processo de
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polarizacao. De fato, usando a propriedade de bilinearidade para calcularmos Q(v + u) =
g(v + u,v + u), podemos escrever

9(0,0) = L (Q(v -+ ) ~ Q) — Q(u).

Formalmente, dizemos que uma forma quadratica é um par (V,Q) onde V é um K-espago
vetorial de dimensao finita e Q : V — K é a aplicagdo que satisfaz as seguintes propriedades:
a) Q(av) = a®?Q(v), Va e K,v €V
b) O mapa g(v,u) = 3(Q(v +u) — Q(v) — Q(u)) é bilinear.

Um funcional bilinear é dito anti-simétrico quando o denotaremos por o, se o(v,u) =
—o(u,v). Um espago vetorial equipado com um funcional bilinear anti-simétrico (nado-degenerado)
¢ dito um espaco simplético. E imediato que em um espaco simplético todos os vetores sao
isotrépicos.

» Obs.13: E comum definirmos formas quadréticas somente para corpos K com char(K) # 2
<

Um funcional bilinear h : V x V — K é dito alternado quando h(u,u) = 0, para todo u € V.

> Ex.70: Mostre que toda forma bilinear alternada é também anti-simétrica. Prove que quando
char(K) = 2 toda forma bilinear anti-simétrica é também simétrica, e portanto identicamente
nula <

Definimos o complemento ortogonal de um subespago U (com respeito a ¢g) como sendo o
subespaco
Ut ={veV]|gluv)=0, YuecU}

Em particular, ker g = V*.

» Proposicao 7: Se g € ndo-degenerada, entdo

dimU* = dimV — dim U e |UHt=U
<
Prova: Fixe uma base {ei,...,e;} de U. Entao
Ut ={veV]|gle,v)=0,i=1,2,...,k}
Agora,

k k
Z)\ig(ei,v) =g (Z )\iei,v)
i=1 i=1

e portanto tal combinacao linear é nula se e somente se A; = 0, pois g é nao-degenerada.
Portanto, dim U+ = n — k, onde n = dim V. Assim, dim (UX)* =n — (n — k) = k = dim U.
Como g(u,v) =0,se v € U e w € UL, entdo v € (UL)*, e portanto (UH)L =U W
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2.3.1 Correlagao

Uma correlagdo é uma aplicacao linear 7 : V' — V*. Uma correlacdo define naturalmente
um funcional bilinear g : V x V — K através de

g(v,u) = 7(v)(u)

Se ker 7 = {0} a correlacao é dita nao-degenerada. Dizemos também que V e o funcional
bilinear associado a 7 sao nao-degenerados. Como dim V = dim V*, se ker 7 = {0} entao 7 é
um isomorfismo, ou seja, uma correlacao nao-degenerada estabelece um isomorfismo entre um
espaco vetorial e o seu dual.

Em um espago simplético temos que o(v,u) = —o(u,v) e portanto a correlagdo T nesse caso
satisfaz a relagdo 7(v)(u) = —7(u)(v).

Ao longo deste texto iremos considerar apenas espagos quadraticos e faremos uso consideravel
das correlacoes simétricas 7 : V. — V* e 771 : V* — V. Nesse caso iremos usar uma outra
notacao para essas correlagoes:

bV -V, R VAR V4

de modo que b = §7! e § = b~1. Estes isomorfismos serdo chamados isomorfismos musicais [7].

Escreveremos geralmente

v =b(v), af=4(a)

Por definicao temos portanto

V() = glv,u),  glaf,v) = a(v)

Para v =), vie; e u = > u’e; podemos escrever g(v,u) = Eij gijviuj, onde g;; = g(e;, e5) =
gji- Como v,(u) = vy;u', onde v,; sdo as componentes do covetor v, na base {e;}, ou seja, v, =
vy;€et, segue que v,; = > j gijvj. Equivalentemente temos e;, = gijej . Nesse sentido, >, ging™ =
a7

2.4 Dualidade e Adjunta

No Cap.(1) associamos a um K-espago vetorial V' o seu espago dual V* = Hom(V,K), onde
mostramos que dim V' = dim V* (se a dimensao de V for finita) e construimos o isomorfismo
canoénico 7 : V — V**. Incluiremos agora nesse conceito aplicacoes lineares, subespacos e espagos
quocientes.

Dados a € K, a € V* e v € V, ao invés de denotarmos «(v), usaremos o simbolo («,v), a
partir do mapa (, ): V* x V — K, o qual podemos provar que ¢ linear em cada um dos seus
argumentos:

(acy + ag,v) = alaq,v) + (ag,v)

(a,v1 + ave) = (a,v1) + ala,ve) (2.2)

Vimos que, com essa notacao,

i 17 7‘:.77
<ei’€j>_5;_{ 0, i#].
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onde os covetores {e'} formam uma base para V*, enquanto que {e;} é base de V. O mapa
7 : V — V** pode ser definido pela condi¢ao (7,, o) = (a, v), e j4 que V e V** sdo canonicamente
isomorfos, entao a férmula (7(v), ) = («a, v) é reescrita como (v, a) = (o, v), j& que nesse sentido
V pode ser considerado com o espaco dual a V*. As bases {e;} e {¢/} formam um par dual e
essa relagao é simétrica.

» Obs.14: Denotaremos o € V* por v, = 7(v) € V*, o que implicitamente implica que estamos
fazendo uso de uma métrica em V', ou seja, essa identificacao necessita que V preciso ser munido
de um produto interno, e portanto o mapa { , ) : V* x V' — K corresponde ao produto interno
(,):V xV — K induzido por uma métrica em V <«

2.4.1 Aplicagoes Duais

Seja ¢ : W — V uma aplicacao linear entre K-espagos vetoriais W e V. Mostraremos que
existe um Unico mapa linear ¢* : V* — W* — denominado adjunta — que satisfaz

’<¢*(Ub),u> = (vb,qﬁ(u))‘ Vo, eV, ueW

De agora em diante estd implicito que o espacgo vetorial é munido de uma métrica, e denotaremos
a relagdo acima por (¢*(v),u) = (v, p(u)).

Tal aplicagdo € unica. Com efeito, suponha que hé dois mapas ¢ e ¢5. Entao (¢f(v),u) =
(@3 (v),u),Yu,v € V. Segue-se que ((¢7 — ¢3)(v), u) = 0. Fixando-se v e variando-se u, temos que
o funcional linear (¢} — ¢3)(v) € W* se anula em todos os vetores de V', e portanto, ¢7 — ¢ =0,
o que implica que ¢] = ¢3.

Ezisténcia de ¢*. Fixamos v e consideramos (v, ¢(u)) uma funcdo em W. A linearidade de ¢
e a bilinearidade de ( , ) implica que (v, $(u)) é linear, e portanto pertence a W*. Denotamos
(v, p(u)) = ¢*(v). Da linearidade de (v, ¢(u)) segue-se que

¢ (v1 +v2) = ¢ (v1) + 6" (v2), ¢ (av) = ad*(v)

sendo ¢* portanto linear.

Considere agora bases ortonormais de W = {ey,...,e,} eV = {f1,..., fm} e suas respectivas
bases duais de W* e V*. Considere A a matriz correspondente de ¢ nessas bases. Entao a matriz
de ¢* é A'. Com efeito,

Aej =Y Aifi,  Afi=)_ Buey
=1 k=1

Como ambas as bases sao ortonormais, temos parat=1,....mej=1,...,n:
n n
Bji = ) Buc'(ej) = (Y Bricr.e;)
k=1 k=1
m
= (A%fi,e5) = (fi, Aej) = <fiaZAljfl>
=1

= Y Ao iy =D A (i) =Y Aol
= =1 =1
s (2.3)
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» Teorema 19: Sejam ¢, ¢1,¢p2 € Hom(W, V) e h € Hom(V, Z), onde V,W, Z sao K-espagos
vetoriais, e a € K. Entao

a) (¢1 + ¢2)" = ¢ + 3, b) (ag)” = ag”, ¢c) (hg)* = ¢"h*

d) I* =1, e) 0* =0, f) o™ =¢ =

> Ex.71: Prove o Teorema anterior <

» Teorema 20: Seja (V,g) um K-espago vetorial munido de uma métrica, dim V- = n. Para
todo subespaco vetorial U CV € possivel cindir V=U & U+ <

Prova: Tome {ey,...,e,} uma base ortonormal de V', onde {ey,...,ex} (kK < n) — quando U
é subespaco préprio de V temos que k < n — é base ortonormal de U. Estendendo-se a base
{e1,...,ex} de U a base de V {ey,...,e,} (pelo processo de Gram-Schmidt), temos que a base
{ers1,...,en} de UL é ortonormal e cada vetor dessa base é ortogonal a U, o que implica que
V=UaU", poisUNU+={0} W

» Definicao 7: Dizemos que um subespagco U C V é nao-degenerado com respeito a uma
funcao bilinear B se B|y for nao-degenerada <«

» Obs.15: Provamos que o Teorema vale quando V' é munido de uma métrica, ou seja, uma
forma bilinear simétrica nao-degenerada. A propriedade de ser nao-degenerada é crucial, uma
vez que UNU* = ker a|y. Se UNUL = {0}, entdo ker B|y = {0}, e portanto a cisio V = UQU*
s6 é possivel se o espago quadrético (V, B) for nao-degenerado «

> Ex.72: Prove que ¢ € Hom(V, W), onde V,W sao K-espacos vetoriais de dimensao finita
munidos de uma métrica, entao ker ¢* = Im((b)J-, ker ¢ = Imw*)L, Im (¢) = ker ((b*)J_ o Im
(¢*) = ker (<Z5)J‘ (Dica: use que ¢™* = ¢ e Wit = W) <

Dizemos que ¢ € End(V) é auto-adjunto se

(p(v),u) = (v,p(u)) Yu,veV
> Ex.73: Mostre que se ¢,9 € End(V) sao auto-adjuntos, entao ¢ é auto-adjunto se, e
somente se, ¢p1p = Yo <

» Teorema 21: Se um subespaco U C V ¢ invariante por ¢ € End(V), entdo UL ¢é invariante
por ¢* € End(V*) <«

Prova: Dados u € U e v € U*, entdo ¢(u) € U. Entdo, (u,¢*(v)) = (¢(u),v) = 0, portanto
¢*(v) € UL e portanto U~ é invariante por ¢* B

No caso de formas bilineares anti-simétricas o : V x V — K, denominamos uma base
{e1,...,en} CV simplética (com respeito a o) se

o(eak—1,€2,) = ol(ean,e,-1) =1, kE=1,...,m

o(ei,ej) = 0, para todos os outros casos possiveis. (2.4)
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Em outras palavras, nesta base a matriz de o é dada por

(%)

1
onde o nimeros de blocos ( 0) na diagonal é m.

» Teorema 22: Para toda forma quadrdtica anti-simétrica em V (dim V = n) existe uma
base simplética <
Prova: Inducao em n. Para n = 1 nao ha nada a se mostrar. Sejan > 1. Se ¢ = 0 também

nao ha nada a se mostrar. Se o # 0, existem vetores e1, ex tais que o(eq,ez) # 0, que podem
ser normalizados de modo que o(e1,e2) = 1 = —o(ez,e1). A matriz de o|e, c,) tem a forma

-1

0 1 . PP ) .
0 na base {ej, ez}, e em particular é nao-singular. Pelo Teorema, é possivel escrever
V = (e1,e2) @ (e1,e2)t. Por indugio, existe uma base simplética {es, e4,...,e,} em (e1, ea)*

Portanto eis a base simplética de V: {e1,ea,e3,€4,...,¢,} B
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Um dos objetivos principais do formalismo de operadores lineares é reduzir a matriz de uma
aplicagdo linear a sua forma mais simples, a partir da escolha de uma base particular. Para
tanto é preciso saber um pouco mais sobre subespagos invariantes.

» Definicao 8: Um vetor 0 # v € V ¢é dito ser um autovetor de um operador ¢ € End(V') se
¢(v) = Av para algum A € K, que por sua vez é um autovalor associado ao vetor v <

Obviamente, um vetor 0 # v € V é autovetor se, e somente se o subespago (v) de uma
dimensao ¢é invariante. Em uma base de autovetores — se essa base existir — a matriz associada
a aplicacao linear é diagonal.

> Exemplo 14: Para o operador de derivada no espago de polinomios na variavel x, o
tnico autovetor (médulo multiplicacdo por escalar) é o polinémio P(z) = 1, com autovalor
correspondente A = 0. Neste caso nao existe base de autovetores <

> Ex.74: Mostre que os autovetores do operador II(«), com « # k7 no espaco 3-dimensional
s@0 os vetores sobre o eixo de rotacao (e seu autovalor correspondente 1). Verifique que, quando
« = km, os vetores ortogonais ao eixo de rotagdo também sdo autovetores, com autovalores (—1)*
<

Um autovetor com autovalor A existe se, e somente se o operador ¢ — Al for singular. Com
efeito, ¢(v) = \v implica em (¢ — AI)v = 0, isso ocorrendo quando 0 # v € ker(¢ — AI), ou seja,
quando nao existir inverso de (¢ — AI). Portanto, quando det (¢ — AI) = 0.

» Definicao 9: Seja V um K-espago vetorial de dimensao finita, e considere ¢ € End(V)
com a matriz A associada em alguma base de V. Denotamos por P(t) (ou Py(t)) o polinémio
det(A—tI) com coeficientes no corpo K, que é denominado polindmio caracteristico do operador
¢ e da matriz A «

> Ex.75: Calcule os possiveis autovalores de uma projecio ¢ € End(V), ¢? = ¢ <

> Ex.76: Mostre que dadas duas matrizes A, B € M(n,K), os autovalores de AB e BA sao os
mesmos, se A ou B for invertivel. <

> Ex.77: Calcule os autovalores da aplicacio de permutacdo ¢ € End(C?) tal que ¢(z1, 22, 23) =
(r2,23,21), onde z; € C <

> Ex.78: Sejau,v € V dois autovetores da aplicagao ¢ € End(V') correspondentes a autovalores
distintos. Mostre que au + bv (a,b € K) nao pode ser um autovetor de ¢ <
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» Teorema 23: a) O polinémio caracteristico de ¢ independe da escolha da base na qual a
matriz associada A € representada.

b) Qualquer autovalor de ¢ é raiz de P(t) e qualquer raiz de P(t) em K é um autovalor de ¢,
correspondendo a algum subespago proprio de V <«

Prova: a) A matriz de ¢ em uma outra base é escrita como B~'AB, onde B é a matriz mudanca
de base. Portanto

det(B~'AB —tI) = det(B™'(A —tI)B) = (det B) "' det(A — tI)det B
= det(A—tI)

Notamos que P(t) = t"— (Tr A)t" ' + .. + (=1)" det A.
b) Seja A € K uma raiz de P(t). O mapa ¢ — Al é representado por uma matriz singular e
portanto seu nicleo é nao-trivial. Seja v # 0 um elemento de ker (¢ — AI). Entao ¢(v) = v

e portanto A é autovalor de ¢ e v o respectivo autovetor. Reciprocamente, se ¢(v) = v, entao
v € ker (¢ — M) e portanto det (¢ — AI) = P(A\) =01

Um operador linear sobre um R-espaco vetorial pode nao ter autovetores. Contudo o uso
dos nimeros complexos nos permite obter informagoes valiosas sobre aplicacoes lineares sobre o
corpo dos reais, com o recurso da complezificacao.

> Ex.79: Calcule os autovalores de cada uma das seguintes matrizes:

0 010 10 0 O 0100 0 -2 0 O 1 0 0 O

0 0 01 01 0 O 1000 t 0 0 O 0 -1 0 0

1000 00 -1 0o]”f0O0O0OT1T]"]0 0O 0 —i| |O O 1 0

0100 00 0 -1 0010 0 0 2 O 0 0 0 -1
<

Seja V um espago vetorial real. Um espaco vetorial Vi é construido tomando-se pares (u,v),
onde u,v € V e definindo a adigdo e multiplicacdo por complexos de tais pares como:

(u1,v1) + (ug,v2) = (u1 + ug,v1 + v2),
(a +ib)(u,v) = (au — bv, bu + av), a,beR (3.1)

Por defini¢ao, a adigao de pares do tipo (u,0) e sua multiplicagdo por nimeros reais provém
das operagoes correspondentes sobre a primeira componente do par ordenado. Identificamos
V 3 u = (u,0), tendo portanto a imersao V — V. Além disso, (u,v) = u + iv, e toda base de
V sobre R é também base de V¢ sobre C.

Qualquer operador linear ¢ € End(V) pode ser unicamente estendido ao operador ¢c €
End(V¢).

» Lema 2: Um vetor u + v, u,v € V, € um autovetor de um operador ¢c com autovalor
a+ib (a,b € R,b # 0) se, e somente se, U = (u,v) CV € um subespago invariante bidimensional
de ¢ e

d(u) = au—bv
op(v) = bu+av (3.2)
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a b
Prova: Na base {u,v}, o operador ¢|y tem a matriz , e as Egs.(3.2) implicam que o
a

vetor u — iv é autovetor de ¢¢ com autovalor a — ib l
Como corolario do Lema anterior, temos o

» Teorema 24: Toda aplicagao linear ¢ € End(V') sobre o corpo dos reais possui um subespago
tvariante de dimensao 1 ou 2 4

Prova: O polinémio caracteristico sempre possui raizes em C B

Para um dado autovalor A, os autovetores correspondentes podem ser encontrados a partir do
sistema homogéneo de equagoes (A—AI)X = 0, onde X denota a matriz coluna de componentes
do vetor a ser encontrado. Juntamente com o vetor nulo, os autovetores asociados ao autovalor
A constituem o subespaco

Va(6) = ker(¢ — AI)

denominado autoespaco da aplicagao ¢ correspondente ao autovalor X\. A dimensao de V) é (n —
dim Im (¢ — X)), e n = dim V.

Provaremos agora um caso mais geral do teorema que afirma que a autovalores diferentes do
mesmo operador correspondem autovetores L.I.:

» Teorema 25: Autoespacos correspondentes a autovalores distintos Ai,...,\, de uma
aplicacao ¢ sio L.1. <

Prova: Inducao em k. Para k = 1 nao ha nada a se provar. Suponha que k > 1 e seja
arer + -+ ap_1ep_1 + arer, = 0, ei € Vi, (¢), a; e K.
Aplicando-se ¢ na equacao acima, obtemos
arAier + -+ ap_1 Ap—1€p—1 + agAger =0
Subtraindo a segunda equacao da primeira, multiplicada por A, obtemos
ar(A1 —Aper+ -+ ap—1(Ap—1 — Ap)er—1 =0
Pela hipétese de inducao, a; =--- =a;_1 = 0. Portanto ap =0 W

Como Corolario, podemos afirmar que

» Teorema 26: Se o polinomio caracteristico Py(t) possui n raizes distintas, entio ewiste
uma base de autovetores de ¢ <

> Ex.80: Mostre que se dim(V') = n, e se ¢ € End(V') possui n autovalores distintos, entao
existe uma base de V' em relacao a qual a matriz associada a ¢ é diagonal <

> Exemplo 15: Seja V =U @ W. O operador de projegao P € End(V') definido como
Pu+w)=u, uvelU weW

é a projecao de U ao longo de W. Obviamente, os autoespagos sao dados por Vp(P) = W e
Vi(P) = U. Na base de V obtida das bases de U e W, a matriz de P é diagonal com 0’s e 1’s
na diagonal <
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> Ex.81: Seja V =U @ W. O operador de reflexdo R € Hom(V, V) definido como
Ru+w)=u—w, uwelU weW

¢ a reflexdo de U ao longo de W. Obviamente, os autoespagos sao dados por Vi(R) = W e
V_i1(R) = U. Na base de V obtida das bases de U e W, a matriz de R é diagonal com 1’s e
(-1)’s na diagonal. Mostre que um operador ¢ € Hom(V, V) é reflexdo se, e somente se ¢? = [
<

> Ex.82: Mostre que Py-(t) = Py(t) <

A fim de obtermos condigoes necessarias e suficientes a existéncia de uma base que consista
de autovetores de uma aplicacao ¢ € End(V), precisamos provar o seguinte lema:

» Lema 3: O polinémio caracteristico da restri¢io ¢|y de uma aplicagao linear ¢ € End(V)
a um subespaco invariante U C V' divide o polindmio caracteristico de ¢ <

Prova: Sejam A e A|y as representagoes de ¢ € End(V) em M(n,K). Numa base de V', onde
os primeiros k vetores formam uma base de U, a matriz A de ¢ é da forma dada na Eq.(2.1).
Portanto

Pa(t) = Py, (t). det(C —t) |

> Corolario 3: Como Corolédrio, podemos afirmar que a dimensao de um autoespaco Vy de ¢
— também chamada de multiplicidade geométrica de A — nunca excede a multiplicidade de A
no polinémio caracteristico — também chamada de multiplicidade algébrica de A <

Prova: Seja dim V) (¢) = k. O polindémio caracteristico de ¢|y é dado por (t —\)*. Aplicando o
Lema anterior ao subespago U = Vj(¢), temos portanto Py (t) = (t — A\)* det(C — tI). Supondo
por absurdo que a multiplicidade geométrica fosse maior que a multiplicidade algébrica de A,
terfamos que dim V) (¢) > k, e portanto o polinémio caracteristico de ¢y seria dado por (t—\)7,
para algum j > k. Assim completamos a prova B

> Exemplo 16: Diferenciagao é um operador linear no espaco dos polinémios K,,[z]. Na base

{1,2,2%,...,2"}, o operador de derivacdo possui a matriz
010 -+ 00
002 -~ 00
000 -+ 0 n
000 -- 00
e portanto o polinémio caracteristico associado é t"*1, que possui raiz A = 0 e multiplicidade

n + 1, mas a dimensao do autoespaco correspondente é 1. Isso mostra que a dimensao do au-
toespaco pode ser estritamente menor que a multiplicidade da raiz correspondente no polinémio
caracteristico <

O conjunto de todas as raizes do polinémio caracteristico é chamado espectro da aplicagao
¢, e se todas as multiplicidades algébricas forem iguais a um, o espectro é dito simples.

Uma aplicagao ¢ € End(V') em geral nao possui autovalores (e portanto nao é diagonalizavel)
se seu polinémio caracteristico P(t) nao possui raiz no corpo K. Por exemplo, considere a
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matriz A = <a Z) com coeficientes reais. Entao det (A —tI) =t — (a + d)t + (ad — bc), e se
c

(a+d)? — 4(ad — be) < 0, entdo a matriz ndo é diagonalizdvel. Portanto consideramos de agora
em diante — até o fim desta Segdo — corpos algebricamente fechados (K ~ C), o que significa
que qualquer polinomio P(t) de grau maior ou igual a um — com coeficientes em K — possui

uma raiz em K.

» Teorema 27: Para que uma base de autovetores de uma aplicagio ¢ € End(V') exista, é
necessdario e suficiente que as sequintes condi¢coes sejam vdlidas:

a) o polinomio caracteristico Py(t) cinde em fatores lineares.

b) a dimensao de qualquer autoespaco € igual ¢ multiplicidade algébrica da raiz correspondente
do polinomio Py(t) <

Prova: Sejam Ai,...,\s todas as raizes de Py4(t) com multiplicidades (algébricas) ki, ..., ks,
respectivamente. Denotando por V; o autoespaco correspondente a \;, pela Observacao anterior,
sabemos que a dimensao de um autoespaco V; de ¢ nunca excede a multiplicidade de A; no
polinémio caracteristico, e portanto como dim V; < k; segue-se que

dimV; < ki <n. (3.3)
2 2

Contudo, a tnica maneira de obter uma base de autovetores é tomar a uniao das bases dos
autoespagos. Para que tal procedimento nos forneca uma base de V', é necessario e suficiente
que ) dim V; = n. Mas a desigualdade (3.3) é equivalente a condicdo ) ,k; = n e que dim
Vi = k; para todo i. Essa condicao significa que Py(t) cinde em fatores lineares, enquanto que
aquela corresponde a condigao b) do enunciado do Teorema B

> Ex.83: a) Se ¢ € End(V) tem A como autovalor correspondente a um autovetor v € V,
mostre que a¢ possui autovalor aX, a € K, e que ¢" tem autovalor A" associado a v. Se ¢1 e ¢o
possuem v como autovetor, mostre que v também é autovetor de ai¢q + asgs, € use isso para
mostrar que v também é autovetor de P(¢) — um polindémio em ¢ — com autovalor P(X).

b) Mostre que se ¢ € End(V) tem a propriedade de que ¢ possui A2 como autovalor ndo-
negativo, entao pelo menos A ou —\ é autovalor de ¢ <

> Ex.84: Calcule os autovalores das matrizes

2 1 1 2 1 1 2 11
2 3 4, 0 -1], 2 3 2|,
-1 -1 2 2 1 3 3 3 4

os autovetores correspondentes, e a dimensao dos autoespacgos correspondentes. Em qual desses
espacos os autovetores constituem uma base de V = R3? <«

1 .
> Ex.85: Calcule os autovalores das matrizes de Pauli o1 = (0 ) , 09 = (0 Z> o3 =

10 1 0
() ) emz o <
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> Ex.86: Este exercicio mostrard uma forte relagao entre SU(2) e SO(3). Mostraremos que
existe um homomorfismo de grupos ¢ que mapeia SU(2) em SO(3). Considere o espago vetorial
V' de todas as matrizes complexas 2 x 2 auto-adjuntas de traco zero. Esse espaco corresponde
ao espago vetorial real 3-dimensional com a seguinte base

0 1 0 i 1 0
v] = ; Vg = ;U3 =
! 10/ 72 i 0 )7 0 —1

Defina o produto interno em V pela expressio (A, B) = $Tr(AB).
1. Mostre que é de fato um produto interno.
2. Mostre que {v1,v2,v3} é uma base ortonormal de V.
3. Estabeleca um isomorfismo entre V e R3.

<

> Ex.87: Com relagao ao exercicio anterior, se U é um elemento de SU(2) e v € V| mostre

que UAU~! € V. Portanto para cada U € SU(2), podemos definir ¢;y € End(V) por ¢y (v) =
UvU~!. (Esse mapa chama-se representacio adjunta). Dados v,w € V, prove que ¢y é uma
aplicacio ortogonal de V = R3, e portanto ¢y é um elemento de O(3).

Com isso o mapa U — ¢y é um mapa de SU(2) em O(3). Mostre que tal mapa é um
homomorfismo de grupos (Basta provar que ¢y,u, = év,¢u,) continuo. Se todo elemento de
O(3) possui determinante +1, ja que SU(2) é conexo e o mapa U — ¢y é continuo, ¢y deve ser
um mapa em SO(3). Segue-se que U — ¢y é um homomorfismo de grupos (de Lie) de SU(2)
em SO(3). Dizemos ainda que SO(3) ~ SU(2)/Zy. Mostre que o mapa U — ¢y nao é injetivo
<

> Ex.88: a) Mostre que uma matriz A é nao-singular se, e somente se A = 0 nao é autovalor
de A

b) Mostre que se uma matriz A é ndo-singular e possui autovalores \;, os autovalores de A~}
sao A; L

c) Dada A € M(n,K) com entradas reais tal que A?> = —I. Prove que A é ndo-singular, que n é

par, que A nao possui autovalores reais e que det A =1 <

» Teorema 28: Dados \; autovalores dois a dois distintos da aplicagcdo auto-adjunta ¢ €
End(V), seus autovetores correspondentes sao dois a dois ortogonais <

Prova: Dados i # j,

(A = A (v v5) = (Nivi, v3) — (vi, Ajvj)
= (¢ui,v5) — (vi, pv;)
= (¢vi,v;) — (dvi,v))
=0
Portanto (v;,v;) =0 M

» Teorema 29: Para qualquer aplicagdo auto-adjunta ¢ € End(V') existe uma base ortonormal
de autovetores <«
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Prova: E suficiente mostrar que em um espaco vetorial bidimensional W existe uma base
formada pelos autovetores da aplicagao auto-adjunta ¢ € End(V), que possui uma matriz
simétrica Z lc) em uma base ortonormal {u,v}. Seu polinémio caracteristico é py(t) =
t?2 — (a + c)t + ac — b?, e correspondentemente A = (a — ¢)? +4b*> > 0. Se A = 0, entdo ¢ = al,
e se A # 0, py(t) possui raizes distintas A\; e A2, e portanto existem vetores vy, vy tais que
d(v1) = M1 e ¢(v2) = Agva. Pelo Teorema anterior {vi,ve} é base ortonormal de W.

> Ex.89: Mostre que toda matriz A € End(V) pode ser escrita como a soma direta de
subespacos formados matrizes simétricas e anti-simétricas. Encontre as projegoes da matriz

11
01

—_ = —_ =

00

nesses subespacos, paralelamente ao subespago complementar. <
Agora, toda aplicagao auto-adjunta ¢ € End(V) (V tem dimensao finita) possui um autove-
tor, pois pelo Teorema 24 existe um subespago U C V de dimensao 1 ou 2 tal que ¢(U) C U.
Se dim U = 1, entdo todo vetor 0 # u € U é autovetor de ¢, e se dim U = 2, aplicamos
o que foi demonstrado no paragrafo anterior e obtemos um autovetor v; € V. Finalmente, a
fim de mostrar que existe uma base ortonormal de autovetores de ¢ € End(V'), faremos por
inducao. Se dim V = 1, é imediato. Supondo que seja verdadeiro para n — 1, existe um vetor
vy € portanto um subespago U C V — dim U = 1 — invariante por ¢. Pelo Teorema 21, o
complemento ortogonal U1 também é invariante por ¢, e como dim U+ = n — 1, a hipétese de

inducao afirma que existe uma base ortonormal {v1,...,v,-1} em U + formada por autovetores
de ¢|yL : Ut — U*t. Portanto {vy,...,v,} é base ortonormal de V Il

> Corolario 4: Afirmamos que para toda funcéo quadratica B no espago Euclidiano, existe
uma base ortonormal onde a matriz é diagonal, i.e., dado v = ), v;e; € V, onde v; € K sdo as
componentes de V', temos que

B(v,v) = Q(v) = \v? + -+ + A2
Os \; sao os correspondentes autovalores de B, definidas a menos de permutacao <

3.1 Aplicagoes Ortogonais, simétricas e anti-simétricas

Vimos que para cada aplicacao linear ¢ € End(V), existe uma funcao bilinear By(u,v) =
(u, #(v)). A matriz de By(u,v) na base {e1,...,e,} coincide com a matriz da aplicacao ¢ nessa
base, pois By(e;, e;) = Bg = (e, ¢(€j)), que é a i-ésima coordenada do vetor ¢(ej). Segue-se
entao o isomorfismo (canoénico) ¢ — By entre o espaco End(V') e o espaco das fungoes bilineares
em V', decorrendo o

» Teorema 30: Seja V um K-espaco vetorial de dimendo finita munido de uma forma
bilinear. Para cada forma bilinear B : V @ V. — K existe uma unica aplicacdo linear ¢ €
End(V) tal que

B(u,v) = (u, p(v)), Yu,v,e V (3.4)
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A aplicagcdo ¢ — By entre o espago End(V') e o espaco das fungoes bilineares em V. <
> Ex.90: Dados «, § funcionais lineares, mostre que para todos u,v € V, a funcao

1

(@ ®+ B)(u,0) := 5 (a(u)B(v) £ S(u)a(v)) (3.5)

é bilinear. <

Funcionais bilineares simétricos [anti-simétricos| correspondem a aplicagoes lineares simétricas
[anti-simétricas|, e duas matrizes associadas satisfazem A* = A [A* = —A]. Aplicacoes lineares
simétricas sao também denominadas auto-adjuntas.

> Ex.91: Mostre que as formas bilineares dadas pelas Egs.(3.5) sdo respectivamente simétricas
e anti-simétricas <

> Ex.92: Mostre que uma aplicagdo que corresponde a projecao ortogonal em um subespagco
é simétrica <
Operadores lineares ¢ € End(V) tais que ¢* = ¢! sdo denominados ortogonais. Suas matrizes

associadas satisfazem a condicio AAT = I, e tais aplicacdes formam um grupo, denominado
grupo ortogonal e denotado por O(n,K) C M(n,K).

> Ex.93: Mostre que O(n,K) satisfaz as propriedades de grupo <

O grupo geral linear GL(n, K) consiste nas matrizes n xn quadradas nao-singulares sobre o corpo
K, enquanto que o grupo SL(n,K) < GL(n, K) e consiste das matrizes que possuem deteminante
igual a 1.

O grupo ortogonal especial consiste nas matrizes ortogonais cujo determinante é igual a 1, e
portanto SO(n,K) = O(n, K)N SL(n, K).

O grupo unitdrio U(n) por sua vez consiste nas matrizes M(n, C) que satisfazem a condicao
AAT = ATA = I, onde A" indica a matriz complexa conjugada transposta, denominada hermi-
tiana conjugada da matriz A. Se A = [a;;] entdo AT = [a;;]

> Ex.94: Mostre que U(n) é um grupo <
Uma aplicagdo ¢ € End(V) é ortogonal se

(¢(u), §(v)) = (u,v) (3.6)
Como {(¢(u), p(v)) = (u, ¢*¢(v)), entdo ¢ é ortogonal se ¢* = ¢~ L.
» Proposicao 8: Uma aplicagao linear auto-adjunta ou anti-auto-adjunta ou ortogonal

possui a propriedade de que se um subespaco U C V € invariante por ¢ € End(V), entdo UL ¢é
invariante por ¢ <

Prova: O Teorema 21 é usado para mostrar imediatamente a propriedade quando ¢ é auto-
adjunta ou anti-auto-adjunta. O caso mais dificil é quando ¢ é ortogonal. Se isso ocorrer, em
particular ¢|y é ortogonal, e portanto nao singular, e para todo u € U, existe v € U tal que
u = ¢(v). Considere agora um vetor w € U+. Portanto para todo u € U, temos

(u, d(w)) = ((v), d(w)) = (v, w) =0
e dai p(w) € UL W
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Nos dos Teoremas que se seguem, usaremos na demonstragao o fato de que dada ¢ € End(V),
os conjuntos Uy = {v € V| ¢(v) = £v} sao subespagos invariantes por ¢, e portanto o subespago
U = U, ®U_ é também subespaco invariante por ¢, e portanto UL é invariante por ¢*, e possui

um subespaco de dimensao 1 ou 2.

» Teorema 31: Para todo operador ¢ € End(V) tal que ¢* = —¢, existe uma base ortonormal
na qual a matriz associada a ¢ tem a forma
H(al)
H(ag) 0
H(ay,)
0 0
0

onde H(a) = <2 —()a) <

Prova: A forma matricial de um operador anti-simétrico restrito a um espaco FEuclidiano bidi-
mensional em uma base ortonormal é H(a) Bl

» Teorema 32: Para todo operador ¢ € End(V) tal que ¢* = ¢~ 1, existe uma base ortonormal
na qual a matriz associada a ¢ tem a forma

I1(61)

T1(0,)

sinf cosf

onde TI(6) = (cosﬁ —sin9>
Prova: E suficiente considerarmos aplicacoes em subespacos de dimensao 1 e 2. Em espacgos de
dimensao 1, aplicacoes ortogonais é a multiplicacao por =£1.

FEm subespacos de dimensao 2, toda aplicagdo ortogonal ¢ ou é uma rotagao por um angulo
a b
c d
um vetor v € K2 com componentes (x, ), a condicao de ortogonalidade implica que (ax +by)? +
(cx+dy)? =22+ 92 ie,a?+ 2 =b2+d> =1, ab+cd = 0. A equacgdo a® + ¢ = 1 implica que
existe um angulo 6 tal que a = cosf e ¢ = sinf, e portanto b = £sinf e d = Fcosf. Segue-se

cosf —sinf cosf sinf . . < .
que ¢ = | | oug¢p=1| . , onde a primeira matriz se refere a rotacao
sinf cosd sinf —cosf

f ou uma reflexao através de uma linha. Com efeito, dada € O(2), onde a,b,c,d € K e
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através de um angulo 0 e a segunda matriz se refere a uma reflexdo através de uma linha que
forma um éangulo 6/2 em relagdo ao eixo-z. Nesse caso existe uma base ortonormal tal que a

matriz de ¢ tem a forma <_01 (1)> |

> Ex.95: Mostre que uma aplicacdo ¢ € End(V) que é simultaneamente auto-adjunta e

ortogonal é também uma involugao <

> Ex.96: Mostre que uma aplicacao ¢ € Hom(V, W) ortogonal preserva norma e distancia <

3.2 Espacos Euclidianos e Hermitianos

Um espaco Euclidiano (V, g) é um R-espago vetorial munido de uma forma bilinear simétrica
positiva definida g : V' x V — R, ou produto interno.

> Exemplo 17: O espago R™ com o produto interno g(u,v) = z1y1 + - Tpyn, onde u =
(x17~~-7mn)T7v - (3/1:-~~73!n)T <
O comprimento do vetor v € V' é dado por |[v|| = v/g(v,v)

> Ex.97: Dados u,v € V, onde V é Euclidiano, mostre a desigualdade de Cauchy-Schwarz
la(u, v)[| < [Jull vl <

Dizemos que dois espagos Euclidianos V' e W sao isomorfos se existe uma bijecao ¢ : V. — W que
é um isomorfismo de espagos vetoriais e satisfaz a condigao g(¢(u), ¢(v)) = g(u,v), Yu,v € V.

> Ex.98: Mostre que dois espacos vetoriais Euclidianos de mesma dimensao (finita) sao iso-
morfos <

Passando para o corpo dos complexos, nao existem funcoes quadraticas positivas definidas em
um C-espago vetorial, o que pode ser contornado através da introdugao das formas sesquilineares.
Uma funcao ¢ : V x V. — C ¢ sesquilinear se ¢é linear no segundo argumento e anti-linear no

primeiro:

Ylavy +v2,u) = ap(vy,u) +P(v2, u)
Y(u,avy +v2) = a(u,v1) + P(u,ve)

Considerando {e;} uma base de V, enquanto que uma forma bilinear B : V x V' — K é deter-
minada pelos escalares b;; = B(e;,e;) € K por B(u,v) = Ew biju;vj, onde v = >, viej, u =
> ue; € V, uma forma sesquilinear ¢ : V x V — C é determinada pelos escalares 1;; =
¥(ei ej) € C por Y(u,v) =3, ¥ijavj, onde v =3, vieg,u = Y ue; € V.

Uma forma sesquilinear ¢ é hermitiana [anti-hermitiana] se ¥(u,v) = ¥(v,u) [¢P(u,v) =

—1(v,u)], onde a denota a conjugagao complexa de a € K.
> Ex.99: Exiba um operador que mapeia formas hermitianas em formas anti-hermitianas <
> Ex.100: Mostre que uma forma quadratica hermitiana Q(v) = (v, v) é sempre real <

Sobre o corpo dos complexos sempre temos que det ¢* = det ¢.

Se a aplicacao ¢ possui uma matriz A associada em alguma base ortonormal, entdo na mesma
base a aplicacao ¢* tem a matriz AT = A", Uma aplicacdo é dita ser hermitiana, anti-hermitiana
ou unitéria se respectivamente ¢* = ¢, ¢* = —¢ ou ¢* = ¢~ L.
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> Ex.101: Mostre que os autovalores de aplicacoes hermitianas, anti-hermitianas e unitarias
sao respectivamente reais, imagindrios puros e escalares de médulo 1 <

> Ex.102: Determine quais das seguintes matrizes sao simétricas, anti-simétricas, hermitianas

ou anti-hermitianas:

01 2 0 i 2 0 i 2 0 1 2
a)f1 03,0l i o 3|,0l-i o 3|,a]-1 0 3
2 3 4 —2 -3 4i -2 =3 0 -2 -3 0

<

0 a

> Ex.103: Considere 0 # a € R e seja A = < 0
—a

). Ache um conjunto ortonormal de

autovetores de A. <
> Ex.104: Se ¢ € End(V) é unitaria e hermitiana mostre que ¢ é uma involugao <
> Ex.105: Quando o produto de duas aplicagoes hermitianas é também hermitiano? <

Mais geralmente, dada agora uma forma sesquilinear nao-degenerada B : V x V — K,
entdo a menos de uma constante, B ou ¢ alternada (Vv € V B(v,v) = 0) ou é hermitiana
(B(v,w) = B(w,v)?) onde 0 € Aut(K) de ordem 2, ou B é simétrica B(v,w) = B(w,v). A
definigao B(v,v) = 0 é preferivel a B(v,w) = —B(w,v), pois ji vimos que a segunda possui
problemas quando char(K) = 2. Em qualquer caso onde char(K) # 2 as duas propriedades sao
equivalentes.

Em analogia a teoria de grupos, o grupo de matrizes GL(V') age em V como multiplicagao
a esquerda. Dada B : V x V — K, definimos Isom(B) = {¢ € GL(V) | B(¢(u),p(v)) =
B(u,v), Yu,v € V} o grupo de isometria de B em GL(V).

> Ex.106: Mostre que Isom(B) é um subgrupo de GL(V) <

> Ex.107: Mostre que podemos alternativamente definir Isom(B) = {¢ € GL(V) | B(¢~!(u), ¢ (v)) =
B(u,v), Yu,v € V} <

Também ha somente trés tipos de grupos de isometria, cada um deles correspondendo as
respectivas formas sesquilineares. Sao eles:
a) Grupo simplético Sp(V, B) se B é alternada.
b) Grupo unitério U(V, B) se B é hermitiana.
¢) Grupo ortogonal O(V, B) se B é simétrico.
Denominamos o espaco vetorial V' munido de B também por simplético, unitério e ortogonal,
baseado na classificacdo da forma bilinear.

> Ex.108: Dados a,b € R, se J(a + ib) = a — ib, entdao J € Aut(K) e J é involucao <

Um grupo clédssico é derivado desses trés grupos acima e do grupo linear geral GL(V), e é
possivel expressar as representacoes desses grupos classicos em forma de matrizes.
Ja vimos que dados ¢ € End(V) e B: V xV — K, entao existe a correspondéncia By (u,v) =

Ty é o produto interno usual,

(u, ¢(v)). No caso mais simples onde B = I, temos que B(u,v) = u
somente sem (talvez) a usual propriedade de ser positiva definida que somente faz sentido para

corpos ordenados, como Q e R.
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O grupo de isometria de I é exatamente o grupo das matrizes investiveis A onde ATTA =
I ATA =T e é comum denotarmos por O(n) o grupo ortogonal sobre R

O(n) ={A € GL(n)|ATA=1T1}

Para grupos simpléticos temos que levar em conta a forma bilinear correspondente a ma-
0

triz J = 7 é , ¢ a condigdo de isometria para uma forma alternada B(¢(u),d(v)) =

ul' AT 7 Av = uT Jov = B(u,v), e portanto ATT7A=7. E comum definirmos

Sp(2m) = {A € GL(2m) | ATJA = J}

cosf) —sinf 0
> € SO(2) e | sinf cosf 0] €SO(3) <
0 0 1

cos@ —sinf

> Ex.109: Mostre que )
sinf cosf

> Ex.110: Mostre que se a, 3 € C e satisfazem |a|® + |8]> = 1, entdo a matriz

A:(Z _f> (3.7)

estd em SU(2). Mostre que toda matriz A € SU(2) pode ser expressa na forma (3.7) para um
tinico par (o, ) € C2 satisfazendo |a|® + |3]* = 1. Dessa maneira SU(2) é uma esfera S% em
C? = R* e em particular mostra que SU(2) é conexo e simplesmente conexo. <



Forma Canonica de Jordan 4

4.1 Forma Canodnica de Jordan

Vimos que algumas matrizes associadas a operadores lineares — simétricas, hermitianas e
unitarias — podem ser dispostas na sua forma diagonal. Em geral, existem obstrugoes a tal
reducao descrita no Teorema 27.

Demonstragao: quaquaqua EPrimeiramente o polindomio caracteristico pode nao cindir em
fatores lineares, ou seja, ele pode apresentar menos que n raizes. Isso nao ocorre com aplicagoes
lineares sobre C, e quando a aplicacao é sobre R utilizamos o recurso da complexificagao.

A segunda obstrucao a reducdo de uma matriz a sua forma diagonal é que um autoespago
pode ter dimensao estritamente menor que a correspondente raiz no polindémio caracteristico.
Nao podemos nesse caso reduzir a matriz da aplicacao a sua forma diagonal, contudo se o
polinémio caracteristico ainda cindir em fatores lineares (o que sempre acontece quando trabal-
hamos sobre o corpo dos complexos (C)), a matriz poderd ser reduzida a sua forma candnica de
Jordan.

» Definigiao 10: Dizemos que ¢ € End(V) é nilpotente se existe k € N tal que ¢* = 0. Uma
matriz A € M(n,K) é nilpotente se existe k € N tal que A* =0 € M(n,K). O menor niimero
k €N tal que ¢* =0 (i.e., ok =0,k £ 0) é denominado peso do operador nilpotente! «

> Ex.111: Se ¢ = d/dz € Hom(K,[z]) mostre que ¢" = 0 (veja Exemplo 15). Se A € M(n,K),
A = [a;5] = 0 sempre que 7 > j, mostre que A" =0 <

» Definigao 11: Um vetor raiz de um operador linear ¢, correspondendo a um nimero A € K,
é um vetor v € V tal que
(p—A)"v=0

para algum m € N. O menor valor de m tal que isso ocorra é chamado de peso do vetor raiz v
<

Em particular, autovetores sao vetores raizes de peso 1.

> Exemplo 18: Considere o operador de diferenciacao D : C*°(R) — C*(R). Os autovetores

AT e 0s vetores raizes sdo funcoes da forma

correspondentes a A sdo fungdes proporcionais a e
p(z)e*®, onde p(x) € Ry[z]. O peso de tal vetor raiz é igual a deg p + 1, onde deg p é o grau do

polinémio p(x). Em particular, polindmios sao vetores raizes correspondentes a A = 0. <

'Em alguns livros e notas denomina-se também de indice do operador nilpotente o menor niimero k € N tal
que ¢ = 0. Como jé denominamos na Definicéo 4 por indice de um operador ¢ o nimero ind ¢ = dim coker ¢ —
dim ker ¢, preferimos utilizar o termo peso aqui.
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Se v é um vetor raiz com peso m > 0, entdao o vetor
f=(¢—AD""l
¢é autovetor de ¢ com autovalor A, e portanto A é raiz do polinémio caracteristico.

> Ex.112: Prove a afirmacao anterior <

> Ex.113: Mostre que o espago dos vetores raizes correspondentes a uma raiz A é um subespago
vetorial de V' <«

Tal subespaco é denominado subespaco de raizes e denotado por VA(¢) = {v € V | (¢ — A)™v =
0}.
> Ex.114: Mostre que Vy(¢) C VA (¢) <

> Ex.115: Mostre que Vi (¢) é o subespaco vetorial de V*(¢) formado pelos vetores raizes de
peso igual a um <

Se v € V' é um vetor raiz de peso m > 0, entdo (¢ — AI)v é vetor raiz de peso m — 1.

» Lema 4: O subespaco de raizes V>‘(¢) € invaritante sob a acdo de ¢ — Al e portanto,
invariante por ¢ <

Prova: Se u € V*(¢) entdo (¢ — AI)™u = 0, e portanto (¢ — A)™[(¢ — A)u] = (¢ — M)[(¢ —
A)™u] = 0, o que significa que o subespaco raiz V*(¢) é invariante sob a acdo de (¢ — AI).
Como provamos que V*(¢) é (¢ — AI)-invariante, para cada v € V*(¢), existe u € V(¢) tal
que (¢ — M)(v) = u, e portanto ¢(v) = Av + u, o que implica em ¢(v) € V(#), pois como
u,v € VX¢) e V() é subespaco vetorial, entdo \v +u € V*(¢) B

O conjunto de vetores raiz de peso < m formam o ntcleo da aplicacao (¢ — AI)™.
> Ex.116: Mostre que ker (¢ — AI) C ker (¢ — M)2 C ker (¢ —A[)3 C --- <

No caso onde dim V = n a cadeia ascendente acima se estabiliza e
Vo) = ker (¢ — AI)™, para algum m € N. (4.1)

» Lema 5: O conjunto {v, (¢ — M\)v, (¢ — A\)?v,..., (¢ — AX)" v} é L.I. <

Prova: Sendo o peso de v igual a m, dada a combinacdo linear ayv+as(¢— N )v+az(d—\)>v+
o Fam_1(¢ — AXI)™ v = 0, agimos a aplicacdo (¢ — AI)™~! na equacio acima, e obtemos que
a; = 0. Fazendo agora a acdo de (¢ — AI)™ 2 sobre tal equacdo, segue-se que az = 0 e assim
provamos que a; = as = -+ = a1 = 0. W

Por outro lado o conjunto {v, (¢ — A)v, (¢ — A\I)?v, ..., (¢ — AXI)™ v} gera V(¢) e portanto é
uma base de V*(¢).

Nesta base, ao denominarmos

ug = (¢p—A)v
uz = (¢ — M)

Uy = (6= A"l
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temos que (¢ — Al )ug_1 = uy para todo k € {2,...,m}. Portanto a matriz associada a (¢ —
Al)|ya(g) pode ser escrita (na base {v, (¢ — Al)v, (¢ — M)%v, ..., (¢ — AI)™ tv}) como uma
matriz niltriangular

0000 0 0
1000 0 0
0100 0 0
(A=AD)|yag = [0 0 10 0 0
0001 0 0
0000 -+ 10

e portanto ¢ possui a forma acima, porém com \’s na diagonal. Portanto concluimos que

i) o polindmio caracteristico de ¢[y x4 ¢ dado por (¢t — MNF. onde k = dim V().
ii) para uma outra raiz \; # A; (i # j) do polindmio caracteristico, o operador ¢ — A\;I ¢
nao-singular em V% (¢). De fato, det[(¢ — Al a (¢>)] = (A — \j)F #£0.

» Obs.16: Uma outra maneira de se ver que (¢— ;) é ndo-singular em Vi (¢) é considerarmos
v € VAi(¢), e portanto (¢ — \;I)™i(v) = 0. Em particular, se v € ker(¢ — \;1) e
(A =A)D™ () = (¢ =) = (&= Aj)I)™(v)
= o= a0+ 3 ()6 - Ao - AP
=1
=0 ’ (4.2)

e daf v = 0. Segue-se que (¢ — A\;I) é invertivel sobre ®;.;V; <«

» Teorema 33: A dimensdo do subespaco de raizes VNp) € igual & multiplicidade algébrica
de A «

Prova: Seja {e1,...,e,} uma base de V cujos primeiros k vetores formam uma base de V().

Nessa base, ¢ tem matriz ,onde A = QS‘VA(QL)) Portanto

B
C
Py(t) = (t — A\)F det(C — tI).

Aqui C € W = End({ex+1,-..,en)), € mostraremos que A nao é raiz de det(C — tI), isto é, nao

é um autovalor de C.
Suponha por absurdo que exista um vetor 0 # w € W tal que Cw = Aw, o que significa que

p(w) =Aw+u,  ue V),
e portanto como u = (¢—\I)w é vetor raiz, entdo w € V*(¢) o que significa que w € WNV*(¢) =
(ék+1y---,€en)N{e1,...,ex) = {0}, um absurdo, pois w # 0 W
O Teorema a seguir generaliza o Teorema 28 e sua demonstragao também é bastante similar:

» Teorema 34: Subespacos de raizes correspondentes a diferentes raizes Ai,..., A do
polinémio caracteristico de uma aplicagio ¢ € End(V') sdo L.I. <«
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Prova: Inducao em k. Para k = 1 nao ha nada a se provar. Suponha que k > 1 e seja
ajel + -+ ap_1ep—1 + agep, = 0, e; € V/\i(gzﬁ), a; € K. (4.3)
Aplicando-se (¢ — A\pI)™ — onde m é o peso de e — na equagao acima, obtemos
ar(¢p— e D)Mer + -+ ag—1(d — M\ D) eg—1 + ar(p — M) e, =0
Pela hipotese de inducao em k temos que
ai(¢— N I)"er = = ap_1(¢ — \pl)"ep—1 =0

Como a aplicacio (¢—AiI) é ndo-singular em cada um dos subespacos VN (¢), V22(¢), ... V2 *-1(¢),
segue-se que a; = - -+ = a,_1. Portanto, pela Eq.(4.3) ax, =0 1

Como a multiplicidade geométrica de uma raiz A é a dimensao do espago gerado pelos autove-
tores de A, entdo ), dim V’\i(gzﬁ) = dim V, e portanto os dois ultimos Teoremas implicam
imediatamente no

» Teorema 35: Se o polinomio caracteristico Py(t) cinde em fatores lineares, entao
S
V=PV
i=1

onde \i,...,\s sdo raizes distintas do polinomio Py(t) <

> Exemplo 19: Considere a matriz

11 -1
A=10 0 2
0 -1 3
A fim de se colocar A na sua forma de Jordan, precisamos encontrar uma matriz S nao singular
tal que ST'AS = J, onde J é a forma canonica de Jordan. Essa matriz S serd composta
por autovetores e autovetores generalizados. Calculando os autovalores de A temos que det
(A —+tI) = (t — 1)%(t — 2), e portanto A possui um autovalor repetido \; = 1. Isso nao
implica necessariamente que A ndo possui 3 autovetores. Os autovetores de A sdo somente
{(1,0,0),(0,1,1)}, e portanto precisamos encontrar autovetores generalizados.
Sabemos que um autovetor 0 # v é solucao da equacao Av = Av ou (A — A)v = 0. Um
autovetor generalizado v; é solugao da equagao

Av; = \jv; + v, (4.4)

O vetor v; é o autovetor generalizado correspondente ao autovetor v;_1, e a Eq.(4.4) pode ser
reescrita como (A — NI )v; = v;—1.

No nosso caso especifico, v = (1,0,0), ve é o autovalor generalizado associado a vy e vz =
(0,1,1) é o segundo autovetor de A.

Resolvendo a equagao (4.4) (A — A\1)ve = vy, ou seja,

1 1 -1 1
2 1—-10
0 -1 3 0

o = O

0 1
0 0],
1 0

[SEE S
Il
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encontramos ve = (0,2,1)
Portanto vy, ve, v3 a0 as colunas da matriz S, e S~'AS nos d4 a forma canonica de Jordan.

Explicitamente,
100 1 0
S=10 2 1], St=1]0 1 -1
01 1 0 -1 2
e portanto
100\ /11 —1\/1 00 110
02 1 0 2 02 1l=]010
01 1 0 -1 3 01 1 00 2
<

Investigaremos agora em maior profundidade a acdo da aplicacao ¢ em cada subespaco de raizes.
J& vimos pela relacio (4.1) que V*(¢) = ker (p — A\I)™, para algum m € N, e portanto a
aplicacao

N = (¢ = A)lyr)

¢ nilpotente, sendo entao nossa discussao reconduzida ao estudo de aplicagoes nilpotentes.

Considerando um operador nilpotente N' € End(V'), o peso de um vetor v € V' com respeito
a N é o menor niimero m € N tal que N™v = 0 — de fato m é o peso do vetor v visto como
um vetor raiz da aplicacao N correspondente a raiz A = 0.

» Lema 6: Se v € V é um vetor de peso m, os vetores {v,Nv,N?v,... . N™ v} sdo
linearmente independentes <

Prova: Faga ¢ = N e A = 0 na demonstracao do Lema 13 B

» Definicdo 12: O subespaco (v, Nv,N?v,...,N™ o) (m = peso de v) é denominado
subespaco ciclico associado ao operador N, gerado pelo vetor v <«

Claramente, um subespaco ciclico é invariante sob acao de NV, e a restricao de A ao subespaco
NIy N2y ...  Nv,v) tem matriz

01 0 00
0 1 0 0 0
oo0oo01 -+ 00
J(O) = N|(Nmflv,./\/’m*ZW,...,./\/'v,v) = Ce e e < (45)
00 0O 01
00 0 O 0 0

denominada bloco de Jordan (de ordem m).

» Teorema 36: O espaco vetorial V' se decompde na soma direta de subespagos ciclicos do
operador N'. O nimero de termos na soma direta € igual a dim ker N <«

Prova: Provaremos este Teorema usando inducao em n = dim V. Para n = 1, a afirmativa ¢é
6bvia. Para n > 1, seja U C V um subespaco vetorial de dimensao (n — 1) tal que Im N/ C U.
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O subespaco U ¢ invariante sob a acao de N, pois A/ é nilpotente, e pela hipétese de inducao
segue-se que

onde Uy, . ..U} sao subespacos ciclicos. Tome um vetor e € V \. U. Como Im N C U, entao
Ne=u + -+ uy, u; € Us.
Se para algum i = 1, ...,k pudermos escrever
u; = Nv; € N(U;), v; € U;

entao .
Nie—v;) = Z u;j
=1, j#i
e portanto podemos sempre substituir e por e—v; € V\U e fazermos u; = 0. Portanto para todo
i em questdo, ou u; = 0 ou u; ¢ N'(U;) (Lembre-se de que N (U;) = (Nug, N2u; ..., N™iw,)).
No caso em que u; = 0 para todoi=1,...,k, i.e., Ne = 0, entao

V={(alU& &l

é uma decomposicao em subespacos ciclicos.
Se Ne # 0, entao o peso de Ne é o maximo entre os pesos dos vetores u;. Com efeito,
Ne =wuj + -+ u e portanto

Nm(/\/e) = J\/m(u1+---+uk)
= Nm(ul) +Nm(U2) + - +Nm(uk)
Por definicdo, cada U; é da forma (u;, Nu;, N?u; ..., N™iu;), onde m; é o peso de u;.

Sendo m o peso de Ne, isso significa que N (uq) + N (ug) + - + N™(uy) = 0, e a tnica
maneira de que essa soma seja nula é que o peso m; de cada u; seja menor ou igual a m. Para
provar a igualdade, suponha que para todo j = 1,...,k temos que NPu; = 0, para p < m
(estamos supondo que o maximo dentre os pesos dos u; seja estritamente menor que m). Entao
NP(Ne) =0, um absurdo, pois m é o peso de Ne, que é o menor nimero tal que N™(Ne) = 0.
Portanto

peso de Ne = max {pesos de u;}

Vamos assumir sem perda de generalidade que o peso de Ne seja igual ao peso de u; = m.
Segue-se que o peso de e é igual a m + 1. Mostraremos agora que

V={(,NeNe... N"e)oUy®---@®Uy.
Ja que uy ¢ N(Uy), temos que dim U; = peso de u; = m, pois
Ur = (u1, Nuy, N?uqg, ..., N™ ),
mas

dimV = dimU+1=dimU; +dimUs; +---+dimU; + 1
= m+1+dimUs+---+dimU;
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Portanto basta mostrar que (e, Ne,N?e... . N™me)N (Us @ --- & Uy,) = {0}.
Assuma que bge +biNe +baN?e+- -+ bpNme C Uy @ --- @ Uy. Como e ¢ U, entdo by = 0.
Como Ne = uj + -+ -+ uy, entao tomamos a projecao dos termos acima sobre Uy, e portanto

blul + szul + -+ mem_lul = 0,

implicando que by = by = - - - = by, = 0, pois Uj é gerado pelo conjunto (ug, Nuy, N2uq,...,N™ tuy),
que por sua vez é L.I..

Uma vez provado que V se decompode na soma direta de subespacos ciclicos do operador N,
resta provar agora que o numero de termos na soma direta é igual a dim ker N. Seja entao a
decomposi¢ao de V na soma direta de subespacos ciclicos da aplicacao N

V=& oV
E imediato ver que
ker ' =ker Ny, @ --- @ ker Ny,

Ja que
dim ker Ny, =1

pois V; = (v;, Nvg, N?v;, ..., N~ 1;), e dos vetores L.I. que geram V;, somente N~ 1v; € ker
Ny, para todo i = 1,..., k.
Segue-se que dim ker NV = k W

> Ex.117: Mostre que dim ker M|y, =1 para todoi=1,...,k <
> Ex.118: Mostre que dim U; = dim (MV(U;)) + 1 = dim (NM?(U;)) +2=--- <

Com isso podemos afirmar que dada uma aplicagao linear ¢ € End(V'), quando restringimos
¢ ao subespaco ciclico da aplicagao nilpotente N' = (¢ — AT )|V>\(¢), a aplicacao ¢ tem a matriz

da forma
Al 0 - 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 --- 0 0
J(O) + A = N’(Nm*IU,Nm*QU ..... N2 Nvw) — F .. (46)
0Oo0 00 --- X1
00 00 -+ 0 A

Tal matriz é denominada bloco de Jordan associado ao autovalor \.

Provaremos agora que uma matriz associada a uma aplicacdo ¢ € End(V') pode ter blocos
de Jordan de diferentes ordens, todos eles associados a uma mesma raiz A do polindmio carac-
teristico. De fato, a matriz associada a um operador nilpotente (¢ — AI) € End(V') tem a forma
em (4.6) se o indice de (¢ — AI) for igual & dimensao de V.

Mostraremos entao a seguir que quando o indice do operador nilpotente N' = (¢ — \I) €
End(V*(¢)) for menor que a dimensao de V, existe uma base na qual a matriz de N’ = (¢ — \I)
é formada por blocos do tipo (4.6) ao longo da diagonal.
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Considere uma aplicago nilpotente N = (¢ — AI) € End(V*(¢)) de indice . Como N = 0,
isso implica que N"v = 0(v) = 0 € V*(¢). Denotando por Uy o conjunto de todos os vetores de
peso menor ou igual a k

Up:={veV|NP(v)=0,VZ>p <k}

segue-se que
{0} =UycU, C---CU—1 CUr:V)\<¢)-

Denotando agora my = dim Uy, da sequéncia acima concluimos que
n=my<mp_1<---<mg<mg=0 (4.7)

Antes de prosseguirmos, enunciamos a

» Definigao 13: Dizemos que os vetores {v1,...,vt} C V sdo L.I. sobre um subespago vetorial
U C V se a relacao

a1v1 + -+ agvg € U, ai,...,ar €K
implicar que ai,...,ar = 0. <

Se o subespago U consistir unicamente do vetor nulo, entdao o conceito de independéncia
linear sobre U é o mesmo que o conceito usual de vetores L.I.. Independéncia linear dos vetores
v1, ...,V sobre U significa que existe uma combinacao linear ajvi + - - - + axvr que pertence a
U, onde pelo menos um dos a; # 0.

O objetivo entdo é construir uma base do espaco de raizes V*(¢) de maneira apropriada &
construgao dos blocos de Jordan. Como vimos acima, o subespago U,_1 nao coincide com todo
o espaco U, = V*(¢). Portanto podemos encontrar vetores u, .. . yUup, €Up—1, LL em U, =V,
onde p; = m, —m,_1. Os vetores {Nuy,... ,./\/'upl} se encontram em U,_1 e sao L.I. em U, _o.
Com efeito, dada uma combinagao linear

0# aNug + -+ ap, Nup, =w € Up_g (4.8)
entdo a aplicacdo do operador N2 implica que
atN" tuy 4 ap NT My, = NT2w =0, pois w tem peso r — 2

ou de maneira equivalente,
aiuy + -+ Ap, Up, S UT—I,

o que é impossivel por construcao, ji que pela Eq.(4.8) temos que 0 # aiNui +- - -+ ap, Nuy, =
w € U,_9, € nesse caso terlamos que w € U,_o tem peso menor ou igual a r — 2, e também que
w € U,_1 tem peso menor ou igual a r — 1, um absurdo.

Pela Eq.(4.7), segue-se que a dimensao my,_; — m,_3 do espago U,_; sobre U,_o é maior
ou igual a dimensao m, — m,_1 do espaco U, sobre U,_1. Agora complementaremos a lista de
vetores {Nu1,...,Nup, } com vetores {up,+1,...,up, } em U,_1 a fim de obter o maior sistema
possivel de vetores L.I. sobre U,_s, onde py = m,_1 — m,_o. Aplicando-se o operador N sobre
a lista de vetores que temos em maos, obtemos os vetores

{IN?ug, .o s NPy, N, 11, -+, Ny, } € Uy_a, (4.9)

que por sua vez sao L.I. sobre U,._3.
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> Ex.119: Mostre que {N?uy,...,N?up ,Nup,+1,...,Nuy,} € U, formam um conjunto
L.I. sobre U,_3 <

Segue-se que Mmy_3 —My_3 > My_1 —My_2 € podemos tomar vetores {up,+1,...,Ups} € Up_2
que juntamente com o conjunto {N2u1, ..., N2uy , Nup, 41, - . ., Nuy, } formam um conjunto L.I.
sobre U,_3. Continuando tal construcao nos subespagos U,_3,U,_4,...,Uy = {0}, finalmente

obtemos um conjunto de n vetores L.I. em V(¢):

Ur, ..., Up,y
Nug, ... ,\Nup,, Up 41, -+ 5 Up,y
r—1 r—1 r—2 r—2
N7 g, oo N N 2 g1y N Uy U 1 Uy

onde os vetores da primeira linha tém peso r, os vetores da segunda linha tém peso r —1 e assim
por diante, até a ultima linha, cujos vetores possuem peso um.

Como observado em [3], cada coluna da tabela acima determina um subespago invariante
da aplicacao N. Os primeiros p; subespacos invariantes possuem todos dimensao igual a 7,
enquanto que os proximos py — p1 subespagos invariantes possuem todos dimensao igual a 7 — 1,
e também assim por diante, até as ultimos p, — p,_1 colunas contendo — cada uma — somente
um elemento, que determinam por sua vez subespagos invariantes de dimensao igual a um. O
espaco vetorial V() é expresso como a soma direta desses p, subespacos invariantes.

J4 vimos que pela Eq.(4.6) que na base {N""tuy, N7 2us, ..., N?u1, Nui,u1}, o operador

N restrito ao espaco (N"1uy, N""2us, ..., N2u1, N'ui,u;) possui a forma
0100 --- 00
0010 --- 00
0001 -- 00
00 0 O 01
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Com isso, podemos ver que a matriz da aplicacao N em V)‘(gzﬁ) possui a forma

0100 - 00
0010 - 00
0001 00
0000 0 1
0000 00
0100 00
0010 00
0001 00
: (4.10)
0000 0 1
0000 00

o0

0

O numero de blocos de tamanho r é igual a p;, e o nimero de blocos de tamanho r — 1 é igual
a p2 — p1. Analogamente, o niimero de blocos 2 x 2 é igual a p,_1 — pr_2, € 0 nimero de blocos
1x1éigual a p, —p,—1. Se pr_jy1 = pr—j, entao a matriz nao possui blocos j x j.

» Definicao 14: Uma matriz de Jordan é uma matriz diagonal em blocos

J 0 - 0
0 Jo -+ 0
0 0 - J
onde Ji, Jo, ..., Ji sdo blocos de Jordan, associados as possiveis k raizes distintas A do polindomio

caracteristico do operador ¢ € End(V), onde J; = (¢ — Nil)|yx; () <

Cada um dos J; = N|yx; () = (¢ — Ail) |y () Possul a forma dada pela Eq.(4.10).
A partir dos Teoremas 34 e 35 obtemos o

» Teorema 37: Se o polinomio caracteristico Py(t) cinde em fatores lineares, entdo existe
uma base onde a matriz possui a forma de Jordan <«

Tal matriz é denominada forma canénica de Jordan.

> Corolario 5: A matriz de qualquer aplicacao linear sobre o corpo dos complexos se reduz
a forma canodnica de Jordan. <
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4.2 Funcoes de Aplicacoes Lineares

Seja V um K-espago vetorial de dimensao finita e ¢ € End(V'). Para qualquer polinémio
Ft) = aot™ + art™ ' 4+ 4 a1t + am € K1),
podemos definir seu valor em ¢ como sendo
F(@) = aod™ + a1¢™ " + -+ am—10 + am .

> Ex.120: Mostre que (f +g)¢ = f(¢) + g(d) e que (fg)(¢) = f(d)g(0) <

Também definimos f(A) onde A & uma matriz. Se a matriz de uma aplica¢ao ¢ em alguma
base é A, entdo a matriz do operador f(¢) nessa base é f(A).

Um polinémio f tal que f(¢) = 0 é denominado polinémio aniquilador de ¢. O polindémio
de menor grau que aniquila ¢ ¢ denominado polinémio minimo de ¢, denotado por m.

Todo polinomio aniquilador f ¢é divisivel por mg. Com efeito, se o resto da divisao de f por
my € diferente de zero, entao existe um polinomio aniquilador de ¢ de grau menor do que o grau
de mg, contradizendo a definicao de polinémio minimo. Um polinémio minimo é tinico a menos
de um fator constante, e a fim de o definir de maneira tnica, exigimos que seu coeficiente lider
seja 1.

> Ex.121: Determine os polindmios minimos associados a aplicacao nula e a identidade <

Se o espago vetorial V' se decompoe na soma direta de subespacos invariantes de uma
aplicacao ¢, entao o polinomio minimo de ¢ é igual ao minimo multiplo comum dos polinémios
minimos da restricao de ¢ a esses subespacos, e uma vez sabendo isso é facil encontrar o polindomio
minimo de uma aplicacao linear a partir de sua forma candnica de Jordan. O primeiro passo é

encontrar o polinémio minimo de um bloco de Jordan.
» Proposicao 9: O polinémio minimo de um bloco de Jordan de ordem m com autovalor A
éigual a (t— )" <

Prova: Seja n a aplicacao linear associada a este bloco de Jordan. Entao N = (n — A\I) é
nilpotente de peso m, isto é

(n—A)™ =0, (n — A)™™1 £ 0.

Segue-se entao que (t — \)™ é o polinémio aniquilador e nenhum dos seus divisores é polindémio

aniquilador W

Considere agora ¢ uma aplicagao linear cujo polindomio caracteristico P, cinde em fatores
lineares. Seja A1,...,As todas as raizes (distintas) de Py. O Lema anterior, juntamente com o
paragrafo que o antecede, implicam no

» Teorema 38: O polinomio minimo de uma aplicagio ¢ € End(V') € dado por

S

mg(t) = [J (£ = x)™

i=1

onde m; € a ordem mdxima dos blocos de Jordan com autovalor \; na forma candénica de Jordan
de ¢ <
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> Corolario 6: Vemos que a forma canénica de Jordan de ¢ é diagonal se, e somente se o
polindmio minimo de ¢ nao possui raizes multiplas <

> Exemplo 20: Considere ¢ € End(V¢) tal que ¢™ = I para algum m € N. O polindémio
t™ — 1 é um polinémio aniquilador de ¢, e ja que ele nao possui raizes multiplas, o polindomio
minimo de ¢ também nao possui raizes multiplas. Entao, a forma canonica de Jordan de ¢ é

diagonal, com as entradas sendo raizes da unidade de grau m <

2
> Exemplo 21: Considere a matriz A = Lol Suas raizes caracteristicas sao dadas por

A =1, com multiplicidade algébrica igual a dois. Calculemos entao seus autovetores:

o= [(30)-6 6~ )

1

o que implica que o tnico autovetor v dessa matriz é dado por v = ( ) Para encontrarmos

a :
o outro vetor w = ( b) que forma uma base de R?, sabemos que ele deve ser um vetor raiz de

peso 2 (ou seja (A —11)%w =0e (A — 11)w # 0), e portanto

el (%0) (D1 6)- ()

1 . [ .
Portanto w = <O> Na base formada por {v,w}, a matriz terd um formato mais simples,

pois sabemos que Av = v e que (A — 1I)w = v, ou seja, Aw = v + w. Portanto nessa base
1 1

A= 0 1) De fato, a matriz formada pelas componentes de v e w na base canonica é dada
por

(1) =00
Portanto

-1 1 - 1 1
Blap=(° o 1) =

1 1 -1 0/ \1 O 0 1
que corresponde a forma de Jordan da matriz A. <

> Ex.122: Encontre o polindmio minimo das matrizes

2
0 1 1 0 0 0 2000 2000 L0 o
Lo o 1 2 00 1 200 1 200 010
100’0020’0120’0120’002
00 0 2 00 0 2 00 1 2
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> Exemplo 22: Neste exemplo queremos encontrar todas aplicacao ¢ € End(V) tais que
¢ = ¢2. Essa condicdo significa que o polinémio aniquilador de ¢ ¢ dado por t3 — 2 = t2(t — 1)
e portanto o polinémio minimo de ¢ divide t2(t — 1). Pelo Teorema anterior, isso é vélido se, e
somente se a forma candnica de Jordan de ¢ possui blocos dos tipos

0 1
(O O>, o O

O numero de blocos de cada tipo pode ser arbitrario, em particular zero, e a soma de suas ordens
én,sedimV =n <

> Ex.123: Calcule os autovalores e subespacos de raizes das seguintes matrizes:

-2 2
4 -5 2 1 -3 4 2 6 -—15 (1) 1 31 1
5 =7 3 4 -7 8 1 1 -5 0 0 9 0
-9 4 — 1 2 —
6 9 6 7T 6 1 -1 0 1
<
> Ex.124: Determine a forma de Jordan das matrizes
11 0 0 -9 0 O
01 0 1 6 00
’ 0O 0 3 0
01 1
0O 0 0 3

<

> Ex.125: Qual é a forma de Jordan de uma aplicagdo com polindémio caracteristico (¢ —
2)2(t — 5)3 tal que o espaco de autovetores para o autovalor 2 tem dimensao 1, enquanto que o
espaco para o autovalor 5 tem dimensao 27 <

> Ex.126: Ache todas as formas de Jordan possiveis para A € M(8,K) com polinémio minimo
dado por t2(t — 1)% <

> Ex.127: Encontre o polindmio minimo, o polinémio caracteristico, as raizes caracteristicas,
e as multiplicidades geométricas dos autovetores, associados & matriz A € M(10,K) dada por

?@11691@216921
1 01 0 2 0 2

> Ex.128: Quantas formas de Jordan possui uma aplicagdo com polinémio caracteristico
(t—2)4t—1)?? «

S O =
O = =

<

> Ex.129: Se uma aplicacdo ¢ € End(C®) possui polinémio caracteristico (¢t — 2)3(t — 1)% e
polinémio minimo (¢ — 2)2(¢t — 1), qual é a forma de Jordan de ¢? <

> Ex.130: Dada a matriz A = ( 2

1
1 O)’ expresse A" como uma funcao de n € N.
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> Ex.131: Determine a forma de Jordan das matrizes

1 -3 4 3 0 0
a) |4 -7 8 Resp. : 0 -1 1
6 —7 7 0 0 -1
4 =57
b) 1 -4 9 Resp.: diag (1,24 3i,2 — 34)
-4 0 5
4 6 0
c) | -3 -5 0 Resp.: diag(—2,1,1)
-3 —6 1
3 0 8 -1 0 0
d |3 -1 6 Resp. : 1 -1 0
-2 0 =5 0 0 -1
-2 8 6
e) | -4 10 6 Resp.: diag(0,2,2)
4 -8 —4

<

> Ex.132: Calcule os autovalores da matriz

4 -3 1 1
2 -1 1
0 0 —4 3|’
0o 0 2 1

os autovetores correspondentes, e a dimensao dos autoespagos correspondentes. <

» Lema 7: Sejam ¢ € End(V') e U C V um subespago ¢-invariante. Entao ¢ induz uma
aplicagcdo ¢ € End(V/U) definida por ¢(v + U) = ¢(v) + U, para todo v € V. Se f € Kz]
¢ tal que f(¢) = 0, entdo f(¢) =0 € V/U. Se m e m sio os polindmios minimos de ¢ e ¢
respectivamente, entao m divide m <

Prova: A aplicacio ¢ é bem-definida. De fato, se 0 = v + W = vy + W, entdo v1 — vy € W e
d(v1 —va) € W. Dai ¢(v1) = ¢(v2) + W e portanto ¢(vy) + W = ¢(v2) + W.
Se v € V/U entao

02(0) = () + W =o(¢(v) + W

= ¢(d(v) + W) = ¢(d(v+W))

= (9)*(v)
e 0 mesmo vale por inducio para ¢k = (0)*, Vk € N. Se f € K[z], entdo f(¢) = f(¢), e se
f(#) =0, entdo f(¢) =0. Como m(p) = m(¢)=0, entdo m divide m B

> Ex.133: Mostre que ¢ é linear <
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» Teorema 39: Sejam V um K-espago vetorial, ¢ € End(V'), dim V' = n. Se todas as raizes
do polinomio caracteristico de ¢ pertencem a um corpo K, entao existe uma base de V na qual
a matriz A de ¢ € triangular, ou seja, [a;;] = 0,1 > 7 <

Prova: Indugao sobre n. O caso n = 1 é trivial. Seja dim V =n > 1, e seja \; € K um
autovalor de ¢ com autovetor v;. Considerando W = (v1), ¢(W) C W e dim W =1, com dim
V/W =n — 1. Seja ¢ a aplicacio induzida sobre V/W. J4 sabemos que cada raiz de m; é uma
raiz de m, e que cada autovalor de ¢ é raiz de m, portanto as raizes de m; pertencem a K.

Entao existe uma base vy, ..., v, de V/W tal que
@( ) = G202
o(U3) = asvs + assvs
G(Un) = aga02+ -+ Annty
Os vetores vy, vy, ..., v, formam uma base de V. Além disso, ¢(v;) = w; + agive + -+ + a;;v;,

onde w; = ay;v1 e portanto ¢(v;) = a;v1 + agiva + -+ + aiv; W

> Corolario 7: Seja A € M(n,K). Se todas as raizes de P4(t) = det (A — tI) pertencerem a
K, entao A é semelhante a uma matriz triangular <

» Teorema 40: (Cayley-Hamilton) Dado ¢ € End(V), se todas as raizes A1, ..., A, de Py(t)
= det (¢ — tI) pertencerem a K, entdo Py(¢) =0 <«

Prova: A matriz A € M(n,K) associada a ¢ é uma matriz triangular superior, numa certa base
{vi,...,on}. Se Uy = {0} e U; = (v1,...,v;), entdo Uy C Uy C --- C Uy, =V, e ¢(U;) C U,.
Portanto Py(t) = (=1)"(A—=A1) ... (A= Ay), e portanto Pa(A) = (=1)"(A—a11l)...(A—ap,I)
pois \; = a;;, onde [a;;] = A. Para cada i —1,...,n, Av; = u + a;v;, onde u € U;—1 e portanto
(A —a;il)v; =u € Uj—y. O operador A — a;I mapeia U; em U;—q1 e pa(A) = (A —a1)(A —
agol) ... (A — ap,I), logo temos a seqiiéncia

_ A=am-1)(n-1){ _ _
vy, Al AMeeveevl g g, Weeel) g Wrend) {0}

Segue-se que P4(A) é um mapa de V em {0} e portanto P4(A) =0 W



Algebra Tensorial 5

Este capitulo se inicia introduzindo um conceito mais geral que engloba os demais conceitos
envolvidos nos capitulos anteriores.
Para entendermos do que se trata a algebra tensorial, devemos ter em mente o que significa

algebra.

» Definicao 15: Seja V um K-espago vetorial, com uma operagao adicional: dados u,v € V'
o produto bilinear em A = (V, .), (u,v) — w.v € A. Entao (V,.) é denominado uma algebra
(associativa) sobre K se

1. (wv)w =wu.(vw),Vu,v,w € V
2. u(v+w) =uv+uw

3. (u+v)w=uw+v.w

4. a(uv) = (au).v = u.(av)

Se existir um elemento 1 € V tal que 1.u = u.1 = w para todo u € V, entao V é uma dlgebra
unital (ou élgebra com unidade). A dlgebra V é dita comutativa se u.v = v.u, Yu,v € V <«

5.1 Aplicagoes Multilineares
Sejam V1, Vs, ..., V, e W K-espagos vetoriais. A aplicagao
p:Vix--xV, =W (5.1)

é denominado multilinear (ou p-linear) se for linear em cada um dos p argumentos, quando
os outros argumentos estdo fixos, ou seja, dados arbitrariamente ¢ € K, vy,v] € Vi, vq,0} €
Vo, ..., up, vl € Vy, entéo
/ /
¢ (V1,v2,... iy, ) + O(V1,V2, ... V.., Up) = G(V1, 02, ..,V F UG, V),
cop(v1,v2, ...,V .., Up) = (U102, ..., CU;, ., 0p), Yi=1,...,D

Quando p = 1 a aplicagao é linear, e quando p = 2 a aplicagao ¢ ¢ bilinear.

Tais aplicagbes formam um espago vetorial, que é por si préprio um subespaco vetorial do

espaco de todas as aplicacoes ¢ : Vi x --- x V,, — W, ao definirmos a soma de duas aplicacoes
p-lineares e a multiplicagao por escalar de uma aplicacao p-linear:

W+ @) (v1,...,vp) = P(vr,...,vp) + P(v1,...,0p)
(ap)(vi,...,vp) = ap(vi,...,vp)

Denotamos tal subespago é denotado por Hom(Vi, ...,V W).



5. Algebra Tensorial Prof. Roldao da Rocha - CMCC - UFABC (2008) 63

> Ex.134: Mostre que Hom(Vy, ..., V,; W) é de fato um espago vetorial <

Se os espacos Vi,...,V,, U possuem dimensao finita, entdao Hom(Vi, ..., V,; U) também tem
dimensdo finita, e mais precisamente

dimHom(V1,...,V,;U) =dim V; - - -dim V,, - dimU

ja& que a aplicacdo em (5.1) é determinada pelas imagens dos vetores das bases de Vi,..., V),
que por sua vez sao determinadas pelas suas coordenadas na base de U.
Quando U = K, obtemos o espaco Hom(V1,...,V,;K) das fun¢bes multilineares em V; X

--- x V},. Nesse caso, as aplicacoes p-lineares sao denominadas formas p-lineares. Em particular
Hom(V,K) é o espago dual V* de V.

> Ex.135: A multiplicacdo de nimeros reais ¢ : R x R — R dada por ¢(x,y) = xy é bilinear.
Mostre que a aplicacdo ¢ : R X R x --- x R — R definida por ¢(z1,...,2p) = x1.22....2p €
p-linear <

> Ex.136: Dados U,V K-espagos vetoriais, mostre que dada ¢ € Hom(U,V), e v € V, a
aplicacao

A:Hom(U,V)xU — V
(¢,v) = A¢,v) = ¢(v)

é bilinear<
» Proposicao 10: Sejam U,V K-espacos vetoriais e S C U um conjunto de geradores. Se
duas aplicagoes p-lineares ¢, : U x --- x U — V sdo tais que ¢p(v1,...,vp) =(v1,...,vp) para

puezes
quaisquer vi,...,vp € S, entio ¢ =1 <«
Prova: A proposicao é ébvia quando p = 1. Suponha que ela seja vélida para k e considere
¢, U x---xU —V tais que ¢(v1,...,0p41) = ¥(v1,...,Upt1) quando vy, ..., Vp, Ups1 € S.

(p+1)—vezes
Tome v € V fixo e defina ¢/, ¢ : U x---xU — V, pondo ¢ (vi,...,vp) = ¢(v1,...,0p,0)

p—vezes
e Y (vi,...,vp) = Y(v1,...,0p,v). Portanto ¢’ e ¢’ coincidem quando vy,...,v, € S e pela
hipétese de indugao ¢’ = ¢’. Portanto ¢(v1,...,vp,v) = (v1,...,vp,v) paratodos vy,. .., vp, v €
U, ouseja, vy =¢ 1

> Ex.137: Mostre que, dada uma aplicacao p-linear ¢ : Uy x --- x U, — V, sua imagem

¢(Uy x -+ x Up) ndo é um subespago vetorial de V', quando p # 1. <

> Ex.138: Mostre que a composi¢ao de uma aplicagao linear ¢ € Hom(U, V') com uma aplicagao
p-linear Hom(V, ..., V,; U) é p-linear e pertence a Hom(V,...,V,; V) <

> Ex.139: Seja {e1, ea} a base candnica de R? e {e, e2, e3, ¢4} a base canonica de R*. Considere
a aplicacio ¢ : R? x R?> — R* a aplicacdo bilinear definida por ¢(e1,e1) = e, d(er,e2) =
e2, p(ea, e1) = e3, (e, €2) = e4. Mostre que um vetor v = vie; + vZes + v3e3 + viey € R* é da
forma v = ¢(z,y), onde z,y € R? se, e somente se viv? = v2v3. Conclua que a imagem de ¢

gera, porém nao coincide com R*. Em particular, ¢(R? x R?) ndo é subespaco vetorial <
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5.2 Produto Tensorial entre Espacos Vetoriais

O produto tensorial entre dois espagos vetoriais V' e W surge naturalmente quando consid-
eramos aplicacoes bilineares ¢ : V x W — U. Um desses mapas é universal, no sentido que de
certa maneira ele descreve todos os outros.

» Definicao 16: O produto tensorial entre K-espagos vetoriais V e W é um espago T' com um

mapa bilinear

R:VxW — T
(v, w) = (vOw)

que satisfaz a seguinte condicao: se {e;|i € I} e {fj|j € J} sao basesde Ve W —aqui [ e J
sao conjuntos de indices — respectivamente, entao {e; ® fj|i € I,j € J} é base de T' <

Tal condigao nao depende das escolha de bases de V e W. Denotamos também V ®x W quando
quisermos explicitamente enfatizar sobre qual corpo estamos efetuando o produto tensorial.
O produto tensorial existe para quaisquer espacos vetoriais V e W, pois ao se considerar o
espaco vetorial T' com base {t;;}, definimos a aplicacgo ® : V- x W — T tal que e; ® f; = t;;.
O produto tensorial é inico a menos de isomorfismo, no sentido de que se (71, ®1) e (12, ®2)
sao dois produtos tensoriais entre V' e W, entao existe um (tinico) isomorfismo

YTy — 15

V@1 W = UVRaw
para quaisquer v € V e w € W. Com efeito, para vetores da base de V e W o isomorfismo
em questao pode ser construido como ¥ (e; ®1 fj) = e; ®2 f;. Por linearidade tal isomorfismo é

estendido para todosv eV e w € W.
Em particular, dim (V @ W) = dim V - dim W.

> Exemplo 23: Considere respectivamente os espagos dos polindmios na varidvel x e y sobre
um corpo K, e a aplicacao bilinear
®: Klz] xK[y] — Klz,y]
(fog)(z,y) — [fl@)gly)

Para i,7 = 0,1,2,..., os produtos 2! ® y/ = 2%y’ formam uma base de K[z,y], e portanto
Klz,y] = K[z] @ K[y] <

> Ex.140: Sejam v, u € R? os vetores v = 2e; —eg, u = e1 +3ep. Calcule os produtos tensoriais
v ®u e u ® v na base candnica, e verifique que o produto tensorial nao é comutativo <

Embora o produto tensorial entre dois espacos vetorial nao seja comutativo, é possivel esta-
belecer um isomorfismo

Cuw:V@W - WV
VW — WU (5.2)

ao requerermos que a base e; ® fj de V. ® W seja levada na base f; ® e; de W @ V.
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> Ex.141:
a) Mostre que cy,w o e,y = idy e que cwy o cyw = idw

b) Dado o espago vetorial U ® V' ® W, mostre que (cyw @ I) o (I @ cyw) o (cuy @ I) =
(I®cyyv)o(cuw ®@1)o(I®cyw). Essa relacao é denominada equagio de Yang-Baxter
e origina o grupo das trancas.

<

» Obs.17: Equipado com essas estruturas o conjunto V7 x Vo X --- x V,, é denominada soma

p
direta exterior dos espacos vetoriais Vi, Va,..., V), e é denotada por @Vz Considere o sube-
i=1
p
spago livre M of EBV" que consiste das somas finitas formais > Ay (V1525 V) .
i=1 (vl,...,vp)e@leVi
A denominagao livre na definicao acima significa que > oy ..vp (V1. .., 0p) = 0, im-

(v1,---0p)EBY_1 Vi
plicando que ay, ...y, = 0.
O subespago Mg € V' é um subespago de M gerado pelos vetores de um dos seguintes tipos:

(i) (v1,v2, . v+ o) — (V102 V) — (V102U Up),

(ii) (v1,v2, ...,V ..., vp) — c(V1,V2,. .., Vi, ..., 0p), Vi=1,2,...,p, ce K

Podemos definir no espago M a seguinte relagdo de equivaléncia. Dados u,v € M dizemos
que u = v (mod My) se u —v € My. Considere agora o espago quociente M /My, cujos
elementos sdo as classes de equivaléncia de M definidas pela Eq.(3.6). Os elementos de M /M,
sao denotados por [u] ou u+My. O espaco M /M possui uma estrutura de espago vetorial

sobre K, ao definirmos

[@+ 0] = [a] + [7],
cla] = [cu), ceK. (5.3)

Egs.(5.3) podem ser reescritas como

(t+My) + (9+Myp) = (a + 9)+Mo,
c(u+My) = (cu+My), c € K. (5.4)

A projegao candnica é definida como sendo a aplicagao 7 :M —M /M, onde 7 € Hom(M, M/ My).
Ja que 7(u) = 7(v) = u =0 (mod My), et =70 (modMgy) = w(u) = 7(v), segue-se que 7(u —
v) = 0, de onde concluimos que 7(My) = 0, i.e., kerm = M. Formalmente o espago M /M, é
denominado produto tensorial entre os espagos Vi, Vs, ...,V e denotado por V1 @ Vo ® - -- ® V,.
Os elementos de V1 ® Vo ® - -+ ® V), s@o denominados tensores. Seja @ = (vi,v2,...,v,) € M e
escrevemos

T(v1,v2,...,0p) =V1 @ V2 @ -+ @ Vp, (5.5)

e denominamos v1 ® v2 ® - - - ® v, um tensor fatorizdavel. <
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> Exemplo 24: Dados a € V* e w € W, defina a aplicacao linear

®:V*xW — Hom(V,W)
(,w) —» aQuw:V—-W
v (a®w)(v) = alv)w (5.6)

Tomando {e'} e {f;} bases canénicas de V* e W respectivamente, o elemento e’ @ f; é levado
a matriz F;j, onde a entrada (7, j) é 1, e as demais entradas valem zero.<

> Exemplo 25: No exemplo anterior, no caso particular quando V= W, temos o isomorfismo

V*®V ~ End(V), e portanto temos a equivaléncia entre elementos > ', afei ®e; eV aV
e a matriz [a;;] € End(V). Sabemos que o espaco End(V) é munido de um funcional linear
canodnico: o traco Tr: End(V) — K — definido por Tr [a;;] = D1 [a;]. Portanto o trago induz
um funcional linear

V*xV — K
n . . n .
Z ale' @e; — Z a; (5.7)
ig—1 i1

denominado contragdo. <
Dados a € V*, 6 € W*, definimos agora o produto tensorial « ® 8 em V x W por

(a®f)(v,w) =a()p(w), veViweW (5.8)
obtendo assim o mapa bilinear
®: V* x W* — Hom (V, W; K).

Aqui (€, f7)(u,v) = uv;, onde (ug,...,u,) e (vi,...,v,) sdo componentes dos vetores u e v
respectivamente. Ja vimos que toda fungao bilinear B : V ® W — K se decompoe unicamente
como B(u,v) = Eij cijuv;, as fungdes €' @ fJ formam uma base Hom(V, W;K). Assim

Hom (V, W;K) ~ V* @ W* (5.9)

Em particular, quando nos restringimos ao produto tensorial tomado sobre cépias do mesmo
espaco vetorial V', ja vimos que um covetor age sobre um vetor resultando numa quantidade
escalar. Desse modo, o, € V* e u,v € V, sabemos que «a(u) e 3(v) e podemos considerar
o produto dessas duas quantidades, ou seja, a(u)B(v). Como conseqiiéncia dessa defini¢ao o
produto tensorial nao é comutativo. Como caso particular da Def. 15, um produto tensorial
entre vetores — com valores em K — de um mesmo espago vetorial age sobre o produto cartesiano
V* x V*, resultando em um escalar:

(u@v)(e, B) = a(u)B(v)

Nao ¢ dificil vermos que o espaco definido pelo produto tensorial de covetores é também um
espaco vetorial, que denotaremos por T2(V) = V* ® V*, e denotaremos também por T(V) =
VeVv.
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> Ex.142: Mostre que T%(V) e T2(V) sdo espacos vetoriais, e mostre também que T2(V) ~
To(V*) e que To(V) ~ T?(V*). <
Se dim V = n temos dim T»(V) = dim T%(V) = n?.

Mais especificamente, considere {e;} uma base para V e {e'} a sua base dual. Sabemos que
a(v) = Y, 0" e que B(u) = Y, fin', onde o = ale;), B = Bes), v' = €'(v) e u' = €e'(u).
Desse modo

(a® pB)(v,u) = Z a; v Biu’ .
i?j
Mas (¢! ® e/)(v,u) = v'u/, e portanto podemos escrever
a®f= Zazﬂjeiééej
i’j
Os funcionais bilineares {¢! ® e/} (i,j = 1,...,n) formam uma base para o espaco T2(V). Se
B é um funcional bilinear arbitrario podemos escrever B = bijei ® eJ, onde os escalares bij
— componentes de B nesta base — sao dados por b;; = B(e;,ej). Segue-se que B(v,u) =
Zi,j bijviuj.
> Ex.143: Mostre que {e; ® e;} (i,j = 1,...,n) formam uma base para o espaco T>(V), ou
seja, que A € T5(V) pode ser escrito na forma A = 3, . ae; ® e;, onde a¥ = A(e',e?) sdo
as componentes de A nessa base. Mostre ainda que os coeficientes a”/ sdo tnicos. Da mesma
maneira, mostre que {¢! ® e/} (i,j = 1,...,n) formam uma base para o espaco T?(V) <

Os funcionais bilineares em T?(V) e T5(V) podem ser decompostos na soma de funcionais
bilineares simétricos e alternados. Vamos tomar como exemplo B € T?(V), e definimos um
funcional bilinear simétrico By, como

1
Bsim(vv u) = i(B(vv u) =+ B(“? U))
e um funcional bilinear alternado By, como
1
Ba(v,u) = §(B(v,u) — B(u,v)).
> Ex.144: Mostre que um funcional bilinear arbitrario B : V* @ V* — K pode ser escrito

como B = Bgm + Ba <

O espago dos funcionais bilineares simétricos T (V') e dos funcionais bilineares alternados

Tflt(V) possuem respectivamente as bases e! @ e/ + e/ ® el e ¢! @ el — el ® €.

> Ex.145: Prove que as componentes de um elemento A = A%¢; ® e; € T2 (V) satisfazem
AU = AT q

> Ex.146: Dados a, (8 : V — K, mostre que:
l.a®f=0a=00ufg=0.

2. a® P =F®as ae [ sao miltiplos um do outro.
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> Ex.147: O operador de permutacio P : T?(V) — T?(V) é definido por P(a®f3) = B®a, e o
operador identidade ¢ dado por id(a® 3) = a® (. Defina os operadores ALT: T%(V') — T2, (V)
e SIM: T*(V) — T2, (V) tais que ALT = 3(id — P) e SIM = 1(id + P). Prove que ALT o ALT

= ALT, SIM o SIM = SIM, ALT o SIM = 0 = SIM o ALT, e que ALT + SIM = id. Mostre que

ker SIM = T2, (V) e ker ALT = T2,_(V) <
> Ex.148: Prove que T%(V) =T2. (V)& T2, (V) <

> Ex.149: Dados a = €3 — 4e!, 8 = 3e? — €3, calcule (o ® (8)(u,v), onde u = e1 + e + 2e3 e
v = —2e1 + e3. Calcule também a® (0, a®Ra, R, FR[, aRu, vRB, uQu, u@u a. <

> Ex.150: Defina o produto exterior entre trés vetores {e;, ez, e3} € R3 como sendo

1
ejNeyNe3 = é(el ResRQest+ersResRe;+esRe;Per—ezResRe; —er e Reg—e; ®e3®e2)
Mostre que e; A es A es = —ep A es A ey e mais geralmente que e; Aeg Aes € Tz(V) <

» Proposicao 11: Dada uma aplicacdo linear ¢ : V. x W — U, existe uma unica aplicacao
linear v : VW — U tal que

d(v,w) = P(v @ w), veV,weW. (5.10)
<

Prova: Na base de V ® W, tal mapa linear é dado por
olei, fi) =v(e;® f;) W

Mais especificamente, provamos o carater universal do produto tensorial, no sentido de que
existe uma fungao f : V x W — V@ W tal que ¢ o f = ¢, como mostra o seguinte diagrama

comutativo:
VxW 4 U
/0 /l/}
VeoWw

Portanto existe um isomorfismo entre Hom(V@W;U) e Hom(V, W;U) que leva ) : VW —
Uag¢:V xW — U, eem particular quando U = K temos que

(V@ W)* ~ Hom (V, W;K)

ja que (V @ W)* leva o espago tensorial V @ W ao corpo K.
Pelo isomorfismo obtido pela Eq.(5.9), acabamos de mostrar o seguinte isomorfismo:

(VW) ~V oW

(5.11)

O isomorfismo acima é visto como uma extensao da correlagdo 7 : V. — V* que “dualiza”

também o produto tensorial:

T:VeW — (VeW)*
vew — T(vw)="T1v)T(W) (5.12)
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Funcionais Bilineares Mistos

Assim como definimos produto tensorial entre vetores e entre covetores, podemos também
definir o produto tensorial entre um vetor e um covetor. O funcional bilinear assim obtido é
denominado funcional bilinear misto. Definimos o produto tensorial o ® v através de

(@ @v)(u, f) = a(u)B(v).

Denotaremos este espago vetorial por T (V) = V* ® V. Obviamente dim 7% (V) = n?. Uma
base para T (V) é dada pelos produtos tensoriais do tipo €’ ® ej. Dessa maneira C' € T (V)
Jet @ ej, onde ¢;” = C(e;, e;)

pode ser escrito como C'= )", e
9,

> Exemplo 26: Este exemplo é o Ex. 1.5 de [7]. Existe um isomorfismo entre os espagos
TYL (V) e Ty Y(V) definido por

cvy-:TH(V) — T H(V)
a®u — cyy-(a®v) =vQ«

Em termos de uma base de T (V) podemos escrever cyy+(e! @ e;) = e; ® €', e tal defini¢do
nao depende da base escolhida. Apesar do isomorfismo acima, devemos tomar cuidado com a
notacdo, distinguindo os espagos T (V) e T} (V). Vamos supor que dada uma forma bilinear
simétrica g definida em termos de uma base {eq, e} de R? por g11 = 1,910 = 1,921 = 1,922 =
—1, onde g;; = g(ej, ej). Podemos entao levantar e abaixar indices (implicitamente usando a
correlagdo 7: V. — V*:

61:€1+€2, 62:61—62,
¢ 1 1
et = 5(61 + e2), e = 5(61 —e9).

Vamos agora considerar B € T (V') dado por

B=c¢' X ea.
Temos nesse caso B;! = 0,B,? = 1, By! =0, B, = 0. Levantando e abaixando {ndices com a
ajuda das férmulas acima podemos escrever

1 1 1 1
B:561@61—561®€2+§€1®61—561®€2

ou seja, B} = %,B12 = —%,le = %,322 = —%. e portanto Bg #+ B;- e portanto é preciso
distinguir os T4 (V) e T, 1(V). <

> Ex.151: Encontre o valor do tensor ¢ ® ¢ — ¢ ® ¢ € T°(V) aplicado em (v1,v2,...,vs)
onde p =el@e?+e2@ed+e2@e2 e T?V) et = el ®e! ® (el — €3), enquanto que vy = ey,
Uy =e1+ ez, U3 =¢€3+ €3, V4 =05 =¢€2

> Ex.152: Encontre as componentes T’ 12 de um tensor em T,3(V) se todas as componentes
desse tensor na base {¢;} valem 2, e as bases {€;} estao relacionadas por

1 2 3
(€1,€9,€3) = (e1,e2,€3) | 0 2 (5.13)
0 1

1
0
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> Ex.153: Dado V um espaco vetorial 4-dimensional, considere A = el@eg+e2@es+ed®ey €
T',. Encontre todos os vetores v € V tais que A(v,a) =0, Va € V* <

> Ex.154: Considere um espago vetorial 3-dimensional sobre o corpo Zso, e um tensor T =
el ®@eg+ €2 ®ez € TH (V). Encontre os pares (v,a) € V x V* tal que T(v,a) =0 <

> Ex.155: Considere o isomorfismo 1 : V*®@V — End(V) em (5.6). Dado A = e! ®e3, calcule
Y(A)v, onde v = e1 + ez + e3 + e4. Calcule também para o caso onde A = (e! + €3) @ (e3 + e?)
e v =2e; + 3ex + 2e3 + 3e4 <

> Ex.156: Dada a métrica g : V x V — K explicitamente por

0
0
1
1

N = O O

1
1
0
0

S O~ N

abaixe e levante os indices dos tensores:

a) el @es+e?®ey

b) (el +e?) @ (e3 +eq) — (el +€3) @ ez <

5.3 A Aalgebra tensorial de um espaco vetorial

Da mesma maneira que foi estabelecido um isomorfismo de permutacao entre espagos veto-
riais, através da Eq.(5.2), dados trés espagos vetoriais U, V, W sobre K, existe um isomorfismo

UeV)eW — UV eWw)
(uev)ew — u®(vew) (5.14)

Ao identificarmos os espagos tensoriais (U@ V)@W e U (V ®W) por tal isomorfismo, podemos
escrever produtos tensoriais entre qualquer nimero finito de espacos vetoriais V1, Va,..., V), sem
o uso de parénteses. Indugdo em p mostra que o produto tensorial entre vetores das bases de
Vi,...,V, forma uma base para o espaco V1 ® --- ®@ V/,.

Podemos agora generalizar os resultados obtidos em (5.9, 5.10, 5.11) para o caso do produto
tensorial (finito) entre espagos vetoriais, obtendo um isomorfismo

Hom(Vi ® --- ® V,,;U) ~ Hom(V4, ...,V U) (5.15)

que leva uma aplicagao linear ¢ : V1 ® --- ® V,, — U a aplicagao p-linear ¢ : Vi x --- x V, = U,
definida como
A(v1,...,0p) =Y(V1 ® -+ Qup)

e em particular quando U = K obtemos um isomorfismo
V1 ®---®V,)" ~Hom(Vy,...,V,;K) (5.16)

Podemos agora generalizar a expressao (5.8) para um nimero arbitrario de espagos vetoriais
de dimensao finita Vi,...,V,. Seja

(0 ®- - ®@ap)(v,...,vp) = (V1) ...ap(vp) (5.17)
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onde aq € V', ..., ap € Vi 01 €V1,...,vp € V). Segue-se que
Hom(V1,..., Vi K) =V @ --- @ V. (5.18)

Juntamente com o isomorfismo ja estabelecido em (5.16), o seguinte isomorfismo decorre imedi-
atamente:

V1*®"'®VP*Z(V1®'“®VP)*

Essa expressao ¢é a generalizacdo da relagao (5.12), sendo a correlagio um automorfismo em
relagdo ao produto tensorial:
T ViV, - Ve -V
VR QU — T - Quy) =T711)® - @7(vp) (5.19)
Produtos tensoriais entre aplicagoes lineares
Para quaisquer operadores A € End(V) e B € End(W), podemos construir a aplicagao linear
A® B € End(V ® W) através da defini¢ao
(A B)(vew) = (A(W)) ® (B(w)) (5.20)

A aplicagdo A ® B é denominada produto tensorial entre as aplicagoes lineares A e B.

> Exemplo 27: Considere A = [a;j] a matriz de A na base {e1,...,e,} de V e B = [by] a
matriz do operador B na base {fi,..., fm} de W. Entao a matriz da aplicagdo A ® B na base

{e1® fr,e1® f2,...,e1@ frm, 1@ f1,e2@ fo, ..., 2@ frny ooy, €0 @ firn} de V@ W é dada por
auB a12B alnB
ang GQQB agnB
A® B =
a1 B an2B -+ appB
<

> Ex.157: Mostre que Tr(A®@ B) = Tr A. Tr B. Calcule Tr(A® A®---® A) <

1 1 —1
> Ex.158: Dada I = o9 = 0 e as matrizes de Pauli o7 = 0 , 09 = 0 ! , 03 =
0 1 10 i 0

1 0
<O 1) em M(2, C), calcule 0; ® 0 (i,j =0,1,2,3) <

> Ex.159: Se A € End(V) é diagonalizdvel, mostre que A ® A ® --- ® A é diagonalizavel.
Sendo {\;} um conjunto de autovalores de A, quais sao os autovaloresde AQ A®---® A? <

> Ex.160: Encontre a forma candnica de Jordan da aplicacdo A ® B, se A e B sao respecti-
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vamente dadas por

o O =
S N O
w o O

VR
o N
N
~_

L)
01 0 00
<
Dados os covetores o', ..., a¥ € V* e os vetores vy,...,vx € V, ji definimos na Eq.(5.17)
que

k vezes
@@ VxVx---xV = K
(v1,...,06) — (&d®@---@ak)(v1,...,00) = at(v1)...a"(v)(5.21)

O espaco vetorial V®”, formado pelo produto tensorial entre p cépias de V é denotado por
T,(V):=VeV®- - @V, enquanto que o espaco vetorial (V*)®q definido pelo produto tensorial
de g covetores é também um espago vetorial, denotado por T¢(V) := V*@V*®---@V*. Também

definimos
k\ﬁafes
MU Qup: Vi xVix...xV" — R
(V1 QU ®---@u)(al,a?,...,a") — al(v)a?(vy). ..o (v). (5.22)

Podemos considerar um caso mais geral, o de um produto tensorial de um ntmero arbitrario
de covetores e vetores, que serd elemento do espago dos tensores de tipo (p,q) em V', denotado
por TH(V) = V& @ (V*)®". Um elemento arbitrario T € Tj(V) pode ser escrito na forma

T= Y TR @dre- @ Re, ®e,® @ ey, (5.23)

V1y-sVpy U155 g

Vive..Vp
onde Ty iy i = T(e! e, .. el ey, €0y, .0 500,).

Dada uma permutagao o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, definimos o operador ALT neste
contexto denominado alternador, da seguinte maneira:

1
AITX; @ Xo® -+ ® Xp) = ]j Z E(U)XU(I) ® XU(Q) R ® Xo(pfl) & Xg(p), (5.24)

o€Sy

onde S, é o grupo simétrico formado pelo conjunto de todas as permutacoes e (o) vale +1[—1]
se a permutacao o for par [impar|. O alternador definido dessa maneira é também um operador
de projegao (ALT? = ALT). Um k-covetor é um elemento Wy tal que Wy = ALT(¥y).
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> Exemplo 28: Assumimos que o espaco T3 (V) seja igual a K. Além disso, T3 (V) = V*,
T)(V) =V, e mais geralmente

Td(V) = Hom(V, ..., V;K)

qvezes

T{(V) = Hom(V,...,V;V)

qvezes

Em particular, tensores do tipo (0,2) sao fungdes bilineares e tensores do tipo (1,1) sdo aplicagoes
lineares <

» Obs.18: Os tensores do tipo T} sdo chamados covariantes e os do tipo T(? sao chamados

contravariantes

» Obs.19: Convencionamos denotar T (V) = T}(V) <

> Ex.161: Qual é a dimensao do espago tensorial T3 (V)? <

> Ex.162: Mostre que T,%(V) ~ End(V @ V) <

> Ex.163: Mais geralmente, mostre que 1,(V) @ TP(V) ~ End(V x --- x V) <

p vezes

A multiplicacdo de tensores determina uma operacao bilinear

. s +s
@ : TJ(V)x T} (V) — TI?M(V)

tal que
(1@ RUyRAI R ®y) ® (Vpt1 R+ RVUptr RUG11 R+ @Qgt5) = V1R + *QUptr QU R+ - @5
> Ex.164: Defina um isomorfismo entre T{ (V) x TH(V) — T2(V) <
> Ex.165: Mostre que T,,(V) ~TP(V*) e que TP(V) ~ T,(V*) <
> Ex.166: Considere a aplicagao
¢y VeV* — End(V)

vRa — ¢v(v®a): V-V
ur oy (v®a):=va(u), Yu,veV. (5.25)

1. Mostre que qualquer transformacao linear 7' € End(V') pode ser escrita na forma 7' =
ov (D Tij‘ei ® €’), dada uma base aybiﬁréria {e;} de V e sua base dual {e'} C V*. Os
escalares 1", sao dados por T'(e') = T";e’.

2. Mostre que ker ¢y = {0}, de modo que junto com o resultado do item (a) podemos concluir
que ¢y é um isomorfismo entre V ® V* e End(V)

3. Mostre que ¢y (e; ® €/) = idy
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4. Considere as aplicacoes

Yy VeV — R
a®v — Yy(a®@v) = av)

Cy,y* VeV - VeV
1R a — cyy+(v®a)=a®u
para quaisquer v € V e a € V*. Mostre que a fungao trago pode ser definida através da
seguinte composicao de aplicagoes: Tr = 9y o cyy+ o qS(/l.
<

> Exemplo 29: Seja {e;} (i = 1,2, 3) a base canonica de V = R3 {¢’} a sua base dual. Defina
uma correlagdo 7 : V — V* como 7(e1) = 4e! + €2, 7(e2) = e! + 32, 7(e3) = €3. Portanto dados
u= 25’:1 ule; €V ev= 25:1 v'e; € V, j& vimos que g(u,v) = 7(u)(v), e temos que

g(u,v) = T(ule; +u?ey + ule3)(v) = u'(de! + €?)(v) + u?(e! + 3€?)(v) + ude3 (v)
= dulv! +uo? + el + 3u? + ut?
= 4(e' @ e (u,v) + (' @ e?)(u,v) + (2 @ e (u,v) + 3(e* ® ) (u,v) + (¢ @ *)(u,v)
e portanto

g=4el el +el @l +el@el 432 @2+ RS c VI RV (5.26)

Mais geralmente, uma forma bilinear g : V x V — K com valores em K pode ser escrita como

n
g= Z gijet @ el € T*(V)
ig—1

> Ex.167: Mostre que se g : V x V — K for simétrica, entao g;; = g;;, enquanto que se
g:V xV — K for alternada, entao g;; = —g;; <

Outra operagao importante sobre os tensores é denominada contragao, uma aplicacao linear

-1
T3(V) =T (V), pg>0

definida ao se considerar a aplicagao

End(VRV)xV*x--xV* — TIZL(V),
quezes

(V1,0 vp 01, aq) = ()@ QU QA ® - ® ay) (5.27)
que ¢ claramente multilinear, e portanto existe uma aplicagao linear Ty (V) — Tg__ll (V) tal que
MRV - QURARu® - ®ag) — (V1) (1 QU Va®- - Qay)

> Exemplo 30: Dado V = R3, considere o tensor A = e; ® e! ® €2 € T2(V). Portanto a
contragao de A é dada por el(er)es = ex € Ta(V) <
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» Definigao 17: Seja G um grupo abeliano. Um espago vetorial V' é dito ser graduado por um
grupo abeliano G se V for expresso como uma soma direta V = @;V; de subespacos, indexada
por elementos ¢ € G. Aqui consideraremos apenas os casos quando G é dado por Z ou Zy. Os
elementos de V; sao chamados homogéneos de grau i, e definimos grau (v) = i, se v € V;.

Dizemos que uma &lgebra A é G-graduada se seu espaco vetorial subjacente V for G-
graduado, ou seja, se existem subespagos Ai (k € G) tais que A = B Ay e se dados = € Ay,
Yy € A; temos xry; € Agy;. Os elementos de Ay sao ditos homogéneos de grau k. O nimero k
é denominado grau de zj, € Ay, e serd denotado por deg(zy) ou |xy|. <«

Como G é abeliano temos deg(xry;) = deg(xg) + deg(y;). Para os escalares a € K temos
deg(a) = 0.

> Ex.168: Mostre que o anel dos polinomios é Zo-graduado <

A soma direta de todos os espagos vetoriais 7}/ (V) munida da operagao de soma e produto
tensorial chama-se dlgebra tensorial do espago vetorial V. A algebra tensorial é uma &algebra
graduada. No caso geral a graduacao é dada por G = Z x Z. De fato, a dlgebra tensorial dos
tensores contravariantes

T(V) = é T,(V) (5.28)
p=0

¢é Z-graduada, ja que
Tp(v) ® Tq(v) C Tp+q(v)7

enquanto que a algebra tensorial dos tensores covariantes
oo
(V) =P 17(V) (5.29)
p=0

é também Z-graduada, pois
TP(V)@TYV) C TPTI(V)

Em particular,

> Ex.169: Mostre que T%(V') é a algebra das fungées multilineares em V' <

Automorfismos da Algebra Tensorial

Considerando qualquer uma das dlgebras T'(V') ou T%#(V'), o fato de cada uma delas ser uma
algebra Z-graduada permite definir uma aplicacao denominada involucdo graduada. Tomemos
sem perda de generalidade a &lgebra T*(V'). A involugao graduada é definida como sendo a
aplicacao

AP = (1)1 AP = (—1)P AP, (5.30)
onde AP € TP(V) C T*(V) é um tensor covariante de ordem p.

> Exemplo 31: Podemos mostrar que a involugao graduada é um automorfismo. De fato,

(AP Bi) = (—1)AeBar @ B
(_I)IA”IHB""\(AP ® BY) = (_1)|AP\AP ® (_1)|Bq\Bq
= (4r)® (B9) (5.31)
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> Ex.170: Qual é a ordem de tal automorfismo? <
» Obs.20: Denotaremos opcionalmente A por #A, onde A € T(v)ou AeT*(V) <

Dizemos que um elemento AP € TP(V') é par ou impar conforme (—1)P seja par ou {mpar.
Podemos entao definir os operadores

ILT(V) — T(V)
A — %(1i#)A (5.32)

> Ex.171: Mostre que II1 sao projecoes <

O subespago T75 (V) = IL (T*(V)) consiste dos elementos pares de T*(V'), enquanto que o
subespago T (V') = II_(T™(V')) consiste dos elementos impares, e podemos escrever

T*(V)=T;(V)®T (V)
> Ex.172: Mostre tal afirmagao (Dica: mostre que II; +II_ =1 e que II 11+ = 0) <
e temos
TI(VY@THV) C TH(V), TI (V)@ T (V) C T (V)
T*(V)eTi(V) c T(V), T*(V)@T(V) CTi(V) (5.33)
> Ex.173: T (V) e T* (V) sao subélgebras de T*(V)? <

Além da Z-graduagao inerente & &lgebra dos tensores covariantes (ou contravariantes) , a
involucao graduada ainda mune tais dlgebras com uma Zso-graduacgao.

A élgebra tensorial é isomorfa a sua algebra oposta, a partir de um (anti-)automorfismo
chamado reversao. Essa aplicacao é definida por

(AP ® BY) = Bl ® AP

onde AP € TP(V), B1 € T9(V),coma=aseacKea=aseacV* =T (V).
A partir dessas defini¢goes podemos ver que

(M ®a® - ®ay) =ay@ap 1 @ ®ay®a

o que justifica a denominagao reversao.
A composicio da involucao graduada e da reversdao é denominada conjugacao e é denotada
por .
AP = AP

> Ex.174: Calcule a involugao graduada, a reversao e a conjugacao dos seguintes elementos: a)
a1 ®az®@az € T3(V), onde ay,az, a3 € V¥ b) a; ®as —az®@az € T?(V), onde ay, as, a3 € V*
<
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5.4 Algebra exterior
5.4.1 O produto exterior

» Definicao 18: A p-ésima poténcia exterior de V' é um espago vetorial AP(V') juntamente
com um mapa p-linear

Vix .o xV* — AP(V)

N—

pvezes

(a1,...,qp) — a1 A

de tal maneira que os covetores €' A --- A e formam uma base de AP(V) <«

Uma vez definida a algebra exterior, iremos ver sua interrelacdo com os tensores anti-
simétricos, bem como outros diversos aspectos formais e computacionais.
Dados o, 8 € V* e u,v € V, definimos' o produto exterior entre dois covetores a A f —

agindo em w,v € V como

(aAB)(v,u) =ALT (a® ) =

Desenvolvendo o determinante, obtemos

(0 A B)(v,1) = L (a(v)(w) ~ a(@)iv)) = 5[0 5)(v,m) - (55 0)(v,u)]

Como essa expressao é valida para qualquer u, v € V, concluimos que
1
anB=lawp-Fea)=—-FAa

Tal produto é bilinear e distributivo em relacao a adigdo. Também notamos que a A a = 0. O
conjunto desses funcionais bilineares alternados é um subespaco de T2(V), denotado por A%(V/).
E comum denotarmos A°(V) = R e AY(V) = V*. Um 2-covetor é dito simples, ou fatorizavel,
se ele puder ser escrito na forma a; A ag, onde a1 e ag sao covetores.

Uma generalizacao natural da definicio dada acima é feita para um elemento de AF(V):

ar(vi) ai(ve) - ar(vi)
(Oél/\O[Q/\-.-/\ak)(vl,VQ,...,V]g) :;' OQ(Vl) a2(V2) OQ(Vk)
ag(vi) or(ve) - og(vi)

O conjunto dos funcionais k-lineares alternados formam um espago vetorial A¥(V) e seus
elementos serdo ditos k-covetores. Definimos produtos de p-covetores simples como

(041/\ag/\"'/\am)/\(ﬁl/\ﬂz/\"'/\ﬁl):al/\ag/\"-/\am/\ﬁl/\ﬁg/\"'/\ﬁl.

Note que se 1y, € A¥(V) e ¢, € A™(V), entdo Y A ¢ = (—1)™ ¢y, A .

! Alguns autores ndio usam o fator 1/2!. Preferimos usar essa definicio pois assim a A 8 = ALT(a ® 3) e o
operador ALT depende do fator p! para ser um operador de projecao.
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> Ex.175: Prove isso! <

Algebras graduadas que possuem tal propriedade sao denominadas superdlgebras.

Uma base para o espago AP(V) pode ser obtida a partir de uma base {e1,...,e,} de V.
Primeiramente consideraremos o espaco A?(V) e os produtos exteriores da forma e’ A e/. De-
vido a anti-comutatividade do produto exterior de covetores, os inicos 2-covetores linearmente
independentes dessa forma sao

el A et ned el et el Aen,
NS el net, . el e,
6“71/\671

o que corresponde a (n—1)+(n—2)+---4+1 = n(n—1)/2 elementos, exatamente a dim A?(V).
Este conjunto de 2-covetores forma uma base para A?(V) e portanto um 2-covetor arbitrario
A € A%(V) pode ser escrito na forma

n
A= % Z Aijei Nel = ZAijei Ael
i,j=1 1<j

Na primeira expressao acima hd um fator 1/2, ausente na segunda expressao, pois na soma sz
consideramos todos os valores dos indices 7,7 = 1,2,...,necomo A;; = —Aj; e e'Nel = —el Né,
estamos com isso contando duas vezes um mesmo termo, dai a divisao por dois. Considerando
na segunda soma indices tais que ¢ < j, nesse caso nenhum termo é contado duas vezes.

Generalizando esse resultado para k-covetores, uma base para o espago Ak(V) ¢é da forma
e ANet2 A--- Aet* e o nimero de elementos distintos consiste na combinacao de n elementos
tomados k a k, que é dada por (Z) Dado a € Ak(V), tal elemento pode ser escrito como

Y = Z Qpy i pip € NEFEN - NEPE e €K (5.34)
p1<p2<--<pg

A dimensao de AF(V) é dada por

dim A*(V) = <Z> - (n_”llw - <n " k) (5.35)

Portanto

dim A*(V) = dim A" (V) (5.36)
» Lema 8: O produto exterior de m covetores se anula sempre que m > n, onde n = dim
V «

Prova: De fato, considere o produto oy A ag A -+ A apt1. Se dim V* = n, temos no maximo
n covetores {e;} linearmente independentes. Sem perda de generalidade, escolha a combinagao
linear oy, 41 = Y 1y a‘;. Portanto

arANag A ANapr1 = 041/\042/\~--/\an/\(a1a1+---+a"an)
= (—1)”_1a1a1/\ozl/\ag/\---/\an+---—i—a”a1/\ozg/\---/\oznfl/\ozn/\ozn

= 0, (5.37)
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j4 que a; A a; = 0,Vay € AL(V).

Isso mostra que o espaco A¥(V) ndo existe, se k > n. Em particular, dim A™(V) = (Z) =1le
os elementos de A™(V') sao denominados pseudoescalares, enquanto que os k-covetores também
recebe o nome de k-formas.

» Proposicao 12: Seja u € V um vetor nao-nulo. Entao u Av =0 se e somente se v = au,
para algum escalar a € K <«

Prova: Se v = au, entdao u Av = u A (au) = a(u A u) = 0. Reciprocamente, se v # au, entao u
e v sdo L.I., e podem ser estendidos a uma base, e portanto u A v é um vetor da base de A?(V),
e portanto um elemento nao-nulo.

Ao efetuarmos a multiplicacao exterior entre 1-formas, obtemos 2-formas, 3-formas, ..., k-
formas (1 < k < n), dependendo do nimero de vezes que efetuamos o produto exterior (o mesmo
vale para os vetores). Cada k-forma pertence a uma algebra A*(V). Além disso essa dlgebra
nio é fechada em relagio ao produto exterior, pois se ¥), € A*¥(V) e ¥,,, € A™(V) entdo vemos
que Uy AU, € A™F(V). Para contornarmos essa situacio nao desejada, definimos

AV)=AN V) A (V) A2(V) @ --- @ A" (V) = @F_ A*(V)

» Teorema 41: Seja 0 # 1 € A2(V*). Entdo v € fatorizdvel se e somente se p A =0 €
AYV) <

Prova: Se Yy =uAv, u,v € V,entao Yy A =uAvAuAv=0. A reciproca serd provada por
inducdo na dimensdo de V. Se dim V = 0 ou 1, entdo A?(V) = 0, e portanto o primeiro caso é
quando dim V' = 2. Nesse caso dim A?(V) =1 e v; A vy é um elemento nao nulo se {vy, vy} for
base de V, sendo v fatorizavel.

O caso em que dim V =3 consideramos separadamente agora. Dado 0 # ¢ € A%(V), defina
uma aplicacdo A : V — A3(V) por A(v) = ) Av. Como dim A?(V) = 1, entdo dim ker A > 2, e
sejam u; e ug vetores L.I. em ker A. Estenda a uma base {uy,u2,us} de V, e podemos escrever

¥ = aui A\ ug + buy A ug + cus A ug

Por defini¢ao A(u1) = 0, e portanto 0 = 1) Auj = cuj Aug Aug, implicando em ¢ = 0. Da mesma
maneira A(ug) = 0, e portanto 0 = 1) A ug = —buj A ug A ug, o que significa que b = 0. Segue-se
que

P = aui A ug

, que € fatorizavel. Assuma agora por indugao que a a firmacao é verdadeira para dim V <n—1

e considere o caso onde dim V = n. Usando a base v, ..., v,, escreva
n
Y o= E Q;i50; N\ Vj
1<i<y

n—1 n—1

= E AinV; | N\ v + E AN
i=1 1<i<

/
= ulNv,+¢

onde U = (vy,...,vp_1), u € U e ) € A2(V).
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Agora,
O=YAY=(uAvy, +¢)AN(uAv, +9") =2uAy Ao, + 9" Ay
mas v, nao aparece nem na expansao de u A v’ nem na de ¥’ A 1¢’, e separadamente obtemos
uANY' =0 =1 Avy'. Por indugao, 0 = ¢’ A ¢/ implica em 9’ = uy Ausg, € u A uy Augt)’ = 0.
Portanto existem u, A1, A2 € K tais que pu + Aoug + Ajug = 0. Se = 0, entdo uy e us sdo L.D.,
e portanto ¢’ = u; A us = 0, significando que ¥ = u A v,,e portanto v é fatorizavel. Se p # 0,
entdo u = \a/pug + A\ /puy, e

P = Aui A vy + Agug A v, + up A ug
, sendo esse o caso 3-dimensional, o qual provamos que sempre é fatorizavel B

> Ex.176: Considere {vy,vs,v3,v4} um conjunto L.I. de um K-espaco vetorial V. Calcule
1 A ¢ nos seguintes casos:

1. Yy =¢=v1 Nvg+wv2 Avg +v3 Ay
2. p=v1 ANvg+wvgAvy, ¢=v2ANv3A1y
<

Dada uma base {e;} de vetores unitdrios de V e a correspondente base dual {e'}, ao consid-

erarmos uma variedade M e {x'} coordenadas locais definidas em um aberto U C M podemos
i i _ 8 i &\ _ Oz
escrever €' = dx' e e; = 375 temos dr'(57) = 95

diferencial ¥ € A*(V') como

= ¢} , podemos escrever uma multiforma

n n n
U=a+Y aidr'+ Y aijdr'Adai+ Y agpdat Adad AdaF+- - +p dat Ada? A Ada”. (5.38)
i=1 ij=1 ij k=1

onde a, a;, a;j,...,p € K
» Definicao 19: O par (A(V),A) é denominado dlgebra exterior do espago vetorial V. De

maneira andloga pode ser definida a &lgebra exterior A(V*), onde passamos a considerar o
produto exterior de vetores. <«

Uma base para o espago A¥(V) é da forma {e* Aet2 A--- Ael*} e o niimero de elementos
distintos de AF(V") consiste na combinacio de n elementos tomados k a k, que é dada por (Z)
Um elemento 1, € A¥(V) pode ser escrito como

> Ex.177: Dada uma base {e;} de V — um K-espaco vetorial n-dimensional — expresse
en/Nepn_1 N+ Neyg Aep em termos de eg Aegs A ANep—1 ANep <

> Ex.178: Em um espaco vetorial V = R3, dados 4, B,C € A(V), onde A = 3+ 3e! +e? Ae?,
B=—-e2+4e' N2 nedeC=1+4e®+ e Aed calcule

1. ANA,BAB,CANC,BANA, ANB,CANA, ANC, BAC,CANB, ANBAC, ANCAC
2. (AA B)o; (AAB)1; (AN B)s; (AN B)s
3. (AN C)o; (ANC) 1 (ANC)a; (ANC)s
4. (BAC)o;(BAC)1;(BANC)o;(BANC)3
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> Ex.179: Considere {u',u?,...,u* =1 u?"} vetores duais L.I. em um K-espaco vetorial V.
Seja v =u' Au? +Fud Aut +ud Aub + - F w1 Au?, mostre que

vAvA---Au=rl(u A A AT AP
~—_—

T vezes

Em muitos casos estamos interessados em trabalhar com formas diferenciais em variedades.
Considere por exemplo uma variedade M e {z'} coordenadas locais definidas em um aberto

U C M. Tomando e’ = dz’ e e; = 57, entdo e'(e;) = dz'(557) = 557 = J;. Nesse caso podemos

escrever uma forma diferencial ¥ € A(V') como

n n n
U = a+z aidq:iJrZ aijdz' Ndz? + Z aijkd:ni/\da:j/\dazk+- cdpdrt AdzP A Ada". (5.39)
=1 1<j 1<j<k
onde a, a;, a;j,...,p € K

» Definicao 20: O par (A(V),A) é denominado dlgebra exterior do espago vetorial V*.
De maneira andloga pode ser definida a &dlgebra exterior A(V'), onde passamos a considerar o
produto exterior de vetores «

Finalmente, dim A(V) = Y"1 () = 2™
> Ex.180: Mostre que todo p-covetor em um espago V tal que dim V < 3 é simples <

> Ex.181: Para dim V > 4 nem todo p-vetor é simples. Por exemplo, seja V' um espaco
vetorial de dimensao 4 e {ej, e2, e3,e4} uma base de V. Seja 1 = e; A ez + e3 A eq. Mostre que
nao existe nenhuma combinagao linear dos vetores {e;} (i = 1,2,3,4) que permita escrever
na forma ¢ = v! Av? <

A seguir daremos uma defini¢do equivalente de algebra exterior.
» Definicao 21: Um mapa ¢: V x --- x V — U é dito anti-simétrico se
N———
pvezes

d(Vig, - -, v5,) = sign(it, ..., i +p) d(v,...,vp)

para qualquer permutagdo dos indices (i1,...,ip) € N*. O termo sign(ii,...,i + p) denota
o sinal de tal permutacdo. Quando U = K, o mapa ¢ é dito ser uma aplicagdo multilinear
anti-simétrica. <«

> Ex.182: Existem A, B € A(V'), ambos nao-nulos tais que AA B =07 <

» Obs.21: O espaco AP(V) pode ser identificado com o subespago dos tensores anti-simétricos
em TP(V) «

5.4.2 Operacoes dentro da algebra exterior

Como a &lgebra exterior é formada pela parte alternada da &lgebra tensorial, os (anti-
Jautomorfismos definidos para a édlgebra tensorial induzem os mesmos automorfismos definidos
para a algebra exterior, que explicitaremos a seguir, devido a sua tamanha importancia.
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A projecao
(Ve A(V) = AR(V) (5.40)

¢ definida de modo que (¥); denota a parte k-covetorial de ¥ € A(V).

A reversao é definida como (a3 Aag A+ -Aag)™ = apAag_1 A -NagAag = (—1)";(1‘;_1)/2

a7 VAN
ag N\ - N ag.

J4 a acado da involugao graduada em ¥ € A(V') é denotada como no caso da algebra tensorial
por \fl; = #(¥};) = (=1)*VU,. Este automorfismo é usado para definirmos uma Zs-graduacio
em A(V). Os Zs-subespagos homogéneos consistem na soma de todos os Z-subespagos de grau
par e impar, onde o grau do subespago se refere ao autovalor +1 do operador #, ja que os
Z-subespagos homogéneos sao autoespagos do operador #.

A conjugagao ¢ analogamente definida como sendo a composicao da reversao com a involugao
graduada, e é denotada por ¥ = (¥) = .

A aplicagéo linear o : V' — K foi definida como um elemento do espaco dual V*. Podemos
generalizar esse conceito, introduzindo uma operacao denominada contracdo a esquerda pelo
vetor v, que age sobre € A¥(V) e resulta em um elemento de A*~1(V), da seguinte maneira:

(Vo) (Vi, v, ..o, V1) =k Q(v,vi, .o, V1), (5.41)

No caso em que k = 1, a definicao se reduz a via = «(v). Para a € R, temos via = 0. A
definigao dada acima nao € util do ponto de vista computacional. Vamos considerar a contragao
de a A B por um vetor v:

va(a A B)(u) = (A B)(v,u) = (a(v)5 = B(v)a)(u) = (Vi) — (vaf)a)(u).

A generalizacdo dessa equagao para multicovetores ¥ e ® arbitrdrios é dada pela regra de Leibniz

graduada:

V(T AD) = (VviU)AD + U A (vid) (5.42)

A definicdo de contracdo a direita é feita de maneira semelhante:
(Qv)(vi,va, ..., Vi_1) = kQ(Vi, ..., VE_1,V) (5.43)

e a regra de Leibniz graduada para a contracao a direita é expressa como

N

(PAP)v=TA(DPV)+ (TLv)AD (5.44)

A contracao a esquerda se relaciona com a contracao a direita por:

vol = —ULv (5.45)

onde ¥ € A(V).

Podemos nao somente nos restringir a contragao por vetores, mas por k-vetores (ou de modo
mais geral, por multivetores, estendendo-se o caso dos k-vetores por linearidade). Dado um
k-vetor vi A vy A -+ A vy, definimos

(V1/\V2/\---/\Vk)_lzvl_IVQ_l...Vk_l
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L(VIAVQ A -+ AVE) =LVILVa...LVg (5.46)

Essa defini¢do é natural de maneira que o operador L seja o dual do operador A. Segue-se que a
contracao de um g-vetor por um p-vetor se anula para p > ¢. A mesma generalizagdo pode ser

feita para multicovetores.
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